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Las sesenta lecciones de que consta este volumen
constituyen el segundo curso de MaTeMATICAS ELEMEN-
TALEs, comprendiendo la Geometria y Trigonometria
con arreglo 4 lo dispuesto en el Plan de segunda ense-
fianza vigente. Estd dividido en dos partes, que con las
tres del primer curso completan las cinco partes, en que
entendemos deben dividirse las MaTEMATICAS ELEMEN-
TALES, con arreglo 4 los razonamientos expuestos en la
primera leccién del primer curso; siendo por tanto, la
cuarta y quinta parte las que aqui exponemos.

La parte cuarta—Aspecto particular de la Geometria—
contiene una leccién preliminar y dos secciones. En la
leccién preliminar, se exponen los conocimientos indis-
pensables para comprender la divisién razonada en dos
secciones, y los convenios necesarios para la mds ficil
comprension de las mismas, asf como la divisién de cada
una de ellas en dos libros, y cada libro en dos capitulos.
La seccién primera—Planimetrfa—trata de las figuras
cuyos elementos se encuentran todos en un plano, estd
dividida en dos libros y cada libro en dos capitulos; el
libro primero comprende las figuras geométricas planas,
conteniendo el primer capitulo la linea recta, y el se-
gundo la circunferencia; el libro segundo comprende la
medida de las figuras geométricas planas, conteniendo
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el primer capitulo las longitudes y dreas y el segundo
la semejanza: para terminar esta seccién nos ocupamos
de la determinacién de la medida de la circunferencia y
el circulo, asi como de los maximos y minimos de las
figuras planas, concluyendo con las aplicaciones mds no-
tables de la misma. La seccién segunda—Estereometria—
trata de las figuras cuyos elementos no se encuentran
todos en un plano, estd dividida en dos libros y cada
libro en dos capitulos; el libro primero comprende las figu-
ras geométricas no planas, conteniendo el primer capitulo
rectas y planos, y el segundo superficies no planas; el
libro segundo comprende la medida de las figuras geomé-
tricas no planas, conteniendo el primer capitulo dreas y
volumenes, y el segundo la semejanza: para terminar
esta seccidén nos ocupamos de los mdximos y minimos de
las figuras no planas, concluyendo con las aplicaciones
mds notables de la misma.

La parte quinta—Aspecto general de la Geometria—
contiene una leccién preliminar y tres libros. En la lec-
cién preliminar, se exponen los conocimientos indis-
pensables para comprender la divisién razonada en tres
libros. El libro primero, trata de las lineas trigonomé-
tricas; estd dividido en dos capitulos, conteniendo el
primero las relaciones entre las lineas trigonométricas,
y el segundo las tablas trigonométricas. El libro segundo,
trata de la Trigonometrfa rectilinea; estd dividido en dos
capftulos, conteniendo el primero los tridngulos rec-
tdngulos, y el segundo los tridngulos oblicudngulos. El
libro tercero, trata de la Trigonometria esférica; estd
dividido en dos capitulos, conteniendo el primero los
tridangulos rectingulos y rectiliteros, y el segundo los
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triangulos oblicudngulos: terminamos esta parte con las
aplicaciones mds notables de la misma.

Expuesto concisamente el plan de este segundo
curso de MATEMATICAS ELEMENTALES, nos resta mani-
festar, que nuestro objeto ha sido, como ya digimos en
el prélogo del primer curso, armonizar el plan cientifico
con el diddctico; procurando asf, hacer mas facil y
agradable tanto el estudio como la ensefianza de las
MaTteEMATICAS ELEMENTALES. Si siquiera hemos dado un
paso para que esto se consiga, quedardan completa-
mente satisfechas nuestras aspiraciones.
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PARTE CUARTA.

Aspecto particular de le CGeomstria,

LECCION 1.*

Noclones preliminares.

1. GEOMETRIA, es la parte de las matemdticas que tiene por
objeto el estudio de la extension.
2. EXTENSION, es Zoda porcién determinada del espacio.
Para aclarar estas definiciones, es preciso tener en cuenta
(8, 28, 81, 1.** Curso) que al tratar de determinar una porcién de
espacio es cuando nos encontramos con el objeto de la Geormne-
tria; por tanto la extensién as{ concebida, ha de tener los
caracteres del espacio del que forma parte integrante, y ademads
las que necesariamente han de resultar de la limitaciéon que es
esencial, en la mayor parte de los casos, para la determinacién.
Esto hace, que nos veamos precisados 4 considerar en la ex-
tension, ademds de la magnifud, porque tenga mayor ¢ menor
espacio, la posicion, por la manera de estar en él, y la figura,
por el modo de estar terminada. Por otra parte, ain cuando
el espacio al ser infinito es extenso en tedos los sentidos, para
determinar una porcién cualquiera de é€l, basta considerarle ex-
tenso en tres sentidos, 4 que se llaman dimensiones, que son
longitud 6 largo, latitud 6 ancho.y profundidad 6 grueso 6 al-
tura 6 espesor. Mas es preciso observar, que en la vida real
necesitamos determinar: 1.° el espacio que ocupan los cuerpos
materiales que nos rodean, 4 lo que se llama cuerpo geométrico,
siendo necesarias las tres dimensiones; 2.° el espacio que separa
un cuerpo del que €l no ocupa, 6 el limite de un cuerpo, a lo
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que se dd el nombre de superficie, bastando solo dos dimensio-
nes; 3.° el espacio que separa una superficie de otra ¢ el limite
de una superficie, 4 lo que se denomina /éuea, en cuyo caso €s
suficiente una sola dimensién; por ultimo necesitamos en ocasio-
nes determinar el espacio que separa una linea de otra ¢ el
limite de una linea, 4 lo que se llama punto, que es el limite ele-
mental de la extension y que por lo tanto no tenemos necesidad
para su determinacién de considerar ninguna dimensién. Bien se
comprende por lo expuesto que ni el cuerpo geométrico, ni la
superficie, ni la lineq ni el punto tienen existencia real: sin em-
bargo, en virtud de una facultad de nuestra inteligencia, que se
denomina abstraccidn, es fdcil adquirir un concepto claro de estas
tres clases de extensién; pues para el cuerpo geométrico, nos
bastard hacer abstraccién de la materia de cualquier cuerpo fisico,
para la superficie sera suficiente hacer abstraccion de una de las
dimensiones del cuerpo geométrico; para la /inea, hacer abstrac-
cion de una de las dimensiones de la superficie; y para el punto,
hacer abstraccién de la tinica dimension de la linea. Como ejem-
plo; de un cuerpo geométrico, el espacio que ocupa este libro; de
una superficie, una hoja del mismo que aunque tiene las tres di-
mensiones la tercera es tan desproporcionada que sin gran es-
fuerzo podemos hacer abstraccion de ella; y de una /linea, un
hilo fino que aun cuando tienen las tres dimensiones, las dos
ultimas son tan desproporcionadas con respecto 4 la primera
longitud, que no necesitamos tampoco hacer gran esfiierzo para
hacer abstraccion de ellas. Que necesitamos en la vida real de-
terminar cuerpos geométricos, superficies, lineas y hasta puntos,
es tan evidente que un ejemplo sencillo nos lo pondrd de mani-
fiesto: asf, si quisiésemos averiguar la cantidad de trigo necesa-
ria para llenar una panera, tendriamos necesidad de considerar,
el largo, el ancho, y la altura de la panera; mas si solo necesi-
taramos saber la cantidad de hule necesaria para cubrir el suelo
de la panera, para nada necesitariamos conocer su altura; atin
mds; si desearamos saber la distancia de la panera al mercado del
grano, cualquiera que fuera el camino que hubiéramos de seguir,
para nada necesitariamos ni el ancho ni menos la altura; por
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ultimo, si desedramos saber en qué punto de la panera serfa mds
conveniente colocar un objeto, claro estd que no necesitarfa-
mos para nada ninguna de las dimensiones de la panera. Esto
entendido, nos vemos precisados d estudiar tres clases de exten-
sién, que son, el cuerpo geométrico, la superficie y la linea, una
vez que, el punto, es el limile elemental de la extension.

3. CUERPO GEOMETRICO, es ¢/ espacio que ocupa un cuerpo
[fisico.

4, SUPERFICIE, es ¢/ limile de un cuerpo.

5. LINEA, es el limite de una superficie.

8. Todas las extensiones—cuerpos geométricos, supetficies
y lineas,—son penetrables, movibles y limitadas; y por tanto,
solo pueden diferenciarse en su posicion, en su figura y en su
magnitud,

7. POSICION DE UNA EXTENSION, es su manera de estay co-
locada en el espacio.

8. FIGURA DE UNA EXTENSION, es su modo de ser por su
limitacién.

9. MAGNITUD DE UNA EXTENSION, es &/ wmayor 0 mnenor es-
pacio que contenga.

10. Como el punto es el limite elemental de la extensién, y
no se concibe ninguna parte del espacio sin ser movible, de aqui
el que si consideramos un punto moviéndose en el espacio, dos
posiciones consecutivas limitardn un elemento lineal y la conti-
nuacién de elementos lineales, dard lugar 4 una linea: una linea
moviéndose en el espacio, dos posiciones consecutivas limitardn
un elemento superficial y la continuacién de elementos superfi-
ciales dara lugar 4 una superficie: una superficie moviéndose en
el espacio, dos posiciones consecutivas limitardn un elemento
corporec, y la contiuuacion de elementos corporeos dard lugar
d un cuerpo. De modo que; una linea se compone de elementos
lineales, pudiéndose considerar en ella un nimero indefinido de
puntos; una superficie se compone de elementos superficiales,
pudiéndose considerar en ella un nimero indefinido de lineas; y
un cuerpo se compone de elementos corpéreos, pudiéndose con-
siderar en ¢l un nimero indefinido de superficies.
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11. FIGURAS GEOMETRICAS, son las construcciones graficas
en que se representa un sistema de puntos, de lineas o-de super-
ficies. Se dividen en lineales, superficiales y solidas ¢ corporeas,
segiin que sus elementos estén en una linea, en una superficie, 6
en el espacio.
Las figuras geométricas como extensiones que son, solo
pueden diferenciarse en su posicion, figura y magnitud (6).

12. FIGURAS GEOMETRICAS IGUALES, son las que tienen la
misma posicion, figura y magnitud. El concepto de igualdad
geométrica responde al de identidad dado (42, 433, 1. Curso).
Las figuras iguales siempre se las puede hacer coincidir en toda
su extensién, por superposicion, es decir, llevando convenien-
temente una sobre otra, lo que siempre podemos hacer en virtud
de la movilidad (6).

18. La superposicién y las construcciones graficas son me-
dios propios y exclusivos de la Geometria. L.a superposicion se
divide en directa é inversa; es directa cuando—suponiendo que
toda figura geométrica tiene dos caras, el anverso y el reverso,
6 bien el derecho y el revés—coinciden las caras del distinto
nombre mediante un movimiento de traslacién ¢ rotacién 6 los
dos; es inversa cuando coinciden las caras del mismo nombre y
entonces se necesita ademds de los movimientos de traslacién y
rotacion, otro de rebatimiento 6 de revolucién. Las construccio-
nes graficas son tan variadas, que cada proposicién tiene su
construccion adecuada, como tendremos ocasidn de ver.

14. FIGURAS GEOMETRICAS SIMETRICAS, son las que tienen
distinta posicion, é igual figura y magnitud. Estas figuras, si
mediante la movilidad se las da la misma posicién, se las puede
hacer coincidir, en el caso contrario no: de aqui, el que se con-
sideren dos clases de figuras geométricas simétricas; las de posi-
ctén, que se las puede hacer coincidir, y las de figwra, que nun-
ca pueden coincidir.

15. FIGURAS GEOMETRICAS EQUIVALENTES, son las que
tienen distinta figura, ¢ igual posicion y magnitud. El con-
cepto de equivalencia geométrica responde al de igualdad dado
(42, 433, 1.” Curso.)
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18. FIGURAS GEOMETRICAS SEMEJANTES, son las que tienen
distinta magnitud, ¢ igual posicion y figura.

17. Todos los puntos son iguales; una vez que, siendo el
punto el limite elemental de la extensién, todos tienen la misma
figura y magnitud, pudiéndoseles dar la misma posicién, en vir-
tud de la movilidad.

Se representan graficamente los puntos
por los puntos de la escritura 6 por la in- Ej‘ 73
terseccién de dos rayitas que se corten co-
mo en la figura 1.2 y se les expresa por le-
tras que se ponen a su lado. Asi diremos el
punto 4, el punto 5.

18. Existen indefinidas lineas; una vez que (10), son también
indefinidas las leyes 4 que puede obedecer el mevimiento del
punto generador: unas se distinguen de otras por la figura;
puesto que, se las puede dar la misma posicién, y respecto de
la magnitud, atendiendo 4 su generacién es siempre indefinida.

De aqui el que se las divida en; reclas, quebradas, curvas y
wiixtas.

- B x

19. Linea recta, es la menor distancia entre dos puntos. Se
representa por el trazo continuo que deja en el papel el ldpiz, la
pluma 6 el tira-lineas, cuando se les hace resbalar por el borde
de una regla bien construida; y se expresa poniendo dos letras
encima ¢ debajo de dos cualesquiera de sus puntos, como la

recta A8 de la figura 2.
]}f‘ = Las rectas marcan siem-

pre una direccion unica, de

modo que una recta tiene to-

&7 7 dos sus elefflentos en una mis-

A D ma direccién; por tanto una
recta no se diferencia de otra
mas que en la posicién, te-
niendo por lo mismo todas la misma figura y magnitud, y
cuando se las d4, en virtud de la movilidad, la misma posicién,
son iguales.

Segmento de recla, es una porcion limitada de recta, Se

772 —
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representa marcando los puntos extremos, y se expresa po-
niendo en cada uno una letra, como el segmento de recta CD
de la figura 2.* Los segmentos de rectas pueden prolongarse
en uno y otro sentido; y también se les llama rectas. Se expresa
la magnitud de una recta poniendo una letra en uno de sus ex-
tremos.

Prolongar una recta, es aumentar su magnitud sin variar
su direccion.

Los segmentos de recta, se suman llevando uno 4 conti-
nuacién de otro sobre una recta indefinida; y se restan llevando
el menor sobre el mayor.

De la definicién de linea recta se deducen los siguientes

COROLARIOS, 1.2 Dos puntos determinan la posicion de
una recta, es decir, por dos punios puede pasar una recta pero
nada mas que una; 2.° Dos rectas que tienen dos puntos comunes
coinciden en toda su extension; 3.9 Dos rectas no pueden tener mids
que un punto comin. Este punto se llama punto de snserseccion.

EscoL1o.—En Geometria siempre que empleamos la pala-
bra distancia sin ningun calificativo, se sobreentiende minima
distancia, de modo que: /a distancia entre dos puntos es la recta
que las une.

20. LINEA QUEBRADA, es la que se compone de rectas con-
secutivas que no forman una sola recta. Las rectas que forman la
linea quebrada se llaman sus /ados. La linea quebrada se llama

; s convexa cuando prolongando uno
-’z”f. J* de los lados no corta 4 los demis;
en el caso contrario se llama cinca-

4 Z 4 va. La linea ABCD de la figura 3.*
/;\] es una linea quebrada convexa cu-

Mo————_p YOS lados son 4B, BCy CD. Y la
linea EFGH es céncova y sus la-

7 /H dos son EF, FG y GH.
21. LINEA CURVA, es la gue
\ g & ni es recta ni se compone de lineas

rectas, como la MNP de la fig. 38
Arco, esuna porcion limitada de linea curva.,
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Las lineas curvas se llaman

L -
regulares, si su generacién obe- j}.)o Bl
dece 4 una ley, en caso contra-
rio se llaman zrregulares.
22. LINEA MIXTA es/la que ___/__,C;__U___
se compone de rectas y curvas. A L 7 F ¥4

Como la ABCDEFGH de
la figura 4."

Escor1o,—En esencia no hay mas que dos clases de lineas,
que son, las rectas y las curvas, pues las quebradas y mixtas
como hemos visto, son combinaciones de rectas y curvas.

23. Existen indefinidas superficies; una vez que son tam-
bién indefinidas (1o, 18), tanto las generatrices como las leyes 4
que puede obedecer su movimiento: unas se distinguen de otras
por la figura; puesto que se las puede dar la misma posicién,
en virtud de la movilidad, y respecto de la magnitud, atendien-
do 4 su generacion, es siempre ilimitada. De aquf que se las di-
vida en regladas, curvas y de revolucion.

24. SUPERFICIES REGLADAS, son las que la generatriz es
una recta: curvas, la que la generatriz es una curva: y de revo-
lucion, las que se engendran por el movimiento de rotacién de
una linea al rededor de una recta llamada eje.

Las superficies regladas se dividen en planas, desarrolla-
bles y alabeadas.

25, SUPERFICIE PLANA () PLANO, e¢s la reglada con la cual
coincide una recta aplicada & dos cualesquiera de sus puntos.

26. SUPERFICIE DESARROLLABLE, es la reglada que dos
posiciones consecutivas de la generatriz estian stempre en un plano.

27. SUPERFICIE ALABEADA, es la reglada que dos posicio-
nes consecutivas de la generatriz no estan en un plano.

28. Se llaman; superficies quebradas, la continuacion de
planos que no forman un solec plano; y miéxtas, las que se com-
ponen de planas y no planas,

EscoL1o, En esencia no hay mas que dos clases de super-
ficies, las planas, y las no planas que son todas las demds de
que hemos hablado.
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La representacién de las superficies se hacen por las lineas

que las limiten, 6 por las generatrices y alguna otra linea; como
ya veremos.

29. La Geometria elemental no estudia mas lfneas, que la
recta y 1a civcunferencia, ni mas superficies que las limitadas ¢
engendradas por esas lineas; ni mds cuerpos que los limitados 6
engendrados por esas superficies. Mas estas lineas, superficies y
cuerpos que estudia la Geometria elemental al hacerlo, tiene
que considerar su posicién, figura y magnitud: las proposiciones
que se refieren 4 la posicién, para estudiarlas no necesita otro
auxilio que el de las construcciones graficas; pero para las que
se refieren 4 la figura y magnitud, necesita ademas determinar
esta tltima, es decir, medirla: de suerte que el principal fin de
la Geometria es la medida de las extensiones; y que en estas es-
tudiaremos primero la jgualdad, después la simetria, después la
equivalencia y por tltimo la semejanza.

LONGITUD, es la medida de una linea.
AREA, es la medida de una superficie.
VOLUMEN, es la medida de un cuerpo.

30. Puesto que el objeto de la Geometria es la extensién, y
esta se divide en lineal, superficial y corpérea, el aspecto parti-
cular de la Geometria debiera dividirse en tres partes; una que
se ocupara de las lineas, otra de las superficies y otra de los
cuerpos. Mas como las lineas solo pueden estudiarse en las su-
perficies en que se encuentren, y los cuerpos no podemos estu-
diarlos sin estudiar las superficies que les limita; de aqui el que
la division de las superficies sirva de fundamento 4 la divisién
de la Geometria; y como hemos visto (28), que en esencia no
hay mds que dos clases de superficies, planas y no planas,
el aspecto particular de la Geometria se dividira en dos partes;
la primera se llamard, Geometria flana 6 bien, atendiendo 4
su fin, Planimetria, y la segunda Geometria no plana 6 Este-
reometria: ocupandonos primero, en cada una de ellas, de las
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figuras y después de su medida. Por tanto, el cuadro sintético
de la divisién del aspecto particular es el siguiente:

Aspecto particular de la Geometria.

Figuras geométricas planas. Figuras geométricas no planas

Medida de las figuras geomé- Medida de las figuras geomé-

Planimetria

tricas planas.

Aplicaciones
Estersomatria
Aplicacionss

tricas no planas.

81. PLANIMETRIA, es la parte de la Geometria que estudia
las figuras cuyos elementos se encuentran todos en un plano.

32. ESTEREOMETRIA, esla parte de la Geometriq
elementos no se encuentran todos en un plano.

33. Las construcciones grdficas, que hemos visto, es uno
de los medios propios de la Geometria (13), se hacen siempre
sobre un plano, esto hace que para evitar confusiones y poder
conocer 4 primera vista los datos y resultados de cualquiera
construccién, asi como también las lineas que haya sido preciso
trazar para llegar al fin que nos e
propongamos, se haya conveni- Af’ A
do en representar; por un trazo
continuo y delgado los datos

A 7
cuando se ven, lo que sucede ........ciiieeieinneiiiinenan
siempre en Planimetria, como ¢ =
AB figura 5.%; por puntos finos £ 2
los datos cuando no se ven, lo E TR e T
que'sucede.con frecuencin nBS:  jmmic - v o ccc oo
tereometria, como CD; por un f__ A
trazo continuo y grueso los re- # 7
sultados que se ven, como EF; Z==—— " T 7

por puntos gruesos los resulta-
dos que no se ven, como G/H; y por trazos 6 trazo y punto o
trazo y dos puntos las lineas auxiliares de construccién, como
IK, MIN, PL.

Por otra parte, es preciso tener en cuenta que aqui las le-
tras que empleamos para expresar las construcciones graficas no

i

il b

}M/W

{,711/4?’?/



—_— O —

representan ninguna cantidad, como en Aritmética y Algebra;
pues esta se halla ya representada por la misma construccion,
asf que las letras no sirven mas que para dar nombre a toda ¢
parte de la construccién que necesitemos emplear, con el fin de
no confundirla con ninguna otra 6 con las restantes partes de la
misma: esto no impide que nos valgamos ya de las cifras que
hemos empleado en el aspecto particular de la Aritmética, ya
de las letras que hemos empleado en el aspecto general de la
misma y en Algebra, pero enténces representardn tanto las ci-
fras como las letras las medidas de las extensiones representa-
das en las construcciones graficas. De aquf el que haya proposi-
ciones para cuya demostracion no se necesiten mas que cons-
trucciones grdficas, y otras en que se necesite el empleo del
cédlculo Aritmético 6 Algebrdico; 4 las primeras se las denomina
grdficas, 4 las segundas numéricas, una vez que las cifras como
las letras han de representar la medida de la extension, y la
medida una vez cfectuada es sicmpre un mimero (36, 1.” Curso).

R s S B S



SECCION PRIMERA.

PLANIMETRIA.

LIBRO: PRIMERO.

Figuras geométricas planas.
CAPI{TULO PRIMERO.

Linea recta.
LECCION 2.

.A'\ngulus en general.

34. lLas rectas no pueden tener mds que dos posiciones en
un plano: que se corten 6 que no se corten, en el primer caso
sabemos que no pueden cortarse mds que un punto (19. C.° 3.9)

RECTAS CONCURRENTES, son las que lienen un punto co-
mun. Estas rectas se llaman conwergentes, cuando se las consi-
dera acercdndose al punto de interseccidn, y divergentes, si se
las considera alejdndose de ese punto. Dos rectas concurrentes
dividen al plano en que se encuentren en cuatro partes, que se
llaman dngulos rectilineos.

85. ANGULO RECTILINEO, es Zoda porcion de plano indefini-
do, comprendido enlve dos rvectas qie lerminan en su comun in-
terseccion. Las - -
rectas se lla- j!f{ -4
man /lados, y £
el punto de in-
terseccidn wer-
tice.

Un angulo
se expresa con
tres letras, una
de cada lado y
la del wvértice
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en medio; cuando estd solo se puede expresar por la letra del
vértice; también se puede expresar un dngulo por un nimero 6
por una letra que se colocan en un arco trazado entre los lados
del angulo: asi, en la figura 6. tenemos los angulos A0D
67,DOB6 2, BOCéa, COAG &,y angulo L.

86. ANGULOS IGUALES, son los que llevando el uno sobre el
otro de modo que coincidan los vértices y uno de los lados, coinci-
dan los otros dos ladoes , siempre que caigan hacta la misma parte

AL5f. 7y
, &
A Z V4 A

del lado comun. Asi, el angulo BAC figura 7." serd igual al FDG
si llevando el BAC sobre FDG de modo que coincidan los vér-
tices A y D, y el lado AP con el DF, coincidan los lados ACy
DG por caer los dos por encima de DF; pero si AC tomase la
posicion de D por caer hdcia distinta parte de D que DG, se
formarfa el angulo GDZE, que seria la suma de los dos dngulos
FDG y FDI; siendo por tanto cualquiera de ellos la diferencia
entre el angulo GDE y el otro: en el caso especial de que los
dos dngulos DG y FDE sean iguales, GDZ serd el duplo de
cualquiera de ellos; y la recta DF que 1£divide en dos dngulos
iguales se llama disectriz.

En general; bisectriz, es la recta que divide 4 una figura en
dos partes iguales.

ANGULOS CONSECUTIVOS, son dos dngulos que tienen el
vértice y un lade comitn y los otros dos lades caen hacia distinta
parte del lade comitn.

Como los dngulos FDG y FDE de la figura 7."

87. Para apreciar la magnitud de un angulo, se concibe en-



gendrado por el movimiento de una recta alrededor de un punto
de otra con la cual ha coincidido antes de empezar el movi-
miento, como la pierna de un compas al abrirlo que gira alre-
dedor de su eje. De modo que el dngulo 4 de la figura 7.* se ha
engendrade por el movimiento de su lado AC, que estando su-
perpuesto con el A5, giré alrededor del vértice A, hasta tomar
la posicién que tiene. Bien se comprende que 4 medida que se
va verificando la rotacion del lado mévil forma con el lado fijo
un angulo que va aumentando de una manera continua. Por
tanto, la magnitud de un dngulo, no depende de la longitud de
sus lados siné de la mayor 6 menor superficie plana indefinida
que contenga; y ella determina la posicion relativa de sus lados
a que se denomina zuclinacion 6 desviacion de los mismos; dan-
do por tltimo el aumento continuo de magnitud, lugar 4 la cla-
sificacion de los angulos en Nanos, convexos y concavos.

88. ANGULO LLANO, es e/ que sus lados son prolongaciones
opuestas de una recta, con rvelacion & un punto de ella considera-
de como vértice,

Como el dngulo A08 3% g
de la figura 8%‘ Dos dn- jy e
gulos llanos siempre
son superponibles y por
tanto iguales.

Angulo convexo, es
el menor que un dngulo Gy
llano; como AO0D, y 7
dngulo concavo es el

——
mayor que un dngulo llano; como A0 en que ponemos un
arco encima para diferenciarle del convexo; también se podrfa
Lo
llamar al convexo 40D, 1 y al céncavo A0D, 2.

Los cuatro dngulos convexos formados por dos rectas que
se cortan AB y CD figura 8.2, considerados dos 4 dos se divi-
den en adyacentes y opuestos por ¢l vértice.

ANGULOS ADYACENTES, son dos dngulos consecutivos con-



A
vexos, cuyos lados no comunes estén en linea vecta. Como AOD
y DOB, DOBy BOC, BOCy COA, COAy AOD.
ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE, son dos dngulos
convexos en que, con respecto al vértice, los lados del uno son
prolongaciones opuestas de los del otro. Como AOD y BOC,
Ef 2° ;:QOC' y BOD. Los
angulos opuestos por
el vértice son iguales
porque sumados con
un mismo angulo ad-
yacente nos dan un
llano.

ANGuLos RECTOS
son los dngulos adya-
centes iguales. Como
AOCy COB, fig.9."

ANGULOS OBLICUOS, son los dngulos adyacentes desiguales.
Como AOEy EOB.

De estas dos definiciones se deducen los siguientes

CoROLARIOS: 1. Un dngulo llano es igual 4 dos dngulos
rectos; 2.° todos los angulos rectos son iguales, como mitades
de dngulas llenos; 3.° la suma de dos dngulos adyacentes es
igual 4 dos angulos rectos.

89. Del segundo corolario anterior se deduce que el dngulo
recto es un tipo invariable con el cual se pueden comparar los
demds: asf que, los oblicuos se dividen en obtusos y agudos.

ANGULO 0BTUSO, es e/ mayor que un recto. Como AOE fi-
gura 9.*
ANGULO AGUDO y es el menor que un recto. Como EO0B.
ANGULOS COMPLEMENTARIOS, son dos dngulos cuya suma
literal es igual & un dngulo recto. Como BOEy COE, GOB y
(—60C), GOB y (—GOD).
NGULOS SUPLEMENTARIOS, son dos dngulos cuya suma

. . ; oD
literal es igual 4 dos dngulos rectos. Como AOE y BOE, GOB
y (—BOH,).
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COROLARIOS: 1.° Los dngulos adyacentes son suplemen-
tarios; 2.” cuando uno de los angulos, de los cuatro que forman
dos rectas concurrentes, es recto i oblicun, serdn rectos i obli-
cuos los tres restantes; pues si las rectas fuesen las ABy CD y
el angulo AOC es recto lo serdn sus adyacentes BOC y A0D,
asi como también su opuesto por el vértice £0OD, y si fuesen
las rectas A8 y EF y el angulo 4OF obtuso, lo serd también
su opuesto por el vértice SOF y los adyacentes BOE y AO)% :
serdn agudos; 3.” los dngulos que tienen el mismo complemen-
to ¢ suplemento son iguales.

40. Dos dngulos convexos consecutivos, cuando son suple-
mentarios son adyacentes.

En efecto, fig. 9.* sean los dngulos A0E y BOE, que por
hipétesis son suplementarios, si O4 no es prolongacién de 05
lo seria otra recta tal como la 0A', y entonces tendriamos que
los dngulos A0E y A'OF serian iguales por tener el mismo su-
plemento SO, lo que es absurdo; luego la recta 04 es pro-
longacion de la O05.

41. Lasuma de todos los dngulos consecutivos formados 4
un lado de una recta valen dos rectos. En efecto, figura 9.2, sean
los dngulos consecutivos A0A', A'OG, GOC, COE y EO0OB;
desde luego los dos primeros componen el dngulo 40G, este y
el tercero el dngulo AOC, este y el cuarto el dngulo AEG que
como es adyacente del tltimo valen dos rectos. g

CorOLARIO.—La suma de todos los dngulos consecutivos
formados alrededor de un punto valen cuatro rectos; una vez
que los que estin 4 un lado de AZ valen dos rectos y los que
estdan al otro otros dos, luego la suma de todos valdra cuatro.

EscorL1o.—Es conveniente observar que los dngulos nulos
y de cuatro rectos tienen la misma significacién, asf como los
que valgan un nimero impar de veces dos rectos.
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LECCION 3.*
Triangulos en general.

42. TRIANGULO, es la porcion de plano limitado por tres
reclas que se cortan dos & dos.

; Vértices, son los puntos en
= 7. 79 que se cortén las rectas; y /a-

dos, son los segmentos de rec-
Z tas comprendidos entre Jos
vértices; asf, la figura 10 es

y, un tridngulo cuyos vértices

son A, By C; y los lados

AB, BC y CA; los dngulos formados por cada dos lados, son
angulos del tridngulo cuyos vértices son los del tridngulo. De
modo que los elementos de un tridngulo son; tres lados y tres
dngulos, opuestos respectivamente.

BASE DE UN TRIANGULO, es e/ lado sobre el cual se le con-
sidera insistiendo. De modo que puede ser un lado cualquiera.

Angulos adyacentes & un lado, son los que tienen ese lado
comun.

43. Los tridngulos se clasifican atendiendo 4 sus lados y 4
sus dngulos; atendiendo 4 sus lados se dividen en, equildteros,
isosceles y escalenos; y atendiendo 4 los dngulos en, rectdngu-
los, obtusdngulos y acutingulos. Tridngulos; equildteres, son
los que tienen los tres lados iguales; Zsdsceles, son los que tie-
nen dos lados iguales; y escalenos, son los que tienen los tres
lados desiguales. En el tridngulo isdsceles, el lado desigual se
toma siempre como base. Tridngulos; #ectdngulos, son los que
tienen un dngulo recto y los otros dos agudos; obtuséngulos,
son los que tienen un dngulo obtuso y los otros dos agudos;
y acutdngulos, son los que tienen los tres dngulos agudos. En
el tridngulo rectingulo los lados que forman el dngulo recto se
llaman cateos, y el opuesto }r.{pafmzzm.
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44. Un lado cualquiera de un triangulo, es menor que la
suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

En efecto, en el tridngulo ABC (figura 10) se tiene que
cualquiera de sus lados es menor que la suma de los otros dos,
en virtud de la definicién de linea recta (19), y respecto de la se-
gunda parte tendremos, que si AC es el mayor de lados,
AC < AB + BC, y restando de los dos miembros 48, 4C —
— AB £ BC: es decir, que el menor de los lados es mayor que
la diferencia de los otros dos, y como lo mismo podriamos de-
mostrar de los demas, quedé demostrado el teorema.

EscoLio.—Hay que observar, en virtud del teorema ante-
rior, que con tres rectas de longitud arbitraria§ no puede siem-
pre construirse un tridngulo, siné que es preciso que la mayor
de ellas sea menor que la suma de las otras dos.

45, Cuando dos triangulos tienen un lado comun, y los otros
dos lados del uno envuelven a los otros dos del otro, la suma de
los dos lados del primero es mayor que la suma de los dos del
segundo.

En efecto, sean los dos tridngulos ABC y OBC, figura 11,
en los que se verifica el

enunciado, — pues tie- Y, 7 :;0? 2L

nen BC comin, A8 y

AC envuelven & BO y AN

OC, — si prolongamos

B0 hasta que encuen- 7

tre AC, tendremos; .7

0C< 0D+ DC, BO 7
+ 0D < AB + AD, y sumando estas desigualdades, OC -+
+B04+ 0D < 0D+ DC+H AB+ AD, de donde restando
OD delos dos miembros y poniendo en lugar de 4D + DC su
igual AC, OC+ BO < AB 4 AC, 6 bien AB 4 AC»> BO +
—+ OC.

48, Cuando dos tridngulos tienen un lado comun, y los
otros dos lados del primero corta el uno y el otfb no 4 los otros
dos del segundo, la suma de los lados que se cortan es mayor
que la suma de los que no se cortan.
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En efecto, sean
Z los dos triangulos los
ABCy ADC, figura
12, en los que se ve:
rifica el enunciado—
— pues tienen ellado
AC comun, el lado
o ¢ A€ delprimero corta
al lado A0 del segundo, y el lado A5 del primero no corta al
lado DC del segundo—desde luego en el tridngulo AOZB se
tiene, A8 < A0+ BO, y en el tridngulo COD, CD < €O+
~+ D0, sumando estas dos desigualdades miembro a miembro
se tiene, AB + €D < A0+ BO 4+ 0O+ DO, poniendo en
lugar de A0 + DO su igual AD, y en lugar B0 + CO su igual
BC, tendremos AB 4 CD < AD+ BC, 6 bien AD+ BC>
> AB 4 CD.
« 47. Cuando dos triangulos tienen dos ladoes del uno respec-
tivamente iguales a dos lados del otro, y el angulo comprendido
por los dos lados del primero es mayor que el comprendido por
los dos del segundo, el tercer lado del primer tridngulo es ma-
yor que el tercer lado del segundo.

7 S

En efecto; sean o
los dos tridngulos 3&. /:'“;5 o
ABC y A'BIC Vi 15

figura 13, en los

que se verifica el

enunciado —pues

tienen AB—A'A"

AC—= A'Cl:ly el 7
ingulo BAC ma-
yor que el B A4'(’ 7z’
—llevemos el i
tridngulo A'B'C’

sobre el ABC de

( moddA'C’ came: A
{Meida con su igual o s P

AC, y que el lado
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A'B' caiga en el interior del dngulo BAC: pueden presentarse tres
casos segtin que el punto B”, posicién que toma el punto 5’ des-
pués de la superposicién, caiga fuera del tridngulo ABC, en el
lado BC, 6 en el interior del tridngulo ABC. En todos los casos
después de la superposicién bastard demostrar que 5C es ma-
vor que B"C—= B'(C'.

En el primer caso en los tridngulos ABCy AB"C tenemos
(46), BC+ AB" > AB + B"Cy como AB" = AB, se tiene BC
>B'C

En el segundo es evidente, pues B"C es parte de BC.

En el tercer caso en los tridngulos ABC y AR"C, tenemos
(45) AB 4+ BC> AB" 4+ B"C, y como AR — AB", se tiene
BC> B"C.

48, Dos triangulos son iguales: 1.° cuando tienen un lado
igual y respectivamente iguales los dngulos adyacentes a ese
lado; 2.° cuando tienen dos lados respectivamente iguales € igual
el angulo comprendido; 3.° cuando tienen sus tres lados respec-
tivamente iguales.

En efecto, sean los tridngulos ABC y A'B' C'figura 14;

Zy 1.
g4

A G i Z

1.° Si se verifica que AC=4'C',y A— A', C= (', tendremos
llevando el tridngulo 4’ B’ €' sobre el A8 C de modo que A'C"’
coincida con su igual AC, el punto A con A yel C' con C y el
B que caiga hacia la misma parte de la A4C que estd el punto
B, los lados A'B' y C'B' coincidirdn respectivatf@nte con 4B
y CR por la igualdad de los dngulos Ay A, Cy (', entonces
el punto B’ que tiene que estar en las dos rectas AB y CB,
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coincidird con su interseccién unica Z; por tanto habiendo
coincidido exactamente los dos tridngulos, son iguales,

2.0 Si se verifica que AB=A'B', AC= A'C',y A=A, ten-
dremos llevando el tridngulo A'B' (" sobre el 45 C de modo que
coincidan los dngulos iguales 4 y /', el punto B' coincidird con
B por ser iguales los lados AB y A'B' y el punto €, coincidira
con € por ser iguales los lados AC y A'C"; por tanto habiendo
coincidido exactamente las dos triangulos, son iguales.

3.0 Si se verificaque AB—A'B, AC=A'C'y BC=B8'C,
tendremos que el dngulo 4 del primer tridngulo tiene que ser
igual al A’ del segundo, porque si fuesen desiguales, tendrian
que serlo también los lados BC y B'C" opuestos a Ay A" (47)
contra la hipdtesis; por tanto los tridngulos son iguales segun el
caso anterior.

EscorLios. 1.9 Los triangulos iguales tienen sus seis
elementos respectivamente iguales, pero segun los casos de
igualdad basta que tengan tres de los seis iguales para que se
verifique la igualdad de los restantes, con tal de que entre los
elementos iguales haya por lo menos un lado. 2.° Los lados
iguales de los tridngulos iguales se oponen 4 dngulos iguales y
vice-versa: se llaman lados /omdilogos los opuestos d dngulos
iguales y dngulos homdlogos los opuestos 4 lados iguales.

P JE 49. En todo tridn-

< gulo: 1.” A dngulos

iguales se oponen la-

dos iguales; 2.° A

mayor dngulo se opo-
ne mayor lado.

En efecto, figura
-7 15: 1.9 Sea el tridn-

c Z gulo A5 C, en que se
verifica 1a hipétesis de la 1.% parte del enunciado, es decir que los
angulos By Csoniguales, vamos 4 demostrar que sus lados opues
tos ACy AB lo son también; para ello como el tridngulo ABC
coincidird consigo mismo, haciéndole girar de modo que B coin-

2




cida con C, Ccon B, BA con Cd, CA con BA, puesto que
entonces A coincidira necesariamente con 4, tendremos que
los lados A5 y AC cuyos extremos han coincidido son iguales:
2.° Sea el triangulo DFEF, en que se verifica que /), es .mayor
que /7, vamos a demostrar que £/ es mayor que D7, para ello
tracemos por el punto /77 una recta tal como la DG que forme
con la D/ un angulo GDF igual al 7, en ese caso en el tridngu-
lo DFG loslados G y DG que se oponen 4 angulos iguales se-
ran iguales; ahora bien, en el tridngulo DGZ se tiene, EDCEG+
~+ DG, 6bien EDL LG+ FG,y como EG+4 FG—EF, ED<EF
6 lo que es lo mismo £/ > DE.

50. REeciproco. -En todo triangulo: 1.9 A lados iguales se
oponen angulos iguales; 2. A mayor lado se opone mayor an-
gulo.

En efecto, figura 15: 1.” Sea el tridngulo A5 C en que se
verifica que los lades A8 y AC son iguales, vamos 4 demostrar
que los angulos opuestos €y & también lo son; para ello,si €
no es igual 4 5 sera mayor 6 menor pero entonces, segin el
directo, A8 seria mayor ¢ menor que AC contra la hipétesis,
luego C que no puede ser mayor ni menor que 5 tendra que ser
igual; 2.2 Sea el triangulo DEF en que se verifica que A/ es
mayor que [F, vamos a demostrar que /) es mayor que /;
para ello, si D no es mayor que F serd igual 6 menor; pero en-
tonces, segiin el directo, /7 serfa igual 6 menor que DE,
contra la hipdtesis, luego 2 que no puede ser ni igual ni menor
que I tiene que ser mayor.

CorOLARIO,—Cuando un tridngulo tiene sus tres dngulos
iguales, tiene también sus tres lados iguales; y reciprocamente
cuando un tridngulo tiene sus tres lados iguales, tiene también
sus tres angulos iguales: 6 mas brevemeate. todo tridngulo equi-
angulo es equilatero y reciprocamente.

Escorio.—Ya sabemos, (242. Es.? 1.” Curso) lo que son
teoremas directos reciprocos y countrarios, asi como ' también
que cuando un teorema directo y su reciproco son ciertos, lo es
también su contrario, y cuando el directo v el contrario son
ciertos lo es también el reciproco. Pero ahora nos conviene ha-
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cer observar que el procedimiento de demostracién que hemos
seguido en el reciproco que concluimos de demostrar, es muy
frecuente en Geometria, y para evitarnos su empleo establece-
mos la siguiente

REGLA.—Siempre que en una proposicion o en una serie de
proposiciones, se hayan heclo todas las hipotesis posibles sobre el
mismo sujeto, y cada una de las hipotesis ha conducide é conclu-
siones diferentes que miutuamente se excluyan, las reciprocas de
las proposiciones establecidas son verdaderas: y su demostracion
se hace siempre por el procedimiento del abmm/o qie consiste en
suponer que no es cierto lo que vamos 4 demostrar ¥ de alii de-
ducir algo que se oponga & la hipotesis o algun teorema ya de-
mostrado.

Teniendo en cuenta los teoremas (47 v 48) vy la regla ante-
rior vemos que: cuando dos triangulos tienen dos lados respecti-
vamente iguales, el tercer lado del primer triangulo es menor,
igual 6 mayor que el tercer lado del segundo, segtin que el dn-
gulo opuesto del primer tridngulo es menor, igual 6 mayor, que
el angulo opuesto del segundo. De donde reciprocamente: cuan-
do dos tridngulos tienen dos lados respectivamente iguales, el
angulo comprendido en el primer tridngulo sera menor, igual 6
mayor, que el dngulo comprendido en el segundo, segtin que
el tercer lado del primer tridangulo sea menor, igual 6 mayor
que el tercer lado del segundo.

51. Cuando dos tridangulos tienen un lado igual v los otros
dos lados del primero son mayores respectivamente que los otros
dos del segundo, el dngulo comprendido por los dos lados del
primero es menor que el comprendido por los del segundo.

En efecto, sean los tridngulos ABC y A B'C’ figura 16,
enque AB—=A'B', AC > A'C', BC > B'(, vamos 4 demostrar

ﬁjﬁ 76
4
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que el angulo ACB es menor que el A'('5’, para esto llevemos el
tridngulo A' 5’ (" sobre el A5C de modo que 4'B’ coincida con
su igual A8 y que el punto ' caiga hacia distinta parte de A5
que el punto 7, como en €, de modo que el triangulo 4'5'C’
habra tomado la posicion AB(C", ahora bien, si trazamos la
recta CC”", en el tridngulo ACC" como AC es mayor que AC”,
el dngulo ACC" es menor que el AC'C, por la misma razén
en el triangulo BCC", el angulo BCC" es menor que el 5C"(,
luego eliangulo ACH, suma de los ACC" y C'CB, sera menor
que el AC"B = A'C' B suma de los 4C"Cy BC"C.

52. PROBLEMAS, 1.2 Construir un tridngulo dados los tres lados.

I 7 7

1 5

e il 4

!

Sean los lados mz, n, v p, figura 17: tomese sobre una recta
indefinida A/, una parte A igual 4 72, y haciendo centro en /4
y B con los radios # y p tracense dos arcos encima de AD,
v el punto de interseccion (7 de esos arcos se une con los A y B,
quedando asi construido el triangulo.

Para que el problema .
sea posi b(lle es pre(tiso se ve- '}gj 72
rifique el teorema (44).

2.9 Construir un angulo
igual 4 otro dado.

Sea €] dngulo A figura 18;
tracese la recta B(' que
corte a los lados del dn-
gulo y constriyase un
triangulo igual 4 AAC.

3.2 Trazar la bisectriz-
de un angulo.




A

Sea el angulo 4
figura 19: témen-
se partes iguales
en los lados del

_ angulo como AR
y AC y haciendo
centro en B y (U
con el mismo ra-
dio tracense dos
arcos que se cor-
ten y uniendo el
punto de intersec-
cion de los arcos

D con el vértice tendremos la bisectriz 40; una vez que los an-
gulos BAD y DAU son iguales como homdlogos de los triangu-
los iguales ABDy ACD que tienen sus ‘tres lados respectiva-

mente iguales.

4.° Construir
un triangulo
dados dos la-
dos y el dngulo
comprendido.
Sean los la-
dos m y n y el
angulo X figu-
ra 20: constri-
yase un dngulo
A igualal Ky
tomense sobre
sus lados par-

tes ACy AB

%

ﬁf 28.

7T
-

L f4

Vs

i

respectivamente iguales 4 7 y #, Gnanse los puntos B por una

recta y quedara construida el triangulo

5. Construir un tridngulo dados s#s lado$ v los dngulos ad-

yacentes.
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Sean el lado m vy los

angulos Ay K figura ]:‘}d 2z
21: sobre una rectain- ‘T

definida AD témese : o
una parte AB igual 4 | g

m, construyase en 4y
B dngulos respectiva-

mente iguales 4 Hy X, A
y prolonguense sus la- :

dos hasta que se encuen: :
tren en un punto tal &

como el (', quedando asi resuelto el problema. Este problema
no serd posible cuando los lados A€’y B( no se encuentren.

LECCION 4.
Perpendiculares ¥y oblicnas.

58. ' RECTAS PERPENDICULARES, son las rectas que forman
dangnlos rectos.

Es preciso no confundir las rectas perpendiculares con las
verticales, pues estas son siempre la direccion de la gravedad
(81, 1:* Curso) y se determinan por un hilo que estando sus-
pendido por uno de sus extremos, lleve en ¢l otro un peso. Las
rectas perpendiculares 4 las verticales se llaman Jorizontales.

RECTAS OBLICUAS, son las rectas que forman dngulos obli-
CHOS. :

54. Un punto determina una perpendicular & una recta, es
decir, por un punto puede siempre trazarse una perpendicular a
una recta pero nada mds que una.
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Pueden suceder dos casos que el punto esté en la recta 6
fuera de ella, figura 22: 1. si el punto.estd.en la.rectatal

/’?f: 28

N o
6 174 /;I:.
z i
A - <z M Zi\ Az A
N
‘;L

como el €, y suponemos que la recta CZ después de coincidir
con la €5, ha girado alrededor del punto C para formar suce-
sivamente con la A/5 dngulos adyacentes, tales como los
BCEy ECA, FCE y FCA, DCB y DCA, GCB y GCA, resul-
tara que el dngulo que la recta que gira CZ, forma con CB va
constantemente aumentando mientras que el que forma con la
(A va continuamente disminuyendo y por tanto habra una po-
sicion tinica tal como la €/ en que los angulos serdn iguales, de
modo que ella serd perpendicular y no habra mas que ella.

2. S5iel punto estd fuera de la recta tal como el O, doblan-
do la figura por la recta J/V hasta que ¢l punto O que estd en-
cima de la recta se rebata en su parte inferior en un punto tal
como el O, tomando. después un punto cualquiera de la recta
MN tal como el L y uniéndolo con 0 y O se formardn los dn-
gulos OLN y O'LN iguales porque superpuestos coinciden, pero
en el caso de ser rectos los lados OL y ('L estarian en  linea
recta y como entre O y (' no puede haber mas que una sola
recta tal como la OO0, esta serd la perpendicular y no habra
mis que ella,

55. Si desde un punto tomado fuera de una recta, se trazan
a ella la perpendicular y varias oblicuas que termingn en sia yw
punto de interseccion con dicha recta, se verifica: 1.° La - per-



; o -
pendicular es lal distancia 4 la recta: 2.¢ Las oblicuas/aw

Heacn sus-ples—equidistantes del de la perpeudtculaﬂ
oblscuap&ﬁa\pmw dtbtﬂ'mdb del de la per-
pendicular que el de las demds. £ i }" -

En efecto, fi- 5
gura 23, sean la f;‘j_ 28
recta N y el J

punto ( fucra de
ella doblemos la 2z
figura por la recta
MN hasta que el

punto ) serebata 77 I e -
A 4 -

en (), tracemosla ST
-~
' o
recta 00" que sa- [
,
bemos es perpen- 4

dicular a la J/NV, tomemos desde el pic | de la perpendicular
distancias iguales a uno y otro lado sobre la recta 47V tales co-
mo ABy AC, tomemos por ultimo una distancia A2 mayor
que las anteriores y tracemos las rectas OB, OC, 0D, O0'Cy
O'D, hecho esto tendremos: 1.° Que siendo iguales en virtud de
la superposicion Od y 0'4, asi como OC y O'C y ademds
0A - O'A menor que OC + O'C, evidentemente tendremos
que 0A < OC, y como lo que hemos demostrado de la oblicua
OC la podriamos igualmente demostrar de cualquiera otra, ve-
mos que la menor recta que se puede trazar entre O y MV es
la perpendicular OA4; que es por tanto, la distancia de O 4 JMN:
2.2 Siendo AP — AC, los tridngulos rectangulos 4RO y ACO
son iguales por tener dos lados iguales € igual el dngulo com-
prendido, luego OB = OC: 3." Siendo 4D > AB, podremos
tomar sobre 4 /) 4 partir de 4 una parte AC—=AB y por tan-
tocomo OC y O'( asi como OD y O'D son igualesy ademas
(45) 0D+ O'D> O0C+ OC, OD > OC.

RECiPROCOS.  1.° Si una recta es la distancia de un pun-
to a otra recta, las dos son perpendiculares: 2.° Las oblicuas
iguales que van desde un punto 4 una recta, distan sus pies



%

—aR—

; lgualmente del de la perpendicular trazada desde el mismo punto

que ellas: 3. Las oblicuas desiguales-que-van desde un punto a
una recta, el pie de.la mayor dista mas que el de las-demas, del
de la perpendicular trazada desde el mismo punto que ellas.

Estas reciprocas se demuestran por el procedimiento de la
regla (50 Es.%)

COROLARIOS. 1.° Desde un punto fuera de una recta no
se pueden trazar tres rectas iguales que terminen en dicha recta;
pues si no habria dos oblicuas iguales de un mismo lado de la
perpendicular lo que no es posible, de modo que no puede ha-
ber mas que dos rectas iguales una 4 cada lado de la perpendi-
cular: 2.2 Cuando dos rectas se cortan, la perpendicular trazada
desde un punto de una de ellas a la otra, esta situada en el in-
terior del angulo agudo que forman las dos rectas; puesto que
siendo la perpendicular 04 menor que toda oblicua Of, el an-
gulo OBA4 que se opone ala perpendicular es menor que el
recto OA B que se opone 4 la oblicua y en el cual estd situada la
perpendicular. Luego los dos dngulos de un tridngulo rectangulo
que no sean el recto son agudos.

56. Todo punto de la perpendicu-
lar que biseca @ una recta, equidista
de los extremos de esa recta.

En efecto figura 24, sea el segmen-
to de recta AP y su punto medio ()
\Z si se traza la perpendicular DE que

L2g EA
2

¢ = pase por (', tendremos que las rectas

3 ” %J. DA y DB son iguales por oblicuas
N i cuyos pies estdn equidistantes del de

% la perpendicular y lo mismo sucede

con 24 y /By con las que trazdra-
mos desde un punto cualquiera de la perpendicular 4 los extre-
mos de la recta.

57. REciPrOCO. - Todo punto que equidiste de los extre-
mos de una recta, esta en la perpendicular que biseca a esa
recta.
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En efecto, figura 24, por ser DA.:[)@A v B equidistaran
del pie de la perpendicular trazada desde D a la recta 4B, luego
el pie de esa perpendicular tiene que ser (7 punto medio de la
recta 43, de donde D pertenece 4 la perpendicular trazada en
el punto medio de la recta 4 3.

58. Demostrados el directo y el reciproco los contrarios
son ciertos, (242 Escolio 1.” Curso) de modo que: Todo punto
que no estd en la perpendicular trazada a una recta en su punto
medio, no equidista de los extremos de esta; y '1'cclpr0camente
todo punto que no equidiste de los extremos de una recta, no
estd en la perpendicular trazada 4 esa recta en su punto medio.

59 'Toda recta que tenga dos puntos equidistantes de los
extremos de otra es perpendicular 4 ella en su punto medio; una
vez que tendria con la perpendicular en el punto medio dos
puntos comunes.

60. Todo punto de la bisectriz de un dngulo equidista de
los lados de este dngulo,

- En efecto, fi
JI";f‘ Zj gura 25, sea

el dngulo 4 y

su bisectriz 4 B
& vamos a de-
mostrarque to-
/ do punto de la
A< =
5

bisectriztal co-
mo el % equi-
dista de los la-
(% dos AGy AC
del angulo, pa-
ra lo cual bastard-demostrar que las perpendiculares £Gy E(
trazadas 4 los lados desde el punto % son iguales; ahora bien,
los tridngulos rectingulos AGE y ACE son iguales, pues do-
blando la figura por A B, la recta AG coincidird con A(, la EG
con £(’ (54) y el punto G con el (, (19 Cor.0 3.°) luego E equi-
dista de AG y AC(.
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CoROLARIO.—Dos tridngulos rectdngulos son iguales si
tienen la hipotenusa y un angulo agudo iguales.

81. RECiPROCO.— Todo punto queequidista de los lados de
un dngulo, estd en la bisectriz de ese angulo.

En efecto, figura 25, si £G y £('son iguales vamos 4 de-
mostrar que la recta AZ es bisectriz del angulo A (; desde
luego los tridngulos rectangulos AGE y A('£ son iguales pues
doblando la figura por la recta AZ, £ coincidird con £(' (54)
la GA con la €A, porque los dngulos & y (' son iguales por
rectos y el punto A de la recta G coincidira con el A de la
(A sin lo cual la misma oblicua £A distarfa desigualmente del
pie de la perpendicular, luego los angulos GAZLy (AL que su-
perpuestos han coincidido son iguales, ¢ lo que es lo mismo AZ
es bisectriz del angulo GA(.

CoRrROLARIOS. 1. Dos triangulos rectingulos son iguales
cuando tienen la hipotenusa y un cateto iguales, 2. Las bisec-
trices de dos dngulos adyacentes son perpendiculares; pues for-
man un dangulo recto. J

82, Por la misma razén que en (58); Todo punto que no
estd en la bisectriz de un dngulo no equidista de los lados de
este angulo; y reciprocamente todo punto que no equidista de
los lados de un dngulo no esta en la bisectriz de ese dngulo.

63. LUGAR GEOMETRICO, es la reunitn de todes los puntos
que tienen una misma propiedad.

Asf; la perpendicular en el punto medio de una recta es el
lugar geomeétrico de los puntos equidistantes de los extremos de
esa recta: la bisectriz de un dngulo es el lugar geométrico de los
puntos que equidistan de los lados del dngulo.

Se establece un lugar geométrico demostrando un teorema
directo y su reciproco, 6 bien un directo y su contrario. Los
dos lugares geométricos citados los hemos establecido demos-
trando la directa y la reciproca y no la directa y la contraria;
pues para demostrar esta hubiéramos necesitado nueva figura
como ya dijimos (242 E.° 1.'* Curso).

El lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos
rectas que se cortan, se compone de las dos bisectrices, perpen-
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diculares entre si, de los cuatro angulos convexos que formen

dichas rectas.

64. PrOBLEMAS. 1.° Di-
vidir un segmento de recta en
dos ﬁartes iguales. Sea la rec-
ta AB, figura 26, hagamos
centroen A y # y tracemos
dos arcos que se corten por
la parte superior € inferior,
y uniendo los puntos (* y £
de interseccion por medio de
una recta, el punto @ en que
larecta ("D cortadla AR es
el punto medio de esta (59).

-/75/_27_
V4

fy 26,

N2

o L

o
=
4

A Z i

~4 -

.'TF’

L/
o
5

.4

2." Trazar una
perpendicular a
una recta por un
punto dado.

Pueden ocurrir
dos casos que el
punto dado esté
en la recta 6 fue-
ra de ella, figura
27: 1.° Sea la rec-
ta AR y el punto
dado en ella O,
tomemos 4 dere-
cha é izquierda de

ese punto sobre la recta dos distancias iguales tales como 0D y
OF, hagamos centro en D y £ y tracemos dos arcos que se
corten hacia una de las partes de la recta A}, como en el pun-
to /'y uniendo O y & por medio de una recta queda resuelto el
problema (59): 2.° Sea el punto dado fuera de la recta (', haga-
mos centro en €l y tracemos un arco que corte 4 la recta A B
en dos puntos como el D/, haciendo centro ahora en los pun-
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tos /)y K tricense dos arcos que se corten en un punto tal co-
mo el # y uniendo # con (' queda resuelto el problema (59).
3.° ‘Trazar una recta que equidiste de dos puntos dados.
Unanse los puntos por una recta y tracese la perpendicular
en su punto medio (63). 4.° Dividir una recta en un nimefo de
partes iguales que sea una potencia de dos.

LECCION 5
Faralelas.

B85. RECTAS PARALELAS, son las que trasadas en un plano
por mds que se prolonguen no se encuentran,

Ya sabemos que las rectas no pueden tener mds que dos
posiciones encontrarse 6 no (34), también sabemos que cuando
son dos las que se cortan forman cuatro dngulos ¢ dividen al pla-
no en que se encuentran en cuatro partes ¢ regiones, pudiendo
las rectas cortarse perpendicular i oblicuamente (53)y por tiltimo
hemos visto que cuando eran tres las rectas que se cortaban dos
4 dos terminando en los puntos de interseccion se formaba un
triangulo (42); pues bien, cuando las rectas no se cortan se lla-
man paralelas conforme a la definicion dada, y si dos rectas son
cortadas por una tercera, siendo las dos primeras paralelas 6 no,
siempre formard esta con cada una de las primeras cuatro angu-
los y con las dos ocho, que reciben nombres especiales por el
uso frecuente que de ellos se hace. Estos nombres, con relacién
4 estas rectas y 4 la tercera que por cortarlas se llama secante,
son: tulernos, externos, alternos y correspondientes.

]}j’ 28 7 66. SECANTE, esla

8 recla que coria a otras
IA 7 dps. Como la EF de la

figura 28 que corta 4
las ABy CD.
ANGULOS INTERNOS

A 7 P son los 4 comprendidos

entre las rectas que cor-
_}"

AHG, BHG, CGH y DGH.

ta la secante. Como
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ANGULOS EXTERNOS, son los 4 no comprendidos entre las
rectas que corta la secante. Como AHF, BHF, CGEy DGE.

A~GuLos ALTERNOS, son dos, inlternos ¢ externos, de dis-
tinto lado de la secante que no son adyacentes. Como AHG y
DG, BHG y CGH, AHF y DGE, BHF y (GE.

'ANGULOS CORRESPONDIENTES, son uno interno ¥ otro ex-
terno del mismo lado de la secante que no son adyacentes. Como,
AHG y CGE, CGH y AHF, BHG y DGH, DGHy BHF,

67. Dos rectas perpendiculares 4 una tercera son paralelas.

En efecto, si se encontrasen desde el punto del encuentro
se podrian trazar dos perpendiculares 4 una misma recta, lo que
es imposible (54).

68. Dos rectas son paralelas, si cortadas por una tercera
forman: 1.° los dangulos internos del mismo lado de la secante
suplementarios; 2.° los externos del mismo lado de la secante

suplementarios; 3.° los alternos iguales; 4.° los correspondientes
iguales.

En efecto, figura 29,

sean las rectas AB y ./T}JO. i 7
(D cortadas por la se- : /
cante £F: 1.°si BHGy € & Z

DGH son suplementa-
rios, como (GH es su-
plemento de DGH y 4

AHG de BHG, se de- /7, Z
duce que los cuatro an-
gulos internos valen 2

cuatro rectos, pero como por hipétesis BHG y DGH, valen dos
rectos, también valdrdn otros dos rectos A /Gy CGH, de modo
que cuando dos dngulos internos de un lado de la secante valen
dos rectos, lo mismo sucede con los otros dos del otro lado de
la secante; ahora bien, si de una parte de la secante se encon-
traran las rectas AB y (D, también tendrfan que encontrarse
de la otra y entdénces las rectas AB y CD serian una sola recta
contra la hipétesis: 2.9 si BHF y DGE son suplementarios, co-
mo BHG es suplemento de BHF,y DGH de DGE, tendremos
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que BHG y DGH son suplementarios y por tanto las rectas A B
y (D no podrin encontrarse: 3.° si dos angulos alternos tales
como BHG y (GH soniguales, al ser DGH suplemento de (GH
lo serd de su igual BHG, y por tanto las rectas AB y (D no
pueden encontrarse: 4.° si dos correspondientes son iguales tales
como BHG y DGE, al ser DGH suplemento de DGE lo serd
de su igual BHG, y por tanto las rectas 48 y ("D son como en
los demds casos paralelas.

69. PoSTULADO DE EUCLIDES.—Una perpendicular y una
oblicua & una recta se encuentran. El encuentro se verifica hacia
el lado de la secante en que forma con la oblicua un dngulo
interno agudo.

COROLARIOS, 1.° Un punto determina una paralela 4

una recta, es decir, por un punto se puede trazar una paralela a
una recta pero nada mds que una.

a 2z Desde luego si

/?Ja Ja - la recta es ABy

S el punto G, figu-

& — Z .t 30, se podra

/1
. por este punto tra-
L™ ] zar una perpendi-
; cular 4 la recta
A ,'r,,r 7 (54), tal como la

GH y a estaenel
punto & se la podra igualmente trazar una perpendicular tal
como la (D, luego las dos rectas AB y (D perpendiculares
a la GH son paralelas, cualquiera otra recta que pase por
G distintas de la GO tal como la £F serd oblicuaa la GH
y por tanto encontrarda 4 la AB: 2. Si una recta corta d
una de dos paralelas cortard 4 la otra; pues si no la cortara
desde el punto que corte 4 la primera se podrfan trazar dos pa-
ralelas d la otra: 3.° Si una recta es I;E:_rpendicular 4 una de dos
paralelas lo serd 4 la otra; pues siné en el punto en que corte 4
esta se la podrd trazar una perpendicular y tendrfamos dos pa-
ralelas desde ese punto 4 la recta primera. Esta proposicién se
puede enunciar diciendo; Las rectas paralelas tienen sus perpen-
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diculares comunes: 4.° Las rectas paralelas 4 una misma recta
son paralelas entre si; pues las perpendiculares de esta recta lo
son de ellas: 5.° Las rectas perpendiculares 4 paralelas son
también paralelas; pues serdn perpendiculares 4 una misma rec-
ta: 6.° Las rectas perpendiculares 4 rectas que se encuentran
también se encuentran; pues si fuesen paralelas también lo se-
rfan sus perpendiculares contra la hipdtesis.

70. Reciproco del 68.—Dos rectas paralelas cortadas por
una tercera forman: 1.° los angulos internos del mismo lado de la
secante suplementarios; 2.9 los externos del mismo lado de la
secante suplementarios; 3.2 los alternos iguales; 4.° los corres-
pondientes iguales.

En efecto, figura 31, sean las rectas paralelas ABy CD
cortadas por la secante

EF, tomemos el punto O jff J7 >

medio del segmento de : _

recta G/ y tracemos por 4 A Z

ese punto una perpendicu- 1 ]|— 3

lar 4 la AB, que lo serd 4 &

su paralela CD (69, C.° 3.°), 41

tal como la MN, tendre- A F7ay. s 2.

mos asf los triangulos rec- / ' 5
j‘-’ =

tangulos OMH y ONG

iguales, por tener las hipotenusas iguales como mitades de GH y
los dngulos agudos MOH y NOG iguales por opuestos por el
vértice, luego los dngulos homélogos M HO y NGO iguales y
por tanto: 1.° Como los dngulos DGH y CGH son suplementa-
rios, tambien lo serdin DGH y BHG igual 4 CGH; 2.° Como
BHF y BHG son suplementarios, tdmbién lo serdn BHFy DGE
puesto que DGE es igual 4 (WGH per opuestos por el vértice y
este hemos visto es igual & BHG; 3.° los dngulos que hemos
demostrado son iguales B/ Gy (G H son los alternos; 4.° como
BH@ es igual & (G tambien sera igual 4 su opuesto por el
vértice D(+E, Por tanto quedan demostradas las cuatro partes
del teorema.

e U
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ESCOLIO.-’,L‘%’Odria haberse demestrado con la figura 29,
diciendo, la recta que por @ forma con la ZF dngulos internos
del mismo lado suplementarios &.* tiene que ser paralela 4 AB
segtn el directo, luego coincidird con (D (69).

g

ESC(JLIO.?—,—LB,S contrarias de las proposiciones 68 y 70 son
ciertas (242 Es.° 1. Curso) asi: Dos rectas no son paralelas si
cortadas por una tercera no forman; 1.° los dngulos internos del
mismo lado de la secante suplementarios; 2.9 los externos del
mismo lado de la secante suplementarios; 3.° los alternos igua-
les; 4.° los correspondientes iguales. Dos rectas no paralelas
cortadas por una tercera no forman; 1.° los dngulos internos del
mismo lado de la secante suplementarios; 2.° los externos del

mismo lado de la se-

j}'f’v Jé cante suplementa -
F ] rios; 3." los alternos
4 ;
/ / iguales; 4.° los co-
/ A /IV > rtrespondientes igua-
= les.
/,” 71. Las partes
% de paralelas com-
A /T/ 9% / <  prendidas entre pa-
Lo ralelas son iguales.

s En efecto, figura 32
sean las paralelas AB y (D, cortadas por las paralelas ZF y
GH, si trazamos la KV, tendremos que los tridngulos MNK y
LNK son iguales por tener el lado AV comn y los 4ngulos ad-
yacentes iguales, los #NK y LKN por alternosfentre las para-
lelas ABy CD siendo la secante KN,y los MKNy LNK
por alternos entre las paralelas £/ y G/ siendo la misma se-
cante; luego los lados homdlogos KM y LN iguales, asi como
los KL y MN,

COROLARIOS.  1.° Todos los puntos de una recta equi-
distan de su paralela; una vez que las distancias de estos puntos
a la paralela son las perpendiculares trazadas desde ellos 4 la
recta, y son iguales por partes de paralelas comprendidas entre
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paralelas: 2.° El lugar geométrico de los puntos que equidistan
de una recta es una paralela 4 esta distancia de la recta.
72. Dos dngulos que tengan sus lados respectivamente pa-
ralelos, son iguales 6 suplementarios. : ,‘-
En efecto, figura 33, sean los anguios “BAC y GHD

]:Z)b.' JJ.
Z
7€ &

=%

que tienen sus lados A B y HG paralelos, asi como los
AC y HD, como los dngulos BACy BKH son iguales, por
correspondientes entre las paralelas AC y DFE siendo la secante
A B, asi como los dngulos G/ y BKH, tambien por correspon-
dientes entre las paralelas A B y /@G siendo la secante DZ, se
deduce que los dngulos BAC y GHD iguales los dos al BKH son
iguales entre si; ademas como FHE es igual al GFD por opues-
tos por el vértice, resulta que los dngulos BAC y FHE son
tambien iguales, y los adyacentes al G//D que son DHE y
GFHE por ser suplementarios del GZ/D lo serin de su igual BAC.
Escon1o.—Es conveniente observar que los dngulos igua-
les al BAC tienen los lados en la misma 6 distinta region de la
recta que determina los vértices mientras que los suplementa-
rios tienen dos en la misma regién y los otros dos en distinta.
73. Dos angulos que tengan sus lados respectivamente per-
pendiculares son iguales ¢ suplementarios.



En efecto, figu-
ra 34, sean los
dngulos BE( y
F@GH que tienen

4" los lados BE y
F @ perpendicula-
res as{ como los

& El'y GH, si en

el vértice Z del

2 4ngulo BE(traza-

mos las perpendi-
culares ELy EKa

loslados BEy E(,
se formard el dngulo KEL que serd igual al F(#/ por tener sus
lados paralelos y dirigidos en el mismo sentido, pero el dngulo
KEL es también igual al BZ( por tener el mismo complemento
CEL, luego los dos angulos BE(C y FGH que son iguales al
KEL seran iguales entre si; ademds como el AZD es igual al
BEC por opuestos al vértice, resulta que los angulos AZD y
FGH son también iguales, y los adyacentes al BE(' que son el
BED y AEC, por ser suplementarios del' BE( lo serdn de su
igual FGH.

EscoL1o.—Es conveniente observar que los angulos igua
les al FGH tienen dos lados en la misma regién y los otros dos
en distinta de la recta que determina los vértices de los dngulos
mientras que los suplementarios tienen sus lados 6 en la misma

regién 6 regién distinta de la misma recta.
74, EscoLIO GE-

- ST
NERAL.—Si tenemos f{;‘? I

dos rectas paralelas 45

y CD y por un punto

E de esta se traza una p3inag Z
perpendicular EF y va- Insdsd YW T
rias oblicuas hacia la

misma region de EF \\

como EG, EH, EKde 4 S
modo que cada vez sus




—30
pies disten mds del de 1a perpendicular, vemos que 4 medida que
los pies de las oblicuas se apartan mds del de la perpendicular
los dngulos que estas forman con las paralelas tales como DEG
y AGE, DEH y AHE, DEK'y AKE, iguales por alternos entre
las paralelas siendo las secantes respectivas las oblicuas, son
cada vez menores: por tanto pudiendo; por una parte ir cre.
ciendo constantemente las distancias #¢, FH, FK y asi sucesi-
vamente, y por otra ir decreciendo constantemente los dngulos
DEG 6 A\GE, DEH 6 AHE, DEK 6 AKE y asi sucesivamente
resulta que la recta (D puede considerarse como el limite
(268 1. Curso) 4 que se acercan constantemente las rectas ~(,
EH, EK y asi sucesivamente, cuando los puntos @, H, K, & se
van alejando de / y los dngulos ya citados van disminuyendo:
por tanto, dos paralelas son dos rectas que se encuentran en el

infinito formando entre si un dngulo nulo.
/3? J& 75. PROBLE-
MAS. 1.2 Trazar
por un punto una
paralela 4 una

~ recta.

& ,;C Sea el punto €
2 yla recta AB, fi-
2 gura 36, tracese
N ) por el punto' €
A N < _unarecta EF que
P corte ala AR,y
S otra que forme
con la ZF un dngulo alterno igual al A/ tal como la (D, las

dos rectas AR y (D son paralelas (68).
Se hubiera podido por € trazar una perpendicular 4 AR
y por el mismo puato otra perpendicular 4 la trazada (67).
2.° Trazar por un punto una recta que forme un dngulo
dado con otra.
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Sea la recta AB y el oA IR
punto C, figura 37, si en v
un punto cualquiera de la D
AB, tal como el A, for-
mamos un dangulo BAD /
igual al dado, y por el pun- /
to (! setraza una paralela /
dla AD, la recta CE re- /
suelve el problema; pues y
los angulos BAD y BEC A <7 <
son iguales por correspondientes entre las paralelas A0y EC
siendo la secante AD.
3. Trazar la bisectriz del dngulo formado por dos rectas
concurrentes que no se encuentran en los limites del dibujo.

Sean las rec-
tas AB y (D,
figura 38, trd-
cense en los
\Q‘;\ puntos £ y &
. { perpendicula-
o res respectiva-
mente 4 AB v
(‘D y témense
partes iguales
tales como £/
y G'H, por los puntos F y H tricense respectivamente parale-
lasd ARy CD de modo que se encuentren en los limites del
dibujo en un punto tal como el X, tracemos por ultimo la bi-
sectriz del dngulo F K H tal como la OA y esta recta resolvera
el problema, una vez que tiene los dos puntos A y () equidistan-
tes de las rectas 4B y CD y por tanto todos.

4.° Trazar por un punto una secante a dos paralelas que la
parte interceptada por ellas sea igual 4 una recta dada.

/39’ S
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Sea el punto dado £, las paralelas 4B y CD y la recta
dada m, figura 39, tricese por un punto cuilquiera tal como el

f?}iz‘ AL
m "d?
I 44 2 /
// |
//
H / 5 :
et G280 7 2 P2

D de la recta €D una secante DF iguil 4 la recta dada i,
y por £ tracese una paralela a 2F tal como la £/, esta recta
resolverd el problema (72).

Este problema sera imposible si la recta dada es menor
que la distancia entre las paralelas.

LECCION 6.*
Poligonos=s en general.

76. Hemos estudiado las propiedades, que resultaban de
las distintas posiciones de las rectas en un plano, cuando eran
dos 6 tres, y eran indefinidas 6 limitadas, réstanos estudiar las
propiedades que resultan cuando son mds de tres, 6 aun siendo
tres aquellas que por necesitar conncimientos previos no hemos
estudiado; de estas propiedides nos vamos a ocupar en esta
leccion y las restantes de este capitulo. M s antes vamos 4 de-
mostrar el teorema siguiente:

Tres puntos que no estén en linea recta determinan un pla-
no, es decir, que por tres puntos que no estén en linea recta
puede pasar un plano pero no dos 6 mas.
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En efecto, figura 40, sean los tres puntos que no estén en
linea recta A, By C, silos unimos por las rectas AB, AC y
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B, estas dividirdan el plano en siete regiones, la ABC cerrada
y las 1, 2,3, 4,5y 6 abiertas: ahora bien (2 §): 1.°por la
recta A5 podemos hacer pasar un p.ano, que si lo hacemos girar
alrededor de ella en el espacio necesariamente pasard por C, lue-
go por tres puntos que no estan en linea recta puede pasar un
plano: 2.° supongamos que por los tres puntos 4, By C pueda
pasar otro segundo y que un punto cualquiera de la regién ce-
rrada tal como el 2 es de ese plano y no del primero, trazando
la recta A0 estard en ese plano y cortard 4 la BC en un punto
tal como el 2, puesto que B y € estan hdcia distinta parte de
AD, luego esta recta que tiene los puntos 4 y D' en el primer
P!?fno esta toda ella en él, de modo que todos los puntos de la re-
gion cerrada del segundo plano lo son también del primero; su
pongamos también que un punto cualquiera de una de las regiones
abiertas tal como el £, que estd hacia distinto lado d€ la recta
BC que el 4, es del segundo plano y no del primero, trazando
le’l recta A% cortard 4 la BC en un punto tal como el £', luego
tiene dos puntos en el primer plano y por tanto estd toda ella



g
en ¢l, de modo que todos los puntos de las regiones abiertas del
segundo plano lo son del primero, es decir que los dos planos
son uno sélo y por tanto el teorema es cierto.

COROLARIOS. 1.° Por un punto pueden pasar indefini-
dos planos; pues €l y otros dos indefinidos del espacio determi-
nan un plano. 2.° Por dos puntos pueden pasar indefinidos pla-
nos; pues ellos y los indefinidos del espacio determinan un pla-
no; 3.° Dos rectas concurrentes ¢ paralelas determinan un pla-
no; pues se pueden tomar en ellas tres puntos que no estén en
linea recta. 4.° Una recta y un punto exterior determinan un
plano, por la misma razén. 5.” La interseccion de dos planos es
una recta; pues todos los puntos comunes tienen que estar en la
misma direccion. 6.° Todos los planos son superponibles; pues
teniendo 3 puntos comunes coinciden.

T7. POLIGONO, es la porcion de plano limitado por tres 6
mas rectas que se cortan dos & dos, de manera que cada recla
corta & la siguiente y la wltima & la primera.

Vértices, son los puntos en que se cortan las rectas; lados,
son los segmentos de recta comprendidos entre los vértices;
contorno, es la linea quebrada formada por sus lados; perimetro,
es la medida de su contorno; diagonales, son los segmentos de
recta comprendidos entre dos vértices no consecutivos; dangulos.
son los formados interiormente por cada dos lados consecutivos;
dangulos adyacentes, son dos angulos que tienen un lado del po-
ligono comtin; dngulo externo. es el formado por un lado y la
prolongacion de otro.

Los elementos esenciales de un poligono son los lados y los
dngulos, y atendiendo 4 ellos se les clasifica; por sus lados, en
convexos y concavos; por sus dngulos, en tridngulos, cuadrdn-
gulos 6 cuadrildteros, pentigonos, exdgonos, eptigonos, octo-
gonos, enedgonos, decdgonos, pentedecigonos, &.* Todo poli-
gono tiene el mismo nimero de lados que de dngulos y podria
por tanto hacerse la misma clasificacién que hemos hecho por
los dngulos, por los lados.

PoLIGONDS CONVEXOS, son los que su conlorno es una linea
convexa (20). Las propiedades de los poligonos convexos que
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se deducen de lo que llevamos expuesto son; que todos los
angulos son convexos (38), que todas las diagonales son interio-
res, y que una recta no puede cortar a su contorno en mds de
dos puntos.

POLIGONOS CONCAVOS, son los que su conlorno es una linea
concava (20). Las propiedades de los poligonos concavos que se
deducen de lo que llevamos expuesto son; que tienen algin dn-
gulo céncavo (38), que tienen alguna diagonal exterior,y que
una recta puede cortar a su contorno en mas de dos puntos.

78. Los TRIANGULOS, tienen tres angulos 6 tres lados, los
cuadrdngulos o cuadrildteros, tienen cuatro dngulos 6 cuatro la-
dos, y en general los n-angulos 6 n-lateros, tienen » angulos 6
# lados.

La figura 41, representa dos poligonos; el A5CDEF con-

5 e
TlD, AT
7

vexo, puesto que la linea quebrada que le forma es convexa; el
A'B'C'D'E'F' céncavo, puesto que la linea quebrada que le
forma es céncava; los dos son exagonos, puesto que tienen seis
angulos y seis lados; son dngulos adyacentes al lado A8 los 4
y £ que tienen ese lado comun,}asi como al 4’8" los 4"y B’
que tienen ese lado comun; los dngulos CAG y C'B'G', forma-
dos respectivamente por el la #C y la prolongacién del A5, por
el lado B'C" y la prolongacion del A’'B’, son externos de los
respectivos poligonos ABCDEFy A'B'C'D'E'F'; en el poligo-
no ABCDLF, la diagonal /1) es interior como cualquiera otra



que se trazara, todos los dngulos son convexos, y una recta

- cualquiera tal como la 47V no corta mas que en dos puntos al
contorno; en el poligono A'B'C'D'E'F', la diagonal F'D' es

—
exterior, el dngulo D'FE'F' es céncavo, y la recta M'N' corta
en mas de dos puntos al contorno.

EscoL10. —Como los poligonos pueden formarse, ademas
del procedimiento que se deduce de su definicion, uniendo por
rectas una serie de puntos, de manera que cada uno se una con
el siguiente y el tltimo con el primero; se comprende que haya
poligonos céncavos cuyos

contornos se corten, como -/&230. A2

el pentdigono ABCDE, de ¥

la figura 42. o d
T79. Los poligonos por / S /\

ultimo, se dividen por la 4 V = A

igualdad de sus lados y 7

dngulos; en equildteros
equidngulos, regulares € irregulares.

POLIGONO EQUILATERO, es el que tiene sus lados iguales.

POLIGONO EQUIANGULO, es ¢/ que tiene todos sus dngulos
zouales.

POLIGONO REGULAR, es e/ que liene todos sus lados y dngu-
los iguales.

POLIGONO IRREGULAR, es e/ que no tiene todos sus lados y
dngulos iguales.

80. EI nimero total de diagonales de un poligono es igual

4 la mitad del nimero de lados multiplicado por el nimero de

lados menos tres; puesto que desde cada vértice se podrdn tra-

zar tantas diagonales como lados, tenga el poligono menos tres,

y como cada diagonal une dos vértices, todas ellas seran la mi-

tad del producto del niimero de lados por este nimero menos
tres.

CoROLARIO. —La recta indefinida determinada por un lado

de un poligono, cortard 4 todos los lados prolongados del poli-

gono menos tres en puntos que no son veértices, por tanto exis-
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tiran un nimero de puntos de interseccion de los lados de un
poligono que no sean vértices igual 4 la mitad del producto
del mimero de lados por este nimero menos tres.

81. El poligono mis sencillo es el triangulo, del cual hemos
estudiado ya algunas propiedades que nos han facilitado la ex-
posicion de las perpendiculares oblicuas y paralelas; vamos
ahora 4 estudiar las que necesitamos como fundamento de las
que nos proponemos estudiar de los poligonos; una vez que, un
poligono siempre le podemos considerar como compuesto de
tridngulos.

La suma de los angulos de un tridngulo cualquiera, es
igual a dos rectos.

En efecto, figura 43, sea el
tridngulo A5C, si prolonga-
o mos el lado 4B y trazamos
=z por el vértice B una paralela
&= al lado opuesto AC, tendre-

e mos; que la suma de los 4n-

A Z < gulos consecutivos formados

en 5 valen dos rectos (41),
pero el dngulo ABC es del tridngulo y los dngulos DBE y
EBC, son respectivamente iguales 4 los 4 y C del tridngulo,
los primeros como correspondientes entre las paralelas AC y
BE siendo la secante 40, y los segundos come alternos entre
las mismas paralelas siendo la secante BC’; luego la suma de los
tres dngulos del tridngulo propuesto valen dos rectos, y como lo

mismo podriamos demostrar de otro cualquiera el teorema es
cierto,

/5&‘ HZ

CoroLARIOS. 1.2 Todo dngulo externo de un tridngulo
es igual 4 la suma de los internos no adyacentes 4 él; pues el
dngulo externo CBD se compone de los dngulos DBEy EBC
que hemos visto son respectivamente iguales 4 los 4 y € del
triangulo.

2.2 Un tridngulo no puede tener mds que un dngulo recto 6
un obtuso, pues si tuviese dos rectos 6 dos obtusos 6 un recto y
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un obtuso, la suma de los dngulos interiores del tridngulo val-
dria mds de dos rectos.

3. Los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo valen un
recto; una vez que el angulo recto vale ya un recto, luego entre
los otros dos tendrdn que valer otro recto.

4.2 Cuando dos tridngulos tienen dos dngulos iguales, los
terceros angulos son también iguales; por tener el mismo su-

- plemento.
5. Cuando dos tridngulos tienen sus lados respectivamente

paralelos 6 perpendiculares, sus dngulos seran respectivamente
iguales; puesto que sabemos (72 y 73), que los dngulos que tie-
nen sus lados respectivamente paralelos 6 perpendiculares, son
iguales 6 suplementarios; suplementarios Jos tres del uno de los
tres del otro no pueden ser, pues su suma valdria seis rectos y
no 4; dos del uno de dos del otro tampoco, pues solo entre los
4 valdrian 4 rectos y por tanto la suma de los seis mas de 4; por
tanto, dos del uno tienen que ser iguales & dos del otro y por-
consecuencia los tres.

82. La suma de los dngulos interiores de un poligono, cu-
yo contorno no se corte, es igual 4 tantas veces dos rectos como
lados tenga el poligono menos dos.

En efecto, figura 44, sea 7 : _Z'y‘;’-p- Akt
ABCD... un poligono conve- =
xo de un ndmero cualquiera
de lados, si sustituimos el &
lado BC de este poligono ST
por los dos ladoes BSy CS /?(/’ S
tendremos un poligono con- v ’
vexo de un lado mds, y si \ 4
lo sustituimos por los dos la- /‘, .
dos BR y CR, tendremos un P et
poligono céncavo de un lado //

Mds; pero en uno y otro caso 2 E]
si aumenta la suma de los
dngulos del poligono en dos rectos, una vez que en el primer

caso se tiene, (ABS+ BSC+SCD)y—(ABLC+ BCD)=CBS+



BSC + SCB que sabemos valen dos rectos, y en el segundo
(ABR+BRC—+RCD) (ABC+ BCD)=4 rectos -(BRC +

RBC+ RCB) = 2 rectos, una vez que el dngulo concavo EEE
¢s igual 4 4 rectos menos el convexo BRC y que la suma de los
angulos del triangulo RBC valen dos rectos: luego puesto que
la suma de los angulos interiores de un tridngulo vale dos
rectos, la suma de los del cuadrangulo o cuadrilatero valdra dos
veces dos rectos, la del pentagono tres veces dos rectos, y en ge-
neral la de un poligono cualquiera, cuyo contorno no se corte,
tantas veces dos rectos como lados tenga el poligono menos dos.
83. Ia suma de los angulos interiores de un poligono, cuyo
contorno se corte, es igual 4 un nimero impar 6 par de veces
dos rectos segin que el numero de sus lados sea impar 6 par.
En efecto, figura 43, sea el pentagono ABCDE cuyo contor-
no se corta, si desde un punto tal como el O se trazan parale-
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las 04', OB', OC', OD', OFE" y OA" respectivamente 4 los
lados 4B, BC, €D, DE, EAy AR, en direcciones contrarias
€ iguales alternativamente, los angulos formados en O son
respectivamente iguales 4 los del poligono (72); luego la suma
de los dngulos del poligono sera igual 4 la suma de los dngulos
formados en O que sabemos es un nuimero impar de veces dos
rectos (41 Es.”), pues su ltimo lado es opuesto al primero. Si
el poligono tuviese un nimero par de lados hallarfamos siguien-
do el mismo procedimiento un dngulo que el ultimo lado ten-

dria la misma direccién que el primero y por tanto serfa nulo
6 valdria un cierto nimero de veces 4 rectos.
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84. La suma de los dngulos exteriores de un poligono cual
quiera convexo, es igual 4 cuatro rectos. Porque cada dngulo
interno con su adyacente externo vale dos rectos, luego los in-
ternos y externos sumados valdrdn tantas veces dos rectos como
lados tenga el poligono, pero solo los internos valen tantas ve-
ces dos rectos como lados tiene el poligono menos dos, es decir,
tantas veces dos rectos como lados tiene el poligono, menos
cuatro rectos; luego los externos valdrdn solo cuatro rectos. Asi
si llamamos 2 el nimero de lados de un poligono la suma de
todos los dngulos estard representada por 2z, y la de los inte-
riores por 2 (n -2)=2n—y luego 2n —(2n—yg)=2n—2n+4=
=4 rectos.

Escorios. 1.° Es conveniente notar que.un poligono
convexo no puede tener mds que tres angulos agudos: asf como
también que en los poligonos equiangulos se puede determinar
el valor de los dngulos por el numero de ellos, es decir, dividir

27—4 por #, lo que nos dard 2— :%; lo que dice que & medida

que aumenta el nimero de lados aumenta el valor del dngulo.
2.° Como la suma de los cuatro dangulos de un cuadrildtero vale
4 rectos, si es equidngulo cada uno valdrd un recto. 3.° Por ul-
timo la diferencia entre la suma de los dngulos exteriores de los
dngulos convexos y la de los exteriores de los céncavos, en un
poligono eéncavo cuyo contorno no se corte , es igual 4 4 rectos;
puesto que cada dngulo convexo con su adyacente externo vale
2 rectos, y cada dngulo céncavo menos su adyacente externo
vale 2 rectos,
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LECCION 7.!
Cuadrilateros.

85. Los poligonos de cuatro dngulos 6 lados, cuadrdngulos
6 cuadrildteros, tienen sus dangulos y lados opuestos, es decir, a
cada dngulo se opone otro dngulo y 4 cada lado otro lado, 4 di-
ferencia del tridngulo que 4 cada dngulo se opone un lado; esto
hace que se dividan los cuadrildteros por la respectiva posicion
de sus lados opuestos, en paralelsgranos, trapecios y trapezoides

88. Paraleldgramo, es el cuadyvildtero cuyos lados opuestos
son paralelos. Se dividen los paralelégramos, atendiendo 4 la
igualdad 6 desigualdad de los dngulos y lados contiguos, en
romboides, rombos, rectangulos y cuadrades. Base es cualguiera
de sus lados.

ROMBOIDE, ¢s ¢/ paraleligramo cuyos dangulos y lados con-
tiguos son desiguales. Como es el paralelogramo mas general,
cuando se dice simplemente paralelégramo se sobreentiende
romboide.

RoMBo, es ¢l paralelégramo cuyos dngulos contiguos son
desigunles y los lados contiguos iguales.

RECTANGULO, es &/ paralelégramo cuyos dngulos contiguos
son iguales 'y los lados contiguos desiguales.

CUADRADO, es el paralelogramo cuyos dngulos y lades con-
tiguos son 1guales.

El romboide es un poligono irregular, el rombo es un poli-
gono equildtero, el rectingulo es un poligono equidngulo, el
cuadrado es un poligono regular (79).

87. TRAPECIO, es ¢/ cuadrildtero que tiene dos lados opues-
tos paralelos y los otros dos no. Los lados paralelos se llaman
bases, y se llaman rectdngulos silos angulos que forma uno de
los lados no paralelos con las bases son rectos, é isdsceles si los
lados no paralelos son iguales.

TRAPEZOIDE, es ¢/ cuadrilétero cuyos lados opuestos no son
paralelos. Como es el cuadrilitero mds general, cuando se dice
simplemente cuadrildtero, se sobreentiende trapezoide,
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88. De la definicidn de paralelégramo se deduce 1.° Que los
lados opuestos son iguales; por partes de paralelas comprendi-
das entre paralelas: 2.° Que los dngulos opuestos son iguales;

por tener sus lados paralelos y en distinta direccién: 3.2 Que los
angulos adyacentes son su-

plementarios, por internos ‘i?);?.- H4E

del mismo lado entre parale-

las. Asi, figura 46, en el pa- Vi
ralelégramo ABCD, los lados \ '

AB y CD, ADy BC son \ A

iguales; los dngulos 4 y €, o
By D también lo son; y los | &
angulos A4 y D son suplementarios, pues son internos entre
las paralelas A8 y DC cortadas por la secante 40, y lo mis-
molos Ay B,los By C,los Cy D,
89. Los diagonales de todo paralelégramo se cortan mutua-
mente en dos partes iguales.
s En efecto, figura 47, los tridn-
/if’ AF gulos 40B y DOC son igua-
> o  les, por tener un lado igual
\ AB=DC como lados opuestos

D‘“ﬁ/\ de paralelégramo y los dngulos
y —& adyacentes respectivamente .

A iguales como alternos entre pa-
ralelas A8 y CD cortadas respectivamente por las secantes
AC y BD; luego A0=C0, BO=DO, por lados homdlogos
de tridngulos iguales.

90. Un cuadrilitero es paraleldgramo: 1.° Cuando los lados
opuestos son respectivamente iguales: 2.° Cuando los dngulos
opuestos son respectivamente iguales: 3.2 Cuando los dngulos
adyacentes son suplementarios: 4.° Cuando dos lados opuestos
son iguales y paralelos: 5.° Cuando las diagonales se cortan
mutuamente en partes iguales.
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En efecto, figura 48, 4.0 sea
el cuadrilitero ABCD en que e 3
AB esigual 4 CDy AD 4 BC, ¥ : SO
trazando la diagonal 4C resulta \ H"‘)KH\
que los tridngulos ABC y ACD i e Py 2
son iguales (48) por tener sus - -

tres lados respectivamente iguales, una vez que AC es co-
mun y AB= (D y AD = BC por hipétesis, luego los dn-
gulos alternos CAB y DCA son iguales como homdlogos de
tridngulos iguales, pero son alternos, de donde las rectas A8
y DC son paralelas, lo mismo sucede con los dngulos
ACB y C‘A de modo que las rectas 4D y BC también son
paralelas, y por tanto el cuadrilitero A8CD es un paralelégra-
mo; 2. sea el cuadrilatero £FGH en que E=G y F=1H, como
la suma de los cuatro dngulos de un cuadrilatero es igual 4 cua-
tro rectos, tendremos que 2£+4-2/=4 rectos, luego dividiendo
por dos los dos miembros de esta iguﬁlaaﬁ,resulta L4 FF'=2 rec-
tos, de donde las rectas £H y FG son paralelas, por la misma
razon, E+4 H—2 rectos, de donde las rectas £EF y G/H son pa-
ralelas, por tanto la figura £/ GH es un paraleldgramo; 3.° sea
el cuadrilitero como antes EFG/, siendo los angulos £+ F
2 rectos y B4 H—2 rectos, es como hemos visto un paralelo-
gramo; 4.° sea el cuadrildtero ABCD, trazando la diagonal AC,
resulta que los tridngulos ABC y ACD son iguales (48) por te-
ner dos lados iguales ¢ igual el dngulo comprendido, una vez
que el lado AC es comun los lados A8y CD iguales y como
son también paralelos por hipdtesis, los dngulos BACy DCA
son también iguales, por tanto los angulos homélogos de tridn-



gulos iguales ACB y DAC que son alternos nos dan el parale-
lismo de los lados iguales, por homdlogos de tridngulos iguales,
AP y BC, siendo por consecuencia el cuadrilatero un paralels-
gramo; 5.” sea el cuadrildtero LMNP en el que M/O=O0P y
LO=NO, tendremos que los tridngulos M O.V y LOP son igua-
les (48) por tener dos lados iguales € igual el dngulo comprendi-
do, los lados iguales por hipétesis y el dngulo comprendido
por opuestos por el vértice, de donde por ser iguales los angulos
homdlogos, de tridngulos igualesNL’P y MNL, como son al-
ternos, las rectas LP y MN son paralelas, y como también son
iguales estos lados como homélogos de tridngulos iguales, la
figura LI/NP es paralelégramo.

91. Las diagonales del rombo se cortan perpendicularmente
en partes ignales.

En efecto figura 49, sea el rombo ABCD; 1l
por ser iguales A5 y BC, el punto B equi- ﬂ:f i
dista de 4 y C, y por ser iguales AD y
DC, el punto D equidista de A y C, luego
(59), la recta BD es perpendicular 4 la AD

en su punto medio. ‘5:
Reciprocamente, si las diagonales de un L
cuadrildtero, se cortan perpendicularmente A>(,
en wa punto medio, serd un rombo; puesto \
que los cuatro tridngulos rectangulos 405, \“‘\V/!

AOD, DOCy BOC iguales por tener g

dos lados iguales é igual el dngulo comprendido (48), luego
el cuadrilatero ABCD que tiene sus cuatro lados iguales como
hipotenusas de tridngulos rectangulos iguales, serd un rombo.
EscoL1o.—Es conveniente observar que en el triangulo
ABC isésceles la recta BO es; 1. perpendicular 4 la base; 2.°
bisectriz de ella; 3.” bisectriz del angulo opuesto; y 4.° bisectriz
del tridngulo. Pero como una recta queda determinada por dos
condiciones y la recta 50 cumple con cuatro, basta que satis-
faga a dos para que queden satisfechas las restantes; por tanto,
podremos enunciar y demostrar tantos teoremas diferentes como



combinaciones binarias se pueden formar con cuatro elementos,
que segun sabemos (410, 1.*" Curso) son los seis siguicntes:

En todo tridngulo isdsceles se verifica; 1.2 La perpendi-
cular 4 la base y bisectriz de ella, lo es tambien del angulo y
del triangulo; 2.° La perpendicular 4 la base y bisectriz del dn-
gulo opuesto, es bisectriz de ella y del tridngulo; 3.° La per-
pendicular 4 la base y bisectriz del tridngulo, es bisectriz de
ella y del dngulo opuesto; 4.2 La bisectriz de la base y del dn-
gulo opuesto, es perpendicular 4 ella y bisectriz del triangulo;
5.° La bisectriz de la base y del tridngulo, es perpendicular a
ella y bisectriz de su angulo opuesto; 6.° La bisectriz del dngulo
opuesto 4 la base y del triangulo, es perpendicular a ella y su bi-
sectriz. Todos estos teoremas se demuestran por la igualdad de
los tridngulos AOB y BOC, teniendo ademds en cuenta el teo-
rema (56). Por tanto, para en adelante estableceremos la si-
guiente regla: Siempre que, en virtud de un teorema, una linea
cumpla con wds condiciones que las necesarias para su determi-
nacion, lode linea de la misma naturaleza que cumpla con las
condiciones necesarias parva su delerminacion, cumplivd también
con las restantes.

92, Las diagonales de un rectingulo son iguales y se cortan
en partes iguales.

j}f';_‘ -7/ En efecto, figura 50, sea el rec-

tangulo ABCD; los triangulos

ABC y ABD son iguales como

z ,~ rectdngulos que tienen los dos ca-

tetos iguales, luego las hipotenusas
que son las diagonales del rectdn-
gulo son también iguales.

A Z Recfprocamente, si las diagona-
les de un cuadrilitero son iguales y se cortan en partes igua-
les serd rectdngulo; puesto que por cortarse las diagonales en
partes iguales serd paralelogramo y entonces los triangulos
ABCy ABD seran iguales por tener sus tres lados respectiva-
mente iguales, luego los dngulos 4 y 5 del cuadrilatero son
iguales,




CoROLARTO.—Las diagonales del cuadrado, son iguales y
se cortan perpendicularmente en su punto medio.

En efecto, figura 51, sea el cua- el
drado ABCD, por tener los dngu- F,r})ﬁ I7
los contiguos iguales las diagonales
son iguales y por tener los lados 7
contiguos iguales las diagonales se
cortan perpendicularmente en su
punto medio.

Reciprocamente, si un cuadrild-
tero tiene sus diagonales iguales y
se cortan perpendicularmente en
su punto medio, es cuadrado;
puesto que por ser iguales y cortar- BEm g
se en su punto medio los dngulos '
contiguos son iguales y por cortarse perpendicularmente en su
punto medio los lados contiguos son también iguales.

93, La recta que une los puntos medios de los lados no pa-
ralelos de un trapecio es paralela 4 las bases ¢ igual a4 su semi-

suma.
En efecto figu-

5{7” T ra §2, sea el tra-
pecio ABCD vy
EF la recta que
une los puntos
medios de los la-
dos no paralelos,
si por el punto #
medio de la BC
se traza una pa-
ralela al lado 4D
hasta que encuen-
tre 4 las bases, tal como la HG, la figura ADGH serd un para-
lelogramo y los lados AD y HG iguales; ahora bien, los trian-
gulos BFH y CFG son iguales (48) por tener BEF=CF, HFB
=GFC.y GCF=HBF, luego FG=IH, por tanto /G igual
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y paralela 4 ED y FH igual y paralela & £4, luego las figu-
ras EFGD y EAFH son paralelégramos, de donde la £/F es
paralelad DCy 4 AB, ademds EF=D(+CG, EF=AB—BH,
sumando estas igualdades y teniendo en cuenti que CG—=BH,
como lados homélogos de tridngulos iguales, se tiene 2E/=DC
DC+AB.
2
EscoL10.—La recta que une los puntos medios de los la-
dos no paralelos de un trapecio se llama paralcla media.
COROLARIOS.—1.” La recta que une los puntos medios de
dos lados de un triangulo es paralela al teccer lado ¢ igual 4 su
mitad; porque 4 un triangulo se le puede considerar como un
trapecio en que una de las bases se anula 6 se convierte en un
punto. 2.° La parte de la paralela media comprendida entre las
diagonales del trapecio, es igual 4 la semi-diferencia de las ba-
ses; pues en la figura 51, WMN=EN- EM, y como EN es la
mitad de 4B y £ la mitad de D segiin el corolario anterior,
tenemos demostrado el teorema: 3.” Las rectas que unen sucesi-
vamente los puntos medios de los cuatro lados de un cuadrildte-
ro forman un paralelégramo; porque trazando las diagonales del
cuadrildtero los lados opuestos del nuevo cuadrilatero serdn

iguales como mitades de las diagonales y por tanto sera parale-
légramo.

-+AB, de donde dividiendo por dos tenemos, EF—

LECCION 8.

lgualdad de Poligonos.

94. Hemos dicho (81), que un poligono siempre lo pode-
mos considerar como compuesto de tridngulos; por tanto nos
conviene conocer los diferentes procedimientos que podemos
emplear para descomponer un poligono en tridngulos: desde
luego trazando las diagonales posibles en un poligono (80) resul-
tan varios tridngulos, pero solo las trazadas desde un vértice 4
los demas no contiguos 4 €l son las que forman tridngulos que
sumados componen el poligono: si tomamos un punto en el
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contorno que no sea vértice y le unimos por medio de rectas con
los vértices que no estén en el lado en que se encuentre ¢l puns

<
to, también resultardn varios tridngulos que sumados componen
el poligono: si.en lugar de tomar este punto en el contorno lo
tomamos en el interior del polizono y lo unimos con todos los
vértices por medio de rectas, todavia resultan varios tridngulos
que sumados componen el poligono; por ultimo si tomamos el
punto fuera del poligono y le .unimos por medio de rectas con
todos los vértices, resultan varios triangulos que restados nos
dan por diferencia la superficie del poligono. En el primer caso
polg B
queda descompuesto el poligono en tantos triangulos como la-
dos tiene el poligono menos dos, como sucede en el poligono
L]

ABCDE de la figura 53 que quedan descompuestos por las dia-
gonales AD y AC pemii/
los trestriangulos 4 B C, S ity

o
ACD y ADE que com: Wi z
ponen el poligono y en zZ ¢
el cual hemos trazado
) AN W

las demds diagonales
posibles de trazos, pues-
to que si hubiésemos de

g
considerar todos los 7
triangulos compondrian 7 = 7
mds superficie que lai il
del poligono; es ade- A .4
mas evidente que cual-
A Z

quiera que sea el poli-

gono se puede siempre,

trazando diagonales desde un vértice a los demis no contiguos a
¢l, descomponerle en tantos tridngulos como lados tenga el po-
ligono menos dos, una vez que solo habra dos tridngulos que
tengan dos lados del poligono—los que tengan los lados que
parten del vértice de descomposicion—y los restantes uno. En
el segundo caso queda descompuesto el poligono, como se vé
en el poligono ARCD/) en tantos tridngulos como lados tie-
ne el poligono menos uno, una vez que habrda dos triangu-
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los que tendran un lado y parte de otro—los que tengan los
dos lados en que queda descompuesto el lado del poligono en
que se toma el punto de descomposicidn—y los restantes un
lado. En el tercer caso queda el poligono ABCDE, por las
rectas trazadas desde su punto interior O 4 los vértices en
tantos tridngulos como lados tiene el poligono; puesto que
cada tridngulo tiene un lado del poligono. Por iltimo en el cuar-
to caso queda también descompuesto el poligono ABCDE, por
los rectas trazadas desde su punto exterior O 4 los vértices, en
tantos tridngulos como lados tiene el poligono por la misma ra-
zon que en el caso anterior, pero de los tridngulos OEA, OARB
y OBC, hay que restar los OED y ODC. para obtener la su-
perficie del poligono. De todas estas descomposiciones como se
vé, la mds sencilla es la primera y 4 ella daremos la preferen-
cia, siempre que no nos sea indispensable alguna de las demas.
Como concluimos de ver los poligonos siempre los pode-
mos descomponer en tridngulos, trazando rectas que unan sus
vértices con un punto tomado en su contorno 6 fuera de €L
Por otra parte dos tridngulos y en general dos poligonos se dice
que estdn igualmente dispuestos, cuando estan hdcia la misma
region de uno de sus lados, después que por la superposicién
hayamos hecho coincidir un lado del uno con un lado del otro.
Esto entendido, la igualdad de poligonos se funda en la igual-
dad de triangulos (48), en virtud del teorema siguiente,
95. Dos poligonos son iguales, cuando se componen del
mismo numero de triangulos jguales é igualmente dispuestos.
En efecto, figura 54, sean los poligonos ABCDEy A'B'C'D'E',

V4 -J?)'fz.‘f,a Z’
Z A &
y.4 A Z’

en que se verifica que el primero se compone de los tridngulos
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ABC, ACD y ADE, iguales respectivamente é igualmente dis-
puestos alos A'B'C’, A'C'D', y A'D'E' de que se compone
el segundo; llevemos el poligono A'B'C' D" E' sobre ¢l ABCDE
de modo que el lado A4"F’ coincida con su igual 4B y que la
restante parte del poligono caiga hacia la misma regién de la
recta comun, entonces el tridngulo A4'B'C’ coincidird con su
igual AB( y habiendo ya coincidido la recta A'(’ con su igual
AC el tridngulo A'(C".D’ coincidird con el ACD y por titimo ha
biendo coincidido las rectas A'D" y AD el triangulo A'D'E’
coincidira con el ADEL: los dos poligonos que superpuestos
han coincidido en toda su extension son iguales.

EscoLlos. 1.° Los poligonos iguales tienen todos sus cle-
mentos respectivamente iguiles, v como el nimero de clemen-
tos es el duplo del nimero de ladus 6 de angulos, se¢ deduce
que asi como para que dos tndangulos fuesen iguales no necesi-
tabamos (48 Esc.%) todos sus elementos sino solo tres, que es el
duplo de los lados y los angulos meaos tres, en los poligonos
sucede lo mismo, pues concluimos de ver que no hemos necesi-
tado mds que la igualdad de tantos tridngulos como lados ten
gan los poligonos menos dos, y como uno de los triangulos ne-
cesitarfa solo tres condiciones y los restantes, que serian tantos
como lados tuviesen los poligonos menos tres, dos; estos necesi-
tarian el duplo de lados del poligono menos seis, que con las tres
del primero, tendriamos el duplo de lades menos tres. 2. En los
tridngulos digimos que de los tres elementos uno tenfa que ser un
lado y lo deduciamos alli de los casos de igualdad de tridngulos;
ahora, como ya sabemos (81, c." 4.°), que cuando dos triangulos
tienen dos angulos iguales los terceros lo seran también, se vé con
claridad que dar tres angulos es lo mismo que si solo se diesen
dos; esto mismo sucede en los poligones, porque cuando se cono-
cen todos los dngulos menos uno se conoce el otro con tal de que
el contorno no se corte (82), de modo que entre los elementos
que se nos den no pueden entrar mas angulos que los que tenga
el poligono menos uno. 3.2 En los poligonos, como en los trian-
gulos, los lados y dngulos respectivamente iguales asi como los
vértices de estos, se llaman, lados fomélogos, dngulos lomolo-
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gos, y wértices homologos. 4.° En los poligonos, ademas de
sus elementos esenciales lados y angulos, hay otras rectas que
se pueden trazar en ellos, como las bisectrices de lados y dngu-
los, las diagonales y otras de que ya nos ocuparemos: en los
tridngulos aunque no hay diagonales (80), hay las perpendicula-
res trazadas desde cada vértice al lado opuesto, que reciben el
nombre de alfuras; las rectas que unen cada vértice con el pun-
to medio del lado opuesto, que se llaman me dianas; y como en
los poligonos las bisectrices de lados y angulos: en los cuadri-
lateros hay ademds de las consideradas en los poligonos, las
alturas, en los paralelégramos y trapecios que son las distan-
cias entre los lados paralelos: Todas las rectas de que hemos
hablado aunque no son elementos esenciales, son elementos ac-
cidentales que pueden reemplazar a los esenciales; originando
por tanto diferentes casos de igualdad de poligonos, tridngulos
y cuadrilateros, algunos de los cuales vamos a enunciar, pues su
demostracion se hace siempre por superposicidn; mas antes va-
mos 4 demostrar que bastan siempre los elementos que hemos
dicho para que dos poligonos sean igunales.

96. Dos poligonos son iguales, siempre que tengan tantos
elementos iguales € igualmente dispuestos como el duplo de sus
lados menos tres, con tal de que 4 lo sumo sean iguales todos
los angulos menos uno.

En efecto, hemos visto (48 y 95) que el teorema se verifica
para el tridngulo y para el pentdgono, vamos a4 demostrar que
el téorema es general ;—seguiremos ‘para conseguirlo, un proce-
dimiento de demostracion que hemos seguido varias veces en el
primer curso, y consiste en suponer que si lo que nos propone-
mos demostrar es cierto para un nimero cualquiera de lados de
los poligonos lo sera para cuando tengan uno mas — supongamos
que sea cierto el teorema cuando los poligonos tengan #—1 la-
dos, decimos que lo serd cuando tengan u lados, ahora bien,
cuando pasamos de los poligonos de z—1 lados a los poligonos
de 2 lados lo que hacemos es sustituir un lado por dos y por
tanto aumentar un tridngulo 4 cada poligono, que estando
como suponemos igualmente dispuestos, para que sean iguales
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solo necesitan dos elementos mas, pero siendo cierto el teorema
para cuando tenfan los poligonos z—1 lados el nimero de ele-
mentos necesarios es 2 (#—1)—3=2n# —2—3—27—5, de donde
sumando dos tendriamos 27z—3. Mas puesto que el teorema es
cierto para el tridngulo lo serd para el cuadrilitero y siéndolo
para este lo serd para el pentdgono y asf sucesivamente,

97. Dos poligonos del mismo nimero de lados son iguales.
1.° Cuando tengan iguales € igualmente dispuestos, todos los
lados y todos los angulos menos tres consecutivos. 2.9 Cuando
tengan iguales ¢ igualmente dispuestos, todos los lados menos
uno y todos los dngulos comprendidos por estos lados. 3.¢ Cuan-
do tengan iguales, ¢ igualmente dispuestos, todos los lados me-
nos dos y todos los dngulos menos el comprendido por esos dos
lados. 4.° Cuando tengan iguales é igualmente dispuestos, todos
los lados y las diagonales trazadas desde un mismo vértice.
5.9 Cuando tengan iguales ¢ igualmente dispuestos, un lado y
los dngulos que este forma con los lados adyacentes y con las
diagonales trazadas por sus extremos. 6.° Cuando tengan igua-
les é igualmente dispuestos, un lado y las distancias de sus ex-
tremos 4 los demas vértices,

La demostracién de todos estos casos puede hacerse & por
superposicion como hemos hecho la del teorema fundamental
(95), ¢ bien refiriéndonos a él, demostrar que en todos los casos,
todos los tridangulos que resulten son iguales y estdn igualmente
dispuestos.

COROLARIOS. 1.° Dos cuadrildteros son iguales, en los seis
casos anteriores: 2.° Dos trapecios, como tienen ya la condicién
de tener dos lados paralelos, serdn iguales en los mismos casos
anteriores pero suprimiendo una condicién: 3.° Dos paralelégra-
mos, como tienen dos condiciones, que son, las del paralelismo
de los lados opuestos, serdn iguales en los mismos casos pero
suprimiendo dos condiciones: 4.* Dos rombos, como tienen tres
condiciones las dos del paralelégramo y la de tener todos los la-
dos iguales, serin iguales en los mismos casos pero suprimiendo
tres condiciones: 5.° Dos rectingulos, como se hallan en el caso
de los rombos por tener todos los angulos iguales, serdn iguales
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en los mismos casos pero suprimiendo tres condiciones: 6. Dos
cuadrados, como ademds de las tres condiciones del rombo tie-
nen la condicién de tener sus dngulos iguales, serdn iguales en
los mismos casos pero suprimiendo cuatro condiciones, es decir,
que no necesitan mas que una y esta ha de ser un lado 6 su
diagonal: 7.° Lo mismo sucede en los tridngulos rectangulos,
is6sceles y equildteros; pues en ellos hay que suprimir las con-
diciones que se nos dan; y los poligonos regulares, equidngulos
y equildteros.

EscoL1o. —Existen mds casos de igualdad de poligonos
considerando otros elementos accidentales, algunos los pondre-
mos como problemas: las obras de problemas traen la mayor
parte de ellos. :

98. ProBrLEmAS: 1.° Construir un poligono igual 4 otro
dado. Se descompone el poligono en triangulos y se van constru-
yendo sucesivamente tridngulos iguales é igualmente dispuestos
(52). 2. Construir un paralelégramo dada una diagonal y dos
lados. Se construye un tridngulo con esos elementos y por los
extremos del lado igual a la diagonal se trazan paralelas 4 los
otros dos lados 3.° Construir un rombo dadas las diagonales.
Se traza d una recta igual 4 una de las diagonales una perpendi-
cular en su punto medio y se toman desde el punto de intersec-
cién dos distancias iguales 4 la mitad de la otra diagonal, las
rectas que unan los extremos formaran el rombo,

Los siguientes se resuelven por un procedimicnto andlogo.
* Construir un rectingulo dada la diagonal y un lado.
Construir un paralelogramo dados, un angulo, un lado y
una diagonal.

6." Construir un paralelégramo dados, un lado y las diago-
nales,

7.°  Construir un cuadrado dada la diagonal.

8.° Construir un trapecio dados sus lados.

4.

-0
3.
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CAPITULO IL
Clircunferencia.
LECCION 9 *
Circunferencia en general.

99. Estudiadas ya las figuras geométricas formadas por la
linea recta, en todo aquello que no se refiere 4 su medida; rés-
tanos, para terminar este 1. libro, estudiar las figuras geomé-
tricas formadas por la circunferencia y la recta; tnicas lineas,
que ya hemos dicho estudia, la Geometria elemental.

CIRCUNFERENCIA, es una curva cerrade y plana cuyos pun-
tos equidistan de uno tnterior llamado CENTRO, La figura 55 re-
presenta una circunferencia cuyo centro es O.

CIRCULO, es la porcion de plano limitado por la civcunfe-
rencta. Se acostumbra a llamar también circulo 4 la circunferen-
cia, lo que no tiene importancia con tal de que no confundamos
la superficie limitada por la circunferencia con esta linea, En la
figura 535, la porcién de plano limitado por la circunferencia es
un circulo.

RADIQ, es la recta que paviiendo del centro termina en
cualguier punto de la circunferencia, como el OC de la figura 55.

(JUERDA, es toda recla que une dos punios cualesquiera de
la circunferencia. Como AC de la figura 55.

- DIAMETRO, es la cuerda /?f Wl
que pasa por ¢l centro. Como
AP de la figura 55.

SECTOR CIRCULAR és /a
porcion de circulo comprendi-
da entre un arce y los radios
gue van 4 sus extremos. Co-
mo BOC de la figura 535,

SEGMENTO CIRCULAR, &5
la porcion de cireulo compren-
dida entre un arco y la cuer-

da que une sus extremos. Co
mo ADC de la figura 55.



CIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS, son las que tienen el
mismo centro. Como las de la figura 56 que tienen el mismo
25 5 centro (), Las que no
& :'}0, tienen el mismo centro

se llaman excéntricas.
CoRONA ¢ ANILLO,
es la porcion de circulo
comprendido entre dos
civcunferencias concén-
tricas. Como la porcion
circulo comprendido
entre las dos circunfe-
rencias de la figura 56.
TRAPECIO CIRCULAR,
" es la porcion de corona
comprendida entre dos
arcos y los segmentos
de los radios que unen sus extremos. Como el ABCD de la figu-

ra 56. A los arcos del trapecio circular se llaman &ases.

FAJA CIRCULAR, es la poreion de circulo comprendido entre
dos cuerdas paralelas v los arcos limitadas por ellas. Como
CDEF de la figura 56,

De las definiciones anteriores se deducen los siguientes

COROLARIOS. 1.° Los radios de una circunferencia son to-
dos iguales; pues todos son la distancia del centro & un punto
cualquiera de la circunferencia: 2.° Los didmetros de una circun-
ferencia son todos iguales; pues se componen de dos radios:
3.° Las circunferencias de igual radio son iguales; pues haciendo
coincidir sus centros coincidirdn: 4.° Los arcos de igual radio son
superponibles; pues haciendo coincidir sus centros todos los ele-
mentos del uno coincidirdn con el otro: 5.° Todo punto del pla
no de una circunferencia estard en el circulo si su distancia al
centro es menor que el radio, en la circunferencia si su distancia
al centro es igual al radio y fuera de la circunferencia si su dis-
tancia al centro es mayor que el radio. La reciproca es cierta
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(s0 Es.°): 6.° Los sectores circulares de una misma circunferen-
cia 6 de circunferencias iguales, son iguales si los dngulos que
forman los radios son iguales; pues entonces coincidirdn en toda
su extensién haciendo coincidir los dngulos iguales: 7. Los seg.
mentos circulares de una misma circunferencia ¢ de circunferen-
cias iguales, son iguales, si trazando los radios que van 4 parar
4 los extremos de los arcos son iguales los sectores que se for-
men; pues entonces coincidirdn en toda su extensién: 8.° Las
coronas 6 anillos seran iguales cuando los radios de las circunfe-
rencias que las formen lo sean; pues entonces haciendo coincidir
los centros coincidirdn en toda su extensién: 9.2 Los trapecios
circulares de una misma corona 6 de coronas iguales serdn igua-
les, cuando los dngulos que formen los radios lo sean; pues en:
tonces haciendo coincidir los dngulos coincidirdn los trapecios
circulares en toda su extensién: 10.> Las fajas circulares de un
mismo  circulo 6 de circulos iguales serdn iguales, cuando lo
sean los segmentos circularés formados por cada cuerda respec-
tivamente: 11.° El lugar geométrico de todos los puntos que
equidistan de otro en un plano, es la circunferencia trazada ha-
ciendo centro en este punto con un radio igual 4 la distancia
comun,

Escor1o.—Es conveniente observar, que asf como dos rec-
tas siempre son superponibles y una vez superpuestas se las
puede hacer resbalar la una sobre la otra sin que dejen de coin-
cidir, asf también las circunferencias siempre son superponibles
cuando tienen igual radio y 'se las puede hacer girar, una vez
superpuestas, alrededor del centro ‘sin que dejen de coineidir.
Estas propiedades de las rectas y las circunferencias son nota-
bles, porque son exclusivas de ellas:’ 8

100. Tres puntos que no estén en linea recta determinan
una circunferencia, es decir, que por tres puntos que no estén
en linea recta puede pasar una circunferencia pero no dos ¢ mds.
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En efecto, figura 57, sean los tres puntos 4, By (O

los unimos por las rectas 458 ¢

BC y trazamos las perpen- = '
ziculars:es DE y FG en los f :f;'f; ' ’/E
puntos medios de estas rec- )
tas se encontrardn (69, C.0 #Ax iy ron o
6.°) en un punto tal como el S panse ol db w0O]
0 que equidistard de los 4, ﬂ‘( ’ !
By C (56); luego la circun- \‘ J/ !
ferencia que se traza haciendo j‘-" 5i jr nfr =
centro en O con un radio
igual 4 OB pasa por los tres puntos 4, By C: 2.° Cualquiera
otra circunferencia que pase por los tres puntos 4, 5 y C tendrd
por cuerdas las rectas AB y BCy el centro tendrd que estar en
las perpendiculares que bisecan las cuerdas y por tanto en suin.
terseccion O (57); luego todas las circunferencias que pasen por
los tres puntos 4, By C, tendran por centro tinico O, y por ra-
dio OB y por tanto coincidirdn en una sola. Si los tres puntos
estdn en linea recta las perpendiculares serdn paralelas, y la cir-
cunferencia de radio indefinido la podemos considerar como una
linea recta y viceversa.

COROLARIOS, 1.° Una circunferencia no puede tener tres
puntos en linea recta; pues si los tuvieran las perpendiculares
que bisecan las cuerdas que uniesen esos tres puntos serian para-
lelas (67); y no tendriamos ninglin punto equidistante de ellos:
si suponemos (74), que dos paralelas se encuentran en el infini-
to, se puede considerar d toda recta como un arco de circunfe.
rencia cuyo centro se halla en el extremo de cualquiera perpen:
dicular indefinida trazada en un punto de ella y cuyo radio sea
indefinido. .2.° Una recta y una circunferencia no pueden te.
ner mds que dos puntos comunes; una vez que la circunferencia
no puede tener tres puntos en linea recta: 3.2 Dos circunferen.
cias distintas no pueden tener mds que dos puntos comunes;
porque si tuviesen tres coincidirfan. 4.° Por un punto pueden
pasar un nimero indefinido de circunferencias; porque ese punto
y dos cualesquiera de los indefinidos del espacio determinan una
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circunferencia (76); 5.° Por dos puntos pueden pasar un nimero
indefinido de circunferencias; porque esos dos puntos y uno
cualquiera de los indefinidos del espacio determinan una circun-
ferencia (76). 6.° El lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias que pasen por dos puntos es la perpendicular en el
punto medio de la recta que une esos dos puntos (63). 7.° Las
p_erpendiCulares en los puntos medios de los tres lados de un
tridngulo se encuentran en un punto que equidista de los vérti-
ces: 8.° Las tres alturas de un tridngulo se encuentran en un
punto; pues son perpendiculares que bisecan 4 los lados del
tridngulo formado por las paralelas trazadas desde cada vértice
del tridngulo dado al lado opuesto (69, C.” 3.° y 93 C.° 1.°).

101. Todo didmetro divide 4 la circunferencia y al circulo
en dos partes iguales, llamadas respectivamente semicircunfe-
rencias y semicirculos.

En efecto, figura 58, sea un didmetro A5 si doblamos la
figura por el didmetro, la parte 7
ACB coincidir4 con la ADB sin lo jf,ﬂ 24
cual los radios de una circunferen- A
cia no serfan iguales; luego la cir-
cunferencia queda dividida en dos
arcos iguales y el circulo en dos
segmentos iguales.

CoroLARIO.—Toda cuerda tal
como la AC que no sea didmetre
divide 4 la circunferencia y al circu-
lo en dos partes desiguales; puesto
que ‘evidentemente, el arco AC es
menor que la semicircunferencia ACB y el arco ADC es mayor
que la semicircunferencia AD B, asi como el segmento AEC es
menor que el semicirculo ACB y el segmento ADC es mayor
que el semicirculo ADB,

EscoL1o.—Debemos observar que 4 todo arco corresponde
una cuerda, pero que 4 toda cuerda, que no sea diametro, co-
rresponden dosiarcos desiguales; por tanto cuando en adelante
hablemos de cuerdas correspondientes 4 arcos entenderemos que
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nos referimos 4 los arcos menores 4 menos que no digamos ex:
presamente lo contrario. A las cuerdas correspondientes & arcos
también se dice que subtienden & €sos arcos.

102. En una misma circunferencia 6 en circunferencias
iguales: 1.° A arcos iguales corresponden cuerdas iguales:
2.° A mayor arco corresponde mayor cuerda.

En efecto, sean las circunferencias iguales O y O' figura 59,

f’f‘fi

24
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y los arcos ADB y A'D'B' iguales vamos 4 demostrar que las
cuerdas correspondienses 48 y A'B" también son iguales; des-
de luego si llevamos la circunferencia O’ sobre la O de modo
que coincidan los centros y el punto 4" con el 4, coincidiran las
circunferencias, pero como €l arco 4"D'B" es igual al 4DE ‘el
punto B’ coincidird con el B y las cuerdas A'B' y AFB cuyos
extremos han coincidido son iguales: por otra parte si el arco
ADC es mayor que el A'D'B’, podremos tomar 4 partir' del
punto 4, un arco tal como el ADB igual ‘al A'D'B', ‘cuyas
cuerdas A5y A'B' como concluimos de' ver son iguales; de
modo que si demostramos que la cuerda AC delarco ADC ‘es
mayor que la 4B quedard demostrado lo que nos propotiemos,
pero trazando los radios' 04, OB y OC, como el punto B tiene
que estar comprendido entre 4 y C, el dngulo 405 es menor
que el AOC, y los triangulos AOB y AOC que tienenvel lado
A0 comun, losTades BO y CO iguales por radios de una mis-
ma circunferencia y el dngulo comprendido por 40 y €O, ma-

yor que el comprendido 40 y BO (47), tendrén AC mayor
que 4B,
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Escovr10.—Es conveniente observar que en la segunda
parte del teorema si en lugar de tomar los arcos menores co-
rrespondientes 4 las cuerdas tomaramos los mayores, resultaria
que 4 mayor arco corresponderfa menor cuerda.
RECIPROCO.—En una misma circunferencia 6 en circunfe-
rencias iguales: 1.° A cuerdas iguales corresponden arcos igua 4, @
les: 2.° 4 mayor cuerda corresponde mayor arco Mq Dé’ 7.
108. El didmetro perpendicular 4 una cuerda biseca 4 la
cuerda y 4 los arcos correspondientes.

En efecto, figura 60, sea el didmetro 4B perpendicular 4
I3 cuerda €D, trazando los radios e
OCy OD como son iguales, % se* j}f 24
rd el punto medio de la recta CD
(55, 2.°); ahora bien, trazando las
cuerdas ACy AD, BC y BD, se:
ran respectivamenteiguales (54, 2.%)
luego A es el punto medio del arco
CAD, y B el punto medio del arco
CBD.

EscoLios. 1.° Debemos hacer
notar que la recta A8 cumple con
cinco condiciones que son; I." pasa
por el centro; 2.2 es perpendicular 4

la cuerda CD; 3.* pasa por el punto medio deesa cuerda; 4." pa-
sa por el punto medio del arco CAD; 5." pasa por el punto
medio del arco CBD. Pero como una recta queda determinada
por dos condiciones y la 45 cumple con cinco, basta que satis-
faga 4 dos para que queden satisfechas las restantes; por tanto,
podremos enunciar y demostrar tantos teoremas diferentes co-
mo combinaciones binarias se puedan formar con cinco ele-
mentos, que segun sabemos/ (410, 1.” Curso) @ea. diez, cuyos
enunciados son faciles, como ya hemos visto (gﬁs.@-}, asi co-
mo las demostraciones. 2.° Se llama sagita la parte de didmetro
comprendida entre los puntos medios del arco y su cuerda,

CoroLARIO.—El lugar geométrico de los puntos medios de



——70--

un sistema de cuerdas paralelas, es el didmetro perpendicular 4
dichas cuerdas (69, C.° 3.°)

104. En una misma circunferencia 6 en circunferencias
iguales: 1.0 Las cuerdas iguales equidistan del centro: 2.° Las
desiguales la mayor se aproxima mds al centro.

En efecto figura 61: 1.° Sean las cuerdas AB y (D) igua-
les, tracemos desde el centro las
OE y OF respectivamente perpen-
diculates 4 4B y CD y los radios
OB y OC; tendremos que los trian-
gulos rectangulos OEB y OFC son
iguales por tener las hipotenusas y

i’ff'é'f

un cateto iguales, las hipotenusas
por radios y los catetes SEy CF
por mitades de cuerdas iguales, lue-
go OE=0F: 2,° Sean ahora las
cuerdas AB'y CG en que se verifica

: que CG es mayor que AZB, tome-
mos 4 partir de C un arco igual al subtendido por 45 y trace-
mos su cuerda CD igual 4 la AB; segin concluimos de ver sus
distancias al centro OF y OF son iguales, luego si la distancia
OH de la CG es menor que OF también serd menor que su
igual OZ, pero por caer el punto 2 entre C'y G el punto medio
de la CD caerd hacia distinta parte de la CG que el centro O,
de modo que la OF tiene que cortar &4 CG enun punto tal como
el Ky como OK esoblicua y OH perpendicular 4 la CG, se
tiene OH < OK y con mayor razén OH < OF.

RECIPROCO.—En una misma circunferencia 6 en circunfe-
rencias iguales: 1.° Las cuerdas que equidistan del centro son
iguales: 2.° Las cuerdas que distan desi alrnente del centro, la
que dista menos-es la mayor {50). Y _l’

CoroLARIOS. 1. El didmetro es la mayor de las cuerdas;
pues no dista nada del centro. 2.° Por un punto del circulo, la
mayor cuerda que se puede trazar es el didmetro y la menor la
perpendicular al didmetro en ese punto; pues trazando el didme-
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tro que pasa por el punto £, figura 62, y la cuerda CD perpen-
dicular 4 ese didmetro, cualquiera

otra tal como la #G que pase por f’z/ g2

E, distard menos del centro, una

vez que OF es mayor que OH por s A

ser esta perpendicular y la OF obli- _\
cua 4 FG. ¢ Z

105. PROBLEMAS. 1.° Trazar /
una circunferencia igual 4 otra da- L
da. Témese con el compds un radio
igual al de la circunferencia dada y
fijando una de las piernas del com-
pas en un punto cualquiera como
centro, se hace girar la otra que lleve un lapiz 6 tiralineas, apo-
yandola constantemente en el papel, cuidando que la abertura
del compds no varie, ni la punta que se ha fijado salga del cen-
tro. El compds se suple en la practica por la cadena, la cinta ¢
la cuerda tensa y de longitud constante, sobre todo cuando el
radio excede del alcance del compds: de modo que las circun-
ferencias se trazan, haciendo girar el radio alrededor de un pun-
to sobre un plano fijo, y en las artes también se suelen trazar
permaneciendo fijo el radio y girando el plano alrededor del
centro.

2. Dada una circunferencia dividirla en dos partes iguales.
Se traza uno de sus didmetros (101).

3.° Dado un arco trazar otro igual. Trdcese un arco indefi-
nido con el radio del arco dado, témese con el compas la cuerda
del arco dado y llevemos sus extremos sobre el arco indefinido;
el arco que estos limitan es igual al dado (102, Rec.”). De aqui
se deduce que se pueden sumar y restar arcos de igual radio.

4.° Dados tres puntos que no estén en linea recta, trazar la
circunferencia quéspasa por éllos. Se unen los tres puntos por
dos rectas, se trazan 4 estas rectas las perpendiculares que las
bisequen, el punto en que se encuentren serd el centro y el radio
la distancia de él 4 cualquiera de los puntos; quedando reducido
el problema al 1.° (100) y (64, 1.9)

R
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5,° Dado un arco dividirle en dos partes iguales. Tracese la
perpendicular que biseque la cuerda del arco dado (103 y 64, 1.9)

LECCION 10.

Posiciones de rectas ¥ circunferencias.

108. Una recta y una circunferencia no pueden tener mds
que tres posiciones sobre un plano que son; que tengan dos
puntos comunes, uno 6 ninguno (100, C.° 2.%)

SECANTE DE UNA CIRCUNFERENCIA, es la recta que tiene
dos puntos comunes con ella. De modo que una cuerda prolonga-
da por sus dos extremos, es una secante.

TANGENTE DE UNA CIRCUNFERENCIA, es la recla que tiene
un punto comimn con ella llamado punto de contacto. De modo
que una secante que gire alrededor de uno de sus puntos de in-
terseccion con la circunferencia hasta que el segundo punto de
interseccién se confunda con el primero, es una tangente. Esta
manera de considerar 4 la tangente es aplicable 4 todas las cur-
vas y por tanto: Se llama 4 una curva é un arco de curva conve-
%o, cuando esa curva 6 arco de curva estd en la misma region
con respecto 4 cada una de sus tangentes; puesto que dos pun-
tos muy préximos (10) determinan un elemento lineal, y 4 la
tangente asi considerada la podemos considerar como prolonga-
cién de uno de los elementos lineales de la curva, lo que justifi-
ca la definicidn (20). Asf, pues, la propiedad que goza la circun-
ferencia de no ser cortada por una recta mds que en dos pun-
tos es propiedad comun 4 toda linea convexa.

RECTA EXTERIOR A UNA CIRCUNFERENCIA, ¢s la que no
tiene ningiin punto comitn con ella. Todas las rectas que disten
mds del centro que el radio seran exteriores (99, C.° 5.7)

107. Toda tangente 4 la circunferencia es perpendicular al
radio en el punto de contacto.
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En efecto, figura 63, sea la recta BC tangente en 4 i la

P 65

circunferencia O, tra-
zando el radio al punto
de contacto OA; ten-
dremos que las rectas
que se tracen desde el
centro 4 la recta £C tal
como la 0D seran ma-
yores que el radio
(99, C.° 5.°), luego pues-
to que la menor recta
que se puede trazar des-
de el centro 4 la recta
BC, es el radio 04, este es perpend:cular a la recta BC, 6 bien
BC es perpendicular 4 04 (54, 1.°y 39, C.° 2.%)

RECIPROCO.—Toda perpendicular 4 un radio en el punto
en que este corta 4 la circunferencia: es tangente d la circunfe-
rencia en ese punto.

En efecto, si la recta BC es perpendicular al radio 04 en
el punto A, serd tangente 4 la circunferencia en ese punto; pues-
to que todos los puntos de la recta BC, excepto el 4 estdn fue-
ra de la circunferencia por distar como el /) mds que el radio
(99, C.° 5.%)

COROLARIOS. 1.° Siempre se puede trazar una tangente en
un puntode una circunferencia, pero nada mds que una (54).
2.° Toda tangente es paralela a las cuerdas que el didmetro que
pasa por el punto de contacto divide en dos partes iguales
(103, C.°). 39 El lugar geométrico de los centros de las circunfe-
rencias tangentes 4 una recta en un punto, es la perpendicular
a la recta en ese punto. 4.° El lugar geométrico de los centros
de las circunferencias tangentes & una recta trazadas con un
mismo radio, es la paralela trazada 4 la recta 4 la distancia del
radio.

7

108. Dos rectas paralelas interceptan en la circunferencia
arcos iguales.
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En efecto, figura 64, para que las rectas intercepten arcos
es preciso que sean las dos

g
4o &t secantes, una secante]y
una tangente, ¢ las dos
e A o tangentes 1.° Si son las
dos secantes CD y EF tra-
(,/ \I zando el didmetro perpen-

dicular A8 a las dos rec-

tas (69, E.° 3.%); tendre-

[ \
e @ mos ( 103 ), arco £A igual
arco /°A y arco CA igual
4 arco DA, de donde
EA —CA—FA — DA 6

bien EC=FD: 2.° Si son
la secante CD y la tan-
gente G/, trazando el didmetro A8 que pasa por el punto de
contacto A4, se tiecne CA=DA: 3.° Si son las dos tangentes G/
y KL, trazando los radios 04y OB a los puntos de contacto

serdn prolongacién uno del otro (69, E.® 3.°).

Escovrio. El reciproco de este teorema es cierto suponien-
do que las rectas que interceptan arcos iguales no se cortan en
el circulo.

109. NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO, es la perpen-
dicular trazada en ese punto & la tangente corvespondiente. Toda
recta que no es normal 4 una curva se llama oblicua; pues nor-
mal y perpendicular se usan con la misma significacién.

La normal 4 una circunferencia en un punto, es el radio que
pasa por ese punto; de donde todas las normales de las circun-
ferencias pasan por el centro: por tanto, por un punto de la
circunferencia, se puede siempre trazar una normal 4 ella
y nada mds que una, mientras que por un punto interior 6 exte-
rior 4 la circunferencia se pueden trazar dos que tienen la misma



direccion. Asi en la ;
figura 65, por el j’{)‘f 24
punto 2 interior po-

demos trazar las nor-

males DA y DC,y Z
por ¢l punto B exte-
rior las normales 5.4
y BC, tanto las unas
como las otras tie-
nen la misma direc-
cion,

A‘\}' 7

110. La oblicua que se trace desde un punto interior 6
exterior, 4 una circunferencia tiene su magnitud comprendida
entre la de las normales trazadas desde el mismo punto.

En efecto, figura 65: 1.° sea un punto /) interior 4 la cir-
cunferencia, si trazamos la oblicua DE y las normales DAy
DC, vamos a demostrar que, DA < DE < DC, desde luego
trazando €l .radio OZF tendremos en el tridngulo DEQ, DE >
>0E—0D,6DE> 04— OD=DA,y DEL OE - OD:
6 DE<OCH 0D = DC, de modo que, DAL DE<Z DC:
2.9 sea un punto B exterior a la circunferencia, si trazamos la
oblicua BE y las normales BA y BC, vamos 4 demostrar que,
BA <« BE < B(C; trazando como antes el radio OF, en el tridn-
gulo BOE, se tiene BE<BO + OE-=BC y BE> B0 —
— OFE = BA, luego tenemos como antes, 54 > BE > BC.

Escor1o.—El corolario 5.° del nimero 99 queda aquf otra
vez plenamente demostrado.

111. Dos circunferencias no pueden tener sobre un plano
mds que cinco posiciones que son; no tener ninglin punto co-
mun, estando una fuera de la otra, o ser exferiores, tener un
punto comtin exteriormente O ser langentes exteriores, tener dos
puntos comunes ¢ ser secantes, tener un punto comun interior-
mente 6 ser farngentes interiores. y no tener ningilin punto co-
mun estando la una dentrode la otra 6 ser Znteriores (100, C.° 3.9

Dos circunferencias son; 1.9 exteriores, si la distancia de
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los centros es mayor que la suma de los radios; 2.° tangentes
exteriores, si la distancia de los centros es igual 4 la suma de
los radios; 3.° secantes si la distancia de los centros es menor
que la suma de sus radios y mayor que su diferencia; 4.° tan
gentes interiores, si la distancia de los centros es igual 4 la di-
ferencia de los radios; 5.° interiores, si la distancia de los cen-
tros es menor que la diferencia de los radios.

En efecto: 1.° sean las circunferencias O y O, figura 66, en

./l".'f,‘ &5

que se verifica que 00'>A0 -+ B0O’, desde luego de esta des-
igualdad se deduce restando de los dos miembros BO', 00'—
— BO'">AO, 6 bien OB > A0, de donde la circunferencia O’
es exterior 4 la O, pues el punto mds préximo es B: 2.9 sien
la misma figura se tuviese, 00" = 40 4+ BO', restando de los
dos miembros de esta igualdad BO’, se tiene, 00'—B0O'=A0,
es decir, que el punto 5 estd en la circunferencia O, y como sa-
bemos por el teorema anterior, que es el mds proximo no ten-
dra mds puntos comunes con la O la circunferencia O': 3.° si
en la misma figura se tuviese, 40— B0O' £ 00'< A0 4 BO',
restando, de los dos miembros de la desigualdad 00" < A0 +
-+ B0O', BO' se tiene 00" — BO' < A0, 6 bien OB < A0, ¥
sumando, 4 los dos miembros de la desigualdad 40 — BO'<
<00', BO'setiene, A0« 00' 4 BO, 6 bien, A0 < OC; lue-
go los puntos By C estin el primero dentro y el segundo fuera



de la circunferencia O, que serd cortada por la circunferencia O’
en dos puntos el de entrada y el de salida. Debemos demostrar
que estos dos puntos tienen que estar necesariamente 4 distinto
lado de la recta de los centros; desde luego figura 67, si al mis-
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mo lado de OO, hubiere ademas del punto D, otro tal como el
D', tendriamos que este punto no podria estar dentro del triin-
gulo 0D0' (45), si estuviese en el dngulo 0' 0D, serd el dnga-
lo ODD'> 0'DD’', O'DD'=DD'0', DD'0 > DD'0!, luego
0ODD'>DD'0,y 0D' > 0D contra la hipétesis, de modo que
tampoco se puede encontrar en el dngulo 0’00, ni por la
misma razén puede encontrarse en el dngulo 20’0, ni en el an-
gulo opuesto por el vértice al 0D0': 4.°s51 00' = 04 — O'B,
sumando 0'B & los dos miembros de esta jgualdad, se tiene
00’4 O'B = 0A, 6 bien OC— 04, luego el punto C estd en
la circunferencia O y todos los demas son interiores 4 ella: 5.°si
00'<¢0A—0'B, sumando 4 los dos miembros de esta“igual-
dad O'RB, se tiene 00" 4+ 0'B < 0A, 6 bien OC < 04, luego
todos los puiites de la circunferencia 0" estin’ dentro’ de la cir-
cunferencia ‘0.

REC{PROCO.—Cuando dos circuuferencias son: 1.° exterio.
res, la distancia de los centros es mayor que la suma de los ra-
dios: 2.9 tangentes exteriormente, la distancia de los centros es
igual 4 la suma de los radios: 3.° secantes, la distancia de' los
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centros es menor que la suma de los radios y mayor que su di-
ferencia: 4.° tangentes interiormente, la distancia de los centros
es igual 4 la diferencia de los radios: 5.° interiores, la distancia
de los centros es menor que la diferencia de los radios (50).
CoROLARIOS. 1.° El lugar geométrico de las circunferen-
cias tangentes 4 otra en un punto, es el radio prolongado que
pasa por ese punto. 2.° El lugar geométrico de los centros de
las circunferencias tangentes 4 otra circunferencia, son las cir-
cunferencias trazadas con-un radio igual 4 la suma 6 4 la dife-
rencia de las circunferencias que hayan de ser tangentes.
112, PROBLEMAS. 1.° Por un punto trazar una tangente
4 una circunferencia. Si el punto estd en la circunferencia, se
trazard el radio que pase por ese punto, y la perpendicular en
el mismo punto al radio serd la tangente pedida. Si el punto
estuviese fuera como el 4 de la figura 68, se traza la recta A0

que une el punto con el centro 755 A4
y encuentra en los puntos B y C 37 2

4 la circunferencia, luego ha-
ciendo centro en A con el ra-
dio AQ se traza un arco inde-
finido y se toma sobre este arco

4 partir de O, arcos cuyas cuer-
das sean el didmetro B(, tales A
como OD y OZF, trazando las
cuerdas correspondientes, las
rectas AX y AG que. unen el
punto dado con los. puntos en
que las cuerdas 0D y OE cor-
tan 4 la circunferencia resuelven .
el problema. Si el punto fuese interior 4 la circunferencia €
problema serfa imposible. De modo que el problema tiene una
solucién cuando el punto estd en la circunferencia; dos cuando
el punto es exterior, estas soluciones son iguales por serlo los
tridngulos rectdngulos 470y AGO (61, C.2); y ninguna solu-
cién cuando el punto es interior,




2.° Dada una recta y un punto fuera de ella, trazar una
circunferencia que sea tangente 4 la recta en un punto de ella
y pase ademas por el punto dado.

Desde luego el centro de la circunferencia que haya de ser
tangente 4 la recta 45 en el punto Cy pasar por el punto D
figura 69, ha de estar en la perpendicular trazada 4 la recta A58
en el punto C (107, C.° 3.9), }7-?;" £
ademds la recta CD ha de ser .
cuerda de la circunferencia,
luego el centro tiene que es. A
tar también en la perpendi-
cular trazada en el punto
medio de la recta CD (100,
C.°6.%), de modo que el punto
comin O de estas perpendi-
culares es el centro de la cir-
cunferencia pedida; asi que
haciendo centro en O con un radio igual 4 OC se traza una cir-
cunferencia y quedard el problema resuelto.

LECCION 11.
1*oligonos inscritos y circunscritos.

113. POLIGONO INSCRITO, es aguel cuyos vértices estdn. en
el contorno de otro, é de una curva.
PoLIGONO CIRCUNSCRITO, es agquel cuyos lados pasan
por los vértices de otro, 6 son tangentes & una curva.
Cuando una figura estd inscrita en otra, esta estd circuns:
crita 4 la primera; y reciprocamente.
114. Un tridngulo se puede inscribir en un circulo y cir:
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cunscribir 4 otro. En efecto figura 70, sea nn tridngulo cnalquiera
ABC; 1.% el punto O, ' AL P
en que se encuentran ?
las perpendiculares que
bisecan los lados, equi-
dista de los vértices
(100, C° 7.%), luego
haciendo centro en O
con un radio igual &
0A la circunferencia
que se trace pasard por /
los tres vértices y el
tridngulo quedard inscrito en ella: 2.° el punto O’ e, gue se en-
cuentran las bisectrices de los dngulos Ay C (7®Eéq'uidista de
los tres lados (60), luego haciendo centro en O’ con un radio
igual 4 O'D, la circunferencia que se trace serd tangente 4 los
tres lados del tridngulo, quedando por tanto circunscrito.

COROLARIO.—Las bisectrices de los tres dngulos de un
triangulo se encuentran en un mismo punto.

Escor1os. 1.° Es conveniente observar que siendo tinicos
los puntos O y ', son también tinicos los circulos circunscritos
é inscritos. 2.° En el tridngulo isdsceles los centros Oy O/,
estdn en la bisectriz del dngulo opuesto 4 la base (gg Eso); y
si el tridngulo es equiléterlo, los circulos son concéntricos. 3.°
Prolongando los lados 54 y BC y trazando las bisectrices de
los dngulos externos Ay Cse encontrardn en un punto 07,
equidistante de los tres”lados’ del tridngulo; de modo que la
circunferencia que se trace, haciendo centro en 0" con un radio
igual 4 la distancia 4 cualquiera de los lados, serd tangente d
los lados del tridngulo, pero ni el tridngulo queda circunserito,
ni por consecuencia el circulo inscrito en él, ni por tltimo este
eirculo es inico, ‘puesto que lo mismo sucederia prolongando
los lados ACy AR, asi como los' CA y CB; de aqui que'd
estos nuevos circulos ‘tangentes 4 los tres lados del tridngulo,

cuando se les considera prolongados, se les llame circulos ez-
inscrifs. :
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115. Un poligono regular se puede inscribir en un circulo
y circunscribir 4 otro.

En efecto, figura 71, sea un poligono regular cualquiera

Log 77
{f.’

ABCDEF; 1v.° trazando las bi-
sectrices de los dngulos 4y B
se encontrardn en un punto tal
como el O (705&1 “ridngulo
AOB sera isosceles, pues los
lados OA y OR son iguales por
oponerse a dngulos iguales, si
ahora se traza la bisectriz del
dngulo en C, encontrard 4 la del
angulo en & en el mismo punto
0, una vez que el nuevo tridn.
gulo que formen las bisectrices
de los dngulos By C sobre ser
isésceles es igual al AOB, por tener un lado igual y los dngulos
adyacentes respectivamente iguales, de modo que teniendo que
tener los lados homodlogos respectivamente iguales no puede
cortar la bisectriz del dngulo en € 4 la del dngulo en B en otro
punto mds que en el (), por la misma razén pasarfan todas las
demads bisectrices del poligono por el mismo punto y todos los
triangulos que en él se formen son iguales é isosceles, asf que
la circunferencia que se trace haciendo centro en () con un radio
igual 4 A pasard por todos los vértices del poligono y éste
quedara inscrito en el circulo; 2.° los tridngulos isdsceles € igua-
les que se forman en O tienen sus alturas iguales, por tanto la
circunferencia que se trace haciendo centro en O con un radio
igual 4 OG serd tangente 4 los lados del poligono y éste que-
dard circunscrito al circulo.

EscoL1os. 1°¢ El centro comtin O de los circulos inscritos
y circunscritos, se llama centro del poligono: el radio del circulo
circunscrito, se llama radio del poligono 6 radio oblicuo: el radio
del circulo inscrito, se llama apotema del poligono 6 radio recto:
los dngulos formados por los radios se llaman dngulos en el
centro del poligono y las apotemas son sus bisectrices (gtﬁ Es.%):

O o amnNe




—

la sagita de cada uno de los arcos subtendidos por sus lados es la
diferencia entre los dos radios (103, £.° 2.°). 2.” Llamando 7 el
nimero de lados de un poligono regular la suma de los dangulos
interiores estd representada en dngulos rectos por 22—4 y la
de un dngulo por 2 — -‘:"— (84, E.° 1.2): como hay tantos dngulos

en el centro como lados y todos son iguales uno valdrd -% , €s

decir, que los poligonos regulares, tienen todos sus dngulos el
mismo valor, asi como los dngulos en el centro, cualquiera que
sea la magnitud de sus lados. 3.° Una linea quebrada se llama
regular cuando todos sus lados y dngulos son respectivamente
iguales; por tanto, sera inscriptible y circunscriptible, teniendo
un centro, un radio y una apotema, que son el centro comtn y
los radios de los circulos inscrito y circunscrito,

116. Si se trazan por los vértices de un poligono regular
inscrito, tangentes 4 la circunferencia del circulo en que esté
inscrito, resulta un poligono regular circunscrito de igual niime-
ro de lades que el inscrito.

En efecto, figura 72, sea ABCDE el poligono regular ins-
crito, sise trazan las
tangentes en los vér-
tices resulta el poli-
gono A'B'C'D'E’
que tiene; 1.° los 4n-
gulos iguales como
dngulos homdlogos
de los cuadrildteros
iguales. A0RB',
BOCC', cODD!',
DOEE"y EQAA',
que tienen dos lados
y tres dngulos res-
pectivamente igua-
les ¢ igualmente dis-
puestos (97, C.° 1.9);
2. los lados iguales, pues siendo iguales los cuadrildteros, como
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los lados del poligono inscrito les divide en dos tridngulos res-
pectivamente iguales y ademds isésceles {112, 1.°), de modo
que los tridngulos isésceles AB'B, BC'C, CD'D, DE'E, EA'A
son iguales, y por tanto, AR = B'B—=B(' = C'C'—........... :
componiéndose cada lado del poligono circunscrito de dos de
estos serdn iguales: el poligono A’ B'C'D'E" que tiene sus an-
gulos y lados iguales es regular.

ESCOL10.—S5i se trazan los radios del polfgono regular cir-
cunscrito 4'B'C'D'E’, dividen 4 los lados del inscrito y 4 los
arcos subtendidos en dos partes iguales (103), si ademds se tra-
zan las tangentes en los puntos G, A, K, L, M, resulta un po-
ligono circunscrito regular de igual nimero de lados que el ins-
crito, teniendo cada dos vértices homélogos y el centro en linea
recta y los lados respectivamente paralelos (59, 72 y 112 1.°).

117. EScOLIO GENERAL.—La construccién de poligonos re-
gulares se puede hacer dividiendo el plano en tantas partes igua-
les como lados haya de tener el poligono 6 bien dividiendo la
circunferencia en tantos arcos iguales como lados haya de tener
el polfgono; una vez que un nimero determinado de tridngulos
is6sceles iguales y que tengan el vértice comiin, forman un poli-
gono regular de tantos lados como tridngulos haya, y dividien-
do la circunferencia en un ntmero determinado de partes igua-
les, trazando las cuerdas respectivas y los radios se forman igual
nimero de tridngulos isésceles iguales que el de partes en que
hayamos dividido la circunferencia. La divisién de la circunfe-
rencia en un ntimero de partes iguales que esté representada por
un nimero primo, en general no puede hacerse por procedimien-
tos elementales, 4 menos que el nimero primo disminuido en
una unidad sea una potencia de dos: como 3, 5, 17, &2

Existen poligonos regulares de diferentes especies; pues al

dividir la circunferencia en un nimero cualquiera de partes igua-
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les, por ejemplo 9, fig. 73, se pueden unir los puntos de divisién

/’"99’ 77

de 1 en 1, dando lugar al
poligono del género g 6 de
nueve lados regular inscri-
to, siendo de la especie
primera por no necesitar
mds que dar una vuelta &
la circunferencia para ce-
rrarse, también se pueden
unir de 2 en 2 los pun-
tos de division, dando lu-
gar al poligono regular
inscrito tambien del géne.
ro 9 especie segunda. del
mismo modo se pueden
unir de 3 en 3, dando
lugar al poligono regular inscrito del género 3, especie prime-
ra, por ultimo se pueden unir de 4 en 4, dando lugar
4 un poligono regular inscrito del género 9 especie 4.": no
se pueden unir los puntos de divisiéon de 5 en §; pues serfa
lo mismo que de 4en 4, una vez que la cuerda de las cua.
tro novenas partes de la circunfercncia subtiende también 4
las cinco novenas partes restantes. De modo que la divisién
de la circunferencia en » partes iguales dard lugar 4 tantos
poligonos regulares como sean los divisores simples y com-
puestos del nimero #, excepto el mismo nimero y su mitad si es
par; y los primos con €l 6 que tengan algtn factor comiin, puesto
que todos los divisores simples y compuestos de un nimero y
los primos con €l 6 que tengan algin factor comun estdn com-

prendidos en la serie, 1, 2, 3..... —"d—', O L2, I ”‘;gen elca-

so de ser par, y como unir de 7 en 7 es no moverse de un mis-

mo punto, y si z es par, unir de - en -— es trazar siempre la

misma recta y no hay poligono: es evidente que no hay mas
poligonos regulares que resulten de dividir una circunferencia
en z# partes iguales: 1.° que el nimero de divisores simples y
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compuestos del nimero 7, excepto el mismo niimero y su mitad
si es par, de las series citadas, siendo del género 6 nimero de
lados igual & 7 dividido por el divisor y de especie primera 6
convexos; 2.’ que el nimero de nimeros primos con # de las
mismas series, siendo del género # y de la especie indicada por
el nimero primo con #; 3.° que los que sin ser divisores ni pri-
mos con # de las expresadas series, tengan algtin factor comdn,
siendo del género indicado por el cociente de dividir # por el
m. c. d. de # y ese nimero y la especie por el cociente de divi-
dir ese niimero por el citado m. c. d. Asi en el ejemplo puesto en
la figura 73, la serie es 1, 2,3, 4: 1.° los divisores de #—9
son I y 3, dando lugar d dos poligonos regulares el primero del
género 9 y el segundo del género g : 3 =3, y de la 1.2 especie:
2.° los primos con 9, son 2 y 4 que dan lugar 4 dos poligonos
regulares del género g especies 2 y 4: 3.° en la serie no hay nin-
gin nimero que sin ser divisor ni primo con g tenga algiin fac-
tor comin como sucederia si fuese #—15, porque entonces la
série seria 1, 2, 3,4, 5,6, 7, ¥ 6 ni es divisor ni primo con 15
y darfa lugar a un poligono regular del género 15 : 3 =5, y de
la especie 6 : 3 = 2. Los poligonos de especie superior a la pri-
mera se llaman extrellados por la forma que afectan y son cén-
cavos cuyos contornos se cortan: son como los convexos inscrip-
tibles y circunscriptibles y los centros de los circulos inscritos y
circunscritos que son uno solo son centro de los poligonos, por
mds que esta denominacién no convenga en general mds que 4
los que tienen un nimero par de lados, pues en ellos se verifica:
que toda recta que pasa por ese punto y terming en su conforno,
queda dividida por el punto en dos partes iguales. No obstante
los centros de los poligonos regulares de un niimero impar de
lados si no gozan de la propiedad anterior, tienen como el de la
figura 73, del género 9, 1.* especie, la propiedad que trazando
un niimero de radios igual al numero por quien haya que multi-
plicar un niimero primo impar para que nos dé z, queda dividi-
do el poligono en tantas partes iguales como expresa el citado
nimero: asi sucede que trazando tres radios, nimero por quien
hay que multiplicar tres para que nos dé 9, tales como 01, (4,
07, queda descompuesto en 3 poligonos iguales (97, 1.°)
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LECCION 12

Figuras simétricas.

118. Ya sabemos que las figuras simétricas no se diferen-
cian mds que en la posicién (14) de sus elementos; mas para
apreciar la diferente posicién de los elementos que componen
una figura geométrica, necesitamos referirlos 4 un punto 6 4 una
recta que se encuentra en el plano de la figura.

De aquf el que tengamos que considerar figuras simétricas
con respecto @ un punto, y figuras simétricas con respecto a
una recta.

CENTRO DE SIMETRIA, es un punto que tiene la propiedad
de que toda recta que pase por ély termine en ¢l contorno de
una ficura, queda dividida por ese punto en dos partes iguales.
La definicion de ceatro que hemos dado en la leccion anterior
es andloga 4 esta, en virtud de que las figuras que tienen centro
propiamente tal, ese centro es un centro de simetria.

En particular se dice que dos puntos son simétricos respecto
4 un centro cuando la recta que los une queda bisecada por ese
centro.

EJE DE SIMETRIA, e5s una vecta perpendicular y bisectriz
de las que unen de dos en dos los puntes del contorno de una
Jigura.

En particular se dice que dos puntos son simétricos res-
pecto & un eje cuando la recta que los une es perpendicular al
eje y queda bisecada por él.

119. Siempre que los vértices de un poligono 6 de dos,
estdn situados, de dos en dos, en rectas que pasen por un mis-
mo punto y quedan bisecadas en él, se verifica: 1. Que los
lados del poligono 6 de los dos poligonos, son iguales, paralelas
y de sentido contrario: 2.° Que toda recta que pase por el punto
de concurso y termine en dos lados opuestos, queda bisecada
por dicho punto, que es un centro de simetria.
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En efecto, figura 74, sea el poligono ABCA'B’' C' 6 los

g
AR

dos poligonos KLMN y K'L"M'N', en que las rectas AA’,
BB', CC’ del poligono pasan por el punto 0y quedan biseca-
das en él; lo mismo que KXK', LL', MM’ y NN’ pasan por el
punto Py quedan bisecadas en él, tendremos: 1.° los tridingulos
OAB y 0A'B' del poligono, asi como los PMN y PM'N’
de los dos poligonos, son respectivamente iguales, por tener
dos lados iguales ¢é igual el dngulo comprendido; luego los lados
ABy A'B' iguales, los dngulos OAB y OA'B’ iguales y por
tanto las rectas AB y AB’ paralelas 4 distinto lado de A4', lo
mismo sucede respecto de MNy M'N'. 2.° los triangulos O4H
y OA' G del poligono asi como los PRM y PR' M de los dos
poligonos, son respectivamente iguales, por tener un lado igual
y los dngulos adyacentes respectivamente iguales; luego OH =
— 0G y PR — PR', de modo que 0 y P son centros de sime-
tria, pues lo que demostramos de GH y RR' demostrariamos
lo mismo de otras rectas cualesquiera que pasen respectivamente
por O y Py terminen en dos lados opuestos.
CoROLARIO.—Para que un poligono tenga centro de sime-
tria es preciso que tenga un nimero par de lados. Lo que esta
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conforme con lo que hemos dicho respecto al centro en general
en la leccién anterior.

RECiPROCO.—Siempre que un poligono ¢ dos, tienen los
lados iguales, paralelos y de sentido contrario de dos en dos,
tienen un centro de simetria, Puesto que trazando A4"y BB’
se encontraran en un punto 0 y por la igualdad de los tridngu-
los OABy O\"B' se tie::e OA= 04", OB = 0B, trazando
después las rectas CO y chH)® los triangulos OA'Cy 0.AC' son
iguales por tener dos lados iguales € igual el dngulo compren-
dido, luego OC = (C' y son una sola recta por ser los angulos
AOC' y A'OC iguales: lo mismo lo demostrariamos para las
demds rectas y si fuesen dos los poligonos.

CoROLARIOS. 1.° Los paralelégramos tienen un centro de
simetria, que es el punto en que se cortan las diagonales. 2.0
Los poligonos regulares de un numero par de lados tienen un
centro de simetria que es el centro del poligono.

EscoL10.—Es conveniente observar que las figuras simé.
tricas con respecto 4 un centro son siempre superponibles direc.
tamente, sin mas que hacerlas girar alrededor de su centro.

120. Toda recta que divida 4 una figura en dos partes
iguales pero de distinto sentido es un eje de simetria y la figura
es simétrica respecto 4 ese eje. Asi la bisectriz del angulo opuesto
a la base en el tridngulo isdsceles es un eje de simetria (9¢ E,
la bisectriz de un dngulo es un eje de simetria (60), los dia.
metros de las circunferencias son ejes de simetria (103), la
recta de los centros de dos circunferencias es un eje de sime-
tria (111). Todas las figuras simétricas respecto 4 un eje son
superponibles por rebatimiento, es decir, por superposicién in-
versa. Como hay figuras simétricas que tienen mds de un eje
nos conviene demostrar el teorema siguiente.

121. Siempre que una figura tiene dos ejes de simetria

perpendiculares entre si, tiene por centro de simetria el punto
de interseccion de dichos ejes.
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En efecto, sea la figura 75 que tiene los dos ejes MNV
y PO perpendiculares,
si tomamos un punto -@Ff
cualquiera A del con-
torno y desde él traza.
mos perpendiculares &
los ejes tales como AA'

y AA", tendremos que

por ser €0 igual y pa-
ralela 4 AB Jo sera 7
también 4 AR, es de-

cir, la figura A4'BOC

es un paralelégramo y

por tanto A'0O— BC,

por ser B0 igual y pa- Z8

ralela 4 AC lo serd también 4 A"”C, siendo también un para-
lelégramo BOA"( y por consecuencia A" O—B(’; las dos rec
tas A'0 y A" () iguales y paralelas 4 la misma recta BC son
iguales entre sf y prolongacién la una de la otra (6g, C.° 1.%).
De modo que el punto O que divide en dos partes iguales a
cualquier recta que pase por ¢l y termine en el contorno de la
figura es el centro de simetria de esa figura.

Escorios. 1. Los dos ejes perpendiculares dividen 4 la
figura en cuatro partes superponibles, las adyacentes por reba-
timiento y las opuestas por rotacién; de modo que las figuras
simétricas con respecto 4 un centro son superponibles directa-
mente, y las simétricas con respecto 4 un eje son superponibles
inversamente. Estas son las figuras que propiamente se llaman
simétricas.

2.° Un rembo tiene dos ejes que son sus diagonales (9¢):
Un rectangulo dos ejes que bisecan perpendicularmente sus
lados opuestos: Un cuadrado tiene cuatro: un circulo tiene un
nimero indefinido, pues lo son todos sus didmetros. Todas las
figuras simétricas se pueden considerar compuestas de triangulos
isésceles con un eje comuin.

122. PROBLEMAS. 1.° Dada una recta y 2 puntos fuera
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de ella, determinar un punto en la recta tal que la suma de las
distancias 4 los puntos dados sea un minimo.

Sea la recta M.V figura 76 y los puntos Ay B que estin
4 su mismo lado,
si determinamos el
punto simétrico de A
con relacién 4 la rec-
ta MN, tal como el
A', uniendo A’ con
B el punto C en que
corta larecta A' B &
la M/N serd el punto

pedido; pues CA y
CA' soniguales (56), asi como D4 y DA’ y se tiene 4'B 6
AC 4 CB < AD 4 DB. Si los puntos fuesen 4" y B que estan
a distinto lado evidentemente A'C 4 CB < A'D + DB. Luego
el punto (' resuelve el problema en los dos casos. Es notable
que los angulos ACM y BCN son iguales por ser los dos igua-
les con el MCA'. 2.° Dada una recta y dos puntos fuera de ella,
determinar un punto en la recta tal que la diferencia de las
distancias 4 los puntos dados sea un maximo.

Sea la recta MV, figura 77, y los puntos A y B que estdn
a un nflsmo lado de la j’{};‘ 77
recta, si trazamos la recta A
A B hasta que corte 4 MN
en C, se tiene AC— B(— i
— AB, pero uniendo otro /W—i—
punto cualquiera de la rec- L, =
ta con los puntos dados :
tal como el 2, se tiene
AD -~ DB < AB. Si los puntos estuviesen a distintos lados
como A" y B determinando el punto 4 simétrico de A' se tiene
también A'C— BC—=AB,y 4'D — DB < AB Luego el pun-
to C resuelve el problema,

1N

s/
LS



LIBRO II.

Medida de las figuras geométricas planas.

CAPITULO PRIMERO.

Longitudes y Areas.
LEOCION 13
Medida de la recta y iingulos centrales.

123. Ya sabemos (30, 1.* Curso) que, medir una recta es
determinar la totalidad de veces que contiene 4 otra constante
que se toma por unidad

Las unidades lineales del sistema de mensuracion legal
son (87, 1. Curso) el metro con sus miiltiplos y divisores,

Las mediciones en general se efectian por dos procedi
mientos que se denominan dérecto é indirecto: consiste el directo,
en llevar la unidad sobre la cantidad que se haya de medir to-
das las veces que se pueda: consiste ¢l indirecto, en medir di-
rectamente cantidades que mediante las relaciones que las ligan
con la que nos proponemos medir, véengamos a4 conocer su me-
dida. El primer procedimiento es pocas veces aplicable, pero
bien se comprende que es el fundamento del segundo y que por
tanto es el primero que tenemos que estudiar.

La medicion directa de las rectas se efectia llevando
alguna de las diferentes unidades lineales, del sistema de men-
suracion que empleemos, sobre la recta desde uno de sus ex-
tremos, todas las veces consecutivas posibles; y si queda algin
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resto, se lleva sobre él alguno de los divisores de la unidad,
continuando asf hasta que no quede resto alguno, 6 sea un resto
inapreciable.

En la préctica se hace uso para medir las rectas, si no son
de gran magnitud, de el doble decimetro de boj 6 de marfil di-
vidido en centimetros y milimetros; ya llevando la magnitud
de la recta tomada con un compas sobre la regla, 6 bien la
regla sobre la recta, de cualquier modo el nimero de divisiones
de la regla serd la longitud de la recta.

Cuando las rectas tienen gran magnitud, se miden con un
metro, de boj 6 de cualquiera otra sustancia, compuesto de diez
piezas articuladas de un declmetro y divididas en centimetros y
milimetros: también se emplean reglas de dos 6 tres metros, la
cadena de agrimensor de un decametro 6 dos, ¢ la cinta barni-
zada; estando divididas en unidades que sean divisores de la que
se tome en ellas como principal.

Segun tuvimos ocasién de decir (287, 1.” Curso) rara vez
se ejecuta una medicién con exactitud, y como quiera que, la
medicion en general de las extensiones se funda en la medicién
directa de la recta, de aqui que esta medicion que a primera vis-
ta parece sencilla y facil de ejecutar—cuando no hay inconve-
niente en despreciar los errores debidos tanto 4 los instrumentos
como 4 la habilidad del operador—no lo es cuando se desee una
gran exactitud, como sucede en la mayor parte de las Matema-
ticas mixtas, y entonces los procedimientos que se emplean no
son elementales y solo el procedimiento debido al Matemadtico
espafiol Niifiez ticne ese cardcter y consiste, en un aparato que
lleva el nombre de Nonius compuesto de dos reglas; una fija
dividida en partes iguales que pueden ser milimetros, y otra mo-
vible sobre la fija y de una longitud igual 4 un nimero de par-
tes de la regla fija igual 4 la parte alicuota que deseemos apre-
ciar de la unidad en que se halle dividida la recta fija, menos
una, de modo que si queremos apreciar décimas de milimetro
tomaremos la regla movible 6 reglilla de una longitud igual 4 9
milimetros y la dividiremos en diez partes iguales, enténces es-
tas partes serdn 0'g de milimetro y si hacemos coincidir el cero
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de la regla y la reglilla la 1.2 divisién de la reglilla se diferenciard
dela de la regla en o1, la 2.2 en 2 y asf sucesivamente hasta la
décima y novena que coincidirdn y se diferenciardn en un mili-
metro. Con el Nonius pues, podemos apreciar décimas de mili-
metro pues si una recta llevada sobre el Nonius tiene 8 partes
dela regla y nollega d g, se corre la reglilla hasta que coincida
con el extremo de la recta y entonces la divisién de la reglilla
que coincida con una de las de la regla nos dard las décimas de
milimetro, si por ejemplo es la 4, la recta tendra de longitud 8 ‘4
de milimetro.

EscoLrl1os. 1.° No nos detenemos en mds detalles, porque
esto como el uso de la regla, el compds, la escuadra y demds
instrumentos de uso frecuente en Matematicas, es preferible 4
toda descripcion y dibujo, el presentar 4 la vista de los alumnos
los objetos y ensefiarles 4 operar con ellos; trabajo exclusivo,
en nuestro entender, del Profesor.

2.° Las rectas una vez medidas sus longitudes son nimeros
que se someten al cdlculo; no obstante el resultado del cdlculo
puede obtenerse, en la mayor parte de los casos por medios
elementales, graficamente como ya hemos visto respecto de la
suma y diferencia de rectas y como ya veremos respecto de las
demds operaciones del cdlculo.

124, La determinacidn de la mdxima medida comin de dos
rectas (80 y 155, 1. Curso), que podemos representar su
magnitud por m y #, se verificara llevando la # sobre la
— suponiendo m > # — todas las veces que se pueda y en el
caso de que # esté contenida un nimero exacto de veces en 7,

PV ester serd la médxima medida comin, pero si hubiese un resto
se podria representar la magnitud de » suponiendo que % esté
contenida en ella g veces y no ¢ 4 1 y llamando el resto #, por
la igualdad m = ng + r; pero como la medida méxima comun
de m y n lo serd de ng y por tanto de » diferencia entre m y ng,
asf como la maxima medida comin de z y » lo serd de ng y por
tanto de 7 suma de #g y », queda el caso reducido 4 determi-
nar la maxima medida comiin de 2 y 7 que estdn en el mismo
caso que m y #; asi que para determinar la maxima medida
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comin de dos rectas se puede seguir la misma regla dada (156,
1.* Curso) para determinar el mdximo comun divisor de dos
nimeros enteros, sin mas que en lugar de decir se divide el
mayor por el menor y este por el resto, si lo hay, y asi sucesi-
vamente, aqui se dird se lleva la menor sobre la mayor, el
resto si lo hay sobre la menor y asi sucesivamente hasta que
no haya resto, lo cual sucedia siempre en los niimeros enteros
y aquf cuando las rectas son comensurables, pero no cuando
son incomensurables. Asi que como ya digimos (330, 1. Cur-
so) siempre que queramos determinar la relacién entre dos
cantidades homogéneas puede suceder que el resultado sea un
numero entero, 6 un numero fraccionario ¢ un numero inco-
mensurable, en el primer caso la segunda serd la maxima me-
dida comin de las dos, en el segundo la parte alicuota dela
segunda indicada por el denominador del ntimero fraccionario
serd también la maxima medida comun, pero en el tercero no
hay maxima medida comin 6 lo que es lo mismo son incomen-
surables.

EscoL10.—En la practica al aplicar el procedimiento ex-
puesto nunca llegarfamos a no terminar la operacién, dada la
imperfeccion de nuestros sentidos y de los instrumentos; pero
en teorfa asf como hemos demostrado la existencia de los nime-
ros incomensurables mediante el cdlculo (270, 1.* Curso), se
demuestra graficamente la existencia de las rectas incomensura-
bles por el teorema que sigue, La diagonal y el lado de un cua-
drado son dos rectas incomensurables entre si.

En efecto, figura 78, el lado 4B es menor que la diago-
nal AC y mayor que su mitad 40, de

modo que llevando 45 sobre AC obten- ff,d'yf
dremos un resto tal como £C menor que “ . ¢
AB: para continuar el procedimiento ten- \‘\ F 4
dremos que llevar el resto £C sobre 4B £ .

6 su igual BC, pero si trazamos EF pa- | AN
ralela 4 BD, resulta el tridngulo CEF ‘.\,\.. 2
rectdngulo en Z, is6sceles, puesto que i £
los dngulos ZCF y EFC son iguales los _, 4= 7



—g5—
dos al CBO, y ademds por la igualdad de los tridngulos rec-
tangulos ABFy AEF (60, C."), se tiene BF — EF y como
EF— EC, tenemos que BC contiene dos veces 4 £C y queda
un resto &G menor que £C. Resultado que podemos enunciar
diciendo: en Zodo tridngulo isésceles rectdngu lo el cateto contiene
dos veces la diferencia entre la hipotenusa y el cateto, mas un
resto menor que esa diferencia. De suerte que EC contendrd
dos veces & CG mds un resto menor que €l, asi podriamos con-
tinuar sin llegar nunca 4 un resto nulo, es decir, que la opera.
cién expuesta en el procedimiento anterior no tendrd término.

125. Como los adngulos son porciones indefinidas de su-
perficies planas (35), es imposible el poderlos medir direc
tamente; tenemos por consiguiente que apelar al procedimiento
indirecto para medirlos. Pero como el procedimiento indirecto
consiste (123), en medir directamente cantidades que tengan
una relacién tal con la que nos proponemos medir, que poda-
mos inmediatamente conocer su medida; de aqui, el que antes
de entrar en la medicidn indirecta de los angulos, nos ocupemos
—puesto que todas las mediciones indirectas tienen el mismo
fundamento—de dar 4 conocer el procedimiento general para
verificar las medidas indirectas basado en lo expuesto (248
¥ 249, 1.”” Curso); una vez que las cantidades proporcionales
nos proporcionan siempre las relaciones que necesitamos para
obtener con toda la exactitud posible la medida de las cantida-
des que no podamos obtener directamente.

Las cantidades proporcionales, con arreglo al principio de
proporcionalidad, son directamente proporcionales 6 simple-
mente proporcionales, é inversamente proporcionales, cuando
se trata de dos cantidades hetereogéneas; pero tratdndose de
dos cantidades homogéneas ademds hay la proporcionalidad
reciproca en virtud del teorema fundamental y su reciproco de
las igualdades fraccionarias 6 proporciones geométricas (241,
242, y 3393 1. Curso).

Asi siendo A y B dos cantidades hetereogéneas si obedecen
al principio de proporcionalidad tendremos, llamando @ y @, a
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dos valores de 4; y &y &, 4 los valores correspondientes de B;
a ' . . !
i i i — = cionalidad inver-
proporcionalidad directa o = proporci
%= s i AB son cantidades homogéneas para que
sa;l—_.—&.pcromzzt g p q

g
sean proporcionales basta que aa, = 64,, pues sabemos que en-

tonces tendremos -%-:? y las siete restantes que de ella se
1

deducen (242, C.° 1. Curso); de modo que las proporciones
geométricas distintas con los cuatro nimeros, &, @, b,y b,
son , %_% ; -ST::— y mg—:—“;l'—, la 1.* expresa la propor-
cionalidad directa, la segunda la inversa y la tercera la reciproca.
Aunque en geometria se nos presentan las tres clases de propor-
cionalidad la mads interesante es la directa, por lo que nos
conviene estar seguros de cuindo dos cantidades son direc
tamente proporcionales, lo que se consigue mediante el siguiente

teorema.

|

128. Dos cantidades son proporcionales, cuando 4 dos va-
lores cualesquiera iguales de la primera corresponden dos va-
lores iguales de la segunda, y cuando 4 la suma de dos valores
cualesquiera de la primera corresponde un valor que sea la suma
de los valores correspondientes de la segunda.

En efecto, conservando la notacién anterior, supongamos

. a .
que la relacion 2, Sea %; 6 lo que es lo mismo, que a sea

los % de @ ; designando por o la séptima parte de a,, se tiene,

@402y a; =7 Llamando ahora 3 ¢l valor de B correspon-
diente 4 «, se verifica por hipotesis que 4 los valores x4 o = 2 a,
20 4= 2= 3 %,......, 62 4 ¢ == 7 o, corresponden respectivamente
los valoresp4-—=283, 2843 =383,..,6348 =70 Pero los va-
loresde B que segtin el supuesto corresponden & 42.—a y Ja—=4
gt ]

son 48 =0y 78 = 4,; luego = :"'T:—: : Si la relacién %

d 1 1
fuese incomensurable estara expresada (330, 1. Curso) por la

limitacién 2 < 2 L2+ 4 Ry P
] = < - < o 6 lo que es lo mismo ?arl(;z( ‘;““1’

1*



designando por =z 1a ¢ ésima parte de a,, se tiene, pa < a< (p41)x
y a,— ¢=: Llamando el valor de B correspondiente 4 «, 4 los
valores pu, (p = 1) @, ¢z, de A corresponderdn respectivamen-
te los {3, (p+1)3, ¢3 de B; y como por hipdtesis 4 mayor va-
lor de 4 corresponde mayor valor de B, se tendrd, 2B <b <

(P4 1)p, by—=¢3, de donde % b <b< ‘HTI &, 6 bien
? b P41

?- < 71 < —q-—, las dos relaciones _‘:T y -%1 que estdn expre-
sadas por la misma limitacidn son iguales (331, 1.* Curso).

RECIPROCO.—Si dos cantidades son proporcionales se ve-
rifica, que 4 valores iguales de la primera corresponden valores
iguales de la segunda, y que 4 la suma de dos valores cuales-
quiera de la primera corresponde la suma de los valores corres-
pondientes de la segunda.

e b .
En efecto, si — — 73 evidentemente cuando & :=a,
(74
1 1

tiene que ser 4 — 51, ademads (243, C.° 5.2 1.% Curso)

_t+s
=

EscoL1o.—Es conveniente observar que para poder com-
parar dos cantidades es preciso que su igualdad y adicién se
puedan definir de un modo exacto, y para que pudi¢ndolas com-
parar sean proporcionales se necesita haya correspondencia en la
igualdad y en la suma; pues cua.quiera que falte ya no serdn
proporcionales como sucede por ejemplo con el arco y su cuer-
da' que hay correspondencia en la igualdad (102), pero eviden-
temente no la hay enla suma y por tanto no son proporcio-
nales.

a+a,’_

1

, luego queda demostrado el teorema.

« 127. Dos radios de un circulo forman siempre un dngulo
cuyo vértice estd en el centro, de aqui ¢l que 4 esos dngulos se
les llame centrales, y aquellos que se hallen en el plano del
circulo y cuyo vértice no esté en el centro del circulo se les dd
el nombre de excentricos. '
128. En un mismo circulo ¢ en circulos iguales, se verifica:
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1.2 Dos dngulos centrales iguales, interceptan arcos iguales:
2.° Si un dngulo central es la suma de otros dos, €l arco inter-
ceptado-‘ﬂbr aquel esla suma de los arcos interceptados por

estos.
En efecto, figura 79, sean los circulos iguales Oy O en

A 78
]

los que se verifica que los dngulos centrales 408 y A'O'B’ son-
iguales, vamos 4 demostrar; 1.” que A8 y A'B' son también
iguales, una vez que trazando las cuerdas AB y A'B’, los tridn-
gulos A0B y A'O'B’ son iguales, por tener dos lados iguales é
igual el angulo comprendido, luego los lados homélogos AB y
A'B’ serdn iguales, y por tanto los arcos subtendidos (102, R.°);
2.° que AC es la suma de los arcos BC y A'B/, si el angulo
AOC es la suma de los dngulos A'0'B" y BOC, una vez que
llevando el circulo O’ sobre el O de modo que coincidan los
centros, el radio O'B’ conel OBy el O'A’ caiga 4 distinto
lado de OB que OC, tomard el angulo 4'0'B' la posicién del
AOB y como son iguales, los arcos 4'B" y AB son iguales, asi
como el dngulo AO0C es la suma de los 4'0'B’ y BOC, pero
el arco que intercepta el dngulo 40C se compone de AB—A'B'
y BC, luego cuando un dngulo es la suma de otros dos, el arco
interceptado por ese dngulo es la suma de los arcos intercepta-
dos por los dos.

COROGLARIOS. 1.° Los dngulos centrales de un circulo 4
de circulos iguales son proporcionales 4 los arcos interceptados
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6 arcos correspondientes; pues satisfacen 4 las condiciones nece-
sarias para ello (126, E.°). :

2.° Todo dngulo central tiene la misma medida quegﬁ'ﬁrco
correspondiente, siempre que se tome por unidad de dngulos el
angulo central cuyo arco correspondiente sea el arco elegido
para unidad de arcos; pues llamando 4 un 4dngulo central y B
la unidad angular, asi como ¢ y & respectivamente los arcos in-
terceptados de un mismo circulo 6 de circulos iguales, se tiene

A a : ;
con arreglo al teorema & = 7 cuyo primer miembro es la

medida del dngulo y el segundo la del arco correspondiente.
EscoL1os.—1.2 Se llama arco correspondiente 4 un dngulo
el interceptado entre sus lados y descrito desde su vértice como
centro: con un radio arbitrario y angulo correspondiente a un
arco el formado por los radios trazados a los extremos. Un dn-
gulo tiene un nimero indefinido de arcos correspondientes; pero
un arco no tiene mds que un dngulo correspondiente,
2.° El corolario segundo se enuncia abreviadamente dicien-
do: todo dngulo central tiene por medida el arco correspondiente.
3.° Como ya hemos visto que la unidad de dngulos, & quien
hemos referido hasta ahora los demds para determinar su mag-
nitud, es el dngulo recto la unidad 2 o
L SO
de arcos serd su arco correspon- f
diente que es un cuadrante; pues si

trazamos el arco correspondiente del //"E"—i\
angulo recto 405 figura 80, y com- / ! N
pletamos la circunferencia después " | \\
de prolongar sus lados se tiene que ~-7{-——-— fJI-L———— -
los didmetros perpendiculares 4D ‘ |

y BC dividen la circunferencia en \L/ A
cuatro partes iguales, y por tanto jf

cada una serd un cuadrante.

129, PROBLEMAS. 1.2 Trazar el arco correspondiente 4 un
dngulo dado. Se hace centro en el vértice y con un radio arbi-
trario se traza el arco pedido.
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2.0 Trazar el 4ogulo correspondiente 4 un arco. Se traza por
el centro del arco dado los radios que van 4 parar 4 sus ex-
tremos. E

3.2 Construir un dngulo igual 4 otro dado. Se traza el arco
correspondiente al dngulo dado, se construye un arco igual 4
él (103, 3.”) y se traza su dngulo correspondiente.

4.° Dividir un dngulo en dos partes iguales Se traza su arco
correspondiente, se divide este arco en dos partes iguales (103, 5.")
y uniendo el vértice con el punto medio del arco queda resuelto
el problema. :

5.° Hallar la mdxima medida comin de dos dngulos. S
trazan sus arcos correspondientes con igual radio y se sigue el
mismo procedimiento que para hallar la maxima medida comtin
de dos rectas.

130. ESCOLIO GENERAL.—Ya sabemos que las unidades
anguldares en los distintos. sistemas de mensuracion son:
(87, 1.7 Curso) circunferencia, dos angulos llanos; angulo llane,
dos dngulos rectos; dngulo recto, 90 grados; grado, 60 minu-
tos; minuto, 60 segundos &.°; en la division sexagesimal, y en
la centesimal, dngulo recto, 100 grados; grado, 100 minutos; y
minuto 100 segundos &.%; siendo esta menos usada: claro estd,
que estas divisiones se refieren @ los arcos correspondientes a
los dngulos y no & los dngulos mismos, Como hemos visto que
un dngulo tiene un ntmero indefinido de arcos todos concéntri-
cos, es conveniente notar que todos tienen el mismo ntimero de
grados, minutos, segundos, &.*

Asi en la figura 31, los arcos AB y A4'B’ descritos entre
= los lados del mismo dngulo, tienen
j’f/f 4 el mismo numero de gr?idos, minu-

o tos, segundos, &.2; una vez que la

i relacion de' 4B al cuadrante BC,

es la misma que la de A’B' al
cuadrante B'C’, pues es la misma
que la que existe entre el dngulo
AOB y el recto COM%n los dos

casos,

Cuando decimos que un dngulo
tiene 24" -~ 32" -~ 17", entendemos
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que €l arco correspondiente cualquiera que él sea, contiene esas
divisiones de la circunferencia 6 del cuadrante.

Cuando conocido el nimero de grados, minutos y segun-
dos de un dngulo se quiere conocer su razén con el dngulo rec-
to, se divide ese nimero de grados, minutos y segundos por
go’ (125, 1.”" Curso) Edfimgid | 32:,‘_ i = 28357 .

90 324000

Para conocer el nimero de grados de un dngulo 6 para
construir un dngulo cuyo nimero de grados se conozca, se em-
plea un instrumento llamado #rasportador 6 semicirculo gradua-
do, dividido en grados y medios grados y para apreciar los mi-
nutos, lleva un nonius circular. Este instrumento lo llevan todos
los estuches de matemadticas y su simple inspeccién hace cono-
cer con una breve explicacion su manejo.

LECCION 14.

Medida de los angulos excéntricos,

#181. Los dangulos excéntricos se dividen en; inscritos, semi-
mscritos. interiores, exteriores y circunscritos.
ANGULO INSCRITO, es ¢/ que liene su vértice en la circun-
ferencia y cuyos lados son dos cuerdas.
ANGULO SEMLINSCRITO, es e/ que tiene su vértice en la cir
m{ffrmcm 3 cuyos lados son una cuerda y una tangente.
ANGULO INTERIOR, ¢s e/ que liene su vértice en el circulo,
ANGULO EXTERIOR, es el que tiene su vértice fuera del
circulo y de la circunferencia.
ANGULO CIRCUNSCRITO , ¢s &l exterior cuyos lados son dos
langentes.
132. La medida de un dngulo inscrito, es la misma que la
de la mitad del arco comprendido entre sus lados.
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En efecto, figura 82, sea el dngulo BAC en que uno de los
lados pasa por el centro, si traza.
mos el radio OC, se forma el tridn-
gulo QAC isésceles cuyo dngulo
externo COB esigual 4 la suma de
los angulos 4 y C del triangulo y
como son iguales, sera el doble de
uno de ellos A (81, C." 1.°); pero
ese angulo como central tiene por
medida el arco comprendido entre
sus lados, luego el dngulo propues-
to que es su mitad tendra por me-
dida la mitad del arco comprendido
entre sus lados; cuando ninguno de los lados pasa por el centro
puede este estar en el dngulo 6 fuera, en el primer caso como
el dngulo CAD se compone de la suma de los CABy BAD,
luego su medida serd la mitad del arco €5 mas la mitad del
arco BD 6 bien la mitad del arco CBD comprendido entre sus
lados; lo mismo sucede en el segundo caso con el dngulo CAE,
pues es la diferencia de los dngulos Z4AB y CAB, y por tanto
tendrd por medida la mitad de BE menos la mitad de CB, es
decir, la mitad del arco C’Z comprendido entre sus lados.
COROLARIOS. 1.° La medida de un dngulo semi-inscrito, es
la misma que la de la mitad del arco comprendido entre suslados:
pues se puede considerar la tangente 45 como el limite de la
cuerda A cuando gira alrededor de 4 hasta que £ se confunda
con A4, 6 bien tener en cuenta que el dngulo FAB es recto y
tiene por medida un cuadrante, y en el caso de que el centro no
esté en la cuerda se compondrd el d4ngulo semi-inscrito de un
inscrito y el recto 748 6 de este menos un inscrito. 2.° La me-
dida de un dngulo formado por una cuerda y la prolongacién de
otra tal como el DAG, es igual 4 la semisuma de los arcos sub-
tendidos por las cuerdas; una vez que el dngulo DAG y su ad-
yacente DAE, tienen por medida una semicircunferencia , pero
solo DAE vale la mitad de £BD, luego DAG valdri la mitad
de la restante parte de la circunferencia que son los arcos sub-
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tendidos por las cuerdas. 3.° Todos los dngulos inscritos en el
mismo segmento,—es decir,—que tengan el vértice enun arco y
los lados pasen por las extremidades de la cuerda son iguales;
pues tienen la misma medida. 4.° Todo 4ngulo inscrito en uno
de los dos segmentos determinados por una cuerda, es suple
mento de cualquier dngulo inscrito en el otro segmento; porque
entre los dos tienen por medida la mitad de la circunferencia.
5.° Un dngulo inscrito en un segmento serd agudo, recto i ob-
tuso seglin que el segmento sea mayor, igual 6 menor que un
semicirculo; una vez que el arco comprendido en el primer caso
es menor que media circunferencia, en el seguudo igual y en el
tercero mayor. 6.° Los dngulos opuestos de un cuadrildtero
inscrito convexo son suplementarios.

SEGMENTO DE CIRCULO CAPAZ DE UN ANGULO DADO, es
aquel que todos los dngulos inscritos en él son iguales al dado.
Asi el segmento capaz de un dngulo recto es un semicirculo.

133. La medida de un dngulo interior, es igual 4 la semi-
suma de los arcos comprendidos entre sus lados y sus prolonga-
ciones,

En efecto, figura 83, sea el dngulo BAC, prolonguemos
sus lados y tracemos la cuerda DC '

y tendremyos que por ser el dngulo ]%,;f 47
BAC externo del tridngulo DAC

es igual 4 la suma de los internos z

no adyacentes 4 él, que son los dn- /<\ \<§"
gulos inscritos BOC y DCE, cu- / };’1/‘
yas respectivas medidas son, la /.f'; \."\l
mitad de BC y la mitad de £D, R Y.
luego el 4ngulo BAC tiene por me- 7

dida la mitad del arco BC mas la “.

mitad del arco £D, que es la se- e

misuma de los arcos comprendidos entre sus lados y sus prolon-
gaciones.

Escorio.—Es conveniente observar que si los arcos BC y
ED fuesen iguales el dngulo BAC tendria por medida el arco
comprendido entre sus lados; lo cual prueba que de que un an-
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gulo tenga por medida el arco comprendido entre sus lados no

se deduce que tenga su vértice en el centro.
134. La medida de un dngulo exterior, es igual 4 la semi-

diferencia entre los arcos céncavo y convexo comprendidos en

tre sus lados.

En efecto, figura 84, sea el dngulo DAE, tracemos la
cuerda EC y tendremos que j?;'pf 7
por ser el dngulo ECD exter-
no del tridangulo ACFK es igual
4 ]a suma de los internos no ’ z
adyacentes 4 él, Ay £, por -
tanto 4 es la diferencia entre 2 0
ECD y E cuyas medidas res. .
pectivas, como inscritos, son
la mitad de £D y la mitad 7
de BC; luego la medida del dngulo A sera la mitad del arco
céncavo £D menos la mitad del arco convexo 5C.

EscoL1os. 1.2 Si hacemos girar uno de los lados 6 los dos
al rededor del vértice A hasta que se conviertan en tangentes a
la circunferencia el teorema subsistird, ya una de las secantes
sea tangente 6 ya el dngulo sea circunscrito.

2.° El lugar geométrico de los puntos desde los cuales se vé
una recta bajo un dngulo dado, es un arco de circunferencia que
pasa por las extremidades de la recta.

En efecto, figura 85. sea € un punto del lugar y ADCBE
: la circunferencia determinada
fffjff por los tres puntos 4, B y C,

desde luego se tiene que, desde
cualquier punto del 4DCA tal
como el [, se véla recta AB
bajo un dngulo igual al ACB
(132, C.2 3.%); desde cualquier
punto interior del segmento
ADCRE tal como el 7, se ve la
recta A8 bajo un dngulo AFB
mayor que el ACB (133); desde
todo punto exterior al segmento

b
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ADCRE, situado encima de la recta AB tal como A, se ve la
recta bajo un dngulo AHB menor que el ACHB (134): luego el
arco ADCB es el lugar geométrico. Si se dobla la figura por la
recta AB el arco AC'B es el lugar geométrico de los puntos
desde los cuales se ve la recta A8 bajo el angulo dado. De
aqui se deduce que: &/ lugar geométrico de los puntos desde los
cuales se ve una recta bajo wun dngulo dado se compone de dos
arcos de clrculo iguales entre si que pasan por las extremidades
de dicha recta, 1.os dos arcos AEBy AE'B son el lugar geo-
métrico de los puntos desde los cuales se ve la recta A8 bajo
un angulo suplementario del dangulo dado, En ¢l caso particular
de ser ¢l angulo dado recto los arcos ACB y AC'B serfan se-
micircunferencias y la recta 428 el diametro de la circunferencia
que compondiian: de modo que; e/ lugar geométrico de los pun
tos desde los cuales se ve una recta bajo un angulo recto es la
circunferencia descrita sobre la recta como didmetro.

3." Cuando los dngulos opuestos de
un cuadrildtero convexo son suplementa- ]}}' s
rios, el cuadrildtero es inscriptible; pues 2
que la circunferencia determinada por
tres vértices tiene que pasar por el cuar:
to D figura 86, porque desde ¢l se ve la
cuerda AC bajo un angulo suplementario
del By el arco ADC es el lugar de los
puntosdel planoquetienen esa propiedad.
Elrectdngulo y cuadradoson inscriptibles. -

A

135. ProBLEMAS. 1.” Dada una recta, trazarla una per-
pendicular en uno de sus extremos sin prolongarla.
Sea la recta AB figura 87, 4 la cual nos proponemos trazar

F27 77

una perpendicular en su extremo
A, para conseguirlo tracemos des-
de un punto fuera de la recta tal
como el O como centro, y con un
radio igual 4 OA una circunferen-
cia que pasara por A y cortard a la
recta en otro punto tal como el 5,
trazando el didmetro 5C’ que pasa
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por B, la recta que une el punto A4 con el extremo C del did-
metro es la perpendicular pedida; pues el angulo BAC es recto
por estar inscrito en un semicirculo. 2.° Por un punto trazar una
tangente 4 una circunferencia.

Este problema resuelto (112, 1.°) en los dos casos de que
el punto esté en la circunferencia 6 fuera de ella, en la hipétesis
de que los radios podfan prolongarse, vamos 4 resolverlo ahora
suponiendo que los radios no pueden prolongarse. Estando el
punto en la circunferencia, se traza el radio a dicho punto y la
perpendicular en el mismo, segin el problema anterior serd la
tangente pedida, Cuando el punto estd fuera como el 4 dela
figura 88, se traza sobre la recta A0 como didmetro la circun-

i ferencia O’ que
]..}ﬁ& . cortara 4 la dada
en los puntos B
y C (111 R 3.9)
cada uno de estos
puntos unido con
el punto A deter-
mina una tangen-
te, puesto que
trazando los ra.
dios OB y OC,

los dngulos ACO
y ABO son rectos, por inscritos en semicirculos.
3. Dada la hipotenusa y un cateto construir un tridngulo
rectangulo.
Sean m y n, la hipotenusa y el cateto dados figura 89, té-

mese sobre una recta indefinida ; .
una recta FC igual m y tricese ‘[ff g7
sobre esa recta como didmetro
una circunferencia, desde & co-
mo centro con un radio igual 4

77

# tridcese un arco que cortard en
A a la circunferencia y uniendo
el punto 4 con los By C, el
tridngulo BAC resuelve el pro- !
blema, por estar el angulo A inscrito en un semicirculo,
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4
un dngulo dado.

Construir sobre una recta dada un segmento capaz de

Sea la recta AP figura 9o, y supongamos que el segmento

pedido sea ACH, si trazamos la
tangente BD en el punto B, forma-
rda con AB un dngulo semi-inscrito
ABD que tiene la misma medida
que los inscritos en el segmento
ACRB; por tanto para resolver el
problema bastard trazar en B una
recta que forme con la AB un dn-
gulo ABD igual al dado, y trazar
después las perpendiculares £0 y
BO respectivamente 4 AB en su
punto medio y & BD en el punto B,
trazando desde el punto O de en-
cuentro con un radio igual a Of

una circunferencia, el segmento ACB resuelve el problema.
EscoL1o.—Como las tangentes trazadas 4 una circunferen-
cia desde un punto exterior son iguales scgin el problema se-
gundo, tendremos que: las sumas de los lados opuestos de todo
cuadrildtero inscrito son iguales; y reciprocamente todo cuadri-
litero cuyas sumas de los lados opuestos son iguales es circuns-
criptible. El rombo y el cuadrado son circunscriptibles.



—108—
LECCION 15.

Figuras equivalentes,

188. Dos triangulos son equivalentes, cuando tienen igual
base é igual altura.
Enefecto, figura 91, sean los tridngulos ABC y ABD que

fjp‘.‘f/

tienen la base A} co-
min y los vértices
opuestos € y D estin
en una paralela CD 4
la base teniendo por
tanto la misma altura,
si trazamos BE y AF
respectivamente para-
lelasd4 ACy BD, hasta que cortend la CD; tendremos, que
los tridngulos ACF y BDE son iguales por tener dos lados igua-
les é igual el dngulo comprendido, perosi de la figura total
ABEF, se resta el tridngulo ACK queda el paralelégramo
ABEC, y si se resta el tridngulo BDE queda el paralelégramo
ABDF; luego los paralelégramos AREC y ABDF son equiva-
lentes, pero los tridngulos ABCy ABD son mitad respectiva-
mente de esos paralelégramos, luego son también equivalentes,

CoROLARIOS. 1. Dos paralelégramos son equivalentes,
cuando tienen igual base é izual altura; pues como hemos visto
los paraleldgramos ABEC y ARDF que tienen la base comtin
AR y los lados opuestos en una paralela CD i la base son equi-
valentes; 6 bien porque todo paralelésgramo es doble de un
tridngulo de la misma base y la misma altura.

2. Dos trapecios de iguales bases é igual altura, son equi-
valentes; pues los trapecios ABCF y ABED se componen res-
pectivamente de dos triangulos equivalentes: siendo por tanto
cada uno de ellos la suma de los tridngulos que le componen.

187. Todo poligono circunscrito 4 un circulo es equiva-
lente 4 un tridngulo que tenga por base el contorno del poli-
gono y por altura el radio del circulo inscrito.
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En efecto, figura 92, sea el poligono circunserito 4 BCDEF -
si trazamos las rectas que unen e
el centro con los vértices queda ]?;0‘ 2L
descompuesto el poligono en Z. 0
seis tridngulos que tienen el
vértice en O y cuyas bases son
los lados del poligono; lue-
go todos tendran la misma al.
tura, que es el radio del efrculo
inscrito: de modo que el trian- 7
gulo que tuviese por base el
contorno—suma de las bases o 7
da los tridngulos en que ha '

-quedado descompuesto el poligono—del poligono y por altura el
radio del circulo inscrito en él serd equivalente 4 la suma de
los tridngulos en que hemos descompuesto el poligono, que
para sumarlos. por tener la misma altura, bastard sumar las
bases, si bien tenicndo en cuenta que en los tridngulos de
opuesto sentido deben tomarse las bases en opuesto sentido.
CoROLARIOS 1.” Todo circulo es equivalente 4 un tridngulo
que tenga por base la circunferencia y cuya altura es el radio.
Desde luego la superficie de un poligono circunscrito 4 un
circulo se aproximard tanto mds d la del circulo cuantos mds
puntos de contacto tenga el contorno del poligono con la cir-
cunferencia y en el limite, es decir, cuando el contorno del po-
ligono toca 4 la circunferencia en todos sus puntos se confundird
con ella y las dos superficies la del poligono y el circulo serdn
iguales: luego en virtud del teorema queda demostrado lo que

nos proponiamos.
2.° Todo sector circular es equivalente 4 un tridngulo que

tenga por base el arco y por altura el radio. Por la misma razén

del corolario anterior.
188. Proyeccion de un punto sobre una recta, es el pié de -
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la perpendicular trazada desde dicho punto & la recta. Asi la
proyeccion de 4 sobre la recta AV figura 93, es a.
PROYECCION DE UNA
_-/?"gd S RECTA SOBRE OTRA,
es la porcion de recia
comprendida entre las
proyecciones de sus ex-
. tremos. Asf la proyec.
cién de la recta AB es
e ab: en el caso que la
recta que haya de pro-
yectarse encuentre 4 la recta sobre la cual se proyecte, como
AC, la proyeccién serd la porcién de recta comprendida entre
el punto de encuentro y la proyeccién del otro extremo, es
decir, la proyeccién de AC es Cu; de aqui se deduce que la
proyeccién en un tridngulo rectdngulo de la hipotenusa sobre
un cateto es ese cateto; y que la proyeccion de cualquiera de
los catetos sobre la hipotenusa sera la porcién de hipotenusa
comprendida entre ¢l punto pue el cateto corta 4 la hipotenusa
y la proyeccion del vértice del dngulo recto sobre ella, es decir,
que la proyeccién de Ca es Ca'y la Aa es Aa': si la recta que
se ha de proyectar fuese perpendicular aquella sobre la cual se
ha de proyectar la proyeccién serfa el punto de encuentro; co-
mo la proyecciéon de 4a sobre M.V es a
Cuando decimos; 1." cuadrado de una recta, entendemos
el cuadrado construido sobre ella; 2.° rectdngulo de dos rectas,
entendemos el rectdngulo cuyos lados contiguos son iguales
respectivamente 4 las rectas dadas.

189. Si desde el vértice del dngulo recto de un triangulo
rectingulo se traza una perpendicular & la hipotenusa se veri-
fica; 1.° el cuadrado de un cateto es equivalente al rectingulo
de la hipotenusa y su proyeccién sobre ella; 2.° el cuadrado de
la hipotenusa es equivalente 4 la suma de los cuadrados de los
catetos; 3.° el cuadrado de la perpendicular es equivalente al
rectdngulo de las proyecciones de los catetos.

'
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En efecto, figura 94, sea
el tridngulo rectdngulo 4 BC,

si desde el vértice A del dn- ﬁa’_z; S
gulo recto se traza la perpen- A s
dicular AD 4 la hipotenusa 4 on

y se prolonga hasta que en- Ve s

cuentra en £ al cuadrado de //,L}‘: B
2T

ella, queda descompuesto es-
te cuadrado en dos rectdn-
gulos, el uno de las rectas |
BC y DC y el otro de las l
rectas BC'y BD; pero el pri- I
mero, trazando las rectas A/
y BG, es doble del triangulo
ACF, y el cuadrado de AC es doble del tridngulo BCG, ade-
mds los tridngulos ACF y BCG son iguales por tener dos lados
iguales € igual el dngulo comprendido: luego el rectdngulo y el

cuadrado son equivalentes, y como lo mismo demostrarfamos
del rectangulo de BCy BD y el cnadrado de AR, queda de-
mostrada la primera y segunda parte del teorema. Para demos-
trar la tercera parte, hay que tener en cuenta que puesto que
el cuadrado de la hipotenusa es equivalente 4 la suma de los
cuadrados de los catetos, el cuadrado de un cateto serd igual al
cuadrado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto;
por tanto, el cuadrado de AD se obtendrd restando del cuadra-
do AC el de DC, pero como el cuadrado de AC es equivalente
al rectangulo de BC y DC y el cuadrado de DCes evidente-
mente DCKH; tendremos que el cuadrado de 4D serd equiva-
lente al rectdngulo £EFKH de DCy BD.

EscoL10.— Este teorema se acostumbra a llamar teorema
de Pitdgoras si bien algunos autores solo aplican esta denomina-
cién 4 la parte segunda.

140 ProBLEMAS. 1.° Transformar un poligono en otro
equivalente de un lado menos.
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Sea el poligono ABCDE figura 95, tricese una diagona
J{%&f S5

que deje un solo vértice en una de
sus regiones tal como AC y por el
vértice B la paralela BF a ella
hasta que corte a la prolongacion
del lado 2 C en un punto tal como
el 7y tnase 4 con F; el cuadrild-

tero AFDE es equivalente al pen-
tigono AR CDE; puesto que, se componen del cuadrildtero co-
mun ACDE y los tridngulos AFC y ABC equivalentes.

EscoLio. —Por el procedimiento del problema anterior un
poligono cualquiera se puede transformar un tridangulo equiva-
lente, sin mds que repetir ¢l problema hasta llegar al triangulo.

2.° Dados dos tridngulos construir. otro equivalente a la di.
ferencia de los dados.

Sean los dos tridngulos ABC y ADE figura 96, si se unen
los vértices Cy D, se
trazan las rectas £F y
FG respectivamente pa-
ralelasa ADy CD yse
unen los puntos Cy G,

/ Dy F, tendremos; los
2 ¢ 7 e triangulos 4DFy AGC
equivalentes porque se componen del triangulo comin AFG ¥y
los equivalentes DFG y CFG, pero ADF también es equiva-
lente & ADE; luego la diferencia entre ARCy ADE, es la
misma que entre A8Cy AGC, que es evidentemente BCG.

3.% Construir un cuadrado equivalente 4 la suma de otros dos.

Se construye un tridngulo rectingulo cuyos catetos sean los
lados de los cuadrados dados; la hipotenusa de ese tridngulo se-
ri el lado del cuadrade buscado.

4.° Construir un cuadrado equivalente 4 la diferencia de
otros dos.

Se construye un tridngulo rectdngulo en que la hipotenusa“
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y uno de los catetos sean los lados de los cuadrados dados; el
otro cateto sera el lado del cuadrado pedido.
5. Transformar un rectingulo en un cuadrado equivalente.

Sea el rectdngulo dado ABCD figura 97, si tomamos sobre
el lado DC una parte DE i
igual DA sobre DC como ja'ﬂ Iz
diametro se construye una X
semicircunferencia y la per-
pendicular en £ & DC hasta
que encuentre a la semicir-
cunferencia en un punto tal
como el /', uniendo # con DD,
FD es el lado del cuadrado
buscado; una vez que por ser

recto el dngulo DFC, el cua-
drado de /D es equivalente al rectingulo de DCy DE— DA.
También se puede resolver este problema tomando en la pro-
longacién de DC una parte CG igual C} trazando sobre DG
como didmetro una semicircunferencia y en el punto € una per-
pendicular 4 DG hasta que corte 4 la semicircunferencia en un
punto tal como el A, la recta CH es lado del cuadrado pedido;
puesto que el dngulo DHG es recto y el cuadrado de CH es
equivalente al rectangulo de DCy CG = (.

COROLARIO. —Si desde un punto de una semicircunferen-
cia se traza una perpendicular al diametro se verifica; 1.° que
el cuadrado de una de las cuerdas que unen dicho punto con los
extremos del didmetro, es equivalente al rectangulo del didme-
tro y la proyeccién de la cuerda sobre €l; 2.° el cuadrado del
didmetro es equivalente 4 la suma de los cuadrados de las
cuerdas; 3.° el cuadrado de la perpendicular es equivalente al
rectdngulo de las proyecciones de las cuerdas sobre la hipote-
nusa.

Puesto que las cuerdas con el didmetro forman un tridngulo
rectangulo.
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LECCION 16.

Medida de las superficies,

141. Hemos visto (95, E.° 4.°), que un lado cualquiera de
un paralelégramo se puede tomar por base, siendo entonces la
altura la distancia entre la base y su lado opuesto; pero en el
rectingulo como los lados contiguos son perpendiculares, serdn
dos lados contiguos su base y altura, 4 lo que se acostumbra 4
llamar dimensiones, 1a relacién entre las areas de dos rectangu-
los y sus dimensiones, ya sean estas, las dos iguales, una sola
igual ¢ las dos desiguales, y la leccién anterior es el fundamento
de la medida de las superficies: debiendo tener en cuenta lo
expuesto (249, 250y 252 1. Curso) respecto 4 cuando una
cantidad es proporcional a otras varias.

- 142, Dos rectdangulos de igual base € igual altura son
iguales: y si tres rectingulos tienen la misma base y la altura de
uno de ellos es la suma de las alturas de los otros dos, ese rec-
tangulo serd la suma de los otros dos. .

En efecto, figura 98, los rectiangulos ABEF y A'B'E'F'

Fiis Lih
Jg&.”jj
il i 7. A v 48
Z° Pk
e ;
A 7 A PR 8

que tienen la misma base y altura, son evidentemente superpo-
nibles y por tanto iguales: los tres rectingulos ABCD, A'B'E'F’
y D'C'E"F", que tienen sus bases AR, A'B' y E"F" iguales,
y en que la altura 40D del 1.° es la suma de las 4'F' y D'E"
de los otros dos; si tomamos en A2 una parte AF — A'F' se
tendrd FD—=D'F", y por tanto ABEF— A'BR'E i
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DCEF — D'C'E"F"; de donde ABRCD— A'B'E'F'+
+D'C'E"F.

COROLARIOS. 1.° Dos rectingulos de igual base son
proporcionales 4 sus alturas; pues hay correspondencia en la
igualdad y en la suma (126, E.")

2. Dos rectangulos de igual altura son proporcionales 4 sus
bases; pues se pueden tomar las bases por alturas y las alturas
por bases. Esta proposicién y la anterior pueden enunciarse
diciendo: dos rectdngulos que tienen una dimensién igual son
proporcionales con la otra dimensién.

3. Dos rectdngulos cualesquiera son proporcionales 4 los
productos de sus bases por sus alturas; pues segun los corolarios
anteriores, si representamos por £ y R’ dos rectingulos cuales-
quiera y sus dimensiones respectivas por a &y a', &', decimos
que R : R'"=—ab : &' b'; desde luego si representamos por "
un tercer rectingulo cuyas dimensiones sean a y &', se tiene
R:R"=6:4,yR":R —a: a', luego multiplicando or-
denadamente estas dos igualdades y suprimiendo el factor co-
min R” de los dos términos del primer miembro se obtiene,
Kl ==ab t alilbl

4.° Dos paralelégramos que tengan la misma base son
proporcionales d sus alturas: si tienen las mismas alturas son
proporcionales 4 sus bases: y si tienen distintas bases y alturas
son proporcionales 4 los productos de sus bases por sus alturas
Puesto que los rectdngulos son paralelégramos y dos paraleld.-
gramos cualesquiera de la misma base y altura son equivalen-
tes (136, C.2 1.%)

5. Dos tridngulos que tengan la misma base, son propor-
cionales 4 sus alturas: si tienen la mismas alturas, son proporcio-
nales 4 sus bases: y si tienen distintas bases y alturas, son pro-
porcionales 4 los productos de las bases por las alturas. Puesto
que un tridngulo es mitad de un paralelégramo de la misma
base y altura.

También se puede decir que su razén es igual, al producto
de la razén de sus bases por la razén de sus alturas. Una vez
que si llamamos 7 y 7 4 los tridngulos 6y @ 4 la base y al-
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tura del primeroy 4’y @'4 la base y altura del segundo se
tiene 7 : T'—ab:a'b' =(b:0")(a:a’)

143. Dos tridngulos que tengan un dngulo igual 6 suple-
mentario, son proporcionales 4 los productos de los lados que
forman dicho angulo.

En efecto, figura 99, sean; 1.° los tridngulos ABC'y ADE

. ue tienen el dngulo en

j?;’ Co b & ?1 comiin, si trgzamos

T la recta £}, tendremos,

\ los tridngulos ABC y

4 : = ABE que tienen el mis-

Z A Z o mo vértice B y las ba.

ses AC y AE en la misma recta, luego tendrin la misma altura

y por consecuencia A5 : ABE— AC : AE, porla misma

razon los tridngulos ABE y ADE tienen la misma altura, luego

ABE : \DE— AP : AD; multiplicando ahora estas dos igual-

dades ordenadamente y suprimiendo el factor comin 4 los dos

términos del primer miembro 4 BZ, obtendremos A BC : 4DE=

= AR X AC: \D X AE; 2.9 los tridngulos ABC y AD'E cu-

yos dngulos en A son suplementarios, segn hemos visto se tie-

ne, ABU: ABE—=AC: AE,y ABE : AD'E—=AB: AD' luego

multiplicando y suprimiendo como antes el factor comiin, A BC :
sAD'E= AB X AC: AD'" X AE.

COROLARIOS. 1.° Dos tridngulos que tengan un dngulo
igual y otro suplementario, la relacién de los lados opuestos a
los dngulos iguales es igual 4 la de los lados opuestos 4 los su-
plementarios. Puesto que si los tridngulos ARC y AED' tie.
nen los dngulos /! y £ iguales y los en A suplementarios, ten-
ABC _ AB.AC __ ABX BC
ALD! — RAEAD" T AENX EDY
ARXANT AR X B0
AEXAD" — AEX ED'

dremos : de donde si divi-

resulta

dimos por i:—g la igualdad
A€~ "he
AL BT

2.° Dos paralelégramos que tengan un dngulo igual 6 suple-
mentario, son proporcionales 4 los productos de los lados que
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forman dicho dngulo. Puesto que un paralelégramo es doble de
un tridngulo de la misma base y altura,

144, Las unidades de superficie en todos los sistemas de
mensuracion son, por regla general, cuadrados que tienen por
lados las unidades lineales (83, 1.”* Curso); una vez que el cua-
drado es el cuadrildtero regular, y para su determinacion es su-
ficiente conocer su lado (97, C.° 6.°), ademds como paralelégra-
mo conocemos las relaciones (142, C.° 4.°) con sus lados.

La relacién de una superficie con la unidad superficial, ex-
presa su medida, 6 lo que es lo mismo (29), su drea; y como la
investigacion del drea de una figura se reduce 4 saber cudntos
cuadrados, cuyo lado sea una unidad lineal, contiene; de aqui
que se llame cuadratura de una figura al resultado de esa inves-
tigacion.

EscoLio.—En todo lo que vamos 4 exponer entenderemos
que se trata de los nimeros que expresan las rectas después de
medidas, siempre que expresemos solo el nombre de las rectas;
pues de otra suerte tendrfamos que emplear muchas mds pala-
bras, que sobre llevar mds tiempo complicarfan la breve y clara
exposicion de las dreas,

145. El drea de un rectdngulo es igual al producto de su
base por su altura. Puesto que si llamamos R al rectangulo cu-
yas dimensiones sean a y 4, y C al cuadrado unidad cuyas dimen-
siones sean 1 y 1; tendremos (142, C.° 3.°), R: C = ab: 1,
pero R :  es el area del rectingulo 6 simplemente el rectdn-
gulo; luego el drea de un rectdngulo es igual al producto de sus
dimensiones.

CoroLARIOS. 1.° El drea de un paralelogramo es igual al
producto de subase por su altura. Pues en virtud de (142, C.°4.°),
podemos hacer el mismo razonamiento anterior.

2.8 El 4rea de un cuadrado es igual 4 la segunda potencia
de su lado. Pues el cuadrado es un rectingulo en que los lados
contiguos ¢ dimensiones son iguales.

3.° El drea de un tridngulo es igual 4 la mitad del producto
de su base por su altura: pues todo tridngulo es mitad de un
paralelégramo de la misma base y altura (136).
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4.° El 4rea de un trapecio es igual 4 la semisuma de las
bases 6 de la paralela media (93, E.°), por su altura. Puesto que
el trapecio es equivalente 4 dos tridngulos que tienen por bases
las del trapecio y la misma altura (136, C.° 2.9)

5.° El drea de un poligono circunscrito es igual al semiperi-
metro por el radio del cfrculo inscrito. Pues (137) es equivalente

4 un tridngulo cuya base sea su contorno y cuya altura sea el

radio del circulo inscrito.

6.° El drea de un poligono regular es igual al semiperime-
tro por el radio del circulo inscrito. Pues todo poligono regular
es circunscriptible (1135).

7. El 4rea de un circulo es igual 4 la mitad de la circunfe-
rencia por el radio. Pues un circulo es equivalente 4 un tridngulo
que tenga por base la circunferencia y cuya altura sea el radio
(@37 C.2erd)

8.2 El drea de un sector circular es igual 4 la mitad del arco
por el radio. Pues es equivalente 4 un tridngulo cuya base es el
arco y que tiene por altura el radio (137, C.° 2.°)

0. El drea de un segmento circular, se determina evidente-
mente restando del area del sector correspondiente la del tridan-
gulo, si el segmento es menor que un semicirculo; y sumando
las dos dreas si es mayor,

10.° El drea de una corona, se determinard restando las
dreas de los circulos que la forman.

11.° El drea de un trapecio circular, se determinara restando
las dreas de los sectores correspondientes,

12.° El drea de una faja circular se determinara restando las
dreas de los segmentos correspondientes.

146. El drea de un poligono irregular se determinard des-
componiéndole en triangulos 6 figuras cuya drea conozcamos y
sumando 6 restando las figuras en que se haya descompuesto.
También puede obtenerse, cuando no se puede penetrar en el
poligono circunscribiéndole un rectingulo y restando de su drea
la parte comprendida entre este y el poligono. Por dltimo po-
dremos obtener también su area, trazando paralelas por sus vér-,
tices en una direccién cualquiera, y multiplicando la parte inte-
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rior al poligono de cada una de ellas por la distancia entre la
paralela siguiente y la precedente, teniendo en cuenta de tomar
la mitad de la suma de los productos hallados.

En efecto, figura 100, sea el poligono ABCDEF si traza-
mos las paralelas desde sus

vértices Aa, Bé. Ce, Dd, Ee -/?;/ifj

y Ff, y la perpendicular a ,

evalquierac@e sellas; iquetdoi e C RS T T TS .
serd 4 todas (69, C.° 3.9); que- Ll Lo PR
dard descompuesto el poli- _-5'1-:_‘_-_-_-:-_:;
gono en los tres trapecios ;—, --------- £
BB'FF',EFF'E'y CC'EE',

y los dos triangulos ABB' y Mg Thl At R

(DC": pero el drea del tridn- : l

gulo ABB' es igual 4 % BB X ab, la del trapecio BB'FF' —
I r ’

=—(BB' + FF') X tf,1a del EE'FF' = % (FF' 4 EE')

efladel (( EE’:% (EE" 4 CC') ec, y por ultimo la del

tridngulo CDE" — e X ¢d; luego sumando se tiene,

l\J|

ABCDEF — -; (BB’ X af + FF' X be + EE' X fe +

+ CC", X ed).

147. ESCOLIO GENERAL.—Las dreas que hemos hallado se
expresan mediante formulas y como sabemos (388, 1.” Curso) ,
que en una férmula se puede conocer una cualquiera de las can”
tidades que entran en ella conocidas las restantes, se tiene en
la formula del rectdngulo, que llamando Ral dreay @ y & dla
medida de sus dimensiones, R —ab, se tendra para la altu-
ra,a—~54: R, y parala base, 6 —a: R, teniendo en cuenta
que el producto de las longitudes 2 y 4 nos dardn el nimero
R de cuadrados ¢ unidades superficiales que contiene el rec-
tangulo. Lo mismo dirfamos de las demas.

En los tridngulos se acostumbra 4 representar las longitu
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des de sus lados por las letras mintisculas de los angulos opues-
tos, de modo que si tenemos figura 101, el tridngulo rec-
. tangulo AB(', en cuyo caso se

/?;7’ 7. acostumbra 4 poner la letra 4

A en el vértice del dngulo recto,

i la longitud de la hipotenusa se-

réd @, la del cateto AC, & y del

7 = ., AB, ¢; por tanto segin i? .ex-
puesto, ¢l teorema de Pitigo-

ras (139) dard lugar 4 las siguientes férmulas: 6* —a X DC,
2—aX BD,a?=562 4% AD? = BD X DC,: la rayita
que hemos puesto encima de A2 indica que lo que se eleva al
cuadrado no es la recta siné su longitud. Las férmulas halladas
nos sirven para hallar un lado cualquiera de un triangulo rectdn.

gulo conocidos los otros dos; asi, @ — Vb i+ c®, b =

Va?—c? ¢= a?— 6% Como la diagonal del cuadrado
le divide en dos tridngulos rectdngulos isdsceles si llamamos / 4
la longitud del lado de un cuadrado y & 4 la de su diagonal ten-
driamos, d—= /2 /2 =17/ 2, portanto d:/=-1/2, ntme-
ro incomensurable (270, 1. Curso), es decir que la razén de la
diagonal de un cuadrado 4 su lado es un niimero incomensurable
lo que ya habiamos demostrado grificamente (124, E.°). En un
triangulo equildtero si llamamos 4 la longitud de su lado /, su

altura serd \/Z"—-—- %32:}5— V3, y sudrea %13 V3.
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CAPITULOII.

Semejanza.

LECCION 17.
Triadngulos semecjantes.

148. TRIANGULOS SEMEJANTES, son los que tirnen dos dn-
gulos iguales.

Los tridngulos semejantes por tanto, son equidngulos
(81, C.° 4.7

Las figuras geométricas semejantes (16), tienen la misma
posicién y figura pero distinta magnitud; por eso se dice de dos
cosas que son semejantes cuando la una es en pequefio lo que la
otra es en grande: esto unido a la definicion de triangulos seme-
jantes nos ensefia que es necesaria la igualdad de los angulos
para la igualdad en la figura, y que la distinta magnitud tiene
que depender, por consecuencia de los lados.

149. En los tridngulos semejantes se llaman; lados fLomblo-
gos, los opuestos a angulos iguales; dngulos homologos, los an-
gulos iguales; vértices homologos, los correspondientes a angulos
homologos; y razén de semejanza, a la razén entre dos lados
homologos.

150. Los tridngulos semejantes tienen sus lados homdlogos
proporcionales,

En efecto, sean ABC y A’B'(’ dos tridngulos semejantes,
sus lados homélogos serdn respectivamente ay @', 6y 6', cy ¢’
(147 y 149). Pero (143) la relacién de las dreas de los dos tridn-
gulos es igual 4 la de los productos de los lados de los angulos
ABEN L 'ab b Thanilou b

h T e e B e e SO z
omdlogos, es decir; TBC P =i 5 e don
de dividiendo por ai’ los dos miembros de la igualdad ;3, =

ac & ¢ o ¢ %
— ——, resulta — — —, y dividiendo por — los dos miem-
ﬂ,€' ] 6! fr ] } p C, d



—_—122—

i ¥ por tan-

“‘l‘?‘h

be @iy
bros de la igualdad T = g resulta, - =

TELL 0N ¢
to S conforme al teorema.

: == é; — _,r
151. Las areas de dos tridngulos semejantes son proporcio-
nales 4 los cuadrados de los lados homologos.

ABC _

En efecto, como en el teorema anterior tendremos, TBO—

ab ac be ; .
= —— — —— — ——; pero como concluimos de demostrar
a'd a'c o'c
Bl s, O el P ABCU et aivtghl - v e®
Bt T g B 18 /R, TS i T e

conforme al teorema.
152. Si se traza una paralela 4 uno de los lados de un trian.
gulo el tridngulo que resulta es semejante al propuesto.
En efecto, figura 102, sea el tridngulo A B( tracemos una
. paralela al lado B(', que
ff;‘f 77z podrd tomar una de las tres
posiciones DE, D'E',
b, i 2 D"E" segtn que corte 4
los lados AR y AC 6 dsus
prolongaciones por debajo
6 por encimade A, y ten-
dremos que los triangulos
7 ABC y ADE son equidn-
gulos, por tener el angulo
/ \ " A comin los en D y B
7 e ﬁ;la:ftr;;or cor:l-e;;pondlz:n
paralelas y los
en £ y ('iguales por la misma razén; lo mismo diremos de los
triangulos A\BCy AD'E', ABCy AD"E".
COROLARIOS. 1.° Si se traza una paralela 4 uno de los la-
dos de un triangulo, los otros dos lados quedan divididos en par-
tes proporcionales. Puesto que por ser los triangulos ABC y

ADE semejantes, se tiene: j:ﬁ A( y (243, C.°5.° 1.*" Curso)
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AB—AD  AC—AE. BD. _ CE

iD AR an — E: en los triangulos
Frins : AR AC  AD" —AB NE'—AC
'y AD'E — ; T
ABCy A se tiene AD —AEY AT — AF
BB & OB

V) iy Vo A los tridngulos AB(C y AD"E" se tiene

AB _ AC AB4+AD""__ AC+ AE" BD" _ (E”
I A s A A
En el primer caso los puntos Dy % dividen & los lados AB y
AC en dos segmentos aditivos, porque sumados componen res-
pectivamente los lados; en los otros dos casos los puntos D', £’
y D", E" les dividen en dos segmentos sustractivos, porque res-
tados resultan los lados.

2.° Si se trazan dos rectas paralelas que corten a.los lados
de un angulo las partes de las paralelas comprendidas por los
lados del dngulo son directamente proporcionales a sus distan-
cias desde los puntos en que cortan 4 los lados al vértice. Puesto

que en los triangulos A B(’ y ADE semejantes se tiene A5 ==

AD
== ﬂ =— B—£ La reciproca es cierta
=~ AE — DE’ P ;

3. Cuando dos segmentos que parten de un mismo punto se
dividen, segtn la razén 2 : 2, los segmentos que unen sus pun-
tos de divisién con sus extremos opuestos quedaran divididos
entre sf, segun la razon m : m -+ n. Puesto que, figura 103, si

los segmentos son 4 B y A( que que- ; o
dan divididos en £ y /) segtin la razon =3 j—{lf 107
A

o

min setiene 4E: BE=4D: (D=
m . n,y por tanto las rectas BCy DE
son paralelas y nos dan DE: B('—=
—AEL AB = m:m~tn
En particular las medianas de un .4
tridngulo tal como el AR(', se en-
cuentran en un punto y se dividen Z
muituamente segtin la razén de1 2. 7
Al punto de encuentro de las medianas
se llama centro de gravedad del trian-
gulo. /4

4.2 La relacion de los segmentos de todas las rectas que par-
ten de un punto y terminan en dos paralelas es la misma. Pues-
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to que si desde A trazdsemos mds rectas siempre resultarfan
triangulos semejantes. Reciprocamente cuando varias secantes
cortan 4 dos paralelas en partes proporcionales concurren en un
punto. Pues sin no se verificaria la hipotesis.

5. Toda paralela 4 las bases de un trapecio divide 4 los
otros dos lados en partes proporcionales. Puesto que trazando
una diagonal queda dividido en dos triangulos 4 los cuales se
aplica el teorema. En el caso de que las partes de uno de los
lados sean iguales, las del otro también lo serdn,

153. RECTAS ANTIPARALELAS, son las que trazadas entre los
lados de un dngulo forman dngulos iguales cada una con cada lado.

Si se traza una antiparalela a uno de los lados de un trian-

gulo el triangulo que resulta es semejante al propuesto.
En efecto, figura 104, sea el tridngulo A B(, tracemos una
antiparalela al lado B(),

j}f ffa’& que podra tomar una
de las tres posiciones

5 nNE, D'E', D'E" se-
4 gln que corte a los la-

dos AR y AC 6 & sus

2 prolongaciones por aba-

P jo 6 por encima de 4,

y tendremos que los

triangulos AB('y 4 DE

son semejantes por te-

7 4 F ner el dngulo A comiin

7 y el angulo en B — E;

lo mismo diremos de

los tridangulos 4 BC y

AN EN AN I S
ADE".

COROLARIOS, 1.° Si
se traza una antiparale-
la 4 uno de los lados
de un tridngulo, los
otros dos lados quedan
divididos en partes in-
7’ versamente proporcio-

nales. Puesto que por
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la semejanza de los tridngulos 4 BC y 4 DE se tiene ":ILI{:':
_AC.

iyl D)
AD'E', ABCy AD"E".

2.° Si se trazan dos rectas antiparalelas que corten 4 los la-

lo mismo dirfamos de los tridngulos A4 BC y

dos de un dngulo las partes de las antiparalelas comprendidas
por los lados del dngulo son inversamente proporcionales 4 sus
distancias desde los puntos que corten 4 los lados al vértice.
Puesto que en los tridngulos semcjantes 4 B('y 4 DE se tiene
BOS wpdill S
DE — 4E — 4D

3.° El producto de los segmentos de dos rectas que parten

. La reciproca es cierta.

de un punto y terminan en dos antiparalclas es el mismo. Pues-

AB AC : i
to que de TE= 1D °>* tiene 4B X AD=A4C X 4E.

4. Cuando dos rectas antiparalelas con respecto 4 un angu-
lo se cortan sobre uno de los lados de este dngulo, la distancia
de este punto al vértice es media proporcional entre las distan
cias de los puntos en que el segundo lado del dngulo corta 4 las
antiparalelas al vértice. Puesto que, figura 105, los tridngulos
ABC y ABE son semejantes y se it
tiene AC': AB= AB 3 AE. v acd

5. Cuando dos rectas antipara- W
lelas con respecto 4 un dngulo se
cortan sobre uno de los lados, la
relacién de los cuadrados de las .4
rectas es igual 4 la relacién de los
dos segmentos del otro lado. Pues Z

en los tridngulos semejantes ABC &
y ABE se tiene ABC : ABE =

— AC: AE—=BC?: BE®2.



—126—

6.° Si desde el vértice del dngulo recto de un tridngulo rec-
tdngulo se traza una perpen-

].;d 7z dicf]ar 4 la hipotenusa se ve-

rifica; 1.° cada cateto es me-

A dio proporcional entre la hi-
potenusa y Su proyeccién

sobre ella; 2.° el cuadrado de

7 £ la hipotenusa es igual 4 la
7 ' suma de los cuadrados de los

catetos; 3.” la perpendicular es media proporcional & los seg-
mentos en que divide 4 la hipotenusa. Pues; 1.° las rectas CA y
DA son antiparalelas con respecto al angulo & de donde, BC ;
1 AB—=AB : BD,y BAy DA son antiparalelas con respecto
al dngulo en C de donde, BC : AC—= AC: CD; 2.° de las pro-
porciones anteriores se deduce AB? — BC X BD y AC?—=
= BC X CD, sumando ordenadamente estas dos igualda-
des se tiene, AB? 4+ AC® = BC (BD —+ €D)=—RC% 3 s
tridngulos ABD y ADC son semejantes, porque son rectangulos
y equidngulos con ABC, luego, BD : AD — AD : DC. Esta

proposicion es el teorema de Pitdgoras (139) demostrado me-
diante las relaciones métricas.

154. Dos tridngulos son semejantes: 1.° si tienen sus tres
lados proporcionales: 2.° si tienen un dngulo igual y los lados
que le forman proporcionales: 3.° si tienen sus tres lados res-
pectivamente paralelos 6 perpendiculares.

En efecto, figura 107, sean los tridngulos ABCy A'B'C'
en los que se verifica:

AR ALB == A, o j;f/y/?
S ANC =B SR

si sobre la recta A5 to-

mamos a partir de 4

una parte 40— A'B' 7 ¥
y trazamos por /) una j' .
paralela DE 4 BC, el '
tridngulo ADZE es se

mejante 4 ABC (152); :

luego si demostramos 7 ¢
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que los tridngulos ADE y A'B'C’ son iguales quedara demos-
trado que los propuestos son semejantes; pero los triangulos
ADEy A'B'C", tienen los lados AD y A'B' iguales por cons-
truccion, y por la semejanza de los tridngulos ABC y ADE
AB : AD== AC : AE— BC : DE, de modo que las dos pro-
porciones, AB: A'B' — AC: A'C'y AB; AD— AC : AE
cuyos tres primeros términos son iguales tendrdn los cuartos
términos iguales, es decir, AE— A'C’ por la misma razén
DE = B'C’, por tanto los triangulos ADE y A'B'C’ son
iguales, y los 4By 4 'B'C' semejantes: 2.° los dngulos
Ay A iguales y AB t A'B'— 4( : A'C’ trazando como
antes la recta DZE, los triangulos ADE y A'B'C' son igua-
les por tener un dngulo igual y los lados que le forman res-
pectivamente iguales; pues A0 — A’'B' por construccién y
AE— A'C" por cuartos términos de dos proporciones que tie-
nen los otros tres iguales; luego los tridngulos ABCy A'B'C'
son semejantes: 3.° los lados respectivamente paralelos ¢ per-
pendiculares; sabemos (81, C.° 5.°) que los triangulos que tie-
nen sus lados respectivamente paralelos 6 perpendiculares son

equidngulos; luego son semejantes,
155. La bisectriz de un dngulo de un tridngulo divide al

lado opuesto en dos segmentos aditivos proporcionales @ los
lados adyacentes; y la de un dngulo exterior en dos segmentos
sustractivos proporcionales 4 los lados adyacentes.

En efecto, figura 108 sea el tridngulo ABC y ADy AD'
las bisectrices de los
dngulos BAC y EAC,
si trazamos las rectas
CF y CF' respectiva-
mente paralelas 4 AD
y AD'; se tiene, por
ser paralelas 4D y CF Z’
CD : BD= BA : AF,
pero AF — AC por ser el tridngulo ACF isosceles, una vez que
los dngulos ACF y AFC son respectivamente iguales 4 DAB y
DAC, (70) que son iguales por hipdtesis, luego CD : BD —

Z
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CA : AB: por ser paralelas AD' y CF' y setiene BD' : CD' =
— AR AF', pero AF" — AC por ser isosceles el triangulo
ACF', una vez que los angulos ACF' y AF'C son respectiva-
mente iguales a CAD" y EAD, ,70) que son iguales por hipé-
tesis, luego BD' 1+ CD' — AB : AC.

RECIPROCO.—Si una recta que parte del vértice de un dn-
gulo de un tridngulo divide al lado opuesto en partes proporcio-
nales 4 los lados adyacentes, esta recta es bisectriz del angulo 6
de su adyacente externo segtin que corte al lado 6 4 su prolon-

acion,

- Puesto que si se verifica que €D : BD —=CA : AB6 CD':
:+ BD'— CA : AB, las rectas AD y AD' son bisectrices de los
ingulos BACy EAC; pues sino lo seria otra que cortarfa 4 la
recta BC en otro punto tal como el A/ y tendriamos segitin el
directo CH + BH — CA: AR, y por tanto CH : BH = CD:
1 BD, de donde CH X BD—BH X CD, igualdad absurda
" porque CH < CD y BD < BH.

COROLARIOS. 1.° Los lados de un dngulo de un tridngulo
y las bisectrices de ese angulo y su externo determinan en el
lado opuesto cuatro segmentos, dos aditivos y dos sustractivos,
cuyas relaciones son iguales. Puesto que de las proporciones,
CD:yBD=CA4: ARy CD': BD' = CA : AB se dcduce
CD: BD=CD'": BD'. Cuando una recta tal como la BC estd
dividida por dos puntos tales como D y D', de manera que los
segmentos aditivos son proporcionales a los segmentos sustracti-
vos, se dice que los dos puntos dividen arménicamente a la recta
BC 6 son conjugados arménicos con respecto a ella; asi como
los By Cson conjugados arménicos con respecto a la recta DD,

2. Ll lugar geométrico de los puntos cuyas distancias a dos
puntos fijos estdn en una razon dada, es una circunferencia que
divide perpendicularmente interior y exteriormente, al segmento
de los puntos dados segiin la razén dada.

Sean, figura 109, By Clos dos puntos dados, D y D' los

: puntos, entre los que se buscan,

/}/ 225, que estan sobre la recta BC: y

A otro de los puntos restantes:
entdnces tendremos DC : DB=
=D'CD'B=AC; AR, que
es la razén dada; y por tanto
AD y AD' son bisectrices de
los dngulos CAB y EAB, y por
i consecuencia el dngulo DAD'

N
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recto (61, C." 2.°), hallindose A sobre la circunferencia descrita
sobre D' como didmetro (134, E.° 2.°). Sila razén dada es
uno, D serd el punto medio de BC, el punto D’ estard indefini-
damente distante y la circunferencia de radio indefinido se habra
convertido en una linea recta (100).

156. Cuando desde un punto se trazan rectas que terminen
en una circunferencia, los productos de cada dos segmentos,
cuya suma ¢ diferencia sea una cuerda, son iguales entre si.

En efecto, figura 110, 1.° si el punto es exterior al circulo

trazando las secantes ABR' y ACC' quedan divididas por la
circunferencia en dos segmentos cuya diferencia AB' — 4B =—
—=BB',y AC' —A(—=CC', y trazando las cuerdas BC' y B'C
son antiparalelas con respecto al dngulo en A4, y por consecuen-
cia (153, C.° 3.9 AB' X AB—AC' X AC; 2.° si el punto es
interior, los segmentos AB" + AB—BB" y AC' + AC=CC’,
y trazando las cuerdas BC' y B'C son antiparalelas con res-
pecto al dngulo A, por consecuencia AB' X AB—= AC' X AC.
CoROLARIOS. 1.° Cuando la diferencia de los segmentos
es una cuerda, el valor del producto es el cuadrado de la tan-
gente al circulo desde el punto dado. Puesto que si se traza la
tangente AD y las cuerdas )Cy DC’, estas son antiparalelas
con relacién al 4ngulo A4, y por tanto AD 2= A(' X AC.
2.° Cuando la suma de los segmentos es una cuerda el valor
del producto es el cuadrado de la mitad de la cuerda minima
que pasa por el punto. Puesto que si se traza el didmetro ZE'
que pasa por 4, la cuerda DD’ perpendicular en A al didmetro
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es la la minima (104, C.° 2.°) y por tanto AD* == AL" X AC,
6 bien (_} DD')2 = AC' X AC:

3.° El producto constante es siempre igual al producto de
las normales trazadas desde dicho punto, y también 4 la dife.
rencia entre el cuadrado de la distancia desde dicho punto al
centro del circulo y el cuadrado del radio del mismo. Puesto que
AD2—= AE' X AE,y trazando el radio OD en el triangulo
rectdngulo 40D, se tiene AD 2 — A0 2 — 0D *?, cuando el
punto es exterior, y en el caso de ser interior AD%*= 0D2 —
— 402
EscoL1o.—El valor constante para un mismo punto de los
productos expresados, se llama, polencia del punto con respecto
4 la circunferencia.
157. PrROBLEMAS. 1.° Dividir una recta en partes pro-
porcionales 4 varias rectas dadas.
Sea la recta M/, y las rectas 4 que han de ser proporciona-
les las partes de M, m, n, p, figura 111. Trdcese un dngulo
! sobre uno de sus
A j}_%j/j' e lados témese 4 B
Bl = M, y sobre el
otro. A’ — wm;
0D =n,y DE=
— p; Unase X con
B y tricense por
Dy ( las parale-
las DF y ('G: las
partes AG, GF,
y FB resuelven
el problema (152,
Qo 1.0y
EscoL1o.—En
el caso especial

que las rectas 4
que las partes ha-
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yan de ser proporcionales sean iguales, la recta quedard dividi-
da en partes iguales.

2.° Hallar una cuarta proporcional 4 tres rectas dadas.

Sean las rectas w2z, n, p, figura 112; tricese un dngulo y
sobre uno de sus lados se to-

ma AB—=m. B('—n, y so- f%'/]a _
bre el otro A D =p; tnase —A}\ A T
B con D y trazando la para- Y
lela & BD por el punto (, ,r/ \
DE sera la cuarta propor- /'{ /\
cional pedida. b et

ESC:J)LIO.—En el caso de er VA
ser n—p, DE seria tercera ;’ R aiak
proporcional 4 las dos rectas Ly e / .

my n. A ;‘i i
: 3. Hallar una media pro- ,
porcional 4 dos rectas dadas.
Sean las rectas m », figura 113; sobre una recta indefinida
! se toma una parte AR —
j}f}jj =, yotri A=,
sobre B( — m—n con-
siderada como cuerda,
tracese una circunferen-
cia: latangente 4D tra-
zada desde A & la cir-
cunferencia resuelve el
problema (156, C.° 1.°)
Escovrio.—Este pro-
Z blema podria haberse
L resuelto funddndose
(140, 5.” C.°), asf como los anteriores funddndose (152, C.5 2.°
y 3.° y 156.)
4.° Dividir en media y extrema razén una recta dada.
Una recta estd dividida en media y extrema vazéon, cuando

- d
i

Z e
-
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una parte de ella es media proporcional entre la otra parte y la
recta entera.
Sea la recta limitada 4 B figura 114; tracemos en uno de

di4 LA SR ph

Tt
7z
F f
/
\\ ’-
\ /
X v
b £
s
N N
T o =
: 1
sus extremos una perpendicular tal como la B0 = = 4B,

y haciendo centro en O con un radio igual & BO trdcese una
circunferencia tinase el extremo A con el centro O y los segmen-
tos AC y A D determinados por la interseccidon con la circunfe-
rencia de la recta A0 resuelven el problema: en efecto, lleve-
mos sobre la recta A8 las rectas AC' y 4D, de modo que las
intersecciones de los arcos caigan hacia distinto lado de 4 , co-
moen £ y I, y entonces se tiene; AD: AB = 4B : AC,
aplicando a esta igualdad fraccionaria las propiedades demos-
tradas (243, C." 2.° 1. C.9), tendremos (4 D — AB): AB=.
=(4B--4C): A0, (AD+AB) : 4D = (A B+ A() : 4B,
pero por ser (') = AR, AU = AE, AF — AJ; se obtiene por
dltimo después de invertir la primera; \B : AE = AE : BE,
VAR AF=4AF! BF.
Escorio. —Observemos que 4% — AE — AR, y que

AF X AE= AB®

5.° Construir un tridngulo semejante 4 otro dado. Para re-
solver este problema basta trazar una recta cualquiera que no
sea igual 4 ninguno de los lados del tridngulo dado, y conside-
randola como lado homdlogo de uno de los del tridngulo dado,
construir en sus extremos dngulos iguales 4 los adyacentes al
lado homélogo del tridngulo dado.



6.0 Construir un tridngulo que sea igual 4 uno de dos dados

y semejante al otro.

Sean los triangulos dados ABCy ADC, figura 115, se trata

de construir un triangulo .
igual al AB(" y semejante 72
al AD('; para conseguirlo
hallemos una media pro-
porcional A/ a las rectas
AB y AD (140, 5.7
y triacese EF paralela a
DC el triangulo AEF re
suelve el problema: pues
tenemos (142, C.°
AEF + AL — (dE &

C.9)

5.°)

s AB) (AF 1 AC)=(AE: AB)(AE: AD)— 1, pues AE*—

— AR X . 4D.

EscoL1o GENERAL.—Debemos hacer notar que cuando te-
nemos que dividir una recta pequefia en gran ndmero de partes
iguales, los medios dados serian insuficientes; porque estarfan
tan préximos los puntos de division que nos confundirfamos con
gran facilidad; para evitarlo se sigue el procedimiento siguiente
que sirve de base 4 la escala de reduccién 6 de trasversales,
fundado en (152, C.° 2.%)

Supongamos, figura 116, que quisiéramos dividir la recta

féy‘_'//&'

AB en 1o partes iguales; trazarfamos
por uno de sus extremos una recta inde-
finida tal como la AC, y 4 partir de 4
se toman sobre ella diez distancias con-
secutivas iguales se une el extremo C de
la dltima con el otro extremo B de la
recta y por los otros nueve puntos de
divisién se trazan paralelas 4 A 5: enton-
ces las nueve paralelas tendrdn de longi-
AT 253 g décimas de larecta AB
segiin lo indican los nimeros respectivos.

EscALA, es una recta dividida en
partes iguales, que sirve para medir las
distancias en el papel. Cada parte de la



g
escala representa una unidad lineal de cualquier sistema de
mensuracion. Todos los planos, mapas y dibujos llevan, por
regla general, una escala con arreglo 4 la cual estdn construidas
en magnitud las lineas del dibujo para asf poder conocer la
verdadera magnitud del objeto que representan.

Si se quiere construir una escala de reduccion con una unj.
dad dada por ejemplo el estadal, se traza, figura 117, una

g r7
Vi f 5 4

g\\:z\ P |
AT l
o )

Ay, =IO (2 & y, 5

recta AX y sobre ella se toman distancias iguales 4B, B(C, &*
que representardn cada una un estadal, y luego para apreciar
varas y piés, se trazan en los puntos de divisién 4, B, C, &"
perpendiculares; en una de estas perpendiculares ce toman tres
distancias consecutivas iguales y por los puntos de division se
trazan tres paralelas 4 la recta AX: después se divide 4B en
cuatro partes iguales, el primer punto de divisién se une con A°
por 4’ 3,y por los demds se trazan paralelas 4 esta oblicua; por
dltimo se numeran correlativamente las perpendiculares las
oblicuas y las paralelas 4 la recta 4X: en el supuesto que he-
mos hecho, la primera numeracién corresponde a los estadales,
la segunda 4 las varas y la tercera 4 los piés.

Si con esta escala quisiéramos conocer la longitud de una
recta, se tomarfa con el compds y se llevaria sobre una de
las paralelas, de modo que un extremo se halle en una perpen-
dicular y otro en una oblicua; hecho esto, el niimero de la per-
pendicular serfa los estadales, el de la oblicua las varas, y el
de la paralela los piés, que contendria Ia recta. Asi la di-tancia
PR constard de 1 estadal, 1 vara y 2 piés.

Si por el contrario quisiéramos tomar en la escala una rec-
ta que tuviese de longitud 1 estadal, 1 vara y 2 piés, se coloca-
ria una de las piernas del compis en el punto de interseccidn de
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la paralela dos y la perpendicular uno y la otra en la intersec-
cién de la oblicua uno con la misma paralela.

Tambi€n debemos observar que en la prictica para obte-
ner una parte alicuota de una distancia dada se usa el compds
de reduccion, cuya descripcién omitimos como hemos omitido la
de los demds instrumentos que se usan en Matematicas por las
razones ya expuestas. Asi como para dividir una recta dada en
partes proporcionales 4 nimeros dados se hace uso del compds
de proporcion.

LECCION 18.

Poligonos semejantes.

158. PoLIGONOS SEMEJANTES, son los que se componen de
igual nivmero de tridugulos semejantes é igualmente dispiues-
t0s. (94)

En los poligonos semejantes se llaman; lados homologos,
los lados homélogos de los triangulos semejantes que componen
los poligonos; wértices omologos, los comunes a cada dos lados
homodlogos; dngulos homélogos, los formados por lados homdlo-
gos; diagonales homilogas, las que unen vértices homologos;
puntos homologas, los colocados de igual modo en el plano de
los dos poligonos, 6 lo que es lo mismo, Jos que unidos con la.
dos homélogos de igual modo forman tridngulos semejantes
¢ igualmente dispuestos; reclas homdlogas, las que unen de dos
en dos puntos homélogos; y razén de semejanza, la razon de
dos lados homdlogos. ;

Escotios. 1.° Es conveniente notar que los poligonos se-
mejantes cuya razon de semejanza sea la unidad son iguales;
puesto que si son dos tridngulos tales como ABC y A'B'(C",
sabemos (150) @ : @' =& : 6'—c . ¢ =1,y portanto, a =
—a',b=—4', ¢ =¢', y si son dos poligonos semejantes cuales-
quiera, segin la definicién se compondrdn del mismo numero
de tridngulos iguales é igualmente dispuestos y por tanto serin
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iguales (95). De aqui el que Euclides llame 4 las figuras iguales,
figuras iguales y semejantes. :

2.° Dos poligonos semejantes & un tercero son semejantes
entre si; pues es evidente para dos tridngulos semejantes, y por
tanto, segin la definicién, lo serd para dos poligonos semejan.
tes cualesquiera.

159. Los poligonos semejantes tienen, los dngulos homdlo-
gos iguales y los lados homélogos proporcionales.

En efecto, figura 118, sean los poligonos semejantes

Fig. 118

7 %
_37 //Hf ,’r _‘--/,_ 4
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:/ 1"’

A" 7
'J'
F 4
L] A‘ i"

ABCDEy A'B'C'D'E'; por ser semejantes los ABCy A'B'C'
ACDy A'C'D', ADE y A'D'E’ se deduce: 1.° que los dn-
gulos By B’ son iguales como homélogos de tridngulos seme-
jantes, C—=C' por componerse cada uno de dos dngulos res-
pectivamente iguales como homélogos de tridngulos semejantes.
y lo mismo dirfamos de los demds dngulos homélogos de los
poligonos semejantes: 2.° que los lados homélogos de los tridn-
gulos semejantes nos dardn las siguientes razones iguales; AB
sl B! = BC . B'Clisn AC, 1w A CLi AC,  ANC! o= DGt
i DIC'=AD : A'D',y.AD .. A'D' = DE ;: D'E — AE}



* A'E’, de donde suprimiendo las razones comunes a estas se-
ries, tendremos por tltimo, A8 : A'B'— BC : B'C'—=CD :
SCD = DR DIE— AF . AIE",

EscoL1o.—Debemos hacer notar que la demostracién dada
es aplicable 4 las diferentes descomposiciones de los poligonos
en tridngulos (94).

RECIPROCO.—Dos poligonos son semejantes cuando tienen,

los lados proporcionales y los angulos iguales é igualmente dis-
puestos.

En efecto, supongamos los dos poligonos descompuestos
en tridngulos por rectas trazadas desde los vértices de dos dn-
gulos iguales 4= A'. Como por hipétesis tenemos; A5 : A'B’
= BCTRIC I =SOD YV CT D' =D DIEI—AE « A'E', ¥
ddemas A=Al "Bi= Bl NC=16"% D= P! E="E" los
tridngulos ABC y A'B'C" semejantes por tener un angulo igual
y los lados que le forman proporcionales (154, 2.°), por la misma
razén son semejantes también ACD y 4'C'D’, asi como ADE
y A'D'E"; luego los poligonos son semejantes.

160. Dos poligonos son semejautes, siempre que cumplan
con tantas condiciones como el duplo de sus lados menos cua-
tro, con tal de que 4 lo sumo sean iguales todos los dngulos me-
nos uno y estén igualmente dispuestos.

. En efecto, hemos visto (154 y 159), que el teorema se ve-
rifica para el triangulo y para el pentagono, para demostrar que
es general supongamos que se verifica el teorema cuando los
poligonos tengan #—1 lados, decimos que se verificard cuando
tengan 7 lados; puesto que cuando pasamos de los poligonos
de #—1 lados 4 los de #, lo que hacemos es sustituir un lado
por dos, ¥ por tanto aumentar un triangulo 4 cada poligonos
que estando como suponemos igualmente dispuestos para que
sean semejantes necesitan dos condiciones mads; pero siendo el
teorema cierto para cuando tenfan los poligonos z—1 lados, el
niimero de condiciones necesarias es 2 (#—1)—4—=2#—2—4=
—=2#—6, de donde sumando dos tendriamos 22—4. Mas puesto
que el teorema es cierto para el triingulo lo serd para el cuadri.
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litero y siéndolo para este lo serd para el pentdgono y asi suce-

sivamente.
181. En dos poligonos semejantes, las rectas homoélogas
son proporcionales a los lados homélogos.
En efecto, figura 119, sean MN y A 'N' dos rectas ho-

mologas, enténces (158) los tridngulos AMN y A'M'N', ABN
y A’B' V' son semejantes, y por tanto tendremos, AM : A'M'—
— MN: M!'N'—= AN AN,y AN : A'N' := AB : A'B',
de donde WN : M'N'—= AB : A'B’, conforme al teorema.

162. Dos poligonos del mismo ndimero de lados son seme-
jantes. 1.2 Cuando estando igualmente dispuestos tienen todos
los lados proporcionales y todos los angulos iguales menos tres
consecutivos. 2.° Cuando estando igualmente dispuestos, tienen
todos los lados menos uno proporcionales € iguales todos los
angulos comprendidos por estos lados, 3.2 Cuando estando
igualmente dispuestos, tienen todos los lados menos dos pro-
porcionales y todos los angulos iguales menos el comprendido
por esos dos lados. 4.° Cuando estando igualmente dispuestos,
tienen proporcionales todos los lados y las dingonales trazadas
"desde un mismo vértice. 5.° Cuando estando igualmente dispues-
tos, tienen un lado proporcional é iguales los angulos que este
forma con los lados adyacentes y con las diagonales trazadas
por sus extremos. 6. Cuando estando igualmente dispuestos,
tienen un lado proporcional y las distancias de sus extremos a
los demas vértices,

lLa demostracion de todos estos casos se hace descompo-
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niendo los poligonos en tridngulos y demostrando que son se-
mejantes y estdn igualmente dispuestos,

COROLARIOS, 1.° Dos cuadrildteros son semejantes en los
seis casos anteriores: 2.° Dos trapecios, en los mismos casos
pero suprimiendo una condicidn: 3.° Dos paralelogramos. en los
mismos casos suprimiendo dos condiciones: 4. Dos rombos o
dos rectangulos, en los mismos casos suprimiendo tres condi-
ciones: 5.° Dos cuadrados como dos poligonos regulares del
mismo mimero de lados siempre son semejantes: 6.° En los
tridngulos isdsceles y rectangulos, asi como Jos poligonos
equiangulos ¢ equildteros tendremos también que suprimir las
condiciones que se nos dan.

EscoL1o.— Debemos hacer notar que aun cuando los
triangulos al ser equiangulos tienen sus lados homodlogos pro-
porcionales y reciprocamente, no sucede lo mismo en los demas
poligonos; puesto que el rectangulo y el cuadrado son equian-
gulos y no tienen sus lados proporcioniles, y el rombo y el
cuadrado son equildteros y no son equiangulos.

Dos poligonos pueden ser equiangulos v no teaer sus lados
proporcionales.

En efecto, figura 120, si en el poligono 4BCDLE se traza
la recta A'E' paralela a d
la AE; resulta el poligono fg’j‘fzﬁ
A'BCDE’ equidangulo con
el ABCDE , pero sus la-
-dos no son proporcionales.

RECIPROCO.— Dos  po
ligonos pueden ser equila-
teros, sin ser equiangulos.

En efecto, si haciendo

centro en B y D trazam‘nf i }i' "“.j
dos arcos con los radios
respectivos ACy DC y unimos el punto €' con B y D ten-
dremos que los poligonos ABCDE y ABC'DE son equiliteros
pero no equiangulos.

163, I.os perimetros de dos poligonos semejantes son pro-



—140—

porcionales a sus lados homélogos, y sus dreas 4 los cuadrados
de ¢sos lados,

Como son proporcionales los lados homélogos de dos poli-
gonos semejantes, podemos formar con ellos una serie de frac-
ciones iguales, cuyos numeradores sean los lados del uno, y los
denominadores sus homdlogos en el otro (260, 1. Curso); y por
tanto la suma de todos los lados del uno 6 su perimetro dividi-
da por la suma de todos los lados del otro 6 su perimetro, es
igual al cociente que resulta de dividir un lado del uno por su
homélogo en el otro. Del teorema (151) se deduce inmediata-
mente la segunda parte del teorema.

1684. PrROBLEMAS. 1.° Construir sobre una recta dada, un
poligono semejante a otro dado.

Sea figura 117, A'B’ la recta dada y ABCDE el poli-
gono dado; tricense por A las diagonales AC y AD y que-
dard descompuesto el poligono ABCDE en tres tridngulos:
constriyase sobre A’ un tridngulo A’B’'C' semejante al ABC,
sobre A'C’ un triangulo semejante al 4CD tal comoel A'C'D’
y por ultimo sobre A'D' un tridngulo A'D'E’ semejante al
ADE. El poligono A'B"C'D'E" resuelve el problema (158).

2.° Construir un poligono semejante 4 otro dado, conocida
la razén de semejanza. Para resolver este problema basta hallar
una cuarta proporcional 4’8’ 4 AB y i las dos rectas dadas
que determinan la razén de semejanza, y entonces estamos en
el caso anterior.

EscoL10.—Cuando se quiere sacar una copia de un plano
6 de un dibujo, cuyas dimensiones estén con las del original en
una relacién dada; se puede ademds del procedimiento anterior
i otro andlogo, emplear con ventaja el método de las cuadricu-
las , que consiste: en cubrir de pequefios cuadrados la figura que
se desee copiar, después se construird en el papel en que haya
de quedar la copia, un rectingulo cuyos lados guarden con los
del primero la relacion dada; este rectdngulo se dividird en cua-
drados como el primero, y no habri ya mds que poner en cada
uno de estos los puntos que se hallen en los correspondientes
del original, lo cual se hace 4 ojo, si los cuadrados son peque-
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flos y no es necesaria gran exactitud. Si se quiere referir exacta-
mente cada punto se hace uso del compds de reduccién
(157, E* g)

Este procedimiento lo emplean con frecuencia los artistas
para hacer ampliaciones y reducciones de dibujos y para hacer
copias iguales; pues entonces la razén es la unidad. También se
emplea el instrumento llamado pantégrafo.

3. Construir un poligono semejante a otro dado, y cuyo
perimetro sea igual 4 una recta dada.

Determinese una cuarta proporcional al perimetro del poli-
gono dado, 4d la recta dada y 4 un lado del poligono dado, y
asi encontraremos el lado homodlogo del poligono buscado, lo
que refiere este problema al primero.

LECCION 19.
Figuras semejantes ¥y consscuencias.

185. Ya sabemos (16, 148 y 158) las condiciones generales
de las figuras semejantes, y en particular las de los poligonos
semejantes, mas como las figuras planas pueden también estar
limitadas por curvas, de aqui el que cuando esto suceda tenga-
mos necesidad de conocer las condiciones que han de cumplir
para que sean semejantes. Desde luego para que una sea en pe-
quefio lo que la otra es en grande se necesita que & cada punto
de una figura corresponda su homodlogo en la otra; de modo
que si tres puntos de una figura caen en una recta, los homodlo-
gos de la otra caen también en una recta. Si, en particular, una
figura tiene un centro {117), la figura semejante también tiene
un centro; y los centros de la una y de la otra son puntos ho-
mélogos de ambas. Cuando los puntos de una figura se hallan
en una curva, los puntos homélogos de la figura semejante se
halla en una curva semejante @ Ja primera; una cuerda de una
de las curvas tiene su homdloga enla otra; y si una de ellas
desaparece lo mismo le sucede 4 la otra: esto quiere decir que
la tangente 4 una curva en uno de sus puntos, tiene su homdlo-
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ga en la otra en el punto homdlogo al primero (106). A un po-
ligono “inscrito 6 circunscrito respecto de la una, corresponde
otro poligono semejante, inscrito 6 circunscrito respecto de la
otra; y si uno d¢ estos poligonos, por hacerse indefinido el nu.
mero de sus puntos comunes, coincide con la primera, coincidi-
ra también con la otra el poligono correspondiente semejante,
De donde la razén de arcos correspondientes de curvas seniejan
tes es igual 4 la de sus cuerdas correspondientes; y la razén de
las dreas correspondientes es igual al cuadrado de la razén de
las cuerdas homdlogas, 6 segmentos rectilineos homd.ogos.

Dos circulos son figuras semejantes; un arco de uno de
ellos puede considerarse como correspondiente 4 un arco seme-
jante cualquicra del otro. Arcos de circunferencia semejantes,
son los que corresponden 4 iguales dngulos centrales, y sectores
y segmentos semejantes, son también los que corresponden a
dngulos centrales iguales. La razon de dos circunferencias, 6 de
dos arcos de circunferencia semejantes, es igual 4 la razén de sus
radios 6 didmetros. La razén de las dreas de dos circulos ¢ de
dos sectores 6 segmentos semejantes, es igual al cuadrado de la
razén de sus radios 6 didmetros.

COROLARIOS. 1.° La linea compuesta de varios semicircu-
los cuyos didmetros estdn sobre una recta, es igual en longitud
al semicirculo cuyo didmetro sea la suma de los de los semi-
circulos que componen la linea.

Puesto que los semicirculos 4£B, BFCy CGD figura 121,
; son entre si como
]gﬂ.‘/ff sus diametros y ten-
dremos; AEB ; AB

A —=BFC: BC=€CGD

: CD, de donde

(AEB + BFC +

~+ CGD) : (AB +

£ + BC 4+ CD) =

= AHD AD) pes

A ‘\M . 2 ro los deflominado-

res son iguales luego

los numeradores también.

2.° El drea de un anillo, es igual 4 la del circulo cuyo dia-
metro es una tangente al circulo interior, limitada por el exterior.
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Puesto que figura 122, las dreas de los circulos son entre sf
como los cuadrados de sus radios, y :
en el triangulo rectangulo ACO se tie- Fzf. 72%
ne por el teorema de Pitigoras, 40 *
— CO2=4C? A
3.° El drea de la superficie limita-
da por tres semicirculos cuyos didme-
tros estén en una misma recta, y que
el didmetro del primero sea igual a la
suma de los diametros de los otros
dus, es igual a la de un circulo cuyo

diametro es el medio geométrico entre \_/j’

estos dos.

Puesto que, (AB+ BC)? - AB® —BC?*=—2 AB. BC—=
—2 BD?Z figura 123.

y 4.2 El drea de las ‘lunulas
5’:/‘"5- - limitadas por los semicirculos
: trazados sobre los tres lados de
un triangulo rectangulo, es igual

7 al drea del triangulo.

Pues, la suma de los semicir-
culos sobre los catetos es igual
al semicirculo sobre la hipotenu-
sa; y restando los segmentos de

A 7 (44
proposicién, figura 124.

188. En todo tridngulo
el punto de las alturas (100,
C.2 8.%), el centro de grave-
dad (152, C.° 3.9), y el punto A
de las perpendiculares que bi-
secan los lados, se hallan so-
bre una misma recta, y la
distancia del primero al se-
gundo es doble de la del se- & ¢
gundo al tercero.

este ultimo, resulta evidente la

f’f)d 724




vAd—

En efecto, sea el tridngulo 4 BC figura 125, A ¢l punto de
las alturas, G el centro de gra-
vedad, y O el punto de las per-
pendiculares que bisecan los la.
dos, vamos 4 demostrar que es-
tos tres puntos estdn en linea
recta; para ello tracemos las rec-
tas D, LK y MN, que unen
respectivamente los puntos me-
dios, de los lados BC'y AC, de
las alturas AH y BH y de las
rectas BG y GH, y tendremos:
que los tridngulos DFO y HKL
son iguales por tener los lados DF y LK iguales como mitades
de AB (93, C.° 1.°) y los dngulos adyacentes 4 estos lados res-
pectivamente iguales por tener sus lados paralelos y dirigidos en
distinto sentido, de donde DO — HK , y por tanto los tridngu-
los DGO y GMN iguales por tener dos lados iguales DG=GM
DO = MN y el dngulo GDO = GMN por alternos; luego los
dngulos MGN y DGO son iguales y por consiguiente los tres
puntos /7, Gy O estdn en linea recta (40), pero ademds GO =
— GN—=NH, con lo cual tenemos que la distancia de 74 G
es doble que la de G a O, es decir, HG : GO — 2.

167. En todo triangulo, el cuadrado de un lado es menor 6
mayor que la suma de los cuadrados de los otros dos lados, se-
gun que se oponga a un dngulo agudo 6 4 un obtuso; y la dife-
rencia es el doble producto de uno de estos lados por la proyec-
cion del otro sobre él.

En efecto, figura 126, segin el teorema de Pitdgoras, se

L20 224
Y
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tiene en los dos triangulos; BC2= CD 2+ BD?, y ademis
CD2—AC? — :4_52, pero BD — AB — AD en el primer
triangulo que el dngulo B es agudo, y en el segundo en que B
es obtuso BD = AD — AB, y en uno y otro caso, BD?=—
— AB24 AD? — 2 AR X AD, sumando pues ordenadamente
las tres igualdades siguientes:

BC2= D4+ D Gk Tt
______ )=CD%4-BD? 4 AC?® —
iV < U7 2GS —AD?2 2 9
B03=a51+anssaminl AT
los términos comunes a los dos miembros y reduciendo se tiene,
BC?—AC:+ AB?—2 ABX AD, y (AC2?+ AB?) —
BC?=2 AB X AD: en el segundo tridngulo el lado 4 C que
se opone al dngulo obtuso B, nos dd, haciendo los mismos ra-
zonamientos,

(AC2—=BC2+A4B*+
+2ABXBD,y AC *
—(BC? 4+ AB?)=
=2 A8 X BD.

Luego queda demostrado el teorema en todas sus partes.

AC2=CD?*4 AD*
Ch*—BC®— BD?
AD®— AB?4 BD?+ 2 AB X BD

EscoLio.—El reciproco que comprende el teorema de Pi-
tdgoras es cierto (50).

168. En todo triangulo, la suma de los cuadrados de dos
lados, es igual al doble del cua.
drado de la mitad del tercer la-
do, mas el doble del cuadrado
de su mediana.

ﬁ‘}d‘ 7z’

En efecto, figura 127, si en
el tridngulo ABC trazamos la

mediana correspondiente al lado
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BC y proyectamos sobre este lado los otros dos, tendremos se-
gin el teorema anterior.

ABE—RBD (2—> 2 5
ABz:B,D'-*—{—JDJ =) BDXDE,(AB —|—l( —> B2 -2 A2

= " 2 sumando y teniendo en
AC*=DC*+AD*+2 DCXD {cueuta que 5D = DC.

CoROLARIO,.—EI lugar geométrico de todos los puntos que
son tales, que la suma de los cuadrados de sus distancias 4 dos
puntos fijos es constante, es una circunferencia cuyo centro esta
en el punto medio de la distancia de los dos puntos y cuyo ra-

dio se determina por el teorema.
169. En todo triangulo, la diferencia de los cuadrados de

dos lados, es igual al doble del tercer lado multiplicado por la

proyecmén sobre €l de su mediana.
En efecto, si en las igualdades obtenidas en el teorema an-

terior en lugar de sumarlas las restamos y tenemos en cuenta

que BD— CD = & BC, obtendremos lo que nos proponemos
en la forma siguiente:

AC*=DC?+ A4D?*+2 DCX DE{AC* — AB?*= 4 DCX
AB2=BD?*4-AD%—2 BDXDE|X DE—2 BC X DE.

COROLARIO.—EI lugar geométrico de todos los puntos que
son tales que la diferencia de los cuadrados de sus distancias 4
dos puntos fijos es constante, es el sistema de dos perpendicu-
lares trazadas 4 la recta determinada por esos puntos, 4 una dis-
tancia de su punto medio determinada por el teorema.

170. Lasuma deloscuadrados de los cuatro lados de un
cuadrildtero, es igual 4 la de
los cuadrados de sus dia-
gonales, mas el cuadrado del
doble de la recta que une sus
puntos medios.

En efecto, figura 128 en

\ ¢ los tridngulos ABC y 4ADC
se tiene 168;

AB*4BC®=2 AF *42 BE2 AB?+BC2 4 CD?+ AD *=

AD*4-DC¥—2 AF 24> 1)_F:%:4;17: + 2 BFE2 1 2 DF?

i":r)‘o" 728




—147—

pero en el tridngulo BDF  se tiene; 2 BF 24 2 DFz::;; DEQ-}-
+ 4 EF 2, por tanto pon-iendlo el valor que de 2 3’?7-2-}-2 DF?®
nos da esta igualdad en la anterior, y teniendo en cuenta que
4?152 ==A{2 F)“y 4 AF2=AC%y 4 DE?— BD? obten-
dremos por iltimo: AB2 4 BC? 4+ CD® + AD2— AC?+
+ BD® + (2 EF )2, conforme al teorema.

CoROL.ARIO.—La suma de los cuadrados de los cuatro la-

dos de un paralelégramo, es igual 4 la suma de los cuadrados

de las diagonales: puesto que la recta que une los puntos medios
de ellas se anula.

171. El producto de dos lados de un tridngulo es igual al
producto del diametro del circulo circunscrito por la altura sobre
el tercer lado.

En efecto, figura 129, sea ABC un tridngulo A £ el didme-
tro del circulo circunscrito y A2 la altu-
ra del lado BC, si trazamos la recta CE, ﬁf l27
los tridngulos rectdngulos ABD y ACE, il
son semejantes por tener los dngulos
agudos ABD y AE(C iguales (132), lue-
go, AB: AE= AD: AC, y por tanto,
ABX AC=AE X AD.

172, TEOREMA DE PTOLOMEOC.—En
todo cuadrildtero inscrito, el producto de

las diagonales es igual 4 la suma de los productos de los lados
opuestos.

En efecto, figura 130, sea el cuadrildtero inscrito AB(D,
tracemos la recta BE que forme con

ﬁf 77 la AB un 4ngulo igual al DBC y en-
Z ténces se tiene, que los tridngulos

‘ ABE y DBC( son semejantes, asf co.
4

mo los EBC y ABD por equiangulos
A 4'/ (132), luego; AB : DB=AE: (D,
i y BC:BD = CE: AD, lo que nos

d4 las siguientes igualdades, AB X .
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WX CD=DB X AE,y BC X AD = BD X CE, que sumadas
miembro 4 miembro y sacando factor comin a 5/, se tiene
por tltimo AB X CD + BC X AD = BD (4E + CE) =
— BD X A(, conforme al teorema,

173. EscoLIO GENERAL.—Es preciso observar que el com-
pleto desarrollo de las figuras semejantes, pertenece 4 la Geo-
metria superior, 6 4 lo que algunos autores llaman, introduc-
cién 4 la Geometria superior, en ella se estudia: la teorfa de
las trasversales que da lugar a las razones proporcionales, anar-
monicas y armonicas; 1a homografia, involucion , las polares, la
homologta, la homotecia y las figuras en perspectiva. Algunos
autores incluyen las razones proporcionales, otros la posicién
en perspectiva, y otros en apéndices las exponen con la exten
sién que entienden necesitan los alumnos & quien se dedica la
obra: nosotros preferimos indicar que no son teorfas elemen-
tales y que los alumnos que deseen ampliar estos conocimien-
tos, pueden estudiar los articulos—publicados en los tomos
16, 17 y 18 de la Revista de los progresos de las ciencias
exactas, fisicas y naturales,—magistralmente escritos por el erm-

nente matematico espaﬁol D. José Echegaray.
174. PrOBLEMAS. 1.° Dada la cuerda de un arco, determi-

nar la cuerda de su mitad.
Sea la cuerda dada figura 31, A8 que representaremos por ¢,

la del arco mitad es AC que repre- 0

sentaremos por x, y en virtudpdel ]?)i 27

teorema (167), se tiene; x2—2,%—

— 2r X 0D, una vez que el dngu-

lo AOC es agudo y que al radio lo

representamos por », pero en el A

tridngulo rectdngulo A0QJD por el

teorema de Pitégoras, se tiene,

Y

la igualdad antenor enlugarde 0D
su valor, y extrayendo la raiz cua-

}

/
'{1_

o,

__....__.%..

27

V.

drada de los dos miembros, obtenemos, x ‘:.Vz rg—r\f.q. ri—ct
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® Dadas las cuerdas de dos arcos, hallar la cuerda de su

g

suma.
Sean las cuerdas dadas, figura 132, ACy BC, la cuerda

cuyo valor buscamos es AB; si
trazamos el didmetro (D y las 2 é’f /7,
cuerdas AD y B D, llamando al
radio » y teniendo en cuenta
el teorema (172), tendremos:
e X2r=0XBD+ a3 AD,
una vez que en el tridngulo A BC,
la longitud de sus lados se re-
presentan como sabemos por
' a, 6, c; pero por ser rectangu-
los los tridngulos ACD y BCD

se tiene, B — \/4:”—::".

7

y AD ="\ 4 r*— 4" luego sustituyendo estos valores de BJD,

y AD en la igualdad anterior, y despejando 4 (, obtenemos,

Rime= -ﬁ—\(,.r’ — a, 4+ B Lt
f 2 # \/

2

3. Dada la cuerda de un arco, hallar la cuerda del duplo
del arco.

Sea la cuerda dada, figura 131, A(', la del arco duplo es

AR, si trazamos la cuerda B(' tenemos como antes el triangulo

ABC, 4 quien podemos aplicar la férmula anterior haciendo

7 i
b —a, por tanto, c':ir— \ qrtetar

4.° Dado el lado de un poligono regular inscrito hallar el

lado del semejante circunscrito, y su radio.
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Sea A B, figura 133, el lado del poligono regular inscrito
el lado del semejante circunscri-
to es como sabemos A'B’, que
se obtiene trazando el didmetro
DD’ perpendicular 4 48 y la
tangente en 7 hasta que en-
cuentre 4 los radios O4 y OF
prolongados; tenemos asi los
triangulos OAB y OA'B’ seme-
jantes, y por tanto, A'B" : AB=
— 0D : OC, haciendo 4 A b=/,
A'B'=1!" 0D —=vr,y teniendo
en cuenta que OC=—} \/4 r*—7°
se obtiene sustituyendo en la igualdad fraccionaria; /" ! /—=r:

AL I e 2/lr
:4V4ar*— /7’ dedonde, /' = — ——— Si'Jlamamos al
V4r*— 1%
radio O A" del poligono circunscrito »/, se tiene, por ser semejan-
tes los tridngulos OA'D y OAC: 7" tr=r: 3 \d: r¥—"7% de
2y

donde, ' —m —

: Vart—[%

LECCION 20.

Valores de los lados de 1os poligonos regulares.

175. Para terminar la Planimetria nos resta determinar: el
valor de la circunferencia en unidades rectilineas, para de esta
suerte determinar el valor del circulo que sabemos es igual 4 la
mitad de la circunferencia por el radio (145, C.° 7.%; y ademds
los mdximos y minimos de las figuras planas. Mas teniendo en
cuenta lo expuesto en los nimeros (115, 117 y 145) necesita-
mos para ello préviamente conocer el valor de los perimetros de

los poligonos regulares y por consecuencia de sus lados, que es
de lo que nos vamos 4 ocupar. -
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El lado del cuadro inscrito, es igual al radio multiplicado
por raiz de dos.

En efecto, figura 134, si trazamos en el circulo. O, dos dia-
metros perpendiculares y unimos los ex-
tremos por las-cuerdas, AC, CB, BDy
AD; tendremos evidentemente el cua-
drado AD B C inscrito, y si llamamos /Z
al lado del cuadrado y » al radio, ten-
dremos en el tridngulo rectangulo 40D,
[?, =2 r?, y extrayendo la raiz de los
dos miembros obtendremos por tltimo:

i
Escorios. 1.° Trazando la apotema OZ del cuadrado ve-
mos que es igual 4 la mitad del lado, y por tanto si la represen-

' fiecr,
tamos por @, se tiene; a, = » )

2

n

2." Si trazdasemos las tangentes en los puntos 4, 2, B y C,
tendriamos el cuadrado circunscrito cuya apotema serfa igual al
radio, y por tanto si representamos por /,' el lado del cua-
drado circunscrito, tendriamos, /," — 2 #», es decir, que el lado
del cuadrado circunscrito es igual al didmetro,

3.9 Si tomamos por unidad de longitud el radio, las férmu-
las anteriores se expresan en la forma siguiente;

el 2_,::‘:\/92 W el

4.° Las dreas de los cuadrados inscrito y circunscrito se ex-
presardn respectivamente, por 2 72y 42, 6 bien siendo el ra-
dio la unidad por 2 y 4.

5.0 Teniendo en cuenta los problemas 3.° y 4. de la leccién
anterior podemos determinar los lados y por consecuencia las
areas de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de 8
lados; 16, 32, y en general de 2" T

178. El lado del exdgono regular inscrito, es igual al radio.
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En efecto, figura 135, sea A5 el lado del exdgono regular
inscrito en el circulo O, si trazamos los

ﬁy‘. Vo radios OA y OB, el angulo O del tridn.
2 gulo AOB vale la sexta parte de la cir-
cunferencia 6 sea 60°, pero como la suma
de los tres dngulos del triangulo valen
180° los dngulos A y B valdran 180" —
—- 60° == 120°, y como son iguales cada
uno valdrd 60°; luego el triangulo 408
es equidngulo y por tanto equildtero,
mas como los lados 04 y OB son radios A5 también lo serd,
de modo que si designamos por /; el lado del exdgono regular
inscrito y por # el radio del circulo, tendremos por iltimo /,—».
Escovrios. 1.° El lado del triangulo equildtero inscrito es
igual al radio multiplicado por raiz de tres; pues si representamos
por /; el lado del tridngulo equildtero, y ponemos en la férmula
del problema 3.° de la leccion anterior, en lugar de a, », se ob-

Hunc; ’a:i\/ w93 —inA =N geR =N 3
r .

2. El lado del triangulo equildtero circunscrito, es doble del
inscrito; pues si representamos por /; el lado del triangulo
equildtero circunscrito y ponemos en la forma del problema 4.°

de la leccién anterior, en lugar de / r.N 3 %& Obtiene:

»

27 \’? » 5 52 \f_3 = _
e = 2 ‘\ 3:y el del exa-
V4 g 3—i3y8 v

2 e V3

3

3. La apotema O del tridngulo equildtero inscrito, €s
igual 4 la mitad del radio; puesto que la figura ABOF es un
rombo. La altura BG es por tanto igual 4 radio y medio, la
apotema y aitura del circunscrito, serian respectivamente el ra-
Ei\ed

4

=

gono circunscrito; /' =

dio y tres radios: y la apotema del exagono inscrito
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una vez que es un cateto de un tridngulo rectangulo en que la
hipotenusa es el radio y el otro cateto su mitad.
o

4.° Las dreas del triangulo equildtero y de el exagono regu-
lar inscrito, se expresarian respectivamente, por

3 2 ."I--_ 3 ] r"_
T" N 3 FS a3
5. Sitomamos por unidad de longitud el radio, las férmu
las anteriores se expresan en la forma siguiente:

ZB':_'V._:,“, Lh==a V; L= =y /
o

lg =1, ag =4, ay =1, af = \/ 3,y las dreas del tridn-

gulo equilatero y ei exdgono regular, % V?Y g—— \/ ?

6.° Teniendo en cuenta los problemas 3.2 y 4." de la leccién
anterior podemos determinar los lados y por consecuencia las
dreas de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de 12,
24, 48 y en general de 3 X 2" lados.

7. Se inscribe un exdgono regular llevando el radio seis
veces sobre la circunferencia.

177&{‘,’%7?;10 del decagono regular convexa, es igual al seg-
mento passte.mayer del radio dividido en medio y extrema ra-
zon: y el del decagono regulir estreliado, es ignal al segmento
sustractivo menor del radio dividido en media y extrema raz m,

En efecto, fisura 136, sea A8 el lado del deeagono regu-
lar inscrito convexo, vy A0 el lado del
decagono regular inscrito estrellads, si
trazamos los raldios O4d. OF y 0D el
angulo en O del triangulo AB0, vale la
décima parte de la circunferencia 6 sea
36", pero como la suma de los angulos
del tridngulo valen 180° los angulos A
v B valdran, 180" — 36" == 144", ¥ co-

mo son iguales, cada uno valdra 727, ¢s
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_decir, el doble del dnguloen O; ahora bien, el dngulo en O del
triangulo ADO, vale 108°, y por ser iguales los dngulos 4 y D,
valdrdn cada uno 36°: luego los triangulos ABM, AMO y DMO,
son isdsceles, y por tanto, AB = AM ==MO,y DM—=D0=
— B(); ademas la recta AM es bisectriz del angulo 540, de
donde, A0 : MO = AB ; BM, 6 bien, BO : MO = MO ;
: BM, lo cual dice que la recta 4D divide el radio 50 en me-
dia y extrema razoén (155 v 157, 4.°), ¥ que el segmento mayor
aditivo MO — AR, y el menor sustractivo M0 | BO—= AD,
EscoLios. 1." Se inscribirfan los decagonos regulares divi-
diendo el radio en media y extrema razon y llevando diez veces
el segmento mayor aditivo quedarfa inscrito el convexo, y el
estrellado llevando diez veces el segmento menor sustractivo en
la forma siguiente: sea el circulo O, figura 137 , si trazamos dos
; didmetros perpendiculares, tales co-
fé&f 177 mo AB y €D,y haciendo centro en
£, punto medio del radio CO, traza-
mos una circunferencia; las rectas AF
y AG determinadas por la intersec-
cion de la recta AF con esa circunfe-
rencia, son respectivamente los lados
del decigono regular convexo y el es-

trellado, inscritos en el circulo 0. Si
represantamos & A/ por /,,, & AG por L ,,, y al radio por »:

2]

se tiene en el tridngulo rectdngulo AOE, AE? —r? 4 =
5 pe S P b .

= AR y por tanto, AF — 5 V5, perocomo AF—AE —

— EF, y AG — AFE 4 EG, sustituyendo en lugar de AE,

EF y EG, sus valores se obtiene :

AF= — (V/ 51y AG="o(y/5 + 1)

2.* Se inscribira el pentigono regular convexo, uniendo de
dos en dos los vértices del decdgono regular convexo, y unién-



doles de cuatro en cuatro tendriamos el pentagono regular es.
trellado. Si representamos por /; y L ;. estos lados y por 7 el
radio, teniendo en cuenta la formula del problema 3.” de la lec-

ey - - ¥ —
ci6n anterior tendremos, poniendo en lugar de a, — (v 5§ —1)
2

r reles
y — (¥ 54 1), respectivamente; y en lugar de ¢, £, y L . ;

: , A : 1
después de poner @, debajo del radical, la formula es, ¢ = —

»

e Tl ey 7> =

V4 r?a®—at, yteniendo en cuenta que a*— I{6$3|/5‘1
p i

s 16 (56 F 2417 5), tomwdo el signo menos para el

convexo y el mas para ¢l estrellado, sustituyendo valores en la

formula asi modificada se¢ obtiene:

: o S ;
.= \/r621/§)— — (§6- 24}/ § == —
s =Y/ G E)—— (56~ 241/ 5 = —

\;'24 28 |/h5_— 4+6 p/_S_- = é \’ 10=21/ 5;

At e R e e L e
¥ Ly P\ FRNO 2 ) (56 24 5) = =
\_,f 10421/ 5.
Es notable que el cunadrado del lado de cada uno de los

pentdgonos regulares, es igual al cuadrado del radio mas el cua-

drado del lado correspondiente del decagono regular; una vez
y? s r ey fr?
Ue, ey y = (4 6=2 5= —
que, 4 =" (10— 21/75) = (4 SI=rt
»t e o
(6—=21/ 8 )y B = 4‘_'(10—]—21/5):;"‘4— ;
(6+215)-
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3.° Las apotemas de los decdgonos regulares se expresarfan

respectivamente por, - \/ io4+215, 59;\/ 10—z 5
4 %

s = ¥
y las de los pentdgonos por, i— \/ 64+215,y 0

\/6—21/?

4.° Se puede como en los teoremas anteriores, obtener las
areas de los poligonos convexos pentdgono y decagono regular,
asf como 165 valores de los lados y las dreas de los poligono re-
gulares inscritos y circunscritos de 20, 40y en general de 5§ X 2 ®
lados; y obtener las formulas tomando por radio la unidad.

178. El lado del pentedecdgono regular inscrito convexo,
es igual d la cuerda de la diferencia de los arcos subtendidos
respectivamente por el lado del exdgono y por el lado del de-
cagono.

En efecto, figura 138, si en el circulo O llevamos 4 partir
del punto de la circunferencia ¢l radio
AB, y la parte mayor del radio dividido
en media y extrema razon AC, los arcos
correspondientes valdrdn respectivamente
60° y 36° y por tanto el arco que sub-
tiende la cuerda AC, que es la diferencia
de los subtendidos respectivamente por

las 4B y AC, valdrd, 60° — 36°=
= 24° = 360" : 15" es decir, que el arco subtendido por la
cucrda AC es ln quinceava parte de la circunferencia y por tanto
¢l lado del pentedecagono regular inscrito,

LESCOLIOS. 1. Se inscribiria el pentedecagono regular con-
vexo, llevandu quince veces la cuerda, de la diferencia de los
arcos subtendidos por ¢l radio y por la parte mayor del radio
dividida en media y extrema razon. Si trazamos el diametro
AD y las rectas BD y CD, en la figura 138, tenemos el cua-
drilatero inscrito ADBC, cuyos lados son; AC lado del decago-
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no regular convexo, AD el didmetro, B/ el lado del tridngulo
equildtero, y BC el lado del pentedecigono, ademds las diago-
nales son, AB igual al radio y €D lado del pentigono estrella-
do; por tanto en virtud de los teoremas anteriores y el de Ptolo-

meo, tendremos, AC — % (V' §—1),A4D= 27, BD—»

St ) =
V3. BC=1. 4B =7, CD=—\/ 104215, y
AB X CD=AC X BD + BC X AD, 6 sustituyendo los va-

. - r I|’I " et " —r
1 ¢ it A
ores anteriores, » X e v 104215 : (V5—1)X>r

|,/~3_'+115)(2r”115—_—%\/’5 IO—}—Z[,/T——:—

4

Una vez inscrito el pentedecagono regular convexo, se
inscribirdn  los tres estrellados, uniendo los puntos de divisién
de 2 en 2, de 4 en 4, y de 7 en 7 que es lo mismo que de 8 en
8; y por tanto si quisiéramos obtener sus valores en funcién del
radio nos bastaria aplicar la férmula del problema 3.° de la lec-
cién anterior.

2. Se puede como en los teoremas anteriores, obtener el
drea del pentedecdgono regular convexo, y del mismo modo ob-
tener los lados, perimetros y dreas de los poligonos regulares
inscritos y circunscritos de 30, 60 y en general de 3 X} 5 X 2*
lados; y obtener las férmulas cuando el radio es la unidad.

179. EsScoLIO GENERAL,—Puesto que sabemos inscribir
poligonos regulares y circunscribirlos de un nimero de lados
expresado por; 2", 3 X 2% 5 X 2% y 3 X 5 X 2" claro estd
que podremos dividir la circunferencia en tantas partes iguales,
como expresen los numeros comprendidos en las expresiones
anteriores. Esto no nos d4 el medio de dividir el cuadrante en go
partes iguales 6 en 100, segtin que adoptemos la divisién sexa-
gesimal 6 la centesimal ; una y otra divisién se hacen aproxima-

Wy _(\/ o dm i al aa
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damente: 1.2 dividiendo la circunferencia en 15 partes iguales,
cada una de estas en 8, y cada una de las 120 en 3, pero si
bien las dos primeras divisiones se hacen con exactitud la lti-
ima solo se puede hacer elementalmente por aproximacion;
2" dividiendo la circunferencia en 25 partes iguales para lo
cual se lleva la cuarta parte del radio 25 veces sobre la circun-
ferencia lo que nos dara esa divisién aproximada, y luego cada
una de esas en 16 que ya sabemos hacer con exactitud.

180. ProBLEMAS.—Dados los perimetros de dos poligonos
regulares semejantes uno inscrito y otro circunscrito, hallar los
perimetros de los poligonos regulares semejantes, circunscrito é

inscrito de duplo nimero de lados.
Sea AR, figura 139, el lado conocido del poligono inseri-

- to, 4’8" el lado co-

jzl: /72 nocido del circunscrito,
Witz g g o f)20S e u g
T 7 .

}%} N ro de lados, DZ el lado
/\\ \ W}/ WD del circunscrito de du-
\\\ JI !*‘ / plo mimero de lados;

\\{W si suponemos que los

poligonos dados tienen
n lados, podemos representar los perimetros y los radios respec-
tivamente por; P, —=#n AB, P/ =n A B, Pyy=2 n AC,
Py'=2n DE, AO=r, A' O=vr". Esto supuesto, los peri-
metros de los pohgonos dados sabemos son proporcionales d sus
radios, luego, 7' : P,=»' : », pero en el triangulo 4'0C
por ser 0D b:sectnz del dngulo 40C, 4'D : DC=7r" : r,
y como esta proporcion y la anterior tienen una razén comin se
tiene, B’ : P, = A'D : DC, de donde (2437 CRug s
Curso), (P, - P,,,f : P"::A'C : €D, 6 bien duplicando
los denominadores, i Py e Br= A C oy DB que
multiplicando los dos termlnos de la segunda razon por 2#,
v sust:tuvendo en lugar del resultado sus valores, nos dd (P4

+ P ‘__Pur . Pgln Yy por tanto tt_ndremos, P.)‘,,__z Pﬂ
" '(Pn +Pn)"
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Para determinar ahora el perimetro del inscrito de duplo
nimero de lados, consideremos los tridngulos ACKF y CGD se-
mejantes por tener sus lados perpendiculares, luego, CG 1 CD =
= AF 1 AC, que multiplicando por 4 los términos de la pri
mera razon y por 2x los de la segunda, nos dd, 4nCG : unChH—
—2nAF : 2nAC, 6 bien, 2
sustituyendo; 72, : Py, — P, : P,,, de donde por tltimo

dyobtiene: £, =g/ Pl P =P Y 3 PV Bk Py
poniendo en lugar de P’y su valor,

EscoL1o.—Las férmulas que acabamos de obtener, nos
dan, £, > L.y Plsn < P'y; una yez que tenemos, e
V Prgn "D > ]/ })n 1)11 - 10119 (4‘5)‘ es dECiI’ ‘le > RT‘
ademds 'y, =2 P, P': (P', 4+ P,) la podemos escribir,

e — " A o
P il [ >< PF“—|—PH
+ P... (45)

De modo que los perimetros de los poligonos regulares ins-
critos 4 un mismo circulo van aumentando, y las de los circuns-
critos disminuyendo 4 medida que se duplica el niimero de sus
lados,

2.° Dados el radio y la apotema de un poligono regular,
hallar el radio y la apotema de otro poligono regular, que ten-
ga el mismo perimetro y doble nimero de lados que el primero.

Sea 4B, figura 140, el lado del poligono regular inscrito

< P', ; puesto que 2 P, < P+

en el circulo O, si trazamos €l radio _,;;.f 70
OC perpendicular 4 A8, tendremos
que OCy OG son el radio y la apo- &

tema dados, que designaremos res-
pectivamente por » y a; si se trazan 4
las cuerdas AC y BC, la recta que
une sus puntos medios D | es el lado

R

del poligono regular isoperimetro, pues esla mitad de 45, y
puesto que el dngulo DOZE es mitad del angulo 405, el punto
O sera el centro del circulo circunscrito 4 este poligono, y por
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tanto QL y OF su radio y apotema respectivamente, que de-
signaremos por 7 "y a'. Ahora bien, como /7 es el punto medio
de CG, se tiene, OF = % (0C+ 0G), 6 sustituyendo; a' =
— 4 (a—+ 7). Por otra parte, en el tridngulo rectingulo ODC,

se tiene, 0D*= OC X OF, que sustituyendo nos dd por dulti-

mo;'# =/ 7a’ = \/ ::;: {a + 7). poniendo en lugar de

a' su valor.
EscoLio.— De la férmula, @' = 4 (a4 #), se deduce,

puesto que 2 < 7; @' > a: y de la féormula, »" = V/ ra', se de-
duce, puesto que @' < r; 7' < r. Lo que dice que el radio del
segundo poligono es menor que el del primero, mientras que la
apotema del segundo es mayor que la del primero: por tanto la
diferencia entre el radio y la apotema disminuye indefinidamen:-
te a medida que aumenta el nimero de lados,

3.2 Dadas las dreas de dos poligonos regulares semejantes,
uno inscrito y otro circunscrito, hallar las dreas de los poligo-
nos regulares de duplo nimero de lados.

Ya vimos, figura 139, que AC y DE son los lados de los
dos poligonos cuyas dreas se buscan; ahora si representamos
por S, y &', , las dreas dadas, en el supuesto que el nimero de
lados de los poligonos dados sea #, y S;, y S's,, las dreas que
vamos 4 determinar, se tiene; S, == 22 AFQ, S', —= 2n A'CO,
Su = 22 ACO, S',, =21 ADCO; pero las dreas de los
triangulos, 4'CO, ACO y AF{}, por ser AF paralela 4 A'C,
nos dan (143, y 157 C21.°), 4'CO : ACO — ACO : ABD, 6
bien; puesto que las relaciones 4'CO : ACO,y ACO : AFD,
son iguales respectivamente 4, S’, : S, y S, : S,, tendre-

mogud', TS oS v S, luego, Sy = l/mn:

ademds en el tridngulo 4A'CO se tiene, por ser (D bisectriz
del dngulo 4'0C; A'D : DC = 0A': OC, y los dos triangu-
los 4'D0y CDO que tienen la misma altura nos dan, 4'D0 &
: CDO=A'D : DC, asi como los ACO, y AFO nos dan también
ACO: AFO=0C: OF = QA" ; OA; resulta pues de estas
tres igualdades por ser 40 y OC iguales, que, 4'DO : cDO=

L L)
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= ACO : AFO, y por consiguiente, (A'DO+CD0O) : CDO=
= (ACO + AF0) : AF0, de donde duplicando los conse-
cuentes y teniendo en cuenta la figura, asf como la relacién de
los tridngulos y cuadrildteros con los poligonos, tendremos;
A'0C: ADCO = (ACO+ AFQ) : 24F0, 6 bien, S, : S'y, =
= Su-+S5)1 28, luego, Slpu=2 S, X.S', 2 (Ss + S.),
obien: S, =2 8, X S (S, + L/.S,_‘XS'"), ponien-
do en lugar de S,, su valor.

EscoLiu. —Segun las férmulas que acabamos de obtener,
se tiene, S;, > S,, y S’ < S',; una vez que, tenemos

VS X 3L> V5, X S, =S,

es decir, S,, > S,; ademds la expresién,
” Fota = ¢ 2 Sﬂ i
-SnXSu-f'Siu+Su)-——-SnX Sgu'l_sn (Snt
puesto que 2 S, £ S,, + S,.

De modo que las dreas de los poligonos regulares inscritos
en un mismo circulo van aumentando, y las de los circunscritos
disminuyendo, 4 medida que se duplica el nimero de sus lados,

LECCION 21.

Clclometria.

181. La CICLOMETRIA, se ocupa de determinar la medida
de la circunferencia y el circulo.

Como la medida del circulo depende, segiin hemos visto
(148, C.° 7.9), de la de la circusiferencia; esta es la medida que
(nos interesa determinar, en primer término: pero para medir
cualquier cantidad, se necesita una unidad de la misma especie
con quien compararla, y los diferentes sistemas de mensuracién
no tienen unidades lineales mds que rectilineas; por tanto, no
podremos medir directamente la circunferencia que es una linea
curva, con esta clase de unidades y aun para la medida indirec-
ta es preciso convenir—una vez que, nunca una curva puede ser
igual, siné equivalente, d una recta (12 y 15)—en que: La Jon-
gitud de una curva, es el limite hdcia el cual tiende el perimetro

’/—"‘_—. 11
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de una linea quebrada twsewta cn clla, cuando sus lados tienden
hacta cero. I—L.cho este convenio, podemos considerar 4 la cir-
cunferencia; como el perimetro de un poligono regular de indefi-
do niumero de lados tan pequeiios como se desce; 'y por tanto, &l
circulo; como un poligono regular de indefinido nitnero de lados
tan pequeiios como se desee.

Como sabemos que todo poligono regular se puede inscri-
bir en un circulo y circunscribir 4 otro (115), y ademds que co-

“nocido el lado de un poligono regular se puede conocer no sélo
el del poligono regular de doble niimero de lados y de igual pe-
rimetro 6 isoperimetro con ¢l, siné que también ¢l radio y apo-
tema de este conocidos ¢l radio y apotema del primero (180, 2.°);
es ficil ver la gran analogfa que existe entre los poligonos regu-
lares y el circulo, asi como también eatre los perimetros de los
polizonos regulares y la circunferencia.

Desde luego, si consideramos el poligono regular mds sen-
cillo, -es decir, ¢l tridngulo equildtero, y dividimos mentalmente
cada uno de sus lados en dos partes iguales, podriamos formar
con ellas un exigono regular isoperimetro del tridngulo equild-
tero: haciendo lo mismo con los lados del exigono, formaria-
mos ¢l dodecigono regular; y continuando de la misma manera,
irfamos formando poligonos regulares isoperfmetros cada vez
de duplo nimzro de lados, siendo cada lado respectivo la mitad
del anterior; por tanto, despugs de una serie indefinida de divi-
siones de cada lado en dos pirtes iguales, los lados de los poli-
gonos llegarian 4 ser inapreciables por su excesiva pequeficz, y
la diferencia entre los radios y apotemas seria sensiblemente
nula (180, 2.9, L£.%; en tal caso, el poligono tomard sensible-
mente la forma de un circulo; y el perimetro el de una circunfe-
rencia isoperimetra con los difcrentes poligonos regulares.

Hemos visto ademds (180, 1.0y 3.9 £.95); 1.° que los peri-
metros y las dreas de los poligonos regulares inscritos en un
circulo van aumentando, 4 medida que se duplica el nimero de
sus lados; pero por la simple inspeccion de la figura 139, se vé
que los dxfcrentc:, perimetros son siempre menores que la c;rcun-
ferencia y los poligonos menores que el circulo (45); 2." que
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los perimetros y las dreas de los p hgonos regulares circunscri-
tos en un circulo, van disminuyendq. g_rmedlda que se duplica el
numero de sus lados; viendo como antes por la simple inspec-
cién de la figura 139, que los difcrentes perimetros son siempre
mayores que la circunferencia y los poligonos mayores que el
circulo. Si demostramos ahora que la diferencia entre los peri-
metros, asi como entre las areas de dos poligonos regulares se-
mejantes uno inscrito y otro circunscrito al mismo circulo, es
menor que cualquiera cantidad por pequefia que esta sea: ten-
dremos que; la circunferencia es el limite comitn de los perime-
tros de los poligonos regulares inscritos 'y circunscritos; y el
circulo es el limite comiin de las dreas de dichos poligonos. Pero
en primer Iugar (180, 1.°), tenemos; P, : P, =»':r, de don
de, (P,, Eailiic= it ltor] yportanto P! —P =

= -;7- (¥’ —r); y como #'—, tiende anularse 4 medida que se

van dupiicando los lados de los polt’ganos lo mismo le sucederd
4 P'—P,: en segundo lugar tenemo:, e el Sy
— r, 6 bien §/—S, =3 P' »' — 3§ P, r, y como de,

2
Pl P,=r';r, se deduce, P, = P —, sustituyendo este
3

valor se obtiene; S,! —S, =4 P/ »' —4 P/

a ot Dt
re I n
2 13 2] — / .
e F—s yre—1r ., —_—
rr 3)” ( ) E To er ))
y como la sagita »' — , tiende anularse lo mismo le sucederd

aS,’— S,. Asi pues, atendiendo 4 lo expuesto (268 y 271,
1.” Curso), y 4 lo que acabamos de exponer la diferencia entre
el perimetro de un poligono regular circunscrito y la circunfe:
rencia, 6 entre esta y el perimetro de un poligono regular ins-
crito semejante al circunscrito, es menor que la diferencia entre
ellos, y lo mismo decimos de las dreas de los poligonos y el
circulo, quedando por tanto justificado lo que nos proponiamos.

182. La razén de cualquiera circunferencia 4 su didmetro, y
la de cualquier circulo al cuadrado de su radio, tienen siempre el
mismo valor, Este valor, igual para las dos razones, es un nu-
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mero incomensurable, comprendido entre tres y cuatro, que se
representa por la letra griega =. De modo que la expresién de
cualquier circunferencia seria, = diametros, y la de cualquier

circulo = radios cuadrados.

En efecto, sean Py P, las circunferencias, » y #, los ra-
dios, y Sy S, las dreas de los circulos respectivos: por la seme-
janza de los circulos tenemos (165); P 1 Py—=2r 1 2ry, ¥ SiSEs
—=r2: 72 dedonde; Pi2r—P i 27,y S =5y 37N e
que demuestra la primera parte del teorema. Si llamamos ahora
= 4 la raz5a de la circunferencia al didmetro, se tendrd; P=2xv,
y como S ==} Pr, sustituyendo en lugar de £ su valor, se tiene;
S==r3 y S:r*=mn. Ls decir, que la relacién de la circunfe-
tencia al didmetro y la del circulo al cuadrado del radio, es la
misma. Por tltimo, la circunferencia es mayor que el perimetro
del exdgono regular inscrito, y como este vale tres didmetros,
resulta que = > 3: ademds el drea del circulo es menor que la
del cuadrado circunscrito a €l, que vale 4 radios cuadrados; lue-
go = < 4.

EscoLros. 1. Se ha demostrado por Lambert, que = es
un ndnzro inco neasurable, y aunque este ndmero se puede de-
terminar con la aproximacion que se desce, todavia no se ha
h hallado un procedimiento para encontrar una recta igual a la
circunferencia, ni un cuadrado igzual al circulo.

2.° De: las formulas obtenidis, P = 271, y S = =r2; se de-

ducen, 7> — P 2%,y 7 :\/.S : m; las que nos dicen, que
el radio de cualquiera circunferencia es igual, 4 la longitud de

su mitad dividida por =, ¢ bien la raiz de dividir el drea del
circulo por =,

3.° La longitud de la mitad de la circunferencia é de 180°,
es =7 luego la longitud del arco de un grado serd =» : 180,y
por consecuencia la longitud de un arco de « grados serd;
nrx : 180, de modo que llamando / 4 la longitud de un arco de
radio », tendremos la sizuiente férmula; /— =,z : 180, de la
cual se deducen, x =185/ : =r, Y r='"186' ¢ =%

4.° Los arcos de circunferencia pueden medirse de dos ma-
neras, 6 bien refiriéndose al cuadrante tomado por unidad , en
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cuyo caso se expresa en grados (128, C.° 3.° y 130), 6 bien de-
terminando la razén entre el arco rectificado (181) y el radio to-
mado por unidad. Esto quiere decir (128, C.° 2.°); que si se de-
jan arbitrarias la unidad de longitud y la angular, un dngulo
tiene por medida la relacién de las longitudes de los arcos co-
rrespondientes a el dngulo y el dangulo unidad. Si en lugar de
ser arbitrarias las dos unidades, se fija la angular sin establecer
correspondencia entre las dos, y tomamos por unidad angular
el dngulo que intercepta un arco igual al radio; entonces, un
dngulo tiene por medida la relacion de la longitud de su arco
correspondiente al radio; 6 bien, la longitud del arco es igual al
dngulo multiplicado por el radio.

5. Como los arcos semejantes (163), son proporcionales 4
sus radios; es evidente que, la relacién de un grado de una cir-
cunferencia, con un grado de otra de distiato radio, es la misma
que la de los radios respectivos; es decir, que el grado de una
circunferencia cuyo radio es 7, vale 7 : 10, del de la circunfe-
rencia cuyo radio es 10:'por mds que uno y otro sean la misma
parte alicuota de la circunferencia 4 que pertenecen.

6.° Dos arcos, menores en longitud que una semicircunfe-
rencia y situados 6 no en la misma regidn respecto de una cuer-
da comtn, es menor el que tiene el centro mas distante del
punto medio de la cuerda.

Sea O el centro del arco ADB, figura 141, y O’ el centro
del arco AD'B; supongamos OC > 0'C; s
resulta 04 > O'A4, y por tanto ff‘ s

AOB < AO' B: de modo que la relacion

del dngulo 402 con el dngulo recto, es A
menor que la de! dngulo AO0'B con el » &

¥ il o
angulo recto; 6 lo que es lo mismo arco '~ .+ 7/
ADB < arco AD'B. LRSS
Este teorema se puede enunciar de un et
modo general diciendo: si se fiene una Iy 1 /

serie de arcos de circunferencia termina- g
dos en las extremidades de una cuerda vy
comin, el menor de todos es el que vuelve
su convexidad a fodos los demds.

183. ProBLEMAS. 1.° Decterminar el valor de =, 6 sea la
relacién de la circunferencia al diametro, ¢ bien la relacién del
circulo al cuadrado del radio.
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Los tres problemas de la leccién anterior nos dan otros
tantos procedimientos para la determinacion de =, teniendo en
cuenta lo expuesto en esta leccién. El primer problema de la
leccién anterior nos dd el procedimiento llamado de los peri-
metros, que consiste en determinar, partiendo por cjemplo del
exdgono regular, y suponiendo el diimetro igual & uno los pe-
rimetros de los poligonos regulares inscritos y circunscritos de
6, 12, 24, y en general de 3 X 27, haciendo el cilculo por de-
cimales y tomando como exacta la parte decimal comiin; ten-
dremos el valor aproximado de =. El segundo problema de la
leccién anterior nos dd el procedimiento llamado de los isope-
rimetros, que consiste en determinar, partiendo por ejemplo
del exdgono regular cuyo lado sea un tercio, el radio y la apo-
tema de los poligonos regulares isoperimetros con él, de 3 % 2n,
haciendo el cdlculo por decimales y tomando como exacta la
parte decimal comun, se tendra el valor aproximado de 1 ; =
y dividiendo uno por el nimero asi hallado se obtiene el valor
aproximado de =. El tercer problema de la leccién anterior nos
dd el procedimiento llamado de las dreas que consiste en deter-
minar, partiendo por ejemplo de los cuadrados inscrito y cir-
cunscrito & un cfrculo cuyo radio sea la unidad, las dreas de los
polfgonos regulares inscritos y circunscritos de 8, 16 y en gene-
ral de 2" lados, haciendo el calculo por decimales y tomando
como exacta la parte decimal comiin; tendremos el valor apro-
ximado de =.

EscoL1o.—Por cualquiera de los procedimientos expuestos
se ha obtenido para valor aproximado de ™, 314139 y este va-
lor transformado en fraccién continua (339, 1. Curso), da las
siguientes reducidas; i, 2—2 i}i, 335 ; i

I 7 100 g’ 20931

La segunda reducida, la obtuvo Arquimedes por el proce-
dimiento delos perimetros y esta aproximada hasta centésimas; y
la cuarta debida 4 Mecio estd aproximada hasta millonésimas:
son las que més se usan por su sencillez; pues aunque la de Me-
cio, tiene tres cifras en el numerador y otras en el denominador,
es fdcil retenerla en la memoria, si se observa que escribiendo
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repetidas las tres primeras cifras impares en esta forma, 1133355

dividiendo las tres tiltimas 3535 por las tres primeras 113, se ob-
tiene dicha relacidn, -

Ademds debemos observar que un circulo de radio uno, el
lado del tridngulo equildtero inscrito vale v_s_y el del cuadra-

do inscrito |/ 2 ; pero calculada la suma de estos valores por

decimales nos da; ‘\/ 3+ \f 2= 3'146......, expresién tan
aproximada como la razén de Arquimedes. Por otros medios se
ha obtenido el valor de = con 154 cifras decimales.

[+]

2. Determinar el arco cuya longitud es igual al radio.
1807/

La formula, 2 — , nos dd por ser

(1]

18
ompia——— = 180" X 10" §183 = 50 Ly i &l 34|

™

3.2 Determinar la longitud de la circunferencia cuyo radio
sea diez metros.
La formula, P— 2=», nos d4,
P23 3't4150 )¢ 10 522 3¢ 314150 — 628318 metros.
4.2 Rectificar la semicircunferencia.
Ya hemos dicho, que no hay ningin medio de encontrar

una recta igual 4 la circunferencia, de modo que este problema
sélo puede resolverse aproximadamente. Y el procedimiento
mads sencillo, consiste en tomar una recta igual 4 tres radios
mas la dicima parte del lado dzl cuadrado inscrito en la circun-
ferencia que nos propongamos rectificar; pues, suponiendo el

1
radio la unidad, la recta valdria, 3 4+ G \/ 2 —— 3'141, es de-

cir, el valor de = en menos de una diez milésima,

184, LscoLI0 GENERAL,—Como nosotros ya hemos dicho
que no estudiamos mas curvas que la circunferencia, es conve-
niente sepamos la clase de curvatura de esta linea; para lo cual
es preciso tener en cuenta que; siempre que en una curva y des-
de uno cualquiera de sus puntos tomamos arcos de igual longi-
tid y trazamos en los puntos de divisidn tangentes, si al deter-
minar el dngulo que cada tangente forma con su anterior, todos
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son iguales, por pequefios que sean los arcos iguales; entonces
la direccién de la curva variara uniformemente desde el punto
elegido, y tendrd curvatura invariable. Pcro si dichos dngulos
son desiguales, entonces la direccién de la curva no variard con
uniformidad, y tendrd curvalura variable.

La circunferencia es de curvatura invariable; porque el dn.
gulo de las tangentes en los extremos de un arco es igual al dn-
gulo central correspondiente; y d arcos iguales corresponden dn-
gulos iguales.

CURVATURA DE UNA CIRCUNFERENCIA, es e/ dngulo que
Sorman las tangentes en los extremos de un arco cuya longitud
sea la unidad. Es decir, que la curvatura de la circunferencia se-
ria igual 4 la relacion entre la unidad y el radio (182, E° 4.°);
porque aquel dngulo es igual al dngulo céntrico. Por tanto, en
una circunferencia cuyo radio sea #, varia la direccién en la »3
parte de (180° : «), cuando el arco varie en una unidad; y por
consecuencia esta circunferencia tiene la ».* parte de curvatura
que la que tenga por radio la unidad. De aqui se deduce que la
curvatura de una circunferencia serd infinita cuando el radio des-
aparezca y la circunferencia se reduzea 4 su centro; y la curva-
tura de una circunferencia desaparecerd, cuando el radio se haga
infinito y la circunferencia se confunda con una de sus tangentes.

LECCION 22.

Miximos ¥y minimos.

185. Hemos tenido ocasion de ver que las dreas de las fi-
guras planas dependian de los perimetros; si bien en los poligo-
nos era necesario se pudiesen circunscribir, es verdad que el
tridngulo se puede siempre circunscribir 4 un circulo y que todo
poligono se puede transformar en tridngulo (140, 1.2 E.0); pero
puesto que las dreas del tridngulo y cuadrilatero las hemos ob-
tenido independientemente de su perimetro y los maximos y mi-
nimos de que nos vamo$ 4 ocupar se refieren 4 los perimetros ¥
areas de las figuras planas, vamos 4 obtener una formula que
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‘hos dé el drea del tridngulo en funcién de sus lados. Para ello s
tenemos en cuenta lo expuesto (147) la figura tor, y llamamos
& a AD altura correspondiente al lado @ y S, al drea del
tridngulo ABC, sabzmos (145, C.° 3.°) que: §; = & a4, y mul-
tiplicanlo por 4 los dos miembros de esa igualdad y elevando
al cuadrado, se tiene; 16 S, =444 pero (167); (a* 62— *=
— 44 X CD? y ademids, 62 — i* 1= CL?, luego 16 5,2 4
4 (a2 4 6% — B2 = 4072 + 4n® X-E[_P:‘WE 2 + (T}jz):
= 44707, y por tanto (305, 5.” 1. Curso) 16 S;? = 44% 4% —
—(@* 4 °—c%% = (2ab + a® + 6 — &) (2ab—a — P42 =
=[/a+b/*—c| [*—la—b2 | =(a+b + ) (atb—c) (a ~b+c)
(0 4+ ¢ —a); dividiendo por 16 y extrayendo la raiz d: los dos
miembros se obtiene por dltimo;

Ss=t\(a+b+c)j(at+b—c)(a—b+c)(b+c—a),
formula que nos da el area de un triangulo en funcién de los la-
dos y que podemos modificar llamando 24 al perimetro; pues
entdnces tendremos, @ +~ b+ c=2p, a+b —c=2 (p—¢).
a—btc=2(p—0b),b4+c—a—2(p-—a),y por tanto,

Sge= \fp (p—a)(p—b) (p—cy; formula que traducida al

lenguaje vulgar nos dice: gue ¢l drea de un tridngulo, es igual
d la raiz del producto del semiperimetro por las diferencias entre
el semiperimetro y cada uno de sus lados.
188. D: dos triangulos isoperimetros con bases iguales,
tendra menor area el de dngulo mayor en la base.
Sean, figura 142, los tridngulos 4ABC y ABD que tienen la
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misma base ¢ igual perimetro, es decir, AC4+BC=AD+BD;si
el dngulo ABD es mayor en la base, serd el area de ABDL ABC.

En efecto, por ser el angulo ABD > ABC > BAC, tiene
que ser el dngulo BAC> BAD; pues sino caeria'Cc{lt el trian-
gulo ABD y no se verificarfa la igualdad de la “hipStEssTTs);
por tanto, AD y BC se cortan en segmentos aditivos en un pun-
to G, de modo que BG < AG (49): tomando ahora 4 partir
de G sobre GA y GC respectivamente partes iguales 4 GB
y GD, tales como GE y GF, uniendo / con /"y con C, ten-
dremos; £F — BD por ser iguales los tridngulos £FG y BDG,
y por tanto AL 4+ EF 4 FG + BG = AE 4 BD 4 GD +
+ EG=AD+ BD—= AC 4 BC;pero AC < AE + EC,
y por consecuencia, AC + BC < AE + EC + CF + FB,
luego AE4EF 4 I'G+ BG L AE + EC 4 CF 4 FB, luego
EF4-FG < EC - CG; de donde resulta que el tridngulo £FG
es parte del tridngulo ACG, y por dltimo que 5DG < ACGy
ABD < ABC.

COROLARIO.—De los triangulos construidos sobre la mis.
ma base isoperimetros, el isdsceles tiene la mayor drea. Puesto
que, siendo por hipétesis, AC 4 BC = AD -+ BD, el punto D
cae fuera del triangulo ABC; y si AC= BC, y por tanto
ABC= BAC, uno de los dngulos ABD 6 BAD serd menor y
el otro mayor que ABC; luego el drea de ABC > ABD.

187. De los tridngulos isoperimetros, el equilatero tiene la
mayor area,

Sea, figura 143, ABC un tridngulo cquildtero de igual pe-
rimetro que ADFE cuyo lado
mayor es AD, constiiyase el
isosceles ADF isoperimetro
de el ADE; y se tendrd ,
AF 4+ FD + AD — AB +
+ AC 4 BC, de donde,
34AF € 348 y el dngulo
ABF < AFB; prolongando A
ahora 4 AF en la cantidad 7G con el fin de que BFG y BDF
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tengan igual perimetro, serd el dngulo DBF > BFG,y por con-
secuencia el drea de BDF € BFG; luego ADE < ABC.

183. De los tridngulos construidos sobre la misma base
‘sepevimetros; cl isosceles tiene el menor perimetro cuando las
dreas son iguales.

Sean, figura 144, los tridngulos ABC y ABD equivalen-

v tes, y el tridngulo isésceles
A ABE isoperimetro con el
f" ~
SR 20 LS ABD:; entonces el drea de
5o

2 ABDL ABE, y ABCKL
< ABE; por tanto, como
ABC tiene menor perime-
tro que ALK, también lo
tiene menor que el isoperi-
metro de este ABD,

COROLARIO.—De los
triangulos que tengan la misma drea. el equilatero tiene menor

perimetro. Puesto que, si ABC y ABD tienen la misma drea y

ABC es equilatero, trazartamos como antes el triangulo ABE

isoperimetro con ALBD, que es evidentemente de mayor peri-

metro que ABLC.
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183. Daz los tridngulos en que la suma de dos lados es la
mismai, ticne mayor area aquel en que los dos lados se cortan
perpendicularmente.

En efecto, si se considera como base uno de los lados da-
dos, la altura es menor quz el otro lado, 4 menos que este otro
lado sea perpendicular al primzro; en esta posicion la altura y
por consecuencia el drea es la mdxima.

COROLARIO. — De los triangulos en que la suma de los lados
es la misma, es de drea mixima aquel en el que los dos lados
son iguales y perpendiculares.

Puesto que, segiin el teorema el rectingulo es ¢l de mayor
area; llamemos R un tridangulo rectdngulo que cumpla con las
condiciones y no sea isosceles, si llamamos / al isésceles cons-
truido sobre la hipotenusa de R isoperimetro con él, v &, el
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rectangulo isoperfmetro con I; tendremos R< /[,y I« RL;
luegn R R,.

190. De las figuras isoperimetras, el circulo es la de drea
mdxima; y de las figuras equivalentes, el circulo es la de peri.

metro minimo. s
Desde luego las figuras de perimetro dado no pueden

comprender superficies de magnitud arbitraria; puesto que cual-
quiera de sus diagonales es menor que su semiperimetro: ahora
bien, de estas figuras las mayores no pueden presentar ninguna
convexidad miradas desde dentro; porque, si asi fuere, podria
aumentarse su superficie sin aumentar su perimetro: como su-
cederfa, figura 145, tomando en vez de la parte convexa hicia
el interior, DGE, su

igual concava DFE. Es- -‘z}/ Lo
to sentado, sean 4 y B
dos puntos que bisecan ’ z

el perimetro de una fi-
gura mdxima, la recta
AR bisecara su superfi-
cie; pues, de lo contra-

rio, sin que su perfme- L
tro aumentase, podiia -
aumentar la superficie

de la figura, haciendo

la parte mayor igual a

la otra. Ademds, si €, D &. son puntos del mismo perimetro
los dngulos ACB, ADB &.', deberan ser rectos; pues sind lo
fueran, haciendo los rectos, aumentaria la superficie de la figura
sin aumentar su perimetro (189), y como los vértices de estos
triangulos rectangulos estdn en una circunferencia trazada sobre
la recta A8 como didmetro, se deduce que, una figura de drea

mdxima, dado su perimetro, tiene que ser un circulo. 59
Para demostrar la segunda parte del teorema, llamemo#/al

circulo equivalente 4 una hgura fy C, al circulo isoperimetro
con /7; tendremos, F < C, y por tauto C < C,, de donde c
tiene menoﬂﬂpenmetm que F

==



191. Cuando el perimetro de una figura se compone de
una recta ilimitada, y una linea arbitraria, si se nos da la longi-
tud de la linea, 6 el drea de la figura; esta drea serd mdxima, ¢
la longitud de la linea minima, cuando la figura es un semi-
circulo.

En efecto, toda figura que esté en las condiciones de este
teorema, la podemos considerar como la mitad de una figura
simétrica, cuyo eje de simstria sea la recta dada y cuyo peri-
metro sea el doble de la longitud dada también; ahora bien, el
drea de la mitad es necesariamentz mixima 3ila figura entera lo
es; luego, segiin el teorema anterior, el semicirculo serd la figu-
ra de drea maxima y de longitud minima.

COROLARIO.—De todos los segmentos de circulo de arcos
iguales 6 de dreas iguales, el semicirculo es €l de drea maxima
y el de arco minimo. Pues es un caso particular del teorema.

192. Cuando el perimetro de una figura se compone de
una recta y de una linea arbitraria, si se nos da la longitud de
la linea, 6 el drea de la figura; esta drea sera maxima, 6 el pe-
rimetro minimo, cuando la figura sea un segmento de circulo.

In efecto, representemos,por, sz la longitud de la recta
dada y por / la longitud de la #eets arbitraria, cuyas longitudes
sumadas compongan el perimetro de la figura; siempre podre-
mos construir sobre 7z un segmento de circulo cuyo arco tenga
la longitud /, quedando situados la linea y el arco en la misma
region de la recta m; ahora bien, si completamos el circulo y
designamos por /' la longitud del arco complementario, el
circulo cuyo perimetro sea / 4+ /' es de mayor drea que la figura
limitada por la linea de longitud /y el arco /'; y el perimetro
serd minimo en igualdad de areas.

COROLARIOS. 1.° De las figuras cuyos perimetros estén
compuestos de dos rectas cuyas longitudes sean 7 y #, y una 6
dos lineas arbitrarias; el segmento circular tendrd el drea maxi-
ma, 6 el perimetro minimo, segin que sea dado el pzrimetro de
la figura 6 el drea de la misma. Pues no h Lbriaﬁﬂ&é'adicionar el
segmento circular correspondiente, como en ¢l teorema.

2.2 De los poligonos compuestus por lados determinados,
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tienen mayor drea los que pueden ser inscritos en un circulo y
no tienen contorno plegado. Pues podrfamos aplicar la  misma
demostracion.

193. De los poligonos del mismo nimero de lados, el re.
gular convexo tiene el drea mayor, 4 igual perimetro; y el pe-
rimetro menor 4 igual drea.

En efecto, todo poligono puede transformarse en otro ma-.
yor, del mismo nimero de lados ¢ igual perimetro, con tal de
que dos lades consecutivos sean desiguales (186, C.°); por con-
secuencia, de los poligonos isoperimetros del mismo niimero de
lados, el mayor tiene que ser equildtero. Pero, de los poligonos
construidos por lados determinados es el mayor, como conclui-
mos de ver, aquel que puede ser inscrito en un circulo; luego
queda demostrada la primera parte del teorema.

La segunda se demuestra del mismo modo que el teore-
ma (188).

194, Las dreas de los poligonos regulares isoperimetros,
forman desde el tridngulo hasta el circulo, una serie creciente; y
los perimetros de los poligonos regulares equivalentes, forman
desde el triingulo hasta el circulo una serie decreciente.

En efecto, el poligono regular de # lados puede conside-
rarse como un poligono irregular de (z - 1) lados, en el cual
hay un angulo de 180 pero el poligono irregular de (#+41) la-
dos, tiene menor superficie que el poligono regular de igual ni-
mero de lados y del mismo perimetro; luego 4 medida que au-
menta el nimero de lados de los poligonos regulares isoperime-

tros crece el drea: y decrece el perimetro en igualdad de
dreas (188).




Aplicaciones.

A

LIBRO PRIMERO.

(1]

1.° Construir un tridngulo dados dos lados 2 y 4, y el dngu-
lo opuesto 4 uno de ellos 4. Constriyase un dngulo igual al da-
do, tomese en uno de sus lados una parte igual & &, y hacicndo
centro en el extremo de 4 con un radio igual 4 a tracese un arco
que podrd cortar al otro lado en dos puntos, ¢ tocarle en uno ¢
no cortarle; de aquf el que el problemu, siendo 4 £ go”, tenga;
dos soluciones cuando @ < 4 pero mayor que la distancia del ex-
tremo de 4 4 ¢, una cuando « sea igual 4 esa distancia, y nin-
guna si es menor.

2. Construir un tridngulo conociendo los puntos medios de
los tres lados. Si se supone el problema resuelto y se unen entre
si los puntos dados se verd inmediatamente que ¢l tridngulo que
asf se forme, tendra sus lados paralelos 4 los del que se nos pi-
de; luego para resolver el problema no habrd mas que construir
el tridngulo cuyos vértices sean los puntos dados y trazar por
cada vértice una para'ela al lado opuesto.

3.° Construir un tridngulo conociendo un dngulo, su bisec-
triz y la altura correspondiente al lado opuesto al angulo dado.
Supoaiendo el problema resuelto, la bisectriz y l