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P R Ó L O G O . 

Ü / n este primer tomo se contienen los Elementos 
de Geometría Plana y Sólida ; las principales pro
piedades de los Senos, Cosenos, Tangentes, &c. cir
culares, y la relación de estas cantidades con los la
dos de los triángulos rectilíneos; como también las 
propiedades principales de las Secciones Cónicas. 

Los Elementos de Geometría son de Euclides 
el Matemático que floreció en Alexandría , siendo 
Tolomeo Lago Rey de Egipto, de cuya gracia y fa
miliaridad gozaba. Yo los he compendiado , usando 
de los signos xalgebráicos, acortando unas demostra
ciones-, y substituyendo otras mas sencillas , para 
que con la mayor brevedad puedan mas bien com
prenderse. He añadido diferentes nociones, y cono
cimientos útiles para la mejor inteligencia de los 
tratados siguientes, como también el método moder
no de las primeras y últimas razones : método úti
lísimo para poder adelantar las doctrinas Geométri
cas, y necesario parala perfecta inteligencia de los 
nuevos Cálculos Diferencial é Integral. He aplicado 
dicho método á algunas proposiciones del Libro XIÍ, 
anteponiéndolo á él de Exhaustion de los Antiguos, 
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á fin de que los jóvenes geómetras aprendan entram
bos métodos, de cuya comparación inferirán fácil
mente que el moderno es una abreviación del anti
guo, y que uno y otro son igualmente geométricos; 
He omitido los Libros V I I , V I I I , I X , y X , porque en 
los tres primeros trata Euclides de la proporción 
de los números, y en el décimo de las magnitudes 
Conmensurables é Inconmensurables. En lo demás, 
la Geometría de Euclides no necesita mas elogio que 
la sola consideración de que por espacio de cerca 
de dos mil años ha sido la que únicamente se ha 
estudiado por todos aquellos que han querido instruir
se á fondo en esta facultad, habiendo sin duda habi
do en este intervalo de tiempo Geómetras de mucho 
mérito; y que no obstante la multitud de los nuevos 
cursos de Geometría, que desde el año de 1 6 5 0 
hasta el presente han salido, Newton , Leibnitz y 
otros insignes Matemáticos posteriores recomiendan 
vivamente el estudio de aquella. 

A continuación de estos Elementos expongo las 
principales propiedades de los Senos, Cosenos, Tan
gentes, &c. circulares, y la relación de estas can
tidades con los lados de los triángulos rectilíneos, 
reservando para otro lugar el método de calcular 
las Tablas Trigonométricas, y las prácticas que cor
responden á estas doctrinas. 
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Ultimamente en la Teoría de las Secciones Có
nicas he demostrado las propiedades principales de 
la Parábola, Elipse é Hipérbola , ya sean referidas 
á sus exes, ó á sus diámetros. En los tratados si
guientes haré ver otras muchas propiedades de estas 
tres curvas por medio de los cálculos modernos, los 
quales serán aplicados á doctrinas útiles é interesan
tes, para que moviendo de este modo la curiosidad 
de los jóvenes que estudian, puedan hacerse cargo de 
los dos métodos Sintético, y Analítico. 

E n la composición de estos tratados (que fue
ron hechos para explicarlos privadamente á los C a 
balleros Cadetes en el Colegio) me he valido dé las 
Obras Geométricas de Clavio , Tacquet , Barrow, 
Simson , Grandi y otros , los que cito aquí con la 
mayor complacencia para manifestar la grande esti
mación en que los tengo, y lo que les pertenece. 

- . 
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E R R A T A S. 
Pág, Linea. Errata. Corrección. 
23. 11. serán será 

¿ 6 . 4. paralela á { ¡ ¡ ^ ¡ f i ^ ^ ^ ^ 
3<í' 16. tírese tírense i 
44- 18. E C F C 
47. Fig. 68. escríbase la letra F en lugar de la E en el quadrado BGt 
47. i9 ' Levántense Levántese 
52. 20. uno por uno 
53. 21. por Fig. Fig. 
72. 15. Tirada 40, Tiradas A C y B D , 
87. 7- (195) (197) 

,87. 23. I (196) (198) 
93. 6, en (202) eh él (202) 

123. 224. 125. 124 
182. 6. paralelas paralela 
18 c. 6. nna una 
190. 2. B A D , B A C , 

s Si son ademas los án-
i9It 7. S i . . .de las ^ gulos4-+-£-+-HCJ 
f : ' i i <; 4 rectos, y de las • 
200. 4. r*éii los los . en los 
207. 10. (412) (409) 
254. 14. Fig. 19- Fig. 20. 
277. 25. H-2 Ce. A * Se D F +2Cc.2X4 x S c . D P 
288. 18. tienen gj tiene r 
298. 16.17. seráOT2. . . . luego f s ^ ^ = B K ^ m 

. • ^ . L-BÍ7=:2^F: luego í 
299. 1. P M 
331. 22.23. de dichos diámetros, de dicho diámetro, 
354. 5. como el como la inversa de eí 
354, 8.9. = H L 2 ; C D 2 ^ C L Z . = C D 2 + C L 2 ; H l \ 
374. 23- F L , PL2. 
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L I B R O P R I M E R O . 

D E F I N I C I O N E S . 

: i Rinto en la magnitud es un signo sin parte 
alguna. 

2 Linea es una longitud sin latitud. 
3 Los extremos de la linea son puntos. 
4 Linea recta es la que se extiende igualmente 

entre sus puntos, 
5 Superficie es una extensión en quien solamen

te concebimos longitud , y latitud. 
6 Los extremos de la superficie son lineas. ; 
7 Superficie plana es la que está igualmente 

extendida entre sus lineas. 
8 Angulo plano es la inclinación mutua de dos 

lineas , que se encuentran en un plano , y no tienen 
una misma dirección. 

9 Angulo rectilíneo es el formado por dos rec
tas : estas suelen llamarse lados del ángulo : y el pun-̂  
to de su concurso vértice del ángulo. 

Es de notar, que la magnitud de los ángulos, 
como mas ampliamente verémos después , no se apre^ 
jeia por la extensión de sus lados , sino por la ma
yor abertura de ellos. Igualmente se debe advertir, 
que aunque los ángulos se nombran , ó señalan poff 
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una sola letra , que se pone en su vértice , sin embar
go quañdo hay dos , ó mas ángulos con un' vértice 
común, se nombran para evitar equivocación con tres 
letras, estando precisamente en medio la del vérti
ce; por esta razón el ángulo que forman las rectas 
CGy A G ( Fig. i . ) se nombra C G A , ó A G C . ) 

10 Si una linea recta CG , insistiendo sobre 
otra A B , formare los ángulos C G A , C G B ( Fig. i ) 
de uno y otro lado iguales entre s í , se llamarán es
tos ángulos rectos , y la recta CG perpendicular 
á A B . 

11 Angulo obtuso es el mayor que un recto; 
y tal es el ángulo D G A . Fig, 2. 

12 Angulo agudo es el menor que un recto; y 
tal es el ángulo D G B , Fig, 2, 

1 3 Término se llama el extremo de alguna cosa. 
14 Figura es una extensión comprehendida , ó 

cerrada por uno, ó muchos términos, 
1 § Círculo es una figura plana comprehendida 

entre una sola linea A B C D ( Fig, 3 ) , que se llama 
circunferencia, ó periferia , á la qual todas las rectas 
E A , E B , E C , &c. tiradas desde un punto E , que 
está dentro de la figura , son iguales entre sí. 

16 Dicho punto £ se llama centro del círculo. 
17 Diámetro del círculo es qualquiera recta, 

que pasando por el centro E , se termina por ambas 
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partes en la circunferencia , y tal es la recta A E C . 

Fig. 3 . 
Las rectas tiradas desde el centro á la circun

ferencia , suelen llamarse radios ó semidiámetros ; y 
tales son £ C , E B . 

1 8 Semicírculo es la figura contenida por el 
diámetro , y la parte de la circunferencia cortada 
por este ; y tal son A B C , A D C , Fig, 3. 

1 9 Figuras rectilíneas son las que están com-
prehendidas entre lineas rectas. 

2 o Figuras triláteras , que comunmente se lla
man triángulos , son las terminadas por tres rectas. 

2 1 Quadriláteras son las que lo están por quatro. 
22 Multiláteras, y comunmente polígonos, son 

las que lo están por mas de quatro rectas. E l polí
gono de cinco lados se llama pentágono , el de seis 
hexágono , el de siete heptágono , f&c. 

23 Triángulo equilátero es el que tiene sus 
tres lados iguales , como el triángulo A , Fig. 4. 

2 4 Triángulo isósceles es el que tiene solo dos 
lados iguales , como el triángulo B . Fig. • 5. 

25 Triángulo escaleno es el que tiene sus tres 
lados desiguales , como C. Fig. 6. 

Estas tres denominaciones son las que tiene un 
triángulo por la diferencia de sus lados , teniendo 
también por la de sus ángulos estas otras tres. 

A i j 
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:.. a ó Triángulo rectáiigulo es el que tiene un án
gulo recto , como D . Fig, 7. 
- 2 7 Triángulo obtusángulo es el que tiene un 
ángulo obtuso, como 2?. Fig, 8. 

2 8 Triángulo acutángulo es el que tiene los 
tres ángulos agudos , como F . Fig, 9. 
j 29 . . Quadrado es una figura quadrilátera , cu-̂  
yos quatro ángulos son rectos , y los quatro lados 
iguales entre s í , como A B C D . Fig, 10. 

Generalmente se llaman equiláteras las figuras 
que tienen todos sus lados iguales entre s í ; y equi
ángulas las que tienen igualmente todos sus ángulos 
iguales, 

30 Quadrilongo , ó simplemente rectángulo es 
una figura quadrilátera , que tiene los quatro ángu
los rectos , pero no todos los lados iguales , como 
E F G H , Fig. i í . 

31 Rombo es un quadrilátero , cuyos lados 
son todos iguales , pero sus ángulos no son rectos, 
como K . Fig, 12, 

3 2 Romboyde es un quadrilátero , qué fiené 
los lados opuestos iguales , como MNOP. Fig. 1 3. 

33 Trapecio es qualquiera figura quadrilátera, 
que no esté comprehendida en las definiciones ante
riores , como QRST, Fig. 1 4. 

3 4 Paralelas son las rectas, que estando sobre 
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un mismo plano , aunque se prolonguen al infinito 
por uno y otro lado , nunca concurren , y tales son 
C D , A B , Fig. i $. 

3 5 Paralelogramo es todo quadrilátero, que tie
ne sus lados opuestos paralelos, como¿4BCD(Fig. i 6)^ 
L a recta, que une sus ángulos opuestos , se llama diá
metro , ó diagonal, y tal es B D . Los paralelogramos 
se nombran por las quatro letras puestas en sus qua-
tro ángulos , ó solo por dos, que estén en ángulos 
opuestos, 

36 Si en un paralelogramo u4C ( F í g . i 6 ) se 
tira la diagonal B D > y por un punto de ella £ dos 
rectas F G , H K paralelas á los lados ¿4D , ¿4B9 
dichas dos rectas dividen la figura en quatro parale
logramos , de los quales los áos F H , K G , por quie
nes pasa la diagonal, se llaman circadiámetros ^ y 
los otros dos complementos. 

Postulado se llama una proposición , por la qual 
se supone hecha , ó se pide que se haga una opera
ción evidentemente factible. 

Axioma es una proposición manifiesta por sus 
términos. 

Theorema se llama una proposición , que enun
cia y demuestra una verdad, ó propiedad del asuntó 
que se trata. 

Problema es una proposición , que enuncia uná 

A üj 
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operación , que se debe hacer , ó una verdad , que 
se ha de hallar. v 

Corolario se llama una conseqiiencia, que se in
fiere fácilmente de un theorema demostrado , ó de un 
problema resuelto. zm 

Lema es una proposición preparatoria , que sir
ve para demostrar otra , que directamente pertenece 
á la materia que se trata. E l lema puede ser de la 
clase de los theoremas, ó de los problemas, K • . 

Escolio es una anotación , que se añade algunas 
veces al fin de-las proposiciones, para ilustrar las 
doctrinas, que en ellas se enseñan. 
•r'ü.itN. * Vx̂ v, aob^í tol h zrj'h :.'f;c i \ A y xĵ L ?i>'ici9t-

P O S T U L A D O S . 

3 7 Que se pueda tirar una recta de un punto 
á otro. lúb&'j'ih asimnil f Imo^Bib bí Eesq ion 

3 8 Que se pueda prolongar una recta termina
da por qualquier lado quanto se quiera. 
' 3 9 Que con qualquier centro, é intervalo , que 
determine el radio , se pueda describir un círculo. 
te* u}ó sís^ñin^rfi nolckoqoiq snu ?v> s&aolxA 

A X I O M A S . 

40 Las magnitudes iguales á una tercera son 
iguales entre sí. 

41 Si á magnitudes iguales se añaden otras 
iguales , los todos serán iguales. 
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zo 42 Si de magnitudes iguales se quitan magni^ 
tudes iguales , los residuos serán iguales. 

43 Si á magnitudes desiguales.se añaden otras 
iguales , los todos serán también desiguales. ; 

4 4 Si de magnitudes desiguales se quitan mag
nitudes iguales , los residuos serán desiguales. 
. 4 5 - Las magnitudes duplas , triplas , &c. de 
una misma magnitud , ó de otras iguales , son tam
bién iguales. éh 'PAÜooi eft?nil eoCl ' ¿ g 

4 6 Las magnitudes , que son mitades , tercios, 
&c. de otras iguales , ó de una misma , son también 
iguales. 

4^ .. Las magnitudes , que sobrepuestas se ajus
tan exáctamente por todas partes , son iguales. 

Este axioma tiene uso , y vale en rectas , ángu
lô ; y superficies ; pero él inverso , á saber , que las 
magnitudes iguales sobrepuestas se ajustan, no vale 
sino en rectas y ángulos. 
-1 48 E l todo es mayor qué su parte. 

49 ; Dos lineas rectas no tienen un segmento, ó 
parte común. 

5 o Si dos rectas que se tocan en un punto se 
prolongan, se cortarán necesariamente en dicho punto. 

51 Todos IOSÍI ángulos rectos son iguales en-
tre sí. 

. S ̂  Si cayendo una recta B A (Fíg. 17 ) , só~ 
A iv 
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bre otras dos ¿ 4 D , B C , forma los ángulos internos 
ácia una misma parte C B A , D A B menores juntos 
que dos rectos , prolongadas estas rectas al infinito, 
vendrán á concurrir por la parte que mira á dichos 
ángulos. 

Este axioma no es tan claro, que en sentir de 
la mayor parte de los Geómetras no necesite demos
tración : esta se dará en su lugar. 

S 3 Dos lineas rectas no pueden cerrar espacio» 
5 4 Si á magnitudes iguales se añaden desigua

les , el exceso de los todos será igual al de las mag
nitudes añadidas. 

5 s Si á magnitudes desiguales se añáden igua
les , el exceso de las magnitudes que resultan será 
igual al de las desiguales. 

5 6 . Si de magnitudes iguales se quitan desigua
les , el exceso de los residuos será igual al de nlas 
magnitudes restadas. .<< 

5 7 Si de magnitudes desiguales se quitan igua
les , el exceso de los residuos será igual á el de los 
todos. 

58 E l todo es igual á todas sus partes juntas. 
59 Si de dos magnitudes , dupla una de otra,: 

se restan otras dos , pero de modo que la que se 
quite de la mayor sea dupla de la que se quite de la 
menor , también será el un residuo duplo del otro. 

1 
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Con el fin de evitar prolixidad , se usará en 
„ adelante de algunos signos comunes en las mate-
„ máticas , y serán: 

„ 1.0 Para representar que una magnitud es 
„ igual á otra, nos valdrémos del signo de dos l i -
„ neas paralelas y orizontales en esta forma =5; así 
„ A — B querrá decir, que la magnitud A es igual á B , 

„ 2.0 Para decir que una magnitud está sumada 
„ con otra , usarémos del signo de una cruz , que 
„ tenga un brazo orizontal, y otro vertical en esta 

forma H - ; así A B querrá decir , la magnitud 
\y A añadida, ó sumada con 5 , y se leerá A mas B , 

„ 3.0 Para representar que de una magnitud se 
„ ha de restar otra , se usará del signo de una recta 
„ orizontal en esta forma — ; así A — B querrá decir, 

que de A se ha de restar/?, y se leerá A menos B , 
„ 4 . ° Para representar la desigualdad de dos 

magnitudes , se usará de este signo > . L a canti-
„ dad mayor se pone por el lado de la abertura, 

la menor por el de la punta ; así ^ > 5 , B < . A 
„ significa que A es mayor que B , 6 B menor que A^ 
„ y se lee A mayor 2?, o B menor A , 

„ 5.0 Para representar un rectángulo se usará de 
un aspa, ó cruz inclinada, en esta forma x entre las 

„ letras que nombren dos lados contiguos del rectán-
„ guio , así E H x H G significa el rectángulo E H G F t 
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lo propio se expresará con un punto, comoEH, H G 
„ ( Fig. i i ). 

6-° AT)% significa el quadrado A B C D , que 
atiene por base A D (F ig , i o ) . 

P R O P O S I C I O N t 

6 o Sobre una recta dada A B construir un trián
gulo equilátero* Fig, i 8. 

Haciendo centro en Al, con el intervalo A B desf-
críbase ( 39 ) el círculo asimismo haciendo 
centro en B , con el intervalo 5 ^ descríbase el círcu-? 
lo B A E : desde el punto C , donde se cortan las cir
cunferencias de dichos círculos, tírense ( 37 ) las 
rectas C A , C B á los puntos A , B extremos de la 
recta dada; y se tendrá formado el triángulo equilá^ 
tero A C B , L a recta A C = A B ( 1 5 ) por ser ra^ 
dios de un mismo círculo A B C D ; pero A B z=z B C 
por ser radios de un mismo círculo B A C E : luego 
será ( 40 ) ACzzz A B z=z B C \ y por consiguiente 
equilátero el triángulo ^ f^C construido sobre la rec
ta dada A B , Que es &c. 10 

P R O P O S I C I O N I I . 

61 Desde un punto dado A tirar una recta 
igual á otra dada Ci?. Fig, 19 . ? 

Tírese ( 3 7 ) la repta C A , y construyase sobre 



ella ( 6 0 ) el triáQguto equilátero C D ^ ; y haciendo 
centro en C , con el intervalo C B descríbase ( 39 ) el 
círculo C B E L : prolongúese D C ( 3 8 ) hasta encon
trar la circunferencia en E : asimismo haciendo centro 
en D , con el intervalo D E descríbase el círculo D E H i 
prolongúese D A hasta encontrar la circunferencia en 
G : y será A G la recta que se pide. Siendo D G , y D E 
radios del círculo D E H , será ( 1 5 ) D G z z z D E ; pero 
D A zz: D C ( 2 3 ) por ser el triángulo O D A equi
látero (const.): luego será ( 42 ) A G = C E , y por 
ser C B , C E radios del círculo C B L , es C B nz 
luego será ( 40 ) A G sss C S . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N Í I Í . 

62 Dadas dos rectas desiguales A y B C cor
tar de la mayor B C una parte igual á la menor A , 
•Fig. 2 0 . 

Del punto B tírese ( 6 1 ) la recta BDz=zA', 
y haciendo centro en B con el intervalo B D , des
críbase ( 3 9 ) el círculo B D E , cuya circunferen-
ciá cortará la parte B E que se pide. Por ser ( 1 s ) 
B E z z B D , y ( const. ) A =z B D , será ( 40 ) 
B E z z A , Que es &c. 

P R O P O S I C I O N I V . 

63 Si dos triángulos B A C , E D F tienen dos 
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lados del uno respectivamente iguales á dos del otro, 
y los ángulos comprehendidos por dichos lados son 
también iguales ; esto es, si A B zzz E D , A C z z z D F , 
y el ángulo A z i z D , dichos triángulos serán total
mente iguales , es decir que será la base B C z ^ E F , 
el triángulo B A C =2 E D F , y los ángulos B = E , 
C ~ F i que son los opuestos á los lados iguales. 
Fíg. 2 1, 

Si se coloca el puntoD sobre y la recta D E 
sobre la A B , caerá también el punto E sobre B , 
por ser la recta D E zz: A B ( sup. ) . Asimismo por 
ser el ángulo D = A , caerá la recta D F sobre la 
A C , como también el punto F sobre C , pues es 
D F =z A C ( sup. ) : luego las rectas E F , B C se 
ajustarán ( 53 ) , y serán iguales ( 4 7 ) : por 
consiguiente los triángulos E D F , B A C , los ángulos 
E , B , también los ángulos F , C se ajustarán entre 
s í , y serán iguales. Que es &c. *' 

P R O P O S I C I O N V . 
• . ' : 

64 E n el triángulo isósceles B A C , cuyos la^ 
dos A B , A C son iguales , los ángulos A B C , A C B 
sobre la base son iguales ; y ^prolongados dichos la
dos , también serán iguales los ángulos D B C , E C B 
formados baxo de la base. Fig. 2 2 . 

Tómese ( 6 2 ) D A z z z A E , y por ser A B z = . A C 
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^ sup. ) /quedará ( 42 ) 5 Z > C f í : tírense ( 37 ) 
las rectas E B y C D , 

Los triángulos C-4D, B A E tienen el lado A C 
•=z A B ( sup. ) % el lado A D = A E (const. ) , y el 
ángulo A común : luego tendrán ( 63 ) la base 
C D = B E , el ángulo D = z E , y el ángulo A C D 
~ A B E , Y por lo tanto los triángulos C D B , C E B 
tienen el lado C D = B E , B D = C E , y el ángulo 
D = E : luego será ( 6 3 ) el ángulo D C B = E B C , 
y el ángulo D B C = E C B . Que es la segunda par
te de la proposición. 

Se ha demostrado antes que el ángulo A B E 
A C D , y que el ángulo E B C z=z D C B ; por consi
guiente quitando unos de otros , quedará ( 4 2 ) el 
ángulo A B C = : A C B , Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

6" 5 De esta proposición se infiere , que el trián
gulo equilátero es equiángulo. 

P R O P O S I C I O N V I ; 

6 6 Si un triángulo B A C tiene dos ángulos 
A B C ^ A C B iguales , los lados A C , A B opuestos á 
dichos ángulos también serán Iguales. Fig. 1 3. 

Porque si no , será uno de los lados A B ma
yor que el otro A C , y entonces córtese ( 62 ) 
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B D = i A C , y tírese ( 3 7 ) la recta D C . E n los 
triángulos D B C , A C B es zz: A C ( const. ) , el 
lado B C común , y los ángulos B B C , A C B igua
les ( sup. ) r luego serán ( 63 ) los triángulos B B C , 
A B C iguales ; esto es , el menor igual al mayor , lo 
que es imposible ( 4 8 ) : luego &c. 

C O R O L A R I O . 

6 7 Sigúese que el triángulo equiángulo es equi-
látero. 

P R O P O S I C I O N V I I . 

68 De los extremos de una recta A B , base 
del triángulo A B C , no pueden salir otras dos rec
tas ácia la misma parte , que siendo iguales á los 
respectivos lados del triángulo , concurran en otro 
punto diverso del vértice C. Fig. 24 , 25 , 26 . 

Si fuese posible , que el concurso de las rectas 
A B , B B respectivamente iguales á los lados A C , B C 
fuese en otro punto B , se hallaría este ó en uno de los 
lados del triángulo A C B ( Fig. 2 4 ) , ó dentro de 
este triángulo ( Fig, 2 5 ) , ó fuera de él ( F ig , 2 6 ) . 

I . Si el punto B ( Fig. 2 4 ) cayese en el lado 
- ^ C , no sería ( 48 ) A B z z z A C . 

I I . Si el punto B ( Fig. 2 5 ) está dentro del 
triángulo A C B , tírese ( 37 ) C D , y prolonguen-
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( i S;) 
se ( 38 ) las rectas B B , BC. Siendo A B s t A C 
será el triángulo C A B isósceles ; y por consiguien
te ( 64 ) el ángulo A B C =z ACB. Asimismo por 
ser B C = B B , será el ángulo FBC = ECB ; pe
ro ( 48 ) el ángulo A B C > FBC : luego será el 
ángulo ACB > ECB ; esto es , la parte mayor que 
el todo , lo que es imposible ( 4 8 ) : luego &c. 

I I I . Si el punto B ( Fig. 2 6 ) está fuera del 
triángulo ACB , tírese ( 3 7 ) CB, Siendo A C z=z 
A B , será el triángulo C A B isósceles , y por consi
guiente ( 64 ) el ángulo A B C A C B , Asimis
mo por szt BCz=.BB , será el ángulo BBC = B C B ; 
pero ( 4 8 ) el ángulo BBC > A B C l u e g o será 
el ángulo BCB > A C B ; esto es, la parte mayor 
que el todo , lo que es imposible ( 4 8 ) : luego &c. 

P R O P O S I C I O N V I I L 

69 Si dos triángulos A B C , B E F tienen los 
tres lados del uno iguales á los tres lados del otro; esto 
es , A B zz B E , A C rz: B F , BC z~z E F , tendrán 
también iguales los ángulos A , B opuestos á los lados 
iguales BC, E F , y así de los demás ángulos. Fig.o, 7. 

Si se sobrepone la base E F á la base BC ̂  se 
ajustarán ( 47 ) por ser iguales ; y siendo B E z=z 
A B , B F z= iAC, el punto B caerá ( 6 8 ) sobre 
el punto , y se ajustarán los tres ángulos E , B , F 



( ' « ) 
con los tres ángulos B , ¿ 4 , 0 ; y por consiguien
te ( 4 7 ) serán iguales uno á uno. Que es ócc. 

P R O P O S I C I O N I X . 

1 70 Dividir un ángulo rectilíneo BAC en dos 
partes iguales. Fig, 2 8, 

Tómese ( 6 2 ) A D zíz y ĵE , y tírese la rec
ta D E , sobre la qual constrúyase ( 60 ) el trián
gulo equilátero DFE , y tírese A F , que dividirá el 
ángulo B A C en dos partes iguales. Los triángulos 
B A F , E A F tienen el lado A D =z A E ( const. ) , 
el lado A F común, y la base D F zzz FE ( 2 3 ) : 
luego será ( 69 ) el ángulo B A F zizEAF, Que 
es 6cc. 

P R O P O S I C I O N X. 

7 1 Dividir una recta A B en dos partes igua
les. Fig. 19 . 

Sobre la recta dada A B constrúyase ( ¿)0 ) el 
triángulo equilátero ACB , y divídase ( 70 ) el 
ángulo ACB en dos partes iguales por la recta CI>, 
que dividirá también á A B por medio en el punto Z>. 

Los triángulos ACD , BCD tienen el lado A C 
zn CD ( 23 ) , el lado CZ) común , y el ángulo 
A C B —zBCD (const.): luego será ( 63 ) A B z = l 
BB. Que es &c. 



P R O P O S I C I O N X L 

7 2 Dada una recta , levantar una perpen
dicular en un punto C dado en ella. Fig. 30. 

Tómese ( 62 ) CD = CE : sobre DE cons
truyase ( 60 ) el triángulo equilátero DFE , y tí
rese ,FC, que será perpendicular á A B . 

Los triángulos D C F , ECF tienen el lado D F 
c=i%E ( 23 ) , el lado FC común , y el lado CD 
zzzCE ( const.) ': luego será ( 6 9 ) el ángulo FCD 
z=z FCE; y por consiguiente ( 10 ) perpendi
cular á Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I . 

73. Desde el punto Cdado fuera de una recta 
indefinita A B , baxar á ella una perpendicular 
Fig. 3 1. 

Tómese qualquiera punto D baxo de la recta 
A B ; y haciendo centro en C con el intervalo CZ>, 
descríbase el círculo C D E F , cuya circunferencia 
cortará la recta A B en los puntos E , F : divídase 
esta ( 71 ) en dos partes iguales GE y G F , y tí^ 
resé CG, que será perpendicular á A B , Tiradas CF, 
CFr tendrán los triángulos ECG, FCG el lado 
= : C F , GE = GF ( const. ) , y CG común: luego 
será ( 69 ) el ángulo EGCs= FGC; y por consi-

B 



( i 8 ) 

gLiiente ( 10 ) la recta CG perpendicular á 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I I . 
74 Si una recta ¿4B insiste sobre otra CD; 

formará los ángulos ^ i ? C , rectos, ó iguales 
juntos á dos rectos. Fíg. 3 2 . 

Si los ángulos ABC , A B D son iguales , se
rán ( 10 ) ambos rectos; y si desiguales , leván
tese ( 7 2 ) del punto B la perpendicular BE^ á la 
CD , y será el ángulo CBA = CBE -+- E B A i lue
go ( 41 ) los ángulos C B A , yfSD juntos serán 
iguales á los tres ángulos CBE y E B A , A B D ; pero 
los ángulos -4- A B D = E B D : luego' los ángu
los CBA , Jf5Z> serán juntos iguales á los ángulos 
CBE, E B D , que son dos rectos. Luego &c. 

C O R O L A R I O 1. 
•* • ^ r • o * * 

75^ Se infiere, que si uno' de los ángulos ^ 5 2 ) 
es recto , también lo será el otro ABC, y si aquel 
agudo , este otro obtuso , y al contrario. 

V C O R O L A R I O I I . 

7 6 Si dos , ó mas rectas insisten sobre otra 
en un mismo pUnto, todos los ángulos que formen 
en él , serán juntos iguales á dos rectos. 



C O R O L A R I O U l . 

77 Si dos, ó mas rectas se cortan en un mis
mo punto, serán los ángulos formados al rededor 
de dicho punto iguales á quatro rectos. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

7 8 Si dos rectas 5(7, BE, que concurren en un 
mismo punto B de otra B¿4, formaren con ella los 
ángulos ¿4BC, A B E iguales á dos rectos ; dichas 
dos rectas BC, BE formarán una sola recta. Fig. 3 3. 

Si no es asi , prolongada CB tomará la posi
ción B D , y los ángulos A B C , A B D juntos sê  
rán ( 74 ) iguales á dos rectos; pero los ángulos 
A B C , A B E juntos son también (sup.) iguales á 
dos rectos : luego serán los ángulos A B C , A B E 
iguales á los ángulos A B C , A B D ; esto es, el to
do igual a la parte, lo que es imposible. Luego;&c. 

P R O P O S I C I O N X V . 

79 Si dos rectas A B , CD se cortan en el 
punto E y los ángulos verticalmente opuestos serán 
iguales; esto es , AEC z= BED , CEB c= A E D . 
Fig. 34 . 

Insistiendo la recta CE sobre A B r forma (7 4) 
los ángulos A E C , CEB iguales á dos rectos : por 

Bij 



{2 0 } 

lo mismo forma BE con CD los ángulos CEB, 
BED iguales á dos rectos : luego serán los ángulos 
¿ ÍEC, CEB iguales á los ángulos BEC, B E D ; y 
quitado el común BEC, quedará AEC z r BED, Del 
mismo modo se demostrará ser el ángulo CEB = 
A E D . Que es &c. 

E S C O L I O . 
y 80 Si en un punto E de la recta , insis
ten ácia diversas partes las E D , EC formando los 
ángulos A E D , BEC iguales, serán una misma recr 
ta ; es decir que prolongada la una se ajustará con 
la otra. I-os ángulos - i - s o n iguales (74) 
á dos rectos : pero ( sup.) A E D mz CEB : luego 
los ángulos CEB DEB iguales á dos rectos, y 
CED una misma recta ( 78 ), • 

P R O P O S I C I O N X V I . 

81 Prolongado un lado Z?C de qualquier trián^ 
guio ACB, el ángulo externo ACD es mayor que 
qualquiera de los internos opuestos C A B , ó CBA. 
Fig- 3 5. 

Tírese ( 71 ) la recta B E , que divida al la
do AC por medio en E : prolongúese B E , áe suerte 
que sea E F z=.EB, y tírese FC, En los triángulos 
C E F , A E B es (const. ) CE = E A , E F =z BE, 
y ( 79 ) el ángulo CEFz=zAEB: luego será (53) 



( 2 1 ) 

el ángulo ECF sz E d B ; pero el ángulo ACD > 
ECF: luego será el ángulo ACD > B A E , ó BAC, 
Con semejante preparación se demostrará el ángulo 
B C G > A B C ; pero ( 79 ) el ángulo j5CG = ^CZ?: 
luego será el ángulo ACD > ABC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I . 

82 Dos qualesquiera ángulos B A C , ACB de 
un triángulo BAC, son juntos menores que dos rec
tos. Fig. 3 6. 

Prolongúese é insistiendo A C sobre ¿?Z>, 
serán ( 7 4 ) los ángulos ACD - i - ACB iguales á 
dos rectos ; pero ( 8 1 ) el ángulo ACD > BACi 
luego serán los ángulos BAC, ACB menores que 
dos rectos. Que es 6ÍC. 

C O R O L A R I O I . 

83 Se infiere, que en qualquier triángulo que 
tenga un ángulo recto , ú obtuso , los otros dos son 
agudos. 

C O R O L A R I O 11. 
84 Si una recta A C insiste sobre otra 2?2?, 

formando con ella ángulos desiguales; esto es, ACD 
obtuso, ACB agudo; la perpendicular A E baxada 
desde qualquier punto de la A C á la B D , caerá 
ácia la parte del ángulo agudo ACB. 

Biij 
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P R O P O S I C I O N X V I I I . 
, -

85 En qualquier triángulo el ángulo 
opuesto á mayor lado es mayor. Fig. 37 . 

. Sea el lado AC > A B ; será el ángulo ABC 
> C. Del mayor lado AC córtese ( 6 2 ) A D =1 
A B , y tírese DB. Por ser B A = A D , será ( 64 ) 
el ángulo A D B =3 ^Í5Z) ; pero ( 8 1 ) el ángulo 
externo A D B > C: luego será A B D > C; por con
siguiente el ángulo ABC será mucho mayor que el 
ángulo C. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I X . 

• 8 6 En qualquier triángulo ^Z?C el lado opuesto 
á mayor ángulo es mayor. Fig, 38 . 

Sea el ángulo > C ; será BC > B A : pues 
si no fuese así,'sería el lado A B mayor, ó igual á 
BC: pero no puede ser mayor, porque resultaría (8 $) 
el ángulo C > A contra lo supuesto ; ni tampoco 
igual, porque sería ( 6 4 ) el ángulo C zz. A : lue
go será A B < BC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N XX. 

87 Dos qualesquiera lados B A , A C de un 
triángulo BAC son juntos mayores que el tercero. 

3 9-
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Prolongúese BA^ de suerte que sea.( 62 ) A I ) 
zziAC i y tírese DC. Por ser D A ^ z A C será (64) 
el ángulo ACD zzz D ; por consiguiente BCD > £>, 
y ( 8 6 ) 5Z) > 5C; pero es BD z= S^f - h 
(const.): luego será B A ^ C > 5C. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I . 

8 8 Si de los extremos de la base BC del 
triángulo BAC se tiran dos rectas BD , CD, que 
concurran dentro de él en un punto D ; dichas rec
tas serán menores que los lados B A , A C del trián
gulo; pero el ángulo BDC serán mayor que BAC» 
Fig. 40. 

I . Prolongada BD hasta E serán en el triángulo 
CDE ( 8 7 ) los dos lados DE EC > CD, y aña
diendo la común D B , serán BE -t- EC > CD 1X5: 
y por ser también en el triángulo B A E los dos lados 
BA-+~AE > .Bfí , añadiendo CE , serán B A ^ r - A C 
> i?£ h— EC; pero se han. demostrado B E - * - E C > 
CD - h DZ?: luego serán B A -+- mucho mayores 
que CD -í- 1)5. 

I I . El ángulo externo BDC > DfíC ( 8 1 ) ; 
pero el ángulo externo D E C ^ B A E : luego será el 
ángulo BDC mucho mayor que el ángulo BAE , ó 
BAC, Que es &c. 

Biy 
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P R O P O S I C I O N X X I I . 

89 Construir un triángulo de tres rectas da
das ¿4, B yC, con tal que qualesquiera dos de ellas 
sean mayores que la tercera. Fig. 4 r . 

De la recta indefinita D E córtese D F r r A , 
FG zzz B , G H =z C: haciendo centro en F con el 
intervalo F D , descríbase el círculo F D K ; igual
mente haciendo centro en G con el intervalo GH, 
descríbase el círculo GHK, y al punto K donde se 
cortan las circunferencias de dichos círculos , tíren
se las rectas F K , G K : y será el triángulo FKG 
el que se pide formado por tres rectas iguales á las 
dadas A , B , C. Porque siendo F K , F D radios de 
un mismo círculo, será F K zzz F D ; pero F D = A 
(const.): luego FKzzzA. Asimismo «e demostrará 
G K = C; pero FG z=z B (const.) : liiego será F K 
= A , F G z = i B , GKzzz C. Que es &G. 

-

P R O P O S I C I O N X X I I I . 

90 En un punto dado A de una recta dada 
ABy construir un ángulo rectilineo igual á otro dado 
Z>. Fig, 4 2 . 

Tírese CF, que corte de qualquier modo los la
dos del ángulo dado D , Después córtese ( 6 2 ) AG 
z=:DC\ y sobre AG construyase ( 89 ) el trián-



(*s) 
guio AHO-, de suerte quesea A H ~ D F , GH ~ CF% 
y será el ángulo A D : pues teniendo los trián
gulos CFD , G H A todos sus lados respectivamen
te iguales (const.) será ( 69 ) el ángulo D — A , 
por estar opuestos á lados iguales. Que es &c* 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

91 Si dos triángulos A B C , D E F tienen dos 
lados A B , AC del uno respectivamente iguales á 
dos D E , D F del otro, y el ángulo B A C > EDF; 
será la base BC opuesta al mayor ángulo mayor 
que la base EF opuesta al menor. Fig. 4 3 , 

Los expresados triángulos serán isósceles, ó ten
drán los lados desiguales entre s í : en este caso será, 
por exemplo DE < D F ; y construido ( 9 0 ) so
bre D E un ángulo igual A + y cuyo lado DG sea 
igual A C z=i D F , si se tira E G , será ( 6 3 ) EG 
= BC. Prolongúese DE hasta ser D H nz D G , y 
tirando las H G , GF, será ( 6 4 ) el ángulo D H G 

• ~ D G H ; pero ( 81 ) D L G > D H L , y por con
siguiente DLG > D G H : luego ( 86 ) D G > D L , 
y siendo D G = i D F (const.) , caerá el punto JPbaxo 
de H G , y dichos triángulos tomarán una posición 
semejante á la que tienen en la figura ; en la que 
por ser DG = D F , será ( 6 4 ) el ángulo DGF=z 
DFG , y por consiguieate el ángulo EFG > EGFi 



( 3 6 ) 

luego será ( 8 6 ) EG > E F ; pero se ha demos
trado B C = EG :: luego será B C > EF, 

Si dichos triángulos son isósceles , hecha la 
construcción del ángulo EDGz=zBAC, y del lado 
DG z=i A C , se demostrará igualmente , que el pun
to F debe caer baxo de EG ^ y tirada la GF se ex
tenderá á este caso la demostración del anterior. 
Qüe es &c. 

P R O P O S I C I O N X X V . 
92 Si dos triángulos B A C , E D F tienen dos 

lados A B i ./ÍC del uno respectivamente iguales á 
los dos D E , D F del otro, y el tercero BC > EF; 
será el ángulo ^ opuesto á dicho mayor lado i?C, 
mayor que el ángulo D opuesto al menor. Fíg. 4 4 . 

Si ^ no es mayor que D , será igual, ó me
nor; pero no puede ser igual, porque sería ( 63 ) 
BC ~ E F , ni tampoco menor, porque sería BC <. 
E F ( 91 ) , uno, y otro contra lo supuesto : lue
go será Z?C> EF, Que es &:c. 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

9 3 Si dos triángulos BAC, EDG tienen dos 
ángulos Z?, C de el uno respectivamente iguales á 
los dos E , EGD del otro, y un lado igual á otro, 
siendo estos los adyacentes , ú opuestos á ángulos 
iguales ; tendrán también los otros lados respectiva-



( ^ 7 ) 

mente iguales , y el otro ángulo igual á su corres
pondiente. Fig. 4$ . 

I . Sea BCzzzEG-, y si en este caso no fuesen los 
otros lados de los triángulos respectivamente iguales, 
sea ED > B¿4, y por lo tanto se podrá cortar un 
segmento E H z z B A ; y tirada la recta HG será (63) 
el triángulo = HEG , y el ángulo ACB = 
HGE; pero ACB = DGE (sup.) : luego D G E = 
HGE, es decir el todo igual á su parte: luego los 
lados serán precisamente iguales , y por consiguien
te ( 63 ) los triángulos totalmente iguales. 

I I . Sea A B zzz D E : en este caso si B C , y 
JEG no se creen iguales, será uno de ellos, por 
exemplo, BC < EG, y se podrá cortar un segmen
to ET = BC, y tirada D T será el triángulo D E T 
totalmente igual á ABC ( 63 ) , y el ángulo DTE 
— A C B ; pero ACB'zz:DGE (sup.): luego D G E = 
D T E ; esto es, el interno igual al externo , lo que 
no puede ser ( 8 1 ) : luego &c. 

P R O P O S I C I O N X X V I I . 

9 4 Si una recta E F cortando las A B , CD, 
formaré los ángulos alternos A E F , EFD iguales; 
dichas rectas A B , CD serán paralelas. Fíg* 4 6 . 

Si no fuese así, las rectas A B , CD prolonga
das se cortarían en un punto G , y el ángulo exter-
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no A E F sería ( 8 i ) mayor que el interno opues
to EFG, que es contra lo supuesto : luego 6ÍC. 

P R O P O S I C I O N X X V I I I . 

9 5 Si una recta E F que corta las rectas A B , 
CD, formare el ángulo externo AGE igual al inter
no opuesto, ácia la misma parte, CHG\ ó bien los 
ángulos internos, ácia la misma parte, AGHy CHG% 
iguales á dos rectos; dichas rectas A B , CD serán 
paralelas. Fig. 4 7 . 

I . Siendo el ángulo AGE = : CHG (sup.), é 
igual también á BGH ( 7 9 ) , será CHG = BGH; 
y por consiguiente ( 9 4 ) las rectas A B , CD serán 
paralelas. 

I I . Los ángulos A G H -\-CHG son iguales (sup.) 
á dos rectos ; pero los ángulos A G H h - B G H son 
también ( 7 4 ) iguales á dos rectos : luego serán 
los ángulos A G H CHG = : A G H B G H ; y 
por consiguiente el ángulo CHG =2 B G H : luego las 
rectas A B , CD serán ( 9 4 ) paralelas. Que es 6íc. 

P R O P O S I C I O N X X I X . 
: 

9 6 Si una recta E F corta dos paralelas A B , 
CD ; formará los ángulos alternos D H G , A G H igua.-
les , el ángulo externo BGE igual al interno opues
to, ácia la misma parte, P H G , y los ángulos inter-



( * 9 ) 

nos B G H , D H G , ida. la misma parte, iguales á dos 
rectos. Fig. 47-
; I . Si se niega que los ángulos alternos DHG, 

A G H son iguales; será uno de ellos A G H > D H G ' r 
pero ( 7 4 ) los ángulos A G H h - HGB son iguales 
á dos rectos : luego los ángulos DHG H - BGH se
rán menores que dos rectos; por consiguiente ( S 2 ) 
las rectas A B , CD concurrirán ácia la parte B D 
contra lo supuesto : luego será el ángulo A G H = 
DHG. 

I I . El ángulo EGB = A G H ( 7 9 ) ; pero se 
ha demostrado ^fGH zz: D i ^ G : luego será el ángu
lo EGB c=a DHG, 

I I I . Los ángulos A G H B G H son ¡guales (7 4) 
á dos rectos; pero se ha demostrado el ángulo A G H 
z-zDHG : luego serán los ángulos DHG BGH 
iguales á dos rectos. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

97 Se infiere, que si una recta corta dos pa
ralelas , y es perpendicular á una de ellas , lo será 
también á la otra ; y por consiguiente qualquiera 
paralelogramo BADC {Fig. 4 8 ) , que tenga uno de 
los ángulos A recto, será rectángulo. 
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E S C O L I O . 
98 Si la recta A B es perpendicular á P D , y 

forma con la A C el ángulo BAC agudo; las rectas 
^ C -S^ prolongadas concurrirán ácia la parte CDr 
y se apartarán continuamente mas por la otra par-* 
te EF. Fig. 4P . 

I . Báxese \2G perpendicular á ACt G H á B D , 
H J á A C , J K á 51) , y así succesivamente. En el 
triángulo rectángulo BGA es ( 8 5 ) B A > BG: 
asimismo B G > G H en el triangulo rectángulo BHG: 
luego será yfZ? mucho mayor G//. Del mismo mo
do se demostrará G H > ^^T, J K > CD , y así suc
cesivamente : luego las rectas A C , PD se van acer
cando por la parte CD ; y por consiguiente con
currirán ácia esta parte. i 

I I . Sobre la recta AC levántese ( 7 2 ) la perpen
dicular A L , la qual concurrirá con la J5X en un 
punto L por ser el ángulo L B A recto , y el ángu
lo L A B agudo levántese sobre Pi? la perpendicular 
Z ^ ; sdbre ^ C la T^iV ; sobre P B , y así suc
cesivamente. En el triángulo rectángulo L B A es 
^ J^^,; por la misma razón L A < L M : luego jB^f 
mucho inenor que Zifcf. Del mismo modo se demos
trará , L M < : ONy ON < EP , &c: luego las rec
tas A E , BP se apartarán continuamente mas por la 
parte JEF. Que es &c. 
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Si una reeta A L corta á otras dos AC> LD^ 
formando los ángulos L A C > D L A internos de una 
misma parte, ó ambos agudos, ó uno obtuso , y el 
otro agudo , con tal que sean juntos, menores que 
dos rectos ; dichas rectas prolongadas concurrirán 
ácia esta parte , y se apartarán continuamente por 
la otra EF. Fig. go. 

I . Sean los ángulos L A C > D Z ^ agudos : des
de el punto A báxese A B perpendicular á L D , El 
ángulo BAC es agudo; pero el ángulo A B D es rec
to (const.) : luego por lo demostrado las rectas AC, 
JBD prolongadas concurrirán ácia la parte CD , y 
se apartarán continuamente por la otra EF. 

I I . Sea uno de los ángulos LAC, obtuso. Pro
longúese A L , y construyase ( 90 ) el ángulo L A R 
=~B.LQ. Siendopues, los ángulos A L B BLQ 
zíá. á dos rectos, y A L B - h C A L < dos rectos (süp.), 
será el ángulo L A R > L A C \ por consiguiente lá 
recta yfC estará entre las L A , y AR, También sien
do el ángulo externo BLQ, = LAR interno, y 
opuesto ácia una misma parte , las rectas ¿Ti, F D 
serán ( 9 $ ) paralelas; pero el ángulo ^ 5 1 ) es rec
to : luego lo será también el ángulo BAR , porque 
de lo contrario las rectas 22), eoncurririan por 
lo demostrado ácia la parte donde estuviera el án
gulo agudo ; por consiguiente el ángulo BAC es 
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agudo ; es así que el ángulo ^ R B es recto: luego 
por lo demostrado , las rectas ^ C , ZjP concurrirán 
ácia la parte CZ>, y se apartarán continuamente por 
la EF. Que es &c. 

í k^lítuonoo 'ísb^r.oio'íci Een^io Í-POIJ'JI go» • 
P R O P O S I C I O N X X X . 

99 Si dos rectas , CZ> son paralelas á una 
tercera Z?^; serán paralelas entre sí. Fig, $ 1 • 

Tirada la recta GT, que corte de qualquiér 
modo dichas tres rectas , por ser ¿4B , E F parale
las, será ( 9 6 ) el ángulo ^GTzzzEHT; pero E H T 
zz: H T D , por ser las rectas E F , CD paralelas (sup.): 
luego el ángulo AGT zz: HTD , ó GTD ; por con
siguiente ( 9 4 ) las rectas A B , CD serán parálelas. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X I . 
100 Por un punto dado ^ tirar una parale

la á una recta dada BC. Fig, 52 . 
Tómese qualquiér punto D en la recta BC, y 

tírese A D . En el punto A de la recta A D , cons
truyase el ángulo D d E zz: A D C , y prolongúese la 
recta E A , que será ( 9 4 ) la paralela que se pide; 
pues son iguales (const.) los ángulos alternos D A E , 
ADC. Que es &c. 
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P R O P O S I C I O N X X X I I . 

i o i En qualquier triángulo BAC prolongado 
uno de sus lados BC, será el ángulo externo ACD 
igual á los dos internos opuestos B \ los tres án
gulos internos A , B > ACB del triángulo , serán 
iguales á dos rectos. JFV̂ . § 3. 

I . Por el punto C, tírese ( t o ó ) la CE para
lela á B A , y será ( 9 6 ) el ángulo A ACE, y 
el ángulo B === ECD : luego será A H - B zn ACE 
H - ECD = ACD. 

XI, Por ser A B zzz A C D , también será A - ^ 
B —H ACB =z ACD —H ^fC5 ; pero los ángulos 
A C D A C B son iguales ( 74 ) á dos rectosrlue-
go serán los ángulos A ~ { - B - t - ACB iguales á dos 
rectos. Que es &c. 

• •••• • • . • . - f 
C O R O L A R I O I . 

102 Se infiere que los tres ángulos juntos de 
qualquier triángulo son iguales á los tres juntos de 
otro, 

C O R O L A R I O I I . 
103 Si dos ángulos de un triángulo son i 

les á dos de otro , los ángulos residuos serán ttífcr 
bien iguales,.y los triángulos equiángulos. 
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C O R O L A R I O I I I . 

104 En un triángülo rectángulo la suma de 
los dos ángulos agudos compone un recto : y si un 
ángulo de un triángulo es igual á los otros dos jun
tos , será recto , y el triángulo rectángulo, i 

C O R O L A R I O I V . 

i o s En un triángulo rectángulo, é isósceles, 
cada ángulo sobre la base será la mitad de un recto, 

PROPOSION X X X I I I . 

10 6 Las rectas AC, B D , que de unas mis
mas partes juntan los extremos de otras dos parale
las, é iguales; son también iguales, y paralelas en
tre sí. Fíg. 54. 

Tirada la Ctf, Jos triángulos BAC, CDB que 
resultan , tienen el lado !&Bz=:CD (sup.), CB co
mún, y el ángulo ABC zzz BCD ( 9 6 ) : luego 
tendrán ( 63 ) las bases A C , BD iguales , y los 
ángulos ACB, DBC también iguales; y por consi
guiente ( 9 4 ) AC, S-D serán paralelas. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X I V . 

107 En todo paralelogramo A B B C , los la
dos opuestos A C , B B , y A B , CD son iguales; 
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como tambian los ángulos opuestos y <dBD, 
A C D : y la diagonal CB lo divide en dos triángulos 
iguales. Fig, 54 . 

Por ser paralelas CD (sup.) es el ángulo 
¿4BC = DCB ( 9 6 ) ; y por serlo también ¿fC, 
B D es el ángulo ¿ICB r = D B C : luego los triángu
los C¿4B, BDC, que tienen el lado CB común , y 
adyacente á ángulos iguales, serán ( 9 3 ) totalmen
te iguales , y el ángulo ¿4 = D ; y finalmente si á 
los ángulos iguales ABC, DCB se añaden los igua
les DBC, A C B , resultarán ¡guales A B D , y ACD.„ 
Que es &c. 

E S C O L I O . 
108 Todo quadrilátero A B D C , que tiene los 

lados opuestos iguales ; esto es, A B aa C D , A C 
r= B D , es un paralelogramo: porque los triángulos 
CAB , CDB tienen (sup.) el lado A C z = : B D , A B 
zz: C D , y CB común ; y por consiguiente ( 6 9 ) 
será el ángulo A B C ^ z DCB, y ( 9 4 ) A B para
lela á CD, Del mismo modo se demostrarán las rec
tas C A , B D paralelas. Luego la figura ACDB se
rá un paralelogramo. 

P R O P O S I C I O N X X X V . 

109 Los paralelogramos BCDA, BCFE, que 
tienen una misma base BC, y están entre unas mis-

Cij 
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tnas paralelas y^F, 5(7 , son iguales. Fig. 55 . 
Por ser A B , y DC lados opuestos del paralelo-

gramo BADC serán iguales ( 1 0 7 ) ; y por ser A B , 
y EB paralela á DC, y FC, serán ( 9 6 ) los ángu
los A z z i C D F y B E A z i z C F D i luego los triángulos 
B A E , CDF tendrán ( 9 3 ) los otros lados respec
tivamente iguales; y por consiguiente ( 6 3 ) serán 
iguales. Aliora si del trapecio BAFCSQ quita el trián
gulo B A E , y del mismo trapecio se quita el trián
gulo CDF , quedará ( 42 ) BEFC = BADC. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X V I . -
110 Los paralelogramos BCDA, GHFE, que 

tienen iguales bases B C , G H , y están entre unas 
mismas paralelas B H , A F , son iguales. Fig, 56. 

Tírese B E , y CF. Siendo BCz=:GH (sup.), 
y ( 1 0 7 ) G H zzz E F , será BCzn E F ; pero BC 
también es paralela á E F ; luego las B E , CF se
rán ( 106 ) paralelas , é iguales ; y por lo tanto 
será ( 3 5 ) la figura BCFE un paralelogramo; pe
ro ( 109 ) los paralelogramos BCDAz=zBCFE,y 
EFCB z=. EFHG: luego ( 4 0 ) BCDA — GHFE. 
Que es &c. 

PR O P O S I C I O N X X X V I I . 

t i l Los triángulos B C A , B C D , que están 
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sobre una misma base B C , y entre unas mismas 
paralelas B C , E F , son iguales entre sí. Fig. 57 . 

Tírense (100) BE paralela á CA7 y paralela á 
B D : y estando los paralelogramos CE, BF quQ resul
tan sobre una misma base, y entre unas mismas para
lelas (sup.), serán iguales ( 1 0 9 ) ; pero los trián
gulos BCA y BCD son ( 107 ) mitades de ellos: 
luego ( 4 6 ) son también iguales. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X V I I L 

x i 2 Los triángulos B O A , E F H , que están 
sobre iguales bases B C , E F , y entre unas mismas 
paralelas B F , GHyson iguales entre sí. Fig» $8» 

Tiradas BG paralela á CA, y E D paralela á 
F H j se tendrán los paralelogramos CG, F D sobre 
iguales bases BC , E F , y entre unas mismas pa
ralelas ; por consiguiente ( 1 1 o ) iguales ; pero los 
triángulos B C A , E F H son ( 107 ) sus mitades: 
luego ( 4 6 ) dichos triángulos son también iguales. 
Que es &c, 

C O R O L A R I O . 
113 Se infiere, que si la base BC > EF ; se

rá el triángulo BAC > E H F ; y si es BC < EF, 
será el triángulo B A C < E H F . 

Ciij 



(3 8) 

P R O P O S I C I O N X X X I X . 

114 Los triángulos iguales B A C , BDC, que 
tienen una misma base BC, y están construidos ácia 
una misma parte, están entre unas mismas paralelas 
£ C , A D . Fig. 5 9 . 

Si A D no es paralela á BC, séalo otra A F . 
Tírese F C , y los triángulos B A C , tendrán, 
la misma base B C , y estarán entre las paralelas 
BC} A F ( sup. ) ; y por consiguiente ( 1 1 1 ) 
serán iguales ; pero el triángulo B A C z=z BDC 
( sup. ) : luego ( 40 ) BFC z= B D C , y siendo es- • 
to imposible , también lo será , que A F sea parale-: 
la á BC, y lo mismo qualquiera otra recta distinta 
de A D . Que es &c. ' '\ 

P R O P O S I C I O N X L . 

115 Los triángulos iguales 5 ^ C , que, 
tienen iguales bases BC, E F segmentos de una mis-: 
ma recta B F , y están construidos ácia una misma, 
parte ; están también entre unas mismas paralelas 
B F , A D . Fig, 60 . 

Si se niega, que A D sea paralela á B F , lo se-.; 
rá A H , y tirada.//F resultarán iguales (, 1 1 2 ) 
los triángulos B A C , E H F , por estar sobre iguales 
bases , y entre unas mismas paralelas ; pero BAC 
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z z E D F : luego E H F z=: E D F , lo que es imposi
ble : luego también &c, 

P R O P O S I C I O N X L I . 
-

i i 6 Si un paralelogramo A B C D , y un trián
gulo BCE tienen una misma base Í5C, y están entre 
unas mismas paralelas -SC, A E ; el paralelogramo 
será duplo del triángulo. Fig, 6 i . 

Si se tira yfC, será ( i i i ) el triángulo BAO 
s3 BEC; pero el paralelogramo ABCD es ( 1 0 7 ) 
duplo del triángulo B A C : luego también lo es de 
su igual BEC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X L I I . 

117 Construir un paralelogramo igual á un 
triángulo dado ^ 5 C , y que tenga un ángulo igual 
al rectilíneo dado D, Fig, 6 2 . 

Por el punto A tírese ( 1 o o ) la recta A G 
paralela á B C ; hágase ( 9 o ) en C un ángulo BCG 
igual al dado I > ; divídase ( 71 ) la base BC del 
triángulo por medio en F , y por este punto tírese 
FE paralela á CG : y se tendrá el paralelogramo 
FG con las condiciones que se pide. Tírese A F ; y 
por ser B F = FC ( const.) , será ( 1 1 2 ) el trián
gulo B A F zzz F A C ; y por consiguiente el triángu
lo BAC será duplo de F A C ; pero el paralelogra-^ 

Civ 
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mo FG QS ( 11 6 ) también duplo del triángulo FsíC: 
luego ( 4 S ) el paralelogramo FG es igual al trián
gulo B ^ C , y tiene el ángulo FCG = D { const. ) 
Que es 6ÍC. 

P R O P O S I C I O N X L I I I . 

i i 8 En todo paralelogramo ADCB los com
plementos Z X t , GB, son iguales entre sí. Fig. 6 3 . 

El triángulo ADC z= CBA ( 1 0 7 ) , como 
también los triángulos A H G = GE A , y GFC sa 
Cn?: luego ( 42 ) A D C — A H G — GFC =3 

— G E ^ f — C r G ; esto es, los residuos, ó pa-
ralelogramos D G , GB, son iguales. Que es &c, 

P R O P O S I C I O N X L T V . 

119 Sobre una recta dada ^ construir un pa
ralelogramo F L igual á un triángulo dado B , y que 
tenga un ángulo igual á otro rectilíneo dado C. 
Fig, 64 . •!-

Hágase ( í 17 ) el paralelogramo igual al 
triángulo B , y con el ángulo GFE z=z C; prolon
gúese GF hasta H , de suerte,; que sea F H z=z A : 
por H tírese TL paralela á í?jP, hasta que encuentre 
á la .Di? prolongada en el punto 2!.; en el paralelo-
gramo E H tírese la diagonal TFV y alárguese hasta 
que concurra con DG prolongada en A" ( 5 2 ) ; en fin 
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tírese la K L paralela á G H , hasta que la corten 
en M , L las E F , T H prolongadas: el paralelogra-
mo F L será el que se pide. El paralelogramo F L 
z=z F D ( 11 8 ) ; pero F D es igual al triángulo # , y 
tiene el ángulo GFE igual al dado C (const.); y 
el ángulo GFE z=. M F H ( 79 ) : luego el parale
logramo F L es igual al triángulo i? , y tiene el 
ángulo M F H igual al dado C , y está sobre F H 
= A . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X L V . 

120 Sobre una recta dada FG, construir un 
paralelogramo F L igual á un rectilíneo dado ABCD^ 
y que tenga un ángulo igual al dado Z?. Ftg, 65 . 

Resuélvase el rectilineo en los triángulos BDC, 
B A D , y en mas, si tuviere mas lados; sobre la rec
ta dada FG, y con el ángulo F zzz E , constrúya-
se ( 1 1 9 ) 1̂ paralelogramo F H igual al triángulo 
B A D \ prolongúese F T , y sobre la recta H T con 
el ángulo HTJítzz F z n E , constriíyase el paralelo-
gramo TL igual al triángulo BCD ( y así consecuti
vamente si hubiese mas triángulos): y será FLzz F H 
~H r ¿ = ABCD. Siendo K T paralela á L H , se
rán ( 9 6 ) los ángulos K T H y L H T juntos iguales 
á dos rectos; pero ( 9 6 ) los ángulos alternos KTH, 
GHT son iguales : luego los ángulos GHT > THL^ 
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juntos serán iguales á dos rectos; por consiguien
te ( 78 ) las rectas G H , H L serán una misma 
recta , y las rectas GL , F K serán paralelas; pe
ro ( 99 ) las rectas FG, K L son paralelas, por ser 
paralelas á una tercera : luego la figura F L será un 
paralelogratno, que por lo dicho es igual al rectilíneo 
dado ABCD , y tiene el ángulo F n n E. Que es &c, 

E S C O L I O . 

121 Por medio de la proposición antecedente 
se hallará la diferencia entre dos rectilineos dados 
ABCD , y M . Construyase el paralelogratno F L ~ 
ABCD; y sobre la recta GF con el ángulo F conŝ  
trúyase también el paralelogratno F N •=:, M ; y será 
el paralelogratno N K igual á la diferencia de los dos 
rectilineos dados. 

P R O P O S I C I O N X L V I . 

122 Sobre una recta dada A D , construir un 
quadrado. Flg. 6 6, 

En los puntos ¿4, D} levántense ( 72 ) las per
pendiculares A B , D C ; córtense ( 62 ) iguales á la 
dada A D ; y tirada la BC se tendrá el quadrado 
ABCD sobre A D . Por ser los ángulos A -+~D igua
les á dos rectos ( const.), las A B , CD serán (95) 
paralelas ; pero ademas son iguales (const.) : luego 
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las BC, A V son también ( i 0 6 ) iguales, y para
lelas ; y por consiguiente la figura ABCD es equi
látera, y paralelograma; pero tiene el ángulo A 
recto ( const. ) : luego será ( 9 7 ) también rectán
gula; y por lo tanto la figura ABCD es ( 29 ) un 
quadrado. Que es &c. 

E S C O L I O . 

123 Si dos rectas A D , E H . ¡son iguales, sus 
quadrados serán iguales: y al contrario, si dos qua-
drados ^ fC, EG son iguales, los lados , ó rectas 
sobre que-están descritos, son iguales. Fig, 6 7 . 

Lo primero es evidente : porque sobrepuestoŝ  
los quadrados, se ajustarán por la igualdad de las 
rectas , y ángulos. Si se niega lo segundo, hágase 
EO z=:ADi y por lo que acabamos de decir, sería 
el quadrado de £ 0 , esto es, EP ziz A C ; pero 

jBG. (sup.) : luego EG = . EP, lo que es impo
sible , como también el que los quadrados iguales 
dexen de tener iguales bases. Del mismo modo se 
demostrará , que todos los rectángulos equiláteros 
entre s í , son iguales. 

• • • . 

P R O P O S I C I O N X L V I J . 

124 En qualquier triángulo- rectángulo BAC; 
el quadrado .5JS del lado JSC-opuesto al ángulo rec-> 
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to BAC es igual á los quadrados C H de los 
otros dos lados A B , A C , que contienen el ángulo 
recto. Fig, 6 8. 

Tírese la recta A M paralela á CE ; y tírense 
A E , BT, Si á los ángulos A C T , BCE rectos (sup.), 
y por consiguiente iguales ( g i ) * se les añade el 
común BCA, será el ángulo BCTzziACE', pero el 
lado BC z=z CE 9 y CT z=: CA i luego ( 63 ) los 
triángulos B C T , ACE serán totalmente iguales. 
Ademas por ser rectos los ángulos C A H ^ CAB 
(sup.), la B H es una sola recta ( 7 8 ) : luego el qua-
drado CH será ( 1 1 6 ) duplo del triángulo BCT% 
que tiene la misma base CT, y está entre las mismas 
paralelas CT, B H , Por igual razón el paralelogra-
mo MC es duplo del triángulo A C E ; pero se ha 
demostrado BCTZZLACE-, luego ( 45 ) MCz=.CH. 
Del mismo modo se demuestra ( tiradas las rectas 
A D t EC) que BG = . B M : luego el quadrado B E 
Z^BG-*- CH. Que es &c. 

• i 
E S C O L I O . 

125 Construidos dos paralelogramos quales-
quiera F A , T A , sobre los lados A B , A C de un 
triángulo ABC, y alargados los lados FG, T H , has
ta que concurran en M-, si se tira M A , y por los 
extremos de la base BC se levantan dos parale-
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las B P , C E á M s í , que se terminen , ó en los lados 
FG , T H de los paralelogramos, ó en sus prolon
gaciones G M , H M ; y en fin se tira V E : será 
BDEC un paralelogramo igual á los dos C H , y JBG, 
Fig* 6 9. 

Prolongúese M¿4} hasta que corte la base BC 
en iV: siendo ( 1 0 7 ) D B , y CE ¡guales, y para-> 
lelas á la tercera yfTJf, serán iguales , y parale
las ( 9 9 ) entre s í , y BE será un paralelogra
mo ( 1 0 6 ) dividido en dos P B , y PC por la M N ; 
de los quales PC zn A E ( 109 ) por estar sobre 
la base común CE ^ y entre unas mismas paralelas; 
pero A E rz: A T por la misma razón : luego PCzz: 
A T , Del mismo modo se demostrará ser PBzzzAF; 
y por consiguiente será BE — AF-+- AX* Que es &c. 
Se vé claramente ser la proposición un caso particu^ 
lar del teorema Hemostrado en este escolio. 

P R O P O S I C I O N X L V I I I . 

126 Si el quadrado descrito sobre el lado BC 
de un triángulo BAC, es igual á los quadrados de 
los otros dos lados A B , AC', el ángulo BAC com-
prehendido por estos lados será recto. Fig. 70 . 

Sobre A C en el punto A levántese la perpen
dicular A D = A B , y tirada CZ> será ( 1 2 4 ) CD* 
~ AC% -H A I ) ' ' == —H 'AB'1 por A I ) = : A B 
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(const.) ; pero 5Ca = !^Ca Z § * (sup,): luego 
C D 4 = 5 C 2 ; por consiguiente ( 123 ) CDzzzBC, 
Luego los triángulos JSC/f, DCsí tienen iguales sus 
tres lados ; y por consiguiente sus ángulos ( 69 ) , 
y siendo recto el ángulo D A C (const.), también lo 
será su correspondiente en el otro triángulo C¿4B. 
Que es &c. 
-

• 

• 
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L I B R O I I . 
D E F I N I C I O N E S . 

127 Todo paralelogramo rectángulo EFGA se 
dice estar contenido por las dos rectas E F , Esl, 
que comprehenden qualquier ángulo. Fig, 1. 

128 En todo paralelogramo ABCD, qualquie-
ra de los circadiámetros junto con los complemen
tos se llama gnomon, Fig. 2. A E - H EC -+- F H es 
un gnomon. Por abreviar, suele nombrarse KDG. 
También ^ f í -t- EC H— Ĝ fiT, ó bien es un 
gnomon. 

P R O P O S I C I O N í. 
12 9 Si de dos rectas i ^ " , A B , la una está 

dividida en qualquier número de partes A D , DE, 
E B , y la otra no; el rectángulo contenido por las 
dos ifcf, A B , es igual á los rectángulos hechos de 
la toda M , y de los segmentos de la otra A B , 
Fig. 3 • 

- Levántense AC perpendicular á y^Z?, y córte
se A F - = . M ; por el punto F , tíresela recta inde
finita FG paralela á A B , y en los puntos Z), E, B, 
levántense las perpendiculares D H , ET , BG, que 
serán ( 95 ) paralelas entre sí, y á la ^ F . El rec
tángulo F A x A B zzz F A x A D -f- H D x 
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TE x EB; pero DHy y JSTson(i 07 ) iguales á A F , 
6 M (coast.): luego será M * A B z = z M * A D ' * ~ M x 
D E M x EB. Que es &c, 

P R O P O S I C I O N I I . 
• . • 

130 Si una recta A B se divide de qualquier 
modo en C ; el quadrado de la toda es igual á los 
rectángulos hechos de la misma A B por cada uno 
de sus segmentos ¿4C, CB, Fig. 4. 

Suponiendo ZXfízz:.^ será ( 129 ) D E K A B 
= D E x A C -+- DE x CB ; pero D E zz A B : lue
go será Í f 5 2 = ^ 5 x -H ^ 5 x J?C. Que es 6cc. 

P R O P O S I C I O N I I I . 

131 Si una recta A B está dividida de qual
quier modo en C ; el rectángulo de la toda A B , y 
de uno de sus segmentos A C , es igual al quadrado 
de este segmento, y al rectángulo de los segmentos 
A C , CB. Fig. 5. 

Suponiendo D E =— A C , será ( 1 2 9 ) A B x 
D E z ^ A C x D E - t - C B x D E ' , pero A C = DE: 
luego será A B x A C z z AC2 CB x AC. Que es 6ÍC. 

P R O P O S I C I O N I V . 

132 Si una recta A B está dividida en dos qua-
lesquiera segmentos A C , CB; el quadrado de la toda 
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/ ÍB es igual á los quadrados de las partes AC¡CB, 
y á dos rectángulos hechos de las mismas partes; 
esto es, ^ 5 a = : ^ C a - H C f í 2 - * - zACxCB. Fig. $. 

Consta ( 1 3 0 ) que ^ B * zn A B x AC H - A B 
x CB ; pero ( 1 3 1 ) ^ B * ^ = ^ C 1 x 

, y por lo mismo yf5 x CB — ^ C g 2 A C x C B i 
luego ^ B 2 = Z C 2 -4-C52-H 2 ^ C x C5. Que es &c. 
0 .-. : V . - ñ vi - K > * A ••' '• ' ' Z • \ ' OS 

P R O P O S I C I O N V. 
^CI -f- ÍÍ^A x 3 s ::::: ̂ ./j SLU X U . ^ I-IU- / a j 

133 Si una recta ^ 5 se divide en dos partes 
iguales ACy CB, y en dos desiguales A D , D B ; el 
rectángulo formado de las partes desiguales, junto con 
el quadrado de la parte intermedia CD, es igual al 
quadrado de la mitad de la propuesta; esto és, A D x 
D B —f— C D * ~ CB%' Fig. 6. 

Se ha demostrado ( 1 2 p ) que A D x DB tzz 
x Z)^-t-CDx 1)5; pero A C = C B {sup.): luego 
x DB =zCB x DB CD * DB. Y siendo ( 13 1 ) 
CB x DB zzz CD x D 5 -4- DB*, será ^fZ) x DBzzz 
i C D x D B -H.DZP; y añadiendo CD1, será A D x DB 
^ C D 2 = 2 C D x D B - ^ D B 2 - ^ C D % — C B ' L ( ^ i ^ 2 ) t 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I . 
134 Si una recta A B se divide en dos par

tes iguales A C , CB , y directamente se le añade 
otra BD ; el rectángulo de toda la compuesta y íD 

D 
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por la añadida .5 D , junto cou el quadrado de la mi
tad CB de la propuesta , es igual al quadrado for
mado sobre la compuesta de esta mitad, y la añadida; 
esto es , A D x DB - H C5a CD2. Fig, 7. 

Consta ( 1 3 1 ) que A D * DB ^ Z A B K D B 
H - Sfí^V pero { 1 2 9 ) A B x D B = A C * D B 
CB * D B = 2 C B x D B , p o r serACzzzCB (sup.): lúe. 
go A D x DB z= 2CB * DB DB2, y añadiendo 

será A D x DB -f- C 5 2 = 2CB x D B D B * 
CB2— CD* ( 132 ) . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I L 
r ^ . \ ' . * * . '< ' 

1 3 5 Si una recta A B está dividida de qual-
quier modo en C; el quadrado de la toda, junto con 
el de una de las partes CB, es igual á dos rectán
gulos hechos de la toda por esta parte, mas al qua
drado de la otra parte AC\ esto es, ¿ÍB2-*- C5a=: 
2 A B * C B - * - AC*. Fig. 5. 

Se ha demostrado ( 1 3 2 ) que AB* z r AC* - H 
CB* - H 2 A C x CB , y añadiendo será A B * 
H - C S 2 = ^ C a - H 2 CZP-H 2 yfCx ; pero ( 1 3 1 ) 
' C B ^ A C x C B z z i A B x C B , y 2~CB%-*- 2 A C x C B 
— 2 A B x C B ; luego AB2-HCB*— AC*-*- 2ABXCB. 
^ue es &c. 

P R O P O S I C I O N V I I I . 
136 Si una recta A B está dividida de qual-



Cs i ) 
quier modo en el quádruplo del rectángulo he
cho de la toda por una de las partes Ci?, junto con 
el quadrado de la otra -^C, es igual al quadrado de 
una recta compuesta de la toda A B , y de la parte 
CB ; esto es , 4 A B * CB -4- ^C2 = A B ^ B C ^ 
Fig. g. 

Se ha demostrado ( 13S ) que 2 A B * CB -*~ 
^Ca = Jf5a-H CS4, y añadiendo i A B X CB , será 
4 A B x CB -+- AC* z=z 2 A B x CB H— AB*-*- CS* 
¿= A B + CB* ( 1 3 2 ) . Que es &c. 
•. • : • H .-̂  . , •. 5 ; 

P R O P O S I C I O N I X . 
- • • - . \ 

137 Si una recta A B se divide en dos partes 
iguales en C, y en dos desiguales en Z); la suma de 
los quadrados de las partes desiguales A D , D B , es 
igual al duplo de la suma de los quadrados de la 
mitad AC+ y de la parte intermedia CZ>; esto esf 
AD*-+~ D B 2 ^ 2 ^ C a - H 2CDa. Fig. 6, 

Consta ( 135 ) que l ^ * + C D * = Z 2 B C * C D 
-4- WD*', pero CS2 — ^C4 ( 1 2 3 ) , 2 Z?C x CZ? 
2 AC x CD, por ser CB É=£ A C ( sup. ) : luego será 
AC* - H CD2 = z A C x CD H - BD% y añadiendo 
^Ca-+- CD% será 2^C4- í - 2 C D a ^ C 1 - ! - CDa -+-
l A C x C D ^ - B D ^ pero ( 1 3 2 ) ZCaH- CD*-H-
2 A C x C D i = z A D z i luego será 2yfCa-+- zCD* =z 
AD*-*- D B \ Que es &c. 

Di j I 



-irí c . í ' i ' . - y 1:ih úlbtABkitá ío no obo-T IOÍÍJO 
P R O P O S I C I O N X. 

: 138 Si una recta ¿IB se divide en dos par-) 
tes iguales CB, y directamente se le añade otra: 
BD ; el quadrádo de la compuesta ¿4D, junto con 
el quadrado de la añadida B D , será igual al duplo 
de los quadrados de la mitad yíC de la propuesta, 
y de la compuesta CD de esta mitad, y la añadida; 
esto e s , ^ D 2 - H DB2=z 22C2-+- 2CD2. Fig. * j . 

Por estar la recta CD dividida en 2?, será (13 s): 
CB* - H CD* =5 2 x CD SD2; pero C52 == 
Í^C2 ( i 2 3 )V y 2 ^ x CD = i A C x CZ), por ser 
slC zzi CB : luego será ^ C 2 C D 2 = 2 x CD 
H - 5D2; y añadiendo ^C2 CD2, será 2^C2 H-' 
2CD2z3 á c 2 H - CD2-H 2 ^ C x CD-f- ̂ D2; pero; 
( 1 3 2 ) ^C2-+- CD2-H 2^C x C D = A D ' 1 i luego 
.a^C'-H 2 C D 2 = ^ D 2 - H M 2 . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X L 
f ^ l l O ; l i : i • 

139 Dividir una recta dada A B en dos seg
mentos tales , que el rectángulo hecho de la toda 
uno de sus segmentos sea igual al quadrado del otro, 
por Fig. S. 

Sobre ¿ÍB construyase ( 1 2 2 ) el quadrado ¿4C; 
divídase el lado ¿4D por medio en y tírese EB; en 
laE¿4 prolongada córtese sobre la ^i7" 

u cr 
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construyase el quadrado ¿4H y y será ~ x 
J5G. Prolongúese HG hasta y por estar D A di
vidida por medio en y añadida, será ( i 34) 
E F ^ — V F * FA-¥-EA'l \ pero ( 1 2 3 ) EF%=zEB% 
por ser = EB { conste, ) : luego EB^zz: D F x 
F^f F^a; pero ( 1 2 4 ) £ 5 * = EA* H -
luego ZB2 = DF>i F A - ^ E A ^ y por con-̂  
siguiente j?5a — - D F x F ^ ; esto es, el quadrado 
zz: rectángulo; y quitando el rectángulo común 
D G , quedará CG = A H ' , pero C G = A B * BG par 
ser B C — B A , y A H — A G \ luego A B KBGZ-AG'1* 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I . 
140 En qualquier triángulo obtusángulo -^^C, 

el quadrado del lado -ífC, opuesto al ángulo obtuso 
A B C y es igual á los quadrados de los lados A B , CBf 
y á dos rectángulos de la base BC, y de la prolon
gación BD de dicha base, hasta encontrar la perpea* 
dicular A D ; esto es , A C 2 = A B 2 B C 2 - ^ - zCB 
x BD, Fig, 9 . 

En el triángulo rectángulo A D C es ( 1 2 4 ) 
^C4z=CD3- i - ^D4 ; pero ( 132 ) CÜ'zz .CB '1-^ 
1CB x BD H- B D \ luego será ^ C ' ±H (72?*-h- 2 
y BD BD*-*- A D * ; y por ser ( 1 2 4 ) ¿ D * H -
AD2z=zABz, también será ^C2 z=z C^^ ~±-AB2 -4-

x .gP. Que es 6ÍC. 



( 5 4 ) 

P R O P O S I C I O N X I I I . 

141 En qualquier triángulo acutángulo B A C 
el quadrado de uno de los lados-^2?, opuesto al án
gulo agudo C, es menor que los quadrados de los 
otros lados A C , CB, de dos rectángulos de BC por 
CD , es decir, del lado sobre que se baxa la per
pendicular A D , y del segmento contenido entre di
cho ángulo, y la perpendicular; esto es, ^AC%~)rBC% 
i=AB'l-1r~' iBC*CD.Fig* 10. 

En el triángulo rectángulo A D C ( I 2^) ~AC% 
^=jÍDa-+-Z)Ca; y añadiendo CS2, también será AC* 
- ^ - C B ^ A J ) ^ DC'-+- CB*; pero (1 3 2) CB2=: 
QD* —t— zBD x DC -+- BD* : luego -H 
es AD% 2CD% —H 25Z> x Z>C JSZ)*; y por 
ser 3B4-HSD4 = ^ V ( 124 ) , y c D * - * - B D x 
DC = BC x CZ> ( 13 1 ) , también será ^Ca 
B C * = : A B * - * ' 2 B C x CD. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

142 Hacer un quadrado igual á un rectilíneo 
dado -^. i ^ . i t i 

Hágase ( 1 2 0 ) el rectángulo DBz=:A, y pro
longúese el lado DC, de suerte que sea CF =z CB 
( 62 ) ; divídase 7)F por medio en G ( 7 1 ) , y 
haciendo centro en G, con el intérvalo GD descrí-



( s s ) 
base el semicírculo D H F ; finalmente prolongada 
BC hasta la circunferencia en H y será CH% = 
Tirada GH, en el triángulo rectángulo GCH es (124)^-
GH'i-=zGC%^CH^ pero ( 12 3 ) GH2 zz GFa, por 
SQT GH = G F : luego será GF2 = GCa-H CHa; y 
siendo ( 1 3 3 ) GF2=: GC7, DC * CF , también 
será GC* -f- VC x CF zzz GC* eSa, y quitan
do GCa común, resultará = z D C x CF, ó PC 
x CB, por ser CF = CB. Que es &c. 

Div 
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14 3 V^írculos iguales son los que tienen diáme
tros, ó radios iguales ; y tales son GslCB, HDFE3 
cuyos radios G¿4, H D son iguales. Fig. i , 

144 Se dice que una recta ¿4B es tangente 
del círculo F E B r quando encuentra un punto de su 
Gircunferencia , y prolongada cae toda fuera del cír
culo. La recta H E , que une dos qualesquiera pun
tos H , E de la circunferencia, se llama cuerda, ó 
subtensa, y qualquiera parte de la circunferencia 
arco del círculo. Fig. 2. 

145 Círculos que se tocan son los que tocán
dose mutuamente no se cortan; y tales son los cír
culos D A C 9 E A B , BGF: pero los círculos BGF, 
HFG no se tocan, sino que se cortan. Fig, 3 . 

,146 Se dice que dos cuerdas F E ^ K L distan 
igualmente del centro G de un círculo, quando las 
perpendiculares G H , G N tiradas de dicho centro 
sobre las mismas cuerdas , son iguales: al contra
rio se dirá, que BC dista mas del centro que K L , 
porque la perpendicular GT es mayor que GN, 
Fig, 4«. 

147 Segmento de un círculo es una figura 
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comprehendida en un arco, y su cuerda, como ABC* 

148 Angulo del segmento es el formado por 
un arco, y su cuerda; y tales son los ángulos Os2D, 
ODA, Fig. 5, " n< zo\ : ' toUso'i ' \» 1 

; 149 Angulo en̂  él- segmento es él formado 
por dos cuerdas, que concurren eii un punto de la 
periferia del segmento , y se terminan en los extre^ 
mos de la cuerda, que es base de.dicho segmento;-
y tales son los ángulos ABC, AEC en QÍ segmentó^ 
ABC. Fig, 5. ; J 

o 15 0 El ángulo formado por dos cuerdas» que 
concurren en un punto'de la circunferencia , y tam^ 
bien el formado por dos radios , se dicen insistir so— 
bre el arco contenido por los lados del ángulo ; y 
así los ángulos ABC ^ AGG insisten; ? ¡sobre' íei^arccM. 
A T C Fig, 1. . . J A ^ j O K O ioluo 

1 51 Sector del círculo es la figura contenida^ 
por dos radios, que forman ángulo én el centro» y 
por el arco jquê  comprehendén* La figura .^DB es-
sector del círculo A B A , cuyo centro es D. Fig, 6» 

152 Segmentos semejantes de círculos son en 
los que hay ángulos iguales ; y así los segmentos 
ABC y 'D-EF: serán semejantes, si son iguales los :án'-i 
gulos ABC, D E F formados en ellos. Fig. 7. I 



PROPOSICIÓN m 

153 Hallar el centro de un circula dado 
dBC. Fig. 8. 

Tírese en el círculo qualquiera cuerda A C , que 
se dividirá por medio en E \ levántese la perpendi
cular B D , que se alargará por una , y otra parte 
hasta la circunferencia , y dividida por medio en 
se tendrá el centro del círculo en este punto de su 
división. Si F no es el centro, estará este fuera de 
la BD en un punto C?, por exemplo, del qual tira
das las rectas G A , GC, GE, será G y f r z G C j pero 
A E = EC ( constr. ) , y GE común:. luego en los 
triángulos A E G , CEG serán ( 69 ) los ángulos AEG, 
CEG iguales; y por consiguiente rectos; y por lo tan
to el ángulo GE A t=i BE A , lo que es imposible: 
luego no estando el centro fuera de la B D , ni tampo
co en otro punto de ella , será el punto F centró 
del círculo ABC. Que es &c, 

C O R O L A R I O , 

1 5 4 Es claro que si alguna recta BD corta en 
un círculo perpendicularmente á otra. CA en dos 
partes iguales , se hallará en ella el centro del cír
culo. 



( 6 o ) 

P R O P O S I C I O N ir. 

t SS La recta que junta qualesquiera^dos 
puntos ¿4 jB de la circunferencia del círculo síCB, 
cae dentro del círculo. F¿g. 9 . 

Tómese qualquier punto D en la recta -^i?, y 
tírense al centro C las rectas €¿4, CD, CB, Por ser 
CA = CB, será ( 6 4 ) el ángulo CAB z=z CBA\ 
pero ( 8 r ) el ángulo externo CBB > CAD\ luego 
será el ángulo CDB > CBA y de donde resulta que 
en el triángulo será ( 8 6 ) el lado > CD\ 
luego el punto D está dentro del círculo. Lo mismo 
se demostrará de qualquier otro punto de la recta 
A B ; por consiguiente toda ella cae dentro del círculo. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N I I I . 
156 Si la recta 7)5, que pasa por el centro 

E del círculo -Syf^C, divide en dos partes iguales 
A F ^ FC una recta yfC, que no pasa por el centro; 
dicha BD será perpendicular á A C 5 y si B D es 
perpendicular á A C , la dividirá por medio. Fig . io* 

Tírense los radios E A , EC, 
I . En los triángulos A F E , CFE es A F = FC 

(sup. ) , E A = . E C , y el lado E F común : lue
go ( 6 9 ) serán iguales los ángulos E F A , EFC; y 
por consiguiente rectos. 



( ^ ) 

I I . Los ángulos EFA> EFC son rectos (sup.), 
y por consiguiente iguales , lo son también ( 64 ) 
los ángulos EAC, ECA , y finalmente el lado E F 
es común á los triángulos E F A , EFC: luego se-' 
tá ( 9 3 ) A F =2 FC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N I V . 

157 Si en el círculo ACD se cortan dos cuer
das A B j C D , que no pasan por el centro; no se 
dividirán mutuamente en partes iguales. Ftg. 1 1. 
" Si la una pasa por el centro , es evidente que 
cortándola la otra fuera de él , no la dividirá en 
partes iguales. Pero si ninguna de las rectas A B , 
CD pasa por el centro , tírese .EF del centro i?, y 
Si se dixese que dichas rectas están divididas por 
medio en F, serían ( 1 5 6 ) rectos los ángulos EFD, 
E F B ; y por consiguiente iguales, lo que es imposi
ble. Luego &c. 
-1; . - • f j . • 

P R O P O S I C I O N V. 

158 Si dos círculos BAC\ BDC se cortan mu
tuamente ; no tendrán un mismo centro E. F i g , i 2 . 

Si esto fuese posible, tirando del común centro 
E los radios E B , E D A , serian iguales E D , EB, 
E A j lo que es un absurdo. Luego 6ÍC. 
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P R O P O S I C I O N V I . 
• . • 

159 Si dos círculos B ^ C , BDE se tocan in

teriormente en un punto 5 ; no tendrán un mismo 

centro F, Fig. 1 3. 

Si tienen un mismo centro F , tiradas las rec

tas F B , F D A , serán iguales las F D ^ F B ^ A , lo 

que es imposible. Luego & c . 

P R O P O S I C I O N V I I . 
. • 

160 Si en el diámetro A B de un círculo se 

toma qualquier punto G , que no sea el centro, y de él 

se tiran rectas GC, GD7 GE á la circunferencia; la 

mayor de todas ellas será la parte GA del diámetro 

en que se halla el centro, y la mas pequeña la otra 

parte GB del d iámetro; de las demás rectas la GC, 

que está mas cerca de la GA , será mayor que la 

DG mas apartada ; y del punto G únicamente se 

podrán tirar dos rectas, una á una iguales, es á sa

ber, una á cada ládo del diámetro. Fig. 14. 

Del centro F tírense las rectas F C , FD } FE; 

construyase ( 9 0 ) el ángulo B F H me BFE , y 

tírese la recta GH, 

I . Por ser FAz=FCy será también GA—GF-+-
FC; pero (87) G F - Í - F C > G C : luego s e r á ^ G > G C . 

I I . E n el triángulo FGE es ( 8 7 ) FE < FG - H 
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( ^ 3 ) 

GE ; pero FE z=: FB i luego será FB < F G -H GE, 
y quitada la común FG , será GB < GE, 

I I I . En los triángulos GFC, GFD el lado GF 
es común , FC = F D , y el ángulo GFC > GFD: 
luego ( 9 i ) la base GC > GZ). 

IV. Los triángulos G F H , GFE tienen el lado 
GF común, F H z=z FE , y el ángulo G F H = G F E 
( constr. ) : luego será ( 6 3 ) la base G H zzi GE, 
Consta por lo dicho, que ninguna otra GC puede 
ser igual á GE, GH. Que es 6ÍC. 

P R O P O S I C I O N V I I I . 

161 Si de un punto A puesto fuera del cír
culo KBEFy se tiran rectas, A T y A H yAG , A F á 
la circunferencia cóncava; la mayor de todas será 
A T que pasa por el centra K r y de las demás, la 
mas cercana á esta será mayor que la mas distante, 
como A H > A G ; pero de las rectas terminadas en la 
circunferencia convexá r será la mas pequeña la A B , 
que prolongada pasa por el centro v y la j f C , que 
está mas cerca de A B , será menor que la mas apar
tada AT>\ finalmente de dicho punto A no se po
drán tirar mas de dos rectas iguales, una á una á la 
circunferencia convexá , y lo mismo á la cóncava, 
una á cada parte de la que pasa por el centro. 
Fig. 1 s. 
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Del centro K tírense las rectas K H , KG y KFt 
KC, K D , K E ; construyase ( 9 o ) el ángulo A K L 

' ~ AKC, y tírese A L , 
I . En el triángulo A K H es ( 8 7 ) A K + K H 

> A H , pero A K K H =1 A T : luego será A T 
>- A TI, 

I I . Los triángulos A K H , A K G tienen el lado 
A K común, K H — KG, y el ángulo A K H > AKG', 
Juego será ( 9 1 ) la base A H > AG, 

I I I . En el triángulo KCA es ( 8 7 ) K A < KC 
-+-CA; pero KB zzz KC \ luego ^ 5 < ^ C . 

IV. Por estar el punto C dentro del triángulo 
^ADK, será ( 8 8 ) CA —t— C ^ < A D - ^ B K ; pero 
M zzi D K : luego < 

V. Los triángulos A K C , A K L tienen el lado 
A K común, K C = i K L , y el ángulo A K C = A K L 
( constr.) : luego ( 6 3 ) AC z=. A L , Consta por lo 
dicho, que ninguna otra A E puede ser igual á AC¡ 
A L , Con semejante preparación se demostrará lo 
mismo respecto á la circunferencia cóncava. Que 
es &c. 

P R O P O S I C I O N I X . 
162 Si de un punto A puesto dentro del cír

culo BCK se pueden tirar á la circunferencia mas 
de dos rectas iguales ; dicho punto será el centro. 
Fig. 1 6. 
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Constando ( 160 ) que de ningún punto fuera 
del centro se pueden tirar á la circunferencia mas 
de dos rectas iguales, será por consiguiente dicho pun
to A el centro del círculo BCK% Que es &c, 

P R O P O S I C I O N X. 

1(53 Dos círculos , TEKFL no se 
pueden cortar mas que en dos puntos. Fig. i 7, 

Córtense, si fuese posible, dichos círculos en tres 
puntos T , K 3 L '> tírense T K , K L v divídanse por me
dio en iW, iVj y de los puntos M , N levántense las per* 
pendicularesi&fCjiVT/: los dos círculos tendrán (15 4) 
el centro en cada una de dichas perpendiculares; y 
por consiguiente en el punto O , donde ellas se 
cortan: luego dos círculos, que se cortan, tienen un 
centro común , lo que es imposible ( 158 ) . Lue
go &c. 1 

P R O P O S I C I O N X L 
1 54 Si dos círculos G A D E , FABC se tocan 

interiormente ; la recta FG , que junta los centros, 
prolongada pasará por el punto A del contacto* 
Fig, 1 8. 

Si no es así , la recta FG prolongada cortará 
las circunferencias de dichos círculos fuera del con
tacto A , de suerte que no sea FGA una recta, y 
lo sea FGDB 1 en este caso por pasar Gi? (sup. ) 

E 



(66) 

por el centro F del círculo mayor , será BG < GA 
( i 6 o ) ; pero GA =z GD, por radios del círculo 
A D E : luego será BG < GD, lo que es imposible. 
Luego &c. 

P R O P O S I C I O N X I I . 
165 Si dos círculos A C D , BCE se tocan ex-

teriormente en C ; la recta , que junta los centros A , 
B , pasará por el punto del contacto. Fig. 19. 

Porque á no ser así, la recta, A D E B , que jun
ta los centros A , B , cortaría las circunferencias fue
ra del contacto C en los puntos D , E , y tiradas AC, 
y CB , sería ( 8 7 ) A D E B < AC-+-CB; pero A C 

CB m A D - H BE : luego será A D E B < A D ~ * ~ 
B E , lo que es imposible. Luego &c. 

P R O P O S I C I O N X I I I . 

1 6 6 Un círculo no puede tocar á otro , ni inte
rior, ni exteriormente, mas que en un punto. Fig, 20. 

I . Si fuese posible , toqúense, interiormente los 
círculos CAE9 B A H en dos puntos en este 
caso la recta CB, que junta los centros C, B , pro
longada ( 1 6 4 ) pasará por A , y Hh y por consi
guiente será CHz=zCAi pero B H > C H , y B H 
B A : luego será B A > CA > lo que es imposible. 

e I I . Asimismo si los círculos CAE, EFG se pu-
diesen tocar exteriormente en dos puntos E , F ; tirada 



( « 7 ) 

JEF , estaría ( i g s ) dentro de ambos círculos: luego 
dichos círculos se cortarían mutuamente contra lo su
puesto. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

167 En el círculo E A B C las rectas iguales 
ACy B D distan igualmente del centro E'x y las rec
tas ACyBDy que distan igualmente del centro ¿?f 
son iguales entre sí, Fig, 1 1 , 

Báxense del centro ü? las perpendiculares EG,EF 
á las rectas BD, A C 7 qUe quedarán divididas por me
dio en G, F ( 1 S 6 ) ; y tírense las rectas E A , EB. 

I . Siendo la recta ACzizBD (sup.) y también se
rán iguales sus mitades A F , B G i esto supuesto, por 
ser los tningulosAFEjBGE rectángulos, será (12 4) 

= / f F * H- FE2, y 5 l ? = = 5G2H-.G£2; pero 
( 1 2 3 ) Zfi2 == SE2, por ser AE = EB : luego 
será ^ F 2 - i - FE2:= 5G2-4- GE2, y quitando los qua-
drados iguales de las rectas AF, BG iguales, resultará 
F£a zz: G£*; y por consiguiente ( 12 3 ) FE=GE* 

I I . Por ser los triángulos ^ F - E , BGE rectán
gulos en F , G, será A W A A M ^ F E \ y EB* = 
5G2-I-GE2; pero ( 1 2 3 ) ^ 2 =:5E2, por ser AE 
z=- BE : l u ^ o será ^ a ^ i ^ 2 s ^ * -h- GE% y 
quitando los: quadrados iguales de las rectas FE, 
EG iguales (sup.), resultará AF2=BG2i por con-

£ i j 



( 6 8 ) 

siguiente s4F = BGí y A C ^ z B D . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V . 

i 6 8 De las rectas que se pueden tirar den
tro de un círculo GABC, la mayor es el diámetro 
A D , y la mas próxima á él , como E F , es mayor 
que la mas distante BC. Fig. 1 2 . 

I . Tiradas GC, será el diámetro ADzzi GB 
•4- G d pero ( 8 7 ) GB~i~GC>BC: luego ¿4D>BC. 

Ií. Sea la distancia G J > GH. Córtese G N = 
G H , y en el punto N levántese la perpendicular 

: finalmente tírense las rectas GA*, GL, Los trián
gulos KGL , BGC tienen el lado KG fas- B G , GL 
z=. GC, y el ángulo KGL > BGC: luego ( 9 1 ) ten
drán X L > BC; pero ( 1 6 7 ) FE = K L : luego será 
FE > 5C. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I . 

169 La perpendicular CD á la extremidad del 
diámetro es tangente al círculo B ^ Z H en el 
punto y entre ella , y la circunferencia no se 
puede tirar del punto ¿4 otra recta ¿ÍZ , sin que 
corte al círculo. Fig. 23 . 

I . Del centro B tírese B F á qualquier punto 
F de la recta CD, y por ser el triángulo B¿4F rec
tángulo, será ( 8 6 J B F > B¿4 ; pero BÉI = BG: 



imgo será B F > &G ; y por consiguiente el punta 
F , como qualquiera otro punto de la recta C D , cae¿ 
rá fuera del círculo, y solo el p u n t o s e r á común 
á la recta , y al círculo : luego CD tocará ( 1 4 4 ) 
al círculo en el punto ^ 

11. Tírese del centro JS la perpendicular BE i 
la recta y en el triángulo rectángulo BE¿4 se
rá ( 8 6 ) B A > B E \ por consiguiente BE menor 
que el radio: luego la A Z corta el radio B T , y por 
consiguiente al círculo. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I , 

170 Dado un punto en la circunferencia del 
círculo DBC, como B , 6 fuera de ella, como ¿4, t i 
rar desde él una tangente al círculo. Fig, 24 . 

I . Tírese el radio D B , y levántese sobre él en 
el punto B la perpendicular B E , que será ( 1 6 9 ) 
la tangente que se pide. 

I I . Tírese la recta D ^ , y con ella como radio 
desde el centro descríbase un círculo; en el punto 
2?, en que el círculo dado corta á la D A , levántese 
sobre esta recta la perpendicular B E , que cortará 
al círculo que se ha descrito en E ; tírense E D , y 
CA, que^será la tangente que se pide. Pues los trián
gulos ACD , E B D tienen los lados A D zz E D , CD 
zz iBD, por radios de unos mismos círculos, y el 

Eüj 



( 7 0 ) 

ángulo ¿4DCcomún: luego ( 6 3 ) 6 ! ángulo ACD m 
EBD 9 y siendo este recto , también lo será el otro 
jdCD; por consiguiente ( 1 6 9 ) ¿40 tangente al cír
culo DBC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I I . 
h m • ni 1 ir o i b f J .11 

171 Si la recta ¿4B toca al círculo^.BDC en 
el punto , y se tira el radio FE al punto del con
tacto E ; será este perpendicular á la tangente* 
F*g' 2 , 

Si se dixese que F E no es perpendicular á ̂ 72?, 
lo será otra FG, qüe cortará ( 144 ) la circunfe
rencia en y por ser el ángulo rFGE recto (sup.), 
será FE > FG 5 pero FE = ; luego i7X> > FG, 
lo que es imposible. Luego &c. 

P R O P O S I C I O N X I X . 

172 Si la recta ¿IB toca al círculo C D E , y 
en el punto C del contacto se levanta la perpendi
cular CE á la tangente ¿4B ; estará el centro del 
círculo en dicha perpendicular. Fig. 2 6. 

Si no fuese así , estaría el centro F fuera de 
CE ; y tirando FC , seria ( 1 7 1 ) recto el ángu
lo FCB-, pero el ángulo ECB es recto ( sup.): lue
go será el ángulo ECBz=zFCB^ lo que es imposi
ble*, Luego &c. 
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P R O P O S I C I O N X X . 

173 El ángulo BBC, formado en el centro D 
de qualquier círculo DABC, es duplo del ángulo 
BAC en la circunferencia; con tal que ambos insis
tan sobre un mismo arco 5C. Fig, 27 . 28 . 2 9 . 

I . Esté el centro "D dentro del ángulo B A C 
(Fig. 2 7 ). Tírese A D , y prolongada será ( 1 o 1 ) 
el ángulo externo BDE = D A B - i - D B A ; pero 
en el triángulo isósceles B D A es ( 6 4 ) D A B 
D B A : hiQgo será BDE =z zBAE, Del mismo mo
do se demostrará el ángulo CDEz=z2CAE i luego 
será el ángulo S-DC : = 2 BAC, 

I I . Si el centro D ( Fig. 2 8 ) estuviese en BA, 
se demostrará del î xsmo modo el ángulo BDCzzz 
zBAC. 

I I I . Finalmente esté el centro D fuera del án
gulo i?^C {Fig, 29 ) . Tírese el diámetro A D E , y 
será el ángulo SDCzz: iDACy y el ángulo EDB=z 
z E A B : luego será ( 5 9 ) el ángulo BDCz=zzBAC* 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I . 
174 En todo círculo .ED^f^ los ángulos 

D A C , DBC, que están en un mismo segmento, son 
iguales entre sí. Fig, 3 0 . 3 1 . 

I . Si el segmento D A B C es mayor que el se-
Eiv 

^ \ • 



( 7 ^ ) 

micírculo (Jffy 3 0 ) ; tírense ¡os radios ED3 EC} y 
el ángulo E será ( 1 7 3 ) duplo de ^f , y también de B: 
luego A ^ z B , 

I I . Si el segmento DABC no es mayor que el 
semicírculo ( Fig. 3 1 ) ; dichos ángulos serán tam
bién iguales : porque en los triángulos A F D , BFC 
es el ángulo F D A =z. FCB, por el caso anterior, 
y ( 7 9 ) A F D z z B F C ; luego ( 1 0 3 ) DAF=zCBF, 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I I . 
1 7 5 En todo quadrilátero vfi?CZ>, cuyos án

gulos están en la circunferencia dé un círcúlo ; los 
ángulos opuestos son juntos iguales á dos rectos, 
Fig, 32 . 

Tirada A C , será ( 1 7 4 } el ángulo BACzzz 
BBC, y B C A z = z B D A i luego BAC H— ECAzzz 
BBC H - B B A , esto es, el ángulo ABC-zizBAC 
- i - BCA, y añadiendo el ángulo ABC, será ABC**-
A B C z=z ABC B A C BCA; pero estos tres 
ángulos son ( 1 o 1 ) iguales á dos rectos : luego 
ABC H - A B C son también iguales á dos rectos. 
Del mismo modo se demostrará ser los otros dos 
B A B , BCB iguales á dos rectos. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I I I . 

17 6 Sobre una misma recta CM, y ácia una 



( 7 3 ) 

misma parte, no se pueden describir dos segmentos 
de círculo C D A , CBA desiguales, y semejantes, 

Fig- 33-
Dichos* dos segmentos CDA > CBA no se po

drán cortar sino en los puntos C , y A \ pues de lo 
contrario se cortarían dos círculos mas que en dos 
puntos, lo que es imposible ( 163 ) ; por consi
guiente el uno como ABC contendrá al otro A C V . 
Esto supuesto tírese C B , que corte la circunferen
cia interior en D , y tírense A D 3 AB. Siendo, 
pues , los segmentos CDA y CBA semejantes (sup.), 
los ángulos en ellos serán ( 1 5 2 ) iguales ; esto 
es , CDA — C B A , lo que es imposible ( 8 1 
Luego 6tc. 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

177 Los segmentos de círculo semejantes ABC, 
JD-EF, descritos sobre rectas iguales-ífC, D F , son 
iguales entre sí. Fig. 3 4. 

Coloqúese el punto D sobre el punto A , y la. 
recta D F sobre la AC; caerá el punto F en C, por 
ser DFzzz AC ( sup. ) : en este caso si no se ajus
tasen los segmentos semejantes D E F , A B C , queda
rían descritos sobre una misma recta A C , y ácia 
una misma parte, dos segmentos desiguales, y seme
jantes , lo que es imposible ( 17 6 ) : luego se ajusr-
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tarán dichos segmentos , y por consiguiente serán 
iguales. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X V . 

17 8 Dado un segmento ABC un círculo, 
completar el círculo. Fig. 3 5. 

Tírense de qualquier modo dos cuerdas ¿íB, 
BC\ divídanse por medio en 7> , ; y en estos pun
tos levántense las perpendiculares D F , E F , que se 
cortarán en un punto JP, que será el centro ; por 
consiguiente desde él con el radio JTO se comple
tará el círculo. Debiendo estar el centro ( 1 5 4 ) 
en las perpendiculares D F , E F ^ estará en el punto 
F común á las dos. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

179 En los círculos iguales GABC, H D E F 
los ángulos iguales, que están en los centros G, / / , ó 
en las periferias B , E , insisten sobre arcos iguales 
A C , DF. Fig, 7. 

Los triángulos AGC, B H F tienen G A = : H D , 
G C = z H F , y ( sup.) el ángulo AGC =z f J : hiégo 
{ 6 z ) ACz=: D F ; pero ( 1 7 3 ) los ángulos B} E son 
mitades de los ángulos G, H : luego É = . E , Y (152 ) 
los segmentos A B C , D E F son semejantes ; pe
ro estos segmentos están sobre rectas iguales AC, 



( 7 S ) 

P F { demost. ) : luego ( i 7 7 ) el segmento y4BC 
rzzDEF', y si se restan de los círculos iguales (sup.), 
los segmentos residuos ¿ÍTC, D K F serán iguales, y 
se ajustarán sus arcos. Que es &c, [ 

P R O P O S I C I O N X X V I I . 

180 En los círculos iguales GABC, H D E F 
los ángulos que insisten sobre arcos iguales 
DKF, y que están en los ceíitros G, H } 6 en las peT 
riferias B , E , son iguales entre sí. Fig. 7. 

Si se niega, sea el ángulo ¿4GC > H : hága
se el ángulo ¿4GT=: H , y será ( 1 7 9 ) el arco A T 
^ D K F ; pero ( sup. ) s i r c = z D K F : luego ATzz: 
ATC, lo que es imposible: luego el ángulo AGC—H^ 
y B zz, E , que son sus mitades ( 1 7 3 ) . Que es &c. 

E S C O L I O . 

181 Si la recta E F es tangente al arco de 
círculo BAC en el punto A , donde queda dividido 
el mismo arco en dos partes iguales ; será paralela 
á la cuerda BC ( Fig, 3 6 ). Tirados los radios DB, 
D A , DC, los triángulos DGB, PGC tienen 2 ) 5 = 
DO, DG común, y ( 1 8 0 ) el ángulo 5 D ^ = z ^ i 9 C , 
por ser el arco ABz-:AC>(:swpí ) ;) por consiguien
te ( 6 3 ) será el ángulo DGB =zDGC, y cada uno 
de ellos recto ; pero ( 1 7 1 ) el ángulo D A F es 



( 7 « ) 

recto: luego (95) rectas C 5 , FE serán paralelas. 

P R O P O S I C I O N X X V I I I . 

182 En los círculos iguales GABCy H D E F 
las cuerdas iguales A C 9 D F cortan las periferias en 
arcos respectivamente iguales, el mayor ABC al ma
yor D E F , y el menor ATO al menor DKF, Fig. 7. 

Tírense los radios GA, GC, y H D , H F . Los 
triángulos A G C , D H F tienen GA = H D , GC 
= H F , y (sup. ) A C ^ D F : luego ( 69 ) el ángu
lo ^GCzz: ; y por consiguiente ( 17 9 ) el ar
co ATC zzi D K F , y quitando estos délas circunfe
rencias iguales, quedará el arco t súáuoABC—DEF. 
Que es 6cc, 

E S C O L I O . 
183 Si la cuerda A C es mayor, ó menor que 

D F en círculos iguales, también el arco ATC será 
respectivamente mayor, ó menor que D K F , si los 
arcos ATC, D K F son menores que la semicircunferen
cia {Fig.y), Porque siendo los lados AG, GCdel trián
gulo AGC iguales á los D H , H F del triángulo 
D H F , y la base A C > D F , será ( 9 2 ) el ángulo 
AGC > D H F \ y si se construye el ángulo TGA 
a= F H D > será ( 1 7 9 ) el arco T A 5=5 F K D \ por 
consiguiente el arco C T A > FKD, 
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P R O P O S I C I O N X X I X . 

184 En los círculos iguales GABC9 H D E F 
las subtensas ^fC, D F de arcos iguales ATC, D K F 
son iguales. Fig, 7. 

Tírense los radios G A , GC> y H D , H F . Los 
triángulos ¿4GC , D H F tienen GA = H D , GC 
zzzHF, por radios de círculos iguales , y ( sup. ) el 
arco A T C ^ z D K F : luego tendrán ( 1 8 0 ) los ángu
los AGCy y H iguales; por consiguiente ( 5 3 ) las ba
ses, ó cuerdas A C , D F serán iguales. Que es ¿kc. 

P R O P O S I C I Ó N X X X . 

18 $ Dado un arco de círculo, dividirlo en dos 
partes iguales. Ftg, 3 7. 

Tírese la cuerda A C ; divídase por medio en 
D ; y levántese en este punto la perpendicular Z)5: 
será el arco A B z u B C , Porque juntando A B , y BC9 
los triángulos A B B , CDB tienen A D — D C (const.), 
D B común , y los ángulos A D B , CDB rectos 
(const.): luego la base A B = BC ( 6 3 ) ; pero 
las cuerdas iguales en círculos iguales ( y por con
siguiente en un mismo círculo ) subtenden arcos igua
les ( 182 ) : luego el arco A B es BC* Que es &c. 



( 7 * ) 

P R O P O S I C I O N X X X L 

i 8 6 El ángulo ABC que está en el semicír
culo es recto ; el que está en un segmento mayor 
que el semicírculo es agudo, como BAC', y el án
gulo que está en un segmento menor que el semicír
culo es obtuso, como BFC; finalmente el ángulo del 
mayor segmento BAC es mayor que el recto; y el 
del segmento menor BFC es menor que el recto. 
Ftg. zS. 

I . Del centro D tírese el radio D B , y por ser 
DB z=z D A , será ( 6 4 ) el ángulo A = A B D ; por 
lo mismo en el triángulo BDC será DCB DBC, 
pero el ángulo ABC es la suma de A B D , y DBC: 
luego también es la suma de sus iguales BAC7 y BCAj 
y por consiguiente ( 1 0 4 ) el ángulo A B C recto, 
como también EBC. 

I I . Siendo el á n g u l o r e c t o , será ( 83 ) el 
íngulo BAC agudo. 

I I I . En el quadrilátero ABFC los ángulos A \ F 
son ( 175 ) iguales á dos rectos; pero A es menor 
que un recto ( demost. ) : luego F será mayor que 
un recto. 
. . IV. Finalmente el ángulo formado por la cuer
da BC, y el arco del mayor segmento BAC es ma
yor que el recto C B A ; y el formado por la misma 
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BC, y el arco del segmento menor JBFC es menor 
que el recto CBE. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X I I . 

187 Si en un mismo punto C de la circunfe
rencia de un círculo concurriesen una tangente ^ B , 
y una secante EC; los ángulos que forman las dos 
en el punto del contacto, son respectivamente igua
les á los que pueden formarse en los segmentos al
ternos; esto es, E C B ~ E D C , ECA—EFC. Fig.^ 9 . 

I . En el punto C del contacto levántese la per
pendicular CD , y tírese DE, Siendo CD ( 1 7 2 ) 
diámetro , el ángulo DEC en el semicírculo será 
recto ( 1 8 6 ) , y por consiguiente ( 1 0 4 ) serán los 
ángulos E D C , y DCE iguales á un recto ; pero el 
ángulo DCB es recto ( const. ) : luego si de los án^ 
gulos EDC, DCE , y DCB iguales se quita el co
mún .DCi?, quedará ECBz=.EDCz=z i otro qualquie-
ra formado en el mismo segmento ( 1 7 4 ) . 

I I . En el quadrilátero DCFE los ángulos D , y F 
son iguales ( 1 7 $ ) á dos rectos; pero ( 7 4 ) EC¿4y 
y ECB son iguales á dos rectos: luego ECA - i - ECB 
z=zD-{~F',y quitando E C B = D (demost.) , queda 
ECA = F, Que es &c. 



( 8 o ) 

P R O P O S I C I O N X X X I I I . 
i 8 8 Sobre una recta dada A B describir un 

segmento de círculo capaz de contener un ángulo 
igual á un ángulo rectilíneo dado. Fig. 40,41. 

I . Si el ángulo dado es recto ; divídase A B por 
medio en í 1 , y haciendo centro en F, con el inter
valo F A descríbase el semicírculo A D B , que se
rá ( 1 8 6 ) el segmento que se pide. Fig. 4 0 . 

I I . Si el ángulo dado C es agudo; construyase 
el ángulo JBAD = C {F ig , 4 1 ) , y en el punto A 
levántese sobre H D la perpendicular .^i?; en el otro 
extremo B de la dada A B hágase un ángulo A B F 

F A B , y el lado B F cortará ( 5 2 ) á la A E en 
un punto F. Gon el centro F , y el radio F A descrí
base un círculo, que pasará por B (por ser el án
gulo FABzmFBA (const.), y por consiguiente (6 6) 
FAz=zFB), y el segmento ATB será el que se pi
de. La recta A E es diámetro, por estar en ella el 
centro (const.) , la recta H D tangente ( 1 69 ) , por 
serle perpendicular en A (const.), y A B secante: 
luego el ángulo BADzzzATB ( 1 8 7 ) , y el segmen
to ATB es capaz del ángulo B A D = C, 

I I I . Si el ángulo dado G es obtuso ; hágase el 
ángulo H A B zzz G, y con la construcción antece
dente se demostrará del mismo modo, que el seg
mento A L B es el que se pide. Que es fice. 



( 8 i ) 

P R O P O S I C I O N X X X I V . 

189 Cortar de un círculo dado ^Í2?C un seg< 
ríiento capaz de un ángulo igual á un ángulo recti-
Eneo dado D* Fig. 4 2 . q 
~z Por un punto A de la circunferencia tírese (1 7 0). 
la tangente E F al círculo dado B A C ; hágase en 
el ángulo C A F nz D , y el segmento A B C , que, 
corta la ACf será el que se pide : pues por ser el: 
ángulo Bz- :CAF ( 187 ) , y CAFz=zD (const.)* 
será s= D . Que es &c» ; 

^ P R O P O S I C I O N X X X V . 

1 190 Si dos rectas ABy DC se cortan dentroi 
del círculo; el rectángulo formado de los segmentos 
de la una será igual al rectángulo de los segmentos 
de la otra¿.Fíg, 43 . 4 4 . i 

L Si se cortan en el centro es evidente; por» 
que los segmentos son radios. 
9? 11. Si la recta A B pasa por el centro Jff y es 
perpendicular á CZ> ( Fíg. 42 ) ; tírese F í ) , y será 
( 1 3 3 ) A E x E B + 'jM%z=:FB*=FD*', pero (12 4) 
f ^ ) 2 ^ Hrr : luego será ^ x EB 1^5» 
= FE% HtED%y y qükando ^ ^ ^ q u e es cómun, se? 
f t A E x EB ~ ED%Q CE x EDr pór ser ( í s ^ ) 
QE zz: ED* E b oJ3y c 3 l.tilj 03ÍIJÍC¿ 
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I I I . Pase la recta por. el ceníro F , y 
corte á la CD formando con ella ángulos desiguales; 
tírense FG perpendicular á C D , y FC ( Fig, 44 ). 
Consta ( 1 3 3 ) que A E x EB'^-FE2=FB%='FC%, 
por ser FB — FC; pero en los triángulos rectángulos 
É G E , FGC es ( 1 2 4 ) T E 2 = FG4-H GE2, FC2 = 
FG2-¥-GC2: luego A E * E B +M¿2H-G1?2Z= FG2-i~ 
GC2, y quitando FG*, será A E x E B G E 2 — GC*1 
pero por estar CD dividida por medio en G (15 6 ) , es 
GC*=zCExED~h- GE2: luego A E x EB GE%z=i 
CE x JBD -H G£A; y por consiguiente ME x EB =z 
CE x ED. 

IV. Si ninguna de las rectas Á B , CD, que se 
cortan en E , pasa por el centro; tírese por E el 
diámetro M N , y será por lo demostrado ME x E N 
z=z CE x E D , y también ME x E N = A E x EB\ 
luego CE x ED =z A E x EB. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X V I . 

191 Si de un punto D fuera del círculo se 
tiran á él una tangente D B , y una secante D A ; el 
quadrado de la tangente será igual al rectángulo de 
toda la secante D A por su segmento exterior DC; 
esto es, DB2z=iAD x DC ( ^ . 4 5 , 4 6 ) . 

I . Pase D A por el centro E (Ftg. 45 ) ; tíre
se al punto del contacto el radio EB. Siendo ( 1 7 1 ) 
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el ángulo DBE recto i será ( i 24 ) D 5 a - H S E l = r 
¿ ^ * r z : ^ I > x D C - + - C £ 1 ( i 3 4 ) , y por s e r ( i 2 3 ) 
C E 2 = B E z 9 ^ r á DB2-+- B E X ~ A D x DC-+- BE%y 
y restando 'BE7', queda u4D x DC zz: D B \ 

I I , Dexe de pasar Z ) ^ por el centro E (Fi^.46); 
báxese E F perpendicular á D¿4, que dividirá la 
por medio en F ( 156 ) , y tírense E B , E D , EC. 
Siendo los ángulos D B E , DFE rectos, será ( 124 ) 
DB% -+- BE* = E D \ y EF% FD% ~ ED* ; por 
consiguiente D B % ^ B E % z = : E F 2 - » - p e r a ( 1 3 4) 
FD* = A D K DC -H CF2: luego 2)5* - H = 
FF2 - H ^JQ x P C -+- CF4, y por ser ( 1 : 2 4 ) 
E F % C F 2 = CF* = i?F4 ( 1 2 3 será ^ 5 * - H 

'BE1 = ¿4I> x Í>C -+- 5F% y restando £ F % queda 
Z^*i i ivfZ> x Z>CV Quedes fice, 
2oIüsn£h3 "-?,oí gfícnSibc oíífq ; S C L z r r ^ Q . ( p p 1 v; v 

C O R O L A R I O I * 

192 Si de un punto A fuera del círculo sé 
tiran £ él muchas; secantes vfj? , ^ C , serán los rec
tángulos B A x ^ F , C^f x -^F, de cada una de ellas 
por su segmenta exterior , iguales entre sí (Fi-ov 47): 
porque cada uno de estos rectángulos será igual (191) 
al quadrado de la tangente A D . 

C O R O L A R I O I L 

193 Si de un punto A fuera del círculo se 
Fij 



tírate £ éí 'ios tapgentes ĴDf. g ¿4& 7. serán f iguálés 
entre sí ( F¿g, 4^. ) í porque tirada la secante 
s,érá ( 191 ) = B A x zzz\dG2¡ por consi
guiente ( 123 ) A D z-z AG. r, % 

1 P R O P O S I C I Ó N X X X V I I , | 

^ "1.9.4" Si de un pqnto JD fuera del círculo se 
fíran una secante Z ) ^ , y otra JD^^ que caiga en íá-
circunferencia, de suerte, que su ^adrado êa igual 
ál rectángulo de toda' la secante por su segmento ex-* 
teriór; dicha recta será tangente. Fig, 48 . \ 
( Desde el punta D ' tírese- ( 1 7 0 ) la tangente 
Í>É; y del centro, E las E D , EBy EF. Por sér la 
D F tangente (constr.), será (1 9 1) A D x D C = D F * ; 
pero (sup.) A D x U e , = SS*; luego; S l 1 ^ ^ ^ 
y ( 1 2 3 ) D F rz: Z)5 ; pero ademas los triángulos 
D B E , DFE tienen V E común, EB é z E F por radios: 
hiegó tendrán ( 6 9 ) el ángulo i^^pem e^e es 
recto (ii 7 1 ) : luego también el ángulo B ¿ y ( 1 ^ 9 ) 
í?J5 tangente. Que es. &c.; . * 
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( 8 5 ) 

L I B R O I V . 
D E F I N I C I O N E S . 

•i - ' , " . . . . ; 
19 g Una figura rectilínea se dice inscrita en 

otra figura rectilínea, quando cada uno de los ángu
los de la que se inscribe , toca á cada uno de los 
lados de la otra, en quien se inscribe; y así el trián-i 
guio D E F está inscrito en el triángulo ABC, Fig. t * 

1 9 6 También una figura se dice circunscrita 
á otra , quando cada uno de los lados de la que se 
circunscribe , toca á cada uno de los ángulos de la 
otra, al rededor de quien se describe; y así el trián^ 
guio ABC está circunscrito al triángulo DFE, 
Fig. i . 

197 Una figura rectilínea se dice inscrita en 
un círculo, quando cada uno de sus ángulos toca 
á la circunferencia del círculo , como el triángula 
QBA. Fig. 2. 

198, Una figura rectilínea se dice circunscrita 
al círculo , quando todos sus lados son tangentes á 
la circunferencia del círculo, como el triángulo EDF. 

199 También un círculo se dice inscrito en 
una figura rectilínea, quando todos los lados de esta 
son tangentes á la circunferencia del círculo; y.tal 

Fiij 



( 8 6 ) 

es el círculo G H respecto al triángulo EDF. F ig^ t 
200 Un8círculo se dice circunscrito á una fi

gura rectilínea, quando cada uno de los ángulos de 
esta toca la circunferencia del círculo ; y tal es el 
círculo ABC respecto del triángulo ABC. Fig. 2. 

2 01 Se dice , que una recta está acomodada 
á un círculo, quando sus extremos se hallan en la 
circunferencia del círculo, como AB. Fig. 4. 

P R O P O S I C I O N I . 

202 Dado el círculo A B C , acomodarle una 
recta A B igual á la dada D , con tal que no sea 
mayor que el diámetro AC de dicho círculo. Fig, 5, 

Haciendo centro en con el intervalo AEzizD, 
descríbase el círculo A E B , que cortará en 5 á la cir^ 
eunferencia del círculo dado, y tírese A B , que será 
la recta que se pide. Por ser A B z~ A E , y A E zzz 
D ( constr. ) , será A B z=¿D \ por consiguiente se 
habrá acomodado en el círculo dado ABC la recta 
A B ( 2 0 1 } igual á la dada D. Que es 6ÍC, 
\ ;{"'^r'ííF'i Í'O? ZOtíEÍ ?V?¡ KDbOÍ OIJÍU^Í'Í) OÍ0D1ID ÍS 

P R O P O S I C I O N I I . 

203 Dado el círculo ABC incribirle un trián
gulo* equiángulo al dado DEF. Fig, 6. 

Tírese ( 1 7 0 ) la tangente G H en qualquier 
punto del círculo; construyanse ( 9 0 ) los án-



gulos C¿4H , BAG iguales respectivamente á los án
gulos E , F , y tírese BC i será el triángulo BAO 
el que se pide. Porque siendo el ángulo B zzz 
C A H ( i 87 ) , y él ángulo C A H = E ( constr.), 
será el ángulo Bz=z E \ del mismo modo se demos
trará el ángulo C zzz F : luego ( 1 o 3 ) el triángulo 
BAO será equiángulo á E D F , é inscrito ( 1 97; ) 
en el círculo dado BAC, Oue es &er/ 

P R O P O S I C I O N I I I . 

2 0 4 Circunscribir á un círculo dado TABC 
un triángulo equiángulo al dado EDF. Fig* 7. 

Prolongúese por ambas partes el lado E F ; en 
el centro 2" constrúyanse ( 9 0 ) los ángulos ATB, 
BTC iguales respectivamente á los DEG> D F H ; tí
rense ( 1 7 0 ) las tangentes L N , L M , M N en los 
puntos Ay B yC,Y estas formarán el triángulo L N M 
que se pide. Siendo los ángulos L B T , L A T rec
tos ( 171 ) , tirada B A serán los ángulos L B A , 
L A B juntos menores que dos rectos; por lo que se 
encontrarán las rectas 5ZÍ, en un punto Z . Del 
mismo modo se demostrará , que B M encontrará á 
C M y y la A N á C N ; de lo que resulta r que d i 
chas tangentes L M y L N > iVTíf formarán { 1 9 8 ) el 
triángulo circunscrito al círculo dado ABC, Ademas 
los ángulos del trapecio L A T B son iguales á qua-

Fiv 



(8 8 ) 

tro rectos , por ser iguales á los ángulos juntos de 
los dos triángulos A T B , A L B ( i o i ) ; y los án
gulos L A T , LBTson rectos: luego igua
les á dos rectos ; pero los ángulos DEG, DEF son 
( 7 4 ) iguales á dos rectos : luego L -H ¿1TB =3: 
VEG -t- D E F , y por ser ATB = : DEG (constr.), 
también será el ángulo L nz DEF. Del mismo 
modo se demostrará el ángulo M sst DFE : luego 
será ( 1 o 3 ) el triángulo LTSIM equiángulo á EDF> 
y circunscrito al círculo ABC, Que es 6cc. 

P R O P O S I C I O N I V . 

205 Dado el triángulo ABC inscribirle UD 
círculo EFG, Fig. 8. 

Divídanse ( 70 ) en dos partes iguales los án
gulos B , y C por las rectas B D , CD, las quales se 
cortarán en un punto .D, y de este báxese la per
pendicular D E á qualquier lado A B del triángulo 
dado; y describiendo un círculo con el radio DE, 
será este el que se pide. Pues baxada la perpendicular 

' D F al otro lado 5C, los triángulos D E B , DFB ten
drán la base BD común, el ángulo DBE = : D B F 
(constr.), y el ángulo DEB ^ z D F B , por ser am
bos rectos: luego será ( 93 ) D E ~ DF. Del mis
mo modo se demostrará, que baxada la perpendicu
lar DG al lado A C , será D F = DG : luego el cír-



. ( 8 9 ) 
culo descrito con el radio DE pasará por los pun
tos E , F y G , y por ser los ángulos en JB, G rec
tos , tocará ( i 6 9 ) á los lados del triángulo <dBC9 
y estará inscrito en él. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V. 

2 0 6 Circunscribir un círculo FB¿iC al trián
gulo dado BAC. Fíg, 9. 

Divídanse por medio qualesquiera dos lados BA, 
AC en los puntos D , E , y por estos levántense 
sobre dichos lados las perpendiculares D F , EF, 
las quales se cortarán en el punto F , que será el 
cemtro del círculo que se pide. Tiradas F A , FB, 
FCy los triángulos F D B , F D A tendrán el lado B D 
nz D A (constr. ) , D F común , y los ángulos en D 
rectos ( constr.): luego será ( 63 ) BF — F A , Del 
mismo modo se demostrará F A = z F C i luego el 
círculo descrito con el radio FB pasará por los 
puntos B , A , C, y estará circunscrito al triángu
lo BAC, Que es &c. 

P R O P O S I C I O N VL, 

2 0 7 En el círculo dado EABCD inscribir un 
quadrado ABCD, Fig, 10. 

Tírense los diámetros A C T BD perpendiculares 
entre s í , y también las rectas ,5c, CI)5 I )^f ; 



( 9 0 ) 

será ABCD el quadrado que se pide. Por ser los 
quatro ángulos en i? rectos, é iguales los lados AE% 
EB} EC, E D j serán iguales ( 63 ) las cuerdas A B , 
BC, CDy D A : luego la figura ABCD es equilátera; 
pero ademas los ángulos de la misma son rectos 
( 1 8 6 ) , porque están en semicírculos ; luego ABCD 
será un quadrado que estará inscrito en el círculo 
EABCD, Que es &c. 

PROPOSICIÓN y ir. 

208 Circunscribir un quadrado al círculo da
do ABCD, Fig. 1 1. 

Tírense dos diámetros A C , BD perpendiculares 
entre sí , y por sus extremos ( 1 7 0 ) las tangentes 
F H , NT, TG, GFy que se encontrarán en los pun
tos F, H , T , Gy y formarán el quadrado FHTG 
que se pide. Por ser FG , HT tangentes al cír
culo en los extremos v^, C del diámetro (coristr.), 
serán los ángulos FAC, HCA rectos ( 171 ) ; y 
por consiguiente ( 9 5 ) las rectas iFG, HT serán pa
ralelas. Del mismo modo se demostrarán paralelas 
F H , GT: luego el quadrilátero FHTG es parale-
logramo. Igualmente se demostrará que los quadri-
láteros FBDG, F A C H son paralelogramos: de don
de se deduce ( i 07 ) que los lados FG, F H son 
iguales al diámetro del círculo, / por consiguiente 



( 9 « ) 
iguales entre sí. También por ser los ángulos FAC) 
CAG rectos en los paralelogramos AHy AT% lo se
rán ( 97 ) los ángulos F , H , T , G : luego FHTG 
será un quadrado , y estará circunscrito al círculo 
^ i ? C A Que es &c. 

E S C O L I O . 
209 El quadrado FHTG circunscrito al cír

culo es duplo del quadrado ABCD inscrito : por
que siendo el rectángulo BG duplo ( 1 1 6 ) del trián
gulo BAD % y el rectángulo BT duplo del triángulo 
BCD, será el quadrado FHTG duplo del quadrado 
ABCD. 

P R O P O S I C I O N V I I I . 
2 1 0 Inscribir un círculo al quadrado ABCD, 

Fig. 1 2. 
Divídanse por medio los lados del quadrado en 

los puntos H 9 E, F , G ; tírense las rectas HF, EG, 
que se cortarán en un punto T, y haciendo centro en 
él , con el intervalo descríbase el círculo TEFGH 
que será el que se pide. Por ser AD paralela, é igual 
(107) á JBC, serán sus mitades A H y BF, HD y FC 
paralelas, é iguales; por consiguiente (106 )AB, HF, 
DC serán iguales, y paralelas, y (9 7 ) los ángulos en 
H yy P rectos. Del mismo modo se demostrará, que 
A D , EG, BC son iguales, y paralelas, y los ángu
los en JE, y G rectos: luego TAy TD, TC, TB serán 



( 9 ^ ) 
paralelogramos; y por ser iguales A E , AHy HDy 
DGy GC, CF, FB, B E , también serán iguales (107) 
H T , T E , r G y T F : luego el círculo descrito con el 
radio T H pasará por los puntos E, FyG? y tocará 
( 1 69 ) á los lados del quadrado, por ser los ángu
los en H , E , F , G rectos. Luego &c. 

P R O P O S I C I O N I X . 

211 Circunscribir un círculo al quadrado da
do ABCD. Fig. 10. 

Tírense las diagonales AC, B D , que se corta
rán en un punto E , y descríbase con el radio E A 
el círculo EABCD y que será el que se pide. Por 
ser A B =z A D ^ y el ángulo A recto ( sup. ) , serán 
semirectos ( 1 0 5 ) los ángulos A B D , A D B \ y co
mo los ángulos ABC y ADC son rectos , también 
serán semirectos los ángulos DBC, BDQ. Del mis
mo modo se demostrará, que son semirectos los án
gulos BCA y B A C , y también los ángulos ACD, 
CAD; de donde resultará ( 6 6 ) que serán iguales 
J £ B , E A , E D , EC: luego el círculo descrito con 
el radio E A pasará por los ángulos A , B , C, D del 
quadrado dado. Que es &:c. 

P R O P O S I C I O N X. 

212 Construir un triángulo isósceles A B D , 



Pag . 93. 

MQ.4 Mo.6. 

Mo.9. 

Mg.12. 
F B 71 J i F (' 

c & a 

(/ J ) Y ^ H D 



I 

• 

• 

• • 



C9 3) 
de suerte ( que cada ángulo ABD, A D B sobre lá base 
sea duplo del ángulo vertical A , Fig. 13, ' . •< 
: Divídase qualquierá recta en un punto C, 
de modo , que ( 139 ) sea ¿4B x B C ~ ^ c 2 , y 
haciendo centro en A con el intervalo yíB des-* 
críbase el círculo s íBD , acomódese en ( 102 ) 
BD = A C r y tirada A D , será A B D el triángula 
que se pide. Tírese D C , y circunscríbase ( 2 0 6 ) 
al triángulo ACD el círculo ACDy á quien será 
tangente B D : pues siendo BDzz iAC ( constr.), sê  
rá B b * = AC2', pero ^ 5 x .BCzz: AC* ( constr. )Í 
luego; será BD* tz. A B x BC'7 y por consiguien--
te ( 194 ) la recta BD tocará al círculo en D , y 
será el ángulo BDC nz A ( 1 8 7 ) , y añadiendo el 
ángulo CD-^, será el ángulo BDAzzzA-t- € D A 'r pe4 
ro B D A na ( 6 4 ) r y BCD = : A C / ) ^ 
( 1 o 1 ) : luego será y£BZ) — BCD..: y por cousir? 
guíente ( 66 ) DC DB ,6 CA\ de donde resul
ta , que también será eí ángulo CZ>yf Z— A : luego 
será el ángulo B D A duplo del ángulo -rí. Que esj&c. 

P R O P O S I C I O N : x i . 5 

c 213 Inscribir un pentágono equilátero , y 
.equiángulo en el círculo ABCDE. Fig, 1 4. 

Construyase ( 2 1 2 ) el triángulo isósceles GFH¡ 
«que tenga cada ángulo de la base duplo del vertir-



( 9 4 ) 

cal; é inscríbase en el círculo dado ( 203 ) el trián
gulo CAD equiángulo al otro G F H ; divídanse los 
ángulos, sobre la base , ACD y A B C en dos partes 
iguales por las rectas Cü?, D B \ y tiradas CB, BA, 
AE, ED, el pentágono ABCDEA será el que se pide. 

Por ser el triángulo CAD equiángulo á GFH, se
rán los ángulos, sobre la base, ACDX ADC duplos del 
ángulo CAD; pero los ángulos A C D , ADC están 
divididos en dos partes iguales por las rectas CE, 
DB : luego serán los ángulos C ^ D , ^CZ>, ACE, 
BDC, B D A iguales, y por consiguiente ( 1 7 9 ) 
los arcos , y las cuerdas ( 1 8 4 ) CD , DE , EA, 
A B y y BC : luego será el pentágono equilátero; 
pero ademas sus ángulos B A E , A E D , (Sa son 
iguales, porque insisten sobre arcos iguales BCDE, 
ABCD, &c: luego el pentágono descrito ABCDEA 
será equilátero , y equiángulo. Que es 6cc. 
- • - • - , ; 

P R O P O S I C I O N X I L 
. , • A r j OÍ I , . . • : ^ . : : 

. 2 1 4 Circunscribir un pentágono equilátero,./ 
equiángulo al círculo FABC. Fig. 1 $ . 

Inscríbase en dicho círculo ( 2 1 3 ) el pentágo
no yf^CZ^fí equilátero , y equiángulo ; del centro 
F tírense las rectas FAy F E , FD^FCy FB, i las 
quales levántense las perpendiculares G ^ í / / , HBT, 
TCK, MDL% LEG, qm prolongadas se encontrarán 



( 9 5 ) 

en los puntos H , T\ K , L , G , y formarán el pen
tágono HGZ-^rr equilátero , y equiángulo. Por ser 
GA,GE perpendiculares á los radios i ^ , ÍT? (const.), 
tocarán ( i 69 ) al círculo en A , E \ y por consi
guiente será ( 1 9 3 ) GA = GE; pero F A z=z FE, 
y JPG común á los triángulos G F A , GFE : lue
go ( 6 9 ) será el ángulo GFA EZ: GFE; y por con
siguiente el ángulo A F E zzz 2 AFG. Del mismo mo
do se demostrará el ángulo A F B rz: 2 A F H \ pe
ro ( 69 ) el ángulo A FE Btí -^^5 : luego será 
el ángulo AFG z=z A F H \ pero el ángulo F A H ziz 
F A G , y F A común á los triángulos F A H , FAG: 
luego ( 9 3 ) AHz=,AG—GE, Con el mismo método 
se demostrarán iguales GE y E L , L D , D K Se. por 
consiguiente los lados del pentágono HG , GL, 
L K Sc< serán iguales ; pero también lo son sus án
gulos THG, HGL &c. por ser iguales sus mitades 
F H G , F G H &c: luego el pentágono GLKTH será 
equilátero, y equiángulo. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

2 1 s Si se inscribe qualquier figura equilátera, 
y equiángula en un círculo, y en los vértices de los 
ángulos de la misma figura se tiran tangentes á di
cho círculo, se demostrará del mismo modo que la 
figura inscrita será equilátera, y equiángula. 



( 9 6 ) 

P R O P O S I C I O N X I I I . -> 
v 216 Inscribir un círculo en el pentágono equi* 
látero , y equiángulo BAEDC. Fig. i 6. i 
4 Divídanse dos qualesquiera ángulos -^ , B del 
pentágono en dos partes iguales por las rectas ^ f i ^ 
B:F\ desde el punto F donde se encontrarán dichas 
rectas, báxese la perpendicular FG al lado B A , y 
el círculo descrito con el radio FG será el que se 
pide. Tírense FC, F B y F E , y del punto JF1 báxense 
las perpendiculares F H , F T , F K , F L á los demás 
Jados del pentágono. Los triángulos F B A i FBC tío* 
ríen B A zzz BC ( sup. ) , B F común , y el ángulo 
F B A VPZ FBC { constr.) : luego será ( 63 ) FAz=z 
F C , y el ángulo F A B — FCB ; pero el ángulo 
F /4B es mitad del ángulo B A R : luego será el án^ 
guio B C F mitad del ángulo B C D = z B A E . Del mis
mo modo se demostrará,, que los ángulos /> , i? es-? 
tán divididos en partes iguales por las rectas D F , 
EF. También ¡os triángulos F G B r F H B úen£n los 
ángulos QÜ Gy H iguales por rectos, el ángulo F B G 
Z z F B H , y el lado común : luego será F G z n F H . 
<3on el mismo método se demostrarán'Iguales F H , 
FT, FK, F L : luego el círculo descrito Con el radio 
FG pasará también por los puntos H y T , K , L 9 
y tocará á los lados del pentágono, por ser rectos 
los ángulos formados en dichos puntos. Que es &c. í 
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C O R O L A R I O . 

217 Si en quaíquier figura equilátera , y 
equiángula se dividen en dos partes iguales quales-
quiera dos ángulos adyacentes, y del punto F , don-, 
de se encuentran las rectas que dividen dichos án
gulos , se báxan perpendiculares á los lados de la 
figura ; se demostrará del mismo modo que dichas 
perpendiculares serán iguales , y por consiguiente en 
dicha figura se inscribirá del mismo modo un cír
culo. También si de dicho punto F se tirán rectas 
á los vértices de los ángulos de la misma figura, 
dichas rectas serán iguales. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

218 Circunscribir un círculo al pentágono 
equilátero, y equiángulo ABCDE. Fig, 1 7. 

Divídanse qualesquiera dos ángulos CEA, B A E 
del pentágono, en dos partes iguales t por las rectas 
B F , A F , que se encontrarán en un punto F , y el 
círculo descrito con el radio F A estará circunscrito 
al pentágono dado. Tírense las rectas FC, F D , FE. 
Por estar los ángulos CBA., B A E divididos en dos 
partes iguales, también serán iguales (2 1 7 ) las rec
tas F B , F A , F E , FDy FC: luego el círculo des
crito con el radio F A pasará por A , B , C, & , E 

G 
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vértices de los ángulos del pentágono. Que es 6ÍC. 

C O R O L A R I O . 

219 Del mismo modo podrá circunscribirse el 
círculo á qualquiera figura equilátera, y equiángulai 

P R O P O S I C I O N X V . 

220 Inscribir un exágono equilátero, y equián* 
guio en el círculo ABCDEF, cuyo centro G. Fig, 1 8. 

Tírese qualquier diámetro A D , y haciendo cen
tro en D , con el intervalo descríbase otro cír
culo DGC 7 que cortará al dado en C, E ; tírense 
los diámetros EBy CF por los puntos E , C, y las 
rectas CD, D E , E F , FA> A B t B C , que formarán 
el exágono ABCDEF que se pide. Todos los lados de 
los triángulos CGD, DGE son iguales entre sí , por 
ser radios de círculos iguales ; y por consiguiente 
será ( 69 ) el ángulo C D G = D G E , y ( 94 ) BGE 
paralela á CD\ pero es BG ~z CD , por ser ra
dios de círculos iguales : luego ( 1 0 6 ) CB zzzDG? 
y CB, CD, DE serán también iguales. Ademas los 
triángulos B G A , DGE tienen los lados B G , GA 
iguales á los lados D G , GE, y los ángulos BGA, 
DGE verticalmente opuestos iguales ( 7 9 ) : luego 
será ( ^3 ) BAzz.DÉ, Del mismo modo se demos
trará A F = DC, FEz=,BCi luego será ABCDEF 



( 9 9 ) 
un exágono equilátero, y también equiángulo, por
que sus ángulos B A F , A F E , Se. son duplos de los 
¡guales BAG, AFG, &ái luego el exágono ABCDEF, 
que está inscrito en el círculo ABCDEF, es el que 
se pide. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 
/ • 

221 El lado del exágono inscrito en un círcu
lo es igual al radio. 

P R O P O S I C I O N x v r . 

222 Inscribir en el círculo dado EACB un 
quindecágono equilátero, y equiángulo. F/^. 19. 

Inscríbase ( 2 1 3 ) en el círculo dado el pentá
gono equilátero A E F G H A , y ademas ( 2 o 3 ) el 
triángulo equilátero ABC. Por ser A B , BC, CA 
iguales ( constr. ) , también serán iguales los ar
cos ( 1 8 2 ) A B , BC, CA: por la misma razón se
rán iguales los arcos A E , E F , FG , G H , H A , Por 
tanto si se concibe la circunferencia del círculo di
vidida en quince partes iguales, estarán cinco de di
chas partes en el arco A B , y tres en el arco AE\ 
por consiguiente seis en el arco A E F : luego el ar
co B F será una parte de las quince iguales, en que 
se dexa dividida la circunferencia. Tírese B F , y 
acomodando ( 2 o 2 ) en el círculo las rectas BT, 

Gij 
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T E , Se. iguales á B F , se tendrá inscrito el quin-
decágono equilátero, el qual será también equián
gulo, porque sus ángulos insistirán sobre arcos igua
les. Luego 6ÍC. 
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L I B R O V. 
D E F I N I C I O N E S . 

223 Parte de una magnitud se llama á otra me
nor , quando esta la mide exáctamente. 

2 2 4 Quando una magnitud está medida por 
otra exáctamente , se llama multíplice de ella. 

Dos magnitudes 3 , 35 se llaman ( F/^f. 1 ) 
equimultíplices , ó igualmente multíplices de otras 
dos menores A j B , quando una de las menores A 
se contiene en su multíplice el mismo número 
de veces v que la; otra menor JB se contiene en su 
multíplice 3 5. Entiéndase lo mismo de qt^alquier nú
mero de magnitudes. La notación de los equimultí
plices , y sus partes es la siguiente : supuesto sean 
A , y B equimultíplices de C, y 2> se escribirá 
multíplice A : C ~ B ; D , y se lee multíplice 
de C , como B de D. 

2 2 5 Razón se llama la relación , ó respecto 
que tienen entre sí dos magnitudes de un mismo gé
nero en orden á la cantidad. 

; En toda razón la magnitud que se refiere á 
otra , se llama antecedente; y la otra, á quien la 
primera se refiere , conseqüenté de la razón. En la, 
razón de 6 á 4 , 6 es el antecedente, y 4 el coa-

, Giij 
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seqiiente: al contrario en la razón de 4 á 6. 
2 2 6 Proporción, ó analogía se llama á la se

mejanza de algunas razones. 

E S C O L I O . 
• • 

227 Algunos llaman proporción á la razón, 
y proporcionalidad á la analogía, ó semejanza de las 
razones; lo qual es indiferente, con tal que se entien
da una misma cosa. Las especies de proporción son 
varias, como la Aritmética, la Geométrica, y la Ar* 
mónica. Euclides solo trata de la Geométrica: en sus 
Comentadores se podrán ver las especies, y nombres 
de ella , si fuere preciso para la inteligencia de los 
Escritores antiguos. La razón geométrica se nota co
munmente en forma de fracción, partiendo el antece
dente por el conseqüente: así -f-, ó bien ¿4: D , 
B : C denota la razón que tiene el antecedente A á 
su conseqüente 2), y la que tiene B á C. 

228 Se dice que tienen razón entre sí aque
llas magnitudes, que multiplicadas se pueden superar 
mutuamente. 

E S C O L I O . 
229 Aunque las magnitudes sean de un mis

mo género , si no tienen la condición predicha, de 
que qualquiera de ellas multiplicada por algún nú
mero pueda exceder á la otra, no tendrán entre sí 



razón alguna; por esto una linea no la tiene con una 
superficie. También es de notar, que aunque las 
magnitudes, entre quienes puede haber razón T deban 
ser de un mismo género ( 2 2 $ )> como todas las l i 
neas entre sí , todas las superficies T los sólidos, loŝ  
pesos, los movimientos, &c. no es preciso que sean 
de un género individual, y subalterno, sino de un 
género común, y universal: así una linea recta * y 
una curva son en este sentido de diverso género^ 
pero de uno mismo en orden de lineas, ó extensión; 
y así tienen razón , como sucede al diámetro, y á 
la circunferencia del círculo; porque aunque la razón 
del diámetro á la circunferencia no sea hasta ahora 
conocida, sin embargo se demuestra, que el diáme* 
tro tomado tres veces no llega á igualar la circun
ferencia , pero tomado quatro veces la excede; y por 
consiguiente son lineas entre quienes hai razón. 

230 Se dice que la razón 
de una primera magnitud A á 
otra segunda Z? es semejante, igual, 
ó la misma que la razón de una 
tercera C á una quarta í>, quan-
do tomados dos qualesquiera equimultíplices de la 
primera, y tercera, esto es» de los antecedentes 
AyCyy otros dos qualesquiera equimultíplices de la 
segunda, y quarta, esto es, de los conseqüentes B, 

Giv 
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siempre se verifica , que si el multíplice de A es 
igual , mayor , ó menor que el multíplice de 5 , tam
bién el multíplice de C es respectivamente igual, 
mayor, ó menor que el multíplice de D. 

La razón de á 5 será igual, ó la misma que 
la razón de C i D , si siempre se verifica, que sien
do 2 mayor, igual, ó menor que 3 B , también es 
respectivamente 2Cmayor, igual, ó menor que 3Z); 
que siendo 3 ^ mayor, igual, ó menor que 5 5 , tam
bién es respectivamente 3C mayor, igual, ó menor 
que ¿D', y así de otros equimultíplices qualesquiera* 

231 Quando la razón de á 5 es igual, ó la 
misma que la razón de C á D , las quatro magnitudes 
A , B , C , D se llaman proporcionales. Entiéndase lo 
mismo de qualquier número de razones iguales. La 
notación de las magnitudes proporcionales es la si
guiente ¿4: B z=z C: D , 6 esta = J-, y se lee 
á B , como C á D, 

232 Pero sí tomados dos qualesquiera equi^ 
multíplices de la primera, y tercera, esto es, de los 
antecedentes A y C, y otros dos qualesquiera equi
multíplices de la segunda, y quarta, esto es, de los 
conseqüentes B y Z>, se encontrase que algún mul
típlice de A excede al multíplice de i?, pero que el 
correspondiente multíplice de la tercera C no ex
cede al correspondiente multíplice de la quarta Z>, 
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sino que es igual, ó menor que él; entonces se dirá 
que la primera A tiene mayor razón á la segunda 
B , que la tercera C á la, quarta D : esto es, si se 
verifica que algún multíplice de , como 2 ^ > 3JB; 
pero al mismo tiempo el correspondiente multíplice 
de C, estoes, 2 C no es mayor 3Z), sino igual, ó 
menor; la razón de á i2 se llamará razón mayor, 
que la de C á D. 

Las razones desiguales se notan, así ¿4t B > Ci 
2) , ó así ^ > ¿ o y se lee ^ á B m mayor razón 
que C é. D . 

I E S C O L I O . 
233 Euclides en el lib. 7, definición 20 . ex

plicó la igualdad de las razones aplicada á los nú
meros , y por consiguiente á las cantidades comen-
surables entre sí (esto es á las que tienen alguna me
dida común, y pueden expresarse por números) de 
este modo: Números proporcionales son en los que 
el primero , y tercero son respecto del segundo , y 
quarto , ó equimultíplices , ó una misma parte, ó 
unas mismas partes; es decir, que los números son 
proporcionales, siempre que el primero contiene , ó 
está contenido en el segundo del mismo modo, ó el 
mismo número de veces que el tercero en el quarto; 
y como esto consta en los números por la división 
del antecedente por eLconseqüente, pues el quociea-
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te expresa este número de veces; se infiere que los 
números, ó magnitudes, que se pueden expresar por 
ellos, son proporcionales, siempre que los quocientes 
de esta división son iguales; y no son proporciona
les, ó las razones son desiguales, quando estos quo
cientes son desiguales. Esta definición era sin duda, 
por mas clara, preferible á la que hemos dado (2 30), 
si fuese universal; pero como es evidente, no convie
ne á las razones que tienen entre sí las magnitudes 
inconmensurables, esto es, que no tienen alguna me
dida común. Debió pues Euclides , para definir las 
magnitudes proporcionales por un carácter universal, 
y seguro, recurrir á otra condición mas universal, 
como es la de los equimultíplices de los anteceden
tes , que á un tiempo son iguales, ó mayores, ó me
nores quf» otros qualesquiera equimultíplices de los 
conseqüentes, condición que igualmente conviene á 
las razones iguales, así de las magnitudes comensu-
rables, como de las inconmensurables. 

234 Toda proporción consta á lo menos de 
tres términos. . 

Quando la proporción consta de tres términos, 
se llama continua , y el término medio es conseqüen-
te de la primera razón, y antecedente de la segun
da. La proporción puede continuarse qualquier nú* 
mero de términos ; porque puede el primero tener 
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al segundo igual razón, que el segundo al tercero, 
que el tercero al quarto &c. Las magnitudes que 
forman de este modo una proporción continua de 
qualquier número de términos , se llaman continuas 
proporcionales, y se notan con este signo -H- puesto 
delante, ó detras de ellas en esta forma A , B, 
C , D , &c. 

2 3 S Quando tres magnitudes ¿4 , B , .C son 
continuas proporcionales , la primera ¿4 se dice que 
está con la tercera C en razón duplicada de la que 
tiene con la segunda B ; y quando quatro magnitudes 
A ^ B ^ C , D son continuas proporcionales , se dice 
que la primera A está con la quarta D en razón tri
plicada de la que tiene con la segunda B \ si fueren 
cinco, se dirá que la primera está con la quinta en 
razón quadruplicada de la que tiene con la segunda; 
y así en qualquier número de proporcionales conti
nuas, la razón de las extremas se dirá tantuplicada 
de la razón de la primera á la segunda, quantos 
fueren los términos menos uno. 

2 3 6 Magnitudes homologas, ó semejantes se 
llaman en la proporción los antecedentes con los an
tecedentes , y los conseqüentes con los conseqüentes. 

Si es : i?z=:C: -D, tanto ^ y C, como i? y V 
serán magnitudes, ó términos homólogos. 

237 Alternar una proporción es comparar 
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entre sí los antecedentes , y conséqüentes. 
Si fuere ¿4: B zz: C: D , SQ alternará la pro

porción así A : C — i B : D, 

E S C O L I O . 

238 La proporción alternada no tiene lugar 
sino quando las quatro magnitudes son del mismo 
género , como es evidente por la definición de la 
razón. 

239 Invertir una proporción, es comparar los 
conséqüentes con sus respectivos antecedentes; y así 
se invertirá la proporción A ; B z=z C: D de ê te 
modo B : A z=z D : C. 

240 Componer una proporción , es comparar 
las sumas de los antecedentes, y conséqüentes de ca* 
da razón Con sus respectivos conséqüentes : la pro
porción A : B ~ C : D se compondrá así A B: 
B zzz C -+- D : D. 

241 Al contrario, dividir una proporción, será 
comparar las diferencias de los antecedentes, y con
séqüentes con éstos ; y así la proporción A • B 
C : D se dividirá de este modo A — B : B z=z C 
— D . D . . x 

242 Convertir una proporción , es comparar 
los antecedentes con las diferencias de ellos, y sus 
respectivos conséqüentes : por lo que la proporción 



A \ B z=:C \J) s© convertirá así A j — B szs C 

243 Quando habiendo mas de dos magnitudes 
de una parte, é igual número de otra; pero de mo
do, que tomadas de dos en dos estén en la misma 
razón, la comparación que se hace de la razón de 
la primera de la una parte á la última de la misma, 
con la razón de la primera á la última de la otra 
parte , se llama igualdad de razón, la que puede 
ser de dos diferentes modos. 

2 4 4 Será igualdad ordenada, quando las mag
nitudes de un lado son proporcionales con las del 
otro, guardando el mismo orden; esto es, que sea la 
primera á la segunda en las primeras, como la pri
mera á la.segunda en las segundas, y la segunda á 
la tercera en aquellas , como la segunda á la ter-, 
cera en estas , y ' así siguiendo : por lo que dadas 
tres magnitudes A 9 B , C de una parte , y otras 
tres D , E , F áe otra , y que SQ2L A : B = Di 
E , y B : C = E : F \ será por igualdad ordenada 
A : . C = D i F , 

245 Será igualdad perturbada, quando las mag
nitudes de un lado son proporcionales con las del 
otro, pero sin guardar un mismo orden; esto es, que 
sea la primera á la segunda en un lado , como la se
gunda á la tercera en el otro, y la segunda á la 
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tercera en el primer lado, como la primera á la se
gunda en el otro, &c. Así dadas las magnitudes A , 
B , C, y D , E , F, si fuere A : B z m E : F , y B : C 
zzD: E ; será por igualdad perturbada^: C^zDiF, 

E S C O L I O . 

2 4 6 En las definiciones anteriores hemos ex
puesto los varios modos que hay de comparar las 
magnitudes que son proporcionales , que se llaman 
modos de argüir. Las proposiciones siguientes demos
trarán que todos ellos son válidos, es decir que se 
conserva la proporción alternando, invirtiendo, comn 
poniendo , dividiendo, y convirtiendo , y que tam
bién son válidas las proporciones hechas por igual
dad ordenada, ó por igualdad perturbada. 

A X I O M A S . 

247 La magnitud multíplice de una mayor 
es mayor que la equimultíplice de una menor. 

248 La magnitud, cuya multíplice es mayor 
que la equimultíplice de otra, es mayor que esta. . 

P R O P O S I C I O N I . 

249 Si dos, ó mas magnitudes A y B r C fue
sen respectivamente equimultíplices de otras D , E, F 
en igual número; quan multíplice sea una ^ respec-



to de su parte tan multíplice será la suma de 
las multíplices A , B , C respecto de las partes D, 
E , F ; esto es , si es multíplice A , D B . E —z 
C. F \ será multíplice ^ : D = z ^ - i - 5 - H C : Z ? - t -
E F. Fig. 2. 

Siendo multíplice A . D — B : E = C : F (sup.), 
el número de las partes D contenidas en será igual 
al número de las partes E contenidas en B , como 
también al de las partes F contenidas en C ; por con
siguiente el número de las partes J D H - J ? - H F conte
nidas' en -í— B H— C será igual al número de las 
partes D contenidas e n ^ : luego será ( 2 2 4 ) mul
típlice A - + - B - + - C : D - * ~ E - * ~ F = z ¿ 4 : D . Que 
es &c. 

P R O P O S I C I O N 11; 
2 g o Si la primera magnitud ¿4 es tan multí

plice de la segunda E , como la tercera C de la 
quarta F , y la quinta B es tan multíplice de la se
gunda E , como la sexta D de la quarta F ; la su
ma de la primera, y quinta será tan multíplice de la 
segunda, como la suma de la tercera, y sexta lo es 
de la quarta; esto es, si es multíplice A : E—C: F7 
y también es multíplice B : E z=z D : F ; será multí
plice A B : E = z C D : F . Fig. 3. 

Siendo multíplice ¿4: EzzzC: F (sup.), el nú
mero de las partes i? contenidas en s í será igual al 
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número de las partes F contenidas en C. También 
por ser multíplice B :EzzzD: F (sup.), el núme
ro de las partes E contenidas en B será igual al 
número de las partes F contenidas en D : luego el 
número de las partes E contenidas en ^ -+-5 será 
igual al número de las partes contenidas en C-+-D; 
por consiguiente ( 224 ) será multíplice B: 
E ~ C D : F. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

251 De aquí se infiere, que si las magnitudes 
B y C, D en qualquier número fuesen multíplices 

de E , y otras tantas F , G, H , J fuesen respectiva» 
mente equimultíplices de Z ; la suma de las primer 
ras A-+• B-h-CH- D será tan multíplice de 2?, co
mo la suma de las últimas F G Hfe H rüg& ío 
es de L . 

P R O P O S I C I O N I I I . 
- 252 Si la primera magnitud A es tan multí
plice de la segunda Z?, como la tercera Cde la quar-
ta D ; qualesquiera equimultíplices E J , F M de la 
primera, y de la tercera serán , por igualdad, res
pectivamente equimultíplices de la segunda, y de la 
quarta; esto es, si es multíplice A : B zzz C: D ^ y 
también es multíplice EJ \ A z=. F M \ C; será mul
típlice E J : B = z F M : D. Fig, 4. 
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Divídase Ejf en las partes EG, G t í , H J igua

les á -íf; y en las partes FK, K L , L M iguales 
á C, Por ser multíplice E J i, A = F M \ C ( sup. 
será el número de las partes A contenidas en EJ 
igual al número de partes C contenidas en F M . Y 
como es multíplice (sup.) A : B = : C : D , será tam
bién multíplice EG : B z z z F K . D ; por lo mismo 
será multíplice G H : B z=z K L : D ; y ademas mul
típlice H J : B z u L M ' . ZX: luego será ( 2 5 1 ) mul
típlice EG —1— G H -H H J : Bz=iFK-+*KL ^ ~ L M i 
D ; esto es, E J . Bzzi F M \ D, Que es &c. 

P R O P O S I C I O N I V . 
• \ 

2^3 Si es yf: Bz=zC: D , y dos magnitudes 
E , F son qualesquiera equimultíplices de los antece^ 
dentes A , C, y otras dos G, H son otros qualesr 
quiera equimultíplices de los conseqüentes B , D; 
también será E : Gz=. F : H . Fig. 5. 

Tómense J, L , K, M , de suerte que J, K sean qua* 
lesquiera equimultíplices d&EyF\y L , y B—C- T) 
Motros qualesquiera equimultíplices de 
G, H . Por ser multíplice E: A — F : C 
(sup.), y también multíplice J : Ezz iKi F (constr.), 
será ( 252 ) multíplice J i A z=i K : C, Del mismo 
modo se demostrará ser multíplice Z : i? ~ M : D ; 
pero es la magnitud A : B zz: C : D ( sup. ) : lue~ 

H 
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go si J es mayor , igual, ó menof que también 
será respectivamente ( 2 3 0 ) K mayor , igual , Q 
menor que M ; pero J , K son equimultíplices de 
E , F , y L , M \o son de G, H ( constr. ) : luego 
será ( 2 3 0 ) E : G z = z F : H . Que es &c. 

E S C O L I O . 

A x B - C \ B 
E G F H 

G E H F 

2 5 4 Si es 5 C: D ; será 
también invirtiendo B\ A—D.C. Fig. §. 
Tómense qualesquiera equimultíplices 
Í?, F de los antecedentes A , C, y otros 
qualesquiera equimultíplices G, / / de los conseqüen-
tes B , D -, y por ser A \ B C \ D , si E es ma
yor , igual, ó menor que G, también será respecti
vamente ( 2 3 o ) F mayor, igual, ó menor que /7; 
por consiguiente si G menor, igual, ó mayor que i?, 
también respectivamente será //menor, igual, ó ma
yor que F ; pero (const.) E , F son qualesquiera equi
multíplices de C, y G, H son otros qualesquiera 
equimultíplices de i?, D : luego será ( 2 3 0 ) B : A 
z = D :C. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V. 

255 Si la magnitud A B es tan multíplice de 
otra CZ), como la parte A E de la primera á la par
te CJP de la segunda; también la residua parte EB 



de la primera será tan multíplice de la residua par
te D F de la segunda, como la total AR de la total 
CD; esto es, si es multíplice A B : CD zz A E : CF, 
será también multíplice A B i C D = B E : DF, Fig* 6, 

Prolongúese B A , de suerte que sea multíplice 
A G : D F = : A E i CF; será ( 249 ) multíplice AE: 
CFz=:AG~{~ A E : D F - i ~ C F ; pero (sup.) es mul
típlice A B : CD z=z A S : CF: luego será multíplice 
A B i CD=:AG~4~AEi D F - ^ F C , por consiguiente 
A B ¿ 3 AG *H yfJ?, y quitada la parte común ̂ f^ , 
será AG — EB; pero es multíplice A G : D F = : A E i 
CFzzAB:CD: luego será multíplice BE: D F ~ A B i 
CD. Que es &:c. 

PROPOSICION V I . 
2 s 6 Si es multíplice A B : E == CD : F , y 

también es multíplice AG : E ~ CH: F ; las resí-
duas partes GB, HDf ó serán respectivamente iguales 
á £ , JP, Ó será multíplice GB: E ~ H D : F . Fig. 7 . 

Siendo multíplice -^.5: EzzzCD: F (sup.), se
rá el número de las partes E contenidas en A B igual 
al número de las partes F contenidas en CD : asi4 
mismo por ser multíplice AG : E — C H : Fy será 
también el número de las partes E contenidas en 
AG igual al número de las partes F contenidas en 
C H : luego el número de las partes E contenidas 
en BG será igual al número de las partes F conte^ 

Hij 



( H 6 ) 
nidas enD/í"; por consiguiente, 6 seriBGzzE, y D H 
n F , ó será multíplice BG: EzzzDH: F. Que es &c, 

P R O P O S I C I O N V I L 
257 Las magnitudes iguales ^ f , B tienen la 

misma razón á una tercera C; y esta tiene la mis
ma razón á cada una de ellas. F¿g. 8, 

Tómense qualesquiera equimuítípli-
ces D , E de ¿4, B ; y otro qualquier D F E F 
multíplice de C Por ser ¿4zzzB ( sup.), también 
será D = z E ; por consiguiente si es Z> mayor, igual, 
ó menor que F , también será respectivamente E ma^ 
yor , igual, ó menor que F : luego ( 230 ) será 

Cz=zB: C; é inversamente ( 2 3 4 ) C; <dz=zC: Bv 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I I L 
2^8 De dos magnitudes desiguales ¿4B, y C, 

la mayor ¿4B tendrá mayor razón á otra D , que la 
menor C; y D tendrá mayor razón á la menor C$ 
que á la mayor ¿4B. Fig, 9. 

L Si es A B > C : digo que será A B \ D > 
C: V. De la mayor yfi? córtese A E zn C ; tó
mense de A E y EB \ los equimultíplices HG y 
GF mayores que D ; y tómese de Z> el multípli
ce J K próximamente mayor que H G ; por consiguien
te menor que H F , Por ser multíplice H G : A E ~ 
GF: EB ( constr.), será ( 2 49 ) multíplice. HG -f-
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C u ? ) 

GF: AE-*~ EB = HG : A E \ esto es, H F \ A B 
r== H G i A E ó C; pero H F > y K multíplice de Z>, y 

< : luego ( 2 3 2 ) será A B : D > C : ;; 
I I . Si es > C; será .D: C > P : AB. Su

puesta la misma preparación que antes v será multí
plice H F : ABzzzHG: Cj pero es J K < , H F , y. J K 
> HG : luego ( 2 3 2 ) será D i C > D : A B . Que 
es 6ÍC. . 

P R O P O S I C I O N I X . 
2 5 9 Xas magnitudes A , B , que tienen una 

misma razón á otra tercera C, son iguales entre sí: 
y al contrario si C tiene una misma razón á dos 
imagnitudes A , B ; estas serán iguales entre sí. Fig.R, 

I . Si es A : C = B : C; será A = B . Pues si se 
dixese que A^>B^ sería ( 2 5 8 ) A : C > B : C con
tra lo supuesto: también si se dixese que A < B% 
sería ( 2 5 8 ) B : C^> : C contra lo supuesto: lue
go no pudiendo A ser mayor, ni menor que B , se
rá A - z B , 

I I . Si es C: A = z C : 5 r se demostrará del mis? 
mo modo que A es igual B, Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X. 

2 6 0 Si es A : C > B : C, será A > B ; y si 
C: 5 > C: A , será A > B. Fig. 10. 

I . Si ê  ^ : C > B : C , será > B. 
Hiij 



( n 8 ) 

Pues si fuese iza 5 , sería ( 257 ) C^zB: C 
contra lo supuesto : también si fuese ^ < B , se
ría ( 258 ) B \ C > A ' . C contra lo supuesto : lue
go será B. 

I I . Si es C: B>C\ A , se demostrará igualmen
te que A > B . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I . 
261 Las razones iguales á una tercera son 

iguales entre sí: es decir, que si v f : B = E: F , y 
C: D = : E : F ; será A: B = C: D. Fig. 1 r . 

Tómense qualesquiera equimultíplices G, / / , J de 
los antecedentes A , C} E , y 

A : B , C : D , E : F 
G K H L J M otros qualesquiera equimultípli

ces K, L , M de los conseqüentes 
Sy D , F. Por ser A : B = E : F (sup.), si fue
re G mayor , igual , ó menor que K , será res
pectivamente ( 230 ) y mayor , igual, ó menor 
que 31, Asimismo por ser E: F=z C: D , si fue
re y mayor , igual , ó menor que M , será igual
mente H mayor ̂  igual, ó menor que L : luego si es 
G mayor, igual, ó menor que K r será también res
pectivamente H mayor, igual, ó menor que L ; por 
consiguiente ( 2 3 0 ) será A: B—C: D. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I . 

262 Si qualquier número de magnitudes A, B, 



( " 9 ) 
C, Vy E, F son proporcionales, ésto es. A : BzzzC: 
V zn E . F', la suma de los antecedentes tendrá á la 
suma de los conseqüentes la misma razón, que qual-
quier antecedente á su conseqüente ; esto es, A -H 
p - H E : B ~+- D H- Fz=z A \ B. Fig. i i . 

Tómense qualesquiera equimuítíplices G , H , 
y de los antecedentes A , C , E , y otros qua
lesquiera equimuítíplices A" , L , M de los con
seqüentes B y D , F ; y será ( 249 ) multíplice 
G ' . A = z G ' + ' H 4 - y : A - H 
C-K-E; por la misma ra
zón será multíplice K : B—z 

A: B - C : D - K : F 
G K H L J M 
A. B ~ A + C + E : B + D + F 
G K G + H + J K + L + M 

pero siendo A : B = z C : D zz: E: F ( sup. ) , si G 
es mayor, igual, ó menor que A", también será (2 30) 
/ /mayor, igual, ó menor que X ; y en esta supo
sición J mayor, igual, ó menor que M% por consi
guiente sí G es mayor, igual, ó menor que Kr tam
bién será G H -4- y mayor, igual, ó menor que 
iíT-H £ - H M : luego será ( 2 3 o ) ^ f : ^ -f-
C-f- £ : B H— D F. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I I . 

263 Si es A : £ — C : D^y C : D > E : F ; será 
A : B > E : F. Fig. \ i , 

Tómense algunos equimuítíplices Gr / / , J de 
Hiv 



( I 2 O ) 

los antecedentes C, JS, y algunos otros équimut 
típlices K, L , Mde los conseqüentes B , D , F x y por 
ser A i B = C : D , si es G > K, será ( 2 3 0 ) H > L : 
también por ser C: D > 22 : F , si es H > L , pue
de ser ( 2 3 2 ) y igual, ó menor 
que M : luego si es G > K , puede 

J : B = C : D ± E : F 
G K H L J M 

suceder que J no sea mayor que iW: luego será (23 2) 
A: B > E i F. Que es &c. 

\ 
C O R O L A R I O . 

2 6 4 Del mismo modo se demostrará que si es 
A : B > C : D , y C: ü = £ : F , también será ^ f : 5 
> E : JF. 
1 P R O P O S I C I O N X I V . 

265 Si es ^ f : 5 = C : D, y la primera A es ma
yor , igual, ó menor que la tercera C; también la 
segunda B será respectivamente mayor, igual^ ó me
nor que la quartaZ). Fíg. i ^ , 

h Si A > C ; será B > D . Por ser ^ > C (sup.), 
será ( 258 } A : B ^ C : B ; pero es ( sup. ) C: D 
z = : A : B : luego será.( 263 ) C: D > C. B , y por 
consiguiente ( 260 ) B > D. 

I I . Si A <C-> será i? < D , lo que se demues
tra de un modo semejante. 

I I I . Si 11: C, también B zii D-. porque se
rá ('2 $ 7 ) : B = Ci B 5 pero (sup.) ^f : 5 = C: Z): 



( 1 2 1 ) 

luego ( 2 6 1 ) C: B z=z C: D ; y por consiguien^ 
te ( 2 S 9 ) B = z D , Que es &c. 

. . . 

E S C O L I O . 

a 6 5 Si es 5 ns C: D , y la primera A es 
mayor, igual, ó menor que la segunda i?; la ter
cera C será respectivamente mayor, igual, ó menor 
que la quarta Z>. Tómense qualesquiera equimultípli-
ces 2yf, 2 5 , 2C, 2D de dichas magnitudes. Sien
do A : B •=! Ci D (sup.) , si 2-^ es mayor, igual, 
ó menor que 2Z?, será respectivamente ( 230 ) 2 C 
mayor, igual, ó menor que 2D: luego también si 
A es mayor, igual, ó menor que i?, será respecti
vamente C mayor, igual, ó menor que Z). 

P R O P O S I C I O N XV. 

26 7 Las partes 1?, F tienen entre sí la mis
ma razón, que sus equimultíplices A B , CZ); esto es, 
A B : CD z=z E : F. Ftg. 1 4 . 

Divídanse los multíplices A B en las partes A H , 
H B iguales á y CD en las partes CG, GD igua
les á F : y será ( 2 5 7 ) A H : CG=zE: F, por ser 
AHzzzE, y CG=zF', asimismo será H B : GDz=zE: 
Fh por consiguiente ( 2 6 1 ) A H : CGz=z H B : GD: 
luego será (262) A H + H B : CG-¥-GD—AHi CG; 
esto es , A B : CD = A H : CG; pero A H : CG =z 



( 1 2 2 ) 

E : F : luego será A B : CD z=:E \ F. Que es &c. 

E S C O L I O I . 

268 Si es multíplice A : B zizC: D i será A: 
Bzz iCt D ( Ftg: 12). Tómense qualesquiera equi-
multíplices G, H de las magnitudes A, 
C , y otros qualesquiera K , L de las G K H L 

B} D. Siendo, pues, multíplice G: ^ = ü / : C(const.), 
y multíplice A : B z=zC: D (sup.); será ( 252 ) 
multíplice G: Bz=zH: D \ pero también es multíplice 
K : Bzz=.L\ D i y por lo tanto si es G K r será mul
típlice Gi Bz izK: B , Y Por consiguiente multíplice 
H : D ZZL L i D , y asimismo si G > K , se
rá G mayor multíplice de B que y por consi
guiente H mayor multíplice de D que Z , y H > L , 
De un modo semejante se demostrará que si G<,K, 
será H <. L : luego será ( 2 3 0 ) A : B ziz C: D. 

E S C O L I O I I . 

269 Si es A i B zuCi D y y la primera ^es 
multíplice de la segunda 5 ; la tercera C será igual
mente multíplice de la quarta Z) {Fig, 13). Tóme
se multíplice F : D — A : B ; y será ( 2 6 8 ) F : D 
zizA: B ; pero (sup.) A : 5 i = C : Z): luego ( 2 6 1 ) 
F : DzzzC: y por consiguiente ( 2 5 9 ) Fz=:C: 
luego será multíplice C: D A : B. 



( I 2 3 ) 

P R O P O S I C I O N X V I . 
- . 

270 Si es A : B=zC: D; será alternando A : C 
z=z B: D. Fíg, 15. 

Tómense dos qualesquiera equimultíplices de ^4, 
B , como E , F y otros dos qualesquiera equi
multíplices de C, D , como G, H : será ( 267 ) 
E : F = A : B , y G: H = C: D', pero A'. Bz=r 
C: D : luego será ( 261 ) E : F = G. y por 
consiguiente ( 2 6 $ ) si i? es mayor, igual, ó me
nor que G, también será F mayor, igual, o menor 
que H : luego ( 2 3 0 ) será A : Cz=zB: D. Que es 6ÍC. 

P R O P O S I C I O N X V I L 

271 Si es A B : BCzizDE: EF; será también 
dividiendo AB — BC: BC z=: DE — EF: E F ; esto 
es, AC: B C = DF: EF. Fig. 1 6. 

De las magnitudes AC, BC, DF, tómense por 
su orden qualesquiera equimultíplices GH ¡ H J , LMt 
MN, y. también otros dos qualesquiera equimultíplices 
JO, NP de las BC} EF, Será, pues, ( 2 4 9 ) multípli
ce GJiAB—GHi AC, y multíplice L N : DEzzLM 
DF-, pero es (constr.) multíplice GH: A C = : L M : 
D F : luego también será multíplice G ^ : ABzizLN: 
DE. Asimismo por ser multíplice H J : BC ~ MNi 
E F , y también multíplice JO: BC z= NJ? : EF 



(2 2 4 ) 

(constr.), será ( 2 50 ) multíplice, HQx BCz=:MP: 
E F ; pero (sup.) es BC=zDE: EF: luego (2 30) 
si GJ es mayor, igual, ó menor U O , también LN" 
será mayor , igual, ó menor MP , y quitando de 
ambas partes las comunes / / y , M N , si GH es ma
yor, igual, ó menor y o , también Z M será respec
tivamente mayor, igual, ó menor iVP; pero (const.) 
GH y L M son qualesquiera equimultíplices de ¿4C 
y DF, y JO, NP son otros qualesquiera equimultí
plices de B C , E F r luego ( 230 ) será : B€ 
= D F : EF. Que es &c. 

.. . • \ i . t < 
P R O P O S I C I O N X V I I I . 

272 Si es s2B: BC=z D É : E F ; será compo
niendo AB~t~BC: BC=zDE E F : E F ; esto es, 
rfC: B C = z D F : EF, Fig. 1 7. 

Si no es ¿40: BC = D F : E F , se dará una 
magnitud FG mayor, ó menor que EF , á quien D F 
tenga la misma razón que ¿4C á BC, de suerte que 
sea yfC: BCzzDF: FG: luego dividiendo será (2 71) 
J4B : BC z=z DG: GF; pero (sup.) ¿4B: BCzziDEx 
E F : luego ( 2 6 1 ) DG: GF=zDE: EF-, per con
siguiente ( 2 6 $ ) si DG > D E , será también GF 
^ EF, que es un absurdo. Del mismo modo si DG<. 
D E , será F G < E F , lo que también es absurdo. Lue
go &c. 
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E S C O L I O . 

¡27 3 Si la toda A C es á la parte BC, como 
la toda D F á la parte iJi7"; será también la toda 
¿4C á la residua . como la toda D F á la resi-. 
dua DE : porque siendo BCzzz D F : EF, será 
dividiendo ( 2 7 1 ) A B : BC = D E : E F , é invir^ 
tiendo ( 2 5 4 ) BC: A B z n E F : D E , y componien
do ( 2 7 2 ) AC: A B z z . D F : DE. Fig. 17. 

Nótese que el resultado de esta proposición es 
lo que hemos llamado ( 242 ) convertir una pro
porción, porque de haber supuesto ^ C : BC = DFi 
E F , hemos inferido que AC: A B = D F : D E , ó lo 
que es lo mismo A C : A C — BC = D F : DF—EF. 

P R O P O S I C I O N X I X . 

2 7 4 Si la toda A C es á la toda DF, como la 
parte BC á la parte E F ; será la residua ^ 5 á la resi
dua D E , como la toda A C á la toda DF. Fig. 17. 

Por ser A C : D F = z BC: É F , será alternando 
( 2 7 0 ) AC: B C = : D F : E F , y convirtiendo (2 73 ) 
A C : A B z=z D F : D E , y alternando de nuevo AC: 
DFzzzAB: DE. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X . 

275 Si se dieren tres magnitudes A3B>CáQ 



( 1 2 6 ) 

una parte, y otras .tantas D , E , F áe otra, de suer
te , que sea. ¿4 i B en las primeras, como D á E en 
las segundas, y 2? á C en aquellas, como Er á Fen 
estas ordenadamente; si la primera es mayor, me
nor , ó igual á la tercera C de una parte, será tam^ 
bien la primera D respectivamente mayor , menor, 
ó igual á la tercera F en la otra. Fig, i 8. 

Es decir primero; que si es s í ^ C , también será 
D > F, Por la suposición es B : C zzz E : F , é in^ 
virtiendo ( 2 5 4 ) C. BzzzF: E i pero (2 5 8) : B 
> C : j5, por ser ̂ > C (sup.) : luego ( a 6 4 ) ^ f : 5 
> F : pero es (sup.) A : BzmDi E , luego (2 63) 
D : E > F : E\ y por consiguiente ( 260 ) D > F . 
1... De un modo semejante se demostrará, que si 
A < C , también Z)<i?T; y s i ^ — C , también X ^ — i ^ 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I . 
2 7 6 Si se dieren tres magnitudes A% B de 

una parte , y otras tantas Z> , E , F de otra, de 
suerte que sea / f á 2? en las primeras, como E á F 
en las segundas, y B á Cen aquellas, como D á É 
en estas perturbadamente; digo que si la primera ¿4 
es mayor, igual, ó menor que la tercera C en una 
parte , será también la primera D respectivamente 
mayor, igual, ó menor que la tercera Fea la otra. 
Fig. 18. • 



( I 2 7 ) 

I . Si es ^ > C; será también D > F. Por la 
suposición B i C z u D : E , é inviniendo ( 2 5 4 ) C: 
B = z E : D ; pero ( 2 5 8 ) y í : 5 > C: 5 , por ser 
^ > C ( sup.): luego { 2 6 4 ) d : B > E : D ; pero 
es (sup.) ¿4: B—E: F : luego E : F > E : D (263) , 
y D > F ( 260 ). 

De un modo semejante se demuestra que si ¿4 
z=zC, también Dz=zF', y si ^ < C , también D < F. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I L 
277 Si se diere qualquier número de magni

tudes A , B ,C , D de una parte, y otras tantas i?, 
Fy G, H de otra , de suerte que sea ¿4 á B en las 
primeras, como E á F en las segundas , jS á C en 
aquellas, como F á G en estas otras, y así siguiendo 
ordenadamente; será por igualdad ordenada la primera 
^ á la última D en la una parte, como la primera E 
á la última H en la otra. Fig. 19. 

Tómense qualesquiera equimultíplices, como 3^ , 
3 E , d e las primeras y f , E de cada parte, también 
qualesquiera equimultíplices 2 B , 2 F de las segun
das B y F , y finalmente otros qualesquiera equimul
típlices, como 4C, 4G, de las terceras C, G en cada 
parte. Siendo ¿4: B = E : F ( sup.), será también 

2B z= ¿ E i i F (253 ) , y siendo asimismo 
B : CZIZFKG, será también 2 B : 4(7 = 2 F : 4G: 



( 1 2 8 ) 

luego ( 2 7 s ) si 3 mayor , igual, ó menor que 
4C, será respectivamente 5E mayor, igual, ó me-̂  
ñor que 4G; esto es, los equimultíplices de A , E son 
respectivamente mayores, iguales, ó menores que los 
equimultíplices de C, G; por consiguiente ( 2 3 0 ) j é 
Cz=.E'. G; pero ademas (sup.) C: / ) z = : G l u e 
go del mismo modo se podrá deducir que es ¿4: Dzz: 
E i Hy y siempre será la primera á la última en la 
una parte, como la primera á la última en la otra. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I I I . 
278 Si se dieren tres magnitudes A , B, C de 

una parte, y otras tantas D , E , F de otra, de suer
te que sea A á B en las primeras, como E é. F en 
las segundas , y B á C en aquellas, como D é. E 
en estas otras perturbadamente; digo que será por 
igualdad perturbada la primera A é. la. tercera Cen 
una parte, como la primera D á la, tercera F en la 
btra. Fig. 20 . 

Tómense qualesquiera equimultíplices 2 A , 2B, 
y 2 D de las dos primeras A , B áe una parte, y 
de la primera D de la otra j como también otros qua
lesquiera equimultíplices 3C, y 3F de la ter
cera C de la primera parte, y de las E , F , segun
da, y tercera de la otra. Siendo A:Bzz:E: F(sup.), 
será ( 26 7 ) z A : 2B zz. $ E: ¿ F , y siendo asi-



mismo 5 : Cz=:D: E (sup.) , será ( 2 5 3 ) 2 5 : 3 C 
•— 2 Z>: 3 S; luego ( 2 7 6 ) si 2yí mayor» igual, ó 
menor que 3 C , será respectivamente 2D mayor^ 
igual, ó menor que 3 F ; esto es, los equimukíplices 
de y & son respectivamente mayores, iguales , ó 
menores que los equimultíplices de C , y F ; por 
consiguiente ( 230 ) ¿ 4 i C = z D i F. Que es &c* ; 

E S C O L I O . 

- 279 Si las magnitudes dadas de cada parte 
son mas de tres, comparadas primero las tres ¿4, Bt 
C contiguas, con otras tres contiguas D y E , F ; y 
después tomando las otras dos G, f H , se tendrán 
de nuevo ̂ f, C, G de un lado, y H , D t F deí otro, 
de las quales se demostrará, por igualdad perturbadat 
que será ¿4: G z~ H : F ; y así en qualquier núme
ro de magnitudes de un lado , y otras tantas de 
Otro , que estén en proporción perturbada , siempre 
será la primera á la última en una parte t como la 
primera á la última en la otra. 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

2 80 Si la primera magnitud ^ es á la segun
da como la tercera C á la quarta Z>, y una 
quinta £ es á la segunda i? , como una sexta F á 
la quarta D ; la suma de la primera r y quinta será 

I 



á la segunda, como la suma de la tercera, y sexta 
es á la quarta; esto es , si A : B z=z C: Z?, y tam
bién E : B = F : 2?, será ^ - H ^ ; ̂  = i C-H F : A 
F/^f. 2 i . 

Por ser (sup.) 5 = C: D , y BzzzFi 
D , será, invirtiendo esta segunda analogía, 5 : E ~ 
D: F (2 5 4 ) : luego por igualdad ordenada será ( 2 7 7 ) 

: E z u C : F , y componiendo ( 272 ) A E: 
E — C-+~F: F ; pero es E : B = = F : D (sup.): lue
go otra vez por igualdad ordenada A - ^ E : B ẑ z C 
t í - F : D. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

2 81 Se infiere que si tres, ó mas razones que 
tienen un conseqüente común, son respectivamente 
iguales á otras tantas razones, que tienen también 
un conseqüente común; será la suma de los antece
dentes en las primeras al conseqüente común, como 
la suma de los antecedentes en las segundas al con
seqüente común. 

P R O P O S I G I O N X X V . 

2 8 2 Si quatro magnitudes A B , D E , fc-, F 
del mismo género son proporcionales; esto es, que 
sea A B : D E = : C : F'r la suma de la máxima A B , 
y la mínima F , será mayor que la suma de las 



( * 3 x ) 
otras dos; esto es, A B -4- F > C ~ 4 ~ DE. F i g . 2 2 . 

Córtese de la primera A B la parte ¿4G igual á 
la tercera C , y de la segunda D E la parte D H 
igual á la quarta F, Siendo ¿4B i DEzzzCi F^ será 
también la toda udB á la toda D E como la parte 

á la parte D H , y ( 2 7 4 ) la residua GB á la 
residua H E como la toda ¿4B i la toda D E \ pe
ro A B > DE ( sup . ) : luego G B > H E ( 2 6 6 ) ; 
pero -H F m C -H 2 ) H , por ser AG z i zC , y 
D H z=z F { const. ) : luego será -4- G.ff -+- F 
>C~>r-DH-+-HE ', esto es, A B - * ~ F > C -'r-DE. 
Que es &c. 
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L I B R O VI . 
D E F I N I C I O N E S , 

283 Figuras rectilíneas semejantes son las que 
tienen los ángulos respectivamente iguales , y pro
porcionales los lados, que contienen ángulos iguales. 

Los triángulos ¿ÍBC, E D F (Fig, 1.) se llama
rán semejantes, si el ángulo A-zzE, Z?zzZ>, CzizF, 
y si ademas es A B i AC =z D E : E F , A C i CB zzz 
E F i F D , C B i B A = : F D : DE. Lo mismo que se 
dice de los triángulos, se ha de entender de quales-
quiera figuras rectilíneas. 

E S C O L I O . 

2 8 4 También serán semejantes dichos trián-
gulos, si teniendo sus ángulos respectivamente iĝ f 
les, son los lados de uno proporcionales á los oî sĉ ' 
otro en esta forma A B : DE z= BC: D F , BC: D F 
= CA: F E , A C : E F ±± A B i E D \ pues se ve que 
estas proporciones formadas de los lados, que com-
preheaden ángulos iguales, no son otra cosa que al
ternaciones de las que exige la definición. Entiénda
se esto en las demás figuras. 

285 Figuras recíprocamente proporcionales 
ion en las que los términos medios de la proporción 

l i i j 



0 3 4 ) 
son tomados de la una mientras que los extremos 
son de la otra. 

Los paralelogramos A B C D , JBEFG ( Fig. 2 . ) 
se llamarán recíprocamente proporcionales, si es AB: 
BGz=z B E \ BC. Asimismo dos magnitudes ¿4, /? se 
dicen recíprocamente proporcionales á otras dos C, 
D , quando s í : C ~ D : B. 

2 8 6 Una recta está dividida en extrema y 
media razón, quando toda la recta tiene la misma ra^ 
zon al mayor segmento, qüe este al menor. 

Si es A B : vf C =z AC: CB ( Fig. 3 . ) , la rec
ta ¿4B está dividida en media, y extrema razón. 

287 La altura de qualquier figura ABC es la 
perpendicular A D tirada desde el vértice A i \z 
base BC prolongada, si es necesario. Fig. 4. 

2 8 8 Se dice que una razón se compone de 
otras, quando está formada de las cantidades de las 
razones multiplicadas entre sí. El uso de esta definición 
es el siguiente. Si se tiene una serie de qualquier núme
ro de cantidades A , B , C, D , E , SQ dirá que la pri
mera A está con la última E en razón 
compuesta de las razones^: B, B : C, 
C: Z), Z>: E. También si la razón de 
A á B es igual á la de M á N , la ra
zón de Z? á C es igual á la de O á P, 

A : B — M : N 
B : C = : 0 : P 
C : D - Q : R 
D : E — S: T 

la razón de Cá D es igual á la de Q á /£, y la razón de 



Z) i E á la de 5* á T , se dirá que la primera A está 
con la última E en razón compuesta de las razones 
M : N , 0 : P , Q i R , S:T. 

P R O P O S I C I O N ¿ 

289 Los triángulos BACf C A D , y los para* 
lelogramos BCAE , CDFA que tienen una misma 
altura, son entre sí como sus bases BC, CD, Fig .5, 

En la BD prolongada por ambos lados tómés 
se ( 6 2 ) qualquiera número de partes BG + GH, 
H L iguales á BC, y D J , J M iguales á CD \ tíren
se A G , A H , A L 4 A J , A M . Por estar los triángu
los B A C , B A G , G A H r H A L sobre iguales bases, 
y entre las mismas paralelas y serán iguales ( 1 1 2 ) ; 
por consiguiente será multípli
ce el triángulo L A C i BAC zz: 
L C : BC, Del mismo modo se 

BAQ: C J D - B C : C D 
L A C C A M L C C M 

demostrará multíplice C A M i CADzuCM; Ci>; pe
ro si es mayor, igual, ó menor que C M , tam
bién ( 1 13 ) £vfC respectivamente es mayor , igual, 
ó menor que C A M : luego será el triángula BAC: 
C A D = : B C : CD; pero ( 1 1 6 . 2 6 7 , } BACt CAD 
= BCAE : CDFA : luego será también BCAE: 
CDFA = BCi CD. Que es: &c. 

l i v 



P R O P O S I C I O N I I . 

¡290 Si en un triángulo JBAC se tira una rec
ta DE paralela á uno de sus lados 2?C; cortará á 
los otros dos en segmentos proporcionales : y si los 
dos lados se dividen en segmentos proporcionales, la 
recta que los divide será paralela al otro. Fig. 6. 

E Si DE es paralela á BC^ será ¿4D : D B = z 
¿ E : EC. 

Tiradas DC y B E , los triángulos D B E , BCE 
serán iguales ( 1 1 1 ) , por estar sobre una misma 
base D E , y entre las mismas paralelas BCy D E : 
luego será ( 2 s 7 ) el triángulo ¿4ED : DEB zzz 
A D E : EDC; pero (2 89) A E D : D E B = . A D i DB, 
y por la misma razón ¿4DE: EDQ s í ¿4E: ECi 
luego será A D ' . D B = A E i EC, 

I I . Si es A D : DB z= A E : EC', será D E pa
ralela á J5C. 

El triángulo ^ E D : DEB =z A D : DB ( 2 8 9 ) ; 
también por lo mismo el triángulo A D E : EDC =3 

: JSC 5 pero es : z= A E : EC ( sup. ) : 
luego será A E D : D E B z = : A D E : E D C ; por con
siguiente será el triángulo DEB —EDC: luego (114) 
serán las rectas D E , BC paralelas. Que es &c,. 



i l Z 7 ) 

C O R O L A R I O I , 

291 Luego invirtíendo será ( 254 ) BD: 
D J - z C E : E A r y componiendo ( 272 ) BA'. A D 

CAx A E . 
C O R O L A R I O I T. 

2 9 2 También por ser A D : B B = A E : EC9 
será ( 2 7 2 ) A B : BDz=zAC: CE. 

P R O P O S I C I O N I I L 

2 93 La recta A D que divide un ángulo BAO 
de qualquier triángulo ABC en dos partes iguales; 
divide la base BC en segmentos proporcionales á los 
lados del triingulo; esto es, BD: DC = B A i AC: 
y la recta D A , que partiendo la base BC en seg
mentos proporcionales á los lados , sale del ángulo 
BACy lo divide en dos partes iguales. Fig. y* 

Prolongúese BA hasta JS, de suerte que sea 
A E z= AC, y tírese CE. 

L Siendo en el triángulo CAE el lado AE 
AC (const.), será el ángulo ACEzzzE | 64 ) | por 
consiguiente ( 101 ) el ángulo externo BAC será 
duplo del ángulo E ; pero el ángulo BAC es duplo 
del ángulo BAD ( sup. ) : luego será el ángulo E 
n= B A D ; por lo que será ( 9 5 ) la recta CE pa
ralela á A D : luego será ( 29 0 ) BD : DC z=z 



B A : A E zn B A : AC % por ser A E z=z AC. 
ir. Si es B D ^ D C z u BAx A C \ será el ángu-

lo B A D = i DAC. Por ser : VCzzzBAi A C 6 
A E , serán 2 9 0 ) paralelas las reatas ADy CE; y 
por consiguiente ( 96 ) el ángulo B A D zz-E, y el 
ángulo D A C ~ ACE; pero en el triángulo isósce-
les C^fí el ángulo E = : ACE ( 6 4 ) : luego será 
el ángulo B A D -z PAC. Que es &c. £ 

E S C O L I O . 

* 294 De un modo semejante se demuestra;'que 
si el ángulo externo CAB de un triángulo FAC 
( Fig. 8.) se divide en dos partes iguales, y la rec-̂  
ta ^Z> que lo corta, encuentra á la base FC prolongad 
íia en Z>; será F D ; D C ~ F A : AC 1 y al contrario; 

P R O P O S I C I O N I V . 

¿v - 29 § Los triángulos equiángulos A B C , DCE 
tienen proporcionales los lados homólogos; esto es, 
si los ángulos B == DCE , ACB = : D E C , BAC =z 
CDE, será A B i BC^z DC: CE, BC: CA = CE: 
E D , A B : A C = C D i DE. Fig. 9. 

Coloqúese CE directamente con BC, y prolón* 
guense las rectas B A , E D , las quales se encontrar 
rán en un punto F ( $2 ) ; pues siendo'( 82 ) los 
ángulos B , ACB juntos menores que dos rectos , y 



el ángulo ¿ 4 C B = E (sup.) . también serán los án
gulos B , -E juntos menores que dos rectos. Porque 
los ángulos A C B , B son respectivamente iguales á 
los E , DCE, será ( 9 5 ) CA paralela á y B F 
paralela á CZ>; por consiguiente la figura ^ C D F es 
ün paralelogramo , en quien ( 1 0 7 ) A C = DF¿ 
y AFz=. DC: esto supuesto será: 

I . A B : B C = D C i C E , 
Por ser paralelas C A , E F , será ( 2 9 0 ) BAt 

A F BC: CE, y alternando ( 2 7 0 ) B A : BC=z 
A F : C E p e r o A F = : CD : luego será B A : BC = 
D C : CE. 

I I . BC: CA == CJE : ED. 
Siendo CZ> paralela á BF, será ( 2 9 0 ) -EC: CB 

¿ s E D . D F ó ^ C , é invirtiendo ( 2 5 4 ) : CE 
sz: C^í : EZ) : luego alternando ( 2 7 0 ) será CB: 
CA = CE i ED. 

I I I . En fin B A : A C = CD : DE. 
Se ha demostrado antes que A B : BC CD: 

CE , y que BC: CA = . EC: E D : luego por igual
dad ordenada ( 2 7 7 ) será A B : CA = CD: DE. 
Que es &c. 

C O R O L A R I O . 
2 9 6 Infiérese de la proposición antecedente 

que los triángulos equiángulos son ( 2 8 3 ) semejantes. 



( i4o ) 

P R O P O S I C I O N V. 

297 Si dos triángulos ABC y D E F tienen los 
lados proporcionales; esto es, A B 1 BCzzzDE: EF; 
A C : C B = : D F : F E , A B : A C = z D E : DF ; dichos 
triángulos tendrán iguales los ángulos opuestos á los 
lados homólogos. Fig. 10* 

Construyanse ( 9 0 ) los ángulos FEG=z B , y 
EFG ~ (7; y serán ( 103 ) equiángulos los trián-
guJos EGFt BAC, y por lo tanto ( 2 9 $ ) G £ : E F 
z=z A B : BC\ pero ABx BCz=.DEi E F ( sup.): lue
go GE-. E F = z D E : EF-, y por consiguiente (2 5 9 ) 
GE z n DE, También por ser los triángulos EGF, 
BAC equiángulos , será GF: FE z=z AC ; CB; pero 
A C : C B = : D F : FE ( sup. ) : luego será GF: FE 
¡rz D F : F E ; y por consiguiente GF z¿z D F : luego 
serán ( 69 ) los triángulos E D F r E G F tota lmzñtQ 

iguales , y los ángulos Dz=zG ~ A , D E F r = FEG 
— ABC, y DFEz=:EFG^=:C. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I . 

298 Si dos triángulos ABC, D E F tienen un 
ángulo B del uno igual á un ángulo D E F áú otro, 
y los lados que los comprehenden proporcionales, es
to es, que sea A B : BC zzz D E : E F ; dichos trián
gulos serán equiángulos, y tendrán iguales los án-



(«40 
gulos opuestos á los lados homólogos , es á saber el 
ángulo j t - ^ D , y el ángulo Cz=zDFE. Fig, 10. 

Construyanse ( 9 0 ) los ángulos FEG z=zB h 
V E F , y E F G z n C , y ( 103 ) serán equiángulos los 
triángulos EGF, B A C ; y por lo tanto ( 2 9 5 ) GEi 
E F z i z A B v BC; pero A B : B C = B E : E F (sup*): 
luego será GE: E F z=z D E : E F ; por consiguien
te ( 2 $ 9 ) GEzzzDE; y como el ángulo D E F = 
FEG, será ( 6 3 ) el ángulo D =z G, y siendo A 
ES G , también será D rz: A , Por tanto siendo en 
los triángulos E D F , B A C los ángulos- D , D E F 
respectivamente iguales á los A , ABC, también se
rá ( 103 ) DFEzzzC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I L 

2 9 9 Si dos triángulos BAC, E D F tienen un 
ángulo A z=z.D, y proporcionales los lados que for̂ -
man otros dos ángulos ABC, E ; esto es, A B : BC 
— D E : E F , y los ángulos. C, F son, ó ambos rec
tos, 6 ambos mayores, ó menores que un recto; di
chos triángulos serán equiángulos. Flg. 1 r . 

Si los ángulos ABC, y E no son iguales, será 
uno de ellos ABC > E : en este caso constriiya-
$e ( 9 ̂  ) el ángulo ABG zn E, Siendo en los 
triángulos AGB^ D F E el ángulo A = D (sup.), y 
el ángulo A B G = E ( const. ) , será ( 1 0 3 ) el án-



( 1 4 * ) 

guio AGB 2=; F : luego dichos triángulos, serair 
equiángulos, y ( 295 ) A B \ BG ̂  D E : E F ; pe
ro ^ 5 : 5 C = D E : E F ( sup. ) : luego ^ : i^G 

^ 5 : JBC ; por consiguiente BG = y siendo 
en el triángulo isósceles GBC ( 6 4 ) el ángulo BGC 
Z3 C , será por consiguiente ( 8 2 ) cada uno de 
dichos ángulos menor que un recto; y por lo tan
to ( 7 S ) el ángulo BGA, ó su igual F será obtu
so , quando el ángulo C se ha demostrado agudo, lo 
que es contra la hipótesis : luego será el ángulo: 
ABC zz: E , y siendo también el ángulo A nz D 
(sup.) , serán ( 103 ) los triángulos ABC, D E F 
equiángulos. Que es & c s 

P R O P O S I C I O N V I I I . 
-

300 En el triángulo rectángulo BAC la per
pendicular A D , que del ángulo recto A se tira á la 
base Z?C, divide el triángulo en otros dos A D B j 
CDA semejantes entre s í , y al total. Fig, 12 . 

Los triángulos A D B , CAB tienen el ángulo B 
común, y los ángulos BAC, B D A iguales por rec
tos : luego ( 1 0 3 ) serán equiángulos. Del mismo 
modo se demostrarán equiángulos ios triángulos 
A D C , B A C : luego todos tres serán equiángulos^ 
y ( 2 9 6 ) semejantes. Que es &c. 



O 43) 

C O R O L A R I O í 

3 0 1 Por la semejanza de los triángulos BAC, 
A V C es BC : CA =z C A : CD: también por ser se
mejantes los triángulos B A C , B D A , será BC : jB^f 
tiz B A : BD. 

C O R O L A R I O I I . 
302 Por la semejanza de los triángulos BDA9 

ADC será B D : D A z=z D A : DC. 

P R O P O S I C I O N I X . 

303 Cortar de una recta dada A B qualquie-
ra parte que se pida. Fig. 13. 

Tírese por el punto A la indefinida ̂ f C , en la 
qual tómese qualquier puntoD, y hágase A F tan 
multíplice de A D r como lo sea A B de la parte que 
se ha de cortar: únanse- los puntos. F , B por la rec
ta F B , á quien por el punto D se, ha de tirar (100) 
la paralela / )G; , y será AG la parte que se pide. 

Siendo D & paralela al lado» B F del triángulo 
F A J , será ( 2 9 1 ) A F : A D z= A B : AG 5 pero 
A F es multíplice de A D ( const. ) : luego ( 2 6 9 ) 
A B será igualmente multíplice de AG, Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X. 

3 0 4 Dividir una recta dada A B , de suerte 



( i 4 4 ) 
, que sus segmentos sean proporcionales con los de 

otra dada A C dividida m D , E, Fig. i 4. 
Tírese 5 C , y por los puntos D , E tírense (100) 

las rectas D F , EG paralelas á Ci? ; y la recta 
dada A B quedará cortada en los puntos JP, G como 
se pide. Tírese la recta D H paralela á FB. Por 
ser D F paralela á .EG, será ( 2 9 0 ) A D : D E zz: 
¿!Fz FG. También siendo E T paralela á C H , será 
D E : E C = D r : T H ; pero ( 107 ) D T z=z FG, 
T H GB, por lados opuestos de los paralelogramos 
Fry G H : luego será D E : EC = FG : GB, Que 
es te. 

P R O P O S I C I O N X I . 
: 305 Hallar una tercera proporcional á dos 
rectas dadas A B , A D . Fig. 1 g. 

Tírese B D , y prolongúense indefinidamente las 
rectas A B , A D \ tómese BCzzzAD, y por el pun
to C tírese CE paralela á B D ; y será D E la ter
cera proporcional que se pide. Por ser BD paralela 
á CE, será( 290 ) A B : BCZZLAD: DE-, pero BC 
= ^Z> ( constr. ) : luego A B : A D = : DE. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I . 
306 Hallar una quarta proporcional á las tres 

rectas dadas D E , E F , DG, Fig, 1 6. 
Tírese EG, .y prolongada DG indefinidamente. 



Xain. J.7. Pag. 143 

C J l 

K 
V B 

73 D C J M 

MgJo. M o . 3 . Mg.9. I 

M o M . c 



! „ -



tírese F B paralela á EO \ y GH será quarta propor
cional á las tres rectas dadas. Pues siendo EG parale
la á F H , será ( 290 ) J>E \ EFzzDGxGH. Que 
es M \ 

P R O P O S I C I O N X I I L 
307 Hallar una media proporcional á dos rec

tas dadas ¿4E, EB. Fig. 1 7. 
Sobre ¿tB descríbase el semicírculo A F B , y en 

el punto E levántese la perpendicular EF prolonga
da hasta encontrar á la circunferencia en F ; será E F 
media proporcional entre las rectas dadas A E > EB, 
Tírense las rectas s í F , B F , que formarán ( 186 ) 
el ángulo ^fFi? recto; pero FE es perpendicular á 
A B (constr.): luego será ( 3 0 2 ) A E 1 EFz=zEFi 
EB, Quees&c. 

C O R O L A R I O . 
308 Se infiere que la recta baxada desde qual-

quier punto de la circunferencia perpendicular al diá
metro, es media proporcional entre los segmentos, 
en quienes queda dividido el diámetro. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

3 0 9 Si dos paralelógramos ABCB , EBGF 
son iguales , y tienen el ángulo ABC^zEBG; ten
drán los lados, que forman dicho ángulo, recíproca
mente proporcionales; esto es, A B : B G ^ B E : BCz 

K 



( i 4 6 ) 

y al contrario, si dos paralelógramos cerca de igua
les ángulos tienen los lados recíprocamente propor
cionales , serán iguales. Fig. 2. 

Coloqúense directamente las rectas , BG, y 
por ser el ángulo yíBC z=z EBG (sup. ) , también 
formarán ( 8 0 ) una sola recta las CB, BE ; pro
longúense los lados D C , FG, hasta que se encuen
tren en H , y resultará el paralelógramo B H . Sien
do el paralelógramo BD z=z B F ( sup. ) , será BD: 
B H z=z B F : B H ; pero ( 289 ) el paralelógramo 
B D : B H — A B : BG, y el paralelógramo BF: B H 
= EB: BC: luego será A B : BG zn EB : BC. 

Y al contrario, si el ángulo ABC — EBG , y 
A B : BG — EB : BC-> será el paralelógramo BD z=z 
BF. Consta ( 2 8 9 ) que el paralelógramo B D : B H 
= A B : BG, y Q\ paralelógramo B F : B H = EB: 
BC ; pero A B : B G = z E B : BC ( sup. ) : luego será 
el paralelógramo B D : B H = . B F : B H ; por consi
guiente el paralelógramo BD BF. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V . 

310 Los triángulos iguales A B C , DBE, que 
tienen un ángulo ABC igual á otro D B E ; tendrán 
los lados, que comprehenden iguales ángulos, recípro
camente proporcionales; esto es, A B : BE nz BD: 
BC: y al contrario, los triángulos que tienen los lados, 



que comprehenden iguales ángulos , recíprocamente 
proporcionales; serán iguales. Fig. i 8. 

Coloqúense directamente los lados CB y B D > Y 
por ser el ángulo CBA Z=L EBD ( sup. ) , también 
formarán ( 8 o ) una sola recta los lados A B , BE, 
También siendo el triángulo ¿4BC—DBE (sup.), será 
A B C : CBE = BBE : CBEi pero ( 289 ) A B C : 
CBE =1AB: B E , y DBE: CBE 2= D B : BCt luego 
será ( 2 6 1 ) A B : BEz= D B : BC. 

Y al contrario, si es A B : BE = : D B : BC, y 
el ángulo ABC = : E B D ; será el triángulo ^ 5 ( 7 = 
EBD. Pues ( 2 8 9 ) el triángulo ABC: CBEziz A B : 
B E , y el triángulo D B E : CBE = D B : BC; pero 
(sup.) A B : BE D B : BC: luego será el triángu
lo ABC: CBE = DBE: CBE; por consiguiente el 
triángulo ABC =z DBE, Que es &:c. 

P R O P O S I C I O N X V I . 

311 Si ̂ uatro rectas son proporcionales, esto 
es, A B : FG zz: E F : BC; el rectángulo A C cora-
prehendido de las extremas A B , BC será igual al 
rectángulo EG comprehendido de las medias GF, 
F E : y si el rectángulo AC de las extremas es igual 
al rectángulo EG de las medias ; las quatro rectas 
serán proporcionales; esto es, A B : FGz=zEF: BC. 
Fig. 19. 

Kij 



( 1 4 8 ) 

I . En los rectángulos A C ^ EG son recíproca
mente proporcionales los lados, esto es, A B : FGzz: 
E F : BC ( sup.); pero ademas los ángulos B , F son 
iguales por rectos : luego será ( 3 0 9 ) 6 ! rectángu
lo ACz=iEG. 

I I . Siendo (sup. ) el rectángulo AC'zz.EG, y 
los ángulos B , F iguales por rectos, será ( 3 0 9 ) 
A B : F G = : E F : BC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I . 

312 Si tres rectas son continuas proporciona
les , esto es, A B : E F = : E F : CB ; el rectángu
lo CA de las extremas será igual al quadrado EG 
formado sobre la media E F : y si el quadrado EG 
de la media E F es igual al rectángulo ^Cde las ex
tremas A B , BC', serán continuas proporcionales las 
tres rectas A B , E F , y CB. Fig, 20 . 

I . Siendo A B : E F E F : CB, tomada FG = 
E F , también será A B : E F = FG: CB \ pero los 
ángulos en B , F son iguales por rectos: luego ( 3 0 9 ) 
será el rectángulo D B igual al quadrado EG, 

I I . Siendo (sup.) el rectángulo A C igual al qua
drado EG, y los ángulos B , F iguales por rectos, 
será ( 309 ) A B : EP =z FG: CB, y por ser FG 
z-EF , también será A B : E F = E F : CB, Que es &c. 



E S C O L I O I . 
213 Si las razones A i . B , y de C i D son 

iguales ; también las duplicadas de las mismas razo
nes serán iguales. 

Hágase ( 3 0 5 ) ^ : BzzB: Et y Ci D — 
D i F. Siendo ( sup. ) A : J5 = C: £>, será 
B : E =z D : F : luego por igualdad ordena-

A C 
B D 
E F 

da ( 27 7 ) ¿4: E z=z C: F ; pero ( 2 3 s ) la razón 
de ^ á es duplicada de i B r y la de C á F 
es duplicada de C á D : luego &c. 

De un modo semejante se demostrará que si 
las razones d e y f á i ? , y d e C á D son iguales y lo 
serán también las triplicadas de dichas razones. 

E S C O L I O H . 

3 1 4 Si la razón duplicada de á 5 es igual 
á la duplicada de C á D ; será A : B Ci D . 

Supuesta la construcción antecedente (313), será 
: Ez=:C: F ; y si se niega que A : Buz 

C: D , será A i Bz i zC iR i hágase entonces 
C i R zzz R i y será por igualdad orde-

A C C 
B D R 
E F T 

nada A i E = : C i T ; por consiguiente Ci F = C i Ty 
y F—T-.y siendo C: R—Ri T, será Cx Tt~R?{zi'i)> 
también por ser Ci DzzzD i F , será C x F =z 1}*: 
luego íg&zTJPZ y ( 1 2 3 ) Rz=:D ; por consiguien
te A : B = C: D . 

Kiíj 
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P R O P O S I C I O N X V I I I . 

315 Sobre una recta dada A B describir un 
rectilíneo semejante, y semejantemente puesto al rec-
tilineo dado CDFE, Fig, 2 1. 

Resuélvase el rectilíneo dado en los triángulos 
CFD, CEFy y construyanse ( 90 ) los ángulos B 
zzz D , y B A H z=z D C F ; por consiguiente será 
( 1 o 3 ) el ángulo A H B zn CFD. Construyanse tam
bién los ángulos HAG = FCE, y A H G = CFE; 
y también será el ángulo Q—E: digo que el rectilíneo 
AGHB será el que se pide. Por ser los ángulos B A H , 
H A G respectivamente iguales á los ángulos DCF, 
FCE, será el ángulo BAG z=z DCE. Asimismo por 
ser los ángulos B H A , A H G respectivamente iguales 
á los DFCy CFE, será BHGz^DFE; pero el ángu
lo B z z i D , y GzziE: luego los rectilíneos AGHB, 
CEFD serán equiángulos. Por ser los triángulos 
A G H , CEF equiángulos, será ( 295 ) AG: AHZZL 
CE : CF. Asimismo siendo los triángulos A H B , 
CFD equiángulos, será A H : A B =z CF: CD: luego 
por igualdad ordenada ( 2 7 7 ) AG : A B z=z CE: 
CD, y ademas en éstos últimos triángulos será también 
A B : B H z=z CD: DF. Del mismo modo se demos
trará que B H : HG = D F : F E , y H G : GA=zFE: 
EC: luego los rectilíneos A B H G , CDFE son seme-



O s o 
jantes, y semejantemente puestos. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I X . 

3 1 6 Los triángulos semejantes BAC , E D F 
están en razón duplicada de sus lados homólogos. 
Fig, 1 2. 

Sean los ángulos BAC, B , y C respectivamen^ 
te iguales á los ángulos D , E , y F ; tómese la ter
cera proporcional BG á los lados homólogos BC, EF, 
y estará ( 2 3 5 ) BC con BG en razón duplicada de 
BC á E F ; y tírese AG. Por ser los triángulos BAC, 
EDF semejantes , sus lados homólogos serán (2 8 4) 
proporcionales; esto es, A B : DEzuBC: E F \ pero 
B C i E F z n E F i BG ( const.): luego será A B : DE 
ziz E F : BG , y siendo los ángulos B , E iguales, será 
( 3 1 0 ) el triángulo BAG E D F ; pero el trián
gulo ( 2 8 9 ) BAC: B A G = B C i BG: luego el trián. 
guio ABC: D E F — B C : BGy ó bien en razón du
plicada de BC á EF, Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

317 El triángulo es al triángulo seme
jante D E F como BC i BG, con tal que sea BG ter
cera proporcional á los lados homólogos BC, EF, 

KW 



C O R O L A R I O 11. 

318 También si tres rectas BC, E F , BG son 
continuas proporcionales, la primera 2?Cserá á la terce
ra BG como qualquier triángulo BAC descrito sobre 
la primera al triángulo semejante E D F descrito sobre 
la segunda EF. ^ 

P R O P O S I C I O N X X . ,H 
319 Los polígonos semejantes yíBCDE, 

FGHJK se dividen en igual número de triángulos 
semejantes ABC con FGH, ACD con F H J , y A E B 
con FKJ> y proporcionales á sus todos (esto es ABC: 
FGH =z ABCDE : FGHJK = A C B : F H J z= 
A B E : F J K ) ; y dichos polígonos están en razón 
duplicada de sus lados homólogos, Fig. 1 3 . 

I . Desde los vértices A , F de los ángulos igua
les B A E , GFK tírense las rectas A B y F J , A C y 
F H á los vértices de los respectivos ángulos iguales, 
y quedarán divididos los polígonos en igual núme
ro de triángulos. Teniendo los polígonos semejantes 
yfi^CDE, JPG//^^proporcionales los lados que com-
prehenden ángulos iguales , será ( 2 8 3 J A B : BC 
~ FG : G H : luego serán ( 2 9 8 ) equiángulos los 
triángulos ABC, F G H , y el ángulo BCA es GHF, 
Del mismo modo se demostrarán equiángulos los 
triángulos A E B , F K J , y el ángulo ABEz=zFJK\ 



(1 S 3 ) 
pero los ángulos BCD , CDE son respectivamente 
iguales á los ángulos G H J , H J K > por la semejanza 
de los polígonos: luego será el ángulo ACD-=.FHJ , 
y A V C — F J H ' , por consiguiente ( 1 0 3 ) equiángu
los los triángulos C^Z>, HFJ . Por tanto serán ( 2 9 6 ) 
semejantes los triángulos ABC y con F G H , ACD 
con F H J , y A E D con FKJ . 

I I . Los triángulos A B C , F G H , por ser seme
jantes, están ( 3 1 6 ) en razón duplicada de los la
dos homólogos A C r HF* Asimismo los triángulos 
CAD y H F J están en razón duplicada de los lados 
homólogos A C , F H . Del mismo modo se demostra
rá que los triángulos CAD , H F J , y D A E , J F K 
están en razón duplicada de A D á F J ; pero por 
la semejanza de los triángulos C ^ D , / / i ^ es (2 84) 
CA : F H = : A D : FJr y ( 3 1 3 ) la razón duplica
da de CA á F H es igual á la de A D á F J : lue
go será el triángulo BAC: GFH ~ CAD : H F J = 
D A E : JFK'r por consiguiente ( 262 ) la suma de 
los antecedentes á la suma de los consequentes como 
un antecedente á un conseqüente; esto es, el polígono 
BAEDC: GFKJHzzzBAC: G F H , 6 bien ( 3 1 6 ) 
en razón duplicada de los lados homólogos B C , GHm 
Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 
3 2 0 Luego será el polígono ABCDE al po-



( « 8 4 ) 
lígono semejante FGHJKcomo BC i / I (3 i 7) , sien
do R tercera proporcional á ios lados homólogos BC, 
GH. Si dichos polígonos son iguales , será BC z=z R 
— GH. 

C O R O L A R I O I I . 
321 También dadas tres rectas continuamente 

proporcionales, será la primera á la tercera como el 
polígono descrito sobre la primera al polígono seme
jante descrito sobre la segunda. 

P R O P O S I C I O N X X I . 

322 Los rectilíneos ¿4BC, D J E , que son se
mejantes á un tercero HFG, son también semejan
tes entre sí. Fig. 24 . 

Por ser el rectilíneo ABC semejante á HFG, 
serán ( 2 8 3 ) los ángulos del uno respectivamente 
iguales á los del otro, y también proporcionales los 
lados cerca de iguales ángulos ; pero por la seme
janza de los rectilíneos D J E , HFG son los ángulos 
del uno iguales á los del otro , y también son pro
porcionales los lados cerca de iguales ángulos : lue
go los ángulos del rectilíneo ABC serán iguales á los 
del rectilíneo D J E , y los lados cerca de iguales án
gulos serán proporcionales; por consiguiente (2 8 3 ) 
los rectilíneos A B C , DJE serán semejantes. Que 
es &c. 



P R O P O S I C I O N X X I I . 

323 Si quatro rectas son proporcionales; tam
bién los rectilíneos semejantes , y semejantemente des
critos sobre ellas serán proporcionales: y si rectilí
neos semejantes, y semejantemente descritos fueren 
proporcionales; también las rectas, sobre que están 
descritos, serán proporcionales. Fíg. 2 5 . 

I . Siendo proporcionales (sup.) : CDuzEFi 
G H t será ( 3 1 3 ) la razón duplicada de ¿ÍB á CP 
igual á la duplicada de EF á G H \ pero el rectilí
neo ¿fJB al semejante CKD está ( 3 1 9 ) en razón 
duplicada de yíB á CD-, y por lo mismo el recti
líneo E M al semejante GQ como la duplicada de 
E F á G H : luego será el rectilínea ¿ I J B : CKDziz 
E M : GO. 

I I . El rectilíneo ¿ J B : C K D z n E M : GO (sup.); 
pero el rectilíneo A J B al semejante CKD está (319) 
en razón duplicada de ¿4B á CD , y el rectilíneo 
E M al semejante GO como la duplicada de E F á 
GH : luego la duplicada de J4B á CD será igual á 
la duplicada de E F á GH, por consiguiente ( 3 1 4 ) 
A B . C D z z : E F GH. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I I I . 

3 2 4 Los paralelógramos equiángulos ABCD, 



BEFG están en razón compuesta de los lados que 
comprehenden ángulos iguales ; es á saber , que si 
el ángulo del uno ABC =z. EBG del otro, estará el 
paralelógramo ABCD con el paralelógramo BEFG 
en razón compuesta de B A á BG, y de BC á BE, 
Fig, 2. 

Pónganse las bases A B , BG á continuación, y 
siendo ( sup. ) el ángulo ABC S¡z EBG, los lados 
CB y BE formarán ( 8o ) también una recta. Com
plétese el paralelógramo B H , y hállese ( 3 o 6 ) la 
quarta proporcional jfiT á las rectas CB, B E , BG. 
Consta ( 2 8 9 ) que el paralelógramo ABCD: BGHC 
~ A B : B G , y el paralelógramo BGHC: BGFE = 
CB: BE =2 BG: K ( constr. ) : luego por igualdad 
ordenada será ( 2 7 7 ) el paralelógramo ABCD-, 
BGFE Z=L B A : K ; pero la razón de B A á K se 
compone ( 2 8 8 ) de las razones de A B á BG,y de BG 
á Kyó bien de las razones de A B á BG, y de C5 á 
B E : luego estará el paralelógramo ABCD con el pa
ralelógramo BGFE en razón compuesta de A B i 
B G , y á Q B C á BE. Que es &c. 

C O R O L A R I O 

325 Luego la razón compuesta de dos razo-
nes A i B , C á D será la razón del rectángulo 
de los antecedentes C al rectángulo de los conse-
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qüentes 2?, D ; y hallando la quarta proporcional K 
á las magnitudes C, Z> , J5, será A * C : B x D z=z 

E S C O L I O . 
3 2 6 Si es A . B zn E : F , y C I ) z=.Gi 

H , será / i x C : B * D =z E x G : F x H . 
Hágase ( 3 0 6 ) C: DzzzB: K , y también G: H z n 
F \ y siendo ( sup, ) C: D zz G: H , será tam
bién B : K =: F : N ; pero A i B = E : F ( sup. ) : 
luego por igualdad ordenada ( 2 7 7 ) A : Kz=~ E: N-, 
pero ( §< i$ ) A i K z=z A x Ci B x D , y por lo 
mismo E : NzzzE x G t F x H : luego A x C i B x D 
t=z E x G 1 F x H , Que es &G. 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

327 En qualquiera paralelógramo ABCD los 
cireadiámetros E G , H F son semejantes al total , y 
entre sí. Fig, 2 6. 

Los paralelógramos EG ^ BD tienen el ángulo 
B A D común , el ángulo A E T zzz ABC ( 9 6 ) por 
ser paralelas E T y BC , como también AGT — 
ADC por ser paralelas GT y D C ; en fin los án
gulos ETG, E A G , BCD iguales entre sí ( 107 ) : 
luego dichos paralelógramos serán equiángulos. De 
un modo semejante se demostrarán equiángulos los 
triángulos A E T , ABC , y en ellos será ( 295 ) 



( 1 5 8 ) 
A E : E T — ^ B : BC, y por ser ETzzz AG, B C = 
A D ( 1 0 7 ) , también será A E \ AGz=zAE\ ADt 
Con igual método se demostrará que es AG \ GTzzz 
A D \ DCy y ET: TG =z BC: CU: luego los parale-
lógramos EG, 51) tienen cerca de los ángulos igua
les los lados proporcionales ; por consiguiente se
rán ( 283 ) semejantes entre sí. Con el mismo mé
todo se demostrará el paralelógramo H F semejante 
al paralelógramo B D : luego los paralelógramos EG, 
H F son semejantes al total; y por consiguiente ( 3 2 2 ) 
entre sí. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X V . 

328 Construir un rectilíneo P semejante, y se
mejantemente puesto al dado ABEDC , é igual á 
otro dado F, Fig. 27. p 

Sobre la recta 5 construyase ( 120 ) el rec
tángulo A L zn ABEDC \ asimismo sobre BL cons
truyase el rectángulo BM-zz. Entre las rectas 
A B , B H hállese ( 3 0 7 ) una media proporcional 
iNTO, y sobre NO construyase ( 315 ) el rectilíneo 
P semejante al dado ABEDC: y será el que se pi
de. Siendo los rectilíneos yfi?i2DC, P semejantes, y 
B H tercera proporcional á sus lados homólogos AB, 
NO, será ( 321 ) ABEDC: P = : A B : B H ; pero 
( 2 8 9 ) el rectángulo A L : H L = . A B : B H : luego 



( i S 9 ) 
será ABEVC: V = A L \ H L , y por ser A B E B C ~ 
A L (constr.), será ( 2 6 5 ) PznHLzizF, Que es &c, 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

329 Los paralelógramos semejantes EG, DB^ 
que tienen un ángulo común EAG , los corta un 
mismo diámetro AC. Fig. 28 . 

Si se niega que AC es diámetro común ; séalo 
A H C del paralelógramo DB que corta á EF en / / . 
Tírese//ÍT paralela á BC, y serán semejantes (3 2 7 ) 
los paralelógramos ET, D B , y cerca, de los ángulos 
iguales E , D tendrán proporcionales los lados, es
to es , A E : E H =1 A D : D C ; pero ( 2 8 3 ) AE-, 
E F zzi A D : DC por la semejanza de los paraleló-
gramos EG. DBv luego será AE-, E H z=z AE'. EF\ 
por consiguiente E H E F y lo que es imposible. 
Luego &c. 

P R O P O S I C I O N X X V I I . 
330 De todos los paralelógramos A D , AG 

aplicados á una misma recta A B , y deficientes en 
figuras paralelógramas Ci£, K T semejantes, y seme
jantemente puestas á la A D descrita sobre la mitad 
AC de la recta AB-, el paralelógramo A D aplica
do á la mitad, siendo semejante al defecto A T , se
rá el máximo. Fig, 2 9 . 

I . Sea A K > AC. Prolónguese KG hasta N , Por 



( i 6 o ) 

ser los paralelógramos CE, K T semejantes, estarán, 
( 3 2 9 ) cerca de un mismo diámetro D B : luego se
rán ( 1 1 8 ) los complementos EG^ CG iguales, y 
añadiendo el paralelógramo común KT, será KE =z 
CTzzz A M { i 10 también añadiendo el parale
lógramo común CG, será el paralelógramo AG igual 
al gnomon M B N \ pero este es menor que el para
lelógramo CE zn CH ( 1 1 0 ) : luego será el para
lelógramo AG < A D . Que es &c. 

I I . Sea A K < AC. Prolongúese CD hasta My 
y será el paralelógramo DFzzzD^( 1 10 ) , por es
tar sobre iguales bases M F , M T , y entre unas mis
mas paralelas; pero DTnz D^T ( 1 1 8 ) : luego D K 
zzz D F ; por consiguiente D K "> N F , y añadiendo 
N A , será D A > KF. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X V I I I . 

331 Sobre una recta dada A B aplicar un pa
ralelógramo igual á un rectilíneo dado C, y deficien
te en una figura paralelógrama semejante á un para
lelógramo dado D ; con tal que el rectilinéo C no 
sea mayor ( 3 3 0 ) que el paralelógramo aplicado 
á la mitad de A B . Fig. 30 . 

Divídase A B por medio en E ; sobre EB cons
truyase ( 3 1 5 ) el paralelógramo EG semejantemen
te puesto al dado D ; y complétese el paralelógramo 



( I 6 I ) 

¿4G. Si es ¿ O ^ C , se habrá aplicado sobre la rec
ta yíB el paralelógramo.£(5 igual á C , y deficien-
té en el paralelógramo semejante al dado D, por 
ser igual, y semejante á EG. Si es EG mayor 
que Cen la magnitud L ( 1 2 1 ) , construyase (3 28) 
el paralelógramo OQ - semejante , y semejantemente 
puesto al paralelógramo EG 6 D , é igual á L : pro
longadas QP, PO hasta, Z , S, será el paralelógramo 
^fP el que se pide. Prolongúese SP hasta R} y tíre
se el diámetro , que lo será también ( 32 9 ) 
del paralelógramo OQ semejante, y semejantemente 
puesto ( constr, ). El paralelógramo EG zrz C L 
u r C .H- OQ , y .quitado el común OQ, será el gno
mon QBQ ziz C; pero el paralelógramo ER z=z AO 
( 1 1 0 ) por tener iguales bases y estar entre unas 
mismas paralelas, y los complementos PG , EV son 
iguales ( 1 1 8 ) : luego el gnomon OBQznAP, y C 
~ A P h pero ZR es ( 3 2 7 ) semejante á EG, ó bien 
á l>. Luego &c. i 

E S C O L I O . 
332 Sobre una recta dada A B aplicar un rec

tángulo igual á otro dado CK, deficiente en un qua-
drado ; con tal que el rectángulo dado no sea ma
yor que el quadrado descrito sobre la mitad de dicha 
recta ( 133 ) . Fig. 3 1 . 

En los extremos A r B de la recta A B leván* 
L 



( l 6 2 ) 

tense las perpendiculares A E zu CB, BF zziCT; tí
rese E F y y sobre ella como diámetro descríbase el 
semicírculo .E í /F ; y encontrando este á la recta J4B 
en uno , ó dos puntos H 7 G , será A H x HB, 
6 bien AG x GB igual al rectángulo dado CK. TU 
rense las rectas E H , HF , Siendo el ángulo E H F 
recto ( i 8 6 ) , serán los ángulos ( 7 4 ) E H A -f-
F H B = á un recto ; pero ( 104 ) los ángulos 
A HE - i - A E H z = á un recto: luego A E H = FHB\ 
es así que los ángulos A y B son iguales por rectos: 
luego serán los triángulos A E H , H B F equiángulos, 
y en ellos ( 2 95 ) A E \ A H = H B i B F \ por con
siguiente ( 3 1 1 ) A H x H B = A E x B F =z CD 
x C2̂ . Del mismo modo se demostrará que si el 
semicírculo E H F corta á la recta A B en otro punto 
G, será también A G x G B = C D x CT. Que es &c. 

Si el rectángulo A E x B F es igual al quadra-r 
do de A H mitad de A B el semicírculo descrito 
sobre E F como diámetro tocará á la recta A B en 
el punto H , Levántese en él la perpendicular//Z, y 
por los puntos E , Z tírense las rectas .E\y, LR pa
ralelas á A B , y por ser A H ¡eS H B , será E Z 
ZS ( 107 ) ; pero ( 290 ) E Z Z S hn E L : LF : 
luego ( 2 66 ) E L z i z L F : con igual método se de
mostrará SR — RF: luego ( 1 3 4 ) RB13, — SB x B F 
"t-SR2, ó hÍQnLH2—EAxBF-i- zZ2'7pero{sup*)EA 



( 1 6 3 ) 

* B F z = i t f í 1 = EZ* - luego Z H * = EZ* -H zZ2 
• z z i n ? ( 1 2 4 ) ; por consiguiente LHz=iELz=:LF$ 
y el semicírculo descrito con el radio Zi? pasará 
por los puntos H , F ; y siendo el ángulo Z i M 
recto , la recta A B será ( 1 69 ) tangente en H . 
Que es &c. 

Siendo ^ f í - z CD, B N ^ z C T , y A E * B N < 
A E x BF ó bien menor que el quadrado d e A H mitad 
de la dada A B ; el semicírculo descrito sobre E N 
como diámetro cortará á la recta A B . En el punto 
í / d é la recta A B levántesé ;la perpendicular HLy j 
tirada EFy serán las tres rectas E L , H L y L F iguales-
entre sí, como se ha demostrado. Por ser Z / / paralela 
á será ( 2 90 ) E L i L F ^ E M t M N r ^ o E L 
--z L F : luego E3Iz=z M'N, y efc punto iíf^será centro 
del círculo descrito sobre E N como diámetro; pero 
es así que ( 8 7 ) E M M L > L E , ó bien L H : 
luego será E M :¿> M H r y por consiguiente el cír
culo descrito con >ê  Mélo E M cortará á la recta 
A B , De un modo semejante se demostrará , que 
siendo A E zz: CZ>, J5^ = C r , y A E x >3?^2, 
el círculo descrito sobre el diámetro JEF no cortará 
á la r e c t a l . Qué es Scc. 
nú 5£:»iiqfi S.K iibfih isí-00 mis mú<M ^ g k 
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( 1 6 4 ) 

P R O P O S I C I O N X X I X . 

333 Sobre uha recta dada A B aplicar un pa-
ralelógratno igual al rectilíneo, dado C , y exceden
te en un paralelógramo semejante á otro dado D , 
Fig, 3 2 . 

Córtese A B por medio en i? , y sobre EB cons-
trúyase ( 3 1 S ) el paralelógramo EG semejante , y 
semejantemente puesto al dado Z) ; construyase tam
bién ( 3 2 8 ) el paralelógramo L M semejante , y 
semejantemente puesto al paralelógramo EG 6 D j é 
igual á EG -H C; y complétese el paralelógramo AN9 
que será el que se pide. Prolónguése GJ3 hasta O, y 
tírese el diámetro FN+ que será: común ( 3 2 9 ) al pa
ralelógramo EG, El paralelógramo LM-=z EG -4- C 
( constr. ) ; y quitado él. común EG > quedará el gno
mon ENG — C, El paralelógramo-^i/nZi? (1 10), y 
(118) el complemento LBzz B M ; por consiguiente el 
paráielógramoAOzzEG+BMi y añadiendo el común 
OP, resultará A N igual al gnomon .EiVG : luego será 
ANz=zC; pero OP ( 3 2 7 ) es semejante á L M 6 
D, Luego ^ • o i í s m i i b h pido?, othpzsb, o l ¡ 9 

E S C O L I O . 
3 3 4 Sobre una recta dada A B aplicar un 

rectángulo igual á otro dado C/T, excedente en un 
quadrado. Ftg. 3 3 . 
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En los extremos ¿4, B de la recta ¿4B leván
tense las perpendiculares ¿4E ~ C D , B F z=z CT; 
tírese E F , y tomada como diámetro descríbase el 
círculo E G F H , que cortará á la ^ 5 prolongada de 
una , y otra parte en los. puntos G , H ; y será 
¿4G x GB, ó. hiQn B H x i / ^ el rectángulo, que se 
pide. Tírense EG , G F ; y por ser el ángulo £ G F 
recto. ( 1 8 6 ) , y los ángulos BGF -\- BFG iguales 
á un, recto ( 1 0 4 )qui tando de ambas; partes el 
común i?GF, quedará el ángulo EGA — BFG', pe
ro los ángulos en KÍ\ B. son iguales por rectos: lue
go los triángulos -B^G j .SFG. serán equiángulos , y 
por kx tanto ( 2 9 5 ) A E r AG. = . GB : B F ; por 
consiguiente ( 3 1 1 ) AG * G B ~ E A x B F ~ CD 
x CTl Del mismo modo se demostrará que tiradas las 
E H , HFy Será B H x HAzz i A E * BF. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N XXX. 

335 Cortar una recta dada A B en extrema, 
y media, razón,. Fig. 3. 

Córtese A B en C, de suerte que sea ( 1 3 9 ) 
A B x BC = AC%:, y será ( 3 1 2 ) A B : ACzzzACi 
BC. Que es &c. 

, * • •• —q - • 
L i i j 



( i6<S) 

P R O P O S I C I O N X X X I . 

336 En qualquier triángulo rectángulo B¿4C 
el rectilíneo BF descrito sobre el lado Z?C opuesto 
al ánguloVrecto, es igual á los rectilineos ^ Z , BG 
semejantes y descritos semejantemente sobré los otros 
lados. F¿g, 3 4. 

Desde el ángulo recto ¿4 báxese la perpendicular 
¿4D á Ja basé BC, y será ( 3 01 ) BC: CA = CA: 
CD : luego por ser las figuras BF ^ A L semejantes 
( sup.) , será ( 3 2 0 ) BF\ A L su ^ C : CD , é te 
virtiendo. AL, i.BF^z, GD •:=BC, Con el mismo métoT 
do se demostrará que es la figura BG: BFzziBD: BC: 
luego será ( 2 8 0 ) A L -+- 5G : ^ = CD ^ - D B : 
BC, y por ser CD DB ==: BC, será (2 66) A L 
t * - BG ~ B F , Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X I I . 

3 3 7 . Si dos triángulos ABC y DCE tienen dos 
lados del uno proporcionales á dos del otro, esto es, 
A B \ A C = z C U : D E , y tocándose por el ángulo C 
el uno y el otro triángulo, quedan paralelos los la
dos homólogos: digo que los demás lados BC, CE 
de los triángulos formarán una sola recta. Fig, 3 5 . 

Siendo el ángulo A zz: ACD = z D ( 96 ) , y 
A B : AC D C : D E ( sup. ) , será ( 2 9 8 ) el 



( i «7 ) 
ángulo B SE DCE; por consiguiente será el ángulo 
j5 _f_ H- Z)C£ yfCD ; y añadiendo el ángulo 
^ C ^ , será también 5 - t - - i - ACB z=z DCE M* 
ACD -+- ^Ci?; pero los tres ángulos B , A y ACB 
son iguales á dos rectos ( i o i ) : luego también los 
tres DCE, ACD y ACB serán iguales á dos rectos; 
por consiguiente ( 7 8 ) las rectas BC, CE forman 
una sola recta. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X I I T . 

3 3 8 En círculos iguales DBCA, HFGP los 
ángulos en el centro BDC , FHG, y en la circun
ferencia BAC, FEG tienen la misma razón que 
los arcos, sobre quienes insisten, y la misma tienen 
los sectores. Fig. 3 6. 

I . Tírense las cuerdas BC, FG, y acomódense 
las rectas ( 2 02 ) CT, &c.z=:CB, GLyLP, &c. zn 
FG i y tírense DT, H L , HP. Por ser B C = C r , y 
GF=GLz=:LPy serán ( 1 8 2 ) los arcos BC=:Cry 
FG GLzu LP, Como también los ángulos (1 80) 
BDCzizCDTy FHG = GHL z=z LHP i luego será 
multíplice el arco BCT : BMC = : el ángulo BDT: 
BDC; también'será multíplice el arco FGP: FRG — 
el ángulo FHP : FHG; 
pero si el arco BCT es 
mayor, menor, ó igual al arco FGP, también ( 1 8 0 ) 

Liv 

BMC: FRG—BDC: FHG 
B C T FGP BDT FHP 



( 1 6 8 ) 

el ángulo B D T es respectivamente mayor, menor, ó 
igual al ángulo FHP : luego será ( 230 ) el arco 
BC i FG = B D C : F H G , ó como el ángulo BAC á 
FEO ( 2 6 J ) , por ser ( 1 7 3 ) el ángulo BDC = 
2 B A C , y FHG = : iFEG. 

I I . Siendo las cuerdas 5C, y CT iguales (const.), 
lo serán también los arcos ( 18 2 ) BAC^ CAT, y 
por consiguiente ( 1 8 0 ) los ángulos BMC y CNT, 
y ( 1 7 7 ) el segmento B C M = : CTN\ pero ( 69 ) 
el triángulo BDC zn CDT : luego será el sector 
BDCM zzzC&TN. Del mismo modo se demostrarán 
iguales los sectores F H G , G H L , L H P ; y por tan
to será multíplice BCT : BMC = BDTC: BDCM. 
También será multíplice B M C : F R G = B D C M : FHGR 

BCT FGP BD T C FHGP FGP : FRQ = FHPG: 
FHGR; pero si el arco BCT es igual al arco FGP, 
también el sector BDTC FHPG (por la misma 
razón que se demostró ser el sector BDCM—CBTN), 
y si BCT es mayor ó menor que FGP, también es 
respectivamente el sector BDTC mayor ó menor que 
el sector FHPG: luego será el arco BMC: FRG = 
B D C M : FHGR, Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 
339 De aquí se sigue que el sector al sector 

tiene la misma razón que el ángulo al ángulo; porque 
entrambas son iguales á la que tiene el arco al arco. 



( I ) 

C O R O L A R I O I I . 

240 También se infiere , que como el ángulo 
en el centro es á quatro rectos, así es el arco, sobre 
quien insiste dicho ángulo, á toda la circunferencia. 
Pues como el ángulo BDC es al recto, así el arco 
BC es á el del quadrante, y es ( 2 6 8 ) el ángulo 
recto á quatro rectos como el arco del quadrante 
á la circunferencia : luego por igualdad ordena
da ( 2 7 7 ) será el ángulo BDC á quatro rectos co
mo el arco BC i . toda la circunferencia. 

C O R O L A R I O I I T . 

341 Los arcos T L , BC de círculos desigua
les ( Fig. 3 7 ) , sobre quienes insisten iguales ángu
los , ó en el centro como T A L , BAC, ó en la cir
cunferencia , son proporcionales con las circunferen
cias T L T , BCB;esto es, T L i BC z=z T L T i BCB. 
Pues ( 340 ) r Z á T L T como el ángulo T A L i 
quatro rectos; también BC á BCB como el ángulo 
BAC á quatro rectos; pero el ángulo TALzizBAC 
( sup. ) : luego será TL : TLTzzz BC: BCB, y al
ternando TLxBCzzz TLTi BCB.. 
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L I B R O XI. 
D E F I N I C I O N E S . 

342 Sólido es el que tiene longitud, latitud, y 
profundidad. 

343 Los extremos ó términos del sólido son 
superficies. 

3 4 4 Una recta es perpendicular á un planoT 
quando es perpendicular á todas las rectas , que la 
tocan , y están en el mismo plano. 

La recta ¿íB será ( Fig. 1 ) perpendicular a] 
plano GFCE, si forma con todas las rectas GZ?, FBr 
D B , CB, Se. tiradas por el extremo B en dicho plano 
los ángulos rectos A B G , A B F , A B B , ABC, &c. 

345 Un plano es perpendicular á otro, quan
do las rectas tiradas en uno de ellos perpendiculares 
á la común sección son también perpendiculares 
al otro plano. 

El plano HQET será (Fig. 1 ) perpendicular al 
plano GFCE, si qualquiera recta A B tirada en uno 
de ellos H G E ^ perpendicular á la común sección 
GE, es también perpendicular al otro plano GFCE* 

3 4 6 La inclinación de una recta al pla
no FCE es el ángulo agudo -^.Di? que resulta , si 
desde el extremo superior A de dicha recta se baxa 
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la perpendicular .-^5 sobre el plano v y se tírala rec
ta B B que junte los extremos de ambas rectas A D , 
A B , Fig. 2 . 

347 La inclinación de un plano á otro es el 
ángulo agudo contenido por dos rectas tiradas , una 
en cada plano , perpendiculares á la común sección 
en un mismo punto. 

Así la inclinación ( Fig. 3 ) del plano GFCH al 
plano FCE es el ángulo agudo A D B contenido por 
las rectas D A , D B tiradas desde un mismo punto 
D perpendiculares á la común sección FC de ambos 
planos en cada uno de. estos.. 

348 Dos planos estarán, igual, ó semejantemente 
inclinados que otros dos planos, quando la inclinación 
de los dos primeros es igual á la de los segundos. 

349 Planos paralelos son los que continuados 
nunca se encuentran. 

3 S o Angulo sólido es la inclinación de mas de 
dos rectas, que concurren en un punto, y no están 
en un mismo plano; y así {Fig, 4 ) la inclinación de 
las rectas D A , DC, D B , que concurren en un mis
mo punto D , y están en diferentes planos , forman 
el ángulo sólido D , 

351 Figuras sólidas semejantes son las que es
tán contenidas por igual número de planos semejanteSi 
L 352 Figuras sólidas semejantes é iguales son 
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las que están contenidas por igual niimero de planos 
semejantes, é iguales. 

E S C O L I O ; 
3 g 3 Esta definición contiene un toerema así 

como la primera del libro tercero; esto es, que dos 
círculos son iguales, si tienen iguales sus radios. Sin 
embargo usaremos de ella , sea de Eüclides ó de 
Theon, á imitación de tantos sabios Geómetras pos<-
teriores á Euclides ̂  quando fácilmente se puede de
mostrar por medio, de la sobreposicion ,. que las 
dos figuras sólidas contenidas por igual número de 
plaaos semejantes é iguales se ajustan, exáctamente. 

3 5 4 Pirámide es la figura sólida contenida por 
planos , que saliendo de los extremos de otro concur
ren en un punto. 

Las figuras sólidas D^i?C, EJBCD, FABCDE 
son ( Fig. 4 ) todas pirámides , y para distin
guirlas unas de otras se dice pirámide triangular la 
figura sólida DABC que tiene por base un trián
gulo ; pirámide quadrangular-la EABCD que tiene 
por base un quadrilátero.; pirámide pentagonal la 
FABCDE que tiene por base un pentágono ,. y así 
succesivamente. Se entiende por base de lai pirámide 
el plano , en quien concurren todos los demás. 

3 S 5 Prisma es una figura sólida contenida por 
planos ,, de quiene.s dos opuestos son iguales , seme-
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jantes y paralelos , y los demás paralelogratnos. 
3 5 6 Esfera es la figura descrita por la revo

lución da un semicírculo al rededor de su diámetro 
inmóvil, hasta volver al lugar de donde salió. 

357 El diámetro inmóvil se llama exe de la 
esfera» 

358 El centro del referido semicírculo se lla^ 
ma centro de la esfera. 

359 Diámetro de la esfera es qualquiera recta 
tirada por su centro, y terminada por ambas partes 
en su superficie. 

360 Cono es una figura sólida descrita por la 
revolución de un triángulo rectángulo al rededor de 
un lado inmóvil de los que contienen el ángulo recto, 
hasta volver al lugar de donde salió. 

3 61 Si el lado inmóvil fuese igual al otro, 
que con él forma ángulo recto; el cono se llamará 
orthógonio ; si fuere menor ^ ambligonio ; y si ma
yor, oxigonio. 

3 6 2 Exé del cono es la recta fixa al rededor 
de la qual gira el triángulo. 

363 Base del cono es el círculo descrito por 
el lado que gira. 

E S C O L I O . 
3 6 4 El cono^ que Euclides define^ tiene el exe 

perpendicular á la base, y en este caso se llama recto. 



( « 7 s;) 
Los Geómetras consideran otro cono que llaman 

escaleno, y describen los dos del modo siguiente. Da
do un círculo ACB ( Fig. g ) cuyo centro'sea C, y 
un qualquier punto D superior al plano ACB; si se 
considera que una recta D A tirada desde este punto 
á la circunferencia, estando firme en el punto D , se 
mueve al rededor de la circunferencia del círculo, 
hasta que vuelva al lugar de donde salió; la figura 
sólida contenida por el círculo ACB , y la superfi
cie formada por la recta D A , se llama cono , y es 
recto , si DC es perpendicular al círculo ACB , y 
si no, escaleno. Generalmente el círculo ACB se lla
ma base del cono, DC exe, el punto D vértice del 
cono , y la superficie descrita por la D A prolonga
da por ambas partes se llama superficie cónica. 

3 6 5 Cilindro es la figura sólida descrita por 
la revolución de un paralelógramo rectángulo al rê -
dedor de uno de sus lados inmóvil , hasta volver al 
lugar de donde salió. 

3 6 6 Exe del cilindro es la recta inmóvil al 
rededor de la qual se mueve el rectángulo. 

3 6 7 Bases del cilindro son los círculos des
critos por los dos lados opuestos, que giran. 
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E S C O L I O . 
3 ¿ 8 En €l cilindro , que Euclides define , es 

el exe perpendicular á la base, y en este caso se 
llama recto. Los Geómetras consideran otro cilindro, 
que llaman escaleno,, y se concibén ambos descritos 
del modo siguiente. Si dos círculos CJD, ¿4B {Fig.6) 
son iguales y paralelos, y la recta G H se mueve al 
rededor de las circunferencias de dichos círculos has
ta volver al lugar de donde salió ; la figura sólida 
comprehendida Cutre dichos círculos, y la superficie 
producida por la recta D B , se llama cilindro, y es 
recto, si la recta E F , que junta los centros de los 
dos circuios , es perpendicular á la base A T B , si no, 
el cilindro es escaleno. 

3 69 Los conos, y los cilindros se llaman se-f 
mejantes * quando son proporcionales sus exes con los 
diámetros de las bases. 

370 Gubo es una figura sólida contenida por 
seis quadrados iguales. 

371 Tetraedro es una figura sólida contenida 
por quatro triángulos iguales , y equiláteros. 

372 Octaedro es una figura sólida contenida 
por ocho triángulos iguales, y equiláteros, 

373 Dodecaedro es una figura sólida conteni
da por doce pentágonos iguales ^ equiláteros , y 
equiángulos. 



37 4 icosaedro es una figura sólida contenida 
por veinte triángulos iguales, y equiláteros. 

3 7 5 Paralelepípedo es una figura sólida conte
nida por seis paraíelogramos, de los quales cada dos, 
opuestos son paralelos. 

,<üotii uiu t m ^ á . mmüo .aohyjz m • 'jitmn-ut 
P R O P O S I C I O N I . 

376 Una recta no puede estar parte en un 
plano inferior , y parte en otro superior. Fíg. 7. 

De lo contrario, estando la parte yfCde la rec
ta J4CB en el plano D E , podría estar la parte CB 
en otro superior , y alargada la ¿4C hasta F en 
dicho plano D E , tendrían dos rectas F C A , BCA un 
segmentó común A C , loque es imposible. Luego 6cc. 

P R O P O S I C I O N I I . 
- i • • 

377 Dos rectas A B , CD que se cortan mu
tuamente , están en un plano, como también qual-
quier triángulo DEB* Fig. 8. 

Si el triángulo DEB no estuviese en un soío 
(plano , una parte de él FEG se hallaría en un pla
no inferior, y otra DFGB en otro superior, y por 
consiguiente las rectas E F D , EGB estarían part;e 
en un plano , y parte en otro , lo que es imposi
ble ( 3 7 6 ) : luego el triángulo DEB está todo en 
un plano ; pero las rectas CD, A B están ( 376 ) 

M 



;(i78) 
en el mismo plano en que se hallan E D , ES : luego 
estarán también en un mismo plano.. 

;., - s 
P R O P O S I C I O N I I I . 

. ' -, • 

378 Si doa planos y4B, CU se cortan mu
tuamente ; su sección común. EF será una recta. 
Fig, 9. 

Si la sección común E F no es una: recta , tírese 
en el plano ¿4B la recta EGFr y en el plano CD la 
recta E H F : y se- verificaría, que dos rectas EGFyEHF 
cerraban espacio, lo quê  es imposible^ Luego &c. 

P R O P O S I C I O N I V . 
tiu v- :v. J \ m-jTi zm trntrntrn , ^ € l c-rüdq mmh 

379 Si tina recta .EFes; perpendicular, en la 
común, sección, á dos rectas. , CD, que se cor
tan mutuamente;. será también perpendicular al pla
no ¿ÍDBC, en que están.. Fig*. 1 o ,. 

Tómense las rectas EA 3 EC% EB\ ED iguales 
entre s í , y por el punto. E en el plano. ADBC tíre
se qualquiera recta GEH, que se termine en AD, 
CB; ea fia tírense las rectas. FAyFG, F D , FB, F H , 
FC. Siendo A E ~ E B 7 DE =:ECt y ( 79 ) el án
gulo AED — CEB > será ( 63 ) A D = CB, y el 
ángulo DAE = EBC'> pero ( 7 9 ) el ángulo AEG 
ziz BEH y A E = EB : luego será ( 9 3 ) AG zzz 
B H y GE zs EH, Asimismo siendo iguales los la-
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dos yfE, E D , E B , EC} y E F común á los quatro 
rriángulos F E A , F E D , F E B , FEC, y ademas los 
ángulos en E rectos v serán ( 6 3 ) iguales los lados 
¿ fF , D F , B F , CF\ pero se ha demostrado t>A -=z 
BC: luego será ( 69 ) el ángulo FABzz i FBC; / 
siendo por lo demostrado F A zz: F B , AG =2 5 / / , 
será ( 6 3 ) ÉG = F H \ luego los triángulos i ^ G , 
F E H tienen los lados' del uno respectivamente igua
les á los del otro ; por consiguiente ( 69 ) serán 
iguales los ángulos F E G , F E H i esto eŝ  F E per-
pendicülar á GH¿ Del mismo' modo se demuestra que 
FE es perpendicular á todas las rectas que pasan 
por el punto -E , y están en el plano y^D^C ; por 
consiguiente FE es ( 3 4 4 ) perpendicular al referi
do plano. Qué es &c. 

P R O P O S I C I O N V. 

3 80 Si una recta ^iS es perpendicular, en la 
común sección , á tres rectas A C , A D , A E , que se 
cortan , estarán estas en un mismo plano. Fig. í 1 / 

De lo contrario * una de las tres rectas como A E 
estaría en otro plano BÉ diferente del plano CF que 
pasa por las dos C A , A D i y sea en este caso la 
recta AG ( 3 7 8 ) la sección, común del plano FC 
con el plano i?E prolongado si es necesario. Siendo 
A B perpendicular ( sup. ) á las rectas A C , A D , 

M i j 
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también será (3 7 9) perpendicular al plano F C \ Y por 
consiguiente ( 3 4 4 ) á la recta AG pero, la recta 
B A es perpendicular á la recta A E (sup. ) : luega 
serán iguales los ángulos. B A E x BAQ , lo. que es. 
iniposible. Luego &c.. 

P R O P O S I C I O N V I . 
tOir4 goíi/gnáhj zoi o-gsisk zn %}% ( gd ) ktsz 

381 Si dos rectas; A B , 25C son perpendicula
res á un mismo plano E F \ sexán paralelas entre sí.: 

Tírese k recta A D , y sobre ella levántese la 
perpendicular DG en el plano E F ; tómese Z)G — 

y tírense las rectas -í̂ í?. Siendo .̂S 
perpendicular al plano E F , lo será también (3 44 ) ' 
á las rectas A D 9 AG, Del mismo, modo se demuesr-
tra DC perpendicular á las rectas D A , DG: luego 
los triángulos B A D , A D G tienen los ángulos B A D , 
ATkC* iguales por rectos , y. los lados. B A , A D res-
tjectivamente iguales á los GD, D A ; por consiguien
te ( 6 3 ) tendrán las bases B D 9 A G iguales ; pero. 
BA-zzDG, y BG es común á los triángulos ¿LfG, 
BDG : luego ( 6 9 ) será el ángulo B A G =z BDG> 
y por ser BAG recto, lo será también B D G : lue
go GD es perpendicular á las tres rectas D A , DB, 
DC; por consiguiente ( 3 8 o ) estas tres estarán en 
un mismo plano en quien está ( 3 7 7 ) también la 
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A B \ y ilendo lós ángulos B s í D , CD¿4 rectos, sa* 

( 9 5 ) paralela á Z>C Que es &c. ] 

P R O P O S I C I O N V I L 

.i 382 Si dos rectas ¿4B, CD son paralelas , la. 
recta. E F , que junta dos puntos qualesquiera E , i^dé, 
ellas, estará en el mismo plano, en que se hallan las: 
paralelas. Fig. 13 . 4 
5 Si se niega v que E F está en el plano de las pa

l íe las ABy CD, córtese dicho plano con otro, que 
pase por los puntos E^ F , y la sección común de; 
los, referidos dos planos será ( 3 7 8 ) una linea rectá 
E G F : luego dos rectas E F , EGF cerrarían espa-i 
ció, lo que es imposible. Luego &c. 

. X I V [ O l O \ r c O \ 0 % 5 
E S C O L I O . 

v ; 
. 383 Esta proposiciones verdadera, aun quan-, 
do las rectas A B , CD no sean paralelas , con tal 
que estén en un mismo plano; como se evidencia 
por lá demostración, 1 

P R O P O S I C I O N V I H . 
siip .•on.okj y. II/JAW - \ V *\ ( r \ ^ ) hyjz 

3 8 4 Si dos rectas A B , DC son paralelas,jr 
una de ellas como AB es perpendicular al plano EF; 
la otra DC será también perpendicular al misma 
glano, 3. ; , OH i ^ s i 'cú • q 

M i i j 
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Con la misma preparación y raciocinio de la pro

posición sexta se demostrará ser recto el ángulo GDBi 
pero el ángulo GD¿4 es recto ( constr.) : luego será 
GD perpendicular á las dos rectas D¿4, DB ; por 
consiguiente ( 3 7 9 ) al plano que pasa por ellas. 
Ademas siendo u4B paralelas á DC ( sup. ) , las 
rectas ¿4B, A D , T>B, DC estarán ( 3 8 2 ) en un 
mismo plano : luego ( 3 4 4 ) será GZ> perpen
dicular á B C ; pero ( 9 7 ) el ángulo C B A es 
recto, por ser A B paralela á B C y el ángulo B A D 
recto: luego será CZ) perpendicular á las rectas B A , 
B G , y por consiguiente ( 3 7 9 ) al plano E F que 
pasa por ellas. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N I X . 

385 Las rectas A B , CB paralelas á otra EF, 
aun quando no estén todas en un mismo plano, serán 
paralelas entre sí. Fig. 14. 

En el plano de las paralelas ^2?, E F tírese HG 
perpendicular á E F : asimismo • en el plano de las 
paralelas E F , CB tírese GJ perpendicular á E F , y 
será ( 3 7 9 ) EG perpendicular al plano que pasa 
por las rectas H G , G^; pero A H , CJ son parale
las á EG ( sup. ) : luego serán ( 3 8 4 ) las rec
tas A H , Cy perpendiculares al plano que pasa 
por las rectas HG , G J ; por consiguiente ( 3 8 1 ) 



/ Í H , Cjf son entre sí paralelas. Que es 6cc. 

P R O P O S I C I O N X. 

386 ; Si dos rectas B¿4, A C que se cortan, son 
paralelas á otras dos E D , D F que también se cor
tan , no estando en un mismo plano; contendrán án-̂  
gulos iguales, es á saber B¿4C z=z EDF, F i g . i $, 

Tómense B A , A C , E D , D F iguales entre sí, 
y tírense A D , B E , CF, BC, EF. Siendo, pues, A B 
paralela é igual á D E , también BE será ( 1 0 6 ) 
paralela é igual á D A \ y por la misma razón será 
CF paralela é igual á D A : luego CF será igual y 
paralela ( 385 ) á BE ; por consiguiente ( 106 ) 
será BC paralela é igual á EF. Por tanto los trián
gulos J 5 ^ C , E D F tendrán los lados del uno igua
les respectivamente á los del otro, y será ( 69 ) el 
ángulo BACzzzEDF* Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X L 

387 De un punto dado A superior á un pla
no 5 C baxar á este una perpendicular. Fig. 1 6. 

Tírese en el plano BC qualquiera recta D E , y 
báxese á ella desde A l& perpendicular A F ; tírese 
en el plano BC la, F H perpendicuíar á D E , y sobre 
ella báxese la perpendicular A J que lo será al pla
no BC. Por el punto y tírese la recta K L paralela 
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á DS.,Siendo, pues, B F perpendicular á I p rectas 
F A , F H , lo será también ( 3 7 9 ) al plano JFA\ 
pero K J es paralela á ( constr. ) : luego será 
( 384 ) K J perpendicular al plano J F A , por con
siguiente ( 3 4 4 ) el ángulo K J A recto , y siéndolo 
también A J F (constr.), será ( 3 7 9 ) A J perpen
dicular al plano j?<7. Que es &c, ? 

P R O P O S I C I O N X I I . 
^ l ^ f 1 . ^ U A\ :*\ «i tr: i . VJv' / 'V'O'uv ^ --raí Y 
, 388 Levantar sobre un plano J3C una perpen-
dicular en el punto A, Fig. 1 7* 

Desde qualquier punto D superior al plano BC 
báxese á él ( 3 8 7 ) la perpendicular DE^ y tirada E A 
tírese A F paralela á D E , que será perpendicular al 
plano porque siendo A F , ED paralelas, y E D 
perpendicular al plano ZjfC, también ( 38 4 ) lo será 
A F . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I I . 

. • 38 9 En un puntó C de un plano A B na se 
pueden levantar dos perpendiculares CD , CE á éli 
ácia la misma parte. Fig. í 8. 

Si las rectas CD, Ci? fueren perpendiculares al! 
plano , serian también ( 381 ) paralelas, lo que 
es imposible. Luego &c. 



( i8 s ) 
• ^ . « v k phífiUaí&Q í >ftc Vliisa 'SS Lfii?irti 

C O R O L A R I O . 

3 p o Por la misma razón se infiere que des
de un punto superior á un plano, únicamente se pue* 
de baxar á él una perpendicular. 
ís, isíííOibfJsqwd Kí) nsiclfxjfij' kv̂ z ( ' o r e ) hroig 

P R O P O S I C I O N X I V . 

* 391 Si una recta jdB es perpendicular á dos 
planos C D , E F ; estos serán paralelos. Fíg. 19, 1 

De lo contrario, continuador dichos planos con-
curririan / y su sección común será ( 3 78 ) la rec
ta G H : tómese en esta qualquier punto J , y tíren^ 
se las rectas Js í9 JB. Siendo , pues, A B perpendi
cular á los planos CD, E F ( sup, ) , serán rectos 
( 3 4 4 ) los ángulos J-dB, J B A , lo que es imposi
ble ( 8 2 ) , Luego &c. 

P R O P O S I C I O N X V . 

392 Si dos rectas A B , A C que se cortan en 
un plano, son paralelas á otras, dos D E , D F que 
se cortan en otro; también serán paralelos los planos 
BAC, E D F , que pasan por ellas. Fig, 2 0. 

Desde el punto A báxese ( 3 8 7 ) AG perpendi
cular al plano E F , y por el punto G tírense ( 1 0 0 ) 
las rectas G H , GJ respectivamente paralelas á las 
D E , DF. Siendo, pues, G H , A B paralelas á una 



( i 8 6 ) 

misma b E , será ( 3 8 5 ) G H paralela á A B : asi
mismo será paralela á AC; pero ^fG es ( 3 4 4 ) 
perpendicular á las rectas G//*, GJ, por ser perpen
dicular (constr.) al plano E F : luego será ( 9 7 )# 
Gyí perpendicular á las paralelas , AC; por con-» 
siguiente ( 3 7 9 ) será también GA perpendicular al 
plano B C ; pero AG lo es { constr. ) al plano EF: 
luego ( 3 9 t ) los planos BC > E F serán paralelos. 
Que es &tc. 

E S C O L I O . 
3 9 3 Por un punto G fuera de un plano BAC 

se hará pasar un plano paralelo á BAC i si por el 
punto G se tiran las rectas G H , G^ respectivamen
te paralelas á las A B > A d pues será por lo demos
trado el plano que pasa por HG y GJ paralelo al 
plano BAC, 

P R O P O S I C I O N X V I . 
3 9 4 Sidos planos paralelos A B , C D se cor

tan por otro tíEGF; las comunes secciones EH9 
GF serán paralelas. Fig, 2 1. 

A no ser así y dichas comunes secciones con-
curririan en un punto ; pero ( 3 7 6 ) las rectas 
H E J , H E están en el plano B A , y las rectas FG% 
FG están en el plañó t)C i luego los planos A B , 
CD concurrirían, lo qüe es contra lo supuesto. Lue
go 6ÍC. 
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P R O P O S I C I O N X V I I . 
! 

395 Si dos rectas A L B , CMD se cortan por 
planos paralelos E F , G H , JK-, quedarán divididas 
en iguales razones \ esto es, A L -. L B nn CM\ M D . 
Fig. 22 , 

Tírense las rectas AC,, BD en los planos EF, 
J K ; únanse los puntos A , D por la recta A D , 
que encontrará al plano G//en iV; y tírense las rec
tas N L , NM.. Dividiendo, el plano triangular A B D 
á los dos; planos paralelos, G H , J K , sus comunes 
secciones. LNX BD serán paralelas ( 3 9 4 ) : del mis
mo modo se. demostrará paralela á N M , Por tanto 
será ( 2 9 0 ) AL-. L B — A N v NDv pero es ( 2 9 1 ) 
C M : M D = A N : N D , por ser i W paralela al la
do AC del triángulo. ACD : luego A L : LBz=zCMi 
M D . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I I . 
- ^H....KF i. jfí v^.^j Guíale] j a i O q ocfif ' . í iar 'B ; ssf-ííi ...KI 

3 9 6 Si una recta es perpendicular á un 
plano CDj todos los planos que pasen por ella , le 
serán perpendiculares. Fig. 2 3 . 

Pase por A B un qualquier plano JF/? , y sea EG 
la común sección de los planos E F , CD: tómese en 
EG qualquier punto H , y por este tírese en el pla
no E F la recta Hjf perpendicular á la común sec-



cion EG, Siqndo perpendicular al plano CD, se
rá recto el ángulo A 3 H ; pero el ángulo j fH3 es 
recto ( constr.) :. luego ( 9 5 ) serán las rectas H J , 
B A paralelas, y por ser B A pérpendicular al pla^ 
ÚQ CD , también se^á ( 3 8 4 ) perpendicular al 
mismo plano; por consiguiente ( 345 ) será el pla
no E F .perpendicular, al pimo CD. Que es &c¿ 

P R O P O S I C I O N X I X . 

i 397 Si dos p l a n o s C D , que mutuamente 
se cortan , son perpendiculares á otro GH • le seré 
también perpendicular la común sección de los 
referidoSi dos planos. iF1^. 24. 
(1 A no ser así; levaiitada la recta i7^ en el pla^ 
no ¿4B perpendicular á la común sección FBt y FJ% 
perpendicular á: la común, sección i^D en el. plano 
CD, seria ( 345 ) F J perpendicular al plano 
por ser el plano ¿4B perpendicular ( sup. ) al pla
no G H ; asimismo por ser el plano CÚ perpendi
cular al plano Gi i / , será F K perpendicular ral pla
no GH : luego dos rectas F J , F K serian perpendi^ 
culares al plano G H , lo que es jmposible ( 3 8 9 
Luego &ÍC, 
r P R O P O S I C I O N X X . [ 

39 8; Si un ángulo sólido A está contenido por 
tres ángulos planos iMZ?, C d D ^ BAQ\ la suma <k 



dos. quaíesqukra será mayor que el tercero. Fig. i 5. 
Si dichos tres ángulos son iguales, es evidente 

lo propuesto; pero si fuesen desiguales, sea el ángUr 
lo BAC mayor B A D , y no menor que CAD. Cons-
trúyase ( 9 0 ) el ángulo jS^JS =3 BAD-, córtese 
AI> = A E 5 en fin tírense las rectas B D t BC, CD. 
Siendo, pues, común á los. dos triángulos.5^^,; 
B A D y A E z z A D , y e\ ángulo B A E = BADri sê  
rá ( 63 ) BE=zBD' , pero ( 87 ) BD-+-DC>BC'. 
luego será Z)C> J&C; y siendo 25^, ^fC iguales res
pectivamente á A E y A C , será ( 9 2 ) el ángulo 
I ) A C > C A E , y por lo tanto serán los ángulos BAD* 
-QéíCAD* > BAQr peto BAC es mayor que B A D , 
y- no menor que CAD : luego la suma del ángulo 
RAO y de uno de ellos será mayor que el, tercero,. 
Que es &c. 

P R a P O S I G I O N X X I . 
3 9 9 Xa suma de todos los ángulos planos que-

contienen uñ ángulo sólido no equivale á quatro. 
rectos. Fig. 2 6. 

Sea un ángulo só:lído : córtense* con qualquier 
plano BCDEF los planos BAC, CAD , &c. en que: 
están los ángulos, que componen-el ángulo sólido ̂ f;: 
y será e! plano BCDEF un, polígono por ser (3 7 8 ) 
lineas rectas las comunes secciones BC, CD r&c, Re-
súelvase este polígono en triángulos BRC, CRD, cfé^ 



( ipo) 
y será la suma de los ángulos de estos triángulos 
igual ( i o 2 ) á la de triángulos B A D , C A D , Se. 
pero én el ángulo sólido B los dos ángulos ( 3 9 8 ) 
CBA -4- A B F > CBF; también en el ángulo sólido F 
los dos ángulos B F A -t- A F E > BFE Í y así en los 
demás ángulos sólidos 2?, Z), C: luego ¡será el ángu
lo ¡sólido A menor que la suma de los ángulos en 
R que forman ( 7 7 ) quatro rectos. Que es &c, 

P R O P O S I C I Ó N X X I t . 
: u u 1 

4 0 0 Si tres ángulos planos A , JfJCjf están 
contenidos por rectas iguales D A , A E , (S?̂ . 
y dos qualesquiera de ellos son mayores que el ter^ 
c e ro se podrá construir un triángulo de las rectas 
D E , FG i H J , que juntan dichas rectas iguales, 
Fig. 2 7 . 

Construyase ( 9 0 ) el ángulo HCK ü 5 ; y 
siendo ( sup. ) los ángulos B 4+- HCJ > A , será 
también ^TC^ > -^: tómese CK = : C/ / , y tírense 
las rectas i f / / , A^ . Los triángulos ^ C H , ÍPBG que 
tienen los lados KC i C H iguales á los 1PB > ÉG f y 
los ángulos ÍCCtí, B iguales, tendrán también ( 63 ) 
iguales las bases K H , FG. Y por ser los lados KC, 
CJ iguales á los DA^ A E , y el ángülo K C J > A t 
será { 9 i ) > Dfií pero FG H y zr: ÁT// -+-
H J > ^ ( 8 7 ) : luego con mucha mas razón se-



( ' 90 
rá FG -H Hjf > Con semejante raciocinio se 
demostrará , que la suma de dos de estas rectas es 
mayor que la tercera; por consiguiente ( 8 9 ) se po
drá construir un triángulo con las tres rectas V E , 
FG y H % Que es &c.. 

E S C O L I O. 
4 0 1 Si de las rectas D E , FG , se for

ma el triángulo M L N , y se le; circunscribe el cír
culo M L N ; el. radio.- X M . será menor que A D . 
Fig, 2 7 2 

Tírense; X L y XN. . 
I . , Esté el. centro X dentro de; dicho; triángulo 

M L N . Si fuese X M — A D , sería ( 6 9 ) el ángulo 
M X L ~~ A i por lo. mismo el ángulo. M X N z i z B , y 
el ing \x \oNXL=HCJ> pero ( 7 7 ) N X L + M X N 

M X L = quatro rectos :• luego, A B HCJ 
m quatro: rectos r contra lo. supuesto; por consiguien
te no puede ser M X — A D . Si fuese > ^ D , 
sería ( 8 8 ) el ángulo M X L < A ; por lo mismo 
M X N < i B , y N X L < HCJ 5 pero M X L -H M X N 

N X L zir quatro rectos : luego A B HCJ 
>• quatro rectos r.contra; lo supuesto. Luego el radio 
X M : será menor que AD¿ 

I L Esté el centro X en un lado M N . Si fuese 
X M ~ A D > szviz M N ~ BF'+ 'BG y pero ÍT/AT— 
F G : luego FG B F BG, lo que es imposible. 



Del mismo modo se demostrará, qué X M no puede 
ser mayor que A D : luego X M < A D . 

IIÍ. Esté el centro X fuera del triángulo L M M 
Si fuese X M — i A D y sería ( 6 9 ) el ángulo M X L 
zz:yf; por lo mismo el ángulo M X N ziz B , y el 
ángulo LXN—HCJ'- , peto M X N zzz M X L -H L X N i 
luego 5 =±: - t - HCJ , contra lo supuesto. Si fuese 
M X > A D í hágase el ángulo HCK ~ - A 5 córtese 
C K z ^ i A D , y tiradas las K J , K H será ( 63 ) iT^/ 
= DE = M L . Y siendo - O / > A D ó , seíi 
el ángulo ( 88 ) KCH > M X L ^ y por consiguien
te el ángulo KHC < X L M , Del mismo modo se de
mostrará el ángulo CHJ < X L N : luego /T/i/jP < 
M L N j por consiguiente ( 9 1 ) en los triángulos 
K H J , M L N será K J < iífiV ó FG : luego en los 
triángulos F B G , KCJ será el ángulo ( 92 ) 5 > 
KCJ, ó bien mayor que A ^ r - H C J , lo que es contra 
,1o supuesto. Por tanto será X M < . A D . 

P R O P O S I C I O N X X I I t . 
- - • , • • - • 

4 0 2 Construir un ángulo sólido de tres ángu
los planos dados A , B , H C J , con tal que la suma 
de dos qualesquiera de ellos sea mayor que el terce
ro , y la suma de todos ( 3 9 9 ) menor que qua-
tro rectos. Ftg. 2 7 . 2 8 . 

Córtense iguales las rectas A D , A E , BF, BG, 



i19 3) 
CU, CJ, y tírense D E , FG, HJ-, construyase ( 89 ) 
el triángulo M L N , de modo que sean DE z=z L M , 
'FG-zz-MN i H J - n L N ; y circunscríbase ( 2 0 6 ) á 
dicho triángulo el círculo M L N , cuyo radio X M < , 
¿4D ( 4 0 1 ). Tírese del punto Jf ( 3 8 8 ) la per
pendicular XR al plano del círculo LMN> y hacien
do centro en con un intervalo igual á des
críbase en el plano un círculo que cortará á 
la VQcta XR en un punto R: en fin tírense las, rec
tas R 3 I i R L y R N y y el ángulo sólido R será el 
que se pide. Tírense las rectas X L , X N . Siendo, 
pues, R X perpendicular ( constr.) al plano L M N , lo 
será también ( 3 4 4 ) á los radios X L , X M , X N ; 
ademas los triángulos M X R , LXR tienen los lados 
M X y XR respectivamente iguales á los L X , XR\ 
luego ( 6 3 ) será MRzzzRL, Del mismo modo se de
mostrará MRzziRN> por consiguiente serán las rec
tas MR, R L , R N iguales á ¿ iD. Por tanto los trián
gulos BAEy L R M tendrán DE én L M , y los lados 
A D , AE iguales á LR , MR} por consiguiente ( 69 ) 
será el ángulo DAE z=z L R M . Del mismo modo se 
demostrará que el ángulo B tes M R N , y HCJ =±3 
L R N , Luego &c. 

• 

P R O P O S I C I O N x x r v . 

4 0 3 Si un sólido ^ 5 está contenido por seis 
N 



( I 9 4 ) 

planos paralelos; los opuestos A E y H B , (Sfo serán 
paralelógramos semejantes é iguales. Fig, 19. 

Cortando el plano A C los dos planos paralelos 
A G , D B , sus comunes secciones ( 394 ) A H , DC 
serán paralelas ; y por lo mismo lo serán las AD$ 
HCi luego la figura AC es un paralelógramo. Igual
mente se demuestra que los demás planos del sóli
do A B son paralelógramos. Tírense las diagonales 
D F , CG; y siendo las rectas A F , A D respectiva
mente paralelas á las / / G , HC, será ( 3 8 6 ) el án
gulo D A F z u C H G ; pero dichas rectas son ( 1 0 7 ) 
respectivamente iguales : luego será el triángulo 
D A F zzz CHG, y por consiguiente ( 1 o 7 ) el pa
ralelógramo A E zst, H B ; pero estos cerca de los án
gulos iguales D A F y CHG tienen los lados propor
cionales , esto es , A F : A D z=. H G : HC} por ser 
A F =z HG y A D s= H C : luego los paralelógramos 
iguales A E , H B serán semejantes. Lo mismo se 
demostrará de los demás planos paralelos. Que es &c« 

P R O P O S I C I O N X X V . 

4 04 Si un paralelepípedo ABCD se corta por 
un plano E F paralelo á los opuestos A D , BC; los 
segmentos estarán entre sí en la razón de sus bases; 
esto es, el sólido A H D : B H F z z A H : BH, Fig. 30. 

Concíbase el paralelepípedo ABCD prolongado 
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indefinidamente por ambas partes, y tómense quan-
tas partes se quieran ^ X , XS iguales á 
y otras BB» K Z , &c, iguales á BE -, por los pun
tos 5", X , ^ , ^ , háganse pasar ( 3 9 3 ) los 
planos gZ^I X/^, JQ, KP^ZT paralelos á ^fD, EF9 
BC. Siendo , pues , el plano DG paralelo al plano 
M E , y el plano D A paralelo al plano FE , como 
también el plano AG paralelo al plano DHy será el 
sólido A H D un paralelepípedo, en quien los referi
dos planos opuestos serán ( 4 0 3 ) paralelógramos 
iguales y semejantes. Del mismo modo se demostra
rá qué los sólidos HBFy BTC, TZO , J M Q , R J ^ , 
SRN son paralelepípedos. Por ser J A n : A E , A M 
z= E H , será J A : A M = : A E : EHh pero ( 9 6 ) el 
ángulo J A M = A E H : luego los paralelógramos JMy 
M E serán semejantes , y también ( 1 1 o ) iguales: 
por la misma razón serán los paralelógramos L A y 
/ fG semejantes é iguales; y como el paralelógramo 
0,7 ( 403 ) es semejante é igual al paralelógramo 
D A y los tres planos J M , A L , JQ, serán semejantes 
é iguales á los tres A H , AG , A D í pero los tres 
( 4 0 3 ) son semejantes é iguales á los tres opuestos: 
luego los paralelepípedos y^WQ ̂ í / J ^ t e n d r á n sus pla
nos respectivamente iguales y semejantes; por consi
guiente serán ( 3 5 2 ) iguales. Del mismo modo se de
mostrará el paralelepípedo ^ 2 — ^ / ^ = - ^ ^ , y 

Nij 
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sus bases JM, RJy RS semejantes é iguales ; como 
también el paralelepípedo H B F zzz B T C = T Z P , y 
sus bases B H , BT , TZ iguales y semejantes. Luego 
quan multíplice sea el sólido 
S H N del sólido A H D , tan 

A H D : H B F ~ A H : HB 
SHN Z H F SH HZ 

multíplice será la base S H de la base asimis
mo quan multíplice sea el sólido Z H F del sólido 
H B F , tan multíplice será la base H Z de la base 
H B , pero si-la base SH es mayor, igual, ó menor 
que la base H Z , también respectivamente es el áék-
lido S H N mayor, igual, ó menor que el sólido H Z F : 
luego será ( 2 3 o ) el paralelepípedo A H D al para
lelepípedo H B F como la base A H á la base HB* 
Que es 6cc. 

P R O P O S I C I O N X X V I . 
4 0 5 En un punto A de qualquier recta A B 

construir un ángulo sólido igual al dado C conteni
do por tres ángulos planos D C F , F C E , DCE* 
Fig- 3 

De qualquier punto F tomado en la CF tírense, 
FG ( 3 8 7 ) perpendicular al plano Í D C £ , y las rec* 
tas DGE, DF, FE y cónese A H = z C D , y construya
se ( g o ) el ángulo HAJz^DCEy córtese AJ—CE, 
y en el plano H A J construyase el ángulo H A K z n 
DCG, y por ser el ángulo HAj f =2 D C E , será el 
ángulo K A J = GCE $ córtese A K ^ z CG , y en el 



097) 
punto K levántese ( 3 8 8 ) la perpendicular K L al 
plano H A J * en fin córtese KLzziGF^ y tirada A L — 
€ F (6 3 ) , será el ángulo sólido A igual al dado C. Tí
rense las rectas H K , KJy H L , L J . Siendo, pues, 
(Iconstr.) A H — C D , A K — C G , y el ángulo H A K — 
VCG, será (6 H K z u D G : asimismo siendo A K z n 
CG, A J = CE , Y ^ ángul0 K A J = G C E y será K $ 
wzGE, y siendo las rectas L K , FG perpendicula
res á los planos H A J , DCE, serán rectos los án^ 
gulos H K L , L K J , DGF, FGE y y por consiguien
te iguales; pero los lados H K , K L son respectiva
mente iguales á los DG, Gi^; y los lados L K , K J 
á los FG , GE : luego será ( 6 3 ) H L z=z D F , y 
L J m FE, Por tanto los triángulos H A L , DCF, 
como también los triángulos L A j f , FCE tendrán los 
tres lados del uno respectivamente iguales á los tres 
del otro; por consiguiente serán ( 6 9 ) los ángulos 
HALz=:DCF, L A J = F C E , y siendo además H A J 
zzzDCE (constr. ) , será el ángulo sólido A igual al 
dado C, Que es &c. 

PROPOSICION X X V I I . 
4 0 6 Sobre uná recta dada A B describir un 

paralelepípedo semejante , y semejantemente puesto 
al dado CD. Fig, 32 . 

Sobre la recta, A B en el punto A construya
se ( 4 0 5 ) el ángulo sólido A igual al ángulo $óli-

Nii j 
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do C , de manera que los ángulos B A H , BAJj 
H A J sean respectivamente iguales á los I C E , FCG> 
ECG. Hágase ( 3 0 6 ) FC : CE zm A B : A H , y 
CE :CG z=. A H : A J \ será por igualdad ordenada 
( 2 7 7 ) FC: C G = z A B : A J \ en fin complétese el 
paralelepípedo A K que será el que se pide. Sien-̂  
do CF-. CEzzzAB: A H , y el ángulo FCEzziBAH, 
serán ( 2 8 3 ) los paralelógramos F E , B H semejan
tes ; por la misma razón el paralelógramo FG será 
semejante al paralelógramo B J , y el paralelcgramo 
EG al paralelógramo ; pero los referidos parale
lógramos son ( 40 3 ) iguales y semejantes á los: 
opuestos: luego los seis paralelógramos del paralele
pípedo CD son respectivamente semejantes á los seis 
del paralelepípedo A K ; por consiguiente serán (3 g 1) 
los paralelepípedos CD , A K semejantes , y seme
jantemente puestos. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

4 0 7 Si la recta A B = CF, será el paralele
pípedo A K Igml al semejante CD : y al contrario, 
si el paralelepípedo A K es igual y semejante á 
CD , serán los lados homólogos A B , CF iguales. 

P R O P O S I C I O N X X V I I I . 

: 4 0 8 Si un paralelepípedo A B se corta por 



( l 9 9 ) 
m plano qué pasa por las diagonales D F , CG de 
dos paralelógramos opuestos , H B ; quedará di
vidido en dos prismas iguales. F¿g. 29 . 

Siendo (107) los lados opuestos de qualquier pa-
ralelógramo paralelos é iguales, serán también las rec
ias DC, FG paralelas é iguales á la recta ^ f / / ; por 
consiguiente seri DC paralela ( 385 ) é igual a la 
recta F G , y el plano DFGC será ( 106 ) un pa^ 
ralelógramOé Y siendo ( 4 0 3 ) el paralelógramo 
igual y semejante al paralelógramo H B , serán tam
bién los triángulos D A F , DFE iguales y semejan̂  
tes á los CHG j CGB pero los paralelógramos ¿4C9 
AG son ( 4 0 3 ) iguales y semejantes á los .Fi?, 
D B : luego todos los planos del prisma FGCDAH 
son iguales y semejantes á los del prisma FGCDEB% 
por lo -que serán ( 3S2 ) iguales los referidos pris
mas. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I X . 

: 4 0 9 Los paralelepípedos AGHEFBCD, 
A G H E M L K J , que tienen una misma base A G H E 
é igual altura, y cuyas rectas insistentes A F , AMy 
GB . G L , y E D , E J , H C , H K están en unas mis
mas rectas F L , y DKy son iguales entre sí. Fig, 3 3. 

Siendo ( 1 0 7 ) M L z=z AG F B , será tam
bién BLz=, F M ; pero B G = z F A y el ángulo GBL 

Niv 
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z=:AFM'. luego ( 6 3 ) los triángulos GBL , A F M 
serán iguales y equiángulos; por consiguiente (29 6) 
semejantes: igualmente lo serán los HCK, EDJ ., y se
mejantemente se demostrará lo mismo en los los trián
gulos GBL> HCK, pero ( 403 ) el paralelógramo A D 
es igual y semejante á GC, E M á H L , y también D M 
á CZ, por ser F M — B L , y D F igual y paralela á CB\ 
luego los. planos del prisma A F M E D J son semejantes 
é iguales á los del prisma GBLHCK, y por consi* 
guíente ( 3 5 2 ) serán iguales; y quitando de estos 
el sólido Qomua NBMjfCP, y añadiendo á los resi
duos el sólido A G N P E H , será el paralelepípedo 
AGHEFBCD = A G H E M L K J . Que es |See¿ 

P R O P O S I C I O N X X X . 

4 1 0 Los paralelepípedos ABCDEHGF, 
A B C D J K L M que tienen una misma base ABCD 
é igual altura , aunque las rectas insistentes A H y 
A J , DO y D M ¡ . cbmó también BG y B K , CF y 
Q L , no estén en únas mismas rectas, son iguales 
entre sí. Fig. 3 4. x 

Prolónguense las rectas H E , GF, K J , L M , y tí* 
rense las AP, DO, BQ, CN. Siendo en el paralelepípe-^ 
do ABCDKJML los paralelógramos opuestos CDML, 
B A J K paralelos , será el plano CZ^OiV" paralelo al 
plano BAPQ\ pero el plano B A D C es paralelo al 



(20 i ) 

plano GHEF 6 bien PQNO, que es su prolongación; 
y por la misma razón el plano BQNC es paralelo 
al plano APOD : luego el sólido BADCQPON es 
un paralelepído ; pero este es igual ( 409 ) á los 
paralelepípedos R A B C K J M L , BADCGHEF: luego 
los dos serán, iguales. Que es 6ÍG. 

P R O P O S I C I O N x x x r . 
• • -

4 1 1 Los paralelepípedos ^ Z ^ , CPKONDQB, 
que tienen iguales bases A L , CPKO é iguales, altu -̂
ras, son iguales entre sí. Fig. 3 6. 

I . , Sean (F¿g. 35) laŝ  rectas insistentes perpen
diculares á las bases A L , CPKO , y será PQ = I J 
por ser iguales ( sup* ) las alturas de los paralelepí-r 
pedos. Coloqúese el sólido A L M J en SRTQ , de ma
niera que ^1 se ajuste exáctamente con QP , y el 
paralelógramo QR saáffiL esté en un mismo plano 
con el paralelógramo CQ ; y por ser los ángulos 
CPQ, QPR rectos, las rectas CP, PR formarán una 
sola: prolónguense las rectas i V Z ) ^ OKE r KPZ, 
DQF , TSZ , T X F i y por los puntos R } U tírense 
las rectas EÍR.S J'GÍ/'/^ respectivamente paralelas á 
las K P Z , DQF ', en fin tírense las rectas El^ , BGi 
Z F . Siendo, pues, CO, P K , RE paralelas ,. como 
¿también C/ / , PQ, RU, serán ( 3 9 2 ) los planos CN, 
PD 3 R y paralelos entre sí ; pero (̂ 3 75.) los pía-
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nos opuestos OD, CQ, ó bien O y , CU son paralelos: 
luego será ( 4 0 4 ) el paralelepípedo CD al parale
lepípedo PP® como la base COKP á la base PKERi 
del mismo modo se demostrará que es el paralelepí
pedo Z U al paralelepípedo P V como la base PZBR 
ó bien PSTR ( 1 o 9 ) á la base PREK; pero la 
base PSTR ~ CPKO ( sup. ) : luego serán propor
cionales los paralelepípedos ^ esto es, CD : PJ£ 
ZU\ P/7"; por consiguiente CD = Z U ; pero ( 4 0 9 ) 
el paralelepípedo ZÜ zz: SU: luego será el parale
lepípedo CD zzz SU zzz A M L J , 

11. No sean las rectas insistéíntes perpendicu
lares á las bases ( Fig. 3 6 ) A L , CPKO de los pa-
lelepípedos ^ X ^ M , CPKONDQH. En los puntos 
A , I , L y G levántense ( 3 8 8 ) las perpendiculares 
^ f r , /íT, L Z ) GR al plano A G L I , y en los puntos 
C, O, JT, P levántense también las perpendiculares 
CX, OB,KF9 PE al plano COKP t, y serán dichas 
perpendiculares iguales entre sí, por ser iguales (sup.) 
las alturas de los referidos paralelepípedos : tírense 
las rectas TT, ZR, BX, F E , y resultarán los para
lelepípedos A I L G R T T Z , COKPEXBF, que serán 
iguales entre sí por lo demostrado en el caso ante
cedente; pero estos paralelepípedos son iguales ( 4 0 9 ) 
á los A L J M , CPKONDQH luego también estos 
serán iguales entre sí. Que es &c. 
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P R O P O S I C I O N X X X I I . 
• 

412 Los paralelepípedos ABCD , E F G L , que 
tienen iguales alturas , son entre sí como sus bases 
JÍB y EF. Figt 37 . 
5 Prolongada E H , y aplicado ( 1 2 o ) á la rec
ta F H en el ángulo F H J el paralelógramo F J z=z 
AB eñ fin completado el paralelepípedo F J M N , 
será ( 4 0 4 ) el paralelepípedo F J N M al paralele^ 
pípedo EFLG como la base F J ó bien AB á la 
base FE ; pero ( 4 1 1 ) el paralelepípedo F J N M 
xzz ABDC, por tener iguales bases ( const,) é iguales 
alturas ( sup.): luego será el paralelepípedo ABDC 
al paralelepípedo EFLG como la base AB á la ba^ 
se EF, Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

4 1 3 De donde se infiere- que los prismas 
triangulares ADSBPQ, E L H F T M , que tienen igua
les alturas, son como sus bases ; pues dichos pris
mas son ( 4 0 8 ) mitades de los respectivos para
lelepípedos ABCD) EFGL* 

C O R O L A R I O I I . 

4 1 4 Los paralelepípedos iguales , que tienen 
iguales alturas, tendrán las ;bases iguales: Igualmen-
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te los prismas triangulares iguales, que tienen igua
les alturas, tendrán las bases iguales. 
sup ^10^.^ . Q-O^J^ sobaransfoííríKg 20J £ 11. 

P R O P O S I C I O N X X X I I I . 
. • -J E • OJ LOD 11 S'JiHS fíÜ8 f 21 

4 1 5 Los paralelepípedos semejantes ABCD, 
EFGH están entre sí en la razón triplicada de sus 
lados homólogos A J , EK. Ftg. 3 8, 

Prolongúense las rectas s í j , DJ , B% de maiiefa 
que sean %£ = : E K , yO = K H , y J N = - K F ; com
plétense los paralelógramos L O , L N , J T , y el pa
ralelepípedo JXMT. Siendo J L = EK, JO ízr K H , 
y el ángulo OJL 323 A J D =z E K H , serán semejan
tes é iguales los paralelógramos LO, HE* Del mis
mo modo se demostrarán semejantes é iguales los 
paralelógramos J M , f K , como también los JT, 
RK, pero ( 4 9 3 ) tres planos de un paralelepípedo 
son semejantes é iguales á los tres opuestos : luego 
los planos del paralelepípedo J M X T serán semejan
tes é iguales á los del paralelepípedo ¿"FG// ; por 
consiguiente ( 3 5 2 ) dichos paralelepípedos serán sê  
mejantes é iguales. Complétense ahora los. paralele
pípedos BOLP 9 B D L V \ y por la semejanza (sup.) 
de los planos de los paralelepípedos ABT)C, EFGH ó 
bien J M T L , será A J : J L = D j : JÓ = B J : J N ; 
pero ( 2 89 ) J4J: J L — A D : D L , D J i J O - z D L i 
LO, y B J . JNz^BO . ONx luego también será vf/?: 
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DLzzzDL- LOznBO'. 0 N \ por consjguiente.(4 i 2) 
el paralelepípedo ^ S P C : B'lQTzz: BLQpTi %XBV 

> ~~ yXBP : J X M T 6 bien - EFGH-. y.luego será el sa
lido ABDC al sólido E F G H en razón triplicada de 
¿iBDC á V L Q r , ó de ¿4D á D L p ó de á J L 

• zz: EK, -Que es &c. § q t ¡ Oíi loprn eí 
£ 0 i 5 t R i £ € | J>.\ OOEJfi 19 i f O f | ?S<íBQ ür f ip ••••fj ^ 03 

C O R O L A R I O I . 
- : Á :\.¡ . • m p mu - d t 

41 6 De aquí se infiere, que si quatro rectas 
son continuamente proporcionales , será la primera 
á la quarta, como el paralelepípedo descrito sobre 
la primera al paralelepípedo semejante, y semejante
mente descrito ^obre la segunda.. 

' i^riro r<ún : ̂ OrVS zzz ÍLOCIK obociqoi^ksq b 
, C O R O L A R I O IT. 

; 4 1 7 También se infiere, que dos prismas trían.-
^tilares semejantes están entre sí ; en razón íriplica^ 

de sus lados homólogos .,'por ser dichos prismas 
mitades ( 4 0 8 ) de paralelepípedos sémeianíes» 

P R O P O . S I C I Ó . N X X X I V i 
ílí gsgncTEEié ( o ^ ) esTBÍiidibnsq 
- i 41 8 Las bases de los paralelepípedos iguales 
idDCB, iSJ/Gi^ son recíprocamente proporeionalés á 
<las alturas : y los paralélepípedos, cuyas, bases" son 
.reciprocamente proporcionales á ías^alturas^son iguar 
les entre sí. Fig. 3 9.. 4 0 . • 
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I . Sean (F/áf. 3 9 ) las rectas insistentes ^ C , EQ 
perpendiculares á las bases EH, Si las alturas 
¿4C y EG son iguales, serán ( 4 1 4 ) las bases E H , 
A D también iguales, por ser los paralelepípedos igua
les ( sup.). Si dichas alturas son desiguales, córtese 
de la mayor EG la parte EJ-=zAC% y por el pim> 
to y hágase pasar ( 3 9 3 ) el plano paralelo á 
la base EH. Consta que ( 4 1 2 } A D : EHz=.ADCBi 
E H J K \ pero ADCB = EHGF ( sup. ) : luego se
rá A D : E H = EHGF: EHJKZZL GL : J L ( 4 1 2 ) ; 
pero ( 2 8 9 ) : =z : E J ~ E G \ A C i 
luego será A D : EHzz: EG: ^ C . 

Si al contrario es A D : E H n= GE: A C ; será 
el paralelepípedo ADCB z=z EHGF : pues consta 
( 412 ) que el paralelepípedo ADCB : E H J K = A D \ 
EHz=iEG \ A C ( sup.); pero ( 289 ) GL\ J L = : 
GE: E J ó bien AC: luego será A D C B : E H J K z n 
G L : J L = EHGF: E H J K ( 4 1 2 ) ; por consi
guiente ADCB ZSL EHGF. 

I I . No sean las rectas insistentes A C , EG per
pendiculares ( F/^f. 4 o ) á las bases A D , E H En 
los puntos A y R j D y l f levántense ( 3 8 8 ) las per
pendiculares A M , R N , DO y UP al plano A D \ y 
en los puntos E y L y H , f levántense también las 
perpendiculares E Q , L K , H S , a\ plano E H 
Tírense las rectas M N , PO , Q K , TS, y resultarán 
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(207) 
los paralelepípedos A B N V , E H K T , en quienes las 
rectas insistentes serán perpendiculares á las bases: 
luego será ( 4 0 9 ) el paralelepípedo y^DiVP afs 
ADCB^ y por la misma razón EHQJS—EHGF., pero 
ADCB z=z EHGF ( sup. ) : luego será A D N P = 
EHQS, y por lo demostrado yíD: E H ^ z E Q : A M , 

Al contrario, si es A D \ EHz=z EQ: A M \ será 
el paralelepípedo vfZ)Ci?=^/ /GF. Pues por lo de
mostrado es el paralelepípedo A D N P = EHQSi 
pero ( 4 1 2 ) A D N P — ADCB, y EHQS—EHGF: 
luego será ADCB = EHGF. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 
- . . . • • . - • , 

4 1 9 También las bases de los prismas trian
gulares iguales son recíprocamente proporcionales á 
las alturas , por ser ( 4 0 8 ) los prismas mitades de 
los paralelepípedos: y los prismas , cuyas bases son 
recíprocamente proporcionales á las alturas , son 
iguales entre sí. 

P R O P O S I C I O N X X X V . 

4 20 Si en los vértices de dos ángulos planos 
é iguales BAC, E D F se elevan dos rectas AG , D H 
sobre los planos de los ángulos, de manera que con 
los lados de ellos contengan ángulos respectivamen
te iguales; esto es , BAG =z E D H , GAC =z HDF9 



-

((2 0 8 ) 

y si desde qualesquíera puntos de' dichas rectas sé 
baxan perpendiculares GJy H K i los planos, y de los 
puntos y y K donde los encuentran , se tiran rectas 

, DK á los vértices ; estas rectás formarán con 
las elevadas ángulos iguales; esto es, GAJ—HDIC 
J?ig. 41.» 

Córtese A L =z D H ; tírese L M . paralela á G% 
y báxense las perpendiculares JfC á A C , MB á AB) 
KP á BF , KE i DEy Y finalmente tírense las rec
tas B C BL, LC, EH, É F r H F . Siendo^ pues, ¿ J f 
perpendicular ( 3 8 4 ) al plano serán ( 3 4 4 ^ 
rectos los ángulos LMC , L M A , LMB : por la 
misma razón serán rectos los ángulos HKF, HKD, 
HKE' . luego será ( i 2 4 ) ^ 1 2 = : . O ^ H - AM^zzi 
L M * JfC2 H~ ^ C 2 zz: Ze2 - f - ^ fC2 ; por consi
guiente ( 116 ) el ángulo será recto. Del mis* 
mo modo se demostrarán rectos los ángulos ABL, 
£¡ED ? £ í F D ; y por lo tanto los triángulos ABL, 
DEH tendrán los ángulos ABL =z L>EH, Bs4L-z 
E D H (sup.), y el lado ^fZ—:Dñr (constr.); por con
siguiente será ( 9 3 ) AB = DE, BL zn E H : por la 
misma razón será en los triángulos ^ C Z j Z^i^ií el la
do A C ~ DFy LCzz:HF: y siendo por ló demostrar 
áo BA=zED i ACZIZDF, y (sup. ) el ángulo BAC 
= E D F , será (6 3) BC=zEF, y los ángulos ABC, 
ACB respéctivamente iguales á los D E F , DFE', y 
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restando dichos ángulos de los rectos iguales, que
darán los ángulos MBC, MCB respectivamente igua
les á los F E K , EFK: luego ( 9 3 ) en los triángu
los BMC, E K F será CM z=z F K ; pero ¿4C = DF, 
y los ángulos A C M , D F K iguales por rectos : lue
go será ( 6 3 ) A M zn DK, Por ser rectos los án
gulos A M L , D K H , será Z ¿ a = A M * -4- ML*t 
D H * = : D K * H - HK*, y por ser A L = D H , A M 
"zz. DK por lo demostrado, también será LMzizHKi 
luego los triángulos L A M , H D K tendrán los tres 
lados del uno respectivamente iguales á los tres del 
otro, por consiguiente ( 69 ) será el ángulo L A M 
= z H D K . QIXQ es &c. 

C O R O L A R I O . 

421 Consta por lo demostrado, que si en los 
vértices de dos ángulos planos iguales se elevan rec
tas iguales que contengan ángulos respectivamentei 
iguales con los lados de los ángulos , las perpendi
culares baxadas desde los extremos de ellas á los 
planos de los ángulos serán iguales entre sí ; es
to es , L M m HK* 

P R O P O S I C I O N X X X V I . 

422 Si tres rectas D E , DG, D F son propor
cionales ; el paralelepípedo D H de las tres será igual 

O 



( 2 I O) 

al paralelepípedo equilátero de la media DG siendo 
los dos equiángulos. Fig, 4 2 , 

En el punto y de una recta construyase (405) 
el ángulo sólido J ~ D , de modo que sea el ángu
lo KJM-=z EDG, K J L ~z EDF, y L J M = FDG', 
córtense las rectas J K , JL3 J M iguales á DG ; Y 
complétense los paralelógramos K L , K M , L M , y él 
paralelepípedo J N : digo que este será igual al pa
ralelepípedo D H . Siendo ( sup. ) DE. DG = : DG: 
DF, y D G - = z J K ~ J L (const.), será DE -. J K -~ 
J L \ D F \ pero los ángulos E D F , K J L son iguales: 
luego ( 309 ) serán las bases E F y K L iguales. Y sien
do DG = J M , y los ángulos planos EDG = K J M , 
GDF— MJLy serán ( 4 2 1 ) iguales las perpendicula
res baxadas desde los puntos G, M á las bases FDE, 
Z^i^T, que son las alturas de los paralelepípsdos; pero 
se ha demostrado la base EFzzz KL-. luego ( 411 ) 
será el paralelepípedo D H zzzJN. Que es &c.-

P R O P O S I C I O N X X X V I I . 

423 Si quatro rectas A , B , C, D son pro
porcionales, lo serán también los paralelepípedos se
mejantes, y semejantemente descritos sobre ellas; y 
si los paralelepípedos semejantes , y semejantemente 
descritos sobre quatro rectas son proporcionales ̂  tam
bién lo serán las quatro rectas. Fig, 4 3 . 
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I . Háganse continuas proporcionales ( 3 o 5 ) las 
rectas A , B, E, F ; asimismo las rectas C, JD, G9 H, 
Siendo ( sup. ) las razones ¿4 á B y C i D iguales, 
serán también las demás razones iguales entre sí; y 
por igualdad ordenada será ( 2 7 7 ) ¿4: F t=z C: 
H ; pero ( 41 6 ) el paralelepípedo A al paralelepí-* 
pedo B como la recta ¿4 á la, F , y por lo mismo el 
paralelepído C al paralelepípedo D como la recta C 
á la. H : luego serán proporcionales los paralelepípe
dos , esto es, A : B z=z C : D. 

I I . Si no es la recta A : B zn C: D , hágase 
( 3 0 6 ) A : B ^ z . C J , y sobre la recta J descrí
base un paralelepípedo semejante á los dados: y por 
lo demostrado en el caso antecedente serán propor
cionales los paralelepípedos, esto QS . A : B ~ C : J; 
pero ( sup. ) el paralelepípedo A : B zzz C: D : luego 
será C: D zmC: por consiguiente los paralelepí
pedos D , y son iguales, y siendo también semejan
tes , serán ( 4 0 7 ) iguales los lados homólogos Z>, 
j f ; pero es la recta A : B zn C: luego será tam
bién la recta A . B z .̂ C'. D. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X X V I I I . 

4 2 4 Si un plano AB es perpendicular á otro 
AC t y de algún punto E tomado en uno de ellos 
se baxa una perpendicular al otro , caerá en la co-

Oij 
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mun sección A D de entrambos. Fig. 44 . 
Si se niega, caerá dicha perpendicular en el pla

no AC fuera de la común sección A D : sea E F la 
referida perpendicular. En el plano AC tírese FG 
perpendicular á A D , y únanse los puntos E , G con 
la recta EG. Siendo, pues, el plano AC perpendi
cular al plano A B , y FG perpendicular á la común 
sección A D , será ( 3 4 5 ) FG perpendicular al plano 
A B , y por consiguiente ( 3 4 4 ) el ángulo FGE rec
to; pero el ángulo EFG es recto ( sup.) : luego dos 
ángulos del triángulo FEG serán iguales á dos rec
tos , lo que es imposible ( 82 ). Luego &c. 

P R O P O S I C I O N X X X I X . 

425 Si cada dos lados ( A E y FC, A F y EC, 
D H y GB, DG y H B ) de los planos opuestos AC, 
DB de un paralelepípedo se dividen en dos partes 
¡guales, y por las secciones se tiran los planos JOQL, 
VKMR ; la común sección ST de los píanos , y la 
diagonal EG del paralelepípedo se dividirán mutua
mente en dos partes iguales. Fig. 45 . 

Tírense las rectas SE, SF, TG, TH-, y siendo 
en qualquier paralelógramo ( 1 0 7 ) los lados opues
tos iguales , también sus mitades serán iguales, esto 
ts, GO = : HQ, OTzizTQy pero ( 9 6 ) los ángulos 
alternos TOG, TQH son iguales: luego ( 63 ) será 
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GT z=z T H , y el ángulo GTO = : HTQ , por lo qual 
( 8 o ) las rectas GT, J / / formarán una sola. Del 
mismo modo se demostrará, que las rectas FS, SE 
forman una sola recta ; y siendo ( 1 0 7 ) las rectas 
FG , E H paralelas é iguales á la recta CB, lo serán 
entre sí ( 3 8 5 ) : luego E F paralela é igual á HG; 
por consiguiente ( 3 8 2 ) las rectas EG, ST estarán 
en el plano E F G H : y porque los triángulos E y s , 
GVT tienen los ángulos alternos ESVzzz GTF, SEG 
~ EGT, é iguales los lados E S , Gr(que son mi
tades de los iguales E F , G H ) , será ( 93 ) EVziz 
GIS, SIS = íST. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

4 2 6 De aquí se infiere, que en qualquier pa
ralelepípedo las diagonales se cortan mutuamente por 
el medio. 

P R O P O S I C I O N X L . 
4 2 7 Dos prismas triangulares ABCFED, 

G H M L J K de igual altura , pero que uno de ellos 
tenga por base un paralelógramo, y el otro un trián
gulo , y sea el paralelógramo duplo del triángulo; son 
iguales entre sí. Fig. 4 6 . 

Complétense los paralelepípedos A N , GQ ; y 
siendo el paralelógramo AC duplo del triángulo 
G M U , y ( 1 o 7 ) el paralelógramo GP duplo de di-

Oiij 
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cho triángulo, será la base ACziz GP; pero ( sup.) 
las alturas de los referidos prismas, ó bien de los pa
ralelepípedos son iguales: luego ( 41 1 ) será el para
lelepípedo ANzzzGQ, y sus mitades, esto es, (408) 
los prismas ABCFED , G H M L J K serán iguales. 
Que es &c. 



Z a r r i . 2 7 . JhQ. 2ÍÓ. 

F 
a—e_ 

Mg.44 . 

z> 

V 

Mo.46. 



SiV 

• 

• 

/ 1 

\ 

/V 

71 

~ t t ; ^ - t^-
-



( 2 I S ) 

L I B R O X I L 
L E M A I . 

4 2 8 Dadas dos magnitudes desiguales ^J5, DFr 
si de la mayor A B se quita una parte mayor que 
su mitad , y del residuo otra parte mayor también 
que su mitad , y así succesivamente; llegará á re
sultar una parte menor que la magnitud menor pro
puesta DF. Ftg. 1. 

Tómese D E multíplice de D F , de modo que 
sea D E > A B , y sean las partes D F , FG, y GE 
iguales; quítese de A B la parte A H mayor que la 
mitad, y de HB la parte Hjf mayor que la mitad, 
y así succesivamente, hasta que el número de las par
tes A H , Hjf , JB sea igual al número de las partes 
JDF, FG , GE. La recta A B < DE (const.); pero 
la recta A H es mayor que la mitad áz A B , y D F 
no es mayor que la mitad de D E : luego será H B < , 
FE', pero J H es mayor que la mitad de H B , y 
FG no es mayor que la mitad de F E : luego tam
bién será B J menor que E G , ó bien que DF, Que 
es &c. 

E vS C O L I O. 
4 2 9 La proposición antecedente se demuestra 

del mismo modo en la suposición de que se quite de 
Oiv 



(2 1 6 ) 

j íB la, mitad , y del residuo también la mitad , y 
así succesivamehte. 

L E M A I I . 
430 Las magnitudes, y las razones de las 

magnitudes, que continua y constantemente se acer
can á la igualdad , de "suerte que su diferencia ven
ga á ser menor que qualquiera diferencia dada; fi
nalmente son iguales. 

De lo contrario serían desiguales, y se diferen
ciarían últimamente en una magnitud K ; y por con
siguiente no podrían acercarse una á otra, sino has
ta la diferencia K , lo qual es contra la hipótesis. 
Luego &c. 

P R O P O S I C I O N E 
431 Los polígonos semejantes ABCDE, 

FGHJK inscritos en los círculos ^Z?Z), FGJ son5 
entre sí como los quadrados de sus diámetros AL , 
FM. Fig. 2. 

Tírense las rectas AC, BL , y F H , MGy y por 
la semejanza de los referidos polígonos será (283 ) 
el ángulo ABC = FGHy y A B : BC^zFGvGHy 
por consiguiente ( 298 ) será el ángulo ACB :zz 
FHG; pero ( 1 7 4 ) los ángulos ACB, FHG son 
respectivamente iguales á los ALB1FMG: luego tam
bién será el ángulo A L B ~ F M G : y siendo ( i 8 6) 
ios ángulos ABL} FGMlgaa.lQS por rectos, los trián-

viO 
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gulos ABLy FG3Í serán equiángulos , y por consi
guiente ( 2 9 5 ) ^ 5 : ^ Z i GF: F M , y alternan
do G F ~ A L : F M : luego será ( 3 2 3 ) el po
lígono ABCDE ai polígono FGHJK como el qua-
drado de A L al quadrado de F M . Que es &c. 

E S C O L I O . 

4 3 2 Los perímetros ó sumas de las rectas, que 
comprehenden las áreas de los polígonos semejantes 
inscritos en los círculos, son entre sí como los diá
metros; es á saber ABCDE: F G H J K = A L \ F M . 
Por la semejanza de los polígonos es A B : FGZ=LBC: 
GHZ=L CD : H 3 - = I D E ' , J K ~ E A : K F , Y la su
ma de los antecedentes tendrá ( 2 6 2 ) á la suma 
de los conseqüentes la misma razón que un antece
dente á su conseqüente; esto es , será el perímetro 
A B C D E : FGHJK z r AB:„ FG 5 pero A B : FG = : 
A L : F M por lo demostrado : luego será ABCDE: 
F G H J K z=z A L : FM. 

P R O P O S I C I O N I I . 

43 3 Los círculos X ^ Z están entre sí en la 
razón de los quadrados de sus diámetros. Fig. 3. 

En el círculo Z inscríbase el quadrado EFGH¿ 
que será mitad ( 2 0 9 ) del quadrado circunscrito, 
y por consiguiente mayor que el semicírculo ; cor-
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tense por medio los arcos EFj FG, GH, HE en los 
puntos Ly M , N y O i tírense las rectas EL , LF, 
FM, Se, y la tangente PQy que será ( i 8 i ) parale^ 
k á FE; finalmente prolongúense las rectas GFy HE 
hasta P. El triángulo ELF es mitad ( i 1 6 ) del 
paralelógramo EQ , y por consiguiente mayor que la 
mitad del segmento ELF\ por la misma razón qual-
quiera de los triángulos FMG, GAÍH, HOE, será 
mayor que la mitad del segmento eh que se halla; 
y si los arcos EL y L F y FMy &c. se cortan por me
dio , y á los puntos de división se tiran rectas , se 
demostrará del mismo modo que qualquiera de los 
triángulos que resultan, será mayor que la mitad del 
segmento , en que se halla ; y por lo tanto si del cír
culo Z se resta el quadrado EFGH, y de los seg
mentos que quedan , se restan los triángulos, y se 
prosigue siempre la misma operación, finalmente que
darán ( 428 ) algunos segmentos del círculo, me
nores que qualquiera diferencia dada K: luego el área 
del polígono inscrito se acerca continua y constan
temente al área del círculo, de suerte que su dife
rencia llega á ser menor que qualquiera diferencia 
dada: luego últimamente ( 4 3 0 ) el área del polí
gono es igual al área del círculo; es á saber, quan-
do el número de los lados del polígono se considere 
aumentado al infinito , y disminuidos estos también 
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al infinito; pero los polígonos semejantes inscritos en 
los círculos X , Z son ( 4 3 1 ) entre sí como los 
quadrados de los diámetros A C , EG: luego también 
los círculos X , Z son entre sí como los quadrados 
de los diámetros A C , EG. Que es &c. 

DE O T R O M O D O . 

Si se niega que es X : Z ^zz^C'1: EG*, supón
gase X : y=z AC*: £Ga5 y se demostrará que y no 
puede ser menor , ni mayor que Z , por consiguien
te le será igual: luego será X: Z zziAC'3". EG*, 

I . Sea y < i Z , y K su diferencia; será por con
siguiente J Kz=i Z ; pero constando por lo de
mostrado que al fin quedarán algunos segmentos de 
círculo menores que K , supóngase que estos sean los 
segmentos E L , L F , F M , Se, luego será el polígo
no ELFMGNHO > J, Descríbase en el círculo X 
el polígono ^ii&SCTI^semejante á ELFMGNHO, 
y aquel será ( 4 3 1 ) á este como ¿¡C* á EG2; pe^ 
ro (sup.) el círculo X : J GE*: luego será 
A R B S C T D F : ELFMGNHO = . X J y por 
ser A R B S C T D F < X , será también ( 2 6 5 ) 
ELFMGNHO < . J , \ o que es imposible por haber^ 
se demostrado mayor: luego J no puede ser menor 
que el círculo Z , 

I I . Sea J > ^ ; y siendo ( sup. ) el círculo 
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J zz 'Aü1: EGiy será invirtiendo { 254 ) J : X = : 
EG2 '- ~AC'1'* Supóngase ser J : X^zzZ : K i y por ser 
J ^ Z (sup.), será ( 265 ) el círculo Jr>^T: lue
go será i?G*: 'AC'l=z Z : lo que es imposible por 
lo demostrado en la suposición primera. Luego ^ no 
puede ser tampoco mayor que el círculo Z , y por 
consiguiente será igual. Que es &:c. 

C O R O L A R I O . 

4 3 4 Los círculos son proporcionales con los 
polígonos semejantes inscritos en ellos. 

E S C O L I O . , 

4 3 5 El círculo ABCD es igual á un triángu
lo rectángulo GEF, cuya base EF sea igual á toda 
la circunferencia , y la altura EG igual al radio. 
Fig. 4 . 

Si se niega, será el círculo ABCD mayor ó me
nor que el triángulo GEF. 

I . Sea el círculo ABCD > GEF, y J la dife
rencia ; por consiguiente ^f^CZ) GEF -+- J. He
cha la misma preparación que antes, llegarán á que
dar ciertos segmentos del círculo , como A R , RB, 
BS ,&c . menores que J : por tanto será el polígono 
AR-BSCTDr mayor que el triángulo GEF -, pero 
tirada desde el centro iV la perpendicular N X á BRf 
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el polígono ARBSCTDy es igual á un triángulo 
rectángulo , que tiene por base su perímetro , y 
por altura Ñ X , por ser ( 167 ) N X igual á 
las alturas de los triángulos ^fiViJ , B N S , &c. en 
quienes se divide el polígono: luego será dicho trián
gulo mayor que GEF, \o que es imposible, porque 
la base , y altura del primero son menores que la 
base , y altura del segundo : luego no puede ser el 
círculo ^ B C D > G E F , 

I I . Sea el círculo ylBCD < GEF, y y la dife
rencia ; por consiguiente ABCB jf "¿zz GEF, Cir
cunscríbase al círculo ABCD el quadrado H M \ di
vídanse los arcos A B , BC, CT>, D A por medio en 
los puntos R , S yT ,JS, y tírense las tangentes PQ, 
Z T , &c. Siendo ( 8 6 ) > y ( 1 93 ) 
= Q A , será ( 1 1 3 ) el triángulo ORQ > QRA: 
del mismo modo se demostrará ser el triángulo PRO 
> PRB: luego el triángulo POQ será mayor que la 
mitad del segmento exterior BRAO: igualmente se 
demostrará que el triángulo Z H T es mayor que la 
mitad del segmento exterior BSCH; y así de los 
demás. Dividiendo de nuevo por medio los arcos 
ARy R B , BS , &c. y tirando por los puntos de di
visión tangentes , se demostrará también que los 
triángulos , que resultan, son mayores que las mita
des de los respectivos segmentos exteriores; por con-
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siguiente continuada dicha operación, llegarán á que
dar ( 428 ) ciertos segmentos exteriores menores 
que ¡F, Sean estos , por exemplo , ¿4Q,R , RPB, 
B Z S \ &c. será el polígono A Q P Z T K U I W < GEF; 
pero dicho polígono es igual á un triángulo rectán
gulo, que tenga por base su perímetro, y por altu
ra el radio NR : luego este triángulo será menor que 
G E F , lo que es imposible ; porque teniendo una 
misma altura , el primero tiene mayor base que 
•el segundo : luego no puede ser el círculo ABCD 
<.GEFf y habiéndose demostrado antes que no pue
de ser mayor, será el círculo ABCD =z GEF, Que 
es &c. 

P R O P O S I C I O N IIT. 
4 3 6 Toda pirámide triangular se divide exac

tamente en quatro partes , que son dos pirámides 
triangulares iguales , y semejantes entre sí y á la 
total, y dos prismas iguales , y mayores juntos que 
la mitad de la pirámide. Ftg. 5. 

Divídanse por medio los lados de la pirámide 
¿4CDB en los puntos E , Hy G,:J, K , F ; y tiradas 
las rectas E H , H G , GE, H J , H K , J K , GFf FJ , 
se tendrán las referidas quatro partes , esto es, las 
dos pirámides s í E H G , H J C K , y los dos prismas 
EHGBJF, HJKFDG. 

I . Las dos pirámides triangulares A E H G , 
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(223) . . , 
HJCK son iguales , y semejantes entre sí y la to^ 
tal ABCD. 

Por estar los lados ABt A C , CB divididóV;>por 
medio en los puntos E , H , J , será A E : EB ~=z 
A H : HC j C H : H A cu C J : J B , y B E - . E A — B J i 
JO; por consiguiente ( 290 ) serán paralelas HE á 
CB, H y á A B , y EJ á AC: luego serán ( 9 6 ) los 
ángulos A E H = : ABC z=z HJC, y A HE — HCJ, 
y los lados { 1 07 ) A E z - H J , E H z=z JC; por 
consiguiente los triángulos ABC, A E H , HJC serán 
semejantes ( 2 9 6 ) , y los dos últimos iguales ( 6 3 ) , 
Del mismo modo se demostrará que los triángulos 
A H G , HCK son iguales, y semejantes entre sí y al 
total ACB\ y que ios triángulos ^£"(r , ABT) son 
semejantes , y los triángulos BJF, JCK iguales. Sien̂ -
do por lo demostrado las rectas A E , AG respecti
vamente paralelas á las rectas H J , H K , será (3 86) 
eí ángulo EAG zzz J H K ; pero dichas réctas son 
también respectivamente iguales por lo demostrado: 
luego los triángulos AEG , H J K serán iguales, y 
semejantes v y por ser el triángulo AEG semejante 
al triángulo ^-SZ), serán los triángulos A B D , AEG, 
H J K semejantes entre s í , y los dos últimos iguales. 
Por la misma razón los triángulos BCD, JCK, EHG 
son semejantes entre s í , y los dos últimos iguales. 
Por tanto las dos pirámides AEHGr, HJCK son 
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( 3 S 2 ) iguales, y semejantes entre sí y ( 3 g i ) á 
la total ABCD. 

11. Los prismas EHGBJF, HGDFJK son igua
les , y mayores juntos que la mitad de la pirámide 
ACBD. 

Por ser las rectas H E , HG respectivamente pa
ralelas á las CE, CD, será ( 3 92 ) el plano EHG 
paralelo al plano BCD ; por consiguiente los dos 
prismas EHGBJFy HGDFJK tendrán iguales altu
ras ; y siendo el triángulo BJFy base del primero, 
ínitad del paralelógramo FJKD base del segundô  
serán ( 4 2 7 ) dichos prismas iguales; pero el pris
ma EHGBJF es mayor que la pirámide EJBF, y 
esta es igual á la pirámide HCJK por la misma razón 
que se demostró ser AHEGzzzHCJK: luego los dos 
Vmm&s EHGBJF y HGDFJK serán mayores que las 
dos pirámides iguales HCJK y AHEG , y por consi
guiente mayores que la mitad de la pirámide ACBD, 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N I V . 
4 3 7 Si dos pirámides triangulares A D B C , 

EHFG de iguales alturas se dividen cada una en 
dos pirámides A M J L , M D N O , y ESVRySHTy, 
iguales, y semejantes entre sí y á la total, y en dos 
prismas iguales J M L B N K , MLCONKyy PSRFTQ,, 
SRGfTQ, y las pirámides resultantes se subdividen 
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del mismo modo, y así succesivamente; será la ba
se de una pirámide á la base de la otra , como la 
suma de todos los prismas de la una pirámide á la 
suma de todos los prismas de la otra. Fig. 6, 

Supuesta la construcción de la proposición an
tecedente , será por lo demostrado el triángulo B N K 
semejante al triángulo BDC', y por la misma razón 
el triángulo FTQ será semejante al triángulo FHG\ 
pero ( 268 ) BC\ B K = F G ' . F Q , por ser los an
tecedentes duplos de sus conseqüentes ( const.): luego 
será ( 3 2 3 ) el triángulo BDC : B N K ~ F H G : FTQ, 
y alternando ( 2 7 0 ) BDC: F H G == B N K : FTQ; 
y por ser iguales las alturas de las pirámides totales, y 
estar divididos por medio sus lados por planos parale
los á las bases, los prismas J M L B N K , PSRFTQ tie
nen también iguales alturas, y es ( 413 ) BNK-. FTQ 
n J M L B N K : FSRFTQ — JMLBNK-+~ MLCKNO: 
P S R F T Q + S R G Q T r ( 2 6 7 ) , por ser J M L B N K 
= MLCKNO, y PSRFTQ = SRGQTPr: luego se
rá B D C : F H G =z J M L B N K M L C K N O : 
PSRFTQ -H SRGQTy. Si del mismo modo se di 
viden las dos pirámides A M J L , ESPRy y las otras 
dos M D N O , SHTVy será también la suma de los 
dos prismas contenidos en la pirámide A M J L á la 
suma de los dos prismas contenidos en la pirámide 
&SPR, como el tnángulo J M L al triángulo P ^ ü , 

P 
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6 bien como el triángulo BDC al triángulo FHG: 
asimismo será la suma de los dos prismas conteni
dos, en la pirámide MDNO á la suma de los dos 
prismas contenidos en la pirámide S H T V , como el 
triángulo BDC al triángulo FHG\ y lo mismo de 
todos los demás prismas que resultasen en las demás 
divisiones: luego ( 262 ) será la suma de todos los 
prismas inscritos en la pirámide ADBC á Ja suma 
de los inscritos en la pirámide EHFG en igual nú
mero , como la base BDC á la base FHG, Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V. 

4 3 8 Las pirámides triángulares ADBC, EHFG 
de igual altura son entre sí como sus bases BDC, 
FHG, Fig, 6. 

Divídase ( 4 3 5 ) la pirámide EHFG en dos 
prismas iguales , y en dos pirámides también igua
les , y semejantes entre sí y á la total; por consi
guiente* ( 4 3 6 ) los dos prismas serán mayores que 
la mitad de toda la pirámide : divídanse del mismo 
modo estas dos pirámides resultantes ; y continuan
do así las operaciones, quedarán finalmente ( 4 2 8 } 
ciertas pirámides en la pirámide EHFG , menores 
que qualquier cantidad dada T; por consiguiente la 
suma de todos los prismas inscritos en la pirámide 
EHFG se acerca continua y constantemente á ella, 
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de suerte que su diferencia llega á ser menor que 
qualquiera cantidad dada: luego últimamente ( 4 3 0 ) 
la suma de dichos prismas es igual á la pirámide, 
es á saber, quando el número de los prismas se con
sidera aumentado al infinito ; pero la suma de los 
prismas inscritos en la pirámide ADBC es á la su
ma de los inscritos semejantemente en la pirámide 
E H F G , como la base BDC á FHG ( 43 7 ) : lue
go las pirámides ADBC, EHFG, á quienes son úl
timamente iguales dichas sumas , serán también co
mo las bases BDC, FHG. Que es &c. 

D E O T R O M O D O . 

Si.no es DBC-. HFG = A D B C ' t EHFG', será 
DBC: HFG — ADBC: X , y X será menor ó ma
yor que la pirámide EHFG, 

I . Sea X < EHFG, y ^ r — EHFG. Ha
ciendo la misma operación que en la demostración 
antecedente , quedarán finalmente ciertas pirámides 
en la total EHFG menores que T , como por exem-
plo Xzs EPSR, STJ/H; y por ser X -H T ~ EHFG 
( sup.) , los prismas restantes PSRFTQ, STJSRQG 
serán mayores que X. SÍ la pirámide ^ f Z ^ C se conside
ra ahora igualmente gubdividida^ será ( 437 ) la base 
QBC: HFG 1= J M L B N K ^ NMOKLC: PSRFTQ 

TS1SQRG \ pero ( sup. ) la base DBC '. HFG = 

n 
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i 

ADBC: X : luego será J M L B N K 4 - NMOKLC: 
PSRFTQ ~H TSFQRG = ADBC : X j pero 
%MLBNK-+-NMOKLC<ABBC'. luego será (2 6 s) 
VSRFTQ TSVQRG < X , lo que es imposible 
por lo arriba demostrado: luego .¿T no puede ser 
menor que EHFG. 

I I . Sea X > EHFG. Hágase : ^ D B C zz: 
EHFG: T; y por ser Xz>EHFG (sup.), será (2 (5 5) 
^Z)5C > TJ pero ( sup. ) BBC: HFG = ADBC\ 
X , é invirtiendo ( 2 5 . 4 ) H F G t D B C = : X : ADBC\ 
luego será HFG: DBCZ^LEHFG: T, lo que es im
posible por lo demostrado eti la suposición primera: 
luego X no puede ser tampoco mayor que EHGF: 
luego será igual , y por consiguiente BBC: HFG 
^ ADBQvEHFG. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

4 3 9 Las pirámides triangulares iguales r que 
tienen iguales alturas, tendrán las bases iguales : al 
contrario, las pirámides triangulares iguales, que tie
nen iguales bases, tendrán iguales alturas* 

P R O P O S I C I O N V I . 

4 4 0 Las pirámides FABCDE, MGHJKL de 
una misma altura ,, y de qualesquiera bases , tienen 
la razón de estas. Fig. 7 . 
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• Tírense las rectas AC^ AÚy y , GK. Porque 
las pirámides triangulares F A B C , MGHJ tienen 
(sup.) iguales alturas, será ( 4 3 8 ) ABC: GHJ^=: 
FABC: MGrHJ; y por la misma razón ACD\ G H f 
= FAC'D : MGHJ , y A D E : GHJ = FADE: 
M G H J : luego será ( 2 81 ) A B C D E : GHJ z=z 
FABCDE: MGH% Del mismo modo se demostrará 
ser G H J K L : GHJ = MGHJKL : MGHJ , é in
viniendo ( 254 ) G H J : G H J K L =z M G H J : 
MGHJKL : luego por igualdad ordenada ( 277 ) 
será ABCDE: GHJKL = FABCDE: MGHJKL. 
Que es &c. 

C O R O L A R I O. 
í 441 Luego qualesquiera pirámides , que tie
nen iguales bases y alturas, son iguales entré sí. 

P R O P O S I C I O N VI Í . 

4 4 2 Todo prisma A É F D E C de base triangu
lar se divide en tres pirámides triangulares igüales 
entre sí. Fig. 8. ) 

Tlrerisé las diagonales AC, FC, F D áé los fes-í 
pectivos paralelógramos B D , B E , A E . Las pirámi-
des FABC, FACD son ( 4 4 1 ) iguales, por tener 
un mismo vértice F, é ( 1 0 7 ) iguales bases ABC, 
ACD. También son iguales las pirámides CDFÁ9 
C D F E , por tener un mismo vértice C é ( í 0 7 ) 

Püj 
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iguales bases U F A , D F E ; pera la pirámide FACB 
es la misma que la CDFA-, luego las tres pirámi
des FABC, F A C B , CDFE, en quienes se divide 
el prisma, son iguales entre sír Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

• 4 4 3 De aquí se infiere que toda pirámide es 
la tercera parte del prisma, que tiene la misma ba
se é igual altura ; porque si la base de la pirámide 
tuviera qualquiera otra figura rectilínea 4 podría di
vidirse en triángulos, y resultarían pirámides trian
gulares. 

C O R O L A R I O I I . 
i / 4 4 4 Los prismas de iguales alturas son entre 
sí como sus bases; pues las pirámides de iguales al*; 
turas tienen ( 4 4 0 ) esta razón. 

C O R O L A R I O I I I . 

4 4 5 Por ser̂  ( 4 0 8 ) el prisma ABFDCJE* 
(Fig. 9 ) mitad del paralelepípedo A G , será la pi
rámide D A B F sexta parte de dicho paralelepípedo. 

P R O P O S Í C I O N V I I I . 

4 4 5 Las pirámides semejantes D ^ 5 C , i^iíFG 
de bases triangulares ABC 7 E F G , están en razoa 
íriplicada de sus lados homólogos AC9 EG. Fig. 1 O Í 

-,1 
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' Complétense los paralelógramos A J , A L ^ A M , 

y E N , EP , EQ , y los paralelepípedos A K , EO. 
Siendo , pues, las pirámides DABC > HEFG seme
jantes , lo serán también los triángulos CAD y GEH, 
€ A B y GEF, D A B y M E F ; y en ellos serán pro
porcionales los lados homólogos^ esto es, CA: A D 
— GE: EH> C A : A B = GE : E F , D A : A B ss: 
H E : E F : luego los paralelógramos A L , A J , A M 
serán respectivamente semejantes á los EP , E N , 
EQy y como los tres planos de un paralelepípedo 
son ( 403 ) semejantes é iguales á los tres opues
tos , el paralelepípedo A K será semejante al parale
lepípedo AO ; por consiguiente ( 4 1 5 ) el sólido 
A K estará con en la razón triplicada de A C i 
EG; pero las pirámides DABC^ HEFG son ( 4 4 5 ) 
iguales partes de los paralelepípedos A K , EO: lue
go también la pirámide D A B C estará con la pirá
mide HEFG en razón triplicada de A C á £ G . 
Que es &c, 

E S C O L I O I . 
447 Las pirámides semejantes FABCDÉ, 

M G H J K L , que tienen polígonos por bases , están 
en la razón triplicada de sus lados homólogos- BC, 
H? . F¿g. 7. 

Tírense desde los ángulos iguales A y G á los 
opuestos las rectas A C , A D } y GJ,GK', y queda-

Piv 



( ^ 3 2 ) 

, rán divididas ( 3 i 9 ) las bases ABCDE, GHJKL 
en los triángulos y f ^ C , A C D , A D E , respectiva
mente semejantes á los G H J , G J K , GKL, Siendo 
(sup.) las referidas pirámides semejantes, los trián
gulos , M G H \o serán también, y F A \ A B 
=z M G : G H ; pero A B i A C = : G H : GJ , por la se
mejanza de los triángulos BAC, H G J : luego por 
igualdad ordenada será F A : A C = MG : GJ. Del 
mismo modo se demostrará ser FC'. CA z^ M j ; 
JG é invirtiendo C A : CF zzz JG: J M i luego otra 
vez por igualdad ordenada será A F : CF MG: 
M $ \ Y por lo tanto los triángulos CFA, JMG se
rán semejantes : ademas siendo ( sup. } respectiva
mente semejantes los demás planos de las pirámides 
FABCy M G H J , lo serán estas, y por consiguiente 
estarán ( 4 4 6 ) en razón triplicada de sus lados 
homólogos BC, H J . Del mismo modo se demostra
rá que, las pirámides F^CZ>, M G ^ K están en ra
zón triplicada de CD á j ^ , y que también las pi^ 
rámides F A D E 7 MGKL están éñ la triplicada de 
DE á K L ; pero por ser iguales las razones BC: 
H J , CD: J K , D E : K L , sus tríplicadas son (3 1 rf) 
iguales : luego la pirámide FABC: MGHJ-zFACDt 
M G J K = F A D E : MGKL'^ov consiguiente (2 62) 
la pirámide F A B C D E : MGHJKZ = FABC: 
-MGH?, ó bien como ,1a triplicada de. BC H f , ® 

VI i 


