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CURSO DE GEOMETRIA E L E M E N T A L . 

I H T I f i O I I U C X I O ^ . 

Nociones generales sobre la linea recta, el plano y la 
circunferencia de circulo. 

N . 0 1 . Todo cuerpo ocupa- en el ESPACIO indefinido que 
abraza al universo material, un LUGAR Ó SITIO determinado ó 
finito que se llama propiamente m ESPACIO. 

Este espacio finito, que el cuerpo llena, tiene ciertos l imi ­
tes que le distinguen del resto del espacio absoluto, constitu­
yendo la SUPERFICIE de dicho cuerpo. Por consiguiente, siendo 
la superficie el lugar de separación entre el cuerpo y el espa­
cio restante, pertenece á entrambos igualmente; y como en el 
espacio indefinido, pueden existir innumerables cuerpos con 
sus límites propios y peculiares, resulta que 

E n el espacio pueden imaginarse innumerables superfi­
cies. 

Cuando dos superficies se encuentran ó cortan, el lugar de 
su mutuo encuentro ó intersección se llama LÍNEA; la cual evi­
dentemente pertenece á un tiempo á entrambas superficies.— 
Como una línea proviene en general de la intersección de dos 
superficies, y como una misma superficie puede ser encontra­
da por otras sin* número enteramente diversas, resulta que 

E n una superficie cualquiera pueden imaginarse infini­
dad delineas. 

Finalmente, cuando dos líneas se encuentran ó cortan , el 
lugar de su intersección ó encuentro se llama PUNTO; el cual es 
común á entrambas; y como el punto resulta de la intersección 
ue dos líneas, pudiendo cada una de estas encontrarse con otras 
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2 INTRODUCCION. 
muchas sin número, en otros tantos lugares diferentes, resul­
ta que 

E n toda linea pueden imaginarse infinidad de puntos (*). 
N.0 2. Aunque se adquiere la noción del punto por la con­

sideración de las lineas, la noción de la línea por la considera­
ción de las superficies, y la noción de las superficies por me­
dio délos cuerpos, es decir, por medio de cosas materiales, no 
por eso se debe creer que son también objetos materiales, los 
puntos, las líneas y las superficies: pues nosotros en virtud de 
una facultad inherente á nuestra inteligencia, conseguimos fá­
cilmente representarnos el punto sin las lineas que le deter­
minan, la línea fuera de las superficies, cuya intersección cons­
tituye la superficie independientemente del espacio ó cuerpo 
á que sirve de límite, y aun al mismo espacio nos le imagina­
mos como absolutamente inmaterial. Los resultados de estas 
diversas abstracciones son los que llamamos con toda propje-

punto, linea, superficie y espacio-^ y los que significa­
mos cuando decimos \os, puntos de una linea, las lineas de una 
superficie, la superficie de un cuerpo, etc. 

N.0 3. Pueden considerarse el espacio, la superficie y la 
línea, bajo dos distintos aspectos; ó bajo el de sus diversas 
formas que se llaman generalmente FIGURAS; Ó bajo el de sus 
magnitudes relativas que se llaman su ESTENSION. 

L a estension toma el nombre particular de VOLUMEN, ÁREA 
ó LONGITUD, cuando es la magnitud relativa de un espacio, de 
una superficie, ó de una linea. Así, la longitud de una línea, 
ó la estension lineal, no es mas que su magnitud valuada ó 
medida en unidades de línea. Igualmente el área de una s u ­
perficie, ó la estension superficial, es la magnitud de la su ­
perficie, valuada ó medida en unidades superficiales; final­
mente, el volumen, ó la estension de un espacio [ó de un cuer­
po], es la magnitud del espacio propuesto, valuada ó medida 
en unidades de espacio (**). 

(*) Algunos autores, siguiendo una marcha diametralmente opues­
ta á la que adoptamos nosotros, parten de la idea primitiva del pun­
to, al cual definen por una negación diciendo: Punto es lo que no tiene 
partes {Euclides, lib. I.0, def. 1.a); y después consideran la línea co­
mo engendrada por el movimiento del punto, la superficie como pro­
ducida por el movimiento de la línea, y el espacio como procedente 
del movimiento de la superficie. 

(**) En la mayor parle de los Tratados de Geometría , al esplicar 
las tres clases de estension, se las distingue con los nombres de estén-
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Las figuras tooian diversos nombres, que daremos á co­

nocer mas adelante. 
La GEOMETRIA es la ciencia que traía de las propieda­

des de las figuras, y de la medida de l a estension, considera­
da bajo los diferentes aspectos que acabamos de indicar. 

N.0 4. E l punto no tiene ni figura ni estension;—lo cual 
le distingue de los demás objetos de la Geometría, que son to­
dos descriptibles y mensurables. 

Sin embargo, cómo muchas veces hay necesidad de consi­
derar uno ó muchos puntos aislados, se ha convenido en de­
signarlos por medio de una ligera señal hecha con lápiz ó plu­
ma, ó con cualquier otro medio adecuado. Pero debe tenerse 
entendido que dicha señal no supone en el punto forma algu­
na, y que siempre debe considerarse como nula en estension. 

Además, para distinguir unos de otros los diferentes pun­
tos del espacio, se coloca al lado de la señal que los represen­
ta una letra, que sirve para nombrarle en el discurso : así se 
dice: el punto A, el punto B , el punto G , . . . [fig. 1). 

De la linea recta. 

N.0 5. De todas las líneas de que trata la Geometría, es la 
mas sencilla la LÍNEA IIEGTA. 

Aunque la idea de la línea recta es una de las primeras á 
que nos conduce nuestra esperiencia y el uso de nuestros senti­
dos , no por eso es menos difícil de definir. Casi todos los au­
tores se reducen á decir con Arquimedes, que—Za linea recta 
es el camino mas corto de un punto á otro;—Y para entender 
esta definición, es necesario imaginar que un punto aisla­
do (n.0 4.) y materializado por el pensamiento, se mueve há -
cia otro punto, siguiendo, para salvar el intervalo que los se­
para, el camino mas corlo entre los innumerables que pueden 
llevar desde la posición primitiva del primer punto á la posi­
ción del segundo. E l camino recorrido en esta forma por el 
punto móvil es lo que se llama Linea recta, ó simplemente 
Jtecta. 

Generalizaremos mas la definición, si decimos que línea rec-

sion coa solo una dimensión {la longitud); estension con dos dimen­
siones (longitud y latitud); estension con las tres dimensiones (longi­
tud, latitud y altura ó profundidad ó grueso); pero hemos creído 
oportuno omitir aquí esas definiciones por la imposibilidad de espli-
carlas rigorosamente en este momento. 



4 INTRODUCCION. 
la es la linea indefinida MNOP... (fig. 2), que posee [con es-
clusion de toda olra línea] la propiedad de ser el oamino mas 
corto entre dos cualesquiera de sus puntos, M y N, N y O, O y 
P , . , . , M y O, M y P, N y P , . . . , lomados á voluntad en su es-
lension ilimilada. 

Toda línea recia MN debe imaginarse ^ro/oíí^aí/a indefi­
nidamente en los dos sentidos MNO... , N M L . . . , á no ser que 
en virtud de circunstancias particulares, se encuenlre limita­
da por uno ó por ambos lados. 

Cuando una recta termina en dos puntos M y N , decimos 
que está determinada de longitud; y cuando solo tiene un es-
Iremo determinado, encontrándose en la posición de las 
JNO, . . . , I M L . . . , se denomina segmento de recta. 

La traza indefinida, sea real, sea ideal, de una línea recta, 
se llama también su dirección; Y debe admitirse que cada rec­
ta no tiene en particular mas que una sola dirección, lo cual 
significa, que nna porción de recta MN no puede tener mas 
que una sola prolongación indefinida en los dos sentidos 
MNOP... , NML. . . . " 

N.0 6. Todas las lineas rectas son, por su propia m h \ -
raleza, swjoer^omto;—y para que la superposición se veri­
fique completamente, basta que coincidan dos de sus punios. 
lista propiedad que caracteriza á la línea recta, debe conside­
rarse como evidente, y admitirse por lo lanío á priori . 

De aquí resuUa que—Dos recias coinciden en toda su es-
lension indefinida, cuando se las hace pasar por dos punios 
comunes. 

O en otras palabras, —/ios puntos determinan la posición 
de una recta, — es decir, que —Por dos puntos siempre se 
puede tirar una recta [según la definición] ; — y no se puede 
i i r a r mas que una sola. 

Por eso se acostumbra designar una recta por medio de 
dos letras M y N {fig. 2) que señalan dos de sus puntos. 

Se infiere también de lo anterior qa^—Dos rectas diferen­
tes no pueden tener mas de un punto común. — En ese caso se 
llaman concurrentes, porque concurren en el mismo punto. 

Finalmente,,si en una recta MN, determinada de longi­
tud (n.0 5.), se señala un punto I , tal que haciendo girar la 
parte IN al rededor de él, pueda venir el punió N á caer so­
bre el punto M, las dos partes I N , 1M, que resultan superpo-
nibles, se llaman iguales entr-e s i , v el punto l , punto medio 
de la recta MN-
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Del plano. 

N.0 7. La mas sencilla de todas las superficies es la SU­
PERFICIE PLANA ó el PLANO; que es una superficie indefinida, á 
la cuál se imagina que puede aplicarse por lodos sus puntos y 
en todas direcciones, una linea recta ( * ) ; cuya propiedad nos 
suministra un medio muy fácil de examinar si es plana una 
superficie. 

De la definición <le la línea recta y de la del plano se i n ­
fiere necesariamente, que 

Una recta se confunde enteramente con un plano en te­
niendo con él dos puntos comunes. 

Porque estos dos puntos determinan una de las direcciones 
en que la recta puede colocarse sobre la superficie. 

ksi—Una recta no puede estar parte en un plano y parle 
fuera de él . 

Sin embargo, se concibe que puede tener un solo punto 
común con el plano; en cuyo caso, se dice que te recta a t r a ­
viesa al pllano, y que el plano corta á la recta. Es visto que 
entonces los dos segmentos de la recta (n.0 5.) están colocados 
respectivamente á una y otra parte del plano. 

N.0 8. Asi como una recta queda determinada de posición 
por medio de dos puntos (n.0 G.), así también 

L a posición de un plano se determina en /¡jando tres .de 
sus puntos, con tal que no se hallen estos en una misma linea 
recta; lo cual significa, 

1.0 que Se puede siempre hacer pasar un plano por tres 
puntos, no situados en linea recta; — y 2.° —que nada mas 
se puede hacer pasar uno solo. 

Así— Dos planos que coinciden en tres puntos no situados 
enlinea recta, coinciden en toda su estension indefinida. 

Esta propiedad del plano hace, respecto de él , el mismo 
papel que la propiedad del n.0 6. respecto de la línea recta. 
Debe por lo tanto admitirse también como evidente (**) . 

De donde necesariamente se sigue que 
L a intersección común de dos planos es una linea recia. 

(*) Un cristal bien palitnentado, una hoja de papel bien terso, 
pueden dar idea de la superficie plana. 

('*) Volveremos á hablar deesía proposición en el lib. 3.", capí-
lulo de los planos. 
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N.0 9. En fin, los planos, lo mismo que las recias, son 

siempre superponibles; bastando para confundirlos, hacer que 
tres puntos del uno, no situados en línea recia, coincidan res-
peclivaraenle con ires análogos del otro. 

N.0 10. Dos rectas que se corlan t determinan también 
un plano: así las A B , AC {fig. 3 ) ; 

Porque si hacemos pasar un piano por su punto de encuen­
tro A , y por dos puntos cualesquiera G y B, tomados respec­
tivamente en cada una de ellas, contendrá dicho plano á las dos 
rectas (n.07.); y además, será el único que las pueda contener 
(n.0 8.):—por cuya razón se llama plano de las dos rectas. 

Es útil además observar, que en este caso, el sistema [ó 
conjunto] de las dos rectas divídela estension de su plano en 
cuatro distintas porciones, B A C , C A D , D A E , E A B , que to­
man el nombre de ÁNGULOS. La consideración de esta especie 
de magnitudes, que á cada paso se presentan en la Geometría, 
es de la mayor importancia. 

N . 0 1 1 . Se llama figura plana una figura que tiene todos 
sus puntos en un mismo plano.—La línea recta es esencial­
mente plana (n." 7 . ) ; y divide al plano en que se encuentra 
en dos porciones superponibles que llamaremos regiones del 
plano respecto de la recta. 

De las lineas y de las superficies, quebradas y curvas. 

N.0 12. Se llama LÍNEA QUEBRADA" la compuesta, como 
A B C D E F [fig. 4) de rectas consecutivas, AB, BC, GD, D E , . . . , 
determinadas de longitud, y unidas de dos en dos por uno de 
sus estremos.—Las parles de rectas, limitadas en los puntos 
de encuentro B , C, D, E , . . . , se llaman /aí/cw de la figura. 

- Toda linea quebrada que no sea plana (n.011.) se llama 
Linea GAUCHA (*) ó ALABEADA. 

E n general se llama LÍNEA CURVA, Ó simplemente CURVA, 
toda linea que ninguna porción apreciable tiene rigorosamen­
te recta.—'Mes son las líneas A B C , A B C D E , . . . [fig. o). 

LÍNEA MISTA es una linea quebrada que se compone de rec­
ías y curvas. 

(*) Adoptado este adjetivo por la Escuela de'Ingenieros de esta 
Corte, y usado ya por autores españoles originales, no dudamos em­
plearlo á pesar de ser tan evidente galicismo: las ciencias al pasar de 
unas naciones áotras llevan necesariamente su tecnicismo, de uno á 
otro idioma.—iVoío del Traductor. 
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Se llama s u p E n r i c i E QUEBUADA loda superficie compuesta 

de planos consecutivos que tienen de dos en dos común una i n ­
t e r secc ión ,—VA cual es necesariamenle una recta como hemos 
visto en el n.0 8. 

SUPERFICIE CURVA es la superficie que ninguna porción 
apreciahle tiene rigorosamente plana. 

Finalmente, se llama SUPERFICIE MISTA la superficie en 
parle plana y en parte curva. 

Del circulo. 
N." 13. La mas sencilla é importante de todas las lineas 

curvas es la LÍNEA CIRCULAR Ó CIRCUNFERENCIA DE CÍRCULO.— 
Así se llama una linea plana ABCD {(ig. 6 ) , cerrada [ó reen­
trante en s i misma], que tiene todos sus puntos a igual dis­
tancia de uno interior O, que se llama CENTRO.--CÍRCULO es 
la porción de plano limitada por l a circunferencia; pero a l ­
gunas veces por abreviar se dá ese nombre a la misma cir ­
cunferencia. ' „ A . , , 

Cada una de las rectas OA, OB, OG, O D , . . . , liradas des­
de el centro á la circunferencia, se llama RADIO del círculo. 

Todos los radios de un mismo circulo son iguales, con ar­
reglo á su definición. • 

Se llama DIÁMETRO de un círculo, la recta, que, como A L , 
pasando por el centro, termina con ambos estremos en la cir­
cunferencia. ' 

Todos los diámetros de un mismo circulo son iguales,-> 
porque cada uno se compone de la suma de dos radios OA, OC. 

Además, — M o diámetro k C divide al circulo y á su 
circunfcremia en dos partes iguales. 

En efecto, doblemos la figura por la línea AG, o hagamos 
girar la parte ABC al rededor de A G , de modo que venga a 
aplicarse sobre la otra parte ADC. Es evidente que se confun­
dirán exactamente las dos porciones de circunferencia: porque 
si una de ellas quedára por fuera ó por dentro de la otra, no 
estarían todos los puntos igualmente distantes del centro, lo 
cual implica contradicción con la definición de la circunferen­
cia. Así, el diámetro AG divide al círculo en dos semicírcu­
los, y á la circunferencia en dos semi-circunferencias. 

N.0 14. Una porción cualquiera, ACB ó ADB [fig. 7 ) , de 
circunferencia, se llama ARCO de circulo-, el arco toma el-
nombre de CUADRANTE cuando es la cuarta parte circun­
ferencia. 
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La parte de recta AB comprendida entre los dos puntos, 

A y B , de la circunferencia, se llama CUERDA y se puede con­
siderar como subtenderte del arco ACB ó del arco ADB; es de­
c i r , que cada cuerda suhtende dos arcos cuya suma equivale 
a la circunferencia entera. 

Cuando la cuerda pasa por el centro, se convierte en d iá ­
metro; y los dos arcos subtendidos son semi-circunferencías 

Sea C un punto colocado en el arco A C B , de modo que si 
se tira el diámetro COD, y se aplica la semi-circunferencia 
t b ü sobre la semi-circunferencia C A D , el punto B c a b a so­
bre el punto A: los dos arcos deben confundirse exactamente 
y se llaman por lo tanto iguales entre si . E l punto C se llama 
e\punto medio del arco A B . Igualmente, siendo los arcos AD 
y BD iguales entre s i , será I) el punto medio del arco ADB 
Ademas, como, después de la superposición de los dos semi­
círculos, queda común el punto í, y los puntos A y B coin­
ciden, resulla que IA es igual á ÍB, es decir, que.el punto I 
es el punto medio de la cuerda A B . 

Cada una de las partes ÍC, ID, del diámetro CD, compren­
didas respectivamente entre los puntos medios C y D de los 
arcos ACB, ADB, y el punto medio I de su cuerda común AB 
se llama sagita del arco .correspondiente. 

E n fin, se llama SEGMENTO DE CÍRCULO la parte de circulo 
comprendida entre un arco ACB ó A D B , y su cuerda AB- v 
SECTOR CIRCULAR la parle de circulo comprendida entre un ar­
co ACB o ADB, y los dos radios OA, O B , tirados á sus es­
treñios. 

De la regla y el compás. 

N . " 15. La linea recta y el circulo, que son las únicas l í ­
neas de que trata la Geometría elemental, se trazan respecti­
vamente en un plano por medio de la REGLA y del COMPÁS (*) 
.„ l a ™ tozar una recia que pase por dos puntos A y B 
\?9- ») ' dados en un plano, sirve una regla, cuvos bordes sa­
lientes sean perfectamente r ^ 7 / í i m [ l i á y medios mecánicos 
de satisfacer esta condición con bastante precisión]. Colocando 
!a regla sobre el plano, de modo que uno de sus bordes pasé 
por los dos puntos A y B , se pasa á lo largo de ella un lápiz, 

(*) Se emplean también en Geometría práctica otros instrumentos, 
como la escuadra, el compás de proporción, el semicírculo qradua-
ao, etc., cuya descripción reservamos para el íin de esta obra. 
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umpluma , ú otra cosa análoga, y su rasgo, va trazando la 
recta. 

E l compás es un instrumento [fig. 9 ) compuesto de dos 
piernas [por lo común ¡guales], terminadas en punta por uno 
de sus estremos, y unidas en el otro estremo [llamado cabeza 
del compás] por una articulación que permite abrir y cerrar 
las piernas á voluntad. Una de las puntas sirve para marcar el 
centro que se quiere describir, y la otra lleva un lápiz ó plu­
ma, que sirve para trazar la circunferencia. 

Guando por medio del compás se quiere describir sobre un 
plano dado una circunferencia cuyo centro sea un punto A del 
mismo plano, y cuyo radio tenga una longitud determinada, se 
empieza por dar al instrumento una abertura igual al radio 
dado A B , es decir, que una de sus puntas pueda colocarse en 
A y la otra en B al mismo tiempo: después se coloca la punta 
fija sobre el punto que debe servir de centro, y se hace mo­
ver la punta armada de lápiz, por el plano. Esta punta es la 
que va trazando al rededor del punto A, la circunferencia pe­
dida ; y esto es lo que se llama 

Describir una circunferencia desde el punto A como cen­
tro y con un radio igual á A B . 

N." 16. Dos circunferencias descritas desde puntos d i s ­
tintos como centros, pero con el mismo radio, son iguales y 
superponibles; — povquQ si se trasporta el segundo círculo 
sobre el primero de modo que coincidan sus centros y sus pla­
nos, las dos circunferencias coincidirán en toda su ostensión; 
sin lo cual los radios de la una no serían todos ¡guales á los 
de la otra. 

De las diversas clases de proposiciones y cuestiones. 

N.017. Se distinguen muchas clases de proposiciones y 
de cuestiones, á las cuales se dán por convención diferentes 
denominaciones: 

1.° E l AXIOMA es una proposición evidente por s i misma, 
cuya verdad se conoce con solo oiría enunciar.—Tales son las 
siguientes: 

— E l todo e6 mayor que cada una de sus partes; ó bien 
— L a parte es menor que el todo; 
— Dos cantidades iguales á una tercera , son iguales en­

tre s i . 
— Dos cantidades iguales, aumentadas ó disminuidas en 

una misma cantidad, dán resultados iguales , — 
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2. ° La demanda ó POSTULADO t;s una proposición cuya 

•verdad se admite sin demostración, aunque no lenga el gra­
do de evidencia del axioma. 

3. ° E l TEOREMA es una proposición cuya verdad necesita 
demostrarse; lo cual se hace por medio de un raciocinio W A -
umlo demostración, que se apoya en verdades de antemano 
conocidas. 

En el enunciado de un teorema se distinguen ordinaria­
mente dos partes principales: la una, llamada hipótesis ó su ­
puesto, es una suposición hecha sobre un sugeto (*); y la otra, 
llamada conclusión, es la consecuencia del supuesto hecho. 

4. ° La UEGÍPUOGA de un teorema [ó de cualquiera otra pro­
posición] es otra proposición que resulta tomando «/ revés la 
primera, de modo que sin variar el sugeto se toma la hipóte­
sis por conclusión y esta por aquella. 

A veces una misma proposición admite varias reciprocas; 
lo cual sucede siempre que la hipótesis es compleja, es decir, 
siempre que puede descomponerse en varias proposiciones 
parciales ó independientes unas de otras. 

Hay también proposiciones cuyas recíprocas son falsas: 
de aquí nace la necesidad de demostrar las proposiciones i n ­
versas siempre que, siendo ciertas, no se deducen evidente­
mente de las directas; ó la obligación de manifestar su ab­
surdo cuando son falsas. 

En fin, hay proposiciones que no son susceptibles de i n ­
versión, es 'decir, que sin enunciados lomados al revés no 
ofrecen sentido alguno razonable. 

5. ° E l COUOLARIO es la consecuencia inmediata de una 
proposición. • 

Por esta definición puede comprenderse que no hay una 
diferencia bien esencial entre un corolario y un teorema. E n 
efecto, por una parte, casi todos los teoremas son consecuen­
cias de los que proceden mas ó menos inmediatamente; y por 
otra, los corolarios suelen ser tan importantes como los teore­
mas en que se apoyan. Sin embargo, la denominación de co­
rolario, dada á una proposición, casi siempre supone que, s i 
bien se necesita un nuevo raciocinio para esUblecer su v e r ­
dad, es este bastante sencillo y obvio para poder suprimirse 
sin graves inconvenientes. 

') Es sabida la significación lógica de esta palabra. 
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6. ° E l PíioBLEau es una cueslion que tiene por objeto de­

terminar ciertas cosas desconocidas y por medio de una ó mas 
cosas conocidas ó dadas, que tienen con las primeras ciertas 
relaciones indicadas en el enunciado. 

Hay dos clases de problemas; los problemas gráficos ó re­
lativos^ las figuras, y ios problemas numéricos ó relativos á 
la estension (n.0 3.). 

7. ° Algunas veces la esposicion de una teoría ó la resolu­
ción de una série de problemas exige una proposición p r e l i ­
minar , que les sirve de preparac ión ó de base: semejante 
proposición recibe el nombre de LEMA. 

8. ° E n fio, el ESCOLIO es una observación hecha sobre una 
ó mas proposiciones precedentes, cuyo objeto especial es ma­
nifestar la estension que pueden tener, las restricciones que 
pueden sufrir, su múlua conexión, su utilidad, etc. 

Muchas veces el escolio dá ocasión á establecer nuevas de­
finiciones, á demostrar nuevos teoremas y á resolver nuevos 
problemas. 

Métodos de demostración. 

N.0 18. De los diferentes medios de demostración propios 
de la Geometría, el mas fecundo y el mas sencillo á la vez 
cuando se puede emplear es el de la superposición de las figu­
ras. Consiste en probar que pueden hacerse coincidir exacta­
mente dos figuras por la aplicación de la una sobre la otra, lo 
cual conduce á reconocer la igualdad de todas sus partes res­
pectivamente, es decir, la de cada parte con su análoga. 

Hay dos modos de superposición, que debemos distinguir; 
para lo cual debemos observar que toda figura, trazada primero 
sobre un plano y desprendida luego de él por la imaginación, 
tiene dos caras, que pueden llamarse en términos vulgares, el 
derecho^ P r e v é s de la figura. Ahora bien, las dos caras, que 
en la superposición se aplican una contra otra, pueden ser, ó 
ambas del mismo nombre, ó cada una de nombre distinto. 

Esto supuesto, se llama la superposición directa siempre 
que al hacerla se aplican una contra otra , caras de nombre 
distinto; y se llama inversa siempre que se hacen coincidir 
dos caras del mismo nombre. 

Un ejemplo del primer caso puede verse en la demostra­
ción dada en el n.016., y un ejemplo del segundo en la de­
mostración que termina el n.ü 13. 

N.019. La superposición directa de una figura plana sobro 
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otra trazada en el mismo plano, puede siempre efectuarse por 
medio de dos movimientos sucesivos, uno de TRASLACIÓN , y 
otro de ROTACIÓN, al rededor de un punto dado que recibe el 
nombre de Centro de roía lo / i .—Algunas veces basta con uno 
de los dos.—Para la superposición inversa se necesita además 
un tercer movimiento, que consiste en hacer g i rar la»figura 
en torno de una recta situada en el plano y considerada como 
charnela, que recibe el nombre de eje de RKBATIMIENTO Ó de 
REVOLUCION. 

En adelante tendremos continuamente ocasiones de acla­
rar con ejemplos el principio de la igualdad de las figuras por 
superposición. 

N.0 20. í lay otro medio de demostración mas general que 
el precedente en el sentido de que sus aplicaciones no se re­
ducen á la Geometría, sino que se estienden á todas las cien­
cias de raciocinio. Este método, llamado de REDUCCIÓN AL AB­
SURDO, consiste en suponer primero que no sea verdadera la 
proposición que se trata de demostrar, haciendo luego, por 
medio de deducciones sacadas de verdades reconocidas y r i ­
gorosamente probadas, que resalte una contradicción mani­
fiesta con alguna de ellas ó con el mismo supuesto. 

Esta forma de razonamientos, aunque muy rigorosa, tiene 
sin embargo cierta cosa de indirecta, por lo cual se debe usar 
con reserva, y solo cuando ya , por algunas consideraciones 
antecedentes, se haya adquirido cierto presentimiento de la 
verdad que se trata de probar, como sucede en las proposi­
ciones'llamadas reciprocas ó inversas (n.0 17., 4.°). 

Para dar un ejemplo de, esta clase de demostración, elegi­
remos una proposición descomponible en otras tres, cada una 
de las cuales dé lugar á su correspondiente recíproca; con es­
to haremos ver de qué modo puede usarse la reducción a l ab­
surdo para la demostracion de estas últ imas: 

Dado un círculo trazado en un plano, 
1 . ° l'odopunto [sujeto] situado en la superficie [hipótesis], 

está del centro á una distancia igual a l radio [conclusión]; 
2. ° Todo punto situado dentro del circulo, está del cen­

tro á una distancia menor que el r ad io ; 
3. ° Todo punto situado fuera del circulo, está á una 

distancia del centro mayor que el radio. 
La primera de estas proposiciones está comprendida en la 

definición misma del círculo; y las otras dos son consecuen­
cias evidentes suyas. 
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Sus recíprocas son: 
Hallándose un círculo trazado en un plano, 

1 . ° Todo punto [ el sugelo es el mismo ] cuya distancia al 
centro es igual al radio [hipótes is] , está situado en la c i r ­
cunferencia [conclusión]; 

2. ° Todo punto cuya distancia a l centro es menor que el 
radio, está situado dentro del circulo; 

3. ° Todo punto cuya distancia a l centro es mayor que el 
radio, está situado fuera del circulo. 

Estas tres recíprocas resultan necesariamente de la exis­
tencia de las tres proposiciones directas que suponemos admi­
tida. Por ejemplo, si el punto dado está á una distancia del 
centro, menor que el radio, no puede menos de estar situado 
dentro del círculo ; porque, para que estuviera situado en la 
circunferencia ó fuera del círculo, seria necesario en virtud 
de la primera y tercera de las proposiciones directas, que su 
distancia al centro fuera igual ó mayor que el radio; lo cual, 
tanto en uno como en otro caso, envuelve contradicción con 
la hipótesis, y es por consiguiente un absurdo. 
. N." 2 1 . Desde luego podemos convertir en regla general 

la forma de demostración que acabamos de usar, sentando en 
consecuencia el principio siguiente, que es importantísimo: 

Siempre que, en una proposición ó en una serie de p r o ­
posiciones , se han hecho todas las HIPÓTESIS admisibles sobre 
un SUGETO determinado, y todas han conducido á CONCLUSIO­
NES respectivas esencialmente distintas, y tales que cada una 
de ellas escluye á todas las otras, puede asegurarse que las 
UEGÍPROCAS de las proposiciones establecidas son VERDADERAS 
todas. 

Así pues, volviendo á las tres primeras proposiciones del 
número precedente, como desde luego sedescubre,—1.°—que 
el punto, tomado por sugeto, no puede tener maa que tres po­
siciones esencialmente distintas en el círculo;—2.°—que para 
cada una de ellas hay una conclusión particular relativa á su 
distancia al centro;—y 3.°—que cualquiera délas tres conclu­
siones escluyecompleiamenteá las otras dos; es evidente la nece­
sidad de admitir la verdad de las recíprocas correspondientes.' 

Encargamos á los discípulos que se penetren bien de este 
principio, porque es aplicable á la mayor parte de las propo­
siciones inversas. 

N.0 22. Terminarémos estas indicaciones sobre las especies 
que hay de demostración, señalando dos clases de raciocinios 
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falsos, muy comunes entre los principiantes, y de que deben 
guardarse con gran cuidado: llámanse en términos lógicos CÍR­
CULO VICIOSO y PETICION DE PRINCIPIO. 

E l circulo vicioso es un raciocinio en el cual, para demos­
trar una proposición, nos apoyamos, ya implícita, ya esplíci-
tamente, en otra que, en virtud de la marcha seguida, no 
puede demostrarse sino por medio de la primera. 

La petición de principio es un raciocinio en el cual para 
demostrar una proposición nos apoyamos en ella misma.—Por 
consiguiente es una especie de círculo vicioso. 

Para evitar estas groseras violaciones (je los primeros prin­
cipios de la lógica, no hay cosa mas útil que repasar á menudo, 
y aun procurar saber de memoria la tabla de materias, ó í n ­
dice, puesto al frente de esta obra, á fin de tener siempre pre­
sente el orden de las diversas proposiciones y el enlace de las 
diversas partes de una misma proposición; pues olvidando ó el 
ordenó el enlace, es como nos esponemos ácometerén el primer 
caso círculos viciosos, y en el segundo peticionesde principio. 

División general de esta obra. 

N.0 23. Siendo las figuras planas las que mas fácilmente se 
representa el espíritu, y reduciéndoseademás las propiedades de 
todas las figuras á las de las figuras planas, lian convenido todos 
los autores en dividir la Geometría en dos V A R Í E S principales: 

1. a L a GEOMETRÍA PLANA, que tiene por objeto el estudio 
de las propiedades de las figuras planas (n.011.), y la medi­
da de las clases de eslension que presentan (n.u 3.) ; 

2. a L a GEOMETRÍA EN EL ESPAGIO, que comprende las pro­
piedades de las figuras cuyos puntos no están todos en un 
mismo plano, y la medición de las diversas clases de estén-
sion que tienen. 

Cada una.de estas partes principales se subdivide luego en 
esta obra en otras dos secundarias ó LIBROS, según se estudian 
las figuras en si mismas, ó bajo el punto de vista de las relacio­
nes numéricas á que dán lugar las porciones de líneas, su­
perficies, etc., de que constan.—Cada libro se divide en tres 
capítulos, de modo que en resumen la obra tiene doce capítu­
los repartidos entre czmíro libros. 

Cada capítulo á su vez tiene varios pár rafos , y cada pá r ­
rafo, uno ó mas grupos de proposiciones ó de cuestiones. 

E l primer libro trata de las propiedades de la línea recta y 
del circulo, haciendo abstracción de su ostensión v de toda re-
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lacion numérica, fuera de las relativas á la igualdad de las fi­
guras ; el segundo contiene la esplicacion de las propiedades 
de las figuras planas, que dependen mas particularmente del 
cálculo numérico.-

El primer capitulo del libro primero comprende las pro­
piedades de las FIGURAS RECTILÍNEAS;, el segundo capitulo t las 
del CÍRCULO y las de las figuras que de él dependen; y el ter­
cer capitulo, bajo el título de PROBLEMAS, contiene las aplica­
ciones de las teorías esplicadasen los dos primeros. 

E l primer capitulo del libro segundo trata de las LÍNEAS 
PROPORCIONALES , de las FIGURAS SEMEJANTES y de la determina­
ción de las ÁREAS dé las figuras rectilineas; el segundo capi­
tulo de las lineas proporcionales consideradas en el CÍRCULO, 
y de la determinación de las ÁREAS de los POLÍGONOS REGULARES 
y deUcíRCULO; en fin, el tercer capitulo contiene PROBLEMAS Ó 
aplicaciones de las teorías espuestas en los oíros dos. 

Sigue á estos dos libros un APÉNDICE comprensivo de v a ­
rias teorías que, sin constituir parte esencial de los Elementos 
propiamente dichos, son sin embargo muy importantes: con­
tiene también algunas consideraciones generales sobre las cur­
vas, y la esposicion de las propiedades elementales de las 
curvas mas sencillas é importantes después del círculo. 

En los otros dos libros hemos seguido un orden entera­
mente análogo. 
• Así, los dos primeros capítulos del tercer libro tratan de 

las propiedades del PLANO y de la LÍNEA RECTA considerados en 
el ESPACIO, y luego de algunas de las SUPERFICIES mas senci­
llas después de la plana, como también de los CUERPOS termi­
nados por ellas, haciendo sin embargo abstracción de toda es­
pecie de eslension. E l tercer capítulo se compone de PROBLE­
MAS de Geometría en el espacio, resueltos gráficamente. 

Los dos primeros capítulos del libro cuarto contienen las 
teorías de la SEMEJANZA délas figuras terminadas por superfi­
cies planas y por otras superficies, como también la determi­
nación de sus ÁREAS y sus VOLÚMENES. E l tercer capitulo ofre­
ce aplicaciones de esas teorías, principalmente bajo el punto 
de vista numérico. 

Finalmente, sigue á estos dos últimos libros un APÉNDICE, 
que contiene consideraciones generales sobre ciertas superfi­
cies; con lo cual se dá fin á la obra. 

(Puede consultarse para mas pormenores la tabla ó índice 
general, cuya importancia queda indicada en el n.0 22.) . 
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Advertencia . E n esla parle primera (odas h s 

figuras se suponen existir en nn solo y mismo 

plano. 



L I B R O P R I M E R O . 

DE LAS FIGURAS CONSIDERADAS EN UN PLANO, 

PRELIMINARES. 

NUEVAS DEFINICIONES NECESARIAS PARA LA INTELIGENCIA DE 
ESTE PRIMER LIRRO. — CONSECUENCIAS QUE INMEDIATAMENTE 

SE DEDUCEN DE ELLAS. 

De los ángulos en general* 

N.0 24. Llámase (n.010.) ÁNGULO cada porción indefini­
da de plano comprendida entre dos rectas y BD, CE {¡ig. 3), 
que se cortan en un punto A ; cuyo punto se llama entonces 
vértice cada uno de los cuatro ángulos BAC, B A E , D A E , 
DAC, que resultan de la intersección. 

Un ángulo se designa ordinariamente por tres letras, y 
siempre se cuida de poner en medio la del vértice; pero cuan­
do el ángulo está aislado [fig. 10), puede designarse indiferen­
temente por medio de las tres letras ó solo por la del vértice: 
así se dice igualmente el ángulo BAC, ó solo el ángulo A . 

E n la figura 3, los ángulos B A C , D A E , cada uno de los 
cuales está formado por la prolongación de los lados del otro, 
se llaman ÁNGULOS OPUESTOS ai vért ice; también lo son los 
ángulos B A E , DAC. Por el c o n t r a r i ó l o s ángulos BAC, B A E , 
que tienen un lado común A B , siendo los otros dos lados, A C , 
ÁE, mutua prolongación el uno del otro, se llaman ÁNGULOS 
ADYACENTES: tales son también los ángulos B A E y E A D , 
EAD y DAC, D^C y C A B , así tomados de dos en dos. 
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Del ángulo en el centro. 

N.0 25. Siendo los ángulos, en virtud de su definición, 
esenciaimenle indefinidos, se puede al pronto encontrar algu­
na dificultad en formarse idea ciara de esta especie de magni­
tud; pero es fácil referir la consideración de los ángulos á la 
de otras magnitudes finitas por su naturaleza, y por consi­
guiente mas fáciles de comprenderse con claridad. 

Para esto, sean los dos ángulos A O B , A'O'B' {fig. 11). 
Concibamos que desde sus vértices O, O', como centros, y 
con un mismo radio, se hayan descrito (n.0 15.) dos arcos de 
círculo, A B , A ' B ' : cada uno de los ángulos se llama entonces 
ÁISGULO EN EL CENTRO.— EslO SUpUOStO, 

Es claro desde luego, que cuando los ángulos en el centro, 
AOB, A'O'B ' , son iguales, áehen también ser iguales los a r ­
cos interceptados, A B , A ' B ' ; porque si empleando la super­
posición directa (n.018.), se aplica el radio O'A' sobre su igual 
OA, siendo por hipótesis el ángulo A'O'B'igual al ángulo AOB, 
el lado O'B' deberá caer sobre el lado OB; y, como 0 ' B ' = O B , 
el punto B ' caerá sobre el punió B : así los dos arcos A ' B ' , A B , 
que se confunden en sus estremos, deberán confundirse en su 
totalidad, y serán iguales (n.014.). 

No es menos fácil probar (siempre por la superposición) 
que cuando un ángulo AOB es mayor que otro A ' O ' C , el ar­
co AB, correspondiente al primero, es mayor que el arco A ' C , 
correspondiente al segundo; porque, hecha la superposición 
de los radios iguales O'A' y O A , el lado O ' C debería tomar 
una posición OG interior á BOA , y el punto C caería en G 
sobre A B ; lo cual dá AC ó A'C' menor que A B . 

De esto, en virtud del principio sentado en el n.0 2 1 . , se 
deduce que reciprocamente, si los arcos, A B , A ' B ' , son igua­
les, lo son también los ángulos en el centro, A O B , A'O'B ' ; y 
si el arco AB es mayor que el arco A ' C , el ángulo en el cen­
tro AOB es mayor que el ángulo en el centro A ' O ' C 

Siendo aplicables evidentemente estos raciocinios al caso 
de tener los ángulos considerados el vértice común, y situado 
por consiguiente en el centro de una misma circunferencia, 
podremos con razón concluir de todo lo dicho, 

1.° que—En m mismo circulo ó en circuios iguales, á 
. ángulos en el centro iguales entre s i corresponden arcos igua­
les; — y recíprocaniente, 
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2.° que — A mayor ángulo en el centro corresponde ma­

yor arco; — y reciprocamente. 
Volveremos mas adelante á repetir estas proposiciones pa­

ra generalizarlas: por ahora basta con lo dicho para la buena 
inteligencia de lo subsiguiente. 

Del ángulo recio y de la perpendicular. 

N." 26. Cuando una recta AB (/?#. 12) se encuentra con 
otra recta CD que forma con ella dos ángulos adyacentes, 
AOG, BOC, iguales entre sí , cada uno de estos ángulos se 
llama ÁNGULO UECTO; y la recta OC ó CD se llama PERPENDICU­
LAR á la primera AB. iíl punto O en que se encuentran am­
bas rectas, se llama pie de la perpendicular. 

Es fácil probar por medio de las proposiciones del n." 25, 
que 

S i una recta CD es perpendicular á otra recta A B , esta 
es reciprocamente perpendicular á aquella. 

En efecto, supongamos que desde el punto O como cen­
tro, y con un radio arbitrario O E , se describe una circun­
ferencia : como cada una de las rectas G E , F H , es un diáme­
tro (n.0 13.), resulta que G F E y G H E , F E H y F G H , son 
semi-circunferencias. Ahora bien, por hipótesis, los ángulos 
AOC, COB, son iguales; luego (n." 25.) los arcos G F , F E , 
son iguales entre sí, y valen cada cual un cuadrante (n.0 14.). 
Pero puesto que F E H es una semi-circunferencia , y que F E 
vale un cuadrante, el arco E H deberá también valer otro cua­
drante, y por consiguiente tendremos F E = E H ; de donde 
deducimos F O E ó COB igual á EOH ó BOD. 

Del mismo modo se probaria que los ángulos BOD y DOA, 
DOA y AOG, son iguales. Luego íinalmente AB es perpendi­
cular á CD, lo mismo que CD lo es á A B . 

Esto demuestra al mismo tiempo que los cuatro ángulos 
rectos formados al rededor del punto O, son iguales entre s i . 

Además, si se consideran otras dos rectas A'B'G'D' [fig. 13), 
perpendiculares entre sí," y se supone que desde el punto O' 
como centro, con un radio O ' E ^ O E , se trae una circunfe­
rencia de círculos, los cuatro cuadrantes formados en O' son 
necesariamente iguales á los cuatro cuadrantes formados en 
O; luego los cuatro ángulos en O son iguales á los cuatro á n ­
gulos en O'. Así pues, 

Todos los ángulos rectos son iguales. 
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N.0 27. También es fácil demostrar desde ahora que, 
1. ° Por un punió tomado en una recta, solo se puede L E ­

VANTAR á esta una perpendicular. 
2. ° Por un punto tomado fuera de una recta, solo se le 

puede BAJAR una perpendicular. 
La primer proposición aparece evidentemente con solo 

mirar la figura 12; porque sean, si es posible, las dos rectas 
OC, O L , perpendiculares á la recta A B , en un mismo punto 
O; puesto que AOC, COB, son ángulos rectos, los arcos G F , 
F E , son cuadrantes. Por la misma razón son también cua­
drantes los arcos G l , I E . Por consiguiente los dos puntos I y F 
serían á la vez el punto medio de la semi-circunferenciaGIFE, 
lo cual es un absurdo. 

Supongamos en segundo lugar, que C E , CF {fíg. 14) , son 
dos perpendiculares bajadas desde un mismo punto C sobre la 
línea A B . Hagamos girar la figura G E F al rededor de AB 
como charnela, de modo que recaiga en G 'EF sobre su plano 
primitivo y al otro lado de A B . Esto supuesto, las dos por­
ciones de recta E C , E C ' , deben ser prolongación una de otra, 
puesto que son perpendiculares á AB, y que según se acaba de 
ver en un punto B de AB solo puede levantarse una perpen­
dicular á esta recta. Por la misma razón, F C , F C ' , deben for­
mar parle de una recta sola. De donde resultarla, que por dos 
puntos dados, C, C ' , podrían pasar dos rectas diferentes, lo 
cual es un absurdo (n.0 6.). 

N.0 28. Llámase ÁNGULO AGUDO todo ángulo menor que 
un ángulo recto, y ÁNGULO OBTUSO lodo ángulo mayor que 
nn recto. Así, en la fig. 12, el ángulo AOL es agudo, y el 
ángulo LOB obtuso. 

Dos ángulos, uno agudo y otro obtuso, cuya suma vale 
dos ángulos rectos, se llaman suplementarios; y dos ángulos 
cuya suma vale un solo ángulo recto, se llaman complemen­
tarios. De esto resulta que el ángulo recto se tiene á sí propio 
por suplemento, y que tiene á cero por complemento. 

Puede también decirse (tercer axioma enunciado en el nú ­
mero 17.) que 

Dos ángulos que sirven de suplemento ó de complemento 
á un tercero, son iguales entre s i . 

Propiedades de los ángulos adyacentes y de los ángulos 
opuestos. 

N.0 29. Daremos fin á las consideraciones preliminares 
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sobre los ángulos, con algunas proposiciones de frecuentisiuio 
uso, inmediatamente dimanadas de los principios precedentes. 

I.0 Cuando una recta OC [¡ig. 15) cae sobre otra A R f 
formando con ella dos ángulos adyacentes desiguales, AOG, 
COB [en cuyo caso la OG se llama OBLICUA] , dichos ángulos 
son el uno suplemento del otro. 

Porque s i , en el punto-O, levantamos la perpendicular 
OD, la suma de los ángulos AOG, COB, equivaldrá á la suma 
de los dos ángulos rectos AOD, DOB. 

Observemos, al paso, quede dichos dos ángulos, el uno, 
AOG, es obtuso y y escede en DOC al ángulo recto; el otro, 
COB, es agudo, y tiene por complemento (n.0 28.) al mismo 
ángulo DÓG. 

2.° Los ángulos opuestos al vér t ice , B A C , DAE [fíg. 3), 
ó DAC, B A E , son iguales entre s i . 

E n efecto, los dos ángulos B A C , D A E , por ejemplo, son 
á la vez, en virtud de la acabado de decir, suplementos del 
mismo ángulo B A E . 

N." 30. Estas dos proposiciones tienen también sus recí­
procas, que no son menos importantes. 

1. ° Cuando dos ángulos consecutivos, AOG, COB, 
[fig. 15), son suplementarios, los lados estremos, O A , OB, 
son mutua prolongación uno de otro en linea recta; — y los 
ángulos son adyacentes (n.0 24.). 

Porque si ÓB no fuere prolongación de O A en línea rec­
ta, podrá serloOE; entonces, en virtud dé la proposición d i ­
recta COE sería suplemento de A O C ; pero COB es, por el 
supuesto, suplemento de AOC; luego (n.0 28.) debería ser 
C O E = C O B , ó la parte igual al todo, lo cual es un absurdo. 

2. ° S i dos ángulos iguales, BAC, DAE [fig. 3), situados 
cada cual á un lado de la recta BD, tienen dos de sus lados, 
A B , AD, colocados sobre esta misma recta, y dirigidos en 
sentido contrario partiendo de un vértice común A, los otros 
dos lados están también en linea recta; —y los ángulos son 
opuestos al vértice (n.0 24.). 

En efecto, siendo BAD una línea recta, el ángulo B A E 
es suplemento de DAE ; y como por hipótesis tenemos DAE 
— B A C , resulla que B A E es también suplemento de BAC; lue­
go, en virtud de la recíproca precedente, CAE es unalínea recta. 

N . 0 3 l . E n general: 
1.° L a suma de todos los ángulos formados al rededor de 

un punto O, es igual á cuatro ángulos rectos; 
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2.° L a suma de todos los ángulos consecutivos AOC, 

COD, D O E , EOB {fig. 16), formados á un mismo lado de 
una recta A B , vale dos ángulos rectos. 

Para probarlo basla levantar sobre AB la perpendicular 
L O L ' ; y entonces las dos proposiciones son evidentes. 

De las paralelas. 

N.0 32. Se llaman PARALELAS dos rectas que, hallándose 
en el mismo plano, no se pueden encontrar, por mas que se 
prolonguen en los dos sentidos de su dirección. 

Es fácil probar la existencia de rectas que cumplan las con­
diciones de esta definición. En efecto, supónganse en un mis­
mo plano dos rectas distintas A B , CD [fig. 17), perpendicu­
lares á una tercera E F , en los puntos respectivos M y N ; es 
claro que dichas perpendiculares no podrán encontrarse, por 
mucho que se prolonguen; pues si tuvieran un punto común, 
resultarían bajadas desde él dos perpendiculares á una misma 
recta E F , lo cual es un absurdo (n.0 27.). — L a s dos rectas 
A B , CD, son por consiguiente dos rectas paralelas. 

N.0 33. Así pues, dos rectas paralelas están necesaria­
mente en un plano mismo, según su definición; y le determi­
nan, porque lomando dos puntos arbitrarios en una de ella, 
y otro punto en la otra, se tienen tres puntos no situados en 
linea recta, que son los necesarios para determinar un plano 
(n.08.). 

E l plano único determinado por dos paralelas se llama 
plano de dichas paralelas. 

N.0 34. Admitirémos como postulado (n." 17.), es decir, 
que espoodremos sin demostración la proposición siguiente: 

Una perpendicular, OC (//. 18), y una oblicua E F , á una 
misma recta A B , en un mismo plano , se encuentran siempre, 
en siendo suficientemente prolongadas.—El encuentro se ve­
rifica por el lado de la recta AB, en que es agudo el ángulo 
interior O E F (*). 

(") Creemos deber dar aquí, aunque solo por via de nota, la de­
mostración debida en sustancia á Bertrand de Geneve y apoyada en 
los dos lemas siguientes: 

l.er LEMA.— Toda faja comprendida entre dos paralelas AB, GD 
{fig. 4 9), cualquiera que sea su anchura, está contenida en un plano 
un número de veces necesariamente infinito. 



PRELIMINARES. 25 
Admitida esta proposición, que no es otra cosa mas que el 

POSTULADO de EUCLIDES, podemos sentar desde luego las con­
secuencias, siguientes: 

1 . ° Por un punto M [fig. 17) tomado fuera de una recta 
A B , no se le puede t i rar mas que una paralela; 

Bajemos desde el punto M á la AB la perpendicular MN, 
y luego por el mismo punto M levantemos sobre MN la per­
pendicular CMD. Ya sabemos (n.0 32.) que GD es parelelaá 
A B : pues ahora añadimos que es la única que se le puede t i ­
rar por el punto M; porque en efecto toda otra recta que pase 
por dicho punto ha de ser necesariamente oblicua respecto de 
MN, y debe por consiguiente, en virtud del postulado, encon­
trar á la recta AB perpendicular á MN. 

2. ° S i dos rectas, AB, CD [fig. 17) , son paralelas, toda 
recta G H que encuentre á una de ellas CD, en un punto I , ha 
de encontrar forzosamente á l a otra; 

Porque si asi no fuera, resullaria que por el mismo punto 
I se podrían tirar dos paralelas á A B . 

3. ° Dos rectas, AB, CD {fg . 21],paralelas á una tercera 
E F , son paralelas entre s i ; 

En efecto, bagamos girar la faja ABCDal rededor deCD como char­
nela, de modo que vuelva á caer sobre su plano en CDA'B'. Hagamos 
igualmente girar á CDA'D' al rededor de A'B' de modo que forme una 
tercer faja A'B'G'D' igual á las dos primeras: y así sucesivamente. 

Volvamos abora á la faja ABCD^ y bagámosla girar de un modo 
análogo aunque contrario, al rededor de AB, y tendremos otras fajas 
iguales á las primeras, ABcd, cdab, abc'd1,.... Abora bien, por mu­
chas veces que repitamos esta operación, es claro que nunca lograre­
mos cubrir enteramente de fajas el plano en que estas se encuentran, 
porque siempre quedará á la derecbay á la izquierda de las dos úl­
timas formadas, un espacio todavía infinito. 

De esto podemos pues concluir que la faja ABCD está contenida 
en su plano un número ilimitado de veces. 

2.° LEMA.— Un ángulo cualquiera AOB [fig. 20), por pequeño que 
sea con relación al ángulo recto AOG, está contenido en su plano un 
número de veces esencialmente limitado. 

En efecto, repitiendo el ángulo, como manifiesta la figura, un nú­
mero suficiente de veces, número esencialmente finito (que siempre 
puede asignarse y que es tanto menor cuanto mayor es el ángulo AOB 
respecto del ángulo recto), se obtendrá evidentemente bien pronto 
lina suma de ángulos bastante grande para cubrir totalmente, primero 
el ángulo recto, luego dos ángulos rectos, después tres y al fincttaíro, 
y por consiguiente la superficie entera.— Lo cual demuestra el lema 
enunciado. « 

Otra demostración. Si del vértice O como centro, y con un radio 
cualquiera OD, describimos una circunferencia, el arco total corres-
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Porque, si no lo fueran, resultaría también que por su 

punto de concurso, podrían tirarse dos paralelas á la E F . 
4." En fin, si dos rectas, AB, CD {fig. 17), son paralelas, 

toda otra recta MN perpendicular á una de ellas Aü, lo es 
también á la otra C ü ; — y reciprocamente. 

Esto se deduce inmediatamente áelpostulado.—Eacfmse-
cuencia de esto, se dice que 

Dos paralelas tienen comunes sus perpendiculares. 

De los polígonos. 

N.0 35. Se llama en general POLÍGONO una porción de pla­
no, ABCDEA, ABCDEFGA [fig. 22 y j ig. 22 his), circuns­
cripta por un sistema de rectas que se cortan de das en dos. 

Para formarse idea clara de esla clase de eslension, con­
viene imaginar que un punto movible [por ejempío , la punta 
de un lápiz ó de una pluma], saliendo de A, describe primero 
una parle de recta A B ; luego, cambiendo de direccron, des­
cribe otra parle BC, después otro pedazo CD, y así sucesiva-

pondiente á la suma de los ángulos llegará á igualar á la circunferen­
cia cuando el arco parcial correspondiente al ángulo AOBsea parte alí­
cuota de ella, y en caso de no serlo, llegará á ser mayor que ella. 
Y como la suma de los ángulos iguales correspondiente á la círcun-
lerencia, cubre totalmente el plano, podemos sacar la misma conse­
cuencia que antes. 

De todo esto podemos concluir, en general, — que Un ángulo, por 
pequeño que sea (con relación al ángulo recto), es mayor que toda 
figura capaz de caber en un plano un número ilimitado de veces,— 
este dicha figura ó no esté limitada por todas partes;—y además el 
ángulo mismo contiene á la figura un número ilimitado de veces. 

Admitido todo esto, volvamos á la figura -18, y después de levan-
ta.r en. el punto E la recta EG perpendicular á AB, observemos que en-
virtud de lo dicho, el ángulo FEG es mavor que el espacio indefinido 
COEG (mitad de la faja GDGH). Ahora bien, los dos espacios FEG, 
COEG tienen un límite común EG; luego es forzoso que EF suficiente­
mente prolongada, encuentre en algún punto á la recta OC; pues de 
io contrario el ángulo quedaría encerrado totalmente en la semi-faja, 
y sena menor que ella, lo cual envuelve contradicción. Luego final­
mente, EF debe encontrar á OC. 

Si se trata de la recta EF' que forma el ángulo obtuso OEF', co­
mo entonces el ángulo OEH' es agudo, el encuentro de EF' con OC se 
verifica por el otro lado de AB: por consiguiente queda demostrada 
la proposición presentada como postulado. 

Aunque la demostración espuesta se apoya en consideraciones bas-
j ! íe«d —Cadas sobre el infítlitot no puede disimularse que admitida 
la definición de paralelas, dada en el n.0 32, es difícil, por no decir 
imposible, esponer su teoría sin rozarse con la noción del infinito. 
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mente, basta volver finalmente al punto A de partida.—El con-
iuDlo de las rectas trazadas asi, circunscribirá por todas par­
tes una porción de superficie plana, que es lo que se llama 
polígono. , , . , 

Los pedazos de recta A B . B C , C D , . . . se llaman lados del 
poligono; el conjunto de los lados constituye el contorno b pe­
rímetro del polígono; los puntos A , B , C , . . . se llaman vér t i ­
ces; y finalmente, se llaman diagonales las rectas, que como 
las AC, B E , C G , . . . , juntan de dos en dos los vértices de los 
ángulos no consecutivos. 

Del modo de formación indicado arriba pueden resultar 
dos clases de polígonos; á saber: polígonos con todos los ángu­
los salientes [fig. 22), v polígonos con algunos ángulos ew/raw-
tes{fig. 22 ¿ís.). Los primeros se llaman POLÍGONOS CONVEXOS, 
y los otros POLÍGONOS CÓNCAVOS. 

N.0 36. Los polígonos convexos son los únicos de que se 
ocupa la Geometría elemental; y sus principales caractéres 
son los siguientes: 

1 . ° Una recta, trazada en su plano, no puede encontrar á 
su perímetro mas que en dos puntos. 

2. ° Si suponemos un lado cualquiera prolongado indefini­
damente,—TWOÍ los vértices, escepto los que le terminan, 
están colocados, respecto de él, en la misma región (,n.0.ll.). 

3. ° Todas las diagonales son interiores;—^ además cada 
una de ellas es tal, que los vértices, escepto los que la termi­
nan, están, respecto de ella, colocados unos en una región y 
otros en otra; — en los polígonos cóncavos hay siempre una 
diagonal lo menos, respecto de la cual todos los vértices ocu­
pan la misma región.—Tal es la diagonal AD [fig. 22 bis.). 

N." 37. Evidentemente se necesitan tres rectas lo menos 
para circunscribir una porción de plano. Así, el poligono mas 
simple en cuanto al número de lados es el de tres lados, que 
se llama TRIÁNGULO. 

Todo triángulo es necesariamente convexo; y es figura 
que no puede tener diagonales. 

Vienen en seguida: 

EL CUADRILÁTERO Ó polígono de. . cwa/ro lados, 
EL PENTÁGONO cinco, 
EL EXÁGONO seis. 
EL EPTÁGONO • • • siete. 
EL OCTÓGONO ocho, 
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E L ENEÁGONO. . . . . . . . . . . nueve, 
E L DECÁGONO diez. 
E L ENDECÁGONO. . . . . . . . . . once. 
E L DODECÁGONO doce. 

Pasado este, los polígonos no loman ya denoininae iones 
especiales, eseepto d de quince lados, que suele Hamarse 
PENTADECÁGONO. 

Del triángulo en particular. 

N." 38. Daremos a q u í , respecto del tr iángulo, algunas 
proposiciones de frecuente uso para en adelante. 

1. ° E n todo triángulo ABC [fig- 23), un lado cualquiera, 
A B , es menor que la suma de los otros dos, y mayor que su 
diferencia. 

La parte primera, es evidente en virtud de la detlnicion 
misma de la línea recta (n.0 5.); es decir que evidentemente se 
tiene 

AB < AC + CB. 
Respecto de la segunda parte, supuesto que en virtud de 

ia primera tenemos 
AC < A B -f- CB, 

resulta necesariamente 
AG — GB < A B , ó AB > AG - € B . 

Luego finalmente 
AB < AC -f- CB, y A B > A G - GB. 

L . C . D . D . 
2. " L a suma dedos rectas, A B , €D {fig. 24), que se cor­

tan en un punto O colocado entre sus estremidades, es siem­
pre mayor que la suma de las rectas opuestas,, AC, BO, que 
juntan de dos en dos las estremidades de las primeras. 

En efecto, tenemos las dos desigualdades 
CO -+- OA > AC, y OD - i - OB > BD, 

que, samadas miembro á miembro, cfán 

CO + OA -f- 01) + OB > AC + Bí), 
ó, reduciendo, 

Cí) -í- AB > AC + BD. 
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Del mismo moílo se probaria que 

CD + AB > AD -f- C B . 

3.° E n todo triángulo ABC [fig. 2 5 ) , s i se juntan por 
medio de rectas las estremidades de un mismo lado con un 
punto interior O, la suma de estas recias es menor que la 
suma dé los otros dos lados [es decir que A O - i - O B < AG 
- h C B ] . 

Prolongaremos la línea AO hasta encontrar en D á CB; 
tendremos con esto en el triángulo ACDT 

A D < A C 4 - C D ; 

de donde, añadiendo DB á los dos miembros, resulla 
AD •+- DB < AC -f- C B . 

Ahora, el Iriángulo ODBdá también 
OB < OD -h D B ; 

de donde, añadiendo AO á los dos miembros, sale 
A O - f - O B < AD 4 - D B . 

Oe aquí resulta, con mayor razón, 

A O H - O B < A C - í - C B . 
C . I ) . D. 

CAPITULO PRIMERO. 

DE LAS FIGURAS RECTILÍNEAS. 

Dividiremos este capítulo en cinco párrafos, que tratarán: 
el primero, de las perpendiculares y de las oblicuas; el se­
cundo, de las paralelas; el tercero, de los triángulos y de 
su igualdad; el cuarto, del cuadrilátero y de sus diversas es­
pecies; y el quinto, de los polígonos y de sus propiedades 
principales. 
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§ 1.° Teoría de las perpendiculares y de las oblicuas. 

TEOREMA I . { F i g . 26.) 

N." 39. L a perpendicular OG bajada sobre una recta A B , 
desde un punto esterior O, es la distancia mas corta que hay 
entre el punto y l a recta ( * ) . % 

Basta probar que la perpendicular OG es mas corta que 
cualquier oblicua OD. Para esto, doblemos la figura OGD por 
A B , haciéndola caer un O'CD; tendremos 

0 'G = OG, 0 ' D = O D ; 
siendo además OGO' una línea recta (n.0 27.), resulta (n.0 38.) 

OCO' *< OD -h O'D, ó 20G < 20D ; 
y por consiguiente, OG < O D ; L . C. D . I ) . 

ESCOLIO. Esta perpendicular mide por lo tanto l a verda­
dera distancia del punto á la recta. 

TEOREMA i k [ F i g . 26.) 

N.9 40. Si desde un punto O estertor á una recta A B , se 
bajan la perpendicular OG á esta recta, y diferentes oblicuas 
OD,oOD', O E : 

1. ° Las oblicuas, OD, OD', equidistantes del pie d é l a 
perpendicular (es decir que tienen CD = CD') son iguales; 

2. ° De dos oblicuas, OD, O E , que distan desigualmente 
de la perpendicular, l a que, como O E , dista mas, es la 
mas larga. 

1.° Doblemos la figura por OG: los puntos D y D ' se con­
fundirán, porque, según el supuesto, G D ^ C D ' ; luego 

O D - = O D ' . 

(*) Advertimos ahora para siempre que los enunciados de los teo­
remas deben leerse dos veces: una sin las letras de la figura , y otra 
después con ellas. Este es el único medio de conservarlos en lá me­
moria. 

Así pues, el teorema presente deberá primero enunciarse como 
sigue : 

— L a perpendicular bajada desde un punto esterior, sobre una rec­
ta, es la distancia mas corta que hay entre el punto y la recta. 
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2 ° Oobkmos la figura por A B ; tendremos 

OD — O ' D , O E = = 0 ' E ; 

y como, en virtud de la tercera proposición demostrada en el 
número 38, 

OD + 0 / D < O E + - 0 / E , ó 2 0 D < 2 0 E , 

resulta O D < O E ; L C . D . D . 

Advert. S i se tratára de dos oblicuas OD', O E , colocadas 
á distinto lado de la perpendicular, se tomarla primero una 
distancia CD = CD', lo cual daria OD = 0 0 ' ; y después, de 
OD < O E , se deduciría OD' < O E . 

COROLARIO. Entre una recta indefinida y m punto fuera 
de ella no se pueden t irar tres rectas iguales: 

Porque de lo contrario habría ó dos oblicuas iguales á un 
mismo lado de la perpendicular, ó una oblicua igual á la per­
pendicular; y ambas cosas son imposibles. 

ESCOLIO. Las reciprocas de las dos partes del teorema I I 
son verdaderas, y resultan evidentemente del principio esta­
blecido en el número 2 1 . 

Así pues ,—1.°—Dos oblicuas iguales se hallan á igual 
dislaneia de la perpendicular; 

2.° De dos oblicuas desiguales, la mas larga dista mas 
de la perpendicular. 

TEOREMA I I I . [ F i g . 27.) 

N." 4 1 . —1. °— Todo punto E de la perpendicular CD, 
levantada sobre una recta AB en un punto medio G, está á 
igual distancia de las estremidades de la recta; 

2." Todo punto F esterior á la perpendicular dista de­
sigualmente de las mismas estremidades. 

E n efecto,—1.°—tiremos las rectas A E , B E ; —puesto 
<]ue, por hipótesis, tenemos CA = CB, resulta (n.0 40.) 

E A = E B . 

2,° Tiremos F A , F B ; y por el punto E en que FA corta 
sí CD, tiremos la recia EB.—Tendremos (n.0 38, 1.°) 

B F < B E E F , 
ó , por ser E B = E A , 



32 LIB. I . —CAP. I . — § I . — P E R P . Y OBL. 

BF < E A E F , 

y por consiguiente B F < A F . 

Advert. La eslremidad mas distante del punto eslerior F , 
es siempre la que, como A , está respecto de la perpendicular 
en distinto lado que el punto ; y vice-versa. 

ESCOLIO 1.° Las reciprocas de las dos proposiciones del 
teorema I I I son verdaderas, y resultan también evidentemen­
te del principio sentado en el n.0 2 1 . 

ESCOLIO 2.° L a perpendicular CD debe pasar por todos 
los puntos equidistantes de las estremidades A y B de la recta 
A B , por cuya razón se llama el LUGAR GEOMÉTRICO de dichos 
puntos. 

N.0 42. GOUOLARIO.—Siendo una línea recta este lugar 
geométrico, y quedando una recta determinada, en determi­
nándose dos desús puntos {n.0 6.) resulta necesariamente que 

S i dos puntos [D, E , ó D , D' {¡ig. 2 7 ) ] , están equidis­
tantes de otros dos puntos [A y B ] , /a recta [DE ó DD'] , que 
pasa por los dos primeros, es perpendicular á la recta que 
junta los otros dos, en su punto medio. 

N.0 43. Llámase BISECTRIZ de un ángulo B A C , la recta 
AD que le divide en dos partes iguales: un ángulo solo puede 
tener evidentemente «wabisectriz.—Esto supuesto. 

TEOREMA I Y . { F i g . 28.) 

1. " Todo punto E de l a bisectriz AD de un ángulo BAC 
está á igual distancia de los dos lados del ángulo; 

2. ° Todo punto F situado en el ángulo y esterior á la b i ­
sectriz, dista desigualmente de los dos lados. 

I .0 Bájense sobre AB y sobre AG las perpendiculares E G , 
E H ; y dóblese la figura por AD. Las rectas A B , AG, se con­
fundirán, y por consiguiente también se habrán de confundir 
(D.0 27.) las perpendiculares E G , E H . 

Luego E G = E H . 
2.° Bájense sobre A B , AG, las perpendiculares F G , F I ; 

después desde el punto E en que F G encuentra á A D , tírese 
la perpendicular E H á AC, y trácese además la oblicua F H . 

Tendremos con esto evidentemente 

F I < F H , y F H < F E -h E H < F E -h E G ; 
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de donde, con mayor razón, 

F í < F E + E G < F G . 
Luego F I < F G . 

Advert. Aquí puede hacerse una advertencia análoga á la 
del n.0 4 1 . o 

ESCOLIO 1.° Las reciprocas de las dos proposiciones son 
verdaderas. 

ESCOLIO 2.° La bisectriz de un ángulo es el lugar geomé­
trico áa todos los puntos situados en el ángulo á igual d i s ­
tancia de sus lados. 

ESCOLIO 3.° Las bisectrices AD, AD' , de dos ángulos ad-
yacenteSy BAC, CAB' , son perpendiculares entre s i . 

Porque siendo los ángulos DAC, CAÜ', mitades respecti­
vas de los ángulos B A C , CAB ' , cuya suma vale dos rectos 
{n.0 29 . ) , resulta que DAG-f-CAD' ha de valer un recto.— 
Luego, etc. 

Los dos ángulos B A D , B 'AD' , valen.también juntos m 
ángulo recto. 

% 11. Teoría de las paralelas. 

TEOREMA I . [ F i g . 29.) 

N.0 44. Dos paralelas, A B , CD, están siempre una de 
otra á igual distancia. 

De dos puntos E , F , tomados á arbitrio en CD, bájense 
á AB las perpendiculares E G , F H ; que á la vez serán per­
pendiculares á CD (n.0 34, 4.°); y serán además las rectas 
mas cortas que se pueden tirar á la AB desde los puntos E , F , 
ó á la CD desde los puntos G, H.—Bastará, pues, probar que 
E G = F H . 

A este fin, por el punto M, medio de G H , levantemos so­
bre AB la perpendicular MN; después doblemos á ENMG 
sobre FNMH. Siendo rectos lodos los ángulos de la figura, 
MG tomará la dirección M H ; y como M G = M H , el punto G 
caerá sobre el punto H . En seguida E G tomará la dirección 
i l l S y NE la dirección NF; luego el punto E caerá en F , v 
se tendrá E G = F f l . L . C . D . D . 

R.ECÍPROCAMEiNrE: — Dos rectas que siempre están á 
igual distancia una de otra, son paralelas; — porque enton­
ces nunca podrán encontrarse. 

3 



34 LIB. I . — C A P . I . — § I I . 
N.0 45. Antes de demostrar otros teoremas, hay que dar 

akunas definiciones nuevas. 
Cuando dos rectas A B , CD [fig. 30 y 3 1 ) , paralelas o 

concurrentes, se corlan respectivamente en dos punios M, N , 
con una tercer recta E F , esta recta, que se llama SEGANTE Ó 
TRANSVERSAL, forma, con las otras dos, ocho ángulos que, 
considerados aisladamente, ó comparados de dos en dos, to­
man las siguientes denominaciones. 

Considerados aisladamente: 
m Los cuatro ángulos A M F , BMF, GNE, DNE , cuya 

abertura está dentro de las paralelas, se llaman internos; 
2.° Los cuatro ángulos A M E , B M E , C N F , DNF, cuya 

abertura está hácia afuera, se llaman estemos. 
Comparados de dos en dos: 

1 . ° Los ángulos AMF y CNE, ó bien BMF y DNE, se lla­
man ángulos INTERNOS DE UN MISMO LADO (sobic-entendiéndo­
se, de la secante); 

2. ° Los ángulos AME y CNF, ó bien BME y DNF, se lla­
man ESTERNOS DE LN MISMO LADO ; 

3. ° Los ángulos internos AMF y DNE, ó bien CNE y B M F , 
situados en distinto lado respecto de la secante, se llaman án ­
gulos ALTERNOS-INTERNOS; 

4. ° Los ángulos estemos AME y DNF, ó BME y C N F , se 
llaman ALTERNOS-ESTERNOS. 

Hay dos pares de ángulos de cada una de las cuatro 
especies precedentes. 

5 0 En fin, se llaman ángulos CORRESPONDIENTES los 
cuatro pares de ángulos AME y CNE, AMF y CNF, BME 
y DNE, BMF y DNF, que atendida su posición respectiva, 
deberían mas bien llamarse ángulos interno-estemos de un 
mismo lado; pero por abreviar se prefiérela primera denomi­
nación. 

TEOREMA 11. [Fig. 30.) 
N.0 46. Dos rectas, A B , CD, sonparalelas cuando fo r ­

man con una secante, E F , dos ángulos altemos-internos 
[AMN y DNM, ó BMN y CNM] iguales entre s i . 

En efecto, admitamos por un momento que los segmentos 
MA, NC, por ejemplo, puedan encontrarse; y , en esta hipóle-
sis, hagamos girar (o.0 19.) la porción de plano AMNG al rede­
dor del punto O medio de MN, de modo que OM venga á 
lomar la posición primitiva deON, y ON la de OM; entonces 
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el segmenlo MA tomará la posición ND, y NC la posición MB 
á causa de ser el ángulo AMN igual al de DNM, y el átisulo 
BMN igual al GNM, en virtud del enunciado. Ahora bien; los 
segmentos MA, NC, no dejarán de encontrarse en su nueva 
posición, y por consiguiente habrán también de encontrarse ios 
segmentos MB, ND, con los cuales coinciden aquellos ahora-
de donde resultarla que las dos rectas A B , C O , tendrían dos 
puntos comunes sin confundirse, to cual es un absurdo. 

Luego finalmente las rectas A B , CD, deben ser paralelas. 
J L . C U , U , 

N.047. COROLARIO.—#05 rectas son también paralelas 
en los cuatro casos siguientes: 

K Cmndo s m iguales los ángulos correspondimles; 
i . Cuando los ángulos internos de m mismo lado son 

el mo suplemento del otro; 
3. ̂  Cuando son iguales los ángulos aiternos-estemos; 
4. tuando los ángulos estemos de un mismo lado son 

el uno suplemento del otro. 
En efecto, en el primer caso, sea, por ejemplo, 

ángulo AMN = ángulo C N F ; 

como tenemos también (n.0 29.) 

ángulo CNF = ángulo MND, 

resulla AMN = MND; y la proposición se refiere sA caso del 
teorema principal. 
' EllrC^nt0 31 se9undocaso, sea AMN suplemenlodeMNG; 
^rao M^D es también suplemento de MNC, resulta (n.0 28. 
AMN==MND; y la proposición se reduce también al teorema 
principal. 

Los otros dos casos, que carecen enteramente de aplica­
ción, se demostrarían de un modo análogo. 

TEOREMA I I I . { F i g . 3 i . J 

N.0 48. Dos rectas A B , CD, concurren, cuando forman 
con una secante, E F , ángulos aliemos-internos desiguales. 

Sea, para fijar las ideas, 

ángulo MND > ángulo AMN. 
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Tiremos por el punto N la recta G'ND', de modo que ten­

gamos 
ángulo D'NM = ángulo AMN; 

las dos rectas AB, G'D', serán paralelas en virtud del teorema 
precedente. 

Así pues, A B , CD, deben encontrarse; pues de lo contra­
rio se podrían tirar por el mismo punto N dos paralelas á la 
A B , lo cual es un absurdo (n.0 34.). 

N . " 49. COROLAUIO,— La consideración de los ángulos 
correspondientes, internos de un mismo lado, etc., conduce, 
como en el teorema precedente, á cuatro proposiciones; pero 
nos reduciremos á demostrar la siguiente, que es la única que 
usaremos con frecuencia. 

Dos rectas, A B , CD [fíg. 31), concurren cuando forman 
con una tercera E F , dos ángulos internos de un mismo lado, 
AMN, MNC, cuya suma vale menos ó mas de DOS UECTOS. 

En efecto, sea, por ejemplo, 

AMN + MNC < 2 RECTOS ; 

como tenemos (n.0 28.) 

MNC -f-MND = 2 UECTOS, 

•resulta AMN < M N D ; y la proposición se reduce al teorema 
principal. 

Ádvert. Es importante observar que 
E l encuentro de las dos rectas se verifica por el lado en 

que la suma de los ángulos internos vale menos de dos 
rectos. 

ESCOLIO 1.° La proposición del n.0 34, ó el postulado de 
EICLIDES, no es, según se ve, mas que un caso particular de 
este corolario. 

N.0 50. ESCOLIO. 2 . °—Cuando dos rectas A B , CD {fig. 
32), se cortan, sus respectivas perpendiculares se cortan 
también. 

En efecto, si MN y PQ fueran paralelas, siendo las des 
AB y CD perpendiculares entonces á un mismo tiempo á cada 
una de las otras dos (n.0 34. 4.°), serían también paralelas 
(u." 32.), lo cual es contra el supuesto.—Luego etc. 

N.0 5 1 . RECÍPROCAS de los dos teoremas precedentes. 
Hallándose los teoremas 11 y Hí en el caso de la obser-
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vacion general del n.0 2 1 , resulta que sus recíprocas son te r -
daderas. 

Así pues, — Cuando dos rectas son corladas por m a se­
cante, según son ó no son paralelas, así también 

1 . ° Los ángulos alternos-internos, ó alternos-esternos, 
ó correspondientes, son iguales ó desiguales; 

2. ° Los ángulos estemos ó internos de un mismo lado, 
son ó no son suplementarios. 

TEOREMA I V . [ F i g . 33.) 

N.0 52. Dos ángulos, B A C , E D F , son iguales cuando 
tienen sus lados paralelos cada uno á su homólogo, y d i r ig i ­
dos en un mismo sentido. 

Prolonguemos, si es necesario, á F D hasta encontrar en 1 
á A B . Los dos ángulos CAB, F1B, son iguales por correspon­
dientes (n.0 5 1 ) ; lo mismo sucede con los ángulos F1B, F D E ; 
luego también CAB = F D E . 

COROLARIO 1.° Dos ángulos, BAC, E D F ( ^ . 34), son tam­
bién iguales cuando tienen sus lados paralelos homólogaméa­
te, y dirigidos en sentido contrario. 

'Prolongúense D E , DF, respectivamente hasta E ' , F ' ; los 
ángulos E D F , E ' D F ' , son iguales por opuestos al vértice (nú­
mero 29.); pero los ángulos E ' D F ' , BAC, lo son también por 
el teorema principal; luego 

BAC = E D F . 
COROLARIO 2.° Dos ángulos, BAC, E D F [fig. 35), son 

suplementarios cuando tienen sus lados paralelos, pero no 
dirigidos los dos á la ves en el mismo sentido ni en sentido 
contrario. 

Porque, prolongando á DF hasta F ' , tenemos (n." 51.) 

F D E -f- E D F ' = 2 RECTOS ; 
pero BAC = E D F ' , en virtud del teorema principal; luego 

F D E -+- BAG = 2 RECTOS. 
Reciprocamente:—Si las rectas AB, D E , son paralelas, y 

se tiene, ó bien que A B G = D E F , ó bien que A B C = D ' E F ' , o 
bien que ABC es suplemento de D E F ' ó de D ' E F , las rectas 
BC, E F , son también paralelas. 

La demostración ad absurdum, semejante en un lodo á 
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la del ru0 4 ^ es deiuasiado fácil para que nos detengamos á 
darla. 

N.0 53.. ESCOLIO..—Guando dos ángulos tienen sus lados 
paralelos, su posieion relativa es evidenlemenle una de las 
queacaban.de indicarse.—Luego, en general, 

Dos ángulos son iguales ó suplementarios cuando tienen 
s m lados paralelos cada cual á su homólogo. 

OBSEIIVACION GENERAL SOBRE LAS PARALELAS. 

N.0 54. Sean A B , CD [fig. 36), dos paralelas; y suponga­
mos que desde un punto cualquiera lomado en C D , se tira á 
AB la perpendicular OP y una série de oblicuas O R , OR' , 
ORw,.. . . Los pies de estas oblicuas estarán tanto mas aparta-
do&del pie de la perpendicular P, cuanto mas pequeños sean 
los,ángulos DOR, DOR' , DOR", . . . , ó sus alternos-internos 
respectivos, ORP, OR'P , O R ^ P , . . . ; y recíprocamente. ks \ 
pues, pudiendo por una parte los ángulos DOR ó PRO, DOR' 
ó PR'O,. . . , hacerse menores que cualquier ángulo dado; y, por 
otra parte, pudiendo las distancias OR, O R ' , . . . , ó P R , PR ' , . . . , , 
hacerse mayores que cualquiera linea dada, resulla que la l í ­
nea CD puede considerarse como el limite á que se acercan 
sia cesar las. rectas OR; O R ' , . . . , á medida que los puntos de 
encuentro R , R ' , R " , . . . , se alejan mas del punto F , y á me­
dida que disminuyen los ángulos DOR ó P R O , . . . 

Esto es lo que se espresa abreviadamente cuando se dice que 
Dos paralelas son dos recta? que se encuentran en el infi­

nito, formando entre si un ángulo nulo. 

§111. Propiedades principales de los triángulos.—-Teoria de 
su igualdad. 

[Véase en los n.os 35, 37 y 38 , la definición del triángulo y 
sus primeras nociones.] 

TEOREMA I . { F i g . 37.) 

N.0 55. E n toda tr iángulo ABC, l a suma de los tres án ­
gulos es igual á nos RECTOS. 

Prolónguese uno de los lados, AB por ejemplo, paira for­
mar el ángulo esterno CBD; después, por el punto B , tírese la 
B E paralela á la AG. Los ángulos EBD, GAB, son igualos por 
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correspondientes, y los ángulos EBG, B C A , iguales lámbien 
ñor allernos-internos (n.0 51.); luego la suma de los tres á n ^ 
culos del triángulo es igual á l a s u m a de los tres ángulos for­
mados en el punto B ; pero esta vale dos rectos (o.0 29.); l u e ­
go también 

ABC -í- CAB A C B = 2 RECTOS. 

Adverl E l ángulo esterno CBD equivale evidentemente á 
la suma de los dos ángulos CAB, ACB, y por consiguiente es 
mayor que cado uno de ellos.—Así pues. 

Todo ángulo esterno de un triángulo es mayor que cual­
quiera de los internos opuestos. 

CoftOLMiio 1.° Uno cualquiera de los tres ángulos de un 
triángulo es suplementario de la suma de los otros dos (nu­
meróos . ) ; í l e donde se infiere que 

S i dos ángulos de un triángulo son respectivamente 
iguales á dos ángulos de otro, el tercer ángulo del primero 
es igual al tercer ángulo del segundo : 

Porque ambos son suplementos de la misma suma. 
COROLARIO 2.° S i desde un punto O interior á un t r i á n -

qulo CAB [fig. 25), se tiran dos rectas á los estrenos de uno 
'de los lados, A B , el ángulo AOB formado por las dos rectas 
es mayor que el ángulo ACB del t r iángulo, opuesto á dicho 

En electo, siendo la suma de los ángulos OAB + OBA 
evidentemente menor que CAB-f- CBA , es necesario, para 
que haya compensación, que el suplemento O de la primera 
sea mayor que el suplemento C de la segunda. 

N.0 56. ESCOLIO. —üft triángulo nunca puede tener á la 
vez dos ángulos rectos, ni un ángulo.recto y uno obtuso, ni 
dos ángidos obtusos; 

Porque de lo contrario resultarla q u e la suma de sus tres 
ángulos valdría mas de dos rectos. 

Esto supuesto, se llama TRIÁNGULO RECTÁNGULO el trian­
gulo que tiene un ángulo recto; el lado opuesto á este ángulo 
se llama hipotenusa; y los otros dos lados catetos. 

TRIÁNGULO OBTUSÁNGULO es el que tiene un ángulo 06-
/ZÍSO;—TRIÁNGULO AGUTÁNGULO el que tiene a ^ r f o ^ todos 
sus á'ngulos.—Estas dos especies de triángulos llevan e l nom­
bre común de TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS. 

E n todo triángulo rectángulo los ángulos son múluameñ-
te el uno complemento del olro (n .0 28.) . 
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Así, de ser uno de los ángulos agudos de un triángulo 

rectángulo igual á uno de los ángulos agudos de otro triángulo 
rectángulo, se puede deducir que el segundo ángulo agudo del 
primero es igual al segundo ángulo agudo del segundo. 

TEOREMA I I . [ F i g . 38.) 

N." 57. S i de un punto D tomado en uno de los lados AG 
de un ángulo cualquiera BAC, se baja una perpendicular a l 
otro lado A B , esta perpendicular caerá dentro ó fuera del án­
gulo, según que este sea AGUDO Ú OBTUSO. 

Desde luego en ningún caso puede caer en A, puesto que 
AC es oblicua. 

Ahora, cuando el ángulo es agudo, la perpendicular no 
puede caer en la prolongación de AB hacia E ' , porque si ca­
yera, tendriamos un triángulo D A E ' con un ángulo obtuso y 
otro recto, lo cual es un absurdo. 

— Luego debe caer hácia el lado A B . 
S i , por el contrario, el ángulo es obtuso, la perpendicular 

no puede caer sobre ABen E " , porque tendriamos también un 
triángulo con un ángulo obtuso y otro recto. 

—Luego debe caer en la prolongación de A B , por ejem­
plo en E . 

COROLARIO 1.° La perpendicular bajada desde uno de los 
vértices de un triángulo cualquiera ABC [fig. 39) , sobre el 
lado opuesto, cae dentro ó fuera de dicho triángulo, según 
son los ángulos adyacentes á dicho lado, ambos agudos, ó uno 
agudo y otro obtuso. 

COROLARIO 2.° Por consiguiente, la perpendicular bajada 
desde el vértice del ángulo recto ú obtuso de un triángulo rec­
tángulo ú obtusángulo, al lado opuesto, cae siempre por den­
tro del triángulo, porque entonces son necesariamente agudos 
los dos ángulos adyacentes al lado elegido. 

Del tr iángulo isósceles y del triángulo equilátero. 

E l TRIÁNGULO se llama ESCALENO, ISÓSCELES Ó EQUILÁTE-
no, según tiene ó sus tres lados desiguales, ó dos iguales 
solamente, ó los tres iguales. 

Cuando el triángulo es isósceles, se llama BASE el lado d i -
íerenle de los otros dos, y VÉRTICE Ó CÚSPIDE el punto común 
á los dos lados iguales. 
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TEOREMA I I I . [ F i g . 40.) 

N.0 58. E n todo triángulo isósceles, CAB, los ángulos 
A , B , opuestos á los lados iguales, CB, CA, son iguales. 

Levántese sobre el punto D, medio de la base A B , la per­
pendicular D E . Puesto que, por hipótesis, tenemos CA = 
CB, resulla (n.0 4 1 , escolio 2.°) que el punto C se halla en la 
recta DE.—Esto supuesto, doblemos la figura por DC; las 
dos partes CDB, CDA, se ajustarán exactamente una sobre 
otra. Luego, el ángulo CBD ó CBA es igual al ángulo CAD ó 
C A B ; ó simplementeB=A. 

COROLARIO. Todo triángulo equilátero es necesariamente 
equiángulo,—porque, siendo sus tres lados iguales de dos en 
dos, los tres ángulos habrán también de ser iguales de dos 
en dos. 

TEOREMA I V . [ F i g . 41.) 

N.0 59. S i dos lados de un tr iángulo, CAB, son des­
iguales, a l mayor de ellos se opone mayor ángulo,—[es de­
cir que s i , por ejemplo, se tiene C A > C B , se tendrá también 
B > A ] . 

Levantemos en D, punto medio de A B , la DE perpendi­
cular á la AB.—Puesto que, por hipótesis, tenemos C A > C B , 
resulta [n.0 i l , a d v e r t . ) que el punto G está colocado respecto 
de la perpendicular DE en el mismo lado que el punto B ; y si 
juntamos el punto B con el punto I en que AC encuentra á D E , 
tendremos (n.0 41.) A I = 1 B ; de donde, en virtud del teorema 
precedente, 

ángulo l ü \ = á n g u l o I A B , 

y por consiguiente 

CBI -f- IBA > I A B , ó ángulo B > ángulo A. 

TEOREMA V . 

un N." 60. RECÍPROCAMENTE: —1.°—5Í dos ángulos de „ 
triángulo son iguales, los lados opuestos son también iguales 
[y el triángulo es isósceles]; 

2.° S i dos ángulos de un triángulo son desiguales, a l 
mayor de ellos se opone mayor lado. 
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Esla doble proposición es consecuencia forzosa deí princi­

pio sentado en el n.0 2 1 , y se demoslraria fácilmente ad ab-
surdtm por medio de ios dos teoremas precedentes. 

N.0 6 1 . ESCOLIO ÍMPORTANTB sobre el t r iángulo Í S Ó S -

celes* 
La recta D E [fig. 40) tirada perpendicular á la base por 

su punto medio, debe pasar por el vértice C , y dividir á la 
vez al ángulo G en dos partes iguales [según resulla de la su­
perposición de las figuras C D B , C D A ] ; por consiguiente 
cumplecwaíro condiciones esencialmente diversas, á saber: — 
1.a—pasar por el medio de la base;—2.a—ser perpendicu­
lar á ella;—3.a—pasar por el vértice del Iriángulo;—4.d— 
dividir el ángulo del vértice en dos parles iguales. I 

Ahora bien, sabemos {n.os 6 ,27, 43.) que bastan dos con­
diciones para determinar una recta: así, la recta que cumpla 
dos condiciones de estas, satisfará necesariamente á las otras 
dos. 

De aquí resultan otros muchos teoremas, entre los cuales 
nos reducirémos á enunciar los siguientes: 

1. ° L a recta que junta el vértiee de un triángulo isósce­
les con el medio de la base, es á la vez perpendicular á esta 
base, y bisectriz del ángulo del vér t ice; 

2 . ° L a bisectriz del ángulo en el vértice del triangulo 
isósceles pasa por medio de l a base, tj le es perpendicular. 

Todas estas proposiciones se demuestran ad absurdum 
por medio del teorema 1ÍI. 

De la igualdad de los triángulos. 

LEMA FUNDAMENTAL sobre la igualdad de las figuras. 

N.0 62. Toda figura reclilinea convexa, ABCDE {fig. 42), 
<gue se halle colocada en un plano, puede disponerse en d i ­
cho plano de modo, —1.0— gue uno de sus lados, A B , tome 
una posición determinada, A B ' , sobre una recta A X t i ra­
da indefinidamente desde uno de los estremos del mismo l a ­
do^ y —%.0—que la figura se encuentre en la región que 
queramos de las dos del plano (n.0 11.) respecto de dicha 
recta. 

En efecto, podemos desde luego, haciendo girar al polí­
gono en torno del punto A , darle una posición A B ' G ' D ' E ' , tal 
que A B ' = A B esté dirigido en el sentido de A X . 

En seguida podemos, si lo mcesüamos, rebatir la nueva 
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figura al otro lado de A B ' loníado por charnela (n.0 19.] ; 
ílándolft así [si no lo habia adquirido por el primer m o v i m i e D -
to] la posición A B / C " D / / E " . 

Con eslo quedan completamenle satisfechas las condiciones 
del enunciado. 

ESCOLIO. Supongamos además que se trasporta el tercer 
polígono, de modo que el vértice A venga á tomar posición en 
un punto arbitrario O, y el punto B ' en otro punto de la rec­
ta OZ tirada paralelamente á A X , y en su mismo sentido; — 
de este modo, el tercer polígono vendrá á encontrarse repre­
sentado por OPQRS, situado respecto de OZ lo mismo que 
A B ^ W E " lo estaba respecto de A X . 

Eslo supuesto, las dos figuras OPQRS, A B ^ ' D ^ E " , ten­
drán necesariamente lodos sus lados paralelos de dos en dos 
y en el mismo sentido. 

En efecto, puesto que OP y AB^ son paralelas y tienen la 
misma dirección, y puesto que además tenemos 

áfigMlo OPQ = ángulo A B ' C " , 

resulta (n.0 52, recíproca), que PQ, B ' C " , son también para­
lelas y llevan la misma dirección.—Igual raciocinio hariamos 
respecto de los otros lados. 

Se espresa esta última propiedad diciendo, abreviadamen­
te, que la figura A B ^ W E " , para ir á OPQRS, se ha t ras­
ladado paralelamente á s i misma; y en esta situación relati­
va de los polígonos OPQRS y AB 'C"D/ 'E / / , es como se acos­
tumbra considerar las figuras al establecer sus condiciones de 
igualdad. 

TEOREMA. Y L [ F i g . 44.) 

N.0 63. Dos triángulos son iguales, — 1 . ° — cuando t ie­
nen un lado igual adyacente á dos ángulos respectivamente 
iguales; —2. °— cuando tienen m ángulo igual comprendi­
do entre dos lados respectivamente iguales; —3.a— cuando 
tienen sus tres lados respectimmente iguales. 

PKIMER CASO. Sean los dos ángulos ABC, A ' B ' C , en l o s 
cuales suponemos A B ^ A ' B ' , y los ángulos A, B , respectiva­
mente iguales á los ángulos A7, B ' . 

Coloquemos el triángulo A ' B ' C sobre el ABC, de modo que 
coincida el lado A ' B ' con su igual AB En virtud de la igual­
dad de los ángulos A' y A, B ' y B , los lados A ' C , B ' C , to-
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marán respectivamente las direcciones de AC, BC; y el punto 
C , encuentro de A ' C , B ' C , coincidirá cen el punto C , en­
cuentro de AC, B C ; con lo cual los triángulos se habrán con­
fundido exactamente y serán iguales. 

SEGUNDO CASO. Sean A B ^ r A ' B ' , A C ^ A ' C , y el ángulo 
A—ángulo A ' . 

Coloquemos el triángulo A ' B ' C sobre el triángulo ABC, 
de modo que el lado A ' B ' coincida con su igual AB.—Como 
tenemos 

ángulo k ' = á n g u l o A, 

la recta A ' C tomará la dirección A C ; y , á causa de ser A ' C ' = 
AC, el punto C caerá sobre el punto C; luego el lado B ' C 
coincidirá con el lado BC; y los triángulos se confundirán 
exactamente. 

TERCER CASO. La igualdad de los dos triángulos quedarla 
demostrada con solo probar que el ángulo A ' es igual al án ­
gulo A, porque con esto se reducía este caso al precedente. 
Digo pues, que efectivamente el ángulo A no puede ser mayor 
que el ángulo A ' . 

Coloquemos como antes el triángulo A ' B ' C [fig. 44), sobre 
el ABC, de modo que A ' B ' coincida con A B . — S i suponemos 
que el ángulo A ' sea menor que el ángulo A, el lado A ' C to­
mará una posición A C " interior al ángulo BAC, cayendo C e n 
C " , por ejemplo [fuera de A B C ] : de modo que el triángulo 
A ' B ' C se hallará representado por A B C " . 

Esto supuesto, sea A L la bisectriz del ángulo C A C , y L su 
punto de intersección con B C ; tiremos la recta L C — Los 
dos triángulos que resultan, A f X " , A L C , son iguales porque 
tienen un ángulo igual en A , formado por dos lados respecti­
vamente iguales, que son A L común, v A C ^ A C ; de donde 
resulta L C " = L C . 

Pero en el triángulo B L C " tenemos 

B C " < B L -h L C " , 

ó B C " < BL + L C , ó finalmente B ' C < BC, 

lo cual es contra la hipótesis; 

luego ángulo k '—ángulo A ; 
Luego, etc. 
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Advert. La demoslracion es absolutamente igual, bien 

cai^a el punto C fuera del triángulo como en la presente fi­
gura, bien caiga dentro de él. En caso de caer áobre el lado 
B C , 'el absurdo del resultado B ' G ^ B C [del cual hemos infe­
rido la falsedad de la hipótesis A ' < A] se conoce inmediata 
y evidentemente. 

N.0 64. ESCOLIO.— E l medio de demostración que aca­
bamos de emplear en el tercer caso de igualdad, nos conduce 
á la siguiente proposición que usaremos con frecuencia en lo 
sucesivo. 

Cuando dos lados A B , AC [fig. 44), de un triangulo 
ABC, son respectivamente iguales á dos lados, A ' B ' , A ' C , 
de otro triángulo A ' B ' C , según sea el ángulo A formado 
por aquellos mayor ó menor que el ángulo A' formado por 
estos, asi también será el tercer lado qel primer triángulo 
mayor ó menor que el tercer lado del segundo. 

Creemos inútil dar la demostración de esta proposición, 
porque, escepto la consecuencia, debia ser completamente 
igual á la inmediata anterior. 

RECÍPROCAMKNTE :—Cuando dos lados de un triángulo son 
respectivamente iguales á dos de otro, el ángulo formado por 
aquellos es mayor ó menor que el formado por estos, según 
sea el tercer lado del primer tr iángulo mayor ó menor que 
el tercer lado del segundo. 

Esta reciproca, en virtud del n.0 2 1 , es consecuencia ne­
cesaria de la directa y del tercer caso del teorema precedente. 

• -

TEOREMA Y I 1 . [F ig . 45.) 

N.0 65. Dos triángulos ABC, A ' B ' C , rectángulos [en 
A' y A] son iguales: 

1. ° S i tienen igual la hipotenusa y un ángulo agudo 
B ^ B ' ; 

2. ° S i tienen igual la hipotenusa y uno de los catetos 
A B = A / B / . 

I.0 Los dos ángulos agudos C , C , son respectivamente 
complemento de los ángulos iguales B , B ' (n.0 56.) , por con­
siguiente son también iguales: con esto los dos triángulos tie­
nen un lado igual adyacente á dos ángulos respectivamente 
iguales; y la proposición se reduce al primer caso del n.063. 

2.° Coloquemos el triángulo A ' B ' C sobre el ABC, de mo­
do que A ' B ' coincida con su igual AB.—Como los ángulos A , 
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A ' son rectos, el lado A'C7 lomará la dirección de A G ; y di»o 
-que á la vez tomará B 'G ' la dirección de BC. Porque suponga­
mos, por un momento, que B'G' toma una dirección distinta 
de BG, y tal como B D : el triángulo A'B'G' estará entonces re­
presentado por el triángulo ABD, y se tendría B 'G ' = BD-
de donde, á causa de ser B ' C ' ^ B G , deduciríamos B G = B D -
resultado absurdo (n.0 40.) . 

Así pues B 'G ' debe caer necesariamente sobre B C l u e g o 
los dos triángulos A 'B 'G ' , ABC, se confunden exactamente, v 
son iguales. 

Observaciones importantes sobre la igualdad de los t r i á n g u ­
los y sobre el uso de esta teoría. 

N.0 66. ESCOLIO 1.°—En los diferentes casos de igualdad 
acabados de demostrar, hemos supuesto á pr ior i , situados los 
dos triángulos en un mismo plano y dispuestos de la misma 
manera, cuya suposición nos es lícita en virtud del LEMA 
apuesto en el n.0 62. E n efecto, después de haber (n.0 8.) 
reducido el triángulo A ' B ' G ' al mismo plano que el A B C , si de 
antemano no lo estaba, podemos siempre hacerle gi rar , re ­
volverle si es necesario, y aun aproximarle al otro {escolio 
del mismo número), de modo que dos de los lados supuestos 
iguales en ambos triángulos se hagan paralelos y se hallen en 
la misma dirección ó sentido. 

N.0 67. ESCOLIO 2.°—Aunque, en la composición de un 
triángulo, entran siempre seis elementos, á saber, tres lados 
y tres ángulos, no por eso debe creerse que, para tener se­
guridad de que dos triángulos son iguales, necesitamos saber 
u p r i o r i que los seis elementos del uno son respectivamente 
iguales á los seis elementos del otro. Basta en general saber 
que lo son tres. 

Debe, sin embargo, observarse que entre los elementos 
supuestos iguales debe á lo menos dársenos im lado. Porque, 
sea el triángulo ABC {fig. 46) en el cual tiramos la recta B 'G ' 
paralela á la B C ; los dos triángulos ABC, A 'B 'G ' , tienen sus 
tres ángulos respectivamente iguales, á saber; el ángulo A co­
mún, y los ángulos B y B ' , C y C , respectivamente iguales 
por correspondientes (n.0 51.); y bien se ve, sin embargo, que 
dichos triángulos son desiguales. 

Además, como entendemos (n.0 18.) por figuras iguales 
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las que pueden superponerse, es claro que efectuada la super­
posición de dos triángulos, 

A lados iguales se oponen ángulos iguales ; — y recipro­
camente.—kú pues, la segunda condición necesaria para que 
exisla igualdad entre dos triángulos con tres elementos dados 
como iguales, es que cada ángulo ó cada lado dado como igual 
esté opuesto á un lado un ángulo igual también en ambos 
triángulos. 

Esta doble restricción reduce mucho el numero de casos de 
igualdad, los cuales, como fácilmente pueden probarse, son, 
respecto de los triángulos oblicuángulos, solo cuatro esencial­
mente diversos: los tres principales, únicos de que haremos 
uso en lo sucesivo, han sido el objeto del n.0 63. 

El caso de darse dos ángulos respectivamente iguales y 
el lado opuesto á uno de ellos en cada triángulo, se reduce al 
caso primero del n." 63, porque {n.0 55.) el tercer ángulo debe 
también ser igual en ambos triángulos. 

E l cuarto caso, realmente diverso de los precedentes, lo 
esplicarémos mas adelante. 

N.0 68. ESCOLIO 3.°—El uso principal de la teoría de los 
triángulos iguales es simplificar muchas demostraciones, ahor­
rando superposiciones de figuras que, sin este socorro, habría ' 
mos de efectuar muchas veces para probar la igualdad de a l ­
gunas rectas ó de algunos ángulos que entran en ellas. 

§. IV. Del cuadrilátero y de sus diferentes especies. 

TEOREMA I . { F i g . 47.) 

N.0 69. E n todo cuadrilátero ABGD, la suma de los á n ­
gulos es igual á CUATRO RECTOS. 

Tírese la diagonal A G ; la suma de los ángulos del cuadri­
látero es evidentemente igual á la de los ángulos de los t r ián­
gulos ABC, A D G ; pero en cada triángulo la suma de los ángu­
los vale dos rectos (n.0 55 . ) ; luego, etc. 

COROLARIO. S i dos ángulos de un cuadrilátero son rectos y 
los otros dos son el uno suplemento del olfo (n.0 28.) . 

N.0 70. ESCOLIO. — Dos ángulos que tienen sus lados 
reciprocamente perpendiculares, son iguales ó suplementa­
rios;—[es decir, iguales si son dé la misma especie, y su­
plementarios si son de especie distinta]. 

E n efecto, observemos primero que, en todo ángulo dado 
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BAG {¡ig. 48), podemos hallar un punto interior O, lal que las 
perpendiculares tiradas desde él á AB, AC, determinen con 
estos lados un cuadrilátero convexo ADOE. [Basta para esto 
que los dos ángulos OAB, OAG, sean agudos (n. 57 . ) ; de mo­
do, que si el ángulo BAG es agudo, todo punto interior goza 
deesa propiedad; y si es obtuso, puede tomarse un punto 
cualquiera de la bisectriz A L . ] m 

Eslo supuesto, sea la que quierSr la posición del ángulo 
B'A'G' [que no está representado en la figura por ser muy 
variable] respecto del ángulo BAG, se puede al menos asegu­
rar que los lados de aquel son (n.032.) respectivamente para­
lelos á los del ángulo DOE del cuadrilátero ADOE, y por con­
siguiente (n.0 53 ) , que los ángulos B 'A 'G ' , DOE, son iguales 
ó suplementarios. Ahora bien, en el cuadrilátero ADOE, los 
ángulos en A y en O son suplementarios (n.0 69, corol.); 
luego los dos ángulos BAG, B 'A 'G ' , son suplementarios ó 
iguales; lo cual debiamos demostrar. 

Del parale lógramo y sus variedades. 

N.0 7 1 . Llámase PAIULELÓGRAMO cuadrilátero ABGD 
{fig. 49) cuyos lados son paralelos de dos en dos. —De don­
de resulta necesariamente, 

1 . ° que—Losparalelógramos ABGD, A'B'G'D' , son igua­
les cuando tienen un ángulo igual [ A = A ' ] formado por dos 
lados respectivamente iguales. 

Porque si colocamos el ángulo A' sobre el ángulo A, como 
además tenemos 

A ' B ' = A B , A'G' = AG, 

los puntos B ' , G', caerán respectivamente sobre los puntos 
B , G : por consiguiente las rectas B 'D ' , G 'D' , deberán tomar 
las direcciones de BD y GD; pues de lo contrario resultarla 
que por un mismo punto, B ó G, se hablan tirado dos parale­
las á una misma recta, lo cual es absurdo (n.0 34.).—Así pues 
las dos figuras se confundirán exactamente. 

2. ° que—En todo parale lógramo los ángulos opuestos 
son iguales {Ü.0 52, corolario 1.°). 

Y 3.° que RECÍPROCAMENTE: — S i los ángulos opuestos 
de un cuadrilátero son i guales y la figura es un parale ló-
gramo. 
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En efecto, tenemos (n.0 69.) 

A - f - B - f - D - f - C = : 4 ángulos redes; 
pero, por hipótesis, 

A = D , B - C ; 
luego aquella igualdad equivale á estas otras dos: 

¡ 2 X - h 2 B = >L rectos] . . . rectos\ 
{2D-i-2Q = /L rectos] ' (,e dond(' ( D - í - G = 2 rectos)' 
Asi pues (n.0 47.) , los lados AG y BD, AB y CD, son pa­

ralelos de dos en dos. L . C . D . D . 

TEOKKMA I I . [ F i g . 49.) 

N.0 72. E n todo paratelógramo ABCD, los lados opues­
tos [ k ü y Cti , XC y BD] son iguales de dos en dos. 

Tiremos la diagonal AD, y comparemos los dos triángulos 
ABD, ACD: desde lutgo tienen el lado AD común; y además, 
ios ángulos D A B , ADG, son iguales (n.0 51.) por altemos-
internos, y los ángulos CAD, ADB, son también iguales pol­
la misma razón. Así pues, los dos triángulos son iguales por 
tener un lado igual adyacente á dos ángulos respectivamente 
iguales. Luego los lados BD, AG, opuestos á los ángulos igua­
les DAB, ADG, son iguales, y lo mismo los lados GD, A B , 
opuestos á los ángulos iguales CAD, ADB (véase el escolio 2.a 
del n.0 67.) . Z . C. D . D . 

RECÍPROCAMENTE: — S i los lados opuestos de un cuadri­
látero ABDG son iguales de dos en dos, la figura es un pa ra ­
le ló gramo ; 

Porque entonces los dos triángulos A B D , ADG, tienen 
los tres lados respectivamente iguales; de donde se infiere 
(n.067., escolio): 

ángulo M D = á n g i d o ADG, y ángulo DkC—ángulo ADB; 
luego (n.0 46.) las rectas AB y DG, B D y AG, son paralelas de 
dos en dos. 

N.073. ESCOLIO. — E l teorema anterior puede también 
enunciarse del modo siguiente: 

Las partes de paralelas comprendidas entre paralelas 
son iguales (*) ¡ — proposición que comprende, como caso 
particular, al teorema í.0 del número 44. 

(*,) Puede demostrarse esta proposición sin recurrir á la teoría 
4 
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TEOREMA 111. ( F i g . 49.) 

N." 74. S idos lados opuestos, A B , GD, de un cuadr i lá ­
tero ABCD, son iguales y paralelos, la figura es un paraleló-
gramo. 

E n efecto, tiremos la diagonal A D : lóselos triángulos A B D , 
ACD, lieoen el lado AD común, y AB = CD por el supuesto^; 
además, siendo A B paralela á C D , ios ángulos DAB, ADC, 
son iguales (n.0 51.) por alternos-internos. Así pues, los dos 
triángulos son iguales por tener un ángulo igual formado por 
dos lados respectivamente iguales; de donde resulta el ángulo 
ADB opuesto al lado A B , igual al ángulo CAD opuesto al lado 
CD; luego las rectas AC, B D , son paralelas, (n.0 46 . ) .— 
Luego, etc. 

N.0 75. COROLARIO \ . 0 ~ E n todo paralelógramo ABCD 
[fig. 49) , /o recta [ E F ó GHJ que j u i ú a los puntos medios 
( E , F , ó G, H] de dos lados paralelos, es igual y paralela á 
los otros dos. 

Porque, de ser iguales las rectas A E , B F , como mitades 
de las líneas iguales AC, BD, y de ser A E paralela á B F , re­
sulta (n.0 74.) que la íigura A B F E es un paralelógramo; y que 
se tiene 

E F = A B = CD. 

Del mismo modo se demostrarla que 

GH = AC = B D . 

COROLARIO 2.° Jun tándo las estremidades E , Y , de dos 
perpendiculares iguales, G E , E Y [fig. 29), tiradas á una 

de la igualdad de los triángulos, por la superposición de las figuras 
ACD, ABD:—Hágase girar, como en el n.0 46., el triángulo ACD al 
rededor de I , punto medio de AD, de modo que IA venga á colocar­
se sobre ID, é ID sobre IA. Supuesto que, en virtud del paralelismo, 
tenemos 

ángulo CAD = ángulo ADB, y ángulo C D A = ángulo BAD, 

las rectas AC, DC, tomarán las direcciones de las DB, AB, y recípro­
camente: por consiguiente las dos figuras ABD, ACD, se confundirán 
del todo, y darán 

AC BD, AB = D C . 
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misma reeta AB [en la misma región], se obtiene una parale­
la á e s i a recta. 

También es esta una consecuencia evidente del teorema 
principal. 

TEOREMA I V . [ F i g . 60.) 

N.0 76. Las diagonales AD, BC, de un paralelógramo se 
cortan mutuamente en dos partes iguales. 

Sea el punto O el de intersección de dichas diagonales; los 
triángulos AOG, DOB, son iguales por tener un lado igual 
[AC=BD] adyacente á dos ángulos respectivamente iguales, 
a saber; 

CAO = ODB, ACO = OBD; 

luego (n.0 67.j 
A O = O D , BO = OG. 

Advert. El punto O se llama centro del paralelógramo. 
ÍIECÍPROCAMENTE: — ^ las diagonales de un cuadrilátero 

se corlan mutuamente en dos partes iguales, la fic/ura es un 
paralelógramo. 

Porque de O A = O D , y BO-=OC, se deduce la igualdad 
de los triángulos AOG, DOB (n.0 63, 2.° caso): de donde, por 
consiguiente, se infiere 

A B - = C D , AG = B D ; 

asi pues, la figura ABGD es un paralelógramo (n.0 74.) . 
ESCOLIO. L a mayor diagonal, AD, de.las dos de unpa-

ralelooramo ABGD {/ig. 50), es la opuesta a l mayor ángulo 
Eñ efecto, los dos triángulos AGD, G A B , tienen común el 

lado AC; y el lado GD igual al A B : además, el ángulo AGD es 
mayor que el GAB; luego, en virtud del escolio n." 64. el 
ladoAD, opuesto á AGD, debe ser mayor que el lado GB 
opuesto á GAB. 

Del rombo. 

N. • 77. Llámase ROMBO, un cuadri látero ABGD (fia. 51) 
que tiene sus cuatro lados iguales. 

Siendo el rombo, según esta definición (n.0 72., recip.) 
una variedad del paralelógramo, goza necesariamente de todas 
las propiedades de este.—Así, por ejemplo (n.0 71.) 
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Dos rombos son iguales cuando tienen igual un ángulo y 

un lado. 
Pero hay otra propiedad muy impórtame, particular del 

rombo, que vamos á demostrar. 

TEOREKA V . { F i g . 51.) 

N." 78. Las diagonales de un rombo se corlan en ángu­
lo recto. 

Comparemos los dos triángulos A O B , A O C ; y veremos 
que tienen comuu el lado A O , el lado OG igual al lado OB, 
(n.0 76.) , y el lado AC igual al A B , por la naturaleza del 
rombo. Luego estos dos triángulos son iguales (n.0 63,3.er ca­
so) ; y darán 

ángulo AOC = ángulo AOB. 

Por consiguiente los cuatro ángulos en O son rectos. 
RECÍPROCAMENTE: — ̂  las diagonales de un cuadrilátero 

se cortan mutuamente en partes iguales y en ángulo recto, la 
figura es un rombo. 

Porque entonces los cuatro triángulos AOB, AOC, BOD, 
COD, son iguales (n. 63, 3.™ caso); y dán 

AB — AC = BD = GD. 

ESCOLIO. Volviendo á la proposición directa, se ve , en 
virtud de la igualdad de los triángulos AOB, A O C , que los 
ángulos CAO, OAB, opuestos á ios lados iguales OC, OB, son 
iguales; de donde resulta que 

E n un rombo, cada diagonal divide en dos partes igua­
les los ángulos que le corresponden [es decir, los ángulos en 
cuyos vértices tiene sus estremos]. 

Estas tres proposiciones pueden también deducirse fácil­
mente de la teoria de las perpendiculares (n.0 41.), ó de la de 
los triángulos isósceles ( n . ü 6 l . ) , haciendo abstracción de la 
igualdad de los triángulos. 

Del rectángulo. 

N.0 79. E l RECTÁNGULO es un cuadrilátero ABDC (figu­
r a 52) cuyos cuatro ángulos son rectos. — También puede 
decirse que es un paralelógramo cuyos lados contiguos son 
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perpendiculares entre sí; de donde resulta, en virtud de la 
leoria de las paralelas, que sus cuatro ángulos son rectos. 

Vos rectángulos son iguales cuando tienen dos lados con­
tiguos respectivamente iguales. 

La propiedad característica del rectángulo que le distin­
gue de los demás paralelógramos, consiste en que: 

TEOREMA V I . { F i g . 52.) 

Las dos diagonales de un rectángulo son iguales. 
En efecto, los dos triángulos BAC, A C D , son iguales por 

tener un ángulo igual comprendido entre dos lados respecti­
vamente iguales; á saber: el ángulo recto C A B = A C D , AG 
común, y A B = C D ; de donde se deduce BG==AD. 

RECÍPROCAMENTE:—5Í las diagonales de un cuadrilátero 
ABDC son iguales y se cortan en partes iguales, la figura es 
un rectángulo. 

Desde luego ya sabemos que ABDC es un paralelógramo 
(n.0 76., reciproc); por consiguiente, solo nos falta probar 
que los ángulos en A y en G son iguales, puesto que su suma 
vale (ios rectos (n.0 51.) Rn efecto, por hipótesis, y en virtud 
délas propiedades del paralelógramo, tenemos 

AO = OC = OB ; 

de donde se infiere que los triángulos AOC, A O B , son isós­
celes , y dán (n." 58.) 

ángulo GAO = ángulo ACO , 
ángulo OAB = ángu loOük—ángu lo OCD; 

luego 
G A 0 4 - O A B = A G O - í - O G D , ó GAB = AGD. 

L . C . D . D. 
Del cuadrado. [ F i g . 53.) 

N." 80. E l CUADRADO es un cuadri látero que tiene sus 
cuatro lados iguales y sus cuatro ángulos rectos. 

Esta figura es por consiguiente á la vez un caso particular 
del rombo y del rectángulo.—[Lo que la distingue del rombo 
es el tener los cuatro ángulos rectos.] 

Así pues — E l cuadrado tiene iguales sus dos diagona-
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les, como el rectángulo; — y dichas diagonales se corlan en 
ángulos rectos como las del rombo. 

Además, los cuatro triángulos AOB, AOC, COD, DOB, 
son isósceles, rectángulos, é iguales eotre sí, es decir, super-
ponibles; mientras que en el rombo, [fig. 51) son dichos trián­
gulos rectángulos también, iguales y superponibles, pero no 
isósceles; y en el rectángulo son isósceles sin ser iguales. 

En una palabra, el cuadrado, por su forma simétrica, pue­
de ser considerado corno el mas simple de los polígonos. 

Del trapecio. 

N.081. No podemos menos de dar á conocer aquí otra 
especie de cuadrilátero cuyas propiedades se enlazan natural­
mente con las del paralelógramo. 

E l TRAPECIO es un cuadrilátero ABDC {/¡g. 54) que solo 
tiene dos lados, AB, CD, paralelos. —Esos dos lados se l la ­
man bases del trapecio; y la perpendicular I K común á am­
bos , se llama altura del cuculrilátero. — Los lados no parale­
los se llaman laterales. 

TEOREMA V I L { F i g . 54.) 

E n todo trapecio ABCÜ, la recta E F que j unta los puntos 
medios de los lados no paralelos, es paralela á las bases. 

Tiremos, por el punto F , la recta G F I I paralela á A C , y 
prolonguémosla hasia encontrar en H á la CD también pro­
longada: así obtenemos dos triángulos G F B , D F H , iguales 
entre sí por tener un lado F B = F D , adyacente á ángulos 
¡guales; á saber: los ángulos en F iguales entre sí (o.0 29), v 
el ángulo F B G igual al ángulo F D H (n.0 51.) De aquí resulta 
necesariamenteFG=F1I. Además, por construcción, GH es 
paralela á AC; luego (n." 75. , corol. I.0) E F es paralela á 
AB y á CD. L , C. D . I ) . 

RECÍPROCAMEINTE : — Si una recta pasa por el punto medio 
E de uno de los lados no paralelos, y ^pa ra le l a á las bases, 
debe también pasar por el punto medio F del otro lado.— 
Porque si así no fuera, resultaria que se podrían tirar por el 
punto E dos paralelas á A B . 

N.0 82. Escolio la igualdad de los triángulos G F B , 
D F H , se deduce también G B = D H , — E s t o supuesto, se tie­
ne primero, á causa de los paralelógramos A G F E , C E F I I ? 
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E F = AG = C f l ; 

pero la figura dá también 

AB = AG + C B , CD = GH - D H ; 

de donde , su ruando, 

AB + GD — AG + GB -H CH — DH ; 

ó, suprimiendo los términos ¡ g u a l e s , - f - G B , — D H , que se 
destruyen, 

AB -f- CD = AG 4- CU = 2AG = 2 E F . 
Luego linalmenle 

r,n AB - } - CD. 
L F = 2 ; 

lo cual prueba que 
L a recta que junta los puntos medios de los lados no pa­

ralelos es igual a l a semisuma de las bases. 
ESCOLIO 2.° La misma recta está á igual distancia de las 

dos &as^.—Porque tirando por el punto E la perpendicular 
MEN, podrá probarse como antes la igualdad de los triángu­
los A EM, N E C ; de donde, por consiguiente, se deducirá 
EM = E N . 

ESCOLIO 3.° Las dos propiedades comprendidas en el teo­
rema V I I y el primer escolio, son aplicables al triángulo, que 
puede considerarse como un trapecio que tiene nula una de 
las bases.—Asi, puede decirse que 

E n todo tr iángulo, la recta gue junta los puntos medios 
de dos lados cualesquiera, es paralela al tercer lado é igual 
á s u mYa/ií:—proposición que podría también demostrarse 
directamente por la consideración del triángulo GAB de la fi­
gura, tirando por el punto O, medio de C B , la recta ROS 
paralela á GA, y comparando como antes los triángulos OBU, 
OCS. 

§ Y . De los polígonos convexos en general. 

[Véase lo dicho en los números 35 y siguientes sobre los 
polígonos en general, y sobre los convexos en particular.] 

LEMA [ F i g . 55.) 
N.u 83. Todo polígono, ABCDEFG , puede descompo-
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nerse en tantos t r iángulos como lados tiene, menos DOS. 

Para esto, basta tirar por uno de los vértices, A , diagona­
les á todos ios otros. Es evidente que cada uno de los t r iángu­
los estremos, ABC, A G F , se lleva dos lados del polígono, 
mientras á cada triángulo intermedio solo corresponde uno. 

Luego, designando por n el número total de lados de un 
polígono, será (w —2) la espresion del número total de trián­
gulos en que puede dividirse. 

ESCOLIO. También se puede efectuar la descomposición de 
un polígono en tr iángulos, juntando un punto interior cual­
quiera O [fig. 56) con todos los vértices del polígono, en cuyo 
caso resultan evidentemente tantos triángulos como lados hay. 

TEOREMA Í. { F i g . 55.) 

N." 84. L a suma de los ángulos interiores de un polígo­
no convexo es igual á tantas veces DOS RECTOS como unida­
des tiene el número de sus lados, menos DOS. 

E n efecto, si desde el punió A tiramos diagonales á todos 
los demás vértices, la suma de los ángulos del polígono equi­
valdrá evidentemente á la de todos los ángulos de los triángu­
los resultantes. Ahora bien, en cada triángulo, la suma délos 
tres ángulos es igual á dos rectos (n.0 55.); y como hay tan­
tos triángulos como lados, menos dos (n.0 83.) , resulta , etc, 

N." 85. ESCOLIO 1.°—Sea w el número de lados; la es­
presion abreviada de la suma de los ángulos del polígono, será 

2 (w — 2 ) , ó 2n —4 

efectuando la multiplicación por las reglas de la multiplicación 
algebráica. 

La última espresion nos ofrece este enunciado: 
L a suma de los ángulos de un polígono es igual á tantas 

veces un recto cuantas unidades tiene el duplo del número de 
lados, menos cuatro. 

Se demuestra la proposición enunciada de este modo, re­
curriendo al segundo modo de descomponer un polígono en 
triángulos indicado en el núm. 83. Es claro, en efecto {/ig. 50), 
que la suma de los ángulos del polígono equivaleá la suma de 
los ángulos de los triángulos que tienen un vértice en O, dis­
minuida en la suma de los ángulos formados al rededor de di­
cho punto, los cuales equivalen á 4 rectos (n.0 31.); luego, f ie. 
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Hagamos sucesivamente, en las dos espresiones prece­

dentes, 
%=3, Í?=4, « = 5 , n = 6 , . . . ; y obtendremos, 
de la primera, 
2 x 1 , 1 x 2 , 2 x 3 , 2 x 4 , . . . , ó 2 , 4 , 6 , 8 , . . . , 
y de la segunda, 
6 - 4 , 8 - 4 , 1 0 - 4 , 1 2 - 4 , . . . , ó 2, 4, 6, 8,. . . , 
según que los polígonos son de 3, 4, 5, 6, . . . , lados, 
resultado conforme con los teoremas de los n . ^ S S y 69. 

N." 86. ESCOLIO 2.°—Si el polígono dado equiángulo> 
es decir, si todos sus ángulos son iguales, se liene por valor 
de cada uno 

2 («—2) , 2«—4 
o 

n n 

Asi , en el triángulo equilátero (n.0 58.) cada uno de los 

, 6 - 4 . 2 ^ ' , ángulos vale — ^ — o ^ de ángulo recto, 
o o 

8—4 

En el cuadrado (n.0 80.) , cada ángulo vale — ~ — , ó lo 

que es lo mismo un recto. 
Así se hallaría ^ » ^ » -y»"-» Para vak>r del ángulo del 

pentágono, del exágono, del e p t á g o n o , . . s u p u e s t o que fue­
ran equiángulos. 

2^ 4 4 
La espresion — - — , que equivale á 2— - , prueba que 

E n los polígonos equiángulos de mas de cuatro, los á n ­
gulos son siempre obtusos. 

TEOREMA I I . [Figs . 55 y 56.) 

N.0 87. E n todo polígono convexo A B C D E F G , s i se 
prolongan todos los lados en el mismo sentido (*), la suma 

(*) Esta espresion, en el mismo senfifío, significa que, dando 
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de los ángulos esteriores, aBC, 6CD, c ü E , . . . , que resultan, 
es igual á 4 recios. 

En efecto, se ve, en la figura y en virtud del n." 29, que 
los ángulos internos y estemos, formados en los punios A , B , 
C , . . . , sumados equivalen á tantas veces dos rectos como v é r ­
tices hay 6 lados tiene el polígono; por consiguiente, esta 
suma escede á la de los ángulos internos solos en 4 rectos; lue­
go valdrán cuatro rectos la suma de los ángulos estemos. 

De otro modo .-—Si desde un punto O [fig. 57) tomado ar­
bitrariamente en el plano del polígono, se tiran las rectas Oa' , 
06 ' , ( V , . . . , respectivamente paralelas á k a , Bb , C e , . . . , los 
ángulos a'Ob' y aB6, b'Oc' y 6Cc,. . . , son iguales de dos en dos 
(n.0 52.) ; luego la suma de los a W , b'Oc',..., será igual á la 
de los aBb, bCc... Pero los primeros valen 4 ángulos recios 
{n.0 31.) ; luego también valdrán 4 rectos los segundos. 

ESCOLIO. Un polígono convexo no puede tener mas de 
tres ángulos agudos; 

Porque con solo hacer cuatro, resultaría que la suma sola 
de los cuatro ángulos estemos correspondientes valdría mas 
de cuatro recios. 

Condiciones de igualdad entre dos polígonos convexos. 

TEOREMA ÍIL 

N.0 88. Dos polígonos convexos se confunden necesa­
riamente cuando tienen comunes los vértices. 

Desde luego, es claro que coinciden todas las rectas que 
(sean lados ó diagonales) juntan dedos en dos los dichos vér t i ­
ces.—Además^ no puede ser que un lado del primer polígono 
sea diagonal del segundo; porque, si lo fuera, resultaría 
(n.0 36., 3.°) que los vértices del primero no estarían todos s i ­
tuados en la misma región respecto del tal lado; lo cual implica 
contradicción con la naturaleza de los polígonos convexos 
(n.0 36.) . 

Luego, si todos los lados del uno coinciden con los del otro 
respectivamente, ambos polígonos se confunden y son iguales. 

la vuelta al polígono desde A, por ejemplo, hacia B, C, D, . . . , se­
ría necesario, antes de pasar del lado AB al siguiente BG, de este 
al CD,.. . , prolongar siempre hacia adelante, por ejemplo, el lado que 
se dejaba, ABa, BC&, CDc,... 
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TEOREMA I V . [ F i g . 58.) 

N.0 89. Dos polígonos A B C D E F , A ' B ' C ' D ' E ' F ' , son igua­
les cuando, además de tener igual un lado [ A F = A ' F / ] , tie­
nen iguales respectivamente, y dispuestas en el mismo or­
den, las distancias de los estremos [A y A ' , F y F ' ] de dicho 
lado á los demás vértices B , C, D , . . . B ' , C , D ' , . . . 

Es decir, si tienen 

f AB = A ' B ' , AC = A ' C , AD = A 'D ' , . . 
[ y F B = F / B ' , F G ^ F ' C , F D — F ' D ' , . . 

En efecto, movamos [como en el n.0 62.] al segundo po­
lígono en su plano, de modo que el lado A ' F ' venga á colocar­
se sobre su igual AF.—Supuesto que, por bipótesis, tenemos 

AB = A ' B / , F B = F ' B ' , 

los dos triángulos A B F , A ' B ' F ' , son iguales (n.0 63, 3.ercaso), 
y se confundirán exactamente: luego el punto B ' caerá en B . — 
De la misma manera, siendo 

AC = A.'G', F G ^ F ' C , 

el punto C caerá en C Y así iríamos viendo cómo deben 
coincidir todos los demás vértices D y I ) ' , E y E ' , . . . de los dos 
polígonos.—Luego estos (n.0 88.) se confundirá'n.exaclamenle 
y serán iguales. 

ESCOLIO 1.° Cuando decimos en el enunciado, que las dis­
tancias iguales A B y A ' B ' , AG y A ' C ' , . . . , F B y F ' B ' , FG 
y F ' C ' , . . . , están dispuestas en el mismo orden, queremos 
significar que las líneas A ' B ' , A ' G ' , . . . , F ' B ' , F ' G ' , . . . , siguen 
entre sí el mismo orden de posición relativa, que sus iguales 
AB, A G , . . . , F B , F G , . . . ; en otros términos, dichas líneas 
pueden siempre suponerse respectivamente paralelas de dos 
en dos y dirigidas en el mismo sentido. —(Véase Q\ escolio del 
lema n.0 62.) 

Debe sin embargo tenerse entendido, que el teorema pre­
cedente no falsearía aun cuando los dos polígonos no tuvieran 
la posición indicada por la fig. 58. 

N.0 90. ESCOLIO 2.°—Si designamos por n el número de 
lados de cada polígono, el número de datos supuestos iguales 
en el teorema precedente, es evidentemente igual á (2w—3). 
Porque el número de los vértices distintos de A, F , ó A' , F ' , 
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es (w—2) en catla polígono, y por consiguienle habrá 
2 («—2), ó (2w—4), pares de distancias iguales 

A B = A ' B ' , A G ^ A ' C ' , . . . , y F B ^ F ' B ' , F C ^ F ' C ' , . . . 

Pero al número (2n—4) es preciso añadir 1, á causa de 
A F = A / F / : luego, el número total de dalos resulta igual á 

( 2 » — 4 + 1) ó ( 2 / i - 3 ) . 
De esto se puede concluir, por inducción, que el número 

de datos iguales necesario para admitir la igualdad de dos po­
lígonos, es (2>i—3), espresando n el número de lados. 

Así, en el triángulo el número de datos es de 2 x 3—3, ó 3; 
en el cuadrilátero, 2 x 4 — 3 , ó 5 ; etc. 

Pero hay que poner ciertas restricciones, como hicimos 
respecto del triángulo (n.0 67.) . Por ejemplo, si se toman en 
consideración los ángulos, es necesario que los ángulos que 
se supongan iguales estén comprendidos, ó puedan considerar­
se como comprendidos entre lados respectivamente iguales, 
cuya condición es consecuencia necesaria de lanaluraleiza de 
las figuras superponibles. 

Además, nunca deben darse mas de [n—l) ángulos igua­
les en las dos figuras, porque ( o / 8 4 . ) la suma de los án ­
gulos debe ser la misma en ambas, teniendo un mismo núme­
ro de lados; etc. 

Hé aquí tres casos de igualdad que conviene conocer: 

TEOREMA V . [ F i g . 58.) 

N . 0 9 l . DospoligonosIdenMos], A B C D E F , A ' B ' C ' D ' E ' F ' , 
son iguales, 

1 . ° Cuando tienen ( n — l ) lados consecutivos respectiva­
mente iguales, é iguales también los (n—2) ángulos forma­
dos por dichos lados; 

2. ° Cuando tienen iguales (n—2) lados consecutivos, é 
iguales también los ángulos que dichos lados forman entre 
si y con los dos restantes; 

3. ° Cuando constan del mismo número de triángulos 
respectivamente iguales y colocados del mismo modo [ABC v 
A ' B ' C , A C D y A ' C ' D ' , . . . ] . 

La demostración de los dos casos primeros se hace por el 
método de superposición indicado al fin del n.0 62. Unicameo-
le observarémos que, en el primer caso, cuando se haya efec-
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Uiado la superposición del penúltimo lado D ' E ' con su igual 
D E , como ios punios F y F ' , E y E ' habrán coincidido, el ú l ­
timo lado E ' F ' será necesariamente igual á E F ; y los dos án ­
gulos D ' E ' F ' , E ' F ' A ' , serán también respectivamente iguales 
á los D E F , E F A , á causa de la superposición. — Luego hay 
bastante con (2»—3) elementos dados iguales. 

E l mismo raciocinio debe hacerse en el segundo caso. 
En el tercero pueden superponerse directamente los trián­

gulos supuestos iguales en los dos polígonos, quedando estos 
en consecuencia superpuestos;—ó bien puede decirse: — Los 
triángulos A ' B ' C , A B C , son iguales, y darán iguales sus lados 
y sus ángulos respectivamente: lo mismo los triángulos A 'CD' , 
ACD, y los demás. — De esta consideración es fácil con­
cluir,—1.° que los lados de los dos polígonos son respecti­
vamente iguales; — y 2.° que sus ángulos son también igua­
les por constar de ángulos iguales de los triángulos dados. — 
De este modo el tercer caso se comprende en los dos pri­
meros. 

N.0 92. ESCOLIO.—Observarémos respecto del último ca­
so, que, como tenemos [n.0 84.) en cada polígono, (w—2) 
triángulos de los cuales el primero exige tres datos y los demás 
dos cada uno, resultan 

34-2 (n—3), ó 3-i-2w—6, ó finalmente (2w—3) 
datos supuestos iguales, como arriba. 

Advertimos además en este caso, que por la espresion co­
locados del mismo modo, debe entenderse que los triángulos 
iguales componentes de los polígonos, están de tal modo dis­
puestos que sus ángulos iguales reunidos forman ángulos igua­
les respectivos en ambos polígonos. De lo contrario, los polí­
gonos, aunque compuestos de partes respectivamente iguales 
y superponibles, no podrían uno á otro superponerse. 

N.0 93. ESCOLIO GENERAL sobre todos los casos de igual­
dad precedentes. 

Las reciprocas de las proposiciones comprendidas en los 
enunciados de los teoremas I V y V son consecuencias nece­
sarias y evidentes de la naturaleza de las figuras iguales y su­
perponibles. 

Llámanse lados y ángulos homólogos, los lados y los án ­
gulos respectivamente superponibles en dos figuras declaradas 
iguales: vértices homólogos, \os de ángulos homólogos; diago­
nales homólogas, las que juntan dos vértices homólogos.— 
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En general, llámanse ptinlos homólogos, dos puntos que, con 
las estremidades de dos lados homólogos, forman dos triángu­
los iguales y dispuestos del mismo modo en ambos polígo­
nos.—Finalmente, rectas homologas son dos rectas que juntan 
puntos homólogos; y las porciones de ellas terminadas en los 
puntos dichos necesariamente son iguales. 

§ V I . Teoremas varios. 

Concluirémos este capítulo con algunas proposiciones muy 
curiosas ó bastante útiles, aunque no forman parte esencial de 
la teoría. 

TEOUKMA I . [ F i g . 59.) 

N.0 94. E n todo triángulo ABC, un ángulo cualquiera 
C es RECTO, AGUDO, Ú OBTUSO, según que la recta GD que 
junta su vértice con el punto medio D del lado opuesto A B , 
es IGUAL, MAYOR, ó MEWOIÍ que la mitad AD de dicho lado. 

I.0 Sea C D = A D = D B ; 

resulta (n.0 58.) 

ángulo C M ) = á n g u l o ACD, ángulo CBD=ángu lo hCD; 

lo cual prueba que el ángulo total G es igual á A - f - B . 
Pero tenemos (n.055.) 

A - h B - h C = Erectos; 

luego el ángulo, mitad de esta suma, vale un recto. 

2. ° Sea C D > AD ó > D B ; 
mu l t a (n.0 59.) 

CAD > AGD, GBD > B C D ; 

de donde ángulo A H- ángulo B > AGD + BCD, ó A -H B > C ; 
y como tenemos A - f - B - h G = 2 rectos, 
resulta que G debe ser necesariamente menor que mi recto, es 
decir, agudo. 

3. ° Sea CD < A D ó < B D ; 

será GAO < AGD, GBD < B C D ; 

mm 
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de (lomle A - } - B < C ; 

pero A -f- B -f- C = 2 rectos; 

luego, G > 1 recto. 

ESCOLIO. Por medio de esla proposición se puede conocer 
¡nmediatamenle la especie de un ángulo cualquiera en un trián­
gulo dado. 

TEOREMA I I . [ F i g . 60.) 

N.0 95. L a s bisectrices AA' , B B ' , C C , de los tres á n g u ­
los de un triángulo ABC, se cortan en un mismo punto O. 

Kn efecto, consideréraos primero las dos bisectrices C C y 
A A ; hemos visto (n.0 43.) que cualquier punto de la primera 
está equidistante de los lados CAy GB, y que cualquier punto 
de la segunda esta lauibien equidistante de ACyde AB; luego 
el punto O en que ambas se encuentran, está á igual distancia 
de las tres recias AC, GB, BA. Luego dicho punto (n.0 43, 
escol. 1.°) corresponde también á la bisectriz B B ' . 

ESCOLIO. Si re prolongan los lados AC, A B , hasta L , í , 
y se consideran las bisectrices de los ángulos L C B , GBI [que, 
según vimos en el número 43, escol. 3.°, forman ángulos rec­
tos con CG' y B B ' ] , esas dos bisectrices se cortan en un pun­
to O' situado en la bisectriz del ángulo A.—Esto es evidente, 
porque el punto O' está equidistante de AC y A B . 

TEOREMA I I I . { F i g . 61.) 

N.0 96. Las perpendiculares levantadas en los puntos 
medios A ' , B ' , G', de los tres lados de un tr iángulo, se cor­
tan en un mismo punto O. 

Desde luego sabemos quejas dos perpendiculares C ' I , B ' K , 
se encuentran siempre (n.0 50 , e sco l . 2 ° ) en un punto O, que 
dista igualmente (n.0 41.) de A y de B , de A y de G, y por 
consiguiente de los dos puntos B , G. Luego ese mismo punto 
O pertenece (n.0 4 1 , escol. I.0) á la perpendicular levantada 
en A' , medio de BC. 

ESCOLIO. E l encuentro de las tres perpendiculares puede 
verificarse, unas veces dentro y otras fuera del triángulo. 

TEOREMA I V . { F i g . 62.) 

N.0-97. Las perpendiculares A A' , B B ' , GC', bajadas des-
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de los vértices de un tr iángulo á los lados respectivamente 
opuestos, se cortan en un mismo punto. 

Tiremos, por los puntos A, B , G, las rectas B ^ G " , A " G " , 
A ^ B " , respectivamente paralelas á BG, AG, AB.—Supuesto 
que, por construcción, es GB paralela á A B " , y AB paralela á 
C B " , resulta (n.0 71.) que ABGB", AGBG", son paralelógramos; 
por consiguiente, tendremos (n.0 72.) 

CB = A B " = A G " ; 
de donde se infiere que A es el punto medio de B ^ G " . Del 
mismo modo se probaria que los puntos B y G son los medios 
respectivos de A ^ G " , A'- 'B"; luego las perpendiculares A A ' , 
BB", GG', se hallan levantadas en los punios medios de los la­
dos A ' ^ " , A ^ G " , B ' ^ " , del triángulo A " B " G " ; y la proposi­
ción se reduce á la del teorema precedente. 

ESCOLIO. E l encuentro de las tres perpendiculares puede 
también verilicarse unas veces dentro y otras fuera del trián­
gulo. 

TEOTEMA V . [ F i g . 63.) 

N.0 98. L a s rectas A A ' , B B ' , GG', tiradas desde los vér­
tices de m triángulo á los puntos medios de los lados res­
pectivamente opuestos, se cortan en un mismo punto. 

Gonsiderémos primero las dos reglas A A ' , G G ' ; y sea O 
su punto de concurso. Tiremos la recta A'G' , y por los puntos 
A " , G" , medios deOA, OG, tiremos la A " G " . Pasando la recta 
A'G' por los puntos medios de GB y AB, es paralela á AG 
(n.0 82, escoí. 3.°); por la misma razón, la A ' ^ " es también 
paralela á AG; y además cada una de ellas es igual á la mitad 
de AG (n.0 82 , escol. 3.°). 

Esto supuesto, los triángulos OA'G' , OA"G", son iguales 
por tener un lado igual [A 'G/=A"G"] adyacente á dos ángu­
los respectivamente iguales [G 'AyO=G"A"0, A ' G ' 0 = A ' / G " 0 
(n.0 51. ) ] ; y de su igualdad puede concluirse que O G ^ O G " , 
OA '=OA" . Pero ademástenemos, por construcción, OG'/=-G/'G, 
O A " = A " A ; luego el punto O está situado en las rectas A A ' 
y GG', al tercio de cada cual, partiendo desde GB y de A B . 

Del mismo modo se deraoslraria, considerando las rectas 
A A ' , B B ' , que su punto de intersección debe hallarse al ter­
cio de AA' , partiendo desde G B : luego necesariamente las 
tres rectas A A ' , B B ' , GG', se encuentran en un mismo punto 
interior 0 . 
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ESCOLIO. Este punto se halla situado, respecto de cada 

lado del tr iángulo, en la recta que junta el punto medio del 
lado con el vértice opuesto, en el tercio de su longitud con­
tando desde el lado, y á los dos tercios contando desde el 
vértice.—Lo cual es consecuencia natural de la demoslración 
que acabamos de dar. 

TEOUEMA V i . [ F i y . 64.) 

N.0 99. Tírense en un paralelógramo cualquiera ABDC, 
las bisectrices de los cuatro ángulos: 

S i se junta el punto de encuentro E de las bisectrices de 
dos ángulos adyacentes á un mismo lado AC , con el punto 
de encuentro F de las bisectrices de los ángulos adyacentes 
al lado BD opuesto al otro, l a recta E F que resulta es 1.°— 
paralela á los otros dos lados; 2.° — igual á la diferencia 
de los lados contiguos [AJ? — A C ] . 

Prolonguemos primero las bisectrices opuestas, C E , B F , 
hasta sus encuentros respectivos en G y en K con AB y CD. 

Por ser paralelí^ AB y CD, el ángulo AGC es igual al á n ­
gulo GCD, y por consiguiente a-l A C G , que, como G C D , es 
mitad de ACD. Además, los dos ángulos ACG, K B A , son tam­
bién iguales por ser mitades de los ángulos ¡guales ACD, ABD; 
luego 

ángulo CGA == ángulo K B A . 

Luego las dos rectas CG, K B , son paralelas (n.0 52, recip,); 
y la íigura CGBKes un paralelógramo. 

Además, el triángulo ACG es isósceles, á causa de la igual­
dad de los ángulos en G y en G ; por consiguiente ( n / 61.) 
la bisectriz A E divide á CG en dos partes ¡guales; y será 
G E = EG.—Del m¡smo modo se demostrarla, considerando el 
triángulo DKB, que K F = F B ; luego 

1. ° E F es paralela á AB y á C D ; 
2. ° E F = GB = A B — A G = AB — AC. 

L . C . D. D. 
ESCOLIO. LOS dos triángulos A E C , A E G , son rectángu­

los (n.0 51.), y también los D F K , DFB, de lo cual resulta que 
prolongando la DF hasta su encuentro en l con CG, y la A E 
hasta su encuentro en L con B K , se forma un paralelógramo 
rectángulo E l F L , que se transformarla en cuadrado si fuera 

5 



66 LIB. I . — C A P . I . — § VI . 
rectangular la figura propuesta, porque entonces las diagona­
les E F , I L , respectivamente paralelas á A B , CD, y á AG, BD, 
se cortan en ángulos rectos [véase el n.0 80.). Finalmente, el 
rectángulo resultante desaparece ó se reduce á un punto cuan­
do la ügura propuesta es un rombo, porque entonces se con­
funden de dos en dos las bisectrices. 

TEOREMA V I I . [ F i g . 47.) 

N.0 99 bis. E n todo cuadrilátero ABCD, las dos rectas 
E F , G K , que juntan los puntos medios respectivos de los l a ­
dos opuestos, y la recta I L , que junta los puntos medios de 
las dos diagonales, concurren en un mismo punto, y se d iv i ­
den mutuamente en dos partes iguales. 

Tírense las rectas 1G, G L , L K , K I . Puesto que en el 
triángulo BAD, los puntos L y G son los medios de BD, y AD, 
resulta (n.0 82.) que la recta LG es paralela á AB é igual á 
su mitad. Asimismo, en el triángulo ABC, la recta I K , que 
junta los puntos medios de CA y CB, 'es paralela á AB é igual 
á su mitad. Luego las rectas L G , I K , softiguales y paralelas; 
por consiguiente (n.0 74.) la figura I G L K es un paralelógra-
mo que tiene por diagonales á I L y G K : luego, estas rectas 
deben corlarse en O, punto medio de cada una de ellas 
(n.076.) 

Del mismo modo se probaria que la figura E I F L es un pa-
ralelógramo que tiene por diagonales á I L , E F . De donde re­
sulta que la recta E F pasa por el mismo punto O, quedando 
allí dividida en dos parles iguales; —/o cual demuestra el 
teorema enunciado. 

Advert. Cuando ABCD es un paralelógramo, los puntos 
I , L , se confunden con el punto O; y las figuras I G L K y E I F L , 
se reducen á las dos rectas G K , E F . 

TEOREMA V I I I . [ F i g . 65.) 

N.0 100. E n un poligono convexo de n lados, el núme­

ro total de diagonales está representado por ^ ^ " • 

Concibamos que se junta un vértice A con todos los otros 
¡esceplo los inmediatos B , G ] ; es claro que resultarán (w—3) 
diagonales. 
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Como podemos hacer el mismo racioeinio respecto de cada 

uno de los w vértices, resulta que el número total de rectas de 
unión tirada, habría de ser [n — 3) n. 

Pero observemos que obrando asi , trazábamos dos veces 
cada recta; luego el número verdadero de diagonales sote es 
la mitad del anteriormente hallado. 

Luego finalmente — — — es la espresion del número lo-

tal de diagonales diferentes. 
Haciendo sucesivamente « = 3 , 4, 5, 6, 7, 8,,..., 

se hallara — ^ - ^ O , 2, 5, 9 , 1 4 , 2 0 , . . . . 

Así, en la figura presente, que es un eptágono, puede 
comprobarse que tiene catorce diagonales. 

CAPITULO I I . 

DEL CÍRCULO Y DE SUS COMBINACIONES CON LA LÍNEA RECTA. 

N.0101. A las definiciones y proposiciones preliminares 
espuestas en los n.os 13 , . . . , 16, es necesario añadir algunas 
otras. 0 

Observemos primero que 
Una linea recta no puede encontrar á una circmhrencia 

de circulo en mas de dos puntos : 
Porque si pudiera encontrarla en tres puntos, tirando des­

de e los rectas al centro, se tendrían (n.013.) tres rectas igua-
es desde un punto á una misma recta, lo cual es un absurdo 

(n. 40., coro/ar.).—De aquí se infiere que 
L a circunferencia decirculo esuna lineaconvem{n.0 36.) . 

. f 810 supuesto, se llama SEGANTE de un círculo, toda recta 
Aü{fig. 66) que le atraviesa encontrando á su circunferencia 
en dos puntos C, D. La parte CD de la secante, interior al 
circulo, se llama cuerda {n.° 14 . ) ; y las prolongaciones CA, 
* "> partes esternas de la secante. 
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N." 102. Ordinariamente se define la TANGENTE al c i rcu­

lo, diciendo que es una recta que solo tiene un punto común 
con la circunferencia (*): lo cual se logra tirando por un pun­
to cualquiera 1 déla circunferencia, una perpendicular al 
radio Oí; porque si tiramos después cualquier otra recta OH 
desde el centro á la perpendicular tendremos 0 H > 0 l ( n . 0 39.); 
por consiguiente, todos los puntos de esta recta, menos el ^ww-
to I , están situados /"M^m rfe/círcif/o. 

Cuando una recta es tangetnte al circulo, se dice recipro­
camente que el círculo es tangente a la recta; y el punto que 
les es común se llama punto de tangencia ó de contacto. 

La propiedad de la tangente de ser perpendicular al r a ­
dio que pasa por el punto de contacto, es característica de 
ella; porque si se concibe, reciprocamenté, una recta que ten­
ga un solo punto común con la circunferencia, y todos los de­
más fuera del circulo, el radio desde el centro al punto común 
es mas corto que todas las demás líneas que pueden tirarse 
desde el centro á la recta; por consiguiente (n.0 39.) dicho 
radio le será perpendicular. 

De aquí se infiere evidentemente, 
1. ° que—Por m punto dado en una circunferencia, so­

lo se le puede t i rar una tangente; 
2. " que-—Por ?m punto interior no se le puede tirar 

ninguna; 
3. ° que — L a s perpendiculares, MN, VQ, tiradas á un 

diámetro I L en sus estremos, son tangentes paralelas en­
tre s i ; 

y 4.° en fin, que, RECÍPROCAMENTE ,-— Dos tangentes para­
lelas tienen sus puntos de contacto en las estremidades de m 
mismo diámetro y le son perpendiculares. 

N.0 103. Se dice que un polígono está INSCRITO á un cir­
culo cuando todos sus vértices se hallan en la circunferencia; 
en cuyo caso los lados del polígono son cuerdas del círculo.— 
Se dice que un polígono está CIRCUNSCRITO á un círculo cuan­
do todos sus lados le son tangentes. 

Los ángulos del primer polígono se llaman ángulos insc r i ­
tos al círculo; y los del segundo, ángulos circunscritos. 

(*) Adoptaremos por ahora esta definición, de cuya exactitud ha­
blaremos mas adelante, y especialmente en el Apéndice á los dos pri­
meros libros, cuando tratemos de las curvas en general y de sus 
tangentes. 
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Observemos con este motivo, que s¡ las dos tangentes 

QP, Q'P [fig. 66 ) , se encuentran en un punto P , las partes 
P I , P l ' , .comprendidas entre el punto de concurso y los pun­
tos respectivos de contacto, son iguales. 

Porque tirando por el centro del círculo, y por el punto P, 
la recta POG, y doblando la íigura Q'PG por PQ, se podrán 
hacer coincidir los puntos P, l (n.0 14.), y por consiguiente 
las dos partes de recta PP, P I . 

Observemos también que esas dos tangentes determinan 
dos porcionesdislinlas en la circunferencia, una PKlque vuel­
ve su convexidad bácia el punto P, y otra que presenta al 
mismo punto lo que se llama su concavidad. 

Pronto nos será muy útil esta última observación. 
Establecidas estas nociones, indiquemos la división del 

presente capítulo, que constará de cuatro párrafos. E l prime­
ro tratará de las propiedades de las cuerdas, de las secantes 
y de las tangentes; el segundo, de la medida de los ángulos; 
el tercero, de los polígonos inscritos y circunscritos; el cuar­
to, en fin, de los círculos secantes, tangentes, esteriores ó 
interiores unos á otros. 

§ [. — De las cuerdas, secantes y tangentes. 

TEOREMA i . [ F i g . 66.) 

N.0104. E l diámetro, 1L, del circulo es la mayor de to­
das las cuerdas. 

Si se tiran á las eslremidades de una cuerda cualquiera 
CD, los dos radios OC, OD, tendremos (n.0 38.), 

OG + O D > C D ; 

y, por consiguiente, 

O l - } - O L > C D , ó I L > C D . 

TEOREMA I I . [F ig . 67.) 

'N.0 105. ^ L a perpendicular O I , bajada desde el centro de 
m circulo á una cuerda A B , l a divide en dos partes iguales, 
como también al arco que subtende dicha cuerda. 

Prolónguese la CO hasta D, y dóblese la figura por el diá­
metro CD. Desde luego, los dos semi-círculos DBC, DAC, se 
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confundirán {n.013.) . En seguida, siendo rectos los dos án ­
gulos en 1, deberán tomar la misma dirección las recias I A , 
I B ; y los puntos A , B , se confundirán igualmente ; luego 

1. ° IA = I B ; 
2. ° arco XC = arco C B , 

y arco AD = arco DB. L . C . D . D . 

N." 106. ESCOLIO.—La recta CD cumple evidentemente 
estas cinco condiciones diferentes:—1.a —pasar por el cen­
tro M círculo;—2.a—dividir en dos partes iguales á la cuer­
da AB;—3.a y 4.a—pasar por C, D, puntos medios de los ar­
cos ACB, A D B ; — v 5.*—ser perpendicular á AB.—Ahora 
bien, como verificándose dos de estas condiciones se verifican 
forzosamente las demás , resultan tantos teoremas distintos 
como combinaciones pueden hacerse con cinco cosas tomadas 
de dos en dos, es decir, con arreglo á la teoría de las combi-

naciones, > o 10. 

Podríamos pues establecer aquí diez proposiciones diver­
sas (incluso el teorema precedente); pero nos limitarémos á 
citar las siguientes, que son las únicas susceptibles de fre­
cuente aplicación. 

1 . a L a perpendicular I D , levantada sobre una cuerda 
AB en su punto medio I , pasa por el centro y por los puntos 
medios de los arcos correspondientes; 

2. a L a recta O I , tirada por el centro y por el punto I , 
medio de l a cuerda A B , lo es perpendicular y pasa por los 
puntos medios de los arcos; 

3. a L a recta OC, tirada por el centro'y por el punto C, 
medio de un arco, es perpendicular á la cuerda suhtenden-
te A B , y pasa por su punto medio y por el punto medio del 
otro arco;—etc. 

Todas estas proposiciones se demostrarían ó directamente, 
ó ad absurdum, con ayuda del teorema principal. 

Observaremos únicamente que de la segunda proposición 
enunciada se infiere que 

Dos cuerdas que se cortan mutuamente en partes iguales, 
son necesariamente diámetros. 

Porque si no pasáran por el centro, la recta que juntára 
este punto con el puntojnedio común de ambas cuerdas • se-
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ria á la vez perpendicular á dos recias concurrentes; lo cual 
es un absurdo (n.0 27.). 

TEOREMA I I I . [F ig . 68.) 

N.0 107. En un mismo círculo: 
Los arcos AC, BD, comprendidos entre dos cuerdas pa­

ralelas AB, CD, son iguales; 
Y lo mismo se verifica aunque una de las cuerdas se con­

viene en tangente VQ, ó aunque ambas rectas paralelas sean 
tangentes, como MN, PQ. 

PUIMEK CASO. Bajemos desde el punto O la perpendicular 
OL, común á las dos cuerdas; deberá pasar por los puntos 
medios de los arcos subtendidos por A B , CD; y dará 

arco AL = arco L B , arco GL = arco L D ; 
de donde se deduce 

arco A L — arco CL = a r c o L B — arco L D , 
ó arco AC = arco BD. 

SEGUNDO CASO. Sean la cuerda AB y la tangente MN-.— 
Juntando el centro O con L , punto de contacto de la tangente, 
la recta OL será un tiempo perpendicular á MN (n.0 102.) 
y á su paralela AB; por consiguiente (n.0 105.), los arcos A L , 
LB, son iguales. 

TERCER CASO. Sean las dos tangentes paralelas MN, PQ, 
—Hemos probado (n.0103,4.°) que L O I es un diámetro; lue­
go los arcos L A I , L B I , son semi-circunferencias (n.0 13.), y 
por consiguiente iguales. 

ESCOLIO. Las reciprocas ÚQ los dos últimos casos de esta 
proposición son verdaderas sin restricción alguna, y se de-
mostrarian fácilmente por la reducción ad afom/wm; — res­
pecto del primer caso, para que la recíproca sea cierta, debe 
enunciarse as í : 

Cuando son iguales los arcos [de un mismo círculo] com­
prendidos entre dos rectas que no se encuentran dentro de 
el, dichas rectas son paralelas; 

Y se demostraría fácilmente por absurdo. 

TEOREMA I V . [ F i g . 69.) 

N.0108. En un mismo círculo, ó en círculos iguales, 

é 
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1. ° 4̂ arcos iguales corresponden cuerdas iguales, y equi­

distantes del centro. 
2. ° Si dos arcos son desiguales, y menor cada cual que la 

semi-circunferencia,—Ai mayor de ellos corresponde cuerda 
mayor y mas cercana del centro que la otra. 

Observemos de antemano que, siendo siempre superponi-
b!es dos círculos de igual radio, nada nos impide suponer que 
las cuerdas pertenecen al mismo círculo. 

Ksto supuesto,-—I.0—considerémos los arcos iguales 
A E B , CFD; y bajemos desde el centro O á las cuerdas AB, 
CD, las perpendiculares OK, O L . Tiremos el diámetro MON 
porM, punto medio del arco AC; y doblando la figura porMN, 
es evidente que los puntos C, D, habrán de caer sobre los pun­
tos A, B ; en cuyo caso la cuerda CD coincidirá con la AB, y 
la perpendicular OL con la OK. 

Luego AB = CD, OK = OL. 
2.° Sea, en segundo lugar, arco A B > arco C F . 
Doblemos la figura por el diámetro MN: como arco A B > 

arco C F , el punto F habrá de caer necesariamente entre A y 
B , por ejemplo en E ; y el punto medio del arco A E , que de­
termina (n.0105.) la perpendicular OI bajada desde el centro 
á la cuerda A E , estará mas cerca del punto A que el punto 
medio del arco AB determinado por la perpendicular OK ba­
jada sobre AB; luego el punto K debe hallarse situado entre 
el punto B y el punto G donde OI se encuentra con A B . 

Por consiguiente, tenemos A K , mitad de A B , mayor que 
A G , y por consiguiente, mucho mayor que A I , mitad de A E ; 
de donde AB > A E ó A B > C F . 

Resulta también 
O K < O G (n.0 39.), 

y , á p r i o r i , OK < Oí. 
L . C. D. D . 

N." 109. ESCOLIO 1.°—Las recíprocas de estas dos pro­
posiciones se deducirían muy fácilmente del principio espues-
lo en el n.0 2 1 . 

Así, puede asegurarse que, en un mismo círculo ó en cír­
culos iguales, 

1.° Acuerdas iguales corresponden arcos iguales; — y 
que las cuerdas iguales están equidistantes del centro. 
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2.° A mayor cuerda corresponde mayor arco; — y la 

cuerda mas larga está mas cerca del centro. 
También pueden deducirse estas otras reciprocas: 

i.0 Dos cuerdas equidistantes del centro, son iguales;—• 
y subtenden arcos iguales. 

2.° De dos cuerdas que distan desigualmente del centro, 
la que dista menos es mas larga;—y subtende arco mayor. 

Advert. Entiéndase bien que los arcos aquí considerados 
son siempre menores que la semi-circunferencia; pues de lo 
contrario deberían modificarse estas proposiciones en la parte 
relativa á los arcos. 

N." 110. ESCOLIO 2.°—La distancia 01 [fig. 67) del cen­
tro á una cuerda, varía entre cero y el radio. Es nula cuan­
do la cuerda pasa por el centro; y se hace igual al radio cuan­
do la cuerda, suponiendo que se mueve paralelamente á sí 
misma desde O hácia G, llega á confundirse con la tangente 
MCN, que también es (n.0102.) perpendicular á OC. ' 

De donde, al paso, podemos concluir, que la tangente es 
una cuerda ó mas bien una secante, cuyos dos puntos de i n ­
tersección en la circunferencia se Juntan en uno solo. 

Puede también demostrarse esta propiedad de la tangente 
del modo que poneraosá continuación:—Tírese desde un pun­
to cualquiera A de la circunferencia [fig. 70 ) , una recta AB 
que la encuentre en otro punto G ; y concíbase que esta recta 
dá una vuelta entera al rededor del punto A , en el sentido 
AC'AG. La recta A B , en este movimiento, irá tomando las po­
siciones sucesivas A B ' , A B " , A B " 7 , . . . , por encima de AB, y 
luego A6, A6', A 6 " , . . . , por debajo de A B : al mismo tiempo, 
el punto C tomará las posiciones C' , C " , C"7,,. . , C , c", c" 
aproximándose primero al punto A y separándose después. 
Pero es claro que la recta AB, para pasar de la posición AB7", 
por ejemplo, á la posición kb, ha debido confundirse con la 
tangente MAN, que ocupa una posición intermedia, y que en 
el mismo instante, el. punto G, para pasar de C ' á c , habrá 
debido caer en A . Luego la tangente MAN es realmente una 
de las posiciones de la secante, la que toma cabalmente cuan­
do los dos puntos de intersección se reúnen en uno solo. 

L . C . D . D . 
ESCOLIO 3.° La parte Gí(/fy. 67) del radio OG, compren­

dida entre el medio de un arco y su cuerda, se llama (n.014.) 
SAGITA de dicho arco, y está en oposición con la perpendi­
cular O I : es igual a l radio cuando la cuerda pasa por el 
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cenlro, y se anula cuando la cuerda se confunde con la tan­
gente. 

TEOREMA Y . [ F i g . 71.) 

N.0 112. Ve todas las cuerdas tiradas por un mismo 
punto I tomado dentro de un circulo, la mayor es el d i á ­
metro AIB ; y la menor la CD perpendicular á dicho d i á ­
metro. 

La primera parle del teorema está ya demostrada (nú­
mero 104.) 

Para demostrar la segunda, bajemos sobre una cuerda 
cualquiera E I E ' diferente de CD, la perpendicular O K ; con 
lo cual tendremos 

O K < O Í (n.0 39 . ) ; 

luego la cuerda E E ' es mayor que CD (n.0 109, escol.); lue­
go, etc. 

N.ü 113. ESCOLIO \ . 0 — E l mayor de todos los segmen­
tos de rectas tiradas desde un punto interior I ó diferen­
tes puntos de una circunferencia, es el segmento I A que pa ­
sa por el centro; y el menor es la prolongación IB del p r i ­
mero. 

2.° De dos segmentos cualesquiera, I E , I F , es mayor el 
que, como I E , hace el ángulo menor [obtuso ósagudo] con el 
segmento MÁXIMO I A , Ó el ángulo mayor [obtuso ó agudo] 
con el segmento MÍNIMO I B . 

En efecto, 1.°—Sea un segmento cualquiera I E : tírese e5 
radio O E . 

Comparando primero IA con I E , tenemos 

IA = 0 A - f - 0 1 = 0 E 4 - 0 I ; 

pero OE + OI^> I E (n.0 38, 1.°); luego IA > I E . 

Comparando después IB con I E , tenemos 

I B = O B - O I = OE — O I ; 

pero O E - O K I E (n.ü 38, 1.°), luego I B < I E . 
2.° Sean dos segmentos cualesquiera I E , I F ; tiremos los 

radios O E , OF .—Los dos triángulos I O E , ÍOF, tienen el laclo 
OI común, y el ladoOE igual al O F ; pero el ángulo IOE com­
prendido por ellos en el primer triángulo, es mayor que el 
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IOF del segundo triángulo; luego (n.0 64.) 

I E > I F . L . C . D . D . 
Advert. La cuerda CD perpendicular ai diámetro A B es la 

única que ocasiona dos segmentos iguales, OC=OD. Respecto 
de otra cualquiera cuerda E E ' , el segmento I E comprendido 
en el segmento mayor de círculo GAD, es mayor que el otro 
segmento I E ' , de la cuerda comprendido en el segmento menor 
CBD del círculo. 

Comparando dos cuerdas cualesquiera E E ' , F F ' , se ve fá­
cilmente que si un segmento I E de la primera es mayor que 
un segmento I F de la segunda, es decir, que si ángulo E I A < 
ángulo F ' I A , el otro segmento I E ' de la primera será menor 
que el correspondiente 1F' de la segunda, porque entonces se 
tendrá 

ángulo F1B > ángulo E ' I B . 

N.0114. ESCOLIO 2.°—Se obtienen resultados análogos 
suponiendo que las rectas parten de un punto esterior {fig. 72); 
pero en virtud de la observación puesta al fin del n." 103, 
pueden comprenderse todas las propiedades relativas á este 
segundo caso en un solo enunciado mucho mas conciso: 

L a distancia de un punto esterior l á la parte cóncava 
de la circunferencia es tanto mayor, y su distancia á la parte 
convexa es tanto menor, cuanto mas cerca pasan del centro 
las rectas que las miden. 

Como las demostraciones de las diversas proposiciones 
que nacen de este enunciado, son enteramente análogas á las 
del escolio precedente, las omitirémos, reduciéndonos á hacer 
dos observaciones muy importantes: 

PRIMERA, la tangente 1L, que puede ser considerada como 
limite común entre la parte cóncava y la convexa del circulo, 
esá la vez el mínimo de las rectas liradas á la parle cóncava, 
y el máximo de las tiradas á la convexa. 

SEGUNDA, cuando una recta, tal como I E , saliendo de un 
punto esterior 1, va á encontrar á la circunferencia en dos pun­
ios E , E ' , se llama comunmente secante entera, el segmento 
que termina en la concavidad, aparte esterior el que termina 
en la convexidad. En este supuesto, resulta que cuando una 
secante entera es mayor que otra, la parle esterior de esta es, 
en compensación, mayor que la de aquella. (Véase el íin del 
escolio precedente.) 
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§ I I . Medida de los ángulos. 

E l Isílulo de esle párrafo puede parecer al pronto una anU-
dpacion de la materia del segundo libro, cuyo principal asuu-
to debe ser (n.0 23.) la medida de las caulidades geométricas 
comprendidas en un plano. Podríamos, en efecto, dejarlo para 
entonces, perones será muy útil desde ahora, porque de la 
teoría que pasamos á esponer dependen muchas propiedades, 
«le las figuras rectilíneas, independientes de su eslension. 

Proposiciones y cuestiones prelimimres. 

N.0 115. PRIMERA CUESTIÓN. — Determinar la medida 
común de dos rectas, y por consiguiente, la razón numérica 
en que están. 

Llámase MEDIDA COMÚN de dos rectas dadas de longitud, la 
recta mayor capaz de caber up número exacto de veces en 
cada una de ellas (*). 

E l principio que sirve de base á la investigación de la me­
dida común, análogo al que sirve de base á la determinación 
del máximo común divisor de dos números, consiste en que 

L a medida común de dos rectas es igual é ta medida 
comun que tienen la menor de las dos y el residuo de su d i -
v i s i m ; cuyo residuo se obtiene quitando cuantas veces se 
pueda la menor de l a mayor. 

Gomo la demostración de esle principio no difiere esen­
cialmente del relativo á los números, nos contentaremos con 
remitirnos á la Ari tmética; lo cual supuesto , he aquí en lo 
que consiste el procedimiento para obtener dicha común me­
dida: 

Coloqúese [por medio del compás (n.0 15.)] cuantas veces 
se pueda la menor de las rectas sobre la mayor; 

Si no queda residuo, la menor de las rectas dadas será la 
común medida; pero si queda residuo, 

Coloqúese sobre la recta menor cuantas veces se pueda: 
Si no queda ya residuo, el primero será la coman medi­

c a ; pero si queda, 

(") Sería mas exacto decir: la máxima común medida; como res­
pecto de los oúrneros se dice: el máximo común divisor. 
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Coloqúese^ el segundo residuo sobre el primero cmntas 

veces sea posible; y continúese esta serie de operaciones has­
ta obtener un residuo que se halle contenido un número exac­
to de veces en el residuo precedente; 

En cuyo caso, el último residuo hallado es la medida co­
mún buscada. 

En Aritmética, después de hallado el máximo común d iv i ­
sor, se dividen por él los números dados; y el cociente de los 
resultados espresa la relación de los números propuestos, re­
ducida á su menor espresion. 

Pero aquí, para hallar la rason numérica de las dos rec­
tas, que es la segunda parte de la cuestión presente, es nece­
sario representar por medio de números las operaciones grá­
ficas del procedimiento. 

Para fijar las ideas, sean A y B (/ty. 73) las dos rectas da­
das [siendo A mayor que B ] ; y supongamos que después de 
colocada B sobre A, tres veces, haya quedado un residuo H.: 
que este residuo, colocado dos veces en B , haya dado otro re­
siduo I T ; que el nuevo residuo R ' , colocado en R una vez, 
haya dado el tercer residuo R " ; y que en fin R " esté conteni­
do cuatro veces exactamente en R ' . De estos supuestos nacen 
los igualdades siguientes: 

A = 3 B - í - R , B = 2 R - Í - R ' , R = R ' - i - R " , R ' = 4 R " : 

y, retrocediendo por sucesivas sustituciones desde la áUiraa 
igualdad, se obtiene primero 

R = = 4 R " - f - R " = 5 R ' / ; 
después B = 2 x 5 R " - t - 4 R " ^ 14R"; 
y finalmente A = 3 x 14R" -t- 5 R " = 47R" . 

Donde se ve que la común medida R " está contenida 47 
47 

veces en A , y 14 veces en B ; por consiguiente T T eshrazou 
14 

numérica de las dos rectas. 
Advert. E l número fraccionario (jue de este modo se ob­

tiene/es en todos los casos irreductible; porque designando 
en general pora la común medida hallada por el procedimien­
to recién espuesto, por w y w los números que espresan las 
veces que « está respectivamente contenida en A y en B , ten­
dremos A = m a , B=«oc; de donde 4 = —. Pero si m y n 

B n J 
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tuvieran un factor común k , tendríamos A = m'ka, ü = = n ' h ; 
y entonces k* seria medida común de A y B , y no seria a la 
mayor medida, lo cual es contrario á la definición, 

N.0 116. SEGUNDA c u E s i m . —Determinar la medida 
w m m de dos arcos de un mismo circulo ó de circuios igua­
les ; y por consiguiente, su razón numérica. 

Aquí toda la dificultad consiste en saber cómo se coloca 
varias veces seguidas un arco menor GD sobre otro mayor AB 
del mismo radio. [F ig . 74.) 

Para esto, se toma una abertura de compás igual ala cuer­
da del arco CD, y se coloca en el arco AB, desde A hasta E , 
desde E hasta F , desde F hasta G. Así se ve que el arco AB 
contiene tres veces al arco GD, quedando un residuo G B ; los 
arcos A E , E F , F G , son iguales al CD (n.0108.), porque to­
das sus cuerdas son iguales por construcción. 

Fuera de esto, el mismo procedimiento que hemos espli-
cado para determinar la común medida de dos rectas, es el 
que se aplica á determinar la de dos arcos; por cuya razón 
escusamos el repetirla. 

N.0 117. OBSERVACIÓN importante sobre las lineas [y en 
general sobre las cantidades] inconmensurables. 

Hemos supuesto en el número 115, que al cabo de cierto 
número de operaciones, llegábamos siempre á un residuo sus­
ceptible de caber un número exacto de veces en el residuo 
precedente; pero no siempre sucede asi (*); y cuando esa con­
dición no se cumple, las cantidades cuya común medida se va 
buscando [sean lineas, arcos, etc.], se llaman cantidades¿w-
conmensurables entre s i . 

E n esta circunstancia, se puede preguntar cuál es la r a -
zon numérica de dos lineas que no tienen medida común, y 
qué es lo que significa esta proposición:—/a razón numérica 
de dos cantidades inconmensurables, es igual á la razón nu­
mérica de otras dos cantidades también inconmensurables en­
tre sí, ó bien: dos cantidades inconmensurables entre s i , son 

(*) Como esta operación se hace por medio del compás, sucede 
que sus dos piernas se van cerrando cada vez mas, y al fin se juntan 
de modo, que esimposible iísicamente aproximarlas mas. La distancia 
que entonces queda entre ambas puntas, mayor ó menor según la 
perfección del instrumento, todavía es medible por el pensamiento; 
pero sin embargo, ya es imposible continuar la operación, aun cuan­
do las dos líneas sean verdaderamente inconmensurables entre si. 
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proporcionales á otras dos cantidades también inconmensu­
rables. 

Para comprender estas espresiones, es nécesario presupo­
ner que la Antmélica y el Algebra suministran métodos para 
valuar aproximadamente cualquier número inconmensurable 

_ 3_ 

ív/2, V a , N/5,..., por ejemplo] por medio de una série de 

números conmensurables,^-, ~ , ^77,..., que cada vez van 

difiriendo menos del número que se valúa: de modo que este 

está sucesivamente comprendido entre — v — ^ — v 
n * n y n' * 

«i '-f-l 1 1 1 
- ^ 7 - , . . . , cuyas diferencias-, ~ , van disminu­
yendo indefinidamente hasta 0. 

Hablando con propiedad, los números aproximados—, 

tienen por limite al número inconraensurabíe n' n 
propuesto; y solo cuando las razones aproximadas de dos can­
tidades convergen hácia un número de esa clase, es cuando 
la verdadera razón de las cantidades que es el límite ante­
dicho, se llama tnconmensurable, é inconmensurables también 
entre si las mismas cantidades dadas. 

Esto supuesto, se dice que dos cantidades A y B , incon­
mensurables entre sí, son proporcionales á otras dos A ' y B ' 
también inconmensurables entre s í ; ó con mas generalidad' 
que la razón de dos cantidades cualesquiera, A , B , es igual a la 
razón de otras dos A ' , B ' , siempre que se puede demostrar que 

los números - , son á la vez valores aproxi­

mados de la razón ~ y de la razón ^ con un mismo grado 

fie aproximación para arabas. 
Knlendidas estas nociones, podemos ya pasar á la medida 

ue los ángulos. 
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TEOREMA I . [ F i g . 75.) 

N.ü 118. En un mismo círculo, ó en círcnlos iguales, 
—Los ángulos en el centro son proporcionales con los arcos 
comprendidos entre sus lados. 

Y a está demostrado (n.0 25.) que 
A ángulos en el centro iguales entre s i , corresponden a r ­

cos iguales; y reciprocamente. 
Sean ahora dos ángulos AOB, A'O'B' ( f r 7 5 ) , que su­

pondremos ser conmensurables, y hallarse en la razón 7 : 4, 
por ejerapio. Digo que los arcos AB, A ' B ' , descritos con el 
mismo radio [ O A = 0 ' A ' ] , están en la misma razón 7 : 4. 

En efecto, si concebimos que la común medida de los an-
eulos se haya colocado 7 veces en el primero y 4 en el segun­
do, las líneas de división repartirán al arco AB en 7opedazos, 
y al A ' B ' en 4; y todos los pedazos serán iguales (n. 25.) en 
ambos arcos. Luego también los arcos- estarán en la razón de 
7 : 4 . 

' Supongamos ahora que sew inconmensurables los ángu­
los: digo que aun así tendremos la proporción 

AOB : A ' O ' B ' ; ; AB : A ' B ' . 

Basta (n.0 117.) para demostrarlo hacer ver que la razón 
de los arcos y la de los ángulos tienen los mismos valores 

aproximados ^ , ~ , ^ r * " - ' Y ̂  n0 hay ua0 soIode es" 

tos números fraccionarios que, representando la razón de los 
.ángulos con cierto grado de aproximación, no represente 
también la razoii de los arcos con el mismo grado de aproxi-
macion * 

Concibamos pues al ángulo menor A'O'B' dividido en w 
parles iguales, y coloquemos una de ellas m veces consecuti­
vas sobre el ángulo AOB partiendo desde OA.—Puesto que, 
por hipótesis, la razón de los ángulos está comprendida entre 

™ v ! L ± i . esta operación debe dar un residuo angular me-
n n 

ñor que - de A'O'B ' ; es decir, menor que la n.ésima- parte de 
n 

A 'O 'B ' . Aquí es fácil ver que el arco A'B" se queda dividí-
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do en w parles iguales, y que el arco AB contiene un número 
wde estas mismas partes, con un residuo necesariamente me­
nor que una de ellas; de donde resulta que la razón de los ar-

m m -H 1 
eos también esla comprendida entre — y — - — . 

m , . , , 
Luego — representa, con el mismo grado de aproxima-

1 
cion, [es decir, con la aproximación de faltarle menos d e - ] , la 

razón de los ángulos y los arcos. 
Como podríamos hacer el mismo raciocinio respecto de 

m' m" 
ios otros n ú m e r o s - r , — r r - p o d e m o s justamente con-
cluir (n.0117.) que 

Los ángulos son proporcionales con los arcos que le cor­
responden. 

La RECÍPROCA es verdadera, y se demuestra del mismo 
modo. 

TEOREMA I I . 

N.0 119. E l ángulo en el cenlro tiene por medida el arco 
de circulo comprendido entre sus lados. 

Este enunciado signilica, que s i , por un lado, se refiere el 
ángulo propuesto al ángulo recto que es la unidad natural de 
los ángulos [porque es del que nos formamos idea mas clara], 
y por otro lado, se refiere el arco descrito desde el vértice del 
ángulo dado, como centro, '¿[cuadrante, es decir, á la cuar­
ta parte de la circunferencia trazada con igual radio, la r a ­
zón entre él ángulo dado y el recto es igual (n.0 118.) á la 
razón entre el arco y el cuadrante; ó bien 

ángulo AOB : 1 ángulo recto : : arco AB : 1 cuadrante; 

lo cual significa que el número abstracto que espresa la razón 
entre el arco y su unidad, ó la medida del arco (n.0 3.) , es­
presa á la vez la medida del ángulo. 

Advert. Bajo «ste supuesto, y por abreviar, se escribe, 

AOB — A B ; 

pero, para entender el verdadero sentido de esta igualdad, es 
6 
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necesario suponer al ángulo y al arco referidos ásus unidades 
respectivas. 

N.u 120. ESCOLIO 1.°—A fin de poder medir mas fácil­
mente los arcos, y por consiguiente los ángulos, se ha conve­
nido [en el sistema antiguo de medidas] en dividir toda la 
circunferencia en 360 partes ¡guales llamadas GRADOS, cada 
grado en 60 partes iguales llamadas minutos, cada minuto en 
60 segundos, cada segundo en 60 leñeros , etc.:—este orden 
de divisiones se llama SEXAGKSIMAL. 

Según esto, el cuadrante vale 90 grados [que se indica 
así: 90°] ; en minutos vale 9 0 x 6 0 ó 5400 minutos [ó, para 
abreviar, 5400']; en segundos vale 5 4 0 0 x 6 0 ó 324000 se­
gundos [ó 324000"]; y así en adelante. 

Cuando se quiere espresar el valor de un arco que no a l ­
canza á valer grados exactos, se dice que-va/e, por ejemplo, 
47° 19' 24", ó que es de 47° 19' 24". 

También suele decirse por abreviar que el ángulo va/e ó es 
de 47" 19' 24". Pero en este caso, para obtener el número 
abstracto que espresa la razón del ángulo dado al ángulo rec­
to, es necesario, según las reglas de la Aritmética, 

1. ° Reducir los 47° 19' 24" á solo segundos, lo cual dá 
170364". 

2. " Dividir este número por 324000, número de segundos 
qile contierfe el cuadrante. 

170364 
Así resulta que la razón pedida es "^QQQ"-

Hay otra división délos arcos llamada CETNTESIMAL, aco­
modada al sistema métrico decimal: en ella se concibe el cua­
drante dividido en 100 partes iguales llamadas GRADOS [la cir­
cunferencia vale entonces 400 grados], cada grado en 100 
partes iguales llamadas minutos centesimales, cada minuto en 
100 ^MWC/OS, etc.... 

E l grado se designa por la letra inicial ^ , y los minutos, 
segundos, etc.,..., como antes. 

Así , un arco ó un ángulo de 23 grados, 35 minutos, 
43 segundos, se escribe: 23s 35' 43" , ó mas brevemente, 
06,233543, tomando por unidad al cuadrante; y esa fracción 
dá directamente la razón entre el ángulo dado y el recto. 

N .0121 . ESCOLIO. 2.°—NO insistiendo mas en estos prin­
cipios, que apenas nos han de servir hasta la Trigonometría, 
nos reducirémosá observar que', como el cuadrante vale 90^ 
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en la primera división, y 100- en la segunda, resulta que ira 
grado sexagesimal vale de grado centesimal, y uno de es­
tos/-de aquellos; lo cual nos sirve para valuar los unos en 
los otros, y reciprocamente. 

Medida de los ángulos escénlricos. 

Llámanse ÁNGULOS ESCÉNTRICOS lodos los que no tienen su 
vértice en el centro. 

En particular se llama ÁNGULO INSCRITO el que teniendo 
su vértice en la circunferencia atraviesa el circulo con sus la­
dos (V. el n.0 103.). 

TEOREMA 111. [Fig. 76.) 

N.0 122. Todo ángulo inscrito [formado por dos cuerdas] 
tiene por medida la mitad del arco que sus lados abrazan. 

Aqui pueden presentarse tres casos, según que el centro 
se halla situado en una de las dos cuerdas, ó entre las dos ó 
fuera del ángulo que forman ambas. 

PRIMER CASO. Sea el ángulo B A D , cuyo lado AD pasa 
por el centro O.—Tiremos la línea OB; el ángulo BOD ester-
no del triángulo AOB es igual á BAO-f-OBA (n.0 55 . ) , y por 
consiguiente igual á 2BAO, porque de ser isósceles el t r i án­
gulo, se deduce OBA = B A O ; así se tiene BAO = f BOD. Pe­
ro B O D = B D (n.0118.) ; luego B A O , ó B A D , vale p D , ó 
bien tiene por medida la mitad de B l ) . 

SEGUNDO CASO. Sea un ángulo BAC que comprende el cen­
tro entre sus lados. 

—Tenemos evidentemente, por solo la inspección de la fi­
gura, B A G = B A D - h l ) A C ; y como, en virtud de lo que aca­
bamos de decir, es 

BAD — | B D , M G = | D C ; 
resulta que BAC = | ( B D +• DC) = | B G . 

TERCER CASO. Sea el ángulo BAC' que no comprende 
entre sus lados al centro O. —Tenemos, por el contrario, 
B A C — B A D — D A C , y por consiguiente, 

BAq ' = | ( B D ; - r D G ' ) = i B C ' . 
N." 123. COROLARIO \ . " -~ Todo ángulo inscrito, AGD, 
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cuyos lados pasen por los estrenos de un diámetro A D , es 
recto. 

Porque, en virtud del teorema principal, tiene por medi­
da la mitad del arco A C D , que es una semi-circunferencia: 
por consiguiente, tiene por medida un cuadrante. 

Advert. Este corolario puede también deducirse del teo­
rema establecido en el n.0 94; porque tirando la OG, se tiene 
O G . - = 0 . \ = O D ; de donde resulla que el ángulo G del trián­
gulo GAD es recto. 

N.0 1 2 1 COROLARIO 2.°—El ángulo MAB [ó NAB] for­
mado por una cuerda y una tangente, tiene también por me­
dida la mitad del arco comprendido entre sus lados. 

Tiremosel diámetro AOD.ElánguloMADes m í o (n.0 102.) 
y tiene por medida un cuadrante, ó ^ AGBD; el ángulo BAD 
tiene también por medida f BD; luego MAD — BAD, es decir, 
él ángulo MAB tiene por medida - |AGB. 

Si se considera el ángulo obtuso N A B , se tiene NAB ==• 
NAD-h DAB; de donde NAB = f A C D - f - | D B = | ACDB. 

Advert. Esta proposición se deriva mas directamente to­
davía de la del ángulo inscrito, cuando se considera la tangen­
te como límite délas secantes.—(V. el n.0 110.) 

TEOHEMA I V . [ F i g . 77.) 

N.0125. Todo ángulo escéntrico BAC, ó BA 'C , formado 
por dos partes de cuerdas A C , AB, ó por dos secantes A ' B , 
A'C, tiene por medida la semisuma | ( B G - f - B ' C ) , ó la se-
mi-diferencia%{ÜC — \ ) E ) , de los arcos comprendidos en­
tre sus lados [prolongados indefinidamente], según que el vér­
tice se halle dentro ó fuera del círculo. 

PUIMER CASO. Tiremos la cuerda B C ; y tendremos (n.0 55.) 

BAC = BC'A + G'BA ; 

pero, como los ángulos BC'A, C 'BA, ó BC'C, C 'BB' , tienen 
por medidas respectivas f BC, f B ' C ^ n . 0 1 2 2 . ) , resulla que el 
ángulo total BAC tiene por m e d i d a - | B C - h f B ' C 

SEGUNDO CASO. Juntemos como antes el punto C con el 
punió E , y tendremos 

B E C ^ E A ' C + E C A ' ; 
de donde EA 'C ó BA'C B E C — E C A ' ; 
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pero BEG = p G , ECA' = f ED (n.0 122.); 
juego BA'G = p C - | E D = | ( B C — E D ) . 

Advert. Como caso parlicular, puede verse que 
E l ángulo circunscrito LIM [fig. 72) tiene por medida la 

semi-diferencia entre el arco cóncavo LS.Wyel arco convexo 
LBM. 

Pero también se demueslra directamente esta proposición 
tirando las cuerdas B L y BM. 

N.0 126. ESCOLIO sobre los ángulos escéntricos en gene­
r a l . — d i f e r e n t e s medidas que acaban de demostrarse para 
todas las clases de ángulos que no tienen su vértice en el cen­
tro, deben considerarse como medidas secundarias; porque 

L a medida natural de un ángulo es el arco de circulo 
comprendido entre sus lados, y descrito desde su vértice co­
mo centro , — [ 6 mejor (u.ü U S . ) la razón del arco al cua~ 
drante*^ 

Las otras medidas no tienen mas objeto que dar á conocer 
en las figuras circulares las relaciones de magnitud que pue­
den existir entre ciertos ángulos. 

Asi , por ejemplo, con solo mirar la [fig. 77) se puede ase­
gurar que de los tres ángulos B A C , B E C , BA'C, el mayor es 
BAC, el mediano B E C , y el menor B A ' C , pues tenemos (nú­
meros 120 y 125.) 

B A C - f ( B C + B ' C ) , BEC = f B C , B V C = | ( B C - D E ) . 

Si consideramos el ángulo inscrito ACB [fig. 78), y resta­
mos de la circunferencia entera el arco ANB comprendido en­
tre sus lados, el arco restante A C C ' C ' B , ó el segmento de cír­
culo correspondiente, será el arco ó el segmento á que se dice 
inscrito el ángulo ACB. 

Esto supuesto, resulta evidentemente del teorema 3.° 
(n.0122.) y del corolario 2.° {n.0 124.) que 

Todos los ángulos inscritos, ACB, A C B , . . . , á un mismo 
segmento, y lo mismo el ángulo A B L formado por la cuerda 
AB del segmento y la tangente tirada por uno de los estre-
mos de la cuerda, son iguales entre s i ; — porque tienen la 
misma medida. 

Advert. E l segmento de círculo A C C ' C ' B se llama SEG­
MENTO CAPAZ de contener al ángulo ACB. 

Todos los ángulos inscritos á una semi-circunferencia 
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[óá un semi-circulo], son rectos,—como hemos demostrado 
eo el número 123. 

§ I I I . Propiedades de los polígonos inscritos y circunscritos 
á la circunferencia del círculo.—[Y. el n.0 103.) 

TEOREMA 1. { F i g . 60 y 61.) 

N.0127. Todo triángulo GAB es á la vez inscriptihle y 
circunscriptible. 

L a PARTE PRIMERA de esta proposición puede enunciarse 
también así : 

Por tres puntos A , B , C, que no estén en linea recta, 
siempre es posible hacer pasar una circunferencia. 

Y es consecuencia necesaria del teorema demostrado en el 
número 96; porque estando el punto O [fig. 61], por su posi­
ción, á igual distancia de los tres puntos A , B , C, resulla que 
la circunferencia descrita desde ese punto como centro y con 
el radio OA, pasará también por los puntos B y G. 

Además, es evidente que por dichos tres puntos A , B , G, 
no puede pasar mas que una circunferencia, porque ningún 
otro punto puede servirles de centro mas que el punto O. 

Advert. Si los tres puntos A , B , C, estuvieran en línea 
recta, las perpendiculares levantadas en los puntos medios de 
A B , B C , y AG, serian paralelas (n.0 32.); y entonces no ha­
bría centro, ó estarla (D.0 54.) situado en el infinito. 

La SEGUNDA PARTE de la proposición se deduce del mismo 
modo del teorema demostrado en el número 95; porque estan­
do el punto O {fig. 60) á igual distancia de las rectas A B , AG, 
BG, resulta que el círculo descrito desde el punto O como 
centro, con un radio igual á la perpendicular bajada sobre AB 
desde dicho punto, pasará necesariamente por los pies de las 
perpendiculares tiradas desde el mismo punto a los otros dos 
lados. Además, el círculo será (n.0 102.) internamente tan­
gente á los tres lados del triángulo; y por consiguiente, ten­
dremos un circulo inscrito al triángulo dado. 

ESCOLIO 1.°—Si consideramos el espacio indefinido L G B I {fi­
gura 60) que determinan el lado GBdel triángulo y las prolon­
gaciones de los otros dos, y tiramos las bisectrices de los á n ­
gulos L G B , 1BC, el punto O' en que se encuentran está equi­
distante de las tres rectas GB, GL, B I ; lo cual nos dá otro 
circulo tangente á los tres lados, que recibe el nombre de ex-
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inscrito para espresar que está fuera dellriángulo.—El pun­
to O' eslá colocado en la bisectriz AA' del ángulo A . - ( V . nu­
mero 95, escol.) . . 

Tendremos ocasión de insistir sobre estas proposiciones en 
d capitulo dé los problemas. , , „ 

N ° 128 ESCOLIO 2.°—El teorema del n.0 94, nos ensena 
también que, si el triángulo ABC {fig. 59) es rectángulo en C, 
el centro del círculo circunscrito está colocado en medio de la 
hipotenusa A B , porque entonces las tres distancias DA, DB, 
DC, son iguales. j , . i . . 

Si el triángulo es isósceles, el centro del circulo, tanto 
inscrito como circunscrito, se halla situado en la bisectriz del 
ángulo opuesto á la base (n.0 61.) . 

En fin, cuando el triángulo es equilátero, los centros de 
ambos círculos se confunden; lo cual se espresa diciendo que 
son concéntricas las dos circunferencias. 

TÉpiiEMA i l . { F i g . 79.) 

N.0129. En todo cuadrilátero inscrito ABCD, la suma 
de cada dos ángulos opuestos, es igual á dos RECTOS. 

En efecto, íos dos ángulos en B y en D, por ejemplo, tie­
nen (n." 122.) por medida, el uno á f ADC, y el otro ¿ABC; 
por consiguiente, su suma tiene por medida la mitad de la 
circunferencia total ABCD, ó la semi-circunferencia.—luQ-
go, etc. , . 

RECÍPROCAMENTE : — Un cuadrilátero ABCD es vncnptible 
cuando la suma de cada dos ángulos opuestos es igual á dos 
RECTOS. 

En efecto, si el círculo tirado por los tres puntos A, U, C , 
[que siempre puede trazarse (n.0 1 2 7 . ) ] , no pasara por el 
cuarto punto D, quedaría este dentro ó fuera de aquel. 

Supongamos que queda dentro, y prolonguemos la línea 
AD [ó la GD] hasta encontrar en D' á la circunferencia; en 
cuyo caso, en virtud de la proposición directa, tendremos 

A B G - f - A D ' C = 2 m / o í ; 

pero, por hipótesis, ABC -h ADC = 2 rectos; 

luego ADC = A D ' C , 

lo cual es un absurdo (n.0 55, Advert.). 
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E l mismo raciocinio haríamos en ei caso de quedar fuera 

del círculo el punió D. 
Luego el cuadrilátero dicho esinscriptible. 

ESCOLIO. Dándonos este teorema una propiedad caracte­
rística del cuadrilátero ioscriplible, nos enseña que el rectán­
gulo y el cuadrado son entre los paralelógramos los únicos 
que la poseen, porque solo en ellos pueden los ángulos opues­
tos ser á la vez iguales entre s í , y suplemento el uno del 
otro.—Entonces las diagonales del rectángulo ó del cuadrado 
son diámetros del círculo circunscrito.—(V. el escol. del nú ­
mero 128.) 

TEOUEMA I I I . [ F i g . 80.) 

N.0130. E n todo cuadri látero circunscrito ABCD, la 
suma de dos lados apuestos [AB-f-DC] es igual á l a suma de 
los otros dos [AD-hBC] . 

E n efecto, tenemos (n.0 103.). 

A E = A K , E B = B F , C G ^ C F , G D = D K ; 

de donde, sumando miembro con miembro estas cuatro igual­
dades, resulta 

A E -H E B + CG + GD = A K + B F + GF -f- D K , 
ó A B H - C I ) - = A D - Í - B C . 

L . C . D . 1). 

RECÍPROCAMENTE:— '̂ la suma de dos lados opuestos, 
AB + DC, es igual á la suma de los otros dos, k D - h B C , el 
cuadrilátero es circunscriptible. 

Siempre podemos(n.0127, e$coL 1.°) describir un círculo 
tangente á los tres lados A B , B C , CD; fáltanos probar que es 
necesarianaente tangente al cuarto lado AD. Supongamos por 
un momento que no lo sea; deberá ser la línea AD ó secante 
del círculo, ó eslerior á él; v en ambos casos se podrá tirar 
paralelamente á ella (n.0110.) una tangente A 'D ' ó A " D " . 

Séalo, por ejemplo, A ' D ' ; y tendremos, por hipótesis, 

A B - h C D = AD -f- B C ; 

pero, en virtud de la proposición directa, tenemos también 
A 'B - i - CD' = A 'D ' - f -BG; 
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de donde se deduce, restando miembro á miembro la primera 
igualdad de la segunda, 

A ' A-h D D ' = A'D — A ü , 

y3 por consiguiente, 

A ' D ^ A ' A - f - D D ' - M D , 
resultado absurdo (n.0 5.). 

Igual conclusión sacaríamos considerando la tangente A ^ D " . 
Luego es cierta la reciproca. 

ESCOLIO. El rombo y el cuadrado son los únicos parale-
lógramos circunscriptibles, porque solo ellos tienen la suma 
de dos lados opuestos igual á la suma de los otros dos. 

En el cuadrado, el círculo inscrito y el circunscrito son, 
necesariamente concéntricos. 

De los polígonos regulares. 

N.0131. Así se llama lodo polígono que es á la vez equi­
látero y equiángulo.—No se puede poner en duda la posibili­
dad de esta clase de polígonos; porque si se concibe que des­
pués de haber dividido una circunferencia de círculo en cierto 
número de parles iguales, por ejemplo en 6 , juntamos por 
medio de rectas consecutivas los puntos de división A, B , C, 
D, E , F {fig. 81), todas las cuerdas serán iguales (n.0108.), y 
los ángulos también lo serán, como inscritos á segmentos igua­
les (n.0 126.); por consiguiente, será regular el polífono 
ABCDEF. " o 

E l triángulo equilátero y el cuadrado son polígonos re­
gulares. 

TEOREMA I V . [F ig . 81.) 

Todo polígono regular es á la vez inscriptible y circuns-
criptible. 

Sea ABCDEF un polígono regular cualquiera : si por tres 
vérlices consecutivos A, B , G, hacemos pasar (n.0 127.) una 
circunferencia de círculo, digo que pasará también por todos 
los demás vértices. 

En efecto, juntemos el punto O, centro del círculo, con 
¡os puntos A, B, G, D, y tendremos formados tres triángulos 
OAB, OBG, OCD. fe 
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Comparando dos de ellos, OAB, OBC, se ve que Ueoen 

OB común, A B = B G por el supuesto, y O A = O C ; por con-
siguieute son iguales (n.0 63, caso 3.°). Además, son isósce-
Jes, á causa de ser O A = O B ; de donde resulta 

B A O = A B O = OBC = OCB. 

E n segundo lugar, los dos triángulos OBC, OCD, son tam­
bién iguales, por tener el lado OG común, BC = BD por el 
supuesto, y el ángulo BCO=ángulo OCD, como acabamos de 
ver; luego son iguales (n.0 6 3 , 2 . ° caso). De donde se infiere 

O D = O B = O C = O A . 

Luego la circunferencia debe pasar por el punto D. 
Por la comparación sucesiva de los triángulos O U ) y ü ü h , 

ODE y O E F , . . . , se iría demostrando de un modo análogo que 
O E = O G , O F = O D , . . . Gon lo cual queda demostrada la pr i­
mera parte de la proposición. 

Respecto de la segunda, observemos que si desde el punto 
O se tiran las OG, OK, O I , . . . , perpendiculares á las AB, BCS 
C D , . . . , todas ellas serán iguales por lados de triángulos igua­
les; de donde se sigue que el circulo descrito desde el punto O 
como centro y con radio igual á OG, pasará por los puntos 
K , 1, L , . . . , y además será tangente á los lados del polígo­
no (n.0102.). Lo cual demuestra la segunda parle de la pro­
posición enunciada. 

N.0 132. ESCOLIO 1.°—El punto O, centro del círculo t i ­
rado por los tres puntos , A , B , G, se llama CENTUO del polí­
gono regular, á causa de la doble propiedad que acabamos 
de demostrar. . , . 

Todos los triángulos OAB, OBG, OGD,. . . son isósceles, 
pues se ha visto que 

O A = O B = O G = OD = O E = . . . ; 
de donde se deduce que las rectas OA, O B , . . . , son las bisec­
trices de los ángulos del polígono. 

E l radio del círculo circunscrito se suele llamar también 
RADÍO del polígono regular ó radio oblicuo, y el del c í rcub 
inscrito se llama apotema ó radio recio.—La sagita de cada 
uno de los arcos subtendidos por los lados es la diferencia en­
tre ambos radios. , 

N.0133. ESCOLIO 2.°—Si se designa por n el numero de 
lados de un polígono regular, cada ángulo del mismo tiene por 
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valor uuniérico 

2 {n — 4) 4 

Cada uno de los ángulos A O B , B O C , . . . , que se llaman ÁNGIJ-
LOS EN EL CENTRO del poHgono, equivale evidentemente 

4 
a - . 

n 
Esto prueba que, en los polígonos regulares de un mismo* 

número de lados, tienen todos los ángulos el mismo valor 
numérico, cualquiera que sea la magnitud de sus lados. En. el 
mismo caso están los ángulos en el centro. 

TEOREMA V . { F i g . 82.) 

N." 134. S i , por los vértices A, B , C, D, E,.. . .> de un 
polígono regular inscrito á una circunferencia de circulo, se 
tiran tangentes á esta, resul tará un polígono circunscrita 
A'B'C'D'E' [del mismo número de lados] que será regular. 

En efecto, las tangentes susodichas determinan evidente­
mente con los lados AB, BG, C D , . . . , del polígouo inscrito, una 
serie de triángulos A A ' B , BB'C, C G ' D , . . . , todos igiales entre 
si e isósceles; pues por un lado tienen 

A B = ' B G = CD = DE ==.. . ; 
y por otro, los ángulos A ' A B , A 'BA, B 'BG, B ' G B , G'CD, 
t u t , . . . , son iguales por tener la misma medida. 

De aqui resulta 
1. ü—que todos los ángulos A ' , B ' , G ' , . . . del polígono c i r ­

cunscrito son ¡guales; 

2. ° - - qne A A ' = A'B == B B ' = B ' C = G G ' = . . . ; 
lo cual dá por consiguiente 

A ' B ' = B'G' = G'D' = . . . ; 
lenlendo pues sus lados y sus ángulos iguales, resulta reoular 
ei polígono circunscrito. c . I ) . I ) 

N.0135. ESCOLIO.—Tiremos las rectas OA* GB OC * 
a n S T 138 ̂ R ' ^ ' ' 0 C ' ' V - W ^erán las bisectrices délos 
dogulos en A, B , G , . . . , y de los en A ' , B ' , G ' , . . . (n.ü 132 ) 
uecno esto, de tener ambos polígonos un mismo número de 
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lados, se sigue (n.0133.) que los ángulos en el centro AOBy 
BOC, . . . del polígono inscrito, son igualesá los A'OB' , B'OC',..» 
del polígono circunscrito. Así pues, las bisectrices OA', OB' , 
OC' , . . . de los ángulos en el centro de este, son á la vez bisec­
trices de los ángulos en el centro de aquel; es decir que 

ángulo A O A ' = ángulo A'OB = ángulo B O B ' ^ . . . , 
y por consiguiente 

arco A I = a r c o 1 B = arco BK = arco K G = . . . . 
De aquí se infiere que puede tomar otra posición el po­

lígono circunscrito. Hágase en efecto, voltear al polígono 
A ' B ' C ' D ' E ' . . . al rededor del punto O, en el sentido de B ha­
cia I , hasta tanto que el punto B, medio del arco 1BK, venga 
á caer en 1, medio del arco AÍB; los puntos K , C, L , . . . , to­
marán simultáneamente las posiciones respectivas B , K , C , . . . ; 
y las tangentes A ' B ' , B ' C , C ' D ' , . . . , se colocarán en 
A ^ B " , B ^ G " , . . . ; y resultará un nuevo polígono circunscrito 
A " ^ " C " D " e x a c t a m e n t e igual al primero, con los lados 
respectivamente paralelos á los A B , BG, GI>,... del polígono 
inscrito. 

Tendremos en adelante ocasión de considerar á un tiempo 
dos polígonos regulares del mismo número de lados, uno inscri­
to y otro circunscrito; y según las circunstancias, así elegiré-
mos para este una de las dos posiciones que acabamos de indicar. 

§ I V . De los circuios secantes, tangentes, estertores é inte­
riores unos á otros. 

N.0 136. Hemos visto (n.0 127.) que por tres puntos no 
situados en línea recta, puede siempre hacerse pasar una cir­
cunferencia de círculo, y no se puede hacer pasar mas de una; 
de donde se infiere necesariamente que 

Dos circunferencias no pueden tener tres puntos comu­
nes sin confundirse. 

Pero trazándose dos círculos en un mismo plano, puede 
acontecer que sus circunferencias no tengan/wr//o alguno co­
mún, ó que tengan uno ó dos puntos comunes:—llu este últi­
mo caso la cuerda que junta los dos puntos es una cuerda co­
mún á entrambos círculos (n.0 14.). 

La línea tirada por los dos centros se llanui LÍISEA DE LOS 
CEISTROS. 
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En fin, siendo la línea circular, en virtud de su definición 

(IL013.), una curva cerrada y reentrante en si misma, se pue­
de asegurar que cuando una circunferencia tiene comunes con 
otra un punto interior Y otro punto esíerior, se confunden 
entrambas en una sola. 

Esto supuesto, las dos proposiciones siguientes se pueden 
considerar como fundamentales en la teoría que pasamos á es­
poner. 

TEOREMA I . 

N.0 137. S i dos circunferencias de circulo tienen dos 
puntos comunes, la linea de los centros es perpendicular á 
la cuerda común, y la divide en dos partes iguales. 

En efecto, la perpendicular levantada en el punto medio 
de dicha cuerda, debe pasar por los centros (n.0 106.), y por 
consiguiente es la línea misma de los centros; luego, etc. 

TEOKEMA I I . [ F i g . 83.) 

N.0 138. Cuando dos circunferencias tienen común un 
solo punto, corresponde este á la linea de los centros. 

En efecto, sean primero O, O', los centros de loscírculos; 
y supongamos que el punto común á las dos circunferencias 
pueda estar situado fuera de la recta 0 0 ' , en M por ejem­
plo: bajemos la MP perpendicular á 0 0 ' , y prolonguémosla 
hasta M' haciendo PM'—PM. Aquí tenemos necesariamente 
OM'=:OM (n.0 40.), y O ' M ' ^ O ' M ; de donde se inferiría que, 
perteneciendo el punto M á las dos circunferencias, debe tam­
bién perlenecerles el punto M' ; en cuyo caso tendrían dos pun­
tos comunes, lo cual es contra el supuesto; luego, etc. 

N.0139. Antes de pasar á otras propiedades, examinaré-
naos cuáles pueden ser las posiciones relativas de dos círculos 
trazados en un mismo plano. 

Sean O, O' [fig. 84), los centros de dos círculos descritos 
con radios desiguales; y supongamos que en los estremos A 
Y B, A ' y B ' de los diámetros situados en la línea de los cen­
tros, se levantan á esta las perpendiculares G G ' y K K ' , 11' y 
L i ' : las dos primeras serán tangentes (n.0102.) al círculo O, 
Y lo comprenderán enteramente; y lo mismo sucederá con las 
otras dos respecto del círculo O'. 

Esto supuesto, admitamos que sin moverse el círculo O, 
ni s'is limites, GG ' , K K ' , el otro círculo O', ó mejor la faja 
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11', L L " que lo contiene, se mueve ó desliza paralelamente á sí 
misma, de modo que el punto O' se vaya aproximando al pun­
to O: es fácil aquí reconocer que las posiciones relativas de en­
trambos círculos se reducen á cinco esencialmente diversas. 

1.° Puede estar la faja ó banda 11", L L ' situada como en 
la fig. 84 .—En cuyo caso son los círculos enteramente esterto­
res uno á otro, porque están el uno á la izquierda de K K ' , y 
el otro á la derecha de U ' , bailándose estas rectas separadas 
¡por la distancia B A ' . 

a.0 Supongamos ahora que el límite I I ' ( ^ . 8 5 ) vieneexac-
tamenle á confundirse con K K ' . — E n este caso la recta K K ' 
será tangente común á los dos círculos, los cuales deberán 
por consiguiente tener común el punto B de contacto, y no ten­
drán mas porque están situados uno á la izquierda, y otro á la 
derecha de K K ' ; por consiguiente son todavía estertores uno 
á otro, y se llaman tangentes estertor mente. 

3. ° Prosiguiendo su movimiento la faja I F , L L ' , vendrá á 
colocarse la recta I f [fig. 86) á la izquierda de K K ' , quedan­
do L L ' á la derecha.—En este caso las dos fajas tienen una 
parte común I I ' , K K ' , y por consiguiente los círculos tendrán 
también común un trozo de superficie MBA'N. Las circunfe­
rencias se cortarán necesariamente en dos puntos M y N ; y 
por eso los círculos se llaman secantes. 

4. ° Supongamos que el segundo límite L L ' llega á caer so­
bre K K ' [jig. 87), quedando el primero I I ' dentro de la faja 
G G ' K K ' , lo cual supone que el círculo O' sea menor que el 
círculo O: es claro que entonces aquel solo tendrá común con 
este el punto B 'ó B [que se han confundido en uno], teniendo 
dentro de él todos los otros.—En efecto, si por el centro O 
tiramos una recta cualquiera que encuentre á las dos circun­
ferencias en los puntos M y N , y juntamos el punto O' con el 
N , tendremos un triángulo OO'Nque nos dará (n.0 38.) 

ON < 0 0 ' - h O ' N < 0 0 ' - f - 0 ' B < O B < O M . 

Por consiguiente todos los puntos de la circunferencia O' son 
interiores á la circunferencia O; teniendo solo común el punto 
B , por cuya razón se llaman tangentes interiormente. 

5. ° E n fin, cuando los dos límites I I ' , L L ' {fig. 88) están 
colocados dentro de la faja G G ' K K " , la circunferencia O' esta­
rá enteramente dentro de la circunferencia O, sin tener con 

punto alguno c o m ú n . — e f e c t o , tirando la recta ON 
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y el radio O'N, tendremos 

ON < 0 0 ' + O'N < 0 0 ' 4- O'A' < 0 A ; 

lo cual prueba que el punto N es interior á la circunferen­
cia O. 

Advert. Como caso particular de este último, puede su ­
ceder que coincidan los centros O, O'; entonces las circunfe­
rencias serán concéntricas (n. 128.); y si tienen los radios 
iguales, se confundirán enteramente. 

Las cinco posiciones relativas que acabamos de enumerar 
son evidentemente las únicas realmente distintas que pueden 
tener dos circuios; porque,si el límite GG' pasára al punto A, 
y luego se colocara a su izquierda, volveríamos á encontrar­
nos en circunstancias ya consideradas. 

Admitido esto, se entenderán fácilmente las siguientes 
proposiciones: 

TEOUEMA I I I . { F i g . 84 y 88.) 

N.0140. Cuando dos circunferencias O A, 'O'A', no tie­
nen punto ninguno común, l a distancia de los centros, 0 0 ' , 
es mayor que la suma de los radios, ó menor que su dife­
rencia, según son esteriores ó interiores una respecto de otra. 

Porque en el primer caso tenemos {/¡g. 84) , 
0 0 ' = O B - h B A ' H - A ' 0 ' , 

de donde 0 0 ' > OA + O ' A ' ; 
y en el segundo {fg . 88) , 

0 0 ' = 0 A — O ' A ' — A A ' ; 
de donde O O ^ O A — O ' A ' . 

Llamemos, para abreviar, D á la distancia de los centros, 
R y R' los radios [suponiendo que el mayor sea R];—tendre­
mos, para el caso de ser esteriores, los círculos, 

D > R- í -R ' , 
v el de ser interiores 

D < R ^ - R ' . 

TEOREMA I V . [ F i g . 85 y 87.) 

N." 141. Cuando dos circunferencias son tangentes este-
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ñ o r ó interiormente (n.0139, 2.° y 4.°), l a distancia de los 
centros es igual á (a suma ó a l a diferencia de los radios, 
[según sea esterior ó interior el contacto]. 

Ya se sabe (n.0 138.) que el punto de contacto está en la 
línea délos centros.—Bajo este supuesto, en el primer caso 
tenemos [fig. 85) 

O O ' ^ O D - i - O ' B , ó D = R + R ' , 

y en el segundo [fig. 8 7 ) , 
0 0 ' = O B - 0 ' B , ó D = R - R ' . 

TEOREMA V . [ F i g , 86.) 

N.0 142. Cuando dos circunferencias son secantes (nú­
mero 139, 3.°), la distancia de los centros es menor que la 
suma de los radios y mayor que su diferencia. 

Debiendo estar fuera de la linea 0 0 ' de los centros, el 
punto M común á entrambas circunferencias (n.0137.), re­
sulta que los tres puntos O, O', M, forman un triángulo que 
dá (n.ü 36.). 

0 0 ' < O M - h O ' M , y O O r > O M - 0 ' M , 

ó D < R + R ' , y D > R - R ' . 
L . C . D . D . 

N.0143. ESCOLIO 1.°—Las reciprocas de las proposicio­
nes precedentes, que son cinco, según las posiciones relativas 
de los círculos, son verdaderas y se pueden demostrar ad ab-
surdum con arreglo al principio establecido en el n.0 2 1 . 

Así, cuando dos circunferencias se hallan situadas en un 
mismo plano, 

1 . °—Si D > R - } - R / , 
los dos circuios son esteriores uno á otro; > 

2. °—Si D = R + R ' , 
los dos circuios son esterior mente tangentes; 

3 . o _ S i D < R -f- R ' , y D > R — R ' , 
los dos circuios son secantes ; 

4 . 0 _ S i D = R - R ' , 
el circulo menor es interiormente tangente al mayor; 
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5.°—En íin, si D < U — R ' , 

el circulo menor es interior a l mayor. 

Nos reducirémos á demostrar la tercera de estas cinco, 
(301* ser la que mas frecuentes aplicaciones tiene* 

Sea pues al mismo tiempo 

D < R - f - R ' , y 0 > R - R ' ; 

decimos que en este caso las dos circunferencias se cortan ne­
cesariamente. Porque, si no se cortáran, ó serían tangentes, 
o no tendrían punto algüno común. 

Si fuera \oprimero, tendríamos, en virtud del teorema I V , 

D = R H- R ' , ó D = R — R ' , 
lo cual es contra el supuesto. 

Si sucediera lo segundo, tendríamos {teorema I I I ) 

D > R - f . R ' í ó D < R - R ' , 
lo cual también sería contrario al supuesto. 

Para las otras recíprocas se harán raciocinios análogos. 
N. 144. ESCOLIO 2.°—El teorema V y su reciproca pue­

den esponerse en un enunciado mucho mas conciso. 
P a r a que dos circuios se corten, ES NEGESAUIO Y BASTA 

que el mayor de los tres elementos que determinan su posi­
ción relativa [la distancia de los centros y los dos radiosí sea 
menor que l a suma d é l a s otras dos. En efecto, esta es la 
coüúicioü-caracteristica de que existe un triángulo entre los 
tres elementos. 

N.0 145. ESCOLIO 3.°—Se ha supuesto en todo lo que 
precede, que eran desiguales los radios de los dos círculos-
pero aunque fueran iguales y tuviéramos U = I I ' , no por eso 
caducarían las diversas proposiciones. 

Por ejemplo, si á la vez tenemos 

R = R ' , y D = 0 , 

lo cual supone que son concéntricas las dos circunferencias, 
una de las relaciones precedentes, D = R — IV, se reduce á 
i^Ti i CV0- rfu,tado ea el análisis algebráica es en general 

Mmooio de indeterminación; y efectivamente, en el caso qtie 
^dmmamos, siendo concéntricas ambas circunferencias y le-
uientio los radios iguales, deben tocarse en todos sus puntos. 

7 
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CAPITULO I I I . 

DE LOS I'ROKLEMAS RELATIVOS Á LOS DOS CAPÍTULOS 
PRECEDENTES. 

N." 146. I m w w c c i o K . —Nociones generales sobre los 
dos métodos de resolver los problemas, el ANÁLISIS y la SÍN-
TESIS. 

' Al definir los problemas (n.017, 6.°) dijimos que los hay 
de dos clases: unos gráficos ó relativos á las figuras, y otros 
numéricos ó relativos á la estension. Aquí solo podemos por 
ahora tratar de los primeros, porque los segundos suponen el 
conocimiento de las relaciones numéricas cuya investigación 
debe hacer el objeto del segundo libro. 

En general, RESOLVER UN PROBLEMA, es (n.0 17.) determi­
nar ciertas cosas desconocidas por medio de otra ú otras co­
nocidas ó dadas, que tienen con las primeras las relaciona 
que indica el enunciado. — E l resultado obUmido se llama SO­
LUCIÓN del problema. 

Cuando se trata de problemas gráficos, el oojeto es trazar 
[por medio del compás y de la regla] una figura que cump a 
ciertas condiciones puestas en el enunciado ó propuestas de la 
cuestión; y eso es lo que se llama construir el problema. 

Para conseguir este fin, pueden seguirse dos métodos, el 
ANÁLISIS y la SÍNTESIS. 

Cuando se quiere proceder por el método analítico, se era-
pieza por suponer resuelto el problema; es decir que, por el 
pronto y sin instrumento, se traza de cualquier modo una figu­
ra que se supone llenar las condiciones del enunciado. En se­
guida, por medio de otras operaciones preparatorias, y con 
ayuda de las relaciones que enlazan álos dalos con las incóg­
nitas, se procura descubrir construcción que, ejecu­
tada realmente con el compás y la regla, tomando por base los 
datos de la cuestión, conduzca á la solución demandadas 
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bien se reduce la cuestión propuesta á otras mas ó menos sen­
cillas, que de antemano se saben resolver.—En estasérie de 
deducciones consiste lo llamado análisis del problema. 

E l método sintético es inverso del precedente; y consiste 
en prescribir al principio las operaciones que deben ejecutar­
se, probando después que su resultado satisface á las condi­
ciones del problema. 

Cada uno de estos métodos tiene su carácter. — E l prime­
ro, propiamente hablando, es el método de invención; y es 
indispensable su uso para acertar con la construcción. — E l 
segundo, es por el contrario, el método de demostración; y 
su uso supone que ya se conoció la construcción por el aná­
lisis, cuya eficacia demuestra muchas veces mas directamen­
te.—Así, el primer método suele ser mucho mas largo, por­
que después de haber analizado un problema, no se*puede 
menos de recurrir á la síntesis para demostrar completamen­
te que están satisfechas las condiciones del enunciado. 

La necesidad de ser breves nos obligará casi siempre en lo 
sucesivo á suprimir el análisis del problema, ó al menos á in­
dicarle de un modo muy sucinto, especialmente en los proble­
mas mas elementales;—como también, para abreviar la sín­
tesis, daremos á veces la construcción sin demostración, cuan­
do nos parezca el análisis bastante para suplirla. 

E l uso de estos métodos no se reduce á la resolución de 
los problemas; pueden ambos aplicarse á los teoremas, el aná­
lisis para descubrirlos, y la síntesis para demos-Ira ríos. Toda 
la diferencia está en que el enunciado de la proposición sigue 
o precede á la demostración, según se hace uso del análisis ó 
de la síntesis. Los corolarios y los escolios de los capítulos 
precedentes ofrecen numerosos ejemplos de cada caso. 

En resumen, el análisis sirve para encontrar verdades 
desconocidas, y la síntesis para probar verdades conocidas. 

N.0147. Para completar la resolución de un problema, se 
necesita además en muchos casos que el análisis ó la síntesis 
vayan acompañadas de una discusión.—Así se llama el exa­
men minucioso de las circunstancias variables de la cuestión y 
de sus consecuencias particulares, de lo cual resulta que, se­
gún los casos, es el problema determinado, ó indeterminado, 
o imposible: es decir, que tiene un número limitado de solu-
eiones, ó que le tiene ilimitado, ó que no tiene ninguna. 

Con este motivo, observaremos que hay una disiineion 
esencial entre el número de soluciones de que es susceptible 
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un problema, y el número de medios empleados para l legará 
cada solución, y que puede variar muchísimo según la na lo­
ra leza de la cuestión. 

Respecto de estos medios, la construcción se llama mas ó 
menos sencilla, según que es menos ó mas considerable ai 
número de líneas que deben trazarse: se llama mas ó menos 
elegante, según el partido mas ó menos ventajoso que se saca 
de las líneas dadas y de las ya descritas.— Úna construcción 
á la vez sencilla y elegante, revela sagacidad y juicio en su 
descubridor. 

—Este capítulo constará de tres pá r r a fos .—El primero 
tratará de hs perpendiculares, de los ángidos y de las párete 
lelas; el segundo, de la construcción de los polígonos con 
ciertos datos; y el tercero, del encuentro de rectas y circuios, 
ó de circuios entre si . 

Observación importante. En toda operación gráfica eje-
culada sobre el papel, se supone para mayor comodidad quo 
una línea del problema [considerada base de la construcción], 
es paralela á la orilla inferior del pliego de dibujo, ó, lo qno 
es lo mismo, que se halla situada horizontaimente.—Con es­
to, las dos regiones del plano (n.0 t i . ) , determinadas por la 
recta, pueden denominarse superior é inferior; y se dice que, 
un punto está situado encima ó debajo de la recta, según sé 
encuentre en la región superior ó en la inferior. 

Estas locuciones, aunque poco conformes con el lenguage 
ordinario de la Geometría, tienen la ventaja de abreviar algn 
ñas veces el discurso. 

§ I . De las perpendiculares, de los ángulos y de las 
paralelas. 

PROBLEMA 1. [ F i g . 89.) 

N.0 148. E n un punto dado A de una recta indefinida 
L M , levantar á esta una perpendicular. 

ANÁLISIS. Conocido ya un punto de esta perpendicular, 
basta (n.0 5.) determinar otro punto; lo cual obtendríamos si, 
después de haber señalado en LM dos puntos, B , C, equidis­
tantes del punto A , pudiéramos obtener por encima de LM 
otro punto que estuviera á igual distancia de los mismos pun­
tos B , G. 

SÍNTESIS.-— 1.° — Tomemos con el compás dos distancias 



PERPENDICULARES, ANGULOS Y PARALELAS. 101 
jtruales A B , AC;—2.0~clesde los punios B , C, con un mis­
ino radio arbitrario [pero mayor que A B ] , describamos dos 
oircunfercncias;—3.°—junlemos el punto D en que se corlan 
con el punto A : 

Y así tendremos la perpendicular pedida. 
En efecto, en virtud de la construcción, las dos circunfe­

rencias tienen la distancia de los centros menor que la suma 
de los radios [porque cada uno de estos es mayor que la mi-
lad de aquella], y mayor que la diferencia de los mismos r a ­
dios [que es nula]; luego (n.0 143.) las circunferencias se cor­
tan en un punto D; cuyo punto unido al A , nos dá la recia 
DA, necesariamente perpendicular á BG ó LM (n.0 4 1 , es-
col 2.°). 

ESCOLIO 1.° Las dos circunferencias se corlan también en 
otro punto D', que sirve de comprobación, porque los tres 
puntos D, A, ü ' , deben estar en linea recta. 

En la práctica se trazan solo los arcos E F y G K , E ' F ' y 
G'K' , que determinan los puntos de intersección de las c i r ­
cunferencias. 

ESCOLIO. 2.° Como siempre puede ejecutarse esla cons-
iruccíon, se infiere que, 

Por un punto dado en una recta, siempre se le puede le­
vantar una perpendicular; 

Ademas, ya hemos probado (n.0 27.) que 
No se le puede levantar mas que una. 

PROBLEMA 11. [ F i g . 90.) 

N.0 149. Desde un punto A lomado fuera de una recta 
\M,bajarle una perpendicular. 

E l análisis de este problema es casi enteramente igual al 
del precedente. Bastarla pues tener otro punto de la perpen­
dicular, y para esto buscar en LM dos puntos equidistantes de 
su pie. 

SÍNTESIS. — 1.° —Desde el punió A como centro, con un 
radio conveniente, describamos m\ arco de círculo que corle 
á LM en los puntos B, C ; — 2 . ° — desde los puntos B y C 
como centros, con otro radio mayor que la mitad de BG, des­
cribamos otras dos circunferencias [ó mejor, cuatro arcos E F 
Y GK, E ' F ' y G ' K ' ] , que se corlen en los punios D y I ) ' ; — 
3.°— tiremos la recta A D D ' : 

Y lendremos la perpendicular = 
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En efecto, las dos circunferencias descritas deben cortar­

se, porque, en virtud de la construcción, la distancia de los 
centros B y G es menor que la suraa de los radios, y mayor 
que su diferencia; además, los tres puntos A, D, D' , pertene­
cen por su posición á la perpendicular levantada en el medio 
de BC; luego, etc. 

ESCOLIO. Siendo siempre posible la construcción anterior, 
podemos inferir que, 

Desde un punto lomado fuera de una recta, siempre se 
puede bajar á esta una perpendicular. 

Además, queda ya establecido (n.0 27.) que 
Vo se puede bajar mas que una. 

PROBLEMA I I I . [ F i g . 91.) 

N.0 150. Dividir en dos partes iguales una recta AB de­
terminada de longitud; — ó , en otros términos, — H a l l a r el 
punto medio de una recta. 

ANÁLISIS. Bastaría tirarler una perpendicular que la d iv i ­
diera por la mitad; y para esto basta obtener fuera de ella dos 
puntos equidistantes de A y de B . 

SÍNTESIS. I.0 - Trácense desde los puntos A v B, como 
centros, con un mismo radio tomado á voluntad [pero mayor 
que la mitad de A B ] , dos circunferencias [ó dos arcos decir -
culo], que se corten en dos puntos C, C ; 2.°—Tírese la C C 

El punto O en que la recta C C encuentra á la A B , es el 
punto medio de esta. 

La demostración es igual á la de los problemas ante­
riores. 

Advert. Conviene, para mayor exactitud en la determina­
ción del punto O, determinar del mismo modo otros dos pun­
tos D, D ' , de la recta C C . 

N.0 151. COROLARIO.—De esto resulta evidentemente el 
medio 

1.0 de—- Describir sobre una recta dada como diámetro, 
una semi-circunferencia ó una circunferencia entera: 

Porque la cuestión se reduce evidentemente á determinar 
el medio de dicha recta • 

2.° úz—Hacer pasar un circulo por tres puntos dados : 
Después de haber mido estos puntos de dos en dos por 

medio de rectas, todo se reduce á levantar perpendiculares 
(u.0 127.) en sus mitades respectivas.—El punto de concur-
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so de dichas perpendiculares es el ceHtro del círculo; y el ra -
dio se lendrá tirando una recia desde el centro á uno de los 
punios dados. , • , , , , 
1 3 o ¿ g ^ . ffailar el centro de un circulo o de un arco de 
circulo ya d e s c r i t o m a n d o no se conoce ó se ha perdido: 

Tómense á arbitrio tres puntos en el arco, y opérese co­
mo en el caso anterior; , , , , 

4.° en fin, ÚQ—Dividir un arco de circulo en dos partes 

^ n r e s e la cuerda del arco, y bájesele desde el centro (nú­
mero 149.) una perpendicular; — ó bien, levántese (n.0150.) 
una perpendicular en el punto medio de la cuerda ; y pasara 
por el punió medio del arco (n.0 127.). 

Advert. Esta segunda construcción es la única posible 
cuando no se conoce el centro del arco. 

PROBLEMA I V . 92.) 

N.0152. T i r a r una perpendicular d una recta que solo 
puede prolongarse en un sentido, — h'\eü sea i .° —sobre un 
punto X tomado en ella misma,—bien sea 2 . °—desde un 
punto D tomado fuera de ella. 

Los medios espueslos para resolver los dos primeros pro­
blemas de este párrafo, suponen evidentemente que se puedan 
lomar en la recta dada, dos puntos equidistantes de uno cual­
quiera de ella. Pero esta condición no siempre puede cum­
plirse, como por ejemplo, cuando el punto A ó el punto D es­
tá demasiado próximo á una de las orillas del papel en que se 
dibuja. 

PRIMER CASO. Sea dado el punto A en la recta A \ que no 
puede prolongarse á la izquierda de A. 

ANÁLISIS. Se obtendría (n.0 94.) un triángulo D A E rectán­
gulo en A, si pudiéramos determinar una recta DE tal, que 
juntando su punto medio O con el punto A, se tuviera 

OA = O Ü = O E ; 
de donde resulta la construcción siguiente : • 

i."—Tómese un punto O á voluntad por encima de A X ; — 
2,0_desde ese punto como centro, con un radio igual á la 
distancia OA [que es determinada], describase m arco de cir­
culo que cortará necesariamente á A X en otro punto E 
'¿."-Tireseh E O , y tómese O D ^ O E . 
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M Punto D pertenecerá á la perpendicular p e d i d a : - ™ 

efecto, el triangulo DAE es rectáiguio en A, porque tiene 

O D : = O E = OA. 

C T ¿ S T ' M O EL p,inl0 D fuera dtí ^ ^ l a . 
nu¡e r J l )F 9 ~ P0!" e! pUnt? dado ü m recta C ^ I ^ 
?a ech ' í"» w T c ^ V (n-^150') el Punt0 medi0 0 ^ a r e c t a , ~ 3 . —desde el punto 0 , con un radio OE = 01) 

conŝ ?„t starcn,ar pedi,,a; -pues 'wr ™ 
D A = = O E == OD, 

nnp í rh t i i oDe te rmÍnad0 . 61 ̂  A d e ,a Perpendicular, se 
quieran ' COm0 ^ ^ Cuanl0« mas P ü n ^ ^ 

PROBLEMA V . ( /?^ . 93.) 

A/'/ZÍL/^ T ^ ^ i 0 A ^ m a reota ^definida AX íírar otra reda que forme eon ella m ángulo dado M 
SÍNTESIS. Desde los puntos M y A corao centros resnecti-

vos, y con un radio M N = A B , d l s c r i b a m o s - l ^ 

«LoCs0 T v 6 P ' ^ o ^ l0f , a d 0 S á n ^ 0 Y ̂ ™ ™ ¿ o en los puntos y i , 2. —el arco indefinido B B ' ; — 3 . ° — desde 

¿reo NP, trácese otro arco que corte al BB ' en el punto G 
4. —tírese h recta A G : 

E l ángulo BAG es el ángulo pedido. 
L n efecto, en virtud de la construcción, las cuerdas de los 

^ ?nrCo0^qPJ B C ' son ig^ les ; luego también lo son los a r ! 
u ^ j n . 109.), y por consiguiente (n.0 25.) los ángulos BAG, 

ESCOLIO 1.° Para dividir un ángulo en 2, 4, 8,... parles 
¡guales, basta dividir el arco que le corresponde en ¿ / n a l 
tes iguales (n.» 152, 4.°), después cada m i t K o ^ ^ 
asi sucesivamente. ' y 

ESCOLIO 2.° E l mismo problema suministra eí medio de 
determinar el suplemento de la suma de dos ángulos da-

5 , W n e 7 raS - C o c i e n d o dos ángulos de un 
triangulo, determinar el tercero. 
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Después de formar, en un punto A de una recia cualquie­

ra AB [fiy. 94), un ángulo BAC igual al primer ángulo dado, 
construyamos sobre AC, partiendo desde el punto A, un án­
gulo CAD igual al otro dado; prolonguemos la AB hasta B ' ; 
y el ángulo DAB' es el suplemento pedido. 

PROBLEMA V i . [F ig . 95.) 

N.0154. Desde un punió C dado fuera de una recta A B , 
t irar una paralela a esta recta. 

Después de bajar (n.0149.) desde el punto C , una recta 
CK perpendicular á AB, podría tirarse (n.0148.) por el mis­
mo punto C, otra recta CG perpendicular á C K ; — y se ten-
ílria la paralela pedida. 

Pero el problema anterior, y la propiedad de los ángulos 
alternos-internos, nos proporcionan una construcion mucho 
mas sencilla. 

SÍNTESIS.—1.°—Jim*? desde el punto G una recta cual­
quiera CD;—2.°—desde los puntos G y D como centros, con 
un radio CD, trácense dos arcos de circulo, uno indefinido, 
1)D' y otro, C E , terminado en un punto E de la recta A B ; 
—'¿."—tómese (n.0153.), partiendo desde el punto D, en DD', 
un arco D F = G E ; — 4 . ° —a 'me la GF . 

La recta FCG trazada de este modo es la paralela pedida. 
En efecto, en virtud de esta construcción, tenemos 

ángulo ¥ C D = ángulo C D E ; 

luegOo (n.0 47.) las dos rectas A B , C G , son paralelas. 
N." 155. COROLARIO.—Los problemas V y V I dán el me­

dio de resolver la cuestión siguiente: 
Por un punto G {fig 96.) tomado fuera de una recia 

A B , tirar una recta que forme con la primera un ángulo 
dado M . 

En un punto cualquiera I de AB hágase un ángulo L1B 
igual al M (n.0 153.); después por el punto C7 tírese la CD 
paralela á 1L: 

CD es evidentemente la recta pedida, pues la construc­
ción dá 

C D B — L I B = M. 

Advert. Como en el punto I se puede formar otro ángulo 
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L ' l A ^ i , resulla que el problema tiene dos soluciones, CD 
y CD'. 

PROBLEMA V I I . [ F i g . 97.) 

N.0156. Sobre una recta dada de longitud, trazar 
un arco de circulo {n.012$, advert.) capaz de contener un 
ángulo dado M. 

A primera vista se ofrece el siguiente medio de cons­
trucción. 

I.0 —Tírese por el punto A , una recta cualquiera A C ; 
—2.°—desde el punto B , tírese otra recta B C , que forme 
con la anterior el ángulo ACB = M ; — 3.°—hágase pasar (nú­
mero 151.) por los tres puntos A , B , C, una circunferencia. 

ACC'B es el arco pedido, pues todos los ángulos inscritos 
á él son iguales entre si y al ángulo M (n.0126.). 

Pero el análisis siguiente conduce á una construcción mas 
sencilla. 

ANÁLISIS. Supongamos resuelto el problema; y sea ANB 
el arco pedido. S i , en el punto B , tiramos la tangente B L , el 
ángulo A B L será igual al A N B , que lo es al M (n.0124.); y 
como no se puede tirar por el punto B mas que una sola tan­
gente (n.0102.), resulta que, reciprocamente, formando en el 
punto B un ángulo A B L igual al M, la recta L B será tangente 
del círculo; luego (n.0102.) la recta levantada en el punto B 
perpendicularmente á B L , pasará por el centro.—De aquí re­
sulta la siguiente construcción: 

SÍNTESIS.— \ .0 —Fórmese en el, punto B un ángulo A B L 
=?M ; — 2 . ° — ¿ ^ á n t o en ese mismo punto una recta BK 
perpendicular á B L (n.0 148.) ;—3.° —en el punto medio de 
Al$ í i m e una perpendicular I G ; las dos perpendiculares se 
cortarán necesariamente (n.0 50.) en un punto O ;—4.0—des­
de este punto, con el radio O A = O B , descríbase un círculo. 

La parle ANB es el arco pedido. 
En efecto, en virtud de la construcción, la circunferencia 

trazada es tangente en B á la recta B L ; luego, lodos los á n ­
gulos en C, C , G " , . . . , son iguales á A B L , es decir, al á n ­
gulo M. 

ESCOLIO 1.° E l centro del circulo estará situado encima ó 
debajo de AB [véase la observación del n.0147.), según sea 
agudo ú obtuso el ángulo dado [poslul., n.0 34.) 

Si el ángulo dado es rec/o, el centro se halla en el punió 
medio de A B , y el segmento equivale á un semi-círculo. 
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ESCOLIO 2.° En caso de hallarse el centro por encima de 

AB, e\ segmento inferior, AN'B, del círculo descrito, es e v i ­
dentemente capaz del suplemento del ángulo dado. 

En íin, el problema admite dos soluciones, cuando nada 
indica en el enunciado, si el segmento debe estar situado en­
cima ó debajo de AB.—Enlonces se obtienen [fig. 98) dos seg­
mentos AMB, AM'B, iguales entre s i , y que pueden super­
ponerse invertidos. 

§ I I . Construcción de los polígonos. 

Empezaremos por los triángulos, á cuya construcción se 
reduce la de todas las figuras rectilíneas. 

PROBLEMA I . { F i g . 99.) 

N.c 157. Construir un triángulo, dándosenos — ó bien 
1.°— m lado y sus dos ángulos adyacentes, — ó bien 2 . °— 
dos lados y el ángulo comprendido, — ó bien 3.° y último— 
ios tres lados. 

No insisliréraos en los dos primeros casos, cuya construc­
ción se deduce fácilmente del problema del n.0153. Solo ob-
servarémos que en el primer caso,jpara que el triángulo sea 
posible, es necesario y basta que los dos ángulos dados valgan 
puntos menos de dos rectos; y que en el segundo siempre es 
«I problema evidentemente posible, porque después de formar 
un ángulo igual al ángulo dado (n.0 153.), se pueden siempre 
lomar en sus lados indefinidos dos partes iguales á las líneas 
dadas. 

TERCER CASO. Sean m, n, p, los tres lados dados (*). 
CONSTRUCCIÓN.—1.0~En una recta indefinida A X , tome­

mos una parte AB igual á uno cualquiera de los lados dados, 
por ejemplo, á jt?;—2.°—haciendo respectivamente centro 
en A y en B , con los radios respectivos m y n, trácense dos 
circunferencias [ó mejor, dos arcos de círculo], que se corta­
rán necesariamente en un punto C, si el triángulo es posible; — 
t.0—tírense las CA y CB. 

(*) Cuando se quiere representar por medio de una sola letra, una 
linea dada de longitud, se acostumbra usar, para precaver confusio­
nes, una letra minúscula, m, n,. . , , en vez de las mayúsculas M, N,..., 
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E l Iriángulo ABC satisface evidentemente á las condicio­

nes del enunciado. 
Advert. La conslniccion de un Iriángulo equiUiíero es un 

caso particular de este: los radios de los arcos ó círculos des­
critos, son entonces iguales entre sí, y al lado dado, que de­
be de antemano tomarse en la recta A X . 

Discusión. Para que el Iriángulo sea posible, es necesario 
y basta (n.0144.) que el lado A B , elegido por base de la cons­
trucción, sea menor que la suma de los otros dos y mayor 
que su diferencia. 

Hablando propiamente, la condición necesaria y suficien­
te para que sea posible un triángulo dándosenos los tres lados, 
es que, 

Si se trata de un triángulo ESCALENO, — el lado mayor 
sea menor que la suma de los oíros dos; 

Si debe ser ISÓSCELES, — que cada uno de los lados igua­
les sea mayor que la mitad de la base; 

En fin, si debe ser EQUILÁTERO,— es siempre posible. 
ESCOLIO. Observaremos respecto del primer caso del pro­

blema 1, que si en lugar de un lado y los dos ángulos adyacen ­
tes, se diera un lado, el ángulo opuesto, y uno de los á n ­
gulos adyacentes (ri.0 67.) , la cuestión so reducirla fácilmen­
te al caso primero, en virtud del escolio 2.° del n.0 153. 

PROBLEMA l \ . [ F i g . 100.) 

N.0158. Construir un Iriángulo dándose dos lados [m, 
n] , y el ángulo N opuesto á uno de ellos [al n , por ejemplo]. 

[El exámen de las circunstancias relativas á la resolución 
y discusión de este problema, merece toda la atención de los 
principiantes.] 

SÍNTESIS. —1 .°—En una recta indefinida A X , construyase 
un ángulo Y A X igual á N;—2.°—ÍÓ?ÍÍ^<? en AY la magni­
tud AG igual al lado m ; — 3.°— haciendo centro en C con un 
radio igual á n [lado opuesto al ángulo dado N ] , tracemos un 
arco de círculo que corlará generalmente á la recta A X en 
dos puntos B , B ' ; — 4 . ° — tiremos la GB y GB ' ; y los dos 
triángulos ACB, ACB' , satisfarán á l a propuesta; 

Porque, en virtud de la construcción, se tiene BAGÓ 
B A G ' ^ N , AG=m, y GB ó C B ' ^ «, lado opuesto á N. 

Asi pues, el problema admite dos soluciones.— Pero va -
i sin embargo á manifestar que, según scon las maguí tu­mos 
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des relativas de los dalos, asi puede tener dos soluciones co­
mo antes, ó tener solo una, ó no tener ninguna. 

DISCUSIÓN. Observemos ante todo, que si después de ha­
ber construido el ángulo 1 A X = N , y tomado A C = m , baja­
mos desde el punto C la CD perpendicular á la A X , esta perpen­
dicular [cuya consideración nos será muy útil] puede tener 
imposiciones diferentes, según sea la especie del ángulo da­
do N: puede (n.ü 57.) caer en el ángulo Y A X (/?#. 100 y 101), 
ó confundirse con CA [fig. 102), ó caer fuera del ángulo 
Y A X [fig. 103), según sea' N agudo, reeto ú obtuso. — En el 
primer caso y en el tercero, tenemos siempre (n.0 39.) Cl><GA 
6 < m ; y en el segundo, CD = CA = w. 

—Esto supuesto, examinémos primero el caso en que N es 
agudo. 

En este caso, pueden hacerse cinco hipótesis diferentes: 
Ó bien, « < C D , y con mayor razón, < w , 
Ó M = CD, y por consiguiente, n < , m ; 
Ó « > CD, pero < m ; 
0 « á la vez > CD y > m ; 
Ó, en fin, n = m , y por consiguiente > CD. 
1 . ° — S e a « < C D . — La circunferencia descrita desde C 

como centro [fig. 100) con n por radio, no corlará á la recia 
A X ; por consiguiente, el problema no tiene solución. 

2. °—Sea n = C D . — La circunferencia susodicha será tan­
gente á la recta A X en un punto D {fig. 100); y se obten­
drá un triángulo rectángulo ADC por imica respuesta de la 
cuestión. 

3. °—Sea w > CD, pe ro<w ó < C A . — E n este caso la cir­
cunferencia cortará á la recta A X en dos puntos B y B ' [figu­
ra 100), situados arabos á la derecha del punto A (n.0 40.); y 
resultarán dos triángulos, ABC, AB'C, que satisfarán á la vez 
las condiciones del enunciado. Luego, en este caso, admite el 
problema dos soluciones. 

4. °—Sea w > C D y > m ó > C A , al mismo tiempo.— La 
circunferencia corlará también á la recta A X en dos puntos B , 
B ' [fig, 101); pero estarán colocados necesariamente (n.0 40.)7 
uno á la izquierda, y otro á la derecha del punto A ; lo cual 
dará un solo triángulo, x\BC, que satisfaga á la cuestión, por­
que en el triángulo AB'C, el ángulo CAB' es, no igual, sino 
suplemento de N. 

5. °—En fin, sea w = m . — L a circunferencia cortará á la 
recta A X en los puntos A, B , y dará por única solución el 
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triángulo isósceles GAB. Así, en este nuevo caso, no adinile 
lampoco el problema mas que tina solución. 

—Supongamos ahora que el ángulo N sea recio; en este 
caso CD se confunde con CA ó m, á quien es igual. 

En este caso no pueden hacerse mas que dos hipótesis: 
0 « = GD = m , en cuyo caso la circunferencia descrita 

es solo tangente á la recta A X en el punto A, y resulla una 
recta GA por respuesta de la cuestión; de modo que en esto 
caso especialísimo no hay solución propiamente dicha, pues lo 
que se pedia era un triángulo: 

Ó bien, « > G D > C A [fig. 102); en cuya hipótesis, la 
circunferencia"corla á la recta A X en dos puntos, B B ' , que 
dán por soluciones dos triángulos rectángulos, G A B , GAB', 
rectángulos en A; pero son iguales y superponibles: por con­
siguiente, en esta hipótesis, el problema, propiamente hablan­
do, solo admite una solución. 

—Nos falta únicamente suponer que el ángulo N sea ob­
tuso. 

Puesto que en lodo triángulo, al mayor ángulo se opone 
el mayor lado, es necesario en el caso actual, joara que el 
t r iángulo sea posible, suponer á w > m , y por consiguieulo 
•«>GD. Entonces la circunferencia descrita no puede ocasio­
nar mas que un solo triángulo ABC [fig. 103) que satisfaga al 
enunciado, pues el otro triángulo AB'G lendriasu ángulo GAB7, 
no igual, sino suplementario de N. 

Así pues, en el caso de ser N obtuso, el problema ó tiene 
solo una solución, ó no tiene ninguna. 

Hemos creído deber esponer con toda latitud la discusión 
del problema precedente, para dar á los jóvenes idea del mo­
do de discutir completamente una proposición dada. 

ISV 159. ESCOLIO 1.°—El problema 1 y el escolio á él ad­
junto corresponden á los casos de igualdad espueslos en el nú­
mero 63; pero el problema que acabamos de resolver dá l u ­
gar á un nuevo teorema. 

Para manifestarlo, observemos desde luego que solo en la 
hipótesis de ser n > GD, pero < m ó GA {fig. 100), es cuando 
el problema precedente ofrece en realidad dos soluciones; y 
que entonces los dos triángulos que le corresponden son, uno 
acutánguio en B , y otro oblusángulo en B ' , siendo el ángulo 
CB'A suplemento de GBA [ácausa de ser G B ^ G B ' ] . 

De donde resulta este nuevo caso de igualdad, á saber: 
Dos triángulos son iguales cuando tienen dos lados res-
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peclivamente iguales é igual el ángulo opuesto á uno de ellos, 
con tal que el ángulo opuesto al segundo lado sea de la MISMA 
ESPECIK en ambos tr iángulos. 

En efecto, con arreglo á la construcción del problema I l r 
solo puede existir un triángulo que llene todas las condicio-
uds del enunciado precedente. 

N.0 160. ESCOLIO 2."—Estos cuatro casos de igualdad de 
los triángulos oblicuángulos son los únicos que pueden pre­
sentarse ; y por consiguiente podemos concluir que 

Un triíingulo queda determinado cuando se conocen TRES 
de los seis elementos [lados y ángulos] que le constituyen,— 
con tal — 1.°—que entre los datos haya á lo menos un l a -
Í/O; —2.° —que si se dán dos lados yJ el ángulo opuesto á 
uno de ellos, se diga de qué especie es ej ángulo opuesto al 
otro lado. 

Del tr iángulo isósceles y del triángulo rectángulo. 

Cuando se sabe de antemano que el triángulo debe ser isós­
celes ó rectángulo, equivale á un dato este conocimiento; y 
solo se necesitan otros dos para determinar el triángulo.— De 
aquí los dos problemas siguientes: 

PROBLEMA ilí. 

N.0 161, Construir un tr iángulo isósceles, conociendo, 
Ó bien 1.°—uno de los lados iguales y la base; 

ó 2.°—uno de los lados iguales y un ángu lo ; 
ó 3.°—/a base y uno de los ángulos adyacentes; 
ó 4 . °— l a base y el ángulo opuesto. 

SÍINTESIS. E l caso primero de este problema está compren­
dido en el 3.° del n.0157, puesto que entonces se conocen los 
tres lados: solo debe advertirse que convendrá tomar la base 
del triángulo por base de la construcción. 

En el segundo caso, pueden hacerse dos hipótesis i 
Ó bien el ángulo es adyacente al lado dado; — y entonces 

como el segundo ángulo es suplementario del duplo del ángulo 
dado, puede determinarse fácilmente (n.0 153 , escol . ] ,y el 
problema queda comprendido en el primer caso del primer 
problema. 

O bien el ángulo dado es opuesto al lado dado.—En esta 
hipótesis, se conoce un ángulo y los dos lados iguales que le 
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f o r m a n ; por c o n s i g u i e n t e la p r o p o s i c i ó n en t r a en el 2.° caso 
del p r o b l e m a l . 

En el tercer caso, se conocen un lado y los dos ángulos 
a d y a c e n t e s , que son i g u a l e s e n t r e s i ; y por c o n s i g u i e n t e e q u i ­
v a l e al caso l.0 del n.0 157. 

En fin, en e l cuarto caso, es n e c e s a r i o tomar el s u p l e m e n ­
to del á n g u l o dado y dividirle en dos par tes i gua l e s (n.0 153, 
escol. I.0 y 2.°), con lo c u a l c o n o c e r é m o s los t r e s cángulos y 
un lado del t r i á n g u l o , e n t r a n d o la c o n s t r u c c i ó n t a m b i é n por 
cons igu i en t e en l a p r i m e r a del n.0 157. 

O rnas simplemente, s o b r e la base dada, tracemos un 
a r c o de c i r c u l o { n . 0 1 5 6 . ) capaz de con tene r el á n g u l o dado; 
d e s p u é s , en e l punto med io del lado m i s m o , levántese u n a 
p e r p e n d i c u l a r , y júntese e l punto en que co r ta á la c i r c u n f e ­
r e n c i a d e s c r i t a , con los e s t r emos de la b a s e ; y se t e n d r á e l 
t r i á n g u l o ped ido . 

PllOBLEMA I V . 

A ' I 1 6 " ' O Construir un triángulo rectángulo, conociendo, 
)m] l - — ™ 1 cateto y un ángulo agudo; 

ó 2.°— la hipotenusa y un ángulo agudo; 
o 3.°—los dos catetos; 
ó la hipotenusa y un cateto. 

[Estos son los ú n i c o s casos a d m i s i b l e s . ] 
No i n s i s l i r é m o s en los t res p r i m e r o s , c u y a c o n s t r u c c i ó n se 

ha la c o m p r e n d i d a , ó en la del p r i m e r o , ó en la del segundo 
del n . 157: pero e s p o n d r e m o s dos medios de c o n s t r u c c i ó n 
p a r a e l c u a r t o . 

PRIMERA* CONSTRUCCIÓN. (AVy. 1 OÍ) - Después de h a b e r 
formado u n á n g u l o rec to Y A X (n.0153.) , - l . u - tómese e n 
AX u n a par te AB i g u a l al cateto c o n o c i d o ; — 2 . ° —desde e l 
punto l í como c e n t r o , con u n r a d i o i g u a l á la h i p o t e n u s a , t r á ­
cese u n arco de c í r c u l o q u e cor te á Y A en u n punto G, y t i -
resé la JiLi. 

El t r i á n g u l o BAG, sa t i s face e v i d e n t e m e n t e á las c o n d i c i o ­
nes e x i g i d a s . 

Advert. E l t r i á n g u l o no es posible s i n o en cuan to es la h i ­
potenusa mayor q u e el ca te to dado. 

SEGUNDA coNSTuüGGiON. [ F i g . 105)-Sobro u n a recta A B , 
i gua l a la h i p o t e n u s a , trácese (n.0 151.) una s e r n i - c i r c u n -
l e r e n c i a ; d e s p u é s h a c i e n d o céntro en A , con un r a d i o igual 
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al cateto dado, trácese un arco de círculo que corte á la semi-
circunfereucia; y tírese la CB. 

£1 triángulo CAB es el triángulo pedido. 
Advert. Las circunstancias determinarán cuál de ios dos 

medios debe preferirse. 

De los polígonos en general. 
PKOBLKMA V. 

N." 163. Construir un polígono igual á otro dado. 
Varias construcciones pueden darse de este problema, pe­

ro nos reducirémos á indicar las principales. 
PRIMERA COMRÜCCION. Después de dividir el polígono 

dado, ABCDEF {fig. 58), en triángulos, por medio de diago­
nales tiradas desde un mismo vértice, F por ejemplo, tómese 
en una recta indefinida, una parte A ' F ' ^ A F ; después, sobre 
A ' F ' , construyase (n.0157. un triángulo A ' B ' F ' igual al trián­
gulo A B F . Igualmente, sobre B ' F ' = B F construyase un nue­
vo triángulo B ' C ' F ' , igual á B C F . Y así sucesivamente. 

£1 nuevo polígono, A'B'G'Ü'E'F, obtenido de este modo, 
sera igual al polígono ABCDEF (n.0 9 1 , caso 3.°). 

SEGUNDA CONSTRUCCIÓN. Desde un punto cualquiera, 
O [fíg. 65) , del polígono A B C D E F G , tírense rectas á todos 
sus vértices; después, al rededor de otro punto O', lomado ar­
bitrariamente en el plano de construcción [no está en la lá­
mina la figura del segundo polígono], fórmense ángulos con­
secutivos, A'O'B' , B 'O 'G ' , . . . , G'O'A' , respectivamente iguales 
a los ángulos AOB, B O C , . . . , GOA; tómense en sus lados, 
las partes O'A', O 'B ' , O 'G' , . . . , O'G' , respectivamente iguales 
a las partes OA, O B , OC, . . . , OG; y júntense finalmente de 
dos en dos los puntos A ' B ' C ' , . . . , G7. 

El polígono obtenido de este modo será igual al primero. 
Porque es fácil ver que los dos tienen iguales sus lados 

respectivamente, dispuestos del mismo modo, é iguales tam­
bién los ángulos homólogos. 

TERCERA CONSTRUCCIÓN. Por los vértices A, B , C, D, E 
{P9' 106) del polígono dado, trácense (n.0 154.) una serie de 
recías paralelas entre s í , pero de dirección enteramente arbi-
U-am; tómense en ellas parles ¡guales A A ' ^ B B ' ^ C C ' ^ . . . • 
y júntense de dos en dos los puntos A ' , B ' , C ' , . . . 

k l polígono formado de esla manera es igual al polígono 
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Porque los lados AB y A ' B ' , AG y A ' C ' , . . . son respecliva-

mente ¡guales (n.0 74.); y lo mismo los ángulos (n.052.). 
ESCOLIO. LOS dos úllimos medios de conslruccion bacen 

conocer nuevos casos de igualdad relativos á los polígonos; enli e 
ellos merece especlal mencion el siguiente: 

Dos polígonos son iguales, cuando sus lados son respec­
tivamente iguales y paralelos, y están dirigidos en el mismo 
sentido. 

Puededecirseen este caso, que el segundo polígono [fig. 106) 
no es masque el primero movido e n m plano paralelamente 
á si inismo.—[Véase el lema del n.0 62.] 

PROBLEMA V I . { F i g . 58.) 

N.0 164. Construir un polígono, conociendo uno de sus 
lados, A F , y las distancias de cada uno de sus estremos ó 
lodos los otros vértices del polígono. 

SÍNTESIS. Con la roda A F y las dos distancias, que su­
ponemos conocidas, del punió B á los puntos A y F , constru­
yamos (n.0 157, caso 3.°) un triángulo A B F : - d e este modo 
quedará determinado de posición el punto B . 

Del mismo modo se construirían los otros vértices, C, D , . . . 
[Véase mas adelante en el n.0167, la observación final de 

este párrafo.) 
PROBLEMA V I I . [ F i g . 82.) 

N.0165. Estando inscrito á una circunferencia un po­
lígono regular, A B C D , . . . construir otro polígono circunscri­
to del mismo número de lados;— y reciprocamente. ^ 

PRIMERA CONSTRUCCIÓN. Por los vértices A , B , C , . . . del 
polígono inscrito, tírense tangentes á la circunferencia: y 
quedará determinado un polígono, que será el polígono pedi­
do (n.0134.). , r . 

SEGUNDA CONSTRUCCIÓN. Por los estremos l , K , L , . . . ele 
los radios lirados perpendieularmente á los lados A B , B C , . . . 
del polígono inscrito, tírense tangentes que determinarán tam­
bién el polígono pedido. 

Advert. Hemos demostrado (n.0 135.) que los polígonos 
A 'B 'G 'D 'E ' , A/ 'B"C//D' /E ' / , obtenidos por estos dos medios, 
son iguales. 

RECÍPROCAMENTE : — Para obtener el polígono inscrito , co­
nociendo el circunscrito A W C / D ' F / , sé j u n t a r á n de dos en 
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dos los puntos de contacto consecutivos, A, B , C , . . . , del polí­
gono circunscrito. 

Las cuerdas que resultan son iguales, porque lo son los 
arcos AIB, B K C , . . . ; y los ángulos formados son tambieu igua­
les, porque tienen una misma medida (n." 122.). 

Ó bien también, partiendo del polígono circunscrito 
A//B//C"D//E//, júntense de dos en dos los puntos consecutivos 
A, B , C , . . . , en que las rectas OA", O B " , O'C",. . . , tiradas 
desde el centro á los vértices del polígono, encuentran á ta 
circunferencia. 

E l polígono ABCDE es regular, porque siendo iguales los 
ángulos en el centro, lo son también los arcos que los miden, 
y por consiguiente las cuerdas que estos subtenden. 

PROIILEMA V I H . [Fig . 107.) 

N.0166. Dados dos polígonos regulares, uno inscrito y 
otro circunscrito, de un mismo número de lados, inscribir y 
circunscribir los polígonos regulares de DOBLE Ó SUB-DOBLE 
número de lados. 

Sean AB y MiN dos lados de los polígonos dados. 
I.0 Para obtener el polígono inscrito de doble número de 

lados, basta evidentemente juntar los puntos A y B con I , 
punto medio del arco AB, repitiendo la misma operación res^ 
pecto de cada uno de los arcos BC, C D , . . . 

Las cuerdas A I , I B , B L , . . . , son iguales por corresponder 
á arcos iguales. —¿we^o, etc. 

2.° Se obtiene el polígono circunscrito correspondiente, 
tirando por los puntos A y B dos tangentes, que terminen en 
los puntos m, n de la tangente MN; repitiendo la misma ope­
ración en los demás puntos C, D , . . . 

La recta mn es el lado del polígono circunscrito de duplo 
número de lados; y Am, wB, son semi-lados del mismo. 

En efecto, los triángulos rectángulos OAm, Olm, son 
iguales por tener iguales las hipotenusas y uno de los cate­
tos, O A = O I ; de donde se inliere que Am = I m , y que 
áng. I0m = áng. AOm. 

Del mismo modo se demostraría que Bn = nl = \m = m \ . 
y que á n g . B O « = áng. 10» = áng . [ O m = á n g . AOm. 

Así se ve que el ángulo mOw, que es la mitad del ángulo 
en el centro de cada uno de los polígonos dados, es e/ ángulo 
en el centro del polígono buscado. 
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Luego finalinenle, mnp... es el polígono pedido. 

3.° Los polígonos ¡nscrilo y circunscrito de sub-doble nú­
mero de lados, se obtienen juntando por los puntos alterna­
dos A , C, E , . . . , por medio de las cuerdas AC, C E , . . . , y l i -
rawrfo tangentes por los puntos A, C, E , . . . , sin hacer caso 
de los intermedios B , D, F , . . . 

Advert. En este último caso, para que sea posible el pro­
blema es absolutamente necesario que tenga el polígono un 
número PAR de lados. 

OBSERVACIONES IMPORTANTES sobre la determinación de un 
polígono enMrtud de ciertos datos. 

N.0 167. Dijimos (n.0 90.) que [salvas algunas restriccio­
nes ya indicadas en la mayor parte] dos polígonos de n lados 
son iguales cuando tienen iguales respectivamente (2/Í—3) de 
sus elementos. 

De aquí resulta que por lo general queda determinado un 
polígono cuando se dán (2«— 3) de sus elementos, ángulos, 
lados, ó diagonales. 

Se concibe también cuan considerable debe ser el número 
de los problemas que tienen por objeto— Construir un pol i -
gom por medio de ciertos datos. 

Además, si nada dice el enunciado sobre la mútua dispo­
sición de las partes, puede suceder que sea muy grande el 
número <le soluciones de un mismo problema. 

Sírvanos de ejemplo la cuestión siguiente: 
Dados de posición dos puntos, A , B {/ig. 108), sobre una 

recta indefinida, L L ' , hallar un tercer punto cuyas distan­
cias á los dos primeros sean iguales á dos lineas dadas, m, n. 

Esta cuestión equivale á — Construir un triángulo, co­
nocidos los tres lados, A B , m, y u . 

Para esto (n.0157.), haciendo centro en A y en B con ra­
dios respectivamente iguales á las líneas dadas w y «, trácen­
se dos circunferencias que generalmente se cortarán en dos 
puntos G y C ; los cuales satisfarán á la vez al enunciado, por­
que, en virtud de la construcción, tenemos 

CA = C'A = w , y C B = C ' B = « . 

Si ahora trocamos los radios, es decir, si hacemos centro 
ea A con el radio n ^ m B con el m, para trazar las respec-
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tivas circunferencias, se obtendrán otros dos puntos D, D ' , 
que también satisfarán á la cuestión, puesto que nada dice el 
enunciado, sobre si el punto buscado debe estar mas lejos del 
punto A que del punto B . 

Es verdad que juntando los puntos C, C , D, D', con los A 
y B, resultan cuatfo triángulos iguales y superponibles, por 
tener sus tres lados respectivamente iguales; de modo, que si 
se tratára de construir un triángulo por medio de sus tres l a ­
dos, hablando con propiedad, no tendría mas que una solu­
ción. Pero tratándose de determinar la posición de un punto 
en un plano bajo ciertas condiciones, ofrece el problema cua­
tro soluciones distintas. 

La cuestión que acabamos de resolver, hace comprender la 
necesidad de especificar en el problema el n.0 164, de qué 
modo deben estar colocados unos respecto de otros los vért i ­
ces del polígono buscado; pues de lo contrario se podrían 
construir muchísimos con las demás condiciones indicadas. 

Por esta razón, al enunciado del tercer caso de igualdad 
demostrado en el n.0 92, debemos añadir estas palabras: dis­
puestos ó reunidos de la misma manera. 

N.0168. Hay otras muchas observaciones que hacer so­
bre la construcción de los polígonos en general; pero como no 
debemos entrar en tantos pormenores, nos reduciremos á ad­
vertir que, cuando se conoce de antemano la especie del polí­
gono que se manda construir, puede disminuirse considerable­
mente el número (2«—3) de dalos que se requieren ordina­
riamente.—Así escomo, por ejemplo (n.0 161.) , bastan dos 
dalos para un triángulo isósceles ó rectángulo. — E n los cua-
driláleros, que generalmente exigen ( 2 x 4 — 3 ) ó 5 dalos, si 
la figura debiera ser un paralelógramo, bastaría con tres da­
los, porque la condición del paralelismo de los lados opuestos 
vale por dos. — E n el rombo, basta con dos; en el cuadrado, 
con uno, su lado ó su diagonal. 

Finalmente, en un polígono regular bastan absolutamen­
te el lado y otro dato cualquiera, como el ángulo en el centro, 
ó el ángulo mismo del polígono, ó el número de lados, ó la 
especie del polígono, porque para obtenerle, solo se necesita 
construirán.0 161.) un triángulo isósceles, conociendo un 
lado y el ángulo opuesto, ó un lado y uno de los ángulos a d ­
yacentes, mitad del ángulo del polígono. 

tai 
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PROBLEMA. {F i f i 109 y 110.) 

N.0 169. Dados en un t r iángulo, un lado A B , el ángulo 
opuesto [igual á el ángulo M], y la suma s ó la diferenciad de 
los otros dos lados y construir el tr iángulo. 

PRIMER CASO. ANÁLISIS. — Observernos lo primero que el 
vértice G del triángulo debe pertenecer á el arco ACB descrito 
sobre A B , y capaz de contener al ángulo dado Mi Por otro la­
do, si se prolonga AG de modo que G D = C B , y se tira la DB, 
el triángulo GDB es isósceles, y da (n.0 58.) 

ángulo GDB = ángulo GBD, 
de donde (n?ü 55.) 

ángulo GDB = | ángulo ACB — | M. 

Se ve pues que el punto D [cuya posición, una vez deter­
minada, hará conocer fácilmente la del punto G sobre el arco 
ACB] es la intersección de un arco de círculo, capaz del an-
gu lo^My construido sobre A B , con una circunferencia de 
circulo descrita desde el punto A como centro con un radio 
igual á la suma dada s. 

Así pues, se conseguiría la resolución del problema cons­
truyendo separadamente sobre AB (n.0156.) dos arcos de cir­
culo capaces, uno del ángulo M, y otro del ángulo | M, y des­
cribiendo después desde el punto A como centro , con s por 
radio, otro arco de círculo que cortará al segundo en un pun­
to D.-—La recta AD encontraría al primer arco en un punto 
G; y el triángulo ACB sería el triángulo pedido. 

Pero esta construcción no es la mas fácil que puede em­
plearse.—En efecto, observemos que el punto I , en que la 
perpendicular levantada en la mitad de A B , encuentra al pri­
mer arco, es necesariamente el centro áe\ segundo; porque si, 
desde dicho punto como centro, y con IA por radio, se des­
cribe una circunferencia, el ángulo que tenga su vértice en 
esta, será la mitad del ángulo en el centro A1B, y valdrá, por 
consiguiente, la mitad de M.—En esto se funda la construc­
ción siguiente. 

SÍNTESIS. — 1.° — Sobre AB trácese un arco de circulo ca­
paz del ángulo dado M: la perpendicular levantada en el pun­
to medio Gde AB [que ha debido servir en esta primera cons-
iruccion] encuentra al arco en un punto I ; — 2 . ° —desde el 
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puDto I como cenlro, con el radio IA , trácese una circunfe­
rencia de cjrculo;—3.°—desde el punto A como centro, con 
un radio igual á la recta dada s, describase un arco de círcu­
lo que corle á la circunferencia segunda en un punió D ; — 
i.0—tírese h recta DA, y júntese el punto B con el C en que 
DA encuentra al arco A C B ; 

E l triángulo ACB, que resulta, es el triángulo pedido. 
En efecto, en virlud de la construcción, el ángulo ACB 

es doble del ADB, ó CÜB, y por consiguiente es igual á M. 
Además, siendo A C B C B D + CDB (n.0 55 . ) , resulta 
CBD = CDB; de donde (n.0 60.) CD = B C . 

Luego finalmente AC - I - CB ~ AG 4- CD — s. 
L . C . D . D . 

DISCUSIÓN. Para que el problema sea posible, es necesario 
que la. suma dada s no sea mayor que el diámetro A I L del 
círculo descrito desde el punto í como centro; — suponiendo 
que se tenga s < A L , habrá dos punios de inlerseccion, D, D', 
y por consiguiente, dos tr iángulos, ACB, A C B , que satisfa­
gan igualmente á la cuestión. Sería sin embargo fácil probar 
que son los dos iguales, por tener los Ires lados respecliva-
menle ¡guales. 

Si tenemos 5 == A L , las dos soluciones se reducen á una 
sola, á saber, al triángulo A I B . 

Esto nos manifiesta que, 
De todos los triángulos consiruidos sobre una misma 

recta A B , con un mismo ángulo opuesto á ella como lado, 
es el triángulo isósceles AIB el que tiene mayor pe r íme­
tro (n.0 35.). 

SKGUINDO CASO. ANÁLISIS. — En esle caso, como en el 
precedente, el vértice C del triángulo {¡ig. 110), pertenece al 
arco descrito sobre A B , capaz de contener al ángulo dado M . — 
Tomando pues en CA una parle C D = C B , para obtener el 
punto C en este segmento, no hay mas que fijar la posición 
del punto D. Para esto, siendo CD=CB> resulla (n.0 58.) 
DBC = BDC; 
de donde DBG + BDC = 2BDG, y por consiguien­
te (n.055.) 

2BDG + DGB — 2 recios; 
luego BDC = 1 recio — f DGB = i redo — f M; 
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!o cual dá para ADB, suplemento de BDG, 
ADB = 2 rectos — (1 recto — | M ) = 1 recto -f- | M . 

Se ve, según esto, que el punto D es la intersección de un 
segundo arco de círculo descrito sobre AB capaz del ángulo 
obtuso (1 m í o - 4 - f M), con la circunferencia descrita desde el 
punto A como centro, con un radio igual á la diferencia 
dada d. 

Pero ahora digo que, como en el primer caso, el centro 
de este segundo arco no es otra cosa que el punto 1 en que la 
perpendicular levantada en la mitad de A B , encuentra á la 
segunda parte de la circunferencia, cuya parte primera es el 
arco capaz del ángulo M.—En efecto, haciendo centro en I , 
con el radio I A , describase una circunferencia : el ángulo en 
el centro A l B es doble del ángulo inscrito A L B , lo cual dá 
A L B = f A I B . Por otro lado, el mismo ángulo A I B , conside­
rado con relación á la circunferencia A I B H , es suplemento de 
AHB (n.0 122.) ó del ángulo M ; luego tenemos A I B = 
( 2 rectos — M ) ; y por consiguiente, el ángulo A L B vale 
( 1 recto — f M ) , y su suplemento ADB valdrá 

2 rectos — ( l recto — f M), ó 1 recto -f- f M. 
L . C\ D. D . 

De aquí resulta la construcción siguiente: 
SÍNTESIS.—1."— Sobre la recta AB describase un arco de 

círculo capaz del ángulo M, trazando entera la circunferen­
cia: la perpendicular levantada en la mitad de AB encuentra á 
la parte AIB de esa circunferencia en un punto I ;—2.°—des­
de este punto como centro, con un radio igual á I A , descri­
base otra circunferencia (considerando solo el segmento situa­
do al mismo lado que el de la primera, respecto de AB) ;— 
3.°—haciendo centro en A , con un radio igual ácí, describa­
se un arco de círculo que corte al precedente en el punto D; — 
k.0—tírese la cuerda AD prolongándola hasta encontrar al 
primer arco en C. 

E l triángulo ACB que de este modo se obtiene, es el trián­
gulo pedido; lo cual se demostraría fácilmente reproduciendo 
en orden inverso los raciocinios del análisis. 

ESCOLIO. NO entraremos en pormenores sobre la discu­
sión de este caso; pero haremos observar que las dos parles 
del problema que acabamos de resolver, dan ejemplo de una 



§ I I I . — PROBLEMAS SOBRE LOS CONTACTOS. 121 
cuestión en que, el primer análisis, conduce á una conslruc-
cion que no es la mas sencilla, y que después se consigue 
simplificar por consideraciones delicadas que, á primera visla, 
habían pasado desapercibidas. 

§ I I I . Problemas sobre los contactos. 

PROBLEMA I . [ F i g . 111 y 112.) 

N.0170. Por un punto A dado fuera de un circulo, t i ­
rar a este una tangente. 

[ E l caso de estar en la circunferencia el punto dado no 
ofrece dificultad alguna, pues basta (n.0 102.) levantar una 
perpendicular en el estremo del radio.] 

ANÁLISIS. E l punto de contado [y por lo tanto la tangen-
fe] quedarla determinado si se pudiera hallar en la circunfe-
l encia un punto M [fig. 111), tal que juntándole con los pun­
tos O y A, resultara en M un ángulo recto. 

SÍNTESIS. — 1 . ° — Tírese la recta OA;—2.°—sobre ella, 
como diámetro (n.0153, 1.°), á ^ m ' f t a ^ una circunferencia 
que encontrará á la primera en dos puntos, M y M ' ; — 
3,°—.tiremos las rectas AM, AM' . 

Asi obtenemos dos soluciones de la cuestión. 
Porque los ángulos OMA, OM'A, son rectos (n .0123.) ; y 

por consiguiente, AM, AM', son tangentes al círculo (o.0102.). 
DISCUSIÓN. E l problema es evidentemente posible en todos 

casos mientras el punto dado es esterior al círculo O, porque, 
con arreglo á la construcción, los puntos O y A de la segun­
da circunferencia deben ser uno interior y otro esterior á la 
primera (n.0 136.). 

Si el punto dado fuera el A' situado en la primera circun­
ferencia, los dos círculos se tocarían en el punto A' , que en­
tonces sería el punto de contacto. 

SEGUNGA CONSTRUCCIÓN. ANÁLISIS. — Suponiendo resuelto 
el problema, prolongúese el radio OM {fig. 112) que pasa por 
el punto de contacto, hasta tener M G = M O , y tírense las 
rectas OA, y C A : estas rectas serán iguales (n.0 40.) , y el 
punto C [que, determinado, dará á conocer el M] se halla se-
«un esto situado á una distancia de O igual al duplo del radio 
OM, y á una distancia de A igual á OA. 

SÍNTESIS. —1.0— Tírese la recta OA [prolongándola hasta 
encontrar en B á la circunferencia dada] ;—2.°— desde los 
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punios 0 y A como ceñiros, y con los radios respeelivamente 
iguales á 20B y AO, descríbanse dos circunferencias que se 
corlen en dos punios C, Q.';—^.0—tírense las OG, O C , que 
enconlrarán á la circunferencia dada en los punios M, M7; — 
•4.°—en fin, trácense las recias AM y A M ' : 

Las cuales serán las dos tangentes pedidas. 
En efecto, los dos triángulos AOG, A O C son isósceles; y 

además, se tiene CiM=MO, y C ' M ' ^ M ' O ; luego (n." 6 t . ) 
las dos rectas AM, AM' , son perpendiculares á los radios OM, 
OM', y por consiguiente tangentes al círculo. 

DISCUSIÓN. Mientras el punto dado A sea eslerior al círcu­
lo dado, las dos circunferencias descritas se corlarán necesa­
riamente: en efecto, el punto O de la circunferencia AO es 
evidentemente interior á la circunferencia trazada con el ra­
dio 2 0 B ; y es fácil ver que para cualquier posición del punto 
A sobre OA, mientras sea O A > O A / , la circunferencia des­
crita con el radio OA tendrá un segundo punió D , situado en 
la prolongación deOA, esleriormenle á la circunferencia 20B. 
Así pues (n. 136), los dos círculos se corlarán, y el problema 
será siempre posible. 

Si el punió A está en A ' sobre el círculo, las dos circun­
ferencias se tocarán en un punto E , en el cual se tendrá 
E A ' ^ A ' O ; y el punto A7 es entonces el punto de contacto. 

Adverí. En la práctica es la segunda construcción mas fá­
cil que la primera, porque los radios de las dos circunferen­
cias que se tienen que describir, 2 0 B y O A , son dados á 
prior i ; mientras en la otra se necesita determinar de antema­
no el punto medio (n.0150.) de la distancia AO. 

PROBLEMA I I . { F i g . 113.) 

N.0 171 . T i r a r una tangente común á dos émulos 
dados. 

ANÁLISIS. Sea MNG la tangente común á las dos circunfe­
rencias dadas; tírense los radios OM, O'N, y por el punto O' 
tírese la O'D paralela á MG.—Esto supuesto, observemos que 
siendo los radios OM, O'N, perpendiculares á la tangente MG, 
son paralelos entre s í ; y como O'D es también paralela á MC, 
resulla que la figura DMNO' es un paralelógramo, y dá (nú-
ínero 74.) D M = 0 ' N ; así pues, OD es igual á la diferencia 
de los radios de los dos círculos. Además, la misma figura 
DMNO' es un rectángulo, puesto que son rectos los ángulo» 
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en M y en N ; luego la recta O'D es perpendicular á la OD, y 
por consiguiente tangente al círculo descrito desde el punto O 
como centro con un radio igual á la diferencia de los radios 
dados. 

De esto resulta la siguiente construcción: 
SÍNTESIS.—I.0—Desde el punto O como centro, con un 

radio igual á la diferencia de los radios de los círculos dados, 
descríbase circunferencia;—2.° — í í m e desde el punto 
O' (n.0170.) una tangente á dicha circunferencia ¡—S.0—jún­
tese el centro O con el punto de contacto D , y prolongúese la 
recta OD hasta M ; — 4.° — tírese desde el punto O' el radio 
O'N paralelo á OM (n.0154.); — 5.° — t í rese , finalmente, la 
recta M N : 

Y tendremos en ella la tangente pedida. 
En efecto, en virtud de la construcción, DM es igual y 

paralela á O'N, puesto que OD es la diferencia de los radios; 
luego la figura DMNO' es un paralelógramo (n.0 74.) , y ade­
más un rectángulo, á causa de ser OD perpendicular á O'D; 
por consiguiente la recta MN es perpendicular á los radios 
OM O'N "etc. 

AdverL Como, desde el punto O' , se pueden tirar dos tan­
gentes O'D, O'D', á la circunferencia OD , se tienen también 
dos rectas MN, M'N', que dán solución al problema. 

ESCOLIO. ES fácil ver que en caso de ser los círculos este-
riores el uno al otro, como en la figura 113, existen todavía 
otras dos soluciones mn, m'n', que pyeden llamarse tangentes 
interiores, porque encuentran la línea de los centros entre los 
puntos O y O' en un punto C ; mientras las otras dos MN, 
M'N' llamadas tangentes esteriores, la encuentran en un pun­
to C situado en su prolongación. 

Para obtener esas otras dos soluciones [sobreentendiéndose 
el análisis], se debe—1.°—tfósmftíV una circunferencia, ha­
ciendo centro en O, con un radio igual á la sumado los radios 
de los círculos dados;—2.°—desde el punto O' t í rense dos 
tangentes O'd, O'd'; — 3.°— tírense los radios Od, Od ' ; — 
i."—tírense desde el punto O' los radios O'n, 0 ' n \ parale­
los á O d , Od', ó á los radios Om, Om'"; — 5 . ° —finalmente 
trácense las rectas mn, m'n': 

Y tendremos las dos tangentes pedidas. 
La demostración es igual á la anterior. 
Nos dispensamos de discutir este problema, que es ev i ­

dentemente susceptible de cuatro, tres, dos, ó solo una solu-
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cion, ó bien de no tener ninguna, según b posición de' fas 
oinco relativas de dos circunferencias, que lengan los círculos 
propuestos. 

PROBLEMA I I I . { F i g . 114.) 

N ." 172. Trazados en un plano dos circuhs O, O', t i ­
ra r una transversal MC, tal, que cada una de las parles 
MN, mn, de ella, comprendidas en lo interior de dichas c i r ­
cunferencias, sea igual á una linea dada a. 

AINÁLISIS. Supongamos resuello el problema ; y sea MNm«€ 
k recia pedida. Trácense á voluntad , en los errculos dados, 
otras dos cuerdas D E , de, ¡guales entre sí y á la recta dada a ; 
después desde los centros O, O', bájanse las perpendrculares 
respectivas OG, O I , y 0 '^ , ( W , á MN, DE, y mnT de. 

Esto supuesto, puesto que DE = MN = de=^ mn, se tie­
ne (o.0 109.) O G = O I , O ' g ^ O ' i ; además , las dos circunfe­
rencias descritas desde los punios O, O', como centros, con 
ios radios respecllvos OG, Og, serán (n.0102.) tangentes en 

1> Y 9, h á las citadas cuerdas iguales. 
De donde resulla evidenlemente la siguiente conslrucci#nr 

SÍNTESIS. Después de haber tomado con el compás, en las 
dos circunferencias, las cuerdas D E , de, iguales a ar y baja­
do (n.0149.) las perpendiculares OG, 0 '^ , trácense desde los 
puntos O, O', como centros, y con los radios respectivos 0 G , 
O'g, otras dos circunferencias; tíreseles una tangente común 
MwC(n.0 170.): 

— Y así obtenemos la recia pedida. 
En efecto, en virtud d é l a construcción, las dos parles 

MN, mn, de esta tangente, comprendidas en los círculos da­
dos, están á la misma distancia de sus centros respectivos O, 
O', que las cuerdas D E , de-, luego se tiene 

M N = D E = a , y mn=de=a . 
Advert. Esle problema puede tener, como el precedente, 

cuatro, tres, etc., soluciones, según la posición relativa de 
las circunferencias; y, para que sea posible, es evidenlemeníe 
necesario que la recta dada no sea mayor que el diámetro 
del menor de los círculos. Pero no basta con esa condicio», 
como podría verse con una discusión mas circunstanciada. 

ESCOLIO. Al problema 1.° y á esle se enlaza como caso 
particular el siguiente: 

Por un punto dado en el plano de un circulo, t i rar una 
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rt-cfa que U corte de lül modo que la parle de ella, intercep­
tada por el circulo, sea igual á una linea dada. 

Después de haber trazado en el circulo una cuerda igual 
á la linea dada, describase, como en el caso anterior, una cir­
cunferencia que le sea tangente; despue*, desde el punto da­
do, tírese una tangente á este nuevo círculo; y tendremos la 
recta pedida. 

Este problema ofrece una discusión de bastante interés-
que sin embargo tenemos que suprimir aquí , reduciéndonos á 
«bservar que, en el caso de ser interior el punto dado, para 
ser posible la cuestión, debe hallarse la recta comprendida en­
tre dos limites,—1.°—el diámetro del círculo;—2.°—la cuer­
da perpendicular á la recta, tirada desde el centro al punto 
dado. [Véase el ü." 112,) 

PUOSLEMA I V . [ F i g . 60.) 

N.0173. Describir un circulo tangente á tres rectas da­
das de posición en un plano. 

La resolución de este problema es una consecuencia i n ­
mediata de los teoremas establecidos en los n.os 95 y 127: 

Consirúyanse (n.0153, escolio 1.°) las bisectrices de lo* 
dos ángulos CAB, CBA; después desde el punto O, en que 
estas rectas se cortan necesariamente (n.0 34.), bájese una 
perpendicular á AB; y desde el mismo punto como centro, con 
un radio igual á la perpendicular, describase im círculo: su 
circunferencia será tangente á los treslados del triángulo ABC, 
puesto que (n," 127.) son iguales entre si las perpendiculares 
tiradas á ellos desde el punto 0 . 

Pueden además obtenerse otras soluciones de este mismo 
problema, trazando, por ejemplo, las bisectrices de los ángu­
los B C L , C B I , respectivamente suplementos de los ángulos C 
y B del triángulo. 

De este modo se hallarían en general, cuatro soluciones, 
á saber: un círculo interior al triángulo determinado por las 
tres rectas, que se llama, por esta razón, circulo inscrito; y 
después otros í m c í r c u l o s esteriores á dicho triángulo, que 
se llaman círculos ex-inscritos. 

Cuando dos de las tres rectas dadas son paralelas, no pue­
den existir mas que dos soluciones. 

En el caso general, los centros de los cuatro circuios y los 
vértices del triángulo forman seis sistemas de tres puntos s i -
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luados en una misma linea recta; y las seis líneas rectas que 
determinan son perpendiculares de dos en dos. 

Basta para comprobarlo, ejecutar por completo la cons­
trucción. 

PROBLEMA Y . { F i g . 115.) 

N." 174. Trazar una circunferencia que toque á una rec­
ta dada en un punto dado B , y que pase por otro punto dado 
fuera de la recta. 

Es evidente que el centro del círculo buscado debe hallar­
se en el encuentro de la perpendicular levantada sobre LM por 
el punto B , con la perpendicular tirada á AB por su punto 
medio C. 

SÍNTESIS. Coní/rMz/awse esas dos perpendiculares (n.05 149, 
150.); y desde el punto O en que se cortan, con el radio OA 
ú OB, describase una circunferencia; que será la pedida. 

Este problema es siempre posible, y solo admite una so­
lución. 

Si los puntos A y B se dieran sobre una misma recta per­
pendicular á LM, el centro se hallaría á la mitad déla distan­
cia A B . 

PROBLEMA V I . { F i g . 116.) 

N.0 175. Describir un círculo que toque á una recta da ­
da LM y á una circunferencia dada O, conociendo el pun­
to I de contacto con la recta. 

Por el análisis se conocería fácilmente que este problema 
puede referirse al anterior. 

SÍNTESIS. Suponiendo primero que el círculo buscado de­
ba ser esterior al círculo O, 

í.0—'levántese en el punto I una perpendicular indefinida 
\K;—2.°—tómese en I K , y por el lado de la recta LM opues­
to al punto O, una parte 11' igual al radio OB del círculo da­
do ;—S.D —tírese por el punto 1' la recta L ' M ' paralela á 
hM;—^."—determínese (n.0 174.) el centro O' de un c í r ­
culo que pase por el punto O y que sea tangente á L ' M ' en el 
punto I';—5.s—finalmente, desde este punto O' como centro, 
y con un radio igual á O ' I , describase un círculo. 

Este círculo será á un mismo tiempo tangente á la recta 
LM y al círculo 0 . 

Desde luego, es tangente á L M , porque el radio O Í es 
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perpendicular a esta recta ;—además, siendo la distancia de 
ios centros O'O, igual á O T por construcción, se compone del 
radio O'l mas el radio OB, es decir, que es igual á la suma 
de los radios; luego los dos círculos se tocan en un punto C. 

Advert. La discusión de este problema presenta algún 
interés bajo el aspecto del número de soluciones de que es 
susceptible, según las posiciones relativas del circulo, de la 
recia y el punto dados.—Según los casos, así se puede obte­
ner un círculo tangente esleriormente al círculo dado, ó que 
le envuelva, ó que le sea interior. 

PROBLEMA V I I . [F ig . 117.) 

N.0 176. Describir un circulo que toque á una recta da­
da AB ̂  á una circunferencia dada O, conociendo el pun­
to C de conlacto con la circunferencia. 

Tírese al punto C la tangente L M ; y prolongúese el r a ­
dio OC hasta encontrar en O' con la bisectriz MK del ángulo 
LMB: 

E l punto O' podrá tomarse por centro de un círculo tan­
gente á la recta AB en un punto determinado, y á la recta 
LM en el punto C, y por consiguiente también al círculo 
dado. 

Advert. Este problema es susceptible de dos soluciones, 
de las cuales la segunda se obtiene tirando la bisectriz M K ' , 
del ángulo suplementario LMA. 

PROBLEMA V I I I . [ F i g . 118.) -

N.0 177. Describir un circulo que toque en un punto d a ­
do A á una circunferencia dada OA, y que pase por otro 
punto también dado B [esterior ó interior á dicha circunfe­
rencia]. 

ANÁLISIS y SÍNTESIS reunidas. Júntese el punto O con el 
punto A: el centro del círculo buscado debe hallarse en la rec­
ta indefinida G A L . — Después, en el punto medio de AB ó 
AB' , levántese la perpendicular I K ó l 'K7: las dos recias OL é 
IK , ú OL é l ' K ' , se encuentran necesariamente (n.0 50.) en 
un punto O' á O " . — E n tín, haciendo cenlro en ese punió y 
con el radio O'A ú (V'A, describase una circunferencia, y 
esta locará al circulo dado interior ó esteriormente, según 
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sea el punto dado interno ó esterna á la circunferencia 0 , y á 
la vez pasará, ó por el punto A, ó por el punto A ' . 

Ádvert . Este problema es síVm/)re^05í6^.—Sin embar­
go, si el punto dado B ó B ' , y el punto A , se halláran situa­
dos en una misma linea perpendicular á O L , el círculo bus­
cado se reduciria á la tangente A B . 

PROBLEMA I X . ( F i g A W . ) 

N.0178. Describir un circulo de un radio dado que lo­
que á una recta dada AB t/ á una circunferencia también 
dada O. 

Es fácil conocer que el centro O' del círculo buscado debe 
bailarse en una recta, A ' B ' , paralela á la A B , distante de esta 
una magnitud igual al radio dado, y en una circunferenchi 
concéntrica al círculo dado, descrita con un radio R ' igual á 
la suma ó á la diferencia de los dos radios que se dán, según 
se veriíique la tangencia.—Una vez determinado el centro, 
podrá describirse inmediatamente el círculo, pues se conoce 
su radio R ' . 

Habrá en general cuatro soluciones, cuando la recta sea 
eslerior ó tangente al círculo dado. — Podrán llegar á ocho, 
cuando la recta corte á la circunferencia; y podrá suceder que 
este número disminuya en algunas circunstancias, pudiendo 
llegar á reducirse á cero. 

PROBLEMA X . [ F i g . 120.) 

N." 179. Describir m circulo de un radio dado que to­
que á dos circunferencias dadas O y O'. 

Reduciéndonos á la construcción del círculo que debe ser 
estertor á los dos círculos dados, necesitamos, para obtenerle, 
describir desde los puntos O, O', como centros, con radios 
respectivamente iguales á ( R - i - R " ) , ( R ' - f - R " ) , [designando 
R , R ' , R " , los radios de los círculos dados y del círculo bus­
cado], dos circunferencias que se cortarán generalmente en 
dos puntos O'7, O'", que serán los centros de dos círculos. 
Jos cuales descritos con el radio R " , satisfarán igualmente á 
Ja cuestión. 
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ESCOLIO GENERAL sohre los contactos. 

N.0 180. Hemos creído que debíamos abreviar en estos 
úllimos problemas el análisis, la siolesis y la discusión, por­
que todas estas partes, y en particular la discusión, exigían 
mucho detenimiento; pues deberían tenerse en cuenta no solo 
la posición relativa de las líneas dadas, sino también las d i ­
versas soluciones de que es susceptible la cuestión propuesta, 
y las circunstancias en que cada una de ellas puede verificarse. 

Nos límitarémos á observar que, cuando dos círculos es­
tán dados de posición en un plano, puede haber diversas cla­
ses de círculos que les sean tangentes, á saber: círculos este-
riores á entrambos, círculos esteriores a l uno y comprenso­
res del otro, úvcalos interiores á entrambos, etc.—De donde 
se deduce que, en las diferentes construcciones que pueden 
emplearse, siempre debe tenerse presente la condición de con­
tacto de dos circunferencias, á saber: que la distancia de los 
centros es igual á la suma ó á l a diferencia de los radios, 
según deba ser esterior ó interior al contacto. 

Podemos añadir que si un gran número de problemas so­
bre los contactos pueden resolverse por medio de los prin­
cipios establecidos hasta aquí , hay otros muchos que su­
ponen el conocimiento de ciertas relaciones numéricas entre 
los datos y las incógnitas. Pero estas relaciones no pueden es-
plicarse y demostrarse sino en el segundo libro, ó en el apén­
dice á los dos libros primeros. 



L I B R O S E G U N D O . 

DE LA ESTENSION CONSIDERADA EN UN PLANO. 

INTRODUCCIÓN.—Según ya hemos dicho (n.0 23.) , este libro 
se dividirá como el primero en tres capítulos: el primero tra­
tará de las lineas proporcionales, de la semejanza de la de­
terminación de las áreas y de su comparación en las figuras 
rectilineas; el segundo, tratará de las lineas proporcionales 
consideradas en el círculo, de la determinación de las áreas 
circulares, y de la relación de la circunferencia a l d iámetro; 
el tercero, en fin, quedará consagrado á la resolución áe, pro­
blemas. 

C A P I T U L O P R I M E R O . 

DE LA ESTENSION EN LAS FIGURAS RECTILÍNEAS. 

§ I . De las lineas proporcionales. 

TEOREMA I . { F i g . 121.) 

N.0 181. Trazadas en un plano dos rectas indefinidas, 
L M , L ' M ' , si en la primera LM se toman distancias conse­
cutivas iguales, A B , BG, C D , . . . , y por los puntos de d iv i ­
sión A , B , C , D , . . . , se tiran paralelas en una dirección a r ­
bitraria, estas paralelas determinarán en la otra recta L ' M ' , 
unas partes A ' B ' , B ' C , G 'D ' , . . . , iguales también entre s i . 

Esta proposición comprende como caso particular el teore-
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ma, ó mas bien, la recíproca del teorema del n." 8 1 ; y se de-
nmestra de un modo enteramenle análogo. 

Por los puntos A, B, C, D , . . . , tírense las rectas Aa , 
Ce,... paralelas á L 'M' , y terminadas respectivamente en las 
rectas B B ' , C C , DD ' , . . . ; así se obtiene una serie de triángu­
los ABa, BC6, CDc, . . . , lodos iguales entre sí, por tener un 
lado igual A C = B C = C D = . . . , adyacentes á ángulos respecti­
vamente iguales; de donde se deduce A a = R b — C c = T ) d = . . . , 
yporconsiguiente A ' B ' ^ B ' C ' ^ C ' D ' ^ D ' E ' ^ . . (n.0 72.) . 

TEOREMA I I . [ F i g . 122.) 

N.0 182. E n todo trapecio ABCD, m a recta cualquiera 
E F , tirada paralelamente á las bases, divide á los otros dos 
lados en partes directamente proporcionales; — es decir, en 
partes que dán 

A E : E B : : CF : F D . 

Supongamos primero que los segmentos A E , E B , son con-
mensurables entre s i , y que dán, por ejemplo, 

A E : E B : : 7 : 1 1 ; 

digo que los otros dos segmentos guardan la misma razón. 
Para probarlo, concibamos la recta entera ABdividida en 

( 7 - j - l l ) ó 18 partes iguales, y tiremos por los puntos de di­
visión líneas paralelas á BD: la recta CD resultará con esto d i ­
vidida también en 18 partes iguales (n." 181.), 7 de las cuales 
pertenecerán á C F , y las otras 11 a F D . Luego también se 
tiene 

CF : F D : : 7 : 1 1 . 

Sean ahora A E , E B , inconmensurables entre sí; y desig-
m m' m" 

nemos (n.0118.) por — , — , - 7 - , . . . , los valores aproxi-

raados sucesivos de la razón entre A E y E B . Vamos á probar 
que esos mismos números representan, con el mismo grado de 
aproximación, los sucesivos valores aproximados de la razón 
entre C F y F D ; con lo cual quedará demostrada la proposi­
ción general. 

Divídase el segmento B E en n partes iguales, y pongamos 
una de esas parles m veces sobre el segmento E A ; después, por 
lodos los punios de división, tírense rectas paralelas á B D . — 
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Como, por hipótesis, la razón entre A E y E B , está compren-
. . . m m -f- 1 
elida entre — y — - — , resulta que el segmento E A , además 
de las m partes iguales tomadas en é l , contiene un residuo 
menor que una parte.—Del mismo modo, considerando la 
recta CD, se tienen, en DF , n partes iguales (n.0181.), y en 
F C , m partes de las mismas, con un residuo que debe ne­
cesariamente valer menos de una parte; de donde se infiere 

Wr 

que la razón entre C F y F D se halla comprendida entre — y 

m - h \ , , , m 
— - — ; lo cual prueba que — representa las razones entro n 
A E y E B , entre C F y F D , con el mismo grado de aproxi­
mación. 

Análogo razonamiento se haria respecto de los otros nú-
m' m" 

m e r o s ^ r » -^TT , . .-—Luego, etc. 

TEOREMA 111. [F ig . 123.) 

N.0183. E n un tr iángulo cualquiera, ABC, toda recta 
D E , tirada paralelamente á uno de los lados BC, divide á 
los otros dos en partes directamente proporcionales; — [es 
decir, en partes que dán 

AD : DB : : A E : E C ] . 

Tírese por el punto A una paralela á BC, por un punto 
cualquiera de la paralela, tírese la GK paralela á A B , y pro-
lónguese la DE hasta F . — E n virtud del teorema precedente, 
tenemos 

AD : DB : : G F : F K ; 

pero á causa de las paralelas AC, G K , sabemos q u e G F = A E , 
F K = E C ; luego tendremos 

AD : DB : : A E : EG. 

RECÍPROCAMENTE: — S i una recta divide á dos de los l a ­
dos de un triángulo en partes directamente proporcionales, 
es paralela a l tercer lado. 
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Porque si asi no fuera, por el punto D podríamos tirar otra 

recta DI , paralela á BG; lo cual, en virtud de la proposición 
directa, daría 

AD : DB : : A I : I G ; 
pero por el supuesto 

A D : DB : : A E : E G ; 
luego, á causa de la razón común, tendremos 

A I : 1 C : : A E : E C , ó A I : A E : : IG : E C , 

resultado absurdo, por ser 

A I < A E , y I G > E C . 

N.0184. ESCOLIO I.—Aunque este teorema es un corolario 
casi inmediato del teorema I I , hemos creído oportuno presen­
tarle como proposición principal, en atención á su propia i m ­
portancia, y á las numerosas consecuencias suyas que desde 
ahora vamos á ver, y que serán de continuo uso en adelante. 

GOROLARIO. De la proporción 

AD : DB : : A E : E G , 

se deduce, en virtud de una propiedad de las proporciones, 

AD + DB : AD : DB : : A E + EG : A E : E G , 

¡o cual dá las dos nuevas proporciones 

AB : AD : : AG : A E , y AB : DB : : AG : E G . 

Reciprocamente, si una recta DE está situada de tal mo­
do que dé 

AB : AD : : AG : A E , 
como de aquí se deduce 

A B - A D : AD : : A G — A E : A E , 

ó bien 

BD : AD : : E C : A E , ó AD : BD : : A E : E G , 

resulta que la recta DE es paralela á BG (n .0183, recip.). 
N.0185. ESCOLIO II.—Guando se aplica á la proporcioit 

AD : DB : : A E : E C , 
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la propiedad fundamental de las proporciones, se obtiene la 
igualdad 

AD x EG = D B x A E . 

Para comprender lo que significan estas palabras: el pro­
ducto de dos l íneas , AD x E G , ó DB x A E , es necesario su­
poner que las rectas AD, E G , DB, A E , se han referido á una 
misma unidad lineal; y en lugar de líneas, solo tienen ya que 
considerarse entonces los números abstractos que espresan la 
razón entre cada linea y la unidad elegida, cuyos números pue­
den perfectamente multiplicarse entre sí. Aquí pues, como en 
Aritmética, la palabra joroc/Mc/o supone una multiplicación de 
dos ó mas números. 

En adelante se presentarán casos de tener que multiplicar 
una superficie por una linea, una superficie por otra su ­
perficie, y hasta un volumen por otro, etc. Pero en todas estas 
ocasiones debe tenerse entendido que se multiplican entre sí 
las razones de estas magnitudes ó cantidades geométricas á su 
unidad respectiva. 

En virtud de esto, si se tiene que multiplicar una recta 
ABjoor si misma, se escribirá AB x A B , ó, para abreviar, AB2; 
cuya espresion representará el cuadrado ó mas bien la segun-
dapotencia del número abstracto que representa la razón en­
tre la recta y su unidad. 

Igualmente, 2AB2. 3AB2, . . . , representan el duplo, el t r i ­
plo,... de la segunda potencia de A B . 

Así también, \ / A B x G D , ^ A B M - G D 2 , . . . , serán las r a i ­
ces cuadradas de los números abstractos espresados por 
AB x G D , AB2+GD2, . . . , y así sucesivamente. 

Los principiantes deben familiarizarse con estas notacio­
nes, que son de continuo uso en el segundo libro. 

§ 11. Caracteres y propiedades de las figuras semejantes. 

N.0 186. NOCIONES PRELIMINARES. — Nadie hay que no 
tenga idea de la semejanza, y por consiguiente al decir figu­
ras semejantes, todos entienden que se trata de figuras unas 
de las cuales son en pequeño lo que las otras en grande; de 
modo que no hay un punto en una de ellas que no tenga su 
correspondiente en la otra , ó, como se dice en Geometría, su 
homólogo; de modo que si se imaginan liradas de lodos los rao-
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dos posibles, recias que junleo de dos en dos lodos los punios 
de la primer figura, y después se ejecula la misma operación 
en la segunda, las razones numéricas de cada par de líneas 
homologas son todas iguales entre s i .—Esa razón común se 
llama la razón de semejanza de las dos figuras. 

En la teoría que vamos á esponer se verá que todas estas 
condiciones, en número infinito al parecer, vienen á reducirse 
luego á un corto número de condiciones realmente distintas.— 
Se concibe, en efecto, que refiriéndose siempre la determina­
ción completa de una figura de una especie dada [según se ha 
visto en el segundo párrafo del capítulo precedente] á la deter­
minación de ciertas lineas principales de que dependen todas 
las otras, debe resultar que el número de razones cuya igual­
dad deba fijarse, no debe ser otro mas que el número mismo 
de esas líneas principales. 

En virtud de esta consideración, y vista la imposibilidad 
de reconocer directamente si son proporcionales todas las líneas 
correspondientes ú homologas que pueden imaginarse en dos 
figuras, se adopta por lo pronto una definición geométrica re­
ducida y puramente convencional, fundada solo en los elemen­
tos necesarios para la determinación de cada figura, y que se 
aplica primero á los triángulos y después á todos los polígo­
nos, reservando para después el demostrar que las figuras que 
satisfacen á esa definición son semejantes en el sentido mas 
general arriba dicho. 

N.0 187. Esto supuesto, determinado un triángulo por sus 
tres lados (n.o160.), diremos que 

Dos tr iángulos, ABC, A ' B ' C {fig. 124), son semejantes 
cuando tienenlos lados proporcionales;—es decir, cuando dán 

AB : A ' B ' : : AG : A'íy : : BG : B ' G ' . 

Además, siendo todos los polígonos descomponibles en 
triángulos, y hallándose determinado un polígono cuando se 
conoce el conjunto de triángulos que le forman ó componen, 
resulla que 

Dos polígonos son semejantes cuando pueden descompo­
nerse [de cualquier modo (n.0 83 . ) ] en un mismo número de 
triángulos semejantes respectivamente, y unidos de la misma 
manera; —estes últimas palabras deben tomarse aquí en el 
mismo sentido que en el n." 92. 

Tal es pues la definición geométrica de los polígonos se -
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raejantes, reducida á solo las condiciones estrictamente nece­
sarias; y de ella se infiere que la teoría de la semejanza de 
las figuras planas se refiere completamente en todos sus casos 
á la de los triángulos semejantes. 

N.0188. Arriba (n.0186.) hemos definido los puntos ho­
mólogos, contentándonos con decir que eran ios puntos cor­
respondientes en ambas figuras; definición bastante clara. Sin 
embargo, para hacer mas preciso y rigoroso nuestro lengua-
ge, debemos dar una definición geométrica de la palabra homá-
íogo, aplicada á los puntos, á las limas ó á los ángulos. 

En los triángulos, lados homólogos son aquellos cuya ra ­
zón es la razón de semejanza de los triángulos mismos.—Asi, 
en los triángulos semejantes ABC, A ' B ' C [fig-124), como por 
hipótesis tenemos 

AB : A ' B ' : : AC : A ' C : : BC : B ' C , 

los lados AB y A ' B ' son lados homólogos, lo mismo que los 
A C . A ' C , y los BC, B ' C . 

E n los polígonos, 
1 . ° Los LADOS HOMÓLOGOS son los lados homólogos de los 

diferentes triángulos semejantes que componen los polígonos, 
según la definición (n.0 187.): 

2. ° VÉRTICES HOMÓLOGOS son los vértices comunes á cada 
dos lados homólogos; 

3. ° ANGULOS HOMÓLOGOS son los formados por lados homó­
logos ; 

4. ° DIAGONALES HOMÓLOGAS son las que juntan vértices 
homólogos; , 

5. ° En general, se llaman puntos homólogos los colocados 
de igual manera en los planos de los dos polígonos, es decir, 
los puntos enlazados á lados homólogos por medio de triángu­
los semejantes [y semejantemente dispuestos]; 

6. ° En fin, LÍNEAS HOMOLOGAS son las que juntan de dos 
en dos punios homólogos cualesquiera. 

N." 189. De los principios arriba establecidos es fácil de­
ducir, que la igualdad de los polígonos es solo un caso parti­
cular de sn semejanza; lo cual quedará probado generalmente 
con solo poder demostrarse respecto de los triángulos. Volva­
mos pues á la relación sentada arriba (n.0187, fig. 124), 

AB : A ' B ' : : AC : A ' C : : BC : B ' C , 
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si aquí hacemos A B = A ' B / , resulta necesariamente A C = A / C / , 
BC=B/C/; y entonces los triángulos son iguales, por tener 
sus tres lados respectivamente iguales. 

Así pues—Dos tr iángulos—y por consiguiente—dos po­
lígonos semejantes son iguales cuando tienen igual un lado 
homólogo. 

Puede también verse fácilmente que 
Dos tr iángulos, ABC, A'B'C7, semejantes á un tercero 

A ' ^ ' C " , son semejantes entre sí. 
Porque de las dos relaciones supuestas 

A B AC BC 

A ' B ' A ' C B ' C 
^ A ^ B " ~~ A ' ^ " B " G " ' 

se deduce dividiéndolas miembro á miembro , 

AB AC BC 
A ' B ' ~ A / C — B ' C ; 

luego los dos triángulos ABC, A ' B ' C , son semejantes. 
Luego también, en virtud de la definición (n.0 187.), 
Dos polígonos semejantes á un tercero son semejantes en­

tre s i . 
N.0190. Finalmente, para facilitar el estudio de las pro­

piedades de las figuras semejantes, supondremos que los dos 
polígonos se hallan colocados en su plano, de tal modo que ca­
da dos lados homólogos son paralelos y están situados en el 
mismo sentido; lo cual siempre es permitido con arreglo al le­
ma del n.0 62. Por este medio, los puntos, las líneas, los á n -
gu los homólogos se hallarán naturalmente dispuestos del mis­
mo modo en arabos polígonos. 

Empecemos por los triángulos. 

Propiedades de los triángulos semejantes. 

LEMA. [ F i g . 125.) 

N.0191. Toda recia D E , tirada paralelamente á uno de 
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los lados de un tr iángulo ABC, determina otro triangulo 
A D E semejante a l pr imit ivo; 

[es decir, que se tiene 

AB : AD : : AC : A E : : BC : B E J . 

En efecto, puesto que DE es paralela á BC, se tiene des­
de luego (n.0184., escol. I .0) , 

AB : AD : : AC : A E . 

Tracemos después la E F paralela á AB; y tendremos (nú­
mero 184., escol. 1.°) 

AC : A E : : BC : B F ó D E ; 

luego, formando una série de razones iguales, resultará 

AB : AD : : AC : A E : : BC : D E . 

TEOREMA I . [ F i g . 124.) 

N.0 192. Dos triángulos semejantes ABC, A ' B ' C ̂ es de­
cir, dos triángulos que tienen los lados proporcionales]; tienen 
los ángulos homólogos respectivamente iguales. 

Tómese en AB una parte A B ' ^ A ' B ' , y tírese la B ^ C " 
paralela á BC; los dos triángulos A ' B ' C , A B ^ C " , son semejan­
tes al ABC, uno por hipótesis, y otro en virtud del lema pre­
cedente; por consiguiente son semejantes entre sí (n. 189.), 
y además son iguales entre sí (n.0 189. ) , á causa de tener 
A B ^ A ' B ' por construcción. Ahora bien, á causa del parale­
lismo de las recias BC, B ^ G " , los ángulos del triángulo AB"C/r 
son respectivamente igualesá los del triángulo ABC, siendo el 
ángulo A común, B ' ^ B , C" = C; luego también 

A ' ^ A , B ' - = B , C ^ C . 

Advert. Por la naturaleza misma de la demostración se ve 
que los ángulos iguales en los dos triángulos, están opuestos 
a lados homólogos. 

TEOREMA I I . [F ig . 124.) 

i V 193. l lec íprocamenle :~/ to í triángulos, ABC, A 'B 'C ' , 
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que tienen los ángulos respectivamente iguales, son semejan­
tes;—y los lados opuestos á los ángulos iguales son lados ho­
mólogos. 

Sean A = A/, 6 = 6', C = C' . Tomemos como arriba 
A B ' ^ A ' B ' , y tiremos la B ^ G " paralela á B C — L o s dos trián­
gulos A ' B ' C , A B " ^ , son iguales por tener un lado igual, ad­
yacente á dosángulos respectivamente iguales, que son: A ' = A , 
B ' = B = B// . Ahora bien, el triángulo A B ' ^ " es semejante 
al ABC (n.0191.); luego también son semejantes los dos tr ián­
gulos A'B'Cy, ABC; y por consiguiente dánla série de razones 
iguales 

AB : A ' B ' : : AC : A ' C : : BC : B ' C . 

Advert. Los lados homólogos AB y A ' B ' , AC y A ' C , BC 
y B ' C , están, como se ve, opuestos á los ángulos iguales C = C ' , 
B = B ' , A = A ' . 

TEOUEMA 111. (Sin figura.) 

N.0 194. Dos triángulos son semejantes cuando los l a ­
dos del uno son respectivamente paralelos ó perpendiculares 
álos del otro;—en cuyos casos son lados homólogos los que 
se hallan colocados paralela ó perpendicularmente. 

En virtud del teorema precedente, todo se reduce en este 
caso á probar que tienen los ángulos iguales respectivamente. 

Sean AB y A ' B ' , AC y A ' C , BC y B ' C , respectivamente 
paralelos ó perpendiculares; digo que deben ser 

G = C' , B - = B ' , A = A ' . 

En efecto, ya sabemos (n.0 70.) que los ángulos C y C , 
B y B ' , A y A ' , no pueden ser sino iguales ó suplementarios: 
pero no puede admitirse que los seis ángulos sean de dos en 
dos suplementarios; porque entonces tendríamos 

A - i - A' -f- B H - B ' 4- C -+- G' = 6 rectos, 
lo cual es un absurdo (n.0 55.) ; 

Tampoco puede admitirse que solo cuatro ángulos, por 
ejemplo, A y A'* B y B ' , sean suplementarios de dos en dos, 
porque resultaría 

A - i - A ' -f- B -f- B ' = 4 rectos, 
lo cual es también absurdo. 
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Luego dos ángulos al menos del primer triángulo han de 

ser forzosamente iguales á sus correspondientes en el segundo; 
y por consiguiente (n.0 55.) el tercer ángulo del uno ha de ser 
igual ai tercero del otro. Se tiene pues 

A = A' , 8 = 8', G = C ; 

y de aquí (n.0193.) la série de razones iguales. 

BG : B ' ^ : : AG : A'C' : : AB : A ' B ' . 

Advert. Los lados homólogos BG y B'G' , AC y A 'C ' , AB 
y A ' B ' , son los respectivamente paralelos ó perpendiculares. 

TEOREMA I V . [ F i g . 124.) 

N.0195. Dos triángulos ABC, A 'B 'G ' , son semejantes 
cuando tienen un ángulo igual formado por dos lados pro­
porcionales. 

Supongamos que sea 

A = A7, y AB : A ' B ' : : AG : A ' C ' , 

tomemos en A B , AC, dos parles A B ' ^ A ' B ' , A C ' ^ A ' C ; y 
tiremos la recta B ^ C " . Los dos triángulos A 'B 'G ' , A B " G " , son 
iguales por tener un ángulo igual formado por dos lados res­
pectivamente iguales. Ahora bien, por hipótesis tenemos 

AB : A ' B ' : : AG : A ' C ' , 

y por consiguiente, 

AB i A B " : : AC : A G " ; 

luego (n.0 183, recip.) B " G " es paralela á BC; y el triángulo 
AB'^C" es semejante á ABC (n.0191.); luego también A'B'G' es 
semejante á ABC. 

ESCOLIO. Los cuatro teoremas precedentes constituyen los 
casos principales de la semejanza de los triángulos.—Hay ade­
mas otro que corresponde al cuarto caso de igualdad (n.0159.), 
y puede enunciarse a s í : 

Dos triángulos son semejantes cuando son dos lados del 
uno proporcionales con dos del otro, y de los cuatro ángulos 
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respectivamente opuestos á dichos lados, dos son iguales y los 
oíros dos son de l a misma especie. 

Pero este caso se présenla rara vez en las aplicaciones. 

De los polígonos semejantes. 

TEOREMA V . { F i g . 126.) 

N.e 196. Dos polígonos semejantes, A B C D E F , A ' B ' C ' D ' E ' F ' , 
tienen los lados homólogos proporcionales, y los ángulos ho­
mólogos iguales respectivamente. 

Porque, 1.°—de la semejanza de los triángulos ABC v 
A W , ACO y A W , ADE y A ' D ' E ' , . . . , se deducen las s i ­
guientes razones ¡guales, 

AB : A 'B ' : : AC : A ' C : : BC : B ' C : 
A G ; A ' G ' : : AD : A 'D ' : : C D : G ' D ' : 
A D : A ' D ' : : A E : A ' E ' : : D E : D ' E ' : 

ó suprimiendo las razones comunes á estas series, 

AB : A 'B ' : : BG : B 'G' : : GD : G ' D ' : : DE : D ' E ' : : . . . 

2.°—De la misma semejanza se deduce la igualdad de los 
ángulos de los triángulos (n.0 192.), y por consiguiente la de 
los ángulos respectivos de los dos polígonos, ángulos que no 
son mas que conjuntos de ángulos parciales iguales respecli-
varaenle: [por ejemplo, 

DCB=D'G'B ' , puesto que AGB = A 'C 'B ' , ACD = A'G'D/]. 

Así pues, se tiene A = A ' , B = B ' , G = G ' , D = D ' , . . . , 
L . C. D . D . 

N.0197. ESCOLIO.—Haremos aquí dos observaciones im­
portantes: 

¿a primera es que en el caso de hallarse, como hemos su­
puesto, dos lados homólogos, A B , A ' B ' , paralelos y en el mis-
™ senluto, todos los demás lados homólogos BG y B 'G ' , CD 
Y ^ ü', DE y D ' E ' , . . . , se encuentran Imhien paralelos y en 
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el mismo sentido; v lo mismo las diagonales homólogas AC 
y A ' C , A D y A ' D ' ; . - . 

Esto es una consecpencia necesaria de la igualdad de los 
ángulos homólogos en los polígonos y en los diferentes trián­
gulos. [Véase además lo dicho, n.0 62.) . 

La segunda observación es que la demostración dada arri­
ba no es peculiar de la forma de descomposición empleada en 
esta figura; sino que se aplicarla igualmente á cualquier otra 
clase de descomposición de los polígonos en triángulos. [Yéase 
el n.0 83.) 

TEOREMA V I . [ F i g . 126.) 

N.0 198. Recíprocamente: —Dos polígonos son semejan­
tes cuando tienen los lados [dispuestos en el mismo orden] 
proporcionales, y los ángulos [también dispuestos en el mis­
mo orden] iguales respectivamente; es decir, cuando dan 

A B : A ' B ' : : B C : B r C ' : : C D : C ' D ' : : 

y A==A' , B ^ B ' , C = C ' , D = D ' , . . . 

[Se entenderá bien la espresion dispuestos en el mismo or­
den, si se observa que puestos los lados AB y A ' B ' , en la posi­
ción de dos rectas paralelas y dirigidas en el mismo sentido 
(n." 190.), todos los lados supuestos proporcionales son por ne­
cesidad paralelos y se hallan dirigidos en el mismo sentido, á 
consecuencia de la igualdad supuesta de los ángulos A y A', 
B y B ' , . . . ] 

Para demostrar la proposición, concibamos los dos polígo­
nos descompuestos en triángulos por medio de rectas tiradas 
desde los vértices de dos ángulos iguales A y A'.—Desde lue­
go se tienen dos triángulos A B C , A ' B ' C , semejantes entre sí 
(n.0195.), por tener un ángulo igual B =:B ' , formado por la­
dos proporcionales, AB y A ' B ' , BG y B ' C ; de donde resulta 

ángulo ACB = ángulo A'G'B ' , y AC : A ' C ' : : BG : B'C' , 

ó, en virtud del enunciado, ÁC : A ' G ' : : CD : C'D'. 

Si ahora comparamos los dos triángulos ACD, A'G'D', ve­
remos que los ángulos ACD, A'G'D' , son iguales por ser dife­
rencias entre los ángulos iguales BCD y B'C'D' , ACB y A'C'B; 
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además tenemos 

AC : A ' C : : CD : C'D', 

como acaba de verse. Luego estos triángulos son también se­
mejantes por tener un ángulo igual formado por lados propor­
cionales; y así lo mismo para los demás pares de triángulos, 
A D E y A W , A E F y A ' E ' F ' . 

Luego finalmente los polígonos son semejantes (n.0 187.). 

TEOREMA V I I . [ F i g . 127.) 

N." 199. E n dos polígonos semejantes, las lineas homo­
logas son proporcionales con los lados homólogos. 

Sean PQ, P'Q', dos rectas tiradas por los puntos homólo­
gos P y ? ' , Q y Q'. 

Conarregloá la definición de las líneas homólogas(n.0188.), 
los puntos P y P', Q y Q', están unidos á dos lados homólogos 
[AB y A 'B ' por ejemplo] por dos pares de triángulos seme­
jantes y dispuestos del mismo modo, PAB y P 'A 'B ' , QAB y 
Q'A'B'; de donde puede concluirse la semejanza de los dos 
triángulos PBQ, P'B'Q', y por consiguiente la proporción 

PQ : P'Q' : ; BP : B 'P ' 

ó, á causa de la proporción, 

BP : B'P ' : : AB : A ' B ' , 
tendremos PQ : P 'Q ' : : AB : A ' B ' ; 

L . C . D. D . 

ESCOLIO 1.° Como caso particular del teorema precedente, 
tomemos en los lados homólogos A F y A ' F ' , BG y B ' C , dos 
puntos M, N , quedividan á estas vwtes en partes áxvwizmw-

proporcionales, es decir, tales que dén 

AM : A'M' : : A F : A ' F ' y BN : B ' N ' : : BG : B 'G' ; 

'os puntos M y M', N y N ' , formarán también dos pares de 
puntos homólogos; y digo que se tendrá 

M N . M'N' : : AB : A ' B ' . 

Esto se infiere evidentemente de la comparación de los 
"'ángulos semejantes AMN y A'M'N', ABN y A 'B 'N ' . 
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ESCOLIO 2.° Si en el enunciado del teorema n.0 89 [fig. 58), 

las rectas A F , A ' F ' , en lugar de ser iguales, tienen entre sí 
una razón cualquiera m : w, y las distancias respectivas A E v 
D 'E ' , AD y A ' D ' , . . . , B E y B ' E ' , BD y B ' D ' , . . . , guardan la 
misma razón w : w, se obtendrían, hecha la construcción, dos 
polígonos, no ya iguales, sino semejantes entre s i . 

Omitimos de intento la demostración del teorema casi va ­
riado , porque puede deducirse fácilmente de lo que acaba de 
esponerse. 

200. ESCOLIO GENERAL sobre los polígonos seme­
jantes. 

Terminarémos esta teoría con una observación sobre el 
número total de condiciones estrictamente necesarias para que 
sean semejantes dos polígonos de n lados. 

Puesto que se pasa del caso de igualdad de dos polígonos 
al caso de semejanza, suponiendo que dos lados homólogos en 
vez de ser igmles, están en unarascm cualquiera{escol. pre­
cedente, y n.0189, l.er p r . ) , resulta que siendo {2?i — 3 ) el 
número de condiciones necesarias para la igualdad,según he­
mos visto (n.0 90.) , vendráá ser (2w — 4 ) el número de con­
diciones necesarias para la semejanza. 

Así es como, en los triángulos, la relación 

AB : A ' B ' : : AC : A ' C : : BG : B ' C 

equivale á las dos condiciones 

AB AG AB BC 
A ' B ' ~" A ' G ' ' A 'B ' ~ B G' * 

Sin embargo, cuando se d á h especie del polígono, toda­
vía puede reducirse mas el número de condiciones. 

Así, en elparalelógramo bastan dos condiciones; por ejem­
plo:— Dos paralelógramos son semejantes cuando tienen 
un ángulo igual formado por dos lados proporcionales 
[ A r ^ A ' , y AB : A ' B ' : : AG : A 'G ' ] . 

En el rombo, basta una condición [ángulo A = ángulo A', 
por ejemplo]. 

Todos los cuadrados son figuras semejantes; proposición 
evidente por sí misma, pues los ángulos de cada uno son igua­
les entre sí y lo mismo los lados. 

Todos los polígonos regulares DEL MISMO NÚMERO PE LA­
DOS son figuras semejantes, etc. 
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^ íll. Otros teoremas sobre las lineas proporcionales.—Pro­
piedades de los tr iángulos, rectángulos y oblicuángulos. 

TEOUEMA I . [F ig . 128.) 

N." 201. Las partes de paralelas, A L , A ' L ' , intercepta­
das entre un número cualquiera de rectas, PA, P B , PC, 
PD,. . . concurrentes [en un punto P ] , son proporcionales. 

[E l punto P puede indiferentemente estar situado fuera de 
las paralelas ó entre ambas.] 

La comparación de los diversos pares de triángulos seme-
raejantes PAB y PA 'B ' , PBC y P B ' C ' , . . . , dá lugar á las series 
de razones iguales 

1. a PA : P A ' . : A B : A 'B ' - . i P B i P B ' , 
2. a PB : PB' : : BG : B ' C : : PG : PC' , 
3. a PC : PC' : : CD : C'D' : : PD : PD', 

Todas estas razones son iguales, porque la última de cada 
serie es la primera de la siguiente inmediata; luego, atendien­
do solo á las intermedias, podemos obtener la nueva série 

AB : A'B( : : BG : B ' C : : CD : C'D' : : DE : D ' E ' 

lo cual demuestra la proposición. 
Advert. Cuando el punto P es interior á las paralelas, la 

proposición es igualmente verdadera; pero los segmentos de la 
recta A ' L ' correspondientes á los de la A L , se hallan coloca­
dos en sentido contrario respecto de estos. 

RECÍPROCAMENIE: —¿7« número cualquiera de rectas, A A ' , 
BB', C C , D D ' , . . . , que dividen á d o s paralelas A L , A ' L ' , en 
partes proporcionales, son concurrentes. 

En efecto, consideremos primero solamente las tres rectas 
AA', B B ' , C C [fig. 129); y supongamos que P es el punto de 
encuentro de las dos primeras. — S i la recta CC' no pasara 
por el mismo punto P, podría juntarse este punto con el C, por 
medio de una recta PC que encontraría á A ' L ' en un punió 
C" diferente á C ; y entonces, en virtud déla proposición direc-
la, tendríamos 

AB : A B ' : : BG : B ' C " ; 
10 
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pero por el supuesto tenemos también 

AB : A ' B ' : : BC : B ' C ; 

luego debería ser B ' C " = B ' C , resultado absurdo. 
Deben pues las tres rectas AA', B B ' , C C , concurrir en un 

mismo punto P. — Del mismo modo se demostrarla que DD' 
debe concurrir en el mismo punto que las tres primeras; 
luego, etc. 

ESCOLIO 1.° Algunas veces se presenta la anterior série de 
razones bajo la forma 

AB : BG : CD : D E : . . . : : A 'B ' . B ' C : C'D' : D ' E ' 

escribiendo primero todos los antecedentes, y después todos 
los consecuentes de las razones iguales; lo cual es permitido, se­
gún la teoría délas proporciones, y facilita alguna abreviación. 

De aquí se dedoce inmediatamente que si fuera 

A B = BC = CD = D E = . . . , 

sería también 

A ' B ' ^ B ' C ' ^ C ' D ' ^ D ' E ' ^ . . . 

ESCOLIO. 2.° Si en las primeras sérles de razones estable­
cidas al principio de este número, se tienen solo en cuenta las 
razones de los eslremos, se obtiene esta nueva série 

PA : PA' : : PB : PB' : : PC : P C : : PD : PD' : : 

ó bien (n." 184.) 

P l ' : AA' : : P B ' : BB' : : P C : C C : : PD ' : DD' : : 

Jo cual demuestra que 
Las rectas V X , PB, PC, PD, . . . , que, partiendo de un 

mismo punto P, están cortadas por dos paralelas, A L , A ' L ' , 
quedan divididas en partes proporcionales; ~propos\c\on 
que es la general de la del n.0 183. 

TEOREMA I I . { F i g . 130.) 

N.0 202. E n t-odo triángulo ABC, la bisectriz AD de ca­
da ángulo A divide al lado opuesto BG en dos segmentos BD, 
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DC, directamente proporcionales con los lados adyacentes;— 
y reciprocamente. 

Esta proposicioo solo necesita demostrarse en el caso de 
ser desiguales los lados A B , AC, y de ser porconsiguienlíe AD 
oblicua á BG (Véase el n.0 61.) . 

E u esta hipótesis, bajemos sobre AD, desdé los vértices B , 
C, las perpendiculares B E , C F ; y tendremos dos triángulos 
ABE, A C F , semejantes por ser equiángulos (n." 193.); de los 
cuales deducirémos la proporción 

AB : AG : : B E : C F . 

Pero los otros dos triángulos B D E , G D F , semejantes tam­
bién por la misma razón , dáu 

B E : GF : : BD : DG; . 

luego AB : AC : : BD : DC; 
C. D . D. 

La reciproca es evidente (o.9 21.), pues solo hay una recta 
que, tirada hasta BC desde el punto A, puede dividir á BG en 
dos partes que tengan entre sí la razón dada AB : AG. 

ESCOLIO 1.° La bisectriz, AD', del ángulo B'AG, suple­
mento del ángulo A, es decir, (n." 43. , escol. 3.°), la perpen­
dicular á la bisectriz A D , determina también en el lado BG 
prolongado, dos segmentos BD' , GD', tales que dán la pro­
porción 

AB : AG : : BD' : GD'; 

para demostrarlo, bastarla bajar desde los puntos B , G, dos 
lineas perpendiculares á A D ' ; y se hallarla sucesivaménle 

AB : AG : : B E ' : G F ' , B E ' : GF' : : BD' : GD'; 

de donde se deduciría la proporción antes puesta. 
ESCOLIO 2.° De las dos proporciones demostradas, se saca 

la siguiente: 
BD : GD : : B D ' : GD'; 

y la recta BG se dice dividida armónicamente en los puntos 
B y D ' . 
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Mas adelante volveremos á tralar de la división armónicn 

de las líneas. 
TEOREMA Ilí [ F i g . 131.) 

N,0 203. S i desde el vértice A del ángulo recto de un 
triángulo rectángulo ABC, se baja una perpendicular á la 
hipotenusa, la perpendicular dividirá al triángulo total en dos 
triángulos parciales también rectángulos, y á la hipotenusa en 
dos segmentos; — Esto supuesto: 

1. ° Los dos triángulos parciales ABD, ACD, son semejan­
tes a l tr iángulo total, y por consiguiente (n.0 189.), seme­
jantes entre s i : 

2. ° Suponiendo las líneas valuadas en números (n.0185,), 
— L a perpendicular AD es media proporcional entre los dos 
segmentos, BD, CD, de la hipotenusa : 

3. ° Cada cateto, AB ó AG, es medio proporcional entre el 
segmento adyacente de la hipotenusa, Bl) ó DC, y la hipote­
nusa entera BC. 

En efecto, 1.° —Los triángulos ABC, ABD, tienen un 
ángulo común B , y cada uno un ángulo recto; luego son se­
mejantes (n.0 193.). Lo mismo sucede con los triángulos ACB, 
ACD; luego también son semejantes.—También se puede ob­
servar que los triángulos parciales tienen sus lados respecti­
vamente perpendiculares; lo cual hará mas fácil la compara­
ción de sus lados homólogos (n.0194.). 

2.9—Comparando los dos triángulos parciales ABD, ACD, 
y aprovechando la última observación que acaba de hacerse, 
se tiene 

BD : AD : : AD : DC. 

3.°—Comparando el triángulo total ABC cou el triángulo 
parcial ABD, observando que en ellos, BC y AB son homólo­
gos por hipotenusa, y AB y BD homólogos por lados opuestos 
á ángulos iguales, BCA, BAD, se obtiene la proporción 

B C : AB : : AB : BD. 

La comparación de los triángulos A B C , ACD, daría igual­
mente 

BC : AC : : AC : DC. 

Advert. Estos mismos triángulos comparados de dos en 
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dos dan lugar á oirás proporciones que rara vez se emplean, 
pero que se obtienen fácilmente cuando se necesitan. 

Las reciprocas son verdaderas; y nos reducirémos á citar 
la siguiente: 

Cuándo la perpendicular AD, bajada desde el vértice A 
de un ángulo cualquiera de un triángulo A B C , sobre el lado 
opuesto BC, es media proporcional entre los dos segmentos 
de este lado [determinados por la perpendicular], el ángulo 
formado por los otros dos lados es KECFO, y el triángulo es 
rectángulo en A . 

En efecto, de la proporción del supuesto 

BD : Aü : : AD : DC, 
se deduce la semejanza de los triángulos rectángulos ADB, 
ADC, por tener un ángulo igual en D , formado por lados 
proporcionales (n.0 195.); lo cual dá entonces 

ángulo ángulo kCÜ, y ángulo A R D — á n g u l o C P Í D . 

Pero siendo BAD -f- ABD = 1 recto (n.0 56.)* 

deberá también ser BAD •+- CAD = 1 recto. 

Luego el triángulo ABC es rectángulo en A . 

TEOREMA I V . { F i g . 131.) 

N.0 204. E n un triángulo rectángulo ABC, el cuadrado 
[ó segunda potencia] del valor numérico de la hipotenusa, BC, 
es igual á la suma de los cuadrados de los valores numéricos 
de los otros dos lados. 

Esta proposición se deriva casi inmediatamente de la ter­
cera del número precedente. En efecto, de allí se saca 

AB2 = BC x BD, AG2 = BC x DC; 

sumando miembro á miembro estas dos ecuaciones, 

AB2 -h AC2 = BC (BD -t- D C ) = BC x BC, 

luego AB2-f -AC2=BC2; 
L . C. I ) . D. 

COROLAIUO. Cuando AB = A C , se ímie BC2 = 2AB-• 
luego en todo triángulo rectángulo isósceles, el cuadrado de 
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la hipotenusa fó base del triángulo en esle'caso] es doble del 
cuadrado de cualquiera de los cátelos. 

Por consiguiente,—Za segunda potencia del valor numé­
rico de la diagonal de un cuadrado es doUe de la segunda 
potencia del valor de su lado. 

Laego— L a diagonal y el lado del cuadrado son incon­
mensurables entre s i [pu^s se bailan en la razón (je s/á ; 1], 

ESCOLIO 1.° De las dos relaciones 

A B 2 = B C x BD, AC2 = BC x DC, 

«e deduce la proporción 

AB2 : AC2 : : BG x BD : BC x DC, ó : : BD : DC. 

igualmente, la identidad BC2 = BC2, combinada con las 
mismas dos relaciones de arriba, dá 

B C ^ : A B ^ : : B C x B C : B C x B D , ó : : BC : BD 
y BC2 : AC2 :: BC x BC : BC x DC, ó : : BC : DC. 

Donde se ve que 
E n todo triángulo rectángulo, los cuadrados [ó segundas 

potencias] de los catetos y la hipotenusa, son directamente 
proporcionales con los segmentos de dioha hipotenusa y con 
l a hipotenusa uniera;—[es decir, que se tiene (n.o201.), escoL) 

AB2 : AC2 : BC3 : : BD : DC : BC]. 

N.0 205. ESCOLIO 2.°— Los segmentos BÜ, DC, forma­
dos por Ta perpendicular ADen la hipotenusa BC, se llaman 
proyecciones de los catetos A B , A C , sobre la misma hipote­
nusa.—"En general, la PROYECCIÓN de una recia de longitud 
determinada, MPÍ [fig. 132), sobre otra recta indefinida A B , 
es h distancia PQ de los pies úe las perpendiculares baja­
das á la segunda desde los estremos de la primera. 

Tirando por el punto M , la recta MR paralela á PQ, ten­
dremos M R = P Q (n.ü 72.), y entonces el triángulo rectángu­
lo M1VR, en virtud del teorema precedente, dará 

MN2=MR2 + NR2 = PQ2 (NQ - MP)2. 

Luego—£"/ cuadrado de una ret ía [de longitud delermi-
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nada] es igual a l cuadrado de su proyección sobre otra rec­
ta , mas el cuadrado de ta diferencia de las perpendiculares 
(jue determinan dicha proyección. 

TEOREMA V . [F ig . 133.) 

N," 206. E n todo triángulo oblusángulo ABC, el cua­
drado del lado BC opuesto al ángulo obtuso A, es igual á la 
suma de los cuadrados de los otros dos lados, MAS el duplo 
del producto de uno de estos, AB por ejemplo, por la p ro ­
yección AD del otro AC sobre la prolongación delprmero,*— 
es decir, que se verifica que 

BC2 = AB2 -f- AC2 + 2AB x AD. 

En efecto, el triángulo BGD dá 

BC2 = CD24-BD2. 

Pero vemos que BD = AB -f- A D , 

y elevando al cuadrado, 

BD2=AB2 + Aü2 + 2 A B x AD (*), 

Sustituyendo pues este valor de BD2 en la primera igual­
dad , y observando que el triángulo rectángulo ACD dá 
CD'2 + AD2 = AC2, se obtiene 

BC2 = AB2 -f- AC2 + 2AB x AD ; 

L . V . D . D. 

TEOUEMA V I . [F ig . 134.) 

En un triángulo cualquiera, ABC, el cuadrado de un 
lado BC opuesto á un ángulo agudo A, es igual á la suma 
de los cuadrados de los otros dos lados, MENOS el duplo del 
producto de uno de estos, X B , por la proyección AD del otro 
AC sobre el primero AB [prolongado si fuera necesario (nú­
mero 5 7 . ) ] . 

(') Según la fórmula de Algebra {[> + r¡f)2=.p2 + q- ' ipq. 
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En efeclo, leñemos, como iinles, 

BC2 = GD2-1-BD2. 

Ahora bien, según caiga la perpendicular CI) dentro ó fue­
ra del triángulo ABC, así tendremos 

B D ~ AB — A D , ó B D = A D — A B ; 

pero en uno y en otro caso, elevando al cuadrado, sale siem­

pre H , BD2 == AB2 -+• AD2 — 2AB x AD; 

de donde, sustituyendo en la primera igualdad, como ante­
riormente, sale 

BC2 = AB2 4- AC2 - 2 Á B x AD. 

Adverl. Esta igualdad se verifica siempre, aun en el caso 
de confundirse la perpendicular CD con el ladoCB {fig. 134); 
porque entonces, siendo AD — A B , la igualdad se redoce á 

B C 2 = A C 2 - A B a , ó AC2 = BC24-AB2, 

lo cual es cierto (n.0 204.), pues el triángulo ABC es rectán­
gulo en B . 

ESCOLIO 1.° Pueden comprenderse estos dos últimos teo­
remas en el solo enunciado siguiente : 

E n lodo triángulo oblicuángulo, el cuadrado de un lado 
cualquiera es igual á la suma de los cuadrados de los otros 
dos lados, MAS Ó MENOS el duplo del producto de uno de estos 
dos lados por la proyección del otro sobre el mismo, según 
sea OBTUSO ó AGUDO el ángulo opuesto al lado que se compara 
con los otros dos. 

ESCOLIO 2.° En virtud del principio del número 2 1 . , será 
un triángulo rectángulo, acutángulo, ú ohtusángulo, según 
sea el cuadrado de su mayor lado igual, menor, ó mayor que 
la suma de los cuadrados de los otros dos. 

(') Según la fórmula de Algebra {p—,(ff =^p- + ^ — <ipi¡. 
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Sean por ejemplo, 

r AB = 3, . AC = 4, BG = 3 ; . . . 32 + 4^ =:52; 
luego el triángulo es rectángulo [en A ] . 

2. ° AB = 2, AC = 3, BC = 4: . . . '¿2-h 32 < 42; 

luego el triángulo es obtusángulo, 

3. ° AB = 4, AC = 5, BG = 6;.. . 42-f-52 > 6 2 ; 

luego el triángulo es aculángulo. 
4. ° AB = 5, AC = 12, BG = 13; . . . 52-f- 122 = 132; 
luego el triángulo es también rectángulo; y así de los demás 
casos. 

[Véase el n.0 94., donde se dá otro medio para conocerla 
especie de un triángulo propuesto. ] 

TEOUEMA V I I . { F i g . 135.) 

N.o207. E n todo triángulo X B C , la suma de los cua­
drados de dos lados cualesquiera, AC, BC, es igual al duplo 
del cuadrado de l a mitad del tercer lado BC, mas el duplo 
del cuadrado de la recta AD que junta el punto medio D de 
fiste todo con el vértice opuesto C. 

Bajemos desde C la C E perpendicular á AB. 
Los dos triángulos ADC, B D C , el uno obtusángulo, y el 

otro aculángulo en D, dán (n." 206.), 

AC2 = AD2-f-CD2-t-2ADx D E , 
BC2 = BD2 -+-CD2 — 2 D B x D E ; 

ó, sumando y observando que AD = D B , 

AC2-+-BC2 = 2AD2-f-2GD2; 
L G . V . D . 

Advert. Cuando CA = CB (n.0 204. coro/.), la proposi­
ción es evidente. 

CouoL/uuo. E n todo paralelógramo la suma de los cua­
drados de los cuatro lados es igual á la suma de los cua­
drados dé las diagonales. Esta proposición es consecuencia 
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inmediata y fácil del leorema precedente, por lo cual no nos 
detendremos en demostrarla. 

Con mas generalidad: — E n todo cuadri látero, la suma 
de los cuadrados de los lados es igual á la suma de los cua­
drados de las diagonales, mas cuatro veces el cuadrado de 
la recta que junta los puntos medios de las mismas diago­
nales. 

(Proponemos como ejercicio el buscar la demostración de 
este teorema.) 

§ I V . Determinación de las áreas . 

N," 208. Definición y nociones preliminares. — En la va­
luación de las superficies, se llaman por convenio BASES de un 

peralelógramo dos de sus lados paralelos; y entonces LA AL­
TURA es la perpendicular común á las dos bases, de las cuales 
una se llama base inferior y otra base superior (V. la obser­
vación del n.0 147.). 

En el rectángulo, dos lados consecutivos cualesquiera for­
man la base y la altura;—puede tomarse indiferentemente por 
base el lado mayor ó el menor. 

En el cuadrado, la base y la altura son iguales. 
En el triángulo se llama base uno cualquiera de sus lados; 

y entonces su altura es la perpendicular bajada á dicho lado 
desde el vértice del ángulo opuesto. 

N.0 209. E l área de una superficie, ó su estension super­
ficial, es, como dijimos (n.0 3.°), la razón numérica entre d i ­
cha superficie y su unidad. Fácilmente se concibe que figuras 
de formas muy diferentes pueden sin embargo tener la misma 
estension superficial. 

Así, por ejemplo, en \a figura 54, perteneciente al teore­
ma del número 81.. , como se ha demostrado la igualdad de los 
dos triángulos B F G , D F H , resulta que el paralelógramo AGHG 
tiene la misma estension superficial que el trapecio ABDC. 

Para espresar esta propiedad de dos figuras que tienen la 
misma estension, ó la misma á rea , sin ser sin embargo igua­
les ó superponibles, se dice que son equivalentes. — En la f i ­
gura 5 i , el paralelógramo AGUG y el trapecio ABDC son 
equivalentes: constan de una parte común, AGFDC, v de dos 
triángulos que son iguales, B G F , D F H , pero que están reuni­
dos á la parte común por ángulos diferentes G F B , F D H ; lo 
cual hace ver por qué no son superponibles. 
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Asi pues, dos polígonos compuestos de un mismo número 

de triángulos iguales, pero no reunidos de la misma manera, 
áon equivalentes como formados por un conjunto de figuras 
iguales y superponibles cada cual á la suya, ó respectiva­
mente. 

Un polígono cualquiera puede ser equivalente á un t r ián­
gulo, y también á un cuadrado. 

N.0 210. Fácil es ahora conocer, fundándonos en la teo­
ría de los triángulos iguales, que 

Dos paralelógramos cualesquiera de la misma base y de 
la misma altura son equivalentes. 

En efecto, como siempre podemos suponer colocadas las 
dos figuras una sobre otra de modo que coincidan sus bases i n ­
feriores, sean ABCD {¡íg. 136) el primer paralelógramo, y 
A B E F [ó A B E ' F ' ] el segundo: estos paralelógramos tendrán 
necesariamente sus bases superiores, CD, E F [ó E ' F ' ] , situa­
das en una misma recta indefinida, L L / , paralela á la base 
inferior, puesto que, por hipótesis, tienen la misma altura. 

Esto supuesto, considerando solo los paralelógramos ABCD, 
ABKF, vemos desde luego que los triángulos ADF, B C E , son 
iguales por tener un ángulo igual [DAF=CBE(n .0 52.)] for­
mado por lados iguales [ A D = B C , A F = B E n.0 7 2 . ) ] . - A h o -
ra bien, si del cuadrilátero ABED quitamos alternativamente 
los triánguIos.ADF, C B E , cuya operación debe dar resultados 
iguales en superficie, obtenemos, primero el paralelógramo 
A B E F , y luego el ABCD; se sigue pues claramente que dichos 
pamlelógramos son equivalentes. 

De] mismo modo se probaria que ABCD, A B E ' F ' , son 
equivalenles. 

Como casos particulares, I.0 — Un paralelógramo es 
equivalente á un rectángulo de la misma base y de la misma 
altura. 

1.0—Dos rectángulos de la misma base y de la misma a l ­
tura son iguales, y por lo tanto equivalentes. 

N." 211. Un triángulo cualquiera es la mitad de un pa­
ralelógramo [ó de un rectángulo] de la misma base y de la 
misma altura. 

Porque si por los vértices B y C d e l triángulo ABC (Z?^-137), 
se tiran las rectas BD, CD, paralelas á los lados AC, ÁB, res­
pectivamente opuestos, se formará un paralelógramo, ABDC, 
cuya mitades claramente ABC (n." 72 . ) ; luego, etc. 

Por consiguiente también:—-/tos triángulos de la misma 



15t> L1B. I I . — CAP. I . — § IV. 
base y de la misma altura son equivalentes, por ser mitades 
de paralelógraiíios equivalentes. 

Asi todos los triángulos CAB, C ' A B ^ ' A B , C ^ A B , . . . , que 
tienen la misma base A B , y cuyos vértices C, C , C " , C"7,... , 
se hallan situados en una misma recta paralela á AB, son 
equivalentes, por tener la altura común C U . 

Establecidas estas primeras nociones, pasemos á la vahia-
cion de las diversas clases de superficies. 

LEMA. [ F i g . 138.) 

N.0 212. Dos rectángulos ABCD, A'B 'C 'D' de la misma 
base [XB^=Á.'Wlson proporcionales á sus alturas, Al ) , A 'D ' ; 
— [es decir, que 

ABCD : A'B'C'D' :: AI) : A 'D ' ] . 

En efecto, supongamos primero que las alturas son con­
mensurables, y que están en la razón de 13 : 7 por ejemplo; 
digo que los rectángulos están también en la misma razón. 

Coloquemos la medida común 13 veces sobre AD y 7 ve­
ces sobre A'D'; tiremos por los puntos de división rectas para­
lelas á las bases A B , A ' B ' ; y obtendremos, en el primer 
rectángulo, 13 rectángulos parciales, y en el segundo, 7; que 
iodos serán iguales enlre s i , por tener (n.0 210.) la mismü 
base y la misma altura: luego la razón de ABCD á A'B 'C 'D ' 
es también la de 13 : 7. 

Si las alturas fueran incommensurables, se daría una de­
mostración análoga á las empleadas en los numeras 118 y 182. 

Basta probar que cada uno de los valores aproximados, 

m m' 
~ , ^7,.. . , de la razón de AD á A 'D ' , espresa con el mismo 

grado de aproximación la de ABCD á A 'B 'C 'D ' ; y para esto, 
dividiendo primero á A 'D ' en n parles iguales, colocando una 
de ellas m veces sobre AD, y tirando después por los prnitos 
de división rectas paralelas á A B , A ' B ' , se consigue bacer 
ver que la razón de los dos rectángulos se encuentra entre 

m m-h\ 
— y , ele. 
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Adoert. Como se puede lomar (n.0 208.) indiferentemen­

te la altura por la base, y vice versa, resulla también que 
Dos rectángulos de la misma altura son entre sí como 

sus bases. 
COKOLARIO. Dos rectángulos cualesquiera, ABCD, 

A E F G (/fy. 139), son proporcionales á los productos de sus 
bases por sus alturas. 

Coloquemos para esto ante todo los rectángulos de modo 
que tengan un ángulo común A. Esto supuesto, sea I el pun­
to de intersección de DG con E F [prolongada si fuere necesa­
rio]; comparando primero los dos rectángulos A&CD, AE1I>, 
que tienen la misma altura AD, tendremos 

ABCD : A E I D : : AB : A E ; 

comparando después los otros dos A E I D , A E F G , que tienen 
la misma base A E , tendremos 

A E I D : A E F G : : AD : A G ; 

de donde, multiplicando ordenadamente estas proporciones, y 
suprimiendo el factor común A E I D [véase n .0185.) , se saca 

ABCD : A E F G : : AB x AD : A E x A G ; 
L . C . D . D . 

ESCOLIO. Podria estenderse esta proposición y el lema que 
le ha servido de fundamento, á dos paralelógramos que tuvie­
ran los mismos ángulos, reemplazando en los enunciados la 
base y la altura por dos lados consecutivos. 

TEOREMA I . { F i g . 139.) 

N.0 213. Un rectángulo cualquiera tiene por medida el 
producto de su base por su altura; — ó en otras palabras,— 
E l área de un rectángulo es igual al producto de su base 
por su altura. 

Estos dos enunciados significan, que el número abstracto 
que espresa la razón del rectángulo á la unidad de superficie, 
ó lo que es lo mismo, hmedida del rectángulo (n.0 3.°), es igual 
al producto de los números abstractos que espresan las razones 
respectivas de su base y de su altura á la unidad lineal. 
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Si consideráramos dos reclángulos ABCÜ, ahcd {(ig. 138), 

el corolario precedente daría 

ABCD : abcd : : AB x AD : «6 x arf; 

esta proporción conduce á la igualdad 

ABCD A B x A D AB Al) 
abcd ab x ad ab * ad ' 

de donde podria concluirse, en general, que la razón de un 
rectángulo á otro lomado por unidad, ó la medida del primer 
rectángulo, es igual al producto de las razones respectivas de 
su base á la del segundo lomada por unidad de base, y de su 
altura á la del segundo lomada por unidad de al tura; de mo­
do que en este caso habría dos unidades lineales diferenles, 
una para la base y otra para la altura. 

Para evitar este inconveniente se ha elegido como unidad 
ordinaria de superficie el cuadrado, que es la mas sencilla de 
todas las figuras (n.0 80.). — E n este supuesto, basta hacer en 

la igualdad anterior ABGD = 1, ab = 1 , ad = í ; 

para obtener ABCD = AB x AD; 

L . C. D. D. 

Advert. No se debe sin embargo olvidar que la igualdad 
precedente, para tener sentido, exige que la base y la altura 
del rectángulo se refieran á una misma unidad lineal, con lo 
cual el rectángulo se referirá al cuadrado construido sobre la 
misma unidad. 

N.0 214. GoRotAaios. — Siendo un paralelógramo equi­
valente á un rectángulo de la misma báse y de la misma altu­
ra (n.0 210.), resulta que 

Todo paralelógramo tiene también por medida el pro~ 
duelo de su base por su a l tura ; — ó bien que 

E l área de un paralelógramo es iguyl a l producto de su 
base por su altura. 

L\ieg&-~ Dos paraleló gramos de l a misma base son; pro­
porcionales á sus alturas; — y vice versa. 



DETERMINACION DE LAS ÁREAS. 159 

TEOREMA ¡Í, 

N." 215. E l área de un triángulo es igual á la mitad 
del producto de su base por su a l tura ; 

Porque todo triángulo (n .02 l l . ) es la mitad de un parale-
lógramo de la misma base y de ta misma altura. 

COROLARIO 1.° Las áreas de dos triángulos de la misma 
base, son entre si como sus a l turas ; — y vice versa. 

COROLARIO 2.° E l área del trapecio ABGD {fig. 54) es 
igual al producto de la semisuma de las bases, AB, Cdfpor 
su altura ÍK ó MN, — ó bien — a / producto de su altura 
1K por la recta E F tirada á igual distancia de dichas bases. 

tín efecto, ese trapecio consta de dos triángulos, CAB, BCD: 
en virtud del último teorema espuesto, tenemos 

luego 

A R r n AB x I K . C P x I K AB + CD . ABGD = - - = - x | K ; 

AB + CD 
2 

y como además se ha probado (n.0 81.) que E F 

resulta también A BCD = I K x E F . 

COROLARIO 3.° Podiendo siempre un polígono descompo­
nerse en cierto número de triángulos (n.0 83.), resulta que 

L a medida ó área de un polígono cualquiera es igual á la 
suma de las áreas de todos los triángulos de que consta. 

Refiriéndose casi siempre á la del triángulo la valuación de 
las varias ostensiones superficiales, puede ser útil conocer a l ­
gunas otras espresiones de su á rea . Demoslrarémos, pues, 
con ese objeto los teoremas siguientes. 

TEOREMA I I I . [ E i g . íA^.) 

N." 216. E l área de un tr iángulo, ABC, es i g u á l a l a 
mitad del producto de su per ímetro por el radio del circulo 
inscrito. 
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Sea O el centro del círculo inscrito (n.0 127.). —Bájense 

desde ese punto las OD, O E , O F , respectivamente perpendi­
culares á los lados A B , BG, AC, y tírense las rectas AO, 
BO, CO. 

Esto supuesto, se tiene evidentemente 

ABC = A O B - h C O B 4- AOG ; 

pero (n.0 215.) 

Am) A B x O D B C x O E A C x O F 
A O B = = — , GOB = — , A O C = — ^ — ; 

luego, á causa de ser OD = OE = O F , 

tendremos 
(AB + BGH-CA)XODí 

AOB 

L . C . D . I ) . 

ESCOLIO. Designemos, para abreviar, por s el área del 
triángulo, por a, bt c, sus tres lados, y por r el radio del c i r ­
culo inscrito; la igualdad anterior loma la forma 

a- \ - b -he 
¿ - 9 x r -

espresion fácil de retener, y que, dando además 

2s 
a -h h -h c ' 

conduce á este otro teorema: 
E l radio del circulo inscrito á un triángulo tiene por va­

lor mmérico el cociente del duplo del área del triángulo d i ­
vidido por su perímetro. 

TÜÜHEMA \ \ . { F i g . 141.) 

N.0 217. E l área de un tr iángulo, ABG, es igual al co­
ciente de la división del producto de sus tres lados por el 
duplo del diámetro del circulo circunscrito. 

Sea 0 ' el centro del círculo circunscrito (n.0127.); tírese 
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el diámetro CO'D, y la cuerda AD; y sea además CH la altu­
ra del triángulo. 

Los dos triángulos CAD, CHB, son rectángulos, uno en A 
(n.0123.), y otro en H ; además, los ángulos en D y en B son 
iguales como inscritos á UQ mismo segmento ADBG (n." 126.). 
Teniendo pues estos triángulos dos ángulos iguales, son seme­
jantes (n.0 193.); y, comparados sus lados homólogos, dan 

CD : CB : : AG : CH ; 

/,ri CB x AC 
de, donde CU = — ^ — • 

Ahora bien, tenemos (n.0 215.) 

poniendo pues en esta espresion en vez de CH su valor arriba 
obtenido, resulta 

4Dn A B x C B x A C 
A B C = 2CD ; 

C. D . D . 

KSCOLIO. Conservando las mismas notaciones del número 
precedente, con solo la diferencia de designar por r ' , en vez 
de r , el radio del círculo circunscrito, tenemos 

a x f t x c 
s = — — — ; 

de donde 
a x b x c 

4s 

lo cual significa que 
E l radio del circulo circunscrito á un tr iángulo tiene por 

espresion el producto de los tres lados de este dividido por 
el cuadruplo del á rea del mismo. 

Mas adelante daremos á conocer otras espresiones del área 
del triángulo. 

N." 218. ESQOLIO GENERAL sobre 'las áreas de las figuras 
rectilineas-

Ahora podemos ya esplicar el sentido de ciertas denomi-
11 
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naciónos usadas en Geonwlría [véase, en el n.0 3.°, la nota oí 
pie de la página.) -

Llámanse dimensiones de un rectángulo su base y su a l ­
tura; y por eso se dice que 

Un rectángulo tiene por medida' el produelo de sus dos 
dimensiones; ó que — E l área de un rectángulo es igual al 
producto de sus dos dimensiones. 

De aquí proceden las denominaciones de GEOMETUÍA de 
dos dimensiones y GEOMETRÍA de tres dimensiones, dadas á 
las dos partes principales de esta ciencia (n.0 23 . ) ; porque en 
efecto uno de los principales objetos de la primera parle es la 
medida de la estemion con dos dimensiones [la línea es la es­
tén sion con solo una dimensión], mientras que la segunda, 
como veremos mas adelante, para dar la valuación de un cuer­
po, exige el conocimiento de otra tercer dimensión. 

Las dos dimensiones de un rectángulo se llaman también 
sti longitud y -su latitud, recibiendo ordinariamente la mayor 
el nombre (k longitud. 

En el paralelógramo, las dos dimensiones no son dos la­
dos consecutivos, sino uno de los lados elegidos por bases, y 
VA perpendicular á él. Por bases se eligen ordinariamente los 
lados m o í / o m , que entonces representan h longitud, mien­
tras la perpendicular representa la latitud. 

Las dos dimensiones de un triángulo son, el lado tomado 
por base, y la mitad de la altura.—- Las á ú trapecio son la 
altura, y la recta tirada á igual distancia de las bases. 

Cuando el polígono es enteramente irregular, no puede for­
marse idea clara de sus dos dimensiones tomadas separada­
mente.—Haciendo, como hemos visto mas arriba, la adición 
de los números que espresan las áreas de los triángulos en 
que se descompone el polígono, se obtiene un resultado que 
representa el producto efectuado de las dos dimensiones (*). 

(*) Se puede rodear al polígono un rectángulo, de modo que cada 
lado de este toque á un vértice de aquel, como manifiesta la fig. 142; 
y entonces suele llamarse, en Geometría prddica, longitud del polí­
gono á la dimensión mayor del rectángulo, y latitud á la menor. Pero 
estas denominaciones son impropias, porque el producto de las dos 
líneas escede evidentemente al área del polígono.-

Para obtenerla, se necesita quitar de la del rectángulo LMNP que 
envuelve al polígono, las partes escedentes ABGL, CDEM, ENF,. . . , 
que por medio de perpendiculares bajadas á los lados del rectángulo, 
se reducen/ó á triángulos como APK, ABI, . . . , ó á trapecios, como 
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La operación que tiene por objeto determinar el área de 

una superficie cualquiera, se reduce en último resultado á una 
valuación en cuadrados unitarios, y se llama por eso CUA* 
PRATURA. 

Aquí es ocasión de osplicar, como en el nuevo sistema de 
medidas de superficie, por ejemplo, en las medidas agrarias, 
los múltiplos y los sub-múltiplos de la unidad principal se, 
hacen 100 veces mayores ó menores que dicha unidad, cuan­
do las dimensiones lineales se hacen solo 10 veces mayores ó 
menores que la unidad lineal. 

Valiendo el metro 10 decímetros, resulta que el metro 
cuadrado debe vafer 10 x 10, ó 100 decímetros' cuadrados;. 

Por. lo mismo, el decímetro cuadrado vale 100 centíme­
tros cuadrados; e tc . . 

E l ara ó decámetro cuadrado, equivale á 100 metros 
cuadrados; — Xz hectara á 100 x 100, ó 10000 metros cua­
drados. 

Y así sucesivamente. 
Diremos en fin que las palabras rectángulo y cuadrado, 

usadas en las diversas partes de las matemáticas, traen su 
origen de la geometría; y son, como ya se sabe, sinónimas 
de producto de dos números, y segunda potencia de un n ú ­
mero, porque en efecto estos dos productos representan en 
unidades cuadradas la superficie de un rectángulo ó de un 
cuadrado. 

§ V . Comparación de las áreas. 

Coinenzarémos por establecerlas relaciones que existen 
entre las áreas de las figuras semejantes. 

Relaciones entre las áreas de las figuras semejantes. 

LEMA. [ F i g . 143.) 

N.0 219. Las áreas de dos tr iángulos, ABC, ADE, que 
tienen un ángulo igual A, son proporcionales á tos rectángu­
los de los lados que forman dicho ángulo. 

1BCL,... Este medio de valuar el área de un polígono es el único que 
puede emplearse en ciertas cirGunslancias; por ejemplo, cuando se 
frata de medir la superficie de un bosque, estanque, lago, etc. 
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Después do haber superpuesto los ángulos iguales, tírese 

la B E ; los triángulos ABC, A B E , se pueden considerar como 
qfue tienen por bases respectivas los lados AC, A E , y por a l ­
tura la perpendicular bajada sobre AC desde el vértice común 
B ; luego (n.0 215., coroL 1.°) son proporciooales á sus bases, 
y dán 

ABC : A B E : : AC : A E . 

Comparando del mismo modo los triángulos A B E , A D E , 
tendremos 

A B E : A D E : : AB : AD. 

Multiplicando ahora ordenadamente estas dos proporcio­
nes, y suprimiendo en los dos términos de la primer razón el 
factor común A B E , resulta 

ABC : ADE : : AB x AC : AD x A E ; 
L . C . D. I ) . 

Advert. La reciproca no es cierta. 

COROLARIO. Si sucede que después de la superposición de 
los dos triángulos, resulte el lado D E del uno [fig. 144) pa­
ralelo al BC del otro, el tr iángulo A B E es entonces medio pro­
porcional entre los triángulos ABC, A D E . 

En efecto, en este caso tenemos (n.0183.) 

AB : AD : : AC : A E ; 

y las dos primeras proporciones del lema precedente tienen 
común una razón, y dán 

*ABC : A B E : : A B E : A D E . 

TEOREMA I . { F i g . 145.) 

N." 220. Las áreas de los t r iángulos semejantes ABC, 
A'B'C7, son proporcionales á los cuadrados de sus lados ho­
mólogos. 

En efecto, siendo equiángulos esos triángulos (n.0 187.), 
tenemos; en virtud del lema precedente, 

ABC : A ' B ' C : : A B x AC : A ' B ' x A ' C ; 
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pero como además (n.0 187.) 

AG : A ' C : : AB : A ' B ' , 

multiplicando estas dos proporciones ordenadamente, y supri­
miendo en los antecedentes el factor común AC y en los con­
secuentes el A ' C , resulta 

ABC : A ' B ' C : : AB^ : A'B'2. 

ESCOLIO. Sean AD, A'D' , las alturas de los dos triángulos. 
Los triángulos rectángulos ABD, A 'B 'D ' , son también semejan­
tes, por ser equiángulos, y dán 

AD : A'D' : : AB : A ' B ' ; 
y AD2: A'D'2 : : AB2 : A'B'2; 

de donde se deduce, comparando esta proporción con la ante­
cedente, 

A B C ' : A ' B ' C : : AD2 : A'D'2. 

Así pues,—Las áreas de dos triángulos semejantes son 
entre s i como los cuadrados de su altura. 

TEOREMA I I . [ F i g . 126.) 

N.0 221 . Los perímetros de ios polígonos semejantes 
ABCDEF, A'B'C'D'É'F', son entre sí como sus lados homólo­
gos; — y —Sus áreas son proporcionales á los cuadrados de 
los mismos lados. 

Tenemos primero, á causa de la semejanza de los polígo­
nos (n.0 196), 

AB : A ' B ' : : BC : B ' C : : CD : C'D' : : DE : D ' E ' : : . . . ; 

de donde, en virtud de la teoría de las proporciones, 

AB -f- BC 4 - C D + D E - f - . . . AB 

A ' B ' - h B ' C ' + C ' D ' H - D ' E ' - í - . . . ~ A ' B ' ; 

ó p m W r o ABGDE. . . '.perímetro A ' B ' C ' D ' E ' . . . : : AB : A ' B ' ; 

lo cual demuestra la parte primera de la proposición. 
En segundo lugar, los polígonos, según su definición (u.0187.), 
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están compuestos de triángulos semejantes, que , comparados 
entre sí, guardan respectiva mente la misma razón , que es la 
de los cuadrados de los lados homólogos; de aquí resulta, eu 
virtud de las propiedades de las proporciones, que la suma de 
los triángulos que constituyen el primer polígono, ó lo que es 
igual, su área, es á la suma de los triángulos que constituyen 
el segundo polígono, ó á su área, como son entre sí los cua­
drados de sus lados homólogos; de modo que se tendrá 

A B C D E F : A ' B ' C ' D ' E ' F ' : : AB2 : A'B/2. 

COROLARIO. Las áreas de las figuras semejantes son 
proporcionales á los cuadrados de sus lineas homóloqas 
(n.0199). 

TEOREMA l l i . 

N.0 222. Cuando las lineas homologas de dos figuras 
semejantes son proporcionales á las lineas homologas de 
otras dos figuras semejantes [entre s í , -aunque no lo sean á 
las primeras], las áreas de las cuatro figuras son proporcio­
nales; — y reciprocamente. 

Sean A, B , las dos primeras figuras, y «, b, dos de sus l í­
neas horaólogas; tendremos (n.0 221.) 

A : B : : a2 : b*. 

Sean igualraeule C, D, las otras dos figuras, y c, d, dos 
de sus líneas homologas; también tendremos 

C : D : : c2 : í /2 ; 

pero, por hipótesis, a : b : : c : d ; 
de donde al¿ : h*2 : : &1 : rf2; 
luego A : B : : C : D. 

Reciprocamente, si CUATRO figuras seraejaules de dos en 
dos, están ligadas por la proporción 

A : B : : C : D, 
como tenemos A : B : : a2 : 63, 
y G : D : : c2 : ^ 
resulta o h 62 : : c2: á2; 
de donde a b : : c : d. 
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Advert. La proposición se verifica también cuando lodas 

las cuatro figuras son semejantes entre sí. 

COROLARIO, Si tres figuras son semejantes, y una linea de 
la una es media proporcional entre las líneas homologas de 
las otras dos, el área de la primer figura será mediapropor-
cional entre las áreas de las otras dos; — y reciprocamenle. 

Comparación de los cuadrados construidos sobre ciertas 
lineas. 

TEORKMA I V . [F ig . 146.) 

N.0 223. E l cuadrado BCED construido sobre la hipote­
nusa BC cíe un t r iángulo rectángulo ABC, es equivalente h la 
suma de los cuadrados A B F G , A C I K , construidos respecti­
vamente sobre los catetos AB, AC. 

Este teorema en el fondo es igual al del n.0 204.; pero su 
importancia y su fecundidad han hecho buscar demostracio­
nes fundadas únicamente en la igualdad y equivalencia de las 
figuras. Nos reduciremos á dar aquí la que generalmente se 
admite en los Tratados de Geometría. 

Suponiendo construidos los cuadrados hacia la parte este-
rior del triángulo ABC, bajemos desde el vértice A del ángulo 
recto, una perpendicular ÁL á la hipotenusa, y prolonguémos­
la hasta encontrar á DE en M: con esto el cuadrado BCED re­
sulta dividido en dos rectángulos BDML, L C E M . Tiremos ade­
más las rectas AD y C F . 

Esto supuesto, los ángulos ABD, F B C , son iguales, como 
compuestos de un ángulo recto y de una parte común ABC; 
además, las líneas AB y B F , BC y BD, son iguales por ser de 
(los en dos lados de un mismo cuadrado; luego los triángulos 
BAD, B F C , son iguales (n." 63 . , 2.° caso). 

Ahora bien, el triángulo BAD es la mitad del rectángulo 
BLMD (n.0 211.), porque ambos tienen la misma base BD y la 
misma altura B L ; y el triángulo BFC es la mitad del cuadra­
do ABFG, por tener la misma base B F , y la misma altura A B ; 
luego 

BLMD = A B F G . 

Firando las rectas A E , B I , se probaria del mismo modo que 
LMEC = A C I K ; 
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y como el cuadrado BDEC equivale á B L M D - + - L M E C , re­
sulta finalmeole cuadrado JSDEC = cuadrado A E F G - l - cMa-
drado A G I K ; L . C . D . D . 

COROLARIO 1.° E l cuadrado MNPQ [fig. 147) construido 
.sobre la diagonal BD [ó AC] de otro cuadrado ABCD, es du­
plo de este: 

Esta proposición se comprueba fácilmente en vista de la 
ligura. — En ^efecto , los cuatro cuadrados AOBM, BOCQ, 
AODN, DOCP*, son iguales, y respectivamente dobles que los 
triángulos A O B , BOC, AOD, DOC, cuya suma es igual al 
cuadrado ABCD. 

COROLARIO 2.° Acabamos de ver que los cuadrados ABFG, 
A C I K ( /^ . 146), son respectivamente equivalentes á los rec­
tángulos BLMD, LMEG; además , estos rectángulos y el cua­
drado BCED tienen por altura común la recta B D ; luego, en 
virtud del lema demostrado en el n.0 212., son entre si como 
sus bases B L , L C , BC. Por consiguiente, existe la relación 

AB2 : A D : BC2 : : B L : LC : BC. 

COROLARIO 3." De ser los cuadrados A B F G , A C I K , equi­
valentes á los rectángulos B L M D , LMEC, se deduce íambien 
separadamente (n." 213.) 

AB2 = BC x B L , AC2 = BC x L C , 

y de aquí las proporciones 

BC : AB :: AB : B L . BC : AC : : AC : L C ; 

que, unidas á la relación del corolario precedente, reproducen 
la tercera parte del teorema del n.0 203. , y la proposición que 
sirve de corolario al n.0 204.—Asi se viene á parar por otros 
caminos á las propiedades ya demostradas. 

COROLARIO 4.° En fin, si sobre los tres lados de un trián­
gulo rectángulo ABC, se suponen construidos tres polígonos 
semejantes entre s i , siendo estos proporcionales á los cuadra­
dos de sus lados homólogos (n.0 221.), y existiendo entre sus 
lados la relación 

BC2 = AB2 -f- AC25 

resulta que 



COMPARACION DE LAS ÁREAS. 160 
El polígono construido sobre la hipotenusa es equivalente 

á la suma de los polígonos construidos sobre los catetos. 
Las dos fórmulas de álgebra 

[p -{ -q f + -t-Zpq, [p — q)*=p2-)-q* — 2pq, 

que han servido de base á las demostraciones del n.0 206., y 
esta otra 

[p-hq] [ p — q ] ^ p t - f , 

que también es conocida, cuando se traducen al lenguage geo­
métrico, dán lugar á nuevos teoremas sobre las áreas, con los 
cuales terrainarémos este párrafo. 

TEOREMA V . { F i g . U S . ) 

N.0 224. E l cuadrado construido sobre la s ima ó l a d i ­
ferencia de dos lineas es equivalente á la suma de los cua­
drados construidos respectivamente sobre las mismas lineas, 
mas ó menos el duplo de su rectángulo. 

La sola inspección de la figura-es casi bastante para reco­
nocer la verdad de esta proposición. 

Sean en primer lugar, A E la mayor de las rectas, y E B 
la mas pequeña; construyanse los cuadrados A E I G , ABCD; 
después prolongúese la E l hasta su encuentro en F con CD. 

El cuadrado construido" sobre AB, suma de las dos líneas, 
se compone evidentemente de los cuadrados A E I G , I K C F , 
construidos sobre la linea AE y sobre la línea 1 K = E B , y ade­
más de los rectángulos B E I K , G1FD, que tienen por bases 
respectivas G I = A E , E I = A E , v por alturas G D = E B , 
JK ~ E B . 

Tenemos pues 

cuadrado AB —cuadrado AE + cuadrado EB + 2. rect. A E X E B ; 

lo cual demuestra el primer caso de la proposición. 
En segundo lugar, sean AB la línea mayor, y B E la me­

nor, siendo por lo tanto A E su diferencia: construyase la 
misma figura de antes, con solo agregarle á la parte eslerior 
un cuadrado GDLiM igual á ] K € F . 

Esto supuesto el cuadrado A E I G es igual al cuadrado 
ABCD, mas el cuadrado G D L M , menos los dos réctángu-
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los E B C F , M I F L . Eslos rectángulos lienen por bases respec­
tivas F E = : A B , l M = G K = y \ B , y por alturas B E = I K - = 1 F ; 
luego finalmente, 

cuadr. AE = cuadr. AB + cuadr. E B — i veces rect. AB X Blí; 

lo cual demuestra el segundo caso. 

TEOREMA V I . { F i g . 149.) 

N." 225. E l rectángulo construido con la suma y la 
diferencia de dos lineas, es igual á la diferencia de los cua­
drados construidos con cada una de ellas. 

Sean AB la linea mayor, B E — B E ' la menor, de modo 
que A E represente la suma de las dos, y A E ' su diferencia. 
Construyase sobre A E como base, y ' A G = A E ' por altura e! 
rectángulo AENG, y el cuadrado ABGD; levántese además la 
perpendicular E ' I F , que dá el cuadrado A E ' I G . 

Esto supuesto, los dos rectángulos B E N K , G1FD, son igua­
les por tener la misma base y la misma altura , á saber: 
BK = AG = G I = A E ' , E B — E ' B = ÍK = D G ; de donde 
se sigue que el rectángulo' AENG es equivalente á la figura 
DF1KBA. Pero esta es la diferencia de los cuadrados eons-
truidos sobre AB y sobre I K ^ B E ^ B E ; luego tenemos 

rectángulo" A E ^ B = cuadrado AB — cuadrado B E ; 
L . C . D. D. 

CAPITULO 11. 

DE LA ESTENS10N EN LAS FIGURAS CIRCULARES. 

Este capitulo tendrá tres párrafos, á saber: — 1,° — la 
teoría de las líneas ;;ro/wmo«a/e5consideradas en el circulo; 
—2.°—la valuación de los lados y las áreas de los polígo­
nos regulares; — 3.° — la medida del circulo bajo el doble 
aspecto de su estension lineal y de su es tensión super/iciaL 
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§ í. De las lineas proporcionales consideradas en el circulo. 

TEOREMA 1. [F ig . 150.) 

N.0 226. Los segmentos de dos cuerdas A A ' , B B ' , que 
se cortan en un punto P interior á un círculo^ son inversa­
mente proporcionales: 

[Lo cual significa que los segmentos de una de las cuer­
das forman los estreñios de una proporción cuyos medios son 
los segmentos de la otra.] 

Tirando las cuerdas auxiliares A B , A ' B ' , se obtienen dos 
triángulos, PAB, P A ' B ' , semejantes entre si por tener los án ­
gulos iguales (n.0 193.), 1.° en P, 2.° en A y en B ' , 3.° en A ' 
y en B (n.0122.) 

Comparando pues sus lados homólogos, se forma la pro-

porQion AP : PB ' :: PB : PA' ; L . C . D. D . 

ESCOLIO 1.° Si una de las dos cuerdas es un diámetro 
A A' [fig. 151), y la otra cuerda B B ' , le es perpendicular, 
como entonces se tiene BP — P B ' (n.0105.) la proporción se 
transforma en esta otra 

A P : P B : : P B : B A ' . 

La recta PB perpendicular al diámetro AA' toma el nom­
bre des?* ordenada. De donde resulla que, 

E n el circulo, toda ordenada á un diámetro es medio 
proporcional entre los dos segmentos de este. 

Esta propiedad puede también deducirse de las de los 
triángulos rectángulos; porque juntando los puntos A , A ' , 
con el punto B , se forma un triángulo ABA' rectángulo en 
B (n.0 123.); que da la proporción (n.0 203, 2.°) 

AP : P B :: PB : P A ' . 

ESCOLIO 2.° E l mismo triángulo rectángulo ABA' da 
(n.o203, 3.°) la proporción 

A A' : A B AB : A P ; 

la cual nos dice que—Toda cuerda tirada por el éslremo 
de un diámetro, es media proporcional entre su proyección 
sobre él (n.0 205.) y el mismo diámetro entero. 
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TEOREMA 11. [ F i g . 152.) 

N.0 227. Dos secantes PA, PB, que parten de un mismo 
punto P esterior á un circulo, son inversamente proporcio­
nales á sus parles estertores. 

Tírense, como en el teorema precedente, las cuerdas AB' 
y B A ' : los dos triángulos PAB' PBA' , semejantes por tener 
común el ángulo P, é iguales los ángulos A yB(n.0122. ) , dán . 
la proporción 

PA : PB :: PB' : PA'. 

[Una de las secantes y su parte esterna forman los estre­
ñios, y la otra secante con su respectiva parte esterna forman 
los medios.] L - C. D . I ) . 

Advert. Ksta propiedad está en armonía con la del escolio 
del número 144. 

TEOREMA 111. [F ig . 153.) 

M.8 228. Si una secante PA y una tangente PB parten de 
un mismo punto P, 

L a tangente es media proporcional entre la secante ente­
r a y su parte esterna. 

Este teorema, propiamente hablando, no es mas que un 
caso perticular del precedente, en que los dos puntos B , B ' , 
de la secante PB, vienen á confundirse en uno solo {véase 
el n.0110.). 

Pero se demuestra directamente tirando las cuerdas A B , 
A ' B . — E n efecto, asi resultan dos triángulos PAB, PA'B, . 
que son semejantes por tener el ángulo P común y los ángu­
los en A y en B ¡guales (números 122., 124.); y dán la pro­
porción 

P A : P B : : P B : PA'. 

ESCOLIO. Hay un caso muy notable en la proposición que 
acabamos de demostrar. 

Supongamos que la secante PA [fig. 154) pase por el cen­
tro del círculo, y que la tangente PB sea igual al diámetro, 
es decir, que sea P B — A A ' ; la proporción anterior se con­
vertirá en esla otra 

PA : A A' :: A A ' : PA ' ; 
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en cuyo caso se dice que la recta PA eslá dividida en el pun­
to A'EN MEDIO Y ESTREMO (*), es decir, en dos segmentos, 
uno de los cuales [que necesariamente es el mayor] es me­
dio proporcional entre la recta entera y el otro segmento 
menor. 

Además, la proporción anterior dá (n.0 184.) 

A A ' : PA — A A' :: P A ' : A A ' — PA' , 
ó A A ' : PA ' :: PA' : A A ' — PA' . 

Si se loma pues en PB una distancia PA" — PA', lo cual 
[á causa de ser A A ^ P B ] , dá 

A A ' — PA' = PB P A " = A " B , 
resulta PB : PA" :: P A " : A " B . 

Donde se ve que la recia PB está también dividida en me­
dio y es tremo en el punto A " . 

Observación sóbrelos tres teoremas precedentes. 

N.0 229. Las proporciones que resultan de los enunciado* 
de esas proposiciones dán lugar á las igualdades 

PA x PA' = PB x PB ' , y PA x PA ' = PB2, 

y de aquí se infiere que las tres pueden comprenderse en un 
solo enunciado: 

E l producto de las distancias de un punto constante P, 
interior ó esterior á un circulo, á dos puntos del mismo c i r ­
culo, tomados en la misma dirección, es un número cons­
tante, cualquiera que sea la dicha dirección. 

[El caso de la tangente se halla implícitamente compren­
dido en este enunciado, pues basta suponer los dos puntos 
reunidos en uno solo.] 

Este modo de agrupar Jos tres teoremas permite también 

( ) La locución usada generalmente de división en media y es-
"ewa RAZÓN, proviene de una alteración en el testo de Eucíides, 
como se demostrará en otro Tugar ; por eso restablecemos aquí la 
denominación lógica de dicha división. 
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dar un onnnciado mas conciso de sus recíprocas, que son 
consecuencias necesarias del n." 21. ' : 

I.0 Si cuatro puntos A y A' , B y B ' (fig. 150,152, 153), 
están situados de dos en dos sobre dos rectas que pasan por 
un mismo punto P, de modo que se tenga 

P A x P A ' ^ P B x P B ' , 

esos cuatro puntos pertenecen ó una circunferencia de circulo. 
2.° Si dos puntos, A, A ' , están situados en una recta que 

pasa por un punto P, y otro punto B situado^ en una segun­
da recta que pasa por el mismo punto P, 'de modo que se 
tenga 

P B ^ P A x P A ' , 

los tres puntos se hallan colocados en tina misma circunfe­
rencia tangente á la recta PB en el punto B ; — ó bien tam­
bién, el circulo que pasa por el punto A, y es tangente á la 
recta PB en el punto B pasa también por el punto A' . 

TEOREMA I V . [F ig . 155.) 

N." 230. En todo cuadrilátero inscriptible ABCD, el rec­
tángulo de las diagonales es igual á la suma de los rectán­
gulos de los lados opuestos [es decir que 

AB x Cl)== AC x BD-f- AD x B C ] . 

En electo, tiremos por el punto G una recta C E que for­
me con CA el ángulo AGE igual á el ángulo BGD; y tendre­
mos también 

ángulo ECB = ángulo ACD. 

Esto supuesto, vemos que se forman aqiUÍ dos triángulos, 
C E A , GBD, semejantes entre si por tener dos ángulos igua­
les, a saber: los ángulos AGE, DCB, iguales por construcción, 
y lo mismo los C A E , GDB (n.0 122.). 

De donde se infiere, comparando los lados homólogos, 

AG : G D : : A E - B D ; 

^ de aquí G l ) x AR = AC x BD. 
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La comparación de los lados homólogos en los triángulos 

semejantes BEG, ADC, daría igualmente 

AO : CD :: BE : C B ; 

y de aquí C l ) x B E = AD x CB. 

Si ahora se suman, miembro á miembro, las igualdades 
recien obtenidas, resultan 

C D x A E - f - C D x B E ^ A C x B D - f - A D x B C . 

ó CD x AB = AC x Bl) -í- AD x BC; 

C. D. D . 

N.0 231 ESCOLIO. — Este teorema es susceptible de una 
multitud de aplicaciones: las principales son las siguientes: 

1.0 Hallar la cuerda AB de la suma de dos arcos AC 
CB, conociendo las cuerdas de es los. 
m V n 1 í0. abreviar' "amaremos a, b, c, á los tres lados B C , 
AC, AB, del triangulo ABC (*), v r al radio del círculo c i r ­
cunscrito; tírese el diámetro COC' = 2r , y las cuerdas A C 
BC7 [que pueden llamarse suplementarias, por subtender los 
V r ^ u n F ' BC/ ' (Iue'son suplementos respectivos de los 
AC, BCJ. 

Esto supuesto, el cuadrilátero inscrito A C B C dá , en v i r ­
tud del teorema precedente, 

. A B x C C ' ^ A C x B C ' - i - A C ' x C B ; 

pero, de los triángulos C A C , C B C , rectángulos en A v en B 
(n.ü123.), se deduce-(n.o 204.) y 

A C ' ^ v / C C ' 3 - A C 2 , B C ' = v / C C ^ - B O ; " 

ó, .á causa de ser C C = 2r , AC = 6, BC = a , 

A C = s/Aî irvr B C = v'4r2_ft2:-

un hiñn! í1 se(í^ereu^presentar poruña sola letra cada lado de 
de nf í 8 i' 65 costumbre Ponerles las letras minúsculas respectivas 
"oVáng'Sos AS BPUceSl0S-~Asi a' 6' c' Asignan los lados opuestos á 
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lueso la Igualdad de arriba se convierte en 

c x 2r = 6 . vAr2 — a2 -f- a . v^r2— 62; 

de donde (1) c = ^ . \/4r2 - a2 - h ^ . \ /4 r2-62 . 

fórmula que determina el valor numérico de c, en función de 
a, 6 y r : [falla solo efectuar las operaciones aritméticas i n ­
dicadas en el segundo miembro]. 

2.° M / a r /a cweríto, AB = c [fig. 156), ^ Í/W /̂O rfe un 
arco, conociendo la cuerda, W * = a, de dicho arco. 

Basta para esto suponer h—a, en la fórmula precedente, 
que entonces dará 

t r = ¿ - . v / ^ - a 2 - * - - . v /4 r2-a2 , 

ó simplificando. 

(2) ' c = ~ • ^ 4 ^ —a2 

3.° //a//ar /a cuerda de la mitad de un arco, conocien­
do la del arco entero. 

Puesto que c es la cuerda del arco duplo, y a la cuerda 
del arco simple, todo se reduce á resolver ía igualdad (2) con 
relación á a. 

Pero puede obtenerse el mismo resultado por medio de la 
fig. 156.—Porque en efecto, el triángulo C B C , dá 

C B 2 = C I x C C (n.0 226., escol. 2.°). 

Ahora bien, C I = O C - O I = = O G - v / 0 B 2 - B l 2 (n.o 2 0 4 . ) ; 

de donde C l = r - y r2 - j | á causa de ser = ^ 2 I' 

Luego a2 = 2r - y / r 2 — j ^ ) = 2r2 — r ^ 4r2 — c2; 

y por consiguiente, 
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(3) a = \ / 2 r 2 — r ^ d r a — 

No llevaremos mas adelante estas aplicaciones, que presen­
tan algunas dificultades algebraicas; pero recomendamos a los 
jóvenes habituados á esta clase de cálculos, el que despejen 
en la fórmula ( l ) , ya sea la cuerda «, ya la ¿, para obtener la. 
cuerda & ó b de la diferencia de los dos arcos, por medio 
de las cuerdas c y b ó a de los mismos. 

Se puede también, suponiendo conocidos a, b, c, deter-; 
minar á r ; lo cual dá entonces el valor numérico del radío 
del circulo circunscrito á un triángulo por medio de sus 
tres lados. 

N.0 232. ESCOLIO GENERAL,— Las cuestiones tratadas en 
este párrafo, y en algunos del capitulo precedente, pueden 
considerarse como base de la geometría analí t ica, porque su­
ministran, bajo una fórmula general, relaciones numéricas 
entre líneas conocidas y lineas desconocidas. 

Se ve además que, conteniendo radicales muchas de estas 
espresiones, las líneas desconocidas deben en general ser i n ­
conmensurables con las líneas dadas. 

Así es, por ejemplo, como hallándose representado por 1 
el lado de un cuadrado, está su diagonal representada por \J2 
(n.0 204., coro/.); lo cual prueba que 

L a diagonal de un cuadrado es inconmensurable con su 
lado. 

Se obtiene también este último resultado por una simple 
aplicación del teorema relativo á la tangente (n.B 229.). 

Sea, en efecto, el cuadrado ABDG (yty. 157), en el cual 
suponemos A B = 1 , Describamos desde A como centro, y con 
ABpor radio, una semi-circunferencia que encuentre á AI) 
prolongada en los puntos E , F . 

C) Esta espresion puede también transformarse en 

v A ( ' + i ) - \ A ( r + 5 > 
porque elevando una y otra ai cuadrado, resulta igualmente 

2r2—r v/V2—c2. 
12 
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Se tiene (n 

de donde 

Luego 

DE : DB : : DB 

24-DE 

^ 2 = A D 
2 + D E 

2H- DE 
2 

2-f-DE 
e l e , ele. 

Aquí se ve que siempre quedará un residuo, por mucho 
que se prolongue la operación, pues el valor de AD está re­
presentado por una fracción contima periódica. Por consi­
guiente, es ¡conmensurable la razón entre AD y AB. 

Advert. Es de observar que la demostración anterior su­
ministra un medio yeométrico de desarrollar en fracción con­
tinua el número inconmensurable ^ 2 . 

Pronto tendremos ocasión de encontrar otras lineas nota­
bles que están con la unidad en razón inconmensurable. 

§11. Yaluaciou de los lados y de las áreas de cualesquiera 
polígonos regulares. 

Observación preliminar. —Algunas de las proposiciones 
que forman parte de los párrafos siguientes, son mas bien 
problemas cuya resolución se espone, que teoremas cuya de­
mostración se dá, pues tienen por objeto especial la determi­
nación de ciertas cantidades desconocidas por medio de otras 
conocidas y dadas. Pero como son problemas teóricos, les da­
remos la forma ordinaria de los teoremas. 

TKOREMA I . [F ig . 81.) 

N." 233. E l área de un polígono regular cualquiera 
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ABCDEF es igual á la mitad del producto de su perímetro 
por su apotema OG, que es el radio del círculo inscrito. 

En efecto, los triángulos ¡guales é isósceles OAB, OBC, 
OCD,... (n.0 132.), dan 

on 
OAB =- AB 

OBC U BC x 

2 

QG 
9 

OG 
OCD = C D x ^ L .. . ( f í o m ) ; 

luego área ABCDEF = (AB -+- BC + C D + . . . ) x ~ , 

1 
ó, para abreviar, A = - P x i l ? 

representando A el área del polígono, P su perímetro, y R el 
radio del círculo inscrito. 

ESCOLIO. Sea 11 el radio del polígono (n.0 132.), n el n ú ­
mero de sus lados, y a un lado cualquiera". 

E l triángulo OGA dá OG *4 \/'0¡& —AG2 (n.0 204 . ) ; de 
donde empleando las notaciones convenidas, y observando'que 

AB a 
AG = — - == - , 

resulta r = \ / ^ 2 " ~ 

Tenemos además P == n . a ; 

luego A . = — • 

lo cual nos dá la espresion del área de un polígono, cuando se 
conocen el radio, el lado, y el número de estos. 

TEOREMA I I . 

N.0 234. Los périmetros de dos poiigonos regulares se-
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mejantes son proporcionales á los radios de los círculos ins­
critos & circunscritos;—y—Sus áreas son proporcionales 
á los cuadrados de los mismos lados. 

Ya vimos (n.0 200.) que los polígonos regulares de un 
mismo número de lados son figuras semejantes. 

Reciprocamente: Para ser semejanles dos polígonos regu­
lares deben lener \m mismo número de lados; porque si el 
número de lados fuera diferente, no serían los ángulos del un 
polígono iguales á los del otro (n.0133.); lo cual implicaría 
contradicción con la propiedad del n.0196. 

De aquí se infiere que los ángulos en el centro, lo mismo 
que los ángulos de la base, son iguales respectivamente en los 
dos polígonos; luego los triángulos isósceles que tienen sus 
vértices en los centros de dichas figuras, son respectivamente 
equiángulos y semejantes; y por lo tanto los radios de los cír­
culos inscritos y circunscritos son líneas homologas. Aplicando 
pues á estos polígonos la proposición general del n.0 2 2 1 . , se 
obtiene demostrado el teorema propuesto. 

Sean R , R ' y r , r ' , a y a', P y P ' , A y A' los radios, apo­
temas, lados homólogos, perímetros y áreas de los dos polígo­
nos; de lo dicho resultan las series de razones siguientes: 

1 . ° P : P' : : R : R ' : : r : r ' : : a : a' ; 
2. ° A : A ' : : R2 : R'2 : : r2 : r/2 : : a2 : a'2. 

TEOREMA I I I . [ F i g . 107.) 

N.0 235. Conociendo e ñ a d o [ A B = a ] , y el radio [ O A = R j 
de un polígono regular [de n lados], se pueden siempre obte­
n e r — 1 . ° — el valor del lado AC del polígono regular de 
SUB-DOBLE número de lados; —2. °— el valor del lado A I del 
polígono regular de DUPLO número de l a d o s ; — 3 . ° — en fin, 
el radio OÍVI y el lado del polígono circunscrito SEME­
JANTE al polígono propuesto. 

[El radio "R es común á los tres polígonos que tienen por 
lado las rectas AB, AC, A I . ] 

1.° Como AC subtende un arco duplo del subtendido por 
AB = fl, basta sustituir en la fórmula (2) del número 231 . , 
c por AC, y r por R ; con lo cual resulla 

(1) AC — jj-v/^R2— a2f 
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2. ° Se obtiene también el valor de A l , por medio de la 

fórmula (3) del mismo número, haciendo r — R , y a '=^Al; 
lo cual dá 

(2) A l — V s H 2 - R v T l i ^ Z 

3. " Para los valores de OM y MN, recurrimos á los trián­
gulos semejantes OMN, OAB, cuyas líneas homologas son OI 
y OK, y dán 

OA y OI 
OM : OA : : 0 1 : O K , de donde OM = 

MN : AB : : 0 1 : O K , de donde MN = 

OK 
AB x 01 

OK 

perolenemosOA=01=R,AB=a,OK=-v/4R2-a2(n.020. i . ) . 
2R2 2a. R 

luego (3) 0 M = MN 
v/4R2 —a2' v/4R2 — a ¿ 

L . C . D . I ) . 

ESCOLIO. Conociendo el radio y el lado de cada uno de los 
tres nuevos polígonos, se pueden deducir los valores de sus 
áreas, sustituyendo en la fórmula 

. tta.\/4R2—ft2 
A = 4 , 

en vez de n, a, R , los valores respectivos que se acaban de 

obtener [en lugar de n debe ponerse - para el primer polígo­

no, 2rt para el segundo, quedando sin variar para el tercero.] 

TEOREMA I Y . [ F i g . 107.) ' 

N.0 236. Conociendo las áreas X , B , de dos polígonos 
regulares, uno inscrito y otro circunscrito, del mismo nú­
mero n de lados [AB y MN son los lados], pueden siempre ob­
tenerse las áreas A ' , B , de otros dos polígonos regulares, 
nao inscrito y otro circunscrito y de DUPLO número de lados, 
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Ya vimos (n.0 166.) que A I y mn son los lados de eslos 

dos polígonos. 
Observemos ahora que, según se ve en la figura, tenemos 

las relaciones siguientes: 

A—2n.OAK, B=2« ,OMI , A ' = 2 Í I . O A I , B ' ^ í . O A m l ; 

de donde se sigue que las razones entre ¡asáreas A , B , A ' , B ' , 
comparadas de dos en dos, son las mismas que existen entre 
las áreas de los triángulos O A K , OMI, O A l , y del cuadrilá­
tero OAmI; así pues, todo se reduce á determinar las razones 
que existen entre estas cuatro figuras. 

Esto supuesto, tenemos primero, comparando los tres 
triángulos OMI, O A I , OAK, y observando que A K es para­
lela á M I , 

OMI : OAI : : OAI : OAK (n.0 219., escoL], 

ígonos corresponc 

B : A ' : : Á' : A ; 

ó sustituyendo los polígonos correspondientes en lugar de IOÍ 
triángulos. 

luego (1) A ' - W A . B . 

En segundo lugar, como en el triángulo O M I , la recia 
Om divide el ángulo O en dos partes iguales, se tiene la pro­
porción 

Mm ; mi : : OM : OI (n.0 202.). 

Ahora bien, los dos triángulos OMm, OmI, que tienen la 
misma altura O I , dan 

OMw?.: OmI :: Mm : mí (n.0 215.); 

y los otros dos triángulos O A I , OAK, que tienen también la 
misma altura A K , dán á su vez 

OAI : OCK : : OI : OK : : OM : OA : : OM : OI ; 

resulta pues OMm : O m I : : OAI : OAK, 

y por consiguiente, 

OMm + OmI : OmI : : O A I + O A K : O A K . 
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ó, duplicando los consecuenl.es, y observando que 

OMm-hOmI = OMI, y 2 0 m I = O A m l , 

tendremos O M I : O A m í : : OAl 4- OAK : 2 0 A K . 

Susliluyendo íinalmenle, con arreglo á la observación ar­
riba hecha, en vez d^ los triángulos OMÍ, O A l , OAK, y del 
cuadrilátero Oi\mí, los polígonos á que pertenecen, se obtiene 

B : W : : A -h A' : 2A. 

2 A . B , „ 2 A . B 
LlieRO B' == 7 — 7 7 o B ' = A + - A ' A-í-v/A.B 

L . C\ D. D . 

ESCOLIO. Considerándolas dos fórmulas que acabamos de 
obtener, es fácil ver que A ' > A y B j < B . 

En efecto, tenemos primero \ / A . B > \ / A . A > v / A 2 > A ; 
luego A ' > A . 

2 A . B 
En segundo lugar ^ ^ ^ , puede ponerse en la forma 

2A „ 2A 2A 
X A + A 7 ' yeS men0r qiie ' pUeS T + A ^ ^ l i A ' y 

por lo tanto < 1 . 

Así pues,— L a s áreas de los polígonos regulares inscr i­
tos á una misma circunferencia de circulo, van aumentan­
do;—y, por el contrario,—La de los polígonos circunscri­
tos van disminuyendo, á medida que se va duplicando el nú­
mero de sus lados. 

Lo cual también se conoce fácilmente con solo mirar la f i ­
gura.—Pronto nos será muy útil esta observación. 

Yaluacion de los lados y de las áreas de los polígonos re­
gulares de especie determinada. 

TEOREMA Y . { F i g . 158.) 

N.0 237. E l lado AB del exágono regular inscrito es 
igual al radio. 
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Tírense los radios OA, O B ; el ángulo O de! triángulo 

OAB vale^-ó-Jde un ángulo recto (n.0 86.); ' quedan pues 
para los oíros dos ángulos 2 — ^ ó de un ángulo recio; y 
como tenemos OA = O B , resulla ángulo O \ B — ángu­
lo OBA = - j ; luego el triángulo OAB es equilátero, y dá 

A B = - O A = O B = R ; 
L . C. D . D . 

-CoROLAUio 1.° E l lado AG del triángulo equilátero ins­
crito guarda con el radio la razón de \J3 : 1. 

Si en la espresion (1) del número 235. , hacemos a = R, 
n 

resulla AC = . v/ 3II2 7 3 ; 

de donde AG : R : : V 3 : 1. 

GOROLARIO 2.° E l lado del triángulo equilátero circuns­
crito es doble áai lado del triángulo equilátero inscrito. 

Basta, para hacerlo ver, sustituir en el valor de MN 
(n.0 235.), en vez de a , R ^ 3 ; lo cual da 

%tK 2 R . \ / 3 . R „ 
MN = — c= 2 R . N/3. 

v/4R2-3R2 

Advert. La altura E L del primer triángulo es igual á 
| R : porque E L es igual á EO-4-'OL = R H - | R (n.0 76.), á 

causa de ser un rombo la figura O A B C ; luego E l = | R . 
Luego la altura del segundo es igual á 3R (n.0 220.). 

GOROLARIO 3." Si en la espresion (2) del número 235. , se 
hace a = R , lo cual dá 

A I == V / 2 R 2 ~ R v/SR* == R ^ 2 — ^ 3 , 

se obtiene el lado del dodecágono regular inscrito (n.0 37.). 
COROLARIO 4.° En fin, hágase en las espresiones (2) del 

número 235., o = R , y se hallarán los siguientes valores para 
t\ radio y para el lado del exágono regular circunscrito, 
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2R2 2 9 

O M = 7 i r = 3 1 W 3 ' ^ ^ = 3 R - ^ 

ESCOLIO. Ahora, por medio de la fórmula genera! del nú­
mero 233. , 

n a . y ' m — a2 A== _ , 

pueden calcularse las áreas de estos diferenles polígonos. 
Así, por ejemplo, si hacemos ^ = 6 , 11, obiendre­

mos 

A = — ^ = - R V 3 , 

espresion del á r m del exágono regular inscrito. 

Igualmente, haciendo w==3, a = R v / T , se halla 

. 3 R \ / 3 . v / í P 3 ^ , r 
A = ¡ = ^ ^ 3 ; 

y así sucesivamente. 

TEOREMA V I . [F ig . 159.) 

N.ü 238. E l lado del cuadrado inscrito está con el radio 
en la razón de \ /2 á l . 

Tírense los dos diámetros, A B , C D , perpendiculares c u ­
tre s í , y tírense las cuerdas AG, C B , B D , DA. La figura 
ACBD es evidentemente un cuadrado; y se tiene 

AC2 = A02 + O C 2 = 2 R 2 ; 

de donde AC = I l / 2 , y AG : R : : v / ¥ : i . 

ESCOLIO. Tirando por los puntos A, ü , B , G , tangentes, 
se forma el cuadrado circunscrito; y se tiene 

AN = AB = 2R . 
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L u e g o , — l a d o del cuadrado circunscrito es igual al 

diámetro del circulo. 
Las áreas de estos (ios polígonos se espresan respectiva-

mente por 2R2 y 4R-. 

TEOREMA YÍÍ . [F igAm.) 

N.0 239. E l lado AB del decágono regular inscrito es 
igual al segmento mayor del radio dividido en media y es­
trema razón (n.0 228., escol.y. 

Tírense los radios OA, OB. — E l ángulo O del triángulo 
4 2 

OAB es igual á r j ^ d g de un ángulo recto (n.0 86 . ) ; queda 
2 S 

pues para los otros dos, 2 -— ? ú r de ángulo recto; y como 
4 

OA = OB, resulla que O A B = O B A = - . 
Asi pues, cada uno de los ángulos de la base del triángu­

lo O A B , es duplo del ángulo del vértice. 
Esto supuesto, tiremos la bisectriz B L del ángulo OBA; y 

tendremos la proporción A L : LO :: AB : OB (n.ü20.) . 
Pero á causa de ser 

LBO = LBA = LOO = ^ , de donde A L B = : 2 L O B = -7 

los dos triángulos O L B , A L B , son también isósceles, y dán 

OL — L B — A B ; 

y como se tenia O B = O A , 

la proporción se convierte en esta otra 

A L : OL :: OL : OA. 

Do donde se ve que el punto L divide al radio OA en media 
y eslrema razón, y que el segmento mayor OL es igual á A B , 
lado del decágono regular; 

L . C\ D . I ) . 

Para obtener el valor numérico de este lado, es necesa-
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rio recurrir á la fig. 154, en la cual supondremos que PB re­
presenta el radio R de la circunferencia, y P A " el lado bus­
cado AB. 

En virtud del escolio del n.0 228., el triángulo rectángulo 
PBO dá 

0PW0B2-f -PB2; de donde O P " O A W O B 2 - + - P B 2 - O A ' ; 

y, en virtud de las construcciones indicadas en el número c i ­
tado, se tiene 

P B ^ A A ' , P A ' ^ P A ' ^ O P - O A ' , O B = ~ A A ' : 

luego la igualdad anterior se convierte en 

j 
- PB 

4 V W + \ W — ^ P B , = i p B (v/5 - 1) , 

ó, sustituyendo por P B ^ P A " sus valores R y A B , 

AB = | ( s / 5 ~ l ) R . O 

ESCOLIO. Por medio de las espresiones obtenidas en el nú­
mero 235., se podrían deducir del valor precedente los való­
resele los lados de los polígonos de 5, 20, 40, . . . lados, ypor 

(') Esta cuestión, tratada algebráicamente, dá tugará una ecua­
ción de segundo grado, que tiene por una de sus raices el resultado 
que se acaba de obtener. 

Designemos por R el radio del círculo, y por x la parte del mis­
mo que ha de ser media proporcional.—Tendremos la proporción 

de donde se deduce 

R : ce :: ce : R — ce, 

ce2 + Rcc = R2, 

o, resolviendo esta ecuación, cc= — = - l^by/s j . 

R _ 
El valor que corresponde al signo superior es c c = — ^ — 1 + ^ 3 ) ; y 

es el único que responde directamente á la cuestión , pues el otro, 
ademas de ser negativo., es numéricamente mayor que R. 
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consigaienle los valores de los polígonos circunscritos coi res­
pondientes. 

Pero existe una relación muy notable entre el radio y los 
lados del decágono y del pentágono. 

Consideremos los lados A B , BG [fig. 160); del decágono, 
y el lado AC del pentágono. Tiremos los radios OB, OC, y la 
bisectriz OK del ángulo BOC; después juntemos el punto B 
con el 1 en que dicha bisectriz encuentra al lado AG. 

Esto supuesto, los dos triángulos isósceles BÍG, ABC, son 
semejantes, por tener el ángulo G común, y los ángulos CAB, 
1BC, iguales al ángulo G ; luego darán la proporción 

AG : BG :: BG : I G ; de donde AG x 1G = BG2. 

igualmente, los dos triángulos AOG, AOl , son semejantes: 
porque tienen el ángulo A común, y además los ángulos 

3 
OCA, AOl , equivalentes á r de^w m í o , el primero por ser 

o 

ángulo de la base de un pentágono regular (n.0133.); el se­

gundo por construcción j^pues A O K = AOB 4- - OBG = j r j ; 
la semejanza de esos triángulos nos dá la proporción 

AG : OA :: OA : A I ; de donde A G x A I = OA2. 

Súmense ahora, miembro á miembro, las dos igualdades 
que acaban de obtenerse,' y resultará 

AG x C I -t- AG x A I , = BG2-f-0A2, 

ó, reduciendo, AG2=BC2 + OA- ; 

lo cual dice que—.£7 lado del pentágono regular inscrito es 
igual á la hipotenusa de un triángulo rectángulo, cuyos ca­
tetos son el radio y el lado del decágono regular inscrito. 

TEOREMA Ylll. 

N," 240. M lado del pentadecágono regular inscrito es 
la cuerda de la diferencia de los arcos subtendidos resped í -
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vmentfí por el, lado del exágono y por el lado del decágono, 

f. 1 1 1 0 - 6 1 
Porque se tiene - ——- = - = — 

1 6 10 60 1 5 ' 
jo cual manifiesta también que — L a diferencia de los arcos 
subtendidos por los lados del exágono y del decágono, es 
igual a l a décima-quinta parte d é l a circunferencia entera. 

COROLAIUO. Inscrito el pentadecágono, pueden fácilmente 
formarse los polígonos de 30, 60 , . . . lados. 

Para los valores numéricos de sus lados sería necesario 
buscar primero el del pentadecágono por medio de la fórmu­
la (n." 231.) que dá la cuerda de la diferencia de dos arcos 
cuando se conocen las cuerdas de estos; y después bacer uso 
de las fórmulas del número 235. 

ESCOLIO GENERAL. De lo acabado de decir en los cuatro 
últimos números, y de los principios establecidos en este pár­
rafo,, se infiere que existen y se conocen 

1. ° Métodos geométricos [es decir, métodos en que solo 
se usan la regla y el compás] para construir los polígonos re­
gulares inscritos y circunscritos de 3 , 6, 12, 24, 48, . . . de 
4, 8, 16, 32 , . . . , de 5, 10, 20, 40, . . . , y de 15, 30, 60 , . . . 
lados; 

2. ° Métodos aritméticos para calcular los lados y por lo 
tanto las áreas de todos esos polígonos, si no exactamente, 
porque casi siempre resultan cantidades inconmensurables, al 
menos con toda la aproximación apetecible. 

§ I I I . Medida del circulo bajo el doble aspecto de su estension 
lineal y de su estension superficial. 

INTKODUCCION. 

' N.0 241. Para dar ante todo una idea clara de la longi­
tud o estension lineal (n.0 3.°.] de una circunferencia, coiici-
oamos que, empezando en cualquiera de sus puntos, se va 
desarrollando sobre una recta indefinida. El número que en­
tonces espresa cuantas unidades lineales contiene la circun-
Jerencia rectificada en esa forma, es la razón que existe en­
tre la circunferencia y la unidad lineal, y espresa por con­
siguiente su longitud. 

i V 242. Pór poco que se reflexione sobre la naturaleza 
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y la forma de los polígonos regulares, se observa cierta analo­
gía entre ellos y la línea circular. — Para hacerlo mas sensi­
ble, consideremos primero uno de los polígonos mas sencillos 
en cuanto al número de sus lados, que es el cuadrado; des­
pués, dividiendo con la imaginación en dos partes iguales cada 
uno de sus lados, representémonos las ocho partes iguales que 
resultan, dispuestas en un octógono regular.—Dividamos del 
mismo modo los lados del octógono, y formemos un polígono 
regular diez y seis lados; y así-sucesivamenle, váyase do­
blando cada vez el número de lados, cuya longUud se hace 
por lo tanto respectivamente la mitad menor.—Es claro que 
al cabo de una série indefinida de subdivisiones, los lados de 
los polígonos obtenidos vendrán á.ser inapreciables; y enton­
ces, no difiriendo sensiblemente la longitud de las apotemas 
de la de los radios, habrá tomado el polígono la forma de una 
circunferencia de círculo. 

Los diferentes polígonos que acaban de formarse, se l la­
man polígonos isoperímetros; y la circunferencia de círculo á 
que hemos ido á parar, y que puede llamarse su úlí ima for­
ma ó estado, es también isoperímetra respecto délos mismos 
polígonos. 

N.0 243. Aun podemos por otras consideraciones estable­
cer una analogía mas completa entre el círculo y los polígo­
nos regulares: 

Ya se demostró (n.0 236.) que si tenemos inscritos á una 
misma circunferencia una série de polígonos regulares cuyo 
número de lados vaya haciéndose cada vez duplo del anterior, 
tenemos también otra série de polígonos circunscritos, seme­
jantes á los primeros, las áreas de estos crecen con el número 
de sus lados, mientras las de los segundos menguan en la 
misma circunstancia. 

Bastantemente lo indica la figura 107, que al mismo tiem­
po manifiesta que el área del circulo OA es siempre mayor 
que la de cualquier polígono inscrito, y menor que la de cual­
quiera circunscrito. 

Digo ahora que lo mismo sucede con los perímetros de los 
polígonos respecto de la circunferencia CA.—Para probarlo 
basta evidentemente considerar la porción de la figura 107, 
que corresponde al arco A B , pues el mismo raciocinio podría 
repetirse respecto de las porciones correspondientes á los de-
mas arcos B G , C D , . . . 

Sea pues el arco AB [ f y . 161), dividido en 2, 4 , 8,... 
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paites iguales; y tírense las cuerdas de los arios parciales. 

lívidentemenle se tiene (n.ü 38.), 

cuerda A B < A í + 1 B < A L + U + I K + K B < . . . < a r c o AB. 

Y con esto solo se ve que — Los perímetros de ios poliqonos 
regulares inscritos van creciendo [en longitud] á medida que 
crece el numero de sus /a¿/os; — y además que — Z a circun­
ferencia OA es mayor que cada uno de ellos* 

Sean ahora AM y BM [fig. 162) dos semi-lados de un pri­
mer polígono circunscrito [correspondientes al arco AB de la 
figura 107]; mn j Am, Bn, un lado y dos semi-lados del po­
lígono regular de dupb número de ellos (Véase el n.0 166.). 

Tenemos mM -h Mn > mn, 

de donde, añadiendo á los dos miembros la cantidad Am-hnK 
residía 1 

A«í + mM-í -M«-h«B, ó AM-í-MB->Am mn-í-n\ 

Los perímetros de los poliqonos regulares circuns­
critos van disminuyendo, á medida que aumenta el número 
de sus lados. 

Se ve además que la línea quebrada correspondiente áca-
M1 r ' T R 0 P?l,g()D0 reSüIar' y term'nada en los estremos 

T J i n i Se-haCe mas y mas P ^ ^ ñ a á medida que se es-* 
trecha el espacio comprendido entre ella y el arco dicho, es 
ec r a medtda que se aproxima la línea á confundirse con 

l l Z l u . cualDmail,fie^a que este es menor que cualquiera 
Z l n r n ^ m m m m [ ^ la circunferencia entera es 
l ™ 0 i . ^e cada u»o de los perímetros de los polígonos regu-

es circunscritos. 0 D 

ÍIP t í l ^ 4 ; . 7ST0 suPíes;0»se dá en Matemáticas el nombre. 
* t0da cantldad constante y determinada hacia la 

i Z b L l T 9 6 S1? Cefr y Cuant0 se ^"tere una cantidad v a -
Z Í J u SU natura.lezla Y3 amentando [en cuyo caso el l í -
m T i ! f ^ f T ? r i 0 / k Va disminuyendo [v en onces se 11a-
Z & Z W T 10 dÍCh0 en el ^ M Í 7 . ^Podemos pues umciuu de lodo lo que precede , 

k s á r r T i T * 2 v m del circüloes el limite SUPERIOR de 
áreas de los polígonos regulares inscritos, y el limite m -
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FEIUOR de las áreas de los polígonos regulares circuns­
critos; 

2.° que— L a circunferencia de circulo es el limite supe­
rior de los perímetros de los primerosj y el limite inferior 
de los perímetros de los segundos {*] . 

(*) Esta doble proposición supone, á la verdad, que los polígonos 
inscritos y cirounspritos puedan acercarse indefinidamente al círculo, 
ó lo que es lo mismo, que siempre puedan obtenerse dos polígonos 
regulares semejantes uno inscrito y otro circunscrito, tales que la 
diferencia entre el área ó el perímetro de cada uno de ellos, y el área 
del círculo ó la longitud de la circunferencia sea numéricamente me­
nor que cualquier número dado: esto se demuestra por el siguiente 
cálculo: 

Sean A, p, r, el área, el perímetro, y el apotema de un polígono 
regular inscrito, y B, P, R, el área, perímetro, y radio del polígono 
circunscrito semejante [R es constante para todos los polígonos cir­
cunscritos]. 

Tenemos (n.0 233.) las igualdades 
B = | P . R , k = - \ p . r ; 

de donde B — A — | P . R — j p • 
Pero siendo semejantes los dos polígonos dán (n." 234.) la pro­

porción 
r 

P : p :: R : r , de donde sale p = — . P; 

luego sustituyendo este valor dep en el de (B — A), tendremos 
P P(R2 —r2) P(R + r) .. ^ 

Ahora bien, P, R + r, y 2R, son, por su naturaleza, números 
esencialmente finitos; mientras el factor ( R — r ) , que es la sagita 
{n.0 HO., escol, 3.°), puede llegar á ser menor que cualquier canti­
dad dada. 

[Fácilmente se conoce en la figura, que la sagita es menor que 
l a mitad del arco que le corresponde; — y pudiendo este arco lle­
gar á ser menor que cualquier cantidad dada á fortiori, — La sa­
gita, etc.]. 

Luego, en virtud del principio demostrado en Aritmética, el pro-

ducto . (R—r), ó B—A, puede llegar á ser menor que 

cualquier número dado. 
Respecto de los perímetros, como se tiene la proporción 

P : p :: R : r , se deduce de ella P—p : P :: R — r : R; 
P 

de d onde P — p = — (R—r); 
n 
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N.0 245. Las consideraciones espueslas en los números 

242. y 243,, nos conducen también á decir q u e — c i r c u l o 
es, en cierto modo, un polígono regular de infinito número 
de lados infinitamente pequeños ¡—cuyos lados se llaman en­
tonces elementos de la curva. 

Y esta nueva definición del circulo, si bien no parece muy 
rigorosa al pronto, tiene la ventaja de proporcionar mas sen­
cillez y precisión en las demostraciones. 

Según el órden lógico de las teorías, deberíamos tratar 
ahora de la medida de las circunferencias del circulo, para 
pasar después á la determinación de las áreas circulares. Pero 
ofreciendo la primer cuestión algunas dilicullades en su espo-
sicion, por su índole particular, y no siendo en el fondo mas 
que una serie de problemas numéricos, irá mejor colocada a) 
fin de este párrafo, cuya inmediata continuación ha de ser el 
capítulo 3.°, que comprende los problemas. 

Determinación de las áreas circulares. 

TEOREMA 1. 

N.0 246. E l área del círculo es igual á la mitad del 
producto de la circunferencia por el radio. 

En efecto, considerémos una serie de polígonos regulares 
circunscritos, cuyo número de lados se vaya duplicando. Sus 
áreas tienen por medidas respectivas (n.0233.) la mitad del 
producto de cada perímetro multiplicado por el radio [cuyo ra­
dio es cooslante para todos los polígonos]; Ihego también el 
área del círculo, que es el limite de ellos (n.0 244.), tiene 
por espresion la mitad del producto de la circunferencia [ l imi­
te da los perímetros], multiplicados por el radio. 

DE orno MODO:—Todo polígono regular tiene por medida 

y se prueba como antes que P—p puede llegar á ser menor que cual­
quier cantidad dada. 

Ahora bien, el circulo está siempre comprendido entre ios dos po­
lígonos, tanto respecto de su estension lineal, como respecto de su 
estension superficial. 

Luego, con mayor razón,—La diferencia entre- el área ó la cir­
cunferencia del circulo y el área ó el perímetro de un polígono inscri­
to ó circunscrito, puede llegar á ser menor que cualquier cantidad 
dada; 

L . C. D. D. 
13 
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la milad de! produelo del perímetro por el radio, y como ol 
círculo no es mas que un polígono regular de infinilo número 
de lados (n.0 245.) , debe lener la misma medida. — ZWP-
yo, etc. 

ESCOLIO 1.° Sean R,, C, y S , el radio, la Circunferencia y 
el área de un círculo cualquiera.—Tendremos 

C. R . 

[S es un número abstracto que espresa la razón de la super­
ficie del círculo á la unidad de superficie, y C, R , son las ra­
zones de la circunferencia y el radio á la unidad lineal [núme­
ro 241.)] . 

ESCOLIO 2.° Puede decirse también q u e — E l área de un 
circulo es igual á la de un triángulo que tenga por base la 
circunferencia rectificada (n.0 241.), y por altura el r a ­
dio del círculo.—Lo cual es una consecuencia evidente de la 
espresion que acabamos de dar por área del círculo, y de la 
que dimos (n." 215.) por área del triángulo. 

TEOREMA I I . 

N . ' 247. I . 0 — E n dos circuios cualesquiera, las circun­
ferencias [C y C'] son proporcionales á los radios \\\ y R/J 
ó á los diámetros [2R y 2 R ' ] ; — 2 . ° — Las áreas [S y S'J 
son proporcionales á los cuadrados de los radios. 

I.0 Concibamos circunscritos á la circunferencia C [núme­
ro 243.) una série de polígonos regulares cuyo número de la­
dos vaya duplicándose, y otra série de polígonos con la misma 
condición circunscritos á la circunferencia C , y semejantes á 
los primeros: designemos por R , R ' , las apotemas constantes 
de estas dos series de polígonos, por P, P ' , los perímetros de 
dos polígonos semejantes tomados á voluntad uno de cada se­
r ie : y esto supuesto, tendremos (n.0 234.) la proporción 

P : P ' :: R : R ' , 

que es aplicable á dos cualesquiera de los antedichos polígonos 
semejantes; luego también deberá ser cierta respecto de los 
Imites C y C de sus perímetros: lo cual dá 

C : C ' : : R : R ' , ó :: 2R : 2R ' : 
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2.° Multipliqúese esta última proporción por la proporción 

evidente | R : | R ' : : R : R ' , ó : : 2 R : 2 R ' ; 

yseobtendrá C x f R : C / x f R ' : : R 2 ; R / 2 I ó ::4R2:4R'2. 

Pero como G x f R = S , y C ' x f R ' ^ S ' , 

resulta finalmente S : S ' : : R 2 : R'2, ó ::4R2:4R'2; 
L . C . D . D . 

DE OTRO MODO:—Pudiéndose considerar los círculos como 
unos polígonos de infinito número de lados, se les pueden apli­
car las dos propiedades del n.0 234.; luego, etc., etc. 

N." 248. COROLARIO.—La proporción 

C : C ' : : 2 R : 2 R ' 

puede ponerse bajo la forma 

C : 2 R : : G ' : 2 R ' , 

y como, dado un número cualquiera de circunferencias, ten­

dríamos C : 2 R : : C : 2R' :: C " : 2 R " :: C " : 2R ' " 

podemos concluir que 
L a relación de la circunferencia al diámetro es un mi -

mero co«5/aM^,—cualquiera que sea el círculo que se con­
sidere. 

N.0 249. ESCOLIO 1.°—Se designa comunmente por n ese 
número constante que hace gran papel en todas las partes de 
las Matemáticas.—Su determinación completará este pár­
rafo. 

Desde luego puede probarse que está comprendido entré 
3 ^ 4 ; porque, según se vió en el n.0 243., — Toda circunfe­
rencia C es mayor que el per ímetro del exágono inscrito , y 
menor qué el perímetro del cuadrado circunscrito. 

Ahora bien, designando por R al radio, sabemos que el 
perímetro del primero es 6R, y 8R el del segundo (n.0 237.); 
lo cual dá 

G > 6 R , y C < 8 R , 
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de donde, dividiendo por 2H , y sustituyendo r. en vez de 

- ^ p resulta 

* > 3, y < 4 ; 

luego el número it está comprendido entre 3 y 4 ; 

L . C . D . D . 

N." 250. ESCOLIO 2.°—Sean U, y S , el radio, la c i r ­
cunferencia, y el área de un círculo cualquiera. 

La proporción « : 1 :: C : 2R dá C = 2 i í í i , 

de donde, multiplicando por f R , resulta 

lo cual demuestra que, para obtener/a longitud de la circun­
ferencia, es necesario multiplicar su radío [valuado en uni­
dades lineales] por el número constante « ; — y que para ob­
tener área del mismo círculo, se debe multiplicar por * el 
cuadrado del mismo radio. 

TEOREMA I I I . {Fig. 163.) 

N." 251 . E l área de un sector circular OAR es igual á la 
mitad del producto del arco AB [rectificado (n.0 241 . ) , que 
se llama su base] por el radio OA. 

En efecto, resulta evidentemente de la definición del sec­
tor circular (n." 14.) que dos sectores cualesquiera de un 
mismo circulo son proporcionales á los ángulos, y por consi­
guiente (n.0118.) á los arcos que les corresponden. 

Así pues, comparando el sector OAB con el sector OAC 
que corresponde al ángulo recto A O C , tendremos la pro­
porción 

sector OAB : sector OAC :: arco A B : arco A C , 

ó,jnuUiplicando los dos consecuentes por 4, y designando por 
€ , S, la circunferencia y el área del círculo, tendremos 

sector OkB : S :: arco A B : C. 

i 
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Multiplicando ahora por | R los dos állimos términos, re­

salta sector OAB : S :: arco AB x ^ R : C x ^ R ; 

pero sabemos que S = C x f R (n.0 246.) ; 

luego también habrá de ser 
sector OAB = a r c o AB x | R ; 

L . C . D . D . 

Ádvert. Puede también decirse que—El área de un sec­
tor es igual á la de un triángulo que tiene por base el arco 
[rectificado] y joor altura el radio del circulo. — {Véase el 
escolio 2.° del n.0 246.). 

COROLARIO. E l segmento circular ANB (n." 14.) tiene 
por medida la mitad del producto del radio OA por la d i ­
ferencia entre el arco AB y l a mitad de l a cuerda que sub-
tende el arco duplo cíe A B . 

Porque tenemos 

segmento ANB = sector OANB — triángulo O A B ; 

ahora bien, wc/or OANB = f arco A B x OA, seguo acabamos 
de ver; y el triángulo OAB, si en él lomamos por base el lado 
AO, tendrá por altura la perpendicular B D , bajada desde el 
punto B , y dará por lo tanto 

triángulo OAB — | B D x OA (n." 215.). 

Por consiguiente, sustituyendo, tendremos 

segmento A N B = ^ O A [arco A B — B D ) ; 

pero BD es evidentemente la mitad (n.0105.) de la cuerda A B 
que subtende el arco B A B ' , duplo de BA. Luego, etc. 

N." 252. Dos sectores son semejantes en círculos de r a ­
dios diferentes, cuando corresponden á un mismo ángulo en 
el centro. 

TEOREMA I V . [ F i g . 164.) 

Las áreas de dos sectores semejantes, OAB, OA'B ' , son 
directamente proporcionales á los cuadrados de los radios 
o á los cuadrados de los arcos que les sirven de base. 
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Tenemos en efecto 

sec to rOkü : sector O X'W :: arco A B x f O A : arco A ' B ' x fOA'; 
pero hallándose evidentemente los arcos AB, A ' B ' , en la mis­
ma razón que las circunferencias á que pertenecen, y estas en 
la razón de los radios OA, OA' (n.0 247.), resulta 

arco AB : arco A ' B ' :: OA : O'A', 

de donde arca A B x f OA : arco A ' B ' x f O A ' : : O A2: OA"2. 

Luego también 

sector OAB : sector O A'B ' :: OA2 : OA/2, 

y por consiguiente, 

scc/or OAB : sector OAyB' :: (arco AB)2 : (arco A'B')2; 
L . C . D. D . 

ESCOLIO 1.° La diferencia AA' BB' entre los dos sectores 
semejantes OAB, OA' B ' , se llama trapecio circular; de cuya 
área puede obtenerse una espresion bastante sencilla. 

Para esto, (iremos por los puntos B , B ' , las tangentes in­
definidas B L , B ' L ' , y concibamos que á partir del punto B , se 
haya desarrollado el arco BA sobre la tangente B L , resultan­
do el arco rectificado igual á B K ; hecho esto, tírese la OK, 
que encuentra á B'W en K ' : digo ante todo que B ' K ' repre­
senta el arco B 'A ' también rectificado. 

Porque los triángulos semejantes O B K , OB 'K ' , y los sec­
tores OAB, OA'B ' , dán las dos proporciones: 

OB : OB' :: B K : B ' K ' , 

OB : OB' :: arco BA : arco B ' A ' , 

de donde B K : B ' K ' : : arco BA : arco B ' A ' ; 

p e r o B K = a r c o BA por construcción; luego también será 
B 'K '=arcoB?A' . 

Esto supuesto, los dos sectores circulares OAB, OA 'B ' , 
son equivalentes á los triángulos O B K , O B ' K ' (o.0 251 , adv.), 
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y por consiguiente el trapecio circular A A ' B B ' equivale tam­
bién al trapecio rectilíneo K B ^ K ' . 

B K -h B ' K ' 
Pero este tiene por medida x BB'ín.0 215. 

coro/. 2.°); luego 

• « 4/nn, arco MÁ-harco A ' B ' nn, 
trapecio AA 'BB ' = — — x BB ' ; 

lo cual demuestra que—El área de un trapecio circular es 
igual a l producto de la semisuma de sus bases por la dife­
rencia de los radios. 

Advert. Sería además fácil de probar, como arriba se hizo, 
que la semi-suma de las bases [ó el término medio diferen­
cial entre ellas] es igual al arco A ' ^ " concéntrico de AB y A ' B ' , 
y que pasa por el punto medio B B ' . 

ESCOLIO 2.° La corona circular ó ánulo, es decir, el es­
pacio comprendido entre dos circunferencias concéntricas OB, 
OB' [fig. 163.), no es mas que un caso particular del trapecio 
circular; y por consiguiente su área tiene por esprc«iion: el 
producto de la circunferencia OB" , término medio diferen­
cial entre las dos circunferencias dadas, multiplicada por , 
diferencia de los radios de estas. 

Puede también obtenerse otra espresion de esta área : 
Sean B. y R/ los radios de las dos circunferencias concén­

tricas. Tenemos 

anulo — circulo B, — circulo R' . 

ó bien anulo— nR2—IIR/2=T:(B'¿—R'2) (n.o250.); 

pero como u ( R 2 — R ' 2 ) - ^ ( R + R') ( R - R ' ) ; 

y si se forma la proporción 

R + R' - . R " - R ' ^ R - R ' , 
resulla R"2 = ( R - f - R ' ) ( R - R ' ) , 

y de aquí, por consiguiente, 

ámdo ó corona = itR"2 • 

luego—El área de la corona circular es igual á la de un 
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círculo cuyo radio es MEDIO PROPOUCIONAL [por cociente] én­
t re la suma y la diferencia de los radios de las dos circun­
ferencias concéntricas que la forman ; — ó lambien — a l área 
de un circulo que tenga por diámetro una cuerda I I ' de la 
circunferencia mayor OB, tirada tangente á la menor OB' 
(o." 228, escol. 1 ° ) . 

Sería cosa muy fácil probar la concordancia de estas dos 
espresiones con la primera obtenida. 

OBSERVACIÓN sobre las lineas quebradas regulares, por otro 
nombre, porciones regulares de polígonos. 

N." -253. Sea AB [fig. 165) un arco de círculo terminado 
en dos radios OA, OB, y concibámosle dividido en un número 
cualquiera de partes iguales; tiremos las cuerdas AC, C D , . . . , 
de los arcos parciales, y obtendremos una línea quebrada 
AGD. . .B , llamada regular, que con los radios OA, OB, de­
terminará una porción de plano que llamaremos sector po l i ­
gonal [por analogía con el Sector circular] , y añadiéndole 
además el epíteto de regular, porque goza de las principales 
propiedades de los polígonos regulares. 

Desde luego, los lados AG, C D , . . . , son todos ¡guales (mi-
mero 108.); además, los triángulos OAC, OCD, . . . , son igua­
les é isósceles; de donde se sigue que los ángulos en el centro, 
y los ángulos de las bases de todos ellos son iguales; en fin, 
también son iguales las perpendiculares bajadas desde el cen­
tro sobre los lados.—Luego el círculo descrito desde el pun­
to O con un radio igual á una de las perpendiculares, será 
tangente á todoí; los lados del sector poligonal: y la porción de 
circunferencia terminada en los radios OA, OB, podrá ser 
considerada como un arco de círculo inscrito al sector. 

Teniendo cada triángulo por medida, como el OAC por 
ejemplo, el producto A G x | O I , podemos concluir que—J?/ 
área del sector poligonal es igual á la mitad del producto de 
su perímetro [ó línea quebrada que le termina] por su apote­
ma, es decir, por el radio del circulo inscrito, etc. 

Mientras el arco AB sea una parte alícuota de la circun­
ferencia OA, el sector poligonal será también una parte alícuo­
ta de un polígono regular inscrito á la circunferencia entera. 
Pero como la razón del arco á la circunferencia es enteramen­
te arbitraria, podrá ser por acaso inconmensurable, y por lo 
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tanto no puede decirse en general, que todo sector es siempre 
parte de un polígono regular. J „ „ 

Tiremos ahora, por los puntos medios d , K , . . . , de los ar­
cos AC, C D , . . . , las tangentes A ' C , C 'D ' , . . . , prolongadas has­
ta sus raútuas intersecciones con los radios OA, OG, . . . , OB 
[puede probarse fácilmente que dichas intersecciones se ve r i -
ücan siempre sobre los radios]: así obtendremos un nuevo sec­
tor poligonal regular que será semejante al primero por es­
tar compuesto de triángulos O A ' G ^ O G ' D ' , . . . , semejantes á 
los triángulos OAG, OCD, . . . 

Serán por consiguiente sus perímetros, ó las lineas que­
bradas regulares que les corresponden, proporcionales á los 
radios del circulo inscrito y del circulo circunscrito;—y sus 
áreas proporcionales á los cuadrados de los mismos radios. 

Sea B el área del sector poligonal circunscrito, P la línea 
quebrada correspondiente, 11 ei radio del círculo dado; ten­
dremos 

B = P x f R, y sector circular OAB = « r c o AB x f R : 

pero este sector es evidentemente menor que el sector poligo­
nal: luego, á causa del factor común | R , debe ser arco A B < P . 

Por otro lado, el arco AB es evidentemente mayor que 
toda linea quebrada que se le inscriba. 

Luego el arco [rectificado] que sirve de base al sector c i r ­
cular, está siempre comprendido, en su valor numérico, en­
tre las dos lineas quebradas inscrita y circunscrita. 

En fin, por medio de raciocinios análogos á los del núme­
ro M i . [véase la nota al pié del folio 192), se probaria que 

L a diferencia entre el arco y una de las dos lineas que­
bradas, ó bien entre el sector circular y uno de los sectores 
poligonales, puede llegar á ser menor que cualquier cantidad 
dada, etc., etc. 

Relación de l a circunferencia al diámetro. 

Por medios que no pueden tener cabida en estos elemen­
tos, se demuestra que el número * es inconmensurable: pero 
existen métodos por cuyo medio puede calcularse con toda la 
aproximación apetecible. 

Nos reduciremos á esponerlos tres métodos elementales 
principales. 
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Primer método. 

N.0 254. E l primer medio que se presenta al espirilu 
consiste en valuar en el círculo cuyo radio es 1 , usando la 
fórmula (2) del n.0 235., los lados de los polígonos regulares 
inscritos cuyo número de lados va cada vez siendo duplo del 
anterjor, empezando por un polígono regular de los que se 
saben inscribir y.dán inmediatamente su lado. 

Tomemos, por ejemplo, por punto de partida, el exágono 
regular inscrüp7 cuyo lado{\\.0 237.) es igual al radio. 

Basta hacer a = R = 1 en la fórmula arriba citada; lo 

cual dá a'—- \ / 2 — 3 [designando a'el nuevo lado]; de aqui 

se deduce el perímetro del dodecágono, 12 — N/ 3 , y por 

consiguiente su relación con el diámetro, que es 

6 V A — N / Í . 

Sustituyendo en la misma fórmula (2), en vez de R , 1, en 

vez de a, a1 = \ / 2 — v7 3 , y en vez de A l , a", 

se tendrá que calcular 

a " = = V / 2 - v/4- a " ; 

luego la relación de! perímetro del polígono de 24 lados con 

su diámetro es 1 2 \ / 2 — v/4 —a'2; 

y así sucesivamente. 
Sabemos además (n.0 243.) que los perímetros de estos po­

lígonos se acercan mas y másala circunferencia á medida que 
aumenta el número de lados: asi pues, las espresíones ante­
riores, que ordinariamente se valúan eü decimales, íhrkü va­
lores cada vez mas aproximados del número «. 

Pero, para apreciar el grado de aproximación que dá el va­
lor relativo de cada polígono, conviene calcular por medio do 
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la fórmula (3) del n.0 235., el lado, y por consiguiente el se-
miperimeíro del polígono circunscrito semejante al inscrito en 
que nos detengamos; y entonces la parle común decimal á 
las espresiones de los semi-perimetros del polígono inscrito y 
circunscrito, representa valor de ^ con una aproximación 
espresada por una unidad del liltimo orden decimal de la 
parte común. 

Segundo método. 

N.0 255. Se ha demostrado ya (n.0 250.) que el área del 
círculo del radio R , es igual á TTR2. 

Ahora bien, si hacemos R = l en esa fórmula, resulta re­
ducida á ú; lo cual prueba que 

L a razón entre la circunferencia y el diámetro es igual 
al área del circulo cuyo radio se loma por imidad. 

Esto supuesto, tomemos por punto de partida el cuadrado 
inscrito y ei cuadrado circunscrito, cuyas áreas (n.0 238.) 
están representadas respectivamente por 2 y por 4; y en las 
fórmulas del n.0 236., 

A' = v T T F , B ' = ^ - 1 - ? , hagamos A 2 , 8 - 4; 
A + A ' 

obtendremos 

A ' = / 8 , B ' = : — - - A ^ ^ s ív/á - 11 
2 + ^ 8 1 - W 2 

[se ha quitado la irracionalidad del denominador multiplican­
do los dos términos del quebrado por (1 — v/2)] ; y esas es­
presiones valuadas en decimales darán las áreas del octógono 
inscrito y del ciFCunscrito. 

Sustituyendo en las mismas fórmulas, en lugar de A y B 
los valores de A ' , B ' , que acabamos de encontrar, seoblendráu 
las áreas A " , B " , de los polígonos inscrito y circunscrito de 
diez y seis lados ; — y así sucesivamente. 

No entraremos en mas pormenores sobre.este método; 
solo observarémos para concluir que, si se valúa la diferencia 
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( B ' — A') por medio de la diferencia (B — A ) , se encuentra 

( B ' - A ' ) < 1 ( B - A ) ( * ) ; 

lo cual prueba qne, deteniéndonos en un par de polígonos de­
terminados, uno inscrito y otro circunscrito, cometemos un 
error menor que l a cuarta parte del que cometeríamos de­
teniéndonos en el par de polígonos precedente. 

Tercer método. 

ISV 256. En lugar de buscar el valor aproximado de una 
circunferencia, ó del área de un círculo cuya radio sea igual 
á la unidad, se puede también por el contrario, Buscar el va ­
lor del radio de una circunferencia dada. — Este método, 
que se llama de los isoperimétros {n.0 2 i 2 . ) , es preferible á los 

(*) Héaquí el cálculo algebráicor 

2AB ,— AB—Av/AB 
Tenemos B' — A' = — r — ^AB 

ó bien B' — A' = 

A + y/AB A + \/AB 

B y / T — A \ ñ T y/AB (%/T— y / 1 ) 

V A + V / ' B V B + N/A 

ó, multiplicando los dos términos de esta espresíon por B + \/ A , 

B ' — A ' = V/AB (B_A)> 

Ahora bien, la desigualdad evidente (v/lT — >/ A ) 2 > 0 dá 

B + A— 2 y / A B > 0; 

de donde, añadiendo á los dos miembros 4 >/AB, resulta 

( / F + V"A") '2> 4 v/AB; 

(N/''B"+ y/T)2 . V/AB f 
luego — > 4, y por consiguiente, —— — r 5 > r . 

V ^ B (v/B + y/A f 4 • 
luego finalmente B'—A'<C r (B—A); L . C . D D . 
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dos precedentes, por la sencillez de las fórmufas que en él se 
empleao. 

Se funda en el siguiente lema: 

LEMA [ F i g . 166.) 

Dado el radio R , y la apotema r, de un polígono regu­
lar, hallar el radio R ' , y el apotema r ' , de un polígono re­
gular isoperimetro de duplo número de lados. 

ANÁLISIS y SÍNTESIS. Construyamos el círculo circuns­
crito al polígono dado; y sean AB uno de sus lados, AOB su 
ángulo en el centro, O A = R el radio, y O P = r el apotema. 

Esto supuesto, debiendo el ángulo en el centro del nuevo 
polígono la mitad del ángulo AOB (n.0133.), si prolongamos 
la PO hasta encontrar en C con la circunferencia, y tiramos 
las cuerdas AC, BC, el ángulo ACB, mitad del A0B(n.0 122.). 
será el ángulo del nuevo polígono. 

Igualmente, si tiramos la OA' perpendicular á C A , y tra­
zamos la A 'B ' paralela á A B , tendremos(n.0184., escolio 1.°) 
A ' B ' = f ABpor lado del nuevo polígono, y por consiguien­
te CA', CP' , serán su radio y su apotema. 

Todo pues se reduce á determinar C A ^ R ' , C P ^ r ' , Pa­
ra esto los triángulos semejantes CAP, CA'P ' , dán 

C P ^ | CP = | (CO -f- OP) = | (OA + OP); 

luego 1.° r ' = | ( R - f - r ) . 

En segundo lugar,el triángulo rectánguloOA'G dá (o.0203.) 

C A ' ^ C O x C P ' ^ O A x C P : 

luego 2.° R W R x r ' ; 

y como ya conocemos á r ' , tenemos resuelto el problema. 
Ádvert. Estas fórmulas son mucho mas sencillas que las 

de los otros dos métodos; porque no exigen mas que la deter­
minación de medios proporcionales alternativamente por dife­
rencia [ | ( R 4 - ? ' ) ] , y por cociente [ x / R x T 7 ] . 

ESCOLIO 1 ° De la primera de estas dos fórmulas, á causa 
ue ser r < R , 
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se deduce r ' > f (r + r ) , ó r ' > r ; 

y de la segunda, á causa de ser r ' < | (R-í-R), ó r ' < R , 

resulta R ' < v / R x R , ó R ' < R ; 

io cual hace ver que el radio del segundo polígono es menor 
que el del primero; mientras que por el contrario, el apotema 
del segundo polígono es mayor que la del primero.—De don­
de se deduce que 

L a diferencia entre el radio y el apotema mengua inde­
finidamente á medida que crece el número de lados. 

ESCOLIO. 2.° Además, puede demostrarse, como en el nú­
mero precedente, que la diferencia { R ' — r ' ) es menor qué 
la cuarta parte de la diferencia ( R — r ) . 

En efecto, sea c al lado del polígono que se toma por pun-
c 

lo de partida; - es entonces el lado del polígono isoperímetro 

de duplo número de lados; y tendremos (n.0 235.) las dos re­
laciones 

4 4 16 4 v 

de donde se deduce 

1 R ^ r 1 In . 2r' 
4 v ' R'H-r ' 4 v ' R'- í -r 

luego, á causa de ser 2?'' < R' + r ' , 

será R ' ~ r ' < j ( R - r ) ; L . C. D . I ) . 

Esto prueba con qué rapidez disminuyen las diferencias (R—?"), 
( R ' - r ' ) , ( R " — r " ) ; [Véase la nota de la página 223.] 

JN." 257. Aplicación de las dos fórmulas precedentes al 
cálculo del número 

Observemos ante todo que, siendo toda circunferencia de 
círculo (n.0244.) el limite superior de una serie de polígonos 
regulares cuyo número de lados va creciendo en progresión 
dupla, si empezamos por el cuadrado, por ejemplo, cuyo lado 
es igual á 1, y cuyo perímetro es por consiguiente igual á 
4, y determinamos sucesivamente los radios R , R ' , R ' V - . , y 
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las apotemas r , K , r " , . . . , del cuadrado y de los polígonos de 
8, 10, 32, . . . , lados, isoperimelros con el cuadrado, llegare­
mos finalraenle al radio y la apotema de un polígo­
no cuyo perímetro, siempre igual a 4 , no diferirá sensible­
mente (n.0 242.) de una circunferencia de círculo que tenga 

4 
por radio, RW.—De donde resulta que será un valor 

muy aproximado de la relación de la circunferencia al radio; 
y, dividiendo por 2, se obtendrá con mucha aproximación el 
número designado por «. 

Resulta además de lo que se dijo en el escolio del n.0 256., 
que el número it está siempre comprendido entre los diferen-

2 2 2 2 2 2 
tes pares de espresiones, - y - , - y - , _ y - , . . . , |0 

cual permite determinar en cada operación el grado de apro­
ximación obtenido.—Leparte común á las dos espresiones 

2 2 
T Ñ " ' RW"' re^ucidas ^ decimales, representa el valor de ir, 

faltándole menos de una. unidad del orden inferior de dicha 
parte común. Solo se trata pues de saber cómo pueden calcu­
larse los números R y r , R ' y r ' , R " y r " , . . . 

Ahora bien, suponiendo en la figura 165, q u e A B = l 
sea el lado del cuadrado, como el triángulo AOP es entonces 
isósceles [AP = O P ] , se deduce 

l'0 OP = f AB = f , dedonde r = A; 

2.° OA = v/ 2AP2 = v/2 . f; de donde R = | v/2. 

Siendo conocidos R y r , las dos fórmulas 

r ' = - | ( R - h r ) , R ' ^ V R r ' , 

harian conocer á R ' y r ' , que son el radio y el apotema del oc­
tágono regular isoperímetro con el cuadrado; y, sustituyendo 
en las mismas fórmulas R ' y r ' en lugar de R y r , se obten­
drían el radio R " y el apotema r " del polígono de diez y seis 
lados; continuándose después del mismo modo. 

Pero sí se quieren convertir inmediatamente lodos estos 
resultados en fracciones decimales, se debe recurrir al medio 
que nos suministra el número 256, 
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Después de haber reducido á decimales los valores R = % / 2 

y r = | , se saca l a semisuma de estas dos fracciones, y asi 
se obtiene el valor de r ' ; después se multiplica este valor de 
r ' por el valor de R , y se estrae l a raiz cuadrada del pro­
duelo, lo cual dá el valor de R ' . 

Se opera después con R ' y r ' como se ha hecho con R y r ; 
fo cual dá los valores de R " y r " . 

Y así se continúa indefinidamente. 
Este procedimiento se reasume en la regla siguiente: 
Fórmese una série de números que empiecen por 0 ^ 1 , 

y que desde el tercero inclusive vayan siendo alternativamenle 
medios por diferencia y medios por cociente entre los dos que 
inmediatamente les preceden: — esta série converge sin cesar 
hacia el valor del radio de una circunferencia igual á 4. 

Advert. Todas estas multiplicaciones y estracciones de 
raices cuadradas deben efectuarse por los medios abreviados 
que enseña la aritmética (*). 

Hé aquí la tabla de los resultados que se obtienen haciendo 
el cálculo en esa forma: 

NUMERO 

DE LADOS. 

46 
32 
64 

4 28 
256 
512 

4 024 

4096 
8192 

APOTEMAS. 

= 0,5000008 
= 0,6035534 
= 0,6284174 
== 0,6345731 
= 0,6361083 
= 0,6364919 
= 0,6365878 
= 0,6366117 
== 0,6366117 
= 0,6366192 
= 0,6366195 
= 0,6366196 

RADIOS. 

R 
R' 
R " 
W" 
R1V 
Rv 
Rvi 
Rva 
RTHl 
RIX 
Rx 
R X I 

0,7071068 
0,6532815 

•• 0,6407289 
: 0^376435 
0,6368754 
0,6366836 
0,6366357 

•• 0,6366237 
0,6366207 

•• 0,6366199 
0,6366197 
0,6366196 

(*) En el Aritmética de Mr. Bourdon (19.a edición) se hallan los 
cálculos relativos á la determinación del número -a, con todos los 
pormenores necesarios. 
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Se ve por esta labia, que los valores de rxl y 11XI no difie­

ren en las siete primeras cifras decimales (*) . 
Así pues, una circunferencia igual á 4 tiene por radio 

0,6366196..., y por diámetro í , 2732392 . . . 
De donde resulta que la relación del diámetro á la circun-

1 2732392... 

ferenciá es ^ 0,3183098; y el número ó la 

relación de la circunferencia a l diámetro, tiene por valor 

1 
ó 3,141593... 

0,3183098 

Esta división dé el valor de «, fallándole menos de una 
un idadáú sesto orden decimal; y si se quisiera mayor apro-, 
xiraacion, seria necesario calcular de antemano los valores de 
ñ, R', R " , . . . , y der , r ' , r " , . . . , con mayor número de cifras. 

Por oíros medios se ha prolongado el cálculo hasta 140 
cifras decimales.—Hé aquí las 20 primeras, (fue son mas que 
suficientes para los usos ordinarios : 

3,14159265358979323846. 

Es muchas veces úfíl tener su logaritmo, y por eso le pone­
mos aquí: 

log. TC= 0,49714987269415385435. 

N.0 258. ESCOLIO.—El número n, lomado con cinco de­
cimales solamente, y convertido en fracción continua, dá las 
siguientes reducidas: 

3 22 333 355 9208 
1 / 7 ' 106 ' 113 ' 2 9 3 Í ' *" 

22 
La segunda reducida, , se llama la razón de ARQUIME-

»ES, y se emplea con bastante frecuencia, porque espresa el 
número n aproximado centésimas.— La tercera, debida 
á RIVARO, se usa poco, porque la siguiente, que se llama 
razan de ADRIANO MECIÓ, dá, con el mismo número de cifras. 

(*) Véase la Aritmética citada poco antes. 
14 
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una aproximación mucho mayor; el numero uilieredeTc 
en menos de una millonésima. — M e m á s , es muy fácil de 
relener, pues se obtiene escribiendo una cantidad compuesta 
de dos 1 , dos 3, dos 5, y lomando la primer mitad de las seis 
cifras por denominador y la segunda mitad por numerador. 

Finalmente, observarémos que la espresion v /24- \ /3 , re­
ducida á decimales, dá 3,146.. . , 
número que no difiere de « mas que en una semi-centésima; 
es decir, que la razón de la circunferencia a! diámetro esta 
representada con corta diferencia por la suma de los lados del 
cuadrado y del triángulo equilátero inscritos en el círculo que 
tiene por radio 1 (números 237., 238.). 

Valuación de los arcos de círculo por medio del número it. 

Puede medirse de dos maneras un arco de círculo, ó bien 
reliriéndole al cuadrante tomado por magnitud absoluta, en 
cuyo caso se espresa el arco en grados (n.0120.), ó bien bus­
cando la razan entre el arco rectifiGado (n.0 241.) y el radio 
lomado por unidad. 

De aquí resultan las dos cuestiones siguientes: 

PRIMERA CUESTION. 

N.0 259. Dado un arco valuado en grados, hallar su re­
lación con el radio. 

Observemos ante todo que siendo n la razón de la circun­
ferencia al diámetro, ó, lo que es lo mismo, la razón de la 

semi - circunferencia a l radio, - debe ser la razón entre el 

cuadrante y el radio. 
Esto supuesto, es claro que para valuar en unidades de 

radio un arco cualquiera A cuyo número de grados se cono­

ce, basta multiplicar por^ el número abstracto — (n.0 120.) 

que espresa su relación con el cuadrante; lo cual dá la fórmula 

m 
(•) A = - . 5 . 
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Recíprocamente. SEGUNDA CUESTIÓN. 

Conociendo la razón entre un arco A [rectificado] y el r a ­
dio, hallar el número de grados que contiene, ó su relación 
con el cuadrante. 

De la formula anterior se deduce: 

' ' m it 
(2) ñ ^ ^ r . . 

lo cual prueba que para obtener la relación pedida, se debe 
dividir el número abstracto dado, que suponemos reducido á 
decimales, por el valor de « valuado también en decimales, 
y convertir después por las reglas conocidas de aritmética, el 
cociente obtenido en grados sexagesimales ó centesimales, se­
gún la división que se prefiera. 

Daremos en el tercer capitulo aplicaciones de entrambas 
reglas. 

ESCOLIO. Estas dos reglas exigen una modificación cuando 
no se toma por unidad el radio R del arco que se conside­
ra : en este supuesto, se debe en el primer caso, con arreglo á 
lo dicho en el escolio S." del número 250., multiplicar por R , 
y en el segundo caso, dividir por R el resultado que SB ob­
tenga ; lo cual dá 

m tz ^ m . -K 
n 2 J n 2R 

Odservaciones sobre la medida de losi ángu los , y sobre las 
relaciones de los arcos descritos con radios diferentes. 

N.0 260. PKIMEIU OBSERVACIÓN. — Hemos demostrado 
(n.0119.) que el ángulo en el centro tiene por medida el arco 
de círculo comprendido entre sus lados, fundándonos en que 
dos ángulos en el centro son proporcionales con los arcos que 
comprenden , y que se suponen descritos con el mismo r a ­
dio.—Pero podría preguntarse cuál sería la razón dedos á n ­
gulos, y por consiguiente, cuál sería la medida de un á n g u ­
lo, si los arcos estuvieran descritos con diferentes radios? 

Para resolver esta cuestión considerémos dos ángulos cua­
lesquiera AOB, A 'OL [fig. 167), que para mayor sencillez su­
pondremos colocados uno sobre otro de modo que tengan co­
mún el vértice O y los lados OA, OA', pn la misma dirección; 



212 LIB. I I . — C A P . I I . — § I I I . 
sean ademasAB, A ' B ' , los arcos descritos con los radios OA, 
OAf, y C el panto en que el arco A ' B ' encuentra al lado OB. 

Esto supuesto, los dos ángulos A'OG, A'OB', que corres­
ponden á los arcos A 'C , A ' B ' , del mismo radio, dán la pro­
porción 

A'OC : A'OB' : : arco A 'C : arco A ' B ' (n .0119.) , 

ó, á causa de ser A ' O G = A O B , y A'OB' — A ' O L , tendremos 

AOB : A 'OL : : arco A'C : arco A ' B ' . 

Pero los dos sectores semejantes OAB, O A'C, dán la pro­
porción arco A'C : arco AB : : OA' : OA (n.0 252.) ; 

OA' 
de donde se deduce arco A'C = arco AB x -7rir; 

OA 
luego sustituyendo este valor del arco A'C en la segunda pro­
porción, tendremos 

OA' 
AOB : A 'OL : : arco AB x ^ : arco A ' B ' , 

arco arco A ' B ' 
6 bien AOB : A 'OL ; : QA : QA, ; 

lo cual prueba que—/.os dos ángulos son proporcionales á 
las razones de sus arcos respectivos con sus radios corres­
pondientes. 

Sean en general V y V dos ángulos cualesquiera, A y A' 
los arcos comprendidos entre sus lados, y descritos respecti­
vamente con los radios R y R'.—Tendremos la proporción 

v ' v " R R'* 

Tomando siempre al ángulo recto por unidad de ángulo, 
y suponiendo que lo sea V , tomemos también por unidad de 
arco, el arco correspondiente A' , descrito con el radio R ' igual 
á la midadlde longitud; así tendremos 

A A 
V : l : : - ^ : 1 , de donde V = -g-; 



ORSERVAC.5 SOBRE LOSANGUL.8 Y SOBRE LOSARC.8 213 
y puede decirse eotonces quQ—El ángulo en el centro, V , 
tiene por medida el cociente de la división del arco que le 
corresponde, por el radio R conque está descrito el arco. 

Pero para comprender el sentido de la igualdad anterior, 
es necesario no olvidar (n.0119.) que las cantidades V , A , 
están referidas á sus respectivas unidades. 

iN.0 261. SEGUNDA OBSERVACIÓN.—La proporción 

arco A'G : arco AB : : O A ' : OA, 

deque nos hemos servido en el número precedente, y que 
existe entre dos arcos correspondientes á uu mismo ángulo en 
el centro, puede ponerse bajo la forma 

arco A 'G OA' 
arco AB OA * 

y nos enseña que la razan de un grado sexagesimal ó cente­
simal en un círculo R , con un grado de un círculo R ' , es 
igual á la razón de los radios R y R ' . 

Así, el grado de un círculo cuyo radio es 3, solo vale f del 
circulo cuyo radio es 4. 

Sin embargo, siempre el grado es una misma parle a l í ­
cuota constante de la circunferencia á que pertenece. 

La misma proposición se aplica á dos arcos, A y A ' , su­
puestos rectificados, con tal que correspondan á un mismo 
ángulo en el centro. 

Porque las fórmulas A = — . ^ . R , A' = ^ - . . Rf 

(0.^260., escol.), dán, á causa deser — = — , 
n n ' 

A. R 
A ' ~ R ' ' 

N." 262. TERCERA OBSERVACIÓN.— Daremos fin á este 
párrafo con una proposición que nos servirá de mucho en el 
tercer libro, y que naturalmente se enlaza á lo que precede. 

TEOREMA. [ F i g . 168.) 

De dos arcos AMB, AM'B, situados ó no situados en la 
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misma región (n.0 11.) respecto de una cuerda común AB, y 
menor cada uno que la semi-circunferencia [supuesta su rec­
tificación], es menor el que tiene el centro más apartado del 
punto medio P de la cuerda A B . 

Sean O el centro del arco AMB, O' el centro del arco 
AM'B; y supongamos P O > P O / ; resulla O A > 0 / A , y por 
consiguiente, 

ángulo AOB < ángulo AO'B. 

m 

Asi la razón — del ángulo AOB con el ángulo recto es 

m' 

menos que la razón — del ángulo AO'B con el ángulo recto. 

Ahora bien, por la fórmula (1) del número 259. tenemos, 
m TC m* it 

arco A M B = — . - , arco AM'B = — . - ; 
« 2 « 2 

m m/ 
luego; á causa de ser — < - 7 , resulta arco AMB < arco AM'B; 

L . C. D. D . 

ESCOLIO. Este teorema dá lugar á otra proposición gene­
ral cuyo enunciado es el siguiente : 

S i se tiene una série de arcos de circulo terminados en 
las estremidades de una cuerda común AB, el menor de todos 
[supuesta la rectificación de todos ellos] es el que vuelve su 
convexidad á todos los otros. 

. Esta proposición es consecuencia evidente de la que aca­
bamos de demostrar. 
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CAPITULO n i . 

ÍMIOBLEMAS S0B11E L4 ESTENSION EN LAS FIGÜUAS PLANAS. 

Esle capítulo constará de tres párrafos: el primero trata­
rá de la construcción de las lineas proporcionales y de algu­
nos problemas dependientes de ellas; el segundo contendrá 
problemas sobre las áreas de las figuras rectilíneas y circula­
res, y el tercero contendrá aplicaciones puramente numéricas 
sobre las líneas y las superficies. 

Como los principios del análisis y de la discusión de los 
problemas se han desarrollado suficientemente en el tercer ca­
pítulo del primer libro, iosislirémos ya poco en estas dos par­
tes, particularmente respecto de ios problemas maselemenlales. 

§ I . Conslruccion d é l a s lineas proporcionales: 

PROBLEMA I . [ F i g . 160 y 170.) 

N.0 263. Dividir una longitud dada AB en un número n 
de partes iguales. 

Para fijar las ideas, supondremos que se trata de dividir 
la recta AB en 5 partes iguales. 

PRIMERA CONSTRUCCIÓN, fundada en el teorema del nú ­
mero 181.:—1.°—En el punto A (fig. 169), tírese una rec­
ta indefinida A X que forme con AB un ángulo cualquiera; — 
2.°—/órnensesobre esta recta, partiendo desde el punto A, 
5 partes iguales, Ajo, pq, </r,..., de una longitud arbitraria; 
—3.° — júntese la estreraidad 6 de la última parte con el 'puo-
lo B;—4.°—por lodos los demás puntos de divisioo r , . . . , 
tírense (n.0154.) rectas paralelas á B6 ; 

La recta AB quedará dividida (n.0181.) en 5 partes igua­
les por esas diferentes paralelas. 

Advert. Esle medio tiene el inconveniente de exigir la 
construcción de un gran número de paralelas. 
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SEGUNDA CONSTRUCCIÓN. 1.° — E n los punios A y B fór ­

mense dos ángulos alternos-internos B A X , ABY [fig. 169), 
iguales entre s í ;—2,°—tómense en las rectas indefinidas AX,' 
B Y , empezando desde los puntos respectivos A, B , cinco par­
tes iguales de magnitud arbitraria; — 3 . ° — y t k í r a í e de dos 
en dos por medio de rectas los puntos de división correspon­
dientes, es decir, primero con primero, segundo con segun­
do, etc. 

Así quedará la recta AB dividida en 5 parles iguales en 
los puntos P, Q, R , . . . En efecto, en virtud de la construc­
ción, las dos rectas A X , B Y , son paralelas (n.0 47 . ) ; y como 
tenemos k p ~ a p ' , p q = = p ' q ' r e s u l l a que kpp'a, pqq'p',...y 
son paralelógramos (n.074.); luego k a , pp \ qq\.. . ,son para­
lelas; luego, etc. 

Adoert. E l medio que acabamos de esplicar no exige, pro­
piamente hablando, mas que la construcción directa de las dos 
paralelas A X , B Y , porque todas las otras jo//, qq',.. . , se ha­
llan determinadas con solo juntar de dos en dos los puntos da­
dos. E l principio fundamental es siempre el mismo. 

TKRCERA CONSTRUCCIÓN. 1 ° — Construyase sobre AB un 
triángulo equilátero CAB {fíg. 170);-—2.°—después de haber 
tomado en el lado CA [prolongado si es necesario] 5 partes 
iguales de magnitud arbitraria, lo cual dá una longitud GA', 
tómese C B ' = C A ' , y tírese la. recta A ' B ' : el triángulo CA 'B ' 
es semejante al CAB (n.0 191.), y por consiguiente también 
equi lá tero;—3.°—/ow^se sobre A'Br las mismas parles que 
sobre CA' , y tírense las rectas Cp, Cq, C r , . . . , que dividirán 
también á la AB en 5 partes iguales (n.0 201.), 

Advert. A fin de que los puntos de división P, Q, R , . . . , 
de A B , queden determinados del modo mas exacto, conviene 
que la recta AB quede situada entre el punto C y la recia A ' B ' ; 
cuya condición puede cumplirse siempre tomando de suficien­
te longitud las parles en CA' . 

Existen además otros medios de resolución, que tienen 
igualmente por objeto evitar el uso de las paralelas; pero el 
segundo medio de los indicados arriba es el que se usa mas 
comunmente para la constraiccion de escalas en el levanta­
miento de los planos. 

ESCOLIO 1.° La división de una recta en dos, cuatro, 
ocho,..., parles iguales no es mas que un caso particular 
del problema precedente; pero es preferible la construcción 
del 11.0150., porque solo exige la construcción de dos arcos 
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de círculo que cortándose, determinan dos puntos por los cua­
les se pasa luego una recta. 

ESCOLIO. 2.° Hemos visto anteriormente el modo de sumar 
dos rectas, de restar una recta de otra, de multiplicar una 
recta por un número; el problema anterior suministra el me­
dio de dividir una recta por un número; y en el número 115. 
espusimos el procedimiento para obtener la razón de dos rec­
tas, que es el segundo modo de considerar la división. 

PROBLEMA I I . [ F i g . 169, 170, 171.) 

N.0 264. Dividir una recta dada AB en partes propor­
cionales á las de otra MN también dada y ya dividida. 

Todos los medios de construcción indicados en el proble­
ma precedente son aplicables á este, con solo la diferencia de 
que en lugar de tomar sobre A X [fig. 169) ó sobre CA [figu­
ra 170), parles iguales entre si , es necesario tomar partes 
respectivamente iguales á las líneas M/>, pq, qr [fig. 171), . . . , 
que componen la recta MN, colocando después las mismas 
partes, pero en orden inverso, sobre la recta B Y [fig. 169) ó 
sobre la recta A ' B ' [fig. 170). 

N.0 265. ESCOLIO.—Puede presentarse el caso de tener 
que—dividir una recta AB [fig. 172), en partes proporcio­
nales á dos lineas (tudas [M y Ñ ] ; cuyo caso merece particu­
lar atención. 

CONSTRUCCIÓN. I.0—Por los puntos A y B tírense dos 
rectas A X , B Y , en cualquier dirección, pero paralelas entre 
si [lo que equivale á construir dos ángulos alternos-internos 
iguales B A X , ABY];—'2.°—tómense sobre A X y B Y , par­
tes AC, B C , respectivamente iguales a M y á N ; — 3 . ° — t í ­
rese la recta C C , que encuentre á la recta AB en el punto D . 

La recta AB quedará de este modo dividida en la razón 
pedida. 

Porque los dos triángulos DAC, DBG' , son evidentemente 
semejantes, y dán 

AD : DB :: AC : B C :: M : N . 

Advert. Si en lugar de colocar la línea N en el sentido de 
BY, se coloca en sentido contrario, de B á C" , y se junta el 
punto C con el punto C " , la recta GG" irá á encontrar á la 
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recia AB prolongada en un punto D' que será el punió conyu­
gado del punió D (n.0 202. , escol. 2.a). 

En efecto, tenemos 

A D ' : BD' :: AC : B G , , : : M : N : : AD : DB. 

N.0 266. COROLARIO. — E l escolio precedente nos sumi­
nistra el medio de resolver otra cuestión que se presenta mu­
cho en las aplicaciones, y cuyo enunciado es el siguiente : 

Concurriendo dos redas AB, CD [fig. 173), en un punió 
demasiado distante para poderse determinar en el papel de 
un dibujo, t i rar por un punto, O ú O', interior ó esterior 
al ángido de las dos rectas, una tercera recta, OL ú O 'L ' , 
que pase por el punto de concurso de las dos primeras. 

PKIMER CASO. 1.°—Después de haber tirado por el pun­
to O una recia cualquiera, E O F , tírese por un punto G lo­
mado á voluntad en A B , la recta GK paralela a E F ; — 
2.° — divídase G K , cuya longitud se conoce en partes pro­
porcionales á las líneas E O , OF", también conocidas. 

La recta LO sera la recta pedida:—porque, supuesto que 
tenemos la proporción 

G L : L K : : E O : O F , 

resulla (n.0201., recip.) que las tres recias, G E , L O , K F , 
concurren en un mismo punto. 

SKGUNUO CASO. 1.°—Después de trazar, como arriba, las 
dos paralelas EO'F7, G K ' , determínesem la recta EO' el pun­
to O conyugado del punto O' respecto de E F ; — 2.° — d i ­
vídase G K , de modo que tengamos G L : L K :: EO : OF ; — 
3 ,0_ determínese e\ punto L ' conyugado del punto L . 

La recta L ' O ' será la recta pedida. 
En efecto, puesto que los puntos 0 , 0 ' , son conyugados, 

debe tenerse la proporción (n.0 202., escolio 2.°) 

E O ' : F O ' :: EO : O F . 

igualmente, supuesto que L y 1 / son punios conyugados, 
debe tenerse la proporción 

G L ' r L ' K : : G L : L K ; 
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pero por construcción tenemos 

G L : L K 

luego G L ' : K L ' 

ó bien G K : K L ' 

EO : OF ; 

E O ' : F O ' ; 

E F t F O ' . 

Luego (n.0 2 0 1 . , recip.) las tres rectas, G E , K F , l / O ' , 
concurren en un mismo punto. 

Advert. En la construcción que acabamos de esponer pue­
de determinarse directamente el punto L ' , sin necesidad de 
construir de antemano su conyugado L . 

PROBLEMA I I I . [ F i g . 174 y 175.) 

N.0 267. Construir m a cuarta proporcional á tres l í ­
neas dadas, M , N, P ; — en otras palabras, — Hallar una 
linea X , que forme el cuarto término de una proporción 
cuyos tres primeros términos sean las lineas dadas M, N , 
P [siendo M el primer término]. 

PRIMERA CONSTRUCCIÓN. 1.° — Después de haber forma­
do un ángulo cualquiera X A Y {fig. 174), tómese en A X , 
A B = M , BC = N , y en A Y , AD = P, y después tírese la 
BD; — 2 , ° — tírese por el punto G la recta C E , paralela 
áBI). 

El segmento DE será la cuarta proporcional pedida. Por­
que tenemos (n.0183.) 

AB : BC :: AD : DE , 

ó M : N : : P : D E ; 

pero también debe tenerse 

M : N :: P : X ; 

luego X — D E . 

SEGUNDA CONSTRUCCIÓN. En lugar de colocar las rectas M 
y N sobre A X , una á continuación de otra, se pueden colocar 
desde el mismo punto A, es decir, que se puede tomar A B = M , 
A C — N ; y después de haber tomado en A Y , A D = P , jun­
tar el punto B con el punto D, y tirar la recta C ' E ' paralela a 
la recta BD. 
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La recta A E ' será la cuarla proporcional pedida: porque 

también tendremos 

AB : A C :: AD : A E ' , 

ó M : N : : P : A E ' ; 

luego X = = A E ' . 

Ádvert. Esta segunda construcción tiene la ventaja de h a ­
cer menos eslensa la figura. Solo resta advertir, que en las 
dos construcciones se deben juntar con la primera recta los 
estreñios de las que forman los antecedentes de la proporcioij. 

TKKCEIU coNsniuccioN. I .0—En una recta AX {(ig. 175), 
tómese AB — M , A G = N ; — 2 . ° — en el punto B fórmese un 
ángulo cualquiera A B Y , con una recta BD = P , y júntese el 
punto A con el punto D ;—3.°— por el punto C tires* la rec­
ia CE paralela á BD. 

La recta GE será la cuarla proporcional pedida: porque 

tendremos AB : AC :: BD : C E , ó M : N P : C E ; 

de donde X — C E . 

Advert. Cualquiera que sea la construcción que se e sco ja , 
es claro que siempre se obtendrá para X la misma magnitud, 
porque esta línea resulla de la determinación del cuarto tér­
mino de una proporción cuyos tres primeros términos son 
M, N, P. 

Solo las circunstancias de cada caso pueden determinar 
cuál de las tres construcciones es preferible. 

CoKOLAHio. De lo anterior, se deduce inmediatamente la 
solución del siguiente problema : 

Dado un punto O {fíg. 176) en el interior de un ángulo 
X A Y , t i rar por él una recta DOE, tal que los segmentos DO, 
O E , estén en una razón dada, M : N. 

SÍNTESIS. 1.° — Por el punto O tírese OB paralela á A Y ; 
~ 2 . 0 — construyase una cuarta proporcional á las tres líneas 
M , N , AB;—'ó.°— tómese esta cuarla proporcional desde B 
basta E sobre A X , y tírese la DOE. 

Esta será la línea pedida; 
Porque, siendo OB paralela á AD, resulla 

O D : O E : : A B : B E : : M : N . 
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Advert. En el caso particular de ser M = N, basta lomar 

en A X , B E = A B , y tirar la recta EOD. 
Cuando el punto dado O está en la bisectriz del ángulo 

Y A X , el problema general admite evidentemente dos solu­
ciones. 

PROBLEMA I V . [ F i g . 177 y 178.) 

N.0 268. Construir una tercera proporcional á dos l í ­
neas dadas [M y N ] ; — es decir, — Hallar una linea X que 
forme el segundo estremo de una proporción cuyo primer 
termino es una linea dada M y los dos medios son iguales 
á otra linea también dada N . 

Hablando propiamente, este problema no es mas que un 
caso particular del problema 111, y puede construirse por los 
mismos medios; pero algunas veces es mas ventajoso recurrir 
á las dos construcciones que vamos á indicar. 

PUIMEHA GONSTKUccioN. I .0 — En una recta indefinida A X 
[fig. 177) tómese A B = M , y describase sobre esta recta una 
semi-circunférencia (n.0151.);—2.°—desde el punto A , con 
un radio igual á N descríbase un arco de circulo que corte á 
Ja semi-circunferencia en un punto C; —3.° — bájese desde 
el punto G la perpendicular GD sobre A B . 

La recta AD es la tercera proporcional pedida. 
En efecto, tenemos (n.0 226 . , escolio 2.°) 

AB : A C : : A G : AD, ó M : N :: N : A D ; 

pero también debe tenerse 

M : iN :: N : X ; 

luego AD = X . 

Advert. Esta construcción supone que M es mayor ó al 
menos ^ i m / á N, mientras que la siguiente puede emplearse 
en todos los casos. 

SEGUNDA CONSTRUCCIÓN. 1.° — Sobre una recta A X [figu­
ra 178), y en un punto cualquiera A, levántese (n.0148.) una 
perpendicular A B = N ; — 2 . ° — tómese á la izquierda del pun­
to A una distancia A G = M , y tírese la recta C B ; —3.°— en 
el punto B levántese BD perpendicular á B C : 

AD será la línea buscada. 
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En efecto, tenemos (n.0 203.) 

C A : A B : : A B : AD, ó M : N N : A D ; 

luego A D = X . 

Advert. E l eslremo D de AD distará tanto mas del pun ­
to A, cuanto mas pequeña sea la recta AC = M respecto de 
A B = N ; pero la construcción es siempre posible. 

PROBLEMA V . [ F i g , 179 y 180.) 

N." 269. Construir una media proporcional entre dos 
lineas dadas, M y N ;—ó lo que es lo mismo, — Hallar una 
linea X que forme a la vez los dos términos medios de una 
proporción cuyos estreñios sean dos lineas dadas, M y N. 

PRIMERA CONSTRUCCIÓN. En una recta indefinida A X {fi­
gura 179), tómese A B = M , B C = N ; luego sobre A{>=M-f-N, 
describase una semi-circunferencia, y levántese en el punto B 
la perpendicular BD. 

Esta perpendicular es la línea buscada; porque tenemos 

AB : BD :: BD : BC, ó M : BD :: BD : N ; 

luego B D = X . • 

SEGUIDA CONSTRUCCIÓN. En la recta indefinida A X [figu­
r a 180), tómese A B = M , AC==N; después sobre AB como 
diámetro, describase una semi-circunferencia , y levántese en 
C la perpendicular CD. 

La cuerda AD será (n.0 226., escolio 2.°) media propor­
cional entre AB y AC, es decir entre M y N . 

TERCERA CONSTRUCCIÓN. Las dos rectas M y N se toman 
como antes en A X {fig. 180), y se describe sobre la diferen­
cia CB como diámetro una circunferencia, tirando luego des­
de el punto A (n.0 170.) la tangente A D . 

AD será la línea pedida (n.0 228.). 
Advert. La segunda construcción es en general la mas 

sencilla, porque dá la figura menos eslensa; la tercera no debe 
usarse sino cuando se tenga ya descrita una semi-circunfe­
rencia sobre la diferencia de las líneas dadas, M y N, como 
sucede algunas veces. 
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N.0 270. ESCOLIO GENERAL sobre las lineas proporcio­

nales. 

Las tres proporciones 

M : N : : P : X , M : N : : N : X , M : X : : X : N , 

dan las igualdades siguientes: 

N x P , / N2 X = - ^ ~ , X = : ^ , X 2 = : M X N , Ó X = N / M X N. 

Estas igualdades, de las cuales recíprocamente se deducen 
aquellas proporciones, juntas con estas otras, 

X = ^M'2 -f-N2, X = v/M2-]N2, 

forman lo que se llama, en la Geometría y en la Aplicación 
del Algebra a l a Geomelria, las espresiones elementales de 
la construcción de las lineas. 

La espresion \/M2 -f- N2 es, como ya sabemos, la hipote­
nusa ÚQ un triángulo rectángulo cuyos catetos son M y N . 

La espresion v̂ M2 — N2 représenla un cateto de un tr ián­
gulo rectángulo cuya hipotenusa es M, y el otro cateto N. 

Ya espusiraos (n.0 162.) los medios de construir un t r ián­
gulo rectángulo, conociendo—1.°—/os dos catetos,—2.°—la 
hipotenusa y un cateto. 

Tenemos pues todos los materiales necesarios para la cons­
trucción geométrica de las líneas. Sin embargo, como es im­
portante familiarizarse con esta clase de operaciones, indica­
remos todavía los medios de construir algunos radicales nu­
méricos (del segundo grado]. 

En un círculo cuyo radio se supone igual á 1 , 
1. ° yj2 es la cuerda AB [fig. 182) del cuadrante; ó lo que 

es lo mismo, el lado del cuadrado inscrito; 
2. ° v'3 es la cuerda AD del duplo del arco subtendido 

por el lado A C = 1 del exágono: es el lado úe\ triángulo equi­
látero inscrito; 

3. ° = N / 4 4 - 1 — v/22-f-l es la hipotenusa A E del 
triángulo rectángulo cuyos catetos son 

A A W 2 , A ' E ^ O B ^ I ; 
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4.° ^ 6 = ^ 4 -f- 2 = V 22 + (v/2)2 es la hipotenusa de un 

triángulo rectángulo cuyos catetos son A A ' = 2 y A B = v / 2 ; 
Ó bien también v /6=v /3x2 , yes una media proporcional 

entre las líneas espresadas por tres y por dos. 

En general, sea M un número entero compuesto de dos 
factores n y p \ v̂ M ó \Jn*.p es una media proporcional en­
tre « y j». 

En todos los casos v̂ M ó v^Mx! es una media proporcio­
nal entre M y 1. 

Terjninarémos este párrafo resolviendo algunos problemas 
cuya construcción en último análisis se reduce á la de las lí­
neas proporcionales. 

PP.OULEMA V I . ( F i g . 183.) 

N.0 271 . Dividi r una linea dada AB en media y estre­
ñía razón. 

Ya tuvimos ocasión en el n.0 239, de tratar esta cuestión 
bajo el punto de vista íiMwenco; pero el escolio del n." 228. 
nos suministra una solución puramente geométrica. 

SÍNTESIS. 1.°—En el punto B levántese la recta BO per­
pendicular á AB é igual á f A B , después tírese la recta AO: 
—2.°—desde el punto O como centro, con el radio O B , des­
críbase una circunferencia que corte á la recta AO en el pun­
to C -i—Z.0—trasládese AC sobre AB por medio de un arco 
de círculo que corle á esta recta en D. 

La recta AB queda dividida en el punto D en media y es-
Irema razón. 

En efecto, en virtud de la construcción, AB es tangente al 
círculo O B ; y si se prolonga AO hasta encontrar en C á la 
circunferencia, tendremos (o.0 228.) la proporción 

A C : A B : : AB : A C ; 

de donde A C — A B : AC :: A B - A C : AC. 
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Ahora bien, 

A C ' ^ A C - f - C C ' ^ A C - f - A B , de donde A C - A B = A C = AD, 

v A B — A C = AB — A D = BD ; 

por consiguiente, la proporción se transforma en esta otra 

AD : AB : : BD : AD; 

ó, invirtiendo, AB : AD : : AD : BD; 
L . C. I ) . I ) . 

PROBLEMA V i l . { F i g . 183. 

N.0 272. T i r a r una tangente común á dos circuios. 
Ya en el n.0171. resolvimos este problema por conside­

raciones fundadas en las teorías del libro primero. Pero las 
líneas proporcionales nos conducen á una solución raucbolnas 
sencilla. 

ANÁLISIS. Supongamos resuello el problema, y sean MN, 
mn, dos tangentes, una esterior y otra interiory que encuen­
tran á la línea de los centros 0 0 ' en dos puntos C, C . 

Es claro que, si conociéramos la posición de estos puntos, 
bastarla tirar por cada uno de ellos (n." 170.) una tangente á 
uno de los círculos dados; la cual lo sería también al otro, y 
resolvería por consiguiente el problema. 

Tirando pues los radios OM y O'N, Om y O'», obtenemos 
evidentemente dos pares de triángulos semejantes OMC y O'NG, 
ü/wC y O'wC, que dán las proporciones 

OC : O'C : : OM : O'N, 

O C : O 'C : : OM : O'N. 

Pero los radios OM, O'N, son líneas dadas á p r io r i ; lue­
go los puntos C y C no son otra cosa que los puntos conyu­
gados que dividen (n.0 264., advert.) la distancia 0 0 ' en la 
razón dada OM : O'N. — De aquí resulta la construcción s i ­
guiente : 

SÍNTESIS. I.0 — l'irese en el círculo O un diámetro cual­
quiera KOk, v por el punto O' tírese (n.0154.) un radio O'L 

15 
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paralelo á ÚK; —2.°—júntense los punios K y k con el 
punto L . 

Los puntos C, C , en que las rectas K L , k l , encuentran 
á la línea de los centros, son los puntos buscados; porque le­
ñemos (n.0191.) 

OC : O'C : : OM : O'N 

y O C : O ' C : : OM : O'N. 

Tírese en seguida por cada uno de estos puntos una tan­
gente al círculo O, ó al círculo O'; y lo será también al otro 
circulo. 

En el n.0171. dimos ya la discusión de este problema. 

PROBLEMA V I H . [ F i g . 184.) 
N.0 273. Dados en un plano dos puntos A y B , hallar 

otro punto cuyas distancias á los dos primeros estén en una 
razón dada m : n. 

Esta cuestión es también una aplicación muy sencilla de 
la división armónica de las lineas. 

ANÁUSIS. ES desde luego muy fácil de ver que el pro­
blema por su naturaleza es indeterminado, es decir, que exis­
ten en el plano una infinidad de puntos con la propiedad pe­
dida; porque si haciendo centro eu A, con un radio arbitra­
rio AM, describimos una circunferencia de circulo, y luego, 
haciendo centro en B con el radio BM determinado por el 
cuarto término de la proporción m : n : : AM : BM, describi­
mos otra circunferencia, las dos se cortarán en dos puntos 
M, N , que satisfarán al enunciado. — Se conocerá además 
por esta construcción, que los puntos están situados de dos en 
dos en una misma recta perpendicular á la línea A X lirada 
por los puntos dados A, B , y á una misma distancia de aque­
lla recta. 

Esto supuesto, comencemos por' determinar en A B , los 
puntos C y C , que cumplen la condición del enunciado, lo 
cual equivale á dividir armónicamente la recta AB en la razón 
m : n (n.u 264., advert.]; digo pues que la circunferencia des­
crita sobre la recta C C , como diámetro, es el lugar'geomé­
trico de todos los puntos pedidos. 

En efecto, sea M uno de sus punios; Junlémosle con los 
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puntos A y B; por hipótesis leñemos la proporción 

AM : MB : : wi t Í? ; 

pero por construcción tenemos también 

AC : CB : : rti : n ; 

luego AM : MB : : AC : C B ; 
lo cual prueba (n.0 202., escolio 1.0) que la recta MC es b i ­
sectriz del ángulo AMB. • 

Del mismo modo se encontraría que 

AM : MB : : A C : B C ; 

luego la recta MC es bisectriz del ángulo suplementario BMA'. 
Así pues (n.0 43. , escolio 3.°); las dos rectas C M , C M , son 
perpendiculares entre sí. 

Como podríamos aplicar el mismo raciocinio á cualquier 
otro punto del lugar buscado, tenemos derecho para concluir 
que ese lugar es la circunferencia descrita sobre la recta C C 
como diámetro. 

De aquí resulla la construcción del problema propuesto: 
Después de haber dividido la recta A B , en el punto G, 

en la razón dada m : «, y de haber determinado (n.0 264., ad-
vert.) su punto conyugado C , describase sobre G C como diá­
metro una circunferencia. 

Así se obtendrá el lugar geométrico de lodos los puntos cu­
yas distancias á los puntos A y B están en la razón m : n. 

ESCOLIO. Puede presentarse este resultado bajo la forma 
de un teorema con el enunciado siguiente: 

Dada en un plano de longitud y de posición una recta 
AB [fig. 184), dividida armónicamente en dos puntos C, C , 
la circunferencia descrita sobre la distancia G C , como d iá ­
metro, es el lugar geométrico de todos los puntos cuyas d is ­
tancias á los estremos de la recta AB están en una razón 
constante, la de AC á C B . 

La demostración se deduce tan fácilmente del análisis que 
hemos hecho, que nos parece inútil detenernos á darla. 
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PROBLEMA I X . [ F i g . 185.) 

N." 274. Dada de posición una recia indefinida L M , y 
dos puntos A y B , describir una circunferencia que pasando 
por estos dos puntos, sea tangente á la recta dada. 

No ofreciendo dificultad alguna el análisis de este proble­
ma, pasemos desde luego á la síntesis: 

CONSTRUCCIÓN. \.0 — Prolongúese la recta BA hasta en­
contraren P á la recta dada L M , y determínese (n.0 269.) 
una media proporcional entre PB y \*k ;— ci .0—trasláde­
se esta media proporcional desde P hasta G sobre L M , y le­
vántese (n.0 148.) en el punto G la perpendicular C G ; — 
3.°— levántese en el punto medio de AB (n." 150.) una per­
pendicular I K . 

E l punto O en que las rectas CG, I K , se corlan (n.0 50.), 
es el centro del círculo buscado, que podrá construirse, pues 
se conoce su radio OA. 

En efecto, en virtud de la construcción, tenemos 

PC2 = PB x PA ; 

luego (n." 229.) los puntos A, B , G, eslán situados en una cir­
cunferencia tangente á PC ó á LM. 

Advert. La media proporcional PB : a ; : : : PA puede 
construirse directamente sobre la figura: 

Descríbase sobre PB una semi-circunferencia, y levánte­
se en el punto A la perpendicular AD; la cuerda PD es la me­
dia proporcional buscada, que se traslada sobre LM por me­
dio de un arco de círculo. 

DÍSCUSION. E l problema es siempre posible mientras los 
puntos A y B están situados á un mismo lado de L M ; y solo 
es posible en ese caso. 

Es además susceptible de dos soluciones; la segunda se ob­
tendría, colocándose PC á la izquierda del punto B , desde B 
hasta C 

En el caso particular en que la recta AB fuera paralela 
á L M , no se podría construir la media proporcional; pero en­
tonces el punto de contacto de LM se hallaría situado eviden­
temente en su punto de encuentro con la perpendicular le­
vantada en el punto medio de AB; y no habría mas que una 
solución. 
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COROLAIÍIO. A esle problema se enlaza casi inmediatamen­

te el siguiente: 
Dadas de posición dos recias, L M , LN {fig. 186), y un. 

punto A interior al ángulo N L M , hacer pasar por el punto 
A un circulo tangente á las dos rectas dadas. 

Tirando la bisectriz L l , y bajándole desde el punto A una 
perpendicular, tómese C A ' — C A ; con esto la circunferencia, 
que debe tener su centro sobre L I , habrá de pasar necesaria­
mente por el segundo punto A'; y la cuestión queda reducida 
al problema precedente. 

Esta en general es también susceptible de dos soluciones. 

§ 1 1 . Problemas sobre las áreas. 

Transformación de los polígonos. 

Así se llama la operación gráfica que tiene por objeto sus­
tituirá un polígono dado, olroque le sea equimlente (n.o209.), 
es decir, que tenga la misma superficie, pero que sea de for­
ma diferente, bien respecto del número de lados, bien respec­
to del número de ángulos. 

PROBLEMA I . [ F i g . 187.) 

N.0 275. Transformar un polígono en otro que tetiga un 
lado menos, y por consiguiente, en un triángulo. 

CONSTRUCCIÓN. Sea A B C D E . . . un polígono cualquiera que 
aquí representamos por una linea quebrada, para hacer resal­
lar mejor la generalidad de la construcción. 

Desde el punto \ trácese la diagonal AC, de modo que el 
vértice B quede respecto de ella en región (n.0 11.) distinta 
de la en que están todos los demás vértices del polígono, es-
ceplo A, B , C. Tírese después por el punto B la recta BI pa­
ralela á la diagonal AC y prolongada hasta encontrar en I al 
lado DC, también prolongado, y tirese la recta A I . 

E l polígono A I D E , . . . , es equivalente al polígono dado 
ABCDE, . . . , y tiene un lado menos que este. 

Porque supuesto que B I es paralela á AC, los dos tr ián­
gulos A lC , ABC, son equivalentes (n.0 211.); y si á estos 
dos triángulos añadimos la porción de superficie A G D E , . . . , 
tenemos, por una parle, él polígono A I D E , . . . , y por otra, d 
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polígono A B G D E , . . . ; luego estos tíos polígonos son también 
equivalentes. 

Además, es evidente que siendo el lado CI del triángulo 
AlG prolongación del lado DG, los dos lados A B , BG, del pri­
mer polígono quedan reemplazados por el único lado A I ; lue­
go la segunda figura tiene un lado menos que la primera. 

Procedamos ahora con el polígono A I D E , . . . , como con el 
primitivo, es decir, tírese la diagonal AD de modo que el vér­
tice l y la porción de polígono A D E , . . . , queden colocados en 
diferente región respecto de ella; tírese en seguida la recta I L 
paralela á AD y prolongada hasta encontrar con ED también 
prolongada.—Así se obtiene un nuevo polígono A L E , . . . , e q u i -
valenle al segundo y con un lado menos. 

Continuando de este modo, acabarémos por llegar á un po­
lígono de tres lados; y quedará resuelto el problema. 

PROBLEMA 11. 

N.0 276. Transformar un polígono cualquiera en un 
cuadrado. 

Si el polígono dado es un t r iángulo, sean b su base, k su 
altura (n.0 208,), y a? el lado del cuadrado buscado. 

Debemos tener la relación £ c 2 = 6 x f / í , 

tle donde sale la proporción b \ x ' : x : \ h . 

Así pues, el lado del cuadrado pedido es una media pro­
porcional entre l a base y la mitad de la altura del t r ián­
gulo. 

Construida esta línea, fácilmente se deduce la construcción 
del cuadrado. 

Cuando se dá un poligono cualquiera, se empieza por 
transformarle en un triángulo (n.0275.); y después se trans­
forma este en un cuadrado. 

Cuando se trata de un paralelógramot ó de un rectángu­
lo, ó en fin, de cualquier figura cuya área esté valuada inme­
diatamente por el producto de dos lineas, todo se reduce, pa­
ra obtener el lado del cuadrado equivalente, á construir una 
media proporcional entre dichas dos lineas. 

Asi es como para un polígono regular basta, después de 
liaber desarrollado sobre una recta indefinida el perímetro 
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del polígono, buscar una media proporcional entre el semi-
perimetro y el radio del circulo inscrito. 

Para transformar un circulo en un cuadrado, sería nece­
sario rectificar primero la circunferencia; determinando des­
pués una media proporcional entre el radio y la semi-circun-
ferencia [rectificada]. 

ESCOLIO. La cuadratura del círculo está, como se ve, í n ­
timamente ligada con la rectificación de la circunferencia: y 
si hasta ahora no se ha podido, por medio de la regla y del 
compás, construir rigorosamente un cuadrado equivalente a 
un circulo, como se hace con las figuras rectilíneas, depende 
esto de que los métodos conocidos no dán mas que valores 
aproximados de la razón de la circunferencia al diámetro. 

Sin embargo, no tardaremos en ver ejemplos de. figuras 
planas curvilíneas que pueden cuadrarse exactamente, aun­
que no se conozca el medio de rectificar rigorosamente las l í ­
neas curvas que las terminan. 

Construcción de polígonos semejantes con ciertas condi­
ciones. 

PROBLKMA I I I . [ F i g . 188.) 

iN.0 277. Sobre una recta ab dada de longitud, construir 
un polígono semejante á un polígono dado ABCDEF. 

PftiMEK MKDIO. Después de descomponer el polígono dado 
en triángulos por medio-de diagonales tiradas desde uno de 
los vértices A á todos los otros, fórmense en los puntos a y 
dos ángulos cah, abe, respectivamente iguales á los ángulos 
CAB, ABC: y se obtendrá un triángulo abe semejante al 
triángulo kü(*.—Construyase mismo modo sobre ac un 
triangulo acd semejante al triángulo A C D ; v así sucesiva­
mente. 

El polígono abede,..., así obtenido será semejante al polí­
gono A B C D E , . . . 1 

SKGÚNDO MEDIO. Si el lado ab no está necesariamente dado 
de posición , coloqúese desde A hasta B ' sobre A B , y por el 
punto B ' tírese B ' C paralela á BC; igualmente por el punto C 
en que B ' C encuentra con BC, l i r h e G'D' paralela á GD; y 
asi sucesivamente. 

Kl polígono 43 'G 'D' , . . . será semejante al A B C D , , . . (n .0167.). 
kn una palabra, cada uno de los casos de igualdad demos-

i 
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irados para los polígonos, nos suminis'ra uu medio tle resol­
ver la cuestión. 

COUOLARIO. De aquí se deduce un medio de — Construir 
sobre una recta dada Aü ijig. 158) un polígono regular de 
una espeoie dada. 

[Solo puede tratarse aquí de los polígonos regulares com­
prendidos en las series que hemos becho conocer en el nume­
ró 240. , escolio.] 

Empiécese por describir una circunferencia, tomando un 
radio arbitrario oa [se sobreentiende la figura]; después se 
inscribe eu ella un polígono de la especie dada.—Sea ab el 
Jado de este polígono. — Sobre AB se construye un polígono 
semejante á aquel á que pertenece el triángulo isósceles oab-, 
y se tendrá el polígono buscado. 

Pero, todavía es mas fácil, después de haber construido 
sobre A B un triángulo semejante al triángulo oa6, describir 
desde el punto O como centro, con el radio OA, una circun­
ferencia en la cual se toman luego cuerdas iguales á A B . 

PKOBLEMA I V . 

N.0 278. Dados dos polígonos semejantes A, A ' , cons­
truir otro polígono A " semejante a los dos primeros, y equi­
valente á su suma ó á su diferencia. 

La solución de este problema es una consecuencia inme­
diata del escolio demostrado en el n.0 223. , corolario 4.° 

Sean a, a', dos lados homólogos de los polígonos dados; — 
sobre estos lados, considerados como catetos, ó como hipote­
nusa el uno y como cateto el otro, construyase (n.0 162.) un 
triángulo rectángulo; y sobre el tercer lado a" del triángulo 
así obtenido, construyase (n." 277.) un polígono semejante á 
uno de los polígonos dados. 

E l polígono construido de este modo ^erá el polígono pe­
dido: porque siendo por construcción 

a"*=a*-+-a'*, ó a"* = a2—a'2, 

resulla (n.ü 223. , corolario 4.°) 

A " = A H - A ' , Ó A ' ^ A — A ' . 

ESCOLIO. Sean AMNB? APC? BQC [fig. 189) ? fres scmi-
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circmiíbrencias descritas sobre los lados de un triángulo rec-
lángulo ABC; y llamemos R, R/ , R " , los radios de los círcu­
los, siendo R el del círculo descrito sobre la hipotenusa. 

De la relación R2=R'2 R"2 

se deduce f « R 2 = ̂ « R/2 4 - f u R " 2 ; 

luego (n.0 250.) 

semi-circulo AMNB=sm¿-c ímí /o kV^+semi-circulo BQC. 

Esto supuesto, si de los dos miembros de esta igualdad se 
quila la suma de los segmentos circulares, AMGl 4- BNCL, 
queda, por una parte el triángulo ABC, y por otra la suma 
de las dos figuras AMCP, BNCQ. 

Donde se ve que el área del espacio curvilíneo CMAPCBQN 
es igual á la del triángulo rectángulo ABC; y como este trian­
gulo puede transformarse en un cuadrado (n.0 276.), sucede 
Jo mismo con el espacio curvilíneo. Este es el ejemplo que he­
mos indicado en este m%mo número. 

PROBLEMA V . [ F i g . 190.) 

N." 279. Dado un cuadrado hallar oír o cuadrado 
xa, la l que el primero sea a l segundo como son entre s i 
dos lineas úadas , M, N ; es decir, que dén la proporción 
m : n :: a2 : ar1. 

El corolario 2 ° del n.0 223. suministra una construcción 
bastante sencilla de este problema. 

SÍNTESIS. 1.° — Sobre una recta indefinida B X tómese 
BD = m , DC = n , y sobre BC = m -f- n , como diámetro, 
describase una semi-circunferencia; — 2 . ° — levántese en 
el punto D una perpendicular DA, y tírense las cuerdas A B , 
AC, prolongándolas mas allá de B y de G ; — 3 . ° — sobre A B 
tómese una parte A B ' = a [aquí se supone a > A B ] , y tírese 
B ' C paralela á BC. 

La recta AG' será el lado del cuadrado pedido. 

En efecto, los dos triángulos A B C , AB'G ' , dán la propor­

ción AB : AC :: AB ' : A C , 

y por consiguiente; AB2: AG2: : AB"2 : AG/2; 
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pero leñemos (h.0 223., corol. 2.°) 

ABá : AC2 :: BD : DC, ó :; m : w; 

Juego también A B ' 2 : AG'2 :: m : «, 

ó invirliendo, y poniendo por A B ' su valor a , 

m : n :: a2 : AG'2; 

luego ünalmente AC ' = ^ . 

Adverl. Si sucediera en la construcción, (|ue la cuerda AB 
fuera igual á o, la cuerda C seria entonces el lado buscado, 
porque se tendría AB2 : AC2 BD : DC :: m : n , 

ó m : n :: a* : AC2. 

GUIA CONSTRICCIÓN- En el caso de ser m > /? , puede 
hacerse otra construcción sacada de la proporción m: n::a,":x*, 
que puede ponerse bajo la forma 

x~ = = . a, de donde x = \ / . a. 
m m V m 

SKGCNÜA CONSTUUCCION. 1.°—Sobre una recta AB = a {fi­
gura 191), describase um semi-circunferencia; —2.°— des­
pués de formar en el punto A un ángulo cualquiera X A Y , 
tómense en A Y , dos partes A C = m , A Í ) = w; — 3,° — t í r e ­
se la recta GB, y por el punto D tírese DE paralela a G B ; — 
A.0—levántese en el punto E la perpendicular E F , y tírese la 
recta A F . 

La cuerda A F es el lado buscado. 

En efecto, tenemos AC : AD :; AB : A E , 

ó m : n :: a : A E ; 

de donde se deduce A E = rt 
m 

pero también tenemos (n.0 203.) A F 2 = A B x AE=-: a x — 
m 

luego A F = i / a x — — — x . 
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Advert. Esta construcción supone evidenlemeule 

an 
A E < A B . ó < a ; de donde w < m ; 

m 
mienlras que la primera se puede ejecutar en lodos los casos. 

ESCOLIO. Algunas veces la razón m : w, en lugar de darse 
en líneas, se dá en números, por ejemplo, 3 : 2. En este ca­
so se lomarian en una linea indefinida, cinco partes consecu­
tivas iguales; las tres primeras representarian al número 3 , 
las otras dos al número 2 ; y la cuestión quedarla reducida á 
la precedente. 

Hay además en este problema casos particulares que se 
construyen muy sencillamente: 

t.0 Propongámonos — Construir un cuadrado duplo de 
oíro. 

Debemos tener a;2=2a2; de donde x — a s / ' I : 

El Indo buscado es, como hemos visto en el n.? 238., la 
diagonal del cuadrado dado. 

2." Propongámonos por el contrario — Hallar el lado 
de un cuadrado que equivalga á l a mitad de otro cuadrado 
dado. 

Tenemos ¿c2=f o2; de donde x = %a \ / 2 : 

luego es la mitad de la diagonal del cuadrado dado. 

PROBLEMA V I . 

ÍN." 280. Dado un poligono P , construir otro polígono 
X semejanie al primero, y que guarde con este la razón de 
m : n. 

Sea a un lado del polígono dado , x el lado homólogo del 
polígono buscado; tendremos 

P : X :: a2 : ¿c2, 

V P : X :: m : « ; 

de donde m : n :: a2 : ¡r2. 

Así queda la cuestiou reducida al problema precedente, 
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porque siendo conoeida x , bastará construir sobre ella m po­
lígono semejante al polígono dado. 

PROBLEMA Vil. 

iN.0281. Dados dos polígonos P y Q , construir otro 
polígono X semejante al primero, y tal que el segundo sea 
al tercero como ra : n. 

ANÁLISIS y CONSTRICCIÓN. Sean a un lado del polígono 
P, y x s n homólogo en el polígono X ; en virtud de las con­
diciones del enunciado, tendremos 

P : X :: fl2 ; ^ 

y Q ; X :: m : n . 

Esto supuesto, concibamos que se han transformado los polí­
gonos P y Q en cuadrados (n.0 27H.) que tengan respectiva­
mente los lados p, q ; Y represéntese además por 2 el lado del 
cuadrado equivalente al polígono buscado X ; las proporciones 
anteriores se hallarán transformadas en estas otrus 

p* : z2 :: a2 : x'*; 

de donde p : z :: a : x , 

y • p9' : s2 :: m : n. 

La última de estas proporcioues nos hará conocer á z por 
la construcción del problema 5.° (n.0 279.); y la segunda dará 
el valor de x por una cuarta proporcional á las rectas p, z, a) 
y esle será el lado del polígono buscado, homólogo del lado a. 

ESCOLIO. Si el polígono buscado debiera ser equivalente al 
polígono Q, se tendría una construcción menos que efectuar, 
porque entonces sería z = q. 

Sígnense algunos problemas sobre las áreas, que, sin tener 
inmediato enlace con los precedentes, son sin embargo muy 
útiles de conocer. 

PROBLEMA V I H . [Fig . 192.) 

N." 282. Construir un rectángulo equivalente á un cua­
drado dado ra'2 y tal que l a suma ó la diferencia de dos l a ­
dos contiguos sea igual á una línea dada a. 
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PiuMER CASO. La línea dada a-debe ser la suma délos dos 

lados contiguos. 
I.0—Sobre una recia A B = a , como diámetro, describa­

se una circunferencia (n.0 1 5 1 ) ; — 2.° —en el estremo A 
del diámetro AB , levántese una perpendicular A G = m ; — 
3.°— tírese por el punto C la recia GL paralela al diámetro 
AB; — 4.° — desde el punto E ó E ' , en que esta recta en­
cuentra á la circunferencia descrita, bájense la perpendicular 
E F ó la E ' F ' sobre AB. 

Las distancias A F y F B , ó A F ' y F ' B , serán los dos lados 
contiguos del rectángulo pedido. 

En efecto, tenemos (n.0 226., escol. I.0) 

A F x F B = E F 2 - = AC2 = w/2; 

y A F + F B ^ AB = a . 

Advert. E l problema solo es evidentemente posible mien­

tras sea AG < OI < O A , ó m < | a, 

ó á lo mas m = f a; de donde m2 = i - a2: 

Lo cual prueba que — E l mayor rectángulo que se puede 
formar con las dos partes de una linea dada ü , es el cua­
drado construido sobre la mitad de la linea. 

SEGUNDO CASO. La línea dada a debe ser la diferencia en­
tre los dos lados contiguos. 

Las dos primeras partes de la construcción son exactamen­
te las mismas en este segundo caso; después se junta el cen­
tro O de la circunferencia con el punto C , y las dos rectas 
GG, GK, serán los lados contiguos del rectángulo pedido. 

i ín efecto, en virtud de la construcción, tenemos 
C A 2 = G G x G K ( n . 0 928.), .ó C G x G K = 7/i2, 

y GG — GK = K G = ; AB = a. 
Advert. Este problema es siempre posible, cualesquiera 

que sean a y m. 

PROBLEMA I X . 

N.0 283. Hallar dos lineas [\ , y] proporcionales á dos 
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reclángidos dados, a x b, a' x b', [y en genera! á dos polígo­
nos cualesquiera]. 

ANÁLISIS. Debemos tener, en virtud del enunciado. 

!o cual dá 

x : y :: a * b : a' * b ' ; 

a x b x y 
x = a ' x 6 ' 

Ahora bien, como una de ías líneas, por ejemplo la y , es 
arbitraria, nada importa suponerla igual á a' ó á 6 ' ; en í¡» hi­
pótesis de ser y = b f resulta 

a x 6 
ó a ' : a :: b : x . 

SÍNTESIS. Construyase una cuarta proporcional á las tres 
lineas a ' , a, b (n.0 267.):—la razón de la línea resultante á la 
línea b' será la misma que la de los reclángulosa x 6, a ' x b'. 

Advert. Si los rectángulos fueran dos cuadrados a*, a'3, 
tendríamos que buscar una tercera proporcional á las líneas 
a' y a. 

Y como dospolígonos cualesquiera pueden siempre trans­
formarse en cuadrados, la cuestión queda reducida al caso de 
darse dos cuadrados. 

Pero si se trata de dos polígonos regulares , tendremos, 
designando p o r p , / / , y r , sus perímetros y los radios de 
los círculos inscritos. 

resulla 

x : y :: p x r : jó' x r ' ; de donde, suponiendo y — p ' , 

p x r 
r :: p : x ; 

y la cuestión se resuelve directamente como en el caso de dos 
rectángulos. < 

ESCOLIO. Dando una ostensión conveniente al método an­
terior, se podría, — Hallar dos lineas [x é y] de las cuales 
la primera sea á la segunda como un producto de tres lineas 
dadas [a, b, c] es á otro producto de otras tres longitudes 
también dadas [a ' , b', K j . 
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Para ^sto, leñemos desde luego 

v : y : : a x h x c : a ' x b' x c'; 

. . . a x b x c x y 
de donde x ~ r.——• ' 

a ' x b ' x c ' ' 
y comfy es arbitraria, puede suponerse y — c ' ; 

, a x b x c a x b c lo cnal da x = • = — _ x 
a ' x b ' a ' b' 

Asi pues, se buscará, — 1.°—una cuarta proporcional 
á las lineas a', a, y b [cuyo resultado puede representarse por 

^ ] ; —2.0~una cuarta proporcionalp' á las líneas 6', », y él 
este será el valor de ¿r; y se tendrá 

p ' '. c' a * b x c : a' x b' x c'. 

Del mismo modo se operaría para resolver la proporción 

x •> y : : a x b x c x d : a ' x b' x c' x d'; 
y así sucesivamente. 

Oe algunas cuestiones sobre los lugares geométricos. 

PROBLEMA X . [ F i g . 193.) 

N.0 284. Dados en un plano dos puntos A y B , hallar 
otro punto M, tal que l a suma de los cuadrados de las d i s ­
tancias de este tercer punto á los otros dos sea igual á un 
cuadrado dado m2. 

ANÁLISIS. Sea C el punto medio de la recia que junta los 
dos puntos A y B. Por el supuesto, debemos tener 

i\IA2-j-MB2 = m2; 

pero también leñemos MA2-{-MB2 —2i\ÍC2-H2AC2 (n.o207.); 
luego 

áMC2-f-2AC2=m2;de donde se deduce M C - y / ^ " 2 ^ . 
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Ahora bien, m y AC son líneas conocidas; por consignion-

te, la distancia del punto C al punto buscado es igual á una 
cantidad constante: esto prueba, — 1 . ° — q u e la cuestión pro­
puesta es indeterminada; — 2 . ° — q u e el lugar geométrico de 
lodos los puntos que satisfacen al enunciado, es una circunfe­
rencia de circulo que tiene por radio 

(1) M G = y / — • 

Sin embargo, para que pueda existir esta circunferencia, es 
necesario que el cuadrado dado Í»2 no sea menor que 2AG2; 
lo cual equivale á decir que el lado m del dicho cuadrado de­
be ser á lo menos igual á A C . v / ¥ , ó (ó.0 238.) á la diagonal 
del cuadrado construido sobre AC mitad de la distancia AB. 

Esto supuesto, hé aquí la construcción : 
SÍNTESIS. Desde luego y ante todo podemos poner la es-

presion (t) bajo la forma 

M C = i v-im'2 — 4AC2 = i v/2m2 — AB2. 

— I.0 —Sobre una recta indefinida E X tómese una parle 
[ E F = m ] mayor que la diagonal CD del cuadrado construi­
do sobre A C ; levántese en el punto F una perpendicular 
F G = E F = Í W , y tírese después E G ; lo cual dá E G 2 - -
2EF2 = 2m2; — 2 . ° — í t e n 6 a s e sobre E G como diámetro 
una semi-circunferencia (n.0 151. ) ; - 3.° —haciendo centro 
en G con el radio A B , describase un arco de c í r c u l o ^ u e cor­
te á la semi-circunferencia en un punto R ; — 4 . ° — í í m e 
la recta E K , y tómese e\ punto medio I ; — 5 . ° — finalmente, 
desde el punto C como centro, con el radio E l , trácese una 
circunferencia. 

Así obtenemos el lugar geométrico pedido. 
En efecto, en virtud de la construcción tenemos 

EÍ = | E K = 4 v / F G 2 ~ C K 2 (n,ü 2 0 4 . ) = i v 2 m 2 - A B a . 

DISCUSIÓN: Mienlras m sea mayor que AC \ / 2 , ó C D , 
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el circulo existirá y crecerá desde el límite cero hasta el í??-
finilo-

Sea m == AC ^ 2 ; resulta MC = f ^im2—2m2 = 0 ; por 
consiguiente es nulo el radio del círculo. 

Sea ryi = 2 A G = A B ; resulta M C = f AB; donde se ve que 
el lugar geométrico es la circunferencia descrita sobre AB co­
mo diámetro. 

Cuando m sea mayor que AB , el círculo buscado será 
también mayor que el círculo CA. Por consiguiente el lugar 
geométrico unas veces es mayor, y otras menor que este últH 
mo círculo. 

PUOBLEMA X I . { F i g . 194.) 

N.0 285. Dados dos puntos [A y B] sobre m plano, ha ­
llar otro punto M tal , que la diferencia de los cuadrados de 
las distancias de este tercer punto á los dos primeros, sea 
igual aun cuadrado dado n2. 

ANÁLISIS. Bájese desde el punto M la MD perpendicular á 
AB; y deberemos tener, por hipótesis, 

MA2 — iMB2 —,/2; 

pero los triángulos rectángulos MDA, MDB, dán también 

MA2 = MD2-f- AD2, MB9 = MD2 -4-BD2í 

luego MA2 — MB2 = A D 2 - Bl)2; 

y por consiguiente, 

(1) AD2r-BD2 —w2. 

Esto nos enseña que lodos los puntos susceptibles de satis­
facer al enunciado se encuentran colocados sobre una perpen­
dicular á la recta AB, levantada en un punto D de la misma, 
que cumple también las condiciones del enunciado. 

Fácilmente se puede determinar la posición de este punto, 
pues si dividimos miembro á miembro la igualdad (1) por la 
igualdad evidente 

AD + DB = A B , 

w2 
resulta AD — BD ~ - ¡ - 5 ; 

AB 
16 
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de (iofide, combioando por adición y por sustracción cata§ dos 
últimas igualdades, y dividiendo luego por 2, se saca 

lo cual conduce á la construcción siguiente: 
SÍNTESIS. Después de tomar el punto medio C de AB, 

construyase (n.0 269.) una tercera proporcional á las líneas 
AB y w; tómese desde C basta D la mitad de esta tercera pro­
porcional, y levántese la perpendicular indefinida D L . 

Esta perpendicular es el lugar geométrico pedido. 
Advert. Gomo en virtud del enunciado nada indica que el 

cuadrado de la distancia MA sea mayor ó menor que el cua­
drado de la distancia MB, se infiere que tomando á la iz­
quierda del punto G una distancia GD'—CD, y levantando (a 
perpendicular D ' L ' , tendremos igualmente una solución de la 
cuestión. 

Luego, finalmente, el lugar buscado es el sistema de dos 
rectas perpendiculares á la recta AB que junta los dos puntos 
dados, tiradas á una distancia del medio C, igual á la mitad 
de una tercera proporcional á la distancia AB y al lado n 
del cuadrado dado. 

ESCOLIO. La propiedad espresada por la relación 

MA2 - MB2 Aí)1¿ - BD2 =-«2 

dá lugar á consecuencias que nos proponemos desenvolver en 
un apéndice. 

CouoLAiiio á los dos problemas precedentes. 
Dados dos puntos en un plano, hallar otro punto tal,, 

que — 1.° — la suma de los cuadrados d e s ú s distancias á 
los dos puntos dados sea igual á un cuadrado dado; — 
2 . ° — que la diferencia de los cuadrados de las mismas dis­
tancias sea igual á otro cuadrado también dado. 

SÍNTESIS. Construyase {w.0 284.) el lugar de ios puntos 
que satisfacen á la primera condición, y después (n.0*285.) el 
lugar de los puntos que satisfacen a la segunda. 

Los puntos de intersección de estos dos lugares geométri­
cos serán los puntos pedidos. 

Generalmente se obtienen cíM/rr; soluciones; pero hay aquí 
lugar á una discusión. 
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La resolución que acabamos de dar nos ensena que mu­

chas veces la solución de un preblema determinado depende 
de la de oíros indeterminados. 

$ I I I . Problemas numéricos. 

Nos reducirémos en este párrafo á las principales aplica­
ciones, y haremos casi lodos los cálculos por medio de loga­
ritmos. 

Problemas sobre las lineas. 

PROBLEMA {. [ F i g . 100.) 

N.0 286. Dados en un triángulo A B C , dos lados 
CA = 8vs-,76, C B = 5 , 2 6 , y la perpendicular [ 0 0 = 4,38] 
bajada sobre el tercer lado desde el vértice del ángulo com­
prendido por los otros dos, hallar dicho tercer lado. 

Observemos ante todo que para construir este problema 
seria necesario, después de levantar en un punto cualquiera D 
de una recta indefinida A X , una perpendicular,—1.° —to­
rnar DG igual á la perpendicular dada ;—2.° —describir ha­
ciendo centro en C, con la distancia dada CA, un arco de cír­
culo que cortará á la recta A X en un punto A; —3.°—descri­
bir haciendo centro en el mismo punto, con el radio CB que 
se dá < G A , pero > C D , otro arco de círculo que encontrará 
á AX en dos puntos B , B ' : 

Los dos triángulos CAB, GAB' satisfarán igualmente á la 
cueslion. [ Véase además el n.0 167.] 

Esto supuesto, la figura dá 

A B = AD-f- BD, ó A B ' = AD — B'D. 

Tocio pues se reduce á calcular los dos segmentos AD, BD. 
Los cálculos logarítmicos son los siguientes: tenemos 

Al) = v /CA2-GD2 = ^ ( G A H - C 1 ) ) ( G A - G D ) , 

Y B D ^ A B ' ^ - C D 2 — v ^ C B - h G D H C B - C D ) , 
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4.° C A = 8,16 logJ3,U=M485954 
CD== 4,38 log. 4,38=0,6414,744 

de donde CA+CD=13,U 2 log. AD=1,7600695 
CA—GD= 4,38 log. AD=:0,8800347; luego AD== 7,5864 

2.° C B = 5,26 log. 9,64==0,9840770 
CD= 4,38 log. 0,88=7,9444827 

de donde C B + C D = 9,64 2 log BD=0,9285597 
CB—CD= 0,88 log. BD=0,4642798; luego BD= 2,9126. 

Y por consiguiente AB=AD+DB =10,4990 
y. AB^AD—DB'= 4,6738. 

Luego el lado pedido vale 10vs-,50, ó 4,67; valor aproxi­
mado hasta centésimas. 

PROBLEMA I I . [ F i g . 100.) 

Dados en un triángulo ABC, los lados GA=128,49 va ­
ras, A B = 8 8 , y l a perpendicular CD = 96,45, bajada des­
de el vértice C sobre el lado A B , hallar el tercer lado CB. 

Tratando de construir este problema, se conocerla fácil­
mente que solo puede tener una solución ; y el triángulo pe­
dido será CAB ó CAB ' según se obtenga para valor numérico 
del segmento A D , un número mayor ó menor que el lado 
dado AB. 

Hé aqui el cálculo relativo á A D : 

AOWCA2—CDi=v/(CA+CD) (GA—CD) 
CA=128,49 log.224,94=2,3520667 
C D = 96,45 log. 32,04=1,5056925 

de donde CA + CD=224,94 2 log. AD=3,8577592 
CA — C D = 32,04 iog.AD=i,9288796;luegoAD—84,8945. 

Como hallamos AD< AB, inferimos que es el triángu­
lo ACB el que satisface á la cuestión; ahora bien tenemos AB=88 ; 
por consiguiente, DB= 3,1055 

Para el cálculo de CB, el triángulo rectángulo CBD dá 

CB=VCD2-f -DB2 = v/(96,45)a4-(3,1055)2, 

espresion que no puede calcularse directamente por logarit-
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mos; pero que por medio de las operaciones comunes dá 

CB = 96V3-,50, 

valor aproximado hasta centésimas. 

PROBLEMA 111. 

Cortándose dos cuerdas en el circulo, valiendo respecti­
vamente 13 varas y 25 varas los dos segmentos de la una, y 
hallándose los dos segmentos de la otra en la razón de i á 7 , 
se quiere saber cuánto vale esta última. 

Sean a; y 2 los dos segmentos de la cuerda buscada. Según 
el enunciado, tenemos las dos ecuaciones 

x i ^ i 
z i 

de donde, mulliplicando miembro á miembro, 

. 4 x 1 3 x 2 5 4 / 4 x 13 x 2 5 . /1300 
Y ^ = y 7 = y — = 1 3 , 6 2 7 ; 

7 95,389 
luego z = x x ~ = — r — . . . ==23,847 

y por consiguiente, x - t - z =37,474 

Así pues ia cuerda buscada vale 37,47 varas aproximada 
hasta centésimas. 

PROBLEMA I V . 

Hallar en varas ta longitud dé un arco de 45° 20', en un 
circulo cuyo radio vale 5,4 varas. 

2720 68 
Tenemosdesde luego45a20'= - — r = — del cuadran-

o4UU loo 

t e W m ' . ) ' . lueg» ( B . » 2 5 9 . ) a = ^ X ^ x 5 , 4 = B ^ é . 
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Apliquemos los logaritmos 

log. 34 = 1,5314789 
log. u =0 ,4971499 
log. 5,4 = 0,7323938 

Comp. log. 1 3 5 = 7,8696663 

log. a ~= 0,6306889 
de donde a = 4,2726 

Luego el arco reclificado vale 4,2726 varas, valor apro­
ximado hasta diez milésimas. 

Problemas sobre las á reas . 

N.0 287. Empezarémos por determinar una espresion del 
área de un triánguloy que pueda fácilmente calcularse por lo­
garitmos y que sea únicamente función de sus lados. 

Sea ABG(/fy. 40) el triángulo propuesto. Llamemos a, b, c, 
los lados respectivamente opuestos á los ángulos A , B , C; y 
designemos por h la altura GD, y por x la distancia AD. 

Esto supuesto, los dos triángulos rectángulos ACD, BCD, 
dán las relaciones A2 + « 2 = ¿'2, f ^ - h ^ — x ) 2 = a2; 
de donde, restando miembro á miembro, 

o la 62-f-c2 —o2 
J 2c ' 

pero de la relación h?-hx* = ft, se deduce h = s/P—x'2; 
luego sustituyendo en este valor el que acabamos de obtener 
para x , tendremos 

. A A , (62-f-c2 —a2)2 1 ,-
^ == V 6 4 r ~ ^ ^ ^ U ' c * - {62 + c2 - f ) K 

k 
Ahora bien, el área del triángulo ABC tiene por valor c x r ; 

luego (1) ABC = ~ v/462c2- (62-f-c?'- a2)2. 

Ya se ve que esta espresion no contiene mas que los tres 
lados del triángulo fl, b, c. Pero se le puede dar una transfor-
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macion que la haga parliGuIarmenle adecuada al cálculo loga-
rílmico. 

Observemos primeramente que siendo la cantidad algebraica 

4 ^ —(62+-c2-a2)2, 

!a diferencia de dos cuadrados, puede descomponerse en 

(26c + 62-í-c2 —a2) ( 2 k - 6 2 —c2-f-a2). 

El primero de estos tactores equivale á 

(/>-f-c)2 —a2, y por consiguiente á (6-f-c- i -a) [b-hc—a). 

El segundo factor equivale á 

o8 —(6 — c)2, y por consiguiente á [a-hb — c) {a — b-hc). 

Luego tenemos 462^ —(62 -f-c2 — a2)2 

= { a - h b - h c ) [b-t-c — a] { a - h c ~ b ) {a-hb — c). 

Hagamos a-hb -h o —2p [designando en este caso p el se~ 
mi-perímetro]; y tendremos sucesivamente 

b -{-o — a — 'Ip — 2 a = * 2 {p — a), 
a -h c — b 2p — 2b = 2 [p - b), 
a - h b — c ~ 2 p — 2c = 2 { p — c); 

de donde 46V2-(62-Í-6'2 — a 2 ) 2 = : 1 6 ^ ( ^ - « ) —é) [ p - c ] , 
y sustituyendo en el valor del triángulo ABC, 

ABC = j ^ J i S p i p - a ] [ p - b ] [ p - c ) , 

ó, reduciendo, (2) A B C = J p { p — a ) { p — b ) { p - - c ) . 

Lo cual prueba que , — Conociendo los tres lados de un 
triángulo, para obtener la espresion numérica de su área, 
es necesario, — i . 0 — hacer la semisuma de los tres lados; 
—2 a—restar de ella alternalivaraeñle, cada uno de los tres 
lados;—3.°—formar el producto de la semisuma y de las 
tres diferencias; —k.0—en fin, estraer la raip cuadrada del 
producto. 

Esta espresion es adecuada al cálculo logarítmico, y para 
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hacerla ver presentamos la aplicación siguiente; 

Sean a = 4 v V 2 5 , 6 = 6 , 8 4 , c = 9,47. 

Tabla del cálenlo. 

a = 4,25 p=10,28 ;)=10,*8 /i=f0,28 
6 = 6,84 a = 4,25 6 = 6,84 c = 9,47 
c== 9,47 

a + 6 + c==20,B6; 
Juego p ^ O ^ S . 

p—a= 6,03 6 = 3,44 p—c= 0,84 

iog./J^log. 10,28=̂ =1,04 4 99314 
Jog.(p—a)=!og. 6,03=0,78034 734 
log.(p—6)=log. 3,44==0,53655844 
log.(p—c)=Iog. 0,84=4,90848502 

2 log.ABC=2,33735388 
log.ABC=4 ,14 867694 

íue80 ABC=43v.c.>4424, valor aproxima­
do hasta diez milésimas. 

ESCOLIO. Hemos hallado (n.os 216., 217.) para espresiones 
de los radios r , r ' , del circulo inscrito y del círculo circuns­
crito á un triangulo, 

2« abe 
f' = — 

a-hb + cr Jís 

siendo s el área del triángulo. 
Tenemos por consiguiente 

2 J p { p - a ) i p - b ) { p - c ) . a . b . c . 
a-hb-hc 4 yJp{p—a) [p—b] [p—e] 

que son los valores de r , r ' , espresados solo en función de los 
lados; y que pueden también calcularse por logaritmos. 

Continuemos ahora resolviendo problemas. 

PROBLEMA V . 

iN." 288. Tenemos un tr iángulo cuya área vale 2 i varas, 
¡I cuyos lados son entre sí como 3 : 4 : 5 ; —se quiere saber 
la longitud de los lados. 
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Tenemos, en virtud del enunciado, 
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3 
« = 5 C, 

de donde 2 p = c , p ^ c , p - a = T c , p — h = - G , p - c = i c * 

Aplicando la fórmula (2) del número 287., resulta 

C . -z C . , 0 . - C — 2 5 C , 

lo cual dá c2— 

5 ^ • 5 " * 5 " ' 5 

25 x 2 4 
6 

= 100, de donde c = 10. 

Luego a = | . 1 0 = 6 , 6#= | . 10 = 8. 

Así pues los tres lados son 6, 8, 10, varas. 

Advert. Este triángulo debe ser rectángulo; porque dá 

62-f-82 = 102. 

PROBLEMA V I . 

Dado el lado 0,25 «aras de un cuadrado , hallar el la 
do c de un triángulo equilátero que le sea equivalente. 

La fórmula (2) del número 287 se convierte en 

c c 
"2 ' ¥ 

(o,25)2= y 

de donde, tomando los logaritmos, 

2 log. c = log. 4-1-2 log. 0,25 -|- comp. f log. 3. 

Ahora bien, log. 4 ==0,60205999 
2 log. 0,25 = 2,79588002 

comp. f log. 3 = 9,76143938 

luego 2 log. 0 = ^15937939 
log. c = 1,57968969 

de donde c = Ovs-,37994 , aproximado hasta 
cien milésimas. 
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PROBLEMA V I I . 

Se desea saber el número de rollos de papel que se nece­
sitan para forrar una sala rectangular de 15,76 varas de 
largo, 8,24 de ancho. Su altura es de 4,87 wzmí, pero el 
artesón tiene 0 , ^ 1 . Cada rollo de papel tiene 10 varas de 
largo, y su anchura es 0,6. 

Observemos ante todo que la altura de la parte que debe 
forrarse es 4 , 8 7 - 0 , 3 7 , ó lo que es lo mismo, 4,50. 

Kslo supuesto, tenemos 
por una parte, 2 rectángulos de 15,76 varas de base sobre 4,50 

de altura; lo cual hace 15,76x9=141,84varascuad.; 
de otra parte, 2 rectángulos fie 8,24 de base sobre 4,50 de 

altura ; lo cual hace 8 , 2 4 x 9 = 74,16 varas cuad.; 

luegolasuperíicietotal quesedebecubrires2l6,00 varas cuad. 
Dividiendo 216 por 0,6, anchura del papel, se hallan 360 

varas, ó 36 rollos de á 10 varas. 

Comprobación. 

El contorno de la sala == (15,76 + 8,24) x 2 —,48 varas; 

48 
pero = 80-
1 0,6 ' 
luego se necesitan 80 anchuras de papel para rodear el con­
torno, y por consiguiente 80 x 4,50 varas ó 360 varas , ó fi­
nalmente 36 rollos de á 10 varas de longitud cada uno. 

PROBLKMA V I H . [F ig . 124.) 

Dados los tres lados de- un triángulo ABC [AB = c = 35 
caras, AC = 6 = 30 varas, BG = a = 28 varas], repartirle 
en dos partes equivalentes por medio de una recta B " C" 
paralela al lado menor. 

Tomemos por incógnita del problema la distancia A B " = # ; 
y tendremos (n.0 220.) 

ABC ; A B " C " :: AB2 : AB"2 :: c3 : »2 :: 2 : 1 : 
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de donde #2 = K y 

lo cual prueba que el valor de x es independiente de los otros 
dos lados a, b, del triángulo. 

Sustituyendo en este valor en lugar de c, 35, se encuentra 

« = f . 3a 24,748. 

PROBLEMA I X . 

Calcular el área S de un octógono regular cuyo lado [c] 
tiene 0,25 «aras de largo. 

Sean r y r ' el radio y el apotema del octógono dicho ; con 
cuyos supuestos tendremos las dos igualdades 

(») 
donde se ve que para obtener el valor de S bastaría conocer 
el de r . 

Designemos, pues, por C el lado del cuadrado inscrito cor­
respondiente al octógono que tiene el lado c, y tendremos 
ÍD.0 235.) 

c 2 ^ : 2 r 2 - r V4r2—C2; 

igualdad que, á causa de ser G2=2r2 (n.0 238.),, se convier­
te en 

= 2f2 - r 2 ^ 2 " = r2 (2 — \ /2 ) ; 

de donde se saca 

r 3 = — ^ — = | c2 (2 -h y/2). 
2—v/2 

Sustituyendo este valor de r2 en la segunda de las dos re­
laciones (1), se obtiene 

r ' = V f c2 (24- ^2)—7c2 = f c V s -f- 2 v/2"; 

Luego S = 2e2 \ / 3 + 2 v/ 2 = 2 (O^S)2 ^ 2 ; 

ó, aplicando los logaritmos, 

log. S = log. 2 -f- 2 log. (0,25) + 1 log. ( 3 -f- 2 N/2) 



252 L1B. I I . — C A P . I I I . — § II I . 

Pero 2 s j Y = 722 x 2 = sil* — %\ 

de donde 3 + 2 \ í % = 5,8284. 

Fodremos pues formar el siguiente cálculo: 

log. 2 = 0,3010300, 
2 log. 0,25 == 2,7958800 ( D . a 288. , problema Vi), 

| log. 5,8284 == 0,3827746, 

log. 8 = 1,4796846. 
Luego, tinalraente, S = 0V-c-,301777, valor aproximado hasta 
«1 punto de fallarle menos de una millonésima de vara cua­
drada para ser el verdadero. 

Admrt. Podria haberse simplificado este cálculo obser­

vando que 3 -h2 v/2 es el cuadrado de 1 -f- v/2 ; de donde 

V 3 - f - 2 \ / 2 = 1 + v/2; 

y la féfmula logarítmica sería 

log. 8 = log. 2-h 2 log. ( 0 , 2 5 ) | log. (1 + V 2 ) , 

de modo que bastaría eslraer la raiz cuadrada de 2 y añadir­
le 1 para obtener el valor de 1 -f- v/2. 

Problemas sobre las figuras circulares. 

PROBLEMA X . 

N .0 289. Dada el á rea de un circulo igual á 33v> c, 1830, 
hallar su radio (r). 

Tenemos rcr2 =33,1830 n." 250.); 

de donde, aplicando los logaritmos, 

2 log. r = log. 33,1830 + comp. log. TC, 

cálculo sencillísimo que dá 

r = 3 , 2 5 varas, valor aproximado hasta diez milésimas. 
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PROBLEMA X I . 

determinar el área (S) de un segmento de circulo cuyo 
arco vale la mitad de un cuadrante, siendo el radio r del 
circulo igual á 3,15 varas. 

Tenemos desde luego 

S = = | r [arco 50? — | - r N/2) (U.0 251 . , coró l . ) , 

y después arco 50 s = f . ^ . r = ^ « . r (n.0 259.). 

Luego S = f r * ( j « - 4 y / f r * { * - ' 2 s /^ ; 

ó, susliluyendo por r2 su valor (3,15)2, 

S = i (3 ,15)2 ( « - 2 S / 2 K 

3,1416, 2 2,8284; 
de donde « - 2 ^2"=:0 ,3132; 
lo cual dá 

log. S = 2log. (3,15) -t- log. 0,3132 -hcom/?. log. 8— 10, 

y por consiguiente, S = 0V- c-,388423. 

PROBLEMA X I I . 

Suponiendo que el lado a de un triángulo equilátero tie­
ne 5,8 varas de largo, hallarlas superficies s y s' del circulo 
inscrito y'del circulo circunscrito. 

Tenemos por espresion general de un círculo circunscrito 

á un triángulo, .s' = | * . a2 (n.0 217.), 

y por consiguiente = ^ « (5,8)2; 

de donde log. s ' = iog.it-t-2log.(5,8)+com/?.log.3—10, 

y por consiguiente s' = 35v- c-,2277. 
Respecto del círculo inscrito, como su radio es la mitad 

de! radio del circunscrito (n.0 237. , corol. 2.°), resulta 

S ^ ^ ' 5 ' ^ 8V-C-,S069. 



APENDICE 
Á LOS DOS LIBROS PRIMEROS. 

Inproduccion. Investigaciones puramente especulativas sobre 
la Geometría plana han conducido á los geómetras á propiedades 
muy curiosas, y muy útiles luego en la resolución de varios 
problemas, que sin su auxilio presentarían gravísimas dificul­
tades. 

Todas ellas pueden reducirse á un corto número de teorías, 
cuya esposicion sucinta será el objeto de la primera sección de 
este Apéndice, consagrándose la segunda, según hemos dicho en 
el número 25, á consideraciones generales sobre las figuras cur­
vilíneas , con algunas nociones sobre las curvas mas útiles y no­
tables.—Cada sección tendrá dos párrafos. 

Como las teorías que vamos á esponer deben formar un ca­
pítulo enteramente especial y distinto del Curso elemental, in­
terrumpimos el orden de los mimeros seguidos hasta aquí, ad-
vírtiendo sin embargo que siempre que tengamos que citar un 
número del Apéndice, añadiremos á la cifra la abreviatura 
[Apénd.l; en las figuras conservaremos el orden de los números 
primitivos. 

P R I M E R A S E C C I O N . 

§ í. Ceñiros y ejes de simetr ía . — Polígonos simétricos. 
Centros de distancias medias.— Centros de semejanza. 
Ejes radicales. 

Centros de simetría. 

TEOREMA L {Fig. 195 y 195*.) 

N." 1. Cuando los vértices, k y A', B y W, C y C ' , . . . , de dos 
polígonos {fig,. 195), ó de un mismo polígono {fig. 195*), están si­
tuados, de dos en dos, en rectas concurrentes á un mismo punto 
interior O, y á distancias iguales de este punto: 
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1. ° Los lados AB y A'B', BC y B ' C , . . . , son iguales, parale­

los, y de sentidos contrarios; 
2. ° Toda recta, tal como MN, que pase por el punto O, y ter­

mine en dos lados opuestos, queda dividida por dicho punto en dos 
partes iguales. 

En efecto:—1.°—Los dos triángulos OAB, OA'B', son igua­
les por tener un ángulo igual O , formado por dos lados respec­
tivamente iguales LOA = OA', OB = OB']. Luego AB = A'B', y 
ángulo OBA = ángulo OB'A'; así pues los lados opuestos AB, 
A'B', son iguales, paralelos y colocados en sentido contrario.— 
El mismo raciocinio haríamos para los otros pares de lados. 

2.° Puesto que los lados AB, A'B' [fig. 195), y AD', DA' 
[fig 195*), son iguales y paralelos, la fig ura ABB'A' ó AD'A'D es 
un paralelógramo cuyas diagonales son AA', BB', ó AA', DD', v 
el centro O; luego OM = ON (n.0 76.), 

N.0 2. DEFINICIONES. — E l punto O, que tiene la propiedad 
de dividir en dos partes iguales á todas las lineas que, pasando 
por él, terminan, ya en contorno del polígono ( fig. 195*), ya 
en dos lados iguales y opuestos (fig. 195), se llama el centro de 
simetría, ó simplemente centro de la figura; y las rectas MN, 
A A', B B ' , . . . , podrían llamarse diacentros por su propiedad de 
pasar por el centro (*). 

COROLARIO. Todo polígono que tiene un centro de simetría es 
necesariamente de número par de lados; consecuencia evidente 
del teorema. 

N.0 3. ESCOLIO 1.° La recíproca es verdadera y se demostra-
ria sin dificultad alguna. — Así pues: 

Cuando dos polígonos {fig. 195), ó un polígono {fig. 195*), tie­
nen los lados iguales , paralelos y colocados en sentido contrario 
de dos en dos, deben tener un centro de simetría. 

.Así, todos los paralelógramos [y como caso particular el rom­
bo, el rectángulo y el cuadrado] tienen un centro de simetría; y 
son los únicos cuadriláteros que pueden tenerle. 

Todos los polígonos regulares de número par de lados tienen 
un centro de simetría; que es el punto que antes hemos llamado 
centro del polígono regular (n.0 152.). 

ESCOLIO 2.° Seria fácil demostrar, empleando el medio indi­
cado en el número 46, ó en la nota al pie de la página 55, que 
los dos polígonos {fig. 195), ó las dos porciones de polígono 
ifig. 195*), son directamente superponibles, por rotación en tor­
no de su centro. 

(*) Regularmente suelen llamarse diámetros estas rectas; pero ese 
nombre conviene mejor á jas que se explicarán en el número 1. 
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De los ejes de simetría. 

N.0 4. DEFINICIONES. — Se dice que dos puntos A y A' 
{fig. 196) están simétricamente colocados respecto de una rec­
ta XY, cuando esta recta es perpendicular a la que junta los dos 
puntos, dividiéndola á la vez en dos partes iguales. 

Con mas generalidad, dos polígonos ABCDE, A'B'C'Ü'E' 
{fig. 196), [ó dos porciones de un mismo polígono ABCD, 
A'B'C'D' {.fig. 196*)], se dicen simétricamente colocados respecto 
de una recta XY, cuando esta recta es perpendicular á las que 
juntan de dos en dos los vértices A y A', B y B ' , . . . , de los dos 
polígonos [ó de las dos porciones de un polígono], dividiéndolas 
a la vez en dos partes iguales. 

Entonces la recta XY se llama eje de simetría. 
Por ejemplo , el diámetro de un círculo, la línea de los cen­

tros de dos círculos, h'bisectriz de un ángulo cualquiera , ó del 
ángulo de la cúspide de un triángulo isósceles, las bisectrices 
de los ángulos de un polígono regular, ó de sus ángulos en el 
centre, etc., son otros tantos ejes de simetría en sus respectivas 
figuras. 

Es evidente además que los dos polígonos {fig. 196), ó las dos 
partes de un polígono {fig. 196*), son superponibles por rebati-
mienío al rededor de la recta XY. 

N.0 5. Del trapecio isósceles ó simétrico. — Un trapecio 
ABDC {fig. 197) cuyos lados AC, BD, son iguales, y que puede 
por esta razón llamarse isósceles, tiene por eje de simetría la rec­
ta E F que junta los puntos medios de las dos bases;—porque de 
ser AE=EB, CF=FD, resulla que las tres rectas AC, E F , BD, 
concurren en un mismo punto I (n.0 201, recíproca); y siendo el 
triángulo IAB isósceles á causa de tener AC —BD (n.0 183.), re­
sulta que IE es la bisectriz del ángulo AIB; luego, etc. 

E l trapecio isósceles ó simétrico ABDC, goza además de otra 
propiedad muy notable, que es la de ser inscriptible (n.0121.). 
En efecto, siendo IE un eje de simetría, los dos triángulos IEÁ, 
IEB, son superponibles por rebatimiento al rededor de I E ; luego 
las perpendiculares levantadas sobre AC, BD, en sus puntos 
medios K , L , se cortan en un mismo punto O de I E , cuyo 
punto es entonces el centro de un círculo que pasa por los vér­
tices A, B, D, C. 

TEOREMA. I I . {Fig. 198.) 

N.ü 6. Toda figura que tiene dos ejes de simetría, XY, ZV, 
perpendiculares entre s í , tiene por centro de simetría el punto de 
intersección O de dichos dos ejes. 
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Para demostrarlo, desde un punto cualquiera M del períme­

tro, bájense sobre XY, ZV, las perpendiculares MPM', MQM''.— 
La recta OQ, siendo igual y paralela á PM, es también igual y 
paralela á PM'; luego las rectas PQ, OM', son también iguales y 
paralelas (n.0 74.).—Del mismo modo se probaría que PQ es 
jo-ual y paralela á OM''; de donde se infiere que las rectas OM', 
OM", son prolongación una de otra (n." 34.), y dán además 
OM^OM". 

Así pues, dividiendo el punto O á una recta cualquiera M'M" 
en dos partes iguales, es un centro de simetría (n.0 2, Apénd.); 

L . C. D. D. 
ESCOLIO 1.° Los dos ejes rectangulares XY, ZV, dividen á la 

figura en cuatro partes iguales. — Las partes adyacentes son su-
perponibles por rebatimiento, y las partes opuestas por rotación. 

Hay pues dos clases de posición simétrica en un plano, una 
respecto de un punto, otra respecto de una recta. Los polígo­
nos de la primera clase son superponibles directamente, es de­
cir, por una simple rotación al rededor del centro; mientras que 
los otros son superponibles inversamente, es decir, por rebati­
miento. Estos últimos son los únicos que deben considerarse co­
mo simétricos en cuanto á la forma, es decir, como inversos, ó 
simplemente como simétricos en el sentido absoluto de esta pa­
labra. 

Puede obtenerse el simétrico de un triángulo ABC [fig. 199) 
[ó en general de un polígono cualquiera], haciéndole girar en 
torno de uno de sus lados AB, como charnela, para rebatirle del 
otro lado en la segunda región del plano, dándole la posición 
ABC—En este caso, el revés ó reverso del triángulo se hace si­
métrico del derecho ó anverso, — y recíprocamente {véase el nú­
mero 18.). 

Pero, según hemos esplicado en el número 62, las figuras de 
esta clase, por una série de movimientos convenientes, pueden 
siempre reducirse á tal posición, que los lados se hagan parale­
los , estén en el mismo sentido, y se hallen todos situados en un 
mismo plano. 

ESCOLIO 2.° Todas las proposiciones esplicadas números 1, 2, 
3, 4 y 6 de este Apéndice son aplicables á los polígonos cónca­
vos , aunque, en las figuras que nos han servido para las demos­
traciones, solo hemos considerado polígonos convexos. — Tam­
bién se aplican á las figuras curvilíneas si , generalizando lo que 
hemos dicho respecto del círculo en el número 245, se considera 
una figura curvilínea como un polígono de infinito número de la­
dos infinitamente pequeños. 

17 
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De los diámetros. 

TEOREMA Üí. [Fig. 200.) 

N.ü 7. Cuando los vértices B y W, C y C',..., de dos polígo­
nos, ó de un mismo polígono, están situados de dos en dos sobre 
rectas paralelas entre s í , y divididas en dos partes iguales por 
una misma recta MEDIANA , esta recta mediana divide también en 
dos partes iguales á cualquier otra recta MM' paralela á las pri­
meras BB', C C 

[Por esta razón se llama diámetro del polígono.] 
Los vértices B y B', C y C',..., se llaman vértices homMogos; 

y lo mismo los lados AB y A'B/, BC y B'C, BD y B'D',..., que 
juntan vértices homólogos. 

Esto supuesto, para demostrar que MM' queda dividida en 
dos partes igualas por XY, prolongúense los lados homólogos 
CD, C'D', hasta encontrar con la recta XY.—Puesto que, en vir­
tud del enunciado, las porciones Ce y c C , y dW, de las rec­
tas paralelas CC, DD', son iguales, se sigue (n.0 202, recíproca] 
que las rectas CD, CD', dehen concurrir en un mismo punto de 
XY; luego también tenemos (n.0 202.) Mm = }?iM/; 

L . C. D. D. 
ESCOLIO 1.° Esta propiedad de los lados homólogps, de con­

currir en un mismo punto del diámetro XY, conviene también, 
como sería fácil probarlo, á las rectas que juntan puntos homó­
logos cualesquiera, entendiendo por puntos homólogos, aquellos 
pares de puntos tales que la recta que los junta es paralela á las 
rectas BB', CC',..., y queda dividida en dos partes iguales por el 
diámetro. 

Además, las perpendicidares CP, CP', bajadas desde dos vér­
tices homólogos [y, en general, desde dos puntos homólogos 
cualesquiera], son iguales: porque los dos triángulos rectángu-
loá cPC, cP'C, son evidentemente iguales. 

En fin, las dos porciones de figuras ABCDE, AB'G'D'E, son 
equivalentes, por estar compuestas de triángulos y de trapecios 
que tienen de dos en dos la misma base y la misma altura. 

Advert. Hallándose comprendidas en las que acabamos de 
hablar las figuras simétricas respecto de un eje, poseen todas las 
propiedades esplicadas, presentando además estas dos particula­
ridades:—1.a—que se confunden los pies de las perpendiculares 
bajadas desde los vértices homólogos sobre él eje de simetria ;— 
2.a—que las porciones de figura ABCDE, A'B'C'D'E', son igua­
les y superponibles [inversamente] en el caso de simetría, siendo 
solo equivalentes en el caso general. 
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ESCOLIO 2.° En todo triángulo CAB [fig. 63), cada una de Jas 

rectas que juntan los vértices con los respectivos puntos medios 
de los lados opuestos, es un diámetro, porque divide en dos par­
tes iguales (n.0 201.) á toda recta paralela al lado correspondien­
te del triángulo; y lo mismo sucede en un trapecio cualquiera, 
respecto de la recta que junta los puntos medios de las dos 
bases. 

Centro de las distancias medias. 

N.' 8. PROPOSICIÓN PRELIMINAR. — Sea ABCDE {fig, 201) un 
polígono cualquiera.—Júntense los puntos medios consecutivos 
M, N, P, Q, R5 de los lados AB, BC, CD,...; y se obtendrá un 
nuevo polígono MNPQR cuyo perímetro y área son evidentemen­
te mas pequeños que el perímetro y área del primero. Operan­
do con el segundo como con el primero, se obtendrá un ter­
cer polígono iWP'Q'R' menor que el segundo; y así sucesiva­
mente. 

Continuando indefinidamente estas operaciones, debe necesa­
riamente llegarse á un polígono infinitamente pequeño cuyos vér­
tices estarán tan juntos, que se podrán considerar como confun­
didos en un solo punto O, el cual en cierto modo formará un 
grupo de tantos puntos como vértices había en el polígono primi­
tivo.—Este punto es además único en el plano del polígono, pues­
to que resulta de la reunión sucesiva de puntos fijos y determi­
nados de posición en el plano. Además goza de una propiedad 
muy notable, que será el objeto del teorema siguiente. 

TEOREMA IV. [Fig. 202.) 

N.0 9. Haij en el plano de todo polígono ABCDE [convexd ó 
cóncavo'] un punto único G tal, que su distancia GG' á una recta 
cualquiera XY tirada en el plano , es igual al cociente de la di­
visión de la suma de las distancias AÁ', BB' , . . . , de los vérti­
ces del polígono á dicha recta, por el número n de los vértices;— 
es decir que dá 

r r , AAM-BBM-CC'-K.. tjiy= — 1 . 

[Consideramos aquí un pentágono; pero la demostración que 
vamos á dar es general.] 

Tómense los puntos medios M, N, P, Q, R, de los lados del 
polígono, y bájense desde ellos las perpendiculares MM', NN', 
" r s o b r e la recta XY. 
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Esto supuesto, tenemos separadamente (n.0 82.) 

de donde, sumando estas igualdades miembro á miembro, 

MM'-f- NNM- PP'-f- QQ'+ R R ' ^ AA'-f- RB'4- CC'-f- DD'+EE'. 

Operando ahora con MNPQR como hemos operado con ABCDE, 
obtendremos un segundo polígono tal, que la suma de las distan­
cias de todos sus vértices á la recta XY será igual á la suma de 
las distancias relativas á dicho segundo polígono, y por consi­
guiente igual también á la suma de las distancias relativas al pri­
mero; y así sucesivamente. 

Luego, designando por G el punto de reunión de los cinco 
vértices del polígono infinitamente pequeño-cuya existencia liemos 
demostrado en el número precedente, y por GG' la perpendicular 
correspondiente, que puede entonces considerarse como un haz 
de cinco rectas iguales á GG', tendremos la relación 

(1) 5 . GG^AA'-f-BB'-hCC'-l-DDM-EE'; 
, , , j A r r , AAM-BB'-f-CC'+DD'H-EE' 
de donde se deduce GG'= =-

i r r / A A ^ B B ' + C C ^ . Luego, en general, GG'=-— • 

Advert. E l punto G es lo que se llama centro de las distan­
cias medias.—Es evidente que su posición en nada depende de 
la dirección dada á la recta XY, pues depende solo de los vérti­
ces del polígono. 

La recta XY, cuya posición en el plano es enteramente arbi­
traria, se llama eje de las distancias medias. 

ESCOLIO 1.° Hemos supuesto en la figura que el polígono 
ABCDE estaba situado enteramente á un mismo lado de la recta 
XY. Pero podemos generalizar mas todavía la proposición. 

Ál efecto consideremos una recta xij tirada por el punto G 
paralelamente á XY, y sean ÍÍ, &, c, rf, e, los puntos en que las 
perpendiculares A A', BB' , . . . , se encuentran con x y . — S i resta-
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mos de la igualdad (1) la igualdad evidente 

5. GG'=aA'-f-6B'+cCM-ííD'-f-eE', 
resulta (2) 0= —ak + feB+cC —fID — eE; 

lo cual prueba que respecto de una recta xy tirada por el pun­
to G, l(i diferencia entre la suma de las distancias de todos los 
vértices situados á un lado y la suma de las distancias de los 
vértices situados al otro lado, RESPECTO DE DICHA RECTA , es igual 
á cero. 

Consideremos ahora otra recta x'y' paralela á las dos prime­
ras, y tal, que los vértices A , B , C , D , . . . y también el punto 
G, estén situados, unos en una región (n.0 11.), otros en otra 
respecto de ella. Designemos por a', b', c ' g ' , los puntos en 
que se encuentra con las perpendiculares A A', BB', CC',..., 
GG'. 

Si añadimos á los dos miembros de la igualdad (2) los de la 
igualdad 

5 . G>g'= aa' -h hh>-\-cc'-{- dd'-\- ee\ 

resulta 5.0^== Aa'+Bfc'-f-Cc'-f-Dd'—Ee', 
J j ' „ , Aa'+Bfe'-hCc'-f-Dd' —Ee' de donde se deduce GÍ/'= — ; 

es decir, que la distancia del punto G á la recta x'y' es igual al 
cociente de la división de la diferencia entre la suma de las dis­
tancias de los vértices situados á un lado y la suma de las distan­
cias de los vértices situados en el lado opuesto, por el número de 
los vértices. 

Pero ordinariamente se comprenden todas estas diversas pro­
posiciones en el solo enunciado siguiente: 

L a distancia del punto G á una recta situada de un modo cual­
quiera en el plano de un polígono es igual al cociente de la divi­
sión de la suma algebraica de las distancias de todos los vértices á 
la recta, por el número de los vértices, significando aquí la pala­
bra algebraica que las distancias deben tomarse, según su senti­
do, unas con el signo -+-, y otras con el signo —. 

ESCOLIO 2.° De aquí resulta un medio de — Determinar, pa­
ra cualquier polígono, la posición del centro de las distancias 
medias: 

Después de haber trazado en el plano dos reetas que se 
corten formando un ángulo cualquiera, se miden las perpendi­
culares bajadas desde todos los vértices del polígono á cada una 
de ellas, cuidando de distinguir las que están situadas á cada 
lado de cada recta; y después se divide la suma algebraica 
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de las distancias relativas á cada recta, por el número de los vér­
tices. 

Hecho esto, se tira, á una distancia marcada por el primer 
cociente, una paralela á la primera recta (n.0 154.), y á una dis­
tancia marcada por el segundo cociente, una paralela d la segun­
da recta. 

El punto de intersección de estas dos paralelas es el centro de 
las distancias medias. 

ESCOLIO 5.° En un triángulo cualquiera ABC {fig. 203), el 
centro de las distancias medias es el pimío de concurso de las tres 
rectas que juntan los vértices C, A, B , con los puntos medios 
D, E , F , de los lados opuestos. 

En efecto, bájense desde los puntos A y B , las perpendicu-
tores AP, BQ, a la recta CD. — Los dos triángulos rectángulos 
ADP, BDQ, son iguales, por tener igual la hipotenusa AD=DB, 
é igual un ángulo agudo. 

Luego AP = BQ, de donde AP — BQ = 0; 

lo cual prueba que está satisfechfi la igualdad (2) del escolio i ." 
[Apénd.), Luego la recta CD pasa por el centro de las distancias 
medias.—Del mismo modo se demostrarla que este centro se en­
cuentra en las otras dos rectas AE , BF ; luego está situado en su 
intersección. 

E l centro de las distancias medias de un cuadrilátero cual­
quiera es la intersección de las rectas que juntan los puntos me­
dios de los lados opuestos. 

El centro de las distancias medias de un polígono regular es 
el mismo centro de la figura. 

El centro de simetría de un polígono simétrico es también 
centro de distancias medias; — etc. 

Todas estas proposiciones son fáciles de demostrar. 

De los centros de semejanza. 

BU* 10. OBSERVACIÓN PRELIMINAR.—Vimos en el número 190,, 
que hallándose situados en un mismo plano dos polígonos seme­
jantes P, P', es siempre posible colocar á uno de ellos, por ejem­
plo á P', en una posición tal, que estén paralelos y en el mismo 
sentido los lados homólogos de ambos. Pueden aquí presentarse 
dos casos: ó bien, para satisfacer á esta condición, basta una 
simple rotación del polígono P' en torno de uno de sus vértices; 
ó bien, es necesario recurrir (n." 62.) á su rebatimiento al rede­
dor de uno de sus lados, combinado ó no combinado con una ro­
tación. 

Para distinguir estos dos casos, diremos en el primero, que 
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los polígonos son directamente semejantes; y en el segundo, que 
son inversamente semejantes. 

Tenemos un ejemplo de las dos clases de semejanza, consi­
derando los dos polígonos simétricos ABCDE, A'B'C'D'E' [fig. 196, 
n.0 4, Apénd.)*, y suponiendo que después de haber tirado las dia­
gonales AC, AD, y tomado en AB una parte cualquiera A&, se ti­
ran las rectas &c, cd, de, respectivamente paralelas á BC, CD, 
DE {véase el número 277.). E l polígono Abcde es directamente se­
mejante al polígono ABCDE, é inversamente semejante al polígo­
no A ' B ' C W . 

Dos polígonos son directamente semejantes aun cuando sus 
lados sean paralelos de dos en dos y estén dirigidos en sentido 
contrario, porque, según hemos observado en los polígonos do­
tados de centro de simetría (n.0 6, Apénd.), basta una rota­
ción en torno de dicho centro [ó de un punto cualquiera del 
plano], para hacer que sus lados sean paralelos y del mismo 
sentido. 

En una palabra, para conocer si dos polígonos son directa ó 
inversamente semejantes, basta hacerse cargo de si en el caso de 
tener un lado igual (n.0 189.), podrían superponerse directa ó in­
versamente (n.° 277.). 

En todo lo sucesivo solo trataremos de polígonos directamente 
semejantes. 

N.0 11. Definición.—Se llama CENTRO DE SEMEJANZA un punto 
colocado del mismo modo respecto de dos polígonos directamen­
te semejantes, es decir, un punto tal, que juntándole con dos 
vértices, ó en general con dos puntos homólogos cualesquiera, 
las dos rectas de unión corresponden á una misma dirección, y 
son proporcionales á los lados homólogos. 

Las distancias de este punto á los vértices de los puntos ho­
mólogos se llaman radios de semejanza. 

TEOREMA V. ( % . 204 y 204*.) 

N." 12. Si desde un punto O tomado á voluntad en el plano 
de un polígono ABCDE, se tiran rectas á todos los vértices , y 
en ellas [fig. 204), ó en sus prolongaciones {fig. 204*), se toman 
partes Oa, 06, Oc,... que les sean proporcionales, 

1-° Los puntos [a , b, c,...] así obtenidos determinarán un se­
gundo polígono [abcde'] semejante al polígono dado; 

2.° E l punto arbitrario O será el centro de semejanza de las 
dos figuras. 

En. efecto, — 1.° — Los triángulos OAB , Oab, son seme-
jaules por tener un ángulo igual [en O] formado por lados pro­
porcionales; de donde se deduce á n ^ o OBA = ángulo Oba; 
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luego (n.0 46.) AB es paralela á ab; y darán la série de razones 

iguales AB : ab : : OA : O a : : OB : 06. 

Del mismo modo se demostraría el paralelismo de los lados 
BC, 6c, y la existencia de la série de razones iguales 

BC : be : : OB : 06 : : OC : 0c; 
y así sucesivamente, de uno en otro triángulo. 

Dónde se ve que los dos polígonos tienen los ángulos iguales 
y los lados homólogos proporcionales; luego (n.0 189.) son seme­
jantes. 

2.°—Sean M y m, dos puntos homólogos tomados á voluntad 
en los polígonos ABCDE , abede; y júntese el punto O con ellos 
dos. Esto supuesto, siendo M y m puntos homólogos, debemos 
tener (n.0199.) 

ángulo MDC = ángulo mdc, y MD : md : : D€ : de. 

Además, de la semejanza de los triángulos ODC, Oáe, se deduce 
ángulo ODC = ángulo Ode, y DC : de : : OD : Oá : : MD : md. 

Así pues, los triángulos OMD, Omd, son semejantes por tener 
un ángulo igual [MDO=mííO] formado por lados proporcionales, 
Pero los tres puntos D, d, O, están en línea recta; luego tam--
bien lo están los puntos M, m. O, y deben dar 

OM : Om : : DC : de. 

Lo cual significa, en primer lugar, que toda recta homologa 
común á los dos polígonos pasa por el punto O, y en segundo lu­
gar, que las partes de dicha recta comprendidas entre el punto O 
y los puntos homólogos , están en la razan de semejanza de los 
dos polígonos. 

ESCOLIO. El punto O {fig. 204), correspondiente al caso en que 
los lados homólogos de los dos polígonos semejantes son parale­
los y están dirigidos en un mismo sentido, se llama centro de 
semejanza esterno, porque en efecto está situado al esterior en 
la prolongación de la recta que junta cada par de puntos homó­
logos;—el centro de semejanza se llama interno [fig. 204*) cuan­
do los lados homólogos son paralelos y están dirigidos en sentido 
contrario, porque entonces se halla situado entre cada dos pun­
tos homólogos. 

Debemos sin embargo observar que un centro de semejanza 
interno puede estar fuera de los dos polígonos, y que un cen­
tro de semejanza esterno puede estar entre el uno y el otro, 
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porqué, según el enunciado del teorema, el punto O se ha toma­
do arbitrariamente en el plano. 

TEOREMA VI. {Fig. 204 y 204*.) 

N.0 15. RECÍPROCAMENTE:—Dos polígonos semejantes, cuyos 
lados homólogos son paralelos de dos en dos y están dirigidos 
en m mismo sentido ó en sentido contrario, tienen un centro de 
semejanza que es esterna en el primer caso, é interno en el se­
gundo. , , - • i -i 

En efecto, júntense primero dos pares de vértices homólogos, 
A v a, B y &; prolongúense las rectas de unión, Aa, B&, hasta 
que se encuentren en un punto O, y júntese sucesivamente"el 
punto O con los puntos C y c , D y í í , E y e.—Esto supuesto, 
siendo AB paralela á ab, deben ser semejantes los dos triángulos 
OAB, Oab, y dar 

AB : a6 : : OB : 0&, y ángulo ABO=ángulo abO; 

pero además tenemos 
AB : ab :: BC : be, y ángulo ABC = ángulo abe; 

podemos pues deducir 
OB : 0& : : BC : fcc, y ángulo CBO = ángulo cbO ; 

luego los dos triángulos OBC, Obc, son semejantes por tener un 
ángulo igual [CBO = cM)] formado por lados proporcionales, y 
dán por consiguiente 

ángulo BOC = ángulo bOc. 

Luego, supuesto que los tres puntos B, "6, O, están en linea 
recta, deben estarlo también los tres puntos C, c, O. 

Así se iria probando de uno en otro , que ü , d, O, y E , e, O, 
están en línea recta.—Luego, etc. 

ESCOLIO 1.° En el caso de ser iguales los dos polígonos [per­
maneciendo siempre paralelos los lados homólogos], el centro 
de semejanza está situado en el infinito si es esterno, y en el 
punto medio de la recta que junta dos puntos homólogos si es in-
tcvíio 

Escomo 2.° Dados de posición en un plano dos polígonos se­
mejantes con los lados homólogos paralelos, se obtiene inmedia­
tamente su centro de semejanza juntando dos pares de vértices 
homólogos, y prolongando las dos rectas de unión hasta su pun­
to de concurso. 

Pero puede obtenerse el mismo resultado, considerando una 
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sola de esas rectas [A«, por ejemplo]: y para esto basta delernü-
nar en ella (n.0 265, advert.), los dos puntos conyugados que la 
dividen en la razan de semejanza de los dos polígonos.—El pun­
to esterior de la recta ka así dividida sirve para el caso de ser 
los lados paralelos y hallarse dirigidos en el mismo sentido; y el 
punto interior, conyugado del primero, sirve para el caso de ha­
llarse los lados dirigidos en sentido contrario. 

TEOREMA VII . ( % . 205 y 205*.) 

N.0 14. Cuando tres polígonos semejantes, V, V , VI;, situados 
en un mismo plano, tienen sus lados homólogos paralelos, los tres 
cendras de semejanza están en una misma recta. 

No se pueden presentar mas que dos casos:—ó bien los tres 
centros son estemos {fig. 205 ;̂ ó bien, siendo uno estenio, son 
internos los otros dos (fig. 205*). Pero la demostración es la mis­
ma en uno y otro. 

[No hemos presentado mas que tres de los triángulos que 
constituyen los polígonos, porque con ellos basta.] 

Designemos por O'', O', O, los centros de semejanza de P y 
P', P y P", Vf y P"; y llamemos X el punto del polígono P que 
es homólogo del punto O, centro de semejanza de P' y P''. La 
recta OX es una línea homologa en los dos polígonos V , P"; lue­
go (n." 12, Apénd.) debe pasar por el punto O', centro de seme­
janza de estos dos polígonos; pero como es también línea homo­
loga en los dos polígonos P, P', debe también pasar por O", cen­
tro de semejanza de estos dos polígonos; luego los puntos O, O', 
0", están en línea recta;* L , C. D. I ) . 

TEOREMA VIH. {Fig. 206.) 

N.0 15. Hallándose situados de cualquier modo en un plano 
dos polígonos [directamente] semejantes, siempre tienen un pun­
to homólogo común (*). 

Esto quiere decir q*ie en el plano de los dos polígonos existe 
un punto tal, que juntándole con ios vértices de ambos, las lí­
neas de unión están en la razón de semejanza de los polígonos, y 
los ángulos formados por ellas son respectivamente iguales.— 
Puedo decirse también que es el punto que, tomado por centro de 
rotación de uno de los polígonos, tiene la posición indicada por 
una de las dos figuras 204 ó 204*. 

Esto supuesto , la siguiente construcción suministra el medio 
de fijar su posiciou [sobreentendiéndose el análisis]. 

f) Este teorema se debe á Mr. Chasies. 
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SÍNTESIS. Sean ABCDE, abale {fig. 206), los dos polígonos 

dados, y N el punto en que se encuentran dos lados, AB, ab, pro­
longados si fuere necesario ; [estos dos polígonos son directamen­
te semejantes; porque bastaría una simple rotación alrededor del 
punto a, por ejemplo, para hacer paralelos sus lados]. 

Determínese (n.0 151, 2.°) el punto P tal que PA=Pa=PN, 
y el punto Q tal que QB=Q&=QN ; tkese la recta PQ, y deter­
mínese (n.0 4, Afénd.) el punto O simétrico del punto N respecto 
dePQ: 

El punto O será el punto pedido. 
En efecto, júntese el punto P con los puntos N y O:—los dos 

triángulos APÑ, APO, son isósceles, y dán 

ángulo V k N = ángulo PNA, y ángulo VkQ = ángulo POA; 

de donde se deduce (n.0 55.) 
NPA'=2PAN, OPA/=2PAO; 

ó, restando estas dos igualdades miembro á miembro, 

NPO=2NAO, es decir, NPO = 2BAO. 

Del mismo modo, los dos triángulos isósceles aPN, aPO, 
darían 

NPO = 2NaO, ó NPO = 2/MO; 

luego son iguales los ángulos BAO, baO. 
Haciendo sobre los cuatro puntos Q, B, b, N, el mismo racio­

cinio que hemos hecho sobre los otr*s cuatro P, A, «, N, se de­
mostraría igualmente que los ángulos ABO, ft60, son iguales. 

Así, pues, los dos triángulos OAB, Óab, son semejantes, 
y dán 

OA : Oa : : OB : 0^ : : AB : ab. 

Lo mismo sucedería cualquiera que fuese el número de los 
triángulos. 

Advert. Hagamos girar la figura Oabcde alrededor del pun­
to 0, de modo que Oa \'enga á caer, ó sobre OA, ó sobre su pro­
longación : es fácil ver que resultarán paralelos de dos en dos, y 
colocados en el mismo sen tido ó en sentidos contrarios los lados 
AB y ab, AE y ae, ED y ed,...; de modo que , en el primer caso, 
será el punto O un centro de semejanza estenio, y en el segundo, 
un centro de semejanza interno. 

ESCOLIO 1.° E l punto O es el único punto homólogo común á 
los dos polígonos semejantes propuestos; y toda recta que pase 
per él es línea homologa común,—y recíprocamente. 
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Generalizando la definición arriba dada (n.0 12, Apénd., es­

colió), puede llamarse también centro de semejanza de los dos po­
lígonos, su punto homólogo común. 

Hay también, para determinar dicho punto, otro medio de 
construcción que parece mas natural que el precedente: 

Determínese (n.0 284.) la circunferencia de círculo cuyos pun­
tos son todos tales, que las distancias de cada uno de ellos á dos 
vértices homólogos, A, a, estén entre sí en la razón de seme­
janza; repítase la misma construcción respecto de otros dos vér­
tices homólogos, B, b: 

Uno de los puntos en que las dos circunferencias se cortan, 
es el punto buscado. 

No insistiremos en este medio que exigiría una discusión es­
pecial. 

ESCOLIO 2,° En el teorema precedente se puede suponer que 
los polígonos semejantes se convierten en iguales. Entonces el 
punto O es la intersección de las perpendiculares levantadas so­
bre los puntos medios de las rectas que juntan los diversos pares 
de puntos homólogos: por consiguiente, las perpendiculares le­
vantadas de este modo, cualquiera que sea su número, concurren 
todas en un mismo punto. 

Centros de semejanza de los círculos. 

TEOREMA IX. [Fig. 115.) 

IN,0 16. Dos círculos O, O' [y lo mismo dos polígonos regu­
lares de un mismo número par de lados paralelos de dos en dos], 
tienen siempre á la vez dos*centros de semejanza, «no esterm y 
otro interno. 

Desde luego, cuando los dos círculos son esteriores uno á otro, 
como en la figura presente, los puntos C y C en que las tangen­
tes comunes encuentran á la línea de los centros, son centros de 
semejanza, puesto que dividen armónicamente (n.0 272.) la dis­
tancia 00', en la razón de los radios R y R'. 

Cuando dos círculos se tocan esteriormente {fig. 85), su punto 
de contacto es un centro de semejanza interno; y si se tocan in­
teriormente [fig. 87), el punto de contacto es un centro de seme­
janza esterno. 

Pero, en general, se obtienen estos dos centros de semejan­
za, dividiendo armónicamente la distancia 00' de los centros en 
la razón de los radios R y R7. 

Hay además varios casos particulares notables; así: 
En dos círculos concéntricos, los centros de semejanza se reú­

nen en el centro común; 
En dos círculos iguales, el centro de semejanza interno es-
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tá en medio de la línea de los centros, y el centro estenio está si­
tuado en el infinito (véase el escolio 1.°, n.013, Apénd.);—etc. 

También se reconoce fácilmente,—1.°—que cuando uno de 
los círculos degenera en una línea recta, los centros de seme-
ianza están situados en los estremos de un diámetro del otro círcu­
lo, perpendicular á la recí«;—2.°—que si uno de los círculos se 
reduce á un punto, este punto es á la vez centro de semejanza in­
terno y es temo. 

Observemos además que generalizando, como en el n. 15, 
Apénd., eseol., se hallarían una infinidad de centros de semejan­
za de los dos círculos, es decir, una infinidad de puntos homólo­
gos comunes. 

ESCOLIO. Cuando tres círculos están situados en un mismo 
plano, lo cual dá seis centros de semejanza,—1.°—ios tres cen­
tros de semejanza estemos, —2.°—un centro estenio y dos in­
ternos,—están sobre una misma línea recta;—lo cual dá en to­
tal cuatro rectas que pasan por los seis puntos combinados de tres 
en tres. 

Omitimos de intento la demostración de esta proposición, por­
que es enteramente parecida á la del n.014 de este Apéndice. 

De los ejes radicales y del centro radical (*). 

N." 17. Befinicioim.—Se llama eje radical de dos círculos 
situados en un mismo plano, el lugar de los puntos por cada uno 
de los cuales se pueden tirará dichos círculos tangentes iguales. 

Sean R, R', los radios de dos círculos O, O' [fig. 207), que 
supondremos, para fijar las ideas, esteriores uno á otro.—Deter­
mínese (n.0 285.) en la línea de los centros, un punto D tal, que 
se tenga la relación 

OD2—0'D2=R2—R/2=M2, 

designando n el lado de un cuadrado igual á (R2—R/2) (n.0 285.). 
Esto supuesto, digo que la perpendicular DL levantada en el 

punto D á la línea de los centros, es un eje radical. 
En efecto, desde un punto S tomado á voluntad en dicha rec­

ta, tírense las tangentes ST, ST', y tírense los radios OT, O'T', 
y las rectas SO, SO'.—Los dos triángulos rectángulos STO, ST'O', 
dán las relaciones siguientes: 

O Véase sobre esta teoría una Memoria de Gauthier de Tours 
(Journal del'Ecole polythechnique, t. 9, cahier 4 6, pág. m ) . 
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ST2=S02—R2, ST'2=SO'2—R'2; 

pero tenemos (u.0 285.) SO2—SCV2=OD2—0/D2=R2—R/2j 
de donde se deduce SO2—R2=SO/2—R/2; 
luego ST=ST/, 

y por consiguiente, las tangentes tiradas desde un punto cual­
quiera S de DL, son iguales. 

Como, recíprocamente, ST=ST' dá ST2=ST/2, 
de donde SO2—R2=S0/2—R/2, 
y SO2—SO/2=R2—R/2=OD2—O'D2, 

resulta que la recta DL es el lugar de todos los puntos por donde 
pueden tirarse tangentes iguales á los dos circuios; luego DL es 
un eje radical; 

L . C. D. D. 
N.018. Determinación de este íye.—Para fijar la posición del 

punto D respecto del punto O, por ejemplo, podemos proceder 
como en el número 285. 

Dividiendo miembro á miembro la igualdad 

OD2—0'D2=w2 
por esta otra OD + O'D =00' , 

se encuentra OD -— O'D • 
00' ' 

de donde, sumando, y dividiendo por 2, 

0D-QQ/ 1 ^ 3 _ g ^ 1 R2—R'2 
2 + 2 "00 ~ 2 + 2 ' 00' 

es decir, que bastarla tomar, empezando desde el punto medio C 
de la distancia de los centros 00' , y á la derecha de este punto 
[suponiendo que el circulo menor está también á la derecha], 
una parte igual á la mitad de una tercera ¡iroporcional á las lí­
neas 00' y n ó \/R2—R'2. 

Pero sin embargo en cada una de las posiciones relativas de 
los dos circuios, se tiene casi siempre un medio mas sencillo de 
«jar la posición del eje radical. 
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Así, —i."—en el caso actual de dos círculos esteriores [ó de 

cualquier otra posición en que tengan al menos una tangente co­
mún], como el punto medio de la parte de esta tangente, com­
prendida entre los dos puntos de contacto, pertenece necesaria­
mente al eje radical, basta tirar por este punto medio una perpen­
dicular á la linea de los centros; 

2. °—Cuando los círculos se tocan, bien sea esterior, bien in­
teriormente {jig. 85 y 87), el punto común á las dos circunferen­
cias pertenece necesariamente al eje radical, que entonces es la 
misma tangente común á los dos circuios que pasa por dicho 
punto; 

3. °—Si los dos círculos se cortan, los puntos M, M' [fig. 86), 
satisfacen evidentemente á la relación MO2—M0'2 = R2—R'2, 
ó M'O2—M'0'2=R2 — R'2. Por consiguiente, las prolongacio­
nes en los dos sentidos , de la cuerda común, forman el eje 
radical. 

En el caso en que el un círculo es interior al otro {fig. 8S), 
hay que recurrir á la relación 

^ 00 ' R2 — R'2 
0 D = i r + - 2 W - ' 

la cual nos enseña además que la distancia del punto C, medio 
de la línea de los centros, al eje radical, aumenta sin cesar á me­
dida que disminuye la recta OO'; y cuando se supone 00' =0, 
resulta 

R2 — R'2 ()]) = _ 
O ' 

ó infinita.—Lo cual demuestra que 
Dos circunferencias concéntricas carecen de eje radical;— 

es decir, que no hay en su plano ningún punto desde donde se 
les puedan tirar tangentes iguales. 

Otros casos particulares:—Cuando los dos círculos son igua-

00' les, OD se reduce á -^r- ; es decir, que entonces el eje radical 
•A 

es la perpendicular levantada en el punto medio de la línea de los 
centros. 

Si uno de los círculos se reduce á un punto , el eje radical se 
obtiene juntando los puntos medios de las dos tangentes tiradas 
desde aquel punto al círculo dado. 

Si uno de los dos círculos degenera en tina línea recta, el eje 
radical es la misma recta. 

Etc., etc. 
N.0 19. DEL CENTRO RADICAL.—Tres círculos situados en un 
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mismo plano [no teniendo ios centros en una misma recta], dan, 
por su combinación de dos en dos, í m ejes radicales;—los cua­
les se cortan en un mismo punto. 

En efecto, cortándose los dos primeros, por ser respectiva­
mente perpendiculares á dos rectas que se cortan (n.0 50.), su 
punto de intersección es tal, que desde él se pueden tirar tan­
gentes iguales á las tres circunferencias; luego pertenece al ter­
cer eje radical. 

Este punto común á los tres ejes se llama centro radical de 
los tres círculos. 

Resulta evidentemente de esta definición, y de lo demostra­
do en el número 18, 5.°, Apénd. , que—Si tres circunferencias 
se cortan de dos en dos, las tres cuerdas que juntan los puntos-
de intersección se cortan en un mismo punto, que es el centro ra­
dical de los tres circuios. 

Asi, cuando este punto de intersección es esterior á los tres 
circuios, las seis tangentes que de él salen son iguales. 

TEOREMA X. [Fig. 207.) 

N.0 20. Si desde un punto cualquiera S del eje radical de dos 
circuios se tira una secante que encuentre á las circunferencias 
en CÜATUO puntos, dos M, N, en la primera, y otros dos, M', N', 
en la segunda, estos cuatro puntos pertenecen á una misma cir­
cunferencia de círculo.: 

Porque tenemos (n.0 228.) 

ST2=SMxSN, ST'2=SM'xSN'; 
luego, á causa de ser ST = ST', resulta 

S M x S N ^ S M ' - x S N ' . 
Luego (n.0 229, recíp.) los puntos M, N, M', N', están situa­

dos en una misma circunferencia. 
Advert. Se deduce igualmente de las dos relaciones, y de ser 

ST = ST', que 
ST2=SM'xSN', ST'2=SMxSN: 

luego los puntos Mr, N', y T, ó bien M, N, y T', se hallan si­
tuados en una misma circunferencia tangente á ST ó ST', {núme­
ro citado), y por consiguiente tangente también á la circunferen­
cia OT Ó á la OT'. 

TEOREMA X I . {Fig. 208 y 208*.) 

N." 21. Si por un centro, C, de los dos de semejanza [ester-
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no ó interno] de dos círculos. O, O', se tiran á estos círculos 
dos secantes:—1.°—los ocho puntos de intersección [A, A', B, B ' , 
ya, a', b, ^ ' ] ' combinados de cuatro en cuatro de un modo con­
veniente , forman CUATRO grupos situados respectivamente en 
otras tantas circunferencias;—2.°—estas cuatro circunferencias 
tienen por CENTRO RADICAL COMÚN el centro de semejanza que ka 
servido para determinarlas. 

En efecto,—1.°—siendo C un centro de semejanza, tene­
mos (n.0 16, Apénd.) 

CA: CB : 
además Ca : Cü>: 
luego CA : CB : 

Ca : 
C V : Ca! (n.0 227.); 
C6': Ca', ó CA x Ca' = CBxC6'. 

Luego (n.0 229.) los cuatro puntos A, B , a, 6, se hallan si­
tuados en una misma circunferencia. 

Del mismo modo se demostraría que cada uno de los otros 
tres grupos, 

A', B', a, h. A, B', ar, b. A', B, a, b', 

corresponde á una misma circunferencia. 
Advert. Para agrupar convenientemente los puntos, debe ob­

servarse que ningún grupo debe contener ála vez ni dos puntos 
homólogos, ni dos puntos pertenecientes á un tiempo á una misma 
secante en una misma délas circunferencias dadas. 

2.°—Designemos por CT, CT', CT", CT'" , las tangentes [no 
se han trazado en la figura] tiradas respectivamente á los cuatro 
círculos 

ABa'b', A'B'ab, ABV6, A W . 

Tenemos (n.os227 y 228.) las cuatro relacionesNsiguientes: 

para el primer circulo, CA x Ca' = CB x C6' = CT2; 
para el segundo, CA' X Ca = CB'x C& = CT'2; 
para el tercero, CA x Ca' == CB' x C& = CT"2; 
y para el cuarto, CA' x Ca = CB x C&' = CT'"2; 

de donde, a causa del enlace que hay entre estas igualdades, se 
deduce 

CT = CT' = CT"=CT" ' . 

Luego el punto C es un centro radical común álos cuatro círcu­
los tomados de tres en tres; L . C. D. 1). 

18 
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Advert. Considerando el centro de semejanza interno O, se 

obtendrián otros cuatro círculos que tendrían al punto O por 
centro radical común. 

Estos círculos se llaman recíprocos de los círculos 0 y 0', 
respecto del centro de semejanza que les corresponde. 
' ESCOLIO. Se puede suponer que las dos secantes CA, CB, vie­
nen á reunirse en una sola {fig. 209 y 209*); entonces los dos cír­
culos recíprocos ABa'6', A'B'o/>, se reducen á la misma secante; 
y los otros dos, AB'a//, A'Ba//, se hacen á la vez tangentes a 
los dos círculos O, 0' uno en A, a', y otro en A', a. 

Recíprocamente:—Todo círculo que toca á la vez á otros dos 
es uno de sus círculos recíprocos respecto al centro de semejanza 
estenio ó interno, según que el contacto es de la misma especie 
[interior ó esterior á fá vez], ó de especie diferente; de donde se 
deduce que 

Los dos puntos de contado están en linea recta con el centro de­
semejanza correspondiente. 

ESCOLIO GENERAL. Desde ahora puede comprenderse cuan útil 
será en la resolución de los problemas sobre los contactos délas 
circunferencias de círculo, la consideración délos centros de se­
mejanza, de los ejes y de los centros radicales. 

La mayor parte de las veces, todo se reduce á determinar la 
posición de los centros de semejanza, de los ejes y centros radi­
cales de círculos dados, cuyas cuestiones sabemos ya resolver. 

§ I I . Teoría de las transversales.—Haces armónicos.— 
Polos y polares. 

Bajo la denominación general de teoría de las transversales, 
se comprended conjunto de las relaciones métricas que presen­
tan ciertos sistemas de lineas que se cortan con leyes determina­
das.—Algunas de las proposiciones relativas á las líneas propor­
cionales y á la semejanza de las figuras son casos particulares de 
esta teoría. Ahora vamos á demostrar otros muchos que son de 
bastante uso. 

Transversales rectilíneas. 

TEOREMA I . [Fig. 210.) 

N.022. Toda transversal XY determina en los tres lados de 
un triángulo ABC , o en sus prolongaciones, seis segmentos lates, 
que el producto 

AC' x BA' x CR7 
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de tres segmentos no consecutivos es igual al producto de los otros 
tres . , - • 

C'B x A'C x WA. 

En efecto, tírese por uno cualquiera de los vértices del trián-
oulo, B por ejemplo, la recta paralela á la transversal y ter­
minada en K, en el lado opuesto AC. Los dos pares de triángulos 
semejantes ABK, AC'Bf, y CA'B', CBK, dan 

AC : C'B : : AB' : B ' K ; de donde A C X B 'K = C'B x AB'; 
y BA' : A'C: : B'K : CB' ; de donde BA' x C B ' = A'C x B 'K. 

Multiplicando estas dos igualdades miembro á miembro y su­
primiendo el factor común B'íí, se obtiene 

AC' X BA' x CB' = C'B X A'C x IVA: L . C. D. D. 

Advert. La transversal puede pasar por el interior del trián­
gulo ó estar completamente situada fuera de él; pero, cualquiera 
que sea su posición, los puntos de división A', B ' , C , están si­
tuados siempre en número par [0 ó 2] sobre los lados mismos 
del triángulo, y en número impar [1 ó 5] sobre sus prolonga­
ciones. 

UEGÍPUOCAMENTE:—Hallándose distribuidos sobre los tres la­
dos de un triángulo ó sobre sus prolongaciones tros puntos (que 
dán seis segmentos), de modo que haya un solg punto en cada 
recta, y que el número de puntos situados en los lados mismos 
sea par, si el producto de tres segmentos no consecutivos es igual 
al producto de los otros tres, los tres puntos están en línea 
recta. . . . 

Esta es una consecuencia necesaria del principio establecido 
en el número 21. 

TEOREMA 11. [F ig .Z i i . ) 
N.u 25. Tres recias A A', BB ' , C C , tiradas^ desde los tres 

vértices de un triángulo á un mismo punto O [interior ó este-
rior al triángulo], determinan en los lados opuestos BC, AC, AB, 
seis segmentos tales que el producto BA' X CB' x AC de tres seg­
mentos no consecutivos es igual al producto A'C x B'A x C'B' de 
los otros tres. 

En efecto, los dos triángulos ABA', ACA', cortados por las 
transversales respectivas COC, BOB', en los puntos (7, C O, y 
B', B, O, dán (n.0 22, Apénd.) las dos relaciones 

AC x BC x A'O = C'B x CA' x OA, 
y A B ' x C B x A'0 = B ' C x B A ' x O A ; 
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de donde, multiplicando en cruz miembro á miembro, y supri 
miendo los factores comunes CB, A'O, OA, resulta 

AC x CB' x BA' = CB x B'A x A' C; 
D. C. D. D. 

Advert. Es de notar que, cualquiera que sea la posición del 
punto O en el plano del triángulo, siempre resulta un número 
invpar de puntos de división sobre los lados mismos, y un núme-
ro joar sobre sus 'prolongaciones. 

BECÍPROCAMENTÉ:—Hallándose distribuidos sobre los lados de 
un triángulo ó sobre sus prolongaciones tres puntos, de tal mane­
ra que haya un número impar de ellos sobre los lados mismos, 
si el producto de tres segmentos no consecutivos es igual al pro', 
ducto de los otros tres, las rectas tiradas desde cada punto de 
división al ángulo opuesto concurren en un mismo punto. 

COROLARIOS. 1.°—Las tres rectas tiradas desde los vértices de 
un triángulo á los puntos medios de los lados opuestos (n." 98, 
fig. 63.), concurren en un mismo punto,—porque determinan seis 
segmentos iguales de dos en dos, que dán 

AC x BA' x CB' = CB x A'C x B'A. 

2.°—Las bisectrices de los tres ángulos de un triángulo (nú­
mero 95, fig. 60) concurren en un mismo punto:—porque tene­
mos (n.0 202.) las proporciones 

AC : CB : : AC : BC , 
BA': A'C: : AB: AC, 
CB' : B'A :: BC : AB ; 

de donde se deduce 

A'C x BC — CB x AC, 
B'A x AC = A'C x AB , 
B ' C x A B = B ' A x B C : 

multiplicando miembro á miembro, y omitiendo los factores co­
munes , 

A C ' x B A ' x C B ' = C ' B x A ' C x B ' A . 

^•8—üe un modo análogo se demostraría que Zas perpendicu­
lares bajadas desde los tres vértices sobre los lados opuestos (nú­
mero 95, fig. 62) concurren en un mismo punto:—basta compa-
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j ar los pares de triángulos rectángulos, tales como ABA' y CBC, 
que son evidentemente semejantes, y darán tres relaciones de 
donde fácilmente se deducirá 

AC x BA' x CB' = C'B x A'C x B'A. 

IN." 24. ESCOLIO.—En una palabra, los dos teoremas prece­
dentes y sus recíprocos dán lugar á una multitud de consecuen'-
cias que forman otras tantas proposiciones nuevas. 

Asi, por ejemplo, si en la relación del número 23. {fig. 211) 

AC x BA' x CB' = C'B x A'C x B'A, 

se supone BA' = A'C, se reduce á 

AC X CB' — CB x B'A; de donde AC : C B : : B'A : CB'; 

luego (n." 163.) la recta B'C es paralela á BC. 

Recíprocamente:—Si B'C es paralela á BC, dá la proporción 

AC : CB : : B'A CB'; de donde AC x CB' = CB x B'A; 

y, en virtud de la relación del número 23, 

A'B = A'C; 
lo cual dá lugar al teorema siguiente: 

Si, partiendo del vértice A de un triángulo ABb {fig. 212), se 
dividen los lados adyacentes, AB, Ab, en partes proporcionales, 
y desde los estreñios h , B , de la base, se tiran rectas á los puntos 
de división P, Q, R,..., p, q, r todas estas rectas se cortarán 
de dos en dos en una misma recta AK. tirada desde el vértice ai-
medio de la base;—y recíprocamente. 

Advert. De aquí se deduce, como caso particular, que — En. 
un trapecio cualquiera, la recta que junta el punto de concurso de 
los dos lados no paralelos con el punto de encuentro de las diago^ 
nales, pasa por los puntos medios de las dos bases. 

N.0 25. De los haces armónicos.—Vimos en el número 202, 
que si una recta BC (fig. 130) está dividida en un punto D en una 
iazon dada, existe en la prolongación de esta recta otro punto D'» 
íal que dá la proporción 

BDf : D'C : : BD : DC. 

Esta proporción puede ponerse bajo la forma 
D'B : B'D : : D'C : CD; 
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Jo cual prueba que los puntos C y B están situados respecto de 
la recta DD', como los puntos ü y D' están situados respecto de 
la recta BC. 

Los cuatro puntos B , D, C, D', forman un sistema armóni­
co (*); y se llaman puntos conyugados de este sistema cada par 
de puntos B, C, y D, D', no consecutivo. 

Conociéndose tres cualesquiera de estos puntos , se puede fá­
cilmente determinar el cuarto, con tal que se sepa su lugar.— 
Basta al efecto para ello, deducir de la proporción anterior otra 
proporción en que solo sea desconocida la distancia de uno de 
los tres puntos dados al punto buscado. 

Por ejemplo, conociendo los puntos B , D, D', para hallar el 
punto C, se sacará de la segunda de las dos proporciones prece­
dentes, esta nueva proporción: 

D'B -i-DB : DB : : D'C-I-DC : DC , 
ó D'B -f- DB : DB : : DD' : DC; 

DB x DD' 
de donde DC D'B-f-DB'' 

espresion que puede construirse gráficamente, ó calcularse nu­
méricamente. 

Esto supuesto, se llama haz armónico el sistema de las cua­
tro rectas OX, OY, OZ, OV (fig. 213), tiradas desde un mismo 

(*) _ Se dice que tres números, m, n, p, [dispuestos por orden de 
magnitud, m> n> p] forman una proporción armónica, cuando la 
diferencia entre el primero y el segundo es á la diferencia entre el 
segundo y el tercero, como el primero es al tercero.—Tales son los 
números 6, 4 y 3, ó 15, A% y 10,...; y tales son también las distan­
cias BD', BC, BD; porque, siendo 

BD' —BG = CD', BC — BD == DC , 

la proporción CD' : DC : : BD' : BD, 

se convierte en estotra, 

BD' — BC : BC — BD : : BD' : BD ; 

de modo que las distancias BD', BC, BD, están en proporción armó­
nica ; lo mismo lo están las distancias D'B, D'D, y D'C. 

rr - • • i 1 4 4 4 1 
[La sene de íracciones ' i s e llama pro-

a d 4 5 o 7 
gresion armónica, porque, como puede probarse fácilmente, tres tér­
minos consecutivos cualesquiera forman una proporción armónica.] 
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punto O á cnalro puntos. A, B, C, í), dispuestos armópicamente 
sobre una recta indefinida. 
" Las rectas OA, OB , OC, OD, se llaman radios del haz; y los 
pares de radios OA y OC, OB y OD, correspondientes á puntos 
conyugados, se llaman también radios conyugados. 

idverl. En virtud de la propiedad demostrada en el núme­
ro 202, los dos lados de un ángulo cualquiera BAC [fig. 150) for­
man , con las bisectrices del mismo y de su suplemento CAB', un 
haz armónico. 

TEOREMA I I I . [Fig< 213*.) 
N.0 26. E n todo haz armónico OABCD, una recta cualqiñera 

EF, ' tirada paralelamente á uno de los radios, al OD por ejem­
plo', queda dividida en dos partes iguales por los otros tres. 

En efecto, tírese por el punto B la recta IBK paralela a OD, 
Y terminada en los radios OA, OC.—Los dos pares de triángulos 
semejantes BCK y OCD, AIB y AOD, dán las proporciones 

BK : OD : : BC : CD, y IB . OD : : AB : AD ; 
pero, como los cuatro puntos A, B, C, D, forman un sistema ar­
mónico, tenemos (n.u 25, Apénd.) 

AB : BC : : AD : GD, ó BC : CD : : AB : AD ; 

luego también BK : OD : : IB : OD, 

y por consiguiente, BR = IB. 

Abora bien, siendo paralelas las dos rectas E E , 1K, deben 
estar cortadas en partes proporcionales por las tres rectas OA, 
OB, OC (n." 201.); luego finalmente 

EG ---= GE, L . C . D . D . 

RECÍPROGAMEMTE : — Si cuatro recias OX, OY, OZ, OV, que 
parten de un mismo punto O, son tales que una recta cualquie­
ra IR tirada paralelamente á una de ellas, á la OV por ejemplo, 
quede dividida en dos parles iguales por las otras tres, las cuatro 
rectas dichas forman un haz armónico. 

Tírese por el punto B medio de la recta IR una transversal 
cualquiera ABCI).—Los dos pares de triángulos semejantes ABl 
y ADO, BCK y OCD, dán las proporciones 

AD : AB : : OD : IB, y DC : BC : : OD : BK; 

de donde, á causa de ser IB — BK, AD : AB : : CD : BC. 
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Luego los cuatro puntos A, B, C, D, son eommMm .1 1 
'a™ticy„.,aS ^ reCtaS "Ue Salen 

j oí- un punto cualquiera B del radio OY, una recL IK „ , , ^ do 

d S raeta IK0 ' - ' ' ' " ^ deSpUeS POr 61 P™'0 0 ¿ « ^ i 

TEOREMA IV. ( % . 215.) 

N.ü 27. En ÍOÍ/O /¿«^ armónico OABCD /OA- ^ 
d?io. ^ r o radios con v^a t ^ l a l ^ Á T t ' man un sistema armónico. ^miiqmera for-

En efecto—la proposición es desde luego evidente resnerír» 
teter •*para,e,a á a d ' 6,1 ™tud ^ p ' - s 

Respecto de cualquier otra transversal MN si oor el nnnfn i> 
concebios paralelamente á OD una recta ET 
dida en dos partes iguales E , F , según el teo^m precedente v 
^ l ^ t r ^ o n ^ ñ a en la recíproca se i n K ^ 
MN q̂ue pasa por el punto P queda dividida armónicameníe en 

,.^EnÁv.<IUe,d?nd<? dividida t0^ recta paralela á MN ñor lo* 
radios de haz del ni,smo modo que MN, quedará a S e n divi 

• dida armónicamente por los misios radíos; 

^ n h ^ Í A T f 1 l d t e - 0 f ' ^ o . - A s i se llama^l/figm-a 
4 c o ™ ( ^ do 1 doe.rm,nada POr CUatr0 rectas indefinida^; se cortan de dos en dos en puntos diferentes, A, B , C D 
L , F ; de modo que por cada uno de los puntos de interjección 
no puedan pasar mas que dos rectas de las cuatro daSas 

La razón de haberle dado este nombre es el haberí nb^r 
vado que en dicha figura ACBFDE se encuentran: ' 0bSei" 

i . M cuadrilátero ordinario ó convexo BCED ín 0 37 ̂  ni-
yas diagonales son CD y B E ; 1 
f ^ i ü F V ™adril¿l¿ero ^ - c ó n c a v o , ó de un solo ángulo entran­
te, . W E , cuyas diagonales son AF y BE; 
n r Z \ En fin E l cuadrilátero hi-cóncavo ACBFD formado 
poi-do^tnangulos opuestos ABC, DBF: — sus diagonafes son 

-onííes^di^LfgUe ™ ^ r ^ ™ completo tiene tres dia-gonales, dos m/mom% BE, CD, y una estertor, AF. 
GUaWatero completo goza de muchas propiedades muy 
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curiosas deducidas de la teoría de ías transversales y dtí la consi-
ileracion de ios haces armónicos (*). 

TEOREMA V. ( % . 214.) 

IN.0 29. E n todo cuadrilátero completo ACBFDE, cada diago­
nal está dividida armónicamente por las otras dos [de modo que 
se tienen las proporciones 

AI : IF : : AK : F K , 
EO : OB : : E l : B I , 

y CO : OD : : CR : DK]. 

En efecto, tírese la recta K E ; y, después de haber prolonga­
do el lado AD hasta su encuentro en D' con RE > determínese el 
punto M tal que dé la proporción 

EM : MD' : : ER : D'R. 

Esto supuesto, la figura ARD'ME es un haz armónico en el 
cual AM es el radio conyugado de AF.—Además, respecto de la 
transversal RC que pasa por el punto R de la recta R E , tene­
mos (n." 27, Apénd.) 

CO : OD : : CR : DR. 

Ahora bien, siendo la figura CRDOC un haz armónico, se si­
gue que el radio AO es el conyugado de AR Ó AF. Así pues, AO 
y AM son conyugados del mismo radio AF, y por consiguiente se 
confunden. 

También la figura ERDOC es un haz armónico, y da (n. 27, 
Apénd.), respecto de la transversal AR que pasa por el punto R, 

AI : IF : : AR : FR. 

Finalmente, el haz armónico ARD'ME dá, respecto de la 
transversal E l que pasa por el punto E , 

EO : OB : : E l : B I ; 

(*) El cuadrilátero completo es el mas sencillo de los polígonos 
úe ánqalos entrantes, polígonos que Mr. Poinsot considera como de 
orden superior, y asegura con estos la teona de los polígonos estre­
llados.—(Véase la Memoria de Mr. Poinsot; en el Journal de l'Ecole 
Polytechnique, 10.° cahier, t. IV, p. 6 y siguientes. - Fease también 
otra Memoria de Mr. Cauchy en el mismo Journal, 16. cahier, t. IV, 
P. t7.) 
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-quedando con esto completamente demostradas las fres propor­
ciones propuestas. 

Además, de todo lo anteriormente dicho sobre los haces ar­
mónicos, resulta que las otras rectas AD', AM, FC, F'C, están 
también divididas armónicamente. 

N." 30. ESCOLIO GENERAL sobre los haces armónicos.—De los 
palos y de las polares en las figuras rectilíneas. 

Acabamos de ver que en el cuadrilátero completo ACBFDE, 
la recta que junta el punto A con el punto de encuentro de dos 
diagonales interiores, es conyugada de la recta AF respecto de 
las otras dos rectas AD, AE. Esto nos conduce á una propiedad 
muy importante. 

Sea un punto cualquiera P {fig. 215) dado en el plano de un 
ángulo YOX. Desde este punto, tiremos una serie de rectas que 
encuentren á los lados del ángulo en los puntos A y a , B y b, 
€ y c, 1) y d , . . . , lo cual determina los cuadriláteros completos 
OWBAaP, GCCAÍÍP, ÜrfDAfíP,... Esto supuesto, todos los puntos, 
p, p' ,p", . . . , de intersección de las diagonales interiores de estos 
cuadriláteros, se hallan situados en una misma recta que pasa por 
el vértice O, y es á la vez el radio conyugado del radio OP res­
pecto de los dos lados del ángulo YOX. 

Esta propiedad se espresa diciendo que el punto P es un polo 
respecto de la recta Cty, que se llama linea polar del punto P. 

Observemos además:—1.°—que la misma propiedad se vc-
nficaria respecto de cualquier otro punto P' tomado en la recta 
OP, es decir, que OP también seria la polar del punto P';— 
2-0 — (iue esta propiedad corresponde reciprocamente á los dos 
radios conyugados OP, 0^, respecto de las rectas OY, OX, que 
son también radios conyugados;—de donde podemos deducir 
esta consecuencia general: 

En todo haz armónico, cada radio es una polar respecto de 
cada punto de su conyugado; y cada punto de este es un polo 
respecto de aquel. 

Terminaremos lo relativo al cuadrilátero completo, enuncian­
do dos teoremas cuyas demostraciones pueden deducirse fácil­
mente de la teoría de las transversales. 

I-0 1 Los puntos medios P, Q, R {fig. 214), de las tres diagona­
les de un cuadrilátero completo, están situados en una misma lima 
recta. 

%° Si dos triángulos, ABC, A'B'C (fig. 216), tienen sus 
vórtices colocados de dos en dos en fres líneas rectas concurren-
Ies [en un punto 0], los tres puntos de concurso, o, o', o", de 
los lados correspondientes tomados de dos en dos, están en línea 
•recta. . 
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Transversales consideradas en el círculo.—Puntos conyuga­
dos.—Polos y polares. 

N 0 51 De los puntos conyugados.—Vimos en el n." 276, 
(me 'si una recta AX [fig. 184) está dividida armónicamente en los 
mintos \ C B, C, la circunferencia descrita sobre (X como 
diámetro 'es tal, que las distdneias de cada uno de sus puntos, N, 
a los dos puntos A y B, guardan entre sí una razón constante, 
nue es la de las rectas AC, CB. _ . , , , . 

En el enunciado de este teorema se da la posición del circulo 
respecto de los puntos A y B que también se suponen conocidos; 
ñero puede también tomar la cuestión esta otra forma: • 

dados un circulo y un punto P [fig. 217), determinar el punté 
O oonuuqado de este. ' , , , , T 

[Daremos al círculo O A el nombre de circulo regulador.] 
Por el supuesto debemos tener 

OA : AP : : QB : PB, 
ó bien Q B : Q \ : : P B : P A ; 

la figura dá sucesivamente 

QB=OQ-f-OA, QA=OQ-OA5 PB=OA+OP, PA=OA-OP; 

asi pues, la proporción se convierte en esta otra 

OQ + OA : OQ — OA : : OA-t- OP : OA — OP: 

de donde, sacando la suma y la diferencia de los dos primeros 
términos, y comparándolas con la suma y la diferencia rte los 
otros dos, resulta después de reducir, 

OQ : OA : : O A : OP; 
luego (1) OPxOQ = OA2; 

0 OA2 
de donde OQ = . 

Para construir esta espresion, basta fetMBiterla rectaPM per-
perdicular al diámetro OA, tirando después en el punto M una 
tangente que irá á encontrar á dicho diámetro prolongado en un 
punto Q que será el punto pedido : — porque tendremos (nume­
ro 205, 5.ü) 

OM2=OP x OQ, 
ó, por ser OM = OA, 

O A ^ O P x 00. 
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Becíprocamente:~Vara obtener el punto P por medio del nun 

Qi seJirarán las dos tangentes QM, Qm, y el punto en aue la 
cuerda Mm corte á OA será el punto pedido. 4 

[Se llama cuerda de contacto la recta Mw que junta los puntos 
de contacto de dos tangentes tiradas desde un mismo punto O á 
una circunferencia.] v 

ESCOLIO. Como la igualdad (1) determina la posición relativa 
< e los dos puntos conyugados, podemos sin dificultad alguna de­
ducir de ella su definición, diciendo que puntos conyugados res­
pecto de un circulo, son dos puntos situados en un mismo radio 
y tales que el producto de sus distancias al centro es iqual al cua­
drado del radio. 
cionPOr otro Iado' como la igualdad (1), ó mejor dicho la propor-

OP : OA : : OA : OQ, 

conduce, por medio de transformaciones inversas de las de arri­
ba, a la proporción 

QB : QA : : PB : PA, 

ó QA : AP : : QB : PB, 

podemos concluir justamente que 
1. ° Los puntos conyugados forman, con los estremos del diá­

metro que los sostiene, un sistema armónico. 
2. Las distancias de cada punto de la circunferencia regulado­

ra a tos dos puntos conyugados, P y Q, guardan entre sí una ra­
zón constante, que es la de QA á AP (n.0 273, escol.). 

1 asemos a otras propiedades de los puntos conyugados. 

TEOREMA VI . [Fig. 218 y 218*.) 

r N." 32. Las cuerdas de contacto, Mm, M'm',..., de todos los 
ángulos circunscritos cuyos vértices están colocados en una rec­
ta L L concurren en el mismo punto V ; que es el conyugado del 
punto Q pie de la perpendicular bajada desde el centro del círculo 
a la linea L L ' . 

Pueden presentarse dos casos principales: ó la recta es este­
rtor a la circunferencia reguladora, ó es secante de la misma.— 
Examinemos estos dos casos sucesivamente. 

PRIMER CASO {fig. 218). Consideremos dos puntos de la recta 
a saber: el pie Q dé la perpendicular bajada á la recta des-

n/1 punto O, y un punto cualquiera Q'; sean QM y Om, Q'M' 
y Qw, las tangentes correspondientes, y P, P', los puntos en 
que las cuerdas de contacto encuentran á OQ, O'Q'.—Estos pun-
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tos son (n.0 31, Apénd.) los conyugados de los puntos Q, Q', y 
dan las relaciones 

OA2=OPxOQ, OA2=OP'xOQ'; 

y por consiguiente la proporción 

OP : OP' : : OQ': OQ. 

Esto supuesto, si juntamos el punto P' con el punto P, for­
maremos dos triángulos OQQ', OPP', semejantes entre sí, por 
tener un ángulo común O formado por lados proporcionales. 
Pero el triángulo OQQ' es rectángulo en Q; luego el triángulo 
OPP' es también rectángulo en P.—Donde se ve que la recta 
PP' se confunde con la cuerda de contacto Wm'; luego las cuer­
das Mm, M'm', pasan por el mismo punto P. 

Igual raciocinio podria aplicarse á cualquier otro ángulo cir­
cunscrito que tuviera el vértice en Q", Q'",..., sobre la recta 
LL'; luego, etc. 

SEGUNDO CASO {fig. 218*).—En este caso, el punto P conyugado 
del punto Q se obtiene tirando en el punto M la tangente MP, 
hasta encontrar con OA prolongado; el punto P' resulta aquí 
también, como antes, punto de encuentro de la M'm' con OQ'; lo 
cual dá la proporción 

OP : OP' : : OQ' : OQ. 
Juntando el punto P' con el punto P, obtenemos los dos 

triángulos OPP' OQQ', semejantes entre sí por tener igual un 
ángulo O formado por lados proporcionales; pero el triángulo 
OQQ' es rectángulo en Q; luego también el triángulo OPP' es 
rectángulo en F ; y por consiguiente la recta PP' se confunde 
con la cuerda de contacto Wm'. 

Del mismo modo se demostraría que, respecto de cualquier 
otro punto Q", Q'",... colocado en la recta L L ' , la cuerda de 
contacto correspondiente pasa por el punto P; luego, etc. 

Queda por lo tanto demostrada la proposición. 
Las dos figuras 219 y 219* dán una idea clara de la natura­

leza de esta propiedad. 
Advert. En el caso particular [fig. 219**) de ser la recta L L ' 

tangente á la circunferencia reguladora, los dos puntos conyuga­
dos se confunden con el estremo A del diámetro. 

RECÍPROCAMENTE: — Si desde un punto P, interior [fig. 219) ó 
eslerior {fig. 219*) á la circunferencia reguladora, se tiran va­
nas rectas que vayan encontrando cada una en dos puntos á la 
circunferencia, y por esos puntos se tiran tangentes, los vértices 
de todos los ángulos circunscritos así formados por los diversos 
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pares de tangentes, estarán situados en una misma reda LL ' qut¡ 
pasará por el punió cony ugado del primero , y será perpendicular 
á la recta OP tirada desde el centro al punto dado. 

El primer caso de esta recíproca se demuestra fácilmente por 
medio del principio sobre las reciprocas (n." 21.), y del segundo 
caso de la proposición directa ; — y vice-versa. 

N." 33. De los polos y de las polares en el círculo. — Esas 
dos curiosas propiedades de los puntos conyugados P y Q, han 
hecho llamar polo al punto P, y polar á la recta L L ' . 

Así pues, dado mi polo, fácilmente se puede determinar su 
polar; — y recíprocamente (n.0 51, Apénd.). 

TEOREMA VIL {Fig. 220.) 

N.0 34. Toda cuerda EF tirada en una circunferencia por un 
punto P, está dividida armónicamente por dicho punto y por su 
polar L L ' . 

En efecto, los puntos P y Q son conyugados, y dán la pro­
porción (n.0 31.) PA : AQ : : BP : BQ; 
luego, juntando los puntos P, A, Q, B, con un punto cualquiera 
N de la circunferencia, resulta un haz armónico en el cual queda 
dividida armónicamente (n." 27, Apénd.) la transversal EF que 
pasa por uno de los puntos P. 

TEOREMA VIH. {Fig. 221.) 

N.0 55. L a polar del vértice V de un ángulo cualquiera APB 
[respecto de un círculo dado], es la recta que junta los polos do 
sus dos lados. 

En efecto, si por el punto M, en que el lado PA encuentra a 
la circunferencia reguladora, se tira una tangente hasta encon­
trar en G con la perpendicular OG bajada al lado desde el punió 
O, el punto G pertenece á la polar del punto P (n.0 32, recíp.).— 
Por la misma razón, el punto K en que la tangente tirada por M' 
correspondiente al segundo lado PB, encuentra á la perpendicu­
lar OK bajada á este lado desde el punto O, pertenece á la polar 
del punto P. — Luego GK es esa misma polar. 

Advert. De aquí se infiere que el punto Q en que la recta GK 
encuentra á la recta OP prolongada, es el punto conyugado del 
punto P. 

COROLARIO. Si dos polígonos cualesquiera ABCD, EFGK [figu­
ra 222), son tales que los vértices E , F , G, K , del segundo, son 
los polos respectivos de los lados AB , BC, CD, DA, del primero 
[respecto de un círculo dado], recíprocamente los vértices de esle 
serán los polos respectivos de los lados de aquel. 
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En efecto, siendo E el polo de AB, y F el polo de BC, re­

sulta que EF es la polar del vértice del ángulo ABC; ó lo que 
es lo mismo, B es el polo de EF . —De la misma manera se de-
mostraria que el punto C es el polo de F G . — Y asi sucesiva­
mente. 

ESCOLIO. Esta última propiedad liace dar a los dos polígonos 
ABCD, EFGH, el nombre de polares recíprocos, en atención á 
que cada vértice del uno es polo de un lado del otro; y recípro­
camente. 

TEOREMA ÍX. (Fia. 225.) 

N." 56. En lodo cuadrilátero ABCD, inscrito al círculo, el 
punto de concurso 1 de las diagonales AC, BD, y tos puntos de 
concurso de dos lados opuestos, AB y CD, AD y BC, tomados de 
dos en dos, forman un triángulo ÍPQ que tiene cada vértice por 
polo del lado opuesto. 

En efecto, las rectas PQ, PA , P I , PC, forman un haz armó­
nico (n.° 29, Apénd.); luego las rectas AD, BC, están divididas 
armónicamente; la primera en los puntos Q, E , y la segunda en 
los puntos Q, F . —De aquí resulta que los puntos E , F , perte­
necen á la polar del punto Q, y que por consiguiente esta polar 
es la misma recta PI . 

Del mismo modo se probaria que QI es la polar del punto P. 
Bespecto del tercer ladoPQ, debe observarse que su' polo 

debe á la vez bailarse situado en la polar del punto P y en la del 
punto Q; luego sera el punto I (n.0 54, Apénd.). 

Las transversales consideradas en el círculo tienen otras mu-
clias propiedades; pero nos contentaremos con citar las si­
guientes: 

1.0 E n todo exágono inscrito al círculo , los pimíos de inter­
sección de los lados opuestos, tomados de dos en dos, se encuen­
tran todos en línea recta. 

2.° E n todo exágono inscrito á un circulo, las diagonales 
tiradas por los vértices opuestos , tomados de dos en dos, concur­
ren en un mismo punto. 

Estos teoremas dán lugar á varias consecuencias sobre los 
cuadriláteros y los pentágonos inscritos y circunscritos (*). 

D Véase la segunda edición francesa de esta obra, pág. 214 y 
siguientes; y los Anales de Matemáticas en varios puntos, principal­
mente en el t. XIV, p. 39 y siguientes: véase también la Correspon­
dencia sobre ta Escuela Politécnica. 
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S E G U N D A S E C C I O N . 

$ I . Consideraciones generales sobre las curvas. 

De las tangentes y de las normales á las curvas.—Curvas pola­
res recíprocas. 

N.0 37. Estendiendo á las curvas en general lo que hemos di­
cho del círculo comparado con los polígonos regulares (n.0 245.), 
definiremos una CURVA cualquiera, diciendo que es un polígono, 
ó mejor, una línea quebrada de infinito número de lados infinita­
mente pequeños; — cada uno de los cuales se llama elemento dé 
la curva. 

Admitida esta definición, podemos decir que la tangente en 
un panto dado, es la prolongación indefinida en ambos sentidos, 
del elemento que en aquel mismo punto constituye la curva; cuya 
nueva definición de la tangente concuerda con la que dimos en el 
n.0110; porque al decir que la tangente es una secante cuyos 
dos puntos de intersección con la curva se reducen á uno solo, 
se significa que la cuerda que los junta llega á ser infinitamenlc 
pequeña, y á confundirse por consiguiente con el elemento de la 
curva. La definición que dimos en el n." 102, de la tangente al 
circulo, solo puede evidentemente admitirse cuando se trate de 
curvas convexas, es decir, de curvas que no pueden encontrará 
una recta (n.0 36.) mas que en dos puntos; mientras de la nueva 
definición se infiere que una línea tangente en un punto, puede 
á la vez ser secante en otros varios.— Pronto veremos además 
que una misma recta puede tocar y cortar en un mismo punto á 
una curva. 

Llamaremos de aquí en adelante normal á una curva, la rec­
ta tirada por el punto de contacto, perpendicularmente á la tan­
gente. 

N.0 38. La consideración de los elementos de las curvas es de 
la mayor importancia en la teoría de estas líneas; porque, con­
siderándolas como verdaderos polígonos, podemos por inducción 
adoptar la consecuencia, de que toda propiedad general demos­
trada respecto de una línea quebrada, independientemente* del 
número, magnitud y mutuas inclinaciones de los lados, queda 
también demostrada respecto de la linea curva, que puede consi­
derarse como límite de la otra (n.0 244.). 
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Así es, por ejemplo, como inferimos, que siendo cierta la 

proposición demostrada sobre las polares reciprocas (n.0 35., 
coral, Apéncl.), cualquiera que sea el número de los lados dé 
dos polígonos, lo es también cuando llega á ser infinito dicho 
número de lados; de cuya observación nace el notable teorema 
siguiente: 

Si dos curvas trazadas en un mismo plano son tales que cada 
punto de la una es el polo de un elemento (ó de una tangente) de 
la otra [respecto de un círculo dado], recíprocamente, cada pun­
to de la segunda es el polo de un elemento de la primera; y las 
dos curvas se llaman POLARES RECÍPROCAS. 

De donde resulta necesariamente que — E l número de inter­
secciones de una de las curvas con una recta malquiera es igual 
al número de las tangentes que se pueden tirar a la otra curva, 
por el polo de aquella recta. 

Del círculo osculador y del radio de curvatura. 

N.0 59. Por un punto M dado en una curva AB [fig. 224), 
siempre se pueden hacer pasar una infinidad de círculos que ten­
gan en aquel punto por tangente común á la tangente ST de la 
misma curva; de donde resulta que los círculos son también tan­
gentes á la curva, porque tienen con ella un elemento común. 
Ahora bien, es claro que entre aquellos hay uno que se aproxi­
ma mas que todos los otros á la curva en las cercanías del punto 
M de contacto, es decir, que tiende á confundirse sencillamente 
con ella, mas que todos los otros, en la ostensión de un arco 
pequeño tomado á uno y otro lado del punto dicho.—Ese circu­
lo único se llama CÍRCULO OSCULADOR de la curva en el punto M; 
y la consideración de los elementos nos suministra el medio 
de dar de él una definición mas exacta v enteramente geomé­
trica. 

Para esto, recordemos que se necesitan tres puntos [no colo­
cados en línea recta] para determinar una circunferencia de círr 
etilo (n.0 127.); de donde resulta que la circunferencia que se 
aproxime mas que todas las otras á la curva, en las cercanías del 
punto M, será la que tenga con ella, á uno y otro lado de di­
cho punto é infinitamente cerca de el, otros dos puntos comu­
nes, es decir finalmente, la que tenga con la curva dos elemen­
tos consecutivos comunes, uno á un lado y otro á otro del pun­
to M. . v 

Esto supuesto, el círculo osculador de un punto M {fig. 225̂  
sc construye del modo siguiente:—Suponiendo la curva descom­
puesta en elementos, sean LM, MN, los dos elementos consecu-
"vos que deben pertenecer al círculo buscado; —por sus puntos 
medios, ¿, Jemntese las respectivas normales, que irán á en-

19 
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centrarse (n.0 50.) en un punto O, cewíro del círculo osculador, 
cuyos radios serán OL, OM, ON, ó bien Oe, O/', que no difieren 
sensiblemente de los otros. 

N.0 40. E l circulo osculador, cuya construcción general aca­
bamos de dar, goza de varias propiedades tan importantes como 
curiosas: examinaremos las principales. 

Prolongúense ante todo los elementos LM, MN; y resultarán 
dos tangentes consecutivas L T , MU , que formarán entre si un 
ángulo infinitamente pequeño que se llama ángulo de contingen­
c ia .— Ahora bien, es claro que cuanto mayor sea este ángulo, 
tanto mas se aparta la curva en el punto M de la tangente LM; 
y por consiguiente, tanto mas curva es.—El ángulo de contin­
gencia sirve por consiguiente para apreciar lo que se llama la 
curvatura de una curva en un punto dado., y por eso suele tam­
bién llamarse ángulo de curvatura. 

Además, siendo el ángulo TMU evidentemente igual al ángu­
lo eOf, porque tienen ambos por suplemento al ángulo LMN (nú­
mero 70.), se deduce de aquí otro medio de- apreciar el grado de 
curvatura ,de una curva dada, mas cómodo que el primero, por­
que reduce su valuación á la de la curvatura del círculo oscula­
dor, que es tanto mas considerable [en un punto dado de la cur­
va] (véase el n." 262.), cuanto menor es el radio del círculo, pues 
el radio disminuye evidentemente á medida que aumenta el án­
gulo de contingencia, y vice-versa. 

De aquí procede que el círculo osculador suele también lla­
marse circulo de curvatura, su centro O centro de curvatura, y 
su radio vadlo de curvatura. 

N.0 41. Supongamos ahora que en todos los puntos de la cur­
va AMB [fig. 226), se ha efectuado la construcción .arriba dada 
para el punto M: resultará otra curva POQ, que será el lugar 
geométrico de los centros de curvatura de la curva AB.—De mo­
do que si haciendo centro de cada uno de los puntos [0] de la 
linea PQ, se describiese con el radio correspondiente de curva­
tura Oe, un arco de círculo sumamente pequeño [eMf], la curva 
entera AB podria considerarse como compuesta de todos esos 
arcos elementales.—Esta descripción puede ejecutarse muy sen­
cillamente por un medio enteramente mecánico, es decir, por un 
movimiento continuo. 

Para esto, admitamos que se haya estendido á lo largo de la 
curva PQ, supuesta sólida, un hilo flexible que se apoya exacta­
mente en toda la estension de su contorno, sobrando solo, en el 
punto P, una longitud PA igual al radio de curvatura del punto 
A. Es claro que si, en esta hipótesis, se van separando sucesi­
vamente los diversos elementos del bilo PQ [empezando en el 
punto P], de los elementos á quienes cubrían respectivamente en 
la curva sólida PQ, permaneciendo siempre tendido el hilo res-
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tante, el estremo A irá describiendo sucesivamente los diversos 
elementos de la curva AB. 

La curva PQ se llama, por esta propiedad, la evoluta de la 
curva AB; y recíprocamente esta se llama la evolvente de aque­
lla. La evoluta de un circulo se reduce á un punto único, que es 
su centro; y la evoluta de una curva Cualquiera es respecto de 
ella lo que el centro es respecto del círculo. La evoluta viene á 
ser en cierto modo un centro variable correspondiente á un radio 
variable que es el del círculo osculador; y la evolvente puede 
considerarse descrita de una manera análoga al círculo, por me­
dio de ese centro y de ese radio que varían de continuo. 

Así como un círculo no tiene mas que un centro, y sin em­
bargo un punto puede ser centro de muchos círculos, asi también 
una evolvente no puede tener mas que una sola evoluta, mien­
tras que una misma evoluta puede pertenecer á una infinidad de 
evolventes. Porque es claro que si empezando desde el punto A, 
tomamos en el hilo APQ, á uno y otro lado del punto A, una 
longitud cualquiera AA', el mismo movimiento que ha hecho 
al punto A describir la curva AB, bastará para que el punto 
A' engendre otra curva equidistante de la primera, y paralela á 
esta. 

Observaremos finalmente que todos los radios de curvatura 
son tangentes á la evoluta, porque son sus elementos [prolonga­
dos], y además son normales á los elementos de la evolvente. 

De ¡a convexidad y concavidad de las curvas. — Puntos sin­
gulares. 

N.0 42. Vamos ahora á'dar las nociones mas claras que poda­
mos sobre las diversas formas que puede tener una curva trazada 
fin un plano. 

En la parte especulativa de la Geometría y en las Matemáti­
cas sublimes, ocurre muchas veces considerar dos clases principa­
les de curvas: unas reentrantes y cerradas ABCD, A'B'C'D'E' {fi­
gura 227), como el circulo; otras que se estienden indefinida-
raente en ambos sentidos , como la línea recta: tales son las cur­
vas MNP y M'iN'P'Q'R'S' {fig. 228).—Algunas veces también suelen 
estar compuestas de diversas partes, cerradas unas, é indefinidas 
otras. 

Perorara téz sucede que una curva, considerada como lugar 
geométrico , se detenga bruscamente en un punto sin pasar ade­
lante de uno ú otro modo. 

Además, cada urta de las dos clases de curvas recien defini­
das , se subdivide en dos especies: unas, como la ABCD {figu-
m 227) y la MNP [fig. 228), se llaman lineas convexas; otras, 
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como las A'B'C'D'E'F' {fig. 227) y M'N'P'Q'íl' [fig. 228), lienen 
sinuosidades. 

Para distinguir estas dos especies, obsérvese que, á imita­
ción de la linea recta, toda linea curva divide en dos regiones (nú­
mero 11.) al plano en que está trazada. 

Si la curva es reentrante y cerrada {fig. 227), una délas re­
giones, llamada interior, es un espacio limitado; mientras la otra 
región es indefinida.—En el caso de la fig. 228, son indefinidas 
ambas regiones. 

Esto supuesto, el carácter verdaderamente esencial de una 
curva convexa [además de los que resultan de su comparación (nú­
mero 36.) con los polígonos convexos (n." 57, Afénd . ) ] , consiste 
en que sus centros de curvatura están todos situados en la misma 
región; —y entonces se dice que la curva vuelve su concavidad 
hácia los puntos de esta región, y su convexidad hácia los puntos 
de la otra. 

Cuando por el contrario la curva tiene sinuosidades, unas de 
sus partes tienen sus centros de curvatura situados en una re­
gión, y otras los tienen en la opuesta. Así, en la fig. 227, la par­
te F'A'B'C/D' tienen sus centros de curvatura situados en la re­
gión interior, y la parte D'E'F' en la región esterior. 

N.0 43. Todo punto F ' , común á dos partes cuyos centros de 
curvatura corresponden á dos regiones diferentes, se llama pun­
to de inflexión. — Al pasar por él, la curva que era convexa res­
pecto de una región , se hace cóncava respecto de la misma, y 
vice-versa. 

Otro carácter distintivo del punto de inflexión, es que se con­
funden en él las direcciones de dos elementos consecutivos de la 
curva; de modo que la tangente puede allí considerarse como una 
secante cuyos tres puntos de intersección con la curva se reúnen 
en uno solo. _ 

Se ve también [fig. 227*) que en dicho punto. A, la tangente 
PQ corta á la curva al mismo tiempo que la toca, según anun­
ciamos en el n." 37. En fin, la tangente en aquel punto es tal, que 
las dos partes de la curva se hallan situadas en regiori distinta 
respecto de ella. 

N.0 44. Puede suceder que la curva pase muchas veces por 
un mismo punto A, o B , o C {fig. 229); y entonces el punto se 
llama múltiplo: su carácter principal es que en él hay tantas tan­
gentes como ramas de curva; pudiendo suceder sin embargo que 
se confundan dos ó mas tangentes.—Lo mismo sucede respecto 
cie los centros de curvatura del mismo punto. 

Algunas veces la curva vuelve atrás repentinamente después 
de haber llegado á un punto cualquiera A {fig. 230), que enton­
ces se Wama punto de retroceso. 

Los dos arcos de curva que se reúnen en un punto de re-
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troceso, siempre tienen allí común la tangente; y esto le distin­
gue del punto múltiplo, en el cual las tangentes solo se confun­
den accidentalmente. 

Se distinguen dos especies de puntos de retroceso, según se 
hallan situados á distinto lado ó á uno mismo respecto de la tan­
gente los dos arcos de cur\fa AB y AC, ó AB y AD (*). 

Los puntos múltiplos, los de inflexión, y los de retroceso, 
suelen llamarse en general puntos singulares. — Y son en las 
curvas puntos naturales de división de las diversas partes que las 
componen. 

N." 45. E n fin, cuando una rama de curva, tal como ABC 
{fig. 231), se estiende indefinidamente, acercándose sin cesar y 
cuanto se quiere á una recta TS situada en su plano, sin encon­
trarla jamás, la recta se llama asímptota de la curva; y la curva 
es también asímptota de la recta.—Es importantísima la consi­
deración de las asímptotas en las curvas que tienen una ó mas 
ramas indefinidamente prolongadas. 

N.0 46. Dos curvas, ó dos arcos de curva, que tienen co­
mún un punto, se llaman tangentes si tienen un elemento común, 
y por consiguiente una tangente común; en cualquier otro caso 
son simplemente secantes, aun cuando el punto común fuera el 
estremo común de dos arcos de curva.—Dos curvas pueden cor­
tarse y tocarse á la vez en un número cualquiera de puntos. 

N.0 47. Debemos ahora decir algunas palabras sobre lo que 
se llama ley de continuidad en las curvas. 

Para que una curva sea continua entre dos de sus puntos, es 
necesario que las direcciones de su tangente y de su normal va­
ríen ¡wr grados insensibles, lo mismo que los valores de su radio 
de curvatura; de modo que entre dos elementos consecutivos, 
sea completamente inapreciable el ángulo de contingencia.(núme-
ro 40, Apénd.) , y por consiguiente la diferencia de los dos ra­
dios de curvatura correspondientes.—Cuando faltan estas condi­
ciones, es discontinua la curva, y debe considerarse como un 
conjunto de curvas diferentes. 

Las artes, y en particular la arquitectura, usan numerosas 
aplicaciones de curvas discontinuas. Sirvan de ejemplo el florón 
{fig. 232),y la ojiva [fig. 235), compuestas de arcos de círculo 
que se cortan; el talón {fig. 234) y la escocia {fig. 235), compues­
tas de arcos de círculo tangentes, y en general los perfiles de to-

(*) Mr. Francoeur ha propuesto las denominaciones de ccratoidev 
de ramfoide para caracterizar las dos especies : el primer nombre 
significa semejante á un cuerno, y el segundo semejante d un pico 
de pájaro. ' . • • . . 
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das las molduras. — También citaremos los óvalos, compuestos 
de cuatro arcos de circulo tangentes de dos en dos, BA, AC, CD, 
DB [fig. 256), y que suelen llamarse usas de cesta. 

E s claro que todas estas curvas son discontinuas, porque 
siendo los radios de curvatura [fig. 256) los mismos radios de 
los arcos A B , B D , D C , CA, que componen la curva, resulta 
que la curvatura es constante en toda la estension de cada uno 
de los arcos, y varia de repente en los puntos de enlace, A , B, 
D , C. 

Terminará estas consideraciones una proposición general so­
bre las lineas convexas envueltas por otras líneas. 

TEOREMA. [Fig. 257 y 258.) 

N." 48. Una línea convexa cermda ABCDA, quebrada, cur­
va, ó mista, es menor que una línea cualquiera PQRSTP (con­
vexa ó cóncava) que la envuelve por todas partes. 

Consideremos primero el caso en que la línea envuelta es un 
polígono {fig. 257), y prolonguemos todos sus lados AB, BC^CD, 
DA, en el mismo sentido (n." 87, nota), hasta encontrar en a, 
b, c, d, con la línea envolvente. 

Esto supuesto, en virtud de la definición de la línea recta, 
tendremos esta serie de desigualdades 

AB -+- Ha < kd - h d ? - h PQ H- Qa , 
BC H- Cb < i i a -haR -hWh, 
CD-f-Dc<C6 + í ;S- f -Sc , 
UA -í- Á á < De -f- cT + Trf, 

ó, sumando miembro á miembro, y simplificando, 

AB -f-BC-f- CD -+- DA < P Q + Q R -H RS -t- ST -f- T P , 

ó simplemente ABCDA < PQRSTP. 

Si la linea envuelta es una línea curva [ó mista] ABCD [figu­
r a 258), los lados del polígono que acabamos de considerar se 
hallarán reemplazados [en todo ó en parte] por los elementos de 
una curva; y, suponiendo todos los elementos prolongados en un 
mismo sentido según sus respectivas tangentes, será aplicable á 
ia nueva bipótesis la precedente demostración. Luego la propo­
sición es verdadera siempre que es convexa la línea envuelta. 

Puede además demostrarse directamente la proposición res­
pecto de las curvas, de la manera siguiente : 
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Tírese por un punto cualquiera A {fig. 258) de la curva en­

vuelta , la tangente MAN.—Tendremos desde luego 

•MN-<MPQN (n.0 5.); 
de donde MNRSTM<MPQNRSTM. 

Por el punto M, tírese también la tangente MCS; y se tendrá 
la nueva desigualdad 

M S < M T S , 
de donde MNRSM<MNRSTM. 

Continuando así tirando tangentes á la curva ABCD, se ob­
tiene una sérte de líneas siempre envolventes respecto de CBCD, 
pero envueltas por las precedentes, cuyas líneas [mistas] van 
siendo mas y mas pequeñas á medida que se aproxima su con­
torno á la linea ABCD; luego esta, que es su límite, es mas pe­
queña que todas ellas, y por consiguiente, con mayor razón, 
menor que la curva PQRSTP. 

ESCOLIO 1.° Las diversas proposiciones demostradas en los 
números 245, 262,.. . , solo son casos particulares de la proposi­
ción precedente. 

ESCOLIO 2.° E s bien claro que esta proposición es también 
aplicable al caso en que la línea envuelta ABCD y la línea envol­
vente AECD [fig. 259) tienen una parte común ADC, ó puntos 
comunes, con tal que la parte envuelta ABC sea convexa y vuel­
va su convexidad hacia la línea envolvente (n.0 42, Apénd.) 

§11. De algunas de las curvas mas sencillas. — E l i p s e , hipér­
bola , parábola. — Construcción de sus tangentes y de sus 

normales. 

Nos proponemos en este párrafo dar á conocer algunas de las 
curvas mas sencillas entre las que pueden describirse fácilmente, 
ya. por puntos , ya por movimiento continuo (como el círculo), 
por medio, de la regla y del compás. 

DE LA ELIPSE. [Fig. 240.) 

NV 49. Se llama ELIPSE una curva plana, tal que la suma 
de las distancias de cada uno de sus puntos, M, á dos puntos 
fijos, F , F ' , es constante é igual á una linea d a d a ^ [mayor ne­
cesariamente que la distancia F F ' de los dos puntos fijos]. 

La elipse así .definida comprende al círculo como caso particu­
lar porque basta suponer que los dos puntos F F ' , se confun-
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den en uno solo, lo cual dá F M - h F'M = 2FM = 2a: de áonA* 
FM = a. Ue 

Resulta de esta definición, que si en la recta indefinida XY 
que junta los puntos F , F ' , se toman desde el punto O medio de 
F F ' , dos distancias OA , OB, iguales á a [que darán FA = F'B], 
los dos puntos A , B, así determinados, pertenecerán á la curva.' 

E n efecto, tendremos en virtud de la construcción, 

F A H-F'A = F A - f - F F ' - h F / B = O A + O B = 2 a , 
F ' B H-F B — F ' B - f - F ' F - f -F A = O B -f-OA = 2a. 

Además, si desde los puntos F , F ' , como centros, con el mis-
mo radio a [mayor que OF, OF'] , se describen arcos de circulo 
que se corten en dos puntos C , D , situados en la perpendicular 
Z ü , levantada sobre el punto O, dichos dos nuevos puntos per­
tenecerán á la curva. 

Porque tendremos 

F C - f - F , C - = 2 a , F D - t - F ' D ==2a: 

Para obtener otros puntos de la curva, señalemos en AB un 
punto cualquiera I [situado entre los puntos O y F ' ] ; y haciendo 
centros respectivamente en los puntos F , F ' , con los radios res­
pectivos A I , I B , trácense arcos de circulo que se corten en dos 
puntos M, M'; los cuales pertenecerán á la curva;—porque ten­
dremos 

FM -f- F'M = AI -f- ÍB = 2a. 

Advert. Mientras el punto I está situado entre O y F ' , re­
sulta 

AI — IB , ó FM — F'M < F F ' ; 

y como ya tenemos FM -h F'M , ó 2 a > F F ' , resulta que los 
arcos descritos se cortan necesariamente (n.ü 143.). 

Los puntos ¡V, N' , simétricos (n.0 4, Apénd.) áe los puntos 
M , M', respecto de Z ü , pueden describirse, con los mismos ra­
dios A I , IB {véase el n." 167,). 

Podremos pues de este modo obtener cuantos puntos quera­
mos de la curva buscada; y uniéndolos todos por una linea con­
tinua, tendremos la elipse pedida. 

N." 50. Descripción por movimienlo continuo : — Después 
de fijar en los puntos F , F ' , los dos estremos de un hilo tan lar­
go como 2a, atirántese el hilo por medio de una punta que pue­
da señalar; muévase esta punta al rededor de F , F ' , conservando 
fel hilo siempre tirante, y pasando sucesivamente por los puntos 
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A, B, de la recta X Y ; con cuyo movimiento quedará descrita la 
curva pedida. 

N.0 51. Definiciones. — E n la elipse, las dos rectas X Y , ZU, 
son evidentemente dos ejes de simetría [n." 4., Apénd.); ipov 
cuya razón se llaman ejes de la curva las dos rectas AB, C D . — 
La mayor, A B , se llama eje mayor, y'la otra, C D , se llama eje 
menor. 

E l punto O, que es un centro de simetría, se llama centro áe 
la curva.1 

Los puntos F , F ' , que han servido para la descripción de la 
curva, se llaman focos; y las distancias F M , F ' M , F N , F'N , se 
llaman radios vectoî es de la curva. 

TEOREMA. {Fig. 241.) 

N.0 52. E n toda elipse, el ángulo formado por uno de los ra­
dios vectores, F'M, tirado por un punto cualquiera M de la curva, 
y la prolongación MR del otro radio vector, F M , queda divi­
dido en dos partes iguales por la tangente SMT tirada en el mis­
mo punto. 

Antes de demostrar esta proposición, debemos observar 
que después de trazada la curva, tenemos respecto de cual­
quier punto esterior P [fig. 240), F P - h F' 'P>2a, y por el con­
trario, respecto de cualquier punto P' interior á la curva, 
F F - | - F / P / < 2 a . 

E n efecto, en el primer caso, juntando el punto F con el 
punto M en que F'P encuentra á la curva, tendremos (n.0 38.) 

F P + P F ' > F M + MF'; 
pero FM + M F ' = 2 a ; 
luego F P + F / P > 2 r t . 

En el segundo, prolongando la linea F P ' hasta m, y tirando 
la mF', tendremos 

F P ' + P ' F ^ F m - f mF', 
luego F P / + P / F ' < 2 a . 

Esto supuesto, consideremos un punto cualquiera M {figu­
ra 241) de la curva. Tírense los radios vectores FM, F'M, y pro­
longúese FM hasta K ; divídase después el ángulo F'MIÍ en dos 
partes iguales : digo que la bisectriz SMT es tangente á, la curva; 
y la demostración se reduce á probar que todo punto N de la rec­
ta, escepto el punto M, está situado fuera de la curva. 
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Si tomamos pues en MK la linea I V K ^ M F ' , y Uranios las 

rectas F'G , NG, NF' N F , resulta F ' I = 1 G (n.ü 61.), y NF' =¿ m 
{n." 40.). 

Tenemos además 

F N 4 - N í r > F G , 
ó F N + NF' > FM + F'M. 
pero FM + F ' M ^ a ; 
luego N F + . N F ' > 2 a . • 

Asi pues, el pimío N está situado fuera de la curva. 
Pudiéndose aplicar el mismo razonamiento á cualquier otro 

punto de la recta SMT, resulta que es tangente esta l ínea; 
L . C. D. D. 

Advert. Llamaremos círculo director á un circulo descrito 
desde el punto F ó F ' con el radio 2a:—Todo punto M de la cur­
va dista lo mismo del segundo foco, F ' ó , F , que de la circunfe­
rencia directriz. 

N.u 53. ESCOLIO 1.° Esta propiedad de la tangente suminis­
tra un medio sencillo de — Tirar una tangente á la elipse, — 
i."—por un punto M dado en la curva ,—2.°—por un punto N 
dado fuera de la curva. 

PRIMER CASO. [Fig. 241.) Tírese el radio FMG del circulo di­
rector; júntese M con F ' ; tírese la. bisectriz del ángulo F ' M R ; — 
y se tendrá la tangente pedida. 

SEGUNDO CASO. {Fig. 241*.)—í °—Haciendo centro en N , con 
un radio igual á NF' , descríbase un arco de círculo que cortará 
á la circunferencia directriz en dos puntos G , G'; — 2.°—júnte­
se el punto F con los puntos G , G' : las rectas F G , F G ' , encon­
trarán á la curva en dos puntos M, M';—3.°—en fin, tírense 
MN, NM';—y se tendrán las dos tangentes que se pueden tirar 
desde el punto dado. 

Advert. Mientras sea esterior á la curva el punto N , se cor­
tarán las dos circunferencias trazadas con los radios NF' y 2a; 
porque además de ser el punto F ' interior á la circunferencia di­
rectriz, si se tira F N y se prolonga hasta encontrar en - L con la 
circunferencia N F , como tenemos F N + NF' > 2a , tendremos 
también F N -f- NL > 2a, ó F L > 2a; luego el punto L es esterior 
k la circunferencia directriz.. Luegp (n.0,136.) se cortan las dos 
drcunferencias; y el problema admite dos soluciones. 

N.0 54. ESCOLIO 2.° — E n las construcciones precedentes, 
hemos observado que la recta F ' G {fig, 241 y 241*) queda divi­
dida en dos partes iguales por la tangente ST; es decir, que 
F ' I = I G . E n virtud de esta observación, si juntamos el punto 
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0 con el puiilo 1, formáremos dos triángulos semejantes F ' F G , 
F ' O I , porque F / F = 2 F / 0 , y F ' G — 2 F ' l . — Ahora bien, te­
nemos 

F G = FM + MF' = 2a; 

n i F G 
luego 01 = - - - = a; 
lo cual prueba que 

L a drcunfereneia descrita sobre A B = 2 « conm i iámeiro , es 
el lugar de los pies de las perpendiculares bajadas desde el foco 
F' á las tangentes. 

Advert. E l punto F goza de la misma propiedad, eamo fácil­
mente puede demostrarse. • 

Por temor de estendernos .demasiado, omitimos aquí ta espo-
sicion de otras muchísimas propiedades que podríamos demos­
trar, fundándonos solo en los principios de la Geometría ele­
mental. 

DE LA HIPÉRBOLA.,(Fi;;. 242.) 
N." 55. LA HIPÉRBOLA es una curva plana, tal que la diferen­

cia de las distancias de cada uno de sus puntos, M, d dos pun­
tos fijos, F , F ' , es constante, é igual á una línea ciada 2a.— 
[Aquí es evidente que para la existencia de la curva, es necesa­
ria la condición 2Í£ < F F ' . ] 

De la relación F M — F ' M = 2 a , 
se saca FM;=F'M+2a';, 

por consiguiente, F'M puede tener valores tan grandes como se-
quieran, resultando siempre un valor correspondiente para F M . — 
Luego la curva se estiende indefinidamente. 

Si en la recta indefinida X Y que junta los puntos F , F ' , se 
toman, contando desde el punto O medio de la recta FF7, dos 
distancias OA = OB = a , los puntos A y B pertenecerán á la 
curva. 

Porque tendremos 

F'A — FA — F ' B - f AB — FA = A B = 2 a , 
y F B — F'B == FA + AB — F'B = AB == 2a. 

Para obtener otros puntos de la curva, basta describir hacien­
do centro en el punto F ' , con un radio cualquiera F'M [mayor 
sin embargo que F ' B ] , un arco de círculo; y haciendo centro en 
F.s con el radio F/M-t-2a) otro arco de círculo; estos dos arcos 



300 A P É N D I C E . — S E C C I O N I I . — § I I . 
se cortan en dos puntos M, M', [simétricos respecto de X Y ] , que 
pertenecen á la curva. 

Cambiando los radios F 'M, FM [véase el n." 167.), se pueden 
obtener otros dos puntos M", M"', simétricos de los puntos M, 
M', respecto de la perpendicular ZU levantada en el punto O so­
bre la recta X Y . De donde se infiere que la curva consta de dos 
ramas distintas MBM', M^AM"', iguales y opuestas, que se es­
tienden indefinidamente á la derecha y á la izquierda de la recta 
Z ü , por encima y por debajo de la recta X Y . 

Las rectas X Y , Z U , se llaman también aquí ejes de simetría, 
y el punto 0 centro de simetría.—Lo que distingue los ejes de la 
elipse de los de la hipérbola, es que en la primera los dos en­
cuentran á la curva en cuatro puntos, y en la segunda solo la 
encuentra uno de ellos. Por eso el primero, X Y , ó mas bien su 
parte AB, se llama eje transverso, ó primer eje de la hipérbola; y 
el otro, eje no transverso, ó segundo eje. 

Los puntos F , F ' , se llaman focos de la curva; y las líneas 
FM, F'M, radíos vectores. 

También puede describirse la hipérbola por medio de un mo­
vimiento continuo , usando un hilo y una regla que se hace girar 
sobre uno de los focos; pero no podemos entrar en mas porme­
nores sobre esta descripción. 

Seria fácil probar: 
1 . ° Que todo punto P interior á la curva, dá 

F P — F ' P > 2 a , 

2. " Que todo punto P' esterior á la curva, dá por el con­

trario F P ' — F'P' <2tt. 

E n fin, aquí, lo mismo que en la elipse, se llama círculo di­
rector cualquiera de los descritos con un radio igual á 2a, ha­
ciendo centro en F ó en F ' . 

Esto supuesto, la tangente á la hipérbola tiene una propiedad 
análoga á la de la elipse. 

TEORÜJIA. {Fig. 242.) 

N." 56. L a tangente d la hipérbola en,un punto cualquie­
ra M , divide en dos parles iguales el ángulo formado por los dos 
radios vectores FM, F'M. 

E n efecto , dividamos el ángulo FMF' en dos partes iguales; 
digo que la bisectriz SMT es tal, que cualquiera de sus puntos 
ÍV, distinto del punto M, está situado fuera de la curva. 

Para demostrarlo, tómese en MF la parte MG—MF', y tiren-
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las rectas F G , NF' , N F , NG. E n virtud de la construcción, 

se tiene F'í = IG (n.0 61.), N F ' — . N G , MF' = MG fn.0 40.); de 
donde MF — MG = l a . — Además, el triángulo NFG dá (núme­
ro 58.) NF — NG < F G , y por consiguiente 

NF — NF'<.2a; 

luego el punto N está situado fuera de la curva.— Luego, etc. 
ESCOLIO \ ° De aquí resulta el medio de — Tirar una tan­

gente,— 1 .°—por un punto M dado en la curva; — 2 . ° — por un 
punto N dado fuera de la curva. 

PRIMER CASO. [Fig. 242). Tírese la bisectriz del ángulo FMF'; 
y se tendrá la tangente pedida. 

SEGUNDO CASO. [Fig. 242*). Haciendo centro en el punto N, 
con el radio NFf, descríbase un arco de círculo que corte en dos 
puntos, G , G', á la circunferencia directriz descrita desde el fo­
co F [con el radio 2a]; tírense las rectas F G , F G ' , y prolón-
guense hasta encontrar á la curva en M, m, y tírense las rectas 
NM, Nm: — y se tendrán las dos tangentes que desde el punto 
N se pueden tirar á la curva. 

Advert. E l problema es posible mientras el punto N está si­
tuado en la parte de la convexidad de la curva, lo cual puede 
probarse fácilmente, como respecto de la elipse, haciendo ver 
que el círculo NF' tiene un punto esterior y otro interior á la 
circunferencia 2«. 

ESCOLIO 2.° Respecto de las normales á la elipse y á la hipér­
bola, como no son mas que unas perpendiculares á las tangentes, 
liradas por los puntos de contacto, será fácil observar que 

1.0 E n la elipse, la normal es la bisectriz del ángido de los 
dos radios vectores; — y la tangente la bisectriz de su adya­
cente.' 

2.° En la hipérbola, la tangente es la bisectriz del ángulo 
de los radios vectores ; — y la normal la bisectriz de su adya­
cente. 

ESCOLIO 5.° E n fin, en la hipérbola como en la elipse, la cir­
cunferencia descrita sobre el eje transverso AB tomado por diá­
metro , es el lugar de los pies de las perpendiculares tiradas des­
de los focos á las tangentes. 

DE LA PARÁBOLA. [Fig. 243.) 

N.ü 57. , LA PARÁBOLA es una curva tal que cada punto suyo 
dista lo mismo de un punto fijo F , llamado FOCO , que de una rec­
ta L L ' , llamada DIRECTRIZ. 

Desde el punto dado F bájese á la directriz L L ' una perpen­
dicular X Y , y tómese FA igual á la mitad de la distancia F D : el 
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punto A pertenecerá á la curva; porque, en virtud de esta cons­
trucción, el punto A dista lo mismo del punto F que de la direc­
triz L L ' . 

Para obtener otros puntos, tómese en X Y un punto cualquie­
ra P, y levántese la perpendicular indefinida PK; después hacien­
do centro en F , con un radio igual á PD, descríbase una circun­
ferencia que corte á la recta PK, en dos puntos M, M'; que per­
tenecerán á la curva. 

Tenemos en efecto F M = P D = M G ; 

luego el punto M dista lo mismo del punto F que de la recta L L ' . 
Como el punto P puede tomarse en cualquier sitio de la rec­

ta X Y [escepto sin émbargo en la distancia D A ] , resulta que la 
curva se estiende indefinidamente por la parte de F , tanto por 
encima como por debajo de X Y , que la divide simétricamente. 

Siendo la recta X Y el único eje de simetría de la curva, se 
llama eje de la parábola, y el punto A su vértice. 

TEOREMA. {Fig. 245.) 

N.0 58. L a tangente ST á la parábola divide- en dos partes 
iguales el ángulo formado por el radio vector FM ij una paralela 
al eje tirada por el pun to de contacto M. 

Ante todo, es fácil probar que respecto de cualquier pttwío 
interior, la distancia al punto F es menor que la distancia á la 
directriz; y que por el contrario la distancia de un punto esterior 
al punto F es mayor que su distancia á la directriz. 

Esto supuesto, consideremos un punto cualquiera M de la 
curva; y después de tirar el radio vector FM y la recta MG per­
pendicular á L L ' , divídase el,ángulo FMG en dos partes iguales; 
digo que la bisectriz ST tiene todos sus puntos, menos el punto 
M, fuera de la curva, y le es por lo mismo tangente. 

Porque si respecto del punto N, tiramos las rectas F G , NF, 
NG, y la NH perpendicular á L L ' , tendremos ÍF = IG (n.0 61.), 
N F = N G (n." 40.). Pero NF ó NG > NH; luego el punto N está 
situado fuera de la curva. 

Podría aplicarse el mismo raciocinio á cualquier punto de la 
recta ST; luego esta recta es tangente. 

ESCOLIO 1.° Para tirar una tangente á la parábola por un 
punto M dado en la curva, basta dividir en dos partes iguales el 
ángulo FMG. 

Para tirarle una tangente por un punto N {fig. 243*) dado 
fuera de la curva, se describirá haciendo centro en él, con el 
radio NF, un arco de circulo que corte á L L ' en dos puntos G, 
G'; tírense G E , G'E' , paralelas á X Y , júntese el punto N con los 
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puntos M, M', en que las paralelas encuentran á la curva; y se 
tendrán las dos tangentes que se pueden tirar á la curva desde el 
punto ¡\ cuando es esterior. 

La discusión de este segundo caso no ofrece dificultad, por lo 
cual no nos detenemos en ella. 

ESCOLIO 2.° L a normal á la parábola divide en dos partes igua­
les al ángulo formado por la paralela al eje y la prolongación del 
radio vector. 

ESCOLIO 5.° De ser F I = I G , F A = A D , resulta que el punto 
I se encuentra en la tangente AB perpendicular al eje; lo cual 
prueba que, — E n la parábola, la perpendicular al eje, tirada 
por el vértice, es el lugar de los pies de las perpendiculares baja­
das desde el foco á las tangentes. s 

ESCOLIO GENERAL. Las tres curvas cuya naturaleza y principa­
les propiedades acabamos de esponer, son importantísimas en to­
das las partes de las matemáticas, y aun de las ciencias físico-ma­
temáticas. Se comprenden todas con el nombre de secciones cóni­
cas, porque resultan de la intersección de un cono con un plano, 
romo veremos en el segundo apéndice. 

DE LA PRIMERA PARTE. 





PARTE SEGUNDA. 
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Advertencia . En esta parte de la Geometría, 

las figuras deben suponerse penetrables y transpa­

rentes. 



L I B R O T E R C E R O . 
DE i.AS FIGURAS CONSIDERABAS E N E L ESPACIO. 

C A P Í T U L O P R I M E R O . 

DEL PLANO Y DE LOS CUERPOS TERMINADOS POK SUPERFICIES 
PLANAS. 

P R E L I M I N A R E S . 

N.0 290. lín el n.08 admitimos como evidente que—Por 
tres puntos que no están en linea recta, siempre puede pasar 
un plano, y no puede pasar mas de uno: — esta proposición 
puede ahora demostrarse rigorosamente. 

Sean A , B , C [fig. 244), tres punios situados arbitraria­
mente en el espacio; y concibamos que un plano [materializa­
do por el pensamiento] esté dispuesto de modo que pase por 
dos de ellos A, B ; con lo cual contendrá en sí enteramente á 
la recta AB, según la definición del n.0 7.—Esto supuesto, ha­
gamos girar el plano al rededor de AB como al rededor de una 
charnela, hasta que pase por el tercer punto C. Es claro que 
el plano quedará entonces fijo de posición en el espacio, por­
que no puede ya continuar su movimiento al rededor de A B , 
sin dejar de pasar por el punto G.—Luego el plano queda así 
sujeto á pasar por los tres puntos A, B , C. 

Ahora digo además que cualquier otro piano que pase por 
los mismos puntos, coincide con el primero en toda su esten-
sion. — E n efecto, perteneciendo á la vez á entrambos planos 
los tres puntos A, B , C , se infiere que se encuentran simul­
táneamente en uno y en otro las rectas AB, BC, CA. Lo mis­
mo sucederá por consiguiente con la recta CD que junta el 
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punto C con un punto cualquiera D de la prolongación de AB 
y de lodas las rectas A E , A F , . . . , tiradas desde el punto A á 
Jos diferentes puntos de B G , CD. Pero todas las rectas tiradas 
en esa forma al rededor del punto A, y prolongadas indefini-
daraenle, constituyen, digámoslo así, con su conjunto, las dos 
superficies que consideramos: luego coinciden ambas en toda 
sueslension. 

N.0291 . De aquí se deducen las consecuencias siguien­
tes, ya enunciadas en los n.os 8, 9, 10 y 3 2 : 

1.0 L a común intersección de dos planos es una linca 
m/o,—porque si hubiera tres puntos de la intersección que 
no estuvieran en línea recta , los dos planos coincidirían ; lo 
cual es contra el supuesto. 

2 . ° Dos planos indefinidos que pasan por un mismo pun­
to, tienen además comunes una infinidad de puntos, situados 
todos en linea recta. 

3. ° Dos rectas que se cortan se hallan en un mismo pla­
no, cuya posición determinan, — porque dos puntos de la 
primera y uno de la segunda forman un sistema de tres pun­
tos no colocados en línea recta. 

4. ° Dos paralelas se encuentran siempre en el mismo pla­
no, según su definición (n.0 3 2 . ) , y determinan supos i ­
ción, —porque dos puntos de la una y un punto de la otra 
forman aquí también un sistema de tres puntos no situados en 
Jínea recta. 

Añadirémos como consecuencias de esta última proposi­
ción, que, 

5. ° Por un punto del espacio no se pueden t irar dos p a ­
ralelas auna misma recta, — porque, de lo contrario, las 
dos paralelas y la recta estarían en el mismo plano, lo cual es 
nn absurdo (n.0 34, 1.a consec). 

6. ° 1 Todas las paralelas que pueden tirarse por los d i ­
versos puntos de una recta, están en un mismo plano. 

N.0 292. En el dibujo se representa comunmente un pla­
no por medio de un paralelógramo y de dos letras escritas en 
los vértices opuestos; así el plano MN [fig. 244). —Este pla­
no, que siempre debe suponerse indefinidamente prolongado, 
divide el espacio en dos porciones indefinidas, que se llaman 
regiones (n.011.), 

Se dice paralela á un plano la recta que nunca puede en-
conlraiie, por mas que se prolonguen uno y otro. 

fs.0 293. Definición de los ángulos diedros, triedros,. 
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Así como (los recias, cuando se corlan, dividen la eslension de 
su plano en cuatro porciones(^ue heraos llamado árt^M/os/?/a-
nos, ó simplemente ángulos (0.010.), así también dos planos 
que se corlan, dividen el espacio en cuatro porciones indefi­
nidas que se llaman ÁMGULOS DIEDROS.—LOS lados del ángulo 
plano están aquí reemplazados por dos mitades de plano que 
comprenden cada ángulo diedro, y que se llaman sus caras; 
y el vértice del ángulo está reemplazado por la intersección 
CP [fig. 245) de los dos planos, que se llama e! arista del án­
gulo diedro.—Cuando un ángulo diedro está solo, se designa 
por dos puntos tomados en su arista ; pero cuando la misma 
arista corresponde á varios, se designa cada uno por medio de 
cuatro puntos [ó cuatro letras], dos tomadas en la arista, que 
se nombran en medio, y dos tomadas en cada una de las caras, 
que se nombran á los eslremos.—Así los cuatro ángulos die­
dros de la figura 245 se enunciarán respeclivamente AOPE, 
COPG, BOPF, DOPK, mientras que cada uno de ellos, con­
siderado separadamente, se designarla solo por OP. 

Ahora, si por un punió cualquiera S [fig. 246) de la i n ­
tersección SA de dos planos, se hace pasar otro que la corte, 
cada uno de los cuatro ángulos diedros formados por los dm 
primeros planos, queda dividido en dos porciones indefinidas 
de espacio, de igual naturaleza que los áugulos diedros, y que 
reciben el nombre de ÁNGULOS TRIEDROS; donde se ve que 
cuando tres planos se cortan en un mismo punto descomponeu 
siempre el espacio en ocho ángulos triedroá, como se ve en la 
figura 246, en la cual 

S A B C , S A ' B ' C , S A ' B C , S A B ' C , 
S A B C , S A ' B ' C , S A ' B C , S A B ' C , 

son los ocho ángulos triedros formados por los tres pianos 
SAB, SAC, SBC, prolongados indefinidamente en todos sen­
tidos. 

N." 294. En general se llama ÁNGULO POLIEDRO [y a l ­
gunas veces, aunque impropiamente, ÁNGULO SÓLIDO] la 
porción indefinida del espacio comprendida entre varios pla­
nos que se cortan en un mismo punto S [fig. 247). — Este 
punto se llama vértice; y se llama cara cada uno de los á n ­
gulos planos que comprenden el ángulo poliedro; su coujunio 
íorma su superficie, y sus intersecciones/SA, S B , S C , ; . . , 5on 
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las aristas.—Cada arista sirve á !a vez de lado á dos cara.^ 
contiguas.—También deben disinguirse en los ángulos polie­
dros, tantos ángulos diedros como caras hay. 

Un ángulo poliedro cuando está solo, se enuncia con la 
única letra de su vért ice; y si está unido á otros, se añaden 
otras letras que designan un punto de cada arista. 

Se Warna plano diagonal, todo plano S A C , S A D , lirado 
por dos aristas no pertenecientes á la misma cara.—Por su 
medio puede un ángulo poliedro descomponerse en ángulos 
triedros, del mismo modo que un polígono se descompone en 
triángulos. 

También suelen dividirse los ángulos poliedros en ángulos 
poliedros convexos, que son los que tienen salientes todos 
los ángulos diedros; y ángulos poliedros cóncavos, que son los 
que tienen uno ó mas ángulos diedros entrantes. 

Los caractéres principales de los ángulos poliedros conve­
xos son [véase el n.0 35.) , 

1. ° Que una recta no puede atravesar mas que en dos 
puntos su superficie ; 

2. ° Que son interiores todos sus planos diagonales; 
3. ° Que cuando se prolonga indefinidamente una cara en 

todos sentidos, cada una de las otras queda enteramente s i ­
tuada á un mismo lado [ó en una misma región] respecto de 
la primera. 

N.0 295. UÍN POLIEDIIO [ó impropiamente hablando, un SÓ­
LIDO] es el espacio completamente circunscrito por varios 
planos que se cortan de dos en dos. 

Los diferentes polígonos que limitan el espacio se llaman 
caras del poliedro, los lados de las caras se llaman aristas, y 
las intersecciones de las aristas, vértices.— Diagonal es toda 
recta tirada entre dos vértices que no terminan en la misma 
arista; y plano diagonal lodo plano que pasa por tres vérti­
ces no situados en la misma cara. 

Los poliedros convexos tienen los mismos caractéres que 
los ángulos poliedros (n.0 294). 

N.0 296. Este capítulo tendrá cuatro párrafos: el prime­
ro tratara de las rectas y planos perpendiculares, como tam­
bién de los ángulos diedros y de su medida; el segundo, de 
las rectas y planos paralelos; el tercero, de los ángulos trie­
dros Y poliedros, como también de la teoría de los ángulos 
triedros iguales; en íin, el cuarto, de las diferentes clases de 
poliedros y de sus propiedades principales, prescindiendo de 
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su e ú m m n — { V é a s e en la pág. 29 , la división del cap. 1.° 
del libro 1.°) 

Pero antes de entrar en materia diremos algunas palabras 
sobre el modo de representar en el papel de dibujo un sistema 
de puntos, de líneás y de planos, cuyas diversas partes tienen 
entre si ciertas relaciones de posición. 

E l primer medio, que es el que dá en general la idea mas 
exacta de la figura, consiste en sombrear, á fin de hacer re­
saltar mejor las partes que se ven y las que quedan ocultas.— 
{Véanse las figuras 245, 246, 247). 

Algunas veces se indica bastante el relieve de una figura, 
representando los desgarros A G B , A'B 'G ' , ABGDE {fig. 246, 
247), hechos en las caras. 

Cuando varias rectas PA, PB {fig. 248), están tiradas por 
un mismo punto P de un plano MN, y se quiere hacer enten­
der que están situadas en el mismo plano, es costumbre repre­
sentarlas por /rasos/Ze/íOír prolongados hasta encontrar con los 
lados del paralelógramo que figura el plano; representándose 
después las prolongaciones por lineas de puntos. 

Cuando por el contrario, una recta, tal como E F , no debe 
tener mas que un punto P común con el plano, ó en otros tér­
minos, cuando solo atraviesa el plano, se representa con tra­
zo lleno, hasta mas allá de los lados del paralelógramo, cuidan­
do, sin embargo As puntuar la parte PE , oculta por el plano, 
respecto de la vista. 

Igualmente, si por las rectas P E , P B , que se cortan en 
un punto P, se quiere hacer pasar otro plano, como entonces 
una parte del plano MN queda oculta por el plano E P B , se 
puntúa la parte GB de la recta MI , cuya vista está inter­
ceptada. 

Todos estos medios, que son de pura convención, son su-
pérfluos para el que está ejercitado en leer en él espacio, es 
decir, en juzgar sobre el dibujo, de la posición relativa de las 
diversas partes de una misma figura. 

§ I . De las rectas y de los planos perpendiculares entre 
si.—Angulos diedros. 

LEMA. 249.) 
N.u 297. Por un punto cualquiera P de una recta E F 

situada arbitrariamente en el espacio, pueden pasar una in^ 
Anidad de rectas perpendiculares á l a recta dada. 
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En efecto, hagamos pasar UD plano por la recta E P lo 

cual siempre es posible (n.0 291), y tiremos en él la recta'pA 
perpendicular á P E ; después hagámosle girar al rededor de 
P E , que suponemos fija; y en este movimiento, la recta PA 
irá lomando las posiciones sucesivas P A ' , P A " , P A " ' , . . . ; yse 
tendrán una infinidad de rectas perpendiculares á P E en un 
mismo punto P . 

ESCOLIO. Hemos visto (n.0 27.)que en un plano dado y por 
un mismo punto no se puede tirar mas que únasela perpendi­
cular á una recta; ahora acabamos de ver que en el espacióse 
le pueden tirar infinitas. [Pronto veremos la naturaleza del 
Jugar geométrico de todas ellas.] 

TKOUEMA I . [ F i g . 250.) 

N.0 298. S i tina recta OP es perpendicular á otras dos, 
P A , P B , tiradas por uno de sus puntos, P , es perpendicular 
á cualquiera otra recta P L tirada por el mismo punto P en 
el plano MN de las otras dos. 

Prolongúese la recta OP por debajo del plano MN, y tó­
mese PO '=PO; después córtense las rectas PA, P L , PB, por 
una trasversal cualquiera C E D , y tírense las rectas OC, O E , 
OD, y O'G, O ' E , (XD.—Esto supuesto, tenemos OC=0 'C, 
O D ^ D (n.0 40 . ) ; luego los dos triángulos OCD,0'CD, son 
iguales (n.0 63. , tercer caso); y en la superposición de estos 
triángulos, las rectas O E , O 'E , coincidirán; por consiguiente, 
la recta P E es perpendicular á 00' (n.0 42.) . 

Advert. E l mismo raciocinio podria aplicarse á toda recia 
diferente de P L , lirada por el punto P en el plano MN. 

. TEOUEMA I I . [ F i g . 249.) 

N.0 299. £ n lugar de todas las perpendiculares PA, 
P A ' , P A " , . . . , tiradas á una recia E F por uno de sus pun­
tos, P,es un plano. 

Para demostrarlo basta probar que las tres rectas PA, 
P A ' , PA" , por ejemplo, están en un mismo plano.—Supon­
gamos, pues, que asi no sea, y que el plano de las rectas PA, 
P A " , no contenga á P A ' ; bagamos pasar por PE y PA' otro 
plano cuya intersección con el plano A P A " será la recia PK 
distinta de PA'.—Esto supuesto, en virtud del leorema pre­
cedente, siendo P E perpendicular á P A , P A " , lo será tam-
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bien á P K ; pero, también por el supuesto, la misma P E es 
perpendicular á PA': tendríamos pue& dos rectas perpendicula­
res á P E , eñ m mismo punto y en el mismo plano de la d i ­
cha recta, lo cual es absurdo (n.027.). 

Por consiguiente, no se puede suponer que P A , PA' , P A " , 
no estén en un mismo plano. 

E l mismo razonamiento se baria respecto de cualesquiera 
otras rectas P A ' " , P A I V L u e g o , etc. 

ESCOLIO. E l plano que contiene todas las rectas P A , PA' , 
P A " , . . . , perpendiculares E F , se llama plano perpendicular 
á esta recta; y recíprocamente, la recta E F , perpendicular á 
todas las que pasan por su pie en el plano, es perpendicular 
al plano. 

COIIOLAKIO l.0 Por un punto P dado en una recta 
E F {fig. 249), siempre se puede hacer pasar un plano per­
pendicular á la recta;—y no se puede hacer pasar mas 
de uno. 

La primera parte de esta proposición es consecuencia i n ­
mediata de lo que antecede. 

Para probar la segunda, admitamos, por un momento, 
que por el punto P puedan pasar dos planos perpendiculares á 
E F ; si hacemos pasar por esta recta un plano cualquiera [dis-
ünto del que pasa por la intersección de los dos primeros], 
este plano cortará á los otros dos en dos rectas perpendicula­
res á PE.—Tendríamos pues dos perpendiculares á ü m m i s m a 
recta, por un mismo punto y en su mismo plano, lo cual es 
absurdo ;—/«^o , etc. 

COROLARIO 2.° Así también, —jPor un punto G {figu­
ra 250), dado fuera de una recta 0 0 ' , siempre puede pa ­
sar un plano perpendicular á la recta, y no puede pasar 
mas que uno. 

Primeramente, después de hacer pasar un plano por el 
punto C y por la recta 00' (n.0 290.), tiremos en él la recta CP 
perpendicular á 00'; después, desde el punto P, en otro pla­
no cualquiera que pase por 00', trácese otra recta PD perpen­
dicular también á 00'; esta será perpendicular al plano que 
pase por PD y PC (n.os 298 y 299, escolio); y recíprocamen­
te, el plano PDC será perpendicular á la recta 00' [escolio 
precedente);/«e^o, etc. 

E n segundo lugar, sea, si es posible, otro plano perpen­
dicular á 00', y que pase por el punto C: el plano OPG cor-
taria á los dos planos perpendiculares á 00' en dos rectas que 
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pasarían por el pnnlo C, y serian ambas perpendiculares á 0 0 ' ; 
lo cual es absurdo;—luego, etc. 

Adverl. Un plano queda determinado en el espacio con la 
doble condición de pasar por un punto, y ser perpendicular 
a una recia; lo cual prueba que la condición de perpendicula­
ridad equivale á dos condiciones, pues en general se necesitan 
tres para determinar un planeen el espacio (üm*? el n.029t). 

TKOUEMA l l í . { F i g . 251.) 

N." 300. Cuando una recta AP es perpendicular á un 
plano MN , s i en este se t ira arbitrariamente otra recta BC, 
y desde el pie P de la primera, se baja una perpendicular 
PD á la segunda, esta es perpendicular a l plano de las 
otras dos. 

Tomemos en BC, desde el punto D, dos distancias iguales 
B E , D F ; tiremos las rectas P E , P F , y juntemos un punto 
cualquiera A de la recta AP con los mismos puntos E , F . ~ 
Esto supuesto, los dos triángulos, A P E , A P F , son iguales, 
por ser rectángulos en P (n.0 298.); y además tienen el lado 
AP común, y P E = P F (n.0 40.); de la igualdad de estos 
triángulos resulta que A E = A F ; luego (n.0 42) la recta AP 
es perpendicular á las rectas D A , DP , que pasan por su pie 
en el piano APD, y por consiguiente es perpendicular á este 
plano (n.0 298); L C. I ) . D . 

ESCOLIO l.0 S i , por el punto D, en el plano A P D , se tira 
la recta DL paralela á PA, la recta BC, perpendicular al pla­
no APD, es necesariamente perpendicular á DL (n.0298); re­
cíprocamente, siendo la recta DL perpendicular á B C , será 
también perpendicular á DP (n.0 34 . , 2.°); luego es perpendi­
cular al plano MN (n.0 298.). 

ESCOLIO 2.° La figura 251 ofrece el ejemplo de dos rec­
tas AP, BC, perpendiculares á una misma recta PD, y que sin 
embargo no pueden encontrarse, porque AP no hace mas que 
atravesar el plano MN, mientras la otra está situada en él en­
teramente.—(Féfase para este objeto la definición de las pa­
ralelas, n.0 32.) 

TEOREMA I V . [ F i g . 252 y 253.) 

N." 301. Por im punto dado en un plano ó fuera de 
un plano , MN , — i °—siempre se puede t irar al plano 
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una perpendicular; — 2.° — no se le puede tirar mas que 
una. 

Demostrarémos primero ombas proposiciones para el caso 
de darse el punto en el plano MN. 

Sea P el punto [fig. 252); trácese en el plano MN una 
recta cualquiera E P G ; después por el punto P concíbase (nú­
mero 299., coro!. I.0) el plano RS perpendicularáEG, y sea 
CPR su intersección con el plano MN; en fin, sobre el punto 
P , en el plano R S , levántese la recta P K perpendicular á 
PR.—Esto supuesto, siendo E G perpendicular al plano R S , 
^necesariamente perpendicular á P K ; recíprocamente, PK 
<!s perpendicular á P E ; pero lo es también, por construcción^ 
á CPR; luego lo debe ser al plano MN ; y queda probada la 
primera proposición. 

Sea ahora, si es posible, otra segunda recta PL perpendi­
cular al plano MN. Hagamos pasar por las dos rectas PK, PL^ 
un plano que corle al plano MN en una línea 11', á la cual de­
berán ser perpendiculares simultáneamente las rectas PK, P L . 
Kesullarian pues dos perpendiculares levantadas sobre un mis­
mo punto de una recta en el mismo plano de esta, lo cual es 
un absurdo;—luego, etc. 

Consideremos ahora el caso de darse el punto fuera del 
plano, y séalo Á [fig. 253). 

Rn un punto cualquiera P'del plano MN, levántese la rec­
ta P'A' que le sea perpendicular; también lo será la recta AP 
lirada por el punto A [en el plano A A' P ' ] , paralelamenteá A' P ' 
(n.0 300. escolio 1.°); queda pues demostrada la primera pro­
posición. 

Finalmente, desde el punto A no se pueden bajar dos rec­
ias perpendiculares A P , AQ, al plano MN; porque si se pu­
dieran bajar, se tendrían dos perpendiculares AP, AQ, desde 
un mismo punto bajadas á una recta en su mismo plano ; lo 
cual es un absurdo (n.0 27). 

Queda pues completamente demostrado el teorema. 
N.0 302. ESCOLIO.—Dado un punto fuera de un plano, 

todas las rectas que pasan por él y van á los diferentes puntos 
del plano, esceplo la perpendicular, se llaman oblicuas al 
plano; y sus puntos de encuentro con el plano se llaman sus 
pies. 

Se dice que dos oblicuas distan igualmente de la perpen­
dicular cuando sus están equidistantes del pie de la per­
pendicular.—Esto supuesto, 
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TEOREMA V . [ F i g . 254.) 

N.0 303. Si desde un punto 0 , tomado fuera de un plano 
MN, se le tiran una perpendicular OP y diferentes oblicuas 
OA,oOA', . . . ,OB, 

1. ° L a perpendicular es mas corta que todas las obli­
cuas; 

2. ° Dos oblicuas OA, 0A/ que distan igualmente del pie 
de la perpendicular, son iguales; 

3. ° L a oblicua OB, que se aparta mas de la perpendi­
cular, es mas larga que la OA. 

En efecto,—1.°—SeaOA una oblicua cualquiera: el trián­
gulo rectángulo OPA dá O P < O A (n.0 39.); 

2 .0-Sea P A ' - ^ P A : los triángulos rectángulos OPA, OPA', 
son iguales (n.0 63, 2.° caso), y dan O A ' ^ O A ; 

3.°—Puesto que tenemos P B > P A , tomemos en PB una 
distancia P A ' = P A , y tiremos la oblicua OA'; con lo cual 
tendremos OB>OA/ (n.0 40 . ) ; pero tenemos por otro lado 
O A ^ O A ; luego resulta O B > O A ; L . C . D . D . 

Las reciprocas son c^r /as , como consecuencias del princi­
pio establecido en el número 2 1 . 

COROLARIO 1.° L a perpendicular bajada desde un pun­
to á un plano, mide la verdadera distancia del punto al 
plano. 

COROLARIO 2.° Un punto cualquiera O de la línea OP 
perpendicular á un plano está equidistante de todos los pun­
tos de la circunferencia descrita desde su pie como centro 
con un radio cualquiera. 

ESCOLIO 1.0 Esta perpendicular se llama é?;<? del círculo.— 
Todos los puntos del eje se pueden considerar como otros tan­
tos centros del circulo, y las oblicuas como radios, que pue­
den servir para describirlo. 

ESCOLIO 2.° El pie de la perpendicular se determina jorác-
ticamente del siguiente modo: se toma un hilo tirante, se 
pone uno de un estremo en el punto O, y con el otro [armado 
de un lápiz] se señalan en el plano tres puntos A, A ' , A" ; 
después se determina (n.0151) el centro del circulo que pasa 
por ellos; y ese centro será el pie buscado de la perpendi­
cular. 

N.0 304. ESCOLIO 3.°—-Las propiedades comprendidas en 
el enunciado del teorema precedente son análogas á las de !o§ 
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números 39 y 4 0 . — L a proposición siguiente corresponde á 
las propiedades espueslas en el número 4 1 . 

Cuando por el punto medio de una recta se le tira un pla­
no perpendicular, 

1 ."—Cada punto del plano dista igualmente de los dos es-
Iremos de la recta; 

Y—2.°—Todo punto situado fuera del plano dista des­
igualmente de los estreñios 6e la recta. 

En otras palabras,— E l lugar dé todos los puntos equi­
distantes de los estremos de una recta es el plano tirado 
perpendicularmente por su punto medio. 

. Para demostrar esta proposición, basta concebir por la 
recta dada un plano que corte al plano dado en una línea per­
pendicular á la otra, y que pase por su punto medio:—con 
solo lo cual la proposición queda comprendida en la del n ú ­
mero 4 1 . 

De los ángulos diedros y de su medida. 

N." 305. DEFINICIONES. —Cuando se cortan dos planos 
indefinidos (n." 293., fig. 245), determinan cuatro espacios 
que hemos llamado ángulos diedros.—Esto supuesto. 

Se llaman iguales dos ángulos diedros cuando pueden dis­
ponerse de modo que coincidan los planos del primero con 
los del segundo. 

Así, sean los dos ángulos MABP, M'A'B'P ' [fig. 255); y 
concibamos que el plano M'A'B' se transporta sobre el MAB dé 
modo que la arista A 'B ' coincida con la arista A B ; si hecho 
esto acontece que el plano P 'A 'B ' se confunde con el plano PABt 
coincidiendo los cuatro planos de dos en dos, los dos ángulos 
diedros se confunden evidentemente en uno so/o, sucediendo 
lo mismo con sus opuestos y sus adyacentes. 

Se llama un plmo perpendicular á otro plano cuando el 
primero forma con el segundo dos ángulos adyacentes ¿9«a/es, 
que se llaman ángulos diedros rectos. 

Podríamos desde ahora establecer sobre los ángulos die­
dros adyacentes ú opuestos, y lo mismo sobre los planos per­
pendiculares, proposiciones análogas á las demostradas en los 
preliminares del Libro 1.° (números 29, 30 y 31 . ) ; pero re­
sultarán mas sencillamente de lo que ponemos á continuación. 
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LEMA I . [ F i g . 255.) 

N.0 306. S i , en las aristas A B , A ' B ' , de dos ángulos 
diedros iguales, se loman arbitrariamente dos puntos C, C , 
y por ellos se tiran en los cuatro planos rectas CD y CE, 
C'D' y C E ' , respectivamente perpendiculares á las aristas, 
los ángulos rectilineos resultantes DCE, D 'G 'E ' , correspon­
dientes á los ángulos diedros supuestos iguales, son también 
iguales. 

En efecto, hagamos coincidir los dos ángulos diedros de 
modo que el punto C caiga sobre el punto G y se confundan 
las aristas. Como, por construcción, las rectas C'D', C E ' , son 
perpendiculares á A ' B ' , y CD, G E , perpendiculares á AB, re­
sulta que superpuestos los planos, aquellas dos coincidirán con 
estas dos (n.0 299.); y por consiguiente los ángulos DCE, D 'C 'E ' , 
serán iguales. 

Advert. Debemos aquí observar [y es observación muy im­
portante] que, como el ángulo D'G'E' puede hacerse coincidir 
con el DCE, cualquiera que sea la posición del punto G en el 
arista A B , resulta que el ángulo DCE tiene siempre el mismo 
valor, cualquiera que sea el punto de la arista en que se le­
vanten las perpendiculares. 

RECÍPROCAMENTE:— S i losángulos rectilineos DCE, D 'C 'E ' , 
son iguales, también lo son los ángulos diedros correspon­
dientes. 

Porque si se coloca el ángulo D'G'E' sobre su igual D C E , 
como las aristas A ' B ' , A B , son respectivamente perpendicula­
res á las rectas C'D' y G ' E ' , CD y G E , y por consiguiente tam­
bién á su plano (n.0 298.), y como además el punto G' se ha 
confundido con el punto C, ía recta A ' B ' deberá coincidir con 
A B ; luego los planos que pasan por A 'B ' y C'D', A 'B ' y G 'E ' , 
deben confundirse con los que pasan por AB y CD, A B y C E ; 
luego, etc. 

Advert. Para abreviar el lenguage, convendremos en lla­
mar ángulo plano correspondiente á un ángulo diedro, al 
ángulo rectilíneo formado por las perpendiculares levantadas 
al arista de un ángulo diedro en los dos planos que le deter­
minan. 

LEMA I I . [ F i g . 255.) 

N.0 307. Dos ángulos diedros cualesquiera son entre si 
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como los ángulos planos correspondientes — [ tomando esta 
úllima espresion en ei sentido que acabamos de darle]. 

Supondremos para mayor sencillez metido el ángulo NABP 
dentro del ángulo MABP, de modo que este sea mayor que el 
otro. —Esto supuesto, digo que tenemos 

MABP : NABP :: DCE : F G E . 

Pueden presentarse dos casos, según sean conmensurables 
ó inconmensurables los ángulos rectilíneos DCE, F C E . 

PIUMER CASO. Sea DCE : F G E :: 12 : 7, por ejemplo. Con­
cibamos la unidad angular colocada 12 veces en DCE , y por 
consiguiente 7 veces en F C E ; después, por las rectas de divi­
sión y por el arista A B , hagamos pasar una serie de planos.— 
E l ángulo diedro MABP quedará así dividido en 12 ángulos 
iguales (n.0 306.), de los cuales habrá 7 contenidos en el á n ­
gulo diedro NABP. Tendremos por consiguiente 

MABP : NABP :: 12 :7 :: DCE : F C E . 

Respecto del caso en que los ángulos rectilíneos DCE, F C E , 
son inconmensurables, nos referiremos á la especie de demos­
tración dada en los números 115, 182,... 

La reciproca es verdadera y se demostraría también fá­
cilmente. 

TEOREMA V I . 

N.0 308. l'odo ángulo diedro tiene por medida el ángu­
lo plano correspondiente. 

Este teorema es una consecuencia evidente del lema que 
aeabamos de demostrar, porque solo significa (n.0 119.) que 
la razón entre el ángulo diedro propuesto y el ángulo diedro 
recto, es igual á la razón entre el ángulo plano correspon­
diente al primero, y el ángulo plano correspondiente al se­
gundo f ) . 

Esto supone, á la verdad, que—Todos los ángulos rectos 
diedros son iguales;—pero esta proposición resulta necesa-

(* ) Mas adelante volveremos á t ratar de este asunto, y probare­
mos que el ángulo plañó correspondiente [ t a l cual le hemos definido] 
es el único á n g u l o rec t i l íneo que puede se rv i r de medida al á n g u l o 
«ledro . {Véase la nota al n ú m e r o 331.) 



320 L I B . m . — CAP. i . — § i . 
tiamenle de ser iguales todos los ángulos rectos formados por 
líneas rectas (n.0 306.). 

COROLARIO. Puesto que, bajo el punto de vista de los valo­
res numéricos, pueden los ángulos diedros ser reemplazadoá 
por los ángulos planos correspondientes, resulta que, 

1 . " Todos los ángulos diedros rectos son iguales, según 
acabamos de manifestar; 

2. ° S i un plano es perpendicular á otro, recíprocamente, 
este lo es también á aquel; — y los dos juntos se llaman -per­
pendiculares entre s i ; 

3. ° Cuando un plano forma con otro dos ángulos diedros 
adyacentes desiguales, l a suma de ellos vale dos ángulos die­
dros rectos; 

4. ° Los ángulos diedros que tienen las aristas opuestas 
son iguales, e tc . . 

De los planos mutuamente perpendiculares. 

TEOREMA V I L ( ^ . 2 5 6 . ) 

N.0 309. Cuando una recta es perpendicular á un 
plano MN, cualquier otro punto PQ, que pase por la recta 
dada, es perpendicular al plano dado. 

Tiremos por el punto A , en el plano M N , una linea AC 
perpendicular á PR, intersección de los planos MN y PQ.— 
Puesto que las dos rectas A B , A C , son perpendiculares á PR, 
su ángulo BAC medirá (n.0 308.) el ángulo diedro QPRN; 
pero siendo AB perpendicular al plano MN, por el supuesto, 
debe serlo también á AC, y por consiguiente debe ser recio 
el ángulo A B C — L u e g o los dos planos son perpendiculares 
entre sí. 

ESCOLIO. Como por uua recta cualquiera pueden pasar una 
infinidad de planos, resulta que 

Por m a recta perpendicular á un plano, pueden pasar, 
perpendiculares á este, una infinidad de diferentes planos, 

.TEOREMA V I I I . [ F i g . 256.) 

N.0 310. Por m a recta PR, situada en un plano MN, 
siempre puede pasar un plano perpendicular a l primero, y 
m puede pasar mas que uno. 

Primeramente, en un punto cualquiera A de PR, leván-
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tese la recta AB perpendicular al plano M N ; después hágase 
pasar un plano por AB y PR; y este será perpendicular al MN 
en virtud del teorema precedente. Queda pues demostrada la 
parte primera de la proposición. 

E n segundo lugar, sea , si es posible, otro plano PQ' que 
pase por PR y sea perpendicular á MN: los dos ángulos die­
dros QPRN, Q ' P R N , siendo rectos, habían de ser iguales 
(ñ.o308., corol.); y la parte sería igual al todo, lo cual es un 
absurdo; — luego, etc. 

TEOKEMÁ IX. [F ig . 256.) 

N.0 311. Cuando dos planos, MN, PQ, son perpendicu^ 
lares entre s i , toda w / a AB, A ' B ' , . . . , perpendicular á uno 
de elloSi MN, en un punto de su común intersección P R , está 
situada enteramente en el otro, PQ. 

En efecto, si AB, por ejemplo, no estuviera situada en el 
plano PQ, como el plano tirado por AB y PR sería perpendicu­
lar al plano MN en virtud del teorema precedente, y como ya 
el plano PQ, que también pasa por P R , es perpendicular á 
MN, por hipótesis, resultaría que por una recta situada en un 
plano podría pasar mas de un plano perpendicular al primero, 
lo cual es un absurdo. 

COROLARÍO. E l lugar de todas las lineas perpendiculares 
á un plano tiradas por todos los puntos de una recta situa­
da en él , es otro plano, que pasa por l a misma recta, y es 
perpendicular a l primero. 

ESCOLIO. Como la recta A B , perpendicular á MN, es á la 
vez, y por lo mismo, perpendicular á la intersección común 
RP de dos planos, y queda completamente determinada por la 
doble condición de hallarse situada en el plano PQ y ser per­
pendicular á P R , resulta este nuevo teorema: 

Cuando dos planos son mutuamente perpendiculares, 
toda linea t irada en el uno, perpendicularmenle á su común 
intersección, es necesariamente perpendicular a l otro. 

TEOREMA X . [ F i g . 257.) 

N.0 312. L a común intersección AB dé dos planos PQ, 
RS, perpendiculares á un tercero MN, es también perpen­
dicular á este. 

En efecto, si desde el punto A en que se encuentran las 
21 
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recias PP' , R R ' , intersecciones respectivas de los primeros 
con el tercero, levantamos uña perpendicular á este plano, debe­
rá encontrarse á la vez en cada uno de los otros dos PQ, R S , 
en virtud del teorema precedente; por lo tanto deberá con­
fundirse con su intersección. 

COROLARIO. Por una recta AR {fig. 258) oblicua ó para­
lela al plano MN, no puede pasar mas que un plano perpen­
dicular a l primero: — esto procede inmediatamente del teo­
rema que se acaba de demostrar. 

Además, siempre puede pasar uno, que se obtiene bajando, 
desde un punto cualquiera A de la recta A B , una perpendicu­
lar AA' al plano MN;—con lo cual el plano que pase por AB 
y A A ' sera perpendicular á MN (n.0 309.}. 

Éste plano es á la vez el lugar de las perpendiculares ba­
jadas 'desde los diferentes puntos de la recta AB al plano MN 
(p.0 311. , corol.); de donde se infiere que sus pies A ' , B ' , 
C ' , . . . , están todos situados en una misma linea recta. — 
Muchas veces tendremos ocasión de citar esta proposición. 

ESCOLIO. Cuando tres rectas que pasan por un mismo 
punto, son de dos en dos perpendiculares entre s i , cada una 
de ellas es perpendicular al plano de las otras dos; y los tres 
planos son perpendiculares entre s i . 

Recíprocamente: — S i tres planos son perpendiculares 
entre s i , lo son también sus mutuas intersecciones. 

En otras palabras:— S i son recios los tres ángulos die­
dros de un ángulo triedro (n.0.293), las tres aristas son per­
pendiculares entre s i ; — y vice-versa para la proposición 
directa. 

§ H . De las rectas y planos paralelos. 

TEOREMA \ . [F ig . 253.) 

N.0 313. Dos recías AP, A ' V , perpendiculares á un 
mismo plano son paralelas entre s i . 

Por la recta ÁP y por el punto P ' , pie de la segunda recta, 
hágase pasar un plano, el cua l , por contener á la recta AP 
perpendicular al plano MN, deberá también (n.o309.) ser per­
pendicular á este plano; y por consiguiente (n.0 311 , corol-) 
contendrá también á la recta P 'A ' , quees perpendicular al pia­
no MN, en un punto de su común intersección. Hallándose 
pues las dos recias AP, A 'P ' , en un mismo plano, y siendo 
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perpendiculares á la misma recta PP' , son paralelas entre sí 
(n.032.). 

Recíprocamente: — S i una reéta AP es perpendicular á 
un plano MN, toda recta A 'P ' paralela á la primera es per­
pendicular a l mismo plmo. 

Esta recíproca se demuestra fácilmente ad* absurdum por 
medio de la directa, y "se halla comprendida, sin notable difi­
cultad, en el escolio 1." del número 300. 

Puede también enunciarse así t —̂ Las recías paralelas 
tienen comunes sus planos perpendiculares. 

COROLARIO l.0 Dos rectas A, B , paralelas á una terce­
ra C, son paralelas entre s i . 

Porque si tiramos un plano perpendicular á la recta C por 
uno cualquiera de sus puntos, deberá también serlo á las otras 
dos, en virtud de la recíproca precedente; pues son paralelas 
á C; y siendo entonces A y B perpendiculares á un mismo 
plano, en virtud de la proposición directa, serán paralelas. 

COROLARIO 2.° S i dos planos que se cortan contienen 
respectivamente á dos rectas A, B , paralelas entre s i , la i n ­
tersección de aquellos es paralela á estas. 

Concibamos, en efecto, un plano M perpendicular á las 
rectas A y B , el cual también lo será á los planos dados (nú­
mero 309.); y por consiguiente la común intersección G de es­
tos también será perpendicular á aquel (n.0 312.); siendo pues 
las tres rectas A, B , C, perpendiculares á un mismo plano M, 
son paralelas entre si , en virtud del teorema principal. 

TEOREMA 11. [ F i g . 259.) 

N.0 314. Por un punto C dado fuera de un plano MN, 
se pueden tirar una infinidad de rectas paralelas á dicho 
plano. 

Trácese de cualquier modo, en el plano M N , una recta 
AB, y por ella y por el punto C hágase pasar un plano; des­
pués en este último, y por el mismo punto G, tírese la CD pa­
ralela á A B : — l a recta CD es también paralela al plano MN; 
porque si no lo fuera, no podría encontrarle mas que en un 
punto de A B , lo cual es imposible, pues le es paralela por 
construcción. 

Advert. E l conjunto de todas las rectas que pueden tirarse 
en esta forma por el punto G paralelamente al plano MN, 
constituye evidentemente un p h m paralelo áeste (n.0 292.). 
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, CofiOLAiuó. Tudarecla CD paralela á otra AB situada en 

un plano y es paralela á este plano. 
Esla proposición procede inmediatamente de la última de­

mostrada. 
TEOREMA I I I . { F i g . 259.) 

N.0 315. Cuando una recta CD és paralela á un plano 
MN, cualquier plano quépase por l a recta y corte al dado, 
forma con él una intersección AB paralela á la recta CD. 

Porque si AB y CD no fueran paralelas, se enconlrarian 
por estaren un mismo plano; y por consiguiente CD encon­
traría al plano MN ; lo cual es contra el supuesto. 

Advert. Todos los planos [cuyo número es infinito] que 
pasando por CD encuentran al MN, corlan á este en una série 
de rectas paralelas á CD, y por consiguiente paralelas entre 
s i (n .0313, coro/. I .0). , • , 

COROLARIO 1.° Cuando una recta CD es paralela a un 
plano MN, cualquier otra recta tirada paralelamente á la 
primera por un punto cualquiera A del plano, se halla toda 
entera en este. 

Supongamos, en efecto, que así no fuera, y que tuviera, 
por ejemplo, la dirección A K ; — como la intersección del pla­
no DCA con el plano MN es una recta AB paralela á C, resul­
taría que por el punto A podrían tirarse dos paralelas á una 
misma recta, lo cual es un absurdo (n.0 291.). 

COROLARIO 2.° Cuando una recta CD [fig. 260) es a m 
tiempo paralela á un plano PQ, y perpendicular á otro MN, 
los dos planos son perpendiculares entre s i . 

En efecto, siempre puede pasar, por CD un nuevo plano 
que corle á PQ en una recta A B , que será-paralela a CD pol­
lo recién demostrado, y por consiguiente perpendicular al 
plano MN (n.0 313., recip.); luego también el plano PQ es 
perpendicular al plano MN (n.0 309. ) . 

TEOREMA IV. [ F i g . 261.) 

N." 316. Una recta CD, paralela á un plano M N , dista 
en todos sus puntos igualmente de este plano. 

Desde dos puntos E y F , tomados á voluntad en CD, bá­
jense perpendiculares E K , F G , al plano MN ; las cuales serán 
paralelas (n.0 313.), y se hallarán en un mismo plano (n. á lO. j , 
que cortará al MN en una recta K G paralela á E F o CD; !UP-
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go la figura E K G F es un rectángulo, y dá E K = F G ; lue~ 
go, etc. 

ESCOLIO. La recta E K , que á la vez es perpendicular á la 
recta CD y al plano MN, mide la verdadera distancia de la 
recta al plano; porque cualquiera otra recta no paralela á E K , 
sería oblicua al plano, v por consiguiente mas larna que E K 
(D.03Q3.), 

De los planos paralelos. 

LEUIA. 

N.0 317. Por un punto dado A fuera de m plano MN 
{fig. 262), siempre pnede pasar un plano paralelo a l p r i ­
mero. 

Bájese desde el punto A la recta AB, perpendicular al pla­
no MN; después por el mismo punto A, concíbase (n. 299., 
¿oro/. 1.°) otro plano PQ perpendicular á AB: los dos planos 
MN y PQ serán paralelos; pues si así no fuese, se encontra­
rían en un punto O , que unidó á.los puntos A y B daria un 
triángulo AOB, cuyos ángulos en A y en B serian rectos 
{n.0 299.), lo cual es absurdo; luego los planos no pueden en-

• contrarse. 
TEOREMA V. { F i g . 263.) 

N.0 318. Las intersecciones E F , G K , de dos planos p a ­
ralelos MN, PQ, con un tercer plano G F , son paralelas. 

Porque si E F , G K , no fueran paralelas, se encontrarían 
por estar situadas en un mismo plano; y como pertenecen á los 
planos MN, PQ, también estos deberían encontrarse, lo cual 
sería contra el supuesto. 

COROLARIO. Cuando dos planos son paralelos, si por m 
punto de uno de ellos se t ira una recta paralela al otro, se 
encuentra toda entera en el primero. 

TEORESIA V I . { F i g . 262.) 

N.0 319. Cuando dos planos MN, PQ, son paralelos, to­
da recta AB perpendicular á uno de ellos [á MN por ejem­
plo], es también perpendicular a l otro. 

t Por la recia AB hágase pasar un plano cualquiera cuyas 
intersecciones con MN y PQ serán doíT rectas BD, AG, para­
lelas entre si (n.0 318).—Esto supuesto, siendo AB perpen-
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dicalar al plano MN, lo es también á BD (n.ü 299.); pero ade­
más AC es paralela á BC; luego AB es á la vez perpendicular 
á AC.^-Como el plano que pasa por AB se ha dispuesto arbi-
trariamenle, resulta que sucederia lo mismo con otro cual­
quiera, y que por consiguiente AB es perpendicular á toda 
recta, situada en el plano PQ que pase por el punto A ; luego 
es perpendicular al dicho plano. 

Adverl. Se dice por lo tanto que:—Dos planos parale­
los, MN, PQ, tienen comunes sus perpendiculares. 

GouoLAtuo. Por un punto dado fuera de un plano MN, 
no puede pasar mas que un plano que le sea paralelo;—ipov-* 
que, en efecto, por el punto A no se puede tirar mas que un 
plano perpendicular á la recta AB (n.0'299., coroL 1.°) 

TEOREMA V I I . { F i g . 262.) 

N.0 320. Dos planos paralelos MN, PQ, están por todas 
partes equidistantes uno de otro. 

Desde dos puntos cualesqufera A y G del plano PQ, bájen­
se las rectas AB y GD perpendiculares á MN; las cuales serán 
paralelas (n.0 313.), y determinarán un plano cuyas intersec­
ciones BD, AC, con MN y PQ, serán paralelas (n.0 318.). 
Luego la figura ABCD es un rectángulo que dá A B = G D ; 

6 5 L . C . D . D . 
ESCOLIO 1.° La perpendicular, A B , común á los dos pla­

nos, mide su verdadera distancia; porque cualquiera otra 
recta no paralela á AB, seria oblicua á los planos MN, PQ, y 
sería por consiguiente mas larga que AB (n. 303.). 

ESCOLIO 2.° Las partes de paralelas comprendidas entre 
planos paralelos, son iguales. 

Basta para probarlo observar que AB y CD, en vez de ser 
perpendiculares al plano MN, son dos rectas paralelas cuales­
quiera tiradas entre los dos planos. 

TEOREMA V I I I . { F i g . 264.) 

N.0 321. Las partes de dos rectas cualesquiera, A B , CD, 
comprendidas entre tres planos paralelos, MN, PQ, R S , son 
proporcionales. 

Sean A, B , E , los puntos en que la primer recta atravie­
sa á los tres planos; y*C, D, F , los puntos en que los atravie­
sa la segunda recta, júntese el punto A con el punto D, y sea 
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0 el punto de intersección de la recia AD con el plano R S . — 
Tírense, finalmente, las rectas BD, E O , AC, O F . 

Esto supuesto, las rectas A B , A D , que tienen común el 
punto A, están en un mismo plano (n.0 290), cuyas intersec­
ciones BD, EO, con los planos MN, R S , son paralelas (n.0 318.). 
Tenemos pues la proporción (n.0183). 

A E : E B : : AO : OD. 

Por la misma razonólas rectas A C , O F , son paralelas, y dán 

AO : OD : : CF : F D ; 

de donde, á causa de la razón común, se deduce 

A E : E B : : C F : F D ; 

L . C . D. J ) . . 

Advert. Podría suceder que las dos rectas A B , C D , estu­
vieran en un mismo plano; en cuyo caso los tres puntos se 
hallarían situados (n.ü 318.) en una recta paralela á BD y AC; 
y la proposición quedaría comprendida en la del número 183, 
ó en el escolio 2." del número 320. 

TEOREMA I X . [ F i g . 265.) ' . 

N.0322. Cmndo dos ángulos BAC, B ' A ' C [no situados 
en el mismo plano], tienen sus lados respectivamente parale­
los, son iguales ó suplementarios;— y a á m h , — l o s planos 
en que están son paralelos. 

Pueden presentarse varios casos, que son los mismos que 
sflos ángulos estuvieran en un mismo plano (n.0 52.). 

Suponiendo primero á los lados AB y A ' B ' , AC y ' A ' C , d i ­
rigidos respectivamente en el mismo sentido, tómese en AB, 
A'B ' , 

A D = A 'D ' , 
y en AC, A ' C , 

A E = A ' E ' ; . 

tírense después las rectas A A ' , DD', E E ' . — L o s dos cuadriláte­
ros AA' D'D, A A ' E ' E , son paralelógramos (o." 74.); luego las 
rtíCtasDD',EE'son igualesy paralelas, porsercadauoarespecti-
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varaenle igual y paralelaá AAf (n.0 313., coro/. 1.°). Tiremos 
ahora las recias D E , D 'E': el cuadrilátero D E E ' D ' será tam-
hien un paralelógramo; luego las rectas DE, D 'E', serán igua­
les y paralelas.. Luego los triángulos A D E , A'D'E ' ,son ¡guales 
(o.0 63, coso 3.°); y por consiguiente también lo son los án­
gulos DAE, D'A 'E' , ó BAC, B ' A ' C . 

En los demás casos se coocluye la demostración como en 
el número 52. 

Falta probar que los planos de los ángulos son paralelos-—-
Para esto supongamos que no lo sean; y concibamos por ei 
punto A un plano paralelo al plano B ^ ' C ' , el cual cortaría á 
ima de las rectas DD', E E ' , en uo punto diferente del punto D 
ó del punto E . Sea, pues, el punto G , el punto de intersección 
del plano nuevo con la recta DD':—tendríamos (n.0 320., es-
col. 1.°) G D ^ A A ' ; pero ya teníamos DD'=AAr , según lo 
arriba dicho; luego resultaría G D ' = D D ' , es decir, la parte 
igual al todo, lo cual es un absurdo; luego, etc. 

ESCOLIO. S i tres rectas A A ' , DD', E E ' [en el espacio], 
son iguales y pá ra te las , las rectas que juntan sus esiremos 
forman triángulos iguales y paralelos [es decir, triángulos, 
cuyos lados son respectivamente iguales y paralelos]. 

Con mas generalidad,—^' desde los vértices de m po l í ­
gono se t iran [en el |espac¡o] rectas iguales y paralelas [ y 
dirigidas en el mismo sentido], sus estremos opuestos serán 
los vértices de otro polígono igual y paralelo al primero* 
(Véase el escolio del número 163). 

TEOREMA X . { F i g . 266.) 

N.0 323. Dos rectas cualesquiera, A B , CD, están siem­
pre enun mismo plano, ó en planos paralelos. 

En efecto, si no están en un mismo plano, por un punto 
cualquiera I de la primera tírese la recta 1K paralela á la se­
gunda; y por un punto cualquiera G de la segunda, tírese G E 
paralela á la primera: los dos ángulos K I B , D G E , estarán s i ­
tuados en planos paralelos, en virtud del teorema precedente; 
luego queda demostrada la proposición. 

ESCOLIO 1.° Este sistema de dos planos paralelos, MN, 
PQ, que contienen cada uno una de las dos rectas, es único.— 
Porque todo plano que pase por AB y sea paralelo á CD, de­
be contener á la recta I K (n.0 315., coro/. 1.°); luego no pue­
de menos de confundirse con el plano K I B ; por la misma ra -
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xou, lodo plano que pase por CD y sea paralelo á A B , ha de 
coolener Ja recia G E , y debe por consiguiente confundirse coft 
el plano D G E . 

Para designar eslos dos planos, cuyo sistema es único pa­
ra cada par de rectas no situadas en un mismo plano, !©& ÍJa-
maremos los planos paralelos de dichas rectas. 

Advert. Estos dos planos se confunden cuando las recta* 
están en uno mismo. 

ESCOLIO 2.° Resulla además de la demostración espuesta 
mas arriba que, cuando dos rectas no eslán en un mismo 
plano, siempre se puede hacer pasar por cada una de ellas un. 
plano paralelo á la otra; y que no se puede hacer pasar mas 
de uno. 

ESCOLIO 3.° Siempre que dos rectas tienen común una 
perpendicular [en el ^co/¿o 2.° del 300 se ve un ejemplo], 
esta lo es también á los planos paralelos de las dos rectas^ y, 
mide la mas corta dislamia de ellas. 

Admitamos, por un instante, que la recta I L ( ^ . 266) sea 
á la vez perpendicular á las dos rectas A B , C D : — tírese pon 
el punto Ha recta I K paralela á C D ; la cual deberá.hallarse 
entera en el plano MN (n.0 315., coro/.). Pero siendo por h i ­
pótesis I L perpendicular á CI) , lo es también á su paralela 1K; 
luego .1L, perpendicular á las dos rectas A B , 1K, que pasan 
por su pie en el plano MN, es perpendicular á este plano 
(n.0 299.), y lo mismo al plano PQ, paralelo al primero. 

La perpendicular I K común á los dos planos MN, PQ,, 
mide su mas corla distancia (u.o320.), y por consiguiente la 
distancia también mas corta de las recias AB, CD. 

TIÍOREMA X I . (Fig. 267.) 

N.0 324. Entre dos recías A B , CD, no situadas en mi 
mismo plano, — 1.0 — siempre, existe una perpendicular co­
mún ; — 2.°— no existe mas que una. 

Suponiendo construido el sistema de los dos planos para­
lelos MN, PQ, tírese por AB un plano A B E F perpendicular 
al plano PQ:—la intersección E F de estos dos últimos planos, 
•siendo paralela á AB (n.0 315.), no podria serlo al mismo tiem­
po á CD; pues si lo fuera, CD y AB serian paralelas (n.0 313. , 
corol. i / ) , lo cual seria contra el supuesto: luego la recta E F , 
y por consiguiente el plano A B E F , corta á CD en un cierto 
punió L . — Igualmente, si por CD pasamos un plano GDGK 
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perpendicular al plano MN, corlará á AB en un cierto punto 
1. Los dos planos A B E F , C D E K , que pasan uno por AB y por 
el punto L , y otro por GD y por el punto I , se corlan necésa-
namente en la recta L l ; la cual es á la vez perpendicular á 
los dos planos MN, 'PQ (n.0 312.), y por consiguiente á las dos 
rectas AB, CD (n.ü 298.). 

Luego queda demostrada la parle primera de la proposi­
ción. 

Para demostrar la segunda observarémos que loda perpen­
dicular común á las dos recias, debiendo pasar por un punto 
de CD y ser perpendicular al plano MN (n.0 323., escol. 3.°), 
debe hallarse contenida en el plano perpendicular CDGK; por 
la misma razón debe estar contenida en el plano A B E F . Lue­
go no puede menos de ser su intersección, y como intersec­
ción no hay mas que una, tampoco habrá mas que una per­
pendicular.— Luego finalmente, dos rectas siempre pueden 
tener una sola perpendicular común. 

Advert. Esta perpendicular se llama LA DISTANCIA MAS 
CORTA de las dos rectas (n.0 323., escol. 3.°)-

Otra demostración. — Sean A B , CD [fig. 266), las dos 
rectas dadas.—Desde un punto cualquiera F de la recta AB, 
tiremos la F H paralela á CD; y por AB y F H hagamos pasar 
un plano MN, el cual será paralelo á la recta CD (o.0 314., 
coroL)."— Ahora, desde un punto G de CD, bajemos la GK 
perpendicular al plano MN: la intersección del nuevo plano 
C G K I con MN será una recta K I paralela á CD, que encon­
trará á AB en un punto I ; y si desde este punto tiramos en 
el plano C G K I , la recta ÍL paralela á G K , tendremos la recta 
pedida. 

E n efecto, siendo I L paralela á K G , es perpendicular al 
plano MN (n.0 313., recip.); luego es perpendicular á las dos 
recias A B , 1K (n.0 298.); luego finalmente es perpendicular 
común á las dos recias dadas. 

Es además la única recta que puede tener esa propiedad; 
porque debiendo toda perpendicular común, ser perpendicular 
ai plano MN, y pasar por un punto de GD, debe hallarse en 
el plano GGIK (n.0 3 1 1 . , coro/.); pero la rectaJL es evidente­
mente la única que hallándose comprendida entre AB y CD, 
puede á la vez ser perpendicular al plano MN; luego, etc. 

Advert Esta demostración puede al pronto parecer mas 
complicada que la primera; pero le lleva la ventaja de no exi­
gir mas que la construcción de uno de los planos paralelos de 
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las dos recias.—Insislirémos sobre este punió en el capítulo de 
ios problemas. 

PROBLEMA X I I . { F i g . 268.) 

N.0 325. Dos planos respectivamente perpendiculares á 
dós rectas no paralelas, se encuentran siempre. 

Sean A B , CD, dos rectas que se encuentran, ó que sin 
ser paralelas, no se encuentran; y sean MN, PQ, dos planos 
que les sean respectivamente perpendiculares. 

Ante todas cosas, los dos planos no podrán confundirse en 
tino solo, porque entonces, siendo las rectas AB, GD, perpen­
diculares á un mismo plano, serían paralelas (n.0 313.) , lo cual 
es contra el supuesto.—Tampoco podrán ser paralelos los 
planos, porque también resultaría que las rectas A B , CD, se­
rian paralelas (n.0 319.).—Luego los dos planos deben coFtar-
sé en una línea MU.—{Véase e\ n.0 50.). 

ESCOLIO 1.° Guando las dos rectas se cortan en un pun­
ió O, los planos MN, MP, encuentran al plano BOD en dos 
lineas 10, G K , respectivamente perpendiculares á la común 
intersección MR; y el ángulo 1GK formado por ellas [y que 
mide el ángulo de los dos planos MN, MP, (n.0 308.)] , es su­
plementario del ángulo de las dos rectas dadas (o.0 7 0 . ) . — E l 
ángulo K G i ' , suplementario de I G K , es igual al ángulo de las 
rectas. 

De aquí puede concluirse que— E l ángulo de dos planos 
respectivamente perpendiculares á dos rectas que se cortan 
en el espacio, es igual al ángulo de las mismas, ó á s u suple­
mento, según sean ambos de una misma especie, ó de espe­
cies diferentes. 

Cuando las dos rectas están en diverso plano, se llama án­
gulo de las dos rectas, el que forma una de ellas con una pa­
ralela á la otra, tirada por un punto de la primera [ó mas ge­
neralmente , el ángulo formado por dos rectas tiradas por un 
punto del espacio, paralelamente á las primeras]; y la propo­
sición es también verdadera en este caso. 

ESCOLIO 2.° Hablando propiamente, el ángulo de dos rec­
ías que se cruzan en el espacio sin encontrarse, es el ángulo 
diedro que forman entre sí dos planos perpendiculares á los 
planos paralelos de las rectas, y que contienen á estas respec-
livamenle. 

Así, en la fig. 267, el ángulo de las rectas AB, C D , es el 
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ángulo diedro E L I G , que en efecto tiene por medida (n.0 308.) 
el ángulo BIG, es decir, el ángulo que forma AB con la recta 
K G tirada por el punto B , paralelamente á CD. — Tal es al 
menos la idea mas clara que podemos formarnos del ángulo de 
dos recias no situadas en un mismo plano. 

Cuando el ángulo diedro E L I G es recto, las rectas dadas 
se llaman perpendiculares entre s i . — L a fig. 251 presenta un 
ejemplo: las rectas AP BC, se cruzan en ángulo recta, locual 
significa que la segunda está situada en un plano perpendicu­
lar á la primera. 

N.0 326. ESCOLIO 3.° — Angulo de una recta con un 
plano. 

Sea AB {/ig. 269) una recta oblicua á un plano MN.—Des­
de Uno cualquiera B de sus puntos, bájese la BB' perpendicu­
lar al plano; y tírese la recta A B ' : [esta recta se llama lapro-
yeceion de AB sobre el plano MN]. 

Siendo el plano BAB' (n. 311 . , escolio.), el tugar de to­
das las perpendiculares bajadas al plano MN desde todos los 
puntos de AB, resulta que A B ' es el lugar de los pies de todas 
ellas. 

Esto supuesto, se llama ángulo de una recta con m pla­
no, el ángulo que forma la recta con su proyección en el 
plano. 

La razón de este nombre es el ser el ángulo BAB'e l MÍHIMO 
de todos los que la recta AB forma con las diferentes rectas 
que por su pie se pueden tirar en el plano. 

En efecto, tiremos por el punto A, en el plano MN, cual­
quiera otra recta A L , y tomemos en ella A G = A B ' , tirando 
después la BG: los dos triángulos A B B ' , A B G , tienen dos la­
dos respectivamente iguales [AB común y A B ' = A G ] ; el ter­
cer lado BB ' del primero es menor que el tercero BG del se­
gundo; luego (n.0 64.) el ángulo B A B ' es menor que el ángu­
lo BAG. 

Consideréraos ahora en el plano M N , y á diferente lado 
respecto del plano B A B ' , dos rectas cualesquiera A L , A L ' , y 
un círculo descrito desde el punto A con un radio cualquiera: 
se demostraría como arriba que los ángulos BALr B A L ' , , no 
pueden ser iguales si no se tiene 

arco B ' G ' == arco B 'G . 
Be donde se deduce esta consecuencia importante: 
Una recta no puede formar ángulos iguales con tres rec-
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tas situadas en m mismo plano, á no ser perpendicular á 
este plano, y por consigaienle, á cada una de las tres rectas» 

Advertencia general sobre los dos pá r r a fos precedentes. 

N.0 3^7. Las proposiciones que han sido el asunto de es­
tos dos párrafos pueden ser consideradas como fundamentales 
en la geometría del espacio. Reduciendo cuanto hemos podido 
el número de las proposiciones principales, y enlazándoles es­
colios ó corolarios, hemos procurado hacer mas comprensible 
su encadenamiento; porque no puede disimularse que las d i ­
ficultades de la teoría de los planos proceden menos de las de­
mostraciones .mismas, que del modo de presentarlas. 

Aquí es donde el estudiante, llevado de aparentes analo­
gías con ciertas proposiciones de geometría plana, puede creer 
verdaderas muchas proposiciones falsas; cuyos errores provie­
nen principalmente de que la indeterminación es por necesidad 
mas frecuente cuando los objetos del razonamiento pueden es-
lar situados de cualquier modo en el espacio, que no cuando 
están sujetos á la condición de no salir de un plano. 

Por eso es tan reducido el número de. las recíprocas en esta 
teoría, según habrá podido observarse. 

N.0 328. Daremos fin á estos dos párrafos, enunciando al­
gunos teoremas cuyas demostraciones se deducirán fácilmen­
te de lo que antecede. 

TEOREMA 1. Dos rectas paralelas tienen la misma incl i ­
nación respecto de un plano cualquiera.—[La recíproca es 
falsa.] 

TEOREMA I I . Dos planos paralelos están igualmente i n ­
clinados sobre una recta cualquiera. — [La recíproca es 
falsa.] 

TEOREMA 111. Cuando se encuentran unía reda y un 
plano, todo plano perpendicular á la recta, y toda recta 
perpendicular a l plano, se encuentran íam6i<m.—[Recípro­
ca evidente.] 

TEOREMA IV. Dos planos paralelos cortados por un ter­
cero, forman con este ángulos diedros altemos-internos, 
correspondientes, etc.,..., iguales entre s i . — [Yéase el 
n.0 45.] [La recíproca es falsa.] 
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TEOREMA V . S i desde un punto tomado, ó en el inte­

rior ó en el eslerior de un ángulo diedro, se baja una per-
pendicidar á cada una de las caras, el ángulo diedro y el 
formado por las dos perpendiculares son iguales ó suple­
mentarios. 

TEOREMA V!. E l plano bisector de un ángulo diedro e«t 
el lugar de todos los puntos equidistantes de las dos caras. 

TEOREMA Vlf. E l plano tirado por la bisectriz de un 
ángulo plano perpendicularmenle á su plano, es el lugar 
de todos los puntos equidistantes de los lados del ángulo 
dado, 

lisias últimas proposiciones se reducen fácilmente á sus 
análogas en Geometría plana. 

% I I I . De los ángulos poliedros. 

N.0 329. Observaciones preliminares.—En lodo lo sub­
siguiente trataremos solo de los ángulos poliedros convexos, 
cuyos caracléres enumeramos en el n." 293. 

Una propiedad que esencialmente pertenece á todo ángulo 
poliedro convexo, es el poderse concebir siempre por su vér­
tice S [jig. 270), un plano PQ tal , que á un mismo lado res­
pecto de él quedan situadas todas las caras del ángulo polie­
dro:—de donde se infiere que si , por un punto cualquiera de 
una de las aristas, se lira un plano M N , paralelo al primero 
PQ, corlará necesariamente á todas las demás aristas (núme­
ro 315., corolario 1.°), y determinará por sus intersecciones 
«on las caras un polígono A B G D E F . — A la verdad, esta pro­
piedad pertenece igualmente á ciertos poliedros cóncavo's, co­
mo se ve en la figura 211 ; pero lo que entonces distingue al 
ángulo poliedro convexo del ángulo poliedro cóncavo, es el ser 

polígono convexo (ñ.0 36.) el polígono obtenido en el primer 
caso, mientras en el segundo resulta un polígono con uno ó 
mas ángulos entrantes; de donde se sigue, que en los polie­
dros cóncavos, una misma recta puede encontrar á la superfi­
cie lateral en mas de dos puntos, O, O', O", O '" , . . -

Adraitirémos de ahora en adelante que—Tocio ángulo 
poliedro convexo puede ser cortado por un plano cuyas in­
tersecciones con las caras determinan un polígono convexo. 

E l ángulo triedro, con arreglo á esta propiedad, es un án-
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guio poliedro convexo; y , con arreglo á la marcha que hemos 
seguido en la Geometría plana (§ 3.°, cap. 1.°, lib. 1.°), em-
pezarémos el estudio de los ángulos poliedros convexos por el 
de los ángulos triedros. 

TEOREMA I . [ F i g . 272.) 

N.° 330. S i desde un punto cualquiera [s] tomado en el 
interior de un ángulo triedro SABC, se bajan perpendicu­
lares á las tres caras [sa á SBC, sb á SAC, se á S A B ] , re ­
sultará un nuevo ángulo triedro [sabe] cuyas caras serán 
los suplementos respectivos de los ángulos diedros del p r i ­
mero; — y reciprocamente, — las caras del primero serán 
los suplementos respectivos de los ángulos diedros del se­
gundo. 

Observemos desde luego que el plano lirado por las dos 
aristas se, sb, es perpendicular á cada una de las caras SAB, 
SAC(n,0 309.), y por consiguiente, perpendicular á su comuu 
intersección SA (n.0 312.); luego-debe cortar á las caras estas 
en dos líneas kc , A6, perpendiculares al arista SA (o.0 298.). 
Igualmente, el plano sab corta á SAC, SBC, en Cb, Ca, per­
pendiculares al ai isla S G . - ^ Ahora, de ser SA perpendicu­
lar á A6, Ác, resulta que SA es también perpendicular á la 
cara sbc del segundo ángulo triedro; y por la misma razón, 
SB, SC, son respectivamente perpendiculares á las caras 
sac, sab. 

De donde debe concluirse que el ángulo triedro SABC se 
halla respecto del sabe en el mismo caso que este respecto de 
aquel. 

Esto supuesto, si consideramos el cuadrilátero SAcB, ve­
mos que los dos ángulos en S y en c son suplementarios. [ Véa­
se e\ escolio 1.° del n.0 325.] Pero el ángulo AcB mide al án­
gulo diedro formado en s í (o.0 308.), luego ya tenemos que 
la cara ASB es el suplemento del ángulo diedro formado en 
se—Del mismo modo se probaria que las caras ASC, BSC, 
son los suplementos respectivos de los ángulos diedros en 
«o, sa. 

Luego, en virtud de la observación de arriba, las caras 
asb, ase, bsc, son los suplementos respectivos de los ángulos 
diedros en SC, SB, SA. 

Advert. Cada cara del primer ángulo triedro es suplemen­
to del ángulo diedro opuesto en el segundo; y vice-versa. 
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En razón de esta propiedad recíproca, los dos ángulos 

triedros S y ^ se llaman SUPLEMENTARIOS uno respecto de 
otro. 

ESGOLÍO: La demostración precedente supone que los pies 
^ 6, a, de las perpendiculares bajadas desde el punto s á las 
cara« del ángulo triedro S, son interiores á estas caras, lo cual 
mo siempre sucede cuando se loma el punl(f 5 complétameos 
á vehmtad en el ángulo S. — Pero larabien puede escogerse 
amo que cumpla esa condición: para lo cual basta, por ejem-
splo, lomar un punto cualquiera de la intersección de los planos 
disectores de dos ángulos diedros en SA, SB (n.0 328, Teore-
' m a N L ) [Yéaseel n.'0 70.] 

Este teorema debe considerarse como fundamental en la 
4eona de los ángulos triedros. 

TEOREMA 11. [ F i g . 273.) 

N.0 331 . E n todo, ángulo triedro S, una cara cualquie­
r a ^ _ i .0 — menor que la suma de las otras dos, — y 
Ü,0 —mayor que su diferencia. 

1.° No bay que demostrar la primera parte mas que res­
pecto de la mayor de las tres caras. 

diremos una recta AB que corte á S A , S B , en dos pun­
tos A, B ; después, por el punto S, y en el plano ASB, tire­
mos la recta S C que forme un ángulo B S C igual al ángulo 
fBSC, y que corte á AB en un punto C Tomemos en el aris­
ta SG una distancia SG igual á S G ' ; y tiremos en fin las líneas 
CA, CB. 

Be esta construcción resultan iguales los triángulos BSC, 
I S C ' í n . 0 ^ . , caso 2.°); luego B C = B C ' . Pero en el triángu­
lo ABC tenemos 

A B < A C - f - C B , ó A C ' 4 - G / B < A G - f - C B ; 

luego á causa de ser G'B = GB, 

tendremos AG' < AG, 

y por consiguiente (n.0 64.) ASG' < ASC. 

Añadiendo respectivamente á los dos miembros de esta 
desigualdad los ángulos iguáles BSG' , BSG, tendremos 

ASG' + • BSG' < ASG -f- B S C , ó ASB < ASC H- BSC. 
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2.° Suponiendo ASC > BSC, 

como leñemos ASB -f- BSC > ASC, 

resultará ASB > ASC — BSC; 

L . C . O . I ) . 

COROLARIO 1.° S i tres ángulos, ASB, ASC, B S C Que 
tienen común un vértice en S, son tales que uno de ellos 
equivalga á la suma de los otros dos, deben confundirse los 
planos de los tres; — porque de lo contrario íormarian un 
ángulo triedro, y el mayor de los tres valdría menos que la 
suma de los otros, según se acaba de demostrar; lo cual sería 
con Ira el supuesto (*) 

COROLARIO 2.° S i por el vértice S [fig. 274) de un ángu­
lo triedro cualquiera SABC, se t ira una recta SD en lo i n ­
terior, y por ella dos planos que terminen en las aristas 
SA, SB, de una misma cara ASB, la suma de los dos á n ­
gulos planos resultantes ASD, BSD, será menor que la suma 
de las otras dos caras, ASC, BSC, del ángulo triedro. 

( ' ) Aqu í es donde conviene demostrar que el ún i co ángu lo que 
puede medir a l ángu lo d iedro , es el ángulo plano correspondiente, 
cual se def inió en el n." 306. 

E n efecto, es necesario que los lados del á n g u l o plano apto pa ra 
servir de medida es tén igualmente inclinados sobre la a r i s t a , pues 
debe hacerse nulo al mismo tiempo que el á n g u l o diedro. 

Sean pues B M ' , B N ' , B P {fig. 255), tres rectas trazadas por un 
mismo punto B del arista A B , en las caras MAB, NAB, P A B . — P a r a 
tener constantemente 

MABP : NABP :: M'BP : N ' B P , 

es necesario que los á n g u l o s A B M ' , A B N ' , A B P , sean iguales. 
A d e m á s , puesto que entre los tres á n g u l o s diedros tenemos la re­

lación MABP = M A B N + N A B P , 
es t a m b i é n necesario que los á n g u l o s r ec t i l íneos M'BP, M ' B N ' , N ' B P , 
estén unidos entre sí por la re lac ión 

M ' B P = M ' B N ' + N ' B P ; 

lo cual exige, s e g ú n el corolario recien demostrado, que e s t én en un 
plano las rectas B M ' , B N ' , B P . 

Debiendo pues estas tres rectas estar en un mismo plano, e igua l ­
mente incl inadas sobre el arista ÁB , d e b e r á serles esta perpendicu­
lar (n ." 326) ; L- C- D- D-

22 
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[Para que se vea mejor la figura, hemos cortado el ángulo 

triedro por medio de un plano que determina en las caras que 
se van á considerar, las rectas AC, CB, A B , y las rectas AD 
DB;—pero la construcción de este plano no es indispensable 
para la demostración.] 

Prolónguese el plano ASD, por ejemplo, hasta encontrar á 
la cara CSB, en una recta S E ; -en virtud del teorema prece­
dente, tendremos 

1.0 En el ángulo triedro S A C E , ASE < ASC CSE;. 

2.° En el ángulo triedro SDBE, DSB < DSE -f- E S B ; 

de donde sumando miembro á miembro estas desigualdades, 

A S E -f- DSB < ASC -H CSE -f- DSE 4- E S B , 

es decir, ASD -f- DSB -h DSE < ASC 4- DSE •+• C S B ; 

6 bien finalmente, restando D S E de ambos miembros, 

ASD •+- DSB < ASC - i - C S B ; 

C . J) . D. 

ESCOLIO. Este corolario y su teorema principal corres­
ponden á la tercera y á la primera proposición del n.0 38; y 
las demostraciones son análogas.—La segunda proposición del 
mismo número tiene también su correspondiente en los ángu­
los triedros; pero nos limitarémos á enunciarla sobre la figu­
r a . — L a fig. 275 representa dos ángulos triedros SABC, 
S A D E , opuestos en el arista S A ; deberia tratarse de pro­
bar que 

1.0 BSC -f- DSE < DSC + E S B , 

2." ESC -f- DSB < DSC -h E S B ; 

lo cuales muy fácil considerando, con arreglo al teorema pre­
cedente, los ángulos triedros 

SABC, S A D E , y luego los SABD, S A C E . 
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TEOREMA 111. [ F i g . 276.) 

]V,0 332. E n todo ángulo triedro S , la suma de las tres 
caras vale menos de 4 ángulos RECTOS. 

Cortemos el ángulo triedro por medio de un plano ABC 
(n.0329.); y después de tomar un punto cualquiera O interior 
al triángulo ABC, tiremos las tres rectas OA, OB, OG ; con lo 
cual formaremos tres triángulos que tendrán respectivamente 
las bases AB, AG, CB, y por vértice común el punto S; y otros 
tres que tendrán las mismas bases, y por vértice común el 
punto O.—Esto supuesto, el ángulo C A B , igual á la suma de 
los ángulos OAC, OAB, es menor que la suma de los ángulos 
SAC, SAB (n.0 331.) ; é igualmente 

ACB < ACS -h SCB, y ABC < ABS -h SBC; 

donde se ve que la suma de los ángulos de la base de los trián­
gulos que tienen su vértice en O, es menor que la suma de 
los ángulos de la base de los triángulos que tienen su vértice 
en S. Ahora bien, la suma de los ángulos dé los tres t r iángu­
los es la misma en ambos sistemas (n.0 55 . ) ; luego la suma de 
los ángulos en S es mayor que la suma de los ángulos en O; y 
como esta vale cwa/ro rectos (n.0 31.) , resulla que la otra 
vale menos de cuatro rectos; 

L . C. D. D. 

COROLARIO. E n todo ángulo triedro, la suma de los á n ­
gulos diedros vale mas de oos RECTOS, y menos de SEIS. 

En efecto, la suma de los ángulos diedros del ángulo trie­
dro propuesto, añadida á la suma de las caras de su ángulo 
triedro suplementario, forma seis rectos (n.w 330.). Pero esta 
suma parcial está comprendida entre cero y cuatro rectos; 
luego la otra debe ser menor que seis y mayor que dos. 

ESCOLIO 1.° Es fácil concebir que las caras de un ángulo 
triedro pueden ser tres ángulos agudos á la vez^ [tan peque­
ños ó tan grandes como se quiera], ó bien» dos ángulos agu­
dos y uno obtuso, ó uno agudo y dos obtusos, ó tres ángulos 
obtusos; ó en fin, tres ángulos rectos. 

Luego la suma de sus ángulos diedros puede pasar por to­
das las magnitudes desde dos rectos hasta seis rectos. 

Así pues, un ángulo triedro puede tener uno, dos, 6.tres 
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ángulos diedros rectos; uno, dos ó tres ángulos diedros ob­
tusos. 

Esto supuesto, un ángulo triedro se llama unirectángulo 
[é simplemente rectángulo], hireclmgulo, trirectángulo, se­
gún llene uno, dos, ó í m ángulos diedros rectos. 

Cuando los tres ángulos diedros son recios, las tres aristas 
son entre sí perpendiculares de dos en dos (n.0 308.), y las tres 
caras son ángulos planos rectos. 

Si el ángulo triedro es birectángulo, solo una de las aris­
tas es perpendicular á las demás ; y estas forman entre sí un 
ángulo que mide el tercer ángulo diedro (n.0 308.). 

N.0 333. ESCOLIO 2.°—Podrían establecerse respecto del 
ángulo triedro muchas proposiciones análogas á varios teore­
mas demostrados respecto del triángulo en el capítulo 1.° del 
lib. 1.°, esceptuando sin embargo las fundadas en la propiedad 
del n.0 54 , porque en el ángulo triedro no es constante la 
suma de los ángulos diedros, que puede variar desde dos rec­
tos hasta seis. 

Pero las propiedades del triángulo isósceles tienen sus cor­
respondientes en el ángulo triedro. 

Así, 1.°—Cuando son iguales dos caras de un ángulo 
triedro, son también iguales los ángulos diedros opuestos ;— 
de donde resulta inmediatamente q u e , — l a s tres caras son 
iguales, son también iguales los tres ángulos diedros; 

2. °—Cuando dos caras son desiguales, á la mayor se 
opone el mayor ángulo diedro; 

3. °—Reciprocamente, etc., ele.—{Véase el n.0 58 y sig.) 
Se llama regular un ángulo triedro [ó, en general, un án­

gulo poliedroj cuando son ¡guales todas sus caras entre sí, y lo 
mismo todos sus ángulos diedros. 

Los ángulos triedros que tienen dos caras iguales, por ana­
logía con el triángulo isósceles, pueden llamarse isoedros;— 
la tercer cara, diversa de las otras dos, se llama en este caso 
base del ángulo triedro. 

Nos reducirémos aquí á demostrar la primera de las pro­
posiciones que acabamos de enunciar. 

Sea SABG [fig. 277) un ángulo triedro en el cual supone­
mos A S C = B S C . 

Tiremos la bisectriz SD de la base A S B : siendo el plano 
tirado por SD, perpendicularmente á la cara ASB, el lugar 
de todos los puntos equidistantes de los lados SA, SB (n." 328, 
teor. 7.°), contiene necesariamente á la recta SC, v también á 
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la perpendicular DC levantada en un punto cualquiera D de 
SD, al plano ASB (n.0 311.) Ahora bien, si desde el mismo 
punto D, tiramos las DA, D B , perpendiculares á SA, SB, y 
juntamos los puntos A y B con el punto C en que DG encuen­
tra á SC, las rectas CA," CB, serán (n.0 300.) respectivamente 
perpendiculares á las rectas S A , SB; y los ángulos CAD, 
CBD, medirán á los ángulos diedros en SA, SB. 

Esto supuesto, los dos triángulos CDA, CDB, son ¡guales, 
por tener A D = I ) B , y DC común; luego los ángulos CAD, 
CBD son iguales; luego también lo son los ángulos diedros 
medidos por ellos. 

Advert. Habríamos podido simplificar la demostración ba­
jando directamente desde un punto C del arista SC una per­
pendicular al plano SAB; pero hemos preferido este método, 
que está mas en relación con el del n.0 43. 

De la igualdad de los ángulos triedros. 

N.0 334. Advertencias preliminares. — Cuando dos án­
gulos triedros son superponibles, se dice que son iguales; y 
entonces tienen lodos sus elementos [caras y ángulos] iguales 
respectivamente. Ahora bien, dos ángulos triedros pueden te­
ner sus tres caras respectivamente iguales, pero inversamente 
dispuestas; y entonces se llaman ángulos triedros simétricos. 

A fin de hacer comprender mejor esta definición, conside-
rémos primero en particular un ángulo triedro SABC [figu­
ra 278); y prolonguemos cada una de las aristas SA, SB, SC 
en sentido opuesto respecto del punto S: así resulta un nuevo 
ángulo triedro Sabe, cuyas caras y ángulos son evidentemente 
los mismos que las caras y los ángulos de S A B C — S e ve sin 
embargo que no podrían coincidir esos dos ángulos triedros, 
aunque al Sabe se podrán dar diversas posiciones respecto 
del SABC. 

Imaginemos, por ejemplo, que se hace girar la cara Sa^ 
en su plano, en torno del punto S, de modo que Sa venga á 
coincidir con SA, y S6 con SB. — En este movimiento como 
el arista Se está, respecto de la vista, detrás del plano Sa6, 
mientras que el arista SC está delante, la primera tomará una 
posición S C , tal que el ángulo diedro C S B A será igual al án -
gogocSaft, ó CSAB, el ángulo diedro C S B A igual al cSba ó 
CSBA, y las caras A S C , B S C respectivamente iguales á las 
caras aSc, hSc, ó ASC, BSC. Se obtendrán pues dos ángulos 
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triedros SABG, S A B C , opuestos en la cara ASB, y compues-
los de elementos respectivamente iguales [caras y ángulos]. 

Ahora podemos imaginar que la cara Sa6 dé una media 
vuelta al rededor de la bisectriz L L ' de los ángulos ASb, aSB.— 
En este movimiento, el arista S6 vendrá á coincidir con el 
arista SA, el arista Sa con la S B ; y como las dos caras ¿»Sc, 
«Se, se hallarán entonces delante de la cara ASB, resulta que 
el ángulo triedro Sabe tomará una posición tal como SABC". 

Nada impide hacer que este se mueva paralelamente á'sí 
mismo (n.0 62) de modo que lome la nueva posición T D E F , 
en la cual las caras D T E , E T F , F T D , serán respectivamente 
iguales á las caras CSB, BSA, CSA,- pero dispuestas en orden 
inverso respecto de ellas. 

Los cuatro ángulos triedros Sabe, S A B C , SABC" , TDEF, 
no forman hablando propiamente mas que uno solo, pues los 
tres últimos no son otra cosa que el primero Sabe, mudado de 
posición; — y como tres ángulos planos no pueden reunirse 
mas que de dos modos para formar un ángulo triedro, resulta 
justificada la definición. 

Pero se ve al mismo tiempo que no sucede con dos ángu­
los triedros simétricos como con dos triángulos simétricos, los 
cuales, revolviéndolos, pueden siempre superponerse (n.0 6, 
Apénd., eseol. I .0). 

Adveri. Dos ángulos triedros simétricos isoedros {n.0 333) 
son iguales y superponibles; poique haciendo coincidirías dos 
bases de modo que los dos ángulos triedros queden á un mis­
mo lado respecto de la cara común, las otras caras coincidi­
rán, á causa de la igualdad de los ángulos diedros adyacentes. 

En este caso los ángulos triedros son á la vez simétricos y 
superponibles. 

Ahora podemos, como en las figuras planas (n.0 62), de­
mostrar una especie de Lema propio para facilitar el estudio 
de las propiedades relativas á la igualdad [ó á la semejanza] 
de las figuras en el espacio. 

LEMA. 
N." 335. Cuando dos poliedros tienen las caras iguales 

respectivamenle, y reunidas de la misma manera, y tienen 
también iguales los ángulos diedros, pueden siempre colo­
carse en una posición tal , que apoyándolos por una de sus 
caras iguales contra el mismo lado de un plano, queden las 
otras respectivamente paralelas. 
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ED efecto, desde luego podemos hacer que los polígonos 

apoyados sobre el plano (n.0 62.) tengan sus lados paralelos de 
dos en dos y dirigidos en el mismo sentido; con cuyo movi­
miento quedarán los dos poliedros situados á un lado mismo del 
plano. Ahora bien, á causa de la igualdad de los ángulos die­
dros respectivos, adyacentes á los lados de aquellas figuras, 
quedarán paralelas y dirigidas de dos en dos en el mismo sen­
tido las caras de dichos ángulos: lo mismo sucederá con sus 
adyacentes:—y así iremos de unas en otras hasta el fin. 

Dejamos aquí para el segundo Apéndicela teoría de las fi­
guras simétricas, como hicimos en la parte primera; y solo con-
siderarémos ahora los poliedros susceptibles de ser colocados 
según acaba de sentar el Lema.—Se esprésa esta posición re­
lativa diciendo que lascaras están .semejantemente dispuestas 
[ó mejor, dispuestas del mismo modo]. Es claro que para el 
estudio de las propiedades, no es necesario colocar efectiva­
mente á los poliedros en la susodicha posición , bastando que 
exista la posibilidad de hacerlo, si llegára el caso. 

TKOUEMA V. [ F i g . 279.) 

N.0 336. Dos ángulos triedros, SXBC, S ' A ' B ' C , SÍW 
iguales, 

í .0—Cuando tienen una cara igual [SAB=S/A/B/] ad­
yacente á dos ángulos diedros iguales y [dispuestos del mis-
rao modo]; 

2.°—Cuando tienen un ángulo diedro igual [ B S A G ^ B ' S ' A ' C ] 
formado por caras respectivamente iguales [y dispuestas de 
la misma manera]; 

3.°—Cuando tienen sus tres caras respectivamente igua­
les [é igualmente dispuestas]. 

PRIMER CASO. Apliquemos la cara S 'A 'B ' sobre su igual 
SAB, de modo que se confundan las aristas correspondientes 
SA, S'A' y SB, S 'B ' . Como los ángulos diedros en SA y S'A' 
son iguales por el supuesto, tacara S ' A ' C coincidirá conSAC; 
y por la misma razón coincidirá S'B'C7 con SBC; luego el 
arista S ' C , común á las dos caras S ' A ' C , S 'B 'C se confundirá 
con el arista SG común á las caras SAC, SBC; quedando por 
lo tanto confundidos los ángulos triedros. 

SEGUNDO CASO. Apliquemos como antes la cara S 'A'B' so­
bre su igual SAB ;~siendo iguales los ángulos diedros en SA, 
S 'A', la cara S ' A ' C se confundirá con S C A ; y como también 
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itíiiemos S ' A ' G ^ S C A por el supuesto, el arista S ' C se con­
fundirá con SC, coincidiendo por consiguiente las caras SBC, 
S ' B ' C ; y confundiéndose los ángulos triedros. 

TERCER CASO. [Véase antes el n.0 63.] — Quedarla demos­
trada la igualdad de los ángulos triedros si se pudiera probar 
que el ángulo diedro en S'A', por ejemplo, es igual al ángulo 
diedro en SA, porque entonces se reducía este caso al segun­
do. Para esto pues, supongamos por el pronto que sea 

B S C A > B ' S ' C / A ' , 

y coloquemos como antes la cara S'A'B'sobre su igual SAB: 
en virtud del supuesto que hemos hecho, la cara S'A'C' caerá 
por dentro del ángulo diedro B S C A ; y por consiguiente, el 
arista S ' C deberá tomar una dirección interior al ángulo trie­
dro, ó caer en S I sobre el plano SBC, ó tomar la dirección SD' 
esterior á la cara SBC—-Examinaréraos solo el ultimo caso.—-
Tendremos en él 

B 'S 'C ' = BSC = BSD' . 

Como el plano ASD' corta á la cara SBC en una recta S I , 
que determina dos ángulos triedros SIAC, S I B D ' opuestos por 
una arista S I , resulta (n.0 531 , escol.) 

A S C - f - B S D ' < B S C ^ ASD', 

de donde, restando de una parte, A S C , y de otra su igual 
ASD7, 

B S D ^ B S C , 

resultado contradictorio con la igualdad SBC = BSD'arriba 
puesta. 

Las otras dos hipótesis se resuelven mas fácilmente. 
Es pues absurdo suponer al ángulo diedro B ' S ' A ' C dife­

rente de B S A C ; luego, etc., etc. (*) 
COROLARIO. DOS ángulos triedros son también iguales 

( * ) E l uso de una d e m o s t r a c i ó n aná loga á la del n ú m e r o 63 nos 
l iabr ia conducido á l a c o n s i d e r a c i ó n de dos á n g u l b s triedros s i m é t r i ­
cos; inconveniente que hemos querido ev i t a r . 
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cuando tienen respectivamente iguales los tres ángulos die­
dros [dispuestos del mismo modo]. 

En efecto, si consideramos los ángulos triedros respecli-
vamente suplementarios (n.0 330.) de los dados, veremos que 
sus caras son respectivamente iguales, como suplementos res­
pectivos de ángulos diedros iguales respectivamente por el 
supuesto; los suplementarios son iguales en virtud del tercer 
caso de la proposición precedente; luego sus ángulos diedros 
son respectivamente iguales, y también lo serán sus suple­
mentos, los cuales no son otra cosa que las caras de los á n ­
gulos triedrospropuestos. Luego, etc., etc. 

Se observará fácilmente que esa misma propiedad de los 
ángulos triedros suplementarios enlaza entre si á los dos p r i ­
meros casos de la proposición anterior. 

ESCOLIO 1.0 Podríamos demostrar otros dos casos de igual­
dad, también unidos entre sí por la propiedad de ios ángulos 
triedros suplementarios.—Pero los dejamos para el tercer ca ­
pítulo. 

Así pues un ángulo triedro queda determinado conocien­
do tres de los seis elementos que le constituyen [tres caras y 
tres ángulos diedros formados por ellas]; lo cual dá seis com­
binaciones diferentes, unidas de dos en dos por el ángulo trie­
dro suplementario. 

Réstanos añadir que satisfecha la condición de igualdad 
de dos ángulos triedros, resultan las caras iguales opuestas á 
ángulos diedros iguales; y recíprocamente. Consecuencia ne­
cesaria de la posibilidad de una superposición completa de los 
dos ángulos triedros. 

ESCOLIO 2.° Finalmente, la demostración del caso tercero, 
y la del que podemos llamar cuarto caso [el de ser iguales los 
ángulos diedros], dán lugar á dos teoremas análogos á los del 
número 64; á saber: 

1. ° Cuando dos caras de un ángulo triedro son respecti­
vamente iguales á dos de otro, s i el ángulo diedro compren­
dido por las primeras es mayor que el ángulo diedro com­
prendido por las segundas, la cara tercera del primer á n ­
gulo triedro será mayor que su correspondiente en el se­
gundo;—y recíprocamente. 

2. ° Cuando dos ángulos diedros de un ángulo triedro 
son iguales respectivamente á dos ángulos diedros de otro 
ángulo triedro, si la cara, adyacente á los dos primeros, es 
mayor que la cara adyacente á los dos segundos, el tercer 
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ángulo diedro del primer ángulo triedro es mayor que su 
correspondiente en el segundo;—y reciprocamente. 

TEOREMA V I . [Fig. 280.) 

N." 337. £ n todo ángulo poliedro convexo SABCDEF, 
la suma de las caras vale menos de 4 RECTOS. 

Corlemos (n.0 319.) el ángulo poliedro por un plano cual­
quiera [no paralelo á las aristas]; y obtendremos un polígono 
A B C D E F , dentro del cual podremos tomar un punto cual­
quiera O que juntaremos por medio de rectas con los diferen­
tes vértices A , B , C, D , . . . , del polígono. 

Esto supuesto, considerando primero las tres caras que tie­
nen por vértice común el punto A, luego las que tienen por vér­
tice común el punto B , y así sucesivamente iremos probando 
como en el número 332, que la suma de los ángulos de la base 
de todos los triángulos que tienen su vértice en S, es mayor que 
la suma de los ángulos de la base de los triángulos que tienen 
su vértice en O; luego para que haya compensación, la suma 
de los ángulos enS, pertenecientes á los primeros triángulos, 
debe valer menos que lasuma delosángulosenOde lossegundos; 
pero esta vale 4 rectos; luego la otra vale menos de 4 rectos. 

En el Apéndice completarémos la teoría de los ángulos 
triedros y poliedros. 

§ IV. De los poliedros convexos. 

[Véase SÜ definición general en los números 294 y 295, 
donde además hemos espueslo sus principales caractéres.] 

Los dos poliedros que mas nos ocuparán en adelante, son 
el prisma y h p i rámide . 

Del prisma y de sus varias especies. 
N.0 338. E l PRISMA es un poliedro que tiene por caras 

dos polígonos planos, iguales y paralelos, y además tantos 
paralelógramos como lados tiene cada polígono. 

De esta definición se infiere evidentemente que todos los 
ángulos poliedros del prisma son ángulos triedros. 

Para formar un prisma, considerémos un polígono plano 
ABCDE [fig. 281); y por sus vértices tiremos fuera de su pla­
no, y hacia el mismo lado respecto de este, las rectas A A ' , 
B B ' , C C ' , . . . , iguales y paralelos, formando después el polígo-
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no A ' B ' C ' D ' E ' . - L o s cuadriláteros A B ' , B C , C D ' , . . . , serán 
paralelógramos (n.0 74.); y el polígono A 'B 'C 'D 'E ' será igual 
al ABCDK (n.0 322.,escoL) 

[La figura del número 163., 3.a construcción, es enlera-
mente análoga á la figura 281, que consideramos ahora: la 
únicadiferencia consiále en hallarse laslíneas A A ' , B B ' , C C ' , . . . , 
de la figura 106 trazadas en un mismo plano, mientras las de 
la actual están arbitrariamente dirigidas en el espacio, aunque 
paralelas entre sí.] 

Los paralelógramos A B ' , B C ' , . . . , se llaman c a r a s latera­
les ÚQ] prisma, y bases del mismo los dos polígonos paralelos: 
dltura es la perpendicular común á las dos bases. 

Sin dificultad se conoce que 
Toda sección MNPQR, dada á un prisma por un plano 

paralelo á las dos bases, es un polígono igual á estas. 
De donde resulta que el prisma puede también considerar­

se coaio engendrado por el movimiento de una de sus bases 
paralelamente á sí misma, á lo largo de una arista lateral A A ' ; 
y es de notar que, durante este movimiento, pasa el prisma 
por todas las magnitudes desde cero hasta el infinito. 

Para hacerle lomar un valor determinado, basta tirar un 
plano paralelo á ABCDE, tan cerca ó tan lejos de esta base 
como sea necesario. 

Advert. Todo plano no paralelo á las bases, divide al pris­
ma en dos poliedros que se llaman prismas truncados, ó tron­
cos de prisma. 

N." 339. Llámase triangular, cuadrangular, pentago­
nal , . . . , un prisma, según es su base un triángulo, un cuadri­
látero, un pentágono,... , es decir, según tiene 3, 4, 5 , . . . , 
caras laterales. 

Se llama jonsma recto aquel cuyas aristas laterales son 
perpendiculares á las bases; — y entonces la altura es igual á 
cualquiera de ellas. 

Se llama regular un prisma cuando es recto y sus bases 
son polígonos r ^ M / a m . —Entonces son rectángulos todas 
sus caras laterales. 

Finalmente, todo prisma puede descomponerse en prismas 
triangulares, para lo cual basta tirar planos diagonales pol­
las aristas A A 'y C C , A A' y ÜD', etc., que no pertenecen á la 
misma cara (n.0 294.). 

N.0 340. Del paralelepípedo [fig. 282.)—Cuando las ba­
ses del prisma son también paralelógramos, toma la figura el 
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nombre de PARALELEPÍPEDO.—Entonces el prisma está forma -
do por seis caraspara le lográmicas opuestas de dos en dos. 

En todo paralelepípedo las caras opuestas son iguales; 
porque considerando las caras A B F E , DCGK, por ejemplo, 
tenemos 

AB = DC, B F = CG (n.0 74 . ) , 

y ángulo AÜ¥=ángu lo DCG {n.0 322.); luego son iguales-es­
tos paralelógramos (n.0 78.). 

Es además visible que toda sección^ dada en un paralelepí­
pedo, paralelamenteá una cara, es ünparale!ógramo{n.0 318-.)v 

E l paralelepípedo se llama recto cuando las aristas latera­
les son perpendiculares á las bases; y rectángulo cunnúo ade­
más de esa condición tiene la de ser'rectángulos sus bases, eB 
cuyo caso son rectángulos todas sus caras. 

E l paralelepído rectángulo se llama CUIÍO cuando sus ba­
ses son dos cuadrados, á cuyo lado es igual el arista latera! 
ó lado.—De modo, que cubo es un prisma formado por seis 
cuadrados iguales; y es respecto de los poliedros en genera^ 
lo que el cuadrado respecto de los polígonos (n.0 80.). 

N.0 341. De las diagonales úe\ paralelepípedo,—Se lla­
man aristas opuestas las dos que siendo paralelas, como A E , 
CG [fig. 285), no están situadas en una misma cara ; de cuya 
definición resulta que respecto de cada arista solo hay una que 
le sea opuesta. Hay en un paralelepípedo doce aristas;:\üeg& 
el número de pares de aristas opuestas es seis. 

Cada par determina un paralélógramo AEGC (n.074.) cuyo 
plano es un plano diagonal (n." 294 . ) ; hay pues seis píanos-
diagonales.—Cada paralélógramo de estos i kmdos diagona­
les, y esas son las que se llaman diagonales del paralelepípe­
do. De donde parece resultar que el paralelepípedo \¡\em doce 
diagonales.—Pero observemos que cada diagonal, como A G , 
es común á tres planos diagonales A B G K , A D F G , A E C G ; 
luego en todo paralelepípedo no hay realmente mas que enatra 
diagonales diferentes; á saber: AG, B K , C E , DF ; — sus es­
trenaos se llaman vértices opuestos del paralelepípedo. 

Hay además otras doce diagonales situadas en la suf erficie 
del poliedro: tales son AC, A K , A F , B E , . . . 

TEOREMA I . [F ig . 285.) 

N." 342. Las cuatro diagonales de un paralelepípedo 
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concurren en m mismo punto;—z\ cual es á la vez el punto 
medio de la recta que junta tos centros de dos caras opues­
tas, ó los medios de dos aristas opuestas. 

En efecto, considerémos primero las dos diagonales A G . 
C E , por ejemplo: como pertenecen al mismo paralelógramo 
ACGE, se cortan (n.0 76.) mútuamente en dos partes iguales. 
Pero la misma diagonal AG, con otra diagonal D F , pertenecen 
á otro paralelógramo ADGF; luego el punto O, medio de A G , 
€ E , lo es también de DF.—Del mismo modo se demostrarla 
que también O es el punto medio de B K ; quedando con esto 
demostrada la primera parte de la proposición. 

Ahora la recta I L , que junta los puntos medios 1, L , de 
dos lados opuestos del paralelógramo A C G E , pasa por su cen­
tro O (n." 75.); lo cual demuestra la segunda parte de la pro­
posición. 

ESCOLIO 1.° E l punto O, medio de las cuatro diagooale* 
del paralelepípedo, y dé las varias rectas que juntan los cen­
tros de las caras opuestas, se llama centro del paralelepípedo. 

ESCOLIO 2.° E n todo paralelepípedo rectángulo AG 
{fig. 283), el cuadrado de cada diagonal, D F , es igual á l a 
suma de los cuadrados de las tres aristas, B F , BA, BG, que 
forman un mismo ángulo triedro B. 

Tírese la diagonal BD de la cara A B G D . — E l triángulo 
FDBdá 

FD2=FB2-f-BD2. 

pero por hipótesis, el triángulo BDA es también rectángulo en 

A ; luego tenemos DB2=AB2-f-AD2=ABííH-BC2; 
luego, sustituyendo en lugar de BD2 su valor en la igualdad 
anterior, tendremos 

FD2=FB2H-BA24-BC2. 

Lo mismo se demoslraria de las demás diagonales. 
De donde resulla necesariamente que—Zas cuatro dia­

gonales de m paralelepípedo rectángulo soniguales (n.079.). 

De la p i rámide . 

N.0 343. Se llama PIRÁMIDE un poliedro entre cuyas ca~ 
ras hay una que es un, polígono cualquiera, cuyos lados 
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sirven respectivamente de base á las demás caras, que son 
triángulos y tienen todas común un vértice. 

ün ángulo poliedro [ftg. 270) euyas caras se corlan por un 
plano MN, da una pirámide S A B C D E F . 

La cara ABCDE de una pirámide SABCDE {¡ig. 286) , se 
llama su base; el vértice S, común á todos los triángulos S A B , 
SBC, S C D , . . . , toma mas particularmente el nombre de vér t i ­
ce ó cúspide de la pirámide; su altura es la perpendicular SO 
bajada desde el vértice á la base.—Las caras SAB, SBC, . . . f 
se llaman caras laterales, y las aristas SA, SB, S C , . . . , se lla­
man aristas laterales. 

Se llama pirámide regular la que tiene por base un polí­
gono regular, hallándose su vértice y el centro de este en una 
misma perpendicular á la base.—En este caso todas las caras 
laterales son triángulos iguales é isósceles (n.0 303.). 

Las perpendiculares bajadas desde el vértice S á los lados 
de la base se llaman apotemas de la pirámide regular, y son 
todas iguales, porque lo son tambieu las apotemas del polígo­
no regular que sirve de base.. 

Una pirámide, regular ó irregular, se llama triangular, 
madrangular, pentagonal,..., según es su base un triángulo, 
un cuadrilátero, un pentágono,. . . ; pero la pirámide triangu­
lar se designa por lo común con el nombre de TETRAEDRO, que 
es el que usaremos en adelante. 

TEOREMA I I . [ F i g . 286.) 

N." 344. Todo plano tirado en una pirámide paralela­
mente á l a base determina una sección semejante á esta , y 
divide á las aristas laterales, y á la altura SO, en partes 
proporcionales. 

Siendo paralelos los planos ABCDE, abcde, resultan tam­
bién paralelas las rectas AB y a6, BC y 6c, CD y CÍ/,..., 
{n.0 318.); luego los ángulos ABC y afic, BCD y bcd,..., son 
respectivamente ¡guales (n.0 322.).—Además, los pares de 
triángulos semejantes SAB y Sa6, SBC y S k , . . . , dán(n. 195.) 
las séries de razones iguales 

S A : S a : : A B : a 6 : : S B : S 6 , 
SB : 86 :: BC : be;: SC : Se, 
S C : Se :: CD : cd :: SD : Srf; 
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de donde se saca, á causa de las razones comunes, 

A B : a 6 : : B C : 6 c : : C D : c r f : : . . . 

Así pues, los dos polígonos A B G D E , abcde, son semejante* 
(n.0198.). i 

Considerando ahora solo las razones entre las aristas late­
rales, tenemos, de las mismas séries arriba puestas, 

S A : S a : : S B : S 6 : : S G : - S e 

donde se ve que las aristas están cortadas en partes propor­
cionales. 

En fin, si , por la arista SB y la altura SO, tiramos un pla­
no, su intersección bo con el plano abcde será paralela á BO 
(n.ü 318.); y los dos triángulos semejantes SBO, S6o, darán 

SO : So : : S B : S 6 : : S A : S a 

lo cual completa la demostración del teorema enunciado. 
COROLARIO. Cuando dos pi rámides S A B C D E , TMNP, 

tienen bases equivalentes [pudiéndose suponer estas situadas 
en un mismo plano] y alturas iguales, S O = T Q , las dos sec­
ciones abcde, mnp, hechas por un mismo plano paralelo á 
las bases son también equivalentes. 

Puesto que son semejantes los polígonos ABCDE, abcde, 
tenemos la proporción 

ABGDE : abcde :: A B 2 : ab2; 

luego, en virtud de la proposición anterior, 

ABCDE : abcde :: SO'2: So2. 

Los dos polígonos MNP, mnp, dán también 

MNP :mnp:: TQ2 : T f ; 

pero por construcción tenemos, 

SO=TQ, 8 0 = 1 ^ ; 

de consiguiente ABCDE : abcde :: MNP : mnp. 

Ahora bien, por hipótesis, ADCDE=MNP; luego también, 
abcde—mnp; L C . I h D . 
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•ESCOLIO. SI las bases de dos pirámides son no solo equi­

valentes, sino también iguales y superponibles, debe suceder 
lo mismo con las secciones hechas á la misma altura en las p i ­
rámides; pues no podrían ser semejantes á sus bases respecti­
vas, y equivalentes entre sí, sin ser iguales. 

De la igualdad de los poliedros. 

TEOREMA 111. 

N.0 345. Dos poliedros convexos que tienen Jos mismos 
vértices y en el mismo número, coinciden enteramente. 

Siendo la demostración enteramente análoga á la que sedió 
respecto de los polígonos (n.0 88.) , nos limitaremos á advertir­
lo así, añadiendo que aquella sirve para este sitio mudando las 
palabras lados y diagonales en caras y planos diagonales. 

TEOREMA IV. [ F i g . 287.) 

N." 346. Dos prismas cualesquiera son iguales cuando 
tienen un ángulo triedro igual [A, A'] formado por tres po­
lígonos iguales respectivamente, y reunidos del mismo modo. 

Siendo iguales las bases, y teniendo á la vez 

A B G F = A ' B ' G ' F ' , A E L F ^ A ' E ' L ' E ' , 

resulla que los tres ángulos planos que forman el ángulo trie­
dro en A son respectivamente iguales á los que forman el án­
gulo triedro en A ' , lo cual revela la igualdad de los ángulos 
diedros (n.0 336.). Luego si colocamos la base A 'B 'C 'D 'E ' so­
bre su igual ABGDE, las caras A ' B ' G ' F ' , A ' E ' L ' F ' , coincidi­
rán con sus iguales A B G F , A E L F ; coincidirán pues los tres 
puntos F ' , G ' , L ' , con los puntos F , G , L ; y los planos de las 
bases superiores, teniendo tres puntos comunes, se confundi­
rán totalmente (n.0 290.); y como estas bases son iguales, de­
berán coincidir los otros vértices 1 ' , K 7 , con los I , K ; que­
dando por consiguiente confundidos en uno los dos prismas 
(n.0 345.). 

ESCOLIO 1.° Dos prismas rectos son iguales cuando tie­
nen la misma base y la misma altura. 

Porque, si hacemos coincidir las bases de modo que se con­
fundan los vértices homólogos, como por el supuesto las aris-
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tas laterales SOQ perpendiculares á las bases, deberán tomar la 
misma dirección ; y como son'todas iguales, coincidirán sus 
estremos, que son los vértices de las bases superiores, que­
dando confundidos por consiguiente los prismas. 

ESCOLIO 2.° En el Apéndice demoslrarémos que los dos 
prismas triangulares A B G E F G , ADCEKG {fíg. 282) son s i ­
métricos; y por consiguiente, en general, no pueden superpo­
nerse, aunque tienen lascaras y los ángulos diedros iguales res­
pectivamente.—Solo siendo recto el paralelepípedo [fig. 283) 
escomo son superponibles los dos prismas; y entonces, para 
hacerlos coincidir, basta revolver al segundo de modo que su 
base inferior BGD venga áconfundirsecon su igual ADB. Sien­
do rectos los prismas por hipótesis, tomarán la misma direc­
ción las aristas (n.0 301.); y como estas son iguales, coincidirán 
sus estremos, que son los vértices de las bases superiores; 
quedando por lo tanto los prismas confundidos. 

Concluyamos de aquí que—Zo5 dos prismas rectos en qm 
queda dividido un paralelepípedo recto por cualquiera de 
íosplanos diagonales, son iguales y superponibles. 

TEOUEMA V. [ F i g . 288.) 

N.0 347. Dos tetraedros son iguales en dos casos princi­
pales: 

1 . ° — Cuando tienen m ángulo diedro igual [ D A B C = 
D'A'B'C] formado por dos caras iguales respectivamente, y 
reunidas de la misma manera; 

2, ° — Cuando tienen un ángulo triedro igual [ k — X ' ] 
formado por tres caras respectivamente iguales, é igualmen­
te dispuestas. 

PIUMEK CASO. Coloqúese la cara A 'B 'D ' sobre la A B D ; — 
como el ángulo diedro en A'B'es igual al ángulo diedro en A B , 
la cara A ' B ' C caerá sobre la ABC; y como estas caras son 
¡guales, las rectas B ' C , A ' C , coincidirán respectivamente con 
BG, AC. Coincidiendo pues los vértices A ' , B ' , C , D ' , con los 
A, B, C, D, quedarán confundidos los tetraedros. 

SEGUNDO CASO. Siendo las tres caras del ángulo triedro A' 
iguales respectivamente á las del ángulo triedro en A, resulla 
(n." 290.) que son también iguales los ángulos diedros en A ' B ' 
y AB; quedando con esto la proposición reducida al caso pre­
cedente. 

COROLARIO. Dos tetraedros son iguales cuando tienen sus 
23 
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aristas respectivamente iguales, é igualmente dispuestas. 

Es decir, del modo que los triángulos resultantes sean 
iguales y estén reunidos de la misma manera (n.0 335.); por­
que entonces son iguales las caras. 

ESCOLIO 1.° Dos tetraedros son también iguales cuando 
tienen una cara igual,y los ángulos diedros adyacentes igua­
les respectivamente y dispuestos de la misma manera;—por­
que, haciendo coincidir las dos caras iguales, los planos de las 
otras tres caras del uno de los ángulos triedros habrán de con­
fundirse con los délas otras tres del segundo ángulo triedro:— 
y por consiguiente el punto de concurso de los tres planos 
primeros deberá confundirse con el de los tres segundos. 

ESCOLIO 2.° Dos pirámides son iguales cuando tienen un 
ángulo triedro igual formado por tres caras [la base y dos 
laterales] iguales respectivamente, ¿igualmente dispuestas. 

En efecto, colocando las bases una sobre otra, iríamos de­
mostrando como antes que deben coincidir las caras, coinci­
diendo porconsiguiente los vértices de las pirámides: luego, ele. 

N." 348. Descomposición de un poliedro en tetraedros. 
Antes de pasar á la teoría de los poliedros iguales en ge­

neral, daremos algunas nociones sobre su descomposición en 
tetraedros. 

Así como hay (n.083.) muchos medios de descomponer un 
polígono en triángulos, así también puede un poliedro descom­
ponerse en tetraedros de varios modos, siendo los dos princi­
pales análogos á los empleados en los polígonos. 

PRIMER MEDIO. Concibamos un punto O lomado arbitra­
riamente en lo interior de un poliedro [que suponemos con­
vexo]; y hagamos pasar por él y porcada una de lasaristasuna 
série de planos:—todos estos se irán cortando de dos en dos 
en unas rectas, que concurriendo en el punto O, determinarán 
otras tantas j 0 i > á m ^ 5 triangulares, cuadrangulares, etc., co­
mo caras tiene el poliedro con sus vértices en el punto O. 

Ahora, si desde un mismo vértice de cada cara cuadrangu-
lar, pentagonal, etc., se tiran diagonales á los demás, quedará 
dividida la superficie poliédrica en triángulos, y por consi­
guiente el poliedro en tantos tetraedros con su vértice en el 
punto O, como triángulos haya en la superficie total, sirvién­
doles estos de bases. 

SEGUNDO MEDIO. Gonsiderémos un vértice cualquiera A 
del poliedro, y descompongamos en triángulos [por medio de 
diagonales liradas desde un mismo ángulo de cada cara] todas 
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las caras menos las concurrentes en A; después hagamospasar 
planos por este punto y por los diferentes lados de los trián­
gulos resultantes, y tendremos el poliedro descompuesto en 
tantos tetraedros con el vértice en A, como triángulos haya 
en las caras del poliedro, escepto las concurrentes en A . 

Así, en el paralelepípedo, por ejemplo, como es triedro ca­
fa ángulo sólido, quedan por descomponer tres caras, que dán 
cada una dos triángulos; luego el poliedro es igual á la suma 
de seis tetraedros que tienen por vértice común el punto A 
{/ig. 282), y por bases jos triángulos recien nombrados. 

N.0 349. Observación importante sobre estos dos métodos 
de descomposición.—Cualquiera que sea el medio que escoja­
mos, siempre hay que dividir los tetraedros resultantes en dos 
especies principales, unos esteriores y otros interiores. 

Llámanse tetraedros esteriores los que tienen dos ó tres 
caras en la superficie del poliedro; y tetraedros interiores los 
que solo tienen en la superficie del poliedro una cara, que es 
la que les sirve de base. 

La ftg. 289, en que la descomposición del poliedro se lia 
hecho por el segundo método [que es el mas usado] hará co­
nocer las dos especies esplicadas de tetraedros. 

En el poliedro A B C D E F G K I L M se distinguen siete caras 
anteriores, A B D E , B C D , D E F , C D F G , CGK, K C B , K B A I ; 
y cinco caras posteriores, A L M F E , GMF, G M L K , L 1 K , A I L . 

Tomando el punto A, por ejemplo, por vértice común, co­
mo en él se reúnen las cuatro caras, K B A I , A B D E , A I L , 
A L M F E , solo hay que descomponer en triángulos las caras an­
teriores BCD, D E F , C D F G , CGK. K C B , lo cual dá seis trián­
gulos; y las posteriores L I K , G L M K , G M F , que dán cuatro 
triángulos.—De donde resulta que el poliedro podrá descom­
ponerse en diez tetraedros con el vértice comun en A. 

Advert. Es ventajoso tomar el vértice en que concurran 
el mayor número de caras. 

Los tetraedros ABCD, A D E F , A K B C , . . . , son de la prime­
ra especie, por tener dos ó tres caras en la superficie del 
poliedro. 

El tetraedro AMGF es de la segunda especie, porque no 
tiene en la superficie del poliedro mas que la cara GMF, sien­
do interiores las aristas A G , AM, A F . 

En general puede determinarse fácilmente la especie de ca­
da tetraedro por la inspección de la base y de las caras latera­
les [supuesto el vértice en A ] . 
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Añadiremos que, en los teiraedros de la primera especie, 

f m ángulos diedros, ó solo un ángulo diedro, son ángulos die­
dros del poliedro dado; mientras que en los tetraedros interio­
res todos los ángulos diedros son diferencias de otros perte­
necientes ó al poliedro , ó á tetraedros esteriores, ó á tetrae­
dros interiores. 

Esto procede de que lodos los tetraedros que componen la 
figura están reunidos por caras comunes sin penetrarse nunca. 

Todas estas observaciones serán muy útiles en adelante, y 
se debe tratar de comprenderlas bien á fondo. 

N.0 350. Igualdad de los poliedros en general. —Dos po­
liedros cualesquiera se llaman iguales y superponibles, cuando 
se les puede hacer coincidir enteramente. 

De donde resulta que—1.°—Dos poliedros iguales tienen 
iguales respectivamente todas sus aristas y sus diagonales; 

2. ° que—Pueden descomponerse en un mismo número 
de tetraedros iguales, é igualmente dispuestos ; 

3. ° que—Todas sus caras son iguales respectivamente, 
y lo mismo sus ángulos diedros. 

Las dos últimas proposiciones son susceptibles de recípro­
cas que se demostrarán en los dos teoremas siguientes. 

T E O R E M A V I . 

N.0 351. Dos poliedros son iguales cuando están com­
puestos de un mismo número de tetraedros iguales respecti­
vamente, y dispuestos de la misma manera. 

Porque enesle caso, siendo los tetraedros adyacentes unos 
á otros en los dos poliedros (n.0 349), y hallándose dispuestos 
en el mismo orden, bastará hacer coincidir un tetraedro, para 
que todos los demás vayan coincidiendo de unos en otros;eon 
lo cual se confundirán los dos poliedros. 

T E O R E M A V I I . 

N.0 352. Dos poliedros son iguales cuando tienen sus ca­
ras respectivamente iguales, é igualmente colocadas, y lo 
mismo los ángulos diedros. 

En efecto , descomponiendo en tetraedros á los dos polie­
dros [por el segundo método (n.0 348.)], y comparando luego 
de dos en dos los tetraedros esteriores, es decir, los que tienen 
dos ó tres caras en la superficie de los poliedros, se verá que 
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son iguales (n.0 347,) ya por tener un ángulo diedro igual 
[perlenecienle á los dos poliedros] formado por dos caras igua­
les, ya por tener sus tres caras iguales [triángulos homólogos 
en los dos poliedros]; de donde se deduce que serán iguales 
respectivamente las demás partes de los susodichos tetraedros 
esleriores. 

Comparando despuesdos t e t r aed rosmím 'om adyacentes á 
los precedentes, veremos que también son iguales, por tener 
un ángulo diedro igual [diferencia entre un ángulo diedro del 
poliedro y.un ángulo diedro de los tetraedros ya reconocidos 
iguales], formado por dos caras respectivamente iguales [á sa­
ber; una cara igual en los dos poliedros, ó un triángulo homó­
logo de una de las caras, y una cara igual de los tetraedros ya 
reconocidos iguales]; y así de unos en otros.—Luego final­
mente los poliedros son iguales por hallarse compuestos de un 
mismo número de tetraedros iguales. 

ESCOLIO. Podria también demostrarse esta última proposi­
ción colocando una de las caras del segundo poliedro sobre su 
homologa del primero.—Entonces todas las caras adyacentes 
coincidirían, pues por el supuesto, son iguales entre s í , están 
igualmente inclinadas respecto de la cara ya común, y se ha­
llan dispuestas del mismo modo. Así se continuaría de unas en 
otras hasta confundirlas todas. 

Este clase de demostración origina observaciones análogas 
á las hechas respeclo .de los polígonos, sobre el número de da­
tos necesarios para su determinación [véanse los n.os 167 y 
sig.]; pero no insistiremos mas en estas consideraciones, que 
salen de la ostensión de unos Elementos {") . 

Nos reducirémos á observar que en los poliedros el núme­
ro de los ángulos diedros es siempre mayor que el núraerode 
caras, mientras que en los polígonos el número de ánigulos es 
igual al de lados. Esto depende de queá una misma cara poli­
gonal cualquiera se unen otras varias caras poligonales d e n » 
número de lados mas 6 menos considerable: y ya hemos visto 
(n.0 294.) que á cada arista corresponde un ángulo diedro. 

Así es como el tetraedro tiene cuatro caras y seis ángulos 

(*) M. CAUCHY ha demostrado que cuando los poliedros son con­
v e s o s , basta para ser iguales con tener iguales las caraíj [Véase el 
Journal de 'Ecole polytccbnique , 16.° cuaderno, p á g . 87 y s ig.] 
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diedros, y una pirámide cualquiera liene ( w-f 1) caras y 2/* 
ángulos diedros, siendo n el número de lados de la base, ele. 

Asi , en la fig. 289 se cuentan 12 caras y 20 aristas ó án -
iiulos diedros. 

CAPÍTULO 1¡. 

D E LOS T U E S CÜEKPOS R K Ü 0 N U 0 S . — D E L C I L I N D R O , D E L CONO Y DE 

L A E S F E R A . — P O L I E D l l O S R E G U L A R E S . 

Este capítulo tendrá cuatro párrafos: el primero tratará 
del cilindro y del cono; el segundo de la esfera y de sus prin­
cipales propiedades; el tercero de la teoría de los triángulos 
y polígonos esféricos; y el cuarto de los poliedros inscripti-
bles y circunscriptibles t y en particular de los poliedros re­
gulares. 

§ I . Del cilindro y del cono". 

Del cilindro recto. 

N.0 353. Llámase CILINDRO REGIO [que es el que princi­
palmente se considera en la Geometría elemental] una figura 
engendrada por la revolución de un rectángulo ABDG [fig. 290) 
al rededor de uno de sus lados A B , que entonces se llama e/e 
del cilindro, y también su altura. 

En este movimiento el lado C D , opuesto al A B , engendra 
una superticie que se llama superficie cilindrica; y los lados 
AC, BC, permaneciendo perpendiculares á A B , describen cír­
culos cuyos planos son también perpendiculares á A B ; estos 
círculos se llaman bases del cilindro; y la recta CD toma el 
nombre de lado ó generatriz de la superficie cilindrica.—Za 
generatriz del cilindro recto es igual á su al tura , es decir, 
á su eje. 

E n este movimiento, cada uno de los puntos I del lado 
permanece á la misma distancia del eje, y describe una cir­
cunferencia de círculo cuyo radio 10 es perpendicular á este, 
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é igual al radio AC ó BD de las bases; lo cual se espresa d i ­
ciendo que: 

Toda sección dada al cilindro paralelamente á las bases 
es igual á cada una de estas. 

• Donde se ve que el cilindro puede también considerarse 
engendrado por el movimiento de una de sus bases paralela­
mente á si misma á lo largo de la generatriz; quedando en­
tonces la superficie eilindrica engendrada por la circunferencia. 

T E O R E M A 1. [ F i g . 290.) 

N.0 354. Todo plano E F G K , tirado paralelamente al 
eje AB de un cilindro, por una cuerda E F de la base, cor­
ta á la superficie cilindrica en dos generatrices E G , F K . 

En efecto, puesto que el plano es paralelo á AB y pasa por 
el puDlo E , debe contener (n.9 313., corol. 1.°) á la paralela 
á AB lirada por ese punto; luego contiene á la generatriz 
E G : —y como pasa por el punto F , debe por igual razón con­
tener á la generatriz F K de este punto. 

Luego (n.01.) las generatrices E G , F K , son las intersec­
ciones del plano con la superticie cilindrica. 

Advert. La figura E F G K resultante es un rectángulo. 
ESCOLIO 1.° Cuando el plano pasa por el eje mismo, la 

sección GDD 'C es evidentemente un rectángulo doble del rec­
tángulo generador; y las dos generatrices correspondientes se 
llaman generatrices opuestas. 

Si el plano paralelo pasa por una recta L L ' tangente á la 
base en el punto M, toma el nombre de tangente al cilindro, 
porque en este caso no tiene común con la superficie cilindri­
ca mas que la generatriz MN tirada por el punto de contacto. 
Se concibe en efecto que ningún otro punto del plano, situado 
á uno ú otro lado de ÁIN, podrá hallarse á la vez en la supér­
ele cilindrica: porque si esto sucediera, como la generatriz 
correspondiente á este punto deberla también pertenecer al 
planean.0 353.), sería necesario que esta generatriz encontra­
ra á la base en la recta L L ' , lo cual es absurdo. 

E l plano tangente al cilindro es por consiguiente el deter­
minado por una recta tangente á la base, y la generatriz del 
punto de contacto: su propiedad característica es tocar a l a 
superficie en toda la estension de la generatriz; de aquí pro­
cede que 

Todo plano perpendicular a l eje corla á la superficie ci-
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lindrica en un circulo, y a l plano tangente en una recta imí­
tente á la circunferencia de la sección. 

N.0 355. E S C O L I O 2 . 0 ~ S ¡ se inscriben y circunscriben á 
la circunferencia de la base inferior varios polígonos, y por 
sus lados se conciben planos perpendiculares á la base, estos 
planos cortarán á la base superior en polígonos iguales á los de 
Ja base inferior, y delerminarán con unos y otros prismas (nú­
mero 338.) que llamaremos prismas inscritos ó prismas cir­
cunscritos al cilindro. 

Cuando los polígonos son regulares, los prismas lo son 
también (n.0 339.). 

Considerémos en particular un prisma regular circunscri­
to, y supongamos que el número de lados de la base se hace 
infinitamente grande; entonces, el perímetro del polígono se 
confundirá con la circunferencia de la base del cilindro (núme­
ro 245.), y por consiguiente el cilindro podrá considerarse 
como un prisma regular de infinito número de caras rectan­
gulares, que tienen por altura común la del cilindro, y por 
bases los elementos de la base de este (n.0 245.). 

T E O R E M A I I . [ F i g . 291.) 

N." 356. L a superficie lateral de todo cilindro recto pue­
de desarrollarse sobre un plano y quedar representada por 
un rectángulo que tenga por altura la del cilindro, y por ba­
se la longitud de la circunferencia de l a base de este su­
puesta rectificada (n.0 241.). 

Para fijar las ideas, tomemos primero el prisma exagonal 
regular ABCDEFA'B 'C 'D 'E F ' , circunscrito á un cilindro cu­
ya altura es AA' y cuya base tiene el radio Oí . 

Supongamos que en una recta indefinida ax se han toma-
í lolas parles « M e , . . . , / a " , ¡guales á los lados AB, B C , C D , . . . , 
F A , del polígono, y que se han levantado las perpendiculares 
«a ' , bb', ce',..., a " a'", iguales á la altura A A ' . — E s eviden­
te que el rectángulo aa" a '" a' representará [en su verdadera 
magnitud] la superficie lateral del prisma, desarrollada eü un 
solo y mismo plano. 

[Para concebir de otro modo esta propiedad, basta imagi­
nar que el rectángulo BCC'B'gira al rededor de B B ' y viene 
á colocarse en el plano del rectángulo A B B ' A ' , que el rectán­
gulo CDD'C gira á su vez en torno de CGf para colocarse en 
el plano de los dos primeros; y así sucesivamente: en esto con-
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sisle propiamente lo que se llama desarrollo de una superficie 
sobre un plano.] 

Abora bien, pudiéndose repetir las mismas operaciones con 
los prismas regulares de 12, 24 , . . . , lados, se infiere que po­
drá llegarse á un rectángulo al l 'a ' , que tenga por altura aa' 
^ A A ' , y por base una línea a l igual á la circunferencia OI 
rectificada; L . C . D. D . 

Advert. Los pequeños rectángulos agg'a', gkk'g', . . . , re­
presentan aquí los eíerrtentos superficiales de la superficie l a ­
teral del cilindro, correspondientes á los elementos ag, 
de la circunferencia de la base. 

Del cono recto. 

N.0 357. E l CONO R E C T O es una figura engendrada por la 
revolución de un triángulo rectángulo SOA {fig. 292) al rede­
dor de uno de sus catetos, SO, que toma el nombre de eje del 
cono. 

La superficie engendrada en este movimiento por la hipo­
tenusa AS, se llama superficie cónica; y la recta SA su gene­
ratriz, arista ó l ado .—Él círculo descrito por el otro cáte­
lo AO del triángulo rectángulo es la base del cono; el eje SO 
se llama también su al tura; y el punto S su cúspide ó vér­
tice. 

En este movimiento, un punto cualquiera I de la genera­
triz SA describe un círculo cuyo radio ÍO' , perpendicular al 
eje SO, es evidentemente al radio O A de la base, como la dis­
tancia SO' es á la distancia SO. 

De donde resulta que—Toda sección hecha en un cono 
paralelamente á la base [ó perpendicularmente al eje] es una 
circunferencia de circulo. 

T E O R E M A I I I . [ F i g . 292.) 

N.0 358. Todo plano que pasa por el vértice de un cono 
recto y por una cuerda E E ' de sié base, corta á la superficie 
cónica en dos generatrices S E , S E ' , iguales á SA. 

En efecto, puesto que el plano dicho pasa por los tres pun­
tos S, E , E ' , debe contener á las generatrices S E , S E ' , cor­
respondientes á los puntos E , E ' . — Luego (n.0 1.) S E , S E ' , 
son las intersecciones del plano con la superficie cónica. 

Cuando el plano pasa por.el eje SO, es decir, por el vé r -
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lice S y por un diámelro de la base, la sección resullanle es un 
triángulo ASA ' doble del triángulo OSA; y las dos generatri­
ces correspondientes SA, SA' , se llaman generatrices ó lados 
opuestos. 

N.0 359. ESCOLIO 1.°—Se dice que un plano es tangente 
á un cono cuando pasa por una arista SM y por la tangen­
te L L ' á la base^ tirada por el punto M. — En efecto, en este 
caso ningún otro punto lomado en el plano puede pertenecer 
á la superíicie cónica ; porque si alguno hubiera, juntándole 
con el vértice S, tendríamos otra generatriz que, situada en 
el plano S L L ' , encontrarla á la base en un punto de la recta 
L L ' , lo cual es absurdo, porque L L ' es tangente á la base por 
el supuesto. 

El plano tangente al cono, como el plano tangente al c i ­
lindro (n.0 354., escol. 1.°), toca a la superficie cónica en toda 
la eslension d é l a generatriz; y de aquí resulta que. 

Todo plano perpendicular a l eje corta a la superficie có­
nica en una circunferencia de circulo (u.u 357.), y al plano 
langente en una tangente á la misma circunferencia. 

N.0 360. ESCOLIO 2.° — inscribiendo y circunscribiendo 
polígonos á la circunferencia de la base, y haciendo pasar su­
cesivamente planos por los lados de los polígonos y por el vér­
tice del cono, se forman pirámides inscritas y circunscritas á 
la superficie cónica. 

Cuando los polígonos son regulares, lo son también las pi­
rámides. 

En las pirámides regulares circunscritas, la recta llamada 
apotema (n.0 343.) es constantemente igual á la generatriz del 
cono. 

En fin, puede decirse, como se dijo respecto del cilindro, 
que 

E l cono es una p i rámide regular de infinito número de 
caras triangulares, que tienen por altura común la genera­
t r iz del cono, y por bases los elementos de la circunferen­
cia de l a base del cono. 

TEOREMA IV. ( F i g . 293 y 293*.) 

N.u 361. L a superficie lateral del cono recio siempre se 
puede desarrollar en un plano y quedar representada por 
un sector circular (n.0 2 5 i ,) que tenga por radio la genera-
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i r iz , y por base un arco de circulo igual en longitud á la 
circunferencia de la base. 

Considerémos primero la pirámide exagonal regular c i r -
cuuscrila al cono cuya base liene por radio 01 (fig. 293), 
siendo la generatriz S I apotema á la vez de la pirámide; y 
procuremos desarrollar sus caras laterales en un mismo pla­
no.—Para esto basta concebir que la cara SBC gira al rede­
dor de SB como charnela, hasta venir á colocarse en el plano 
de la cara S B A ; después se hace girar la cara SCD al rededor 
de SC hasta que su plano se confunda con el de las dos pr i ­
meras, y así sucesivamente, resultando al fin desarrollada la 
pirámide. 

Este desarrollo, representado por seis triángulos isósceles 
sab, sbc,..., sfa' [fig. 293*), adyacentes unos á otros en nn 
mismo plano, determina un sector poligonal sabedfa' (n.0 253.), 
que tiene por base una linea quebrantada regular abedfa', tal 
que la suma de los ángulos en el centro s es menor que cua­
tro rectos (n.0 337.), é igual en longitud al perímetro de la 
base de la pirámide, siendo apotema de este sector la genera­
triz S I del cono á que está circiinscrila la pirámide. 

Pudiéndose aplicar estas construcciones á cualquier clase 
de pirámides circunscritas, son aplicables á la superficie cóni­
ca que les sirve de límites; siendo entonces evidente que el 
desarrollo quedará representado por un sector circular cuya 
base será un arco igual en longitud á la suma de los elementos 
de la circunferencia de la base del cono, y su radio igual á la 
generatriz SA del mismo; L . Gi D . D . 

ESCOLIO . Las superficies cónicas y cilindricas no son sino 
casos particulares de una clase general de superficies que se 
llaman superficies desarrollables, y de que trataremos en el 
segundo Apéndice, donde también volveremos á hablar de las 
superficies cónicas y cilindricas consideradas bajo un punto de 
vista mas general. 

§ I I . Be la esfera y de sus principales propiedades, 

N.0 362. ESFEIIA es la figura descrita por la revolución 
de un semi-círculo al rededor de su diámetro (/?</. 294); — la 
superficie engendrada por la serai-circunferencia se llama si)'-
I ' E R F I C I E ESFÉRICA. 

En este movimiento, cada punto dé la semi-circunferencia 
describe otra circunferencia cuyo planees perpe ndicular al eje 
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de revolución AB, y cuyo centro P está situado en el eje, sien­
do MP su radio. 

En este mismo movimiento, todos los puntos de la semi­
circunferencia generatriz, AMB, quedan á igual distancia 
siempre del punto O, que es su centro, de donde resulta otra 
definición de la esfera y de su superficie: 

L a esfera es una figura terminada por una superficie 
cuyos punios están todos equidistantes de uno que se llama 
centro.—Toda recta lirada desde el centro á la soperíicie se 
llama radio; toda recta que pasando por el centro termina con 
ambos estremos en la superficie, se llama diámetro. [Véase en 
el n.0 13. la definición del circulo.) 

De esta segunda definición se deduce evidentemente 
1. ° Qüe — Dos esferas del mismo radio son iguales; 
2. ° Que —Todo plano ARBS que pasa por el centro de 

¿a esfera determina un circulo cuyo radio es el mismo que 
el de la superficie;—y además, divide la figura en dos par­
tes iguales que se llaman hemisferios. 

T E O R E M A I . [ F i g . 2 9 5 . ) 

N." 363. Toda sección de la esfera por un plano MNPOR 
es un circulo cuyo centro es el pie I de la perpendicular bofa­
da a l plano desde el centro O de la esfera. 

En efecto, juntando el punto I con varios puntos M, N , 
P , . . . , del contorno de la sección, y luego estos mismos pun­
ios con el centro de la esfera, resultará que siendo iguales to­
das las oblicuas OM, ON, O P , . . . , como radios de la esfera, 
sus pies M, N , P , . . . , deberán estar (n.0 303.) equidistantes 
del punió I , pie de la perpendicular que viene á ser por con­
siguiente centro de una circunferencia que pasa por lodos 
aquellos puntos. 

COUOLARIO. L a superficie esférica es una superficie con­
vexa; porque siendo su intersección con un plano una circun­
ferencia, y no podiendo esta línea ser encontrada por una 
recta mas que en dos puntos, tampoco la susodicha superficie 
podrá ser cortada mas que en dos puntos por una recta: lo 
cual constituye el principal carácter de las superficies conve­
xas (n.0 294.). 

ESCOLIO 1.° Cuando el plano secante pasa por el centro de 
la esfera, loma la sección el nombre de circulo máximo. 

E n una esfera misma t lodos los circuios máximos son 
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iguales ,—según hemos sentado en el número precedenle; 
porque lodos tienen por radio el de la esfera. 

Todo otro plano secante determina un circulo que toma el 
nombre de menor ó mínimo. 

Designando por R el radio OM de una esfera {/ig. 295.), 
por r el radio OI de una sección cualquiera, y por cí la dis­
tancia del punto O al plano de la sección, resulta 

R2=^r2+<¿2 204,); de donde r = v / R i Z ^ i T 

!o cual prueba que el radio r de un círculo menor disminuye 
a medida que aumenta la distancia de su plano al centro de la 
esfera; y vice-versa. 

ESCOLIO 2.° Se llaman polos de un círculo los puntos L , 
L ' , en que la perpendicular, tirada á su plano desde el centro 
de la esfera, encuentra á la superficie esférica; la recta L L ' se 
llama eje del círculo. 

Los puntos L , L ' , y la recta L L ' , son á la vez polos y eje 
de todos los círculos paralelos al MNPQll, y en particular del 
círculo máximo ACBD. 

Así pues,—i^/ eje de un circulo máximo de la esfera es 
el diámetro lirado perpendicularmente á su plano: — los 
estreñios del eje son los polos. 

T E O R E M A I I . { F i g . 296.) 

N.0 364. Todos los planos que pasan por el eje AB de 
un circulo menor, determinan circuios máximos B P A U , 
B A D D ' , . . . , perpendiculares al circulo menor dado y á sus 
paralelos. 

En efecto, acabamos de ver que AB es perpendicular al 
plano PQRS; luego también lo serán todos los planos que pa­
sen por esa recta (n.0 309.). 

Estos planos se llaman meridianos del círculo menor , y 
de todos sus paralelos (n.0 319.), y en particular del círculo 
máximo CDG'D', que es uno de ellos. 

ESCOLIO 1.° Todos los arcos de meridiano BP, BQ, B R , . . , , 
comprendidos entre un círculo menor y uno de sus polos, 
son í^wa/es: — porque tirando las cuerdas BP, BQ, B R , . . . , 
resultan necesariamente iguales (n.0 303.). 

Cada uno de los arcos de meridiano BPG, BQD, B R C 
correspondientes á un círculo máximo CDG'D ' , es un cua~ 
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dranle, porque los ángulos BOC, BOD, B O C ' , . . . , son rectos. 

ESCOLIO 2.° Un círculo máximo CDC'D', no puede tener 
mas que un solo meridiano que pase por un punto dado en la 
superficie de la esfera, bien se halle como C en el mismo cir­
culo, bien como Q se halle fuera de él [con (al que sea distin­
to del polo]; porque un punto y el eje AB determinan un pla­
no (n. 291.) . 

Algunas veces el arco QD, cuyo plano es perpendicular al 
de la circunferencia CDC'D', se suele llamar perpendicular á 
esta. 

ESCOLIO 3.° Resulla en fin de lo que acabamos de decir 
que para obtener en la superficie de una esfera el polo de un 
circulo máximo CD'CD' , basta concebir en dos de sus punios 
€ , I ) , dos arcos de círculo máximo que le sean perpendicu­
lares, prolongándolos hasta que se encuentren en A v en B; ó 
bien levantando un solo arco CPB perpendicular á CÍ), é igual 
á un cuadrante. 

Recíprocamente, para obtener un círculo máximo, cuyo 
polo se dá, basta describir sóbrela superficie esférica con una 
abertura de compás f ) Igual á la cuerda de un cuadrante, 
una circunferencia que será la del círculo pedido. 

TEOREMA I I L { F i g . 296.) 

N.0 365. Todo plano MN tirado perpendicularmente á 
mrad io de la esfera por su estremo A , es tangente á la es­
fera:—\o cual quiere decir que no tiene con ella mas que un 
punto común. 

Por cualquiera otra recta O I , lirada desde el centro de la 
esfera á un punto I del plano MN, es oblicua á este; luego es 
mas larga que OA (n.o303.), y por consiguiente su estremo I 
está fuera de la esfera. 

R E C Í P R O C A M E M E : — í / w p l a n o tangente á la esfera, es de­
ci r , que solo tiene con ella un punto común, es perpendicular 
a l radio en el punto de contacto:—porque d radio es la dis­
tancia mas corta del centro al plano. 

COROLARIO. Todo plano tirado por el punto de contacto 

(*) Hay instrumentos llamados compases esféricos, por cuyo me­
dio se pueden describir circunferencias en una superficie esférica, 
como se describeu en un plano por medio del compás ordinario. 
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A corta á la esfera en un circulo menor ó máx imo, y a l pla­
no tangente en una recta tangente á la circunferencia de la 
^moM. —porque si esta recia tuviera algún punto interior al 
círculo, el plano tangente tendria también un punto interior á 
la esfera, lo cual es absurdo. 

N.0 366. E S C O L I O . — S e a n dos círculos máximos A C B C , 
ADBD', tirados por el diámetro A B ; y A E , A F , las dos tan­
gentes que resultan de la intersección de los planos de los cír­
culos con el plano tangente.—El ángulo E A F formado por dos 
rectas perpendiculares á A B , tiradas respectivamente en los 
dos planos, mide (n.0 308.) el ángulo diedro CBAD. 

Este mismo ángulo diedro tiene por medida el ángulo en 
el centro COD, formado por dos rectas OC, OD, perpendicu-
leres á AB, ó paralelas á las tangentes AE , A F , ó bien tam­
bién (n.0119.), elarco.CD comprendido entre los lados de este 
ángulo. 

Advert. Se llama HUSO ESFÉRICO la porción de superficie 
esférica comprendida entre dos semi-circunferencias de c i r ­
culo máx imo; y CASCO E S F É R I C O , ú espacio encerrado entre 
el huso y los dos semi-circuios, que no es mas que una parte 
del ángulo diedro correspondiente al huso, 

J)e las esferas secantes y tangentes. 

N." 367. Proposición preliminar.—Da ser la superficie 
esférica una superficie reentrante y cerrada, resulta necesa­
riamente que si dos superficies esféricas están colocadas de tal 
modo que la segunda tiene, respecto de la primera, Í ^ O Ó mu­
chos puntos interiores, y á la vez uno ó muchos puntos este-
riores á ella, deben entrambas cortarse. 

Se llama linea de los centros la recta indefinida que junta 
los centros de las esferas: en su dirección se mide la distan-
cía de los centros. 

T E O R E M A IV. { F i g . 297.) 

N.0 368. Cuando dos superficies esféricas se cortan , la 
linea de intersección es una circunferencia de circulo cuyo 
plano es perpendicular á la linea de los centros, y cuyo cen­
tro está situado en esta misma linea. 

Sean, en efecto, O , O ' , los centros de dos esferas, M un 
punto común á sus superficies, MP la perpendicular bajada des-
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de el punto M á la linea de los centros. Tírese un plano por 
los tres punios O, O', M; el cual determinará (n .0 363, escol. 1.0) 
en las dos esferas, dos círculos máximos cuyas circunferencias 
pasarán á la vez por el punto M. Suponiendo ahora que los dos 
semicírculos AMB, A'MB' , hagan una revolución entera al re­
dedor del eje común A B ' , es claro que en este movimiento la 
perpendicular MP describirá un círculo común á las dos esfe­
ras que á la vez resultan engendradas (n.0 362.).—Luego es­
tas se cortan en un círculo cuyo centro está en el eje, y cuyo 
radio es la perpendicular bajada á este desde el punto M. 

E S C O L I O . Cualquiera que sea la posición relativa de las es­
feras en el espacio, como todo plano tirado por la línea de los 
centros determina dos circunferencias cuyos centros y radios 
son los de las esferas dadas, resulta que las condiciones de m í -
tado y de intersección son idénticas á las de dos circunferen­
cias. Así pues, para enumerarlas y demostrarlas, basta refe­
rirse al § IV delcap. 2.° libro 1.° 

Nos limitaremos á enunciar la condición relativa al con-
tacto. 

Cuando dos esferas se tocan, la distancia de los centros es 
igual á la suma ó á la diferencia de los radios:—Y tienen, 
en el punto de contacto, un plano tangente común. 

§ I I I . De los triángulos y polígonos esféricos. 

N.0 369. Introducción.—Sea O {fig. 298) el centro de 
una esfera. Considerémosle como vértice de un ángulo poliedro 
convexo que satisfaga á la condición puesta en el número329, 
de estar todas sus caras situadas á un mismo lado respecto de 
un plano tirado por el punto O.—Esto supuesto, los planos 
de estas "caras encuentran á la superficie esférica en circunfe­
rencias de círculos máximos, que, corlándose de dos en dos, 
determinan un polígono ABCDE que llamaremos polígono es­
férico. 

Sus vértices A, B , C , D , E , en virtud de lo que se aca­
ba de decir, deben hallarse todos situados en un mismo be-
raisferio determinado por el plano MNP arriba dicho, que 
suele ser ordinariamente el mismo de la figura. 

Los arcos de círculos máximos A B , B G , C D , . . . , que, por 
sus múluas intersecciones, determinan el polígono, se llaman 
sus lados; y sus ángulos son los A, B , C , . . . , que son en va ­
lor los mismos ángulos diedros formados por los planos de los 
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círculos; porque estos ángulos diedros tienen necesariamente 
ja misma medida (n.u 366.) que los ángulos rectilíneos forma­
dos por las tangentes á los arcos A B y A E , BG y B A , . . . , en 
los puntos A, B , . . . , ó bien también los ángulos que forman el 
centro de la esfera las rectas tiradas respectivamente en los 
planos de los círculos, perpendicular mente á las aristas de \OÁ 
ángulos diedros. 

En el caso particular de un triángulo esférico ABC 
[fig. 299), el plano de la figura se puede determinar de otro 
modo: 

Concibamos primero el plano que pasa por los tres vért i­
ces A, B , G:—este plano corla (n.0 368.) á la superficie de la 
esfera en una circunferencia que es forzosamente de círculo 
menor, porque de lo contrario el plano contendría al centro 
de la esfera, y hallándose los ires puntos A , B , G, en una 
misma circunferencia de círculo máximo, no podrían formar 
triángulo. 

Ahora, si tiramos por el centro O un plano MNP paralelo 
al de los tres puntos A, B , G, es claro que estos deberán que­
dar situados en un mismo hemisferio de los dos que determi­
na aquel plano; — y este es el que podemos tomar por plano 
de la figura.—Así, siempre en adelante supondremos que la 
superficie de un triángulo esférico está totalmente comprendi­
da en un mismo hemisferio. 

De los triángulos esféricos en particular. 

N.0 370. Solo se consideran ordinariamente, en la Geo­
metría elemental, los triángulos formados por arcos de círcu­
lo máximo:—además, debiéndose hallar situado todo el trián­
gulo en un mismo hemisferio según se probó en el número 
precedente, resulta que — Cada lado es menor que una semi­
circunferencia. 

Debe también advertirse, que si se prolongan en todos sen­
tidos las caras del ángulo triedro en el centro, correspondien­
te al triángulo esférico dado ABC, los planos de esas caras de­
terminan en la superficie de la esfera otros siete triángulos 
cuyos elementos tienen con los del triángulo dado las mismas 
relaciones de posición y de magnitud que los elementos de los 
ocho ángulos triedros a que dán lugar tres plauos que se cor-
5au en un mismo punto (n.0 293,}; y cada uno dp los lados de 

24-
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lodos esos li iángulos esféricos es tanibieo menor que la semi­
circunferencia. 

N." 371 . La analogía que existe entre un ángulo triedro 
en el centro de una esfera y el triángulo esférico que le sirve 
de base, hace presentir que las propiedades de este han de ser 
consecuencias necesarias de las propiedades de aquel. 

Así, por ejemplo, casi inmediatamente se ocurren las pro­
posiciones siguientes: 

1 . ° E n todo triángulo esférico ABC {fig. 299), un lado 
cualquiera es menor que la suma de los otros dos: 

Porque, en el ángulo triedro OABC, tenemos 

A O B < A O C + BOC (n.0 331.); 

y como los arcos A B , AC, BG, estando descritos con el mis­
mo radio, pueden servir de medida á sus ángulos respectivos, 
resulla 

AB < AC - f - BG. 

Por consiguiente, un lado cualquiera de un polígono es­
férico ABCDE { fg . 298) es menor que la suma de todos los 
demás.. 

2. ° L a suma de los tres lados de un triángulo esférico 
es menor que una circunferencia entera, porque en el ángulo 
triedro correspondiente, la suma de las tres caras es menor 
que cuatro rectos (n.0 332.). 

3. ° Un triángulo esférico puede ser unireclángulo [ósim­
plemente rectángulo] , birectángulo y trirectángulo; porque 
un ángulo triedro puede tener (n.0332, escol. 1.°) uno, ó dos, 
ó tres ángulos diedros rectos. 

4. ° E n todo triángulo esférico isósceles, á los lados 
iguales se oponen ángulos iguales. 

Porque si tenemos AB==AC {fig. 299), por ejemplo, el án­
gulo AOB es igual al A O C ; y siendo isoeüro el ángulo triedro 
OABC, resulla que los ángulos diedros en OC, OB, son iguales 
(nÚQiero 334, advert.); luego el ángulo C es igual al ánguloB. 

Y así de las demás propiedades análogas á las de los nú­
meros 333 y siguientes. 

En una palabra, en el desarrollo de las demás propiedades 
de los triángulos esféricos, nos bastará casi siempre recordar 
propiedades análogas de los ángulos triedros, pudiendo sin em­
bargo dar demoslraciones directas, siempre que este procedí-
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miento sos parezca mas sencillo.—Así lo hacemos respecto de 
la siguiente proposición que corresponde á la propiedad del 
ángulo triedro suplementario. 

Í)el tr iángulo polar. 

N.0 372. Dado un triángulo esférico ABC {fig. 301), su-
pondrémos que el punto C es polo del arco AB (n.0 363.* es­
colio 2.°), que se halla situado al mismo lado que el vértice C 
respecto del plano AOB, y que B ' , A ' , son los polos análogos 
de los arcos AC, BC: hagamos pasar arcos de círculo máximo 
por los tres puntos A ' , B ' , G', y obtendremos otro triángulo 
esférico A ' B ' C , cuyos tres lados B ' C , A ' C , A ' B ' , tienen recí­
procamente por polos los tres vértices A , B , C, del primer 
triángulo. 

En efecto, siendo C uno de los polos del arco A B , el arco 
de circulo máximo que pasa por los puntos C y A, es igual á 
un cuadrante [ñ.0 ^ M . ) ; igualmente, siendo B'uno de los po­
los del arco AG, el arco de círculo máximo que pasa por los 
puntos B ' y A es igual á un cuadrante; así pues, siendo cua­
drantes AG' y A B ' , resulta (n.0364.) que el punto A es el poto 
del arco ó del lado B 'C ' . 

E l mismo raciocinio hariamos sobre los puntos B , G, res­
pecto de los lados correspondientes A'G' , A ' B ' . 

En razón de esta propiedad , los dos triángulos se llaman 
triángulos polares uno de otro, ó simplemente triángulos 
polares.—Ésto supuesto: 

T E O R E M A l [ F i g . 301.) 

N.0 373. Todo ángulo de un triángulo esférico tiene por 
medida el suplemento del lado opuesto del tr iángulo polar; 
é igualmente, —CWa/arfo efe/ primer triángulo es el suple­
mento del ángulo que se le opone en el segundo. 

Para demostrar la primera parte de esta proposición, pro­
longúense los lados GA, GB, del triángulo ABC hasta su en­
cuentro en D, E , con el lado A ' B ' que en el triángulo polar 
A'B'C' se opone al ángulo G. —Gomo el punto C es el polo 
del lado A ' B ' (n.0 372.), resulta que los arcos GD, G E . son 
cuadrantes (o.0 364.); así pues, el arco D E es la medida del 
ángulo C (n.u363.,<?sco/. 2.°). Pero siendo los puntos A' y B ' 
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polos respeclivos de los lados BG y AC, los arcos A ' E , B'D 
son cuadrantes, y dán 

A'E-í-B'D, Ó A ' D - l - D E + D B ' ^ A ' B ' - f - D E = 2 cuadrantes; 

luego A'B' es suplemento de DE ó del ángulo C. 
Del mismo modo se demostraria que A ' C , B ' C , son los 

suplementos respectivos de los ángulos B y A . 
La segunda parte resulla necesariamente de ser mutua­

mente polares los dos triángulos. Además se podria demostrar 
directamente que el ángulo C tiene por medida el suplemento 
del lado A B , prolongando este arco hasta encontrar en G , K 
«on los lados C'A' , C 'B ' . 

Advért. En virtud de esta propiedad del triángulo A ' B ' C 
respecto del ABC, se dá á este el nombre de triángulo su­
plementario del primero. 

ESCOLIO 1.° Es importante fijar la atención en el modo 
de determinar según el enunciado los puntos C , B' ,A'- , por­
que si se consideraran los otros polos [ A " , B " , G"] de los lados 
A B , AC, BG, combinándolos de tres en tres con C , B ' , A ' , 
podrian formarse otros triángulos esféricos que no gozarían la 
propiedad demostrada. 

Añadirémos que esta propiedad se habría podido deducir 
de la propiedad del ángulo triedro suplementario establecida 
en el número 330.; pero la demostración que acabamos de 
dar nos parece mas sencilla. 

E S C O L I O 2.° Designemos por A , B , G, y A ' , B ' , G' , los 
ángulos de dos triángulos polares recíprocos ABC y A 'B 'C ' ; y 
por o, 6, c, y a ' , 6', c', los lados respectivamente opuestos.— 
fin virtud del teorema precedente, tenemos las relaciones 

A - h a ' ~ 2 r e c l o s , B H - 6 ' = 2 mtfos, C - h c ' = 2 rectos, 

de donde A - h ü - h C - h a ' - h b ' - h c f = S rectos. 

Ahora bien, mientras el triángulo esférico ABC existe, existe 
también el triángulo A ' B ' C ; y dá 

1.0 a' + ¿' + c ' < 4 rectos (n.0 3 7 1 . , 2,°]; 

de donde A - h l H - t - C > 2 recios; 
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2.° a ' - f -6 ' - f -c '>0 ; 

de donde A -f-B-f- C < 6 rectos. 

Así pues,—i?n todo triángulo esférico, la suma de los 
tres ángulos es mayor que 2 R E C T O S y menor que 6. 

Esta suma puede aproximarse cuanlo se quiera á cada ií-
mile; de modo que los tres ángulos pueden ser agudos, rectos 
ú obtusos á la vez, según ya dijimos en el número 371 . 

En el triángulo Ureclángulo, dos de los lados son cuadran­
tes; y en el t r i reclángulo, lo son los tres lados. — Todo eslo 
está perfeclamenle conforme con lo dicho en el número 332, 
escoi. I.0 

TEOREMA I I . 

N." 374. En una misma esfera ó en esferas iguales [es de­
cir de radio igual], — Dos triángulos esféricos son iguales, 
—1.°—cuando tienen un lado igual adyacente á dos á n ­
gulos respectivamente iguales y semejantemente dispuestos, 
ó bien , un ángulo igual formado por lados respectivamente 
iguales y semejantemente dispuestos; — 2 . ° — cuando tienen 
los tres lados respectivamente iguales, ó bien, los tres án ­
gulos respectivamente iguales y semejantemente dispuestos; 
'—3.°—cuando tienen dos lados iguales y el ángulo opuesto 
auno de ellos, ó bien, dos ángulos iguales y el lado opuesto 
á uno de ellos [pero este último caso está sujeto á muchas 
restricciones]. 

Este enunciado presenta, según aparece , s m casos dife­
rentes unidos de dos en dos por la propiedad del triángulo 
esférico suplementario. 

Para demostrarlos basta hacer coincidir los ángulos trie­
dros formados en los centros 0 , 0 ' , correspondientes á los 
triángulos esféricos, los cuales coincidirán por consiguiente. 

Ádvert. Se llaman tetraedros esféricos los dos espacios 
OABC, O ' A ' B ' C , determinados por las caras de los ángulos 
triedros y por los triángulos esféricos ABC, A ' B ' C ; es eviden­
te que cuando los triángulos coinciden, coinciden también los 
tetraedros. 

E S C O L I O . Cuando dos triángulos esféricos tienen sus ele­
mentos [lados y ángulos] respectivamente iguales, pero no dis­
puestos de la misma manera, se dice que los triángulos son s i -



374 LIB» m.—CAP . i r .—§ m . 
métricos, porque entonces en efecto corresponden á ángulos 
triedros simétricos {Véase el número 334 ) 

Pero en el caso particular de ser isósceles los triángulos es­
féricos, es decir, cuando se supone A B = A C , A ' B / = A ' C / , 
la igualdad de los dos triángulos se verifica al mismo tiempo 
que su simetría; porque entonces, siendo isoedros los ángulos 
triedros correspondientes, resulta que estos son iguales y su-
perponrbles (número 334, udvert.) 

Esto nos conduce á una proposición importante, 

T E O R E M A 111. [Fig . 303.) 

N." 375. Dos triángulos esféricos simétricos son equi­
valentes [en superficie]. 

Considerémos los triángulos ABC, A ' B ' C en los cuales se 
suponen los lados AB y A ' B ' , AC y A ' C , BC y B ' C , iguales 
respectivamente, como también los ángulos opuestos, pero co­
locados simétricamente. 

Sea P el polo del círculo mínimo que pasa por los tres pun­
tos A , B , C, situado respecto del centro de la esfera al mismo 
lado que dicho círculo mínimo: juntemos el punto P con los 
puntos A , B , C, por medio de arcos de círculos máximos, PA, 
P B , PC {n.0 364, escol. 1.°): trácese después en la superficie 
del triángulo A ' B ' C , un arco de círculo máximo A ' P ' , que 
forme con A ' B ' un ángulo P'A'B^ igual al ángulo PAB, y tó­
mese A ' P ' ^ A P . Júntese finalmente el punto P ' con los puntos 
C , B ' , por medio de los arcos C P ' , B 'P ' . 

Esto supuesto, los dos triángulos ABP, A ' B ' P ' , tienen un 
ángulo igual, PAB = P 'A 'B ' , formado por lados iguales, 
A B — A ' B ' , AP = A ' P ' ; y además son isósceles, puesto que 
AP = P B , A ' P ^ P ' B ' (n.0 364.) ; luego son iguales y super-
ponibles [escol. precedente). 

Del mismo modo los triángulos APC, A / P ' C , son ¡guales 
y superponibles; porque de ser iguales respectivamente los 
ángulos BAC y B ' A ' C , PAB y P ' A ' B ' , resulla 

ángulo PAG = ángulo P ' A ' C ; 

además, estos Iriángalos son isósceles, porque 

P A = P C , P ' A ' ^ P ' C . 

Lo mismo diríamos respecto de los triángulos PCB, P 'C 'B ' . 
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Los dos triángulos A B C , A ' B ' C , están por consiguiente 

compuestos de partes PAB y P ' A ' B ' , PAC y P ' A ' C , PBC y 
P ' B ' C , respectivamente superponibles, y por lo tanto iguales 
en superficie; luego también deben ser iguales las superficies 
dé los triángulos totales. 

Adveri. E l punto Pf, determinado por la construcción pre­
cedente, es el polo del círculo mínimo que pasa por los tres 
puntos A ' , B ' , C , como lo es el punto P respecto del círculo 
mínimo que pasa por los tres puntos A, B , C. 

COROLARIO. Del teorema anterior se deduce que los te­
traedros esféricos OABC, O ' A ' B ' C , son equivalentes, pues es­
tán compuestos de partes iguales y superponibles respectiva­
mente (n.0 375.), como correspondientes á triángulos esféri­
cos iguales y superponibles. 

Por consiguiente^ los ángulos triedros, correspondientes a 
los tetraedros esféricos, son también equivalentes, porque ca­
da uno puede descomponerse en tres ángulos í m í / r o s isoedros 
que podrían hacerse coincidir respectivamente con los del otro 
(n.0 364., escol 1.°]. 

Terminarémos este párrafo con algunas propiedades de la 
esfera, entre las cuales la primera podrá parecer tal vez una 
paradoja, y es sin embargo consecuencia rigorosa de la pro­
posición establecida en el número 262., respecto de los arcos 
de círculo descritos con radios diferentes sobre una cuerda 
común. 

T E O R E M A ÍV. {Fig. 304.) 

N.0 376. E l arco [rectificado] de circulo máximo AMB, 
que pasa por dos puntos cualesquiera A, B , de una superfi­
cie esférica, es menor que todo arco de circulo minimo ter­
minado en los mismos puntos A , B . 

En efecto, sean O el centro de la esfera, R su radio, que 
es el del círculo máximo, r el radio de un círculo míniraocual-
quiera de los que pueden imaginarse trazados por los puntos 
A, B,.y d finalmente la distancia del centro O al plano de este 
círculo mínimo.— La relación r = v/K2—cí2, obtenida en 
el número 363, nos prueba que todos los círculos que pasan 
por los puntos A, B , y están situados sobre la superficie esfé­
rica, tienen un radio menor que el dé la esfera; luego (n.0 262.) 
el arco AMB es menor que todo arco de círculo terminado en 
los mismos puntos A, B . 
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Advert. Debe entenderse que aquí solo se trata de la par­
te menor de las dos en que queda dividida la circunferencia 
por la cuerda AB. 

E S C O L I O . Se pueden colocar para la demostración los dife­
rentes arcos de circulo, en un mismo plano, como están en la 
figura 168 (n.0262.), haciendo girar el plano de cada uno al 
rededor de ABcorao charnela, hasta rebatirle en el plano del 
círculo máximo OAB. 

E l arco de círculo máximo será el arco AMB que tiene su 
centro en O; el arco de círculo mínimo cuyo plano es perpen­
dicular al plano OAB, aparecerá rebatido formando la semi­
circunferencia ANB, que tendrá su centro en o, punto medio 
de A B ; y todo otro arco de círculo mínimo se hallará en un 
plano intermedio á los dos precedentes, tendrá un radio o'A 
menor que OA, pero mayor que oA; se verá por consiguiente 
rebatido formando un arco A R B , intermedio; v dará , como 
en el número 262., 

A M B < A R B < A m 

TKOREMA V. { F i g . 304*.) 

N.0 377. E l camino mas corto para i r de un punto á 
otro en la superficie de una esfera es el menor de los dos 
arcos de circulo máximo que pasan por dichos puntos. 

En efecto, observemos que, por su naturaleza, la esfera es 
una figura perfectamente redonda, en el sentido de que toda 
sección que se le dé ^n cualquier dirección, es una circunfe­
rencia de círculo. 

Esto supuesto, sea ACDEB una línea trazada arbitrariamen­
te sobre su superficie, y diversa del arco AMB; siempre podrá 
considerarse ó como un arco de círculo mínimo, ó como un 
conjunto de arcos de círculos máximos AC, CD, D E , E B , s i ­
tuados en planos distintos, ó bien finalmente, como un conjun­
to de arcos de círculos mínimos sumamente pequeños. 

En el primer caso, está ya demostrada la proposición pol­
lo dicho anteriormente. 

E n el segundo, como los arcos AC, C D , . . . , forman con.el 
.".reo AMB un polígono esférico, el arco AMB es menor que 
A C - h C D - K . . :(n.0371.), ó menor que ACDEB. 

En el tercer caso, cada uno de los arcos de círculo míni­
mo AC, C D , . . . , es mayor que el arco de círculo máximo 
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que liene las mismas eslremidades A y C , G y D , . . . ; luego, 
á fortiori. 

AMB < ACDEB; L . C. D . D . 

Advert. Esta demostración nos parece mucho mas directa 
y sobre todo mas conforme con la naturaleza de la esfera, que 
ias otras demostraciones consignadas en varios tratados. 

§ I V . De los poliedros inscriplibles y circunscriplibles, y en 
particular de los poliedros regulares. 

TEOREMA 1. {Fig. 305.) 

N.0 378. Todo tetraedro DABG es inscriplible á una es­
fera; ó en otras palabras, — Por cuatro puntos no situados 
en un plano puede pasar siempre una superficie esférica. 

Sean I , l ' , ios centros de los círculos circunscritos á dos 
de las caras ABC, AGD, por ejemplo; tirando los ejes I L , I ' L ' , 
de esos círculos (n.0 303., escot. I.0} —digo — J.0—que d i ­
chos ejes se encuentran en un mismo punto O;—2.°—que el 
punto O es el centro de una esfera cuya superficie contiene los 
cuatro puntos A, B, C, D. 

I.0 Siendo AC una cuerda común á ios dos circuios c i r ­
cunscritos, resulta que las perpendiculares que se le tiren en 
su punto medio K , en los planos respectivos ABC, ADG, pa­
san por los puntos 1,1' (n.0 41.);—además, el plano tirado por 
las dos perpendiculares K l , K l ' , es perpendicular á la misma 
cuerda AG (n.0 312.), y por consiguiente á los dos planos ABC, 
ADG; luego contiene á los ejes 1L, l ' L ' (n.0 311.); y como las 
rectas K l , K l ' , se cortan, deben también cortarse los ejes I L , 
l ' L ' (n.oo0.).—Sea pues el punto O su punto de intersección. 

2.° Tírense las rectas OA, OB, OG, OD. Se vió en el n ú ­
mero 303, que I L es el lugar de lodos los puntos situados á 
igual distancia de A, B , G; luego 

OA = OE$ = OG. 

Por una razón análoga, se tiene 

O A ^ OC = OI). 

Luego la superficie de la esfera que tenga por radio OA5 
pasa necesariamente por los otros puntosB, G, D; L . 0 . 1). D. 
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ESCOLIO 1.° Como en virtud de los raciocinios precedentes, 

el centro de toda esfera que pasa por los cuatro puntos A, B, ' 
C, D, debe hallarse á la vez en I L , y en I ' ! / , cuyas rectas sé 
corlan en un punto único, resulla que solo puede haber una 
esfera que satisfaga á la condición enunciada.—Podemos pues 
sentar las dos proposiciones siguientes: 

1 . ° S i , por los centros de los circuios circunscrilos alas 
cuatro caras de un tetraedro, se levantan perpendiculares á 
sus planos, las cuatro perpendiculares concurren en el mis­
mo punto. 

2. ° S i , por los puntos medios de las seis aristas de un 
tetraedro, se tiran píanos que sean perpendiculares á las 
aristas y por consiguiente á las caras, los seis planos con­
curr i rán en un mismo punto. 

Este punto único en uno y en otro caso es el mismo centro 
de la esfera circunscrita al tetraedro. 

E S C O L I O 2.° E l teorema principal puede enunciarse como 
problema del modo siguiente : 

Hacer pasar una esfera por cuatro puntos dados. 

Pero entonces se deben examinar varias hipótesis: 
1 . ° Si los cuatro puntos dados no están en un mismo pia­

no, en cuyo caso pueden considerarse como vértices de un te­
traedro, y el problema es siempre posible con solo wna so­
lución. 

2. ° Si los cuatro puntos están en un mismo plano y perte­
necen áuna misma circunferencia de circulo, todos los puntos 
del eje de esta circunferencia (n." 303., escol. 1.0) son los cen­
tros de otras tantas esferas que pasan por los cuatro puntos; 
y en este caso el problema es susceptible de una infinidad de 
soluciones. 

3. ° Si los cuatro puntos están en un mismo plano, pero 
no en una misma circunferencia de círculo [hipótesis que, 
como caso particular, comprende el de hallarse tres de ellos 
en línea recta], es imposible el problema. — Y en efecto, en 
esta hipótesis los ejes de los círculos tirados por los cuatro 
puntos, combinados de tres en Ires, son paralelos; y su pun­
to de intersección, que es el centfo de la esfera, se encuentra 
en el infinito. 

Podria sin embargo decirse que en este caso el radio de la 
esfera es infinito, ó que su centro está en el infinito; y enlon-
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ees su superficie sería el plano de los cuatro punios dados. 

f 4,° Finalmente, si los cuatro puntos están situados en l i ­
nea recta, resultarían por soluciones superficies planas.en nú­
mero infinito, etc. 

TEOUKMA I I . [ F i g , 306.) 

N." 379. Todo tetraedro DABC es circunscriptible á una 
esfera,—ó bien, — siempre puede obtenerse una esfera tan­
gente á las cuatro caras de un tetraedro. 

Considerémos los tres planos bisectores de los ángulos die­
dros de la base'ABC; y observemos que forman un nuevo te­
traedro OABC, cuyo vértice O puede tomarse por centro de 
una esfera tangente á las cuatro caras del primero. 

En efecto, bájense desde el punto O las perpendiculares 
OI, OK, OG, Q U á las cuatro caras ABC, ABD, ADC, DBC. 
Hemos visto que el plano bisector OABes el lugar de todos los 
puntos equidistantes de las caras ABC, ABD; luego 01 = O K . 
Del mismo modo, siendo OBC el lugar de lodos los puntos equi­
distantes de las caras ABC, BCD, tendremos O l = O L , y por 
consiguiente O Í = O K = O L . 

Del mismo modo se demostrarla que OI = OG, y por lo 
tanto que O I = O K = - O L = O G . 

Luego la esfera que tenga su centro en O, y por radio 
OI, pasará necesariamente por los cuatro puntos 1, K , G , L , 
y será además tangente á las cuatro caras (n.0 365.). 

ESCOLIO 1.° Como cada uno de los ángulos diedros de la 
base no tiene mas que un plano bisector, y como los tres pla­
nos bisectores no pueden reunirse mas que en solo un punto, 
resulta que á un tetraedro dado no se le puede inscribir mas 
que una esfera. 

También se infiere esta nueva proposición: 
Los sei$ planos bisectores de los ángulos diedros de un 

tetraedro concurren en un mismo punto, que es el centro de 
la esfera inscrita. 

ESCOLIO 2." Procediendo como con el triángulo (n.0173.), 
podrían obtenerse otras cuátro esferas [que se llamarían ex-
inscritas], prolongando cada una de las caras de un mismo án­
gulo triedro por el lado contrario á la cara que le estuviera 
opuesta, y tirando después los planos bisectores suplemen­
tarios. 
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De los poliedros regulares. 
N.0 380. Se llama poliedro regular lodo poliedro cuyas 

caras son polígonos regulares iguales, y cuyos ángulos die­
dros son iguales; de donde se sigue que lodos los ángulos po­
liedros han de ser iguales y regulares, y además, que lodo po­
liedro regular ha de ser necesariamente convexo. 

[Bien se ve que esla definición no comprende á los pris­
mas y pirámides regulares, tales cuales se definieron en los nú­
meros 339. y 343.; pues alli la regularidad era relativa á una 
especie y no á todo el género.] 

TEOHEMA IH. 

N.0 381 . Mo puede haber mas que cima clases de polie­
dros regulares. 

E n efecto, sabemos ya que se necesitan al menos tres ca­
ras para formar un, ángulo poliedro, y además sabemos que b 
suma de todas las caras de cualquiera de ellos debe valer me­
nos de cuatro rectos [n.0 337.); basta, pues, para probar el 
teorema, ir recorriendo los ángulos de los polígonos regulares 
cuyas reuniones de 3 en 3, de 4 en 4» de 5 en 5,...,, dan una 
suma menor que cuatro rectos. 

1 . ° E l ángulo del triángula equilátero es igual á -g de l 
recto; luego pueden reunirse tres, cuatro ó cinco ángulos de 
triángulo equilátero para formar un ángulo poliedro, pero ya 
uo se pueden reunir mas, porque 6 darla - o 4 rectos. 

2. ° E l ángulo del cuadrado vale 1 recto, por consiguiente 
solo pueden, reunirse teálo mas, porque cuatro darían una 
suma igual á cuatro rectos. 

3. ° E l ángulo del pentágono regular vale g; luego tampoco 

pueden reunirse mas de tres, que darán | x 3 = 3 | . 

Como el ángulo del exágono regular vale ^ ó-J, y :J-x3dá 
4 rectos, resulla que no se puede formar ángulo poliedro con 
ángulos de exágono regular, y á foHiori con ninguna otra cla­
se de polígonos regulares de mayor*número de lados. 

Así pues, los únicos poliedros regulares posibles sonaquellos 
que tienencada ángulo sólido formado por tres, cuatro ó cinco 
ángulos de triángulo equilátero, ó por tres ángulos de cuadra­
do, ó én fin, por tres ángulos de pentágono regular: luego no 
hay mas que cinco poliedros regulares; L . C . D- D-
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E S C O L I O . Falta probar que siempre puede formarse cada 

uno de estos poliedros regulares; pero esto lo haremos mas 
adelante. Los poliedros obtenidos son el tetraedro regular [de 
cuatro caras], el exaedro regular ó cubo (n.0 340.) [de seis 
caras], el octaedro regular [de ocho caras], el dodecaedro re-
gidar [de doce caras], y el icosaedro regular [de veinte caras]. 

Haremos conocer desde ahora el modo de construir el te­
traedro y el exaedro, sobre una recta dada como lado. 

Sean primero ABC [fig. 307) el triángulo equilátero cons­
truido sobre una recta dada como lado (n.0 157.), y O el cen­
tro del círculo inscrito ó circunscrito al mismo triángulo. L e ­
vántese por este punto una perpendicular al plano ABC; señá­
lese en esta perpendicular un punto S tal, que dé la distancia 
SA igual á la distancia A B , y tírense las rectas S A , S B , SC; 
con lo cual se tendrá el tetraedro pedido. 

Porque, las rectas SA, SB, SC, son ¡guales (n.0 303. ) ; y 
como por construcción S A = A B , las cuatro caras SAB , SAC, 
SBC, ABC, son iguales; y lo mismo lo serán los ángulos die­
dros. Luego la figura es un poliedro regular. 

Sea, en segundo lugar, MNPQ un cuadrado. Por los cua­
tro vértices M , N , P , Q, levántense rectas perpendiculares 
al plano de la figura, é iguales á MN; tírense la rectas M'N', 
iN'P', P'Q', Q'M'; y la figura así obtenida es evidentemente un 
cubo ó exaedro regular. 

TEOREMA IV. [F ig . 308.) 

N. 382. Todo poliedro regular es á la vez inscriptible 
y circunscriptible á una esfera;—lo cual significa que siem­
pre es posible—1."—hacer pasar la superficie de una esfe­
ra por todos los vértices de un poliedro regular;—2.°-—cons­
truir una esfera tangente á todas sus caras. 

Sean en efecto A B C D , . . . , A B C ' D ' , . , . , dos caras contiguas 
cualesquiera, é 1, 1', sus dos centros. Se puede probar, como 
en el n.0 378, que los ejes 1L, Í 'L', de los círculos circunscri­
tos á los dos polígonos regulares, se cortan en un punto O; y 
que si se junta este punto con los vértices A , B, C, D , . . . , C 
l ) ' , . . . , se tendrá, á causa de ser 0 1 = 0 1 ' [según puede pro­
barse fácilmente por medio de los triángulos rectángulos O I K , 
O l ' K ] , una série de oblicuas iguales OA, OB, OC, OD, . . . , 
O C ' , O D ' , . . . 

Combinando ahora una cara de estas, la A B C D , . . . , por 
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ejemplo, con olra que le sea contigua, se probará del mismo 
modo que el eje de esle nuevo polígono encuentra á 1L, en el 
mismo punto O, y por consiguiente, quetodas las oblicuasque 
juntan el punto O con los vértices de la tercera cara son igua­
les á las oblicuas precedentes; y así sucesivamente. 

De aquí resulta que el punto O puede considerarse como 
vértice común de una sév'iQ de p i rámides regulares (n.0 343.) 
¡guales, que tienen por basi\s las varias caras del poliedro, y 
por ejes las rectas que juntan al centro O con los centros de 
las bases. 

Luego—1.°—La esfera que tiene por centro el punto O, 
y por radio O A , pasará por todos los vértices del poliedro; 
— 2 . " — L a esfera que tiene por centro el mismo punto O , y 
por radio O I , será tangente á todas las caras del poliedro eñ 
los puntos I , 1', I " , . . . ; ¿ . C. D. I ) . 

CAPITULO I I I . 

PROBLEMAS D E G E O M E T R I A D E L E S P A C I O . — P R I N C I P I O S DE 

GEOMETRÍA D E S C R I P T I V A . 

Introducción. 

N.0 383. JSn el tercer capítulo de cada uno de los dos l i ­
bros primeros,-hemos espuesto los medios de resolver gráfica­
mente problemas relativos á figuras planas.—Siendo el objeto 
que nos proponemos en este resolver problemas sobre los pun­
tos, líneas, superficies y cuerpos, naturalmente se preguntará 
cómo conseguirémos su solución valiéndonos de construcciones 
ejecutadas en un solo plano. Diremos pues ante todo que para 
esto sirve una ciencia cuya invención se debe en gran parte al 
ilustre MONGE, uno de los fundadores de la Escuela Politécni­
ca: al menos él es quien reuniendo sus elementos, ba contri­
buido mas á constituirla en cuerpo de doctrina. 

Así, antes de pasar á la resolución de nuevos problemas, 
debemos sentar los principios fundamentales de la Geometría 
descriptiva, ramo de las Matemáticas, cuyo principal objeto 
es representar y fijar, por medio de constrncciones ejecutadas 
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sobre una hoja de papel, la posición absoluta ó relativa de uno 
ó mas objetos, cuyas diversas parles se hallan por lo corauoen 
diferentes planos. 

N." 384. Definiciones. — Considerémos dos planos per­
pendiculares entre s i , uno MN [fig. 309), que llamaremos P L A ­
NO HomzoiNtAL [ y es la hoja de papel en que se trazan las 
construcciones], otro NP, llamado PLANO V E R T I C A L . — S e cor­
tan estos planos en una recta L L / , que suele casi siempre de­
signarse con el nombre de LÍNEA D E T I K R R A . 

Esto supuesto, si recordamos que (n." 326.) la proyección 
de mpunto sobre un plano es el pie de la perpendicular ba­
jada al plano desde dicho punto, y que la proyección de una 
recta sobreun plano es la recta que junta los pies de las per­
pendiculares bajadas al plano desde varios puntos de la recta 
dada, diremos,-

1. ° Que la proyección horizontal de un punto A del espa­
cio, es la proyección a de dicho punto sobre el plano horizon­
tal, y que su proyección vertical es la proyección a' del mis­
mo punto sobre el plano vertical; 

2. ° Que las proyecciones horizontal y vertical de una rec­
ia AB, son las proyecciones ab, a'b', de dicha recta en el pla­
no horizontal y en el vertical. 

Los dos planos M N , N P , llevan de mancomún el nombre 
de PLANOS DE P R O Y E C C I O N . 

Los planos AB6a, ABa'b', que deben imaginarse pasados 
por la recta A B , perpendicularmente á los planos.MN, NP, 
para obtener las dos proyecciones de dicha recta, tanto en el 
plano horizontal como en el vertical, se llaman PLANOS P R O ­
Y E C T A N T E S . 

Se llaman TRAZAS de un plano cualquiera, sus interseccio­
nes CD, C 'D, con los planos de proyección; CD es la traza 
horizontal, y C'D la traza verííca/;—ambas trazas se cor­
lan necesariamente en un mismo punto de la línea de tierra 
L L ' , y determinan la posición del plano. 

Si el plano considerado es perpendicular á uno de los de 
proyección , por ejemplo al vertical, su traza horizontal E G 
es perpendicular á la línea de tierra (n.0 312.) , porque es la 
intersección de dos planos perpendiculares al plano horizontal. 
Igualmente, es perpendicular á la línea de tierra la traza ver­
tical de un plano perpendicular al plano horizontal. 

N." 385. Para completar estas nociones preliminares, de­
bemos hacer una observación importante, á saber:—Gomo 
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todas las operaciones gráficas se ejecutan realmente, bien en 
una hoja de papal.horizontal, bien en una pizarra vertical, á 
cada instante nos vemos obligados á suponer que uno de los 
planos de proyección, por ejemplo el NP [fig. 309), gira al re­
dedor de la línea de tierra para rebatirse sobre el otro plano. 
Sucede entonces [y esta es una circunstancia que debe tenerse 
muy presente] que después del rebatimiento, como los planos 
de proyección se estienden indefinidamente en todos sentidos, 
la parle rrt/enor, NP' , del plano vertical (*) viene á confun­
dirse con la parte delantera, MN, del plano horizontal; y á la 
vez, la parte superior, NP, del plano vertical, cae y se con­
funde con la posterior, QN' , del horizontal, es decir, con la 
parte de este plano oculta detrás del vertical. 

Sentadas estas nociones, dividiremos el capítulo en tres 
párrafos.—El primero tendrá por objeto lo que se ha llama­
do método de las proyecoiones, con sus aplicaciones á dife­
rentes problemas sobre el punto, la recta y el plano; el se­
gundo, el método de rebatimiento y sus principales aplica­
ciones; en fin, el tercero contendrá varias cuestiones sobre 
la esfera, que se enlazan mas ó menos directamente, ya con 
el método de las proyecciones, ya con el de rebatimiento. 

§ I . Método de las proyecciones. 

Principios fundamentales. 

PRIMER P R I N C I P I O . [ F i g . 310.) 

N.0 386. Las proyecciones horizontal y vertical, o, o', 
de un punto O del espacio, deben hallarse, después del reba-
limienlo del plano vertical de proyección, por ejemplo, en una 
misma recia perpendicular á la linea de tierra. 

En efecto, por las perpendiculares Oo, Oo', bajadas des­
de el punto O á los planos de proyección, hagamos pasar un 
plano; el cual, siendo á la vez perpendicular al plano horizon­
tal y al vertical (n.ü 309.) , lo es también á su intersección 
L L ' {n.0 312.) , y por consiguiente, corta á los planos de pro­
yección en las rectas ok, o'k, que pasan por el mismo punto 

(*) Sesuponp ordinariamente que et movimiento se hace de ade­
lante á atrás. 
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k, y son á un tiempo perpendicularesá L L ' . Ahora bien, du­
rante el movimiento que bace el plano vertical para caer so­
bre el horizontal, la recta o'k no deja de ser perpendicular á 
L L ' ; luego, después del rebalimiento, el punto o' debe colo­
carse en o" en la prolongación de la recta ok; así pues, los 
puntos o, o", que representan entonces las proyecciones del 
punto O, están situados en una misma recta oo''perpendicular 
á la línea de tierra. 

Adnevt. Siendo un rectángulo la figura Ooko\ tenemos 

Oo = o^=o"A% y Oo' = ok, 

lo cual prueba que la distancia del punto O del espaeioal pla­
no horizontal, puede representarse lo mismo por Oo que por 
o'k ó por o"k', y su distancia al plano vertical se puede repre­
sentar por Oo' ó por ok. 

ESCOLIO 1.° R , E C Í p a o c \ M E N T E , cuando después del rebati-
miento del plano vertical, se dán dos puntos, o, o", en una 
misma recta perpendicular á la linea de tierra , pueden 
dichos puntos considerarse como proyecciones de un mismo 
punto del espacio, cuya posición fijan generalmente. 

Porque supongamos que tornan los planos de proyección á 
su posición verdadera [de corlarse en aquellos rectos]:—en 
este movimiento, la recta ko" no dejará de ser perpendicular 
á L L ' . , y tomará una posición tal como ko'; entonces las rec­
tas Á;o', i b , determinarán un plano perpendicular á L L ' (nú­
mero 309.); y si por los puntoso, o', levantamos líneas res­
pectivamente perpendiculares á los planos de proyección, ha­
llándose ambas en el plano oko' [n." 311.), se encontrarán en 
un punto O (n.0 50 ) , que no podrá menos de ser el proyecta­
do en los puntos o y o' ú o". 

Así pues, las dos proyecciones de un punto determinan ó 
lijan su posición. 

Advert. Debe observarse que, con arreglo á la advertencia 
hecha en el n.0 385, los puntos o, o", considerados como pro­
yecciones de un mismo punto O del espacio, representan igual­
mente las proyecciones de otro punto O'que estuviera situado 
detrás del plano vertical y debajo del horizontal. 

ESCOLIO 2.° Cuando un punto r está situado en el plano 
horizontal, él mismo se sirve de proyección horizontal; y su 
proyección vertical debe ser el pie r ' de la perpendicular ba-

25 
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jada á la linea de tierra desde el punto r (n.0 311.).—Igual-
jnenle, la proyección vertical de un punto s' situado en el 
plano vertical, es el mismo punto sf; y su proyección horizon­
tal esel punto s, pie de la perpendicular bajada desde s' á la 
linea de tierra. 

SEGUNDO P I U N C I P U K { F i g . 309 y 311.) 

N.0 387, Dadas las proyecciones horizontal y vertical 
<U una recta en el espacio, queda la recta, generalmente ha­
blando, completamente determinada de posición. 

Pueden aquí presentarse muchos casos: 
PRIMER CASO. Supondremos primero que ninguna de las 

proyecciones es perpendicular ni paralela á la linea de tierra. 
Sean pues ahy a'b' [fig. 309), las dos proyecciones.—Ha­

gamos pasar por cada una un plano que sea respectivamente 
perpendicular al plano horizontal:—esos planos deben cortar­
se necesariamente, pues de lo contrario serían paralelos; y co­
mo la traza vertical del plano lirado por ab es perpendicular á 
la linea de tierra (n:0 384.) , deberla serlo también a'h' traza 
vertical del segundo plano (n,0 34., 4.°), lo cual seria contra 
el supuesto. Cortándose pues los planos, su intersección habrá 
de ser una recia A B , á la cual sirven de proyecciones aé, a'b'; 
y que además es única. 

SEGUNDO CASO. Supongamos ahora que una de las dos pro­
yecciones dadas, la horizontal cd por ejemplo (/í^. 311), sea 
paralela á la línea de tierra, siendo la proyección vertical una 
recta cualquiera C'ÚÍ':—en este caso, también se encontrarán 
los dos planos perpendiculares, porque el plano tirado por c'cí' 
corta al plano vertical de proyección, y este es necesariamen­
te paralelo al plano tirado por cd (n.0 324); la intersección 
pues de los planos perpendiculares será la recta CD, cuyas pro­
yecciones son cd, c'd';—y que además será paralela al pla­
no vertical de proyección, por hallarse situada en un plano 
paralelo á este último. 

Del mismo modo se demostraría que una recia e ' f parale­
la á la línea de tierra, y otra recta cualquiera ef, son-las pro­
yecciones vertical y horizontal de una recta E F paralela al 
plano horizontal. 

T E R C E R C A S O . Puédese también suponer que las dos rec­
tas dadas, gk, g'k', son á la vez paralelas á la linea de tier-
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r« .—En este caso, es fácil conocer que los dos planos per­
pendiculares se encontrarán, siendo su intersección una recta 
GK que deberá ser paralela á la línea de tierra L L ' . 

CUARTO C A S O . En fin, puede suponerse que una de las 
proyecciones, por ejemplo la horizontal, sea una recta rs per­
pendicular á la linea de tierra; entonces, la proyección verti­
cal r 's ' debe ser también perpendicular á L L ' , y estar situada 
en la prolongación de rs. — Porque el plano tirado por rs 
perpendicular al plano horizontal, siendo á la vez perpendicu­
lar al vertical (n.0 311.),sirve al mismo tiempo de planojm)-
yeclaníe de la recta del espacio sobre los dos planos de pro­
yección. 

En este caso, la recta del espacio tendrá una posición com­
pletamente indeterminada en el susodicho plano.—Podrá ser, 
por ejemplo, perpendicular al plano vertical, y entonces sus 
proyecciones serian rs y un punto de r's'[prolongación ders]; 
ó vice-versa. 

Se ve pues que, fuera de este caso, queda completamente 
determinada una recia por medio de sus dos proyecciones. 

E S C O L I O . Toda recta E F {fig. 311), paralela al plano hori­
zontal, se llama linea horizontal;—pero no es igualmente 
seguro decir que es vertical toda línea paralela al plano verti­
cal, porque, según el tercer caso de los anteriores, puede 
muy bien una recta ser paralela á ambos planos. 

Llámase pues vertical toda línea perpendicular al plano 
horizontal. 

Todo plano tirado por um vertical se llama plano ver t i ­
cal por ser perpendicular al horizontal de proyección; y todo 
plano^ara/e/o a/ plano horizontal de proyección, recibe co­
rno este el nombre de plano horizontal. 

T E R C E R P R I N C I P I O . 

N.0 388. Las proyecciones horizontales y verticales de 
dos rectas paralelas en el espacio son respectivamente pa ­
ralelas. 

Porque si , desde un punto cualquiera de cada recta, soba­
ja una perpendicular al plano horizontal, los planos vertica­
les (n.0 386., escol.], tirados respectivamente por las dos rec­
tas y por las dos perpendiculares, serán paralelos (n.w 322.|; y 
por lo tanto sus intersecciones con el plano horizontal, que no 



388 L I B . I I I . — C A P . I I I . — § i . 
son olra cosa que las proyecciones horizontales de las dos rec­
ias, serán paralelas entre sí (n.0 318.). 

Igual raciocinio haríamos respecto de las proyecciones 
verticales. 

E S C O L I O . Por las mismas razones, las trazas horizontales 
y verticales de das planos paralelos son respectivamente pa­
ralelas (n.0 318.). 

CUARTO Y ÚLTIMO P R I N C I P I O . [ F i g . 312.) 

N.0 389. Cuando una recta AB y un plano RS son per­
pendiculares entre s i , las proyecciones de la recta son res­
pectivamente perpendiculares á las trazas del plano. 

Concibamos, por ejemplo, el plano proyectante de la recia 
AB sobre el plano horizontal MN; y sea ab su traza horizon­
tal, que es á la vez la proyección horizontal de la recta. Sea 
además RT la traza horizontal del plano R S . 

Esto supuesto, el ^ h m proyectante AB6a es á ja vez per­
pendicular al plano horizontal y al plano dado R S , puesto que 
pasa por una recta AB perpendicular á este (n. 309.); luego 
es perpendicular á su común intersección R T : reciprocamente, 
R T es perpendicular al plano proyectante, y por consiguiente 
lo es también á la recta kab que pasa por su pie k en este pla­
no; luego ab es perpendicular á R T . 

Del mismo modo se demostrarla que la proyección verti­
cal de la recta es perpendicular á la proyección vertical del 
plano. 

E S C O L I O . NO es verdadero decir que si dos rectas son per­
pendiculares en el espacio, serán perpendiculares entre sí sus 
proyecciones en el plano horizontal ó en el vertical. 

En general, según la inclinación del plano de las dos rec­
tas perpendiculares entre s í , respecto del plano horizontal, el 
ángulo formado por sus proyecciones horizontales puede pasar 
por todas las magnitudes desde cero hasta dos rectos. 

Llámase proyección horizontal de un ángulo del espacio, 
al ángulo formado por las proyecciones desús lados en el plano 
horizontal, y proyección vertical de un ángulo, el ángulo for­
mado por las proyecciones de sus lados en el plano vertical. 

Pasemos ahora á los diversos problemas de Geometría des­
criptiva que reciben el nombre de P R E L I M I N A R E S . 

Observación importante. —llasidL aquí nos hemos valido de 
figuras en relieve para esplicar las definiciones y los principios 
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fundamentíiles.—Pero en adelante nos reduciréraos á trazar la 
linea de tierra para representar los dos planos de proyección, 
á los cuales en cierto modo distingue y separa. No se debe 
pues olvidar un instante lo dicho en el n.0 385., á saber: que 
la parte de la figura situada debajo de la línea de tierra, repre­
senta á la vez la parle delantera del plano horizontal y la infe­
rior de la vertical, mientras la otra parte de la figura repre­
sentad un tiempo mismo la parte posterior del plano horizontal 
y la superior del vertical. 

Añadiremos que, para abreviar el discurso, representaré-
mos casi siempre por [ab, a'b'] una recta del espacio, cuya 
proyección sean ab} a'b'; y entonces dicha recta estará desig­
nada en sí misma por AB.—igualmente [ a , a ' ] , [ 6 , 6 ' ] , . . . , 
representarán á los puntos A, B , . . . , del espacio. 

PROBLEMA I . [ F i g . 313.) 

N.0 390. Dadas las proyecciones de dos puntos, cons­
truir la distancia que media entre ellos. 

Sean L L ' la línea de tierra , [ a , a ' ] , [6, b'] los dos pun­
tos dados A, B.—Observeraosdeantemanoquelasperpendicu­
lares bajadas desde esos puntos al plano horizontal, cayendo en 
«, b, forman con AB, ab, un trapecio vertical ABa6.—Ahora 
bien, si imaginamos que el plano de este trapecio gira al re­
dedor de su traza horizontal ab, hasta rebatirse sobre el plano 
horizontal, las susodichas perpendiculares vendrán á caer en 
aA = A;a', bB=gb ' (o.0 386., advert.), conservando su per­
pendicularidad á ab: juntando pues los puntos A y B tendre­
mos la recta A B , que será la distancia pedida. 

E S C O L I O . Si en el trapecio rebatido AB6a, tiramos por el 
punto A , que es el mas cercano á la recta ab, una paralela A B " 
á esta recta, formaremos un triángulo rectángulo A B ' ^ , en el 
cual tendremos A W = a b , y B B " igual á la diferencia de las 
distancias de los puntos A, B , al plano horizontal, cuyas dis­
tancias están representadas en la figura por las líneas a'k, b'g. 

De aquí.resulta otro medio de construir el problema pro­
puesto: 

1. ° Tírese por el punto a ' la recta a' f paralela á la línea 
de tierra L L ' ; 

2. ° Partiendo desde el punto / , oolóquese en la recta /"a' 
prolongada, una distancia f a " igual á ha; 

3. ° Tírese la b'a". 
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Y se tendrá en ella la distancia pedida; porque, en virtud 

de la construcción, son iguales los triángulos b'a"f , y BAB", 
Advert. Esta construcción es mas fácil que hi primera, poi ­

que dándosenos por el enunciado las perpendiculares fta', gb', 
basta tirar por el punto a ' una paralela á L L ' , mientras que 
en la primera construcción hay que tirar dos perpendiculares 
«A. ¿B. 

P R O B L E M A 11. [F ig . 314.) 

N.0 391 . Determinar las trazas horizontal y vertical de 
m a recta [ab, a'b'], es decir, los puntos en que la recta AB 
atraviesa ó encuentra á cada uno de los planos de pro­
yección. 

ANÁLISIS . E l punto en que la recta atraviesa el plano ho­
rizontal se sirve as i propio de proyección horizontal (n.0 386.; 
escol. 2.°); y su proyección vertical está á la vez sobre la 
proyección vertical de la recta, y sobre la perpendicular ba­
jada desde dicho punto á línea de tierra L L ' . 

Igualmente, la traza vertical de la recta se sirve á si pro­
pia de proyección vertical, y tiene por proyección horizontal 
el punto de encuentro de la proyección horizontal de la recta 
con la perpendicular bajada desde la traza á la linea de tier­
ra.—Haremos pues la construcción siguiente: 

SÍNTESIS. I .0—Prolongúese la recta a 'ó 'has ta encontrar 
en r ' con L L ' , y levántese en el punto r ' una perpendicular á 
L L ' , la cual encontrará á ab en un punto r , que será la traza 
horizontal de la recta AB. 

2.°—Prolongúese la ab hasta encontrar en s con L L ' , y 
levántese en el punto s una perpendicular á L L ' : el puntos' 
en que esta perpendicular encuentra á a'6', es la traza verti­
cal de AB. 

Avert. Si la recta AB tuviera la posición indicada por 
[ab, a'b1] [fig. 315), la construcción seria lo mismo; pero en­
tonces el punto r estarla situado detrás del plano vertical, y 
el punto s' encima del plano horizontal [véase la advert. al nú ­
mero 385.). 

E S C O L I O . Puede haber necesidad de conocer el ángulo que 
forma la recta AB en el plano horizontal, es decir, con su pro­
yección horizontal ab (n.0 326.).—Para esto basta observar 
que en el espacio, la recta que junta los puntos r, s', es decir, 
la recta AB, forma con rs y la perpendicular ss' un triángulo 
rectángulo rss ' . Si pues hacemos girar este triángulo al rede-
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dor de rs para rebatirle sobre el plano horizontal, la recta ss' 
vendrá á lomar una posición perpendicular á r s , tal corao ss" 
[ ^ Í Í ' ] ; y juntando los puntos r , s", tendremos el ángulo s rs" , 
que será el ángulo pedido. 

Esta construcción conviene á entrambas figuras 314 y 315. 
Lo mismo se obtendría el ángulo que la recta AB formada 

con el plano vertical. 

PROBLEMA I I I . 

N.0 392. T i r a r por un punto dado [c, c'j una recta p a ­
ralela á otra dada [ab, a'b']. 
• Basta (n." 388., tercer principio) tirar por las proyeccio­

nes del punto dado c, c', rectas respectivamente paralelas á las 
ab, a'b'; y así se obtienen las proyecciones de la recta pedida. 

Advert. No ofreciendo dificultad ninguna la construcción 
de este dibujo, la proponemos como ejercicio, lo mismo que la 
del problema siguiente. . 

PROBLEMA IV. 

N." 393. Construir las trazas de un plano que pase por 
tres puntos dados [a, a '] , [b, b'], [c, c ' ] . 

Debiendo estar situados en el plano buscado los puntos A , 
B , C, sucederá lo mismo con las rectas A B , AG, BC, que jun ­
tan dichos puntos de dos áb dos: determinando pues (n.0 391.) 
las trazas horizontales y verticales de estas rectas, se tendrán 
puntos pertenecientes á las trazas horizontal y vertical pedi­
das, y que ya entonces podrán construirse fácilmente, pues 
bastará juntar de dos en dos estos últimos puntos. 

Advert. Esta construcción puede comprobarse de varios 
modos, en particular observando que 

Las dos trazas del plano deben encontrarse en un mismo 
punto de la linea de t ierra. 

ESCOLIO . De un modo análogo se resolverán las tres cues­
tiones siguientes: 

Hallar las trazas de un plano que pase por un punto 
[c, C ] y por una recta [ab, a'b'], ó por dos rectas que se cor­
tan [ab, a'b'], [ac, a'c'], ó en fin, wor dos rectas paralelas 
[ab, a'b'], [cd, c'd']. f 

En estos dos últimos casos, las trazas de la recia pertene­
cen evidentemente a las trazas del plano buscado. 
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PáOBLEMA V . ( ^ . 3 1 6 . ) 

N.0 394. Por nn punto dado [a, a ' ] , tirar un plano pa­
ralelo a otro plano dado NMN'. 

Hemos visto ya (n.0 388., escol.) que las trazas de los dos 
planos deben ser respectivamente paralelas: basta pues obte­
ner un solo punto de cada una de las trazas del plano buscado. 

Para esto, si concebimos por el punto dado una línea pa­
ralela á la traza horizontal del plano pedido, que supondremos 
bailado, deberá estar por completo situada en este plano (nú­
mero 313., coro/. I .0); pero como entonces será paralela tara-
bien á la traza MN (n." 34., 3.°), cuyas proyecciones horizon­
tal y vertical son la misma MN, y la línea de la tierra L L ' , re­
sulta que tirando por los puntos a y a', las rectas ab, a'h', res­
pectivamente paralelas á MN y á L L ' , tendremos las proyec­
ciones de la paralela susodicha, que es en el espacio una recta 
horizontal (n.0 388., escol.). Determinando ahora (o." 391.) la 
traza vertical h' de la recta [ah, a'b'], y tirando por el punto 
b' una linea 6'P paralela á MN', tendremos la traza vertical 
del plano buscado. 

Igualmente, si por el punto [a, a ' ] , tiramos una paralela 
á la traza vertical del plano buscado, tendrá por proyecciones 
la recta a'c' paralela á N'M y la recta ac paralela á L L ' . Bus­
cando en seguida el punto c en que%i recta [ac, a'c'] encuen­
tra al plano horizontal, y tirando por el punto hallado una 
recta CP paralela á M N , tendremos la traza horizontal del 
plano pedido. 

Advert. Si está hecha con exactitud la construcción, de­
ben las rectas 6'P y cP, ó Q'P y QP, cortarse en un mismo 
punto P de la línea de tierra. 

PROBLEMA V I . [ F i g . 317.) 

N." 395. Dados los dos planos NMN', QPQ', construir 
las proyecciones de su común intersección. 

Puesto que MN, PQ, son respectivamente las trazas hori­
zontales de los planos-dados, el punto a en que aquellas se 
corlan es necesariamente un punto de la intersección de estos; 
y el punto cabalmente en que su línea de intersección atravie­
sa el plano horizontal. Bajando pues una perpendicular aa' á la 
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línea de lierra desde dicho punío, tendremos en a' su proyec­
ción vertical. 

Igualmente, siendo el punto h \ en que se cortan las trazas 
verticales de los planos, la traza vertical de su intersección. 
Si bajamos la perpendicular h'h á la línea de tierra desde el 
punto 6', tendremos en b la proyección horizontal de este. 

Luego las rectas de unión, ah, a'b', son las proyecciones 
horizontal y vertical de común intersección de los dos planos. 

N.0 396. ESCOLIO.—Esta construcción supone que se co­
nocen de posición en la figura los puntos a, b'. Pero sucede á 
veces que las trazas de los planos no puedan encontrarse sino 
á larguísima distancia, como lo indica la fig. 318. 

En este caso hay que valerse de distinto método. 
Tómese en la linea de tierra L L ' un punto p , mucho mas 

cercano á M que el punto "P, y tírense la rectas pq, pq\ res­
pectivamente paralelas á PQ, PQ'; cuyas paralelas serán las 
trazas de un nuevo plano paralelo á Q P Q ' ; y la intersección 
del nuevo plano con el plano NMN' debe ser paralela á la i n ­
tersección buscada (n.0 318.). 

Esto supuesto, podemos como en el número precedente, 
determinar las proyecciones ab, a'b', de la intersección de los 
planos NMN', gpq', á las cuales deben ser paralelas las pro­
yecciones buscadas (n.0388.), por cuya razón bastará obtener 
iin punto de cada una de estas últimas. 

Al efecto, supongamos por un instante que A, B ' , sean los 
puntos de concurso de las trazas MN y PQ, MNr y PQ', que 
B, A ' , sean dos puntos de las proyecciones buscadas, que se 
encuentran situados en la misma línea de tierra; y tiremos las 
rectas A B , A ' B ' . — L a s dos parejas de triángulos semejantes, 
AMP y aMp, AMB y aM6, dán las dos proporciones 

AM : aM :: MP : Mp, 
AM : aM :: MB : M6; 

de donde, á causa de la razón común 

Mp : MP :: Ub : MB. 

Conociéndose aqui los tres términos primeros, es muy fácil de­
terminar la posición del punto B (n.0 207 . ) ; y tirando por el 
punto B una paralela á ba, tendremos la proyección horizon­
tal de la común intersección. 
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Igualmenle, construyendo el cuarto término de la pro­

porción 
Mp : MP :: Ma' i MA' , 

y tirando por el punto A ' una paralela á a'b', tendremos la 
proyección vertical. 

Advert. Podríamos dar aquí un medio directo, fumiado 
solo en los principios de la Geomeiría descriptiva, para obte­
ner un punto particular dé la intersección ; pero su esposi-
cion exigiría demasiados pormenores: baste decir que se lo­
gra imaginando planos paralelos al horizontal ó al vertical de 
proyección. 

P R O B L E M A V i l . { F i g . 319.) 

N.0397. Desde un punto [a, a'] dado fuera de un p la ­
no NMN', tirar á este una perpendiculart y construir la 
longitud de esta, es decir, la distancia que hay desde el 
punto dado al punto en que encuentra la perpendicular a l 
plano. 

En virtud del cuarto principio (n." 389.), las proyecciones 
de la recta buscada deben ser respectivamente perpendicula­
res á las trazas del plano dado; debiendo además pasar, una 
por el punto a y otra por el punto a'; luego las rectas a6, a'b', 
tiradas perpendicularmente á MN, MN', desde dichos puntos, 
son las proyecciones pedidas. 

La segunda parte de la cuestión quedará reducida al pro­
blema del número 390, si pudiéramos determinar las proyec­
ciones del punto en que la perpendicular encuentra al plano. 

Para fijar la posición de este punto, concibamos tirado pol­
la recta el plano que ha servido para proyectarla sobre el pla­
no horizontal:—Las trazas de este plano proyectante son, des­
de luego, la recta abs, proyección horizontal de la perpendi­
cular, y la rectas'perpendicular á la línea de tierra (n.0391.). 
Este mismo plano corta al plano dado NMN' en una recta que 
contiene el pie de la perpendicular; por consiguiente, todo se 
reduce á buscar las proyecciones de la común intersección de 
los planos NMN' y assf. La horizontal es desde luego as, y la 
vertical se obtiene bajando (n.0 395.) desde el punto p una 
perpendicular jo/?' á la línea de tierra, y juntando el punto pf 
con el punto s'. 

Respecto de la proyección vertical del punto buscado, co-
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mo debeá la vez estar eü a'b' y en p'&', se encuentra en la 
intersección k' de las dos rectas. Esto supuesto, bajemos desde 
el punto¿ ' una perpendicular á la lineado tierra, y prolongué­
mosla hasta cortar en k á la recta ab, que representa á un 
tiempo la proyección horizontal de la perpendicular, y la pro­
yección horizontal de la intersección de ios planos NMN', ass'^ 
con lo cual tendremos la proyección horizontal del pie de la 
perpendicular. 

Conociendo las proyecciones [a , a ' ] , k'] de los puntos, 
se obtendrá su distancia por el segundo medio de construc-
dou indicado en el número 395'.; lo que dará finalmente 
por longitud de la perpendicular. 

Ádvert. Como medio de comprobación puede imaginarse 
lirado el plano que ha servido para proyectar la perpendicu­
lar sobre el plano vertical. 
—Las trazas deeste plano son a'6'r' y r ' r [perpendicular á L L ' ] . 
—Las proyecciones de la intersección del nuevo plano proyec­
tante con el plano dado NMN' son a'r' y rq ' ; el punto de en­
cuentro de rq ' con ab debe ser precisamente el punto k ya de­
terminado, si la construcción se ha hecho exactamente. 

PROBLEMA V I I I . [ F i g , 320.) 

N.0 398. Recíprocamente:— Por un punto dado [a, a '] , 
t irar un plano perpendicular á una recta dada [be, b'c '] . 

Puesto que las trazas del plano buscado deben ser respec­
tivamente perpendiculares á las rectas dadas 6c, 6 V , basta co­
nocer un punto de cada traza; y para lograrlo podemos em­
plear una construcción análoga á la del número 394.—Por el 
punto dado [a, a'] y en el plano pedido que supondremos deter­
minado, imaginemos una horizontal, es decir, una paralela á 
la traza horizontal del plano:—las proyecciones de esta para­
lela serán una recta a'd' paralela á L L ' , y otra ad paralela á 
la traza horizontal del plano buscado, y por consiguiente per­
pendicular á la proyección horizontal ¿ede la recta dada. 

Determinando en seguida (n.0 391.) el punto d' en que es­
ta recta atraviesa el plano vertical, y tirando por d' una per­
pendicular Q'd'P á la recta b'c', tendremos la traza vertical 
del plano pedido. 

Tiremos del mismo modo por el punto [a, a'] una para­
lela [a/ , a ' f ] á la traza vertical del plano, y tlelerminémos ei 
punto/en que esta paralela encuentra al plano horizontal: 
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^nlonces, bajando desde el punto/"una recta Q/'P perpendicu­
lar á ab, tendremos la traza horizontal del plano pedido.—Si 
la construcción está bien hecha, deben coincidir en un punto 
P de la linea de tierra las dos trazas Q'á ' , Qf. 

Advert. Conocidas así las trazas del plano y las proyeccio­
nes de la recta, puede determinarse, como en el problema an­
terior, el punto de encuentro de esta en aquel. 

ESCOLIO 1.° A la cuestión que acabamos de resolver, se 
enlaza inmediatamente esta otra: — T i r a r desde un pmlo 
dado [a, a'], fuera de una recta [be, b'c'] una perpendicular 
á esta recta. 

Empiécese por construir las trazas de un plano que pase 
por el punto [a , a '] , y sea perpendicular á la recta [be, b'c']. 
—Determínese luego el punto de encuentro del plano y la rec­
ta, y júntense las proyecciones de este punto con las proyec­
ciones del punto dado: — las líneas resultantes serán las pro­
yecciones de la perpendicular pedida. 

ESCOLIO 2.° Mientras que el punto [a, a!] está situado 
fuera de la recta [ab, a'b'], el último problema es susceptible 
de solo una solución.—Pero si el punto se halla colocado en 
la recta misma, el problema es indeterminado, porque en 
electo, el plano construido es (n.0 299.) el lugar geométrico 
de todas las perpendiculares tiradas á la recta por el punto da­
do.—También sería indeterminado en el caso general, si no 
dijera esplicilamente el enunciado del problema que deben en­
contrarse las dos rectas. 

PUOBLEMA I X . [F ig . 321.) 

N." 399. Construir el ángulo de dos rectas dadas por sus 
proyecciones. 

Supondremos aquí que las dos rectas se cortan, pues si se 
cruzaran en el espacio sin encontrarse, sería necesario (nú­
mero 325., escol. I .0) , para obtener el ángulo que formáran, 
t i rar por un punto de una de ellas una paralela á la otra, y 
determinar el ángulo que forma la paralela con la primera. 

Además, las proyecciones del punto común deben estar si­
tuadas en una misma perpendicular á la línea de tierra. 

Sean pues [ab, a'b'], [ac, a 'c '] , las proyecciones de las 
dos rectas dadas. — Delerminémos ante todo (n.0 391.) sus 
trazas horizontales 6, c, y tiremos la recta Observaré-
mos ahora que el punto A y los puntos b, c, forman en el 
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espacio un triángulo cuyo ángulo del vértice A es el ángulo 
pedido; y que conoceremos este ángulo, s i , haciendo girar el 
plano del triángulo A6c al rededor de su traza horizontal 6c 
hasta rebatirle sobre el plano horizontal, podemos acertar la 
posición del punto A en el plano rebatido. 

Para esto, bájese desde el punto a , proyección horizontal 
del vértice A, una recta ak perpendicular á be, y concibamos 
nnido el punto k con el vértice A del espacio: la línea de 
unión A¿ debe ser (n.o300.) perpendicular á yes por con­
siguiente la altura del triángulo Abe; altura que puede cons­
truirse fácilmente, porque es la hipotenusa de un triángulo 
rectángulo que tiene por catetos á ak y á k a = a,h (n." 388, 
advert.). Luego si trasladamos á ak sobre /&L desde h hasta f , 
y tiramos la recia a'g, será esta la altura Ak. 

Prolonguemos ahora indelinidamente la recta ak, y tome­
mos la a'g desde k hácia A; y este último punto representará 
el vértice del triángulo en el plano rebalido. 

Tirando en fin las Ab,Ac, tendremos en bAe el ángulo que 
buscábamos. 

Advert. Tendríamos también el triángulo Abe, en el plano 
rebalido, construyendo (n.0 390.) las longitudes de las rectas 
Ab, Ac, cuyas proyecciones son ab, a'b', y ae, a'e', porque 
entonces conoceríamos los tres lados del triángulo. 

Pero esta construcción es algo mas complicada que la an­
terior. 

COROLARIO . Para — Construir el ángulo de una reeta 
con un plano [que no es mas (n.c 326.) que el ángulo formado 
por la recta con su proyección en el plano]; 

Bájese desáe un punto cualquiera de la recta (n.0 397.) una 
perpendicular al plano; determínese el ángulo que forma esta 
perpendicular con la recta dada;—y se tendrá el complemen­
to á%\ ángulo buscado, y por consiguiente este ángulo mismo. 

E S C O L I O . Las proyecciones de la bisectriz del ángulo de 
las dos rectas pueden obtenerse fácilmente, supuesta la cons­
trucción del teorema principal. 

Determínese primero la bisectriz Am del ángulo bAc re­
balido, y prolongúese hasta su encuentro en w con be, traza 
horizontal del plano que contiene al ángulo. — / « i n t e después 
el punto m con el punto A ; — y se tendrá la proyección hori­
zontal am de la bisectriz. 

Proyéctese m en m' sobre la linea de tierra, y tírese la 
a'm';—con esto solo se tendrá la proyección vertical. 
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PROBLEMA X . [ F i g . 322.) 

N.0 400. Construir el ángulo de dos planos NMN', QPQ'. 

1 . a SOLUCIÓN, üosfie un punto cualquiera del espacio 6á-
jense rectas perpendiculares á los dos planos {n.0391.):—de­
termínese el ángulo de las dos perpendiculares y se tendrá el 
ángulo pedido ó su suplemento (n.a 325., escoL 1.°). 

Pero puede emplearse una construcción mas sencilla. 
2. a SOLUCIÓN. Delerminese de antemano (n.0 395.) la pro­

yección horizontal ab de su intersección, que no es mas que 
la recta de unión del punió a con el punto 6' [suponiendo en 
su posición verdadera á los planos de proyección]. Concíbase 
después en un punto cualquiera O de la intersección un plano 
que le sea perpendicular.—La traza horizontal de este plano 
será una recta cd perpendicular á la proyección ab (n.0 389.); 
y la susodicha cd podrá ser considerada como base de un trián­
gulo Ocd, cuyo ángulo en el vértice O será el ángulo pedido. 
Tratemos pues de obtener este triángulo en su plano rebatido 
sobre el plano horizontal. 

Para esto observemos que el plano cuya traza es cd, y el 
plano tirado verticalmente en la dirección ab, se cortan, en el 
espacio, según una recta Oi que es á la vez perpendicular á 
la intersección de los dos planos dados [por hallarse en el pla­
no Ocd perpendicular á dicha intersección], y á la recta cd, 
porque cd es perpendicular al plano proyectante. La recta Oi 
es por lo tanto la altura del triángulo Ocd. Para obtener su 
longitud, imagínese que el triángulo rectángulo cuya hipote­
nusa es ab', y cuyos catetos son ab, bb', gira al rededor de bh' 
para tomar posición rebatiéndose sobre el plano horizontal. En 
este movimiento, los puntos a, i , describirán en torno ai pun­
to ¿ arcos de círculos, y vendrán á situarse en a', i ' ; la recta 
b'a estará entonces representada por b'a', y la altura buscada 
por una perpendicular í ' o ' bajada sobre 6'a'.—Construida esta 
perpendicular no habrá mas que trasportarla sobre i a de i á 
O ; y tirando las cO, dO, el ángulo cOd será el ángulo 
pedido. 

E S C O L I O 1.° Si las trazas de los dos planos dados tuvieran 
las direcciones indicadas por la figura 318, se recurriría al 
plano auxiliar qpqf; y tendríamos reducida la construcción á 
la del caso precedente. 
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ESCOLIO 2.° Dividiendo en dos partes iguales el ángulo 

cOd, y juntando el punto a con el punto p-en que la bisectriz 
encuentra á la traza horizontal del triángulo Ocd, se obtiene 
la traza horizontal del plano bisector del ángulo de los dos pla­
nos.—Para obtener la traza vertical, basta juntar el punto 6' 
con el punto k en que la traza ag encuentra á L V . 

Asi, ak y b'k son las trazas del susodicho plano bisector. 

PHOBLEMA X I . [ F i g . 323.) 

N.o401. Construir los ángulos que forma un plana 
NMN' con el plano horimntal y con el vertical. 

Este problema, que en rigor es solo un caso del preceden­
te, merece particular atención por sus numerosas aplicaciones. 

Por un punto cualquiera A de MN, tiremos un plano per­
pendicular áesla recta: —este plano corta al horizontal y al 
dado en dos rectas perpendiculares á MN (n.0 299.), que for­
man entre si el primero de los ángulos pedidos. Ahora bien, 
la traza horizontal de este plano es AB perpendicular á MN; 
su traza vertical es BG perpendicular á L L ' , y su intersección 
con el plano dado es una recta que atraviesa á los dos planos 
de proyección, al uno en el punto A , y al otro en el punto C, 
encuentro de las trazas MN7, BG. 

llagamos ahora girar el triángulo ABC, rectángulo en B , 
al rededor de BC como charnela, hasta rebatirle sobre el pla­
no vertical de proyección:—en este movimiento, BA viene á 
caer sobre LL7, y toma posición B A ' . Juntando entonces ci 
punto G con el punto JL ' , obtenemos el ángulo CA'B, que es el 
que forma el plano daclo con el horizontal. 

E l otro ángulo se obtiene tirando por un punto cualquie­
ra D de MN7, la recta DE perpendicular á MN', después la E F 
perpendicular á L L ' , rebatiendo en seguida la ED sobre L L ' 
desde E hasta D ' , y tirando finalmente la F D ' : — el ángulo 
F D ' E es el que forma el plano dado con el plano vertical. 

Adverl. También se habría podido rebatir el primer án ­
gulo al rededor de AB sobre el plano horizontal, y el segundo 
al rededor de D E sobre el plano vertical. 

E S C O L I O . Si se lira la bisectriz A'G del ángulo G A ' B , y se 
junta el punto M con el punto G , es fácil reconocer que MG 
y MN son las trazas del plano bisector del ángulo formado por 
el plano dado con el plano horizontal. 
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P R O B L E M A X I I . [ F i g . 324 y 325.) 

N.0 402. Construir las proyecciones y la longitud de la 
distancia mas corta entre dos rectas. 

Espusiraos en el número 324 dos modos de fijar ia posi­
ción dala perpendicular común á dos recias, llamada tam­
bién su distancia mas corta: aquí no deberemos tratar sino de 
aplicar á ambos los principios de la Geometría descriptiva; 
pero nos reducirémos á desenvolver el segundo medio como 
mas sencillo. • 

Volvamos por el pronto á la figura en relieve ó perspec­
t iva {fig. 266), suprimiendo las construcciones que sirvieron 
para la demostración. 

Sean AB, CD [fig. 324), las dos rectas dadas: 
1. ° Por un punto cualquiera E tomado en la CD, tiremos 

la E F paralela á A B ; 
2. ° Hagamos pasar un plano MN por las dos rectas CD, 

E F ; este plano resulta paralelo á la recta AB ; 
3. ° Desde un punto cualquiera G de A B , bajemos la G K 

perpendicular al plano paralelo, y determinemos en este el pié 
K d e ella; 

4. ° Tiremos por el punto K una recta K I paralela á E F 
ó á A B ; esta recta irá á encontrarse con CD en un punto I ; 

5. ° Desde el punto I tiremos la I H paralela á GH ó per­
pendicular al plano paralelo MN. 

La recta I H es la distancia mas cort^. 
Apliquemos ahora los principios del método délas proyec­

ciones.—Hé aquí los pormenores de la construcción : 
Sean LL'(/?#.325) la línea de tierra, y [ab, a'b'], [cdyc'd'], 

las proyecciones de las dos rectas dadas AB, CD. 
1. u—ef, e'f, respectivamente paralelas á ab, a'b1, y l i ra ­

das por las proyecciones e, e\ de un mismo punió de la rec­
ta [cd, c'd'], son las proyecciones de la recta E F paralela 
á AB ; . 

2. e—NMN' es el plano paralelo á AB, tirado por las rectas 
[cd, c'd'], [ef, e ' f ] [véase el escolio del número 393); 

3.0—gkí, g'k'l', tiradas perpendicularmente á las trazas MN, 
MN' del plano paralelo, son las proyecciones de GK [los pun­
tos k, k', proyecciones del pie de esta perpendicular, deben 
determinarse por el problema del número 397 . ] ; 
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4 . ° — k ' i ' , son las proyecciones de la recta K I lirada por 

el punto k paralelamente á A B ; 
5.0—ih, i ' h ' , liradas por los puntos« , i7, paralelamente á 

glc, g'k', ó perpendicularmente á las trazas MN, M N ' , y pro­
longadas hasta su encuentro con ab, a'b', son las proyecciones 
de la distancia menor pedida. 

6.°—En fin, conociendo los estremos [ i , h'] de esta 
distancia, puede construirse su longitud i ' h" por medio del 
problema del número 390. 

Advert. Esta construcción, que en rigor no tiene ninguna 
dificultad, exige mucho cuidado, á causa del gran número de 
líneas que hay que trazar. Puede sin embargo comprobarse de 
varios modos que se deducen del primer principio (n.0 386.). 

Se ve en fin que este problema no es masque la aplicación 
de algunos délos anteriores. 

Propondremos además de él como ejercicios los siguientes: 
1. ° Determinar la intersección comim de tres planos cu ­

yas trazas se dan; 
2. ° Dados un punto y dos rectas por sus proyecciones, 

tirar por el punto otra recta que encuentre a las dos p r i ­
meras. 

Estos dos problemas son aplicaciones del número 395., y 
son susceptibles de discusión. 

§ I I . Método de rebatimiento. —Problemas sobre los ángu­
los triedros. 

N.o403. Introducción.—Sucede muchas veces que para 
resolver un problema de Geometría del espacio, hay que eje­
cutar ciertas construcciones en un plano dado por sus trazas; 
y para esto es necesario,—l.0—re6a/í> el plano susodicho 
sobre uno de los planos de proyección, por ejemplo el hori­
zontal [así se ha hecho en los problemas de los números 399 
y 400.]; —2.°—/¿/or en el plano rebatido la posición de 
ciertos puntos ó ciertas líneas que deben hallarse situadas en 
él con arreglo al enunciado, y cuyas proyecciones se suponen 
conocidas ;—3.°—^cw/ar en el mismo plano [confundido in­
terinamente con el plano horizontal] las construcciones pres­
critas por el enunciado; — 4 . ° — e n fin, determinar las pro­
yecciones de los nuevos puntos y líneas hallados de esa mane­
ra.—Tal es eL objeto del método conocido con el nombre de 

26 
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MÉTODO D E R E B A T I M I E N T O , cuyos principios fundamenlales se 
reducen á las tres cuestiones siguientes. 

P R O B L E M A I . [ F i g . 326.) 

N." 404. Dado por sus trazas un plano NMN', rebatir­
le sobre mo de los planos de proyección, por ejemplo, sobre 
el horizontal. 

Considerémos en la traza vertical MN' un punto cualquie­
ra a' cuya proyección horizontal es a; y por este punto conci­
bamos un plano perpendicular á la traza horizontal MN-.—la 
traza vertical del nuevo plano es una recta a'a perpendicular 
á la línea de tierra {n.0 384.), y su traza horizontal otra recta 
np perpendicular á MN. — Su intersección con el plano 
NMN' será una recta pa ' [en el espacio] 'perpendicular tam­
bién á MN. 

Esto supuesto, hagamos girar al plano dado al rededor de 
su traza horizontal MN:—en este movimiento, el punto a' 
no saldrá del plano a'pa, y rebatirá en la prolongación p k de 
pa , en un punto A cuya distancia al punto fijo M estará re­
presentada en magnitud por Ma'.—Por consiguiente, si des­
de el punto M como centro, con el radio Ma', describimos un 
arco de circulo que vaya á corlar á la recta aA en el punto A, 
y juntamos este punto con el punto M , la recta MAN" repre­
sentará el rebatimiento de la traza vertical MN' sobre el plano 
horizontal.—Luego NMN" es el plano dado, después rebatido 
sobre el plano horizontal. 

Advert. Describiendo desde el punto a como centro , con 
o/) por radio, un arco de círculo que corte á L L ' en un pun­
ió p ' , y tirando la recta a ' / / , el ángulo a'p'a será el ángulo que 
forma el plano dado con el plano horizontal (n.0 401.).—Mu­
chas veces se necesita de él en las aplicaciones del método 
que esponemos. 

P R O B L E M A I I . [ F i g . 326.) 

N." 405. ñepresentando un punto o la proyección hori­
zontal de un punto O situado en un plano NMN-,—1.°—üfo-
l la r su proyección vertical o';—2.°—fijar la posición del 
punto O en el plaño NMN' supuesto rebatido sobre el plano 
horizontal;—y recíprocamente, dado de posición m punto 
O en un plano rebatido, hallar sus proyecciones. 
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Observemos primero que debiendo el punto O estar situa­

do en el plano dado, su proyección horizontal o tija completa­
mente su posición en el espacio; pues si por el punto o se le­
vanta una vertical (n.0 387., escol.), irá esta recta á atravesar 
el plano dado precisamente en un punto que no puede ser otro 
que el punto O. 

Ahora, para resolver la parte primera de la cuestión, ba­
jemos desde el punto o una perpendicular indefinida oro'sobre 
la linea de tierra L L ' : la proyección vertical o' del punto O 
debe estar colocada en esta perpendicular (n.0 386.), y solo 
falta para conocerle determinar la distancia ro' desde la línea 
de tierra al punto o'. 

Dos medios tenemos para conseguirlo. 
PRIMER MEDIO.—Bajemos la oq perpendicular á MN, y jun­

temos el punto g con el punto O del espacio : asi formamos un 
triángulo rectángulo Ooo, cuyo cateto qo conocemos, y tam­
bién el ángulo agudo Óqo, porque siendo ^0 perpendicular á 
MN (n.0 401.), este ángulo mide el ángulo del plano dado con 
el plano horizontal, ángulo ya construido en el problema pre­
cedente, é igual á a'p'a. 

Rebatiendo este triángulo al rededor de o^ como charnela, 
tirando por el punto o una perpendicular oO' á oq, y forman­
do después en el punto q el ángulo o^O' igual al ángulo a'p'a, 
tendremos en oO'^ el triángulo rebatido; y oO' representa en­
tonces la distancia del punto O al plano horizontal. Luego si 
colocamos la oO' desde r hasta o', el punto o' será la proyec­
ción vertical pedida. 

SEGUNDO MEDIO.—Concibamos por el punto O del espacio 
una horizontal en el plano dado:—la proyección horizontal de 
esta recta es una línea ob paralela á la traza MN (n.0294.), y 
como la traza vertical de la misma debe hallarse en la traza 
MN', y en la perpendicular á L L ' lirada por el punto ^ r e s u l ­
ta que dicha traza vertical se hallará en 6'; luego la proyección 
vertical de la recta horizontal es una paralela 6'o'á L L ' tirada 
por el punto 6'; y por consiguiente el punto o', en que esta pa­
ralela encuentra á la perpendicular indefinida oro', es la pro­
yección vertical buscada. 

Advert. Este segundo medio suele ser generalmente mas 
sencillo. 

Pasemos á la segunda parte de la cuestión. 
Yolvamos al triángulo O'qo á su posición vertical Ctyo, y 

observemos que, en el movimiento del plano dado al rededor 
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de MN para rebatirse sobre ei plano horizontal, la recta qOf 
perpendicular á MN, debe rebatirse en la prolongación de oq 
en un punto O cuya distancia al punto q es igual á la recta 
qO' ya construida. Luego si trazamos desde el punto q como 
centro, con un radio igual á q O \ un arco de circulo que ven­
ga á cortar á oq prolongada en un punto O, este punto será el 
rebatiraiento de aquel, cuyas proyecciones son o y o'. 

De otro modo:—Si de el punto M como oentro, con un ra­
dío igual á Mb', trazamos un arco que corle á MN" [problema 
precedente) en un punto B, y por este punto tiramos una pa­
ralela á MN, esta paralela representará la horizontal que an­
tes tirábamos por el punto O. Luego el encuentro de ella con 
oq dará también la posición del punto cuyas proyecciones 
son o, o'. 

RECÍPROCAMENTE :—Dado de posición el punto O en el 
plano rebalido, NMN", para obtener sus proyecciones cuando 
el plano vuelva á su posición primitiva NMN', basta,—!.0— 
bajar la Cty perpendicular á MN , prolongándola indefinida­
mente;—2.°—Aacer en el punto q un ángulo oqO' igual al 
ángulo dado a'p'a; — 3.0 — tomar qO' — qO, y bajar la 
O'o perpendicular á 90, lo cual determina la proyección hori­
zontal o ; — 4 . ° — e n fin, ba ja r la oro' perpendicular á L L ' , 
y temar ro '~oO ' , con lo cual el punto o' es la proyección 
vertical. 

Ó bien de otro modo:—1.°—Tírese la 0^ perpendicu­
lar á M N , y la OB paralela á la misma traza MN;—2.°— 
tómese la distancia MB desde M hasta b' en la traza MN', y t í ­
rese h recta indefinida 6 V paralela á LL';—3."—bájese la 
h'b perpendicular á L L ' , y por el punto b tírese la bo parale­
la á MN. 

E l punto o, en que la bo encuentra á l a 0 ^ prolongada,es 
la proyección horizontal del ponto O; y el punió o', en que la 
perpendicular 00' encuentra á b'o', es su proyección vertical. 

Las constricciones que acabamos de esponer para la recí­
proca de esta cuestión, son consecuencias déla marcha segui­
da en la proposición directa. 

PROBLEMA 111. [ F i g . 327.) 

N.e 406. Dada la proyección horizontal ab de una recta 
situada en un piano NMN' ,—1.° — Construir su proyec­
ción vertical; — 2.° — determinar su posición en el plano 
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rebatido;—y recíprocamente,—Dada una recta en el plano 
rebatido, hallar sus proyecciones cuando vuelva el plano á su 
posición verdadera. 

Aplicando á dos cualesquiera punios de la recta la cons­
trucción del problema precedente, se obtendría una solución 
de la cuestión propuesta; pero puede conseguirse de un modo 
mas sencillo. 

Por la proyección a6, concibamos un plano vertical: — l a 
traza horizontal de este plano es ab, y la traza vertical 66'per­
pendicular á L L ' . Luego, determinando, como en el núme­
ro 395., la proyección vertical déla intersección de los dos pla­
nos NMN', a66', se tendrá la proyección vertical de la recta. 

Respecto de la segunda parte de la cuestión, obsérvese que 
el punto a en que la recta atraviesa el plano horizontal, no cam­
bia de posición en el movimiento del plano al rededor deMN. 
Además, el punto 6̂  en que atraviesa al plano vertical, viene 
á tomar la posición B , punto que se obtiene colocando la dis­
tancia M6' desde M hasta B sobre MN", ó prolongando la per­
pendicular bajada desde e l punto 6 sobre Mi\ , hasta encontrar 
á MN".—Luego aB representa á la recta dada rebatida en el 
plano horizontal. 

RECÍPROCAMENTE:—Hallándose situada de cualquier modo 
una recta GD en el plano rebatido, para obtener sus proyec­
ciones cuando el plano vuelve á su posición primitiva, obser-
varémos que el punto D en que la recta CD encuentra á MNf, 
no cambia de posición: por consiguiente , es un punto de la 
proyección horizontal de la recta, y el pié d' de la perpendi­
cular bajada sobre MN desde el punto D , será la proyección 
vertical de este punto.—Tomando después en MN' una dis­
tancia Me' igual á MC, bajando la c'c perpendicular á L L ' y 
tirando las rectas cD, c'd', se obtienen las proyecciones hori­
zontal y vertical de la recta. 

Apliquemos estos principios á nuevos problemas. 

• PROBLEMA IV. 

N.0 407. Dados por sus proyecciones un punto y und 
recta, t i ra r por el punto otra recta que encuentre á la p r i ­
mera y forme con ella un cmgulo dado. 

Empiécese por hacer pasar un piano por el punto y pol­
la recta dados (n.0 393., e^co/.), después se rebate ese plano ai 
rededor de su traza horizontal (n.0 404.), y con él el punto y 
la recta (números 405, 406.).—F/ectííese después en el p ía-
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no rebalidola construcción indicada por el enunciado, y se ob­
tendrán dos recias por respuesta de la cuestión (n.0155.) 
Finalmente, determínense las proyecciones de estas rectas. 

Advert. Se puede, como caso particular, — Hallar por 
ese medio las proyecciones y l a longitud de la perpendicu­
lar bajada desde un punto dado á una recta también dada,— 
problema que ya hemos resuello de otro modo en el número 
398., ewo/. 1.° 

P R O B L E M A V. 

N." 408. Dados tres puntos por sus proyecciones, hallar 
el centro y el radio de un circulo que pase por ellos. 

1.°—Hágase pasar un plano por los tres puntos dados 
(n.0 398.), y rebátase este plano al rededor de su traza hori­
zontal (n.0 kQk.)',—*!.0—determínese en el plano rebatido la 
posición de los tres puntos dados (n.0 405.);—3.°—consírú-
yase (n.0151. , 2.°) el centro del círculo que pase por los tres 
puntos así rebatidos; — 4.° — determínense las proyecciones 
del centro (n." 405., recip.), y júnteme sus proyecciones con 
las respectivas proyecciones de uno de los puntos dados. 

De este modo quedan determinados de posición y magni­
tud el centro y el radio del círculo pedido;—por consiguiente 
queda resuello el problema. 

Advert. E l radio estaba ya determinado por la construc­
ción hecha en el plano rebatido. 

E S C O L I O . Este problema y el anterior son escelentes ejer­
cicios del método de rebalimienlo.—Aconsejamos ademas á 
Jos estudiosos que determinen (n.0 405.) las proyecciones de 
una série de puntos de la circunferencia, suponiéndola trazada 
en el plano rebatido.—ü.niendp después unas á otras las d i ­
versas proyecciones horizontales, y lo mismo respectivamente 
las verticales délos diferentes punios, por medio de líneas con­
t imas , se obtienen dos curvas cerradas y reentrantes que 
son las proyecciones horizontal y vertical del circulo situado 

* en el espacio. 
Se demuestra en Geometría analít ica que esas curvas son 

elipses (n." 49. , Ápénd.). 
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Aplicación del método de rebatimiento á la construcción de 
ángulos triedros. 

PROPOSICIÓN P R E L I M I N A R . 

N.0 409. Yahemos visto quer en todo ángulo triedro, cual­
quiera de las tres caras es menor que la suma de las otras dos 
(o. 331.) , y que su suma vale menos de 4 rectos (n.0 332.), 

Ahora digo que,.reciprocamente, — con tres ángulos rec­
tilíneos, el mayor de los cuales valga menos que la suma de 
los otros dos, y juntos valgan menos de & rectos, siempre 
es posible formar un ángulo triedro. 

Sean tres ángulos consecutivos CS-A, ASB, B S C {fig. 328), 
situados en un mismo plano horizontal, y tales que tengamos 

A S B > A S C , A S B > B S C / , 

pero A S B > A S C + B S C ' , 

y CSAH-ASB-f-BSC,<4 m'/os 

[suponemos aqui que el ángulo mayor está en medio de los 
otros dos]. 

Esto supuesto, tomemos en SC, y S C dos distancias igua­
les S D = S D ' , y desde los puntos D , D ' , bajemos las rectas 
D E , D ' E ' , respectivamente perpendiculares áSA, SB; después 
imaginemos que los triángulos rectángulos S D E , S D ' E ' , giran 
al rededor de SA, SB, y dán solo media vuelta, de modo que 
el lado SD tome la posición Sd en el plano del ángulo ASB, y 
el lado SD' la posición Srf ' .—Es claro que, en eáte movimiento, 
los triángulos rectángulos engendrarán deseónos (n.0 357.), y los 
lados SD, SD' , ó mas bien, SC, S C , engendrarán dos superfi­
cies cónicas. Ahora bien, los planos verticales engendrados por 
D E , D ' E ' , se cortarán necesariamente, y además deberán cor­
larse interiormente respecto de los dos conos; porque de ser 
A S B < A S G - l - B S G / , resulla A S G < A S C Í + B S Í / ' ; por consi­
guiente, las rectas DErf, D'E'rf', se cruzarán en un punto K 
interior al ángulo dSd'. Tendrán pues los planos verticales por 
intersección común una recta K l que atravesará simultánea­
mente á las dos superficies cónicas en un mismo punto I ; y 
juntando el punto S con e,l punto l , tendremos una arista S I L 
cómun á ¡as dos superficies, —Entonces las rectas S A , SB, 
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S L , formarán un ángulo triedro cuyas caras serán 

ASB, ASL = ASC, B S Í ^ B S C ; L . C. D . D. 

Advert. Los tres ángulos ASB, CSA, G'SB, pueden consi­
derarse como desarrollo del ángulo triedro S A L B en un plano 
horizontal SAB [véase el número 361.); — la arista S L en 
cierto modo se reparte en dosy que toman las posiciones 

se, se. 
Además, sise imagina que losdos triángulos rectángulos SDE, 

S D ' E ' , concluyan del todosu revolución, tendrán lasdos superfi­
cies cónicas, por debajo del plano ASB, otra arista común que 
determinará un ángulo triedro simétrico al primero(n.0334.). 

IÍSCOLIO. Hemos supuesto en la figura 32S, que siendo 
agudo ú obtuso el ángulo mayor ASB, son agudos los otros dos 
ángulos CSA, C'SB. 

Pero puede también suponerse que dos de los ángulos 
A S B , ASC {fig. 329), son obtusos, y el tercero, B S C , agudo; 
ó bien que los tres ángulos sean obtusos [fig. 330);—la pro­
posición en todos los casos es verdadera. 

En el caso de la figura 329, la perpendicular DE caeria en 
la prolongación de AS , y la perpendicular D ' E ' en el mismo 
lado SB; pero los dos planos verticales engendrados por DE, 
D ' E ' , se cortarán sin embargo interiormente respecto de los 
deseónos; y también las superficies cónicas tendrían pomun 
una arista SL que formarla con SA, SB un ángulo triedro. 

En el caso déla figura 330, las perpendiculares D E , D ' E ' , 
caerían en las prolongaciones respectivas de SA, SB; y' los dos 
planos verticales se cortarían en una vertical I K , cuyo pie K 
sería inlerioral ángulo DSD';ypor consiguiente laminen ten­
drían las dos superficies cónicas una arista común S L . 

Pasemos á la construcción de los ángulos triedros por me­
dio de ciertos datos. 

PROBLEMA V I . [ F i g . 331 y 332.) 

N." 410. Dadas las tres caras de un ángulo triedro, 
construir los ángulos diedros. 

Para hacer entender mejor la construcción que vamos á 
emplear, y que tiene la ventaja de aplicarse á todos los casos, 
considerarémos primero una figura en relieve. 

Sea pues sahe [fg:. 331) el ángulo triedro cuyos ángulos 
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diedros se trata de obtener gráficamente: empecemos por el 
formado en la arista sa. 

Tomemos en las aristas tres parles iguales, sa — sb^=scy 
v juntemos los puntos a, h, c, de dos en dos: asi formamos un 
tetraedro cuyas caras laterales son isósceles; de donde resul­
ta que los ángulos de las bases son todos agudos (n.0 56. ) .— 
Esto supuesto. 

Por un punto cualquiera m de la arista sa, tiremos las rec­
tas mn, mp, perpendiculares á sa; las cuales encontrarán ne­
cesariamente á los lados ab, ac, del triángulo abe (n.034.), en 
dos puntos w, p. Tirando la np, tendremos un triángulo mnp 
que, construido en su magnitud verdadera, nos dará á cono­
cer el ángulo m, que es la medida del ángulo diedro formado 
en sa (n.0 308.).—Esta construcción se consigue desarrollan­
do sobre un plano al tetraedro sabe. 

A l efecto, tracemos en un mismo plano horizontal tres án ­
gulos consecutivos A S C , ASB, BSC" (/fy. 332), respectiva­
mente iguales á los tres ángulos dados ase, asb, bsc [fig. 331) 
[aquí se toma el ángulo ASB por base de la construcción]; y 
después de haber tomado las cuatro distancias iguales 

SC' = SA = S B = S G , / , 

tiremos las rectas C'A, AB, B C " ; después, desde los puntos A 
y B como centros, con los radios A C , BG" , tracemos dos ar ­
cos de círculo que deben cortarse en un punto C situado res­
pecto de AB al lado opuesto del punto S; y juntemos A C y B C : 
así obtenemos el tetraedro sabe desarrollado sobre el plano ho­
rizontal. [La base ahe del tetraedro se ha movido al rededor de 
aíTó A B ] . Ya no nos falta mas que determinar en este desar­
rollo lo largo de los lados del triángulo mnp. 

Para esto, desde luego es evidente que los lados mw, mp, 
están representados por los pedazos MN, N B , de una misma 
perpendicular á SA, tirada por un punto cualquiera M toma­
do desde A en SA. Además, en el desarrollo del tetraedro el 
punto p ha debido lomar posición en AG' y en AG, que repre­
senta á ac. luego tomando A Q = A R , y juntando el punto Q 
con el N , tendremos NQ==w/?. Luego los tres lados del t r ián­
gulo mn» son respectivamente iguales á MN, MR y NQ.— 
Luesu, si sobre MN como base construimos el triángulo MNP 
(n.0157.), tal que tenga M P = M R , NP=NQ, el ángulo en M 
será el ángulo diedro pedido, rebatido sobre el plano horizontal. 
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La conslmcciou sería idéntica respecto del ángulo diedro 

formado en la arista sb; pero la del ángulo diedro formado en 
el arista se exige una ligera modificación, porque e! arista se 
está representada en el desarrollo por S C , SG" , v porque el 
punto ha tomado las tres posiciones C, C , G" . 

Después de haber tomado en SG', SC", dos partes C T , 
C ' T " , arbitrarias, pero iguales, levantemos las T ' V , T ' V " ] 
respectivamente perpendiculares á SG', SG"; después tomemos 
en GA, GB, 

CP"==G'V', CW=C"Yf\ 

y tiremos la N^'P"; las tres rectas N " P " , T ' V , T ' ^ " , repre­
sentan los lados ri'p", m"n", m"p"y del triángulo que se ha 
de construir; y ejecutada la construcción sobre la base N ' T " , 
el ángulo opuesto M " será el ángulo pedido. 

Podria evitarse esta última construcción lomando á su vez 
á ASC por base del desarrollo. 

ESCOLIO 1.° E l caso en que se dán los tres ángulos del án­
gulo triedro se comprende en el problema precedente, en v i r ­
tud dé la propiedad del ángulo triedro suplementario (n.o330.): 

Tómense los suplementos de los tres ángulos dados, y se 
tendrán las tres caras del nuevo ángulo triedro; construyanse 
los ángulos diedros de este, y tómense sus suplementos; y se 
obtendrán las tres caras buscadas. 

E S C O L I O 2.° L a reducción de un ángulo a l horizonte es 
también un caso particular del problema antecedente. 

En efecto, reducir un ángulo a l horizonte es hallar la 
proyección horizontal de un ángulo formado por dos rayos 
visuales [cuyo vértice es el ojo], conociendo dicho ánguío y 
los que forman los rayos visuales con la vertical. 

Sean pues SA, SB [fig. 333) dos rayos visuales, y SG la 
vertical bajada desde el punto S.—Por el supuesto conocemos 
el ángulo ASB, y los ángulos ASG, BSG, y se trata de deter­
minar el ángulo MPN formado por las proyecciones de SA, S B , 
«obre un plano horizontal tirado por un punto cualquiera déla 
vertical. Todo pues se reduce claramente á construir el ángu­
lo diedro que se forma en el arista SG del ángulo triedro SABC, 
cuyas caras A S B , ASC, BSG, conocemos. 

P R O B L E M A V i l . [ F i g . 334.) 

N.0 411. Dadas dos caras de un ángulo triedro y el án-
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guio comprendido, construir la tercer cara , y por consi­
guiente, los tres ángulos diedros. 
n Eslefroblema es siempre posible, cualesquiera que sean 
las caras dadas y el ángulo que comprenden. „ o 

En efecto, supongamos que las dos caras dadas ASB, ASC, 
están situadas en un mismo plano, por ejemplo en el de la 
cara ASB, y hagamos después girar Ja cara ASC al rededor de 
SA como charnela. Así que el ángulo diedro comprendido por 
las caras sea igual al ángulo dado, quedará la tercer cara CSB 
completamente determinada en el espacio. 

No se trata pues sino de fijar su magnitud en el desarrollo 
del ángulo triedro sobre el plano de la cara ASB. 

Para esto, desde un punto cualquiera D de la arista SC re­
batida, bajemos sobre SA una perpendicular, indefinida D E F , 
y supongamos que la cara CSA vuelve á la posición que de­
bía tener para formar con ASB el ángulo dado; las dos rectas 
E D , E F , se hallarán entonces en un plano vertical, y forma­
rán entre sí un ángulo, medida del ángulo diedro. Imaginemos 
ahora que este plano vertical, girando al rededor de E F , se 
rebata sobre el plano de ASB; después de este movimiento, la 
recta ED tomara una posición E l tal, que F E I será igual al 
ángulo dado; v si tomamos la E l igual a E D , y tiramos la E l 
perpendicular a E F , el punto F será el pie de una vertical 
bajada desde el punto D de la arista .SG en el espacio sobre el 
plano horizontal. 

Imaginemos finalmente que la tercera cara C S B gira al re­
dedor de SB para rebatirse sobre el plano horizontal; el punto 
D , cuya proyección horizontal está en F , se hallará por este 
rebatimiento en la perpendicular indefinida F E ' D ' , quedándo­
se á una distancia del punto S igual á SD. Luego si , haciendo 
centro en Scon el radio'SD, describimos una circunferencia 
de circulo, irá esta á cortar á la recta F E ' D ' en un punto D ' , 
que unido al punto S, determinará la tercer cara pedida B S C 

Conocidas así las tres caras, pueden construirse por el 
problema anterior los ángulos diedros desconocidos. 

Advert. Esta construcción exige algunas modificaciones 
según los casos que se presentan; pero siempre se apoya en 
el mismo principio. 

E S C O L I O . La propiedad del ángulo suplementario reduce 
al caso que acabamos de esplicar, el caso de darse una cara y 
tos dos ángulos adyacentes. 
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PROBLEMA V I H . [ F i g . 335. 

N." 412. Dadas dos caras y el ángulo opuesto á una de 
ellas, construir ta tercer cara y tos otros dos ángulos 
diedros. 

Desde luego es fácil conocer que esle problema puede te­
ner, según loscasos, dos soluciones, ósolouna, ó no tene.r nin~ 
guna. En efecto, siendo ASB una de las caras dadas, imagi-
némos que un ángulo igual á la otra cara dada, formado sobre 
el lado SB del otro, gire al rededor de esta línea, y tome en el 
espacio todas las posiciones posibles; y que además un tercer 
plano lirado por el arista S A , forme con ASB un ángulo die­
dro igual al ángulo dado.—Esto supuesto, en el movimiento 
del segundo plano en torno d e S B , el lado movible engendra 
evidentemente una superficie cónica, que tiene en S su vér t i ­
ce. Ahora bien, aquí pueden ocurrir tres casos : 

O el tercer plano cuya posición está determinada y es fija, 
encuentra á la superficie cónica en dos de sus generatrices! 
que entonces deben cada una de por-sí ser consideradas como 
la tercer arista de un ángulo triedro cuyas otras dos aristas 
son S B , SA; y los ángulos triedros así formados satisfacen las 
condiciones del enunciado; 

O el plano susodicho-es tangente á superficie cónica en 
una de sus aristas (n.0 359.), en cuyo caso resulta un solo án­
gulo triedro que satisface al enunciado; 

O finalmente, el plano es completamente esterior á la su­
perficie cónica; en cuyo caso no puede existir ángulo alguno 
triedro. 

Veamos pues ahora, cuando el ángulo es posible^cómo se 
determina la tercer cara. 

Sean ASB, BSC, las descaras dadas, de las cuales la pr i­
mera nos servirá de plano de construcción, suponiendo ade­
más rebatida en ese plano á la segunda. 

Por un punto cualquiera E de SB, tiremos un plano per­
pendicular á esta recia; el cual será por lo tanto vertical y 
corlará á las caras A S B , BSC, en dos rectas E F , E D , per­
pendiculares á SA, y á la tercera cara desconocida, en una 
s-ecla, cuya posición vamos á fijar en este plano vertical, su ­
poniéndole por un momento rebalido al rededor dé su traza 

sobre el plano horizontal. 
Parir esto, imaginemos por el mismo punto E otro plano 
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vertical y perpendicular á la arista SA: este nuevo plano, que 
contiene á la vertical levantada en E , corta á la cara ASB eu 
una recta E K perpendicular á SA, y á la cara desconocida en 
una recta perpendicular también á SA, y que forma por con­
siguiente con E K un ángulo igual al ángulo diedro dado.—Si 
ahora rebatimos este segundo plano al rededor de su traza E K , . 
la perpendicular á SA, situada en la cara desconocida, toma­
rá después del rebatimienlo una posición K I tal, que I K E sea 
igual al ángulo diedro dado; y la vertical que sale del punto E? 
como debe ser perpendicular á E F , estará representada en mag­
nitud por El.—Además, dicha vertical se halla también en el 
primer plano vertical que hemos imaginado; y en el rebatí-, 
miento de esta, deberá aquella haber tomado la dirección E B . — 
Luego si tomamos en la E B , la distancia E G igual á E l , y jun­
tamos el punto G con el punto F , traza horizontal de la recta de 
intersección del primer plano vertical tirado con la cara des­
conocida, tendremos la dirección de dicha recta en el susodi­
cho plano vertical rebatido. 

Para terminar la solución del problema , nos falta todavía 
— 1.° — determinar la posición del punto D en ese plano re­
batido;—2.°—determinar la posición del mismo punto cuan­
do la tercer cara gira al rededor de SA para rebatirse sobré el 
plano horizontal. 

Pues b i e n , — 1 . ° —en el movimiento que hace el plano 
G E F para rebatirse sobre el plano horizontal, la distancia del 
punto D al punto E no debe cambiar; luego si haciendo centro 
en E , con ED por radio, trazamos una circunferencia de c í r ­
culo, deberá esta cortar á la recta F G , generalmente, en dos 
puntos d', d", que represenlarán dos posiciones diferentes del 
punto D en el plano vertical G E F rebalido. 

2.°—Volvamos á este plano su posición vertical, y hagamos 
después girar á íf SA ó á <i"SA al rededor de SA. En este 
movimiento las distancias de los puntos d', d", al punto F no 
mudarán; por consiguiente deben dichos puntos hallarse en 
las circunferencias trazadas desde F como centro, con los r a ­
dios ¥d' t F¿/". —Por otro lado, los mismos |>untos deben ha­
llarse en la circunferencia descrita con el radio SD.—Buscan­
do pues los puntos D', D" en que esta circunferencia encuen­
tra á aquellas dos, y juntando esos puntos con el punto S, re­
sultará ASD' , ASD' ' , ó mejor, A S C , A S G " , que será la tercer 
cara pedida. 

Adverí. Si la circunferencia ED resultára tangente de la 
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recta F G , no habría oías que una solución; y si no la encon­
trara, no habría ninguna. 

Conocida la tercer cara, se determinarán los ángulos die­
dros desconocidos por el problema del número 410. 

No insistirémos mas en este último problema, cuya com­
pleta discusión nos llevaría muy lejos, alejándonos demasiado 
de nuestro intento.. 

E S C O L I O . E l caso de darse dos ángulos diedros y la cara 
opuesta á uno de ellos, se deduce del que acabamos de espli-
car, en virtud de la propiedad del ángulo suplementario. 

Tenemos pues medios para áelevmlmr gráficamente U'eÁ 
de los seis elementos que constituyen un ángulo triedro, cuan­
do conocemos los otros tres. Por consiguiente, las cuestiones 
relativas á los triángulos esféricos son también susceptibles 
de soluciones puramente gráficas. 

§ I I I . Problemas sobre la esfera. 

PHOBLEJSU I . 

N.0 413. Circunscribir una esfera á un tetraedro dado; 
ó en otros términos, hacer pasar una esfera por cuatro pun­
tos dados. 

Suponiendo conocidas las proyecciones dejos cuatro pun­
tos, determínense (n.ü 393.) las trazas de un plano que pase 
por tres de ellos; después búsguense (n.0 408.) las proyeccio­
nes del centro de un círculo que pase por los tres puntos ele­
gidos, y levántese en el centro hallado una perpendicular al 
plano de los tres puntos. 

Repítanse las mismas construcciones respecto del cuarto 
punto combinado con dos de los primeros. 

E l punto en que se corten las dos perpendiculares (núme­
ro 378.) será el centro de la estera pedida. 

Be otro modo:—Por los puntos medios de las tres aristas 
de un mismo ángulo triedro del tetraedro dado, tírense planos 
que les sean perpendiculares (n.0 398.), y determínese el pun­
to de intersección de los tres planos. 

Ese punto será el centro de la esfera pedida (n.0 378.). 
Advert. Conocidas las proyecciones del centro y las de uno 

de los puntos, puede construirse el radio facilísimamenle. 
E S C O L I O . Cuando se pueden elegir á arbitrio los planos de 

proyección, puede simplificarse mucho la construcción prece-
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dente; — por ejerápjo, si lomamos por plano horizontal el 
plano de tres de los cuatro puntos dados, y por plano t w í i m / 
el plano vertical que pasa por el arista que junta al cuarto 
punto con cualquiera de los otros tres-

Encargamos á ios principiantes que ejecuten el dibujo de 
este problema,—l.9—suponiendo á los puntos dados dispues­
to» de cualquier modo respecto de los planos de proyección; 
—^2.°—dando al plano horizontal y al vertical la posición es­
pecial que hemos indicado antes. 

PROBLEMA I I . 

N.° 414. Inscribir una esfera á un tetraedro dado. 
Sabemos ya (o.0 379.) que el centro de la esfera pedida se 

encuentra en la intersección de los tres planos bisectores de 
los ángulos diedros de la base del tetraedro dado. 

Suponiendo que se nos dán por sus proyecciones los cuatro 
vértices del tetraedro, podemos primero determinar las trazas 
délos planos que pasan por dichos vértices tomados de tres 
en tres (n."393.).—Después se buscan (n.0 400., <?sco/.2. ) las 
trazas de los planos bisectores de los ángulos que forma la 
cara tomada por base con las otras tres; y por último se de­
termina (n.0 402., advert. 1.a) el punto de intersección de los 
planos. 

Pero esta solución general se simplifica muchísimo cuando 
se supone colocada la base del tetraedro en el plano hori­
zontal. 

Otros problemas sobre la esfera. 

N.0 415. OBSERVACIÓN P R E L I M I N A R . — Los problemas s i ­
guientes no tienen con lâ  Geometría descriptiva mas analogía 
que la de resolverse, á lo menos algunos, por medio de cons­
trucciones ejecutadas sobre un plano; á pesar de que solo es­
tán fundadas en los principios de la Geometría ordinaria. 

Supondremos sin embargo que se posee un instrumento 
llamado compás esférico (n.0 364., noíü), por cuyo medio, co­
locando una de sus puntas en un punto de la superficie esféri­
ca, se puede con la otra trazar un círculo en la misma super­
ficie cuyo polo es entonces el punto qne ha servido de cen­
tro (n.0 363., escol. 2.°) ; — la distancia rectilínea de las dos 
puntas es, en este caso, la cuerda del arco de círculo má­
ximo comprendido entre el polo y un punto cualquiera del 



416 L I B . I I I . — C A P . I I I . — § I I I . 
círculo descrito;—cuando este es un círculo máximo, la aber­
tura del compás es el lado del cuadrado inscrito, ó la cuerda 
del cuadrante. 

PROBLEMA I I I . ( F i g . 336.) 

N.0 416. Dada una esfera, construir su radio. 
Desde un punto cualquiera P tomado por polo, y con una 

abertura arbitraria, tracemos una circunferencia de círculo 
sobre la superficie de la esfera (o.0 415.), y señalemos en dicha 
circunferencia tres puntos A, B , C. Tomemos luego tres aber­
turas de compás iguales respectivamente á las cuerdas A B , AC, 
BG, y en un plano dado construyamos con ellas como lados 
un triángulo A'B 'C ' ;—el círculo circunscrito á este triángulo 
es el círculo menor ABC; luego llamando D al centro de este 
círculo menor, y D' al centro del círculo circunscrito, resulta 
D A ^ D ' A ' . 

Ahora bien, tomemos E F = A / D , , levantemos en el punto 
F la recta indefinida G F G ' perpendicular á E F , y señalemos 
en la perpendicular un punto G tal, que EG sea igual á AP 
[lo cual es posible pues AP > A D > E F ] . — Construyamos 
en fin el ángulo GEO' igual al ángulo EGG' [para lo cual basta 
levantar en el punto I medio de G E , una perpendicular á esta 
recta]. 

Así formamos un triángulo isósceles O'EG igual al t r ián­
gulo isósceles OAP; luego O'E—OA es el radio pedido. 

E S C O L I O . Para construir en una esfera dada la cuerda del 
cuadrante, debe determinarse el radio de la esfera por medio 
del problema precedente; y la cuerda buscada es la diagonal 
del cuadrado construido con el radio hallado. 

Hemos visto en otro lugar (n.0 364., esco/. 3.°) que las cir­
cunferencias de círculo máximo deben trazarse con una aber­
tura igual á la cuerda del cuadrante. 

PROBLEMA IV. { F i g . 337.) 

N.0 417. Por dos punios dados, A, B , en la superficie de 
m a esfera, trazar una circunferencia de circulo máximo. 

Tómese [u.0 416., escol.) una distancia igual á la cuerda 
del cuadrante; después, haciendo respectivamente centro en 
A y en B , y con un radio igual á la distancia susodicha , t r á ­
cense á un mismo lado, respecto del plano ABO [siendo O el 
centro de la esfera] dos arcos que se cortarán en un punto P; — 
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este punto será el polo de la circunferencia buscada (n.0364., 
escoí. 3.°), que podrá entonces describirse fácilmente, porque 
la distancia del polo hallado á cada uno de los puntos A, B , 
es conocida é igual á la cuerda del cuadrante. •fe» 

PilOBLEMA V . 

N.0 418. Dados una circunferencia de circulo máximo 
[ó menor] y un punto en la superficie de la esfera, hacer p a ­
sar por este punto una circunferencia de circulo perpendicu­
lar á l a primera. 

Los medios de construcción son idénticos á los de los pro­
blemas (números 148, 149, /tyMras 89, 90): basta suponer 
que la línea dada es una parte de la circunferencia en vez de 
ser una recta. 

PRIMER CASO. E l punto dado se supone situado en la mis­
ma circunferencia dada. — [F ig . 8 9 ) — Tómense en la c i r ­
cunferencia dada á uno y otro lado del punto dado A, dos dis­
tancias iguales A B , AC; después desde los puntos B , C, como 
polos, y con una misma abertura [que debe ser mayor que BA 
ó que C A ] , trácense dos arcos de circulo que se corten en un 
punto D, y hágase luego^asar una circunferencia de círculo 
máximo por los dos puntos A, D, (n.0 417.). 

Así se obtiene la circunferencia pedida. 
SEGUNDO CASO. E l punto dado se supone situado fuera de 

la circunferencia d a d a . — 9 0 ) . — D e s d e el punto A como 
polo, trácese un arco de circulo que corte á la circunferen­
cia dada en dos puntos C , D ; después, desde estos puntos 
como polos respectivos, y con una abertura de compás sufi­
ciente, trácense dos arcos que se corten en un punto D' situa­
do al lado opuesto del punto A respecto del arco C D ; y hága ­
se finalmente pasar una circunferencia de círculo máximo 
por los puntos A, D'. 

ESCOLIO, Por medio de un procedimiento análogo al del 
número 150, se puede dividir un arco de círculo máximo, ó de 
círculo menor, de una longitud determinada en 2 , 4, 8, . . . , 
partes iguales, por circunferencias de círculo máximo. 

COROLARIO. Para hacer pasar por tres puntos dados en 
la superficie de una esfera, una circunferencia de circulo, es 
necesario trazar por medio del problema anterior dos circun­
ferencias de círculos máximos, cada una de las cuales tenga 
todos sus puntos equidistantes de los puntos dados, lomados 

27 
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de dos en dos. —Estas circunferencias se corlarán en dos pun­
ios, que serán los polos del círculo pedido, el cual por consi­
guiente podrá yacooslruirse sin dificultad (n.0364.,esco/. 3.°). 

PUOBLEMA V I . [ F i g . 337.) 

N.0 419. Dados en la superficie de una esfera una c i r ­
cunferencia de circulo menor y un punto, tirar por este una 
circunferencia de circulo máximo tangente á la circunfe­
rencia dada. 

Ante todo, adviértase que dos círculos de la misma esfera 
se llaman tangentes en un punto, cuando tienen en dicho 
punto una tangente común; — y como el meridiano de todo 
circulo (n.0 364.) que corresponde al punto de contado es 
perpendicular á la tangente, resulta que los dos círculos tan­
gentes tienen un meridiano común en el punto de contacto. 

Adverlirémos además que, por un mismo punto de un 
círculo menor, pueden pasar infinitos círculos que le sean 
tangentes; porque basta para ello hacer pasar por la tangente 
un plano cualquiera. 

Pero no hay mas que solo circulo máximo tangente en 
el mismo punto; que es el que determinan el centro de la es­
fera y la tangente. 

Esto supuesto, resolvamos separadamente cada uno de es­
tos dos casos. 

PRIMER CASO. Sean AMB el círculo menor dado, y M el 
punto de contacto de la circunferencia pedida. 

Determínese lo primero (n.0 418., coro/.) el polo P del 
círculo dado; después hágase pasar un círculo máximo PMP' 
por los puntos P y M (n.0 417.): con esto se tendrá el meri­
diano correspondiente al punto de contacto. Pero el círculo 
buscado debe pasar por el punto M y ser perpendicular al 
plano del círculo máximo PMP': basta pues ahora t irar por 
el.punto M una circunferencia de círculo máximo CMD per­
pendicular á PMP' (n.0418.); y se obtendrá la circunferencia 
pedida. 

SEGUNDO CASO. Sea 1 el punto dado fuera del círculo me­
nor AMB. — Supongamos resuelto el problema, y sean CIMD 
el círculo pedido, PMP' el meridiano común. 

Tomemos en PMP', M H = M P = P A , y observemos que, 
siendo CIM perpendicular al medio de PH, el punto I está equi­
distante de P y de H; por consiguiente tenemos P I = I U . 
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Se ve pues que el punto H es la inlerseccion de dos circuo-

ferencias de círculo, una descrita con la distancia P H = 2 P A , 
y otra descrita desde el punto Icón la distancia 1P. 

De aquí resulta la construcción siguiente: 
1.°—Determínese el polo P como en el caso primero; — 

2. °— tómese una abertura de compás igual á la cuerda I P ; — 
3. °—con ese radio, y haciendo centro en I , descr íbase una 
circunferencia de círculo menor ; — 4 . ° — haciendo centro en 
P, y con un radio igual á la cuerda PA' = 2PA, t r ácese otra 
circunferencia que cortará á la primera en un punto H ; — 
5.°— h á g a s e pa sa r por los punios P, H , una circunferencia 
de círculo máximo que encuentre al círculo menor AMB en 
un punto M; — 6.° — finalmente, — por los puntos I , M, t í ­
rese una circunferencia de círculo máximo (n.0417.); y esa 
será la pedida. 



L I B R O C U A R T O . 

D E L A ESTENSION CONSIDERADA EN E L ESPACIO. 

C A P I T U L O P R I M E R O . 

DE LA SEMEJANZA DE LOS POLIEDROS. — DETERMINACION 
DE SUS ÁREAS Y SUS VOLÚMENES, 

§ I . D é l a semejanza de los poliedros. 

N." 420. INTRODUCCIÓN. Habiendo fijado en el libro se­
gundo (n.os 186 y siguientes) los caracléres generales de la 
semejanza, solo leñemos que aplicar aquí á las figuras consi­
deradas en el espacio los principiosallí establecidos.—Depen­
diendo pues las propiedades de todas estas figuras de las del 
tetraedro, como las de las figuras planas dependen de las del 
triángulo, debe servir de base á la teoría de las figuras seme­
jantes la definición de los tetraedros semejantes. 

Quedando pues determinado un tetraedro por sus seis aris­
tas (n.0 347., coro / . ) , como lo queda un triángulo por sus tres 
lados, diremos que—Dos tetraedros son semejantes cuando 
tienen sus aristas proporcionales y dispuestas en el mismo 
orden [significando aquí esta última espresion lo mismo que 
respecto de los tetraedros iguales (n.0 347.)] . 

De esto se infiere inmediatamente, que, 
1 . ° Dos tetraedros semejantes tienen sus caras respec­

tivamente semejantes (n.0187.), y respectivamente iguales los 
ángulos diedros y los ángulos triedros (n.0 336.) ; 

2. ° Dos tetraedros semejantes á un tercero son semejan­
tes entre s i . 

N.9 421 . Como un poliedro cualquiera está determinado 
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por un conjunto de tetraedros que le componen, resulta que 

Dos poliedros son semejantes cuando pueden descompo­
nerse en un mismo número de tetraedros semejantes respec­
tivamente y colocados de l a misma manera. 

De donde se deduce esta nueva consecuencia: 
Dos poliedros semejantes á un tercero son semejantes en­

tre s i . 
o Se llaman puntos homólogos en dos figuras semejantes,— 

1.°—los puntos homólogos desús caras (n.0 1 8 8 . ) ; — 2 . ° 
los puntos que se enlazan con caras homologas por medio de 
tetraedros semejantes (n.0 420.) , y dispuestos de la misma 
manera. 

Se llaman lineas homologas las rectas determinadas por 
dos pares de puntos homólogos. 

Se llaman secciones homótogas los polígonos resultantes de 
la intersección de dos poliedros semejantes con dos planos de­
terminados por tres pares de puntos respectivamente homó­
logos. 

En fin, dos poliedros semejantes se convierten en iguales 
cuando tienen igual una arista, ó mejor, una linea homologa 
cualquiera. * 

N.0 422. Dos tetraedros, y en general, dos poliedros se 
llaman inversamente semejantes cuando uno de ellos es seme­
jante a l simétrico del otro (n.0 334.).—Pero aquí por el pron­
to solo trataremos de las propiedades de los poliedros directa­
mente semejantes, reservando para el segundo Apéndice d 
esplicar los otros.—Por esta razón, y para abreviar los enun­
ciados délos teoremas, omitiremos algunas veces la restricción 
dispuestos del mismo modo, debiendo siempre sobreentender­
se en el sentido que lo hemos atribuido. 

TEOREMA 1. ( F i g . 339.) 

N.0 423. Todo plano paralelo á una de las caras, ABC 
de un tetraedro SABC, determina con las otras tres caras 
m segundo tetraedro S A " B " G " , semejante a l primero [ha­
llándose los dos planos paralelos á m mismo lado respecto del 
vértice S ] . 

En efecto, siendo las rectas A " B " , B ^ C " , C " A " respecti­
vamente paralelas á las A B , BC, CA (n.0 318.), resulla 

S A : S A " : : S B : S B " :: SC : S C " 
:: AB : A " B " :: AG : A " ^ ' :: BG : B ' ^ ' ; 
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luego los tetraetlrosSABG,SA"B,/C", son semejantes (n.0 420.). 

COROLARIO 1.° Todo plano paralelo á la base de una pirá­
mide cualquiera SABGDE [fig. 286) [y simado al mismo lado 
que la base respecto del vértice] determina otra pirámide 
sahcde semejante á la primera. En efecto, hemos visto núme­
ro 344.) que las aristas y los lados de las bases ABCDE, ahcde, 
son proporcionales; luego los tetraedros resultantes de tirar 
planos por la cúspide S y por las diagonales de las bases serán 
semejantes (n." 420.); luego también lo son las pirámides (nú­
mero 421.) 

COROLARIO 2.° E n dos tetraedros semejantes SABC, 
S 'A 'B 'G ' [fig. 339), las alturas S U , S'ET, son proporcionales 
á tas aristas. 

En efecto, en SA tomemos S A ' ^ S ' A ' , y por el punto 
A " tiremos un plano paralelo á la base A B C : — el tetraedro 
S A " B " C " es semejante al SABC, por el teorema principal, y 
por consiguiente también lo es al S ' A ' B ' C (n.0 420., 2.°); pero 
por construcción tenemos S A ' ^ S ' A ' ; luego los tetraedros 
S A ' ^ C " y S ' A ' B ' C son iguales (n.0421.); dedondeSH'^S 'H ' . 
Ahora b¡en,SH : S H " :: SA : S A " (n.0 344.); luego también 
SH : S ' H ' :: SA : S 'A' . 

La misma consideración se aplica á dos cualquiera pirá­
mides semejantes. 

TEOREMA I I . {Fig. 339.) 

N.0 424. Dos tetraedros SABC, S ' A ' B ' C , son semejantes 
en dos casos principales: 

1. ° Cuando tienen dos caras respectivamente semejantes 
[SAB y S 'A 'B ' , SAC y S ' A ' C ] , igualmente inclinadas y dis­
puestas del mismo modo; 

2. ° Cuando tienen un ángulo triedro [en S y S' por ejem­
plo], formado por tres caras respectivamente semejantes y 
dispuestas de la misma manera. 

Este segundo caso es una consecuencia casi inmediata del 
la definición (n.0 420.); porque de la semejanza de las tres ca­
ras se deduce la proporcionalidad de todas las aristas. 

Respecto del primero, tomemos, para demostrarle, en SA 
una parte S A ' ^ S ' A ' , y tiremos por el punto A " un plano 
paralelo á la base ABC: el triángulo S A ^ B " , semejante al SAB, 
loes tambienalS'A'B', y además lees igual, por l ene rSA '^S 'A^ . 
Del mismo modo y por la misma razón S A ' ^ " es igual á S 'A 'C . 
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Ahora bien, por hipótesis, son iguales los ángulos diedros en 
S A " y S'A'; luego los tetraedros S A ' ^ ' C " , S ' A ' B ' C s o n igua­
les (n.0 347.)- P e r o S A ' W e s semejante á SABC; luego, etc. 

ESCOLIO. DOS tetraedros son también semejantes cuando 
tienen una c a r a semejante [SAB, S ' A ' B ' ] , y los á n g u l o s d i e ­
dros á ella adyacentes iguales é igualmente dispuestos. 

En efecto, lomemos, como antes, S A ' ^ S ' A ' , y tiremos 
por el punto A " -un plano paralelo á A B C : —el tetraedro 
S A ' ^ ' C " es semejante á SABC (n.0 423.); luego los ángulos 
diedros en S A " , S B " , A ' ^ " , son respectivamente iguales á los 
ángulos diedros en SA, SB, AB, y por consiguiente también 
lo son, en virtud de la hipótesis, á los en S'A' , S 'B' , A ' B ' . — 
Además, S A ^ B " , semejante á SAB, es semejante á S 'A'B ' , ó 
mas bien igual, por tener S A ' ^ S ' A ' ; luego los dos tetrae­
dros S A ' ^ ' C " , S ' A ' B ' C , son iguales (n.0 347.); pero el p r i ­
mero es semejante á SABC; luego, etc. 

En fin, puede decirse que — 5 o « semejantes dos tetrae­
dros cuando tienen iguales todos sus á n g u l o s diedros; por­
que, en virtud de la propiedad de los ángulos triedros suple­
mentarios ( n . 0 p o . ) , la igualdad de los ángulos diedros en­
vuelve la igualdad de los ángulos formados por las aristas, y 
por consiguiente la semejanza de las caras correspondientes. 

Pero este nuevo caso contiene una condición demás , por­
que reunidas tres caras, bastan dos ángulos diedros para de­
terminar la dirección de la cuarta. 

TEOHEMA I I I . 

N." 425. Dos poliedros semejantes tienen las caras ho­
mologas semejantes, los á n g u l o s diedros y los á n g u l o s po­
liedros h o m ó l o g o s iguales respectivamente. 

I.0 Las caras homologas son semejantes, porque son caras 
de tetraedros semejantes, ó son reuniones de caras homologas 
de los mismos. 

2. ° Los ángulos diedros homólogos son iguales, ó porque 
pertenecen á tetraedros semejantes, 6 porque son conjunto de 
varios ángulos diedros de ellos. 

3. ° Los ángulos poliedros son iguales por hallarse cora-
puestos de ángulos diedros iguales. 

ESCOLIO. L a s aristas homologas de dos poliedros seme­
jantes son proporcionales, por pertenecer á tetraedros seme­
jantes y adyacentes unos á otros. 
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TEOREMA IV. 

N." 426. RECÍPROCAMENTE: — i>os poliedros son seme­
jantes cuando tienen todas sus caras respectivamente seme­
jantes, é igualmente inclinadas unas respecto de otras. 

Siguiendo uno de los métodos indicados en el número 347., 
y raciocinando como respecto de ios poliedros iguales(n.0352.), 
puede probarse que los poliedros están compuestos de tetrae­
dros respectivamente semejantes; luego ellos lo son también 
{n.0 421.). 

Advert. A esta recíproca le sobran condiciones en el caso 
de ser convexos los poliedros. 

ConuLARio. Las aristas, las diagonales, y, en general, to­
das las rectas homologas de dos poliedros semejantes, son pro­
porcionales. 

Porque pueden considerarse como aristas de tetraedros se­
mejantes y adyacentes unos á otros, lo cual enlaza las propor­
ciones que se pueden formar con las diversas líneas. 

Como ejercicios sobre los poliedros semejantes, propon­
dremos los teoremas siguientes: 

TEOREMA V . 

Dos poliedros son semejantes cuando tienen una cara se­
mejante, y todos los vértices [que no pertenecen á esta cara] 
determinados por un mismo número de tetraedros semejan­
tes [y dispuestos de la misma manera], construidos sobre cada 
uno de los triángulos que componen la cara semejante. 

Advert. Este teorema sirve de definición de los poliedros 
semejantes en la Geometría de LEGECSDRE. 

TEOREMA V I . 

E n dos prismas semejantes, las secciones perpendiculares 
á las aristas laterales son polígonos semejantes. 

TEOREMA V I I . 

Dos pirámides son semejantes cuando tienen las aristas 
respectivamente paralelas. 
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TEOUEMA 

Dos poliedros regulares de la misma especie [ó del mis­
mo nombre] son semejantes y pueden descomponerse en un 
mismo número de pirámides regulares semejantes. 

§ I I . De tas áreas y de los volúmenes de los poliedros. 

Determinación de las áreas . 

N.0 427. PROPOSICIÓN PRELIMINAR.— E l á rea de un po­
liedro cualquiera es igual á la suma de las áreas de todas 
las caras que le terminan. 

E l área de una superficie es, en general, el numero abs­
tracto de unidades superficiales contenidas en ella (n.0 3 . ) , y 
por lo tanto, para obtener la de un poliedro irregular es nece­
sario me^V cada uno de los polígonos que forman su superfi­
cie y sumar después lodos los resultados. 

Cuando se trata de un prisma cualquiera, o de una p i r á ­
mide regular, la espresioo del área de su superficie lateral es 
susceptible de un enunciado bastante sencillo que dá lugar á 
los siguientes teoremas. 

TEOREMA I . [F ig . 340.) 

N.0 428. E l área de la superficie lateral de un prisma 
cualquiera es igual al producto de uno de sus lados por el 
perímetro de una sección que le sea perpendicular. 

Córtese el prisma por un plano MNPQR perpendicular a 
las aristas laterales, lo cual dará las recias MN, N P , PQ, . . . , 
perpendiculares á dicbas aristas (n.0299.): podemos lomar oS 
lados A A ' , B B ' , C C ' , . . . , por basesdelos paralelógramos ABB A ' , 
BCC'B' , CDD'C ' , . . . ; y entonces MN, N P , PQ,. . . , serán las 
respectivas alturas.—Tendremos pues 

ABB'A' = AA' x MN, 
BCC'B' = B B ' x N P , 
C D D ' C ' ^ C C x P Q , . . . ; 

de donde, por ser A A ' = B B 7 = C G ' r e s u l t a 
sup. lat. = AA' (MN + NP -4-PQ - K . . ) 

= A A' x perim. MNPQK: L . C . D . D . 
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COUOLAIIIO. E l área lateral de lodo prisma recto ó r egu­

la r (n." 339.) tiene por medida el producto del perímetro de 
su base por su altura ó por una de sus aristas. 

Porque en este caso, la sección perpendicular á las aristas 
es la base misma del prisma. 

Cuando el prisma es regular, su áreá total, comprendida 
la de las dos bases, es igual al producto del perímetro de la 
base por la suma del altura y el apotema de la base. 

TEOREMA I I . [ F i g . 341.) 

N.0 429. E l área de la superficie lateral de una p i r ámi ­
de regular S A B C D E , es igual ai producto del perímétro de 
l a base por la mitad del apotema S K . 

Todos los triángulos S A B , SBC, SCD, . . . , son-¡guales é 
isósceles (n.0 343.); y dán 

SAB = AB x f S K , 
S B C = B C x | S I , 
SCD = C D x f S L , . . . ; 

de donde, á causa de ser S K = S I = SL 

sup. lat. = (AB BC -h CO - K ..) x f SK 

= p e r i m . ABGDE x f S K . 

ESCOLIO. E l área total tiene por espresion 

perim. ABCDE x | (SK + O K ) , 

siendo SK y OK las apotemas de la pirámide y de la base. 

Determinación de los volúmenes. 

Comenzarémos, como para la valuación de las superficies, 
estableciendo algunas, proposiciones que tienen por objeto trans­
formar unos poliedros en otros. 

Dos poliedros se llaman equivalentes entre sí cuando tie­
nen un mismo volumen, aunque sean de muy diferente forma; 
y transformar un poliedro, es reemplazarle por otro cuyo 
volumen sea igual al primero. [Aquí se suponen las figuras 
perfectamente penetrables]. 
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TEOREMA I I I . [ F i g . 342, 343.) 

N.0 430. Dos paralelepípedos cualesquiera de la misma 
base y de la misma al tura, son equivalentes (véase el núme­
ro 210.). 

Puesto que son ¡guales las bases de los dos paralelepípedos, 
puede trasportarse el segundo soUre el primero, de modo que 
coincidan las bases inferiores; en cuyo caso, como tienen la 
misma altura, las bases superiores quedarán situadas en un 

pai 
tengan una posición relativa cualquiera, como en l a / ^ . 343.-
Examinémos estos dos casos separadamente." 

PIUMER CASO. Sean los dos paralelepípedos A B C D E F G H , 
A B C D E ' F ' G ' H ' (/?#. 342).-—Tenemos evidentemente dos pris­
mas triangulares A E E ' D H H ' , B F F ' C G G ' , iguales entre sí (nú­
mero 346.) por tener un ángulo triedro igual, uno en A-, y el 
otro en B , formado por tres caras respectivamente iguales, á 
saber:* 

Á E E ' = B F F ' , A D H E — B C G F , A D I I ' E ' ^ B C G ' F ' . 
Ahora bien, si de la figura total A B G D G ' H E F ' , quitamos a l ­
ternativamente cada uno de los prismas iguales, queda una 
vez el paralelepípedo A B C D E ' F ' G ' H ' , y otra vez el paralele; 
pípedo ABCDEFGH. Luego estos dos paralelepípedos son igua­
les en volumen. 

SEGUNDO CASO. Sean ahora los dos paralelepípedos 
A B C D E F G H , ABCDE 'F 'G 'H ' [ f ig . 343) [se ha omitido la 
construcción del segundo para no complicar la figura]. 

Como los lados E ' F ' , H 'G ' , del segundo paralelepípedo, son 
respectivamente iguales y paralelos á E F , H G , y por consi­
guiente á A B , DC, y á la vez E ' H ' , F ' G ' , son iguales y para­
lelos á A D , B C , resulta que si se prolongan los lados E ' H ' , 
F ' G ' , hasta encontrar respectivamente en E " , H " , F " , G ' / , con 
los lados E F , HG, también prolongados, se formará un para-
lelógramo E " F " G " H " igual á ABCD,é igual también á las ba­
ses superiores E F G H , E ' F ' G ' H ' . —Luego, tirando planos por 
AB y E " F " , por DC y H " G " , por AD y E " H " , y por BC y 
F " G " , se obtendrá un nuevo paralelepípedo ABCDE' /F / 'G ' 'H ' , , 
equivalente, en virtud del primer caso, á cada uno de los pa-



428 L I B . I V . — C A P , I . — § I I . 
nilelepípedos dados.—Luego eslos son lambien oquivaleoles 
«olre s í ; L . C . D. D . 

TEOUEMAIV. [F ig . 344.) 

N.0 431. Dado un paralelepípedo oblicuo ABCDEFGH 
[fig. siempre es posible trasformarle en otro rectángulo 
de la misma altura que ély y de base equivalente. 

Por los puntos A, B , C, ü , de la base ABCD, levantemos 
rectas perpendiculares al plano de la base, las cuales irán á 
encontrar á la base superior en cuatro puntos E ' , F v G ' , H ; 
juntando estos puntos de dos en dos, formaremos, un parale-
lógramo E ' F ' G ' H ' , igual á ABCD, y por consiguiente, un pa­
ralelepípedo recto ABCDE 'F 'G 'H ' equivalente al paralelepí­
pedo dado, en virtud del teorema precedente. 

A fin de no complicar la figura/concibamos que este nue­
vo paralelepípedo se desliza en el plano de su base inferior y 
viene á colocarse en A 'B 'C 'D 'E /F 'G 'H ' . 

Esto supuesto, desde los vértices A ' , B ' , de la base A W D ' , 
tiremos las rectas A T , B ' K ' , perpendiculares á A ' B ' , lo cual 
determina un rectángulo A ' B ' K T equivalente al paralelógra-
rao A'B'C'D' (o." 210); después, por los puntos I ' , K ' , tiremos 
las rectas I ' l " , K ' K " , paralelas á A ' E ' , B ' F ' , y juntemos los 
puntos E ' , F ' , con los puntos I " , K ' ' , en que estas paralelas en-
cuentran á G'H'.—Así obtenemos un nuevo paralelepípedo 
A ' K " , que es rectángulo, porque todas sus caras son eviden­
temente Rectángulos, y que es equivalente al paralelepípedo 
recto(n.0 430.); porque ambos pueden considerarse como for­
mados sobre la base común A ' E ' F ' B ' , con A T por altura. Aho­
ra bien, por construcción, el paralelepípedo recto es equiva-
Jenle al paralelepípedo dado A B C D E F G H ; luego este es tam­
bién equivalente al A ' K " . 

Luego el paralelepípedo oblicuo se encuentra trasformado 
en un paralelepípedo rectángulo de base A ' B ' K T equivalente 
á ABCD, y de la misma altura r i " = A E ; ' ; Z . C. D. D. 

TEOREMA V. { F i g . 345.) 

N.0 432. Todo prisma triangular oblicuo A B D E F H , es 
l a mitad de un paralelepípedo de doble base y de la misma 
altura {véase el n.0 211.). 

Por los puntos B , D, tiremos las rectas BC ÜC7 respecli-
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vamente paralelas á A D , A B , lo cual determina un paraleló-
gramo ABCD doble de la base ABC; después, por el punto C , 
tírese la CG paralela á A E , hasta encontrar en', G con la base 
superior E F H del prisma, y tírense también las F G , H G ; así 
se formará un paralelepípedo ABCDEFGH cuya base ABCD 
es doble de la del prisma, y que tiene la misma altura que él. 
Mas adelante demostraremos (2.° Apéndice) que siendo simé­
tricos los dos prismas triangulares A B C E F H , B C D F G H , no 
pueden superponerse, pero podemos desde ahora demostrar 
que son equivalentes; lo cual basta á nuestro objeto actual. 

Para ello, cortemos la figura total por un plano MNPQ per­
pendicular á las aristas A E , B F , . . . , [y tal que loscualro pun­
tos E , F , G , H , estén situados á un mismo lado respecto de él]; 
después tómese en la arista AEJ prolongada por una parte AM' 
igual á ME [lo cual dá M M ' = A E ] , tírese por el punto M' un 
plano M'N'P'Q' paralelo á MNPQ; y se tendrá un paralelepípe­
do recto M'N'P'Q'MNPQ, que se halla dividido por el plano 
diagonal HFBD prolongado, en dos prismas triangulares igua­
les y superponibles(n.0 MQ.,escol. 2.°). Digo pues, que estos 
dos prismas triangulares rectos M'N'Q'MNQ y N'P'Q'NPQ, 
son respectivamente equivalentes á los dos prismas triangula­
res oblicuos A B D E F H , BCDFGH. 

Porque si se concibe que el sólido M'N'Q'ABD se deslice 
á lo largo del arista M ' E , de modo que el triángulo M'N'Q' 
venga á colocarse sobre su igual MNQ, como las rectas M'A, 
N ' B , Q'D, son perpendiculares al plano M'N'Q', y como las 
rectas M E , NF , Q H , lo son también al plano M1NQ, resulta 
que las primeras tomarán las direcciones de las segundas (nú-
mero301.);comoademástenemos, por construcción, M/A=ME> 
N / B = N F , Q ' D = Q H , resulta también que los vértices A, 
B , D, coincidirán con los vértices E , F , H ; luego los sólidos 
M'N'Q'ABD, MNQ E F H , son iguales.—Por consiguiente, eí 
prisma triangular recto M'N'Q'MNQ, es equivalente al prisma 
triangular oblicuo A B D E F H . 

Se demostrarla absolutamente del mismo modo que los 
otros dos prismas son también equivalentes. 

Luego, finalmente, á causa de la igualdad de los dos pris­
mas rectos, los dos prismas oblicuos son, no iguales, sino 
equivalentes; l . C . I ) . D . 

COROLARIO 1.° Los prismas triangulares determinados 
por los seis planos diagonales de un paralelepípedo cualquie­
ra (n.0 341.), son todos equivalentes entre si. 
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Porque cada uno de ellos es la. mitad del paralelepípedo. 

COROLARIO 2.° Todos los prismas triangulares que tie­
nen una base común, y cuyas bases superiores están coloca­
das en un mismo plano paralelo al de la base inferior co­
mún, son equivalentes, porque todos son mitades de paralele­
pípedos equivalentes (n.0 430.). 

ESCOLIO. E l paralelepipedo recto M'N'P'Q'MNPQ [jigu-
r a 345) está compuesto de dos prismas equivalentes á los que 
componen el paralelepípedo o^ícMaABCDEFGH, y por con­
siguiente se puede concluir que estos dos paralelepípedos son 
equivalentes. 

Ahora bien, siendo M ' A ^ M E , por construcción, resulla 
evidentemente M ' M = A E , N ' N = B F , Q 'Q=DHrde donde se 
sigue que un paralelepipedo oblicuo cualquiera es equivalente 
á otro recto que tiene por altura el arista del primero y por 
base una sección perpendicular á dicha arista. 

TEOHKMA V i . [ F i g . 346.) 

N.3 433. Dos tetraedros SABC , S ' A ' B ' C , de la misma 
base y altura, son equivalentes. 

Para simplificar el discurso supondremos que las dos ba­
ses ABC, A ' B ' C , están colocadas en un mismo plano, en cuyo 
caso !a altura igual de los dos tetraedros estará representada 
por la recta A H , comprendida, entre el plano de las bases y 
otro plano paralelo á este, lirado por los dos vértices S, S ' . 

Esto supuesto, ya se demostró que las secc ionesGIK^ ' I 'K ' , 
hechas en los dos tetraedros, por un mismo plano paralelo á 
las bases, son iguales(n.0 344., escol.). Ahora bien, si se ima­
gina que la altura AH esté dividida en un número infinito de 
partes iguales, y que por todos los puntos de división se tiran 
planos paralelos á las bases, los tetraedros quedarán divididos 
en trozos bástenle delgados, para poderse considerar sensible­
mente como prismas triangulares (*). — Pero los prismas del 
primero son respectivamente equivalentes á los del segundo 
{n.0 432 . , corol. 2.°), porque tienen bases y alturas iguales; 

(*) Hablando con propiedad, esos pedazos son troncos de tetrae­
dro; pero en razón á la estremada aproximación de sus bases, pue­
den las aristas laterales considerarse como pa ra le las , en cuyo caso 
los troncos se convierten en prismas. 
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luego la suma de lodos los prismas del primer tetraedro es 
igual á la suma de todos los prismas del segundo; luego, etc. 

Hé aquí además otra demostración rigorosa y fundada en 
la reducción á absurdo. 

Admitamos por el pronto que los dos tetraedros no son 
equivalentes, y quo dén, por ejemplo, 

(1) S A B G - S ' A ' B ' C ^ S . 

Cualquiera que sea la diferencia S, puede representarse por 
el volumen de un prisma que tiene por base el triángulo ABC, 
y por altura una parte cualquiera A X de A H [porque vimos 
en el número 338., que un prisma construido sobre una base 
dada es susceptible de pasar por todos los grados de magnitud, 
desde cero hasta el infinito]. 

Esto supuesto, dividamos la altura total A H en partes igua­
les Aa, aa', a'a",..., arbitrarias, pero menores que A X ; des­
pués, por los puntos de división a, a' , a" , . . . , tiremos planos 
paralelos á las bases ABC, A ' B ' C : - Estos planos delerminan 
enambostetraedros secciones D E F y D ' E ' F ' , GIK; y G T K ' , . . . , 
iguales respeclivaráenle (n.0 344., escol). 

Ahora, considerando solo el primer tetraedro, tiremos por 
ios puntos B y C, E y F , I y K , . . . , rectas Be y C / , E i y f k , 
Im y K w , . . . , paralelas al arista SA, hasta encontrar respecti­
vamente con las rectas DE y DF, G I y G K , LM y L N , . . . , 
suficientemente prolongadas.—Así formamos una serie de pris­
mas triangulares ABC De/", D E F G ^ , GíKLm/z,... , que llama­
remos prismas esteriores [ó escedentes]. 

Pasando después al tetraedro S ' A ' B ' C , tiremos igualmente 
las rectas E V y F ' f , V i ' y K ' k ' , M W y N V , . . . , paralelasal 
arista S'A', basta sus encuentros respectivos con las rectas A ' B ' 
y A ' C , D 'E y D 'F ' , G T y G ' K ' , . . . : así obtenemos otros pris­
mas A V / ' D ' E ' F ' , D V W I ' K ' , . . . , que llamaremos prismas 
interiores^ [ó deficientes]', y aquí es importante observar que 
por esta última construcción tenemos un prisma menos que 
por la primera. 

Pero si comparamos sucesivamente los prismas esteriores 
del primer tetraedro con los prismas interiores del segundo, 
veremos, —1.°—que el prisma estenio D E F G ^ de la segun­
da división es equivalenteal prisma interno A V / ' D ' E ' F ' dé la 
primera (n.0 432., escol. 2.°], porque tienen la misma alturav 
la misma base;—2.°—que el prisma esterno de la tercera 
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división GIKLmíí, es equivalente a! prisma interno de la se­
gunda, D W E T K ' , . . . ; y así sucesivamente. 

De donde resulta que la diferencia entre la suma de los 
prismas estemos del primer tetraedro y la suma de los prismas 
internos del segundo, está representada por el prisma esterno 
ABCD^/de la primera división, que tiene por altura Aa . 

Luego, llamando Sla primera suma, y S' la segunda, ten­
dremos 

S — S ^ j o m m a ABCDe/", 

y por consiguiente, S — S ' < 8 , puesto que S es, por hipóte­
sis, el volumen del prisma que tiene por base ABC, y por a l ­
tura A X > A a . 

Ahora bien, la desigualdad S — S ' < ^ es absurda; porque 
siendo la primer suma S evidentemente mayor que S A B C , y 
la segunda S' menor que S ' A ' B ' C , debería resultar al contra­
rio, por esta razón, S — S ' > S . 

Así pues, es absurdo suponer el volumen del tetraedro 
SABC diferente del volumen S ' A ' B ' C Luego, etc. 

N.0 434. COROLARIO. — Un tetraedro cualquiera SABC 
{fig. 347) és la tercera parte de un prisma triangular de la 
misma base ABC y de la misma altura. 

Suponiendo tiradas por el punto S, las rectas SD, S E , pa­
ralelas é iguales á B A , B C , tírense las rectas DE , A D , C E ; 
con lo cual resulta una figura A B C S D E , que es evidente­
mente un prisma (n.os 322, 338.).—Esto supuesto, por los 
tres puntos S, D, C, hagamos pasar un plano SDC que divida 
el prisma en tres partes SABC, SACD, SCDE, cuyos volúme­
nes serán iguales.—Porque desde luego, los tetraedros SACD, 
SCDE, son equivalentes (n.0 433.) por tener bases ¡guales, 
ACD, DCE, é igual altura, puesto que tienen la misma cús­
pide S y las bases colocadas en un mismo plano.—Además, 
si consideramos el tetraedro SCDE como teniendo el cúspide 
en C, y sirviéndole de base S D E , resultará que será equivalen­
te al S A B C , por tener bases iguales, S D E , A B C , y altura 
igual, es decir, la perpendicular común á los planos de las ba­
ses.—Luego los tres tetraedros son equivalentes, y por consi­
guiente cualquiera de ellos vale la tercera parte del prisma; 
* 1 L C . D . D . 

ESCOLIO. Se ve, en virtud de esto, que 
Todo prisma triangular puede descomponerse en tres te­

traedros de la mismabase y de la misma alluraque él. 
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Establecidas estas diversas proposiciones preliminares, 

podemos fácilmente deducir de ellas la medida de toda clase 
de poliedros, procediendo como respecto de los polígonos. 

LEMA. [ F i g . 348.) 

N.0 435. Dos paralelepípedos rectángulos A B C D E F G H , 
ABCD1KLM , de la misma 6fls<? ABCD, son proporcionales á 
sus alturas A E , A I ; es decir, que dán 

paralel. AG : paralel. A L :: A E : A I . 

Sean primero las alturas conmensurables, y estén en la ra ­
zón de 14 á 9 por ejemplo. 

Dividamos á A E en 14 partes ¡guales, 9 de las cuales per­
tenecerán por consiguiente á A I ; después, por los puntos de 
división, tiremos planos paralelos á la base ABGD; claro es que 
el paralelepípedo AG quedará dividido en 14 paralelepípedos 
parciales, todos iguales entre s í , 9 de los cuales estarán con­
tenidos en el paralelepípedo A L . 

Por consiguiente los paralelepípedos dados estarán también 
en la razón de 14 á 9, que es la de las alturas A E , A I . 

En el caso de ser inconmensurables las alturas, se proce­
de como hicimos respecto de los polígonos en el n.0 212., 
donde puede verse^ 

COROLARIO 1.° Recíprocamente: — Dos paralelepípedos 
rectángulos de la misma altura A E = A / E / [fig. 349), son 
proporcionales á sus bases ABGD, A 'B 'C 'D ' . 

Tomemos en el arista AB una parte A B " igual á A ' B ' , y 
tiremos el plano B ^ ' C ^ ' E " paralelo al plano de la cara A D E H : 
así obtendremos un tercer paralelepípedo [auxiliar] A G " que 
tiene la misma base ADHE que el paralelepípedo AG ; luego, 
en virtud del teorema principal, tendremos la proporción 

(1) para l . AG : paral. A G " :: AB : A B " , 

Pero, como siendo A E = A ' E / y A B " = A ' B ' , los rectán­
gulos A B " E " E , A ' B ' F ' E ' , son ¡guales; resulta que los dos pa­
ralelepípedos A G " , A G ' , tienen también la misma base A B " E " E , 
A ' B ' F ' E ' , y son entre sí como sus alturas. Luego tenemos la 
cueva proporción 

(2) para l . AG" : paral , A 'G ' :: AD : A'D' ; 
/ 28 
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de donde, multiplicando las proporciones (1) y (2), y supri­
miendo el factor común para l . A G ' ' , resulta 

paral . AG : pa ra l . A ' G ' :: AB x AD : AB'7 x A ' B ' . 

Ahora bien, AB x AD es la espresion numérica de la base 
ABCD (n.0 213 . ) ; y A B " x A'D', es la espresion numérica de 
la base A'B'C 'D' ; luego finalmente 

paral . AG :pa ra l . A ' G ' :: ABCD : A ' B ' C D ' ; L . C . D . D . 

COROLARIO 2.° Dos paralelepípedos rectángulos cuales­
quiera A G , A 'G ' {fig. 350) , son proporcionales á los pro­
ductos respectivos de su base por su al tura, ABCD x A E . 
A ' B ' C ' D ' x A ' E ' . 

Tomemos en A E una parle A E ' ^ A ' E ' , v por el punto 
E " hagamos pasar un plano E " F " G " H " paralelo á ABCD.— 
Los dos paralelepípedos A G , A G " , que tienen la misma base 
ABCD, son proporcionales á sus alturas A E , A E " ; y dan 

(1) para l . A G : p a r a l . A G " :: A E : A E " ó A E ' . 

Los dos paralelepípedos A G " , A G ' , que tienen la misma 
altura, A E " , A'E7, son proporcionales á sus bases ABCD, 
A ' B ' C ' D ' ; y dán 

(2) para l . A G " : para l . A ' G ' :: ABCD : A ' B ' C ' D ' ; 

de donde multiplicando término á término las proporciones 
( i ) y ( 2 ) , 

para l . AG :pa ra l . A 'G ' :: ABCD x A E : A 'B 'C 'D ' x A ' E ' ; 
L C. D. D . 

TEOREMA V I L ( / % . 3 5 0 . ) 

N." 436. E l volúmen de un paralelepípedo rectángulo 
cualquiera A B C D E F G H , tiene por medida el producto de su 
base por su al tura; es decir, que dá 

val. A G = A B C D x A E . 

Tomemos por unidad el volumen del cubo (n.0 340.) cons­
truido sobre la unidad lineal; y sea A ' B ' C ' D ' E ' F ' G ' H ' el cubo 
escogido. En virtud del corolario precedente, tenemos 



D E T E R M I N A C I O N D E LOS V O L U M E N E S . 435 

vol. AG : vol A 'G' :: ABGD x A E : A 'B 'C 'D ' x A'E', 

ó bien, á causa de ser 

A ' E ' ^ l , A ' B ' C ' D ' ^ A ' B ' x A ' D ' = 1 x l = 1, 

y por ser vol. A ' G ' = 1 , 

vol. AG : 1 :: ABCD x A E : 1 ; 

luego vol. A G = A B C Ü x A E ; L . C. D. [ ) . 

Advert. Es necesario recordar que los factores (n.0 213, 
advert.) ABCD y A E , son números abstractos que espresan 
las ra%onesáQ la base y la altura con sus unidades respectivas. 

ESCOLIO. En lugar de la base ABCD, puede ponerse su 
valor numérico, que es AB x AD (n.0 213.); y la igualdad 
precedente se trueca en 

vol. A G = A B x AD x A E ; 

es decir, que el volumen de un paralelepípedo rectángulo tiene 
también ^or medida el producto de sus tres aristas contiguas. 

Estas aristas se llaman las tres dimensiones del paralele­
pípedo.—Se llaman algunas veces su longitud, su latitud, y 
su altura 6 p r o f u n d i d a d . — e s la longitud, AD la latitud, 
y A E la allüra. 

Advert. E l volúrnen de un cubo es por consiguiente igual 
á la tercera potencia de su lado, — De aquí viene el nombre 
de cubo para designar la tercera potencia de un número. 

N.0 437. COROLARIO 1.° — E l volumen de un paralele­
pípedo oblicuo cualquiera es igual a l producto de su base 
por su altura. 

En efecto, hemos visto (n.0 431.) que este paralelepípedo 
puede ser reemplazado por otro paralelepípedo rectángulo de 
base equivalente y de la misma altura.—Pevo el volúmen de 
este es igual al producto de su base por su altura; luego el 
primero tiene también la misma medida, ó sea , el producto 
de su propia base por su altura, puesto que esta base es equi­
valente á la del paralelepípedo rectángulo. 

Advert. Las Ir es dimensiones de\ paralelepípedo oblicuo 
son, las dos del paralelógramoque le sirve de base (n.0218.), y 
la altura del mismo paralelepípedo, es decir (n.0 338.), la per-
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pendicular común á las dos bases; y por consiguiente liene su 
volumen por medida, no ya el producto de sus tres aristas con­
tiguas, como en el paralelepípedo rectángulo, sino el produc­
to desús tres dimensiones, según acabamos de definirlas. 

COROLARIO 2.° Dós paralelepípedos cualesquiera son pro­
porcionales á sus medidas respeciivas, y por consiguiente á 
ios prodúcelos de su base por su altura. 

De donde resulta —1.° que — Dos paralelepípedos de la 
misma base ó de base equivalente, y de la misma altura, son 
equivalentes, proposición que contiene como caso particular 
el teorema del n.0 430. • 

2. °—Dos paralelepípedos de l a misma base ó de base equi­
valente son proporcionales á sus alturas; 

3. °—Recíprocamente, — Dos paralelepípedos de la misma 
altura son proporcionales á sus bases. 

TttOREMA V I H . 

N.0 438. E l volúmen de un prisma triangular cualquie­
r a es igual al producto de su base por su altura. 

Porque este prisma es la mitad de un paralelepípedo de 
tloble base y de la misma altura (n.0 432.) Pero este tiene por 
medida el producto de su base por su altura (n.0 437.); luego 
también el prisma tiene por medida la mitad de ese producto, 
es decir, el producto de su propia base [mitad de la del para­
lelepípedo] por su altura. 

COROLARIO 1.° Un prisma poligonal c u a l q u i e r a ^ . 281) 
puede descomponerse en prismas triangulares de la misma al­
tura por medio de los planos diagonales ACC'A' , ADD'A' , de 
donde se deduce que — £1 volumen de este prisma es igual 
a l producto de súbase [suma de las bases de los prismas trian­
gulares] por su altura. 

COROLARIO 2.° Dos prismas cualesquiera de la misma 
base ó de base equivalente y de la misma altura son equiva­
lentes. 

Además,—Dos prismas de lamisma base ó de base equi­
valente son proporcionales á su al tura; y recíprocamente , si 
son de la misma altura, son proporcionales á sus bases. 

ESCOLIO. En el n.0432. demostramos que el prisma trian­
gular oblicuo A B D E F H [fig. 345) es equivalente a\ prisma rec­
io M'N'Q'MNQ que liene por altura el arista M'M ó A E , y por 
base una sección MNP perpendicular á las aristas. — La mis-
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ma construcción y los mismos raciocinios podrían aplicarse á 
un prisma cualquiera ABCDEA'B 'C 'D 'F/ { / ig . 340) cortado por 
un piano MNPQR. perpendicular á las aristas laterales.—Así 
venimos á parar á esta nueva medida del prisma: 

E l volumen de un prisma cualqukra A B C . . . D ' E ' es 
igual al producto de una de sus aristas AA' por el área de 
m a sección MNPQK dada perpendicularmente á dicha a r i s ­
ta, espresion notable por su analogía con la del área lateral del 
prisma [véase el número 428.). Además es muy cómoda en la 
práctica. 

TEOREMA I X . 

N.0 439. E l volumen de un tetraedro cualquiera es 
igual á la tercera parte del producto de su base por su 
altura. 

Este teorema es una consecuencia inmediata del corolario 
al número 434. 

COROLARIO 1.° Podiendo toda pirámide poligonal SABGDE 
[fig. 286) descomponerse en tetraedros de la misma altura por 
medio de planos diagonales tirados por la cúspide S , resulta 
igualmente que 

E l volumen de toda p i r á m ide poligonal tiene por medida 
la tercera parte del producto de su hase por su altura. 

COROLARIO 2.° Dos pirámides cualesquiera de la misma 
base ó de base equivalente y de la misma altura son equi­
valentes, —proposición que contiene como caso particular el 
teorema del número 433. 

Además, — Dos pirámides de la misma base ó de base 
equivalente son proporcionales á su altura; Y recíprocamente. 

ESCOLIO, Sean V el volúmen de una pirámide, B su base, 
y H su altura. La espresion abreviada de su volútnen será 

xr B x H H . B „ 
V = - j - Ó B X ~ 0 y X H . 

TEOREMA X . 

N.0 440. E l volúmen de un poliedro cualquiera es igual 
á la suma de los volúmenes de todos los tetraedros en que 
puede siempre descomponerse (n.0 348.). 

Esta proposición es evidente por sí misma. 
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TEOREMA X I . 

N.0 441. Las áreas de dos poliedros semejantes son pro­
porcionales á los cuadrados de sus aristas, diagonales ó l i ­
neas homologas cualesquiera; y sus volúmenes son propor­
cionales á los cubos de las mismas lineas. 

La primera parle de esta proposición es fácil de demos­
trar.—Sean M, N , P, Q,..., las caras del primer poliedro, 
M' , N ' , P ' , Q',..., las caras homologas del segundo; y desig­
nemos por a y a ' dos lineas homologas de los mismos, las cua­
les, según sabemos, son proporcionales en dos poliedros •se­
mejantes (n.0 426., coral.). 

Esto supuesto, como las caras M y M', N y N ' , P y P ' , . . . , 
son respectivamente semejantes, tenemos la série de razones 
iguales 

M : M' a2 : a'*, N : N' :: a2 : a'2, P : P ' : : a2 : a'2,..., 

de donde M : M' :: N : N ' :: P : P' : : . . . :: a2 : a'2; 

luego, en virtud de una propiedad de las proporciones, 

M + N + P + . . . : M f + N , + P ' -K . . : : a2 : a /2 , 

ó área total del primer poliedro: á rea to ta l del segundo:: a2:a"2. 

Para la segunda parte, considerémos primero dos tetrae­
dros semejantes SABC, S ' A ' B ' C [ftg. 339). 

Puesto que estos tetraedros son semejantes, darán la pro­
porción 

ABC : A ' B ' C :: AC2 : AV" :: SH2 : SH'2. 

Multiplicando esta proporción por esta otra, 

j S H * : I S ' H ' : : AG : A ' C :: SH : S 'H ' , 

resulla 

A B C X 7 S H : A ' B ' C ' x | S ' H ' : : A C 3 : A ' C ' 3 : : S H 3 : S ' H ' 3 , 

ó bien 

vol.delprimertetraedro: vol. delsegundo:: S ^ i S ' H ' 3 : : a3:a/3» 

represenlando a y o ' dos líneas homologas cualesquiera. 
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Sean ahora V , V , los volúmenes de dos poliedros seme­

jantes cualesquiera, TÍ | T.21T31... y | T'2 I T s ! ••• los volú­
menes de los tetraedros semejantes en que pueden descompo­
nerse los dos poliedros, a y a ' dos líneas homologas cualquie­
ra.—Tendremos la série de razones iguales 

T 1 : T ' 1 : : T 2 : T ' 9 : : T 3 : T / 3 : : . . . : : a 3 : a ' 3 ; 
luego 

T ^ T ^ T , , - ! - . . . i V i + T t + T s - h . . . ; :a3:a '3 , 
ó bien finalmente V : V / : : a3: a'3; 

L . C . D . D . 
Completaremos lo relativo á la medida de los poliedros con 

dos teoremas importantes sobre la medida de los troncos de 
prismas y de pirámides. 

TEOREMA X I I . [ F i g . 351.) 

N.0 442. Todo p r i m a triangular truncado ABGDEF, es 
equivalente a la suma de tres tetraedros que tiene por base co­
mún una de las bases ABC del tronco, y por vértices los de 
la base opuesta. 

Para probarlo, tiremos los planos A E C , D E C ; y el pris­
ma truncado quedará descompuesto en tres tetraedros EABC, 
EADC, E D F C — E l primero tiene por base A B C , y por 
vértice él punto E ; luego es uno de los tetraedros del enun­
ciado. 

E l segundo, teniendo por base AÜG y por vértice el pun­
to E , puede transformarse en otro BADG que tenga la misma 
base ADC y por vértice el punto B (n.0 433.); pero este puede 
considerarse como teniendo por base ABC y por vértice el 
punto D; luego es otro tetraedro del enunciado. 

E l tercero, E D F C , puede ser reemplazado por el tetraedro 
BDFC, que tiene la misma base DFG y por vértice el punto B ; 
pero este es equivalente al tetraedro BAFC cuyo vértice es el 
mismo, y cuya base A F C es equivalente á la base DFG (núme­
ro 211.); y este último puede considerarse como que tiene por 
base ABC y por vértice el punto F ; luego satisface también al 
enunciado. Luego, etc. 

ESCOLIO. Un prisma triangular truncado tiene por me­
dida el producto de ana de sus bases par la tercera parte de 
la suma de las tres perpendiculares bajadas á ella respecti-
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vamenle desde cada uno de los vértices de la base opuesta. 

S i el prisma truncado es recto, las perpendiculares son 
las aristas mismas. 

TEOREMA X I I I . { F i g . 352.) 

xN." 443. Un tronco de pirámide de bases paralelas es 
equivalente á l a suma de tres p i rámides que tengan por a l­
tura común la del tronco, y por bases respectivas, la base 
inferior del tronco, la base superior, y una figura media 
proporcional entre ambas. 

Sea, enprimer lugar, un tronco de tetraedro A B C D E F . 
Tiremos las tres diagonales E A , E C , y A F : — L a figura 

queda con esto descompuesta en tres tetraedros EABC, E A D F , 
E A F C . E l primero, teniendo por base el triángulo ABG, y por 
cúspide el punto E , satisface ya al enunciado; el segundo, pu-
diendo considerarse como que tiene su cúspide en A , y por 
base el triángulo D E F , satisface también al enunciado, pues 
su altura es la perpendicular común á las dos bases, y su ba­
se D E F es la base superior del tronco. 

Nos falta ahora transformar el tercer tetraedro E A F C — 
Para esto, tiremos desde el punto E la recta E G paralela á 
AD; como está tirada por un punto del plano EDAB que 
contiene á la recta AD, se encuentra situada en este plano y 
encuentra necesariamente á la recta AB en un punto G , que 
podemos juntar con los puntos C y F por medio de las rectas 
GG, GF .—Es to supuesto, los dos tetraedros GAFC, E A F C , 
son equivalentes, por tener la base común A F C , y la misma 
altura, pues las cúspides G, E , están situadas en una misma 
recta paralela á la base. Ahora bien, el tetraedro GAFC pue­
de considerarse como teniendo por cúspide el punto F , y por 
base el triángulo AGC; luego tiene por altura la del tronco, y 
solo falta probar que su base AGG es media proporcional en­
tre las bases ABC, D E F . 

Para esto, tiremos la recta GI paralela á BG: tenemos (nú­
mero 219., corol.) la proporción 

ABC : AGC :: AGC : A G I ; 

pero él triángulo AGI es igual ai triángulo D E F , puesto que 
üémé un ángulo igual, el uno en A, y el otro en D (n.0 322.), 
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formados por 

lados iguales A G = D E , A I = D F ; 

juego también ABC : AGG :: AGC : D E F . 

Luego el tercer tetraedro EADC puede ser reemplazado por 
FAGG, que satisface al enunciado. 

Considerémos en segundó lugar el tronco de pirámide po­
ligonal MNPQRm«/7?r . -Concluyamos la pirámide, y sea T 
su cúspide.—En el plano de la base MNPQR construyamos 
un triángulo ABC equivalente á ella, y lomemos encima del 
plano un punto cualquiera S cuya distancia al plano ABC sea 
igual á la distancia del punto T al mismo plano; después tire­
mos las rectas SA, S B , S C — E l tetraedro SABC es equiva­
lente á la pirámide TMNPQR, porque tienen la misma altura 
y bases equivalentes (n.0 439.). Si ahora prolongamos el pla­
no de la base superior mnrpq hasta su encuentro con el te­
traedro SABC, obtendremos una sección D E F equivalente á la 
sección mnpqr (n.0 344., coro/.), lo cual dá entonces el tetrae­
dro S D E F equivalente á la pirámide Imnpqr; de donde se s i ­
gue que el tronco de tetraedro ABCDEF es equivalente al 
tronco de pirámideM1NPQB mnpqr. Pero el primero, según 
acabamos de ver , equivale á la suma de tres tetraedros que 
tengan por altura la del tronco, y por bases la base inferior, 
la superior, y una media proporcional entre ambas. Luego, 
puesto que las bases del tronco de tetraedro son también equi­
valentes á las del tronco de pirámide, podemos decir que ei 
tronco de pirámide tiene igualmente por espresion de su volú-
men etc.* ^" ^* 

ESCOLIO'. Llamando H la altura de un tronco de pirámide 
de bases paralelas, B y &' sus bases, y V su volámen, resulta 
(n.0 440;, escol.) para espresion abreviada del voláraen del 
tronco, 

H ( B + ^ - f V B x á ' ) ; 
ó 

[porque se sabe que en general y j a x b représenla una media 
proporcional entre las cantidades a y 6] . 



CAPITULO n . 

ÁREAS Y VOLÚMENES DEL CILINDRO Y DEL CONO. — AREAS 
Y VOLÚMENES DE LA ESFERA Y DE SUS DIVERSAS PARTES. 

§ í. Del cilindro y del cono. 

TEOREMA 1. 

N." 444. E l á rea de la superficie lateral [ó convexa] de 
un cilindro recto es igual a l produelo de la circunferencia 
de su base multiplicada por su lado ó altura. 

En efecto, vimos (n.0 356.) que esla superficie puede de­
sarrollarse en un plano rectangular cuya base sea la longitud 
de la circunferencia de la base del cilindro, y por altura su 
lado. Pero el rectángulo tiene por medida el producto de su 
base por su altura (n.0213.); luego, etc. 

ESCOLIO. Llamemos A ó H al lado ó altura del cilindro R 
al radio de su base, y S á su área; tendremos 

S = 2*11 x A = 2*11 x H = 27cR A = 27:RH. 

TEOREMA I I . 

N.0 445. E l volumen de un cilindro es igual al produelo 
del área de su base por su altura. 

En efecto, el cilindro puede considerarse como un prisma 
regular de infinito número de caras laterales (n." 355.). Pero 
el prisma tiene por medida el producto de su base por su a l ­
tura (n." 438.); luego también, etc. 

ESCOLIO. Sea V el volúmen del cilindro; tendremos 

V ^ ^ X H ^ T T R ^ H , 

[siendo nR2 la espresion del círculo que le sirve de base (nú­
mero 2 5 0 . ) ] . 
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TEOREMA 111. 

N.0 446. E l área de la superficie lateral [ó convexa] de 
un cono recto es igual al producto de la circunferencia de su 
base por la mitad de su lado ó arista. 

En efecto, se demostró (n.0 361.) que esta superficie, des­
arrollada en un plano, equivale á un sector circular que tie­
ne por base un arco de círculo igual en longitud á la circun­
ferencia de la base del cono, descrito con el lado de este como 
radio. Pero el área de este sector tiene por medida el produc­
to del arco que le sirve de base, por la mitad del radio; lue­
go, etc. 

ESCOLIO. Sean A el arista ó lado del cono, R el radio de 
su base, y S su superficie; tendremos para fórmula de su área 

TEOREMA IV. { F i g . 353.) 

N . 447. L a superficie lateral [ó convexa] de un tronco 
de cono recto, ABA'B ' , de bases paralelas, tiene por medida 
el producto de su lado por la semisuma de las circunferen-

1 c i a s d é l a s bases, ó bien, por l a circunferencia 1K de la sec­
ción dada á igual distancia de las dos bases. 

Sea S el vértice del cono entero, y concibamosque su su­
perficie se haya desarrollado en un plano (n.0 361 , ) .—El des-, 
arrollo de la superficie lateral del tronco de cono resultará en 
forma de un trapecio circular BDB'D' (n.0252., escol. 1.°) que 
tiene por lado el lado BB' del tronco; y por bases, arcos de 
circuios iguales en longitud á las circunferencias de las dos ba­
ses del tronco. Pero este trapecio tiene por medida [véase el 
mismo número) el producto de su lado por la semisuma de sus 
bases, ó bien, por el arco de círculo I ' K ' trazado á igual dis­
tancia de arabas, el cual representa la circunferencia desarro­
llada de la sección dada á igual distancia de las dos bases en 
él tronco de cono; luego, etc. 

ESCOLIO. Un cono entero puede considerarse como un 
tronco de cono cuya base superior es nula; y los resultados ob­
tenidos para este se verifican también en este caso particu­
lar.—Luego, en virtud de lo que acabamos de demostrar, 
— E l área de la superficie lateral de un cono tiene por es-
presion el producto de su lado por la circunferencia de la 
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sección dada á igual distancia del vértice y de la base;— 
lo cual está conforme con la medida establecida en el núme­
ro 446., porque esta circunferencia es la mitad de la circun­
ferencia de la base. 

TEOREMA V . 

N." 448. E l volúmen de un cono recto es igual á la terce­
ra parte del producto de su base por su altura. 

Porque el cono puede considerarse como una pirámide re­
gular de infinito número de caras (n.0 360.); pero el volúmen 
de una pirámide vale la tercera parle del produelo de su base 
por su altura; luego, etc. 

Advert. Designando por H la altura, y por I I el radio de 
la base, lo cual dá itR2 para su área, tendremos 

col. del cono — •JTÍPX — = . 
3 o 

TliOKEMA V I . 

i 
N.0 449. E l volúmen de un tronco de cono de bases pa ­

ralelas es igual á la suma de los volúmenes de tres conos 
ue tienen por altura común la del tronco, y por bases uno 

a base inferior, otro la base superior, y el tercero una me­
dia proporcional entre ambas. 

La misma demostración que para el tronco de pirámide 
{véase número 443.). 

ESCOLIO. Sean R , R7, los radios de las bases, H la altura 
del tronco, y V su volúmen; tendremos 

3 3 

porque la media proporcional está representada por 

v ^ x i t R ' 2 ó «RR'. 

N." 450. Dos cilindros ó dos conos son semejantes cuan­
do están engendrados por rectángulos ó triángulos rectángulos 
semejantes.—Esto supuesto, 
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TEOREMA V I L 

Las áreas de dos cilindros ó de dos conos semejantes son 
proporcionales á los cuadrados de sus lados, de sus alturas, 
ó de los radios de sus bases; — y los volúmenes son propor­
cionales á los cubos de las mismas lineas. 

Sean R y r, A y a, H y ^, S y Y y Ü , los radios de las 
bases, los lados, las alturas, las áreas y los volúmenes dedos 
cilindros ó de dos conos semejantes. 

Tenemos primero, para dos cilindros semejantes, 

S = 2 u R x H , s = 2 * r x / í , (n.0 444.); 

de donde S : s :: RH : rh; 

pero siendo semejantes los rectángulos generadores, dáü 

R : r :: H : h; 

dedonde R x H : r x A : : H 2 : / * 2 : :R2:r2; 

luego S : ¿? ::IT2 : ^ ::R2 : r2. 

También tenemos V =ITR2X B , v—nr-x . h ; 

dedonde V : ü :: R2H : r2A; 

pero de R2 : r2: : H2 : h2, 

se deduce R2H : r*h :: H3: A3 :: R3 : ; 

luego V M ; : ! H 3 : f t 3 : : U 3 : r 3 . 

Si se trata de dos conos semejantes, tendremos 
« 

S = i t R x A , s ^ i c r x a (n.0 446,); 

dedonde S : s :: R x A : r x a ; 

pero los triángulos generadores, siendo semejantes, dán 

R : r :: A : a; 

de donde R x A : r x a :: A2 ; a2 :: R2 : r* :: H2 : As; 

luego S : s :; A2 : a2 :: R2 : r2 :: H2 : h \ 
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Finalmente, V = — í j = _ _ ( n . 447.); 

de donde V ; v :: R2H : r2/¿; 
pero de R2 : r2 ; : H2 : A2, 
se deduce R2H : r2A :: H3 : h3; 
Inego V : ü :: H3 : A3 :: A3 : a3 :: R 3 : r3; 

L . C . D . D . 

• § I I . De la esfera. 

N.0 451. NUEVAS DEFINICIONES. Se da e! nombre de zona 
esférica á toda porción de la superficie de una esfera , com­
prendida entre dos pianos paralelos; las bases de la zona son 
los dos circuios determinados por los dos planos. 

Cuando uno de los planos es tangente á la esfera (n.0 365.), 
la zona se llama de ima sola base, y toma también el nombra 
de casquete esférico. 

Segmento esférico es la parte de esfera comprendida en­
tre dos planos paralelos; y los circuios determinados por estos 
son bases del segmento á la vez que de la zona esférica cor­
respondiente. 

Si uno de los planos es tangente , el segmento se llama de 
una sola base. 

Altura de una zona ó de un segmento esférico es la dis­
tancia de las bases; ó bien la parte de diámetro perpendicular 
á las bases, comprendida entre ellas. 

En fin, sector esférico es la figura engendrada por un sec­
tor circular (n.014.) girando al rededor de uno de sus lados. — 
En otras palabras, es la parte de esfera comprendida entre 
una zona de yoa sola base, y la superficie cónica que tiene 
por cúspide el centro, y por base la de la zona. 

(Véanse además los números 366 y 374. para las defini­
ciones de huso y úngula esférica, de triángulo, tetraedro y p i ­
rámide esféricos.) 

LEMA. { F i g . 354.) 

N.0 452. Hallándose situadas en un mismo plano una 
recta AB <fo longitud determinada, y una recta indefinida 
X Y , si se supone que la primera haga una revolución entera 
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en torno de la segunda, la superficie engendrada por la p r i ­
mera es equivalente á la de un cilindro que tiene por altura 
la proyección de la recta determinada sobre la otra, y por 
radio de su base la perpendicular CO levantada á la prime­
ra recta AB por su punto medio G , y prolongada hasta en­
contrar á la recta indefinida:—Ó en otros términos, 

superf. A B = P Q x circ. OC. 

En efecto, esta superficie es evidentemente la de up tron­
co de cono de bases paralelas, que son los círculos AP y BQ; y 
si, desde el punto C, bajamos la recta Cl perpéndicular á X Y ' , 
tendremos 

superf. A B = A B x a > c . CI = ABx2«CI (n.0 447.). 

Esto supuesto, tiremos la recta A K perpendicular á BQ: 
los dos triángulos A B K , COI, son semejantes por tener sus la ­
dos perpendiculares, y dán (n.0 194.) la proporción 

AB : OC :: A K ; C I ; de donde AB : 2itOC:: A K : 2^CI ; 

y AB x 2itCI = AK x 2*0G = PQ x circ. OC; 

Luego también, superf. A B = P Q x circ. OC; 
L . C. D . D . 

Advert. Pueden suceder como casos particulares, que fa 
recta AB esté situada en la disposición que marca A B ( ^ . 354, 
bis.), hallándose el punto A situado en el eje X Y , ó bien, en 
la disposición que marca A ' B ' , paralelamente al eje. 

En el primer caso, tenemos, superf. A B = A B x c i r í ; . Gí 
(n.0 447., escol.); pero los dos triángulos semejantes ABQ, 
COI, dán también 

A B x circ. C l = AQ x circ. OG; 

I uego superf. A B = A Q x circ. OG. 

En el segundo caso, la superficie engendrada por A 'B ' es 
la de un cilindro cuya altura ó lado es A 'B ' ó P'Q', y la bast 
es el círculo B'Q', ó el circulo O'G'; luego 

superf. A 'B ' = P ' Q ' x d r c . O'G'. 
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Por consiguiente, la proposición es también verdadera en 

estos dos casos. 
N." 453. COROLARIO 1.° E l área de la superficie engen­

drada ponina porción de polígono regular, ó mas general­
mente, por una linea poligonal regular ABCDE [fig. 355) 
que g i ra a l rededor del diámetro AA' del circulo circuns­
crito, es igual al producto de su altura A S , multiplicada por 
l a circunferencia del circulo inscrito. 

Bájense desde los punios B , C , D, E , las perpendiculares 
B P , CQ, DR, E S , al diámetro A A ' , y desde el centro O las 
perpendiculares O I , O K , . . . , á los lados AB, B C , . . . En virtud 
del lema precedente, tenemos 

área AB = AP x circ . O I , 
área BC = PQ x circ. O K , 
área C D = Q R , x circ , O L ; 

de donde, sumando y observando que O I = O K = O Q , . . . , resulla 

á rea ABCDE = ( A P - h P Q - f - Q R f . . . ) c i r c . O I = A S x c i r c . O I . 

Del mismo modo tendríamos 

área BCDE = PS x circ. O I . 

TEOIIEMA I . [ F i g . 355.) 

N.0 454. E l área de una zona esfér ica , sea de una sola 
base AMBM'C, sea de dos bases, BM'CM'/D, es igual a l pro­
ducto de la circunferencia de un circulo máximo de la esfe­
r a , circ. OA, multiplicada por su altura AQ ó P R ; 

X — E l área de toda la esfera es igual al producto de la 
circunferencia de un circulo máximo, multiplicada por su 
diámetro. 

En efecto, los arcos AMBM'C, B M W D , y la semi-cir-
cunferencia ADA' , pueden considerarse como lineas poligona­
les regulares de infinito número de lados [ó elementos (núme­
ro 245 . ) ] ; en cuyo caso el radio del círculo inscrito se hace 
igual al de el circulo circunscrito, ó al de la esfera.—Teñe-
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mos pues 

área AMBM'G = AQ x c i r c OAt 
área BM'CM/ 'D= PR x circ. OA, 

área total de la esfera— A A' X circ. OA; 

L . C. D. I ) . 

Advert. Sean R el radio de una esfera, H la altura de una 
zona de una ó de dos bases, y S el área de esla zona ó de loda 
la esfera;—tendremos las fórmulas 

S = H x 2«R = 2i:RH, S = 2 R x 2«R=4«R2; 

y esta última-demuestra que — E l área total de la esfera es 
cuádrupla de la de su circulo máximo. 

COROLARIO. Si en una esfera dada tomamos por unidad 
de superficie el huso recto (n.0 366, advert.) ó la cuarta par­
te de la superücie total de la esfera, y el ángulo recto por 
unidad de ángulo, se reconoce fácilmente que 

E l área de un huso esférico cualquiera ABCA' {fig. 356) 
está espresada por su ángulo A ; 

Lo cual significa que, designando F el área de un huso 
recio, se tiene la proporción 

huso ABCA' : F :: A : un recto. 

Porque si tiramos por el centro un plano B C B ' C perpen­
dicular á la arista A A ' del huso, tenemos 

huso A B C A ' : área total de la esfera ::arco BC : circ. B C B ' C ; 

de donde huso ABCA' : 4F :: A : 4 rectos, 

y por consiguiente, huso : F :: A : un recto. 

Para abreviar suele decirse que huso A B C A ' = A . 

TEOREMA I I . { F i g . 357.) 

N.0 455. E l área de un triángulo esférico cualquiera 
ABC [es decir, la razón entre este triángulo y el uso recto], 
es igual á el esceso de la semisuma de sus tres ángulos sobre 
un ángulo recto, ó mas exactamente, es igual á la ra%on en­
tre este esceso y el ángulo recto. 

29 
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Tomemos por plano de la figura (n.0 369.) el de la circun­

ferencia de círculo máximo B C B ' C , al cual pertenece el arco 
BC, lado del triángulo ABC, y concluyamos las circunferen­
cias ABA'B' , A G A ' C , correspondientes á los otros dos lados 
A B , AC—Esto supuesto, 

E l huso esférico ABCA' , cuyo ángulo es A, se compone de 
los dos triángulos ABC, A ' B C ; pero este último es simétrico 
respecto del triángulo A B ' C (n.0 335.), y estos triángulos son 
equivalentes (n.0375.); luego el huso ABCA' es igual á la su­
ma de los dos triángulos ABC, A B ' C . 

Además, es evidente que los husos en B y en C son res­
pectivamente iguales á las sumas de triángulos BAC y B'AC, 
CAB y C'AB.—Tenemos pues las igualdades 

ABC - f- A B ' C = huso A = A [ c o r o l a r i o p r e c e d e n t e ) , 

BAC -h B 'AC = huso B = B , 
C A B - f - C ' A B * = t a ) G = G; 

de donde, sumando y observando que 

A B C - f - A B ' C - + - B ' A C - f - C ' A B 

forman la superficie de un hemisferio, y valen 2 F , tendremos 

2 A B C - i - 2 F = A H - B - í - C . 

- | (A -+- B H- C) — 1 recto 
Por consiguiente, área ABC = 

1 recto 

tomándose F por unidad de superficie, y el ángulo recto por 
unidad de ángulo. 

Advert. Designando por R el radio de la esfera, tendre­
mos para fórmula del valor absoluto del área del triángulo 

área ABC = 3 ~ . wR2. 
1 recto 

LEMA [F ig . 358.) 

N.0 456. E l volumen del espacio engendrado por la re­
volución de un triángulo cualquiera OAB girando al rededor 
de una recta indefinida X Y , tirada en su plano por uno de 
sus vértices O, tiene por espresion el producto de ta superfi-
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cié engendrada por el lado opuesto á dicho vértice, mult i­
plicada por la tercera parte de la altura OC del triángulo 
correspondiente á este lado considerado como base. 

[La figura resultanle es el espacio limitado por la super­
ficie del tronco de cono coyas bases tienen por radios las per­
pendiculares AP, BQ, bajadas desde los puntos A, B, al eje 
por una parte, y por la otra por las dos superficies cónicas que 
tienen el punto O por vértice común, y los círculos AP, BQ, 
por bases.] 

Para demostrar esta proposición, prolonguemos el lado BA 
hasta encontrar en S con la recta X Y , y procuremos primero 
valuar el volumen engendrado por el triángulo OBS. — Este 
volumen se compone evidentemente de los dos conos engen­
drados por los triángulos rectángulos OBQ, SBQ. 

Ahora bien, 

vol. OBQ=*BQ x ~ OQ, vot. SBQ = * B Q x ^ SQ (n.0 448.); 

luego vol. OBS--itBQ x { ( O Q - f - S Q ) = | «BQ x OS. 

Esta última espresion equivale á j * BQ x BQ x QS; pero 
BQ x OS, espresa el duplo del área del triángulo OBS (n.0 215.), 
y puede ser reemplazado por SB x OC que también representa 
lo mismo; luego tendremos 

vol. OBS = ^ «BQ x SB x OG = « B Q x SB x j OC. 

Si ahora recordamos que « BQ x SB espresa el área de la 
superficie cónica engendrada por SB (n.0 446.), se obtiene 

vol. OBS = área del cono SB x j OC. 

Del mismo modo se hallarla que 

vol. OAS = área del conoSk x j OC. 

Siendo el volumen buscado la diferencia entre estos dos, 
hallamos, finalmente, 

vol. OAB == (área SB — área SA) x i O C 

ó vol. OAB = área AB x f OC. 
L . C . D. I ) . 

Advert. El teorema es también verdadero, pero exige uim 
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demostración especial, cuando la base AB {/?5r. 358, ¿w.) de! 
triángulo OAB es paralela á la línea que sirve de eje. 

E l volúmen engendrado entonces es la diferencia entre el 
volumen del cilindro ABPQ y los volúmenes de los conos AOP, 
BOQ. Pero tenemos 

c i l . ABQP=it BQ x AB = it OG x PQ (n.0 445.), 

cono AOP -hcono BOQ ~ itOG x — ( n . 0 448 ) ; 

de donde val, A O B = ^ OC x ^ PQ = 2«OC x PQ x 
OC 

pero 2r.OC x PQ ,ó 2itBQ x AB, es la espresion del área late­
ral del cilindro engendrado por AB.— Luego 

vol. A O B = á m i A B x J-OC. 

COROLARIO. E l volúmen del espacio engendrado por un 
sector poligonal OABCDO , ó OBCDEO [fig. 355), girando 
a l rededor de un diámetro A A' , es igual a l producto del área 
d& la superficie que le sirve de base, multiplicada por la ter­
cera parte del radio del circulo inscrito. 

Porque, en virtud del lema precedente, tenemos 

m i . O A B = á r e a ABx j O \ , v o l . O ^ C = área BCx j O K , . . . ; 

de donde, á causa de ser O l = O K = O L = , . . . , 

vol. OABCDO = área ABCD x j OI, 

v o l OBCDEO = área BGDE x | O I . 

TEOKEMIA I I I . { F i g . 355.) 

N." 457. E l volúmen de un sector esférico cualquiera, 
OAMBM'CO, es igual a l producto de la zona esférica que le 
sirve de base, multiplicada por ta tercera parte del radio 
de la esfera. 

Porque el sector poligonal generador, OAMBM'CO, se 
compone de una intinidad de triángulos isósceles que tienen 
por vértice el punto O, y por bases los elementos (n.0 245.) del 
arco AMBM'C—Pero el conjunto de estos triángulos, giran-
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do en torno de AA' engendra un volúmen que tiene por es* 
presión el producto del área engendrada por cada uno de los 
elementos correspondientes, multiplicada por el tercio del ra­
dio (n.0 456.); luego también, etc. 

Por consiguiente, 
JSl volúmen de la esfera lolal tiene por espresion el pro­

ducto de su área total multiplicada por el tercio del radio. 
ESCOLIO 1.° También se obtiene esta última espresion con­

siderando la superficie esférica como compuesta de un número 
infinito de facetas infinitamente pequeñas, y sensiblemente 
planas, que son entonces las bases de otros tantos conos ó p i ­
rámides, cuyo vértice común es el centro O de la esfera.— 
De donde resulta que el volúmen de todos estos conos ó pirá­
mides, es decir, el volúmen total de la esfera, tiene por espre­
sion el producto de la suma de todas las bases, ó el área total 
de la esfera, multiplicada por el tercio de la altura común, que 
es el radio de la esfera. 

De esto se deduce también inmediatamente, que 
E l volúmen de un tetraedro, y en general de una p i r á ­

mide esférica, es igual a l área del triángulo ó del polígono 
que le sirve de base, multiplicada por el tercio del radio. 

ESCOLIO 2,° Llamando R al radio de una esfera, resulla» 
para espresion de su volúmen V, 

H 4 
V==4itR2x^ = ^ « R 3 ; 

ó bien, designando por D su diámetro, que es igual á 2RS 

4 D3 

Respecto del sector esférico, sea H ja altura de la w m 
correspondiente; tendremos 

V = 2 7 r R H x y = ~ « R 2 H . 

Advert. En lasi aplicaciones se necesita muy á menudo re­
cordar estas fórmulas. 
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TEOREMA I V . [ F i g . 359.) 

N.0 458. E l volumen de un segmento esférico BMCQl* 
es igual á la suma de los volúmenes , —1.°—de UNA ESFERA 
que tiene por diámetro la altura PQ del segmento,—2.°—ÚQ 
UN CILINDRO cuya altura fuera la misma altura dicha, y la 
base UNA MEDIA DIFERENCIAL entre las dos bases del segmen­
to; es decir que se tiene 

i n* i r^ r . 1 rrA c i r c .PQ-hc i r c .CQ val. BMCQP = - P Q H . PQ. 

En efecto, el volúmen buscado se compone evidentemente 
del volúmen engendrado por el segmento circular BMCIB gi­
rando al rededor de A A ' , y del volúmen del tronco del cono 
engendrado por el trapecio BCQP.—Procuremos primero de­
terminar el volúmen BMCIB. 

Tenemos vol. B M C l B ^ o L OMiC — vol. OBC; 

pero vol. OBMC —- área de la zona B M C x j O C (n.0 457.), 

ó í;o/.OBMC = | i t O C x P Q ( n . 0 457., escolio 2.°), 

y vol. OBC = | « 01 x PQ (n.0 456., corolario.); 

así pues «o/. B M C I B = f « . (OG — 01) P Q = = | it . C l . PQ; 

pero C l = -| CB; de donde C l CB; 

—2 
luego finalmente vol. BMCIB = | * . - i CB . P Q = j n . CB.PQ. 

Esto supuesto, sumemos con este volúmen el del tronco de 
cono BCQP, es decir, 

^ ( C Q + BP + CQ . BP) . PQ (n.0 449.); 

y tendremos 

mi. BMCQP = ^ . CB . PQ -4- j TE (CQ -f- BP-f-CQ. BPj.PQ, 

mm 
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ó bien, reducieodoá un común denominador, y sacando j * . PQ 
por factor común, 

vol. BMCQP= ^ . PQ (CB -í- 2CQ +- 2 BP 4- 2CQ l BP). 

Observemos ahora que 

c \ ] = B 7 } H - C ( ^ P Q ^ ( C O - m ^ P Q - H CQH- BP - 2 C 0 . BP; 

de donde, sustituyendo en la espresion precedente, y reducien­

do, vol. BMCQP ~ « . ( P Q + 3 GQ -h 3 BP) PQ, 

espresion que puede descomponerse en las dos siguientes: 

i —a —2 —2 c i rc . GO -+- circ. BP 
^ P Q Y C Q - f - . B P . PQ ó x — • PQ; 

L . C , D. D. 
KSGOLIO GENERAL sobre la esfera. — Los cuatro teoremas 

precedentes y las consecuencias que hemos deducido de ellos 
nos suministran el medio de obtener las áreas y los volúmenes 
de todas las partes de una esfera conocido su radio. 

Añadiremos sin embargo que la úngula esférica, según se 
definió en el número 366., advert., tiene por medida la razón 
entre el ángulo recto y el ángulo rectüineo correspondiente, 
tomándose por unidad la úngula terminada por un huso recto, 
que es la cuarta parte de la esfera (ni0 454., corol.) 

TEOUEMA V. 

N." 459. L a s áreas totales de dos esferas son propor­
cionales á los cuadrados de sus radios ó de sus diámetros; y 
sus volúmenes son proporcionales á los cubos de las mismas 
lineas. 

En efecto, las fórmulas 

S=4«R2, S '=4KR'*, V = ^ R 3 , V '= |wR/3 , 
dán S : S' :: 4uR2 : 4«R,2 :: R2 : R'2 :: D2 : D'2, 

y V : V :: j «R3 : j «R/3 :: R3 : R/3 :: D3 : D'3. 
ESCOLIO. Dos sectores esféricos se llaman semejantes en 

esferas de radios diferentes, R, R', cuando los sectorescircu-
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lares generadores son semejantes, es decir (n.0 252.), corres-
pondeo á un mismo ángulo en el centro; y sería fácil reco­
nocer 

1.°—Que las zonas semejantes son proporcionales á los 
cuadrados de los radios y á los cuadrados de las alturas;— 
2.*—que los sectores esféricos semejantes son proporcionales 
á los cubos de las mismas lineas. 

Terminarémos este capítulo con uua comparación muy 
curiosa entre las áreas y los volúmenes de los tres cuerpos re­
dondos. 

De la esfera, cilindro y cono circunscritos. 

N.0 460. Sean un círculo descrito con un, radio CD = H 
{ ¡ j g , 360), y un cuadrado E F G K , y un triángulo equilátero SAB, 
circunscritos al círculo; —las bases K G , A B , de estas últimas 
figuras, se suponen tangentes en el mismo punto D del circulo. 

Tenemos evidentemente 

K G = CD = 2R; 

y además se demostró en el corolario 2.° del número 237., que 

A B = S A = = 2 R v/3, SD = 3 0 D = 3 R . 

Esto supuesto, hagamos girar el semicírculo CID, el rec­
tángulo C E K D , y el triángulo rectángulo S A D , al rededor 
del eje SD. — En este movimiento, las tres figuras engen­
drarán una esfera de diámetro 2R, un cilindro que tendrá 
el radio DK = R y la altura E K = CD = 2R, y un co­
no cuya base tendrá por radio AD = R ^ S , siendo el lado 
SA = 2R N/3, y la altura SD = 3R. 

Estas dos últimas figuras se llaman cilindro y cono equi­
látero circunscrito. 

Valuemos sucesivamente las áreas y volúmenes de estos tres 
cuerpos. 

l .0—área total de la esfera = 4RR2 (n.0 454.), 

volúmen de la esfera = JTTR3 (n.0457.), 

'2.°—área délasuperf . lat. del c i l . == 4itR2 (n.0444.), 

ó añadiendo las dos bases cu vo valores 2itR;2, 
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área total del cilindro =6nR2, 
volumen del cilindro = 2 « R 3 (n.0 445.), 

3 .°—área de la superf. lat. del cono =6«R"2 (D.0 446.); 
ó, añadiendo la base cuyo valor es 3wR2, 

área total del cono — 9nR2, 
volumen del cono =3nR3 (n.0 448.). 

Si comparamos primero la esfera con el cilindro, vemos 
que—El área total de la esfera es igual á el área de la su ­
perficie lateral del cilindro, y á las dos terceras partes del 
área total de este;—el volumen de la esfera vale también las 
dos terceras partes del volumen del mismo. 

Luego,—los volúmenes son entre si como las áreas to­
tales. 

Comparando en seguida la esfera con el cono, se ve que — 
E l área total de la esfera vale j del área lateral del cono, o 
^ del área total de este; — el volúmen de la esfera vale tam­
bién ^ del volúmen del cono. 

Luego,—los volúmenes son también entre si como las 
áreas totales. 

En fin, comparando entre si el cilindro y el cono, se ve 
que las áreas laterales, las áreas totales y los volúmenes es­
tán respectivamente en l a misma razón 2 : 3. 

ESCOLIO. Esta propiedad del cilindro y del cono circuns­
critos á la esfera, que consiste en que los volúmenes de la es­
fera y del cilindro ó del cono son entre sí como sus áreas to­
tales, no es particular del cono y el cilindro, sino que también 
pertenece á todos los poliedros cuyas diferentes caras son tan­
gentes á la esfera. 

En efecto, un cuerpo de esa especie puede descomponerse 
^o pirámides que tengan por vértice común el centro de la es­
fera, y por bases respectivas las caras, del poliedro.— Por 
consiguiente, su volúmen tiene por espresion él producto de la 
suma de todas las bases, ó el área total del poliedro, multipli­
cada por el tercio de la altura común que es el radio de la es­
fera (n." 365.); y como el volúmen de la esfera es igual al 
producto de su área total, multiplicada por el tercio del radio, 
resulta necesariamente que los volúménes han de ser entre sí 
como las áreas. 
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C A P I T U L O 111. 

PROBLEMAS NUMÉRICOS SOBRE L \ ESTENSION CON TRES 
DIMENSIONES. 

§ 1, Sobre los poliedros. 

PROBLEMA l . [ F i g . 286.) 

N . " 461. Conociendo las bases y la altura de un tronco 
de pi rámide cualquiera de bases paralelas, calcular las altu­
ras de la p i rámide total y de la p i rámide deficiente. 

Sean B y 6 las dos bases del tronco, H su altura , X y a? 
las alturas de las dos pirámides; lo cual dá X—¿c==H. 

Esto supuesto, como los polígonos B , 6, son semejantes 
(n.0 3'34.), tenemos la proporción 

B : 6 : : X 2 : a ; V ó \ / B : v / 6 : : X : ^ ; 

H . v/ B 
de donde v / B - v / 6 : v/B :: X - a ; : X ; luego X 

v/B—v/6 : \Jb :: X —# : luego x — 

v / B - v / 6 

H . v/6 

v / B - v / 6 

ESCOLIO 1.° Sean A2, a2, los cuadrados respectivamente 
equivalentes á las dos bases; entonces esas dos fórmulas se 
truecan en estas 

x H • A I I . a 
A — a ' " A — a ' 

Puede suponerse, para mayor sencillez, que A, a , desig­
nan lados homólogos de las bases; porque teniendo entonces 

B : 6 :: Aa : o2, ó v/B : v/6 A : a, 
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resulta 

y/B A v/6 a 

v / B - V 6 _ A - a , v / B - v ^ A - a ' 

COD lo cual resultan las mismas espresiones de X , x . 
ESCOLIO 2.° Esto conduce á una demostración sencilla, pe­

ro algebraica, del volumen de un tronco de pirámide cual­
quiera de bases paralelas. • 

Designemos por V el volumen buscado, por P, /?, los vo­
lúmenes de las dos pirámides: tendremos 

V = P - / > ; 

pero B , p ~ . b (n.0 439.], 
o * & 

ó, poniendo en lugar d e X , x , B , b, sus valores, 

p I I A» H a3 
3 A - a ' P 3 ' A - a ' 

, v D H A 3 - a 3 
luego V = P - p . - = T j S _ : - . 

Pero en el Algebra se ha visto que A3—a3 dividido por 
A — a , dá un cociente exacto é igual á A2-í-Ao-f-a2. 

V = 5.(A2 + a 2 H - A a ) = - (B-f-ft-WBó), 
o 3 

espresion que, traducida en lenguage geométrico , dá lugar al 
enunciado del número 443. 

ESCOLIO. Respecto de un tronco de cono recto con bases 
paralelas, como tenemos B=rcR2, 6=rcr2, siendo R y r los 
rados de dos bases, resulta 

4 0 v H . R\/ñ H R H . r v / í H r . 
I.0 X = = j , X — ~ 
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a o n R 2 . X «r2 . x H 2. V = • ±= — it 
3 3 3 \ R — r 

= ~ « (R2 4- r¿ + Rr j . 

(V¿a»-e el uórnero 449.). 

PHOBLEMA I I . 

Se quiere medir un metro cúbico de leña par medio de 
cuatro reglas recUlineas unidas que forman un cuadrado 
de un metro de lado, cuyo plano está dispuesto verticaimen-
le; los trozos ó astillas, en lugar de tener un metro de lon­
gitud, tienen 1,2;--se pregunta cuánto se debe disminuir 
la altura del paralelepípedo. 

Teniendo la base del paralelepípedo 1 , 2 x 1 o í melro cua­
drado, 2 desuperficie, es necesario dividir 1 por t ,% lo cnaldá 

¡O |-

j-2 de melro ó 8 decímetros f ~ 

PIIOBLKMA I I I . 
Los lados de la base de un tetraedro valen 12 y 15 y { 1 

metros respectivamente ; su altura 9 metros: ~ h d h r sm 
volumen. 

Teniendo por medida el área de la base (n.0 287.); 

v ^ x l O x T x S = s / f m , 

<&[ volumen del tetraedro será 

3 ^7700 = v/69300 ~ 263m-c- ,248, 

valor aproximado hasta milésimas. 

PllOBLKMA JV. 

Dado el volumen de un tetraedro regular (n." 381.) igwal 
á 19m-c-, 6 8 3 , - ^ 0 / ^ su arista [a], y su área [A] . 

Designando por R el radio del círculo clrcunserHo á la 
base ABC {fig. 307), tenemos a = t S (n.0 237, coral. í . % 
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La espre&ÍG® del área de la base ABC es j R2 \/3^(n.0237. 

ó, poniendo en lugar de R su valor ~ a2 s/S. 
f w elro lado, la altura SO del tetraedro es igual á 

Tenemos por consiguiente la ecuación 

v/6. 

1 9 , 6 8 3 = i a V e x j a 2 A (n.0 439.), 

é'toien 1 9 , 6 8 3 = ¿ a 3 v ' i ; 
„ 12x19 ,683 

luego « 3 = ^ = 6 >J2 x 19,683; 

v/2 

de donde 3 log.ia= log. 6-í-log. 19,683-f-flog. 2=2,2227575, 

y por consiguiente log. a =0,7409192 = log. 5,50705. 

Así pues, ta arista a vale 5m-,50705. 

Tenemos en seguida A = 4 . ABC = o2 N / 3 ; 

locual dá l0g .A=2log a-f-|log.3 = 1,7203990—log.52,5289. 

Luego finalmente A=52m-c- ,5289. 

PIIOBLEMA V. [ F i g . 316.) 

quiere saber el volúmen [V] de un tronco de p i r á ­
mide 'triangular regular, SABC, cuya base mayor tiene de 
lado 0,9, l a menor 0,4, ij la arista lateral k a es igual á 0 ,5 . 

Tenemos la fórmula V = j O o (ABC-+- abc-i- v^ABC . abcy 
y solo se tratado calcular sucesivamente la altura Oodel tron­
co, y las áreas de las dos bases ABC, abe. 

Los triángulos semejantes SAB, Sab, dán 

SA : Sa :: AB : ab; de donde Aa : SA :: AB : a6 : A B , 

ó 0,5 : SA 0,5 : AB; luego SA = A B = 0 , 9 . 
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Del mismo modo probaríamos que Sa=:a6 = 0,4; 
lo cual prueba que, en virtud de los dalos particulares de la 
cuestión, las dos figuras SABC, Sabe, son no solo pirámides 
i egulares(n.0343.), sino también tetraedrosregulares(n.0381.). 

Esto supuesto, en virtud del problema precedente, tene­
mos 

1 . ° SO = ^ -AB . v/6,So = - t t$ .v /6 ; 

de donde 00 = ^ ^ 0 . 0,5; 

2. ° ABC = 7 AB5 . — j . 0,81 . ^ 3 ; 

3. ° a k = j ^ 2 . v/3==[ . 0 ,16. A 

Luego sustituyendo en la fórmula anterior, 

V = i . ^6 . 0,5 . f (0,81+0,16-4-0,36) . N / 3 , 

ó V = - . ^ 2 . 0 , 5 . 1 , 3 3 = ^ - . A 

y log. V = l o g . 1,33-f-f log.2+c. log. 24=2,89415540; 

y se obtiene finalmente V=Om-c ,078371. 

Comprobación, 

S A B C = j S O . A B C = ^ . A B . ^ 3 = ^ . ^ 2 
ó lo que es lo mismo, =0 ,085913; 

Sa6c=^So .a6 í ;=^ . f l6 .v /6 . | a62 .v /3=4(«63) . \ / 2=0 ,007542 

0,078371 

Luego V = 0 , 0 7 8 3 7 1 , como antes. 

§ I I . Sobre los cuerpos redondos. 

PROBLEMA I . 
N.0 462. Dado el volumen de una esfera igual á 

1843ra-c-,086278, hallar su radio [ r ] . 
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Tenérnosla fórmula V = j « r 3 (n.0 4 5 7 . ) ; 

3 3 
. 1843,086.278 

de donde 4Tt 

y log. r==4[log.3H-log.t843,086278-f-c. l og^n-c . logr] , 
ó log. r=0,881153=log.7 j6 l [ log . i r=0>497t499{p.224)] . 
Luego r = 7 m - , 6 1 . 

PROBLEMA lí . 

E l arista de un cubo tiene 0m-,36 de longitud. — Se quie­
re saber el volumen de la esfera circunscrita. 

Bicuadrado deladiagonal (n.0342., escol. 2.°) vale3(0,36)2; 
y por consiguiente, la diagonal tendrá de longitud 0,36 . N/IT. 
Siendo además esta diagonal el diámetro de la esfera pedida, 
se sigue que el volumen de esta tiene por espresion (n.0 457.) 

^ . 3 V3 (0 ,36 )3=fW3(0 ,36 )3 
log. « = 0,4971499 

f log. 3 = 0,2385606 
3 log. 0 ,36=2 ,6689075 
c log. 2 = 9,6989700 

1,1035880 = log. 0,126937. 

Luego el volumen buscadoesen metros cúbicos 0,126937. 

PROBLEMA 111. 

Se quiere saber el área de un tr iángulo esférico cuyos 
ángulos son respectivamente A = 85°, 17' j B = 103o,35' | 
C =670,49 ' , siendo el radio d é l a esfera igual á lm-,54. 

Tenemos desde luego A-f-B -f- C — 200° = 56o,01; 

de donde f (A-i-B-í-C) — l i ^ O ^ S O O S . 

Asi, en virtud de la fórmula del número 455., el área del 
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triángulo es igual 

á ic (1,54)2 x 0 , 2 8 0 0 5 = 2,0865; 

luego este triángulo vale 2m-c- ,0865. 

[Hemos usado en este ejemplo la división centesimal del 
circulo]. 

PUOBLEMA IV. {Fig. 362.) 

Tenemos un crisol en forma de cono truncado ABCD, 
cuyo fondo CD tiene 0m-,03 de diámetro , la boca AB tiene 
0m:,06, y la altura CLesde 0m-,08; este crisol contiene cier­
ta cantidad de metal fundido cuya superficie E F tiene 0,n-,05 
de d i á m e t r o : — S e quiere hacer con él una esfera, y se desea 
saber el radio que debe tener su molde. 

Calculemos de antemano la altura Gl del metal fundido. T i ­
rando CK paralela á DB, tenemos la proporción 

rr E P 
€ 1 : CL :: EG : A K ; de donde GI = — ¿ — » 

é poniendo en lugar de C L , E G = E F — G D , A K = A B — C D , 
sus valores, 

0 .08 .0 .02 1 „ . „ 16 
C ' = 0.03 = 3 - 0 - 1 6 = T ' 

tomando aquí el centímetro por unidad. 
E l volumen del metal fundido es porconsiguienle(n.0 449 . ) . 

Debemos pues tener, representando por r e í radio buscado, 

^ it . 4 9 = | icr3; 

de donde r3 — y r = » 

ó nnalraenle r = 2cent- ,53722. 
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PROBLEMA V. 

Dados el lado de un cono recto, igual á 25m-,15, y su 
altura 17m-,3, hallar su superficie lateral . A, y su volúr 
mm B . 

Tenemos primero (n.0446.) 

A = « . 2 5 , 1 5 . s j [ ^ \ h f - { \ l ^ f 25,15. ^ i M S x T ^ 

de donde log. A=log.'rc+log.25,15-h|log.42,454-f log.7,85, 

ó efectuando los cálculos indicados, 

log. A =3,1590615 = log. 1442,32; 

luego A=1442mcuad-,32. 

Después leñemos (n.0 448.) 

V = j u x 17,3 x 42,45 x 7,85, 

log.V=log.iH-log. 17,3+log.42,45-}-log.7,85+c.log. 3, 

ó log. V = 3,7808221 = log. 6037,Ot; 

luego V = 6037mcúb-,01. 
PllOBLEMA Ví. 

Valuar el volumen de un cristal de forma lenticular cu­
yo diámetro es 0m-,03, y el espesor 0m-,004. 

E l volumen de este cristal es un doble segmento de esfera 
de una sola base, que tiene por radio 0m-,015, 

Luego tiene por espresion (n.0 458.) 

r (0,015)2. 0,002-f- { «{0,002)°-

= 4 * , 0,002 [3 (0,0l5)2-4-(0,002)2] 

= 1,04719755 x 0,00001358 

= 0,000001422094; 

luego el volumen buscado vale 1422 rai,im- cAb-í 094. 
30 
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§ I I I . Oíros problemas sobre los volúmenes y las densida­
des de los cuerpos (*). 

PROBLEMA I . 

N." 463. Un obelisco de piedra de sillería liene la forma 
de una pirámide cuadran guiar regular, sostenida por un 
prisma de base cuadrada que le sirve de pedestal; la base, 
común á la p i rámide y a l pedestal, tiene lm ,2 de lado ; el 
apotema de la p i rámide es á este lado :: 5 : y la altura 
del pedestal es doble del mismo lado: — Se quiere saber el 
peso total de la masa bajo el supuesto de ser 2,5 la densidad 
de la piedra. 

1 2 x 5 -
Teniendo la apotema por valor _ = 3 ^ 2 , v siendo 

su cuadrado igual á 18, tenemos para altura de la pirámide 

y para volumen de la misma, 

1,4 x (1,2)2 = 2,016. 

Siendo el del pedestal igual á ( l ,2 )2x2 ,4 = 3,456, resulla 
que el volumen (otal vale 5m- cúb-,472. 

Como, por hipótesis, la densidad es 2,5, se obtiene final­
mente para peso de la masa total 
1000000gr- x 2,5 x 5,472=13680000gr-=13680kilóg- (**). 

(*) En FÍSICA, se llama densidad de un cuerpo el peso que tiene 
en la unidad de volumen, y peso, específico la relación del peso de 
un cuerpo en cierto volumen con el peso de otro cuerpo [por ejem­
plo, el agua'] en el mismo volumen. 

Hay identidad entre los números abstractos que representan el 
peso especifico y la densidad de un cuerpo. 

Sean V el volumen de un cuerpo, D su densidad, P su peso abso­
luto.—Se tienen las relaciones 

P P 
P = D . V ; de donde D = Y ' V : = — • 

(") Se sabe que el gramo es e\ peso de un centímetro cúbico de 
agua destilada, y por consiguiente que el metro cúbico pesa 1000 
kilogramos. 
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PROBLEMA I I . 

Tenemos una p i rámide exaedra regular de plata pura cu­
yas dimensiones y peso no conocemos; pero sabemos, í-0 —gue 
su arista lateral es doble del lado de la base; 2.*—que el pe­
so especifico de la piala es 10,5; 3.° — que si la pirámide se 
hiciera moneda añadiéndole l a cantidad necesaria de liga, 
se harian 6048 / r . — Se quieren saber las dimensiones y 
peso de la p i rámide . 

Llamando x el lado de la base, su área será f a?3 v/3 (nú­
mero 237, escol.). Siendo la arista lateral doble dereste lado, 
que es también el radio de la base, la altura valdrá x y ei 
volúmen de la pirámide estará espresado por 

i-,jx*S.xy/3 = jXz. 
Si ahora tomamos el centímetro por unidad, bastará rául-

típlicar esta espresion por 10,5 ó ~ > para tener el peso de la 

pirámide espresado en gramos, lo cual dá 

3 21 , 

2 • 2 * ^ 

Pero se necesita ^ de liga para convertir en moneda la pirámi­

de; luego el peso total se obtendrá multiplicando la espresion 

precedente por - j - , y se tendrá 

3 21 , 10 , 7 . 5 , 

Ahora , puesto que 1 /raneo pesa 5 gramos, dividiendo 
por 5 se tendrá el número de francos; de donde 

| . a ; 3 = 6 0 4 8 y « 3 = 1 7 2 8 ; 
luego x ^ V 2 , 

Luego el lado de la base tendrá 12 centímetros, las aris­

tas laterales 24, y la altura 12 v/2. 
E l volúmen será exactamente 2592 centímetros cúbicos, y 

el peso 27kilós-,2t6. 
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PROBLEMA 111. 

Suponiendo la tierra perfectamente esférica, y sabiendo 
que el cuadrante del meridiano vale lOOQOOOO de metros, se 
quiere determinar su radio [ r ] , el área de su superficie\s], 
su volumen [v] , y su peso [p] [siendo según GAVENDISH , 4, 5 
la densidad media de la t ierra]. 

Sea c la circunferencia del meridiano; tenemos 

c i 
r = 2 Í ; e dondeloS-r==log- 2í !4"comP-log- , t^6 '80388í>^ 

y por consiguiente r = 6 3 6 6 2 0 0 metros. 

Ahora 5 = 4Ttr2 = — ; 

de donde log. 5 = 2 iog.c-i-comp. log. ^=14,7069701 , 

y por consiguiente 5=509296 miriámetros cuadrados. 
4 c3 

Finalmente V=-itr3==: — • dedonde log. ¥ = 2 1 , 0 3 3 7 2 9 0 , 

y por consiguiente V = l 080 750 000 miriámetros cúbicos. 
Multiplicando el número de metros cúbicos contenidos en 

V por 4,5 . 1000 ó 4500, tendremos el peso de la tierra es-
presado en kilogramos 

log. V = 21,0337290 
log. 4500 = 3,6532125 

de donde log. p . = 24,6869415 

y ^ = 4 863 420 000 000 000 000 millones de kilogramos. 

PROBLEMA IV. 

Un físico sabe que una gota de agua de jabón que for­
ma un cilindro de dos milímetros de radio y dos milime-
tros de altura, puede desenvolverse en una esfera de 54 mi-
Imetros de radio:— Se quiere saber, 1.° — cuál debe ser 
el espesor de la evoluta acuosa que forma esta esfera ó 
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bomba; 2.°—cuántas partes visibles á simple vista contiene, 
suponiendo que una buena vista puede distinguir ^ de m i l i -
metro; 3.°— cuántas partes contendrá visibles por medio de 
un microscopio que aumente20 veces las dimensiones lineales. 

Sea en general r el radio de la gota, y A su altura: su vo­
lumen será «r2/i (n.0 444.). 

Sea ahora R el radio de toda la bomba, y ^ el espesor de 
sn cubierta (n.0457.); el volumen de la parte acuosa será 

Tendremos pues r ^ h = ~ T z ^ - - ~ 7 t { K — x f ; 

de donde ' (R - x ) 3 = W — ~ rVi ; 

3 

3- > 
y fc ^ _ I v / s R a - G r ^ . 

Ahora,—1.°—poniendo en lugar de R , r , y h\ sus valores 
respectivos en milímetros R = 5 4 , r = 2, A = 2 , se obtiene 

3 3 
x = 5 4 - | v/(108)3-48 = 5 4 - 1 v/1259664, 

ó efectuando todos los cálculos indicados, 

# = 0,0007, 

luego el espesor buscado es ~ de milimetros. 
2. °—La superficie de la bomba tiene por medida 

4*R2=366m-cuad- ,43 (n.0 454., advert.)r 

y por consiguiente esta superficie contiene 

3 664 300 partes visibles á simple vista. 
3. °—Si se emplea un microscopio que haga 20 veces ma­

yores las dimensiones lineales, ó 400 veces mayores las su ­
perficies, se tendrán 400 veces mas parles visibles, es decir, 
1 465 720 000. 

Además, esta gota contiene cerca de 8it ó sean 25 milíme­
tros cúbicos; luego un milimelro cúbico de agua de jabón dará-
en el mismo microscopio 58 628 800 parles visibles. 



APENDICE 
A LOS DOS LIBROS ÚLTIMOS. 

Este Apéndice estará, como el primero, dividido en dos sec­
ciones , la primera de las cuales tratará de la simetría de las figu­
ras en el espacio, de los planos diametrales, del centro de las dis­
tancias medias respecto de un plano, de los centros de semejanza, 
y de la construcción de los poliedros regulares; la segunda com­
prenderá las nociones principales sobre las superficies de revolu­
ción, las superficies desarrollables y las superficies alabeadas ó 
gauchas, y concluirá con la determinación de la intersección de 
un cilindro o de un cono por un plano, en virtud de considera­
ciones puramente geométricas. 

Adoptaremos además, respecto de los números de este Apén-< 
dice, el mismo sistema que en el primero [véase la introducción, 
página 254). 

PRIMERA SECCION, 

i)s la simetria en el espacio. Ceñiros, ejes y planos de 
simetria*~*PÍanos diametrales.—Centros de las distan­
cias medias.— Ceñiros de semejanza,—Construcción de 
los poliedros regulares. 

De la simetría m el espacio. 

N.0 i . Se distinguen en general, respecto de los poliedros, 
dos clases de simetría, la simetria de forma, y la simetría de 
púsidon. 

Para dat ana idea clara de estas dos clases de simetría, con­
sideremos primero un tetraedro SABC (fig. 363); y en sus aris­
tas prolongadas mas allá del vértice S , tomemos tres partes 
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S A ' = S A , 8 6 ' = SB, S C — S C ; tirando luego las rectas 4'B', 
A ' C , B'C'; con lo cual obtendremos dos tetraedros SABC, 
S A ' B ' C , cuyas partes constituyentes [aristas, caras, ángulos 
diedros] son evidente y respectivamente iguales, pero situadas 
en orden inverso; por cuya razón no pueden superponérselos 
tetraedros. — E n este caso pues se dice que son simétricos uno 
de otro. 

Nada impide después separar los tetraedros, para-colocarlos 
de cualquier modo en el espacio , en cuyo caso no dejarán de ser 
simétricos, cualquiera que sea su posición relativa. — Además, 
no pudiendo un ángulo triedro tener mas que un solo simétrico 
(n." 354.), resulta igualmente que un tetraedro no puede tener 
mas que un solo simétrico; en otras palabras: 

Dos tetraedros simétricos de un tercero son iguales y superpo-
nibles. 

Esto supuesto: — Dos poliedros se llaman simétricos entre si 
[independientemente de su posición relativa en el espacio], cuan­
do pueden descomponerse en un mismo número da tetraedros si­
métricos é inversamente dispuestos. 

De donde se deduce inmediatamente que, — 1.°—- Un polie­
dro no puede tener mas que un solo simétrico; —2.° — Dos po­
liedros simétricos tienen todas sus aristas y sus caras iguales res­
pectivamente, iguales también sus ángulos driedros, y respectiva­
mente simétricos sus ángulos poliedros. 

La simetría de posición puede existir de tres maneras, ó res­
pecto de un punto, que entonces se llama centro de simetría, ó 
respecto de una recta, llamada eje de simetría, ó respecto en fin 
de un plano, que se llama plano de simetría: 

Trataremos primero de la segunda especie. 

De la simetría respecto de un eje. 

N." 2. Definición. — Dos puntos son simétricos respecto de 
una recta, cuando la recta que los junta es perpendicular á la 
primera y queda dividida por esta en dos partes iguales. 

Un poliedro es simétrico, ó dos poliedros son simétricos en­
tre sí respecto de una recta, cuando esta pasa por los puntos me­
dios de todas las rectas que [sin ser aristas ni diagonales] juntan 
de dos en dos los vértices correspondientes , y es perpendicular á 
cada una de ellas. 

TEOREMA l . { F i g . 564.) 

N." 3. Dos figuras cualesquiera, simétricas respecto de una 
recta XY, son iguales entre sí. 

Sean A, B , C , D , . . . , los puntos de la primera figura, y 
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A', B', C , D' , . . . , los de la segunda, simétricos de la primera.— 
Tiremos las rectas AA', BB' , C C ' , . . . , las cuales, en virtud de la 
definición, deben quedar cortadas por el eje de simetría en sus 
puntos medios a , 5 , c , . . . , y serle perpendiculares. — Esto su­
puesto , concibamos que la primer figura gira al rededor de XY 
como eje de revolución: en este movimiento las rectas Aa, Bí>, 
C e , . . . , que se suponen invariablemente ligadas entre s í , descri­
birán sectores semejantes (n.0 252.); luego cuando el punto A 
coincida con A', los puntos B , C , . . . , coincidirán con B', C , 
y lo mismo sucederá con las figuras totales; luego, etc. 

COROLARIOS. E n un poliedro simétrico respecto de un eje,— 
1.° — Toda recta que encuentra al eje en ángulo recto, y termi­
na en la superficie, queda dividida por el eje en dos partes 
iguales; 

2. ° — Todo plano tirado, por el eje corta al poliedro en dos par­
tes iguales; 

3. ° — Todo plano perpendicular al eje determina una sección 
simétrica respecto del punto de intersección del plano con el eje; 
y ese punto es el centro de simetría de la sección (número 2, 
primer Apéndice). 

ESCOLIO 1.° E l mas sencillo de los poliedros simétricos res­
pecto de un eje, es el prisma recto cuya base es simétrica res­
pecto de un punto. 

Cuando la base de un prisma recto es un rectángulo, es de­
cir , cuando el prisma se convierte en un paralelepípedo rectán­
gulo , tiene por ejes de simetría las tres rectas que juntan los 
centros de las caras opuestas. 

S i , además la base es un cuadrado, hay otros dos ejes de 
simetría que juntan los puntos medios de las aristas laterales 
opuestas. 

E n fin, cuando la base del prisma es un rombo, la figura tie­
ne tres ejes de simetría: uno, que junta los centros de las dos 
bases, y los otros dos, que juntan los puntos medios de las aris­
tas laterales opuestas. 

ESCOLIO 2.° E l eje de una pirámide regular (n.0 343) es tam­
bién eje de simetría, con tal que sea par el número de las caras 
laterales. 

ESCOLIO 3." L a simetría respecto de un eje no es, hablando 
propiamente, sino una simetría de posición, pues, en virtud del 
teorema precedente, las figuras son iguales y superponibles. 
Pero no sucede lo mismo con la simetría respecto de un punto, 
ni con la simetría respecto de un plano, las cuáles son á la vez 
simétricas de forma y de posición. — Hé aquí la causa por qué 
hemos comenzado por la segunda especie de simetría. 
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De la simetría respecto de un punto ó de un plano. 

N 0 4 Definiciones— Dos puntos se llaman simétricos res­
pecto de otro punto, cuando este divide en#dos partes iguales la 
recta que junta los dos primeros; y respecto de un plano, cuan­
do este es perpendicular á la recta, dicha que junta los dos pun­
tos y pasa por su punto medio. 

TEOREMA I I . ( % . 5 6 5 , 566.) 

N 0 5 Sí tres puntos A , B , C , están situados en línea recta, 
sus simétricos A', B', C , respecto de un punto O, ó de un plano 
MN, están también en linea recta. 

Juntemos el punto B' con los puntos A', C — E s t o supuesto, 
los dos triángulos OAB, OA'B' {fig.. 565), son iguales por tener 
nn ángulo igual [en O] formado por lados respectivamente igua­
l a ; luego, ángulo A B O = ángulo A'B'O'; y las dos rectaá AB, 
V B ' son paralelas ( n / 46.). Se demostraria del mismo modo 
"que también son paralelas las rectas B C , B ' C . Pero los tres pun­
tos A , B , C , están, por hipótesis, en línea recta; luego también 
lo están los A', B', C , pues de lo contrario se seguiría que por 
oí punto B' se podrían tirar dos paralelas á la recta A B , lo cual 
es imposible (n.0 291, 5.°). , , , j -

E n el caso de la figura 566, los pies a, b, c, de las perpendi­
culares tiradas por los puntos A , B , C , en el plano MN, están 
situados en una misma recta (n. 526.); y si hacemos girar la 
lisura acC'A' al rededor de ac como charnela, como por la deti-
mcion tenemos, a A ' = a A , b W = b B , cC' = cG, los puntos A', 
B', C , vendrán á caer sobre los A, B , C ; luego, etc. 

COROLARIOS. De la anterior demostración resulta inmediata­
mente que, i.0 —Dos rectas de longitud determinada, simé­
tricas respecto de un punto, son paralelas é iguales; 

2 . ° — Dos triángulos simétricos respecto de un punto , son igua­
les y tienen sus planos paralelos; — sucediendo lo mismo con 
dos ángulos simétricos; . / . 

5.° _ Dos rectas de longitud determinada, simétricas respec­
to de un plano, hacen ángulos iguales con el plano; y prolon­
gadas , le encuentran en el mismo punto , á no ser que sean- para­
lelas; . . 

4.° _ Dos triángulos simétricos respecto de un plano, son igua­
les; y sus planos [si no son paralelos] encuentran en una misma 
línea al plano de simetría y forman con él ángulos iguales. —Los 
ángulos simétricos son también iguales. 
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TEOREMA I I I . {Fig. 3(»7, 568.) 

N." 6. Si cuatro puntos A , B , C , 1), están en un mismo pla­
no sus simétricos A'f B', O , respecto de un punto O, ó de un 
ptano MJ\, están también en un mismo plano. 

Formemos los cuadriláteros ABCD, A'B'C'D', v tiremos las 
& m AefJí \ r l? ' BPJJW- Los tres Pares áe triángalos 
ABC y A'B'C , ACü y , ABD y A'B'D', son iguales (nú­
mero 5, coro . 2 y 4.° de este Apénd.); luego, ángulo B4C = 
a^M O B'A C , aWí;Wi0 CAD = ángulo OA'D', y ángulo BAD = 
» / o B ' A ' D ' . - P e r o los ángulos BAC, CAD, estando por hipó­
tesis en un mismo plano, deben dar BAD = B \ C + CAD • luéíro 
también B'A'D' = B'A'C + C'A'D', lo cual exige que estás tres 
ángulos estén en un mismo plano; i c I) D 

ESCOLIO. Cuando los cuatro puntos A, B, C, I), ¿ t a n en pia­
nos diterentes, sucede lo mismo con sus simétricos A' B' C ÍY-
y entonces los dos sistemas de puntos determinan dos'tetrae­
dros A b t D , A'B'C D ' , cuyos ángulos diedros y triedros son si­
métricos, y que, por consiguiente, ellos son también simétricos 
entre si. 

TEOREMA IV. [Fig. 367, 368.) 

N.° 7, Cuando dos poliedros tienen un vértice A y A', B y B', 
C y C , . . . , situados de dos en dos simétricamente respecto de un 
punto O o de un plano MN (n.0 2 de este Apénd.) [en cuyo caso 
los dos poliedros se llaman simétricos respecto de un punto ó de 
un plano]: — l . 0 — l o s poliedros tienen sus caras respectivamen­
te iguales, iguales también los ángulos diedros, y simétricos los 
ángulos poliedros; — 2.° — Los poliedros son simétricos entre 
si (n. 1 de este Apénd.). 

L a primera parte de esta proposición resulta evidentemente 
de los corolarios del número 5 y del escolio del número 6. 

L a segunda se deduce del mismo escolio y de la definición da­
da en el numero 1, . observando que los dos poliedros están en­
tonces compuestos de un mismo número de tetraedros simétricos 
de dos en dos é inversamente dispuestos. 

TEOREMA V. [Fig. 367.) 

M-° 8. Cuando los vértices A y A', B y Bf, C y C , . . . , de un 
mismo poliedro están situados de dos en dos simétricamente res­
pecto de un punto O, en cuyo caso el poliedro se llama simétri­
co respecto de un punto, — 1.° — Este poliedro tiene forzosamen-
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te un número par de aristas iguales y paralelas de dos en dos; y 
lo mismo sucede con las caras; — 2.° — Los ángulos planos y los 
ángulos diedros son también respectivamente iguales; y los ángu­
los poliedros son simétricos entre s í ; — 5.° — Toda recta que pasa 
por el centro de simetría y termina en la superficie, queda divi­
dida por dicho centro en dos partes iguales; — 4.° — E n fin , to­
do plano tirado por el centro divide al poliedro en dos figuras 
simétricas entre sí. r , ' \ -

Las dos primeras partes de este teorema se deducen también 
fácilmente de los corolarios al número 5 , y del escolio al núme­
ro 6. < . 

Para demostrar la tercera parte, consideremos una recta 
cualquiera MM' que pasa por el punto O y termina en las dos ti­
t iras ABCD, A'B'C'D', que suponemos ser caras del poliedro, 
fas cuales, en virtud de la primera parte del presente teorema, 
deben ser iguales y paralelas. — Tiremos las rectas AM, A M', 
que serán paralelas (n.e M8.):-esto supuesto, los dos tnangu os 
OAM, OA'M', son iguales por tener unlado igual [OA = J 
adyacente á dos ángulos iguales respectivamente; luego darán 
OM = OM'. . , , , „ 

L a última parte resulta necesariamente deque el plano que 
pase por el punto O, determina dos poliedros parciales simé­
tricos entre s i , por hallarse compuestos de un mismo numero 
de tetraedros simétricos de dos en dos, é inversamente dis-

^ESCOLIO 1.° E l mas sencillo de los poliedros simétricos res­
pecto de un punto, es el paralelepípedo: el cual tiene por centro 
de simetría su centro de figura (n.0 342, escoL). 

Como todo plano diagonal de un paralelepípedo pasa por el 
« entro de figura, resulta, en virtud de la segunda parte del teo­
rema precedente, que divide al paralelepípedo en dos partes si­
métricas entre sí; proposición que enunciamos en el nume­
ro 432. • . 

ESCOLIO 2.° Después del paralelepípedo , vienen los prismas 
que tienen por bases polígonos simétricos respecto de un punto, 
en cuyo caso el centro de simetría es el punto medio de la recta 
que iunta los centros de las bases. 

N.0 9. ESCOLIO GENERAL sobre la simetría respecto de un pun­
to ó de un plano, comparada con la simetría absoluta. 

Resulta de las diversas proposiciones establecidas en los nú­
meros 7 y 8, que dos poliedros simétricos respecto de un punto 
ó de un plano son á la vez simétricos entre sí (número 1 de este 
Apéndice). . , . , > r -j 

Recíprocamente, dos poliedros simétricos entre si [conside­
rados absolutamente] pueden siempre colocarse simétricamente 
respecto de un punto del espacio, ó respecto de un plano, pu-
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Hiendo ser el punto y el plano un vértice, ó una cara común á 
los dos poliedros (*). 

TEOREMA VI. 

N." 10. Dos poliedros simétricos son equivalentes. 
Según la definición (número 1 de este Apéndice), basta de­

mostrar la proposición respecto de dos tetraedros. 
S* consideramos pues los tetraedros simétricos SABC, 

bA B ' C {fig. 563, número 1 de este Apéndice), como el punto S 
es un centro de simetría (número 5 de este Apéndice) respecto 
de estos tetraedos, resulta que los planos de las caras ABC, 
A B ' C , son paralelos; luego la recta KSK' , perpendicular á 

es también perpendicular á A ' B ' C ; y además, tenemos 
= SK' (n.0 8, 5.°). — Luego los tetraedros tienen la misma 

base y la misma altura, y son equivalentes; luego también, e t c . ; 
L . C. B . D. 

ÍN. 11. E n fin, fácilmente §e demostrarian las dos proposi­
ciones siguientes: 

i " Cuando haya en un poliedro dos planos de simetría per­
pendiculares entre s í , su intersección común es un eje de si­
metría. 

2.° Y si hay tres, el punto común á todos ellos es un centro 
de simetría. 

De los planos diametrales. 

N." 12. Así como en ciertos polígonos hay ciertas rectas lla­
madas diámetros (n.0 7, Apénd. 1.°), que pasan por los puntos 
medios de una série de rectas paralelas entre sí y terminadas en 
el perímetro del pol ígono, á una y otra parte de dichos diáme­
tros, así también se concibe que ciertos poliedros sean tales, que 
un sistema de rectas paralelas entre sí y terminadas en su super­
ficie a uno y otro lado de un plano, queden divididas en dos 
partes iguales por este plano, que toma entonces el nombre de 
plano diametral. 

(*) Un objeto y su imagen reflejada en un espejo presentan el 
ejemplo mas vulgar de dos figuras simétricas entre sí. 

Respecto de u n a figura s i m é t r i c a , tenemos también ejemplo en la 
forma esterior del cuerpo humano, compuesto de dos partes simétri­
cas entre sí.—Así, las dos manos son simétricas entre sí, y lo mis­
mo los dos guantes con que las cubrimos. Pero observemos que si 
los volvemos de! rewes , el guante de la izquierda vendrá bien á la 
derecha. y v ice-versa .—Este último ejemplo puede hacer compren­
der la ciase de r e v e r s i ó n que seria necesaria hacer sufrir á las figuras 
simétricas para hacerlas superponibles. 
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TEOREMA V I L [Fig. 369.) 

N.° 15. Cuando los vértices A y A', B y B', C y C ' , . . . , de un 
mismo poliedro [ó de dos poliedros] están situados de dos en dos 
en rectas paralelas entre s í , si un plano PQ pasa par los puntos 
medios de todas ellas: — l . 0 — cada par de aristas homologas 
AB y A'B', AC y A ' C , e n c u e n t r a al plano PQ en un mismo 
punto D, E [á no ser que sean paralelas] ; — 2 . ° — Cada 
par de planos ABC, A ' B ' C , determinados por los vértices homó­
logos, considerados de tres en tres, encuentra al plano PQ en una 
misma recta D E [á no ser que sean p a r a l e l o s ] 5 . ° — í o í k recta 
MM' paralela á las primeras AA', B B ' , . . . , terminada por una 
y otra parte del plano en la superficie del poliedro, queda divi­
dido en dos partes iguales por este plano, llamado entonces plano 
diametral. 

I.0 Las rectas AA', BB', determinan un plano cuya traza en 
el plano PQ es una recta ab; y las rectas A B , A'B', hallándose 
situadas en el plano AB, B'A', no pueden encontrar al plano PQ 
sino en la recta ab. Como además tenemos por hipótesis A « = « A ' . 
Eb=bB', resulta (n.0 201, recíp.) que las tres rectas AB, A'B', 
ab, concurren en un mismo punto; luego, etc. 

2. ° Los planos de los dos triángulos ABC, A ' B ' C , deben 
contener las trazas D, E , F , de las rectas AB y A'B', AC y A ' C , 
BG y B ' C , en el plano PQ; luego estos tres planos se cortan en 
una misma recta. 

3. ° Supongamos, para fijar las ideas, que los estremos de la 
recta MM' pertenecen á dos caras A B C , A ' B ' C , del poliedro; y 
tiremos las rectas CM, C'M': — como estas rectas están situadas 
en los dos planos ABC, A ' B ' C , cuya traza en el plano PQ es la 
recta D F E , deben encontrar á este último plano en un mismo 
punto G ; y á causa de ser Cc=cC', por hipótesis, tenemos tam­
bién Mm=mM'; L . C. D. D. 

Advert. E n el caso en que las rectas AA', BB', C C , . . . , son 
todas iguales y paralelas, las rectas AB y A'B', AG y A ' C , 
son también iguales y paralelas de dos en dos; los planos ABC' 
A ' B ' C , son también paralelos entre s í , y paralelos al plano PQ 
que divide en dos partes iguales á las rectas AA', B B ' , . . . , MM'. 

ESCOLIO 1.0 E l teorema precedente comprende como caso par­
ticular las figuras simétricas respecto de un plano (número 7 de 
este Apéndice), y les es aplicable por consiguiente. 

ESCOLIO 2.° Todo prisma triangular recto ú oblicuo tiene cua­
tro planos diametrales, que son: uno el plano tirado á igual dis­
tancia de las bases; y los otros tres los planos que pasan respec­
tivamente por las aristas laterales y por los diámetros de las ba­
ses (número 7, escol. 2 .° , Apénd. l .üj . 
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Centro de las distancias medias. 

E l punto que hemos llamado centro de las distancias medias 
en un polígono (número 8 y 9, Apénd. 1.°), goza respecto de un 
plano de las mismas propiedades que respecto de una recta. 

TEOREMA VIII. 

N." 14. L a perpendicular bajada desde el centro de las dis' 
iancias medias de wi polígono cualquiera, á un plano tirado á vo­
luntad en el espacio^ es igual al cociente de la suma algebraica de 
las ferpendiculares bajadas al plano desde los vértices del polígo­
no, dividida por el número total n de los vértices. — Esta suma 
es nula cuando el plano pasa por el centro de las distancias me­
dias, y vir e-versa. 

Siendo la demostración de este teorema semejante entera­
mente á la espuesta en el número 9 del Apéndice 1 ° ; nos referi­
mos á ella, reduciéndonos á observar que no es aquí necesario 
que los vértices estén en un mismo plano:—basta, —1.°—que 
la línea poligonal sea terrada; — 2.°—que un mismo vértice no 
sea la reunión de mas de dos lados. 

ESCOLIO. Para fijar, en este caso, la posición del centro de 
las distancias medias de todos los vértices, se pueden tirar tres 
planos que se corten entre sí de dos en dos [suponiéndolos, para 
mayor sencillez, perpendiculares entre s í ] .—Se bajan líneas per­
pendiculares desde los vértices á cada uno de los tres planos; se 
forma en seguida para cada plano la suma algebráica de las per­
pendiculares que le corresponden; y se divide esta suma por el 
número n de los vértices. — E n fin, á distancias representadas 
por los tres cocientes, se tiran tres planos respectivamente para­
lelos á los primeros: — L a intersección común de estos tres nue­
vos planos es el punto buscado. 

N.0 15. Cuando cuatro puntos A , B , C , D , no están en un 
mismo plano, combinándose de tres en tres, determinan cuatro 
planos distintos, y por consiguiente un tetraedro.—Esto supuesto; 

TEOREMA IX. [Fig. 370.) 

E n todo tetraedro ABCD, las rectas MN, PQ, R S , que juntan 
los puntos medios respectivos de las aristas opuestas, concurren 
en un mismo punto, que es el centro de las distancias medias de 
los cuatro vértices A, B, C, D. 

Consideremos primero las rectas MN y PQ, y tiremos des­
pués las rectas MP , PN , NQ, QM: las dos rectas MP, NQ , pa­
ralelas á BD, son paralelas entre s í ; y lo mismo P N , QM, para-
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lelas a AC, son paralelas entre sí; luego la figura MPNQ es un 
paralelógramo cuyas diagonales son MN , PQ; luego estas rectas 
se cortan en su punto medio O. 

De un modo análogo se probaria que las dos rectas MN, R S , 
se cortan en su punto medio, que no puede ser otro que el 
punto O. 

Concibamos ahora por el punto O un plano cualquiera; y des­
de los puntos M, N, tiremos las rectas Mm, Nw, perpendicula­
res al plano: los dos triángulos rectángulos OmM, OnN, son evi­
dentemente iguales y tlán Mm = Nw. — E l mismo raciocinio re­
petiríamos con las perpendiculares bajadas al plano desde los 
puntos P, Q, y R, S. — Además, estas perpendiculares, iguales 
de dos en dos , están situadas, una á un lado y otra á otro del 
plano; donde se ve que su suma algebráica debe ser nula; por 
consiguiente (número 14 de este Apéndice), el punto O es el cen­
tro de las distancias medias de los cuatro puntos A, R, C, D; 

L . C. D. D. 
ESCOLIO. E l punto O se encuentra á la vez en cuatro planos 

tirados paralelamente á las caras, á una distancia de cada cara, 
igual á la cuarta parte de su distancia al vértice opuesto. 

E n efecto, la distancia de este punto á la cara RCD, por 
ejemplo, es igual á la cuarta parte de las distancias de los cua­
tro puntos A , R, C , D , al plano RCD (n.0 14); pero las distancias 
relativas á los tres puntos R, C, D, son nulas; luego, etc. 

TEOREMA X. {Fig. 371.) 

N.0 16. Las cuatro rectas que juntan los vértices de un te­
traedro ARCD con los centros de las distancias medias de las 
caras opuestas, concurren en un mismo punto, que es el centro de 
las distancias medias de los cuatro vértices A, R, C, D. 

Sean G , K , los centros de las distancias medias de las caras 
RCD, ARC, y tírense las rectas DG, A K ; siendo G y K los cen­
tros [de las distancias medias] de las caras R C D , A R C , resulta 
(número 9, escol. 3.°, Apénd. 1.°) que las rectas D G , A K , pro­
longadas, deben pasar por el punto medio I de la arista RC co­
mún á las dos caras; luego estas rectas están en un mismo plano 
A I D , que contiene á las rectas A G , D K ; luego estas se cortan 
necesariamente en un punto O'. 

Tiremos ahora la recta G K , y observemos que siendo IG la 
tercera parte de I D , é I K la terc&ra parte de IA (n.0 98), tenemos 
la proporción 

IG : ID : : I R : I A ; 

de donde se deduce que R G es paralela á AD; luego los triángu­
los O'RG, O'AD, son semejantes por ser equiángulos, y dán 
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la nueva serie de razones iguales, 

O'G : O'A : : O K : O'D : : R G : AD. 

Pero los triángulos semejantes I K G , I A D , dan también 

K G : AD : : I G : ID : : 1 : 3; 

y por consiguiente, 

O'G : O'A : : O'K : O'D : M : 3. 

Luego O'G vale la tercera parte de O'A, ó la cuarta parte 
de A G ; y O'K os la tercera parte de O'D ó la cuarta parte 
de DK. 

Como probaríamos igualmente que las rectas de unión de los 
vértices B y C con los centros de las caras opuestas deben en­
contrar á la recta AG en un punto cuya distancia al punto G es 
la euarta parte de AG, tenemos motivo para concluir que las 
cuatro rectas tiradas respectivamente desde los cuatro vértices á 
los centros de las caras opuestas, se reúnen en un mismo punto, 
que se halla situado en cuatro planos respectivamente paralelos 
á los planos de las caras, á una distancia, respecto de cada cara, 
y partiendo desde ella, igual á la cuarta parte de su distancia al 
vértice opuesto. 

Luego finalmente, en virtud del escolio del número prece­
dente, el punto 0' es el centro de las distancias medias. 

De los centros de semejanza. 

TEOREMA X I . 

N." 17. Si se juntan todos los vértices A, B , C , D , de un 
poliedro, con un punto cualquiera O del espacio, por medio de 
rectas OA, OB, OC, O J ) , . . . , y en ellas ó en sus prolongaciones 
se toman partes OA', OB', O C ' , . . . , proporcionales con las rectas 
O A , OB, O C , . . . , se obtienen los vértices de un nuevo poliedro 
que es DIRECTA Ó INVERSAMENTE semejante al primero ;—y el pun­
to O se llama Centro de semejanza ESTERNO en el primer caso, e 
INTERNO en el segundo. 

Para la demostración de esta proposición y las consecuencias 
que de ella se derivan, nos referimos á cuanto dijimos en los nú­
meros 12 y siguientes del Apéndice primero, porque serian ente­
ramente análogos los raciocinios; pero vamos á entrar, respecto 
de los centros de semejanza de dos ó de mas esferas, en algunos 
pormenores que pueden ofrecer interés. 

N.ü 18. Consideremos primero dos círculos C , C , [fig-
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{que, para fijar las ideas, supondremos esteriores uno á o/rol v 
tracemos la línea de los centros C C , como también las t a W n t ¿ 
comunes Mw, Nw, tanto M í m o m como interiores 

Esto supuesto, imaginemos que los semicírculos AMB amb 
hagan una revolución entera al rededor de la línea de los cen' 
tros, llevándose tras sí las dos tangentes comunes: — E n este 
movimiento, os dos semicírculos engendrarán dos esferas (nú­
mero 362), y las dos tangentes, dos superficies cónicas (n 0 357) 
cuyos vértices serán, para una el centro de semejanza esterna 
O, de los dos circuios generadores, y para la otra su centro de 
semejanza interno. O' (n.0 12, escol. Apéndice 1.1;-estos n un tos 
se llaman también centros de semejanza esterno e interno r l t 
pecto de las dos esferas. ' 

E n este mismo movimiento, los puntos de contacto M v m 
N y W describirán circunferencias de círculo cuyos radios serán 

n u n E T / r " ' " f f P 1 mp' m y ^ desde d chos 
puntos a la Imea de los centros, y que pertenecerán á la vez a 
las dos es eras y a las dos superficies cónicas; de modo que s l po-
dra considerar a estas ultimas como que envuelven á las nrime-
ras y Jes son tangentes en las circunferencias de círculo MP v 
mp, NQ y nq. u u" mi i 

o Ü ' 0 } d ' ?Í^0 all0ra Todo plano tangente á una de la* 
superficies comeas, es también tangente á las dos esferas 

1 reciprocamente — Todo plano tangente á las dos esfera* e* 
tangente a las dos superficies cónicas. 1 
rn.. M ? d e T t r a r !a ProPosicion directa, tiremos por los pun­
tos M j m, N j n , las tangentes MT y mt, NS y ns, á los cír­
culos de contacto, círc. MP y á r c . mp, círc NO v ctre na 
Los planos OMT, O'NS, determinados í ó r los l a d o s ^ X o ^ 
de los dos conos y por las tangentes MT, NS , son tan-entes • 
M T C r S ^ 359)- P T 0tr0 lad0'las ffiismas rectas S NnO' 
M I , mt NS, ns, son tangentes a circunferencias pertenecientes 
a las esteras; luego los planos tangentes a los dos conos en os 
puntos M y m, N y n son también tangentes á las dos esferas 

a c a b a U r r d T c i r 6 : d e m 0 f á C Í , m e n t e ^ ™<V"> ,0 ^ 
Debe ademas observarse que, como por cada uno de los lados 

del cono que son en numero infinito, se puede tirar (m u h m 
que sea tangente a aquellos, resulta que- 1 

I n J Z ! ! ^ ' 0 8 ^ m el. esPncio t'™<'>> ™m infinidad de planos 
I Z Z l CUya/1 mtersecfíIones sucesivas constituven en c i e m 
T é l de n Z 0 r ' ' ' T 3 ' Uamada ^ ™ r , está formada por 
^ene de planos tangentes, respecto de los cuales están ambas 
S S f t 0 t a l - J e n t e Cí)l0Cadas a un mismo lado; o t ? a ! l a m a l t 

ua e' POr 8 df plai,os t a n ^ t e s ' r e ^ S e os 
cuales una esfera esta colocada a un lado y otra á otro. 

31 
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N.0 20. De aquí resulta que un plano tangente á dos esferas 

no queda determinado sino cuando está sujeto á una tercera con­
dición, por ejemplo, la de pasar por un punto dado, ó la de ¡ser 
tangen te á una tercer esfera. 

E n el primer caso, se tienen generalmente dos planos tan­
gentes que pasan por el punto dado , y están simétricamente co­
locados respecto del plano determinado por el punto dado y los 
centros de las dos esferas. Estas se encuentran, según las diver­
sas posiciones del punto, á veces al mismo lado , y á veces á la­
dos diferentes de los planos. 

Estos dos se reducen á solo uno cuando el punto pertenece á 
una de las aristas de los conos que envuelven á las dos esferas; y 
no hay solución alguna si el punto dado es interior á uno de los 
conos. 

E n el segundo caso, y suponiendo siempre las tres esferas 
estertores unas d otras, pueden tenerse cuatro sistemas de á dos 
planos tangentes á las tres, á saber: dos planos que comprenden 
entre sí á las tres esferas, y seis colocados de dos en dos entre 
una de las tres esferas y las otras dos. 

Este segundo caso dá lugar á un teorema muy notable y aná­
logo al que se demostró en el número 16 del primer Apéndice, 
respecto de tres circunferencias de círculo. 

TEOREMA X I I . 

N.021. Los SEIS centros de semejanza de tres esferas este-
riores unas á otras, están situados de TRES EN TRES en una misma 
recta — Los tres centros de semejanza estemos, y después uno 
de los estemos y dos de los internos; lo cual dá CUATRO rectas. 

E n efecto, consideremos primero los dos planos tangentes que 
comprenden á las tres esferas: — Siendo estos planos á la vez 
tangentes á los tres conos esteriores que envuelven á las esferas 
(número 49 de este Ápénd.), contienen á las tres aristas corres­
pondientes á los planos tangentes, y por lo tanto contienen tam­
bién á los tres vértices de los conos; luego su intersección co­
mún pasa por los tres vértices, es decir, por los tres centros de 
semejanza estemos (número 18 de este Apénd,.). 

Igualmente, cada uno de los dos planos tangentes colocados 
entre una de las tres esferas y las otras dos, es tangente al cono 
esterior que envuelve á las dos últimas, y á los dos conos interio­
res que envuelven respectivamente á la primera y á la segunda, 
á la primera y á la tercera: luego su común intersección com­
prende los vértices de esos tres conos, es decir, el centro de se­
mejanza estemo de las dos últimas esferas, y los centros de se­
mejanza internos de la primera y la segunda, de la primera y la 
tercera; ^- ^- ^- ^-
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Haremos observar, por conclusión, que esta demostración 

puede servir para comprobar la exactitud^el teorema en el cás" 
de las tres circunferencias de círculo; porque los centros de se­
mejanza de estos circuios son los mismos que los de tres esfera, 
a quienes ellos pertenecieran como círculos máximos 

Asi es como apoyándose en verdades de la Georaétria del es-
Z Z ^ r . í T ^ f ^ T ^ ^ s e ^ í » ^ e n t e o t i í p r o p o s . ciones de la Geometría jj/íma. . 

Construcción de los poliedros regulares, * 

Ya hicimos conocer (n." 381, escoL) los medios de construir 
el e / r ^ r o y e l exaedro regulares. Nos falla es^oner e T m o X 

e construir os poliedros cuyos ángulos poliedros son la reunión 
úe tres o cm ro ángulos de triángulos eiuUáteros, ó de t r T a n 
gulos de pentágonos regulares. " 

1.° OCTAEDRO REGULAR. (Fig. 573.) 

N.° 22. Designemos por m el lado del triángulo eouiláfprr. 

a t e ^nr¿ :f;,r d/&, ^ ¿ 
pedido F B ' F C ' FD : la f l^ra obtenida es el poliedro 

ar1pí fdr1Ueg0' Ia flguraes m octaedro evidentemente; pero 
ademas digo que este octaedro es regular. P 
i-na^s íí6^38 iCh0 reCtaS qU.e acabamos ^ trazar son todas anales (n. 303); ademas, como el triángulo AOE dá 

A E = ^2102 = m = A B , 

S l ^ ^ ' - f l0' 0C3-0 tríán^Ios determinados por las rectas son 
í i ! ^ 'LT08' lgUaAeS entre si é ^"almente inclinados. 
Advert E l punto O es un centro de simetría. — También e. 

el centro de la figura (n582) . -"'uien es 

2.° ICOSAEDRO REGULAR. {Fig. 374.) 

JL J nn SObtre 61 lad0 Wí de' triáng«lo equilátero dado cons­
truyase un pentágono regular B C D E F ; después , desde el cen-
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tro 0 de este polígono , levántese «na perpendicular a l plano 
B C D E F , y s e ñ a r n o s en ella nn punto A ta f ^ ^ ^ 
[lo cual siempre es posible, porque vimo (n. ^ ¿ 0 1 -
ado BC del pentágono regular es m a ^ 

Tírense finalmente las rectas AB, AC, A E ^ ' 
mos cinco triángulos equiláteros , iguales entre s! y reun.dos en 

el t r n L t o 0 s después que en el punto B se forma del mismo 
modo e S e a n d o la cara ABC, un ángulo pentaedro regular; 
" e ^ g u n S , ángulo será igual al Puente ¿ s u s -
dros serán todos iguales por consiguiente; ^ V ^ 0 S S 
los pentaedros tendrán dos caras comunes A r ^ ^ 
modo bastarán dos nuevos triángulos C K I , CKU, para lormar en 
Tpunto C un tercer ángulo peStaedro regular, puesto que los 
ángulos diedros en AC, BC, tienen un valor convemente 

Tendremos así reunidos diez triángulos iguales e igualmen­
te inclinados, que formarán una especie de — e po 
VBCDEFGIR, tal que los ángulos del borde, D E F C I K , están al 
iernativamente compuestos de dos ó de tres triángulos. 

Esta íhiea poligonal, que termina la superficie, tiene sus la-
dos\guales p i ó no puedi tener todos sus vértices en « s ^ 
plano; porque si los cuatro puntos, D, E , F , C , por e3emplo, es 
uvieran en un mismo plano, como los puntos D, E , í , determi 

nan el plano del pentágono B C D E F , seria necesario que la recta 
FcT estuviera situada en é l , de donde se seguiría que las caras 
AFB B F G estaban también en el mismo, lo cual es absurdo. 

Pero cualquiera que sea la naturaleza de esta linea, siempre 
nuede L a d n a r s e q¿e se puede construir un casquete .gual al 
S L r ? S S del segundo tendrán el mis-
mTva or que los del primero. Luego podremos sin solución d 
r n ü n u i d a d reunir los á n g u l o s dobles del borde del primero con 
\ o T Z T o s \ r i p l e s del borde del segundo , y v i ce -ve r sa ;de donde 
r e s u E una figura de 20 caras iguales entre sí é igualmente m-
diñadas, ABCDEFGIRC'B'A'. 

3." DODECAEDRO REGULAR. {Fig. 575.) 

N 0 24 Supongamos que con tres p e n t á g o n o s regulare^ igua-
l e s t forma un ángulo t r iedro en A, lo cual es posiblejn. 409 
Sus tres ángulos diedros serán iguales n. 555, escot. i . /• 
fhora con n'uevos pentágonos iguales aRlos precedentes p u e ^ 
formarse sucesivamente en los puntos B, C, D, E , otros an0u 
LTrTedros s e npre del mismo valor. Resultarán pentágono 
e X e forjando un casquete ABCDEFGIRLMNPQ, tal que los 

ánlulos del borde estarán compuestos alternativamente de Uno o 
de dos ángulos planos. 
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[Aquí debe hacerse sobre la línea poligonal que termina este 

casquete la misma observación hecha arriba en el icosaedro]. 
Si se imagina después otro segundo casquete igual al prime­

ro, se podrán reunir ambos borde á borde, de modo que los án­
gulos simples del uno se enlacen con los dobles del otro; y asi se 
tendrá una figura compuesta de doce caras iguales é igualmente 
inclinadas. 

N.025. ESCOLIO 1.°—Para comtruir mecánicamente un polie­
dro regular, se traza primero en una hoja de cartón, tomando 
una de las caras por base de la construcción, el desarrollo de to­
das las caras, según se indicó en los n.os 356 y 361, y después 
se pliegan convenientemente las diversas caras por las aristas 
comunes. 

ESCOLIO 2.° Todos los poliedros regulares, á escepcion del 
tetraedro, tienen un centro de simetría, que es el mismo centro 
de figura [n." 382). 

Todos tienen también planos de simetría,—<jue son en gene­
ral planos perpendiculares á los puntos medios de las aristas ó 
de las rectas que juntan los vértices opuestos de dos en dos, ó 
bien planos que pasan por las aristas opuestas tomadas de dos 
en dos. 

Esc . 3.° E l tet.dro regular tiene 4 vértices, 4 caras y 6 aristas. 
E l cubo 8 vértices, 6 caras y 12 aristas. 
E l octaedro 6 vértices, 8 caras y 12 aristas. 
E l dodecaedro 20 vértices, 12 caras y 30 aristas. 
E n fin, el icosaedro 12 vértices, 20 caras y.30 aristas. 

ESCOLIO GENERAL, sobre los poliedros.—Estas espresiones, que 
pueden comprobarse fácilmente en las figuras que hemos cons­
truido, están implícitamente comprendidas en el enunciado de 
un teorema debido al célebre Eüler, y que se traduce en la fór­
mula 

V + C = A + 2 , 

designando V el número de los vértices, C el de las caras, y A 
el de las aristas. 

Hay además muchos teoremas mas ó menos importantes sobre 
los poliedros en general, para cuya demostración remitimos á la 
Memoria de MM. CAUCUY, ya citada , y á los Anales de Matemá­
ticas de M. GERGONNE , en diversos lugares, y principalmente en 
el t. 15, página 157. 



SEGUNDA SECCION, 

De las superficies de r e v o l u c i ó n — De las superficies desar-
rollahles y de las g a u c h a s . — Intersecciones de un ci l in­
dro y un cono por u n p l a n o . 

Superficies de revolución. 

H.° 26. Se llama superficie de revolución toda superficie en­
gendrada por una l ínea, recta ó curva, sujeta á hacer una revo­
lución entera al rededor de una recta fija, que por lo común se 
supone en un mismo plano con la línea movible; — y sólido ó 
cuerpo de revolución, la parte del espacio, circunscrita por la 
superficie: cuya parte del espacio es limitada ó indefinida, se­
gún que la curva movible está cerrada ó se estiende indefinida­
mente. 

L a figura engendrada por un triángulo al rededor de un eje 
fijo (n.0 456) no es mas que un caso particular de los sóhdos de 

Se llama generatriz la linea movible, y la recta fija se llama 
í ^ í í dp /í*svoliícto/)% 

Todo plano que pasa por el eje se llama plano meridiano, y 
este plano determina, por su intersección con la superficie, una 
linea que no es mas que una de las posiciones de la generatriz, 
cuando esta se halla situada en un mismo plano con el eje; de 
lo contrario, la intersección del plano meridiano con la superficie 
puede ser una curva enteramente distinta de la generatriz. 

Por ejemplo, concibamos que una recta indefinida no situada 
en un mismo plano con otra recta haga una revolución entera al 
rededor de esta. — E n este caso, un plano meridiano cualquiera 
corta la superficie en una hipérbola {n." 55 del l.er Apénd.), como 
se demuestra en la Geometría analítica; y esto es lo que ha hecho 
dar á la superficie engendrada el nombre de hiperboloide de re­
volución. 

Uno de los caractéres eseliciales de una superficie de revolu­
ción consiste en que — Cada punto de la línea movible describe 
en el espacio una circunferencia de círculo, cuyo plano es per­
pendicular al eje, y cuyo radio es la perpendicular bajada des-
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de el punto al eje: su centro es,además el pie de la peipendicu-
lar.—Así llegamos á una propiedad de los planos tangentes á las 
superficies de revolución, que será el objeto del teorema si­
guiente. 

TEOREMA I . 

1N.U 27. Todo plano tangente d una superficie de revolución 
en un punto dado de ella, es perpendicular al plano meridiano 
tirado por dicho punto. 

E n efecto, por lo común se define un plano tangente á una 
superficie, diciendo que es el elemento de la superficie en el pun­
to que se considera, prolongado indefinidamente en todos senti­
dos ; definición que conviene con la que hemos dado de la tan­
gente (n.0 37, Apénd. I . 0 ) , y de la cual resulta necesariamente 
que — E l plano tangente en un punto de la superficie, contiene 
todas las tangentes á las curvas resultantes de cortar la superficie 
por medio de planos que pasen por dicho punto. 

Esto supuesto, en el punto dado, concibamos un plano tan­
gente á la superficie, y por el mismo punto tiremos un plano 
perpendicular al eje: este plano corta á la superficie en una cir­
cunferencia de círculo, y al plano tangente en una tangente á 
dicho circulo. Pero esta tangente es perpendicular al radio que 
pasa por el punto de contacto, y por consiguiente, en virtud del 
teorema sobre los planos, demostrado en el n.0 300, es también 
perpendicular al plano meridiano correspondiente ; luego el pla­
no tangente, que contiene á esta tangente, es también perpen­
dicular al plano meridiano (n.0 309); 

L . C. D. D. 
ESCOLIO. Siempre que una superficie de revolución ha sido 

engendrada por una línea no situada en el mismo plano con el 
eje, puede ser susceptible de otra generación, en la que la ge­
neratriz es la intersección d é l a superficie con un plano meri­
diano. 

TEOREMA I I . {Fig. 376.) 

N." 28. Cuando la superficie de revolución está engendrada 
por una línea cerrada, y situada en un mismo plano con el eje, 

1. " E l área de la superficie tiene por espresion el producto 
de la linea generatriz [rectificada], multiplicada por la circun­
ferencia que describe el centro de las distancias medias de la 
misma [considerada como un polígono infinitesimal (n.0 9, Apén­
dice 1.°)]; 

2. ° E l volumen del espacio determinado por esa superficie, es 
igual al área que termina la generatriz, multiplicada por la mis­
ma circunferencia, 

1.°., Concibamos la curva generatriz descompuesta en sus ele-
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mentos MM', M'M",...; y sean mp, m'p', 'm"f",... las perpendi­
culares bajadas desde sus puntos medios al eje L L ' . Sean además 
S la superficie total, s, s', s",..., las superficies parciales engen­
dradas por los diferentes elementos, que, para simplificar, pue­
den suponerse todos iguales entre si y representados por e; sea 
en fin n el número infinito de estos elementos. Esto supuesto, 
cada elemento, girando en torno al eje, engendra la superficie 
convexa de un tronco de cono, y por consiguiente, para cada 
superficie parcial tenemos sucesivamente 

S — Itt.mp.e, S'=%t.m'pf.e, §"—1'K.in"p".e,...; 

de donde se deduce ^>=%¿Kmp+m,p' + m"p" + . . .)e, 

. . . „ ' mp + m'p' + m"p" -j- ... 
obien 8 = ^ . — x n.e. 

n 
mp +m'pf + . . . 

Pero n.e representa la generatriz; y 2IÍ. la 
n \ 

circunferencia que tiene por radio la perpendicular bajada al ra­
dio desde el centro de las distancias medias; luego, etc, 

2.° Designemos por V el volumen del cuerpo , por A el área 
de la superficie circunscrita por la generatriz, y concibamos esta 
superficie dividida en un número infinito n de rectángulos todos 
iguales entre s i , tales que abccl=r, y que tengan dos lados per­
pendiculares al eje [y los otros dos por consiguiente paralelos al 
mismo]. Prolongúense además ah, ac, basta su encuentro en a', 
á>, con L L ' ; y bájese desde el punto o, centro del rectángulo , la 
perpendicular oi sobre L L ' , 

Hecho esto , es claro que el pequeño rectángulo , en su movi­
miento al rededor del eje, engendra una especie de figura anu­
lar cuyo volúmen es la diferencia entre los volúmenes de dos ci­
lindros que tienen he por altura c o m ú n , y aa', ha!, por radios 
de sus bases. Tenemos pues 

vol. abcd^-K^a^—ha'^.hc^Tziaa'+ha') [aa!—ba').bc, 

espresion que puede ponerse bajo la forma 

vol. a b c d = ^ T í m ^ a .ah.hc^lTz.oix.ahcd^'it.oi.r. 

Del mismo se obtendria 

vol. a ' m é = ' 2 « . o ' í ' . r , vol. a ' W ' d ' " ' ^ ^ ' ' ^ . / , . . . 
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Luego 

Tr o , . . ,., . ... . OÍ+0,i'+0''i'f+... 
n 

Pero n.r representa evidentemente la superficie terminada por la 
oi-ho,i/ + o,'i"+... 

generatriz, y — _ la perpendicular bajada al eje 

desde el centro de las distancias medias : luego está demostrada 
la segunda parte de la proposición. 

ESCOLIO. Hemos hallado (n.0 456) por espresion del volumen 
engendrado por un triángulo CAB {fig. 377) al rededor de una 
recta L V tirada por uno de sus vértices C , 

CK 
vol. CAB == superf. AB x ——- , 

5. 
siendo CK la perpendicular bajada desde el punto C sobre AB. 
Pero si se junta el punto C con el punto medio de AB, y se hajij 
DE perpendicular á L L ' , se tiene 

superf. AB=2it.DE.AB (n.0 447); 

de donde vol. CAB = 2K.DE.AB. CR , 

« b i e n to/. C A B = 2 i t . ^ D E . ^ ? ^ . 
& 2 

n AB.CR , 9 
Pero — ^ — es la espresion del área del triángulo CAB : y ^ DE 

es igual á la perpendicular OI bajada al eje LIV desde el centro 
de las distancias medias (n.ü 98, escol.). 

Luego finalmente vol. CAB = 2^.01.área CAB; 

lo cual comprueba, respecto del triángulo, la exactitud del teo­
rema enunciado. 

De las superficies regladas. 

¡N.u 29. Se dá el nombre de SUPERFICIES REGLADAS á todas las 
superficies tales que en cada uno de sus puntos, se le puede apli­
car una recta, en un sentido d lo menos. 

Las superficies regladas se dividen en tres géneros. 
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E l plano, que por su naturaleza es necesariamente una su­

perficie reglada, y la mas sencilla de todas, constituye solo el 
primer género; los otros dos solo contienen superficies curvas:— 
y son las superficies desarrollahles y las gauchas ó alabeadas. 

De las superficies desarrollahles. 

Antes de tratar el caso general, daremos una estension con­
veniente á las definiciones del cilindro y del cono. 

N.0 30. Consideremos en el espacio una curva cualquiera 
cuyos puntos están á la vez todos, ó no están en un mismo plano 
[en cuyo último caso se dice que es de dohle curv.atura (*)]; y 
concibamos una recta movible sujeta á la condición de encontrar 
constantemente á la curva propuesta en alguno de sus puntos, y 
á la de 'permanecer siempre paralela á otra recta de dirección 
determinada, ó á la de pasar constantemente por un mismo punto: 
la superficie así engendrada se llama, en el primer caso, super­
ficie CILINDRICA, y en el segundo, superficie CÓMCA. 

E n el primer caso , se llama cilindro el espacio comprendido 
entre la superficie y dos planos paralelos que cortan á la recta 
movible en todas sus'posiciones; en el segundo, se llama cono el 
espacio comprendido, partiendo desde el punto por donde pasa 
constantemente la recta movible, entre la superficie engendrada 
y un plano tirado á voluntad, pero de modo que corte todas las 
posiciones de la dicha recta. 

Esta recta se llama generatriz, arista ó lado de la superficie; 
y se llama directriz la línea que debe ir recorriendo la gene­
ratriz. 

Cuando la directriz es una circunferencia de círculos , la su­
perficie , cilindrica ó cónica, se llama de hase circular.—La rec­
ta tirada por el centro del círculo paralelamente á la generatriz 
del cilindro, ó bien la recta que junta el centro del círculo con el 
vértice del cono, se llama eje del cilindro ó del cono. 

S i , siendo la directriz un círculo, el plano de este círculo es 
perpendicular al eje, se llaman rectos el cilindro y el cono; lo 
cual está conforme con las definiciones dadas en los números 
353 y 357. 

Si el plano del círculo es oblicuo al eje, se tiene un cilindro 
ó un cono oblicuo de hase circular. 

{') Esta denorainacion está fundada en que siendo en general una 
linea de intersección de dos superficies (n.0 I.0, Introd.), su natura­
leza y su forma deben depender de cada una de Vis curvaturas de las 
dos superficies. 
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E n fin, puede decirse, en el caso del cono, que la superficie 

del cono recto es — L a superficie que describe una recia sujeta á 
pasar por un punto dado y á formar constantemente un mismo án­
gulo con una recta dada. 

N." 51. Haremos aquí dos observaciones importantes. 
Primera observación: — üe cualquier naturaleza que sea la 

directriz de la superficie cilindrica ó cónica, puede muy bien su­
ceder que la superficie sea la de un cilindro ó cono recto. 

Para probarlo, basta concebir en la superficie de un cilindro 
recto [fig. 290) ó en la de un cono recto {fig. 292), una curva en­
teramente arbitraria, la cual podrá entonces considerarse como 
si hubiera servido primitivamente de directriz á la recta movi« 
ble. Pero la superficie no por eso dejará de ser la de un cilindro 
ó cono rectos, porque están ya satisfechas las condiciones de su 
definición. 

Añadiremos á esto el que en una superficie dada, cilindrica ó 
cónica, nada impide tomar por directriz una curva cualquiera de 
las trazadas en ella, cuando esta curva es mas sencilla que con­
siderada en un principio. 

La segunda observación se refiere al cono. 
Siendo la generatriz una recta indefinida en los dos sentidos, 

resulta que toda superficie cónica está necesariamente compues­
ta de dos partes distintas que se estienden indefinidamente á una 
y otra parte del punto fijo.—Estas dos partes se llaman hojas de 
la superficie; el punto fijo se llama entonces su centro, convi­
niendo mas particularmente la denominación de vértice al caso 
particular de considerarse una sola de las hojas. 

N." 52. Ya hemos visto (n.os 356 y 361) que las superficies 
del cilindro y del cono recto gozan de la propiedad de poder 
desarrollarse en un solo y mismo plano. Esta propiedad corres­
ponde esencialmente ¿todas las superficies cilindricas y cónicas. 
Porque si se concibe una curva cualquiera trazada en la superfi­
cie, y después de haberla dividido en sus elementos, se tiran por 
los estremos de estos las generatrices, la superficie quedará tam­
bién dividida en una infinidad de bandas ó fajas laterales que 
constituirán sus elementos.—Mas todas estas bandas son planas, 
porque cada cual está determinada por dos líneas rectas paralelas 
ó concurrentes. Luego se puede, como en el caso del cono recto, 
desarrollarlas en un mismo plano, por ejemplo, en el plano de 
una de las bandas prolongadas indefinidamente. 

N.0 35. Se llaman por lo general SCPERFICIES DESARROLLABLES 
aquellas que tienen constantemente en un plano dos aristas ó ge­
neratrices consecutivas, infinitamente cercanas.—Su denomina­
ción proviene de que todas ellas pueden estenderse, desarrollar­
se ó desenvolverse en un plano. Resulta en efecto de su defini­
ción , que pueden considerarse como compuestas de partes de 



492 A P É N D I C E . — S E C C I O N I I . 
plano, infinitamente estrechas en un sentido, pero infinitamente 
alargadas en el de las aristas; y como cada arista resulta común 
á dos porciones consecutivas, resulta que se les puede aplicar lo 
que se dijo respecto de las superficies cilindricas y cónicas. 

Sean aa', bb', ce', dd',... [fig. 378) las generatrices inmedia­
tamente cercanas de la superficie, que se cortan en los puntos 
a, b, c, d,... muy próximos, y que forman una linea abed... 

Esta linea, que ordinariamente es una curva de doble cur­
vatura, se llama arista de retroceso ó variación de la super­
ficie. 

E n el cono , el arista de retroceso se reduce á un punto, que 
es el centro de la superficie cónica. No existe en las superficies 
cilindricas, ó se puede decir que la tienen en el infinito. 

E l arista de retroceso divide á toda superficie desarrollable 
[que no sea el cilindro] en dos partes distintas que se llaman 
hojas. 

Nada mas diremos sobre este género de superficies, muchas 
de las cuales han recibido en las artes nombres particulares (*). 

üe las superficies gauchas. 

N." 34. Toda superficie curva engendrada por una línea rec­
ta, pero de tal modo que dos generatrices consecutivas no estén 
en un mismo plano, se llama SUPERFICIE GAUCHA. 

L a mas simple de todas estas superficies se designa comun­
mente con el nombre de plano alabeado; y se obtiene del modo 
siguiente: 

Sea ABCD {fig. 379) un cuadrilátero cuyos vértices no estén 
en un mismo plano [en cuyo caso se llama cuadrilátero gancho'}. 
Tírese por el punto B la recta B E paralela á AD, y por el vértice 
D opuesto al B , la recta D E paralela á AB: los planos determi­
nados por los dos sistemas de rectas BC y B E , DC y D E , son 
respectivamente paralelos á las rectas AD y AB (n." 315.). Esto 
supuesto. 

Concibamos en primer lugar un plano paralelo al plano E B C : 
este plano corta á las rectas AB, D C , en dos puntos M y N , ta­
les que la recta MN es también paralela al plano E B C . Tirando 
así una série de planos paralelos al plano E B C , irán resultando 

(*) Las superficies ejecutadas por Jos c a ñ o n e r o s , hojalateros, etc., 
son generalmente superficies desarrollables , porque se construyen 
doblando, encorvando ó contorneando de diversos modos, superficies 
planas. 
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una serie de rectas MN, M'N', M ' W , p a r a l e l a s á ese mismo 
plano, y tales que dos cualesquiera de ellas, por ejemplo, MN, 
M'N', nunca pueden estar situadas en un mismo plano: pues de 
lo contrario, los cuatro puntos, M, M', N, N', y por consiguiente 
las rectas AB, DC, estarían situadas en un mismo plano, lo cual 
seria contrario á la naturaleza del cuadrilátero ABCD. 

E l conjunto de esas rectas MN, M'N', M ' W , c o n s t i t u y e 
una superficie curva, que es la superficie pedida. 

Los cuatro lados del cuadrilátero hacen forzosamente parte 
de la superficie; porque desde luego los lados A B , D C , le perte­
necen, por ser en cierto modo directrices de la recta movible. Y 
los lados BC, AD, representan dos posiciones particulares de la 
generatriz, por estar la BC situada en el plano E B C , y ser la 
otra AD, paralela á B E en virtud d(e la construcción, y por consi­
guiente paralela al plano E B C . 

L a superficie se estiende indefinidamente masil la de los vér­
tices del cuadrilátero. 

Si se concibe ahora una série de planos paralelos al E D C , se 
obtendrá igualmente una série de rectas, tales como PQ, cuyo 
conjunto constituirá una superficie análoga á la precedente. Pero 
es fácil comprobar que coinciden entrambas. 

E n efecto, tomemos un punto O en una de las generatrices 
MN de la primer superficie; y después, por el punto O y la rec­
ta AB, y por el mismo punto y la recta CD, tiremos dos planos 
O A B , ODC: la intersección común de estos dos planos que, en 
virtud de la naturaleza del cuadrilátero, no pueden nunca con­
fundirse , debe ser necesariamente paralela al plano E D C ; por­
que si pudiera tener una dirección tal como OK, encontrando á 
este piano en el punto R , el plano ODC se confundiria con el 
plano EDC que contendría también el punto K ; y por la misma 
razón , el plano OAB, que contiene al punto K , se confundiria 
con el plano ODC ó EDC, lo cual es absurdo. 

L a intersección común de los dos planos OAB, ODC, de­
biendo ser paralela al plano EDC, representa una de las posicio­
nes, PQ, de la generatriz de la segunda superficie. De donde re­
sulta que cada punto de la generatriz MN de la primera pertenece 
á la segunda. Luego, etc. 

Asi , el plano alabeado puede definirse: — Una superficie en­
gendrada por el movimiento de una recta que se desliza á lo lar­
go de dos lados opuestos de un cuadrilátero gaucho, permane­
ciendo siempre paralela á un plano paralelo al determinado por 
los otros dos lados del cuadrilátero (n.0 325);—resulta de esta 
definición , como se dijo mas arriba, que — Por cada punto de 
la superficie , se pueden tirar dos rectas que estén en ella entera­
mente situadas. 

Añadiremos que, en virtud de una proposición de los planos 
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paralelos (n.0 32i), tenemos para todas las posiciones de la gene­
ratriz MN, la serie de proporciones 

AM 
AM' 
AM" 

MB : : DN ; NC, 
M'B : : DN' : N'C, 
M'̂ B : : DN'' : N"C,.. 

La misma observación haríamos respecto de la segunda ge­
neración. 

N." 55. Después del plano alabeado, viene la superficie conoi­
de, o l a segunda engendrada, por ejemplo, por una recta hori­
zontal que se mueve á lo largo de una vertical, apoyándose k la 
vez en una curva que se supone ordinariamente trazada, ya en 
un plano vertical, ya en un cilindro cuyo eje es vertical (*). 

Be las secciones cilindricas y cónicas. 

Terminaremos este Apéndice, investigando la naturaleza de 
las intersecciones de un plano con un cilindro ó un cono. 

TEOREMA I I I . [ ñ g . M O . ) 

N." 56. E n un cilindro recto circular, toda sección AMBM' 
oblicua á las bases , es, una elipse. 

Concibamos dos esferas, del mismo radio que el cilindro, 
tangentes en F y F ' , al plano secante, y que, inscritas en el ci­
lindro, tocan su superficie lateral en dos circunferencias que tie­
nen los diámetros ab, a'b'. Juntemos los puntos F , F ' , con un 
punto cualquiera M del contorno de la sección, y tiremos la ge­
neratriz KMK': cómo las rectas F M , F ' M , KK' , tocan á las es­
feras en los puntos F , F ' , K y K', tenemos (n.0 105) MF — MK, 
M F ^ MR', y por consiguiente, 

FM -h F'M = MK + MR' = R R ' = aa' = bb'. 

(*) Estas superficies han recibido en las artes los nombres de bó­
vedas de arista, trompas cónicas, superficies rampantes, ele.—Tal 
es la superficie inferior de una escalera de caracol , cuyas di rect r ices 
son, — i — el eje vert ical de un ci l indro; — 2.° — una c u r v a l l ama­
da hélice, trazada en la superficie de otro ci l indro t a m b i é n ve r t i ca l . 

Esta ú l t ima superficie, l lamada superficie helízoido, es t a m b i é n 
l a base de la c o n s t r u c c i ó n del tornillo ó rosca, m á q u i n a m u y usada 
en mecán ica . 
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Luego, cualquiera que sea la posición del punto M en la cur­

va, la suma de sus distancias á los dos puntos fijos F , F ' , es igual 
a la cantidad constante a a ' , ó hh ' . 

Esta cantidad constante es además igual á AB; porque te­
nemos 

1 ; A f c A F ' (n.0103), A a = A F ; 

de donde a a ' = A F ' + AF = F F , + 2AF; 

2.° B¿/=BF'S B & = B F ; 

de donde W = B F ' - l - B F = F F ' + 2 B F ' ; 

luego, á causa de ser aa'=bb', tendremos A F = B F ' , 

y por consiguiente, aa' = bb' = AB. 

Asi pues (n.0 49, Apénd. I.0), la curva es una elipse cuyo eje 
mayor es AB, y los focos los puntos F , F ' , en que las dos esferas 
tocan al plano de la sección. 

TEOREMA IV. {Fig. 381.) 

N.0 37. Todo cilindro oblicuo de bases circulares (n.0 30 de 
este Apéndice) puede dar un círculo cortándose por un plano no 
paralelo á las bases. 

Porque el simétrico del plano de la base A B , respecto á una 
sección MN perpendicular á las aristas, corta al cilindro dando 
una figura A'B' simétrica de esta base, y por consiguiente, dan­
do un círculo que tiene un radio 0 ^ ' = OA. 

ESCOLIO. ASÍ pues, en un punto cualquiera de la superficie 
cilindrica se pueden dar dos secciones circulares iguales, que se 
llaman secciones antiparalelas. 

TEOREMA V. {Figs. 582, 383, 384.) 

N." 38. < E n todo cono recto circular, toda sección que no pasa 
por el vértice, es una elipse, una hipérbola, ó una parábola. 

Puede suceder que el plano secante encuentre á todas las 
generatrices del cono á un mismo lado respecto del centro 
b 382), ó bien que encuentre á unas á un lado y á otras á 
otro {fig. 383), ó bien finalmente que sea paralelo á lina sola de 
ellas (/^. 384). 

. PRIMER CASO. [Fig. 382).—Sea SAB el plano dirigido por el 
eje bU perpendicularmente á la sección AMBM'. Concibamos dos 
esteras que tengan los mismos centros y los mismos radios que la 
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circunferencia inscrita al triángulo S A B , y la circunferencia ex­
inscrita que toca á AB (n.0127, escol. i.0); estas esferas tocan al 
plano secante en F , F ' , y á la superficie cónica en las circunfe­
rencias ah, a'b', cuyos planos son perpendiculares al eje. Júnten­
se los puntos de contacto F , F ' , con un punto cualquiera M del 
perímetro de la sección AMBM', y tírese la generatriz SM. Esto 
supuesto, siendo F M , F'M, SM, tangentes á las esferas en los 
puntos F , F ' , R y K', tendremos 

MF = MK, MF' = MK'; de donde MF +.MF' == K K ' = aa' == bb'. 

Se probaria además como respecto del cilindro (n.0 36), que 

aa' = W = AB. 

Asi pues (n.0 49, Apétid. 1.°), la sección es una elipse cuyn 
eje mayor es AB, y los focos los puntos F , F ' , en que las dos es­
feras tocan al plano de la sección. 

SEGUNDO CASO. {Fig. 583). —Prolongando todas las genera­
trices del cono para formar el cono opuesto, y haciendo cons­
trucciones y raciocinios análogos a los precedentes, hallamos 
Y'M — FM •= aa' — AB. De donde resulta que la sección MAM' 
es una rama de hipérbola cuyo eje transverso es AB, y que tiene 
por focos los puntos F , F ' , en que las dos esferas tocan al plano 
de la sección. 

TERCER CASO. {Fig. 384).—Si la sección, y por consiguien­
te la recta A B , es paralela á la generatriz S6, resulta también 
MF=MR; los planos ab y S&K encuentran al plano de la sección 
en las rectas X Y y MT, una perpendicular, y otra paralela á AB; 

así pues, tenemos . MT : S6 : : MK : SR. 

Pero S& = S K ; luego MT = MK , y por consiguiente MF = MT. 
De donde resulta que la sección MAM' es una parábola cuyo 

foco y directriz (n.0 57 del Apénd. I.0) son F y X Y . 
ESCOLIO. Ahora se ve por qué la elipse, la hipérbola, y la pa­

rábola, se designan bajo el nombre común de secciones cónicas.— 
Las secciones circulares están comprendidas en la elipse. 

TÉQIÍEMA VI. (%. 385.) 

N.0 39. Todo cono oblicuo de base circular SACB , puede dar 
vn círculo cortándose por un plano no paralelo á la base ACB. 

La superficie esférica determinada por el vértice S y tres 
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puntos tomados á voluntad en la circunferencia ACB, la contie­
nen evidentemente. Tiremos el diámetro SOI de esta esfera; es 
fácil probar que toda sección ab hectia en el cono por un plano 
perpendicular á este diámetro en un punto cualquiera o, es un 
círculo. . 

E n efecto, tiremos arbitrariamente la generatriz bt que en­
cuentra ai plano ab en un punto k; juntemos después los puntos 
C y k respectivamente con los puntos I y o por medio de las rec­
tas C I , ko: los ángulos S C I , kol, son rectos, el primero porqué 
está inscrito á la semi-circunferencia S C I , el segundo porque SI 
es perpendicular al plano secante ab; luego el cuadrilátero Kko 
es inscriptible á una circunferencia (n.8 129.); de donde resul­
ta que 

S I x S o = SCxSfe(n.0229). 

Sean ahora SH la altura del cono, y % la perpendicular ti­
rada á SC en el plano S C H : los ángulos C ñ g , gkC, son rectos, 
y por consiguiente el cuadrilátero CEgk dá también 

S C x S f c ^ S H x S í / ; 

luego, á causa de la primera relación, tendremos 

S I x S o = S H x S ^ 

Ahora bien, como las rectas S I , So, S H , son invariables, la 
distancia S^ lo es también. Luego las rectas fcS, kg, tiradas des­
de un punto cualquiera k del perímetro de la sección ab á los pun­
tos fijos S y ^, se cortan en ángulo recto. Por consiguiente, este 
perímetro está situado enteramente en la superficie esférica des­
crita con el diámetro S^. Pero se sabe que toda sección plana de 
una esfera es un círculo (n.0 363.); luego, etc. 

ESCOLIO. ASÍ pues , en un punto cualquiera de la superficie 
de un cono oblicuo de base circular, se pueden, como en el ci­
lindro, obtener dos secciones circulares, que se llaman también 
secciones aniiparalelas. 

CONCLUSIÓN. LOS principios que acabamos de esplicar en 
esta sección del Apéndice segundo, pueden considerarse como 
una especie de introducción á la segunda parle de la Geome­
tría descriptiva, cuyos Preliminares forma el tercer capítulo 
del libro tercero. 

Esta segunda parle, mucho mas estensa, tiene por fin es­
pecial hacer conocer métodos—1.°— para tirar planos tan­
gentes á superficies curvas determinadas de forma y de posi-
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d o n 2 . ° — para determinar las intersecciones mutuas de 
dos ó mas superficies, —3."—cuando se trata de superficies 
desarrollables, para construir su desarrollo y determinar en 
él la forma que loman las intersecciones, e tc . . Pero el espo­
ner aun sucintamente estos métodos, nos llevarla muy lejos; y 
remitimos para este objeto á los Tratados de MM. MOINGE y 
HACHETTE, como también á las obras mas elementales de 
MM. LfiRnoy y LEFEBUHE VE FOURCY. 

FIN I»E LA SEGUNDA PARTE Y DH ESTA OKUA 
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