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CURSO DE GEOMETRIA ELEMENTAL.
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INTRODUCCION.

Nociones generales sobre la linea recta, el plano y la
circunferencia de circulo.

N.*1. Todo cuerpo ocupa en el eseacio indefinido que
abraza al universo material, un LUGAR 6 siTi0 deferminado 6
finito que se llama propiamente uN Eseacio.

Esle espacio finilo, queel cuerpo llena, tiene ciertos limi-
tes que le dislinguen del resto del espacio absolato, constitu-
vendo [a supearici de dicho cuerpo. Por consiguiente, siendo
la superficie el lngar de separacion entre el cuerpo v el espa-
cio restante, perlenece & entrambos igualmente; y como en el
espacio indefinido, pueden existir innumerables cuerpos con
sus limiles propios y peculiares, resulta que

. En el espacio pueden imaginarse innumerables superfi-
cies.

Cuando dos superficies se encuentran 6 cortan, el lugar de
su matuo encuentro O inlerseccion se llama Linga; la cual evi-
dentemente pertenece 4 un tiempo & entrambas superficies. —
Como una linea proviene en general de la interseccion de dos
superficies, y como una misma superficie puede ser encontra-
da por otras sir niimero enteramente diversas, resulta que
. &n una superficie cualquiera pueden imaginarse infini-

dad de lineas.

Finalmente, cuando dos lineas se encuentran ¢ cortan , el
lugar de su interseccion 6 encuentro se llama punto; el cual es
comun 4 entrambas ; y como el punto resulta de lainlerseccion
de doslineas, pudiendo cada una de estas encontrarse con otras
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2 INTRODUCCION.
muchas sin namero, en otros tantos lugares diferentes, resul-
la que

En toda linea pueden imaginarse infinidad de puntos ().

N.° 2. Aunque se adquiere lanocion del punto por la con-
sideracion de las lineas, la nocion de la linea por la considera-
cion de las superficies, y la nocion de las superficies por me-
dio delos cuerpos, es decir, por medio de cosas maleriales, no
por eso se debe creer que son tambien objetos materiales, los
puntos, las lineas y las superficies: pues nosotros en virtud de
una facullad inherente 4 nuestra inteligencia, conseguimos fa-
cilmente representarnos el punto sin las lincas que le deter-
minan, lalinea fuera de las superficies, cuya inlerseccion cons-
litnye la superficie independientemente del espacio 0 cuerpo
4 que sirve de limile, y aun al mismo espacio nos le imagina-
mos como absolutamente inmaterial. Los resaltados de eslas
diversas abstracciones son los que llamamos con. loda propie-
dad, punto, linea, superficie y espacio; y los que signilica-
mos cuando decimos los punlos de una linea, las lincas deuna
superficie, la superficie de un cuerpo, elc.

N.°3. Pueden considerarse el espacio, la superficie y la
linea, bajo dos dislinlos aspectos; 6 bajo el de sus diversas
formas que se llaman generalmente FiGuRas; 0 bajo el de sus
magnitudes relativas que se llaman_su ESTENSION.

La estension loma el nombre parlicular de VOLUMEN, AREA
6 LonGiTuD, cuando es la magnitud relativa de un espacio, de
una superficie, 6 de una linea. Asi, la longitud de una linea,
6 la estension lineal, no es mas que su magnitud valuada 6
medida en unidades de linea. Igualmente el area de una su-
perficie, 6 la estension superficial, es la magnitud de la su-
perficie, valuada 6 medida en unidades superficiales; final-
menle, el volumen, 0 la estension de un espacio [0 de un euer-
po], es la magnilud del espacio propuesto , valuada 6 medida
en unidades de espacio L“{'

.

*) Algunes aufores, siguiendo una marcha diamelralmente opnes-
ta 4 la que adoptamos nosotros, parten de la idea primitiva del pun-
to, al cual definen por una negacion diciendo: Punto es lo que no tiene
paries (Euclides, lib. 1.%, def. 1.?); y despues consideran la linea co-
mo engendrada por el movimiento del punto, la superficie como pro-
ducida por el movimiento de la linea, y el espacio como procedente
del movimiento de la superficie.

(*) Enla mayor parte de los Tratados de Geometria , al esplicar
las tres clases de estension, se las distinzue con los nombres de esten-
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Las figuras toman diversos nombres, que daremos & co-
nocer mas adelante.

La GEOMETRIA es la ciencia que trata de las propieda-
des de las figuras, y de la medida de la estension, considera-
da bajo los diferentes aspectos que acabamos de indicar.

N.® 4. El punto no tiene ni figura ni estension;—lo cual
le distingue de los demas objetos de la Geometria, que son to-
dos descriptibles y mensurables.

Sin embargo, como muchas veees hay necesidad de consi-
derar uno 6 muchos pantos aislados, se ha convenido en de-
signarlos por medio de una ligera seiial hecha con lipiz 6 plo-
ma, 6 con cualquier otro medio adecuado. Pero debe tenerse
entendido que dicha sefial no supone en el punto forma algu-
na, y que siempre debe considerarse como nula en estension.

Ademis, para distinguir unos de otros los diferentes pun-
tos del espacio, se coloca al lado de la sefial que los represen-
ta una letra, que sirve para nombrarle en el discarso : asi se
dice: el punto A, el punto B, el punto C,... (fig. 1).

De la linea recla.

N.?5. De todas las lineas de que trata la Geometria, es la
mas seneilla 1o LiNea nECTA.

Aunque la idea de la linea recta es una de las primeras 4
que nos conduce nuestra esperiencia y el uso de nuestros senti-
dos, no por eso es menos dificil de definir. Casi todos los au-
tores se redacen & decir con Arquimedes, que— La lnea recla
es el camino mas corto de un punto & otro; —y para entender
esta definicion, es necesario imaginar que un punto aisla-
do (0.” &.) y materializado por el pensamiento, se mueve hi-
cia otro punto, siguiendo, para salvar el intérvalo que los se-
para, el camino mas corto entre los innumerables que pueden
llevar desde la posicion primiliva del primer punto 4 la posi-
cion del segundo. El camino recorrido en esta forma por el
;}tunte movil es lo que se llama Linea recta, 6 simplemente

ecta.

Generalizaremos mas la definicion, si decimos quelinea ree-

sion eon solo una dimension (la longitud J; eslension con dos dimen-
stones (longitud y latitud) ; estension con las tres dimensiones ( longi-
bud, latitud y altura 6 profundidad o grueso); pero hemos creido
oportuno omitir aqui esas definiciones por la imposibilidad de espli-
carlas rigorosamente en este momento.




4 INTRODUCCION.

ta es la linea indefinida MNOP... (fig. 2), que posee [con es-
clusion de toda otra linea] la propiedad de ser el eamino mas
corto entre dos cualesquiera de sns puntos, My N, Ny O, Oy
P,..., MyO, My P, N yP,..., lomados a voluntad en su es-
tension ilimitada.

Toda linea recta MN debe imaginarse prolongada indefi-
nidamenle en los dos sentidos MNO..., NML..., & no ser que
en virtud de circunslancias particulares, se encuentre limila-
da por uno 6 por ambos lados.

Cuando una recta termina en dos puntos M y N, decimos
que esli deferminada de longitud; y cuando solo liene un es-
lremo delerminado, encontrindose en la posicion de las
INO,..., IML..., se denomina segmento de recta.

La traza indefinida, sea real, sea ideal, de una linea recla,
se llama tambien su direceion; y debe admilirse que cada rec-
la no liene en parlicular mas que una sola direccion, lo cual
significa, que una porcion de recta MN no puede lener mas
que una sola prolongacion indefinida en los dos senlidos
MNOP..., NML....

N." 6. Todas las lineas rectas son, por su propia nalu—
raleza, superponibles;—y para que la superposicion se veri-
fique complelamente, basta que coincidan dos de sus punlos.
Esta propiedad que caracteriza dla linea recta, debe conside-
rarse como evidente, y admilirse por lo tanto @ priori.

De aqui resolta que—Dos rectas cotnciden en loda su es-
Lenston indefinida, cuando s¢ las hace pasar por dos punlos
comunes.

O en olras palabras,— Dos puntos determinan la posicion
de una recta, —es decir, que — Por dos punlos siempre se
puede tirar una recta [scgun la definicion] ; —y no se puede
Lirar mas que yna sola.

Por eso se acostumbra designar una recta por medio de
dos letras M y N (fig. 2) que senalan dos de sus puntos.

Se infiere lambien de lo anterior que— Dos rectas diferen-
tes no pueden lener mas de un punto comun. — En ese caso se
llaman concurrentes, porgque concurren en el mismo punto.

Finalmenle, si en vna recta MN, determinada de longi-
tud (n.° 5.), se senala un punto I, tal que haciendo girar la
parte IN al rededor de él, pueda venir el punto N & caer so-
bre el punto M, las dos partes IN, IM, que resultan superpo-
aubles, se llaman iguales entre st, v el punto 1, punto medio
de larecta MN.
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INTRODUCGION.
Del plano.

N.° 7. La mas sencilla de todas las superficies es la su-
PERFICIE PLANA O el pLaNo; que es una superficie indefinida, &
la cual se imagina que puede aplicarse por lodos sus puntos y
en lodas direcciones, una linea recta (") ; cuya propiedad nos.
suministra un medio muy ficil de examinar si es plana una
superficie.

De la definicion de la linea recta y de la del plano se in-
fiere necesariamente, que

Una recta se confunde enleramente con un plano en le-
niendo con él dos punlos comunes.

Porque estos dos punlos determinan una de las direcciones
en que la recta pnede colocarse sobre la superficie.

Asi—Una recta no puede estar parle en un plano y parie
[uera de él.

Sin embargo, se concibe que puede tener un solo punto
comun con el plano ; en coyo caso, se dice qus la recta alra-
viesa al plano, y que el plano corta & la vecta. Es visto que
entonces los dos segmentos de la recla (n.” 5.) estin colocados
respectivamente & una y otra parte del plano.

N.>8. Asi como una recta queda determinada de posicion
por medio de dos puntos (n." 6.), asi tambien

La posicion de wy plano se determing en fijando lres de
sus puntos, con lal que no se hallen estos en una mising linea
recta; lo cual significa,

1. que Se puede siempre hacer pasar un plano por tres
puntos, no situados en linea recta; —y 2.°—que nada mas
se puede hacer pasar uno solo.

Asi— Dos planos que coinciden en tres puntos no situados
enlinea recta, coinciden en toda su estenston tndefinida.

Ssta propiedad del plano hace, respecto de él, el mismo
papel que la propiedad del n.” 6. respectode la linea recla.
Debe por lo tanto admitirse lambien como evidente (**).

De donde necesariamente se sigue (uoe

La interseccion comun de dos planvs es wna linea recla.

(*) Un cristal bien polimentado, una hoja de papel bien terso,
[lun‘dan dar idea de la saperficic plana.

(**) Volveremos a hablar de esta proposicion en el lib, 3., capi-
tule de los planos.
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N.”9. En fin, los planos, lo mismo que las reelas, son
siempre superponibles; bastando para confundirlos, hacer que
tres puntos del uno, no siluados en linea recla, coincidan res-
peclivamente con tres andlogos del otro.

N.* 10.  Dos rectas que se cortan, delerminan tambien
un plano: asi las AB, AC (fig. 3);

Porque si hacemos pasar un plano por su punto de encuen-
tro A, y por dos puntos cualesquiera G y B, tomados respec-
tivamente en cada una de ellas, contendra dicho planoa las dos
rectas (n.”7.); y ademds, serd el dnico que las pueda contener
(n.” 8.):—por cuya razon se llama plano de las dos rectas.

Es il ademas observar, que en esle caso, el sistema [6
conjunto] de las dos rectas divide la estension de su plano en
cualro distintas porciones, BAC, CAD, DAE, EAB, que to-
man el nombre de AneuLos. La consideracion de esla especie
de magnitudes, que @ cada paso se presentan en la Geometria,
es (e la mayor imporlancia.

N."11. Se llama figura plana una figura que tiene todos
sus puntos en un mismo plano.— La linea racla es esencial-
menle plana (n.” 7.) ; y divide al plano en que se encuentra
¢n dos porciones superponibles que llamaremos regiones del
plano respecto de la recta,

De las lineas y de las superficies , quebradas y curvas.

N.° 12.  Se llama vrines ouesrapA®la compuesta, como
ABCDEF (fig. &) de rectas consecutivas, AB, BC, CD, DE,...,
determinadas de longilud, y unidas de dos en dos por uno de
sus estremos.—Las partes de rectas, limitadas en los puntos
de encuentro B, C, D, E, ..., se llaman lados de la figura.

Toda linea gquebrada queno sea plana (n.° 11.) se llama
Linea GavcHa ('{ 0 ALABEADA.

En general se llama vringa curva, 6 simplemente cunva,
toda linea que ninguna porcion apreciable tiene rigorosamen-
te recta.—Tales son las lineas ABC, ABCDE,... (fig. 5).

Linea susta es una linea quebrada que se compone de rec-
tas y curvas.

(") Adoptado este adjelivo por la Escuela de Ingenieros de esta
Corte, y usado ya por aulores espanoles originales, no dudamos em-
plearlo & pesar de ser tan evidenle galicismo: las ciencias al pasar de
unas naciones 4 otras llevan necesariamente su tecnicismo , de uno 4
olro idioma.— Nota del Traductor.
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So llama sUPERFICIE QUEBBADA loda superficie compuesta
de planos conseculivos que tienen de dos en dos comun una in~
terseccion, — la cnal es necesariamente una recta ¢omo hemos
visto en el n." 8. -

SUPEREICIE CURVA es la superficie que ninguna porcion
apreciable liene rigorosamente plana. - )

Finalmente, se llama surERFICIE susta la superficie en
parte plana y en parte curva.

Del circulo.

N.°13. La mas sencilla & importante de todas las lineas
curvas ¢s 1a LINEA CIRCULAR O CIRCUNFERENCIA DE CIRCULO.—
Ast se llama-una linea plana ABCD (fig. 6), cerrada [0 reen-
trante en si misma), que tiene todos sus puntos @ igual dis-
tancia de wno interior O, que se llama CENTRO.— CiRCULO €5
la porcion de plano limitada por la circunferencia; pero al-
gunas veces por abreviar se di ese nowbre & Ia misma ¢ir-
cunferencia. -

Cada una de las rectas OA, OB, OC, OD,..., liradas des-
de el centro 4 la circunferencia, se llama ranto del cireulo.

Todos los radios de un mismo circulo son iguales, con ar-
reglo a su definicion. :

Se llama ptkmeTRo de un circulo, la recta, que, como AC,
pasando por el centro, terming con ambos esiremos en la cir-
cunferencia.

Todos los digmetros de un mismo clreulo son iguales,—
porque cada uno se compone de la suma de dos radios 0A, OC.

s Ademis, — Todo diametro AC divide al circulo y a su
circunfereneia en dos partes iquales. :

En efecto, doblemos la figura por la linea AG, 0 hagames
airar la parte ABG al rededor de AC, de modo que venga d
aplicarse sobre la otra parte ADC. Es evidenle que se confun-
diran exactamente las dos porciones de circunferenciaz porque
si una de ellas quedara por fuera 6 por dentro de la otra, no
estarian todos los puntos igualmente distantes del centro, lo
cual implica contradiccion con la definicion de la circunferen—
cia. Asi, el diametro AC divide al circulo en dos semicircu-
los, v 4 la circunferencia en dos semi-circunferencias.

N 14. Una porcion cualquiera, ACB 0 ADB (fig. 7), de
circunforencia, se llama anco de circulo; el arco toma ek
Ifmmbrg de cuaprante cuando es la cuarta partedela circun-

erencia.
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La parte de recta AB comprendida . entre los. dos punlos,
A v B, de la circunferencia, se llama cukrpa y se puede con-
siderar como subtendente del arco ACB 6 del arco ADB: es de-
cir, que cada cuerda subtende dos arcos cuya suma equivale
a la circunferencia entera.

Cuando la cuerda pasa por el ceniro, se convierte en did—
metro; y los dos arcos subtendidos son semi-cireun ferencias.

Sea C un punto colocado en el arco ACB, de modo que si
se tira el didametro COD, y se aplica la semi-circunferencia
CBD sobre la semi-circunferencia CAD , el punto B caiga so-
bre el punto A: los dos arcos deben confundirse exaclamente,
y se llaman por lo- tanto iguales entre si. K| punlo C se llama
el punto medio del arco AB. Ignalmente, siendo los arcos AD
y BD iguales entre si, serd D el punto medio del arco ADB.
Ademis, como, despues da.la superposicion de los dos semi-
circulos, queda comun el punto 1, y los puntos A y B coin-
ciden, resulta que IA es igual 4 IB, es decir, que.el punto I
es el punto medio de la cuerda AB,

Cada una de las partes IC, ID, del didgmetro CD, compren-
didas respectivamente entre los puntos medios G y Dde los
arcos ACB, ADB, y el punto medio I de su cuerda comun AB,
se llama sagila del arco correspondiente.

En fin, se llama seeMENTO DE cincuro la parte de eirculo
comprendida entre un arco ACB 6 ADB, y su cuerda AB; y
SECTOR CIRCULAR |a parte de circulo comprendida enire un ar-
co ACB 6 ADB, y los dos radios 0A, OB, tirados ¢ sus es-
tremos,

De la regla y el compas.

N.°15.  Lalinea recta y el eirculo, que son las Gnicas li-
neas de que trala la Geomelria elemental, se razan respecti-
vamenle en un plano por medio de la rRegra y del compas (7).

Para trazar una recla que pase por dos puntos A y B
(fig- 8), dados en un plano, sirve una regla, cuyos bhordes sa-
lientes sean perfectamente rectilineos [hay medios mecinicos
de satisfacer esta condicion con bastanie precision]. Colocando
la regla sobre el plano, de modo que uno de sus hordes pase
por los dos puntos A y B, se pasa 4 lo largo de ella un lapiz,

(*) Se emplean tambien en Geometria practica otrosinsirumentos,
como la escuadra, el compas de piroporcion., el semiciroulo gradua-
do, ete., cuya descripeion reservamos para el fin de esta obra,
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una pluma , 0 olra cosa andloga, v su rasgo. va trazando la
recta.

El compas es un instrumento (fig. 9) compuesto de dos
piernas [por lo comun iguales], terminadas en punta por uno
de sus estremos, y unidas en el otro estremo [llawado cabeza
del compas] por una articulacion que permile abrir y cerrar
las piernas @ voluntad. Una de las puntas sirve para marcar el
centro que se quiere describir, y la otra lleva un lapiz 0 plu-
ma, que sirve para trazar la circunferencia.

Cuando por medio del compas se quiere describir sobre un
plano dado una circunferencia cuyo centro sea un punto A del
mismo plano, y cu'{o radio tenga una longitud delerminada, se
empieza por dar al instrumento una abertura igual al radio
dado AB, es decir, que una de sus punlas pueda colocarse en
A yla otra en B al mismo tiempo : despues se coloca la punta
fija sobre el punto que debe servir de centro, y se hace mo-
ver la punta armada de ldpiz, por el plano. Esla punta es la
que va trazando al rededor del punto A, la circunferencia pe-
dida ; y esto es lo que se llama :

Describir una circunferencia desde el punto A como cen-
tro y con un radio igual @ AB.

N.° 16. - Dos circunferencias descritas desde puntos dis—
tintos como centros, pero con el mismo radio , son iguales y
superponibles; — porque si se (rasporta el segundo ecircule
sobre el primero de modo que coincidan sus centros y sus pla-
nos, las dos circunferencias coincidirdn en toda Su estension;
sin lo cual los radios de la una no serian lodos iguales & los
de la olra.

De las divérsas clases de proposiciones y cuestiones.

N.*17. 'Se distinguen muchas clases de proposiciones y
de cuestiones, a las cuales se ddn por convencion diferentes
denominaciones :

1. El axiona es una proposicion evidente por st misma,
cuya verdad se conoce con solo oirla enunciar.—Tales son las
siguientes:

— [l todo es mayor que cada una de sus parles; 6 bien

— La parte es menor que el todo ;

; — Dos cantidades iguales @ una tercera , son iquales en—
re si.

— Dos cantidades iguales, aumenladas 6 disminuidas en
wna misma cantidad, dan resullados tquales,— ele.
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2% La demanda ¢ prostuLAno es una proposicion cuya
verdad se admile sin demostracion, aunque no tenga el gra-
do de evidencia del axioma.

3. El teonrena es una proposicion cuya verdad necesila
demostrarse; lo coal se hace por medio de un raciocinio lla-
mado demostracion , que se apoya en verdades de anlemano
conocidas,

En el enunciado de un teorema se distinguen ordinaria-
mente dos partes principales: la una, llamada Adpdtesis 6 su-
puesto, es una suposicion hecha sobre un sugelo (*); yla otra,
tlamada conclusion, es la consecuencia del supuesto hecho.

4. La necieroca de nn teorema [0 de cualquiera otra pro-
posicion | es otra proposicion que resulta tomando al reves la
primera, de modo que sin variar el sugefo se loma la hipote-
sis por conclugion y esta por aquella.

A veces una misma proposicion admite varias reciprocas;
lo cual sucede siempre que la hipotesis es compleja, es decir,
siempre que puede descomponerse en varias proposiciones
parciales ¢ independientes unas de olras.

Hay tambien proposiciones cuyas reciprocas son falsas:
de aqui nace la necesidad de demostrar las proposiciones tn-
versas siempre que, siendo ciertas, no se deducen evidenle-
mente de las directas; 6 la obligacion de manifestar su ab-
surdo cuando son falsas.

En fin, bay proposiciones que no son susceplibles de in-
version, es ‘decir, que sin enunciados tomados al revés no
ofrecen sentido alguno razonable.

5. El conotario es la consecuencia inmediata de una
proposicion. .

Por esta definicion puede comprenderse que no hay una
diferencia bien esencial entre un corolario y un leorema. En
efecto, por una parle, casi todos los leoremas son consecuen-
cias de los que proceden mas 6 menes inmediatamente; y por
otra, los corolarios suelen ser tan importantes como los teore-
mas en que se apoyan. Sin embargo, la denominacion de co-
rolario, dada 4 una proposicion, casi siempre supone que, si
bien se necesila un nuevo raciocinio para eslablecer su ver-
dad, es esle bastante sencillo y obvio para poder suprimirse
sin graves inconvenientes.

()

Es sabida la significacion lozica de esta palabra.




INTRODUCGION. 11
6.” El vnopLena es una cuestion que tiene por objelo de-
terminar cierlas cosas desconocidas, por-medio de una ¢ mas
cosas eonocidas 6 dadas, que lienen con las primeras cierlas
relaciones indicadas en el enunciado.

Hay dos clases de problemas; los problemas grdficos 6 ve-
lativossd las figuras, y los problemas numéricos 6 relativos i
la estension (n.” 3.).

7.° Algunas veces la esposjcion de una feoria o la resola-
cion de una série de problemas exige una proposicion preli-
minar, que les sirve de preparacion 6 de base: semejante
proposicion recibe el nombre de LENA.

8.° En fin, el gscorio es una observacion hecha sobre una
0 mas proposiciones precedentes, cuyo objeto especial ¢s ma-
nifestar la estension que pueden lener , las restricciones que
pueden sufrir, su milua conezion, su utilidad, elc.

Muchas veces ¢l escolio dé ocasion d establecer nuevas de-
finiciones, 4 demoslrar nuevos leoremas y 4 resolver nuevos
problemas,

Métodos de demostracion.

N.” 18. De los diferenles medios de demostracion propios
de la Geomelria, ¢l mas fecundo y el mas sencillo 4 la vez
cuando se puede emplear es el de la superposicion de las ligu-
ras. Consiste en probar que pueden hacerse cowncidir exacla-
mente dos figuras por la aplicacion de la una sobre la olra, lo
cual conduce & reconocer la fgualdad de todas sus partes res-
pectivamente, es decir, la de cada parle con su analoga.

Hay dos modos de superposicion, que debemos distinguir;
para lo cual debemos observar que toda fignra, trazada primero
sobre un plano y desprendidaluego de él por la imaginacion,
liene dos caras, que pueden llamarse en terminos vulgares, el
derechoy el revéds de la figara. Ahora bien, las dos caras, que
en la superposicion se aplican una contra otra, pueden ser, 0
ambas del mismo nombre, 6 cada una de nombre distinto.

Esto supuesto, se llama la superposicion directa sicmpre
que al hacerla se aplican una conlra olra , caras de nombre
distinto; y se llama inversa siempre que se hacen coincidir
dos caras del mismo nombre.

~ Un ejemplo del primer caso puede verse en la demostra-
cion dada en el n.° 16., y un ejemplo del segundo en la de-
mostracion que termina el n,” 13.

N.“19.  La superposicion directa de una figura plana sobre
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otra trazada en el mismo plano, puede siempre efectuarse por
medio de dos movimienlos sucesivos, uno de TRasLACION,
olro de noracion, al rededor de un ponto dado que recibe el
nombre de Centro de rolacion.—Algunas veees basta con uno
e los dos.—Para la superposicion tnversa s¢ necesita ademds
un tercer movimienlo, que consiste en hacer girar lafigura
en torno de una recfa sitvada en el plano y considerada como
charnela, que recibe el nombre de eje de reBATIMIENTO O dO
REVOLUCION.

En adelante tendremos continoamente ocasiones de acla-
rar con ejemplos el principio de la igualdad de las figuras por
superposicion.

N:"20. Hay otro medio de demostracion mas general que
el precedente en el sentido de que sus aplicaciones no se re—
ducen 4 la Geomelria, sino que se estienden 4 todas las cien-
cias de raciocinio. Este método, llamado de xEpuccion An aB-
SURDO, consisle en suponer primero que no sea verdadera la
proposicion que se (rata de. demostrar, haciendo luego, por
medio de deducciones sacadas de verdades reconocidas y ri-
gorosamente probadas, que resalle una contradiccion mani-
fiesta con alguna de ellas 6 con el mismo supuesto.

Esta forma de razonamientos, aunque muy rigorosa, liene
sin embargo cierta cosa de indirecta, por lo cual se debe usar
con reserva, y solo cuando ya, por algunas consideraciones
antecedentes, se haya adquirido cierto presentimiento de la
verdad que se [rata de probar, como sucede en las proposi-
ciones llamadas reciprocas 6 inversas (n.° 17., 4.°).

Para dar un ejemplo de esta clase de demostracion, elegi-
remos una proposicion descomponible en otras tres, cada una
de las cuales dé lugar 4 su correspondiente reciproca; con es-
1o haremos ver de qué modo puede usarse la reduceion al ab-
surdo para la demostracion de- estas tllimas :

Dado un circulo trazado en un plano,

1.° * Todopunto [sujelo] siluadoen la superficie [hipotesis],
esta del centro @ una distancia iqual al radio [conelnsion];

2.°  Todo punto situado dentro del cireulo, esta del cen-
tro @ une distancia menor que el radio ;

3. Todo punto situado fuera del circulo, estd ¢ una
distancia del centro mayor que el radio.

La primera de eslas proposiciones estd comprendida en la
definicion misma del circulo; y las otras dos son consecuen-
vias evidenles suyas,
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Sus reciprocas son: )

Hallindose un circulo trazado en un plano,

1.°  Todo punio [ el sugelo es el mismo | cuya distancia al
centro es igual al radio [ hipdlesis] , esta situado en la cir-
cun/ferencia [conclusion];

2.°  Todo punto cuya distancia al centro es menor que.el
radio, esld silwado dentro del cireulo ;

3. Todo punto cuya distancia al centro es mayor que el
radio, esta situado [uera del circulo.

Eslas tres reciprocas resultan necesariamente de la exis-
tencia de las lres proposiciones directas que suponemos admi-
tida. Por ejemplo, si el punto dado esta & una distancia del
centro, menor que el radio, no puede menos de estar situado
dentro del cirenlo ; porque, para que estuviera situado en la
circunferencia 6 fuera del circalo, seria necesario en virtud
de la primera y tercera de las proposiciones direclas, que su
distancia al centro fuera ignal 6 mayor que el radio; lo cual,
tanto en uno como en olro caso, envuelve contradiecion con
la hipotesis, v es por consiguiente un absurdo.

. N.”21.  Desde luego podemos converlir en regla general
la forma de demoslracion que acabamos de usar, sentando en
consecuencia el principio siguiente, que ¢s importantisimo:

Siempre que, en un@ proposicion 6 en una série de pro-
posiciones, se han hecho lodas las mprOTEsIS admisibles sobre
un suGero delerminado, y todas han conducido a coxcLus1O-
NES respectivas esencialmente distintas, y lales que cada una
de ellas escluye @ todas las otras, puede asegurarse que las
REcirrocas de las proposiciones establecidas son VERDADERAS
lodas.

Asi pues, volviendo & las tres primeras proposiciones del
nimero precedente, como desde luego se descabre, —1.° —que
el punto, tomatlo por sugelo, no puede lener mas que {res po-
siciones esencialmente distintas en el circulo; —2.°—que para
cada una de ellas hay una conclusion particular relativa a su
distancia al centro;—y 3."—que cualquiera de las tres conclu-
siones escluyecompletamentea las otras dos; es evidente lanece-
sidad de admilir la verdad de las reciprocas correspondientes.

Encargamos 4 los discipulos que se penetren bien de este
principio, porque es aplicable & la mayor parte de las propo-
siciones inversas.

N.” 22, Terminarémos estas indicaciones sobre las especies
que ' hay de demostracion, senalando dos clases de raciocinios
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falsos, muy comunes entre los principiantes, y de que deben
guardarse con gran coidado: llimanse en términos l6gicos cir-
CULO VICIOSD ¥ PETICION DE PRINCIPI0.

El eirculo vicioso es un raciocinio en el cnal, para demos-
trar una proposicion , nos apoyamos, ya implicita, ya esplici-
lamente, en ofra que, en virtad de la marcha seguida, no
puede demostrarse sine por medio de la primera.

La peticion de principio es un raciocinio en el cual para
demostrar una proposicion nos apoyamos en ella misma.—Por
consiguiente es una especie de circulo vicioso.

Para evitar estas groseras violaciones de los primeros prin-
cipios de la logica, no hay cosa maslil que repasar 4 menudo,
y aun procurar saber de memoria la tabla de materias, 6 in-
dice, puesto al frente de esla obra, 4 fin de tener siempre pre-
sente el drden de las diversas proposiciones y el enlace de las
diversas partes de una misma proposicion; pues olvidando 6 el
orden6 el enlace, es como nos esponemos acometeren el primer
caso circulos viciosos, y en el segando peticionesde principio.

Diwvision general de esta obra.

N.“23. Siendo las figuras planas las que mas ficilmente se
representa el espiritn, yreduciéndoseademas las propiedades de
todas las figuras d las de las figuras planas, han convenido todos
los autores en dividir la Geometria en dos partes principales:

1."  La geomETria pLANA, que tiene por objelo el estudio
de las propiedades de las figuras planas (n." 11.), y la medi-
da de las dos clases de estension que presentan (n.” 3.);

2.* La GroMETRIA EN EL ESPACIO, que comprende las pro-
pedades de las figuras cuyos puntos no estan todos en un
mismo plano, y la medicion de las diversas clases de esten-
sion que lienen.

Cada una.de estas partes principalesse subdivide luego en
estaobra en otras dos secundarias 0 Lizros, segun se estudian
las figuras en st mismas, 6 bajoel punto de vista de las relacio-
nes numéricas & que dan lugar las porciones de lineas, su-
perficies, etc., de que constan.—Cada libro se divide en tres
capitulos, de modo que en resimen la obra tiene doce capitu-
los repartidos entre cuatro libros. 5

Cada capitulo & su vez liene varios pdrrafos, y cada pir-
rafo, uno 6 mas grupos de proposiciones 6 de cuestiones.

EL primer libro trata de las propiedades de lalinea recta y
del circulo, haciendo abstraccion de su astension y e toda re-
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lacion numérica, fuera de las relativas & la igualdad de las fi-
guras ; el sequndo contiene la esplicacion de las propiedades
de las fizuras planas, que dependen mas particularmente del
caleulo numérico.

il primer capitulo del libro primero comprende las pro-
piedades de las FiGunas RECTILINEAS;, el sequndo capilulo, las
del cipcuro y las de las figuras que de él dependen; y el fer—
cer capitulo, bajo el titalo de proBLEMAS, contiene las aplica-
ciones de las teorias esplicadas en los dos primeros.

El primer capitulo del libro sequndo lrata de las LinEAs
PROPORCIONALES , de las FIGURas SEMEJANTES ¥ de la delermina-
cion de las Areas de las figuras rectilineas; el sequndo capi-
tulo de las lineas proporcionales consideradas en el circuto,
yde la determinacion de las Areas de los POLIGONOS REGULARES
y delcircuro; en fin, el tercer capitulo contiene rropLENMAS 6
aplicaciones de las teorias espuestas en los otros dos.

Sigue d estos dos libros un ArENpice comprensivo de va-
rias teorias que, sin constituir parte esencial de los Elementos
propiamente dichos, son sin embargo muy importantes: con-
liene tambien algunas consideraciones generales sobre las cur-
vas, y la esposicion de las propiedades elementales de las
curvas mas sencillas é importantes despues del circulo.

En los otros dos libros hemos segaido un 6rden entera-
menle analogo.

Asi, los dos primeros capitulos del (ercer libro lratan de
las propiedades del pLano y de la Linga recTA considerados en
el Espacio, y luego de algunas de las supErrICIES mas senci-
llas despues de la plana, como lambien de los cuerros termi-
nados por ellas, haciendo sin embargo abstraccion de loda es-
pecie de eslension. El tercer capitulo se compone de PROBLE-
nas de Geomelria en el espacio, resuellos graficamente.

Los dos primeros capitulos del libro cuarto contienen las
leorfas de la semesanza de las figuras terminadas por superfi-
cies planas y por olras superficies, como tambien la delermi-
nacion de sus Areasy sus voLOmenes. El fercer capitulo ofre-
ce aplicaciones de esas teorias, principalmente bajo el punto
de vista numérico.

Finalmente, sigue d estos dos Gltimos libros un APENDICE,
que conliene consideraciones generales sobre cierlas superfi-
cies; con lo cual se dd fin a la obra.

(Puede consultarse para mas pormenores la (abla 6 indice
general, cuya importancia queda indicada en ¢l n.” 22.).
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Advertencia. En esta parle primera todas las

lignras se suponen existiv en nn solo y wmismo

plano.




LIBRO PRIMERO.

DE LAS FIGURAS CONSIDERADAS EN UN PLANO.

PRELIMINARES.

NUEVAS DEFINIGIONES NECESARIAS PARA LA INTELIGENCIA DE
ESTE PRIMER LIBRO.— CONSECUENCIAS QUE INMEDIATAMENTE
SE DEDUCEN DE ELLAS.

De los angulos en general.

N." 24. Llimase (n.° 10.) ANeuro cada porcion tndefini-
da de plano comprendida entre dos rectas, BD, CE (fig. 3),
que se cortan en un punto A; cuyo punto se llama entonces
vérlice de cada uno de los cualro dngulos BAC, BAE, DAE,
DAC, que resultan de la interseccion.

Un dngulo se designa ordinariamente por tres letras, y
siempre se cuida de poner en medio la del vértice; pero cuan-
do el dngulo esta aislado (fig. 10), puede designarse indiferen-
temente por medio de las Ires letras 6 solo por la del vértice:
asi se dice igualmente el dngulo BAG, 6 solo el dngulo A.

En la figura 3, los dngulos BAC, DAE, cada uno de los
cuales esta formado por la prolongacion de los lados del otro,
se llaman ineuros opugstos al vérfice; tambien lo son los
angulos BAE, DAC. Por el contrario, dos dngulos BAC, BAE,
que lienen un lado comun AB, siendo los otros dos lados, AC,
AE, miitua prolongacion el uno del otro, se llaman inguros
ADYACENTES : lales son lambien los dngulos BAE y EAD,
EAD y DAC, DAC y CAB, asi tomados de dos en dos.




PRELIMINARES.
Del angulo en el centro.

N.°25. Siendo los dngulos, en virtud de su definicion,
esencialmenle indefinidos, se puede al pronto enconlrar algu-
na dificaltad en formarse idea clara de esla especie de magni-
tud ; pero es facil referir la consideracion de los angulos a la
de olras magnitudes finilas por su naturaleza, y por comsi-
guienle mas faciles de comprenderse ‘con claridad.

Para esto, sean los dos angolos AOB, A'O'B' (fig. 11).
Concibames que desde sus vértices O, 0', como centros, y
con un mismo radio, se hayan deserilo (n." 15.) dos arcos de
circulo, AB, A'B’: cada uno de los dngules se llama entonces
ANGULO EN EL CENTRO.— Eslo supueslo,

Es claro desde luego, que cuandolosdngulos en el centro,
AOB, A’O'B', son iguales, deben lambien ser iguales los ar-
cos inlerceplados, AB, A’B'; porque si empleando la super—
posicion directa (n.° 18.), se aplica el radio O’A’ sobre su igual
OA, siendo por hipolesis el angulo A’O’B' igual al angulo AOB,
¢l lado O’B’ debera caer sobre el lado OB; y, como O'B'=0UB,
el punto B’ caerd sobre el punto B: asi los dosarcos A’B’, AB,
que se confunden en sus estremos, deberdn confundirse en su
lotalidad, y serdn iguales (n.® 14.).

No es menos ficil probar (siempre por la superposicion)
que cuando un angulo AOB es mayor que otro A'0'C/, el ar-
¢o AB, correspondiente al primero, es mayor que el arco A'CY,
correspondiente al segundo; porque, hecha la superposicion
de los radios iguales O’A’ y OA, el lado O'C’ deberia lomar
una posicion OC interior & BOA , y el punto €’ caeria en G
sobre AB; lo cual di AC 6 A'C’ menor que AB.

De eslo, en virtud del principio senlado en el n.® 21., se
deduce que reciprocamente, si los arcos, AB, A’B’, son igua-
les, lo'son tambien los dngulos en el centro, AOB, A’O’B'; y
si el arco AB es mayor que el arco A'C/, el dngulo en el cen-
tro AOB es mayor que el dngulo en el centro A’O'CY,

Siendo aplicables evidentemenle estos raciocinios al caso
de tener los angulos considerados el vértice comun, y situado
por consiguiente en el cenfro de una misma circunferencia,
podremos eon razon concluir de todo lo dicho,

1.° que—En un mismo circulo 0 en circulos iguales, &

. amgulos en el centro iquales entre si corrvesponden arcos igua-

les; — y reciprocamente,
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2. que— A mayor dngulo en el cenlro coriesponde ma-
yor darco; —y reciprocamente.

Volveremos mas adelanled repelir estas proposiciones pa-+

ra generalizarlag: por ahora basta con lo dicho para la buena
inteligencia de lo subsiguiente.

Del angulo reclo y de la perpendicular.

N.? 26. Cuoando una reeta AB (fig. 12) se encuentra con
otra recla CD que forma con ella dos dngulos adyacenfes,
A0G, BOC, iguales entre si, eada uno de eslos dngalos se
llama Aneuro necro; y la recta OC & CD se llama pereeNpICU-
pAR & la primera AB. El punto O en que se encuentran am-
bas rectas, se llama pie de la pérpendicular.

Es ficil probar por medio de las proposiciones del n.” 25,
(ue

Si una recla CD es perpendicular @ otra recia AB, esta
es reciprocamente perpendicular & aquella.

En electo, supongamos que desde el punto O como cen-
tro, y con un radio arbitrario OE, se describe una circun-
ferencia : como cada una de las reclas GE, Fil, es un didme-
tro (n.° 13.), resulla que GFE y GHE, FEH y FGH, son
semi—circunferencias. Ahora bien, por hipolesis, los dngulos
AOC, COB, son iguales; luego (n." 25.) los arcos GF , FE,
son iguales entre si, y valen cada cual un cuadrante (n.° 14.).
Pero puesto que FEH es una semi-circunferencia, y que FE
vale un cuadrante, el arco EH debera tambien valer olro cua-
drante, y por consiguiente: tendremos FE = EH; de donde
deducimos FOE 6 COB igual 4 EOH o BOD.

Del mismo modo se probaria que los dngulos BOD y DOA,
DOA y AOC, son ignales. Luego linalmente AB es perpendi-
cular @ CD, lo mismo que CD loes & AB.

Eslo demuestra al mismo ltiempo que los: cualro dngulos
rectos formados al rededar del punto O, son iguales entre si.

Ademis, si se consideran olrasdosrectas A/B'C/D’ (fig. 13),
perpendiculares entre si,”y se supone que desde el punto O’
como cenlro, con un radion O'=0E, se trae una eirennfe-
rencia de circulos, los cuatro cuadvantes formades en 0’ son
necesariamente iguales 4 los ewalro cuadrantes formados en
0: Tuego los cuatro dngulos en O son iguales & los cuatro dn—
gulos en O'. Asi pues,

Todos los angulos reclos son iguales.




22 PRELIMINARES.

N.”27. Tambien es ficil demostrar desde ahora que,

1.° Por un punto tomado en una recta, solo se pucde LE-
VANTAR @ esla una perpendicular.

2. Por un punlo tomado fuera de una recla, solo se le
puede BAIAR una perpendicular.

La primer proposicion aparece evidenlemente con solo
mirar la figura 12; porque sean, si es posible, las dos rectas
0C, OL, perpendiculares 4 la recta AB, en un mismo punlo
0; puesto que AOC, COB, son dngulos rectos, los arcos GF,
FE, son cuadranies. Por la misma razon son lambien cua-
drantes los arcos Gl, IE. Por consiguiente los dos puntos [ y F
serian 4 la vez el punto medio de la semi-circunferencia GIFE,
lo cual es un absurdo.

Supongamos en segundo lugar, que CE, CF (fig. 14), son
dos perpendiculares bajadas desde un mismo punlo C sobre la
linea AB. Hagamos girar la figura CEF al rededor de AB
como charnela, de modo que recaiga en C'EF sobre su plano
primitivo y al otro lado de AB. Esto supuesto, las dos por-
ciones de recla EC, EC’, deben ser prolongacion una de otra,
puesto que son perpendicularesd AB, yque segun se acaba de
ver en un punto B de AB solo puede levantarse una perpen-
dicular 4 esta recta. Por la misma razon, FG, FC’, deben for-
mar parte de una recta sola. De donde resullaria, que por dos
puntos dados , C, C’, podrian pasar dos rectas diferentes, lo
cual es un absurdo (0.°6.).

N.°28. Lldmase Ancuro aGuoo todo dngulo menor que
un dngulo reclo, vy ANeuro osruso todo dngulo mayor que
un recto. Asi, en la fig. 12, el dngulo AOL es agudo, y el
dngulo LOB obtuso.

Dos dngulos, uno agudo y otro obfuso, cuya suma vale
dos dngulos recios, se llaman suplementarios; y dos dngulos
cuya suma vale un solo dngulo recto, se llaman complemen-
tarios. De esto resulta que el dngulo reclo se liene & si propio
por suplemento, y que liene a cero por complemento.

Puede tambien decirse (tercer axioma enunciado en el ni-
mero 17.) que '

Dos angulos que sirven de suplemenlo ¢ de complemento
dun tercero, son iguales enire si.

Propiedades de los dngulos adyacentes y de los dngulos

opuestos.
N.°29. Daremos fin @ las consideraciones preliminares
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sobre los dngulos, con algunas proposiciones de frecuenlisimo
uso, inmediatamente dimanadas de los principios precedentes.

1.° Cuando una recta OC (fig. 15) cae sobre ofra AB,
formando con ella dos dngulos adyacentes desiguales, AOC,
COB !en cuyo caso la OC se llama osuicua] , dichos dngulos
son el uno suplemento del otro.

Porque si, en el punto-O, levantamos la perpendicular
0D, la suma de los 4ngulos AOC, COB, equivaldra 4 la suma
de los dos dngulos rectos AOD, DOB.

Observemos, al paso, que de dichos dos dngulos, el uno,
AOC, es obtuso, y escede en DOC al dngulo recto; el otro,
COB, es agudo , y liene por complemento (n.° 28.) al mismo
angule DOC.

9.0 Los dnqulos opuestos al vertice, BAC, DAE (fig. 3),
o DAC, BAE, son iguales enlre si.

En efecto, los dos 4ngulos BAC, DAE, por ejemplo, son
4 la vez, en virtud de la acabado de decir, suplemenlos del
mismo dngulo BAE. .

N.®30. Estas dos proposiciones lienen lambicn sus reci-
procas, que no son menos importantes.

1.° Cuando dos dngulos consecutivos , AOC, COB,
(fig- 15), son suplementarios, los lados estremos, OA, OB,
son mutua prolongacion uno de otro en linea recta; —y los
dngulos son adyacentes (n.” 24.).

Porque si OB no fuere prolongacion de OA en linea rec-
ta, podri serlo OE; entonces, en virtud dela proposicion di-
recla COE seria suplemento de AOC; pero COB es, por el
supuesto, suplemento de AOC; luego (n.® 28.) deberia ser
COE=COB, ¢ la parle igual al todo, lo cual es un absurdo.

2.° 8i dos dngulos iguales, BAC, DAE (fig. 3), situados
cada cual & un lado de la recta BD, tenen dos de sus lados,
AB, AD, colocados sobre esta misma recta, y dirigidos en
sentido contrario partiendo de un vértice comun A, los olros
dos lados estan tambien en linea recta; —y los dngulos son
opuestos al vértice (n.° 24.).

En efeclo, siendo BAD una linea recta, el dngulo BAE
es suplemento de DAE ; y como por hipdlesis tenemos DAE
=BAC, resulla que BAE es tambien suplemento de BAC; lue-
go, en virtud de la reciproca precedente, CAEes unalinearecta.

N.*31. En general:
1.° La suma de lodos los angulos formados al rededor de
un punlo O, es igual @ cualro angutos reclos;
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2. La suma de lodos los angulos consecutivos AOC,
COD, DOE, EOB (fig. 16), /‘ormados & un mismo lado de
una_recta AB, vale dos dngulos rectos.

Para probarlo basla levantar sobre AB la perpendicular
LOL/; y entonces las dos proposiciones son evidentes,

De las paralelas.

N.? 32. Se llaman eanavgLas dos vectas que, hallandose
en el mismo plano, no se pueden encontrar , por mas que se
prolonguen en los dos senlidos de sw diveccion.

Es ficil probar la existencia de reclas que cumplan las con-
diciones de esta definicion. En efecto, suponganse en un mis-
mo plano dos reclas distintas AB, CD (fg. 17), perpendicu-
lares & una tercera EF, en los puntos respectivos M y N; es
claro que dichas perpendiculares no podran encontrarse, por
mucho que se prolonguen; pues si luvieran un punto comun,
resullarian bajadas desde él dos perpendiculares & una misma
recla EF, lo cual es un absurdo (n.° 27.).— Las dos reclas
AB, CD, son por consiguiente dos rectas paralelas.

N.” 33. Asi pues, dos rectas paralelas estin necesaria-
menle en un plano mismo, segun su definicion; y le defermi-
nan, porque tomando dos puntos arbilrarios en una de ella,
y otro punto en la olra, se lienen lres punfos no siluados en
lirea recta, que son los necesarios para delerminar un planoe
n.’ 8.).

: El }plano finico delerminado por dos paralelas se llama
plano de dichas paralelas.

N.? 34. Admitirémos como postulado (n.” 17.), es decir,
que espondremos sin demostracion la proposicion siguienle:

Una perpendicular, OC (fi. 18), y una oblicua EF, ¢ una
misma recta AB, en un mismo plano, se encueniran siempre,
en siendo suficientemente prolongadas.—El encuentro se ve-
rifica por el lado de la recta AB, en que es agudo el dngulo
interior OEF (*).

(*) Creemos deber dar aqui, aunque solo por via de nota, la de-
mostracion debida en sustancia 4 Bertrand de Geneve y apoyada en
losdos lemas siguienles: ’

l.er LeMA.—Toda faja comprendida enire dos paralelas AB, CD
(fig. 19), cualquiera que sea su anchura, esid conlenida en un plano
un numero de veces necesariamente infinito.
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Admilida esta proposicion, que no es otra cosa mas que el
posTULADO de BUCLIDES, podemos sentar desde luego las con-
secuencias siguientes : .
1.°  Por un punto M (fig. 17) tomado’ fuera de una récia
AB, no se le puede tirar mas que una paralela ;
Bajemos desde el punto M @ la AB la perpendicular MN,
v luego por el mismo punto M levantemos sobre MN la per-
pendicutar CMD. Ya sabemos (n.” 32.) que CD es parelela 4
AB: pues ahora afiadimos que es la tnica que se le puede ti-
rar por el punto M; porque’en efecto toda olra recta que pase
par dicho punto ha de ser necesariamente oblicua respeclo de
MN, y debe por consiguiente, en virtud del postulado, encon-
trar a la recta AB perpendicular & MN.
2.° 8idos rectas, AB, CD (fig. 17), son paralelas, loda
recta GH que encuentre & una de ellas CD, en un punto 1, ka
de enconirar forzosamente G la otra;
Porque si asi no fuera, resultaria que por el mismo punto
1 se podrian tirar dos paralelas a AB.
3.° Dosirectas, AB, CD (fig. 21), paralelas G una tercera
EF, son paralelas entre si;

En efecto, hagamos girar la faja ABCD al rededor de CD como char-
nela, de modo que vuelva a caer sobre su plano en CDA/B’. Hagamos
igualmente girar 4 CDA/D/ al rededor de A’B’ de modo que forme una
tercer faja A’B/C/DY igual 4 las dos primeras; y asi sucesivamente.

Volvamos ahora 4 la faja ABCD, y hagimosla girar de un modo
andlogo aunque contrario, al rededor de AB, y tendremos olras [ajas
ignales & las primeras, ABed, cdab, abe'd’,.... Ahora bien, por mu=-
chas veces que repitamos esta operacion, es claro quenunca lograre-
mos cubrir enteramente de fajas el plano en que estas se encuentran,
porque siempre quedara & la derecha y 4 la izquierda de las dos ul-
timas formadas, nn espacio todavia infinifo.

De esto podemos pues conclair qae la faja ABCD esta contenida
en su plano un nimero ilimitado de veges.

2.9 LEMA.—Un dngulo cualquicra AOB (fig. 20), por. pequeno que
sea con relacion al angulo recto AOC, esta contenido en su. plano un
nimero de veces esencialmente limitada.

En efecio, repitiendo el ingulo, como manifiesta la figura, un ni-
mero suficienle de veces, numero esencialmente finifo (que siempre
poede asignarse y que es tanto menor cuanto mayor es el angulo AOB
vespeeto del angulo recto), se obtendra evidentemente bien pronto
una suma de dngulos bastantle grande para eabrir totalmente, primero
el dnjulo recto, luego dos dngulos recios, despues [res y al ineuatro,
¥ por consiguiente la superficie entera.— Lo cual demuestra el lema
enunciado. -

Olra demostracion. Si del vértice O como ceniro, y con un radio
cualquiera OD, describimos una civcunferencia, el arco folal corres=—
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Porque, si no lo fueran, resullaria tambien que per su
punto de concurso, podrian lirarse dos paralelas 4 la EF.

A.° Enfin, si dos rectas, AB, CD (fig. 17), son paralelas,
toda olra recta MN perpendicular & una de ellas AB, lo es
tambien & la otra CD;—y reciprocamente.

Esto se deduce inmediatamente del postulado.—En conse-
cuencia de eslo, se dice que :
Dos paralelas tienen comunes sus perpendiculares.

De los poligonos.

N.° 35. Se llama en general poLigono una porcion de pla-
no, ABCDEA, ABCDEFGA (fig. 22 vy fig. 22 bis), circuns—
cripta por un sislema de rectas que se cortan de dos en dos.

Para formarse idea clara de esta clase de estension, con-
viene imaginar que un punto movible [por ejemplo, fa punta
de un lipiz 6 de una pluma ), saliendo de A, describe primero
una parte de recta AB; lnego, cambiendo de direccion, des-
cribe otra parte BC, despues otro pedazo CD, y asi sucesiva-

pondiente 4 Ia suma de los dngulos llegara 4 ignalar 4 la circunferen-
cia cuando el arco parcial correspondiente al Angnlo AOBsea parte ali-
cuota de ella, y en caso de no serlo, llegars & ser mayor que ella.
¥ como la suma de los 4ngnlos iguales correspondiente 4 la cireun-
ferencia, cubre totalmente el plano, podemos sacar la misma’ conse-
cuencia que anles,

De todo‘esto podemos concluir, en general, —que Un dngulo, por
pequeno que sea (con relacion al angulo recto), es mayor que toda
ﬁgtfm capaz de caber en un plano un mimero ilimitado de veces ,—
esté dicha figura 6 no esté limitada por lodas partes;—y ademas el
angulo mismo contiene ¢ la figura un mimero tlimitado de veces.

Admitido todo esto, volvamos 4 la figura 18, y despues de levan-
tar en el punto E la recta EG perpendiculara AB, observemos que e
virtud de lo dicho, el 4ngulo FEG es mayor que el espacio indefinido

'COEG (mitad de la faja CDGH). Ahora bien, los dos espacios FEG,

COEG tienen un limite comun EG; luego es forzoso que EF suficiente-
mente prolongada, encuentre en algun punto 4 la recta OC; pues de
lo contrario el angulo quedaria encerrado tolalmente en la semi-faja,
Yy seria menor que ella, lo cual envuelve contradiceion. Luego final-
mente, EF debe encontrar 4 0C.

Si se trata de la recta EF’ que forma el 4ngulo obtuso OEF’, co-
mo entonces el 4ngulo OEH’ es agudo, el encnentro de EFY con OC se
verifica por el otro lado de AB: por consiguiente queda demostrada
a proposicion presentada como postulado.

Aunque la demostracion espuesta se apoya en consideraciones has-
tante delicadas sobre el infinitof no puede disimularse que admitida
la deﬁ_niciou de paralelas, dada en el n.° 32, es dificil, por no decir
tmposible, esponer su teoria sin rozarse con la nocion del infinilo.
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mente, hasta volver finalmente al punto A de partida.—El con-
junto de las rectas trazadas asi, circunscribird por lodas par-
tes una porcion de superficie plana,” que es lo que se llama
poligono.

os pedazos de recta AB, BC, CD,... se llaman lados del
poligono; el conjunto de los lados conslituye el conlorno 6 pe-
rimetro del poligono; los puntos A, B, C,... s¢ llaman vérti-
ces; y finalmente, se llaman diagonales las reclas, que como
las AC, BE, CG,..., juntan de dos en dos los vértices de los
4ngulos no conseculivos.

Del modo de formacion indicado arriba pueden resultar
dos clases de poligonos; 4 saber: poligonos con todos los dngu-
los salientes (fig. 22), y poligonos con algunos dngulos entran-
tes(fig. 22 bis.). Los primeros se |laman POLIGONOS CONVEXOS,
y los olros POLIGONOS CONCAVOS.

N.° 36. Los poligonos convezos son los tnicos de que se
ocupa la Geomelria elemental ; y sus principales caracléres
son los signientes:

1.° Una recta, trazada en sn plano, no puede encontrar a
su perimelro mas que en dos punlos.

2.°  Si suponemos un lado cualquiera prolongado indefini-
damente, — Todos los vértices , escepto los que le terminan,
estdn colocados, respecto de él, en la misma region (0.” 11.).

3.° Todas las diagonales son interiores;—Yy ademds cada
una de ellas es tal, que los vértices, escepto los que la termi-
nan, estan, respecto de ella, colocados unos en una ‘region y
otros en otra; —en los poligonos concavos hay siempre una
diagonal lo menos , respecto de la cual todos los vertices ocu-
pan la misma region.—Tal es la diagonal AD (fig. 22 bis.).

N.°37. REvidentemente se necesitan {res rectas lo menos
para circunseribir una poreion de plano. Asi, el poligono mas
simple en cuanto al ndmero de lados es el de #res lados, que
se llama TriANGULO.

Todo tridngulo es necesariamente convezo; y es figura
que no puede lener diagonales.

Vienen en seguoida:

FL CUADRILATERO 6 poligono de. . cualro lados,
EL PENTAGONO: . « o « « + o - o o CiNCO,
BEERRGONG: a2 T i itoan ot atire teiva s B BISS
EG RPTAGORO. s o v a0 o sinia w  Stole,
EL 0CT06ONO.// b + & & o o 'ulu & 0CkO,
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EL pnghdone. |/ Ly i dideains nueve,
Eu okckaomo: v i s s pe v dies,
EL ExpECAGOND. . . . . b w o oi once,
BL DODECKGONOD o it oo oo doce.

Pasado este, los poligonos no toman ya denominac iones
especiales, esceplo el de quince lados, que suele llamarse
PentapECAGONO.

Del tﬁdnguio en particular.

N.” 38. Daremos aqui, respecto del (ridngulo , algonas
proposiciones de frecuenle uso para en adelanle.
_1.°  En lodo triangulo ABC (fig- 23), un lado cualquiera,
AB, es menor gue la suma de los otros dos, y mayor que su
di ferencia.

La parle primera es evidente en virtud de la delinicion
misma de la linea recta (n.” 5.); es decir que evidentemenle se
tiene

AB << AC + CB.

Respecto de la segunda parte, supuesto que en virtud de

la primera tenemos
AC < AB -+ (B,

resulla necesariamente

AC —€B << AB, 6 AB> A€ — €B.
Luego finalmen(e

AB<<AC+CB, y AB> AC — (B.

L.C. D.;D.
2.° La suma de dos rectas, AB, €D (fig. 24), que se cor-

tan en un punfo O colocado entre sus estremidades, es siem-
pre mayor que la suma de las rectas opuestas, AC, BD, que

Juntan de dos en dos las estremidades de las primeras.
En efecto, tenemos las dos desigualdades

CO+0A>AC, y OD-+ OB > BD,
que, sumadas miembro & micmbro, din
CO -+ OA + OD + OB > AC + BD,
0, reduciendo, R TR
CD -+ AB = AC -+ BD.
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Del mismo modo se probaria que

CD + AB> AD 4+ CB.

3.” En todo triangulo ABC (fig. 25), st se juntan por
medio de rectas las estremidades de un mismo lado con un
punio interior O, la suma de eslas rectas es menor que la
suma de los oros dos lados [es decir que AO -+ 0B << AC

+CB]. a7
Prolongarémos la linea AD hasta encontrar en D 4 CB;
teadremos con esto en ¢l lriangulo ACD,

AD < AC+CD;
de donde, anadiendo DB 4 los dos miembros, resulta
AD 4+ DB << AC + CB.
Ahora, el tridngulo ODB da tambien
0B < OD -+ DB;
de donde, anadiendo AO a los dos miembros, sale
AO + OB << AD + DB.
De aqui resalta, con mayor razon, ¥
AO«+ OB < AC + CB. :
L.C. D. D,

CAPITULO PRIMERO.

DE LAS FIGURAS RECTILINEAS.

Dividiremos este capitulo en cinco pérrafos, que tralarin:
¢l primero, de las perpendiculares y de las oblicuas ; el se-
gundo, de las paralelas; el tercero, de los triangulos y de
su igualdad; el cuarlo, del cuadrildtero y de sus diversas es-
pecies; y el quinto, de los poligonos y de sus propiedades
principales.,
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§ 1." Teoria de las perpendiculares y de las oblicuas.
Teorema L. (Fig. 26.)

N.* 39, La perpendicular OC bajada sobre una recta AB,
desde un punto esterior O, es la distancia mas corta que hay
enfre el punto y la recla (*). o

Basta probar que la perpendicular OC es mas corta que
cualquier oblicua OD. Para esto, doblemos la figura OCD por
AB, haciéndola caer un 0’CD; tendremos

0C=0C, O0'D=0D;
siendo ademds OCO’ unalinea recta (n.° 27.), resulta (n.” 38.)
0CO''<OD +0'D, 6 20C <<20D;
y por consiguiente, OC << OD; L.C.D.D.

Escovio.  Esta perpendicular mide por lo tanto la verda-
dera distancia del punto d la recla.

Teorema 1L (Fig. 26.)

N.” 40. Si desde un punto O esterior 4 una recta AB, se
bajan la perpendicular OC 4 esta recta, y diferentes oblicnas
oD, OD', OE : :

1. Las oblicuas, OD, OD', equidistantes del pie de la
perpendicular (es decir que tienen CD = CD') son fguales ;

2." De dos oblicuas, OD, OE, que distan destgualmente
de la perpendicular, la que, como OE, disla mas, es la
mas larga.

1. Doblemos la figura por OC: los puntos D y I se con-
fundirdn, porque, seguun el supuesto, CD = CIV; lnego

OD= 0D".

(") Advertimos ahora para siempre que los enunciados de les teo-

_remas deben leerse dos peses: una sin las letras de la figura, y otra

despues con ellas. Este es el unico medio de conservarlos en [a me-
moria.

. Asi pues, el teorema presenle deberd primero enunciarse como
sigue :

—La perpendicular bajada desde un punto esterior, sobre una rec~

ta, es la distaneia mas corta que hay entre el punto y la recta.
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2.° Doblemos la figura por AB; lendremos

0D=0'D, OE=O'E;

y como, en virtud de la tercera proposicion demostrada en el
nimero 38,

0D+ 0D < OE +0O'E, 6 20D < 20E,
resullta  OD < OLE; lGr st

Advert.  Si se tratara de dos oblicuas OD', OE, colocadas
4 distinto lado de la perpendicular, se tomaria primero una
distancia CD=CD', lo cual daria OD =0D’; y despues, de
0D << OE, se deduciria OD' << OE.

Conotanto.  Entre una recta indefinida y un punto fuera
de ella no se pueden tirar tres reclas iquales:

Porque de lo contrario babria ¢ dos oblicuas iguales & un
mismo lado de la perpendicular, 6 una oblicua igual d la per-
pendicular; y ambas cosas son imposibles.

kiscoto. — Las reciprocas de las dos partes del teorema 1l
son verdaderas, y resullan evidentemente del principio esta-
blecido en el numero 21.

Asi pues,—1."— Dos oblicuas iguales se hallan @ 1gual

distaneia de la perpendicular;
2.° De dos oblicuas desiguales, la mas larga dista mas
de la perpendicular.

Teorema M. (Fig. 27.)

N.” 41. —1."— Todo punto E de la perpendicular CD,
levantada sobre una recta AB en un punto medio C, estd @
tqual distancia de las estremidades de la recla;

2."  Todo punto ¥ esterior 4 la perpendicular disla de-
sigualmente de las mismas estremidades.

En efecto, —1.”—tliremos las reclas AE, BE; — puesto
que, por hipotesis, tenemos CA = CB, resulta (n." 40.)

EA = EB.
2 Tiremos FA, FB; y por el punto E en que FA corla
a GD, tiremos la recla EB.—Tendremos (v.” 38, 1.°)
BF < BE + EF,
0, por ser BB = EA,
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BF < EA + EF,
y por consigniente BF << AF.

Advert. La estremidad mas distante del punto esterior F,
es siempre la que, como'A, estd respecto de la perpendicular
en distinto lado que el punto; y vice-versa.

Escouio 1.° Las reciprocas de las dos proposiciones del
teorema 111 son verdaderas, y resultan lambien evidenlemen-
te del principio sentado en el n."” 21,

Escouio 2.° La perpendicular CD debe pasar por todos
los puntos equidistantes de las estremidades A y B de la recta
AB, por cuya razon se llama el Lugar GEonErmico de dichos
punlos.

N.°42. Conorario.—Siendo una linea recta esle lugar
geométrico, v quedando una recta determinada, en determi-
ndndose dos de sus puntos (n.° 6.) resulta necesariamente que

8i dos puntos [D, E, 6 D, D' (fig. 27)], estan equidis-
tantes de ofros dos puntos [A y B], la recta [DE 6 DD'], que
pasa por los dos primeros, es perpendicular & la recta que
Junta los otros dos, en su punto medio.

N.” 43. Llimase sisecriz de un ingulo BAC, la recta
AD que le divide en dos partes ignales: un dngalo solo puede
tener evidentemenle una bisectriz.—Esto supuesto,

Teorema 1V. (Fig. 28.)

1. Todo punto E de la bisectriz AD de un dngulo BAC
esta digual distancia de los dos lados del angulo:
2.° Todo punto F situado en el anguloy esterior & la bi-
sectriz, dista desigualmente de los dos lados.
1.° Bdjense sobre AB y sobre AC las perpendiculares EG,
EH; y doblese la figura por AD. Las rectas AB, AC, se con-
fundirdn, y por consiguiente lambien se habrdn de confundir
(n.” 27.) las perpendiculares EG, EH.
Luego EG = EH.
2.° Bijense sobre AB, AC, las perpendiculares FG, FI;
despues desde el punto E en que FG encuentra 4 AD, tirese
la perpendicular EH & AC, v tricese ademds la oblicua FH.
Tendremos con eslo evidentemente

FI <FH, y FH <FE + EH < FE + EG;
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de donde, con mayor razon,

FI < FE + EG < FG.
Luego Fl < FG.

Advert.  Aqui puede hacerse una advertencia aniloga 4 la
del n.° 41.

EscoLio 1.°  Las reciprocas de las dos proposiciones son
verdaderas.

Escoiio 2.° La bisectriz de un dngulo es el lugar geomé-
trico de todos los puntos sitnados en el dngulo ¢ igual dis-
lancia de sus lados.

EscoLio 3.°  Las bisectrices AD, AD', de dos dngulos ad-
yacentes, BAC, CAB', son perpendiculares entre si.

Porque siendo los dngulos DAC, CAD', mitades respecti-
vas de los angulos BAC, CAB', cuya suma vale dos rectos
(0. 29.), resulta que DAC+CAD’ ha de valer un recto.—
Luego, elc.

Los dos dngulos BAD, B'AD', valen.tambien juntos un
dngulo reclo.

§ . Teorta de las paralelas.
Teonema 1. (Fig. 29.)

N.°44. Dos paralelas, AB, CD, estin siempre una de
olra aigual distancia.

De dos puntos E, F, tomados & arbitrio en CD, bijense
d AB las perpendiculares EG, FH ; que 4 la vez serin per-
pendiculares 4 CD (n.° 34, 4.°); y serdn ademds las rectas
mas cortas que se pueden tirar & la AB desde los puntos E, F,
0.4 la CD desde los puntos G, H.—Bastard, pues, probar que
EG=FH.

A este fin, por el punto M, medio de GH, levantemos so-
bre AB la perpendicular MN; despues doblemos 4 ENMG
sobre FNMI. Siendo rectos todos los 4ngulos de la figura,
MG tomara la direccion MH ; y como MG =MH, el punto G
caerd sobre el punto H. En seguida EG tomara’ la direccion
HF, y NE la direccion NF; luego el punto E caerd en F, y
s¢ lendrd EG=FH. L.C.D.D.

. Recierocamenre: — Dos reetas que siempre estdn d
tgual distancia una de otra, son paraﬂ!as; — porque enten-
ces nunca podran encontrarse.

3
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N.°45. Antes de demostrar olros teoremas, hay que dar
algunas definiciones nuevas.

Cuando dos rectas AB, CD (fig. 30 y 31), paralelas 0
concurrentes, se corlan respeclivamenle en dos puntos M, N,
con una lercer recta EF, esta recta, que se llama sECANTE O
TRANSVERSAL, forma, con las olras dos, ocho angulos que,
considerados aisladamente, 0 comparados de dos en dos, lo-
man las siguientes denominaciones.

Considerados aisladamente:

1.° Los cuatro angulos AMF, BMF, CNE, DNE , -caya
aberlura esta deniro de las paralelas, se laman inlernos;

9.° Los cuatro angulos AME, BME, CNF, DNF, cuya
abertura estd hicia afuera, se llaman esternos.

Comparados de dos en dos:

1.° Los dngulos AMF y CNE, 6 bien BMF y DNE, sella-
man dngalos INTERNOS DE UN MISMO LADO (sobre-entendiéndo-
se, de la secante); o

2.° Los angulos AME y CNF, 0 bien BME y DNV, se lla-
man ESTERNOS DE UN MISMO LADO ;

3.° Losangulos internos AMF y DNE, 6 bien CNE y BMF,
situados en distinto lado respecto de la secante , se Haman dn-
gulos ALTERNOS-INTERNOS;

4° Los dngulos esternos AME y DNF, 6 BME y CNF, se
[lapran ALTERNOS—ESTERNOS.

Hay dos pares de dngulos de cada una de las cualro
especies precedentes.

5. En fin, se laman dngulos CORRESPONDIENTES los
cuatro pares de dngules AME y CNE, AMF y CNF, BME
y DNE, BMF y DNF, que alendida su posicion respectiva,
deberian mas bien llamarse dngulos interno-esternos de un
mismo lado; pero por abreviar se prefiere la primera denomi-

nacion.
Teonema 1L (Fig. 30.)

N.° 46. Dos rectas, AB, CD, son paralelas cuando for-
man con una secante, BF, dos dngulos alternos-internos
[AMN y DNM, 6 BMN y CNM] iguales entre si.

En efeclo, admitamos por un momento que los segmentos
MA, NG, por ejemplo, puedan enconlrarse; y, en esta hipote-
sis, hagamosgirar (n.° 19.) la porcion de plano AMNC al rede-
dor del punto O medio de MN, de modo que OM venga d
tomar la posicion primitiva de ON, y ON la de OM; entonces
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el segmento MA tomard la posicion ND, y NC la posicion MB,
4 causa de ser el dngulo AMN igual al de DNM, y el dngulo
BMN igual al CNM, en virtud del enunciado. Ahora bien, los
segmentos MA, NC, no dejarin de encontrarse en su nueva
position, y por consiguiente babran tambien de encontrarse 1os
segmentos MB, ND, con los cuales coinciden aquellos ahora;
de donde resultaria que las dos rectas AB, CD, tendrian dos
puntes comunes sin confandirse, lo cual es un absurdo.

Luego finalmente las rectas AB, CD, deben ser paralelas.
LoD D,
N."47. Corotario.—Dos rectas son tambien paralelas
en los cuatro casos siguientes:
1. Cuando son iguales los angulos correspondientes ;
2.°  Cuando los dangulos internos de un mismo lado son
el uno suplemento del otro ;
3.% Cuando son iguales los angulos alternos-esternos;
4% Guando los angulos esternos deun mismo lado son
el uno suplemento del otro.
En efecto, en el primer caso, sea, por ejemplo,

dangulo AMN = éngulo CNF ;

como lenemos tambien (n.°29.)
angulo CNF = angulo MND,

resulta AMN = MND; y la proposicion se refiere al caso del
leorema principal.

lin cuanto al segundocaso, sea AMN suplemento de MNC;
como MND es tambien suplemento de MNC, resulla (n. 28.)
AMN=MND; y laproposicion se reduce tambien al feorema
principal.

Los ofros dos casos, que carecen enteramente de aplica-
cion, se demostrarian de un modo andlogo.

Teonema III. (Fig. 31.)
N.>48. Dos rectas AB, CD concurren, cuando forman
ton una secante, EF, angulos aiternos-imernos desiguales.
Sea, para fijar las ideas,

angulo MND > dngulo AMN.
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Tiremos por el punto N la recta G'ND/, de modo que ten-

£amos
angulo D'NM = dngulo AMN;

las dos rectas AB, C'D', serdn paralelas en virtud del feorema
precedente.

Asi pues, AB, CD, deben encontrarse; pues de lo contra-
rio se podrian lirar por el mismo punto N dos paralelas d la
AB, lo cual es un absurdo (n.° 34.).

N.? 49. Conoranio. — La consideracion de los dngulos
«correspondientes, internos de un mismo lado, elc., conduce,
como en el feorema precedenle, & cualro proposiciones ; pero
nos reducirémos & demostrar la siguiente, que es la tnica que
aisaremos con frecuencia.

Dos rectas, AB, CD (fig. 31); concurren cuando forman
con una tercera EF, dos angulos inlernos de un mismo lado,
AMN, MNC, euya suma vale menos 6 mas de pOS RECTOS.

En efecto, sea, por ejemplo,

AMN + MNC < 2 necros;
como tenemos (n.” 28.)
MNC +—~MND =2 necros,

resulta AMN <<MND; y la proposicion se reduce al leorema
principal.

Advert. Es imporlante observar que -

El encuentro de las dos reclas se verifica por el lado en
que la suma de los angulos internos vale menos de dos
reclos.

Escorio 1.°  La proposicion del n.° 34, 6 el postulado de
Evcrings, no es, segun se ve, mas que nn caso parlicular de
esle.corolario.

N.250. Escouo. 2.°— Cuando dos rectas AB, CD (fig.
32), se cortan, sus respectivas perpendiculares se corfan
tambien.

En efecto, si MN y PQ fueran paralelas, siendo las des
AB y CD perpendiculares entonces @ un mismo ltiempo 4 cada
una de las otras dos (n.” 34. 4.°), serian tambien paralelas
(0.° 32.), lo cual es contra el supuesto.— Luego ele.

N.” 51. Recierocas de los dos teoremas precedentes.
Hallindose los teoremas 11 y III en el caso de la ohser-
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vacion general del n.° 21, resulta que sus reciprocas son ver-
daderas.

Asi pues, — Cuando dos rectas son corladas por una se-
cante, sequn son 6 no son paralelas, asi lambien
1.° Los dngulos alternos-internos, 6 allernos-eslernos,
6 correspondientes, son iquales 6 desiquales; .
2.° Los angulos esternos O internos deun mismo lado,
son O no son suplementarios.

Teorema 1V, (Fig. 33.)

N.® 52. Dos angulos, BAC, EDF, son iguales cuando
tienen sus lados paralelos cada uno & su homoblogo, y dirigi-
dos en un mismo sentido.

Prolonguemos, si es necesario, 4 FD hasta encontrar en [
4 AB. Los dos dngulos CAB, FIB, son iguales por correspon-
dientes (0. 51 .1; lo mismo sucede con los angulos FIB, FDE;
Juego tambien CAB=FDE.

Conotamio 1.°  Dos angulos, BAC, EDFSﬁg. 34), son tam -
bien igquales cuando tienen sus lados paralelos bomologamen-
te, y dirigidos en sentido contrario.

Prolonguense DE, DF, respeclivamente hasta E'; F'; los
dngulos EDE, E'DF’, son iguales por opuestos al vértice (nii-
mero 29.); pero los angulos E’'DF', BAC, lo son tambien por
el leorema principal ; luego

BAC = EDF.

ConoLanio 2.°  Dos dngulos, BAC, EDF (fig. 33), son
suplementarios cuando tienen sus lados paralelos, pero no
dirigidos los dos @ la ves en el mismo sentido ni en senlido

contrario.
Porque, prolongando & DF hasta ¥/, lenemos (n.” 51.)

FDE + EDF' — 2 nectos ;
pero BAC = EDF, en virlud del teorema principal ; luego
FDE + BAC = 2 recros.

Reciprocamente : —Si las rectas AB, DE, son paralelas, y
se liene, 0 bien que ABC=DEF, 6 bien que ABC=D'EF’, o
bien que ABC es suplemento de DEF' ¢ de IVEF; las reclas
BC, EF, son tambien paralelas.

La demostracion ad absurdum ,, semejanle en un todo &
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léadlal n.° 48, es demasiado ficil para que nos detengamos &
arla.
<* 53. Escownie.—Cuande dos dngulos tienen sus lados
paralelos, su posicion relativa es evidentemente una de las
que acaban.de indicarse.—Luego, en general,
Dos angulos son iguales 6 suplementarios cuando tienen
sus lados paralelos cada cual  su homélogo.

OBSERVACION GENERAL SOBRE LAS PARALELAS.

N.° 54. Sean AB, CD (fig. 36), dos paralelas; y suponga-
mos que desde un punlo cualquiera tomado en €D, se tira 4
AB Ia perpendicular OP y una série de oblicuas OR, OR/,
OR",.... Los pies de estas oblicuas estarin tanto mas aparia—
dos del pie de la perpendicular P, cuanto mas pequedios sean
los éngulos, DOR, DOR/, DOR”,..., 6 sus alternos—internos
respeetivas, ORP, OR'P, OR”P,...; y reclprocamente. Asi
pues, pudiendo por una parte los dngalos DOR 6 PRO, DOR/
0 PR'O,..., bacerse menores quecualquier angulo dado; y, por
olra parte, pudiende lasdistancias OR, OR/, ..., 6 PR, PR s
hacerse mayores que cualquiera linea dada, resulta que la li-
nea CD puede considerarse como el limite 4 que se acercan
sin cesar las rectas OR; OR/,..., & medida que los puntos de
encuentra R, R/, R”,..., se alejan mas del punto F, y & me-
dida que disminuyen los dngulos DOR 6 PRO,...

Estoeslo que se espresa abreviadamente cuando se dice que

Dos paralelas son dos rectas que se encuentran en el infi-
uilo, formando entre si un dngulo nulo.

§ lL. Propiedades. principales de los triangulos.— Teoria de
st igualdad.

[ Véase en los n.°s 35, 37 y 38, la definicion del tridngulo y
sUS primeras nociones.

Teorema L. (Fig. 37.)

N."55. En lodo trigngulo ABC, la suma de los tres, dn-
qulos as; igual G pos REGTOS,
Prolonguese uno de los lados, AB por ejempla, para for—
mar el dngulo esterno CBD; despues, por el punlo B, tirese la
BE paralela i la AC. Les fngulos EBD, CAB, son ignales por
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correspondientes, y los dngulos EBG, BCA ; iguales lambien
por alternos-internos (n.° 51.); luego Ja suma de los tres dn-
gulos del tridngulo es igual 4 la suma de los tres dngulos for-
mados en el punto B; pero esta vale dos rectos (n.° 29.); lues
go lambien

ABC <+ CAB '+ ACB =2 necros.

Advert. Bl angulo esterno CBD equivale evidentemente & -
la suma de los dos dngules GAB, ACB, y por eonsiguienle €3
mayor que cado uno de ellos.—Asi pues, :

Todo dngulo esterno de un trigngulo es mayor que ctal-

wiera de los internos apueslos.

ConoLanto 1.°  Uno cualquiera de los tres dngalos de un
triangulo es suplementario de la suma de los otros dos (nu-
mero 28.); e donde se infiere que

Si dos angulos de un (riangulo son vespectivamente
iquales G dos angulos de otro, el Lercer angulo del primero
es iqual al lercer angulo del segundo:

Porque ambos son suplementos de la misma suma.

Conosamio 2.°  Sidesde un punto O tuterior G un tridn-
qulo CAB (fig. 25), se tiran dos rectas a los esiremos de uno
de-los lados, AB, el dangulo AOB formado por las dos rectas
?s ;nayar que el angulo ACB del triGngulo, opuesto & dicho
ado :

En efeelo, siendo la suma de los dngulos OAB + OBA
evidentemente menor que CAB -+ CBA , es necesario, pard
que haya compensacion, que el suplemento O de la primera
sea mayor que el suplemento G de la segunda.

N.°56. Escouo.— Un tridngulo nunca puede lener a la
ves dos angulos rectos, ni un dngulo.recto'y uno obluso, i
dos angulos oblusos;

Porque de lo contrario resullaria que la sunia de sus lres
angulos valdria mas de dos reclos.

Esto supuesto, se llama TRIANGULO RECTANGULO el ridn-
gulo que tiene un angulo recfo; el lado opueslo 4 esle angulo
se llama hipofenusa; y los otros dos lados calelos.

TriANGULO OBTUSANGULO es el queé liene un angulo ob-
(1803 — TRIANGULO ACUTANGULO . el que liene agudos lodos
sus angulos.— Estas dos especies de tridngulos llevan el nom-
hre: comun de TRIANGULOS OBLICUANGULOS,

En todo tridngulo recténgulo los angulos son mulugmen-
te el uno complemento del olro (n.” 28.).
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Asi, de ser uno de los angulos agudos de un fridngulo
rectangulo ignal & uno de los dngulos agudos de otro tridngulo
rectdngulo, se puede deducir que el segundo dngulo agudo del
primero es igual al segundo dngulo agudo del segundo.

Teonena 1. (Fig. 38.)

N.°57. Side un punto D tomado en uno de los lados AC
de un angulo cualquiera BAC, se baja una perpendicular al
otro lado AB, esta perpendicular caerd dentro o [uera del an-
gulo, sequn que esle sea AGUDO 1 OBTUSO.

Desde luego en ningun caso puede caer en A, puesto que
AC es oblicua.

Abora, cuando ¢l dngulo es agudo, la perpendicular no
puede caer en la prolongacion de AB hacia E, porque si ca-
yera, lendriamos un triangulo DAE' con un dngulo obtuso y
otro reclo, lo cual es un absurdo.

— Luego debe caer hicia el lado AB.

Si, por el contrario, el dngulo es obtuso, la perpendicular
o puede caer sobre ABen E”, porque tendriamos tambien un
tridngulo con un dngulo obtuso y otro recto.

—Lélego debe caer en la prolongacion de AB, por ejem-

lo en E.
. Conorario 1.° La perpendicular bajada desde uno de los
vérlices de un Lridngulo cualquiera ABC (fig. 39), sobre el
lado opuesto, cae dentro 6 fuera de dicho (ridngulo, segun
son los dngulos adyacentes i dicho lado, ambos agudos, 6 uno
agudo y olro obluso. :

Conoranio 2.° Por consiguiente, la perpendicular bajada
desde el vértice del 4ngulo recto (i obtuso de un triangulo rec-
langulo i obtusangulo, al lado opuesto, cae siempre por den-
tro del tridngulo, porque entonces son necesariamente agudos
los dos dngulos adyacentes al lado elegido.

Del triangulo isdsceles y del triangulo equildtero.

El TriAnGuLo se llama ESCALENO, 1SOSCELES 0 EQUILATE-
RO, segun liene 6 sus fres lados desiguales, o dos tguales
solamente, 6 los tres iguales.

Cuando el tridngulo es isosceles, se llama pase el lado di-
ferente de los otros dos, y vERTICE 0 cUspive el punlo comun
it los dos lados iguales.
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Teorema 1. (Fig. 40.)

N.”58. " En todo triangulo isdsceles, CAB, los dngulos

A, B, opuestos a los lados iguales, CB, CA, son iguales.

Levantese sobre el punto D, medio de la base AB, la per-
pendicular DE. Puesto que, por hipblesis, tenemos CA =
CB, resulta (n.® 41, escolio 2.°{’que el punto C se balla en la
recta DE.—Esto supuesto, doblemos la figura por DC; las
dos partes CDB, CDA, se ‘ajustardn exaclamente una sobre
otra. Luego, el angulo CBD'6 CBA es igual al dngulo CAD 6
CAB; 6 simplemente B=A.

Conrovarto.  Todo triangulo equildlero es necesariamente
equidngulo,—porque, siendo sus fres lados iguales de dos en
dos, los tres angulos habran tambien de ser iguales de dos
en dos.

Teorena IV, (Fig. 41.)

N.*59. Si dos lados de un tridngulo, CAB, son des-
iguales, al mayor de ellos se opone mayor éngulo,—[es de-
eir que si, por ejemplo, se liene CA>CB, se lendra tambien
B>A]. '

L(]avantumas en D, punto medio de AB, la DE perpendi-
cular 4 la AB.—Puesto que, por hipotesis, tenemos CA>CB,
resulta (n.* 41, advert.) que el punto C estd colocado respecto
de la perpendicular DE en el mismo lado que el punto B; y si
juntamos el punto B con el punto I en que AC encuentrad DE,
tendremos (n.° 41.) AI=IB; de donde, en virtad del teorema
precedente,

angulo IBA=dngulo 1AB

Y por consigaiente
CBI+IBA>IAB, 0 dngulo B> a@igulo A.
Teorema V.
N."60. Recivrocamente: —1.°—S8i dos dnqulos de un
tridngulo son iguales, los lados opuestos son tambien iguales
[y el tridngulo es isdsteles] ;

2.° S8v dos angulos de un tridngulo son desiquales, al
mayor de ellos se opone mayor lado.
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Esla doble proposicion es consecuencia forzosa del princi-
pio sentado en el n.° 21, y se demostraria facilmente ad ab-
surdum por medio de los dos feoremas precedentes.
!N."- 61. EscoLto mueortante sobre el (ridngulo is0s-
Celess
La recta DE {ﬁ%. 40) tirada perpendicular & la base por
su punto medio, debe pasar por el vértice G, y dividir a la
vez al 4ngulo C en dos parles iguales B;egun resulla de la su-
perposicion de las figuras CDB, CDA]; por consigniente
cumple cualro condiciones esencialmente diversas, a saber:—
1.°—pasar por el medio de la base;—2."—ser perpendicu-
lar 4 ella;—3.—pasar por el vértice del Iridngule; —4."—
dividir el dngulo del vértice en dos partes iguales. |
Abora bien, sabemos (n.°* 6, 27, 43.) que bastan dos eon-
diciones para delerminar una recta: asi, la recla que cumpla
dos condiciones de eslas, satisfard necesariamenle d las olras
dos.
De aqui resultan etros muchos teoremas, enlre los cuales
nos reducirémos & enunciar les siguientes :
1.° La recta que junta el vériiee de un Iriangulo isdsce-
les con el medio de la base, es & la vez perpendicular a esla
base, y bisectriz del angulo del vérlice;
9.° " La bisectriz del angulo en el vértice del tridngulo
isésceles pasa por medio de la base, y le es perpendicular.
Todas estas proposiciones se demuesiran ad absurdum
por medio del feorema 111.

De laigualdad de los triangulos.
LEMA FUNDAMENTAL sobre la igualdad de las figuras,

N.° 62. Toda figura rectilinea convexa, ABCDE (fig. 42),
que se halle colocada en un plano, puede disponerse en di-
cho plano de modo, —1.°— que uno de sus lados, AB, tome
una posicion determinada, AB', sobre una vecta AX lira-
da indefinidamente desde uno de los estremos del mismo la-
do, y —2.°—que la_figura se encuenire en la region gue
queramos de las dos del plano (0.° 11.) respeclo de dicha
recta.

En efeclo, podemos desde luego, haciendo girar al poli-
gono en torno del punto A, darle una hosicion AB'C'D'E’, tal
que AB'=AB eslé dirigido en el sentido de AX.

En segnida podemos , s¢ [0 necesilamos, rebalir la nueva
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figara: al olro lado de AB’ tomado ‘por eharuela (n.” 19.);
dandolm asi [si no lo habia adquirido por el'primer movimien-
to} la posicien AB’C!'D”E".

Con eslo quedan complelamente satisfechas las condiciones
del enunciado.

Escouio. Supongamos ademis que se trasporta el tercer
poligone de modo que el vértice A venga 4 loman posicion en
un panto arbitrario O, y el punto B/ en olro puato de: la ree~
ta OZ tirada paralelamente 4 AX, y en su mismo senlidoy =
de este modo, el tercer poligono vendrd & encontrarse repre-
sentado por OPQRS, situado respecto de OZ lo mismo que
AB'C”D”E' lo estaba respecto de AX.

Eslo supuesto, las dos figuras OPQRS; AB'C'D"E", ten—
drin pecesaviamenle lodos sus lados paralelos de dos en dos
y en el mismo sentido. .

En efecto, puesto que OP y AB/ son paralelas y tienen la
misma direccion, y puesio que ademds lenemos:

dngula OPQ = angqulo AB'C",

resulta gn." 52, reciproca), que PQ, B'C”, son tambien para-
lelas y Hevan la misma direccion. —Igual racideinio hatiamos:
respecto de los olros lados.

Se espresa esta Gllima propiedad diciendo, abreviadamen-
te, que la figura AB/C/D'E"/, para ir & OPQRS, se ha tras-
ladado paralelamente d st misma; y en esla situacion relati-
va de los poligonos OPQRS: y AB'C''D"E", es como se acos-
lumbra cansiderar las figuras al establecer sus condiciones de
igualdad. _

Teonema VL. (Fig. 44.)

N.°63. Dos triangulos son iguales, —1.°— cuando tie~
nen un lado igual adyacente G dos dngulos respectivamente
1guales; —2.°— cuando tienen un dngulo igual comprendi-
do enlre dos lados respectivamente tquales; —3.°— cuando
tienen sus tres lados respectivamente iguales.

Puimer cago.  Sean los dos 4ngulos” ABC, A'B'C, en los
cuales suponemos AB=A'BY, y los ingulos A, B, respectiva—
menle iguales 4 los dngulos A’, B,

Coloquemos el tridngulo A’B'C’ sobre el ABC, de modo que
coincida el lado A'B’ con su igual AB.—Ew virtud de la igual-
dad de los dogulos A’y A, B' y B, los lados A'C/, B'C’, to-
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marin respeclivamente las direcciones de AC, BC; y el punto
€/, encuentro de A’C’, B'CY, coincidira cen el punto C, en-
cuentro de AC, BC; con lo cual los triingulos se habrin con-
fundido exactamenle y serdn iguales.
Secunpo caso. Sean AB=A'B/, AC=A'C/, y el dngulo
=dangulo A'.

Coloquemos el tridngulo A’B’C' sobre el triangulo ABC,
de modo que el lado A’B’ eoincida con su igual AB.—Como
tenemos .
angulo A'=angulo A,

la recta A’C’ tomard la direccion AC; y, & causa de ser A/C'=
AC, el punto C' caera sohre el punto C; luego el lado B/C’
coincidird con el lado BC; v los triangulos se confundirin
exaclamente. . _

Tencer easo.  La igualdad de los dos tridngulos quedaria
demostrada con solo probar que el angulo A’ es igual al dn-
gulo A, porque con eslo se reducia esle caso al precedente.
Digo pues, que efectivamente el dngulo A no puede ser mayor
que el dngulo A’.

Coloquemos como antes el tridngulo A’B'C/ (fig. 44), sobre
¢l ABC, de modo que A’B’ coincida con AB.—Si suponemos
que el dngulo A’ sea menor que el dngalo A, el lade A’CY to-
mard una posicion AC” interior al ingulo BAC, cayendo €’ en
G, por ejemplo [fuera de ABC]: de modo que el tridngulo
A’B'CY se hallard representado por ABCY,

Esto supuesto, sea AL la bisectriz del dngulo CAC”, y L su
punto de interseccion con BC ; liremos la recta LC.— Los
dos triingulos que resultan, ALC", ALC, son iguales porque
tienen un dngulo igual en A, formado por dos lados respecti-
vamenle iguales, que son AL comun, y AC”=AC; de donde
resulta LCY"=LC.

Pero en el tridngulo BLC” tenemos

BC" << BL + LC”,
0 BC"" << BL ~- LG, 6 finalmente B/C’ << BC,

lo cual es contra la hipdlesis;

luego angulo N =dngulo A;

Luego, ele.
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Advert. La demostracion es absolutamente igual, bien
caiga el punto C/ fuera del \ridngulo como en la presente fi-
gura, bien caiga dentro de ¢l. En caso de caer sobre el lade
BC, el absurdo del resultado B/C’ <<BC [del cual hemos infe-
vido la falsedad de la hipélesis A’ << A] se conoce inmediala
y evidenlemenle,

N.° 64. Escouio.— El medio de demostracion que aca-
bamos de emplear en el lercer caso de igualdad, nos conduce
4 la siguiente proposicion que usaremos con frecuencia en lo
sucesivo.

Cuando dos lados AB, AC (fig. 44), de un triangulo
ABG, son respectivamente iguales & dos lados, A'R, A'C',
de oftro tridngulo A'B'C', sequn sea el angulo A formado
por aquellos mayor ¢ menor que el dngulo A' formado por
estos, ast tambien sera el tercer lado del primer triangulo
mayor 6 menor que el tercer lado del segundo.

Creemos inatlil dar la demostracion de esta proposicion,
porque, escepto la. consecuencia, debia ser completamente
igual 4 la inmediata anterior.

RecierocanENTE : — Cuando dos lados de un triangulo son
respectivamente iguales & dos de otro, el angulo formado’por
aquellos es mayor ¢ menor que el formado por estos, segun
sea ¢l lercer lado del primer (riangulo mayor 6 menor que
el tercer lado del segundo. g

Esta reciproca, en virtud del n.° 21, es consecuencia ne-
cesaria de la directa y del tercer caso del leorema precedente.

Teorema VIL (Fig. 45.)

N.>65. Dos (ridngulos ABC, A/B/C!, rectingulos [en
A' y A) son iguales :
- 1.1; Si tienen igual la hipolenusa y wn dngulo agudo

2

2.° Si tienen igual la hipolenusa y uno de los catetos
AB=A'B'.

1.° Los dos dngulos agudos C, (7, son respectivamente
complemento de los dngulos iguales B, B/ (n.® 56.), por con—
siguienle son lambien iguales: con eslo los dos triangulos tie-
nen un lado igual adyacenle & dos dngulos respeclivamente
iguales; y la proposicion se reduce al primer caso del n.”63.

2.° (Coloquemos el triangulo A'B/C’ sobre el ABC, de mo-
do que A'B! coincida con su igual AB.—Como los dngulos A,
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A’ son recfos, el lado A/C’ tomard la diveccion do AC; y digo
que i la vez tomara B'C’ la diveccion de BC,. Porque suponga-
mos, por un’ momenlo, que B’C’ toma una direccion distinta
de BC, vy tal como BD: el tridngulo A'B'C’ estard entonces re-
presentado por el trigngulo ABD, y se lendria B'C’ = BD;
de donde, i causa de ser B'C’=BC, deduciriamos BC=BD;
resultado absurdo (n.” 40.).

Asi pues B/C’ debe caer necesariamente sobre BG ;- luego

los dos tridngulos A’'B'C’, ABC, se confanden exactamente, y
son iguales.

Observaciones importantes sobre la sgualdad de los triangu-
los y sobre el uso de esta teoria,

N.” 66. Escotio 1.—En los diferentes casos de igualdad
acabados de demostrar, hemos supuesto @ priort, situados los
dos tridngulos en un mismo plano y dispuestos de la misma
manera, cuya suposicion nos es licita en virtud del Lema
espuesto en el n.” 62. En efecto, despues de haber (n.° 8.)
reducido el tridngulo A/B‘C/ al mismo plano que el ABC, si de
antemano no lo estaba, podemos siempre hacerle girar, re-
wvolverle si es necesario, y aun aprozimarle al otro (escolio
del mismo mimero), de modo que dos de los lados supuestos
iguales en ambos tridngulos se hagan paralelos y se hallen en
la misma direccion 6 sentido.

N.” 67. Escotio 2.°—Aunque,’en la composicion de un
triangulo, entran siempre seis elementos, 4 saber, fres lados
y tres angulos, no por eso debe creerse que, para lener se-
guridad de que dos tridngulos son iguales, necesitamos saber
4@ priori que los seis elementos del uno son respectivamente
iguales 4 los seis elementos del otro. Basta en general saber
que lo son tres.

Debe, sin embargo, observarse que entre los elementos
supuestos ignales debe @ lo menos dirsenos un lado. Porque,
sea el tridngulo ABC (fig. 46) en el cual tiramos la recla B/C/
paralela a la BC; los dos triangulos ABC, A’B'(Y, tienen sus
tres angulos respectivamente iguales, 4 saber: el dngulo A co-
mun, y los angalos B y B!, G y €', respectivamente iguales
por correspondientes (n.” 51.); y biense ve, sin embargo, que
dichos tridngulos son desiguales.

Ademds, como entendemos (n.” 18.) por fignras iquales
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las que pueden superponerse, es claro que efectuada la snper-
posicion de dos tridngulos, _

A lados iquales se oponen angulos iguales ;—y recipro-
camente.—Asi pues, la segunda condicion necesaria para que
exista igualdad entre dos tridngulos con fres elementos dados
como iguales, es que cada dngulo 6 cada lado dado comoigual
esté opuesto a un lado Ggh un angulo igual tambien en ambos
triangulos.

Esta doble restriccion reduce mucho el nimero de casos de
igaaldad, los cuales, como facilmente pueden probarse, son,
respecto de los tridngulos oblicudngulos, solo ctatro esencial-
menle diversos: los' fres principales, finicos de que haremos
uso en lo sucesivo, han sido el objeto del n.” 63.

El caso de darse dos @ngulos respectivamente iguales y
el lado opuesto'd uno de ellos en cada Iridngulo, se reduce al
caso primero deln.® 63, porque (n.” 55.) el tercer dngulo debe
tambien ser igual en ambos tridngalos.

El coarto caso, realmente diverso de los precedentes, lo
esplicarémos mas adelante.

N.° 68. Escorio 3.°—El uso principal de la teoria de los
tridngulos iguales es simplificar muchas demostraciones, ahor-
rando superposiciones de figuras que, sin esle socorro, habria-
mos de efecluar muchas veces para probar la igualdad de al-
gungs rectas 6 de algunos dngulos que entran en ellas.

§. IV. Del cuadrilatero y de sus diferentes especies.
Teorema l. (Fig. 47.)

N.> 69. En todo cuadrilatero ABCD, la suma de los dn-
qulos es tqual @ CUATRO RECTOS.

Tirese la diagonal AC; la suma de los dngulos del cuadri-
litero es evidentemente igual 4 la de los dngulos de los Iridn-
gulos ABC, ADC; pero en cada tridngulo la suma de los dngu-
los vale dos recios (n.° 53.); luego, ele.

Conoranwo.  Si dos dngulos de un cuadrilatero son reclos,
los otros dos son el uno suplemento del olyo (n.” 28.).

N.270. Escouto. — Dos dangulos que tienen sus lados
reciprocamenle perpendiculares, son iguales o suplementa—
rios; — [es decir, iguales si son d¢ la misma especie , y su-
plementarios si son de especie dislinta],

En efecto, ohservemos primero que, en lodo dngulo dado
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BAC (fig. 48), podemos hallar un punto énterior O, tal que las
perpendiculares tiradas desde ¢l & AB, AC, determinen con
estos lados un cuadrildtero convexo ADOE. [Basta para esto
que los dos dngulos OAB, QOAC, sean agudos (n. 57.); de mo-
do, que si el angulo BAC es agudo, todo punto interior goza
de esa propiedad; y si es obluso, puede tomarse un punto
cualquiera de la bisectriz AL.]

Esto supuesto, sea la que quier? la posicion del dngulo
B'A'C’ [que no estd representado en la figura por ser muy
var-iable{ respeclo del angnlo BAC, se puede al menos asegu—
rar que los lados de aquel son (n.° 32.) respectivamenle para-
lelos 4 los del dngulo DOE del cuadrilitero ADOE, y por con-
siguiente (n.° 53.), que los angulos B'A’C’, DOE, son iguales
0 suplementarios, Ahora bien, en el cuadrilitero ADOE, los
angulos en A v en O son suplementarios (n.° 69, corol.);
luego los dos angnlos BAG, B'A/CY, son suplementarios 6
i guales; lo cual debiamos demostrar.

Del paraleldgramo y sus variedades.

N.° 71, Lldmase panareroeramo un cuadrilatero ABCD
(fig. 49) cuyos lados son paralelos de dos en dos. —De don-
de resulta necesariamente,

1.° que—Losparaleldgramos ABCD, A'B'C'D’, son igua-
les cuando tienen un angulo igual [A=A’] formado por dos
lados respectivamente iguales.

Porquesi colocamos el dngulo A’ sobre el dngulo A, como
ademds lenemos

A'B"= AB, A'C' = AC,

los pantos B', €, caerdn respectivamente sobre los puntos
B, C: por consiguientc las rectas B'D’, C'D’, deberdn tomar
las direcciones de BD y CDj; pues de lo conlrario resultaria
que por un mismo punlo, B 6 C, se habian tirado dos parale-
las @ una misma recta, lovcual es absurdo (n.° 34.).—Asi pues
las dos figuras se ¢onfandirdn exactamente.

2. que—UFEa todo paralelégramo los dngulos opuestos
son iguales (0.° 52, corolario 1.°).

Y 3.° que necierocatents: — Si los dngulos opuestos
de un cuadrilalero son iguales, la figura es un paraleld-
gramo.
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En efecto, tenemos (n.” 69.)

A + B+ D + € = 4 dngulos rectos;

jero, por hipotesis,
: A0, R

luego aquella igualdad equivale & estas otras dos :

(2A +2B=A1 reclos A +B=2 rectos
j i 3
{12D+20=4 rectos} » o donds {D+C=2 rectos}'

Asi pues (n.° 47.), los lados AC y BD, AB y CD, son pa-
ralelos de dos en dos. L.C.D.D.

Teorema 1. (Fig. 49.)

N.*72.  En todo paraleldgramo ABCD, los lados cpues-
tos [AB y CD, AC y BD] soh tguales de dos en dos.

Tiremos la diagonal AD, y comparemos los dos tridngulos
ABD, ACD: desde lulgo tienen el lado AD comun; y ademds,
los dogulos DAB, ADC, son iguales (0. 51.) por alternos-
interuos, y los angulos CAD, ADB, son tambien iguales por
la misma razon. Asi pues, los dos tridngulos son iguales por
tener un lado igual adyacente d dos dngulos respectivamente
iguales. Luego los lados BD, AC, opuestos i los angulos igua-
les DAR, ADC, son iguales, y lo mismo los lados CD, AB,
opueslos a los dngulos iguales CAD, ADB (véase el escolio 2.°
del n.° 67.). L.C.D.D.

Recipnocamente : — Si los lados opuestos de un cuadri-
litero ABDC son iguales de dos en dos, la figura es un para-
lelogramo;

Porque entonces los dos triangulos ABD, ADC, tienen
los tres lados respeclivamente ignales; de donde se infiere
(0.°87., escolio):

angulo BAD=dangulo ADC, y dngulo DAC=dngulo ADB;

luego (n.” 46.) las rectas AB y DC, BD y AC, son paralelas de
dos en dos.
N.°73. Escotto. —El teorema anterior puede tambien
enunciarse del modo siguiente :
Las partes de paralelas comprendidas entre paralelas
son tguales (*):—proposicion que comprende, como caso
particular, al teorema 1.° del ndmero 44.

(") Puéde demostrarse esta proposicion sin recurrir 4 la teoria

4
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Teorema IIL. (Fig. 49.)

N.” 74. Sidos lados opuestos, AB, CD, deun cuadrili~
tero ABCD, son iquales y paralelos, la figura es un paraleld-
gramo.

En efecto, tiremos la diagonal AD: los dos triangulos ABD,
ACD, tienen el lado AD comun, y AB=CD por el supueslg;
ademis, siendo AB paralela 4 CD, los dngulos DAB, ADC,
son iguales (n.° 51.) por alternos-internos. Asi pues, los dos
triangulos son iguales por tener un dngulo igual formado por
dos lados respectivamente iguales; de donde resulla el angulo
ADB opuesto al lado AB, igual al dngulo CAD opuesto al lado
CD; luego las rectas AC, BD, son paralelas, (n.° 46.).—
Luego, elc. :

N.° 75. Conouanio 1.°—FEn (odo paralelogramo ABCD
(fig. 49), la recta [EF 6 GH| que juma los puntos medios

E, F, 0 G, I] de dos lados paralelos, es igual y paralela a
0s olros dos. :

Porque, de ser iguales las rectas AE, BF, como milades
de las lineas iguales AC, BD, y de ser AE paralela i BF, re-
sulta (n.° 74.) que la figura ABFE es un paralelogramo; y que

se liene
EF = AB = CD.
Del mismo modo se demostraria que
GH=AC=BD.

Cororanio 2.°  Juntando las estremidades E, ¥, de dos
perpendiculares iguales, GE, HF (fig. 29), tiradas & una

de laigualdad de los tridngulos, por la superposicion de las figuras
ACD, ABD:— Hagase girar, como en el n.° 46., el tridogulo ACD al
rededor de I, punto medio de AD, de modo que [A venga a colocar-
se sobre 1D, é ID sobre TA. Supuesto que, en virtud del paralelismo,
tenemos

dngulo CAD = dngulo ADB, y dngulo CDA =dagulo BAD,

las reclas AC, DC, tomaran las direcciones de las DB, AB, y recipro=
camente: por consiguiente las dos figuras ABD, ACD, se confundirin
del todo, y darin

AC=BD, AB=DC
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misma reela AB [en la misma region], se obtiene una parale-
la @ esla reela.

Tambien es esla una consecuencia evidente del teorema
principal.
Teorema IV. (Fig. 50.)

N.*76. Las diagonales AD, BC, de un paralelégramo se
cortan muluamenle en dos partes iguales.
Sea el punto O el de interseccion de dichas diagonales; los
tridngulos AQC, DOB, son iguales por tener un lado igual
(AC=BD] adyacente & dos 4ngulos respectivamente iguales,

a saber ;
CAO = 0DB, ACO = OBD:

luego (n.” 67.)

AO=0D, BO =0C.

Advert.  El punto O se llama centro del paralelégramo.
Recierocanente: — 8i las diagonales de un cuadrilétero
se corlan mutuamente en dos paries tguales , la figura es un
paralelégramo.
Porque de 0A=0D, y BO=0C, se deduce la igualdad
de los tridngulos AOC, DOB (n.° 63, 2.° caso): de donde, por
consiguienle, se infiere

AB = CD, AC = BD;

asi pues, la figura ABCD es an paralelogramo (n.* 74.).

EscoLio.  La mayor diagonal, AD, de las dos de un pa-
raleldgramo ABCD (fig. 50), es la opuesta al mayor angulo.

Eq efecto, los dos tridngulos ACD, CAB, lienen comun el
lado AC; y el lado CD igual al AB: ademis, el dngulo ACD es
mayor que el CAB; luego, en virtud del escolio n.° 64., el
lado AD, opuesto & ACD, debe ser mayor que el lado CB,
opuesto a CAB.
Del rombo.

N.°77. Lldmase nomso, un cuadritdlero ABCD (fig- 51)
que tiene sus cuatro lados iguales.
Siendo el rombo, segun’ esta definicion (0.°72., recip.),
una variedad del paralelogramo, goza necesariamente de lodas
las propiedades de este. —Ast, por ejemplo (n.” 71.),
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Dos rombos son iguales cuando tienen igual un dngulo y
un lado.

Pero hay otra propiedad muy importante, particular del
rombo, que vamos d demostrar.

Teorena V. (Fig. 51.)

N.°78. Las diagonales de un rombo se corlan en dngu-
lo recto.

Comparemos los dos tridngulos AOB, AOC; y veremos
que lienen comun el lado AQ, el lado OC igual al lado OB,
(n.” 76.), y el lado AC igual al AB, por la naturaleza del
rombo. Luego estos dos tridngulos son ignales (n.” 63, 3.*" ca-
50); v dardn :

angulo AOC == angulo AOB.

Por consiguiente los cualro dngulos en O son reclos.
Recivrocamente: — 8 las diagonales de un cuadrilatero
se corlan mutuamenle en parles iguales y en angulo recto, la
figura es un rombo.
Porque entonces los cuatro tridngulos AOB, AOC, BOD,
COD, son iguales (n. 63, 3. caso) ; y din

Escouto. Volviendo 4 la propesicion direcla, se ve, en
virtud de la igualdad de los lridngulos AOB, AOC, que los
angulos CAO, OAB, opuestos & los lados iguales OC, OB, son
iguales ; de donde resulla que

En un rombo, cada diagonal divide en dos partes iqua-
les los dangulos que le corresponden [es decir, los dngulos en
cuyos vérlices tiene sus estremos|.

Estas tres proposiciones pueden tambien deducirse [icil-
mente de la leoria de las perpendiculares (n.” 41.), 6 de la de
los tridngulos isosceles (n.” 61.), haciendo abstraccion de la
ignaldad de los tridngulos.

Del rectangulo.
N.” 79. El recringuro es un cuadrilitero ABDC (figu-

ra 52) cuyos cuatro dangulos son rectos. — Tambien puede
decirse que es un paralelogramo cuyos lados conliguos son
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perpendiculares entre si; de donde resulla, em virlad de la
teoria de las paralelas, que sus cuatro angulos son reclos.

Dos rectangulos son tquales cuando tienen dos lados con-
tiquos respeclivamente iguales.

La propiedad caracleristica del rectingulo que le dislin-
gue de los demds paralelogramos, consisle en que:

Teorema V1. (Fig. 52.)

Las dos diagonales de un rectangulo son iguales.

En efecto, los dos tridngulos BAC, ACD, son iguales por
tener un dngulo igual comprendido entre dos lados respecti-
vamenle iguales; a saber: el dngulo recto CAB=ACD, AC
comun, vy AB==CD; de donde se deduce BC=AD.

Recivrocamente: — Si las diagonales de un cuadrilatero
ABDC son iguales y se corlan en partes iquales, la figura es
un reclangulo.

Desde luego ya sabemos que ABDC es un paralelogramo
(n.” 76., reciproc.); por consiguienle, solo nos falta probar
que los éingulos en A y en Cson ignales, puesto que su suma
vale tlos reclos (n.° 51.) En efecto, por hipolesis, v en virtad
de las propiedades del paraleldgramo, tenemos

A0 =0C = 0B;

de donde se infiere que los tridgngulos AOC, AOB, son isis-
celes, y dén (n.” 58.)
angulo CAO = angulo ACO ,
angulo OAB = angulo OBA =dngulo OCD ;
luego
CAO—+O0AB=ACO+0CD, 6 CAB= ACD.

L.C.D. D.
Del cuadrado. (Fig. 53.)

N.” 80. EI cuaoraoo es un cuadrildtero que tiene sus
cuatro lados iguales y sus cualro angulos rectos.

Esta figura es por consiguiente 4 la vez un caso particular
del romho y del rectangulo.—[Lo que la distingue del rombo
es el lener los cuatro angulos reetos. ]

Ast pues — El cuadrado tiene iguales sus dos diagona-
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les, como el rectingulo ; — vy dichas diagonales se corlan en
angulos rectos como las del rombo.

Ademids, los cuatro tridngulos AOB, AOC, COD, DOB,
son tsdsceles, rectangulos, é tquales entre si, es decir, super-
ponibles; mientras que en el rombo (fig. 51) son dichos tridn-
gulos rectingulos tambien, iguales y superponibles, pero no
wsdsceles; y en el recidngulo son isésceles sin ser iguales.

En una palabra, el cuadrado, por su forma siméirica, pue-
de ser considerado como el mas simple de los poligonos.

Del trapecio.

N.”81. No podemos menos de dar & conocer aqui otra
especie de cuadrildlero cuyas propiedades se enlazan natural-
mente con las del paralelogramo.

El trarecio es un cuadrildtero ABDC (fig. 54) que solo
tiene dos lados, AB, CD, paralelos.— Esos dos lados se lla-
man bases del trapecio; y la perpendicular IK comun 4 am-
bos, se llama altura del cuadrilitero.— Los lados no parale-
los se llaman lalerales.

Teoxema VIL (Fig. 54.)

En todo trapecio ABCD, la recta EF que junta los punlos

“ medios de los lados no paralelos, es paralela G las bases.

Tiremos, por ¢l punto F, la recta GFII paralela a AG, y
prolonguémosla hasta encontrar ¢n H 4 la CD tambien pro-
longada : asi oblenemos dos tridngulos GFB, DFI, iguales
entre si por lener un lado FB==FD, adyacente 4 dngulos
iguales; & saber: los dngulos en F iguales entre si (n." 29), v
el angulo FBG igual al dngulo FDH (n.” 51.) De aqui resulta
necesariamente FG=FI. Ademds, por construceion, GI es
paralela @ AC; luego (n.* 75., corol. 1.") EF es paralela a
ABy a CD. L.C.D.D.

ReciprocanenTe : — Si una recta pasa por el punto medio
E de uno de los lades no paralelos, y esparalela & las bases,
debe tambien pasar por el punto medio F del otro lado.—
Porque si asi no faera, resullaria que se podrian tirar por el
punto E dos paralelgs & AB.

N.° 82, Escolio1.°—De laigualdad de los tridngulos GFB,
DFH, se deduce lambien GB= DH.— Eslo supueslo, se lie-
e primero, & causa de los paralelogramos AGFE, CEFIT,
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EF = AG =CH;

pero la figura dd tambien

AB=AG+ GB, CD=CH— DH;
de donde , sumando,

AB + CD == AG + GB + Cll — DH;
6, suprimiendo los términos iguales, +GB, —DH, que se
destruyen,

AB +CD = AG + CH = 2AG = 2EF.

Luego linalmente
AB + CD.

EF = ) 3

lo cual prueba que
La recta que junta los puntos medios de los lados no pa-
ralelos es igual ala semisuma de las bases.

Escouto 2.°  La misma recta estd & tqual distancia de las
dos bases.— Porque tirando por el punlo E la perpendicular
MEN, podra probarse como antes la igualdad de los Widngu-
los AEM, NEC; de donde, por consiguiente, se dedueira
EM = EN. ' X

Escorto 3.° Las dos propiedades comprendidas en el feo-
rema VII y el primer escolio, son aplicables al tridngulo, que

uede considerarse como un trapecio que liene aule una de
as bases. —Asi, puede decirse que
En todo tridngulo, la recta que junta los puntos medios
de dos lados cualesquiera, es paralela al tercer lado ¢ igual
@ su mitad : — proposicion que podria lambien demostrarse
directamente por la consideracion del tridngulo CAB de la fi-
- gura, lirando por ¢l punto O, medio de CB, la recta ROS
paralela 4 CA, y comparando como anteslos tridngulos OBR,
0CS.
§ V. Delos poligonos convexos en general.

[ Véase lo dicho en los nimeros 35 y siquienles sobre los
poligonos en general , y sobre los convexos en parlicular. ]

LEMA (Fig. 53.) '

N."83. Todo poligono, ABCDEFG , puede descompo-
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nerse en lantos triangulos como lados tiene, menos pos.
Para esto, basta tirar por uno de los vértices, A, diagona-

les & todos los otros. Esevidente que cada uno de los tridngn-

los estremos, ABC, AGF, se lleva dos lados del poligono,

mientras 4 cada tridngulo ntermedio solo corresponde uno.
Luego, designando por 2 el nlimero lotal de lados de un

poligono, serd (n — 2) 1a espresion del niimero total de tridn-

gulos en que puede dividirse.

Escorto. Tambien se puede efectuar la descomposicion de
un poligono en triangulos, junlando un punto interior cual-
quiera O (fig. 56) con todos los vértices del poligono, en cuye
caso resultan evidentemente tantos tridngulos como lades hay.

Teorema L. (Fig. 55.)

N.”84&. La suma de los angulos interiores de un poligo-
no convexo es igual a tantas veces pos RECTOS como unida-
des tiene el numero de sus lados, menos pos.

En efeclo, si desde el punlo A tiramos diagonales d todos
los demds vérlices, la suma de los dngulos del poligono equi-
valdrd evidenlemente 4 la de todos los dngulos de los tridngn-
los resultantes. Ahora bien, en cada tridngulo, la suma de los
lres angulos es igual 4 dos recfos (n.° 55.); y como hay tan-
los tridngulos como lados, menos dos (n.” 83.), resulta, ete.

N." 85. Escouio 1.°— Sea n el niimero de lados ; la es-
presion abreviada de la suma de los dngnlos del poligono, serd

2 (n—2), 62 —4

efectuando la multiplicacion por las reglas de la maltiplicacion
algebrdica.

La altima espresion nos ofrece este enunciado:

La suma de los angulos de un poligono es igual & tantas
veces un reclo cuantas unidades tiene el duplo del mimero de
lados, menos cualro.

Se demuestra la proposicion enunciada de este modo, re-
curriendo al segundo modo de descomponer un poligono en
triangulos indicado en el naim. 83. Es claro, en efecto (fig. 56),
que la suma de los dngulos del poligono equivaled la suma de
los dngulos de los tridngulos que tienen un vértice en O, dis-
minuida en la suma de losdngulos formadosal rededor de di-
cho punto, los evales equivalen 4 4 rectos (n.° 31.); luege, ele.
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Hagamos sucesivamente, en las dos espresiones prece-
denles,
n=3, =4, n=>5, n=6,..; y. obtendremos,
de la primera,
2xd, %2 2%3; 2% 4., 62,4, 6,8,..;
y de la segonda,
6—4, 8—4, 10—4, 12—4,..., & 2,4, 6, 8,...,
segun que los poligonos son de 3, 4,5, 6,..., lades,
resultado conforme con los leoremas de los n.°555y 69.

N.” 86. Escorio 2.°— Si el poligono dado es equiangulo,
es decir, si todos sns dngulos son iguales, se liene por valor
de. cada uno

2(n—2) , 2n—4
0 +
u n

Asi, en el ridngulo equilatero (n.° 58.) cada uno de los

; =k ol Bhy
dngulos vale —5 03 de dngulo recto.

Ly (e
, 0 lo

En el cuadrado (n.° 80.), cada dngulo vale

que es lo mismo un recto.

y LB 8
Asi se hallaria 5%

pentagono, del exagono, del epldgono,..., supuesto que fue-
ran equiangulos.

10
ey PATA valor del dngulo del

A : ; 4
La espresion , que equivale 4 2— = prueba que

/]

En los poligonos equiangulos de mas de euatro, los dn-
gulos son siempre obtusos.

Tronema II. (Figs. 55y 56.)

N.87. En todo poligono convewo ABCDEFG, si se
prolongan todos los lados en el mismo sentido (7), la suma

(") Esta espresion, en el mismo sentido, significa que, dando
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de los angulos esteriores, aBC, CD, ¢DE,..., que vesultan,
es tgual ¢ 4 reclos.

En efeclo, se ve, en la figura y en virtad del n.° 29, que
los dngulos internos y esternos, formados en los puntos A, B,
C,..., sumados equivalen d fantas veces dos rectos como vér-
tices hay 0 lados tiene el poligono; por consiguiente, esta
suma escede 4 la de los dngulos internos solos en 4 rectos; lue-
go valdran cuatro reclos 1a suma de los dngulos eslernos.

De otro modo :—Si desde un punto O (fig. 57) tomado ar-
bitrariamente en el plano del poligono, se tiran las rectas Oa’,
Ob', O¢', ..., respectivamente paralelas & Aa, Bb, Ce,..., los
angulos a'Ob' y aBb, 0'0¢’ y bCe,..., son iguales de dos en dos
(n.” 52.); luego la suma de los a’Ob’, b'0¢',..., serd igual 4 la
de los aBb, bCc... Pero los primeros valen 4 dngulos reclos
(n.° 31.); luego tambien valdrin 4 rectos los segundos.

Escouio.  Un poligono convezo no puede tener mas de
tres angulos agudos ;

Porque con solo hacer cualro, resullaria que la suma sola
de los cuatro angulos esternos correspondientes valdria mas
de cualro reclos.

Condiciones de igualdad entre dos poligonos convemos.
Teonema III.

N."88. Dos poligonos convezos se confunden necesa-
riamente cuando lienen comunes los vértices.

Desde luego, es claro que coinciden lodas las rectas que
(sean lados 6 diagonales) juntan de dos en dos los dichos vérti-
ces.—Ademds, no puede ser que un lado del primer poligono
sea diagonal del sequndo; porque, si lo fuera, resullaria
(n.”36., 3.°) que.los vérlices del primero no estarian todos si-
tuados en la misma region respeelo del tal lado; lo cual implica
conoe-a:ia(h;ccz'on con la naturaleza de los poligonos convexos
n.” 36.).

: Luego, si todos los lados del uno coinciden con los del otro
respectivamente, ambos poligonos se confunden y son iguales.

la vuelta al poligono desde A, por ejemplo, hicia B, C, D,..., se-
ria necesario, antes de pasar del lade AB al siguiente BC, de este
al CD,..., prolongar siempre hdcia adelante, por ejemplo, el lado que
se dejuba, ABag, BCH, CD, ...
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Teorema IV. (Fig. 58.)

N.° 89. Dos poligonos ABCDEF, A'B'C’'D'E'F’, son igua-
les cuando, ademas de tener igual un lado [AF=A'F"], lie-
nen tquales rvespeclivamente, y dispuestas en el mismo oOr-
den, lus distancias de los estremos [A y A', F y ¥'] de dicko
lado & los demas vértices B, C, D,... B/, C/, I,...

Es decir, si lienen

AB= AR, | AC=A'CY ' AD =AD" ..,
y FB ="FEB'} WEC==FQ@L B ==FI, .5

En efecto, movamos [¢omo en el n.° 62.1 al segundo po-
ligono en su plano, de modo que el lado A'F’ venga 4 colocar-
se sobre su ignal AF. —Supueslo que, por hipotesis, tenemos

AB=A'B, FB=F'D,

los dos tridngulos ABF, A’B’F’, son iguales (n.” 63, 3.¢" easo),
y se confundirdn exaclamente : luego el punto B/ caera on B.—
De la misma manera, siendo

AC=AC, FC=F'C,

¢l punto €/ caerd en C. Y asi irfamos viendo como deben
coincidir todos los demas vértices D y D', E y E, ... de losdos
poligonos.—Luego eslos (n.” 88.) se confundirinexactamente
y serdn iguales.s

Escorio 1.° Cuando decimos en el enunciado, que las dis-
tancias iguales ABy A’B/, ACy A’C/...., FB y F'B/, FC
y F/C/,..., estdn dispuestas en el mismo drden, queremos
signilicar que las lineas A'B’, A’C/,..., F'B/, F'(/,..., siguen
entre si el mismo Orden de posicion relativa, que sus iguales
AB, AC,..., FB, FC,...; en otros lérminos, dichas lineas
pueden siempre suponerse respectivamente paralelas de dos
en dos y dirigidas en el mismo sentido.—(Vease el escolio del
lema n.° 62.)

Debe sin embargo tenerse entendido, que el teorema pre-
cedente no falsearia aun cuando los dos poligonos no luvieran
la posicion indicada por la fig. 58.

N.° 90. EscoLio 2.° —Si designamos por n el niimero de
lados de cada poligono, el nGmero de datos supunestos igaales
en el teorema precedente, es evidentemente igual & (2n —3).
Porque el ndmero de los vértices distintos'de A, ¥, 6 A, F/,
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es (n—2) en cada poligono, y por consignienle habra
2 (n—2), 6 (2n—4), pares de distancias iguales

AB=AB', AC=A'C',..., y FB=F'B/, FC=F'(V,...

Pero al nimero (2n—4) es preciso anadir 1, 4 causa de
AF=A'F': luego, el ndmero total de dalos resulta igual i

@n—4-+1) 6 (2n—3).

De esto se puede concluir, por indaccion, que el niimero
de datos iguales necesario para admitir la ignaldad de dos po-
ligonos, es (2n—3), espresando n el nliimero de lados.

Asi, en el tridngulo el ndmero de datos es de2x 3—3,0.3;
en el cuadrilitero, 2x4—3, 6 5; ele.

Pero hay que pouer ciertas reslricciones, como hicimos
respecto del tridngulo (n.° 67.). Por ejemplo, si se toman en
consideracion los dngulos, es necesario que los dngulos que
sesupongan iguales estén comprendidos, 6 puedan considerar—
se como comprendidos entre lados respectivamente iguales,
cuya condicion es consecuencia necesaria de la naluraleza de
las figuras superponibles.

Ademds, nunca deben darse mas de (n—1) 4ngulos igua-
les en las dos figuras, porque (n.”84.) la suma de los dan-
gulos debe ser la misma en ambas, teniendo un mismo niime-
ro de lados; ele.

Hé aqui tres casos de igualdad que conviene conocer :

Teorema V. (Fig. 58.)

N.°91. Dospoligonos[de n lados], ABCDEF, A/B'C/D'E‘F,
son {quales,

1.° Cuando tienen (n—1) lados consecutivos respectiva—
mente iguales, é iguales tambien los (n—2) angulos forma-
dos por dichos lados;

2.° Cuando tienen iguales (n—2) lados consecutivos, é
iquales tambien los dngulos que dichos lados forman entre
st y con los dos restantes ;

3.° Cuando consian del mismo- mimero de {riangulos
respectivamente tguales y colocados del mismo modo [ABC y
A'B'C’, ACD y AC'DY,...].

La demostracion de los dos casos primeros se hace por el

método de superposicion indicado al fin del n.° 62. Unicamen-
te observarémos que, en el primer caso, cuando se haya efec-
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wado la superposicion del pendltimo lado D'E’ con su igual
DE, como los puntos F y F/, E y E habrin coincidido, el 41-
timo lado E'F’ serd necesariamente igual i EF ; y los dos dan-
gulos D/E/F’, E’F/A’, serdn lambien respectivamente iguales
i los DEF, EFA, & causa de la superposicion. — Luego hay
bastante con (2rn—3) elementos dados ignales.

El mismo raciocinio debe hacerse en el segundo caso.

En el tercero pueden superponerse directamente los tridn-
gulos supuestos iguales en los dos poligonos, quedando estos
en consecuencia superpuestos;—o bien puede decirse: — Los
triangulos A’B'C’, ABC, son iguales, y dardn iguales sus lados
y sus dngulos respectivamente: lo mismo los tridngulos A’CD’,
ACD, y los demas. — De esta consideracion es facil con-
clair,—1.° que los lados de los des poligonos son respeeti-
vamente iguales; — y 2.° que sus angulos son tambien igua-
les por constar de dngulos iguales de los tridngulos dados. —
De este modo el tercer caso se comprende en los dos pri-
meros.

N.”92. Escorio.—Observarémos respecto del Gltimo ca~
80, que, como lenemos (n.” 84.) en cada poligono, (n—2)
triangulos de los cuales el primero exige tres dalos y los demds
dos cada uno, resullan

3+2 (n—3), 6 3+2n—6, 6 finalmente (2n—3)

datos supuestos iguales, como arriba.

Adverlimos ademas en este caso, que por la espresion ¢o-
locados del mismo modo, debe entenderse que los tridngulos
iguales componentes de los poligonos, estin de tal modo dis-
puestos que sus angulos iguales reunidos forman dngulos igua-
les respectivos en ambos poligonos. De lo contrario, los poli-
gonos, aunque compueslos de parles respectivamente ignales
y superponibles, no podrian uno 4 olro superponerse.

N.° 93. EscoLio GENERAL sobre todos los casos de igual-
dad precedentes.
as reciprocas de las proposiciones comprendidas en los
enunciados de los teoremas IV y V son consecuencias nece-
sarias y evidentes de la naluraleza de las figuras iguales y su-
perponibles.

Llamanse lados y angulos homdlogos, los lados y los én-
gulos respectivamente superponibles en dos figuras declaradas
ignales: vértices homdlogos, los de dngulos homologos; diago-
nales homdlogas, las que juntan dos vértices homologos.—
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En general, limanse puntos homdlogos, dos punlos que, con
las estromidades de dos lados homélogos, forman dos Lriangu-
los iguales y dispuestos del mismo modo en ambos poligo-
nos.—Finalmente, reclas homdlogas son dos rectas que junlan
puntos homologos; y las porciones de ellas terminadas en los
puntos dichos necesariamente son fguales.

§ VL. Teoremas varios.

Concluirémos este capitulo con algunas proposiciones muy
curiosas 0 bastante utiles, aunque no forman parte esencial de
la leoria. ,

Teonena 1. (Fig. 59.)

N." 94. En todo triangulo ABC, un dngulo cualquiera
C es necro, AGUDO, % oBTUSO, sequn que la vecta GD que
Junta su vértice con el punto medio D del lado opuesto AB,
es 1GUAL, MAYOR, 6 MENOR que la mitad AD de dicho lado.

1.° Sea CD=AD=DB;
resulla (n.” 58.)
angulo CAD=dngulo ACD, dngulo CBD=dngulo BCD;

lo cual proeba que el angulo total C es igual & A +B.
Pero tenemos (n.°55.)

A +B 4 C=2rectos;
luego el angulo, mitad de esta suma, vale un recto.

2° Sea CD> AD 6 > DB;
resulta (n.” 59.)

CAD > ACD, CBD > BCD;

de donde dngulo A + dngulo B>ACD + BCD, 6 A 4 B>(:
y como tenemos A +B -+ C =2 reclos,

resulta que G debe ser necesariamente menor que un recto, es
decir, agudo.

3.° Sea CD << AD 6 < BD;
sera CAD < ACD, CBD < BCD;
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de donile A+B<C;
pero A B+ C =2 rectos;
luego, C > 1 reclo,

Escorto.  Por medio de esta proposicion se puede conocer
inmediatamenle la especie de undngulo cualquiera en un trian-
gulo dado.

Teorena II. (Fig. 60.)

N.”95. Las bisectrices AA', BB', CC', de los tres angu-.
los de un tridngulo ABC, se cortan en un mismo punto O.

En efecto, considerémos primero las dos bisectrices CC' y
AA; hemos visto (n.° 43.) que cualquier punto de la primera
esta equidistante de los lados CAy CB, y que cualquier punto
- de la segnnda esta tambien equidistante de AC yde AB; luego
¢l punto O en que ambas se encuentran, estd digual distancia
de las tres rectas A(C, CB, BA. Luego dicho punto (n.° 43,
escol. 1.%) corresponde tambien & la bisectriz BB'.

Esconio. Si re prolongan los lados AC, AB, hasta L, I,
y se consideran las bisectrices de los dngulos LCB, GBI [que,
segun vimos en el namero 43, escol. 3.°, forman dngulos rec-
tos con CC' y BB'], esas dos biseclrices se cortan en un pun-
to O' situado en la bisegiriz del éngulo A.—Esto es evidente,
porque el punto O’ esld equidistante de AC y AB.

Teorema IIL. (Fig. 61.)

N.® 96. Las perpendiculares levantadas en los puntos
medios A, B, C', de los tres lados de un triangulo, se cor-
lan en un mismo punto O.

Desde luego sabemos que Jas dos perpendiculares CI, B'K,
se encuentran siempre (n.° 50, escol. 2.") en un punto O, que
dista igualmente (n.° 41.) de Ay de B, de Ay de C, y por
consiguiente de los dos puntos B, C. Luego ese mismo punto
O pertenece (n.° 41, escol. 1.%) a la perpendicular levanlada
en A', medio de BC,

EscoLio. El encuentro de las tres perpendiculares puede
verificarse, unas veces dentro y otras fuera del lriangnlo.

Teonena IV. (Fig. 62.)
N.97.  Las perpendienlares AN, BB, CC!, bajadas des-
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de los vértices de un triangulo a los lados respectivamente
opueslos, se corfan en un mismo punto.

Tiremos, por los puntos A, B, C, las rectas B"C"’, A"C",
AB", respectivamente paralelas @ BC, AC, AB.—Supuesto
que, por construccion, es CB paralela @ AB”, y AB paralela &
CB'", resulta (n.”71.) que ABCB", ACBC", son paralelogramos;
por consiguiente, lendremos (n.” 72:)

CB=AB"=AC(";

de donde se infiere que A es ¢l punto medio de B”C'’. Del
mismo modo se probaria que los puntos B y C son los medios
respeclivos de A”/C'’, A”B"; luego las perpendiculares AA',
BB, CC’, se hallan levantadas en los puntes wedios de los la-
dos A"B", A”C/, B'C/, del tridngulo AVB”C"; y la proposi-
cion se reduce 4 la del teorema precedente.

Escotio.  El encuentro de las tres perpendiculares puede
tambien verificarse unas veces dentro y otras fuera del tridn-
gulo.

Trorema V. (Fig. 63.)

N.” 98. Las rectas AA!, BB, CC/, tiradas desde los vér-
tices de un tridngulo G los puntos medios de los lados res—
peclivamente opueslos, se cortan en un mismo punto.

Considerémos primero las dos reglas AA’, CC’; ysea O
su punto de concurso. Tiremos la recta A’C’, y por los puntos
A7, C", medios de OA, OC, tiremos la A”C"”. Pasando la recta
A’C por los puntos medios de CB y AB, es paralela @ AC
(0. 82, escol. 3.°); por la misma razon, la A”’C’” es tambien
paralela 4 AC; y ademds cada una de ellas es igual & la milad
de AC (n.° 82, escol. 3.%). _

Eslo supuesto, los triangulos OA'C’, OA”C”, son iguales
por tener un lado igual [IA*C’zz&"C*’] adyacente 4 dos angu-
los respectivamente iguales [C’A’O=C""A"0, A'C’'O=A"C""0)
(n.° 51.)]; y de su igualdad puede concluirse que OC’=0C",
OA’=0A"Pero ademastenemos, por construceion, OC'=C"C,
OA"'=A"A; luego el punlo O estd situado en las rectas AA’
y CC, al tercio de cada cual, partiendo desde CB y de AB.

Del mismo modo se demostraria, considerando las rectas
AA’, BB, que su punlo de interseccion debe hallarse al ter-
cio de AAY, partiendo desde CB: luego necesariamente las
tres rectas AA’, BB', CC', se encuentran en un mismo punlo
interior Q.
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Escouio. Este punto se halla situado, respeclo de cada
lado del tridngulo, en la recta que junta el punto medio del
lado con el vértice opuesto, en el lercio de su longitud con—
tande desde el lado, y & los dos tercios conlando desde el
viaplice.—Lo cual es consecuencia natural de la demostracion
que acabamos de dar.

Teonema VI (Fig. 64.)

N.° 99. Tirense en un paralelégramo cualquiera ABDC,
las bisectrices de los cuatro dngulos: )

St se junta el punto de encuentro E de las bisectrices de
dos dngulos adyacentes & un mismo lado AC, con el punto
de encuentro ¥ de las bisectrices de los dngulos adyacenles
al lado BD opuesto al ofro, la recta EF que resulia es 1."—
pavalela a los otros dos lados; 2.° —igual a la diferencia

_de los lados configuos [AB — AC].

Prolonguemos primero las bisectrices opuestas, CE, BF,
hasta sus encuentros respeetivos en G y en K con AB y CD.

Por ser paralelyg AB y CD, el dngulo AGC es igual al an-
galo GCD, y por consiguiente al ACG, que, como GCD, es
milad de ACD. Ademis, los dos dngulos ACG, KBA, son lam-
i)ien iguales por ser mitades de los dngulosiguales ACD, ABD;

uego
angulo CGA = dngulo KBA.

Luego las dos rectas CG, KB, son paralelas (n.° 52, recip.);
y la figura CGBK es un paralelégramo. ,
Ademis, el riangulo ACG es isosceles, a causade la igual-
dad de los dngulos en G y en G; por consiguiente (n.* 61.)
Ja bisectriz AE divide & CG en dos partes iguales; y sera
CE= EG.—Del mismo modo s¢ demostraria, considerando el
tridngulo DKB, que KF = FB; luego
1.° EF esparalelada ABy aCD;
2" EF=GB=AB— AG=AB— A(.
L.C.D.D.
Escouio. Los dos wridngules AEC, AEG, son reclingu-
los (n.° 51.), y tambien los DFK, DEB, de lo cual resulta que
prolongando la DF basta su encuentro en I con CG, y la AE
hasta su encuentro en L con BK, se forma un paralelogramo
rectingulo EIFL, que se transformaria en cuadrado si fuera
9
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veclangular la fignra propuesta, porque entonees las diagona-
les EF, IL, respectivamente paralelas @ AB, CD, ya AC, BD,
se cortan en dngulos rectos (véase el n.° 80.). Finalmente, el
rectdngulo resullante desaparece o se reduce d un punto cuan-
do la tignra propuesta es un rombo, porque entonces se con-
funden de dos en dos las biseclrices.

Teorena VII. (Fig. 47.)

N.° 99 bis. En lodo cuadrilitero ABCD , las dos reclas
EF, GK, que juntan los puntos medios respectivos de los la-
dos opuestos, y la recta 1L, que junta los puntos medios de
las dos diagonales, concurren en un mismo punto, y se divi-
den mituamente en dos partes iguales.

Tirense las rectas 1G, GL, LK, KI. Puesto que en ¢l
tridngulo BAD, los puntos L y G son los medios de BD, y AD,
resulta (n.” 82.) que la recla LG es paralela & AB é igual 4
su milad. Asimismo, en el triangulo ABC, la recta 1K, que
junta los puntos medios de CA y CB, &s paralela 4 AB é igual
4 su milad. Luego las reclas LG, IK, sokigua!es y paralelas;
por consiguiente (n.” 74.) la figura IGLK es un paralelogra-
mo que tiene por diagonales a IL y GK: luego, eslas reclas
?eben corlarse en O, punlo medio de cada una de ellas
n.° 76.)

Del mismo modo se probaria que la figura EIFL es un pa-
ralelogramo (ue tiene por diagonales & 1L, EF. De donde re-
sulta que la recla EF pasa por el mismo punto O, quedando
alli dividida en dos partes iguales; —{lo cual demuestra el
leorema enunciado.

Advert. Cuando ABCD es un paralelogramo, los puntos
I, L, se confunden con el punto O; y las figuras IGLK, EIFL,
se reducen & las dos rectas GK, EF.

Teonema VIII. (Fig. 65.)

N.° 100. En un poligono convexo de n lados, el nime-
(n—3)n
TR
Concibamos que se junta un vérlice A con todos los olros

[escepto los inmedialos B, G]; es claro que resultardn (n—3)
- diagonales. :

ro total de diagonales estd representado por
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Como podemos hacer el mismo raciocinio respeclo'de cada
uno de los n vértices, resulta que el nimero (otal de rectas de
union tirada, habria de ser (n —3) n.
Pero observemos que obrando asi, trazibamos dos veces
cada recta; luego el ndmero verdadero de diagonales solo es
la mitad del anteriormente hallado.

(n—3)

n 4
5 8 laespresion del nmero to-

tal da diagonales diferentes.
Haciendo sucesivamente n—=3, 4, 5, 6, 7, 8....,
n—3)n

: (——r ) =0, 2, 5, 9, 14, 20,....
Ast, en la figura presente, que es an epldgono, puede

comprobarse que liene catorce diazonales.

Luego finalmente

se hallara. . .

CAPITULO 1.

DEL CIRGULO Y DE SUS COMBINACIONES (ON LA Lil\'EA RECTA.

N."101. A las definiciones y proposiciones preliminares
espuestas en los n.% 13,..., 16, es necesario agadic algunas
olras,

Observemos primero que

Una linea rectano puede encontrar ¢ una i reunferencia
decirculo en mas de dos puntos :

Porque si pudiera encontrarla en tres puntos, lirando deg-
de ellos rectas al centro, s tendrian (n.° 13.) tres rectas igua-
les desde un punto 4 una misma recta, lo cual es un absurdo -
(0.” 40., corolar.).—De aqui se infiere que

La circunferencia de circulo es una linea conveaq (n." 36.).

Esto supuesto, se llama secante de un circulo, toda recta
AB (fig. 66) que le atraviesa encontrando 4 su circunferencia
en dos punios G, D. La parte CD de la secante, interior al
circulo, se llama cuerda (n.° 14.); y las prolongaciones CA,
DB, partes esternas de la secante.

.
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N.°102. Ordinariamente se define la TANGENTE al cfreu-
lo, diciendo que es una recta que solo tiene un punlo comun
con la circunferencia (7): lo coal se logra tirando por un pun-
to cualquiera I de la eircunferencia, una perpendicular P() al
radio OI; porque si tiramos despues cualquier otra recta OH
desde el centro 4 la perpendicalar tendremos OH=>0I(n." 39.);
por consigaiente, todos los puntos de estarecta, menos el pun-
to I, estén situados fuera del circulo.

Cuando una recta es tangente al circulo, se dice recipro-
camente que el circulo es langente d la recta; y el punle que
les es comun se llama punto de fangencia 6 de conlacto.

La propiedad de la tangente de ser perpendicular al ra-
dio que pasa por el punto de conlacto, es caracleristica de
ella; porque sise concibe, reciprocamenté, una recla que len-
ga un solo punto comun con la circunferencia, y todos los de-
mas fuera del circulo, ¢l radio desde el ceniro al punlo comun
es mas corlo que lodas las demds lineas que pueden lirarse
desde el centro 4 la recta; por consiguniente (n.° 39.) dicho
radio le serd perpendicular.

De aqui se infiere evidenlemenle,

1.° que—Por un punto dado en una circunferencia, so-
lo se le puede tirar una tangente;

2.° que — Por un punlo interior no se le puede tirar
ninguna ;

3.° que— Las perpendiculares, MN, PQ, tiradas ¢ un
didmetro IL en sus estremos, son langenles paralelas en-
Ire st;

y 4.° en fin, que, reciprocanente,— Dos fangentes para-
lelas tienen sus puntos de contacto en las estremidades de un
mismo diametro y le son perpendiculares.

N.°103. Se dice que un poligono estd iNscriro & un cir-
culo cuando todos sus vértices se hallan en la circunferencia;
en cuyo caso los lados del poligono son cuerdas del circulo.—
Se dice que un poligono estd circunscrito 4 un circulo cuan-
do todos sus lados le son (angenfes.

Los 4ngulos del primer poligono se llaman dngulos inscri-
tos al circulo; y los del segundo, dngulos eircunscritos.

(*) Adoptarémos por ahora esta definicion, de cuya exactitud ha~
blaremos mas adelante, y especialmente en el Apéndicea los dos pri-
meros libros, coando'tralemos de las curvas en general y de sus
tangentes.
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Observemos con este molivo, que si las dos tangentes
QP, O'P (fig. 66), se encuentran en un punlo P, las partes
Pl, PI, comprendidas entre el punto de concurso y los pun-
tos respeclivos de conlacto, son tquales.

Porque lirando por el centrodel circulo, y por el punto P,
la recta POG, v doblando la ligara Q'PG por PQ, se. podrin
hacer coincidir los puntos I, I(n.* 14.), y por consiguiente
las dos partes de recta P, PI. L

Observemos lambien que esas dos tangentes delerminan
dos porciones distinlas en la circunferencia, una Kl que vael-
ve su converidad hicia el punto P, y olra que presenta al
mismo punto lo que se llama su concavidad.

Pronto nos serd muy Gtil esta altima observacion.

Establecidas estas nociones, indiquemos Jla division del
presente capitulo, que conslard de cuatro parrafos. Bl prime-
ro tratard de las propiedades de las cuerdas, de las secantes
y de las tangentes; el segundo, de la medida de los dngulos;
el tercero, de los poligonos inserilos y circunscritos; el cuar-
lo, en fin, de los circulos secanles, tangenles, esteriores 6
inleriores unos a olros.

S L.— De las cuerdas , secantes y tangentes.
Teonema L. (Fig. 66.)

N."104. Kl didametro, 1L, del circulo es la mayor de lo-
das las cuerdas.
Si se liran 4 las estremidades de una cuerda cualquiera
CD, los dos radios OC, OD, tendremos (n.’ 38.),

0C+ 0D > (D;
Y. por consiguiente,
Ol+0OL>CD, & IL>CD.
Teonema II. (Fig. 67.)

N."105.  La perpendicular Ol, bajada desde el centro de
un clreulo @ unacuerda AB, la divide en dos partes iguales,
como tambien al arco que subtende dicha cuerda.

Prolénguese la CO hasta ), ydéblese la figura por el did-
metro GD. Desde luego, los dos semi-circulos DBC, DAC, se
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confundirdn (n.° 13.). En seguida, siendo rectos los dos an-
gulos en 1, deberdn tomar la misma direccion las rectas IA,
IB; y los puntos A, B, se confandirdn ignalmente ; luego

e S ) A i) et 1
2°% ... ... arco AC = arco CB,
y arco AD = arco DB. L AGe Do

N.°106. Escouto.— La recta CD cumple evidentemente
astas cinco condiciones diferentes: —1." — pasar por el cen-
tro del efrculo;—2.* —dividir en dos partes igualesd la cuer-
da AB;—3.° y 4.2—pasar por C, D, puntos medios de los ar-
cos ACB, ADB;—y 5.%—ser perpendicular i AB.—Ahora
bien, como verificandose dos de eslas condicionesse verifican
forzosamente las demds, resultan tantos leoremas distintos
como combinaciones pueden hacerse con cingo cosas tomadas
de dos en dos, es decir, con arveglo & la teoria de las-combi-

naciones, 5_:#, 010.

Podriamos pues establecer aqui dies proposiciones diver—
sas (incluso el teorema precedente); pero nos limitarémos
citar las signientes, que son las dnicas susceplibles de fre-
cuente aplicacion.

1.* La perpendicular 1D, levantada sobre una cuerda
AB en supunto medio 1, pasa por el centro y por los puntos
medios de los arcos correspondientes ;

2.%  La recla Ol, tirada por el cehlro y por el punto I,
medio de la cuerda AB, loes perpendicular y pasa por los
punlos medios de los arcos;

3.2 La recta OC, tirada por el centro’y por el punto C,
medio de un arco, es perpendicular & la cuerda subtenden-
te AB, y pasa por su punlo medio y por el punto medio del
olro arco ; —ele.

Todas eslas proposiciones se demostrarian ¢ direcltamente,
6 ad absurdum, con ayuda del teorema principal.

Observarémos tinicamente que de la segunda proposicion
enunciada se infiere que ;

Dos ewerdas que se cortan milluamente en parles iguales,
son necesariamente didmelros.

Porque 'si no paséran por el centro, la recta que juntira
este punto con el puntemedio comun de ambas cuerdas , se-
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ria & la vez perpendienlar & dos reetas concurventes ; lo cual
es un absurdo (n.° 27.).

Teonema 1L (Fig. 68.)
N.° 107. En un mismo cirenlo:

Los arcos AG, BD, comprendidos entre dos cuerdas pa-
ralelas AB, CD, son iguales ;

Y lo mismo se verifica aunque una de las cuerdas se con-
vierle en langente PQ), 0 aunque ambas rectas paralelas sean
Langentes, como MN, P().

Primer caso.  Bajemos desde el punto O la perpendicular
OL, comun & las dos cuerdas ; debera pasar por los punlos
medios de los arcos subtendidos por AB, CD; y dara

arcoAL=arco LB, arco CL=arco LD;
de donde se deduce

arco AL — arco CL =arco LB —arco LD,
0 arco AC =arco BD. :

SeGuNDo ¢aso.  Sean la cuerda AB y la tangente: MN.—
Juntando el centro O con L, punto de contacto de la tangente,
la recta OL serd un tiempo perpendicular 4 MN (n.° 102.)
v @ su paralela AB; por consiguiente {n.° 105.), los arcos AL,
LB, son iguales.

Tencen caso.  Sean las dos tangentes paralelas MN, P(),
—Hemos probado (n.° 103, 4.%) que LOI es un didmetro; lue-
g0 los arcos LAI, LBI, son semi-circunferencias (n.°13.), v
por consiguiente igoales.

Escouto. Las reciprocas.de los dos wiltimos casos de esta
proposicion son verdaderas sin resiriccion alguna, y se de-
moslrarian facilmente por la reduccion ad absurdum; — res-
pecto del primer caso, para que la reciproca sea cierla, debe
enunciarse asi :

Cuando son iguales los arcos [de un mismo circulo] com—
prendidos entre dos reclas que no se encuentran denlro de
el, dichas reetas son paralelas ; ;

Y se demostraria ficilmente por absurdo.

Teonema IV, (Fig. 69.)

N."108.  Enun mismo cireulo, 6 en circulos iguales,
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1.° A arcos iguales corresponden cuerdas iguales, y equi-
distantes del centro.
2.° Si dos arcos son designales, y menor cada cual que [a
semi-circunferencia,— Al mayor de ellos corresponde cuerda
mayor y mas cercana del cenlro que la olra.

Observemos de antemano que, siendo siempre superponi-
hles dos circulos de igual radio, nada nos impide suponer que
las enerdas perlenecen al mismo circulo.

Esto supuesto, —1."— considerémos los arcos iguales
AEB, CFD; y bajemos desde el centro O & las cuerdas AB,
(.D, las perpendiculares OK, OL. Tiremos el didmetro MON
por M, punto medio del arco AC; y doblande la figura por MN,
¢s evidente que los puntos C, D, habrén de caer sobre los pan-
tos A, B; en cuyo caso la cuerda CD coincidird con la AB, y
la perpendicular OL con la OK.

Luego AB=CD, OK = OL.

2.° Sea, en segundo lugar, arco AB > arco CF.

Doblemos la figura por el diametro MN: como arco AB>
arco CF, el punto F habra de caer necesariamente entre A y
B, por ejemplo en E; y el punto medio del arco AE, que de-
termina (n.°105.) la perpendicular OI bajada desde el centro
4 1a cuerda AE, estard mas cerca del punto A que el punto
medio del arco AB determinado por la perpendicular OK ba-
jada sobre AB; luego el punto K debe hallarse sitoado entre
el punto B y el punto G donde Ol se encuentra con AB.

Por consiguiente, tenemos AK, mitad de AB, mayor que
AG, y por consiguienle, mucho mayor que Al, mitad de AE;

de donde AB > AE 6 AB > CF.
Resulta tambien

OK <0G (n.°39.),
v, @ priori, 0K < OI.
L.C.D.D.

N.° 109. Escovio 1."—Las reciprocas de eslas dos pro-
posiciones se deducirian muy [icilmente del principio espues-
loeneln.’ 21,

Asi, puede asegurarse que, en un mismo circulo 6 en cir-
culos iguales,

1. A cuerdas iguales corresponden arcos tguales; —y
que las cuerdas iguales estan equidistantes del cenlro.
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- 2.° A mayor cuerda corresponde mayor arco; —y la
cuerda mas larga estd mas cerca del centro.

Tambien pueden deduncirse estas otras reciprocas:

1.°  Dos cuerdas equidistantes del centro, son iguales;—
y sublenden arcos tguales. : )
© 2. Dedos cuerdas que distan desigualmente del centro,
la que disla menos es mas larga;—y subtende arco mayor.

Advert. Enliéndase bien que los arcos aqui considerados
son siempre menores que la semi-circunferencias pues de lo
contrario deberian modificarse estas proposiciones en la parte
relativa & los arcos.

N.° 110. Escouio 2.°—La distancia Ol (fig. 67) del cen-
tro 4 una cuerda, varia enire cero y el radio. Es nula enan-
do la cuerda pasa por el cenlro; y se hace igoal al radio enan-
do la cuerda, suponiendo que se mueve paralelamente a si
misma desde O hécia C, llega 4 confundirse con la tangente
MCN, que tambien es (n.” 102.) perpendicular 4 0C.

De donde, al paso, podemos concluir, que la fangente es
una cuerda 6 mas bien una secante, cuyos dos punlos de in-
terseccion en la circunferencia se juntan en uno solo.

Puede tambien demostrarse esta propiedad de la tangente
del modo que ponemos 4 conlinuacion: —Tirese desde un pun-
to cualquiera A de la circunferencia (fig. 70), una recta AB
que la encuentre en otro punto-C; y concibase que esia recta
da una vuelta entera al rededor del punto A, en el senlido
AC'AC. La recla AB, en este movimiento, ird tomando las po-
siciones sucesivas AB/, AB/, AB"”,..., por encima de AB, y
luego Ab, Ab', Ab",..., por debajo de AB: al mismo tiempo,
¢l punto C tomar4 las posiciones C', C', C',..., ¢/, ¢”, ¢!, ...
aproximandose primero al punto A y separdndose despues.
Pero es claro que la recta AB, para pasar de la posicion AR,
por ejemplo, 4 la posicion Ab, ha debido confundirse con la
tangente MAN, que ocupa una posicion intermedia, y que en
el mismo instante, el punto G, para pasar de C’ ¢, habra
debido caer en A. Luego la tangente MAN es realmente una
de las posiciones de la secante, la que toma cabalmente cuan-
do los dos puntos de interseccion se reunen en uno solo.

L:C. Do D.
_Escouio 3."  La parte CI(fig. 67) del radio OC, compren-
dida entre el medio de un'arcoy su cuerda, se llama (n.714.)
84GITs de dicho arco, y estd en oposicion con' la perpendi-
cular OI': es igual al radio cuando la cuerda pasa por el
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centro, y se anula cuando la euerda se confunde con la lan-
genle.

Teonema V. (Fig. 71.)

N.c112. De todas las cuerdas liradas por un mismo
punio | tomado dentro de un circulo, la mayor es el did-
metro AIB ; y la menor la CD perpendicular @ dicho dig-
meiro.

La primera parte del teorema estd ya demostrada (ni-
mero 104.)

Para demostrar la segunda, bajemos sobre una cuerda
cualquiera EIE’ diferente de CD, la perpendicular OK; con
lo cual tendremos

OK < OI (n.°39.);

luego la cuerda EE’ es mayor que CD (n.° 109, escol.); lne-
go, ele.

N.° 113. Escouio 1.°—El mayor de lodos los seqgmen-
tos de rectas tiradas desde un punto interior 1a diferen-
les puntos de una circunferencia, es el seymento 1A que pa-
sa por el centro; y el menor es la prolongacion 1B del pri-
mero, '

2.°  De dos segmentos cualesquiera, 1E, 1F, es mayor el
que, como 1E, hace el dngulo menor [obluso 0 agudo] con el
segmento mixino IA, 6 el dngulo mayor [obluso 6 agudo)
con el segmento minmmo 1B.  *

En efecto, 1.°—Sea un segmento cualquicra 1E : tirese el
radio OE.
Comparande primero 1A con 1E, tenemos

IA=0A + 01 = 0OE + OI;

pero. OE -+ OI>1E (n." 38, 1.°); luego IA > LE.
Comparando despues 1B con IE, tenemos
IB=0B—0l=0E—O0I;

pero  OE—OI<IE (n." 38, 1.°), luego IB <IE.

2.° Sean dos segmentos cualesquiera 1E, 1F; liremos los
radios OE, OF.—Los dos tridngulos IOE, IOF, tienen el lado
Ol comun, y el lado OE igual al OF; pero el dngulo IOE com -
prendido por ellos ¢n el primer tridgngulo, es mayor que el

-
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10F del segundo triangalo; luego (n." 64.)

IE>1F. L.C.D. D.

Advert.  La cuerda CD perpendicular al didmetro AB es la
finica que ocasiona dos segmentos iguales, OC=0D. Respecto
de otra cualquiera cnerda EE', el segmento IE comprendido
en ¢l segmento mayor de circalo CAD, es mayor que el olro
segmento IE', de la cuerda eomprendido en el segmento menor
CBD del circulo.

Comparando dos cuerdas cualesquiera EE’, FF/, se ve fi-
cilmente que si un segmento IE de la primera es mayor que
un segmento IF de la segunda, es decir, gue si dngulo EIA<<
angulo F'IA, el otro segmento IE' de la primera serd menor
que el correspondiente 1¥ de la seganda, porque entonces se
tendra .

dangulo FIB > anyulo E'IB.

N.” 114, Escorio 2.°—Se oblienen resultados andlogos
suponiendo que las rectas parten deun punlo esterior (fg. 72);
pero en virtud de la observacion puesta al fin del n.” 103,
pueden comprenderse todas las propiedades relativas 4 esle
segundo caso en un solo enunciado mucho mas conciso:

La distancia de un punto esterior 1 a la parte edncava
dela circunferencia es tanto mayor, y su distancia & la parte
convewa es tanto menor, cuanlo mas cerca pasan del ceniro
las rectas que las miden.

Como 1as demostraciones de las diversas propesiciones
que nacen de este enunciado, son enleramente andlogas a las
del escolio precedente, las omilirémos, reduciéndonosd hacer
dos observaciones muy importantes :

Puinera, la tangente IL, que puede ser considerada como
limile comun entre la parle concava y la convexa del ¢irculo,
e84 la vez el minimo de las rectas liradas a la parte concava,
Y el mdzimo de las liradas & la convexa. s

Secunpa, caando una recla, lal como LE, saliendo de un
punto esterior I, va d enconlrar 4 lacircunferencia en dos pun-
los E, B, se llama comunmente secante enlera, el segmenlo
que lermina en la concavidad, y parte esterior el que termina
¢n la convexidad. En esle supuesto, resulta que cuando una
secanle enlera es mayor que otra, la parle esterior de esla es,
¢h compensacion, mayor que la de aquella. (Véase el fin del
escolio precedente,)
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§ 1. Medida de los dngulos.

El titulo de esle parrafo puede parecer al pronle una anli-
cipacion de la malteria del segundo libro, cuye principal asup-
to debe ser (n.° 23.) la medida de las canlidades geométricas
comprendidas en un plano. Podriamos, én efeclo, dejarlo para
entonces, pero nos serd muy ulil desde ahora, perque de Ia
teoria que pasamos 4 esponer dependen muchas propiedades
de las figuras rectilineas, independientes de su estension.

Proposiciones y cuestiones preliminares.

N.° 415. Primera cugstioN. — Determinar la medida
comun de dos reclds, y por consiguienle, le razon numérica
en que estdan.

Llimase meoina conon de dos rectas dadas de longitud, la
recla mayor capaz de caber up nimero exacto de veces en
cada wna de ellas (°).

El principio que sirve de base @ la invesligacion de la me-
dida comun, andlogo al que sirve de base i la determinacion
del maximo comun divisor de dos nimeros, consiste en que

La medida comun de dos reclas es igual & la medido
comunque (ienen la menor de las dos y el residuo de su di-
vision ; cuyo residuo se obliene quifando cuanias veces se
pueda la menor de la mayor.

Como la demostracion de esle principio no difiere esen-
cialmente del relativo @ los nlimeros, nos contentarémos con
remitirnos 4 la Aritmélica; lo cual supuesto, hé aqui en lo
que consiste el procedimiento para oblener dicha ¢comun me-
dida-

Coldquese [por medio del compas (n.° 15.)] cuantas veces
se pueda la menor de las reclas sobre la mayor ;

Si no queda residuo, la menor de las reclas dadas serd la
comun medida; pero si queda residuo,

Coldquese sobre la recta menor cuantas veces se pueda:

Si no queda ya residuo, el primero serd la comun medi-
da; pero si queda,

(") Seria mas exaclo decir: lg mawima comun medida; comao res-
pecto de los numeros se dice: el mdwimo comun divisor.
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Coldquese el sequndo residuo sobre el primero cuantas
veces sea posible; y conlindese esta série de operaciones has-
ta obtener un residuo que se halle contenido un mimero exac-
to de veces en el residuo precedente ;

En cayo caso, el ultimo residuo hallado es la medida co~

mun buscada.
- En Arilmética, despues de hallado el miximo comun divi-
sor, se dividen por ¢l los nimeros dados; y el cociente de los
resultados espresa la relacion de los nimeros propuestos, re-
ducide @ sw menor espresion.

Pero aqui, para hallar la razon numérica de las dos rec-
las, que es la segunda parte de la cuestion presente, es nece-
sario representar por medio de ntmeros las operaciones gra-
ficas del procedimiento.

Para fijar las ideas, sean Ay B (fig. 73) las dos rectas da-
das [siendo A mayor que B]; y supongamos que despues de
colocada B sobre A, ¢res veces, haya quedado un residuo R:
que esle residuo, colocado dos veces en B, haya dado otro re~
siduo R'; que el nuevo residuo R/, colocado en R wuna vez,
- haya dado el tercer residuo R”'; Eque en fin R” esté conteni-

do euatro veces exaclamente en R’. De eslos supuestos nacen
los igualdades siguientes :

A=3B-+R, B—2R+ R, R=R'-+R", R —4R":

v, retrocediendo por sucesivas sustituciones desde la \iltima
igualdad, se obliene primero

R = 4R" +R"=5R";
despues B=2x 5R” + 4R" — 14R";
y finalmente A = 3x14R” + 5R” — 47R".

Donde se ve que la comun medida R estd conlenida 47

Al 41

veces en A, y 14 veces en B; por consiguiente 1 eslarazon
numérica de las dos reclas. g

_ Adver¢.  El nimero fraccionario que de este modo se ob-
liene; es en todos los casos :'rreduetﬁ:te; porque designando
én general por « la comun medida hallada por el procedimien-
l0 recien espuesto, por 7 y n los nimeros que espresan las
Veces que « esla respectivamente contenida en A y en B, ten-

A m X
dremos A=m«, B=nx; de donde B = Perosim ya
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tuvieran un factor comun &, tendriamos A= m'kx, B=n'kz;
y entonces kx seria medida comun de A y B, y no seria « la
mayor medida, lo cual es conlrario & la definicion.

N.° 116. Secusoa cugsrion. — Delerminar la inedida
comun de dos arcos de un mismo circulo ¢ de circulos iqua-
les ; y por consiguiente, su razon numerica.

Aqui toda la dificultad consiste en saber como se coloca
varias veces seguidas un areo menor CDsobre otro mayor AB
del mismo radio. (Fig. 74.)

Para esto, se toma una abertura de compas igual & la cuer-
da del arco CD, y se coloca en el arco AB, desde A hasta E,
desde E hasta F, desde F hasta G. Asi se ve que el arco AB
contiena tres veces al arco CD, quedando un residuo GB; los
arcos AE, EF, FG, son iguales al CD (n.° 108.), porque to-
das sus cuerdas son iguales por construccion.

Fuoera de esto, el mismo procedimiento que hemos espli-
cado para determinar la comun medida de dos rectas, es el
que se aplica 4 determinar la de dos arcos; por cuya razon
escusamos el repetirla.

N.° 117. Observacion émporiante sobre las lineas [y en -

general sobre las cantidades) inconmensurables.

Hemos supuesto en el nimero 115, que al cabo de cierto
ntimero de operaciones, llegibamos siempre & un residuo sus-
ceptible de caber un niimero exacto de veces en el residuo
precedente; pero no siempre sucede asi (*); y cuando esa con-
dicion no se cumple, las cantidades cuya comun medida se va
buscando [sean lineas, arcos, elc.|, se llaman canlidades in-
conmensurables entre st. '

En esta circunstancia, se puede preguntar cudl es la ra-
zon numérica de dos lineas que no tienen medida comun, y
qué es lo que significa esta proposicion:—la razon numérics
de dos cantidades inconmensurables, ¢s igual @ la razon nu-
mérica de otras dos cantidades tambien inconmensurables en-
tre si, 6 bien: dos cantidades inconmensurables entre si, son

(*) Como esta operacion se hace por medio del compas, sucede
que sus dos piernas se van cerrando cada vez mas, y al fin se juntan
de modo, que esimposible lisicamente aproximarlas mas. La distancia
que entonces queda entre ambas puntas, mayor 6 menor segui Ia
perfeccion del instrumento, todavia es medible por el pensamiento;
pero sin embargo, ya es imposible continuar la operacion, aun cuan=
do las dos lineas sean verdaderamente inconmensurables enlre si.
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proporcionales @ otras dos cantidades tambien inconmensy—
rables.

Para comprender eslas espresiones, es nécesario presupo-
ner que la Avitmélica y el Algebra suministran mélodos para
valuar aproximadamente cualquier ntimero inconmensurable

3
V2, V3, V5,..., por ejemplo] por medio de upa série de
m m' m"
niimeros conmensurables W e que cada vez van
difiricndo menos del nlimero que se valda: de modo que esie
m+1 m
n Y

+ : m
esld sucesivamente comprendido entre =

m'+1 . S I A bt f iz
o aeees CUYAS diferencias =3 T3 =iyees VAD disminu~

[ ]|
yendo indefinidamente hasta 0.

: , 3 n
Hablando con propiedad , los niimeros aproximados =

m'  m” X 5 4l J \

W e lienen por limife al nimero inconmensurable
propuesto; y solo cuando las razones aproximadas de dos can-
tidades convergen hicia un ndmero de esa clase, es cuando
la verdadera razon de las cantidades que es el limite anle-
dicho, se llama ¢nconmensurable, ¢ inconmensurables lambien
entre si las mismas canlidades dadas,

Esto supuesto, se dice que dos cantidades A y B, incon-
mensurables enlve si, son proporcionales 4 olras dos A’ y B,
tambien inconmensurables enlre si: 6 con mas generalidad,
que la razon de dos canlidades cualesquiera, A, B, esigual 4 la
razon de olras dos A’, B, siempre que se puede demostrar que

g m m  m! : .
los nameros WO et 80D la vez valores aproxi-
A A’

mados de la razon T de la razon 7> con un mismo grado

de aproximacion para ambas.
Entendidas estas nociones, podemos ya pasar 4 la medida
e los dngulos.
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Tronema L. (Fig. 75.)

N° 118. En un mismo circulo, 6 en eircalos ignales,
— Los angulos enel centro son proporcionales con los arcos
com re-:m?z'das entre sus lados.

a esta demostrado (n.° 25.) que

A dngulos en el centro iguales entre si, corresponden ar-
cos 1quales; y reciprocamenle.

Sean ahora dos angulos AOB, A/O'B’ (fig. 75), que su-
pondremos ser conmensurables, y hallarse en la razon 7 : 4,
por ejemplo. Digo que los arcos AB, A'B!, descritos con el
mismo radio [0A=0’A'], esldn en la misma razon SRl

En efecto, si concebimos que la comun medida de los an-
gulos se haya colocado 7 veces en el primero \{3& en el segun-
do, las lineas de division repartiran al arco ABen 7 pedazos,
yal A’B’ en 4; y todos los pedazos seran iguales (n.” 25.) en
ambgs arcos. Luego tambien los arcos estardn en la razon de
74

Supongamos ahora que sean inconmensurables los dngu-
los: digo que aun ast tendremos la proporcion

AOB : A/O’B' : AB : A'B.

Basta (n.” 117.) para demostrarlo hacer ver que la razon
de los arcos y la de fos dngulos lienen los, mismos valores

iy m m m
aproxima Ob;‘, ;1}-’ 'RT',..

{08 ndmeros fraccionarios que, representando la razon de los
.ngulos con cierto grado de aproximation, 0o represente
tambien la razon de los arcos con el mismo grado de aproxi-
macion. .

Concibamos pues al dngulo menor A’Q'B dividido en n
partes iguales, y coloquemos una de ellas m veces conseculi-
vas sobre el dngulo AOB partiendo desde OA.— Pueslo que,
por hipdtesis, la razon de los angulos estd comprendida entre

m m—+1

n 1

.; ¥ que no hay uno solode es-

, esta operacion debe dar un residuo angular me-

1 ; . 7
nor que — de A’O'B'; es decir, menor que la n.##m« parle de

A'O'B'. Aqui es ficil ver que el arco A'B’ se queda dividi-
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do en n partes ignales, y que el arco AB contiene un niimero
m de eslas mismas partes, con un residuo necesariamente me-
por que una de ellas; de donde resulta que la razon de los ar-

¢ : J m_m-+1
cos lambien estd comprendida entre 7o g

m - .
Lnegu; representa, con el mismo grado de aproxima-

: 34 W1%: i 1
cion, [esdecir, con la aproximacion de faltarle menos de ;_], la

razon de los dngulos v los arcos.

Como poedriamos hacer el mismo raciocinio respecto de
,lmr 1r.

los olros numeros ;},'—, ST e podemos justamente con-
, &

cluir (n.° 117.) que
Los angulos son proporcionales con los arcos que le cor-
responden,
La recieroca es verdadera, y se demuestra del mismo
moo.
Teoxema 11

N2 119.  El angulo en el cenlro liene por medida el arco
de circulo comprendido entre sus lados. »

Este enunciado significa, que si, por un lado, se refiere el
dangulo propuesto al angulo recto que es la unidad natural de
los dngulos [porque es del que nos formamos idea mas clara),
y por otro lado, se refiere el arco descrito desde el vértice del
angulo dado, como cenlro, al cuadrante, es decir, & la cuar-
taparle de la circunferencia trazada con igual radio, la ra-
son entre él dngulo dado y el recto es igual (n.° 118.) 4 la
razon enlre el arco y el cuadrante; 6 bien

dngulo AOB : 1 dngulo recto :  arco AB : 1 cuadrante ;

lo cual significa que el nimero abstracto que espresa la razon
entre el arco y su unidad, 6 la medida del arco (n. 3.), es-
presa & la vez la medida del dngulo.

Advert.  Bajo este supuesto, y por abreviar, se escribe,

pero, para enlender el verdadero sentido de esta ignaldad, es
6
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necesario suponer al dngulo y al arco referidos d sus unidades
respectivas.

N.” 120. Escorio 1.°—A fin de poder medir mas ficil-
menle los arcos, y por consiguiente los dngulos, se ha conve-
nido [en el sistema antiguo de medidas] en dividir loda la
cirennferencia en 360 partes iguales llamadas Grapos, cada
grado en 60 partes iguales llamadas minufos, cada minulo en
60 sequndos, cada segundo en 60 lerceros, elc.: —este orden
de divisiones se llama SEXAGESIMAL.

Segun esto, el cuadrante vale 90 grados [que se indica
asi: 90°]; en minutos vale 90x 60 6 5400 minulos [0, para
abreviar, 5400/]; en segundos vale 5400% 60 6 324000 se-
gundos [6 324000”]; y asi en adelante.

Cnando se quiere espresar el valor de un arco que noal-
eanza 4 valer grados exactos , se dice que-vale, por ejemplo,
A7° 19’ 24,  que es de 47° 19" 24",

Tambien suele decirse por abreviar que el dngulovale ¢ es
de 47" 19' 24", Pero en este caso, para oblener el nimero
abstracto que espresa la razon del dngulo dado al dngulo rec-
to, es necesario, segun las reglas de la Aritmélica,

1.° Reducir los 47° 19’ 24" i solo segundos, lo cual di
170364".

2. Dividir este nimero por 324000, niimero de segundos
que contiene el cuadrante.

170364
324000 °

Hay otra division de los arcos llamada centesimaL, aco-
maodada al sistema métrico decimal: en ella se concibe el cua-
drante dividido en 100 partes iguales llamadas Grapos [la cir-
cunferencia vale entonces 400 grados], eada grado en 100
partes iguales llamadas minutos centesimales, cada minuto en
100 sequndos, etc.... ]

El grado se designa por la letra inicial g, y los minulos,
sequndos, elc.,..., omo anles.

Asi, un arco 6 un dngulo de 23 grades, 35 minulos,
43 segundos, se escribe: 238 35/ 43"/, 6 mas brevemente,
08,233543, lomando por unidad al cuadrante; y esa fraccion
da divectamente la razon entre el angulo dado y el recto.

N.° 121. Escorio. 2.°—No insistiendo mas en eslos prin-
cipios, que apenas nos han de servir hasta la Trigonomelria,
nos reducirémos a observar que, como el cuadrante vale 90°

Asf resulta que la razon pedida es
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en la primera division, y 100 en la segunda , resulta que un
grado sexagesimal vale ¢ de grado centesimal, v uno de es-
tos{- de aquellos; lo enal nos sirve para valuar los onos en
los olros, v reciprocamente.

Medide de los anqulos escénlricos.

Lldmanse ANGULOS EsCENTRICOS lodos los que no tienen su
vértice en el centro.

En particular se llama AnGuro inscrito el que teniendo
su vertice en la circunferencia alraviesa el circulo con sus la-
dos (V. el n.” 103.).

Trorens HI. (Fiy. 76.)

N." 122, Todo angulo tnserito [formado por dos cuerdas)

tiene por medida la mitad del arco que sus lados abrazan.

Aqui pueden presentarse fres casos, segun que el centro
se halla situado en una de las dos cuerdas, ¢ entre las dos o
fuera del dngulo que forman ambas,

Priver caso. © Sea el dngulo BAD, cuyo lado AD pasa
por el centro 0. —Tiremos la linea OB; el angulo BOD ester-
no del tridngalo AOB es igual 4 BAO+0BA (n.° 55.), y por
consiguiente igual @ 2BA0, porque de ser isbsceles el trian-
gulo, se deduce OBA —BAO; asi se tiene BAO =4BOD. Pe-
ro BOD=BD (n.” 118.); luego BAO, 6 BAD, vaie 2BD, 6
bien tiene por medida la mitad de BD.

SecuUNDO €As0.  Sea un dngulo BAC que comprende el cen-
tro entre sus lados.

—Tenemos evidentemente, por solo'la inspeceion de la fi-
gura, BAC =BAD—+-DAC: y como, en virtud de lo que aca-
bamos de decir, es :

BAD = 1BD, DAC = 1DC;
resulta que BAC == 4(BD -+ DC) = 4BC.

Tercer caso. Sea el dngulo BAC' que no comprende
entre sus lades al centro 0. — Tenemos, por el contrario,
BAC’—=BAD— DAC, v por consiguiente

BAG = 3 (BD — DC/) —4BC".
N."123.  CororAnio 1."— Tado angulo tnserito, AGD,
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cuyos lados pasen por los estremos de un didmetro AD, es
recto.

Porque, en virtud del teorema principal, tiene por medi-
da la mitad del arco ACD, que es una semi-circunferencia:
por consiguiente, tiene por medida an cuadrante.

Advert. Este corolario puede tambien deducirse del teo-
rama establecido en el n.° 94; porque tirando la OG, se tiene
06 =0A=0D; de donde resulta que el angulo G del tridn-
gulo GAD es recfo.

N.2 124, Conorarto 2.°—El dngulo MAB [6 NAB] for-
mado por una cuerda y una langente, tiene tambien por me-
dida la mitad del arco comprendido entre sus lados.

Tiremos el diametro AOD. EldnguloMADes recto (n.” 102.)
y tiene por medida un cuadrante, 6 % AGBD; el angulo BAD
tiene tambien por medida $BD; luego MAD — BA D, es decir,
& dngulo MAB tiene por medida $AGB.

Si se considera el angalo obtuso NAB, se tiene NAB =
NAD + DAB; de donde NAB=4ACD+ $DB= 4 ACDB.

Advert. Esla proposicion se deriva mas directamente lo-
davia de la del angulo inscrilo, cnando se considera la langen-
te como limite delas secantes. —(V. el n.° 110.)

Teorema IV. (Fig. 77.) .

N.©125. Todo dngulo escéntrico BAC, o BA'C, formado
por dos partes de cuerdas AC, AB, 6 por dos secanles A'B,
A'C, tiene por medida la semi-suma +(BC +B'C’), 0 la se-
mi-di ferencia 3 (BC. — DE), de los arcos comprendidos en-
tre sus lados }prolnngndos indefinidamente], segun que el vér-
ticer se halle dentro 6 fuera del circulo.

Piimer caso.  Tiremos lacuerda BC'; y tendremos (n.° 55.)

BAC = BC'A + C'BA;;
pero, como los ;iflgﬂ!ng BC/A, C'BA, 6 BC'C, C'BB, lienen
por medidas respectivas 4 BG, $B/C/(n.” 122.), resulta que el
angulo total BAC tiene por medida § BC+ 4 B'C”.
SEGUNDO cAso.  Juntemos como antes el punto € con el
punto E, y tendremos
BEC = EA'C + ECA';

de donde EA'C 6 BA'C. = BEC — ECA';
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pero BEC =4BC, ECA’=4ED (n.° 122}
Juego BA'C=4BC— :}EDm%(BG-—ED).

Advert. Como case parlicular, puede verse que

El dngulo circunscrito LIM (fig. 72) tiene por medida la
semi-di ferencia entre el arco concavo LAM y el arco convero
LBM.

Pero tambien se demuestra directamente esla proposicion
tirando las cuerdas BL y BM. ,

N.° 126. Escouio sobre los dngulos escénlricos en gene—
ral.—Las diferentes medidas que acaban de demoslrarse para
lodas las clases de angulos que no lienen su vérliceen el cen-
tro, deben considerarse como medidas secundarias; porque

La medida natural de un dngulo es el arco de circulo
comprendido entre sus lados, y descrilo desde swvértice co-
mo centro, — [ 6 mejor (n.° 118.) la rason del arco al cua-
drante.] '

Las olras medidas no lienen mas objeto que dar & conocer
en las figuras circulares las relaciones de magnilud que pue-
den existir entre ciertos dngulos.

Asi, por ejemplo, con solo mirar la (fig. T7) se puede ase-
gurar que de los tres angulos BAC, BEG, BA'C, el mayor es
BAC, el mediano BEC,y el menor BA'C, pues lenemos (ni-
weros 120 y 125.)

BAG— 4 (BC--B'C), BEC = $BC, BA'C=4 (BC— DE).

Si consideramos el angulo inscrito ACB!(fig. 78), y resla-
mos de la circunferencia entera el arco ANB comprendido en-
fre sus lados, el arco restante ACC'C/'B, 6 el segmento de cir-
culo correspondiente, serd el arco 6 el segmento @ que se dice
inscrito ‘el angulo ACB.

Esto supuesto, resulta evidenlemente del teorema 3.°
(0.°122.) y del corolario 2.° (n.® 124.) que

Todos los dangulos tnseritos, ACB, ACB,..., @ un mismo
seqmento, y lo mismo el angulo ABL formado por la cuerda
AB del seqmento y la tangeate lirada por uno de los estre-
mos de la cuerda, son iguales enire st; — porque lienen la
misma medida.

Advert. El segmenlo dé ¢irculo ACC'C'B se llama sec-
MENT0 caraz de contener al dngnlo ACB.
Todos los angulos inscritos & una semi-ciréunferencia
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|6 6 un semi-circulo], son rectos, — como hemos dewmostrado
en el nimero 123.

S L. Propiedades de los poligonos inscritos y circunscritos
& la circunferencia del circulo.—(V. el n.° 103.)

Teorema 1. (Fig. 60 y 61.)

N°127.  Todo triangulo CAB es 4 la vez wscriptible y
cireunscriptible.

La pante PRIMERA de esla proposicion puede enunciarse
lambien asi: .

Por tres puntos A, B, G, que no estén en linea recla,
siempre es posible hacer pasar una circunferencia.

{Jes consecuencia necesaria del leorema demostradoen el
numero 96; porque estando el punto O (fig. 61), por su posi-
cion, aigual distancia de los tres puntos A, B, C, resulta que
la circunferencia descrita desde ese punto como centro y con
el radio OA, pasard tambien por los puntos B y C.

Ademds, es evidente que por dichos tres puntos A, B, C,
n0 puede pasar mas que una circunferencia, porque pingun
olro punlo puede servirles de centro mas que el punto O.

Advert. Si los tres puntos A, B, C, estuvieran en linea
recta, las perpendiculares levantadas en los puntos medios de
AB, BC, y AC, serian paralelas (n.° 32.); y entonces no ha-
bria centro, ¢ estaria (n.° 54.) situado en el 2nfinito.

La seGunpa pante de la proposicion se deduce del mismo
modo del teorema demostrado en el nimero 95; porque estan-
do el punto O (fig. 60) 4 igual distancia de las rectas AB, AC,
BC, resulta que’el circulo descrito desde el punto O como
cenlro, con un radio igual 4 la perpendicular bajada sobre AB
desde dicho punto, pasard necesariamente por los pies de las
perpendiculares liradas desde el mismo punto & los olros dos
lados. Ademis, el circulo serd (n.” 102.) internamente tan—
genle a los tres lados del tridngulo; y por consiguiente, ten-
dremos un circulo inscrito al iridngulo dado.

Escovio 1.°—Si consideramos el espacio indefinido LCBI (fi-
gura 60) que determinan el lado CBdel triingulo y las prolon-
gaciones de los otros dos, y tliramos las biseclrices de los dn-
gulos LCB, IBC, el punto O/ en que se encuentran esld equi-
distante de las tres rectas CB, CL, BI; lo cual nos da otro
circulo tangente 4 los tres lados, que recibe el nombre de ez-
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[nserito para espresar que esld fuera del triangulo.—El pun-
10 0 esta colocado en la bisectriz AA’ del dngulo A.—(V. na-
mero 95, escol.)

Tendremos ocasion de insistir sobre estas proposiciones en
¢l capitulo de los problemas.

N.c128. Escouio 2.°—El teorema deln.” 94, nos ensefia
rambien que, si el tridngulo ABC (fig. 59) es rectanguloen G,
el centro del circulo circunscrito esta colocado en medio de la
hipotenusa AB, porque entonces las tres distancias DA; DB,
DG, son iguales.

Si el triangulo es isdsceles, el centro del circulo, tanlo
inscrito como circunserito, se halla situado en la bisectriz del
angolo opuesto 4 la base (n.® 61.).

En fin, cuando el tringulo es equildtero, los centros de
ambos circulos se confund&n; lo cual se espresa diciendo que
son concéntricas las dos circunferencias.

Trouema 1. (Fig. 79.)

N.°199. En todo cuadrildtero inserito ABCD, la suma
de cada dos dngulos opuestos, es iqual G dos RECTOS.

En efecto, los dos angulos en By en D, por ejemplo, tie-
nen (n.° 122.) por medida, el uno a $ADC, y el otro 4 ABC;
por consiguiente, su suma liene por medida la mitad de la
circunferencia total ABCD, 6 la semi-cireunferencia.—Lue-
go, elc.

ReciprocAMeNTE : — Un cuadrildtero ABCD es inscriplible
cuando la suma de cada dos angulos opuesios es igual d dos
RECTOS.

En efecto, si el circulo tirade por los tres puntos A, B, G,
[que siempre puede trazarse, (u.° 127.) |, 1o pasara por el
cuarto punto D, quedaria este dentro 6 fuera de aquel.

Supongamos que queda dentro, y prolonguemos la linea
AD [6 la CD] basta encontrar en D" 4 la circunferencia; en
cuyo caso, en virtud de la proposicion directa, tendremos

ABG -+ AD/G = 2 reclos ;
pero, por hipotesis, ABC <+ ADC = 2 reclos;
luego ADC=ADC,

lo cual es un absurdo (n.° 55, Advert.).
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El mismo raciocinio bariumos en el caso de quedar fuera
del circulo el punto D.
Luego el cuadrilitero dicho es inscriptible.

Escouio.  Dandonos este teorema una propiedad caracte-
ristica del cuadrilatero inscriptible, nos enseiia que el rectdn-
gulo y el cuadrado son entre los paralelogramos los Gnicos
que la poseen, porque solo en ellos pueden los dngulos opues-
tos ser & la vez iguales entre si, y suplemento el uno del
otro. —Entonces las diagonales del rectangulo 6 del cuadrado
son didmelros del circulo circunserito.—(V. el escol. del ni-
mero 128.)

Teorema 111, (Fig. 80.)

N.°130.  En todo cuadrildlero cireunserito ABCD, la
suma de dos lados opuestos [AB~+DC) es igual d la suma de
los otros dos [AD+BC].

En efecto, tenemos (n.° 103.).

AE=AK, EB=BF, (G=CF, GD=DK;

de donde, sumando miembro con miembro estas cuatro igual-
dades, resulla

AE + EB + CG + GD = AK + BF + CF + DK,
) AB--CD = AD -+ BC.
L0k DD,

Recipnocamente:— Si la suma de dos lados opuestos,
AB+DC, es igual d la suma de los otros dos, AD +BC, el
cuadrilatero es circunseriptible.

Siempre podemos(n.® 127, escol. 1.°) describir un circalo
langente 4 los tres lados AB, BC, CD; faltanos probar que es
necesariamente langente al coarto lado AD. Supongamos por
un momento que o lo sea; deberd ser la linea AD 6 secante
del circulo, 0 esterior a é1; y en ambos casos se podrd tirar
paralelamente 4 ella (n.° 110.) una langente A’D’ § A”D",

Séalo, por ejemplo, A'D'; y tendremos, por hipotesis,

AB+CD= AD -+ BC:

pero, en virlud de la proposicion directa, lenemos tambien
A'B + CD'=A"D" +-BC; '
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de donde se deduce, restando miembro & miembro la primera
igualdad de la segunda,

A’A+DD'=A'D'— AD,
Yy, por consiguiente,
A'D'=A’A +-DD'++AD,

resultado absurdo (n.°5.).
lgual conclusion sacariamos considerandola tangente A”D".
Luego es cierla la reciproca. :

Escouto.  El rombo y el cuadrado son los Gnicos parale-
logramos circunseriptibles, porque solo ellos lienen la suma
de dos lados opuestos igual 4 la suma de los olres dos.

En el cuadrado, el circulo inscrito y el circunserito son,
necesariamente concénlricos.

De bos poligones reguiares.

N.7131.  Asi se llama todo poligono que es 4 la vez equi-
litero y equiangulo, —No se puede poner en duda la posibili-
dad de esla clase de poligonos; porque si se concibe que des-
pues de haber dividido una circunferencia de circulo en cierto
namero de parles iguales, por ejemplo en 6, juntamos por.
medio de reclas consecutivas los punlos de division A, B, C,
D, E, F (fig. 81), todas las cuerdas serdn iguales (n.°108.), y
los angulos tambien lo serdn, como inscrilos 4 segmentos igua-
les (n.° 126.); por consiguiente, serd regular el poligono
ABCDEF.

El tridngulo equilitero y el cuadrado son poligonos re-
gulares.
Tronena IV. (Fig. 81.)

Todo poligono regular es d la ves inscriptible y circuns—
criptible.

Sea ABCDEF un poligono regular cualquiera : si por ¢res
vérlices conseculivos A, B, C, hacemos pasar (n.” 127.) una
circunferencia de circulo, digo que pasara tambien por lodos
los demds vérlices.

En efecto, juntemos el punto O, centro del circulo, con
los puntos A, B, C, D, y lendremos formados tres tridngulos
OAB, OBC, OCD.
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Comparando dos de ellos, OAB, OBC, se ve que lienen
OB comun, AB= BC por el supuesto, y OA =0C: por con-
siguiente son iguales (n.” 63, caso 3.°). Ademas, son isbsce—
les, 4 causa de ser 0A=0B; de donde resulta

BAO = ABO =0BC = OCB.

En segundo lugar, los dos tringulos OBC, OCD, son lam-
bien iguales, por tener el lado OC comun, BC =BD por el
supueslo, y el dngulo BCO=dngulo OCD, como acabamos de
ver; luego son iguales (n." 63, 2.° caso). De donde se infiere

0D =0B =0C=0A.

Luego la circunferencia debe pasar por el punto D.

Por la comparacion sucesiva de los tridngulos 0CD yODE,
ODE y OEF. ..., se irfa demostrando de un modo andlogo que
OE—0C, OF=0D,... Con lo cual queda demostrada la pri-
mera parte de la proposicion.

Respeclo de la segunda, observemos que si desde el punto
0O se tiran las OG, OK, OI,..., perpendiculares 4 las AB, BC,
CD,..., todas ellas serdn iguales por lados de tridngulos igua-
les; de donde se sigue que el circulo descrito desde el punto 0
como centro y con radio igual a 0G, pasard por los punlos
K, I, L,..., y ademds sera langenle 4 los lados del poligo—
no (n.° 102.). Lo cual demuestra la segunda parle de la pro-
posicion enunciada.

N.°132. BEscouio 1.°—El punto O, centro del circulo li-
rado por los tres puntos , A, B, C, se llama CENTRO del poli-
gono regular, & causa de la doble propiedad que acabamos
de demostrar.

Todos los tridngulos OAB, OBC, OCD,... son isosceles,
pues se ha vislo que

0A=0B=0C=0D=0E=...;

de donde se deduce que las rectas OA, OB,..., son las bisee-
trices de los angulos del poligono.

El radio del circulo eircunscrilo se suele llamar lambien
ravio del poligono reqular 6 radio oblicuo, y el del circulo
inscrito se llama apotema 6 radio recto.—La sagita de cada
uno de los arcos subtendidos por los lados es la diferencia en-
tre ambos radios.

N.°133. Escouio 2.°—Si se designa por u el nimero de
lados de un poligono regular, cada dngulo del mismo liene por
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valor numerico
2 (n—4)
n

Cada uno de los 4ngnlos AOB, BOC, ..., que se llaman ingu-
Los EN EL CENTRO del poligono, equivale evidentemente
4
d—s
n
Esto prueba que, en los poligonos regulares de un mismo
aumero de lados, lienen todos los dngulos el mismo walor
numérico, cualquiera que sea la magnitud de sus lados. En, el
mismo caso eslin los dngulos en el centro.

i
) 9_"'_ -D e
y 0.2 H(11 86.)

TeoREMA V. (Fig. 82.)

N2 134, Si, por los vértices A, B, C, D, E,..., de un
poligono regular inserito G una circunferencia de civeulo, se
tiran langenies d esta, resultard un poligono cireunscrilo
A'B'C'D'E’ [del mismo nimero de lados que serd regular,

En efecto, las tangentes susodichas determinan evidente-
mente con los lados AB, BC, CD,..., del poligono inscrito, una
série de tridngulos AA'B, BB'C, CC’D, ..., lodos iguales entre
si @ isosceles; pues por un lado tienen '

AB=BC=CD=DE=...;
y por olro, los dngulos A’AB, A’BA, B/BC, B'CB, C'CD,
C'DC,..., son iguales por lener la misma medida.

De aqui resulta

1.°—que todos los dngulos A’, B/, €,... del poligono cir-
cunscrito son iguales ;

2°—qne AN =AB=BB'—B/(C= ('~ A
lo cual di por consiguiente

A =B(C=0D=...;
leniendo pues sus lados y sus angulos iguales, resulta reqular
el poligono circunscrilo. L.C.D. D,

N.° 135. Escoio.—Tiremos las rectas 04, 0B, 0OC,...,
despues las 0A’, OB/, OC',..., que serdn las bisectrices de los
dngulos en A, B, €,..., y de los en Al B G (et 132.).

echo eslo, de tener ambos poligonos un mismo nimero de
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lados, se sigue (n.” 133.) que los angulos en el centre AOB,
BOCG,... del poligono inscrito, son igualesd los A'OB/, B'OC',...
del poligono circunscrito. Asi pues, las bisectrices OA', OB/,
OC,... de los dngulos en el centro de esle, son a la vez bisee-
trices de los dngulos en el centro de aquel ; es decir que

angulo AOA'= angulo A’OB = dngulo BOB'=...,
Y por consiguiente

arco Al =arco 1B = arco BK =arco KC = ...

De aqui se infiere que puede tomar otra posicion el po-
ligono circunserito. Hagase en efecto, wvoliear al poligono
ANBC'D'E’... al rededor del punto O, en el sentido de B ha-
cia I, hasta tanto que el punto B, medio del arco IBK, venga
a caer en 1, medio del areo AIB; los puntes K, C, L,..., lo-
mardn simultineamente las posiciones respectivas B, K, G,...;

las tangentes A'B’/, B'/C’, C/D',..., se eolocarin en
A”B/, BC”,...; y resultard un nuevo poligono circunserito
A"BYCD” ..., exactamente igual al primero, con los lados
respeclivamente paralelos d'los AB, BC, CD,... del poligone
inserito.

Tendremos en adelante ocasion de considerar & un liempo
dos poligonos regulares del mismo niimero de lados, uno inscri-
to y olro circunscrilo; y segun las circunstancias, asi elegiré-
mos para esle una de las dos posiciones que acabamos de indicar.

S IV. De los circulos secantes, langentes, esteriores ¢ inle-
riores unos a olros.

N.°136. Hemos visto (n." 127.) que por (res punlos no
situados en linea recla, puede siempre hacerse pasar una cir-
cunferencia de circulo, y no se puede hacer pasar mas de una;
de donde se infiere necesariamente que

Dos circunferencias no pueden lener (res punlos coniu-.
nes sin confundirse.

Pero trazandose dos circulos en un mismo plano, puede
aconlecer que sus circunferencias no lengan punto alguno to-
mun, O que lengan uno O dos puntos comunes!—En este tlli-
mo caso la cuerda que junta los dos punles 'es una cuerda co-
mun i entrambos circulos (n.” 14.). !

La linea tivada por los dos centros se llami: LiNgs pE L0S
CENTROS. '
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En fin, siendo la linea circular, en virlud de sa definicion
(0" 13.), una curva cerrada y reentrante en _si misma, se pue-
de asegurar que cuando una circunferencia tiene comunes con
otra un punto nterior y otro punlo esterior, se confunden
entrambas en una sola. .

Esto supuesto, las des proposiciones siguienles se pueden
considerar como fundamentales en la teoria que pasamos 4 es-
poner.

Teorema 1.

N."137. 8i dos circunferencias de circulo tienen dos
punltos comunes, la linea de los centros es perpendicular
la cuerda comun, y la divide en dos partes 1guales.

En efeclo, la perpendicular levantada en el punto medio
de dicha cuerda, debe pasar por log eentros (n.° 106.), y por
consiguiente es la linea misma de los centros; luego, ele.

Teouena II. (Fig. 83.)

N.° 138. Cuando dos circunferencias tienen comun wun
solo punto, corresponde este & la linea de los centros.

En efecto, sean primero O, 0, los centros de los circulos;
Yy supongamos que el punto comun & las dos ecircunferencias
pueda eslar situado foera de la recta 00', en M por ejem-
plo: bajemos la MP perpendicular & 00’, y prolonguémosla
hasta M' haciendo PM'==PM. Aqui lenemos necesariamente
OM'=0M (n.° £0.), y O'M’=0'M; de donde se inferiria que,
perteneciendo el punto M & las dos circunferencias, debe tam-
bien pertenecerles el puntoM’; encuyo caso tendrian dos pun-
tos comunes, lo cual es contra el supuesto; luego, etc.

N.%139.  Antes de pasar & otras propiedades, examinaré-
mos cuiles pueden ser las posiciones relativas de doscirculos
trazados en un mismo plano.

Sean O, O/ (fig. 84), los centros de dos circulos descritos
con radios desiguales; y supongamos que en los estremos A
y B, A’ y B de los diimetros siluados en la linea de los cen-
iros, se levantan 4 esta las perpendiculares GG y KK, Il y
LL": las dos primeras serin tangentes (n.”102.) al circulo O,
v lo comprenderdn enteramente; y lo mismo sucedera con las
otras dos respecto del circulo O'.

_ Esto supuesto , admitamos que sin moverse el cireulo 0,
i sus limites , GG', KK, el ofro eirenlo O, 6 mejor la faja
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I, LL" que lo contiene, se mueve 6 desliza paralelamente 4 si
misma, de modo que el punto O’ se vaya aproximando al pun-
to O: es facil aqui reconocer que las posiciones relativas de en-
trambos circulos se reducen 4 cinco esencialmente diversas.

1." Puede estar la faja 6 banda II", LL' situada como en
la fig. 84.—En cuyocaso son los circulos enteramente esterio-

res uno @ ofro, porque estin el uno a la izquierda de KK', v
el otro & la derecha de Il', hallindose estas rectas separadas
por la distancia BA'.

2.° Supongamosahora queel limite Il’(fig. 85) viene exac-
lamenle a confundirse con KK'.—En este caso la recta KK’
serd langente comun 4 los dos circulos, los cuales deberan
por consiguiente lener comun el punto B de contacto, y no ten-
drén mas porque esldn situados uno 4 la izquierda, y otro 4 la
derecha de KK'; por consiguiente son todavia esteriores uno
dolro, y se laman tangentes esteriormente.

3.° Prosiguiendo su movimiento la faja II', LL', vendra 4
colocarse la recta I (fig. 86) 4 la jzquierda de KK’, quedan-
do LL' a la derecha.—-gn esle caso las dos fajas lienen una
parte comun I, KK', y porconsigniente loscirculos tendrin
tambien comun un trozo de superficie MBA’N. Las circunfe-

rencias se corlaran necesariamente en dos puntos M y N; y
por eso los circulos se llaman secantes.

4.° Supongamos que el segundo limite LL' llega 4 caer so-
bre KK' (fig. 87), quedando el primero I’ dentro de la faja

GG’KK’, lo cual supone que el circulo O’ sea menor que el
circulo O: es claro que entonces aquel solo lendra comun con

esie el punto B’ 6 B [que se han confundido en uno], teniendo

dentro de ¢l todos los otros.—En efecto, si por el centro 0
tiramos una recla cualquiera que encuentre 4 las dos circun-
ferencias en los puntos M y N, y juntamos el punto O’ con el
N, lendremos un tridangulo 00"l¥que nos dara (n.° 38.)

ON <00’+0'N <00'+0'B << OB < OM.

Por consiguiente todos los puntos de la circunferencia O’ son
interiores 4 la circunferencia O; teniendo solo comun el punto
B, por cuya razon se llaman tangentes interiormente.

2.” En fin, cuando los dos limites II', LL’ (fig. 88) estin
colocados dentro de la faja GG'KK”, la circunferencia ()’ esta-
vd enleramente denfro de la circunferencia O, sin tener con
ella punto alguno comun.—En efecto, tirando la recta ON
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y ¢l radio O'N, tendremos

ON <O +0'N < 00/ + 0'Ar <04 ;

lo cual prueba que el punto N es interior 4 la circunferen-
cia 0.

Advert. Como caso particular de este Gllimo, puede su-
ceder que coincidan les centros 0, O'; entonces las circunfe-
rencias serdn concénlricas (n. 128.); y si lienen los radios
iguales, se confundirdn enteramente.

Las cinco posiciones relativas que acabamos de enumerar
son evidenlemenle las tinicas realmente distintas que pueden
tener dos circulos; porque, si el limite GG’ pasdra al punto A,
y luego se colocdra 4 su izquierda, volveriamos a enconlrar-
nos en circunslancias ya consideradas.

Admitido esto, se enlenderan ficilmente las siguientes
proposiciones :

Teorema I1. (Fig. 84 y 88.)

N.° 140. Cuando dos circunferencias OA, '0'A’, no tre-
nen punto ninguno comun, la distancia de los centros, 00,
es mayor que la suma de los radies, ¢ menor que su dife-
rencia, segun son esleriores 6 interiores una respeclo de olra.

Porque en el primer caso lenemos (fig. 84),

00'=0B-+BA’+ A0/,
de donde 00' > 0A+0'A’;
y en el segundo (fig. 88),
00'=0A—0'A"—AA';
de donde : 00’ <0A—0'A".

Llamemos, para abreviar, D & la dislancia de los centros,
R y R’ los radios [suponiendo que el mayor sea R];—tendre-
mos, para el caso de ser esferiores, los circulos,

D>R+R',
D<R—R.
Teorema IV. (Fig. 85 y 87.)

y el de ser inlerfores

N.° 141.  Cuando dos circunferencias son langenles esfe~
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rior O interiormente (n.°139, 2.° y 4.°), la distancia de los
centros es igual & la suma 6 & la diferencia de los radios,
[segun sea esterior 6 interior el contactol.

~ Ya se sabe (n.° 138.) que el punto de contacto estd en la
linea de los cenlros.—Bajo esle supuesto, en el primer caso
tenemos (fig. 85)

00'=0D+ 0B, 6 D=R~+R,
y en el segundo (fig. 87),
00'=0B—0B, 6 D=R—R"

Teorema V. (Fig. 86.)

N.°142. Cuando dos circunferencias son secanfes (-
mero 139, 3.°), la distancia de los centros es menor que la
suma de los radios y mayor que su diferencia.

Debiendo estar fuera de la linea OO’ de los centros, el
punto M comun & entrambas circunferencias (n.° 137.), re-
sulta que los tres puntos O, 07, M, forman un triangulo que
di (n.” 36.).

00/ <OM+0M, y 00'>O0M-—0M,

b D<R+R, y D>R—R.
LAGrDD.

N.®143. Escouio 1.°—Las reciprocas de las proposicio-
nes precedentes, que son cinco, segun las posiciones relativas
de los circulos, son verdaderas y se pueden demostrar ad ab-
surdum con arreglo al principio establecido en el n.” 21.

Asi, cuando dos circunferencias se¢ hallan siluadas en un
mismo plano,

1.°—8i D>R-+R,
los dos circulos son esteriores uno @ otro;
2.°— Si D=R-+1R,
los dos circulos son esteriormente tangentes;
3.°—Si D<BR+R, y D>R—R,
los dos circulos son secantes ;
4.°—§j D=R — R/,

el circulo menor es inleriormente tangente al mayor ;
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5.—KEn fin, si D <R — R',
¢l circulo menor es interior al mayor,

Nos reducirémos & demostrar la tercera de estas cineo,
por ser la que mas frecuentes aplicaciopes tiene.
Sea pues al mismo liempo

D<R+PR, y D>R—R;

decimos que en esle caso las dos circinferencias se corlan ne-
cesariamente. Porque, si no se cortaran, 6 serfan tangentes,
0 no tendrian punto alguno comun.

Si fuera lo primero, tendriamos, en virtud del teorema v,

D=R+R, ¢ D=R—R,

lo cual es contra el supuesto,
8i sucediera lo segundo, tendriamos (teorema 111)

D>R-+R, 6 D<R—R,

lo cual tambien seria contrario al supuesto.

Para las otras reciprocas se haran raciocinios andlogos.

N.° 144. Escovio 2.°—El teorema V Y su reciproca pue-
den esponerse en un enunciado mucho mas conciso,

Para que dos elreulos se corfen, ES NECESARIO Y BASTA
que el mayor de los tres elementos que delerminan su posi-
cion relativa [la distancia de los centros y los dos radios|, sea
menor que la suma de las ofras dos. En efecto, esta es la
cotidicion-caracteristica de que existe un idngulo entre los
tres elementos.

N.° 145. EscoLio 3.°—Se ha supuesto en lodo lo que
precede, que eran desiguales los radios de los dos circulos;
pero aunque fueran iguales y tuviéramos R = R, no por eso
caducarian las diversas proposiciones.

Por ejemplo, si 4 la vez tenemos

R=R:; 'y D=0,

o cual supone que son concéntricas las dos circunferencias,

una de las relaciones precedentes, D — R — R/, se reduce 4

= 0; cuyo resultado en el analisis algebraica es en general

simbolo de indeterminacion; y efectivamente, en el caso que

“Xaminamos, siendo concéntricas ambas circunferencias y le-

miendo los radios ignales, deben locarse en todos sus puntos.
7
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CAPITULO L.

PE LOS TROBLENMAS RELATIVOS A LDS DOS CAPITULOS
PRECEDENTES.

N.° 146. Intnosuccion. — Nociones generales sobre los
dos mélodos de resolver los problemas, el ANALISIS ¥ la siN-
TESIS. _ !
Al definir los problemas (n.° 17, 6.°) dijimos que los hay
de dos clases: unos graficos o relativos a las liguras, y otros
numéricos ® relativos a la estension. Aqui solo podemos por
ahora tratar de los primeros, porque los segundos suponen el
conoeimiento de las'relaciones numéricas cuya investigacion
debe hacer el objelo del segundo libro.

En general, RESOLVER UN PROBLEMA, €8 (n.” 17.) determi-
par cieflas cosas deseonotidas por medio de otra & otras co-
nocidas 6 dadas, que tienen con las primeras las relaciones
que indica el enunciado. —El resullado oblenido se llama so-
LucioN del problema. _ :

Cuando se trata de problemas grdficos, el objeto’es frazar
[por medio del compas y de la regla] una figura que compla
¢iertas condiciones puestas en el enunciado 0 propuestas de I
cuestion; ¥ eso es lo que se llama construir el problema.

Para conseguir este fin, pueden seguirse dos mélodos, ¢l
ANALISIS ¥ la siNIESIS. '

Cuando se quiere proceder por el método analitico, se em-
pieza por suponer vesuelto el problema; es decir que, por el
pronlo y sin instrumenlo, se traza de cualquier modo una figu-
ra que se suponellenar las condiciones del enunciado. En se-
guida, por medio de otras operaciones preparatorias, y con
ayuda de las relaciones que enlazan a los datos con las {neog-
nitas, se prooura descabrir alguna construccion que, ejecu-
tada realmente con el compas y la regla, tomando por base los
datos de la coestion, conduzea @ la solucion demandadas 0

— -
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hien se reduce la caeslion propuesta a olras mas 6 menos sen-
cillas, que de antemano se saben resolver.—En esta série de
deduceiones consiste lo llamado analisis del problema.

El método sintéfico es inverso del precédente; y consisle
en prescribir al principio las operaciones que deben ejecatar-
se, probando despues que su resultado salisface a las condi-
ciones del problema.

Cada uno de estos métodos liene su cardeler.— El prime-
ro, propiamente hablando, es el método de invencion ; y es
indispensable su uso para acertar con la construccion.— El
segundo, es por el conlrario, el método de demostracion; y
U 180 Supone que ya se conocio la construceion por el ani-
lisis, cuya eficacia demuestra muchas veces mas directamen-
te.—Asi, el primer mélotlo suele ser mucho mas largo, por-
que despues de haber analizado un problema, no se puede
menos de recurrir d la sintesis para demostrar completamen-—
te que esldn satisfechas las condiciones del enunciado.

La necesidad e ser breves nos obligard casi siempre enlo
sucesivo & suprimir el andlisis del problema, ¢ al menosid in-
dicarle de un modo may sucinto, especialmente en los proble-
mas mas elementales ; —como tambien, para abreviar la sin-
tesis, daremos @ veces la construccion sin demostracion, cuan-
do nos parezca el andlisis bastante para suplirfa.

El uso de estos métodos no se reduce @ la resolucion de
los problemas; pueden ambos aplicarse d los leoremas, el and-
lisis para descubrirlos, y la sintests para demostrarlos. Toda
la diferencia estd en que el enanciado de la proposicion sigue
0 precede 4 la demostracion, segun se hace uso del andlisis 0
de la sintesis. Los corolarios y los escolios de los capitulos
precedentes ofrecen numerosos ejemplos de cada caso.

En resimen, el andlisis sirve para enconlrar verdades
desconocidas, y la sintesis para probar verdades conocidas.

N.° 147. Para completar la resolucion de un problema, se
necesila ademds en muchos casos que el andlisis 6 la sintesis
vayan acompanadas de una discusion.—Asi se llama el exa-
men minucioso de las circunstancias variables de la-cuestion v
de sus consecuencias particulares, e lo cual resulta que, se-
gun los casos, es ¢l problema determinado, 6 indeterminado,
0 1mposible: es decir, que liene un nimero limitado de solu-
ciones, 0 que le liene imilado, 6 que no tiene nenguna.

Con este motivo , observaremos que hay una distineion
esencial entre el numero de soluciones de que es susceptible
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un problema, y el nimero de medios empleados para llegar a
cada solucion, y que puedé variar muchisimo segun la nalo-
raleza de la cuestion.

Respecto de eslos medios, la construceion se llama mas o
menos sencilla, segun que es menos 6 mas considerable el
ntmero de lineas que deben trazarse: se llama mas ¢ menos
elegante, segun el partido mas 6 menos venlajoso (ue se suca
de las lineas dadas y de las ya descritas.— Una conslruccion
i la vez sencilla y elegante, revela sagacidad y juicio en su
descubridor.

—Esle capitulo constard de fres parrafos.—El primero
tratara de las perpendiculares, de los dngulos y de las parq-
lelas; el segundo, de la construccion de los poligonos con
cierlos dalos; y el lercero, del encuentro de veclas y circulos,
O de circulos entre si.

Observacion importante. En loda operacion grafica eje-
cutada sobre el papel, se supone para mayor comodidad que
una linea del problema [considerada base de la conslruceion|,
es paralela a la orilla inferior del pliego de dibujo, 6, lo que
es lo mismo, que sp halla situada horizontalmente.—Con es-
lo, las dos regiones del plano (n." 11.), delerminadas por la
recta, pueden denominarse superior & inferior; y se dice quu
un punlo estd situado encima 6 debajo de la recta, segun se
encuentre en la region superior O en la inferior.

Estas locuciones, aunque poco conformes con el lengnage
ordinario de la Geomelria, tienen la ventaja e abreviar algu-
nas veces el discurso.

§ L. De las perpendiculares , de los angulos y de las
paralelas.

ProsrEma L. (Fig. 89.)

N.° 148.  En un punto dado A de una recta indefinidae
LM, levanlar a esta una perpendicular.

Aniusis. Conocido ya un punto de esta perpendicalar,
basta (n.° 5.) delerminar otro punto; lo cual obtendriamos si,
despues de haber sefialado en LM dos punlos, B, C, equidis-
tantes del punto A, pudiéramos obtever por encima de LM
ntronlEnto que-estuviera a igual distancia de 103 mismos pun-
tos b, L.

Sintesis.—1.° — Tomemos con el compas dos dislancias
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iguales AB, AC:—2.°—desde los puntos B, C, con un mis-
mo radio arbitrario | pero mayor que AB], describamos dos
cireunferencias; —3.°—juntemos el punto D en que se cortan
con el punto A:

Y asi tendremos la perpendicular pedida.

En efeclo, en virtod de la construceion, las dos circunfe-
rencias lienen la distancia de los cenlros menor que la suma
de los radios [porque cada uno de estos es mayor que ka mi-
tad de aquella], y mayor que la diferencia de los mismos ra-
dios [que es wm..fa'{’; luego (0.” 143.) las circunferencias se cor-
tan en un punto D; cuyo punto unido al A, nos di Ia recta
DA, necesariamente perpendicular & BC 6 LM (0.° 41, es-
col. 2.°).

Escorio 1.° Las dos circunferencias se corlan tambien en
otro punto D', que sirve de comprobacion, porque los tres
punlos D, A, D', dehen estar en linea recta.

En la prictica se trazan solo los arcos EF y GK, E'F'y
G'K’, que delerminan los puntos de inlerseccion de las cir-
cunferencias, ;

Escovio. 2. Como siempre puede ejecularse esla cons-
lruceion, se infiere que,

Por un punto dado en una recta, siempre se le puede le-
vanlar una perpendicular ;

Ademas, ya hemos probado (n.” 27.) que

No se le puede levantar mas que una.

Prosuema . (Fig. 90.)

N.° 149, Desde un punto A tomado fuera de una recla
LM, bajarle una perpendicular.

El andlisis de este problema es casi enleramente igual al
del precedente, Bastaria pues lener olro punto de la perpen-
dicular, y para esto buscar en LM dos puntos ¢quidistantes de
su pie.

Sintesis. — 1.9 —Desde el punto A como centro, con un
radio conveniente, deseribamos un arco de circulo que corte
a LM en los puntos B, C; —2.° —desde los punlos B y C
como centros, con olro radio mayor que la mitad de BG, des -
eribamos otras dos circunferencias [0 mejor, cuatro arcos EF
y GK, E'F" y G'K’], que se corten c¢n los punlos D y I —
3."—liremos la recta ADD’:

Y tendremos la perpendicular.
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En efeclo, las dos circunferencias descritas deben cortar—
se, porque, en virtud de la conslruceion, la distancia de los
centros B y C es menor que la suma de los radios, v mayor
que su diferencia; ademas, los tres puntos A, D, D/, perlene-
cen por su posicion 4 la perpendicular levanlada en el medio
de BC; luego, elc.

Escovto. Siendo siempre posible la construccion anterior,
podemos inferir que ,

Desde un punto tomado fuera de una recta, siempre sc

puede bajar d esta una perpendicular.
Ademis, queda ya establecido (n.° 27.) que
No se puede bajar mas que una.

Prosrenas I (Fig. 91.)

N.* 150.  Dividir en dos partes iguales una recta AB de-
lerminada de longitud ;— 6, en otros rminos , — Hallar el
punto medio de una recta.

Axivisis.  Baslaria tirarle una perpendicular que la divi-
diera por la mitad; y para eslo basta oblener fuera de ella dos
puntos equidistantes de A y de B. ;

Sinresis.  1.°— Tracense desde los puntos A v B, como
centros, con un mismo radio lomado & voluntad [pero mayor
que la mitad de AB], dos circunferencias [0 dos arces decir-
culo], que se corten en dos puntos G, C'; 2.°— Tirese la CC'.

El punto O en que la recta GG/ encuentra 4 la AB, es el
punto medio de esla. j

La demostracion es igval 4 la de los problemas ante-
riores.

Advert. Conviene, para mavorexaclilud en la determina-
cion del punto O, determinar del mismo modo otros dos pun-
tos D, 1/, dela reclta CC/.

N.° 151. Conorario.—De eslo resulla evidenlemente el
medio

1.°  de— Describir sobre una vecta dada como didmetro,
un@ semi-circunferencia ¢ una circunferencia entera :

Porque la cuestion se reduce evidentemente & determinar
¢l medio de dicha recta ;

2.° de—Hacer pasar un circulo por tres punios dadas :

Despues de haber unido. estos puntos de dos en dos por
medio de rectas, lodo se reduce @ levantar perpendiculares
(0.7 127.) en sus mitades respeclivas.—El punto de concur-
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<o de dichas perpendiculares es el centro del circulo; y el ra-
dio se tendra firando una recla desde el centro a uno de los
puntos dados.

39 de— Hallar el centro de un civculo 6 de un arco de
cireulo ya descrito ,—cuando no se conoce 6 se ha perdido:

Témense 4 arbitrio tres punlos en el arco, y operese €o-
mo en el caso anterior ;

£.° en fin, de— Dividir un arco de circulo en dos paries
iquales :

Tirese la cuerda del arco, y bijesele desde el centro (ni-
mero 149.) una perpendicular; — 6 bien, levantese (n.° 150.)
una perpendicular en el punto medio de Ia ‘cuerda ; y pasard
por ¢l punto medio del arco (n.” 127.).

Advert. Esla segunda construceion es la tinica posible
cuando no se conoce el centro del arco.

Prosiema IV. (Fig. 92.)

N."152. Tirar una perpendicular & una recta que solo
puede prolongarse en un sentido,— bien sea 1. —sobre un
punto A tomado en ella misma,—Dbien sea 2." —desde un
punto D tomado fuera de ella.

L.os medios espuestos para resolver los dos primeros pro-
blemas de este parrafo, suponen evidentemente que se puedan
tomar en la recta dada, dos puntos equidistantes de uno cual-
quieta de ella. Pero esta condicion no siempre puede cum-
plirse, como por ejemplo, euando el punto A 6 el punto D es-
Leli‘lfle'masiado proximo d una de las orillas del papel en que se
dibuja. .

Pruer caso.  Sea dado el punto A en la recta AX que no
puede prolongarse 4 la izquierda de A.

ANivisis.  Se obtendria (n.* 94.) un triangulo DAE rectan-
gulo en A, si pudiéramos delerminar una ‘recla DE tal, qus
juntando su punto medio O con el punto A, se luviera

0A = 0D =0E;
de donde resulta la construceion siguiente :

1.°— Tdmese un punto O & voluntad por encima de AX;—
2.°—desde es¢ punto como centro, con un radio ignal 4 Ia
distancia OA [que es determinada], deseribase un arco de clr-

culo que corlara necesariamente 2 AX en otro punto E ;—
3.°—Tirese la KO, y témese OD == OE.
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El punto D pertenecers 4 la perpendicular pedida: — op
efecto, el tridngulo DAE es rectingalo en A. porque tiene

0D = OFE = 0A.

SEGUNDO CAs0.  Sea dado el punto D fuera de la recta,

SinTESIS. —1.° — Tirese por el punto dado una recta cual-
quiera DE; —2.° — hisquese (n.° 150.) el punto medio O de
la recta; —3.°—desde al punto O, con un radio OF — oD,

Iréacese un arco de circulo que corte a la recta AX en un pun-
(o A;—4.°—¢rdcese la DA,

Esla recta serd la perpend
constroceion, tenemos tambisn

DA = OE = 0D,
Advert. Determinado el pie A de la perpendicolar, se

pueden hallar, como en el primer caso, cuanltos mas puntos se
quieran.

icular pedida ; — pues por esla

Prosuena V. (Fig. 93.)

N." 153.  Por un punto dado A de una reeia indefinida
AX, tirar otra recta que forme con ella un angulo dado M.

Sintesis.  Desde. los puntos M y A como centros respecli-
Y08, y con un radio MN=AB, describamos —1.°—e] arco
NP, comprendido entre los lados del angulo y terminado en los
puntos N y P; —2.°—el arco indefinido BB/; —3.° — desde
el punto Ncomo cenlro, con un radio igual @ la cuerda del
arco NP, frdcese otro arco que corte al BB' en o punto C;—
4.°—tirese la recla AC:

El dngulo BAC es el dngulo pedido.

En efeclo, en virtad de la conslruccion, las cuerdas de |os
dos arcos NP y BC, son ignales; luego tambien lo son los ar-
tj:qosi}n.“ 109.), y por consiguiente (n.° 25.) los dngulos BAC,
NMP. .

Escorio 1.° Para dividir un anguloen 2, &, 8,... partes
iguales, basta dividir el arco que le corresponde en dos par-
tes ignales (n.° 152, 4.°), despues cada milad en otras dos ¥

asi sucesivamente.
 Esconi0 2.° El mismo problema suministra el medio de
Determinar el suplemento de la suma de dos angulos da-

dos; — 6 en otras palabras. — Conociendo dos angulos de un
triangulo, determinar el tercero.
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Despues de formar, en un punte A de una recta cualquie-
ra AB (fig. 94), un angulo BAC igual al primer dngulo. dado,
conslruyamos sobre AC, partiendo desde ¢l punto A, un dn-
gulo CAD igual al otro dado; prolonguemos la AB hasta B/,
y el dngulo DAB' es el suplemento pedido.

ProsLens VL. (Fig. 95.)

N." 154. Desde un punto C dado fuera de una reclia AB,
lirar una paralela G esta recla. -.

Despues de bajar (n.” 149.) desde el puntoC, una recta
CK perpendicular & AB, podria tirarse (n. 148.) por el mis-
mo punto G, otra recta CG perpendicular & €K ; — y se ten-
dria la paralela pedida.

Pero el problema anterior, y la propiedad de los dngulos
alternos-internos, nos proporeionan- una construcion mucho
mas sencilla.

Sintesis. —1.°— Tirese desde el punto G una recta cual-
quiera CD; —2."—desde los puntos C y D como centros, con
un radio CD, fréacense dos arcos de circulo, uno indefinido,
DDy otro, CE, terminado en un punto E de la recta AB;
—3."—tdmese (n." 153.), partiendo desde el punto D, en DI,
an arco DF=CE; —4.° — {{rese |la CF.

La recta FCG trazada de este modo es la paralela pedida.

En efecto, en virtud de esta constroceion, tenemos

angulo FGCD= dngulo CDE ;
luego (n.° 47.) las dos reetas AB, CG, son paralelas.
N.*155. ConroLanio.—Los problemas V y VI dan el me-
dio de resolver la cuestion siguicnte:

Por un punto C (fig 96.) lomado fuera de una recta
AB, tirar una recla que forme con la primera un dngulo
dado M.

En un punto cualquiera I de AB hdgase un dngulo LIB
igual al M (n.* 153.); despues por el punto C, tirese la €D
paralela a IL:

CD es evidentemente la recta pedida;, pues la construc-

cionda
CDB— LIB=M.

Advert. Como en el punto I se puede formar otro angule
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1/IA==M, resulta que el problema tiene dos soluciones, CD

y CD'.
Proprema VIL (Fig. 97.)

N.°156. Sobre una recta AB dada de longilud , lrazar
un arco de eireulo (n.° 126, advert.) capas de conlener un
angulo dado M.

A primera vista se ofrece el signiente medio de cons-
truceion.

1.°—Tirese por el punto A, una recta cualquiera AC;
—9."—desde el punto B, firese otra recta BC, que forme
con la anterior el dngulo ACB =M ; — 3.° —hdgase pasar (nii-
mero 151.) por los tres puntos A, B, C, una circunferencia.

ACC’B es el arco pedido, pues todos los dngulos- inscrilos
4 él son iguales entre si y al dngulo M (n.° 126.).

Pero el andlisis siguiente conduge & una construccion mas
sencilla.

Anivisis, Supongamos resuelto el problema; y sea AND
el arco pedido. 8i, en el punto B, {iramos la tangente BL, el
angulo ABL serad igual al ANB, que lo es al M (n.” 124.); y
como no se puede lirar por el punto B'mas que una sola tan-
gente (n.° 102.), resulta que, reciprocamente, formando en el
punto B un dngulo ABL igual al M, la recta LB serd langente
del cireuto; luego (n.° 102.). la recta levantada en el punto B
perpendicularmente 4 BL, pasara por, el centro.—De aqui re-
sulla la siguiente construceion:

SintEsis.— 1.° — Férmese en el punto B un dngulo ABL
=M ; —2.°— Levanlese en ese mismo punto una recta BK
perpendicular 4 BL (n.° 148.);—3."—en el punlo medio de
AR tirese una perpendicular IG; las dos perpendiculares se
cortaran necesariamente (n.” 50.) en un punto 0 ; —4.°—des-
de este punto, con el radio OA=0B, describase un circulo.

L.a parte ANB es el arco pedido.

En efeclo, en virtad de la construccion, la circunferencia
Irazada es langente en B4 la recta BL ; lnego, todos los an-
aulos en €, €, C”,...; son igualesd ABL, es decir, al dn-
gulo M.

Escouto 1.°  El centro del circulo estar siluado encima 0
debajo de AB (véase la observacion del n.° 147.), segun sea
agudo G obluso ¢l angulo dado (posiul., n.” 34.)

Si el angulo dado es reclo, ¢l centro se halla en el punto
medio de AB, y ¢l segmento equivale @ un semi-cireulo.
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Lscorto 2.°  En caso de hallarse el centro por encima de
AB, el segmento inferior, AN'B, del circulo descrito, es evi-
denlemente capaz del suplemento del dngulo dado.

En fin, el problema admile dos soluciones, cuando nada
indica en el enunciado, si el segmento debe eslar situado en-
cima 0 debajode AB.—Entonces se obtienen (fig. 98) dos seg-
mentos AMB, AM’B, iguales enire si, y que pueden, super—
ponerse inverlidos. P

§ IL. Construccion de los poligonos.

Enipezarémos por los tridngulos, a cuya conslruccion se
reduce la de todas las figuras reclilineas.

Prosiema 1. (Fig. 99.)

N.°157. Construir vn triangulo, dandoesengs— 6 bien
1.°— un lado y sus dos angulos adyacentes, — 4 bien 2,°—
dos lados y el angulo comprendido, — 6 hien 3.° y Gllimo—
los [res !m[as.

No insistirémos en los dos primeros casos, cuya construc-
cion se deduce facilmente del problema del n. 153. Solo ob-
servarémos que en el primer caso, para que el tridngulo sea
posible, es necesario y basta que los dos dngulos dados valgan
puntos menos de dos rectos ; v que en el segundo siempre es
¢l problema evidenlemente posible, porque despues de formar
un dngoloigual al dngulo dado (n." 153.), se pneden siempre
lomar en. sus lados indefinidos. dos partes iguales a las lineas
iladas.

Tencer aaso.  Sean m, n, p, los tres lados dados (°).

ConstruccioN. —1.°—En una recta indefinida AX., lome-
mos una parte AB igual & uno cnalquiera de los lados dados,
por ejemplo, a p;—2.°—haciendo respectivamente. centro
en A y en B, con los radios respeclivos m y n, fracense dos
sircunferencias [0 mejor, dos arcos de circulo], que se corta~
rin necesariamenle en un punlo C, si el tridngulo es posible; —
4. — tirense las CA y CB. r

T

") cCuando se quicre yepresentar por medio de una sola letra, una
linea dada de longitud, se acostummbra usar, para precaver confusio-
nes, nna letra: minscula, m, n,..., en vez de las mayisculas M, N,...,
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El tridgngulo ABC satisface evidentemente d las condicio-
nes del enunciado.

Advert. 'La construceion de un tridngulo equildleroes un
caso particular de este: los radios de los arcos 0 eirculos des-
eritos, son entonces {quales entre si, y al lado dado, que de-
be de anlémano tomurse en la recta AX.

Discusion.  Para que el tridngulo sea posible, es necesario

-y basta (n.° 144.) que el lado AB, elegido por base de la cons-
{ruccion, sea menor que la suma de los otros dos y mayor
que su diferencia,

Hablando propiamente, la condicion necesaria y suficien-
te para que sea posible un tridngalo dindosenos los tres lados,
es que,

Si se trata de un tridngulo EscaLeNo, — el lado mayor
sea menor que la suma de los elros dos ;

Si debe ser 1s0scELEs, — que cada uno de los lados iqua-
les sea mayor que la mitad de la base;

En fin, si debe ser souiLATERo, — es siempre posible.

Escorto.  Observarémos respecto del primer caso del pro-
blemal, que si en lugar de unlado y los doséngulos adyacen-
les, se diera un lado, el dngulo opuesto, y uno de los dan-
gulos adyacentes (n.° 67.), la cuestion se reduciria [icilmen-
te al caso primero, en virtud del escolio 2.° del n.” 153.

PropLema I, (Fig. 100.)

N.°158. Construir un [ridngulo dandose dos lados [m,

], y el angulo N opuesto a uno de ellos [al n, por ejemplo].

[El exdmen de {as circunstanecias relalivas 4 la resolucion

y discusion de este problema, mereee loda la atencion de los
principiantes.]

SinTesis. —1.°—En una recla indefinida AX, constriyase
un dngulo YAX igual & N;—2.°— fdmese cn AY la magni-
tud AC igual al lado m ; — 3.°— haciendo eentro en G ¢on un
radio igual d 2 [lado opuesto al dngulo dado N1, tracemos un
arco de circulo que corlard generalmente 4 la recta AX en
dos puntos B, B/; —4.° — tiremos la CB y CB’; y los dos
tridngulos ACB, ACB', satisfardn ala propuesta ;

Porque, en virlud de la construccion, se liene BAC 0
BAC'=N, AC=m, y CB 6 CB’=n, lado opuesto & N.

Asi pues, el problema adwmite dos soluciones.— Pero va-
mos sin embarzo & manifestar que, segun sean las maguitu-




CONSTRUCCION DE LOS POLIGONOS. 109
des relativas de los datos, asi puede tener dos soluciones co-
mo aoles, O lener solo una, 6 no tener ninguna.

Discuston.  Observemos ante lodo, que si despues de ha-
ber construido el dngulo YAX =N, y temado AC=m, baja-
mos desde el punto C la CD perpendicnlarala AX, esta perpen-
dicular [cuya consideracion nos serd muy Glil] puede tener
tres posiciones diferentes, segun sea la especie del ingulo da-
do N: puede (n.° 57.) caer en el dngulo YAX (fig. 100 y 101),
o confundirse con CA (fig. 102), 6 caer fuera del dngulo
YAX (fig. 103), segun sea N agudo , reelo 1 obluso, — En el
primer caso y en el lercero, tenemos siempre (n.” 39.) CD<<CA
6 < m; v en el segundo, CD = CA=m.

—[isto supueslo, examinémos primero el caso en que N es
agudo.

En este caso, pueden hacerse einco hipolesis diferentes :

O bien, n<<CD, y con mayor razen, <<m;

0 n=_CD, y por consigniente, n<<m; -

0.2 > CD, pero <m;

Ondlavez> CDy>m;

0, en fin, n=m, y por consiguiente > CD.

1.°—Sea n <<CD.—La circunferencia descrita desde €
como centro (fig. 100) con a por radio, no cortard 4 Ia recta
AX; por consiguiente, el problema no tiene solucien.

9.°—Sea n=CD.— La circunferencia susodicha seri tan-
gente 4 la recta AX en un punte D (fig. 100); y se oblen-
drit un tridngulo rectangulo ADG por unica respuesia de la
cuestion.

3.”—Sea n> CD, pero <<m 6 << CA.— En esle caso la cir-
cunferencia cortard 4 la recta AX en dos puntos B y B' (figu-
ra 100), situados ambos & la derecha del punto A (n.* 40.); v
resultaran dos tridngulos, ABE, AB'C, que salisfardn d la'vez
las condiciones del enunciadoe. Luego, en este caso, admite el
problema dos soluciones.

4.°—Sea n>CD y >m 6 > CA, al mismo tiempo.— La
circunferencia cortara tambien & la recta AX en dos puntos B,
B (fig. 101); pero estardn colocados necesariamente (0. 40.),
uno a la izquierda, y otro d la derecha del punto Aj; lo cual
dard un solo Iridngulo, ABC, que salisfaga & la cueslion, por-
que en el tridngulo AB/C, el dngulo CAD' es, no igual, sino
suplemento de N.

5.°—En fin, sea n=m.— La circunferencia cortard 4 Ia
vecta AX en los puntos A, B, y dard por d@nica solucion el
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tridngulo isosceles CAB. Asi, en este nuevo caso, no admite
tampoco ¢l problema was que una. solucion.

—Suapongamos ahora que el angulo N sea reclo; en esle
caso (D se confunde con CA 6 m,dxquien es igual.

En este caso no pueden hacerse was que dos hipotesis:

0 n=CD=m, en cuyo caso la circunferencia deserila
es solo tangente 4 la recta AX en el punto A, v resulta una
recta CA pororespuesta de la cuestion ; de modo que en: est
caso especialisimo no hay solucion propiamente dicha, pues lo
que se pedia era un trianguolo:

O bien, n>>CD> CA (fig. 102); en caya hipolesis, la
circunferencia corta a la recta AX en dos puntos, B B/, que
dén por soluciones dos tridngulos rectangulos, CAB, CAB',
rectangulos en A; pero son iguales y superpontbles: por con-
siguiente, en esta hipotesis, el problema, propiamente bablan-
do, solo admite una solucton.

—Nos falta unicamente suponer que el dngulo N sea ob-
tuso. ;

Puesto que en lodo tridngulo, al mayor dngulo se opone
el mayor lado, es necesario en el caso actual, para que el
trigngulo sea posible, suponer & n>>m, y por consiguienl:
a>>(D. Enlonces la circanferencia descrita no puede ocasio-
nar mas que un solo tridngulo ABC (fig. 103) que salisfaga al
enunciado, pues el otro triangulo AB'C tendriasu angulo CAB/,
no igual, sino suplementario de N.

Asi pues, en el caso de ser N obtuso, el preblema ¢ tiene
solo una solucion, 6 no tiene ninguna.

Hemos ¢reido deber esponer con toda latitud la-discusion
del problema precedente, para dac 4 los jovenes idea del mo-
do de disculir completamente una proposicion dada.

N.° 159, = Eseoio 1."—El problema 1y el escolio# él ad-
juntocorresponden & los casos de ignaldad espuestos en el ni-
mero 63; pero el problema que acabamos de vesolver dd lu-
gar 4 un nuevo teorema.

Para manifestarlo, observemos desde luego que soloen Ia
hipdtesis de ser n > CD, pero << m 6 GA (fig. 100), es cuando
el problema precedente ofrece en realidad dos soluciones; y
que entonces los dos tridngulos que le corresponden son, uno
acalingulo en B, y olro obtusingulo en B, siendo el angulo
CB’A suplemento de CBA [dcausa de ser CB=CB'].

De donde resulta este nuevo caso de igualdad, 4 saber :
Dos trigngulos son iguales cuando tienen dos lados res-
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pectivamente iguales € igual el angulo opuesto @ uno de ellos,
con fal que el angulo opuesto al sequndo lado sea de la msya
gseECIE e ambos (ridngulos. .

En efecto, con arreglo & la construceion: del problema 11,
solo puede existiv un (riangulo que llene todas las condicio-
uds del enunciado precedente.

N.° 160.  Hscouio 2.°—Eslos cuatro casos de igualdad de
los tridngulos oblicudngulos son los tnicos que pueden pre-
sentarse ; y por consiguiente podemos concluir que

Un trigngulo queda deferminado cuando se conocen TRES
de los seis elementos [lados y dngulos) que le constituyen,—
con lal — 1.° —que entre los datos haya d lo menos un la—
do; —2.— que si s¢ din dos lados y el dngulo opuesto &
uno de ellos, se diga de qué especie es ¢| Gugulo opuesto al
otro lado. :

Del tritngulo isdsceles y del triangulo rectdngulo.

Cuando se sabe deantemano que el tridngulo debe ser 7s0s-
celes 0 vectangulo, equivale & un dafo este conocimiento; y
solo se necesilan otros dos para determinar el tridngulo.— De
aqui los dos problemas siguientes : '

Prosrena 1L

N.° 161, Construir un tridngulo isésceles conociendo,
0 bien 1."—wuno de los lados tguales y la base;
0 2.°—uno de los lados iguales y un dngulo;
0 3.°—la base y uno de los angulos adyacenles;
0 4.°—la base y el angulo opuesto. ;
Sinresis.  El caso primero de este problema estd compren-
dido en el 3.° del n.° 157, pueslo que enlonces se conocen los
tres lados : solo debe adverlirse que convendrd tomar la base
del triingulo por base de la construccion.
En el sequndo caso, pueden hacerse dos hipotesis
() bien ¢l angulo es adyacente al lado dado; —y enlonces
como el segundo dngulo es suplementario del duplo del dngulo
dado, puede determinarse ficilmente (0. 153, escol.), y el
problema queda comprendido en el primer caso del primer
problema.
~ Obien el dngulo dado es opuesto al lado dado.—En esta
hipétesis, se conoce un dngalo y los dos lados iguales que le
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forman ; por consizuiente la proposicion entra en ¢l 2.° caso
del preblema 1.

En el tercer caso, se conocen un lado y los dos angulos
ailyacentes, que son ignales enlre si; y por consiguiente equi-
vale al caso 1.° del n.° 157.

En fin, en el cuarto caso, es necesario lomarel suplemen-
to del dogulo dado y dividirle en dos partes ignales (n.° 153,
escol. 1.° y 2.%), con lo cual conocerémos - los tres angulos y
un lado del tridngulo, entrando la construccion tambien por
consiguiente en la primera del n.° 157.

O mas simplemente, sobre la base dada, tracemos un
arco de circulo (n.° 156,) capaz de contener el dngulo dado;
despues, en el punto medio del lado’ mismo, levanlese una
perpendicular, y juntese el punto en que corta 4 la circunfe-
rencia descrita, con los estremos de la base: y se tendra cl
tridngulo pedido.

ProsrLema 1V.

N2 162,  Construir un triéngulo rectangulo, conociendo,
O bien 1."—un cateto y un angulo agudo ;

0 2."— la hipotenusa y un angulo agudo ;

0 3.°—los dos eatetos;

0 4."— la hipotenusa y un cateto.

[ Estos son los anicos casos admisibles.]

No insistirémos en los tres primeros, cuya constraceion se
halla comprendida, 6 en la del primero, 6 en la del segundo
del n.” 157: pero espondremos dos medios de construceion
para.el cuarto.

PrIMERA CONSTRUGCION. ({‘i, - 104) — Despues de haber
formado un dngulo recto YAX (n.° 153.), —1." — tdmese en
AX una parte AB igual al cateto conocido; — 2.° — desde ol
punto B como centro, con un radio igual 4 la hipolenusa, tra-
cese un arco de circulo que corte & YA en an punto C, y i~
rese la BC.

Bl triangulo BAC, satisface evidentemente 4 las condicio-
nes exigidas.

Advert.  El tridngalo no es posible sino en cuanto es la hi-
polenusa mayor que el cateto dado,

SEGUNDA CONSTRUCGION.  ( Fig. 105)—Sobro una recta AB,
igual 4 la hipotenusa, tracese (n.° 151.) una semi-circun-
lerencia tespues haciendo centro en A . conun radio ignal
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al catelo dado, trdcese un arco de circulo que corte & la semi-
circunferencia; y tirese la CB.

El lridngulo CAB es el triangulo pedido.
Advert. Las circunstancias determinarin cudl de los dos
medios debe preferirse.

De los poliyonos en general.
ProsLema V.

N.”163. Construir un poligono igual 6 otro dado.
Varias construcciones pueden darse de este problema, pe-
ro nos reducirémos & indicar las principales.

Primera_conrnuceioN. Despues de dividir el poligono
dado, ABGDEF (fig. 58), en tridngulos, por medio de diago-
nales tiradas desde un mismo vértice, F por ejemplo, ¢émese
en una recla indefinida, una parte A’F’==AF; despues, sobre
A'F', constriyase (n.” 157. un ridngulo A'B'F” igual al tridn-
gulo ABF. Igualmente, sobre B’F'— BIF constrilyase un nue-
vo triangulo B'C’F’, igual a BCF. Y asi sucesivamente.

El nuevo poligono, A’B/C''E'F’, obtenido de este modo,
serd igual al poligono ABCDEF (n.° 91, caso 3.%).

SEGUNDA CoNsTRUCCION. Desde un  punto cualquiera,
0 (fig. 65), del poligono ABCDEFG , tirense reclas i todos
sus vertices; despues, al rededor de otro punto 0/, lomado ar-
bitrariamente en el plano de construccion [no estd en la li-
mina la figura del segundo poligono] , férmense dngulos con-
secutivos, A’O'B!, B'O'C/,..., G’O’A’, respeclivamente iguales
d los dngulos AOB, BOC,..., GOA; tdmense en sus lados,
las partes O'A’, O'B’, 0'C!,..., 0'G', respeclivamenle iguales
d las partes OA, OB, OC,..., 0G; y juntense finalmente de
dos en dos los puntos A’B'C/,..., G

El poligono obtenido de este modo sers igual al primero.

Porque es ficil ver que los dos tienen iguales sus lados
respeclivamente, dispueslos del mismo modo, & iguales tam-
bien los dngulos homélogos.

Tencera construccion. Por los vérlices A, B, C, D, E
(fig. 106) del poligono dado, irdcense (n.° 154.) una série de
reclas paralelas entre si, pero de direccion enteramente arbi-
traria; tdmense en ellas partes iguales AA’—BB/ —GC'—...:
Y juntense de dos en dos los puntos A’, B/, C/,...

: lEI poligono formado de esta manera es igual al polizono
dddo,

8
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Porque los lados AB y A’B’, AC y A’CY,... son respectiva-
mente iguales (n.° 74.); v lo mismo los dngulos (n."52.).

Escotto. Los dos Gllimos medios de construccion hacen
conocer nuevos casos de igualdad relativos d los poligonos; entre
ellos merece especial mencion el siguiente:

Dos poligonos son iguales, cuando sus lados son respec-
tivamente iquales y paralelos, y estdn dirigidos en el mismo
senfido.

Puededecirseen esle caso, que el segundo poligono (fig. 106)
no es masque el primero movido en su plano paralelamente
& si mismo.— [ Véase el lema del n.” 62.]

ProsLema V1. (Fig. 58.)

N.164.  Construir un poligono , conociendo uno de sus
lados, AR, y las distancias de cada uno de sus estremos d
todos los otros vértices del poligono.

Sintesis.  Con la recla AF vy las dos distancias, que su-
ponemos conocidas, del punto B & los puntos A y F, constru-
yamos (n.” 157, easo 3.°) un \ridngulo ABF : — de este modo
quedara determinado de posicion el punto B.

Del ‘mismo modo se construirian los otros vertices; G, D,...
(Véase mas adelante en el n.° 167, la observacion final de
esle parrafo.)
Puoscena VII. (Fig. 82.)

N.°165. FEstando iuserito @ una eivcunferencia un po-
ligono regular, ABCD,... conslruir olro poligono circunseri-
to del mismo numero de lados ;— y veciprocamente.

Primera construccion. Por los vértices A, B, G,... del
poligono inscrito, lirense langenles d [a circunferencia: y
quedard (eterminado un poligono, que serd el poligono pedi-
do (n.° 134.).

SEGUNDA ConsTrUccion.  Por los estremos I, K, L,... de
los radios tirados perpendicularmente 4 los lados AB, BC,...
del poligono inscrilo, tirense tangentes que delerminardn lam-
bien el poligono pedido.

Advert. Hemos demostrado (n.” 135.) que los poligonos
A'B'C/D'E!, AVB'CDE, obtenidos por estos dos medios,
son iguales.

RecipRocAMENTE : — Para obtener el poligono inscrito, ¢0-
nociendo el circunserito A/B/C/DVE, se juntaran de dos en

-~
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dos los puntos de contacto eonseculivos, A, B, C,..., del poli-
gono circunserilo.

Las cuerdas que resullan son iguales, porque lo son los
arcos AIB, BKC,...; v los angules formados son tambien igua-
les, porque lienen una misma medida (n.” 123.).

O bien tambien, partiendo del poligeno circunscrilo
AYBC"DE", juntense de dos en dos 10s punlos conseeulivos
A, B, G,..., en que las rectas OA”, OB”, 0CY,..., tiradas
desde el centro & los vértices del poligono, encuentran & la
circunferencia.

El poligono ABCDE es regular, porque siendo igoales los
angulos en el cenlro, lo son tambien los arces que los miden,
y por consiguiente las cuerdas que estos subtenden.

Proprema VI (Fig. 107.)

N." 166. Dados dos poligonos requlares, wno inserito y
otro circunserito, de un mismo niimero de lados, tnscribir y
circunseribir los poligonos regulares de noBLE 6 SUR-DOBLE
ntimero de lados.

Sean AB y MN dos lados de los poligonos dados.

1. Para oblener el poligono inserito de doble namero de
lados, basta evidentemente junfar los puntes A y B con I,
punio medio del arco AB, repitiendo la misma operacion res-
pecto de cada uno de los arcos BC, CD,...

Las cuerdas Al IB, BL,..., son iguales por corresponder
a arcos ignales. — Luego, efe.

.2.° Be obtiene el poligono circunserifo correspondiente,
lirando por los punlos A y B dos langentes, que lerminen en
los puntos m, n de la tangente MN; repitiendo la misma ape-
racion en los demas puntos C, D,. ..

_ Larecta mn es el lado del poligono circunserito de duplo
numero de lados; y Am, nB, son semi-lados del mismo.

. En efecto, los tridngulos reetingulos OAm, Olm, son
iguales por lener iguales las hipolenusas y uno de los cate-
0s, OA=0I; de donde se infiere que Am=Im, y que
ang. 10m—=adng. AOm.

Del mismo modo se demostraria que Bn =nl —Im = mA.
Y que dng. BOn=dng.10% = dng. |0m= éng. AOm.

Asi se ve que el angulo mOn, que es la milad del 4ngulo
en el cenlro de cada uno de les poligonos dades, es el dngulo
en el centro del poligono buseado.
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Luego finalmente, mnp... es el poligono pedido.

3.° Los poligonos inscrilo y circunscrito de sub-doble ni-
mero de lades, se oblienen juntando por los puntos alterna-
dos A, C, E,..., por medio de las cuerdas AC, CE,..., y ti-
rando tangentes por los puntos A, G, E,..., sin hacer caso
de los intermedios B, D, F,...

Advert. Ea este 4ltimo caso, para (ue sea postble el pro-
blema es absolalamente necesario que tenga el poligono un
ntimero PAR de lados.

OBSERVACIONES IMPORTANTES sobre la delerminacion de un
. poligono en virtud de ciertos dalos.

N.° 167. Dijimos (n.” 90.) que [salvas algunas restriccio-
nes ya indicadas en la mayor parte] dos poligonos de 2 lados
son iguales cuando lienen iguales respectivamente (2r—3) de
sus elemenlos.

De aqui resulla que por lo general queda delerminado un
poligono cuando se din (2n— 3) de sus elementos, dngulos,
lados, O diagonales.

Se concibe lambien cudn censiderable debe ser el nimero
de los problemas que tienen por objeto— Conséruir un poli-
gono por medio de ciertos datos.

Ademis, si nada dice el enunciade sobre la mitoa dispo-
sicion de las ﬁjarles, puede suceder que sea muy grande el
nimero de soluciones de un mismo problema.

Sirvanos de ejemplo la cuestion siguiente:

Dados de posicion dos puntos, A, B (fig. 108), sobre una
recta indefintda, LL', hallar un tercer punto cuyas distan-
cias dlos dos primeros sean iquales & dos lineas dadas, m, v.

Esta cuestion equivale & — Construir un lriangulo, co-
noctdos los tres lados, AB, m, ¥ n.

Para esto (n.° 157.), haciendo centro en A y en B con ra-
dios respectivamente iguales a las lineas dadas m y n, trdcen-
se des circunferencias que generalmente se cortardn en dos
puntos C y C’; los cuales satisfardn 4 la vez al enunciado, por-
que, en virtud de la construccion, lenemos

CA=CA=m; 'y CB=C(B=n.

Si ahora trocamos los radios, es decir, si hacemos cenlro
en A con el radio » y.enr B con el m, para trazar las respec-
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tivas circunferencias, se obtendran otros dos puntos D, D/,
que tambien salisfardn a la cuestion, puesto que nada dice el
enunciado, sobre si el 117;"“0 buscado debe estar mas lejos del
punlo A que del punto B.

Es verdad que juntando los puntos C, C', D, D', con los A
y B, resullan cualro \ridngulos tguales y superponibles, por
tener sus lres lados respeclivamente iguales; de modo, que si
se tratdra de construir un tridgngulo por medio de sus tres la—
dos, hablando con propiedad , no lendria mas que una solu-
cion. Pero tratandose de determinar la posicion de un punto
en un plano bajo ciertas condiciones, ofrece el problema cua-
{ro soluciones dislintas.

La cuestion que acabamos de resolver, hace comprender la
necesidad de especificar en el problema el n.° 164, de qué
modo deben estar colocados unos respecto de otros los vérti-
ces del poligono buscado; pues de lo contrario se podrian
construir muchisimos con las demds condiciones indicadas.

Por esta razon, al enunciado del tercer caso de igualdad
demostrado en el n.” 92, debemos afadir estas palabras: dis-
puestos 6 reunidos de la misma manera.

N.”168. Hay otras muchas observaciones que hacer so-
bre la construccion de los poligonos en general ; pero como no
debemos entrar en lantos pormenores, nos reducirémos 4 ad-
verlir que, cuando se conoce de antemano la especie del poli-
gonoque se manda construir, puede disminuirse considerable-
mente el nimero (2n— 3) de datos que se requieren ordina-
riamente. —Asi es como, por ejemplo (n.° 161.), bastan dos
datos para un tridngulo isdsceles 6 rectangulo.— En los cua-
driliteros, que generalmente exigen (2x4—3) 6 5 datos, si
la figura debiera ser un paraleldgramo, bastaria con fres da-
tos, porque la condicion del paralelismo de los lados opuestos
vale por dos.— En el rombo, basta con dos ; en el cuadrado,
con uno, su lado 6 su diagonal.

Finalmente, en un poligono regular bastan absolutamen-
le ¢l lado y otro dato cualquiera, comoel diguloen el centro,
0 el dngulo mismo del poligono , & el nimero de lados, o la
especie del poligono, porque para obtenerle, solo se necesita
construir (n.” 161.) un (riangulo isdsceles, conociendo wun
lado y el angulo opuesto, 6 un lado y uno de los dngulos ad-
Yacenfes, milad del dngulo del poligono.
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Proguema. (Fig. 109 y 110.)

N.® 169. Dados en un tridngulo,un lado AB, el angulo
opuesto [igual 4 el dngulo M), y la suma s 6 la diferenciad de
los otros dos lados, construir el triangulo.

Primer caso.  AnAusis.— Observemos lo primero que el
vértice G del tridngulo debe pertenecer 4 el arco ACB descrito
sobre AB, ycapaz de contener al dngulo dado M. Por olro la-
do, si se prolonga AC de modo que CD=CB, y se lira la DB,
el triangulo CDB es isosceles, y dé (n.? 58.)

angulo CDB = dngulo CBD,
de donde (n." 55.)
anyulo CDB = § angulo ACB=1 M.

Se ve pues que el punto D [cuya posicion, una vez deter-
minada, hard conocer ficilmente la del punte € sobre el arco
ACB] es la interseccion de un arco de circulo, capaz del dn-
gulo 4M y construido sobre AB, con una cireunferencia de
circulo descrita desde el punlo A como ¢entro con un radio
igual 4 la suma dada s.

Asi pues, se conseguiria la resolucion del problema cons-
truyendo separadamente sobre AB (n.” 156.) dos arcos de cir-
culo capaces, uno del dngulo M, y otro del dngulo § M, v des-
crthiendo despues desde el punto A como centro, con s por
radio , otro arco de circulo que cortard al segundo en un pun-
o D.—La recta AD encontraria al primer arco en un puato
C; y el tridngulo ACB seria el tridngulo pedido.

Pero esta constraccion no es la mas ficil gue puede em-
plearse.— En efecto, observemos que el punto 1, en que la
perpendicular levantada en la mitad de AB, encuentra al pri-
mer arco, es pecesariamenle el cenfro del segundo; porque si,
desde dicho punto como centro, y con IA por radio, se des-
eribe una eireunferencia, ¢l dngulo que tenga su vérlice en
esla, serd la mitad del dngulo en ¢l centro AIB, y valdra, por
tonsiguiente, la milad de M.—En esto se funda la construc-
cion siguienle.

Sintests. — 1.° — Sobre AB trdcese un arco de circulo ca-
paz del dngulo dado M: la perpendicular levantada en el pun-
to medio G de AB [que ha debido servir en esla primera cons-
truccion] encuentra al arco en un punto I; — 2.° — desde el

T
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punto I como centro, con el radio 1A, fracese una circunfle-
rencia de cjrculo;—3."—desde el punto A como centro, con
un radio igual 4 la recta dada s, describase un arco de circu-
lo que corle a la circunferencia segunda en un punto D;—
L' —tiresela recta DA, v juntese ¢l punto B con el Cen que
DA encuentra al arco ACB; _

El triangnlo ACB, que resulla, es el tridgngulo pedido.

En efeclo, en virtud de la construccion, el dngulo ACB
es doble del ADB, 6 CDB, y por consiguiente es ignal a M.
Ademis, siendo ACB=CBD + CDB (uv." 55.), resulla
CBD = CDB; de donde (n.° 60.) CD =BC.

linego finalmente . AC— CB = AC + CD = s.
L. € D. .

Discusion. Para que el problema sea posible, es necesario
que la suma dada s no sea mayor que el diamelro AlL del
cireulo descrito desde el punto I como centro ; — suponiendo
que se tenga s << AL, habri dos puntos de interseccion, D, D',
y por consiguiente, dos (riangulos, ACB, AC’B, que salisfa-
zan igualmente d la cuestion. Seria sin embargo ficil probar
(ue son los dos iguales, por tener los tres lados respecliva-
mente ignales.

Si tenemos 5= AL, las dos soluciones se reducen @ una
sola, 4 saber, al triangulo AIB.

Eslo nos manifiesta que,

De lodos los triangulos construidos sobre wna misma
recta AB, con un mismo dngulo opuesio a ella como lado,
es el triangulo isosceles AIB el que tiene mayor perime-
tro.(n.* 35.).

SecuNpo caso.  ANAusis, — En esle caso, como en el
precedente, el vérlice G del triangulo (fig. 110), perlenece al
arco descrito sobre AB, capaz de contener al angulodado M. —
Tomando pues en CA una parle CD=CB, para oblener el
punto G en esle segmento, no hay mas que fijar la posicion
del punto D. Para esto, siendo CD=CB, resulla (n.” 58.)
DBC = BDC;
de donde DBC ~ BDC = 2BDC, vy per consiguion-
le (n.° 55.)

9BDC + DCB = 2 reclos ;

luego  BDC == 1 recto — 4 DCB = 1 reclo— 4 M;
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lo cual da para ADB, suplemento de BDC, i
ADB =2 rectos — (1 recto — 1 M) = 1 reclo + 3 M.

Se ve, segun esto, que el punto D es la interseccion de un
segundo arco de cireulo deserito sobre AB capaz del dngulo
obtuso (1 recto -4 M), con la circunferencia descrita desde ej
punto A como centro, con un radio igual & la diferencie
dada d.

Pero ahora digo que, como en el primer caso, el centre
de este segundo arco no es otra cosa que el punto ! en que la
perpendicular levantada en la mitad de AB, encuentra 4 la
segunda parte de la circunferencia, cuya parte primera es ¢l
arco capaz del angnlo M.—En efecto, haciendo centro en I,
con el radio IA, describase una circunferencia : el dngulo en
el centro AlIB es doble del dngulo inscrito ALB, lo cual di
ALB =14 AIB. Por otro lado, el mismo dngulo AIB, conside-
rado con relacion 4 la circunferencia AIBHE: es suplemento de
AHB (0. 122.) 6 del dngulo M; luego tenemos AIB —
(2 rectos — M) ; y por consigniente, el angulo ALB vale
(1 recto—4M), y su suplemento ADB valdra

2 reclos — (1 recto — 4 M), 6 1 reclo 4 M.
LC.D.D.

De aqui resulta la conslruccion siguiente :

Sintesis.—1."— Sobre la recta AB describase un arco de
cireulo capaz del dngulo M, frazando entera la circunferen-
cia: la perpendicular levantada en la mitad de AB encuentra i
la parte AIB de esa circunferencia en un punto I;—2.°—des-
de este punto como centro, con un radio igual a IA, deseri-
base otra circunferencia (considerando solo el segmento silna-
do al mismo lado que el de la primera, respecto de AB);—
3.°—haciendo centro en A, con un radio igual & d, deseriba-
se un arco de circulo que corte al precedenteen el punto D;—
4.°—tirese la euerda AD prolongdndola hasla encontrar al
primer areo en C.

El tridngulo ACB que de este modose obliene, esel tridn-
gulo pedido; lo cual se demostraria ficilmente reproduciendo
en orden inverso los raciocinios del andlisis.

Escorio. No enlraremos en pormenores sobre la discu-
sion de este caso; pero haremos observar que las dos partes
del problema que acabamos de resolver, dan ejemplo de una

ol
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cuestion en que, el primer anilisis, conduce a una conslruc-
cion que no es la mas sencilla, y que despues se consigue
simplificar por eonsideraciones delicadas que, & primera visla,
habian pasado desapercibidas. '

§ 1ll. Problemas sobre los conlaclos.
ProsLeya 1. (Fig. 111 y 112.)

N.2170. Por un punto A dado fuera de un circulo , ti-
rar & este una langente.

[El caso de estar en la circunferencia el punto dado no
ofrece dificultad alguna, pues basta (0.° 102.) levantar una
perpendicular en el estremo del radio.]

Anhuisis.  El punto de contacto [y por lo tanlo la langen-
te] quedaria determinado si se pudiera hallar en la circanfe-
rencia un punto M (fig. 111), tal que juntindole con los pun-
tos O vy A, resullara en M un dngulo recto.

Sinresis. —1.°— Tirese la recta OA;—2.°— sobre clla,
como didmelro (n.° 153, 1.°), describase una circunferencia
que encontrard & la primera en dos puntes, My M’; —
3.°—tiremos las rectas AM, AM’.

Ast obtenemos dos soluciones de la cuestion.

Porque los dngulos OMA, OM’A, son rectos (n." 123.) ; y
por consiguiente, AM, AM', son langentes al circulo (n.* 102.).

Discusion.  El problema es evidentemente posible en todos
casos mientras el punto dado es esterior al circulo O, porque,
con arreglo & la construccion, los puntos O y A de la segun-
(la circunferencia deben ser uno inferior y otro esferior a la
primera (n.° 136.).

Si el punto dado fuera el A’ situado en la primera circun -
ferencia, los dos circulos se locarian en el punto A, que ‘en-
tonces seria el punto de contacto. !

SEGUNCA CONSTRUCCION.  ANArisis. — Suponiendo resuelto
el problema, prolonguese el radio OM (fig. 112) que pasa por
el punto de contacto, hasta tener MC=MO, y tirense;las
rectas OA, y CA: eslas rectas serdn iguales (0. 40.), y el
punto C [que, determinado, dara 4 conocer el M] se halla se-
sun esto siluado 4 una distancia de O igual al duplo del radio
OM, y 4 una distancia de A igual & OA.

Sinresis. —1.°— Tirese la recla OA [prolongdndola hasta
encontrar en B & la circunferencia dada] ; —2.°— desde los




122 LIB. I,— CAP. 1. — § 1.
puntos O y A como centros, y con los radios respeclivamente
iguales 3 208 y AO, describanse dos circunferencias que se
corlen en dos puntos C, C/;—3.°—tirense las OC, OC', que
encontrardn @ la circunferencia dada en los puntos M, M’; —
4."—en fin, frdcense las rectas AM y AM’:

Las cuales serdn las dos langenles pedidas.

En efecto, los dos tridngulos AOCG, AOC’ son isbsceles; y
ademas , se tiene CM=MO, y CW=MW0O; luego (n." 61.)
las dos rectas AM, AM/, son perpendiculares d los radies OM,
OM/, y por consiguiente tangentes al circulo.

Discusion. Mientras el punto dado A sea esterior al ¢ircu-
lo dado, las dos circunferencias deseritas se cortarin pecesa-
riamente: en efecto, el punto O de la circunferencia AO es
evidenlemente inferior a la circunferencia \razada con el ra-
dio 208 ; y es ficil ver que para cualquier posicion del punto
A sobre OA, mientras sea OA>> OA/, la circunferencia des-
crila eon el radio OA lendrd un segundo punto D, siluado en
la rmlnngacion de OA, esteriormente i la circunferencia 208B.
Asl pues (n. 136), los does eirculos se corlaran, y el problema
serd siempre posible.

Si el punto A estd en A’ sobre el eircolo, las des circun-
ferencias se¢ tocardn en un punlo E, en el coal se lendra
EA’=A'O; y el punto A’ es entonces el punto de contaclo.

Advert.  En la practica es la seganda conslruccion mas fi-
cil que la primera, porque los radios de las dos circunferen-
cias que se lienen que describir, 20B y OA, son dados ¢
priori; mientras en la olra se necesila delerminar de antema-
no ¢l punto medio (n.° 150.) de la distancia AO.

Prosuena I1. (Fig. 113.)

N2 171, Tirar una tangente comun G dos cirveulos
dados. :

AnAusis,  Sea MNC la tangente comun 3 las dos circunfe-
rencias dadas; lirense los radios OM, O’N, y por el punto O’
lirese la O'D paralela & MC.-~Esto supuesto, observemos que
siehdo los radios OM, O'N, perpendiculares 4 la tangente MC,
son paralelos entre si; y como O'D es tambien paralela & MC,
resulta que la figura DMNO’ es un paralelogramo, y da (ni-
mero 74.) DM==0’N; asi pues, OD es igual & la diferencic
de los radios de los dos cireulos. Ademds, la misma figura
DMNO’ ¢s up rectingulo, puesto que son reclos los dngulos
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en M yen N; luegola recta 0D es perpendicular alaOD,y
por consiguiente langente al circulo descrito desde el punto O
como cenlro con un radio igual 4 la diferencia de los radios
dados.

De esto resulla la siguiente construceion :

Sintesis. —4.°— Desde el punto O como cenlro, con un
radioigual @ la diferencia de los radios de los circulos dados,
describase una circunferencia; — 2.°—tirese desde el punto
0’ (n.°170.) una langente & dicha circunferencia ;—3.°—jiin-
tese el centro O con el punto de contacto D, y prolénguese la
recta OD hasta M; — 4.° — tirese desde el punto O’ el radio
O'N paralelo 2 OM (n.* 154.); —5." — tirese , finalmente, la
recta MN :

Y tendremos en ella la tangente pedida.

En efecto, en virtad de la construccion, DM es igual y
paralela 2 O'N, puesto que OD es la diferencia de los radios;
luego la figura DMNO' es un paralelégramo (n.° 74.), y ade-
wds un rectingulo, 4 causa de ser OD perpendicular a O'D;
por consiguiente la recta MN es perpendicular & los radios
OM, O’N; ete. :

Advert. Como, desde el punto O, se pueden lirar dos tan-
gentes O'D, O'DY, 4 la circunferencia OD , se tienen tambien
dos rectas MN, M’N’, que dan solucion al problema.

Escouto.  Es facil ver que en caso de ser los circulos este-
riores el uno al otro, como en la figura 113, exislen lodavia
olras dos solaciones mn, m'n’, que ppeden llamarse tangenles
inleriores, porque encuentran la linea de los centros entre los

~puntos O y O’ en un punto C'; mientras las otras dos MN,
WN’ llamadas tangentes esteriores, la encuentran en un pun-
to C situado en su prolongacion.

Para oblener esas otras dos soluciones [sobreentendiéndose
¢l anilisis], se debe—1.°—describir una circunferencia, ha-
ciendo centro en 0, con un radioigual @ la suma de los radios
de los circulos dados;—2.°—desde el punto O tirense dos
tangentes 0/d, 0'd’; — 3.°— tirense los radios Od, Od’; —
&.°—tirense desde el punto O’ los radios O'n, O'n', parale-
los 4 Od, Od’, 64 los radios Om, Om'; —5." — finalmenle
trdeense las rectas mn, m'n':

Y tendremos las dos tangenles pedidas.

La demostracion es igual a la:anterior.

Nos dispensamos de disculir este problema, que es evi-
dentemente susceplible de cuatro , tres , dos, 6 solo una solu-
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cion, 6 bien de no tener ninguna, segun la posicion de las
<inco relativas de dos circunferencias, que tengan los eirenlos
propuestos.

ProsLema I1L. (Fig. 114.)

N.*172.  Trazados en un plano dos circulos ©, O, ti-
var una [ransversal MC, tal, que cada una de las parles
MN, mn, de ella, comprendidas en lo interior de dichas cir-
cunferencias, sea igual & una linea dada a.

ANiuisis.  Supongamos resuello el problemas; ysea MNma(C
la recta pedida. Tracense & voluntad, en los eirculos dados,
otras dos cuerdas DE, de, iguales entre si y 4 la recta dada a;
despues desde los centros 0, 07, bjanse las perpendiculares
respectivas 0G, Ol, y 0'¢, 0'i, 4 MN, DE, y mn, de.

Esto supuesto, puesto que DE =MN = de==mn, se lie—
ne (0. 109.) 06=01, 0’g=0'1 ; ademds , las dos circunfe-
rencias descritas desde los puntos O, O/, como centros, con
los radios respectivos OG, Og, serdn (n.° 102.) tangentes en
G, 1, y ¢, i, alas citadas cuerdas iguales.

De donde resulta evidenlemente la sigaiente construecion :

Sintesis.  Despues de baber fomado con el compas, en las
dos circunferencias, las cuerdas DE, de, iguales 4 a, y baja-
do (n.° 149.) las perpendiculares OG, 0'g, fracense desde los
puntos O, 0’, como cenlros, y con los radios respeetives O,
O'g, olrasidos circunferencias ; tireseles una tangenle comun
MuC (n.° 170.): . '

— Y asi oblenemos la recla pedida.

En efeclo, en virtud de la construccion, las dos partes .
MN, mn, de esta langente, comprendidas ‘en los circulos da-
dos, estin 4 la misma distancia de sus centros respectivos 0,
(¥, que las cuerdas DE, de; Inego se liene

MN=DE=a, y mn=de=a.

Advert.  Este problema puede tener, como el precedente,
cuatro, tres, ele., soluciones, segun Ia posicion relativa de
las circunferencias; y, para que sea posible, es evidentemente
necesario que la recta dada no sea mayor que el didmetro
del menor de los circulos. Pero no basta con esa condicion,
como podria verse con una discusion mas circunstanciada.

Escouio. Al problema 1.°y d esle se enlaza como caso
particular el siguiente:

Por un punto dado en ¢l plano de un cireulo, tirar una
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vecta que le corte de tal modo que la partede ella, infercep—-
tada por el circulo, sea igual & una linea dada.

Despues de haber frazado en el cireulo: una cuerda igual
4 la linea dada, describase, como en el caso anterior, una cir-
cunferencia que le sea tangente; despues, desde el punto da-
do, tirese una langente d este nuevo circulo ; y tendremos la
vecta pedida.

Este problema ofrece una discosion de bastanle inlerés
que sin embargo lenemos que suprimir aqui, redociéndonos &
observar que, en el caso de ser interior el punlo dado, para
ser posible la cuestion, debe hallarse la recta comprendida en-
tre dos limites, —1.°—el didmetro del cirenlo;—2."—la cuer-
da pecpendicular & la recta, lirada desde el centro al punte
dada. (Véase el n.” 112.)

Puosuema IV. (Fig. 60.)

N."173.  Deseribir un circulo tangente a (res rectas da-
das de posicion en un plano.
La resolucion de este problema es una consecuencia in-
mediata de los teoremas establecidos en los n.°% 95 y 127:

Constriyanse (n." 153, escolio 1.°) las bisectrices de los
dos angulos CAB, CBA; despues desde el punto O, en que
estas rectas se cortan necesariamente (n.” 34.), bdjese una
perpendicular @ AB; y desde el mismopante como centro, con
un radio igual @ la perpendicular, deseribase un eirculo: su
circunferencia serd tangente 4 los treslados del tridngulo ABC,
puesto que (n.° 127.) son iguales entre st las perpendiculares
liradas a ellos desde el punlo O.

Paeden ademds oblenerse olras soluciones de este mismo
roblema, trazando, por ejemplo, las bisectrices de los dngu-
os BCL, CBI, respectivamente suplementos de los dngulos G

Y B del tridngulo.

_ Deeste modo se hallarian en general , euatro soluciones,
a saber: un circulo nferior al triangulo determinado por las
tres rectas, que se llama, por esta razon, circulo inscrito; y
despues ofros fres circulos esteriores a dicho tridngulo, que
se llaman circulos ez-inscritos.

Cuando dos de las tres rectas dadas son paralelas, no pue-

den existir mas que dos soluciones.
~ En el caso general, los centros de los caatro circulos y los
vetlices del triangulo forman seis sistemas de fres punlos si-
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tuados en una misma linea recta; y las seis lineas reclas que
determinan son perpendiculares de dos en dos.
Basta para comprobarlo, ejecutar por completo la cons-
truccion.
PropLema V. (Fig. 115.)

N.° 174. Traszar una circunferencia que toque G una rec-
la dada en un punto dado B, y que pase por otro punio dado
fuera de la recta,

Es evidente que el centro del circulo buscado debe hallar-
seen el encuentro de la perpendicular levantada sobre LM por
el punto B, con la perpendicular tirada & AB por su punto
medio C. :

Sintesis.  Construyanse esas dos perpendiculares(n. 149,
150.); y desde el punio O en que se corlan, con el radio OA
u OB, describase una circunferencia ; que serd la pedida.

Este problema es siempre posible, y solo admite una so-
lucion.

Si los punlos A y B se dieran sobre una misma recta per-
pendi%uiar a LM, el centrose hallaria @ la mitad de la distan-
cia AB.

Prosrena VI, (Fig. 116.)

N.” 175.  Describir un circulo que toque G una recta da-
da LM y a una circunferencia dada O, conociendo el pun-
to L de contacto con la recta.

Por el andlisis se conoceria ficilmenle que esle problema
puede referirse al anterior.

Sintesis.  Suponiendo primero que el circulo buscado de-
ba ser esterior al circulo O,

1.°—levdntese en el punto I una perpendicular indefinida
K ; —2.°—{dmese en 1K, y por el lado de la recta LM opues-
to al punto O, una parte Il igual al radio OB del circulo da-
do ;= 3.° ~— térese por el punto I' la recta L'M’ paralela &
LM;—4.°—determinese (n.® 174.) el centro O/ de un cir-
‘culo que pase por el punto O y que sea tangente & L'M’ en el
punto I';—5.°—finalmente, desde este punto O’ como centro,
y con un radio igual & O'L, describase un circulo.

Este circulo serd & un mismo liempo tangente & la recta
LM vy al cireulo O.
Desde luego, es tangente & LM, porque el radio 01 es
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perpendicalar 4 esla recta i—ademas, sie_n_do la distancia de
los centros 070, ignal & O'1" por construccion, se compone del
radio Ol mas el radio OB, es decir, que es igual @ la suma
de los radios; luego los dos circulos se tocan en un punto C.

Advert.  La discusion de este problema presenla algun
interés bajo el aspeclo del mimero de soluciones de que es
susceplible, segun las posiciones relativas del circulo, de la
recla y el punto dados.—Segun los casos, asi se puede obte-
ner un circulo tangenle esteriormente al circulo dado, 6 que
la envuelva, O que le sea interior.

Prosuema VII. (Fig. 117.)

N.* 176. Describir un circulo que toque G una recla da-
da AB y @ una cireunferencia dada O, conociendo el pun-
to C de conlacto con la cireunferencia.

Tirese al punto C la langente LM; y proldnguese el ra-
dihn1 BOC hasta encontrar en 0 con la bisectriz MK del dngulo
LMB:

El punto O’ pedra tomarse por centro de un circulo tan-
gente 4 la recta AB en un punlo determinado, y 4 la recla
LM en el punto G, y por consiguiente tambien al circulo
dlado.

Advert. Este problema es susceptible de dos soluciones,
de las cuales la segunda se obtiene lirando la bisectriz MK’,
del dngulo suplementario LMA.

Prosuema VIIL. (Fig. 118.) -

N.°177.  Describir un circulo que logue en un punto da-
do A 4 uwna circunferencia dada gA, y que pase por olro
punto lambien dado B [esterior ¢ interior a dicha circunfe-
renciaj. :

Anirisis y Sintesis reunidas.  Junfese el punlo O con el
punto A; el eentro del circulo buscadodebe hallarse en la rec-
ta_indefinida OAL. — Despues, en el punto medio de AB o
AB', levdntese la perpendicular 1K 6 U'K’: las dos reclas OL é
IK, 4 OL é I'K’, se encuentran necesariamente (n.° 50.) en
un punto O’ @ 0”.— En fin, haciendo centro en ese punlo y
con el radio O'A i O"A, descrtbase una circunferencia, y
esla tocara al circulo dado inferior 6 esteriormenie, segun
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sea ¢l punto dado interno 6 esterno 4 la circunferencia O, y &
la vez pasard, 6 por el punto A, 0 por el punto A'.

Advert. [Este problema cs siempre posible.—Sin embar-
go, si el punto dado B 6 B, y el punto A, se halliran situa-
dos en una misma linea perpendieular & OL, el circulo bus-
cado se reduciria @ la tangente AB.

Proviena IX. (Fig. 119.)

N.°178.  Describir un circulo de un radio dado que (o-
que @ una recta deda AB y a una circunferencia lambien
dada O.

Es facil conocer que el centro O’ del circulo buscado debe
hallarse en una recta, A’B/, paralela 4 la AB, distante de esla
una magnitud igual al radie dado, y en una circunferencia
concentrica al circulo dado, descrita con un radio R’ ignal @
la suma 0 & la diferencia de los dos radios que se ddn, segun
se verilique la langencia.— Una vez delerminado el centro,
podrd describirse inmedialamente el circulo, pues se conoce
su radio R,

Habrd en general cualro soluciones, cuando la recta sea
eslerior 0 langente al eirculo dado. — Podran llegar & ocho.
cuando la recta corle 4 la circunferencia; y podrd suceder que
esle nimero disminuya en algunas circunslancias, pudiendo
llegar & reducirse & cero.

Prosrema X. (Fig. 120.)

N.° 179. - Deseribir un circulo de un radio dado que lo-
que @ dos circunferencias dadas QO y O'.

Reduciéndonos 4 la construccion del circulo que debe ser
estertor a los dos circulos dados, necesilamos, para oblenerle,
describiy desde los puntos O, 0/, como centros, con radios
respectivamenle iguales 4 (R+-R"), (R'+ R"), [designando
R, R’, R”, los radios de los cireulos dados y del circulo bus-
cado], dos circunferencias que se cortarin generalmenle en
dos puntos 0", 0", que serdn los cenlros de dos circulos,
los cuales descritos con el radio R”, salisfaran igualmente &
la cuestion.
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Escorio 6ENERAL sobre los contaclos.

N.° 180. Hemos creido que debiamos abreviar en estos
@ltimos problemas el andlisis, la sintesis y la discusion, por-
que todas eslas parles, y en parlicular la discusion, exigian
mucho delenimiento; pues deberian lenerse en cuenta no solo
la posicion relativa de las lineas dadas, sino tambien las di-
versas soluciones de que es susceplible la cuestion propuesta,
y las circunstancias en que cada una de ellas puede verificarse.

Nos limitarémos & observar que, cuando dos circulos es-
tin dados de posicion en un plano, puede baber diversas cla-
ses de circulos que les sean langentes, 4 saber: circulos este-
riores @ entrambos, circulos esteriores al uno y comprenso-
res del otro, circulos interiores @ entrambos, etc.—De dondo
se deduce que, en las diferentes construceiones que pueden
emplearse, siempre debe tenerse presente la condicion de con-
tacto de dos circunferencias, a saber: que la distancia de los
centros es tqual @ la suma 6 d la diferencia de los radios,
segun deba ser esferior 0 inlerior al contacto.

Podemos afiadir que si un gran nmero de problemas so-
bre los contactos pueden resolverse por medio de los prin-
cipios establecidos hasta aqui, hay otros muchos que su-
ponen el conocimiento de ciertas relaciones numéricas entre
los datos y las incognitas. Pero estas relaciones no pueden es-
plicarse y demostrarse sino en el segundo libro, 0 en el apén-
dice  los dos libros primeros.




LIBRO SEGUNDO.

DE LA ESTENSION CONSIDERADA EN UN PLANO.
—i i

Inrropuccion.—Segun ya hemos dicho (n.” 23.), este libro
se dividira como el primero en {res capitulos: el primero tra-
lard de las lineas proporcionales , de la semejanza de la de-
terminacion de las dreas y de su comparacion en las figuras
rectilineas; el segundo, tralard de las lineas proporcionales
consideradas en el circulo, de la determinacion de las dreas
circulares, y de la relacion de la circunferencia al diametro;
ElI tercero, en fin, quedara consagrado a la resolucion de pro-

emas.

CAPITULO PRIMERO.

DE LA ESTENSION EN LAS FIGURAS RECTILINEAS.

§ L. De las lineas proporcionales.
Teorema 1. (Fig. 121.)

N.* 181. Trazadas en un plano dos rectas indefinidas,
LM, L'M’, si en la primera LM se loman distancias conse—
cutivas iguales, AB, BC, CD,..., y por los puntos de divi-
sion A, B, G, D,..., se tiran paralelas en una direccion ar-
bitraria, estas paralelas determinaran en la otra recta L'N',
unas partes A'S’, B'C', C'IV,..., iguales tambien entre si.
ista proposicion comprende como caso particular el teore-
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ma, 0 mas bien, la reciproca del teorema del n.® 81; y se de-
muestra de un modo enteramente andlogo.

Por los puntos A, B, €, D,..., tirense las rectas Aa, Bb,
Ce,... paralelas 4 L'M', y lerminadas respeclivamente en las
rectas BB', CC', DD/,...; asi se obtiene una série de tridngu-
los ABa, BCh, CDe,..., todos iguales enlre si, por lener un
lado igual AC=BC=CD=..., adyacentes 4 dngulos respecti-
vamente iguales; de donde se deduce Aa=Bb—Ce=Dd—...,
y por consiguiente A’B' = B/C' =C'D'=D'E'=... (n." 72.).

Teonema II. (Fig. 122.)

N." 182. En todo trapecio ABCD, una recta eualquiera
EF, lirada paralelamente a las bases, divide é los otros dos
lados en partes directamente proporcionales ; — es decir, en

partes que dan
AE : EB:: CF': FD.

Supongamos primero que los segmentos AE, EB, son con-
mensurables entre si, y que din, por ejemplo,

AE  EB:: 7 1115

(ligo que los otros dos segmentos guardan la misma razon.
Para probarlo, concibamos la recta entera AB dividida en
(7-+11) 0 18 parles iguales, y tiremos por los puntos de di-
vision lineas paralelas 4 BD: la recta CD resultard con esto di-
vidida lambien en 18 partes iguales (n." 181.), 7 de las cuales
pertenecerdn & CF, y las otras 11 & FD. Luego lambien se

liene
CF:FD :27: 11,

Sean ahora AE, EB, inconmensurables entre si; y desig-

m m' m

nemos (n.” 118.) por PRl Bt BT los valores aproxi-

mados sucesivos de la razon entre AE y EB. Vamos & probar
que esos mismos niimeros representan, con el mismo grado de
aproximacion, los sucesivos valores aproximados de la razon
entre CF y FD; con lo cual quedara demostrada la proposi-
cion general.

Dividase el segmento BE en = partes iguales, y pongamos
una de esas partes m veces sobre el segmento EA; despues, por
lodos los puntos de division, lirense rectas paralelas & BD.—
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Como, por hipdtesis, la razon entre AE y EB, esti compren-
m -1
n
de las m parles iguales lomadas en él, conliene un residuo
menor que una parte.— Del mismo modo, considerando la
recta CD, se lienen, en DF, n partes iguales (n.” 181.), y en
FC, m partes de las mismas, con un residuo que debe ne-
cesariamente valer menos de una parte; de donde se infiere

) m ; :
dida entre = , resulta que el segmento EA, ademis

5 m
que la razon entre CF y FD se halla comprendida entre oY
m-+1

m
; locual prueba que Y representa las razones enlre

AE y EB, entre CF y FD, con el mismo grado de aproxi-
macion.
Andlogo razonamiento se haria respecto de los otros nii-

m' m
Meros =5, 7 yeee— Luego, etc.

Teonema III. (Fig. 123.)

N.°183. En un (ridngulo cualquiera, ABC, toda recta
DE, tirada paralelamente & uno de los lados BC, divide d
los olros dos en partes directamente proporcionales ; — [es
decir, en parles que din

AD : DB :: AE : EC].

Tirese por el punto A una paralela@ BC, por un punio
cualquiera de la paralela, tirese la GK paralelad AB, y pro-
lénguese la DE hasta F.—En virtud del teorema precedente,

fenemos
AD : DB :: GF : FK:

pero a causa de las paralelas AC, GK, sabemos que GF=AE,
FK=EC; luego tendremos

AD : DB :: AE : EC.

RECIPROCAMRNTE : — 87 una recta divide & dos de los la-
dos de un tridangulo en partes direclamente proporcionales,
es paralela al tercer lado.
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Porque siasi no fuera, por el punto D podriamos lirar olra
recta DI, paralela @ BC; lo cual, en virtud de la proposicion
directa, dara
AD:DB:: Al:IC;
pero por el sapuesto
AD: DB :: AE : EC;
luego, @ causa de la razon comun, lendremos
AL:1C :: AE : EC, 0 Al: AE ::IC: EC,
resullado absurdo, por ser
Al <AE, y IC> EC.

N.° 184. [Escorio I.—Aunque esle leorema es un corolario
casi inmediato del teorema 11, hemos creido oportuno presen-
tarle como proposicion principal, en alencion & su propia im-
porlancia, y 4 las numerosas consecuencias suyas que desde
ahora vamos d ver, y que serdn de continuo uso en adelante.

Corovanto. De la proporcion

AD:DB:: AE : EC,
se deduce, en virtud de una propiedad de fas proporciones,
AD+DB:AD:DB:: AE4+EC: AE : EC,
lo cual da las dos nuevas proporciones
AB:AD:: AC: AE, y AB:DB::AC: EC.

Reciprocamente, si una recta DE estd situada de tal mo-
do que dé

AB:AD:: AC: AE,
como de aqui se deduce '
AB—AD : AD :: AC—AE : AE,
0 bien
BD:AD:: EC:AE, 6 AD:BD:: AE: EC,
resulta que la recta DE es paralela 4 BG (n.° 183, recip.).
N.*185. Escouio Il.—Cuando se aplica 4 la proporcion
AD : DB :: AE : EC,
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la propiedad fundamental de las proporciones, se obliene la

igualdad
AD x EC=DBx AE.

Para comprender lo que significan eslas palabras : el pro-
ducto de dos lineas, ADx EC, 6 DB X AE, es necesario su-
poner que las reclas AD, EC, DB, AE, se han referido 4 una
misma unidad lineal; y en lugar de lineas, solo lienen ya que
considerarse enlonces los némeros abstractos que espresan la
razon enlre cada linea y la unidad elegida, cuyos nameros pue-
den perfectamente mulliplicarse entre si. Aqui pues, como en
Arilmética, la palabra produclo supone una multiplicacion de
dos O mias nimeros.

En adelante se presentaran casos de tener que mulliplicar
una superficie por una linea, una superficie por otra su-
perficie, y basta un volimen por otro, ete. Pero en lodas estas
ocasiones debe tenerse entendido que se multiplican entre si
las razones de eslas magnitudes ¢ canlidades geomélricas d su
unidad respectiva.

En virlud de esto, si se tiene que multiplicar una recta
AB por si misma, se eseribird AB x AB, 6, para abreviar, AB?;
cuya espresion represenlara el cuadrado 6 mas bien la sequn-
da potencia del nimero abstraclo que representa la razon en-
ire la recla y su unidad.

Igualmente, 2AB2. 3AB%, ..., representan el duplo, el tri-
plo,... de la segunda potencia de AB.

Asi tambien, VAB x CD , VAB>+-CD?,..., serdn las rai-
ces cuadradas de los nimeros abstractos espresados por
AB x CD, AB*+-CD?,..., y asi sucesivamente.

Los principiantes deben familiarizarse con estas notacio-
nes, que son de continuo uso en el segundo libro.

§ II. Caractéres y propiedades de las fiquras semejantes.

N.” 186. NocioNes preimiNAREs. — Nadie hay que no
tenga idea de la semejanza, y por consiguienle al decir figu-
ras semejanles, lodos enlienden que se trala de figuras unas
de las cuales son ¢n pequeiio lo que las olras en grande; de
modo que no hay un punlo en una de ellas que no fenga su
correspondiente en la olra, 6, como se dice en Geomelria, su
homologo ; de modo yue si se imaginan liradas de todos los mo-
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dos posibles, reclas que junten de dqs en dos lgdos los puntos
de la primer figura, y despues se ejecuta la misma operacion
en la segunda, las razones numéricas de cada par de lineas
homologas son todas iguales entre si.—Esa razon comun se
llama la razon de semejanza de las dos figuras.

En la teoria que vamos & esponer sé verd que lodas estas
condiciones, en nimero infinito al parecer, vienen a reducirse
luego a un corto nimero de condiciones realmente distintas. —
Se concibe, en efecto, que refiriéndose siempre la determina-
cion completa de una figura de una especie dada [segun se ha
visto en el segundo parrafo del capitulo precedente] 4 la deter-
minacion de cierlas lineas principales de que dependen todas
las otras, debe resultar que el nlimero de razones cuya igual-
dad deba fijarse, no debe ser otro mas que el nimero mismo
de esas lineas principales.

En virtud de esta consideracion, y vista la imposibilidad
de reconocer direclamente si son proporcionales todas las lineas
correspondientes 1 homologas que pueden imaginarse en dos
figuras, se adopta por lo pronto una definicion geoméirica re-
ducida y puramente convencional, fundada solo en los elemen-
l0s necésarivs para la determinacion de cada figura, y que se
aplica primero 4 los fridngulos y despues 4 todos los poligo-
nos, reservando para despues el demostrar que las figuras que
salisfacen d esa definicion son semejantes en el senlido mas
general arriba dicho.

N.* 187. Esto supuesto, determinado un tridngulo por sus
tres lados (n.” 160.), diremos que

Dos triangulos, ABC, A'B'C’ (fig. 124), son semejantes
cuando tienen [os lados proporcionales;—es decir, cuando din

AB:A/B':: AC : A'CY :: BC : B/C.

Ademds, siendo todos los poligonos descomponibles en
tridangulos, y hallindose delerminade un poligono cuando se
conoce ¢l conjunto de tridngulos que le forman 6 componen,
resulta que

Dos poligonos son semejantes cuando pueden descompo-
nerse [de cualquier modo (n.° 83.)] en un mismo numero de
triangulos semejantes respectivamente, y unidos de la misma
manera ; —eslas llimas palabras deben tomarse aqui en el
mismo senlido que en el n.” 92.

Tal es pues la definicion geomélrica de los poligonos se -
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mejantes, reducida a solo las condiciones estrictamente nece-
sarias; y de ella se infiere que la teoria de la semejanza de
las figuras planas se refiere completamente en todos sus casos
4 la de los tridngulos semejanles.

N.” 188. Arriba (n.” 186.) hemos definido los puntos ho-
mdlagos, conlentindonos con decir que eran los puntos cor-
respondienies en ambas figuras; definicion bastante clara. Sin
embargo, para hacer mas preciso y rigoroso nuestro lengua-
ge, debemos dar una definicion geométrica de la palabra homd-
logo, aplicada 4 los puntos, & las lineas 6 4 los angulos.

En los tridngulos, lados homdlogos son aquellos cuya ra-
zon ¢s la razon de semejanza de los tridnzulos mismos.—Asi,
en los tridngulos semejuntes ABC, A’B’C’ (fig. 124), como por
hipolesis lenemos

AB: A'B! :: AC 2 A'C1 22 BC 2 B'CY,

los lados AB y A'B' son lados homdlogos, lo mismo que los
AC, A'CY, y los BC, B'C.
En los poligonos,

1.°  Los Lanos Homorocos son los lados homdlogos de los
diferentes tridngulos semejantes que componen los poligonos,
segun la definicion (n.” 187.); :

2.°  Nintices nomOLoGos son los vértices comunes a cada
dos lados homdlogos;

3.° Aneuros Homorogos son los formados por lados homd-
logos ;

4.° DiaGoNALES HOMOLOGAS soD las que juntan verlices
homdélogos; :

5. En general, se llaman punlos homologos los colocados
de ignal manera en los planos de los dos poligonos, es decir,
los puntos enlazados 4 lades homdlogos por medio de tridngu-
los semejantes [y semejanlemente dispuestos];

6.° En fin, LiNEas momoLoGas son las que juntan de dos
en dos puntos homdlogos cualesquiera.

N.®189. De los principios arriba establecidos es ficil de-
ducir, que la igualdad de los poligonos es solo un caso parti-
cular de sn semejanza ; lo cual quedara probado generalmente
con salo poder demostrarse respecto de los tridngulos. Volva-
mos pues a4 la relacion sentada arriba (n.° 187, fig. 124),

AB 2 AIB2 2 iAG 2 MG 2 BG: BIE,
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si aqui hacemos AB=A'B’, resulta necesariamente AC=A'C’,
BC=B'C’; y enlonces los tridngulos sen iguales, por tener
sus tres lados respeclivamente iguales.

Asi pues—Dos triangulos—y por consigniente—dos po-
ligonos semejantes son iguales cuando lienen igqual un lado
homdlogo.

Puede tambien verse ficilmente que

Dos triangulos, ABC, A'B'C’, semejantes @ un tercero
AYBIC!, son semejantes entre si.

Porque de las dos relaciones supuestas

AR R TEACN UG
AVB! = A”C” == BHGU ?

AB g AC Y B
Y AVBT = AT T BCN ?

se deduce dividiéndolas miembro 4 miembro ,

AB AC BC

ArCf FI: B;C; >

A'B’

luego los dos triingulos ABC, A'B’C’, son semejantes.

Luego tambien, en virtud de la definicion (n.” 187.),

l;os poligonos semejantes & un lercero son semejantes en-
lre si.

N.” 190. Finalmente, para facilitar el estudio de las pro-
piedades de las figuras semejantes, supondremos que los dos
peligonos se hallan colocados en su plano, de tal modo que ca-
da dos lados homdlogos son paralelos y estan situados en el
mismo sentido; lo cual siempre es permitido con arreglo al le-
ma del n.” 62. Por este medio, los puntoes, las lineas, los an-
gu los homdlogos se hallardn naluralmenle dispuestos del mis-
mo modo en ambos poligonos.

Empecemos por los tridngulos.

Propiedades de los (ridngulos semejantes.
Lema. (Fig. 125.)

N191.  Todarecla DE, tirada paralelamente a uno de
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los lados de un triangulo ABGC, determina otro (ridngule
ADE semejante al primitivo;

[es decir, que se liene

AB : AD :: AC : AE :: BC : BE|,

En efecto, puesto que DE es paralela @ BC, se tiene des-
de luego (n.” 184., escol. 1.°),

AB : AD :: AC : AE.

“Tracemos despues la EF paralela & AB; y lendremos (nii-
mero 184., escol. 1.°)

AC : AE :: BC : BF 6 DE;
luego, formando una série de razones iguales, resullara
AB: AD:: AC : AE :: BC: DE.
Teorema L. (Fig. 124.)

N.°192. Dos triangulos semejantes ABC, A’B'C/ [es de-
¢ir, dos tridngulos que lienen los lados proporcionales|; tienen
los dngulos homdlogos respectivamente iguales.

Tomese en AB una parte AB" =A’B', y tirese la B"C""
paralela a BC; los dos triangunlos A’B'C/, AB”(C”, son semejan-
tes al ABC, uno por hipdlesis, y otro en virlud del lema pre-
cedénte; por consiguiente son semejantes enlre si(n. 189.),
y ademas son iguales entre si (n.° 189,), 4 causa de lener
AB'=A’B’ por construceion. Abora bien, a causa del parale-
lismo de las rectas BC, B”C”, los dngulos del triangulo AB"C”
son respectivamente igualesa los del tridngulo ABG, siendo el
angulo A comun, B =B, (" =C; luego lambien

A’:A, B’:B, CJ:C-

Advert. Por la naturaleza misma de la demostracion se ve
que los éngulos iguales en los dos tridngulos, eslan opueslos
a lados homdlogos.

Teonema I (Fig. 124.)

N.“193.  Reciprocamente: — Dos tridngulos, ABC, A'B'C/,
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(ue tienen los angulos respectivamente iquales, son semejan—
les; —y los lados opuestos & los dngules iguales son lados ho-
mologos.

Sean A=A', B=B/, C=C'. Tomemos c¢omeo arriba
AB'=A'B, ytiremos la B”C’" paralela & BC.—Los dos tridn-
qulos A/B'C’, AB”C", son iguales por tener un lado igual, ad-
yacente d dosangulos respeclivamente iguales, que son: A'=A,
B'=B=DB". Ahora bien, el tridngulo AB"C” es semejante
al ABC (n.® 191.); luego tambien son semejantes los dos lrian-
guln.-lz A’B'C’, ABC; y por consiguiente ddn la série de razones
iguales

AB s A'BY 2 AC: ACl sy BG o BIC.

Advert. Los lados homélogos AB y A'B’, AC y A’C/, BC
v B'C’, estdn, como se ve, opuestos d los angulos iguales C=C’,
B-—:B’,_Azi'l’.

Teoxema 1M1, (Sin figura.)

N.° 194. Dos triangulos son semejantes cuando los la-
dos del uno son respectivamente paralelos ¢ perpendiculares
ilos del otro; —en cuyos casos son lados homdlogos los que
se hallan colocados paralela 6 perpendicularmente.

En virtud del teorema precedente, lodo se reduce en esle
¢aso & probar que lienen losdngulos iguales respectivamente.

Sean AB y A'B/, AC y A'C/, BC y B'C, respectivamente
paralelos 0 perpendiculares; digo que deben ser

F=iur B==B% A=A
En efecto, ya sabemos (n.” 70.) que los dngulos C y €',
ByB'; AyA’, no pueden ser sino iguales 0 suplementarios:

pero no puede admilirse que los seis angulos sean de dos en
dos suplementarios; porque entonces tendriamos

A+A+B~+B + C -+ €' =6 rectos,

lo cual es un absurdo (n.° 55.).
~ Tampoco puede admilirse que solo cuafro dngulos, por
ejemplo, A y A7, B y B', sean suplementarios de dos en dos,
porque resuftaria

A+ A’ -+ B + B = 4 reclos,
lo cual es tambien absurdo.
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Luego dos dngalos al menos del primer triangulo ban de
ser forzosamenle iguales a sus correspondientes en el segundo;
Y por consiguiente (n.° 55.) el lercer Angulo del uno ha de ser
igual al lercero del otro. Se liene pues

A=A, B=FB, C=C;
y de aqui (0.° 193.) la série de razones iguales.
BC :BC :: AC: AC'+: AB : A'B".

Advert. Los lados homélogos BC E' B'C', ACy A'C', AB
y A'B’, son los respectivamente paralelos 6 perpendiculares,

Teorema IV. (Fig. 124.)

N.°195. Dos trigngulos ABC, A’B'C', son semejantes
cuando tienen un dangulo igual formado por dos lados pro-
porcionales.

Supongamos que sea

A=A/, y AB: AB’::AC : AC,

tomemos en AB, AC, dos partes AB”=A'B!, AC"=A(; y
tiremos la recta B//C'’. Los dos tridngulos A’B'C’, AB'C”, son
iguales por tener un dngulo igunal formado por dos lados res-
peclivamenle iguales. Ahora bien, por hipétesis tenemos

AB : ARV s AC : AYCY,
Y. por consiguiente,
AB : AB" :: AC: AC”;

luego (n.° 183, recip.) B7C” es paralela & BC; y el tridngulo
AB”C" essemejante @ ABC (n.° 191.); luego lambien A’B'C’ es
semejanle a ABC.

Escouto.  Los cuatro teoremas precedentes constituyen los
casos principales de la semejanza de los triangulos.—Hay ade-
mas otro que corresponde al cuarlo caso de igualdad (n." 159.),
y puede enunciarse asi :

Dos triangulos son semejantes cuando son dos lados del
uno proporcionales con dos del otro, y de los cuatro angulos




DE LOS§ POLIGONOS SEMEJFANTES. 141
respectivamente opuestos & dichos lados, dos son iguales y los
olros dos son de la misma especie.

Pero esle caso se presenta rara ved’en las aplicaciones.

De los poligonos semejantes.
Teorema V. (Fig. 126.)

N.*196. Dos poligonos semejantes, ABCDEF, A’B'C/'D/E/F
tienen los lados homdlogos proporcionales, y los dngulos ho-
madlogos iquales respectrvamente.

Porque, 1.° —de la semejanza de los Iridngulos ABC y
A'B'CY, ACD y A'C’DY, ADE y A'D’E',..., se deducen las si-
guientes vazones iguales,

AB:A'B':: AC: AC’ :: BC:BC' ::....
AC: A'C':: AD: A’D' :: CD : C!D! ::..,
AD:A'D' :: AE: A'E’:: DE: D'E/ ::...,

0 suprimiendo las razones comunes 4 estas séries,
AB:A'B':: BC: B'C’:: CD : C'D' :: DE : D'E :: ...

2.°—De la misma semejanza se deduce la igualdad de los
dngulos de los tridngulos (n.° 192.), y por consiguiente la de
los dngulos respectivos de los dos poligonos, dngulos fjue no
son mas que conjuntos de dngulos parciales iguales respecti-
vamente: [por ejemplo,

DCB=D/C'B', puesto que ACB= A’C'B/, ACD = A'C'D/].

Asi pues, se liene A=A', B=B/, C s=0lD=D .l
L.C.D.D.

N.197. Escoto.—Haremos aqui dos observaciones im-
portantes:

La primera es que en el caso de hallarse, como hemos su-
puesto, dos lados homologos, AB, A’B', aralelos y en el mis-
Mo sentido, todos los demés lados fmmr?logos BC y B'C’, CD
v D, DE y D'EY,..., so encuentran tambien paralelos y en
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el mismo sentido; v lo mismo las diagonales homdlogas AC
v A'C/, AD y A'D,...

Eslo es una consecuencia necesaria de la igualdad de los
angulos homblogos en los poligonos y en los diferentes trian-
gulos. (Véase ademas lo dicho, n.° 62.).

La segunda observacion es que la demostracion dada arri-
ba no es peculiar de la forma de descompesicion empleada en
esla figura ; sino que se aplicaria igualmente i cualquier olra
clase de descomposicion de los poligonos en Iridngulos. ( Véase

el n.” 83.)
Teorema VI. (Fig. 126.)

N.? 198. Reciprocamente: — Dos poligonos son semejan-
fes cwando lienen los lados [dispuestos en el mismo orden]
proporeionales, y los angulos [lambien dispuestos en el mis-
mo orden] tguales respectivamente; es decir, cuando din

AB: AB' ::BC:BC"::CD:C'D :: ...,
v A=A, B=DB, C=C, D=D,...

[Se entendera bien la espresion dispuestos en el mismo 6r-
den, si se observa que pueslos loslados AB y A'B’, en la posi-
cion de dos rectas paralelas y dirigidas en el mismo sentido
(n.” 190.), todos los lados supueslos proporcionales son por ne-
cesidad paralelos y se hallan dirigidos en el mismo sentido, a
(ﬁonseﬂcuen]cia de la igualdad supuesta de los dngulos A y A,

Al

Para demostrar la proposicion, concibamos los dos poligo-
nos descompuestos en lriangulos por medio de rectas liradas
desde los vértices de dos angulos iguales A y A’.—Desde lue-
go se lienen dos triangalos ABC, A'B'C', semejanles entre si
(n.° 195.), por tener un dngulo ignal B=B', formado por la-
dos proporcionales, AB y A'B', BC y B'C'; de donde resulla

angulo ACB =dngulo A'C'B’, y AC:A'C':: BC: BC,
0, en virtud del enunciado, AC: A'C':: CD : C'D.
Si ahora comparamos los dos tridngulos ACD, A'C'D', ve-

remos que los dngulos ACD, A’C'D’, son iguales por ser dile-
rencias enlre los angulos iguales BCD y B'C'D', ACB y A'C'B;
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ademds fenemos
ACG:A'C ::CD: C'D,

como acaba de verse. Luegoestos tridngulos son tambien se-
mejantes por tener un dngulo igual formado por lados propor-
cionales; y asi lo mismo para los demés pares de tridngulos,
ADE y A'D'E', AEF y A’E'F”. :
Luego finalmente los poligonos son semejantes (n.” 187.).

Teorewa VII. (Fig. 127.)

N.* 199.  En dos poligonos semejantes, las lineas homo-
logas son proporcionales con los lados homdlogos.

Sean PO, é"Q'. dos rectas tiradas por los puntos homolo-
gosPyP,QyQ.

Conarreglod la definicion de las lineas homélogas (n.”188.),
los puntos Py P!, Q y ()', estin unidos i dos lados homologos
(AB y A'B' por ejemplo| por dos pares de triangulos seme-
Jantes y dispuestos del mismo modo, PAB y P/A'B’, QAB y
Q'A'B’; de donde puede concluirse la semejanza de los dos
triangulos PBQ, P'B'Q), y por consiguiente la proporcion

PQ:P'Q :: BP : B'P
0, & causa de la proporcion , '
BP : B'P':: AB : A'B',
tendremos PQ:PQ :: AB : A'B’;
£viCyiD. D
Escouio 1.° Como caso particular delteorema precedente,
lomemos en los lados homologos AF y A'F', BC y B'C’, dos

puntos M, N, que dividan 4 eslas rectas en partes directamen-
le proporcionales, es decir, tales que dén

AM : A'M' :: AF : A'F" y BN : B'N'::BC: B(C;

los puntos M y M, NyN, formarin tambien dos pares de
Puntos homélogos; y digo que se tendra

MN : M'N':: AB : A'Br.

. Esto se infiere evidentemente de la comparacion de los
Wridngulos semejantes AMN y A'M'N', ABN y A'BIN'.
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Escorio 2.°  Si en el enunciado del teorema n.” 89 (fig. 58),
las rectas AF, A'F/, en logar de ser iguales, lienen entre si
una razon cualquiera m : n, y las dislancias respectivas AE y
D'E’, AD y A'DY,..., BE y BIE', BD y B'D,..., guardan lu
misma razon m : n, se oblendrian, becha la construccion, dos
poligonos, no yaiguales, sino semejanles enre si.

Omitimos de intento la demostracion del teorema casi va-
riado, porque puede deducirse ficilmente de lo que acaba de
esponerse.

N.° 200. EscoLio GENERAL sobre los poligonos seme-
jantes.

Terminarémos esta teoria con una observacion sobre el
niimero total de condiciones estrictamente necesarias para quo
sean semejantes dos poligonos de n lados.

Pueslo que se pasa del caso de igualdad de dos poligonos
al caso de semejanza, suponiendo que dos lados homologos en
vez de ser iguales, eslan en unarazon cualquieraescol. pre-
cedente, y n.° 189, 1.°r pr.), resulta que siendo (2n — 3) el
niimero de condiciones necesarias para la igualdad, segun he-
mos visto (0.’ 90.), vendrd  ser (2n —4) el niimero de con-
diciones necesarias para la semejanza. ¢
Asi es como, en los ridngules, la relacion

AB: A'B :: AC : A'CY 22 BG : B'CY
equivale 4 las dos condiciones

ABI . AC: (A8 29 BC
T Y VA T

Sin embargo, cuando se da la especie del poligono, toda-
via puede reducirse mas el nimero de condiciones.

Asi, enelparalelégramo bastan dos condiciones; por ejem-
plo:— Dos paralelogramos son.semejantes cuando liencn
un angulo igual Gormuda por_dos lados proporcionales
[A=A', yAB : A’/B' :: AC : A'CY].

En el rombo, basta una condicion [angulo A = angulo A’,
por ejemplo].

Todos los cuadrados son figuras semejantes; proposicion
evidenle por si misma, pues losdngulos de cada uno son igua-
les entre si y lo mismo los lados. .

Todos los poligonos regulares DEL MISMO NUMERO DE LA-
Dos son figuras semejanles, etc. '
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) L
§ I1L. Otros teoremas sobre las lineas proporcionales.— Pro-
piedades de los [riangulos, rectangulos y oblicudngulos.

Teourna L. (Fig. 128.)

N.2201. Las partes de paralelas, AL, A'L’, intercepta-
das entre un nimero cualquiera de rectas, PA, PB, PC,
PD,... concurrentes [en un punto P|, son proporcionales.

[El punto P puede indiferentemente estar situado fuera de
las paralelas ¢ entre ambas.|

La comparacion de los diversos pares de Wridngulos seme-
mejantes PAB y PA’B’, PBC y PB/CY,..., di lugar i las séries
de razones iguales

1.* PA:PA’:: AB:AB :: PB: PB/,
2. PB :PB ::BC : BC :: BCG: BPC/,
3.* PC:PC ::CD :CD :: PD: PD,
e aa e e e

Todas estas razones son iguales, porque la altima de cada
série esla primera de la siguienle inmediala; luego, alendien-
do solo 4 las intermedias, podemos obtener la nueva série

AB:ABf::BC:BC ::CD:C/D ::DE : IVE =+ .. 5

lo cual demuestra la proposicion.

Advert. Cuando el punto'P es inlerior a las paralelas, la
proposicion es igualmente verdadera; pero los segmentos de la
recta A’L’ correspondientes d los de la AL, se hallan coloca-
dos en sentido conlrario respeclo de eslos.

Reciprocanente: — Un wimero cualquiera de rectas, AA',
BB, CC’, D,..., que dividen a dos paralelas AL, A'L', ex
parles proporcionales, son concurrentes.

En efecto, considerémos primero solamente las Lres reclas
AN, BR, CC' (fig- 129); y supongamos que P es sl ponto de
encuentro de las dos primeras.—Si la recta GU' no pasira
por el mismo punto P, podria juntarse esle punto con el C, por
medio de nna recta PC que encontraria @ A’L’ en un punto
€’ diferente 4 C’; y entonces, en virlad dela proposicion direc-

13, lendriamos
AB : AB' :: BC : BIC';
10
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pero por el supuesto tenemos lambien

AB: A'B':: BC : B(C;

luego deberia ser B'G" = B'€/, resullado absurdo.

Deben pues las tres rectas AA’, BB/, C(V, eoncurrir en un
mismo punto P, — Del mismo modo se demosiraria que DIy
debe concurrir en el mismo punlo que las lres primeras;
luego, elc.

sconio 1.°  Algunas veces se presenta la anferior série de
razones bajo la forma

AB:BC:CD:DE:...:: A'B' : BC': C'D’ : D'E! ...,

escribiende primero todos los antecedentes, v despues lodos

los consecuentes de las razones iguales; lo cual es permitido, se-

gun la teoria de las proporciones, y facilila alguna abreviacion.
De aqui se deduce inmediatamente que si faéra

AB=BC=C(CD=DE —...,
seria lambien
A'N=B0=CD'=DE'=..,
EscoLio. 2.° Si en las primeras séries de razones estable-

eidas al principio de esle mimero, se lienen solo en cnenta las
razones de los esiremos, se obliene esla nueva série

PA:PA':: PB: PR :: PC: PC’:: PD: PD :: i
6 bien (n." 184.)
PA": AA' ::PB': BB :: PC' : GG’ :: PD' < DD 2.
lo enal demuestra que
Las rectas PA, PB, PC, PD,..., que, partiendo de un
mismo punto P, estan cortadas por dos paralelas, AL, A’L',

quedan_divididas en partes proporcionales ; — proposicion
que es la general de la del'n.” 183.

Teonema I1. (Fig. 130.)

N.®202.  En todo (riangulo ABC, la bisectriz AD de ca-
da angulo A divide al lado opuesto BG en dos segmentos BD,
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DC, directamente proporcionales con los lados adyacenless —
y reciprocamente.

Esta proposicion solo necesila demostrarse en @l caso de
ser desiguales los lados AB, AC, y de ser por consiguiente AD
oblicua a BG ( Véase ¢l n.° 61.).

En esta hipétesis, bajemos sohre AD, desde los vértices B,
(, las perpendiculares BE, CF; y lendremos dos iridngulvs
ABE, ACF, semejantes por ser eqaidngulos (n.* 193.); de los
cuales deducirémos la proporcion

AB : AG :: BE : CF.

Pero los otros dos tridngulos BDE, CDF, semejantes tam-
bien por la misma razon , din

BE : CF :: BD : DC;

lnego AB: AC :: BD : DC;
L.C.D. D

La reciproca es evidente (n.” 21.), pues solo hay una reela
que, tirada basta BC desde el panlo A, puede dividir 4 BC en
dos paries que tengan entre si la razon dada AB : AC.

Escouio 1.° La bisectriz, AD/, del angulo B'AC, suple-
mento del angulo A, es decir, (n.” 43., escol. 3.°), la perpen-
dicular & la bisectriz AD, delermina tambien en el ladoBC
prolongado, dos segmentos BD', CD'. tales que dén la pro-

porcion
AB : AC :: BD' : CD/;

para demostrarlo, bastaria bajar desde los puntos B, C, dos
lineas perpendiculares 4 AD'; y se hallaria sucesivamente

AB : AC :: BE’ : CF', BE! : CF' :: BD' : CD';

de donde se deduciria la proporcion anles puesta.
Bscotio 2.° De las dos proporciones demostradas, se saca
la siguiente:
BD :°CD :: BDY : CD/;

%Ia recla BC se dice dividida armonicamente en los puntos
yD.
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Mas adelante volveremos 4 tratar de la division arminicn

de las lineas.

Teonema I1I. (Fig. 131.)

N.°203. S8idesde el vértice A del dngulo recto de un
trigngulo rectangulo ABC, se baja una perpendicular é la
hipotenusa, la perpendicular dividira al tridangulo total en dos
triangulos parciales lambien rectangulos, y 4 la hipolenusa en
dos segmentos; — Esto supuesto:

1.”  Los dos trianyulos parciales ABD, ACD, son semejan-
tes al triangulo total, y por consiguiente (n.° 189.), seme—
janles enire si:

2.° Suponiendo las lineas valuadasen nimeros (n.° 185.),
—La perpendicular AD es media proporcional entre los dos
segmentos, BD, CD, de la hipotenusa : g

3.° Cada cateto, AB 6 AC, es medio proporcional entre el
segmento adyacente de la hipolenusa, BD 6 DC, y la hipole-
nusa entera BC.

En efecto, 1.°—Los tridngulos ABC, ABD, tienen un
dngulo comun B, y cada uno un dngulo recto ; luego son se-
mejantes (n.” 193.). Lo mismo sucede con los tridngulos ACB,
ACD; luego tambien son semejantes. —Tambien se puede ob-
servar que los tridngulos parciales lienen sus lados respecli-
vameénte perpendiculares; lo cual bard mas facil la compara-
cion de sus lados homologos (n.” 194.).

2.°—Comparando los dos tridngulos parciales ABD, ACD,
v aprovechando la Gltima observacion que acaba de hacerse,

, e liene
BD': AD :: AD : DC.
3.”—Comparando el tridngulo total ABC cou el tridngulo
parcial ABD, observando que ep ellos, BC y AB son homblo-
gos por hipotenusa, y AB y BD homo6logos por ladus opuestos
a angulos iguales, BCA, BAD, se obtiene la proporcion
BC : AB :: AB : BD.
La comparacion de los tridngulos ABC, ACD, daria igual-
mente
BC : AC :: AC : DC.

Advert. Estos mismos triangulos comparados de dos en

P =
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dos din lugar a olras proporciones que rara vez se emplean;
pero que se obtienen facilmente cnando se necesitan.

Las reciprocas son verdaderas; y nos reducirémos & citar
la siguiente :

Cuando la perpendicular AD, bajada desde el vérlice A
deun angulo cualquiera de un Iridangulo ABC, sobre el lado
opuesto BC, es media proporcional entre los dos segmentos
* de este lado [determinados por la perpendicular], el dngulo

formado fmr los otros dos lados es wecro, y el Iridngulo es
rectangulo en A,
En efecto, de la proporcion del supueslo

BD : AD:: AD : DC,

se deduce la semejanza de los (ridngulos rectingulos ADB,
ADC, por tener un dngulo ignal en D, formado por lados
proporcionales (n." 195.); lo cual da entonces

angulo BAD=angulo ACD, vy dngulo ABD=angulo CAD.
Pero siendo BAD -+~ ABD =1 recto (n.° 56.f%
deberd tambien ser  BAD + CAD =1 recto.

Luego el triangulo ABC es rectingulo en A.
Teorewa IV. (Fig. 131.) A

N.“204. En un (riangulo reclangulo ABC, el cuadrado
[0 segunda polencia] del valor numérico de la hipolenusa, BC,
¢s iqual @ la suma de los cuadrados de los valores numéricos
delos otros dos lados.

Esta proposicion se deriva casi inmediatamente de la ter-
cera del mimero precedente. En efecto, de alli se saca

AB: = BC x BD, AC*=BC x DG;
sumando miembro & miembro estas dos ecuaciones,
AB* 4+ AC*=BC(BD + DC)=BCx'BC,
luego AB?-- AC:=BC?
oGl

Conovauto. Cuando AB=AC, se liene BC? = 2AB%;
luego en todo tridngulo réctingulo isdsceles, el cuadrado de
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la_hipolenusa [0 base del tridngulo en este"caso] es doble del
euadrado de cualguiera de los catelos.

Por consiguiente, — La segunda polencia del valor numé-
7160 de la diagonal de un cuadrado es doble de la sequnda
polencia del valar de su lado.

l.aego— La diagonal y el lado del cuadrado son incon-
mensurables entre si [pugs se ballan en la razon de V2 : 1],

Escor1o 1.”  De las dos relaciones

AB*=BCxBD, AC*=BCxDC,
se deduce la proporcion
AB® : AC* :: BCxBD : BCx DG, & ::BD:DC.

Igualmente, la identidad BC2 = BC#, combipada con las
mismas dos relaciones de arriba, da

BC;:AB*::BCXBC:BCXBD, 6 ::BC:BD
v BCE:ACE::BCxBC:BCxDC, 6 ::BC:DC.

Donde se ve que
En todo triangulo rectangulo, los cwadrados [6 segundas
potencias] de los catetos y la hipotenusa, son directamente
roporcionales con los segmentos de dicha hipotenusa y con
'a hipolenusa entera; —[es decir, que se tiene (n."201.), escol.)

AB® : AC? : BC? :: BD : DG : BC).

N." 205.  Escotio 2.°— Los segmentos BD, DC, forma-
dos por la parrendicular AD en la bipotenusa BC, se llaman
proyecciones de los catetos AB, AC, sobre la misma hipote-
nusa.—En general, la proveccion de una recta de longitud
determinada, MN (fig. 132), sobre otra recta indefinida AB,
es la distancia PQ) de los pies de las perpendiculares baja-
das i la segunda desde los estremos de la primera.

Tirando por el punto M, la recta MR paralela 4 PQ, ten-
dremos MR =PQ) (n."” 72.), v enlonces el tridngulo rectingu-
lo MNR, en virtad del teorema precedente, dari

MN*=MR?+ NR?*=P0Q?+ (NQ — MP)2.

Luego— LI cuadrado de una reéta [de longitud determi-
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nada) es igual al cuadrado de su proyeccion sobre ofra rec—
ta, mas el cuadrado de la diferencia de las perpendiculares
que delerminan dicha proyecoion.

Teonema V. (Fig. 133.)

N.° 206. En todo triangulo oblusangulo ABC, el cua-
drado del lado BC opuesto a?dngulo obtuso A, es igual & la
suma de los cuadrados de los otros dos lados, mas el duplo
del producto de uno de estos, AB por ejemplo, por la pro-
yeccion AD del otro AC sobre la prolongacion del primeroy—
es decir, que se verifica que

BC2—=AB2+ AC*+2AB x AD.
En efecto, el tridngulo BCD da
BC* = CD* 4~ BD®.
Pero vemos que BD = AB + AD,
y elevando al cuadrado ,
BD*= AB2 -+ AD2+ 2AB x AD ().
Suslituyendo pues este valor de BD* en la primera igual-
dad, y observando que el Wridngulo rectingulo ACD di
CD*+4- AD*=A(3, se obliene
BC*=AB*+ AC*+2ABx AD;
L.e. D. D.

Teonema VL. (Fig. 134.)

En un triangulo cualquiera, ABC, el cuadrado de un
lado BC opuesto d un angulo agudo A, es igual 4 la suma
de los cuadrados de los otros dos lados, menos el duplo del
producto de uno de estos, AB, por le proyeccion AD del olro
AC sobre el primero AB [prolongado si fuera necesario (ni-
mero 57.) |.

(") Segun la'férmula de Alpebra (p+g)*=p*+ ¢* + 2pq.
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En efeclo, tenemos, como anles,

BC2 = CD* -+ BD®.

Ahora bien, segun eaiga la perpendicular CD dentro o fue-
rit del tridngnlo ABC, asi tendremos

BD==AB—AD, o BD=AD—AB;
jero enunp y en otro caso, elevando al cuadrado, sale siem-
pre ('), BD® =AB* + AD*—2ABx AD;

e donde, suslituyendo en la primera igualdad, como anle-
riormente, sale

BC2 = AB? +-AC2 —2AB x AD.

Advert. Esla igualdad se verifica siempre, aun en el caso
de confundirse la perpendicular CD con el lado CB (fig. 134)
porque enlonces, sicndo AD—= AB, la igualdad se reduce i

.
r

BC*=AC2—AB®, 6 AC*=B(C2+AB?,

lo cual es cierto (n.° 204.), pues el tridngulo ABC es rectin-
gulo en B.

Escorio 1.° Pueden comprenderse estos dos tllimes teo-
remas en el solo enunciado siguiente :

En lodo triangulo oblicudngulo, el ewadrado de un lado
cualquiera es tgual a la suma de los cuadrados de los otros
dos lados, mas 6 mENos el duplo del producto de uno de estos
dos lados por la proyeccion del olro sobre el mismo, sequn
sea 0BTUSO 0 aGUDO ¢l dngulo opuesto al lado que se compara
con los otros dos.

Escorio 2.°° En virlud del principio del nimero 21., seri
un tridgngulo rectangulo , acutangulo,  obtusdngulo , segun
sea el coadrado de su mayor lado igual, menor, 6 mayor que
la suma de los cnadrados de los otros dos.

(") Segan la formula de Algebra (p— g)* =p* + * —2py.




RELACION ENTRE LOS LADOS DE UN TRIANGULO. 153
Sean por ejemplo,

1° AB=3,, AC=4, BC=05;.. 3?+4 =35%
luego el tridngulo es rectingulo [en A].
2° AB=2, AC=3, BC=4;... 122 +3% <<4%

luego el tridngulo es obtuséngulo,

3° AB==4, AC=5, BC=#¢6;... &8+52>6%
luego el Iridngulo es acutingulo.

4° AB=5, AC=12, BC=13;... 5*+-12? —13%

luego el tridngulo es tambien rectingulo; y asi dé los demas
¢AS08.

[ Véase el n.° 94., donde se da otro medio para conocer la
especie de un triangulo propueslo. |

Teonema VI (Fig. 135.)

N.*207. En todo triangulo ABC, la suma de los cua-
drados de dos lados cualesquiera, AC, BC, es igual al duplo
del cuadrado de la mitad del tercer lado BC, mas el duplo
del cuadrado de la recta AD que junta el punlo medio D de
este todo con el vérlice opuesio G,

Bajemos desde C la CE perpendicular & AB.
Los dos tridngulos ADGC, BDC, el uno obtusingulo, y el
otro acutingulo en D, dén (n." 206.),

AC2=AD?*+CD*+2ADx DE,
BC2=BD? +CD* —2DBx DE;

0, sumando y observando que AD = DB,

AC? + BC2 = 2AD* + 2CD?*;
L.G.D.D.

Advert. Cuando CA=CB (n.° 20&. corol.), la proposi-
cion es evidenle.

Conovanio.  En todo paralelogramo la suma de los cua-
drados de los cuatro lados es iqual ¢ la suma de los cua-
drados de las diagonales. Esta proposicion es consecuencia
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inmediata y facil del leorema precedente, por lo cual no nos
detendremos en demostrarla.

Con mas generalidad : — En todo cuadrilatero, la suma
de los cuadrados de los lados es igual 4 la suma de los cua-
drados de las diagonales, mas cuatro veces el cuadrado de
la recta que junta los puntos medios de las mismas diago-
nales. .

(Proponemos como ejercicio el buscar la demostracion de
esle leorema.)

§ IV. Determinacion de las areas.

N.” 208. Definicion y nociones preliminares.—En la va-
lnacion de las superficies, se llaman por convenio BAsEs de un
peralelégramo dos de sus lados paralelos; y enlonces La ar-

rua es la perpendicular comun'a las dos bases, de las cuales
una se llama base inferior y otra base superior (V. la obser—
vacion del n.° 147.).

En el rectangulo, dos lados conseculivos cualesquiera for-
man la base y la altura;—puede tomarse indiferentemente por
base el lado mayor 6 el menor.

En el cuadrado, 1a base y la altura son iguales.

En el tridngulo se llama base uno cualquiera de sus lados;
y entonces su altura es la perpendicular bajada 4 dicho lado
desde el vértice del dngulo opuesto.

N.? 209. El drea de una superficie, 6 su estension super-
ficial, es, como dijimos (n.° 3.%), la rason numérica entre di-
cha superficie y su vnidad. Facilmenle se concibe que figuras
de formas muy diferenles pueden sin embargo tener la misma
estension superficial.

Asi, por ejemplo, en la figura 54, perleneciente al leore—
ma del nimero 81., como se ha demostrado la igualdad de los
dos tridngulos BFG, DFH, resula que el paralelogramo AGHC
tiene la misma estension superficial que el lrapecio ABDC.

Para espresar esta propiedad de dos figuras que licnen la
misma estension, 6 la misma area , sin ser sin embargo 1gua-
les 6 superponibles , se dice que son equivalentes. — En Ja fi-
gura 54, el paralelogramo AGHC y el trapecio ABDC son
equivalentes: constan de una parte comun, AGFDC, v de dos
tridngulos que son iguales, BGF, DFH, pero que estin reuni-
dos d la parte comun por dngulos diferentes GFB, FDH; lo
cual hace ver porqué no son superponibles.
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Asi pues, dos poligonos compuestos de up mismo nimero
de triangulos iguales, pero no reunidos de la misma manera,
son equivalentes como formados por un conjunto de figuras
iguales y superponibles cada cual 4 la saya, o respectiva—
menle.

Un poligono cualquiera puede ser equivalepte & un tridn-
«ulo, y tambien d un cuadrado.
~ N.2210. Ficil es ahora conocer, funddndonos en la teo-
rfa de los lridngulos iguales, que

Dos paralelégramos cualesquiera de la misma base y de
la misma altura son equivalentes.

En efeclo, como siempre podemos suponer colocadas las
dos fignras una sobre otra de modo que coincidan sus bases in-
feriores, sean ABCD (fig. 136) el primer paralelogramo, y
ABEF [6 ABE'F’] el segundo: estos paralelogramos tendrin
necesariamente sus bases superiores, CD, EF [6 E'F’], silua-
das en una misma recla indefinida, LL’, paralela 4 1a base
inferior, puesto que, por hipdlesis, lienen |a misma altura.

Esto supuesto, considerando solo los paralelogramos ABCD,
ABEF, vemos desde luego que los tridngnlos ADF, BCE, son
iguales por tener un angulo igual [DAF=CBE (n.° 52.)] for-
mado por lados ignales [AD=BC, AF=BE n." 72.)].—Aho-
ra bien, si del cuadrililero ABED quitamos allernalivamente
los tridngulos.ADF, CBE, cuya operacion debe dar resultados
iguales en superficie, oblenemos, primero el paralelogramo
ABEF, y lnego el ABCD; se sigue pues claramente que dichos
paralelégramos son equivalentes.

Del mismo modo se probaria que ABCD, ABE'F’, son
equivalenles,

Como casos parliculares, 1. — Un paralelogramo es
equivalente @ un rectangulo de la misma base y de la misma
altura.

2.°— Dos rectangulos de la misma base y de la misma al-
tura son tquales, y por lo tanlo equivalentes.

N.° 214.  Un triangulo cualguiera es la mitad de un pa-
raleldgramo (6 de un rectangulo] de la misma base y de la
misma altura.

Porque si por los vértices By C del tridngulo ABC (fig- 137),
se liran las rectas BD, CD, paralclas & los lados AC, AB, res-
peclivamente opueslos, se formard un paralelogramo, ABDC,
cuya mitad, es claramente ARC (n.° 72.); luego, ele.

Por consigniente tambien:—/Dos triangulos de la misma
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base y de la misma altura son equivalenles, por ser milados
de paralelogramos equivalentes.

Asi lodos los tridngulos CAB, C’AB, C”AB, C'/AB,..., que
tienen la misma base AB, y cuyos vértices C, ¢/, G, C",....
se ballan sitvados en una misma recta paralela 4 AB, son
equivalentes, por tener la altura comun CH.

Establecidas estas primeras nociones, pasemos & la valua-
cion de las diversas clases de superficies.

Lema. (Fig. 138.)

N.° 212, Dos rectingulos ABCD, A'B'C'D dela misma
base [AB=A'B'] son proporcionales a sus alturas, AD, A’D/;
— [es decir, que

ABCD : ABC'D’ :: AD : A'DY].

En efeclo, supongamos primero que las alluras son con-
mensurables, y que estdn en la razon de 13 : 7 por ejemplo;
digo que los rectangulos estin tambien en'la misma razon.

Coloquemos la medida comun 13 veces sobre AD y 7 ve-
ces sobre A'D'; tiremos por los puntos de division reclas para-
lelas a Jas bases AB, A’B’; y obtendremos, en el primer
rectangulo, 13 rectangulos parciales, y en el segundo, 7; que
todos serdn iguales entre si, por tener (n.° 210.) la misma
base y la‘'misma altura: luego la razon de ABCD & A’B'C'D’
¢s lambien la de 13 : 7.

Si las allaras fueran incommensurables, se darfa una de-
mostracion analoga a las empleadas en los numeras 118 y 182,

Basta probar que cada uno de los valores aprozimados,

il

% > e de la razon de AD & A’D’, espresa con el mismo
grado de aproximacion la de ABCD 4 A’B'C’D’; y para esto,
dividiendo primero 4 A’D" en « parles iguales, colocando una
de ellas m veces sobre AD, y tirando despues por los puntos
de division rectas paralelas 4 AB, A’B’, se consigue hacer
ver que la razon de los dos rectangulos se encuentra entre

mo om-=1
n Y

, el ..
n
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Advert.  GComo se puede tomar (n.” 208.) indiferentemen-
te la altura por la base, y vice versa, resulta lambien que

Dos rectangulos de la misma altura son enfre si como
sus bases.

Conorarto.  Dos rectangulos cualesquiera , ABCD,
AEFG (fig. 139), son proporcionales & los productos de sus
bases por sus alturas.

Coloquemos para esto anle todo los rectingulos de modo
que tengan un dngulo comun A. Esto supuesto, sea [ el pun-
to de interseccion de DC con EF [prolongada si fuere necesa-
rio]; comparando primero los dos rectingulos ABCD, AEID,
que lienen la misma altura AD, tendremos

ABCD : AEID :: AB : AE;

comparando despues los otros dos AEID, AEFG, que lienen
la misma base AE, lendremos

AEID : AEFG :: AD : AG;

de donde, multiplicando ordenadamente estas properciones, y
suprimiendo el factor comun AEID (véase n.” 185.), se saea

ABCD : AEFG :: AB < AD : AE x AG;
L.C.D. D.

EscoLto.  Podria estenderse esta proposicion y el lema que
le ha servido de fundamento, a dos paralelogramos que tuvie-
ran los mismos dangulos, reemplazando en los enunciados la
hase y la altura por dos lados conseculivos.

Teorema 1. (Fig. 139.)

N.°213. Un rectangulo cualquiera tiene por medida el
producto de sw base por sw altura; — 6 en otras palabras,—
El drea de un rectiangulo es igual al producto de su base
por su altura. ‘

Estos dos enunciados significan, que el niémero abstracto
fue espresa la razon del rectangulo & la unidad de superficie,
0lo que es lo mismo, lamedida del rectangulo (n.” 3.°), esigual
al producto de los niimeros abstraclos que espresan las razones
respectivas de su hase y de su altura & la unidad lineal.
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Si considerdramos dos rectingulos ABCD, abed (fig. 138),
el corolario precedente daria

ABCD : abed :: ABx AD : ab x ad ;

esla proporcion conduce a la ignaldad

ABCD  ABxAD AB AD
abed  abxad  ab ~ ad’

de donde podria concluirse, en general, que la razon de un
recldngulo & olro lomado por wuidad, 6 la medida del primer
rectingulo, es igual al producto de las rasounes respectivas de
su base & la del segundo tomada por unidad de base, y de su
altura 4 la del segundo tomada por unidad de altura; de mo-
do que en esle caso habria dos unidades lineales diferentes,
una para la base y otra para la altura.

Para evitar este inconveniente se ha elegido como unidad
ordinaria de superficie el cuadrado, que es la mas sencilla de
lodas las figuras (n.” 80.).—En este supuesto, basta hacer en

la igualdad anterior ABCD =1, ab =1, ad = 1;
para oblener ABCD = AB x AD;
LG D D.

Advert. No se debe sin embargo olvidar que la igualdail
precedenle, para lener sentido, exige que la base y la altura
del rectangulo se refieran ¢ una misma wnidad lineal, con lo
cual el rectingulo se veferird al cuadrado construido sobre la
misma unidad.

N.° 214. Cororawios, — Siendo un paralelogramo equi-
valente 4 un rectingulo de la misma bise y de la misma altu-
ra (.°210.), resulla que ‘

Todo paraleldgramo tiene tambien por medida el pro-
ducto de su base por su altwra ; — b bien que

El area de_un paraleldgramo es iqual al producto de su
base por su altura.

Luego — Dos paraleldgramos de la misma base son pro-
porcionales & sus alluras ; —y vice versa.
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Teoremas 1.

N." 215. El area deun triangulo es iqual @ la mitad
del producto de su base por su altura;
Porque todo tridngule (0. 211.) es la mitad de un parale-
logramo de la misma base y de la misma altara.
Conoranio 1.°  Las dreas de dos triangulos de la misma
base, son entre si como sus alturas ; — yvice versa.
Conouario 2.°  El drea del trapecio ABCD (fig. 54) es
igual al producto de la semi-suma de las bases, AB, CD, por
su altura IK 6 MN, — 06 bien—al producto de su altura
IK por la recta EF tirada a igual distancia de dichas bases.
Enelecto, ese trapecio consta de dos tridngulos, CAB, BCD:
en virlud del altimo leorema espuesto, lenemos

A IK K
apc= 2 vy SID K
luego
ABGD — AB ): IK - CD >: K s AB-;—CD 1K
B+ CD
y como ademds se ha probado (n.” 81.) que EF = é—jc—,

resnlta tambien ABCD =K x EF.

CoroLario 3.° Pudiendo siempre un poligono descompo-
nerse en cierlo numero de trigngulos (0.° 83.), resulta que
La medida 6 drea de un poligono cualquiera es iqual d la
suma de las areas de todos los triangulos de que consta.
Refiriéndose casi siempre 4 la del triangulo la valuacion de
lag varias estensiones superficiales, puede ser Gtil conocer al-
gunas otras espresiones de su ares. Demostrarémos, pues,
con ese objeto los teoremas siguientes. -

Teonewa 1L, (Fig. 1.14.}
N.°216. Bl drea de un trigngulo, ABC, es igual G la

mitad del producto de su perimetro por el radio del cireule
nserito.
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Sea O el centro del cireulo inscrito (n." 127.). — Bajense
desde ese punto las OD, OE, OF, respeclivamente perpendi-
culares 4 los lados AB, BC, AC, y tirense las vectas AO,
BO, CO.

Esto supueslo, se liene evidenlemenie
ABC = AOB + COB -+ AOC ;
pero (n.” 215.)

Al A\ F
P o S il el

luego, @ causa de ser OD = OE = OF,

lendremos
(AB + BC+CA)x OD
= .

AOB=

0.0, DD

Escouio. Designemos, para abreviar, por s el area del
tridngulo, por a, b, ¢, sus tres lados, y por » el radio del cir-
culo inscrito; Ia ignaldad anterior toma la forma

a+b—+c
8:—_-—:)—>(’J’.

espresion- ficil de retener, y que, dando ademas

2s
e e
a+b~+¢’
conduce a ‘esle olro leorema: :
El radio del circulo inscrito @ un triagngulo liene por va-
lor numérico el cotiente del duplo del drea del triangulo di-
vidido por su perimelro.

Tronena 1V, (Fig. 141.)

N.°217.  El drea de un trigngulo, ABC, es igual al co-
ciente de la division del producto de sus tres lados por el
duplo del diametro del circulo circunscrito. '
Sea ()’ el centro del circulo circunserito (n.° 127.); lirese
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ol didmetro CO'D, y lacuerda AD; y sea ademds CH la altu-
ra del tridngalo.

Los dos tridngulos CAD, CHB, son rectingulos, uno en A
(n.° 123.), y olro en HJ; ademis, los dngulos en D vy en B son
ignales como inscritos a un mismo segmento ADBG (n0.” 126.).
Teniendo pues estos tridngulos dos dngulos iguales, son seme-
jantes (n.° 193.); v, comparados sus lados homoélogos, diu

GCD :CB s AC = CH:;

CB x AC
de donde CH = 25—
Ahora bien, lenemos (n.” 215.)

AB x CH

poniendo pues en esta espresion en vez de CH sa valor arriba
abtenido, resulta

ABxCBx AC
ach A
L.C.D.D.
Escorto. Conservando las mismas notaciones del numero

precedente, con solo la diferencia de designar por 7', en vez
de », el radio del eirculo circunserilo, tenemos

ABC =

axbxe
= T ’
axbxe
e donde =
As

lo cual significa que
El radio del cireulo circunscrito d un triangulo tiene por
espresion el producto de los tres lados de este dividido por
el cuadruplo del drea del mismo.
Mas adelante daremos @ conocer olras espresiones del drea
del tridngulo.
N." 218. Esgorto GeNERAL sobre las dreas de las figuras
rectilineas. '
Aliora podemos ya esplicar el sentido de cierlas denomi-
11
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naciones usadas en Geomelria (véase, en el n.” 3.°, lanota qf
pie de la pagina.) -

Llimanse dimeusiones de un rectingulo su base y su al-
tura; y por eso se dice gue

Un reclangulo tiene por medida: el producto de sus dos
dimensiones ; 0 que— El area de un rectdngulo es igual al
praducto de sus dos dimensiones.

De aqui proceden las denominaciones de G EoMETRIA do
dos dimensiones y Geonsrria detres dimensiones, dadas 3
las dos partes principales de esta ciencia (n.° 23.); porque eq
efecto uno delos principales objetos de la primera parte es la
medida de la estension con dos dimensiones [la linea es la es-
tension con solo una dimension], mienlras que la segunda,
como veremos mas adelante, para dar la valuacion de un cuer-
po, exige el conocimiento de otra tercer dimension.

Las dos dimensiones de un rectangulo se llaman tambien
su longitud v -su latitud, recibiendo ordinariamente la mayor
¢l nombre de longitud.

En el paralelogramo, las dos dimensiones no son dos la-
dos conseculivos, sino uno de los lados elegidos por bases, y
la perpendicular 3 él. Por bases se eligen ordinariamente los
lados mayores, que enlonces representan la longitud, mien-
tras la perpendicular representa la latitud.

Las dos dimensiones de un (riangulo son, el Jado tomado
por base, ¥ 1a mitad de la altura.— Las del trapecio son la
altura, y |a recta tirada d tgual distancia de las bases.

Cuando el poligono s enleramente irregular, no puede for-
marse idea clara de sus dos dimensiones lomadas separada-
mente. —Haciendo, como hemos visto mas arriba, la adicion
de los nameros que espresan las dreas de los tridngulos en
(ue se descompone el poligono, se obliene un resultado que
vepresenla el produclo efectuado de las dos dimensiones (*).

(*) Se puede rodear al poligono un rectangulo, de modo que eada
lado de este toque a un vérlice de aquel, como manifiesta la fig. 142;
v enlonces suele |lamarse, en Geomelria prdctioa, longitud def poli-
gono 4 la dimension mayor del rectangulo, y latitud 4 la menor. Pero
estas denominaciones son impropias, porqne el produeto de las dos
lineas escede evidenlemente al irea del polizono. .

Para obtenerla, se necesita quitar de la del rectingulo LMNP que
envuelve al poligono, Ias parles escedentes ABCL, CDEM, ENF,....
que por medio de perpendiculares bajadas 4 los lados del rectangulo,
seveduven© 4 tridngulos como APK, ABI,..., 6 & [iapercios, como
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La operacion que tiene por objeto determinar ‘el drea de
una superficie cualqniera, se reduee en Gltimo resultado 4 una
valnacion en cuadrados unitarios, y se llama por eso cuae
DRATURA.

Aqui es ocasion de esphicar, como en el nuevo sistema de
medidas de superficie, por ejemplo, en las medidas agrarias,
los multiplos y los sub—multiplos dé la unidad principal sc
hacen 100 veces mayores 6 menores que dicha unidad, cuan-
do las dimensiones lineales se hacen solo 10 veces mayores 6
menores que la unidad lineal.

Valiendo el metro 10 decimetros , resulta que el metro
cuadrado debe valer 10x 10, 6 100 decimetros cuadrados;

Por.lo mismo, ¢l dectmetro cuadrado vale 100 centime-
tros cuadrados; ele...

El ara 6 decdmetro cuadrado, equivale 4 100 metros
cuadrados; —la hectara 4 100x 100, 6 10000 metros cua-
drados.

Y asi sucesivamente.

Diremos en fin que las palabras rectangulo y cuadrado,
usadas en las diversas partes de las matemalicas, traen su
orizgen de la geomelria; v son, como ya se sabe, sinonimas
de producto de dos numeros, y sequnda potencia de un ni-
mero; porque en efecto estos dos productos representan en
unidades cvadradas la saperficie de un rectingnlo 6 de un
cuadrado.

§ V. Comparacion de las areas.

Comenzarémos por eslablecer lag relaciones que existen
entre las dreas de las lignras semejantes.

Relaciones entre las dreas de las figuras semejantes.
Lema. (Fig. 143.)
N.° 219. Las dreas de dos lridngulos, ABC, ADE, que

lienen un dngulo igual A, son proporcionales @ los veclingu-
los de los lados que forman dicho dngulo.

IBCL,... Este medio de valuar el drea de un poligono es el tinico que
buede emplearse en ciertas civcunstancias; por ejemplo, cuando se
trata de medir la superficie de un Bosque, estanque, lago, efe.
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Despues de baber superpuesto los dngulos iguales, lirese
la BE; los tridngulos ABC, ABE, se pueden considerar como
que lienen por bases respectivas los lades AC, AE, y por al-
tura la perpendicular bajada sobre ACdesde el vérlice comun
B; lnego (0. 215., corol. 1.°) son proporcionales & sus bases,

y din
ABC : ABE :: AC : AE.
Comparando del mismo modo los tridngulos ABE, ADE,
tendremos
ABE : ADE :: AB: AD,
Multiplicando ahora ordenadamente estas dos proporcio-

nes, y suprimiendo en los dos lérminos de la primer razon el
factor comnn ABE, resulla

ABC : ADE :: ABx AC : AD x AE;
L.C.D.D.

Advert. La reciproca no es cierla.

CoroLanro. Si sucede que despues de la superposicion de
los dos tridngulos, resulte el lado DE del uno (fig. 144) pa-
ralelo al BC del otro, el (ridngulo ABE es entonces medio pro-
porcional entre los tridngulos ABC, ADE.

En efecto, en este caso lenemos (n.° 183.)

AB: AD :: AC : AE;

y las dos primeras proporciones del lema precedente lienen
comun una razon, y dan

+ABC : ABE :: ABE : ADE.
Teorema I. (Fig. 145.)

N.® 220. . Las dreas de los tridngulos semejantes ABC,
A'B'CY, son proporcionales G los cuadrados de sus lados ho-
mdlogos.

En efeclo, siendo equidngulos esos tridngulos (n.” 187.),
tenemos; en virtud del lema precedente,

ABC : AB'C! :: ABx AG: A'B’ x A'(;
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pero como ademds (n.° 187.)

AC: A'C’ :: AB: A'B,

multiplicando eslas dos proporciones ordenadamente, y supri-
miendo en los antecedentes el factor comun AC y en los con-
secuentes el A’CY, resulta

ABC : A’B/C" :: AB2: A'B2.

Escorto. Sean AD, A’DY, las alturas de los dos tridngulos.
Los tridngulos rectdngulos ABD, A’B'D’, son tambien semejan-
tes, por ser equidngulos, y din

AD : A'D" :: AB : A'B’;
v AD%: A'D? :: AB2 : A'B'e;

de donde se¢ deduce, comparando esta proporcion con la anle-
cedente, -

ABC*: A’B/C’ :: AD2 : A'D2,

Asi pues, —Las areas de dos tridngulos semejantes son
entre si como los cuadrados de su altura.
. -

Teorema I1. (Fig. 126.)

N.% 221. Los perimelros de los poligonos semejantes
ABCDEF, A'B'C'D'E'F’, son entre st como sus lados homdlo—
gos; — y — Sus areas son proporcionales d los cuadrados de
los mismos lados.

Tenemos primero, 4 causa de la semejanza de los poligo-
nos (n.” 196),

AB: A'B’ :: BC :B/C' ::CD : C'D' :: DE : D'E :: ...;
de doude, en virtud de la teoria de las proporciones,
AB 4+ BC +~CD +DE +~... AB

AB+ B0+ OV DE+... KB’
o perimetro ABCDE... : perimetro A'B/C/D/E'... : : AB: A’B/;

lo cual demuestra la parle primera de la proposicion.
Ensegundolugar, los poligonos, segun su definicion (n.” 187.),
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estan compuestos de tridngulos semejantes, que , comparados
enlre si, guardan respectivamente la misma razon , que es la
de los cuadrados de los lados homdlogus 5 de aqui resulla, en
virtud de las propiedades de las proporciones, que la suma de
los tridngulos que constituyen el primer poligono, 6 lo que es
igual, su drea, ¢s d la sama de los tridngulos que conslituyen
el segando poligono, 0 4 su drea, como son entre si los cua-
drados de sus lados homologos; de modo gue se teadra

ABCDEF : A'B'C/D/E'F’ :: AB? : A’'B2.

Conotario.  Las dreas de las figuras semejantes son
proporcionales ¢ los cuadrados de sus lineas homdlogas
(n.” 199).

Teonuma [

N.» 222, Cuando lus lineas homologas de dos figuras
semejanles son proporcionales @ las lineas homdlogas de
otras dos figuras semejantes [entre si, aunque no lo sean 3
las primeras), las dreas de las cuairo figuras son proporeio-
nales ; — y reciprocamente.

Sean A, B, las dos primeras figuras, v a, b, dos de sus li-
neas homoblogas; tendremos (n.” 221.)

A Boaad b2

-

Sean igualmenle C, D, las otras dos figuras, y ¢, d, dos
de sus lineas homologas; tambien tendremos

Sl IR £
pero, por hipotesis, a :b t:e :d;
de donde . ars A et g
Juego AIB =G

Reciprocamente, si cuatno figuras semejantes de dos en
dos, estan ligadas por la proporeion

A B CHID:
como tenemos At Blra®: b3,
y Ci: Drszvedadd?,
resulla at b et d?

de donde (i TR B e
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Advert.  La proposicion se verifica tambien cuando lodas
las cualro figuras son semejanles entre si.

Conoramio, Si lres figuras son semejantes, y una lineq de
la una es media proporcional entre las lineas homologas de
las otras dos, el area de la primer figura sera media propor-
cional entre las dreas de las olras dos : —y reciprocamente.

Comparacton de los cuadrados construtdos sdbre cierlas
lineas.

Tronema IV. (Fig. 146.)

N.*223. Kl cuadrado BCED construido sobre la hipote-
nusa BC de un tridngulo rectangulo ABC, es equivalente a lo
suma de los cuadrados ABFG, ACIK, construidos respecti-
vamente sobre los calelos AB, AC,

Este teorema en el fondo es ignal al del n.” 204.; pero su
importancia y su fecandidad han hecho buscar demostracio-
nes fundadas tnicamente en la igualdad y equivalencia de las
figuras. Nos reduecirémos a dar aqui la que generalmente se
admile en los Tratados de Geomelria. .

Suponiendo constraidos los cuadrados hicia la parte este-
rior del tridngulo ABC, bajemos desde el vértice A del 4ngunlo
recto, una perpendicular AL & 1a hipotennsa, y prolongnémos-
la hasta encontrar a DE en M: con esto el coadrado BCED re-
sulta dividido en dos rectingulos BOML, LCEM, Tiremos ade-
mis las rectas AD y CF.

Esto supuesto, los dngulos ABD, FBC, son iguales, como
compueslos de un angulo reclo y de nna parle comun ABC:
ademis, las lineas AB y BF, BC y BD. son iguales por ser de
dos en dos lados de un mismo cuadrado; luego los tridngulos
BAD, BFC, son iguales (n." 63., 2.° caso).

Ahora bien, el widngulo BAD es la mitad del rectangulo
BLMD (n.” 211.), porque ambos tienen la misma base BD y la
misma altura BL; y el tridngalo BFC es la mitad del cuadra-
do ABFG, por tener la misma base BF. yla misma altura AB;

luego
BLMD = ABFG.

Tirando las rectas AE, BI, se probaria del mismo modo que
LMEC = ACIK;
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y como el cuadrade BDEC equivale & BLMD + LMEC | re-
sulta finalmente cuadrado BDEC = enadrado AEFG +- cua-
drado ACIK ; LG D).

Corovante 1.° El cuadrado MNPQ (fig. 147) construido
sobre la diagonal BD [6 AC] de ofro cuadrado ABCD, es du-
plo de este:

Esta proposicion se comprueba facilmente en vista de ly
ligura. — En__efecto, los cuatro cuadrados AOBM, BOCQ,
AODN, DOCP, son igunales, y respectivamente dobles que |os
triangulos AOB, BOC, AOD, DOC, cuya suma es igual al
coadrado ABCD.

Cororanto 2.°  Acabamos de ver que los cuadrados ABFG,
ACIK (fig. 146), son respectivamente equivalentes @ los rec-
tingulos BLMD, LMEC; ademis, estos rectdngulos v el eua-
drado BCED tienen por altura comun la recta BD; luego, en
virtud del lema demostrado en el n.” 212., son enlre st como
sus bases BL, LC, BC. Por consiguiente, existe la relacion

AB*: AG2: BC:: BL : LC :BC.

Conovario 3.°  De ser los cuadrados ABFG, ACIK , equi-
valentes 4 los rectingulos BLMD, LMEC, se deduce tambien
separadamente (n." 213.)

AB2*—=BC x BL, AC*=BC x LC,
y de aqui las proporciones
BC: AB :: AB : BL. BC : AG :: AC : LG;

(ue, unidas a la relacion del corolario precedente, reproducen
la tercera parte del teorema del n.° 203., y la proposicion que
sirve de corolario al n.” 204. —Asi se viene & parar por otros
caminos a las propiedades ya demostradas.

Conoranto £.°  En fin, si sobre los tres lados de un tridn-
gulo rectiangulo ABC, se suponen construidos tres poligonos
semejantes eutre si, siendo eslos proporcionales @ los cuadra-
dos de sus lados homolegos (n. 2213, y existiendo entre sus
lados la relacion

BC? = AB? + AC?,

resulta (que
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El poligono construido sobre la hipolenusa es equivalente
i la suma de los poligonos conslruidos sobre los caletos.
Las dos formulas de dlgebra

(p+9F=p*+¢*+2pg, (p— P =p*+¢—2py,

gque han servido de base @ las demostraciones del n.* 206., y
esla olra

(p+q (p—9) =p"—¢,

que tambien es conocida, cunando se traducen al lenguage geo-
meélrico, ddn lugar @ nuevos leoremas sobre las dreas, con los
cuales lerminarémos este pérrafo.

Teonema V. (Fig.148.)

N.¢ 224. Kl cuadrado construido sobre la suma o la di-
[erencia de dos lineas es equivalenle & la suma de los cua-
drados construidos respectivamente sobre las mismas lineas,
mas 0 menos el duplo de su rectdngulo.

La sola inspeccion de la figura-es casi baslante para reco-
nocer la verdad de esla proposicion.

Sean en primer lugar, AE la mayor de las rectas, v EB
la mas pequena; conslriyanse los cuadrados AEIG, ABCD;
despues prolonguese la El hasta su encuentro en F con CD.

El cuadrado construido sobre AB, suma de las dos lineas,
s¢ compone evidentemente de los cuadrados AEIG, IKCF,
construidos sobre la linea AE y sobre la linea IK=EB, y ade-
mis de los rectangulos BEIK, GIFD, que lienen por bases
respectivas GI = AE, El= AE, y por alturas GD= EB,
IK = EB.

Tenemos pues

cuadrado AB=cuadrado AE 4 cuadrado EB 4 2. rect. AEXEB;

lo cual demuestra el primer caso de la proposicion.

En segundo lugar, sean AB la linea mayor, y BE la me-
nor, siendo por lo tanto AE su difercncia: constriyase la
misma figura de anles, con solo agregarle a la parte eslerior
un cuadrado GDLM igual & IKCF.

Esto supuesto ¢l cuadrado AEIG es igual al cuadrado
ABCD, mas ¢l cuadrado GDLM, menos los dos reclingu-
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los EBCF, MIFL. Estos rectingulos lienen por bases respec-
tivas FE=AB, IM=GK=AB, y por aluras BE = IK =II;
luego finalmente,

eudr, AE = cuadr. AB -+ cuady. EB— 2 veces rect. AB X BIZ;

lo cual demuestra el sequndo caso.
Teorena VI. (Fig. 149.)

N.>225. El rectangulo construido con la suma y la
diferencia de dos lineas, es igual a la diferencia de los cua-
drados construtdos con cada una de ellas.

Sean AB la linea mayor, BE=BE’ la menor, de modo
que AE represente la suma de las dos, y AE’ su diferencia.
Constrityase sobre AE como base,'y AG=AE' por altura el
rectingulo AENG, y el cuadrado ABCD; levanlese ademis la
perpendicular E/IT, que da el coadrado AEIG.

Esto supuesto, los dos rectangulos BENK, GIFD, son igua-
les por tener la misma base y la misma altura, @ saber:
BK = AG = Gl =AE, EB=EB =IK = DG ; d¢ donde
se sigue que el rectangulo” AENG es equivalente a Ia figura
DFIKBA. Pero esla es la diferencia e los coadrados cons-
truidos sobre AB v sobre IK=BE/=BE; luego lenemos

rectangulo AENB = cuadrado AB — cuadrado BE ;
A S P ) 3

CAPITULO 1.

DBE LA ESTENSION 'EN LAS FIGURAS CIRCULARES.

iste capitulo lendra fres parrafos, & saber: — 1.° — la
teoria de las lineas proporeionales consideradas cn el efrenlo;
—32.°—la valuacion de los lados y las dreas de los poligo-
nos regulares; — 3." — la medida del circulo bajo ol doble
aspecto de su eslension lineal y de su estension superficial.

.
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§ L. De las lineas proporeionales consideradas en el cireulo.
Trorema 1. (Fig. 150.)

N.? 226. Los segmentos de dos cuerdas AA', BB, que
se corlan en un punto P interior a un circulo, son thversa-
mente proporcionales :

[Lo cual signilica que los segmentos de una de las cuer-
das forman los estremos de una proporcion cuyos medios son
los segmentos de la olra.)

Tirando las cuerdas auxiliares AB, A’B’, se obtienen dos
triangulos, PAB, PA’B', semejantes entre si por tener los dn-
gulos iguales (n.” 193.), 1. en P, 2. en A y én B, 3.° ¢n A’
y en B (n.° 122.)

Comparando pues sus lades homdlogos, se forma la pro-

porgion AP: PB/ ¢ PB < PA/s L.C. D. D.

Escorto 1.° Si una de las dos cuerdas es un didmetro
AN (fig- 151), y la otra _cuerda BB, le es perpendicular,
como entonces se liene BP=PB’ (n.° 105.) la proporcion se
transforma en esla olra

AP :PB::PB: PA.

La recta PB perpendicular al diametro AA” toma el nom-
hre de su ordenada. De donde resulla que,

n el elreulo, toda ordenadn & un didametro ¢s medio
proporeional entre los dos segmenlos de esle.

Lista propiedad punede tambien deducirse de las de los
iridngulos rectdngulos ; porque juntando los puntos A, A/,
con el punto B, se forma un triangulo ABA’ rectingulo en
B (n.° 123.); que di la proporcion (n.° 203, 2.°)

AP PR PRAPAL
Escoio 2. El mismo tridingulo rectingnlo ABA’ di
(n.203, 3.°) la proporcion
AN AB 2 AB : AP;

lacual nos dice que—Toda cuerda tirada por el estremo
de un didmetro, es media proporcional enire su proyeccion
sobre €l (0.° 205.) y el mismo didmelro enlero.
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Teorena 11, (Fig. 152.)

N.° 227. Dos secanles PA, PB, que parten de un mismo
punto P esterior ¢ un circulo, son inversamente proporcio-
nales a sus parles esteriores.

Tirense, como en el teorema precedente, las cuerdas AB' .
y BA’: los dos Iridngulos PAB’ PBA’, semejantes por tener
comun el dngulo P, ¢ iguales los dngolos A y B (n.” 122.), din,

la proporcion
PA : PB :: PB’ : PA'.

[Una de las secantes y su parle esterna forman los estre-
mos, y la atra secanle con su respecliva parle esterna forman
los medios. | LoCoD. D,
Advert. ~ Esta propiedad estd en armonia con la del escolio '
del mimero 144.

Teouema 1. (Fig. 153.)

N.”228. Si una secante PA y una tangente PB parlen de l
un mismo punto P,

Latangente es media proporcional entre la secante enle-
ra y su parle esterna.

Este teorema, propiamente hablando, no es mas que un d
caso perticular del precedente, en que los dos puntos B, B/,
de la secante PB, vienen & confundirse en uno solo (véase
el n.° 110.).

Pero se demuestra directamente tirando las cuerdas AB, |
A'B.—En efeclo, asi resultan dos triangulos PAB, PA'B,.
que son semejanles por lener ¢l dngulo P comun y los dngu-
los en A y en B iguales (ndmeros 122., 124.); y dan la pro-

poreion
PA:PB:: PB: PA".

Escouto. Hay un caso muy nelable en la proposicion que
acabamos de demostrar. )
Supongamos que la secante PA (fig. 154) pase por el cen-
tro del circulo, v que la tangente PB sea ignal al diametro, |
es decir, que sea PB=AA'; la proporcion anlerior se con- |
vertivd en esla olra

PA : AN :: AA’ : PA;
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en cayo caso se dice que la recfa PA estd dividida en el pun-
to A’ EN MEpi0o Y EsTREMO ('), ¢s decir, en dos segmentos,
uno de los cuales [que necesariamente es el mayor| ¢s me-
dio proporcional enire la recta entera y el otro segmento
menor.

Ademés, la proporcion anterior dd (n. 184.)

AN :PA —AA" :: PA’: AN — PAY,
0 AAY ;. PA’ :: PA": AAY — PA/,

Si se loma pues en PB una distancia PA” = PA’, lo cual
[a causa de ser AA'=PB], da

AN —PA' =PB—PA"=A"B,
resulta PB : PA' :: PA"” : AVB.

Donde se ve que la recta PB esta lambien dividida en me-
dio y estremo en ¢l punto A",

Observacion sobre los tres teoremas precedentes.

N.” 229. Las proporciones que resultan de los enunciados
de esas proposiciones ddn lugar 4 las igualdades

PA xPA' =PBxPB, y PAxPA’— PR,

y de aqui se infiere que las tres pueden comprenderse en un
solo enunciado :

El producto_ de las distancias de un punto constante P,
interior 6 esterior @ un circulo, @ dos puntos del mismo cir—
culo, tomados en la misma direccion, es un nmero cons-
tante, cualquiera que sea la dicha direccion.

[El caso de la tangente se halla implicitamente compren-
dido en este enunciado, pues basta suponer los dos punlos
reanidos en uno solo.]

Este modo de agrupar los tres teoremas permite lambien

(*) La locacion usada generaumente de division en media y es-
{rema mAzon, proviene de una alteracion en e| testo de Enclides,
tomo se demostrara en otro fugar ; por eso restablocemos aqui la
denominacion légica de dicha division.
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dar un enunciado mas coneiso de sus reciproeas, que son
consecuencias necesarias del n.” 21.:
1.° Si cuatro puntos A y A', By B' (fig. 150, 152, 153),
estan situados de dos en dos sobré dos reetas que pasan por
un mismo punto P, de modo que se tenga

PA x PA*—=PB x PP/,

esos cualro punfos perlenecen & una eircunferencia de circulo.

2. Si dos punlos, A, A’, estan siluados en una recla que
pasa por un puato P,y otro punto B situado en una segun-
da recta que pasa por el mismo punto P, Ue modo que so
lenga

PB?=PA x PA',

los tres puntos se hallan colocados en wna misma eircun fe-
rencia langente § la recta PB en ¢l punto B; — 6 bien tam-
bien, el cireulo que pasa por el punto A, y es tangenle a la
recta PB en el punto B pasa tambien por el punto A'.

Teonema IV. (Fig. 155.)

N." 230. En todocuadrildalero inscriptible ABCD, el rec-
tingulo de las diagonales es igual & la suma de los vectin-
gulos de los lados optiestos [es decir que

AB x CD= AC x BD~ AD x BC].

En efecto, tiremos por el punto C una recla GE que for-
me con CA el angulo ACE ignal @ el dngulo BCD; v tendre-
mos lambien

angulo ECB = angulo ACD.
sto supueslo, vemos que se forman agui dos Iridangulos,
CEA, CBD, semejantes entre i por lener dos dngulos igna-
les, a saber: los angulos ACE, DCB, iguales por eonstruccion,
y lo mismo los CAE, CDB (n.° 122.).
De donde se infiere,, comparando los lados homblogos,

AC : CD :: AE = BD;

y de aqui (D % AE= AC x BD.
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La comparacion de los lados homélogos en los tridngulos
semejantes BEC, ADC, daria igualmente

AD: CD:: BE : CB;
y de agqui CDx BE = AD x CB.

Siahora se suman, miembro i miembro, las igualdades
recien obtenidas, resullan

€D x AE + CD x BE = ACx BD + AD x BC.

f CD x AB=ACx BD+AD x BG: |
£ CiDD.

N.” 231.  Escovio. — Este teorema es susceplible de una
mollitad de aplicaciones: las principales son las siguienles:

1.°  Hallar la cuerda AB de la suma de dos arcos AC,
CB, conociendo las cuerdas de estos.

A fin de abreviar, llamaremos a, b, ¢, 4 los tres lados BC,
AC, AB, del tridngulo ABC (*), v ral radio del circulo cir-
cunserito; trese el didmetro GO ==2r, y las cuerdas AC’,
BE’ [que pueden llamarse suplementarias, por subtender los
arcos AC!, BC/, que,son suplementos respeclivos de los
AC, BC]. :

Eslo supuesto, el cuadrilitero inserito ACBC! da, en vir-
tud del teorema precedente,

AB x CU' = AC x BC' + AC' x CB;

pero, de los lri;’l‘ngulns CAC!, CBCY, rectingulos en A y en B
(n.°123.), se deduce’(n.’ 204.)

AC' =V CLR — AG?, BC'= VG — B2,
b, causa de ser €C' =27, AC =5, BC—gq,

AC = 4r2 — 12, BC' = v 4rs — g2

(‘) Cuando se quiere representar por una sola leira cada lado de
un tridngulo, es costumbre panerles las letéas mintisculas respectivas
de los dngulos opuestos.—Asi @, b, ¢, designran los lados opuestos i
Usdngalos A, B, (.
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luego la ignaldad de arriba se convierle en

ex =0 . Var: — a2 +a. JAri—B;

de donde (1) c¢= c,i . Vart — a® +_a_ . VArR—b2,
2r 2r

formula que determina el valor numérico de ¢, en funcion de
a, by r:[falta solo efectuar las operaciones arilmeélicas in-
dicadas en el segundo miembro].

9° Hallar la cuerda, AB =c (fig. 156), del duplo de ux
arco, conociendo la cuerda, BC= a, de dicho arco.

Basla para esto suponer b=a, en la formula precedente,

que enlonces (ara

| =

e e T
VA — a4 — L JArR—a?,

f—
¥ O

1o

o simplificando,

. \/Jh'?*_— a’.

I

(2)

=l

3. Hallar la cuerda de la mitad de un arco, conocren-
do la del arco entero.

Puesto que ¢es la cuerda del arco duplo, y @ la cuerda
del arco simple, todo se reduce & resolver la igualdad (2) con
relacion & a. :

Pero puede oblenerse el mismo resultado por medio de la
fig. 156.—Porque en efecto, el tridngulo CBC/, da

CB2—=CI x CC’ (n.® 226., escol. 2.°).
Ahora bien, Cl=0C—O0I=0C— vOB*—BI2 (n.” 204.);

c* AB ;
de donde Cl=r —\/-r* = 1—[;’1 causa de ser Bl = - = -[-;—I
- - |

0 —
Luego a®> =2r (r — \/rﬁ-—- I)_—: 22 — v 4r2 —

y por consiguiente,
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(3) (0 =\/2r9—r\f Ar2 —e2 (7).

No llevaremos mas adelante estas aplicaciones, que presen-
tan algunas dificnltades algebraicas; pero recomendamos a los
jovenes habituados a esta clase de caleulos, el que despejen
en la formula (1), ya sea la cuerda a, ya la b, para oblener la.
cuerda a 6 b de la diferencia de los dos arcos, por medio
de las cuerdas ¢ y b o a de los mismos.

Se puede lambien, suponiendo conocidos a, b, ¢, deter-
minar d r; lo cual di entonces el valor numérico del radio
del circulo circunscrito @ wn Iriangulo por medio de sus
tres lados.

N.” 232. FEscotio Generan.— Las cuestiones traladas en
este parrafo, y en algunos del capitulo precedente, pueden
considerarse como base de la geometria analitica, porque su-
ministran, bajo una formula general, relaciones numéricas
entre lineas conocidas y lineas desconocidas.

Se ve ademis que, conteniendo radicales muchas de estas
espresioncs, las lineas desconocidas deben en general ser in-
conmensurables con las lineas dadas.

Asi es; por ejemplo, como hallindose representado por 1

el lado de un cuadrado, esti su diagonal representada por V2
{n.” 204., corol.); lo cual prueba que

La diagonal de wn cuadrado es inconmensurable con su
lado.

Se obtiene tambicn este iltimo resultado por una simple
aplicacion del teorema relativo 4 Ia tangente (n.” 229.).

Sea, en efecto, el cuadrado ABDC (fig. 157), en el cual
suponemos AB=1. Describamos desde A como cenlro, y con
AB por radio, una semi-circunferencia que encuentre a AD
prolongada en los puntos I, I'.

(*) Esta espresion puede tambien transformarse en

VD

porque elevando una y otra al cuadrado, resulta igualmente

d—1 P —e.

12
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Se liene (n,” 229.)

DE : DB :: DB : DF,

0 DE : 1 ::1 22+ DE;
i
de donde DE — S DR
> = 1
iT) /s — = ':?—_- = Ll
Luego vV2=AD=1 +-DE==1-- S2DE
1 1
=k St
s 1
2t DR 5 1
GRS e
2-+-DE

ele., ele.

Aqui se ve que siempre quedard un residuo., por mucho
que se prolongue la operacion, pues el valor de AD esta re-
presentado por una fraccion continua periddica, Por consi-
guienle, es ingonmensurable la razon entre AD y AB.

Advert.  Es de observar que la demostracion anterior su-
ministra un medio geoméirico de desarrollar en fraccion con-
tinua el nimero inconmensurable v2.

Pronto lendremos ocasion de encontrar otras lineas nota-
bles que estin c¢on la unidad en razon inconmensurable.

§ . Valuacion de los lados y de las areas de cualesquiera
poligonos vequlares.

Observacion preliminar. — Algunas de las proposiciones
que forman parle de los pirrdfos siguientes, son mas bien
problemas cuya resolucion se espone, que teoremas cuya de-
mosiracion se dd, pues lienen por objeto especial la determi-
nacion de ciertas cantidades desconocidas por medio de otras
conocidas y dadas. Pero camo son problemas fedricos, les da-
remos la forma ordinaria de los leoremas.

Feorema 1. (Fig. 81.)

N.° 233, El area de un poligono regular cualquiera
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ABCDEF es igual a la mitad del producto de su perimetro
por su apolema OG, que es el radio del eircalo inscrito.

En efecto, los triangulos iguales é isésceles OAB, 0BC,
0CD,... (0.° 132.), din

(
AL

3

06
0BG == BC % —==;
06
00D = LD x ——,... (n.° 217.);

J ! 0G
luego . dirga ABCDEF — (AB + BC+ D+ ... ) x ——

3
; . 1
0, para abreviar, A = SEXR,

representando A el drei del poligono, P su perimetro, y Roel
radio del circulo inscrilo.
Escouio. Sea R el radio del poligono (0." 132.), n el ni-
mero de sus lados, v @ un lado cualquiera.
El ridngulo OGA di OG = VOA*—AGE (0.° 204.); de
donde empleando las nolaciones convenids, y observando que

/ AB @
:'\(l’ e A Tl
3 2
a*
resulli r= /l{‘l N
\ i
Tenemos ademis P=n.a;
na VAR — a2
Inego Ay

4

lo cual nos di la espresion del drea de un poligono, cnando se
conocen el radio, el lado, y ¢l mimero de estos.

Treonema 11.

N.°234.  Los périmetros de dos poligonos requlares se-
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mejanles son proporeionales a los radios de los civculos ins-
eritos 6 circunscrilos; —y-—Sus dreas son proporcionales
d los cuadrados de los mismos lados.

Ya vimos (n.” 200.) que los poligonos regulares de un
mismo numero de lados son figuras semejantes.

Reciprocamente: Para ser semejantes dos poligonos regu-
lares deben lener un mismo nimero de lados; porque st el
nimero de lados fuera diferente, no serian los dngulos del un
poligono iguales 4 los del otro (n.° 133.); lo cual implicaria
contradiccion con la propiedad del n.* 196.

De aqui se infiere que los dngulos en el centro, lo mismo
que los angulos de la base, son ignales respectivamente en los
dos poligonos ; luego los tridngulos isosceles que lienen sus
vértices en los centros de dichas figuras, son respectivamente
equidngulos y semejantes; y por lo tanto los radios de los cir-
culos inscritos y circunseritos son lineas homologas. Aplicando
pues & estos poligonos la proposicion general del n.” 221., se
obtiene demostrado el leorema propuesto.

Sean R, R yr, o/, aya’, PyP’, Ay A'los radios , apo-
temas, lados homologos, perimetros y dreas de los dos poligo-
nos; de lo dicho resultan las séries de razones siguientes :

1.0 (P PURE R s R el Risia s al
2° A:A R R2 0¥ in® a0

Trorema IIL. (Fig. 107.)

N.® 235. Conociendo el lado [AB=a], y elradio [0A=R |
de un poligono reqular [de n lados), se pueden siempre obte—
ner —1.°— el valor del lado AC del poligono regular de
SUB-DORLE numero de lados ; —2.°— el valor del lado Al del
poligono reqular de vurLo numerade lados; —3.°— en fin,
el radio OM y el lado MN del poligono circunscrilo semi-
ante al poligono propuesto.

[El radio R es comun & los tres poligonos que lienen por
lado las rectas AB, AC, Al ]

1. Como AC subtende un arco duplo del subtendido por
AB =a, basta sustituir en la formnla (2) del nimero 231.,
¢ por AC, y r por R; con lo cual resulta

(1) Ae— Hﬂ /IR*— a3
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9.” Se obliene tambien el valor de AL, por medio de la
formula (3) del mismo nwmero, haciendo r=—R, y a'=Al;
lo cual da

(2) Al=V 28— RVIR—a.

3.° Para los valores de OM y MN, recurrimos a los trian-
gulos semejantes OMN, OAB, cuyas lineas homologas son Ol
y OK, y dan

OM : OA :: Ol : OK, de donde OM = (Bﬁfhf_"
MN : AB :: Ol : OK, de donde MN = —\%ll‘\—@

. § il e L
pero tenemos OA—=0I=R, AB:a,UK:;J&iF—a* (n.°20%.),
2R 2a.1
luego (3) OM= A e 33 MNZ'—"__.._.——-
VAR: —@a? VAR? — a?
L.C. D.D.
Escorto.  Conociendo el radio y el lado de cada uno de los
tres nuevos poligonos, se pueden deducir los valores de sus
areas, susliluyendo en la formula
AN MaRE—= uf,
4

en vez de 1, a, R, los valores respeclivos que se acaban de
. n ;
obtener [en lugar de n debe ponerse ; para el primer poligo-
1o, 2n para el segundo, quedando sin variar para el tercero.]
Teonema IV. (Fig. 107.)

N.° 236. Conociendo las dreas A, B, de dos poligonos
requlares, wno inscrito y otro circunserilo, del mismo nu-
mero n de lados [ABy MN son loslados], pueden siempre ob-
lenerse las dreas A', B, de otros dos poligonos requlares,
uno inscrito y olro circunscrito, de purLo numero de lados,
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Ya vimos (0.° 166.) que Al y mn son los lados de eslos
dos poligonos.
Observemos ahora que, seganse ve en la figura, lenemos
las relaciones siguientes:

A=2n.0AK, B=2n,0MI, A'=2n.0Al, B'=21.0Am];

de donde se sigue que las razones entre lasdreas A, B, A’, B/,
comparadas de dos en dos, son las mismas que existen entre
las areas de los tridngulos OAK, OMI, OAl, y del coadrila-
tero OAml; asi pues, todo se reduce 4 delerminar 1as razones
que existen entre eslas cuatro figuras.

Esto supuesto, lenemos primero, comparando los tres
tridngolos OMI, OAI, OAK, y ohservando que AK es para-
lela 4 MI,

OMI : OAL:: OAT : OAK (n.” 219., escol.),

0 sustituyendo los poligonos correspondientes en lugar de los
trigngulos,
e WHEOR VS

’

luego (1) Al—y/A.B.
En segundo lugar, como en el Widngulo OMI, la recta

Om divide el dngulo O en dos partes iguales, se tiene la pro-
porcion

Mom : ml =2 OM : OI (p.? 202.).

Ahora bien, los dos tridngnlos OMim, Oml, que tienen la
misma altura OI, din

OMm : Oml :: Mm :ml  (n.° 215.);

y los olros dos triangulos OAI, OAK, que lienen lambien la
misma altura AK, din 4 sn vez

OAL: OCK :: O : OK:: OM : OA :: OM : Of;
resulta pues  OMm : Oml :: OAl : OAK,
y por consiguiente,

OMm == Oml : Oml :: OAl 4+ 0AK
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o, duplicando los consecuentes, y observando que

OMm + Oml=0MI1, y 20ml=0Aml,
tendremos  OMI: OAml :: OAL - OAK : 20\K.

Suslituyendo finalmente, con arreglo a la observacion ar-
riba hecha, en vez de los tridngulos OMI, OAl, OAK, y del
cuadrilatero OAml, los poligonosd que perlenecen, se obliens

B:B s A=A 2N

l B' 21\ . B ‘ 9.11 . “
Aego s 7 T ey
i A4 i

L:.G: D D,

Escouto.  Considerando las dos formulas que acabamos de
oblener, es facil ver que A'>> A y B'<ZB.

luego A' =>A.

2 2X.8 _ :
En segundo lugar o puede ponerse en la forma
2A B 24 24
Bbx ————, yes menor que B, pues es
x.A%—A"Y l | A-A {:ZA’Y

por lo tanto << 1.

Asi pues,— Las areas de los poligonos regulares inscri-
{osa una misma circunferencia de circulo, van aumenlai—
do;—y, por el contrario,— La de los poligonos circunscri-
tos van disminuyendo, & medida que se va duplicando el ni-
mero de sus lados.

Lo cual tambien se conoce ficilmente con solo mirar la fi-
gura.—Pronlo nos serd muy 1til esta observacion.

Valuacion de los lados y de las areas de los poligonos re-
qulares de especie determinada.

Teorena V. (Fig. 138.)

- N."237, Bl lado AB del exagono regular inserilo es
wgual al radio.
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Tirense los radios OA, OB; el dogulo O del tridngulo
OAB vale %6 -;')- de un dngulo recto (0.° 86.); quedan pues
para los ofros dos dngulos 2 — % 6-;; de un dngulo reclo; y
como tenemos OA = OB, resulla dngulo OAB = dngu-
lo OBA_—:%; luego el triangulo OAB es equilatero, y di

AB=0A"=08'—R';
J G 1T B
-Conorawto 1.° Bl lado AC del triangulo equilatero ins-

orito quarda con el radio la razon de V3 : 1.
Sien la espresion (1) del numero 235., hacemos a=R,

Ji s Sty =
resulla A= T v 3R =R V3;
de donde AC: R:: V3 :t.

Corovatio 2.°  El lado del tridngulo equilitero civouns-
crito es doble del lado del tridngulo equilitero inscrito.

Basta, para hacerlo ver, sustituic en el -valor de MN t
(n.° 235.), en vez de a, R v3; lo cual da ‘

2R.V3 . R &
MN 2“\: —=32R.v3;
. VARI—3R2

Advert. La altwra EL del primer ftridngulo es igual &
+ R: porque EL es igual 4 EO+<OL=R~+4R (n.° 76.), 4
causa de ser un rombo la figura OABC; luego El = ~:—1‘i.

Luego la altura del segundo es igual 4 3R (n.° 220.).
CoroLanto 3.° Si en la espresion (2) del nuwmero 235., se
hace a=R, lo cual da

. Al=Vor:—RVERE—RV 2—v3,

se obtiene el lado del dodecagono regular inscrito (n.” 37.).

Corotanio 4.° En fin, hagase en las espresiones (2) del
numero 235., a==R, y se hallardn los siguientes valores para
el'radio y para el lado del exdgono reqular circunserilo,
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) 2R? e SR g
OM = i 2:311 V3, v MN= gl‘i.\! 3.

Escouto.  Ahora, por medio de la formula general del ne-
mero 233. ,

na.VAR® — a®
Ty
pueden calcularse las dreas de estos diferentes poligonos.
Asi, por ejemplo, si hacemos n=6, a=R , obtendre-
mos

6R V3R?

A=

== gﬂg\fﬁ.
espresion del drea del exdgono reqular inserito.
Igualmente, haciendo n=3, a=R V3, se halla

_ 3RV3., VR®
==

A 3:

8 a
=RV
y asi sucesivamente.

Teonena VI, (Fig. 159.)

N.°238. Ellado del cuadrado inserito estd con el radio

enlarasonde v2 a 1.

Tirense los dos didmetros, AB, CD, perpendiculares en—
re si, y lirense las cuerdas AC, CB, BD, DA. La figura
ACBD es evidentemenle un evadrado; y se liene

ACY=A0*+ 0C* =2R?;
dedonde AC=RV?2, y AC:R::vV2 :1.

Escouto. Tirando por los puntos A, D, B, C, tangentes,
se forma el cuadrado circunserilo ; y se tiene

AN = AB=2R.
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Luego,— £l lado del cuadrado circunsertlo es iqual al
diametro del eiveulo.
Las areas de estos dos polizonds se espresan respectivi-
mente por 2R* y AR®.

Teorema VIL (Fig. 160.)

N.?239. El lado AB del decagono regqular inscrito es
iqual al seqmento mayor del radio dividido en media y es-
trema razon (n." 228., escol.). .

Tirense los radios OA, OB. — El dngulo O del tridngule
i 92

m 0'__)

OAB es ignal a de un angulo recto (n." 86.); queda
f3R
i = de anguloreclo; y como

(2

L £

pues para los otros dos, 2 —

=

5
0A =0B, resulla que OAB= OBA= g

Asi pues, cada uno de los dngulos de la base del triangun-
lo OAB, es duplo del angulo del vértice.

Esto supuesto, liremos la bisectriz BL del dngulo OBA; y
tendremos la proporcion AL : LO ::AB : OB (n.” 20.).

Pero a causa de ser

2 4
LBO = LBA=LOB= =, de donde ALB=2LOB= -

1

3
los dos triangulos OLB, ALB, son lambien isosceles, y din
OL = LB — AB;

y como se tenia 0B=104,
la proporcion se convierle en esta olra
AL : OLi:; OL 2 OA.
De donde se ve queel punto L divide al radio OA en media

y eslrema razon, y que el segmento mayor OL es igual a AB,
lado del decagono regnlar;
L.C.D.D.

Para oblener el valor numérico de este lado, es necesi-
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rio recurriv & la fig. 154, en la cnal supondremos que PB re-
presenta el radio It de la circunferencia, y PA” el lado bhus-
cato AB.

En virtud del escolio del n.” 228., el riingulo rectingalo
PBO dd

OP—=yOB*5-PB?; de donde OP—0A’—yOB~+PBE—O0A’;

y, en virtad de las construceiones indicadas en el numero ci-
(ado, se liene

PB=AA’, PA"=PA'=0P—0A’, OB=

1
AA'= ' PB;

Ind |, bt

luego la igualdad anterior se convierle en
¢

1 1 1 -
YA " pRILLPR2 T ——PB (V5 — 1)
PA —\/41313 —+-PB 2PB, 2%(\) 1),
o, sustituyendo por PB % PA" sus valores Ry AB,
Rl s "
AB = E-(va —1)R. ("

Escorto.  Por medio de las espresiones obtenidas en el nu-
mero 235., se podrian deducir del valor precedente los valo-
res de los lados de los poligonos de 5, 20, 40,... lados, y por

(7). Esta cueslion, tratada algebraicamente, da Ingar & una ecna-
cion de segundo grado, que liene por una de sus raices el resullado
que se acaba de oblener.

Designemos por R el radio del circalo, v por ® la parte del mis-
mo que ha de ser media proporeional.—Tendremos la proporcion

R ao: R—w,

de donde se deduce x* 4 Row = R*;

: —B=t= /JREFIRE R, -
9, resolviendo esta ecuacion, w= —-—% 57 == (-—-41\,’5)-

El valor que corresponde al signo superior es = (——-I +‘/{_;'); v

B8 el tinico que responde direclamente i la cueslion , pues el otro,
rulem::ts de ser negalivo, es numéricamente mayor que R.
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consiguiente los valores de los poligenos circunscritos corres-
pondicntes.
Pero existe una relacion muy notable entre ¢l radio y los
lados del decdgono y del pentigono.
Considerémos los lados AB, BC (fig. 160); del decigono,

vy el lado AC del pentagono. Tiremos los radios OB, OC, y la

bisectriz OK del dngulo BOC; despues juntemos el punto B
con el 1 en que dicha bisectriz encuentra al lado AC.

Jslo supuesto, los dos triangulos isosceles BIG, ABC, son
semejanles, por lener el angulo C comun, y los angulos CAB,
IBC, iguales al angulo C; luego dardn la proporcion

AC:BC::BC:IC; de donde AC x IG = BC®.
Igualmente, los dos tridngulos AOC, AOI, son semejantes:
porque lienen el dngulo A comun, y ademds los angulos
. .3 :
OCA, AOL equivalentes & 3 de un recto, ¢l primero por ser
angulo de la base de un pentigono regular (n.° 133.); el se-

1 )
gundo por construccion [pues AOK=A0B + ; OBC = 5];

la semejanza de csos tridngules nos da la proporcion
AC:0A :: OA: Al; dedonde ACxAl = OA2.

Stumense ahora, miembro 4 miembro, las dos igualdades
que acaban de oblenerse; y resullara

AC x CI - AC x Al, = BCG2 +0A3,
0, reduciendo, AC=B(C2 + 0A2;

lo eual dice que—El lado del penldgono regular inscrilo ¢s
igual @ la hapotenusa de un triangulo rectangulo, cuyos ca-
tetos son el radio y el lado del decdgono regular inscrito.

Trorema VILLL

N.° 240. Kl lado del pentadecagono regular tnscrito s
la cuerda de la diferencia de los arcos subtendidos respecli-
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vamente por el lado del exdgono y por el lado del decdigono.

v 1
Porque se lieng = ———=——+——__.

lo cual manifiesta lambien que — La diferencia de los arcos
subtendidos por los lados del exagono y del decigono, es
igual G:la décima-quinta parte dela circunferencia entera.

~ Comorarto. Inscrito el pentadecigono, pueden ficilmenle
formarse los poligonos de 30, 60, ... ladoes.

Para los valores numéricos de sus lados seria necesario
buscar primero el del pentadecigono por medio de la formu-
la(n.” 231.) que dd la cuerda de la diferencia de dos arcos
cuando se conocen las cuerdas de estos; y despues hacer uso
de las formulas del nimero 235,

Escorio GeneraL.  De lo acabado de decir en los cuatro
tllimaos numeros, y de los principios establecidos en este par-
rafo, se infiere que exislen y se conocen

1.°  Métodos geoméltricos [es decir, mélodos en que solo
s usan la regla y el compas] para constrair los poligonos re-
gulares inscritos y circunscrilos de 3, 6, 12, 24, 48,..., de
4, 8, 16, 32,..., de 5, 10, 20, 40,..., y de 15, 30, 60,...
lados ;

2." Métodos aritméticos para caleular los lados Y por lo
lanto las dreas de todos esos poligonos, si no exactamente,
porque casi siempre resullan cantidades inconmensurables. al
menos con toda la aproximacion apetecible.

SHIL. Medida del circulo bajo el doble aspecto de su estension
lineal y de su estension superficial.

INTRODUCCION,

N.” 241, Para dar anle todo una idea clara de la longi-
lud 6 estension lineal (n.° 3.°.) de una circunferencia, conci-
bamos que, empezando en cualquiera de sus puatos, se va
desarrollando sobre una recta indefinida. El nimero que en-
lonces espresa cuantas unidades lineales conliene la cireun—
lerencia rectificada en esa forma, es la rason que existe en-
lre la circunferencia Y la unidad lineal, y espresa por con-
Siguiente su longilud.

N.*242.  Por poco que se reflexione sobre la natnraleza
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y la forma de los poligonos regulares, se observa cierta analo-
ofa entre ellos v la linea circular. — Para hacerlo mas sensi-
ble, considerémos primero uno de los poligonos mas sencillos
en cuanto al namero de sus lados, que es el cuadrado ; des-
pues, dividiendo con laimaginacion en dos partes iguales cada
uno de sus lados, representémonos las ocho partes iguales que
resullan, dispuestas en un veldgono regular.—Dividamos del
mismo modo los lados del oetdgono, y formemos un poligono
regular de diez y seis lados; y asi-sucesivamenle, vayase do-
blando cada vez el nimero de lados, cuya longilud se hace
por lo tanto respectivamente la mitad menor.—Es claro que
al cabo de una série indefinida de subdivisiones, los tados de
los poligonos obtenidos vendrdn a ser inapreciables; ¥ enton-
ces, no difiriendo sensiblemente la longitud de las apotemas
de la de los radios, habri tomado el poligona, la forma de una
circunferencia de circulo. )

Los diferentes poligonos que acaban de formarse, se lla-
man poligonos isoperimetros; y la circunferencia de circulo
que hemos ido 4 parar, y que puede llamarse su wllima for-
ma 6 estado, es \ammbien isoperimelra respeclo de los mismos
poligonos.

N.° 243. Aun podemos por otras consideraciones estable-
cer una analogia mas completa entre el circulo y los poligo-
108 regulares:

Ya se demosted (n.° 236.) que si tenenios igseritos & una
misma circunferencia una série de poligonos regulares cuyo
ntmero de lados vaya haciéndose cada vez duplo del anlerior,
tenemos tambien otra série de poligonos circunserilos, seme-
jantes 4 los primeros, las dreas de estos crecen con el nimero
(e sus lados, mientras las de los segundos menguan en |
misma circunstancia.

Bastantemente lo indica la figura 107, que al mismo liem-
po manifiesta que el drea del cireulo OA es siemrre mayor
que la de cualquier poligono inscrito, y menor quela de cual-
quiera circunserito.

Digo ahora que lo mismo sucede con los perimetros de los
polizonos respecto de la circanferencia CGA.—Para probarlo
basta evidentemente considevar la porcion de la figura 107,
que corresponde al arco AB, pues el mismo raciocigio podria
repelirse respecto de las porciones correspondicntes a los de-
mas arcos BC, CD,...

Sea pues el arco AB (fg. 161), dividido en 2, 4, 8,...
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partes iguales; v tirense las cuerdas de los arcos pareiales.
Evidentemente se liene (n.* 38.),

euerda AR<AT+IB<- AL & LIt IK+KB<...<<arco AB.

Y con esto solo se ve que — Los perimelros de los poligonos
requlares inseritos van ereciendo [en longitud] medida que
crece. el wimero de sus lados ; —y ademis que— La circun-
ferencia OA es mayor que cada uno de ellos®

Sean-ahora AMy BM (fiy. 162) dos semi<lados de un pri-
mer poligono cireunserito fcorrespondientes al arco AB de la
figura 10715 mn 'y A, Bn, un lado v dos sewmi-lados del po-
ligono regular de duplo namero de ellos ( Véase el n.° 166.).

Tenewos M = Mu > mn,

de donde, afiadiendo & los dos micmbros la cantidad Am-+2B,
resulla

Am—+mM-+Mn--uB, 6 AM-~MB =>Am -+ mn--nB.

Luego—Los perimetros de los poligonos regulares cireuns-
eritos van disminuyendo, @ medida que aumenla el numero
de sus lados.

Se ve ademds que la linea quebrada correspondiente a ca-
ta porcion de poligono regular, y lerminada en los estremos
delarco AB, se hace mas Y mas pequena d medida que se es-
lrecha el espacio comprendido entre ella y el arco diclio, es
decir, & medida que seaproxima la linea 4 confundirse ¢on
el arco; lo cual manifiesta que esle es menor que cualquiera
de aquellas. — Por consiguiente, la circunfercncia entera es
menor que cada uno de los pertmetros de los poligonos regu-
lares circunseritos.

N.°244. Fsto supueslo, se di en Malemalicas el nombre
de Linure § toda cantidad constante y determinada hacia la
cual converge sin cesar Y cuanlo se quiere una cantidad va-
Hable por su naturaleza va imenlando, [en cuyo caso ¢l li-
tuite se llama superior], yva disminuyendo [y entonces se |la-
W inferior] (Véase lo dicho en el p." 117.). —Podemos pues
concluir de todo lo que precede :

1." que— El drea del efreulo os el limite surrnion de
las dreas de 1o poligonos regulares inseritos, y el limite -
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renion de las dreas de los poligonos regulares circuns-
eritos;
2.°  que— La circunferencia de circulo es el limile supe-
rior de los perimetros de los primeros, y el limile inferior
de los perimetros de los sequndos (*).

(*) Esta doble proposicion supone, 4 la verdad, que los poligonos
inseritos y circunscritos puedan acercarse indefinidamente al circulo,
6 lo que es lo mismo, que siempre puedan obtenerse dos poligonos
regulares semejantes uno inscrite y otro circunscrito, tales que la
diferencie enire el drea 6 el perimetro de cada uno de ellos, y el area
del circalo 6 la longitad de la circunferencia sea numéricamente me-
nor que cualquier mimero dado : esto se demuestra por el siguiente
cileulo: )

Sean A, p, r, el area, el perimetro, y el apotema de un poligono
regular inserilo, y B, P, R, el area, perimetro, y radio del poligono
circunscrito semejante [R es constanie para todos los poligones cir-
cunscritos].

Tenemos (n.? 233.) las igualdades

B=iP.R, A=i{p.r;
de donde B—A—=1P.R—ip.r.

Pero siendo semejantes los dos poligonos din (n.” 234.) la pro-
porcion

i
P:p::R:r, de donde sale p=—R-.[':

{uezo sustituyendo este valor de p en el de (B—A), tendremos
P PR*—1Y)  P(R+7)

B—A= wR—lre= - +[R—r].

R i 2R an ()

Ahora bien, P, R 4+ r, y 2R, son, por su naturaleza, numeros
esencialmente fnifos; mientras el faclor (R—r), que es la sagila
(n.® 110., escol. 3.°), puede llegar 4 ser menor que cualguier canti-
dad dada,

[Fécilmente se conoce en la figura, que la sagile es menor que
la mitad del arco que le corresponde; —y pudiendo este arco le-
gar 4 ser menor que cualquier cantidad dada ¢ fortéiori, — La sa-
gita, etc.]. .

Luego, en virtad del principio demostrado en Aritmética, el pro-

P(R 47
ducto%. (R—7), 6 B—A, puede llegar a ser menor que
cnalquier mimero dado,

Respecto de los perimetros, como se tiene la proporcion

Pip:i:R:ir, sededucedeella P—p:P::R—r: Ry

: P
de donde P—p = (R—r);
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N.? 245. Las consideraciones espuestas en los nimeros
242. v 243., nos conducen tambien & decir que—El circulo
¢s, en cierlo modo, un poligono reqular de infinilo nimero
de lados infinttamente pequeiios ;—cuyos lados se llaman en-
tonces elementos de la curva. :

Y esta nueva definicion del circulo, si bien no parece muy
rigorosa al pronto, tiene la ventaja de proporcionar mas sen-
cillez y precision en las demostraciones.

Segun el drden logico de las leorias, deberiamos tratar
ahora de la medida de las cireunferencias del cirveulo, para
pasar despues a la determinacion de las dreas cirenlares. Pero
ofreciendo la primer cuestion algunas dificullades en su espo-
sicion, por su indole particular, y no siendo en el fondo mas
que una série de problemas numericos, ira mejor colocada al
fin de este parrafo, cuya inmediala continuacion ha de ser el
capitulo 3.°, que comprende los problemas.

Determinacion de las areas eirculares.
Tronema 1.

N.° 246. El area del circulo es igual a la mitad del
producto de la circunferencia por el radio.

En efecto, considerémos una série de polizonos regulares
circunseritos, cuyo nimero de lados se vaya duplicando. Sus
areas lienen por medidas respectivas (n.” 233.) la milad del
produclo de cada perimetro multiplicado por el radio [cuyo ra-
dio es conslante para todos los poligonos]; liego tambien el
area del circulo, que es el limile de ellos (n.° 244.), liene
por espresion la. milad del preduclo de la circunferencia [limi-
te de los perimetros], multiplicados por el radio. '

De orio Mopo: —Todo poligono regular tiene por medida

¥ se praeba como antes que P—p puede llegar a ser menor quu cual -
quier canlidad dada.

. Ahora bien, el circulo est? siempre comprendido entre los dos po-
l‘ﬂﬂno_s, fanto respecto de su estension lineal, como respecto de su
Estension super ficial.

Luego, con'mayor razon,—La diferencia enive el aren o la cir-
wr{feﬂ:encm del eiveulo y el drea 6 el perimetro de un poligono inscri-
1‘:, ; cirennserito, puede legar @ ser menor que cualguier cantidad

a;

L. ¢. Db, b.
13
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la mitad del producto del perimetro por el radio, y como el
circulo no es mas que un poligono regular de infinito nimero
de lades (n. 245.), debe lener la misma medida. — Lue-
go, elc.
Escouio 1. Sean R, C, v S, el radio, la circunferencia y
el drea de un civeulo cualquiera.—Tendremos

Si=40, R

[S es un ndmero abstraclo que espresa la razon de la super-
ficie del circulo 4 la unidad de superficie, y C, B, son lus ra-
zones de la circanferencia y el radio 4 la unidad lineal (nme-
7o 244.)).

Escorio 2. Puede decirse tambien que— Bl drea de un
circulo es tqual @ la de un lridngulo que lenga por base lu
circunferencia rectificada (n.° 241.), y por altura el ra-
dio del cireulo.—Lo cual es una consecuencia evidenle de la
espresion que acabamos de dar por drea del cirenlo, y de la
que dimos (n.” 215.) por drea del tridangulo.

Teorema 11

N.* 247. 1.°—Endos cireulos cualesquiera, las cireun-
ferencias [Cy C'] son proporeionales 4 los radios [l y I’
6.a los digmelros [2R y 2R7] ; —2.° — Las dreas [S y §'|
son proporcionales a los cuadrados de los radios.

1.> Concibamos circunseritos la circunferencia C (nautme-
ro 243.) una série de poligonos regulares cayo nimero de la-
des vaya duplicindose, y otra série de poligonos con la misma
condicion eircunserilos @ la circunferencia C!, y semejanles a
los primeros: designemos por R, R', las apolemas constantes
@ estas dos séries de poligonos, por P, P’, los perimelros de
dos poligonos semejantes lomados 4 voluntad uno de cada sé-
rie: y eslo supuesto, tendremos (n.” 234.) la proporcion

Ll MO 1 s
que es aplicable & dos cualesquiera de los antedichos poligonos
semejantes ; luego tambien deberd ser cierla respecto de los
limites C 'y C' de sus perimetros: lo cual di

G ClaRe R, 00 50 2R 2 2R%
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2.° Maltipliquese esta Gltima proporcion por la proporeion

pvidente iR:4R' =:R:R, 6 2R :2R';
yseobtendrd Cx4R:C/'xiR’::R2:R2, 6 :4R%:4R%.
Pero como CxiR=S, y('xiR'=¥§,
resulia finalmente S:8 ;R 6 ARLARS:
LG DL D.

De otko mobo:—Pudiéndose considerar los circulos como
unos poligonos de infinito ntimero de lados, se les pueden apli-
car las dos propiedades del n.® 234. ; luego, elc., elc.

N." 248. Cororario.—La proporcion

GG 2R: 2R/
puede ponerse hajo la forma

Ci9R Q2R
y como, dado un namero cualquiera de circunferencias, ten-
driamos (Gis9Riy (U o OR ! (iR o (1 Rt oe |

podemos concluir que

La velacion de la circunferencia al didamelro es un wi—
mero consianfe,—cualquiera que sea el circulo que se con-
sidere.

N.’249. Escorio 1.°—Se designa comunmenle por = ese
numero conslante que hace gran papel en todas las partes de
lausr Matematicas.—Su delerminacion completara esle par-
rafo.

Desde luego puede probarse que esta comprendido entre
3 y4; porque, segun se vio en el n.° 243.,—Toda cireun/e-
rencia G es mayor que el perimelro del exagono inscrilo, y
menor que el perimelro del cuadrado circunscrito.

Abora bien, designando por R al radio, sabemos que el
perimelro del primero es 6R, y S8R el del segundo (n.” 237.);
o cual da

C>6R, y C<S8R,
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de donde, dividiendo por 2R, y sustituyendo = en vez de

SR resulta
>3, y n<4;

luego el nimero = esta comprendido entre 3 y 4;

L€ D. D.

N.° 250. Escouio 2.°—Sean R, €, y S, el radio, la cir-
cunferencia, y el area de un circulo cualquiera.

La proporcion =:1::C:2R da C=2=R,
de donde, multiplicando por 4 R, resulta
Cx 4 R=S=nrR?;

lo cual demuestra que, para obtener [a longitud de la circun-
ferencia, es necesario multiplicar su radio [valuado en uni-
dades lineales| por el mimero constante =; — y-que para ob-
tener el drea del mismo circulo, se debe multiplicar por = el
cuadrado del mismo radio.

Teorema 1. (Fig. 163.)

N.°251. El area de un sector circular OAB es igual d la
mitad del producto del arco AB [reclificado (n.” 241.), que
se llama su base| por el radio OA.

En efecto, resulia evidentemente de la definicion del sec-
tor circular (n.” 14.) que dos seclores cualesquiera de un
mismo circulo son proporcionales i los angulos, y por consi-
guiente (n.° 118.) 4 los arcos que les corresponden.

Asi pues, comparando el sector OAB con el sector OAC
que corresponde al dngunlo recto AOC, tendremos la pro-
poreion

sector OAB : sector OAC :: arco AB : arco AC,

&, multiplicando los dos consecuentes por 4, y designando por
@, S, la circunferencia y el drea del circulo, tendremos

sector OAB : S 2 arco AB: C.
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Multiplicando ahora por 4 R los dos Gillimos términos, re-

sulla sector OAB :S::arco ABx iR : Cx  R;

pero sabemos que S=Cx 4R (n.” 246.);
luego lambien habra de ser

sector OAB=arcoABx {R;
L. G Dc ).

Advert. Puede lambien decirse que—E!l area de un sec-
for ¢s igual d la de un (rigngulo que liene por base el arco
[rectificado] y por altura el radio del circulo. — ( Véase el
escolio 2.° del n.° 246.).

Corovanto. El segmenlo circular ANB (p.” 14.) tiene
por medida la mitad del producto del radio OA por la di-
ferencia entre el arco AB y la mitad de la cuerda que sub-
lende el arco duplo de AB.

Porque lenemos

seqmento ANB = seclor OANB — triangulo OARB;

ahora bien, sector OANB = L arco ABx OA, segun acabamos
de ver; y el triangulo OAB, si en él tomamos por base ¢l lado
AQ, tendra por altura la perpendicular BD, bajada desde el
punto B, y dara por lo lanlo

triangulo OAB=1BDx OA (n.” 215.).
Por consiguienle, sustituyendo, lendremos
segmento ANB= 4 OA (arco AB—BD);

pero BD es evidentemente la mitad (n.° 105.) de la cuerda AB
que subtende el arco BAB', doplo de BA. Luego, eic.

N.°252. Dos sectores son semejantes en circulos de ra-
dios diferentes, cuando corresponden & un mismo angulo en
el centro. i

Teoruma IV. (Fig. 164.)
~ Las dreas de dos seclores semejanles, OAB, OA*B’. son

directamente proporcionales & los cuadrados de los radios
0 alos enadrados de los arcos que les sivven de base.
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Tenemos en efecto

sector OAB : sector OA'B’ :: arco ABX20A: arco A'B x J0A’;

pero hallindose evidentemente los arcos AB, A’B/, en [a mis-
ma razon que las circunferencias a que perlenecen, yestas en
la razon de los radios OA, OA’ (n.” 247.), resulta

arco AB : arco A'B’ :: OA = O'A,
de donde  arco ABx & OA :arco A'B/x L0A/:: OA2 : OA”,

Luego tambien
seclor OAB : sector OA'B' z: OA% : OA™,
y por consiguiente.,

seclor OAB : sector OA’B’ :: (arco AB)* : (arco A/B')?;
J IR i L Y

Escouto 1. La diferencia AA’ BB entre los dos sectores
semejantes OAB, OA’ B, se llama trapecio circular; de cuya
area puede obtenerse una espresion bastante sencilla. ;

Para esto, tiremos por los puntos B, B/, las tangenles in-
definidas BL , B'L!, y concibamos que & partir del punto B, se
haya desarrollado el arco BA sobre la tangente BL, resultan-
do el arco rectificado ignal 4 BK; liecho esto, tirese la OK,
que encuentra @ B/ly' en K': digo ante todo que B'K’ repre-
senta el arco B’A’ tambien rectificado.

Porque los tridngulos semejantes OBK, OB'K’', y los sec-
lores OAB, OA’B, dén las dos proporciones :

0B : OB’ :: BK : B'K/,
OB : OB’ 2: arco BA : arco B'A’,
de donde BK : B'K' :: arco BA : areco B'A/;
pero BK=arco BA por construccion; luego tambien serd

B'K’=arco B'A". \ e
Esto supuesto, los dos sectores circulares OAB, OA'B/,
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y por consiguiente el trapecio circalar AA/BB’ equivale tam-
bien al trapecio rectilineo KBB'K'.
B+ B/K’

5 x BB’ (0. 215.

Pero este tiene por medida
corol. 2.°); luego
arco AB—+arco A'B’
2

< BB';

(rapecio AA'BY =

lo cual demuestra que—UEl area de wun (rapecio circular es
igual al producto de la semi-suma de sus bases por la dife-
rencia de los radios.

Advert. Seria ademis ficilde probar, como arriba se hizo,
que la semi-suma de las bases [0 el (érmino medio diferen-
cial entre ellas] es ignal al arco A”B' concénlricode AB y A'B,
y que pasa por el punto medio BB’ ;

Estorio 2.° La corona cireular 6 anulo, es decir, el es-
pacio comprendido entre dos circunferencias concénlricas OB,
OB’ (fig. 163.), no es mas quemn caso particular del trapecio
circular; y por consigniente su drea tiene por espresion: el
producto de la circunferencia OB”, lérinino medio diferen-"
cial entre las dos circunferencias dadas, multiplicada por BB/,
diferencia de los radios de estas.

Puede tambien oblenerse otra espresion de esta drea :
Sean R y R’ los radios de las dos circunferencias concén-
tricas. Tenemos

anulo=circulo R —circulo R'.
0 bien  dnulo==R*—=R*==(R*—R'%) (:1.:’ 250.);
pero como = (R*—R*)==(R+R') (R—R’);
y st se forma la proporcion
‘R+R':R”::R"”:R—R,
resulla R2=(R+R) (BR—RY),
Yy de aqui, por consiguiente,

anulo 0 corona = =R"?;

luego—El darea de la corona circular es igual @ la de un
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circulo cuyo valdio es MEDID PROPORCIONAL [por cociente] en-
trela suma y la diferencia de los radios de las dos eircun-
[erencias concéntricas que la forman ; —6 lambien—al drea
de wn cireulo que tenga por didmetro una cuerda 1I de la
circunferencia magor OB, (irada tangente @ la menor OB
(n.” 228, escol. 1.°).

Seria cosa muy ficil probar la concordancia de estas dos
espresiones con la primera obtenida.

OBSERVACION sobre las lineas quebradas vegulares, por otro
nombre, porciones regulares de poligonos.

N." 233, Sea AB {(fig. 165) un arco de circulo terminado
en dos radios OA, OB, y concibimosle dividido en un nlimero
cualquiera de parles iguales: tiremos las cnerdas AC, CD,...,
de los arcos parciales, y oblendremos una linea- quebrada
ACD...B, llamada regufar, que con los radios OA, OB, de-
lerminard una porcion de plano que llamaremos sector poli-
gonal [por analogia con el Sector circular], y anadiéndole
ademas el epiteto de regular, porque goza de lus principales
propiedades de los poligonos regulares.

Desde tuego, los lados AG, CD, .., son todos iguales (ni-
mero 108.); ademis, los triangulos OAC, OCD,..., son igua-
les & isosceles; de donde se sigue que los dngulos en el centro,
y los éngulos de las bases de todos ellos son iguales; en fin,
tambien son iguales las perpendiculares bajadas desde el cen-
tro sobre los lados.—Luego el eireulo descrito desde el pun-
lo O-con un radio igual & una de las perpendiculares, sera
tangente @ todos los lados del seclor poligonal: y la porcion de
circunferencia terminada en log radios OA, EIB. podréd ser
considerada como un arco de eirculo inscrito al sector.

Teniendo cada triangulo por medida, como el OAC por
ejemplo, el producto AC x £ OI, podemos concluir que—E!
area del seclor poligonal es igual @ la mitad del producto de
su perimelro [0 linea quebrada que le lermina] por su apote-
ma, es decir, por el radio del circulo inscrilo, ete.

Mientras el arco AB sea una parle alicuota de la circun-
ferencia OA, el sector poligonal sera tambien una parte alicuo-
ta de on poligono regular inscrito & la circunferencia entera.
Pero como la razon del arco d la circunferencia es enleramen-
le arbitraria, podrd ser por acaso incoumensurable, y por lo
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tanlo no puede decirse en general, que lodo seclor es siempre
parte de un poligono regular.

Tiremos ahora, por los puntos medios &, K,..., d¢ los ar-
cos AC, CD,..., las langentes A'C/, C'D/,..., prolongadas has-
13 sus muluas intersecciones con los radies OA, OC,..., OB
[puede probarse ficilmenle que dichas inlersecciones se veri-
fican siempre sobre los radios]: asi obtendremos un nuevo sec-
tor poligonal reqular que sera semejanle.al primero por es-
lar compuesto de triangulos OA'C/,"OC'D/,..., semejanles a
los tridngulos OAC, OCD,...

Seran por consiguiente sus perimetros. o las lineas que-
bradas requlares que les corresponden, proporcionales a los
radios del cireulo inserito y del circulo circunserito;—y sus
areas proporcionales a los cuadrados de los mismos radios.

Sea B el area del sector poligonal circunscrito, P la linea
quebrada correspondiente,, R el radio del circulo dado; ten-
dremos :

B—=P x 4 R, y sector ctreular OAB =arco AB x § R:

pero esle seclor es evidentemente menor que el sector poligo-
nal: luego, 4 causa del factor comun 4 B, debe ser arco AB<<P.

Por olro lado, el arco AB es evideniemenle mayor que
toda linea quebrada que se le inscriba.

Luego el arco [rectificado] que sirve de base al sector ¢ir-
cular, estd siempre comprendido, en su valor numerico, en-
tre las dos lineas quebradas inscrila y circunscrita.

En fin, por medio de raciocinios analogos 4 los del mime-
ro244. (véase la nota al pié del folio 192), se probaria que

La diferencia entre el arco y una de las dos lineas que-
bradas, 6 bien entre el seclor circular y uno de los sectores
poligonales, puede llegar G ser menor que cualquier cantidad
dada, elc., etc.

Relacion de la circunferencia al diamelro.

Por medios que no pueden lener cabida en eslos elemen-
los, se demuestra que el nimero = es inconmensurable: pero
existen métodos por cuyo medio puede calcularse con loda la
aproximacion apetecible.

~Nos reducirémos @ esponer los ires mélodos elementales
principales,
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Primer métoilo.

N.% 254,  Ei primer medio que se presenta al espivilg
consiste en valvar en el eirculo cuyo vadio es 1, usando Iy
formula (2) del n.” 235., los lados de los poligonos vequlares
inscritos cuyo numero de lados va cada vez siendo duplo del
anterjor, empezando por un poligono regular de los que se
saben inseribir y din infhediatamente su lado.

Tomemos, por ejeraplo, por punto de partida, el ezdgono
regular inscrito, cuyo ledo (n.” 237.) es igual al radio.

~ DBasta hacer a= R =1 en la formula arriba- citada ; lo

cual da u':\/z — \/g[designando a' el nuevolado]; deaqui

s¢ deduce el perimetro del dodecigono, 12 V:’E ST y por

consiguienle su relacion con el didmetro, que es
6\ 2a_ V3.

Suslituyendo en la misma formala (2), en vez de R, 1, en

vez de a, Q= \/2— v 3,y en vez de Al,

se lendrd que caleular

afl== \/:!-— Vi—a'*;

luego la velacion del perimetro del poligono de; 24 lados con

su didmelro es 12\/2 — VA —qa";

y asi sucestvamente.

Sabemos ademds (n.° 243.) que los perimelros de estos po-
ligonos se acercan mas y masa lu circunferencia 4 medida que
aumenta el nimero de lados: asi pues, las espresiones anle-
riores, que ordivariamente se valaan en decimales, daran va-
lores cada vez mas aproximados del ntumero =.

Pero, para apreciar el grade de aproximacion que da el va-
lor relativo de cada poligono, conviene caleular por medio de
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la formula (3) del n.°'235., el lado, y por consiguiente el se-
miperimelro del poligono cireunserito semejante al inscrito en
que nos detengamos; y enlonces la parte comun decimal a
las espresiones de los semi-perimelros del poligono inscrito v
cireunserilo, representa valor de = con una aproximacion
espresada por una wnidad del wltimo orden decimal de la
parte comun.

Segundo método.

N.? 255. Se ba demostrado ya (n.” 230.) que el drea del
circulo del radio R, es igual & =R2.

Ahora bien, si hacemos R=1 en esa [Ormula, resulta re-
ducida & =; lo cual prueba que

Larason entre la circunferencia y el didmelro es igual
al drea del circulo cuyo radio se toma por unidad.

Esto supuesto, tomemos por punto de partida el evadrado
inserilo y ¢l cuadrado circunserilo, cuyas areas (n.” 238,)
eslan representadas respectivamente por 2 y por 4; y en las
formulas del n.” 236.,

N=vA.B, B=22-B " jnms a2, By
= VA . Db, -—m, dctllﬂ”k A= = ==tk
oblendremos :
FEE 16 : e SIS
A':\IS, B — 6 8 g I\V"I:E—l)

2+ VB A =D

[se ha quitado la irracionalidad del denominador multiplican-

do los dos términos del quebrado por (1 — v/2)]; 'y esas es-
presiones valuadas en decimales dardn las dreas del octogono
inscrito y del ciecunscrito.

Sustituyendo en las mismas formulas, en lugar de A y B
los valores de A’, B!, que acabamos de enconlrar, seobtendran
las dreas A”, B”, de los poligonos inscrito y circunscrito de
ez y seis lados ; — y ast sucesivamenle.

No entraremos en mas pormenores sobre este método;
solb observarémos para concluir que, si se valia Ja diferencia
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(B'— A’) por medio de la diferencia (B—A), se encuentra r

sl a
(B'— &) < 7 (B= A ();

lo cual prueba que, deteniéndonos en un par de poligonos de-
terminados, uno inscritlo y otro circunscrilo, comelemos un )
ervor menor que la cuarla parte del que comeleriamos de-
teniéndonos en el par de poligonos precedente.

Tercer método.

N.”256. En lugar de buscar el valor aproximado de una
circunferencia, 0 del drea de un circulo cuyo radio sea igual
a la vnidad, se puede tambien por el contrario, Buscar ol va-
lor del radio de wna circunferencia dada.— Esle mélodo,
que se llama de los isoperimetros (n.” 242.), es preferible 4 los

(*) Héaqui el caleulo algebraico:

2AB — AB—A \AB
Tenemos Bf— Al —————— — A — —————

AN A+yAB '
By A =<ANEB . JAB(NB—k
o bien Bl — Al = '/_ AI‘__ RN (J :/_ )
VA+ VB VB 4+ VA
o, mulliplicando los dos lérminos de esta espresion por \/Ti_ o \/I :
- —
S e A L B e

(VB + va)?
Abora bien, la desigualdad evidente ({/ B — A )*>> 0 da
B+A—2/AB>0;
de donde, anadiendo a los dos miembros & \/AB , resulta
(VB + VAP >4 VaB;
luego M = 4, Y por consiguienle, —_ﬂ:—;b -!i |
VAB (VB + &)~ &

1
Juego finalmente B—A'<Z T (B—A); L.C. DD,
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dos precedentes, per la sencillez de las formulas que en ¢l sg
emplean.

Se funda en el siguiente lema:

Lena (Fig. 166.)

Dado el radio R, y la apotema v, de un poligono requ-
lar, hallar el radio R', y el apotema r', de un poligono re-
gular isoperimelro de duplo numero de Iadas_.

AnAuisis y Sintesis.  Construyamos el circulo circuns-
erito al poligono dado; y sean AB uno de sus lados, AOB su
angulo en el centro, OA=R el radio, y OP=r el apotema.

Esto supuesto, debiendo el ingulo en el centro del nuevo
poligono la mitad del angulo AOB (n.” 133.), si prolongamos
la PO hasta enconlrar en C con la circunferencia, y tiramos
lus cuerdas AC, BC, el angulo ACB, milad del AOB (n.* 122.).
serd el angulo del nuevo poligono.

Igualmente, si liramos la OA' perpendicular & CA, y tra-
zamos la A'B' paralela a4 AB, tendremos (n." 184., escolio 1.°)
A'B'=1 AB por lado del nuevo poligono, y por consiguien-
ta CA', CP’, serén su radio y su apolema.

Todo pues se reduce & determinar CA’=R’, CP'=1". Pa-
ra eslo los tridngulos semejantes CAP, CA’P/, din

CP'=1CP =14 (CO+OP) =} (0A +0P);
luego 1.° r'=1(R-+r).
En segundo lugar, el tridngulo rectingulo OA’C i (0.°203.)

CA2=COx CP'=0A xCP’;

Fl

luego 2.° R/'—=vR x7¢';

Y como ya conocemos 4 7', lenemos resuello el problema.
Advert. Estas formulas son mucho mas sencillas que las

de los otros dos métodos; porque no exigen mas que la deter-

winacion de medios proporcionales allernativamente por dife—

réncia (4 (R-+17)], y por cociente [VR x 7).

Escorio 1. De la primera de estas dos [ormulas, 4 causa
de sor pr <R,
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se deduce Pl 4 (rp); 0.0 >

y de la segunda, & causa de ser v < 4 (R4-R), 0 o/ <R,

resulla R'<VRxR, 6 R"<<R;

lo cual hace ver que el radio del segundo poligono es menor
que el del primero; mienlras que por el conlrario, el apotema
del sezundo poligono es mayor que la del primero.—De don-
de se deduce qne

La diferencia enlre el radio y el apolema mengua inde-
fintdamente 3 medida que erece el namero de lados.

Escouio. 2.° Ademis, puede demostrarse, como en el ni-

mero precedenle , que la diferencia (R'—¢') es menor que
la cuarta parte de la diferencie (R—r1).

En efecto, sea ¢ el lado del poligono que se loma por pun-

R e : . :
o de partida; ; es entonces el lado del poligono isoperimetro

de duplo nimero de lados; y tendremos (n.? 235.) las dos re-
laciones

o2 o2 2 1
B A T g G R EYs
R2—; 1 R 9 i 161 (B2—=r3);
de donde se deduce :
1 Rire 409 2
|y e = 1 —_— e e Y
R—pi=g Megrep=gli=)tm =

luego, 4 cansa de ser 2’ < R'-+1’,
serd Ri—p" < :; (R—r); L. C.D. 1.

Eslo prueba con qué rapidez disminuyen las diferencias (R—7),
(R'—#"), (R”"—12")- [ Véase la nota de la pigina 223.]

N. 257, Aplicacion de las dos formulas precedenies al
cdleulo del numero . _

Observemos ante todo que, siendo toda circunferencia de
circulo (n.°244.) el limile superior de una série de poligonos
regulares cuyo nimero de lados va creciendo en progresion
dupla, si empezamos por el cuadrado, por ejemplo, cuyo lado
es igual 41, y cuyo perimelro es por, consiguiente ignal d
4, v delerminamos sucesivamente los radios R, R', R",..., ¥
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las apotemas », ', #/,..., del cuadrado y de los poligonos de
8, 16, 32,.... lados, tsoperimeiros con el cuadrado, llegare-
mos finalmente al radio R™ y la apotema »(*) de un poligo-
no cuyo perimelro, siempre igual a 4, no diferird sensible-
mente (0.° 242.) de una circunferencia de circulo que lenga

1 & 4 .
por radio, R™.—De donde resulta que Ty Serd un. valor

muy aproximado de la relacion de la circunferencia al radio;
y, dividiendo por 2, se obtendrid con mucha aproximacion el

niimera designado por =.
Resulta ademds de To que se dijo en el escolio del n.° 236.,
que el niimero = estd siempre comprendido entre los diferen—
2 9 32 9 9 9

les pares de espresiones, = YT{ S y R ;,",Y Rire e fo

cual permite determinar en cada operacion el grado de apro-
ximacion obtenido.—La parte comun i las dos espresiones
2 o AN e

P T redacidas @ decimales, representa el valor de =,
fallindole menos de upa unidad del 6rden inferior de dicha
parle comun. Solo se trata pues de saber eémo pueden calen-
larse los nimeros R y r, R/ yo', R v ", ...

Abora bien, suponiendo en la figura 165, que AB=1
sea el lado del coadrado, como el tridngzulo AOP es entonces
isosceles [AP = OP], se deduce

I OP=1AB=14, dedonde r—=1;

B O0A=V 24P = y2.1;dedonde R=1} v2.
Siendo conocidos R y r, [as dos formalas
r'=3(R +7), R'= VRe',

ll{il'ian conocer & R'y »/, que son el radio yel apolema del oc-
logono regular isoperimetro con el cuadrado; Yy, sustiluyendo
en las mismas formulas R’ y " en lugar de R’y r, se oblen—
drian el radio R" y el apotema 77/ del poligeno de diez y seis
lados; continudndose despues del mismo modo.

Pero si se quieren converlir inmedialamente todos eslos
resullados en fracciones decimales, se debe recurrir al medio
que nos suministra el ntmero 256,
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Despues de haber reducido ¢ decimales los valores R=4v2
y r==4, se saca la semi-suma de eslas dos fracciones, y asi
se obtiene el valor de #; despues se mulfiplica este valor de
s por el valor de R, y se estrac la raiz cuadrada del pro-
duacto, 1o cual dé el valor de R'.
Se opera despues con R’ y»’ como se ha hecho con Ry r;
fo cual da los valores de R y »”".
Y asi se continfia indefinidamenle.
Este procedimiento se reasume en la regla signiente:
Férmese una série de mimeros que empiecen por 0 y 1,
v que desde el tercero inclusive vayan siendo allernativamente
medios por diferencia y medios por cociente entre los dos que
inmediatamente les preceden: — esta série converge sin cesar
hacia el valor del radio de una circunferencia tgual ¢ 4.
Advert. Todas estas multiplicaciones y eslracciones de
raices cuadradas deben efectuarse por los medios abreviados
que enseiia la aritmética (7).
Hé aqui la tabla de los resultados que se obtienen haciendo
¢l cdlculo en esa forma :

e T e e =
NUMERO
APOTEMAS. RADIOS.
DE LADOS.
i1 r = 0,5000008 R =0,7071068
8 = 0,603553k “R! = 0,6632815
16 T = 06284178 R? = 0,6k07289
32 Pt = 0,6345734 R = 0,6376435
64 IV = (),6361083 RIV = 0,636875k
128 v = 0,6364919 RY = (,6366836
256 rVI = 0,6365878 JRYE = 0,6366387
512 FYIL — (,6366117 RVII = 0,6366237
1024 PVID — 0,6366117 RVl = 0,6366207
2048 PIX  — 0,6366192 RIX — 0,6366199
40986 rx = 0,5366195 RE = 0,6366497
84192 rxt = 0,6366196 RXI . — 0,6366196
i

(‘) En el Aritmética de Mr. Bourdon (19.* edicion) se hallan los
caleulos relativos 4 la determinacion del mimero =, c¢on todos los
pormenores necesurios.
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Se ve por esta labla, que los valores de » y Rt no difie-
ren en las siele primeras cifras decimales (*).
Asi pues, una circunferencia ignal & 4 tiene por radio
0.6366196..., v por didmetro 1,2732392...
De donde resulta que la relacion del didmetro 4 la circun-

1,2732392... , _
A R 0,3183098; v el nimero =, 0 la
relacion de la circunferencia al diametro, tiene por valor

¥

0,3183098...
Esta division da el valor de =, faltindole menos de una
unidad del sesto drden decimal; y si se quisiera mayor apro-.
vimacion, seria necesario caloular de anlemano los valores de
R, R, R",..., y der, »', r”,..., con mayor nGmero de cifras.
Por olros medios se ha prolongado el cilculo hasta 140

cifras decimales.—Hé aqui las 20 primeras, que son mas que
suficientes para los vsos ordinarios :

==3,14159265358979323846.

ferencia es

0 3,141593...

Es muchas veces ufil tener su logaritmo, y por eso le pone-
mos aqui:
log. ==0,49714987269415385435.

N.* 258. Escorto.—El niimero =, tomado con cinco de-
cimales solamente, y convertido en fraccion continua, di las
signientes reducidas:

3 22 333 355 9208 =@
ey Rl T L S Ly i

2
La segunda reducida, =
i3, v se emplea con bastante frecuencia, Eorque espresa el
numero = aproximado hasla cenfésimas.— La lercera, debida
d Rivaro, se usa poco, porque la siguiente, que se llama
razon de Anriano Mecio, dd, con el mismo niimero de cifras,

, 8¢ llama la razon de ArQume-

() Véase 1a Aritmética citada poco antes.

14
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bl : 355
una aproximacion mucho mayor; el nimero 113 ditiere de =

en menos de una millonésima. — Ademds, es muy ficil de
relener , pues se obliene escribiendo una cantidad compuesta
de dos 1, dos 3, dos 5, y tomando la primer mitad de las seis
cifras por denominador y la segunda mitad por numerador.

Finalmenle, observarémos que la espresion V243, re-
ducida a decimales, da 3,146...,
ntimero que no difiere de = mas que en una semi-cenlésima;
es decir, que la razon de la circunferencia al didmetro est
representada con corta diferencia por la suma de los lados del
cuadrado y del tridngulo equildtero inscritos en el circulo que
tiene por radio 1 (nimeros 237., 238.).

Valuacion de los arcos de circulo por medio del wimero =.

Puede medirse de dos maneras un areo de circulo, 0 bien
refiriéndole al cuadrante tomado por magnilnd absoluta, en
cuyo caso se espresa el arco en grados (n.” 120.), 0 bien bus-
cando la razon entre el arco rectificado (n.” 241.) y el radio
tomado por unidad.

De aqui resultan las dos cuesliones siguienles:

PRIMERA CUESTION,

N.” 259. Dado un arco valuado en grados, hallar su re-
lacion con el radio,

Observemos ante todo que siendo = la razon de la circun-
ferencia al didmetro, 0, lo que es lo mismo, la razon de la

{013 . | oo
semi - circunferencia al radio, 3 debe ser la razon entre el
cuadrante y el radio. :

Esto supueslo, es claro que para valuar en unidades de
radio un arco cualquiera A cuyo nimero de grados se cono-
=™
2
que espresa su relacion con el cuadrante; lo cual di la formula

Aty ; e
ce, basta multiplicar por = el mimero abstracto = (n.” 120.)

m ™
i =, =
(1) n:3
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Reciprocamente. SEGUNDA CUESTION. .
Conociendo la razon entye un arco A [reclificado] y el ra-
dio, hallar el nimero de grados que contiene, 6 su relacion
con el cuadrante.
De la formula anterior se deduce :

m

:A: i

(2)

o A

n
lo cual prueba que para obtener la relacion pedida, se debe
dividir el nikmero abstracto dado, que suponemos reducido &
decimales, por el valor de = valaado tambien en decimales,
y convertir despues por las reglas conocidas de aritmética, el
cocienle obtenido en grados sexagesimales ¢ cenlesimales, se-
gun la division que se prefiera. -

Daremos en el tercer capitulo aplicaciones de entrambas
reglas.

Escotio.  Estas dos reglas exigen una modificacion cuando
no se toma por unidad el radio R del arco que se conside-
ra: en esle supuesto, se debe en el primer caso, con arreglo 4
lo dicho en el escolio 2.” del ndmero 250., multiplicar por R,
y en el segundo caso, dividir por R el resnllado que se oh-
tenga; lo cual da

i 1T m .
A=— .-. R — e
n 9 y n 2R
Odservaciones sobre la medida de los dngulos , y sobre las
relaciones de los arcos descrilos con radios diferentes.

N.” 260. Pmisera osservacion. — Hemos demostrado
(n." 119.) que el dngulo en ¢l centro tiene por medida el arco
de circulo comprendido entre sus lados, fundindonos en que
dos angulos en el centro son proporcionales con los arcos que
comprenden , y que se suponen descrilos con el mismo ra-
dio.—Pero podria preguntarse cudl serfa 1a razon de dos dn-
gqulos, y por consiguiente, cugl seria la medida de un dngu-
lo, si los arcos estuvieran descrilos con diferentes radios?

Para resolver esta cuestion considerémos dos dngulos cua-
lesquiera AOB, A’OL (fig. 167), que para mayor sencillez su-
pondremos colocados uno sobre otro de modo que lengan co-
mun el vértice O y los lados OA, OA', en la misma direccion;
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sean ademas AB, A'B/, los arcos descritos con los radios OA,
OA’, y C el punto en que el arco A’B’ encuentra al lado OB.
Eslo supuesto, los dos angnlos A'OC, A'OB', que corres-
ponden 4 los arcos A'C, A'B’, del mismo radio, dan 1a pro-
porcion

A'OC : A’OB' :: arco A’/C: arco A’B’ (n.° 119.),
6, 4 causa de ser A'OC=A0B, y A'OB’=A'OL, tendremos
AOB : A'OL :: arco A'C : arco A'B'.
Pero los dos sectores semejantes OAB, OA'C, dan la pro-
porcion arco A'C : arco AB :: OA’ : OA (n.° 252.);

[
de donde se deduce areo A'C=arco AB x ﬁﬁ_;

luego sustituyendo este valor del arco A'C en la segnnda pro-
porcion, tendremos
s 0A’
AOB : A’OL z: arco AB x OA o A'B,

arco AB _arco A'B’
Ox . 0An

¢ bien AOB : AOL ::

Jo cual prueba que— Los dos angulos son proporcionales a
las razones de sus arcos respeclivos con sus radios corres-
pondientes. \

Sean en geperal V y V/ dos dngulos coalesquiera, A y A/
los arcos comprendides entre sus lados, y descritos respecti-
vamente con los radios R y R’. —Tendremos la proporcion

A A
VV"EW

Tomando siempre al angulo recto por unidad de dngulo,
y suponiendo que lo sea V', lomemos lambien por unidad de
arco, el arco correspondiente A', descritocon el radio R’ igual
i la unidad{de longitud; asi tendremos

A
:1, de donde V:E’

A
Y:il::=

R
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y puede decirse entonces que — El angulo en el centro, V,
tiene por medida el cociente de la division. del arco que le
corresponde, por el radio R conque esta descrito el arco.

Pero para comprender el sentido de la igualdad anterior,
es necesario no olvidar (n.° 119.) que las cantidades V, A, R,
estan referidas a sus respeclivas unidades.

N.” 261. SEGUNDA oBSERVAGION.—La proporcion

arco A'C : arco AB :: OA’: OA,

de que nvos hemos servido en el nimero precedente, y que
exisle entre dos arcos correspondientes & un mismo angulo en
el centro, puede ponerse bajo la forma

arco A'C 1 /0A!
arco AB— QA ’

y 008 ensena que la razon de un grado sexagesimal o cenle-
simal e un circulo R, con un grado de un circulo R, es
igual ala razon de los radios R y R’.

Asi, el grado de un circulo cuyo radio es 3, solo vale -:- del
circulo cuyo radio es 4.

Sin embargo, siempre el grado es una misma parte ali-
cuota constanle de la circunferencia & que pertenece.

La misma proposicion se aplica 4 dos arcos, A y A/, su-
puestos rectificados, con (al que eorrespondan @ un mismo
angulo en el centro.

m = m' =
¢ dSs A= — , = hsad =l 2 r
Porque las formulas A g R, A e R
A o L mm!
(0.”260., escol.), dan, a causa de ser =
i, i)
R

N 262. Tegncera opservacion. — Daremos fin 4 este
parrafo con una proposicion que nos servira de mucho en el
tercer libro, y que naturalmente se enlaza 4 lo que precede.

Teonema. (Fig. 168.)

De dos arcos AMB, AM'B, situados 6 no siluados en la
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misma region (n.” 11.) respecto de una cuerda comun AB, vy
menor cada uno que la semi-circunferencia [supuesta su rec-
tiicacion], es menor el que fiene el centro mas apariado del
punto medio P de la cuerda AB.

Sean O el centro del arco AMB, O' el centro del arco
AM’B; y supongamos PO >PO’; resulta OA>>0'A, ¥ por
¢onsiguiente,

angulo AOB <C dngulo AO'B.
m
Asi la razon = del dngulo AOB con el dngulo reclo es

m' 3 :
menos que la razon T del dngulo AQ'B con el dngulo recto.
Ahora bien, por la formula (1) del nfimero 259. tenemos, -

1] m w
E,G?COAM’B:E.E,

mo_m
luego; @ causa de ser - < -7, resulta arco AMB <Carco AM'B;

L.C.D.D.

m
arco AMB—_—; 3

Esconio, Este leorema da lugar & otra proposicion gene-
ral cuyo enunciado es el siguiente :

Si se tiene una série de arcos de circulo terminados en
las estremidades de una cuerda comun AB, el menor de todos
[supuesta la rectificacion de todos ellos] es el 'que vuelve su
convexidad & todos los ofros.

. Esta proposicion es consecuencia evidente de la que aca-
bamos de demostrar.
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CAPITULO NIL

PROBLEMAS SOBRE LA ESTENSION EN LAS FIGURAS PLANAS,

Este capitulo constard de ¢res parrafos: el primero trala-
rd de la construccion de las lineas proporcionales y de algn-
nos problemas dependientes de ellas; el segundo conlendra
problemas sobre las areas de las figuras rectilineas y cirgula-
res, y el fercero contendrd aplicaciones puramenle numéricas
sobre las lineas y las superficies.

Como los principios del andlisis y de la discusion de los
problemas se han desarrollado suficientemente en el lercer ca-
pitulo del primer libro, insistirémos ya poco en estas dos par-
les, particularmente respecto de los problemas maselementales.

§ 1. Construccion de las lineas proporcionales.
Prosrema L. (Fig. 169 y 170.)

N.°263. Dividir una longitud dade AB en un mimero n-
de parles iquales.

Para fijar las ideas, supondremos que se trata de dividir
la recta AB en 5 parles iguales.

Prisera construccion, fundada en el teorema del ni-
mero 181.:—1.—En el punto A (fig. 169), lirese una rec-
ta indefinida AX que forme con AB un dngulo cualquiera; —
2.°—tdmense sobre esta recta, partiendo desde el punto A,
b parles ignales, Ap, pg, ¢r,..., de una longitud arbitraria;
—3." — pinlese la estremidad b de la Gltima parte con el pun-
o B; —4.° —por lodos los demds puntos de division p, g, r,.
tirense (n.° 154.) rectas paralelas a Bb ;

La recta AB quedara dividida (n.” 181.) en 5 partes igua-
les por esas diferentes paralelas.

Advert. Este medio tiene el inconveniente de¢ exigir la
construccion de un gran nimero de paralelas.

P
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SeGUNDA coNstRUCcioN. 1.° — En los punlos A v B fi—
mense dos dngulos alternos-internos BAX, ABY (/. 169)
iguales entre si ;—2,°— (dmense en las reclas indefinidas AX,
BY, empezando desde los puntos respeclivos A, B, cinco par—
tes iguales de magnitud arbitraria; — 3. —junlense de dos
en dos por medio de rectas los puntos de division correspon-
dientes, es decir, primero con primero, segundo con segun-
do, ete.

Asi quedara la recta AB dividida en 5 partes iguales en
los puntes P, Q, R,... En efeclo, en virtud de 13 construc-
cion, las dos rectas AX, BY, son paralelas (n.* 47.); v como
lenemos Ap=ap', py==p'q’,..., resulla que App'a, pyq'p',...,
son paralelogramos (n.° 74.); laego Aa, pp', g¢’,..., Son para-
lelas; luego, ele.

Adoeert.  El medio que acabamos de esplicar no exige, pro-
piamente hablando, mas que la construccion direeta de las dos
paralelas AX, BY, porque todas las otras pp’, ¢¢',..., se ha-
llan determinadas con solo juntar de dos en dusios puntos da-
flos. El principio fandamental es siempre el mismo.

Tencera consTrUcclon.  1.° —Constriyase sobre AB un

trigngulo equilitero CAB (fig. 170); —2.°— despues de haber
tomado en el lado CA [prolongado si es necesario | 5 partes
ignales de magnitud arbitraria, lo cual da una longitud CA’,
tomese CB'=CA', y tirese la recta A’B': el tridngulo CA/B'
es semejanle al CAB (n.° 191.), y por consiguienle lambien
equilatero;—3."—Iomense sobre A'B' las mismas parles que
sobre CA', y tirense las rectas Cp, Cg, Cr,..., que dividiran
tambien & la AB en 5 partes iguales (n.° 201.).
- Advert. A fin de que los puntos de division P, Q, R, ...,
de AB, queden determinados del modo mas exacto, conviene
que la recla AB quede siluada entre el punto Cy la recla A'B';
cuya condicion puede cumplirse siempre tomando de suficien-
te longitud las partes en CA'. :

Existen ademds olros medios de resolucion, que tienen
igualmente por objelo evitar el uso de las paralelas ; pero el
segundo medio de los indicados arriba es el que se usa mas
comunmente para la construccion de escalas en el levanta-
mienlo de los planos.

Escouto 1.° La division de una recta en dos, cuatro,
ocho,..., parles iguales no es mas que un caso particular
flel problema precedente; pero es preferible la construccion
del n.° 150., porque solo exige la construccion de’dos arcos
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de circulo que cortandose, determinan dos puntos por lés cua-
les se pasa lnego una recla.

Escorto.2. Hemos visto anteriormente el modo de sumar
dos rectas, de restar una recta de otra, de multiplicar una
recta por un numero; el problema anterior suministra el me-
dio de dividir una recta por un ntimero; y en el nimero 115,
aspusimos el procedimiento para oblener la razon de dos rec-
tas, que es el segundo modo de considerar la division.

ProsLeva 1. (Fig. 169, 170, 171.)

N.’ 264. Dividir una recta dada AB en partes propor-
cionales d las de otra MN tambien dada y ya dividida.

Todoes los medios de construccion indi{cadcs en el proble-
ma precedente son aplicables 4 este, con solo la diferencia de
que en lugar de fomar sobre AX (fig. 169) 0 sobre CA (figu-
ra 170), parles iguales enlre si, es necesario lomar parles
respectivamente iguales 4 las lineas Mp, pg, qr (ﬁ?. : iy i S
que componen la recta MN, colocando despues las mismas
partes, pero en orden inverso , sobre la recla BY (fig. 169) ¢
sobre la recta A’B’ (fig. 170). :

N.° 265. Escouio.—Puede presentarse el caso de lener
que— Dividir una recta AB (fig. 172), en partes proporeio—
nales a dos lineas dadas [M y I\?] ; CUYo0 caso merece parlicu-
lar alencion.

Constuvccion.  1.°—Por los puntos A y B lirense dos
rectas AX, BY, en cualquier direccion, pero paralelas entre
st [lo que equivale @ construir dos dngulos allernos-internos
iguales BAX, ABY ]; —2.°— t{dmense sobre AX y BY, par-
tes AC, BC’, respectivamente iguales 4 My & N; —3.—¢i-
rese la recta CC', que encuentre & la recta AB en el punto D.

dLa recta AB quedard de este modo dividida en la razon
pedida. i

Porque los dos tridngules DAC, DB(’, son evidentemente
semejanles, y dan

AD:DB:: AC :BC' :: M + N,
Advert.  Sien lugar de colocar la linea N en el sentido de

BY, se coloca en sentido contrario, de B & C”, y se junla el
punto C con el punto C”, la recta CC" ird a encontrar i la
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recla AB prolongada en un punlo D’ que serad el punlo conyu-
gado del punto D (n.° 202., escol. 2.°). '
En efecto, lenemos

AD':BD' :: AC:BC”:: M: N:: AD: DB.

N.° 266. CoroLanio. — El escolio precedente nos sumi-
nistra el medio de resolver olra cuestion que se presenla mu-
cho en las aplicaciones, y cuyo enunciado es el siguiente :

Concurriendo dosreetas AB, CD (fig. 173), en un punlo
demastado distante para poderse determinar en el papel de
un dibujo, tirar por un punto, O G O, interior ¢ esterior
al angulo de las dos rectas, una tercera recta, OL i O'L,
que pase por el punto de concurso de las dos primeras.

Priver caso.  1.°—Despues de haber tirado por ¢l pun-
lo O una recta cualquiera, EOF, firese por un punto G lo-
mado 4 voluntad en AB, la recta GK paralela’ @ EF; —
9. — dividase GK , cuya longilud se conoce en partes pro-
porcionales a las lineas EO, OF, tambien conocidas.

La recta LO sera la recta pedida: —porque, supuesto que
tenemos la proporcion

GL : LK :: EO : OF,

resulta (n.°201., recip.) que las Wes rectas, GE, LO, KF,
concurren en un mismo punlo.

SeGunvo caso. 1.°—Despues de (razar, como arriba, las
dos paralelas EO'F’, GK', determinese en la recta EO' el pun-
to O conyugado del punto O respecto de BF; — 2.° — di-
vidase GK, de modo que lengamos GL : LK :: EO : OF ; —

' 3.°— determinese el punto L’ conyugado del punlo L.

La recta L'O' serd la recta pedida.
En efecto, puesto que los puntos O, O', son conyugados,
debe tenerse la proporeion (n.* 202., escolio 2.°)

EQ’ : FQ/ :: EO : OF.

Igualmente, supuesto que L y L’ son puntos conyugados,
debe lenerse la proporcion

GL’ : L'K :: GL : LK;
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pero por construccion tenemos ;

GL : LK :: EO : OF ;

!uegﬂ GEZKE 2 B0 FOI;
o bien GK : KL’:: EF : FO".

Luego (n.” 201., recip.) las tres reclas, GE, KF, L0/,
¢oneurren en un mismo punto.
Advert. En la construccion que acabamos de esponer pue-
de determinarse directamente el punto L/, sin necesidad de
construir de antemano su conyugado L.

Prosrema 1L (Fig. 174 y 175.)

N.° 267. Construir una cuarla proporeional ¢ fres li-
neas dadas, M, N, P; — en otras palabras, — Hallar una
linea X, que forme el cuarlo término de una proporcion
cuyos res primeros términos sean las lineas dadas M, N,
P [siendo M el primer término].

Primena construccioN. 1.° — Despues de haber forma-
do un dngulo cualquiera XAY (fg. 174), tdmese en AX,
AB=M, BC=N, v en AY, AD =P, y despues tirese la
B%i — 2.° — tirese por el punto C la recta CE, paralela
i BD.

El segmento DE serd la cuarta proporcional pedida. Por-
(que tenemos (n.” 183.)

AB : BC:: AD: DE,

0 M:N::P:DE;

pero tambien debe tenerse
M:N:P:X;

luego X=DE.

Secunna construccion.  En lugar de colocar las rectas M
y N sobre AX, una & conlinuncion de otra, se pueden colocar
desdeel mismo punto A, es decir, que se puede tomar AB=M,
AC'==N; y despues de haber tomado en AY, AD=P, jun-
tar ¢l punto B con el punto D, y tirar la recta C’E" paralela &

la recta BD, :
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La recta AE' sera la cuarla proporcional pedida : porque
tambien lendremos

AB:AC' :: AD : AE/,
0 M:N::P:AE;
luego X=AE"

Advert. Esla segunda construccion tiene la ventaja de ha-
cer menos estensa la figura. Solo resta advertir, que en las
dos construeciones se deben juntar con la primera recta los
estremos de las que forman los antecedentes de la proporciog.

Tencera consrnuceion. 1.°—En una recta AX (fig. 175),
tomese AB—=M, AC=N; —2.”— en el punto B formese un
angulo cualquiera ABY, con una recta BD =P, y junlese el
punto A con el punto D ;—3.°— por el punto C tirese la rec-
ta CE paralela a BD.

La recta CE serd la cuarta proporcional pedida: porque

tendremos AB:AC::BD:CE, 6 M:N:=uP:CE;
de donde X—CE.

Advert.  Cualquiera que sea la construccion que se escoja,
es claro que siempre se oblendra para X la misma maguitad,
porque esta linea resulla de la determinacion del cuarto tér-
mino de una proporcion cuyos lres primeros lerminos son
M, N, P. ,

Solo las circunstancias de cada caso pueden determinar
cnal de las tres construcciones es preferible.

Cororanto. De lo anterior, se deduce inmediatamente la
solucion del siguiente problema :

Dado un punto O (fig. 176) en el interior de un dngulo
XAY, tirar por ¢l una recta DOE, tal que los segmentos DO,
OE, estén en una razon dada, M : N.

Sintesis.  1.° — Por el punto O tirese OB paralela 2 AY;
—32.°— consiruyase una cuarla proporcional i las tres lineas
M, N, AB; —3."— tomese esla’ cuarta proporcional desde B
hasta E sobre AX, y tirese la DOE.

Esta serd la linea pedida;

Porque, siendo OB paralela @ AD, resulta

OD:O0E:: AB:BE :: M : N.
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Advert. En el caso particular de ser M = N, basta lomar
en AX, BE=AB, v tirar la recta EOD.
Cuando el punto dado O estd en la biseetriz del angulo
YAX, el problema general admite evidenlemente dos solu-
clones.

Prosrema IV, (Fig. 177 v 178.)

N." 268. - Construir una lercera proporcional a dos li-
neas dadas [M y N]; — es decir, — Hallar una linea X que
forme el segundo estremo de una proporcion cuyo primer
término es una linea dada M y los dos medios son iguales
@ otra linea tambien dada N. !

Hablando propiamente, este problema no es mas que un
caso parlicular del problema III, y puede construirse por los
mismos medios; pero algunas veces es mas venlajoso recurrir
a las dos construcciones que vamos @ indicar.

Primenra constuuccion.  1.° — En una recta indefigida AX
(fig- 177) tomese AB=M, y deseribase sobre esta recta una
semi-circunferencia (n.°151.);—2."—desde el punto A, -con
un radio igual a N deseribase un arco de circulo que corte a
la semi-circunferencia en un punto C; — 3.° — bdjese desde
el punto C la perpendicular CD sobre AB.

La recta AD es la tercera proporcional pedida.

En efecto, lenemos (n.° 226. , escolio 2.°)

AB: AC:: AG:AD, & M:N::N:AD;
pero tambien debe tenerse '
M:Na2N:X;
lnego AD=X.

Advert. Esla construccion supone que M es mayor 6 al
menos igual & N, mientras que la siguiente puede emplearse
en lodos los casos. .

SEGUNDA CONstRUCCION. 1.° — Sobre una recta AX Sﬁgu—
ra 178), y en un punto cualquiera A, levdntese (n." 148.) una
perpendicular AB=N;—2.°— fdmese 4 la izquierda del pun-
10 A una distancia AC=M , y firese la recta CB; —3.°— en
el punto B [evdntese BD perpendicular 4 BC:

AD serd la linea buscada.
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En efecto, tenemos (n.° 203.)

CA:AB::AB:AD, 6 M:N:N:AD;
Juego AD=X,

Advert. El estremo D de AD distard lanto mas del pun
to A, cuanlo mas pequena sea la recta AC=M respeclo (e«
AB=N; pero la construceion es siempre posible.

Prosreva V. (Fig. 179 y 180.)

N.“269. Construir una media proporcional entre dos
lineas dadas, M y N;—0 lo que es lo mismo , — Hallar una
linea X que forme a la vez los dos términos medios de una
pr(iprmrian cuyos estremos scan dos lineas dadas, M vy N.

‘mnEka construccioN.  En upa recta indefinida AX (fi-
qura 119), (6mese AB=M, BC=N ; luego sobre AC=M+N,
describase una semi-circunferencia, y levdntese en el punto B
la perpendicular BD.

Esta perpendicular es la linea buscada ; porque tenemos

AB:BD::BD:BC, 6 M:BD:BD:N;

4

luego BD =X. t

SeGunpa construccion.  En la recla indefinida AX (figu-
ra 180), témese AB— M, AC=N; despues sobre AB como
didmetro, describase una semi-circunferencia , y levdnlese en
C la perpendicular CD.

La cuerda AD serd (n.° 226., escolio 2.°) media propor-
cional entre AB y AC, es decir entre M y N.

Tercera construccioN, Las dos rectas M y N se loman
como antes en AX (fig. 180), y. se describe sobre la diferen-
¢ia CB como didmetro una circunferencia, tirando lnego des-
de el punto A (n.” 170.) la tangente AD.

AD serd la linea pedida (n.” 228.).

Advert. La segunda construccion es en general la mas
sencilla, porque di la fignra menos estensa ; la lercera no debe
usarse sino cnando se tenga ya descrila una semi-circunfe-
rencia sobre la diferencia de las lineas dadas, M y N, como
sucede alzunas vee es.
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N." 270. EscoLio GENERAL sobre las lineas proporeio-
nales.
Las lres proporciones

MNP X, M:NaN<X, M:X::X:N,
ddn las igualdades siguientes :

Nx P N2

X—:—M'——, = H, XE:MXN,D XZ\/M % N.

tstas ignaldades, de las cuales reciprocamente se deducen
aquellas proporciones, juntas con eslas olras,

X=VIE+N,  X=VIP—N,

forman lo que se llama, en la Geomelria v cn la Aplicacion
del Algebra ala Geometria, las espresiones elementales de
la construceion de las lineas.

La espresion \/M? - N2 es, como ya sabemos, la hipote-
nusa de un tridngulo rectangulo cuyos calefos son M y N.

La espresion vM * representa un calelo de un tridn-
gulo rectangulo cuya hipotenusa es M, y el olro calelo N.

Ya espusimos (n.” 162.) los medios de construir un trign-
galo rectingulo, conociendo—1."—los dos catetos,—2.°— la
hipotenusa y un cateto. ;

Tenemos pues todos los maleriales necesarios para la cons-
truccion geoméirica de las lineas. Sin embargo, como es im-
portante familiarizarse con esta clase de operaciones, indica-
rémos lodavia los medios de construir algunos radicales nu-
mérices [del segundo grado].

Ep un circulo cuyo radio se supone igual 4 1,

1.° V2 es la cuerda AB (fig. 182) del cuadrante; 6 lo que
¢8 lo. mismo, el lado del cuadrado inserito;

2.° V3 es la cuerda AD del duplo del arco subtendido
por el lado AC=1 del exdgono: es el lado del tridngulo equi-
latero inscrito;

3.° J5=VA+1=y2211 esla hipotenusa AE del
Iridngulo rectangulo cuyos catelos son

AA=2 AE—=0B=1;

a
=
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—a =

4° Vo=vi+ 2=\/2‘2 +(y2)" esla hipotenusa de un

triangulo rectingulo cuyos caletos son AA’—=2 y AB=y2;

O bien lambien v6=v3x2, v es una media proporcional
enlre las lineas espresadas por fres y por dos.

En geuneral , sea M un nimero entero compuesto de dos
factores # v p3 VM 6 v'nxp es una media proporcional en-
tren y p.

En todos los casos \/M 6 y/Mx1 es una media proporcio-
nal entre M y 1.

Terminarémos este parrafo resolviendo algunos problemas
cuya consltruccion en tllimo andlisis se reduce & la de las li-
neas proporcionales.

ProsLema V1. (Fig. 183.)

N.°271. Dividir una linea dada AR en media y estre-
na rason. -

Ya tuvimos ocasion en el n.? 239, de [ralar esta cueslion
bajo el punto de vista numeérico; pero el escolio del n.” 228,
nos suministra una solucion puramente geomélrica.

Sinrgsis.  1.°—En el punto B levantese la recta BO per-
pendicular & AB é igual & 4 AB, despues firese la recla AQ;
—9.°—desde el punto O como centro, con el radio OB, des-
cribase una circunferencia que corte 4 la recta AO en el pun-
to C;—3."—traslddese AC sobre AB por medio de un arco
de circulo que corte @ esta recta en D.

La recta AB queda dividida en el punto D en media y es-
frema razon.

En efecto, en virtud de la construccion, AB es tangenle al
circulo OB; v si se prolonga AO hasta encontrar en C' & la
circunferencia, tendremos (p.” 228.) la proporcion

AC' : AB:: AB : AC;

de donde AC'—AB: AC:: AB—AC : AC.
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Aliora bien,

AQ'—AC+CC'— AC+ AB, (e donde AC’— AB=AC= AD,
v AB—AC—AB—AD=BD;

por consiguiente, la-proporcion se transforma en esta otra
AD : AB :: BD : AD;

o, invirtiendo, AB : AD :: AD: BD;
LD D,

Prosrema VIL. (Fig. 183.)

N.°272. Tirer una tangente comun G dos circulos.

Ya en el n.° 171. resolvimos esle problema por conside-
raciones fundadas en las teorias del ltbro primero. Pero las
lingas proporcionales nos conducen a una solucion mucho'mas
sencilla.

Aniuisis.  Supongamos resuelto el problema, y sean MN,
mn, dos langentes, una esterior y olra inlerior, que encuen—
tran & la linea de los centros OO’ en dos puntos G, C'.

Es claro que, si conociéramos la posicion de eslos puntos,
bastaria tirar por cada uno de ellos (n.” 170.) una tangente i
uno de los circulos dados; la cual lo seria lambien al otro, y
resolveria por consiguiente el problema.

Tirando pues los radios OM y O’'N, Om y O’n, oblenemos
evidenlemente dos pares de triangulos semejantes OMCy O'NC,
OmG’y O'aC’, que dan las proporciones :

OC : 0'C :: OM : O'N,
OC 2 0C =2 OM : O’N.

Pero los radios OM, O’N, son lineas dadas d priori; lue-
g0 los puntos C y €' no son olra cosa que los puntos conyu—
yados que dividen (n.° 264., advert.) la distancia 00’ en la
razon dada OM : O'N. —De aqui resulta la constraceion si-
gulenle :

Sintesis.  1.° — Tirese en el circulo O vn didmelro cual-
quiera KOk, v por el punto O tirese (n.° 154.) un radio O'L
15
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paralelo & OK; —2."—juntense los puntos K y & con e
punto L.

Los puntos C, (', en que las rectas KL, kL, encuentray
4 lalinea de los centros, son los puntos buscados; porque fo-
nemos (n.” 191.)

OC : 0C::0M: O'N
y 0C' : O'C":: OM < O'N.

Tirese en seguida por cada uno de estos puntos una tan-
gente al circulo 6. 0 al circulo 0’; y lo serd tambien al otro
cireulo.

En el n.” 171, dimos ya la discusion de este prohlema.

ProsLema VIIL. (Fig. 184.)

N.* 273.  Dados en un plano dos puntos A y B, hallar
olro punto cuyas distancias & los dos primeros eslén en una
razon dada m : n.

Esta cuestion es tambien -una uplicacion muy sencilla de
la division armdnica de las lineas.

Aniusis.  Es desde luego muy ficil de ver que el pro-
blema por su natavaleza es indelerminado, es decir, que exis-
ten en el plano una infinidad de puntos con la propiedad pe-
dida; porque si haciendo centro en A, con un radio arbitra-
rio AM, describimos una circunferencia de circulo, y luego,
haciendo centro en B con e} radio BM determinado por el
cuatto @rmino de la proporcion m : n :: AM : BM, describi-
mos olra circunferencia,. las dos se cortardn en dos puntos
M, N, que satisfardn al enunciado. — Se conocerd ademds
por esta construceion, que los punlos eslan situados de dos en
dos en una misma recta perpendicular a la linea AX tirada
por los puntos dados A, B, v 4 una misma distancia de aque-
lla recta.

Esto supuesto, comencemos por’ determinar en AB, los
puntos C y €, que cumplen la condicion del enunciado, lo
cual equivale & dividir armonicamente la vrecta AB en la razon
mn: u‘in." 264., advert.); digo pues que la circunferencia des-
crila sobre la recta CC', como diametro, es el lugar geome-
trico de todos los puntos pedidos.

En efecto, sea’ M uuo de sus puntos; jonlémosle con los
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puntos A y B; por hipotesis tenemos la proporcion

AM - MB ::m: n;
pero por conslruccion tenemos lambien

AC: CB :im 2 n;
luego AM :MB ::AC: CB:

lo cual praeba (n." 202., escolio 1.°) que la recta MC es bi-
seclriz del angulo AMB. .
Del mismo modo se encontraria que

“AM : MB:: AC: BOY;

lnego la reeta MC' es bisectris del angulo suplementario BMA'.
Ast pues (n.” 43., escolio 3.°); las dos réctas CM, C'M, son
perpendiculares entre si.

Como podriamos aplicar el mismo raciocinio 4 cuvalquier
olro punto del lugar buseado, tenemos derecho para concluir
que ese lugar es la circunferencia descrita sobre la recta CC’
como diametro.

De aqui resalla la construceion del problema propuesto :

Despues de haber dividido la recta AB, en el punlo C,
en la razon dada m : n, yde haber deturmiuudnau.“ 264., ad-
verl.) su punto conyugado C', deseribase sobre GG’ como dia-
metro una circanferencia.

Asi seobtendra el lugar geométrico de todos los puntos cu-
yas distancias & los puntos A y B estén en la razon m : n.

Escouio. Puede presentarse este resultado bajo la forma
de un teorema con el enunciado siguiente:

Dada en un plano de longitud y de posicion una recta
AB (fig. 184), dividida arménicamente en dos puntos G, C',
la circunferencia descrita sobre la distancia CC', como did-
melro, es el lugar geométrico de todos los puntos cuyas dis-
lancias a los estremos de la recta AB estn en una razon
constante, la de AC a UB.

La demostracion se deduce tan ficilmente del andlisis que
hemos hecho, que nos parece indtil detenernos a darla.
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Prosuena IX. (Fig. 185.)

N.“ 274. Dada de posicion una recla indefinida LM, 4
dos puntos A y B, describir una circunferencia que pasando
por estos dos punlos, sea tangente & la recla dada.

No ofreciendo dificaltad alguna el andlisis de esle proble-
ma, pasemos desde lnego a la sintesis :

Consrruccion.  1.°— Prolonyuese la vecla BA hasta en-
contrar en P 4 la recta dada LM, y delerminese (n.” 269.)
una media proporcional entre PB y PA ; — 2." —traslade-
se esla media proporcional desde P hasta C sobre LM, y le-
vdntese (n.° 148.) en el punto C la perpendicular CG;—
3.°— levantese en el punto medio de AB (n.” 150.) una per-
pendicular IK.

El punto O en que las rectas CG, IK, se corlan (n.” 50.),
es el centro del eirculo buscado, que podrd constriirse, pues
se conoce su radio OA. '

En efecto, en virtud de la construceion, lenemos

PC*=PB x PA;

luego (n.° 229.) los puntos A, B, C, esldn siluados en una cir-
cunferencia tangente @ PC 6 a LM.

Advert. La media proporcional PB : # :: @ : PA puede
construirse direclamente sobre la figura:

Describase sobre PB una semi-cireunferencia, y levante-
se en el punto A la perpendicular AD; la cuerda PD es Ia me-
dia proporcional buscada, que se traslada sobre LM por me-
dio de un arco de circulo. ]

Discusion.  El problema es siempre posible mientras los
puntos A y B estén situados & un mismo lado de LM y solo
¢s posible en ese caso.

Es ademas susceptible de dos soluciones; 1a segunda se ob-
tendria, colocandose PC & la izquierda del punto B, desde B
hasta C’.

En el caso particular en que la recla AB fuera paralela
a LM, no se podria construir la media proporcional; pero en-
tonces el punlo de contaclo de LM se hallaria situado eviden-
temente en su punto de encuentro con Ja perpendicular le-
vantada en el punto medio de AB; y no habria mas que una
solucion.
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Corovaio. A esle problema se enlaza casi inmedialamen-
le el siguiente: g

Dadas de posicion dos rectas, LM, LN (fig. 186), y un
punto A interior al angulo NLM, hacer pasar por el punto
A un circulo langente & las dos rectas dadas.

Tirando la bisectriz L1, y bajindole desde el punto A una
perpendicular, (dimese CA' =C4A; con esto la circunferencia,
que debe tener su cenlro sobre LI, habri de pasar necesaria-
menle por el segundo punto A'; y la cuestion queda reducida
al problema precedente.

Esta en general es tambien susceplible de dos soluciones.

S Il. Problemas sobre las dreas.

Trans formacion de los poligonos.

Asi se llama la operacion grafica que tiene por objeto sus—
lituir & un poligono dado, olro que le sea equivalente (n.” 209.),
es decir, que lenga la misma superficie, pero que sea de for-
ma diferente, bien respecto del namero de lados, bien respec-
to del nimero de dngulos.

ProsLema I. (Fig. 187.)

N." 275.  Transformar un poligono en otro que leiga un
lado menos, y por consiguiente, en un {ridngulo.

Construccion.  Sea ABCDE... un poligono cualquiera que
aqui representamos por uma linea quebrada, para hacer resal-
lar mejor la generalidad de la copstraccion.

Desde el punto A (racese la diagonal AC, de modo que el
vérlice B quede respecto de ella en region (n.° 11.) distinta
de la en que estin lodos los demds vértices del poligono, es-
ceplo A, B, C. Tirese despues por el punto B la recta Bl pa-
ralela a la diagonal AC y prolongada hasta encontrar en [ al
lado DC, tambien prolongado, y firese la recta Al

El poligono AIDE,..., es equivalente al polizono dado
ABCDE, ..., y liene un lado menos que este.

Porque supuesto que BI es paralela & AC, los dos tridn-
gulos AIC, ABC, son equivalentes (n.° 211.); v si 4 estos
dos ridngulos abadimos la poreion de superficie ACDE,...,
lenemos, por una parte, ¢l poligono AIDE,..., v por olra, et
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poligono ABCDE,...; luego estos dos poligonos sen lambien
equivalentes. :

Ademis, es evidenle que siendo ¢l lado Gl del tridngulo
AIC prolongacion del lado DC, los dos lados AB, BG, del pri-
mer poligono quedan reemplazados por el tinico lado Al; lue-
o 1a segunda figara liene un lado menos que la primera.

Procedamos ahora con el poligono AIDE,..., como con ¢l
primilivo, es decir, tiresela diagonal AD de modo que el vér-
tice 1 y la poreion de poligono ADE,..., queden colocados en
diferenle region respecto de ella; tirese en'seguida la recta IL
paralela 8 AD y prolongada basta encontrar con ED tambien
prolongada. — Asi se obliene un nuevo poligone ALE, ..., equi-
valenle al segundo y con un lado menos.

Continuando de este modo, acabarémos por llegar 4 un po-
ligono de tres lados; y quedara resuelto el problema.

ProsrLema I,

N." 276.  Transformar un poligono cualguiera en un
cuadrado.
Si el poligono dado es un ¢ridgngula, sean b su base, h su
altura (n.° 208.), y ¢l lado del couadrado buscado.

Debemos tener la relacion zi=bxh,
de donde sale la proporcion biaiz:th.

Asi pues, el lado del cuadrado pedide es una media pro-

pm;cz'mm! entre la base y la milad de la altura del (rian-
ulo.

= Constroida esla linea, facilmente se deduce la construccion

del cuadrado.

Coando se da un poligono cualquiera, se empieza por
lransformarle en un lridngulo (n.” 273.); y despues se trans-
forma esle en un cuadrado.

Cuando se trata de un paralelogramo, 6 de un rectangu-
lo, 0 en fin, de cualquier figura cuya drea eslé valuada inme-
diatamente por el producto de dos lineas, todo se reduce, pa-
ra oblener el lado del cuadrado equivalente, & construir una
media proporeianal entre dichas dos lineas.

Asi es como para un poligono regular basta, despues de
haber desarrollade sobre una recta indefinida el perimelro
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del poligono, buscar una media proporcional entee el semi-

perimetro y el radio del circulo inscrito.

Para transformar un eirculo en an cuadrado, seria nece-
sario rectificar primero la circunferencia; delermin:n_ldq des-
pues una media proporcional enlre ol radio y la semi-circun-
f'erencs'a [rectificada]. .

Escouto.  La cuadratura del ¢irculo estd, como se ve, in-
timamente ligada con la reetificacion de la circunferencia; y
si-hasta abora no se ha podido, por medio de la regla y del
compas, construir rigorosamente un cuadrado equivalenle a
un eirculo, como se hace con las figuras reclilineas, depende
esto de que los métodos conocidos no din mas que valores
aproximados de la razon de la circunferencia al diamefro.

Sin embargo, no lardaremos en ver ejemplos de. figuras
planas curvilineas que pueden cuadrarse evaclamenle, aun-
que no se conozca el medio de rectificar rigorosamente las li-
neas curvas que las lermipan.

Conslruccion de poligonos semejantes con ciertas condi-
ciones.

Prosrema 1L (Fig. 188.)

N.” 277.  Sobre una recta ab dada de longitud, construir
un _poligono semejante & un poligono dado ABCDEF.

Primen mepio. Despues de descomponer el poligono dado
en triangulos por medio:de diagonales tiradas desde uno de
los vértices A 4 todos los olros, férmense en los puntos a y b

- dlos angulos cab, abe, respectivamente igaales a los angulos

CAB, ABC: y se obtendrd un tridngulo abe semejante al
tridngulo ABG.— Constriyase del mismo modo sobre ac un
iridngulo acd semejante al tridngulo ACD; v asi sucesiva-
wenle. :

El poligono abede, ..., asi obtenido sera semejante al poli-
gono ABCDE,...

Stgunio Mento. - Si el lado ab no esta necesariamente dado
de posicion , coldquese desde A hasta B’ sobre AB, ¥ por el
punto B' tirese B'C’ paralela & BC; ignalmente por el punto (/
en que B'C" encuentra con BC, (irése /D' paralela 4 CD; y
a8l sucesivamente.

Elpoligono AB/C/1Y, ... sera semejante al ABCD, ... (n."167.).

En una palabra, cada uno de los easos de igualdad demos-
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trados para los poligonos, nos suminis'ra un medio de resol-
ver la cuestion. .

ConoLario.  De aqui se deduce un medio de — Construir
sobre una recta dada AB (fig. 158) un poligono reqular de
una espeoie dada.

[Solo puede tratarse aqui de los poligonos regulares com-
prendidos en las séries que hemos hecho conocer en el adme-
70 240., escolio.]

Empiécese por deseribir una circunferencia, tomando un
radio arbitrario oa [se¢ sobreentiende la figura]; despues se
inscribe en ella un poligono de la especie dada.— Sea ab el
lado de esle poligono. — Sobre AB se construye un poligeno
semejante @ aquel & que perlenece el tridngulo isosceles oab;
y se lendrd el poligono buscado.

Pero todavia es mas Fficil, despues de haber construido
sobre AB un tridngulo semejante al triangulo oab, describir
desde el punto O como cenlro, con el radio OA, una circun-
ferencia en la cual se oman luego cuerdas iguales 4 AB.

Progprema 1V.

N.° 278. Dados dos poligonos semejantes A, A', cons-
truir otro poligono A" semejante a los dos primeros, y equi-
valente & su swma 0 4 su diferencia.

Lia solucion de este problema es una consecuencia inme-
diata del escolio demostrado en el n.” 223., corolario 4.°

Sean a, a', dos lados homaélogos de los poligonos dados; —
sobre estos lados, considerados como caletos, 6 como hipote-
nusa ¢l uno y como catelo el otro, constriyase (n." 162.) un
tridngulo rectangulo; y sobre el tercer lado a’' del triangulo
asl oblenido, construgase (n.° 277.) un poligono semejante
uno de los poligonos dados.

El poligono conslruido de este modo sera el poligono pe-
dido : porque siendo por constraccion

a?=a+a%, O a?=a—u"?

o

resulla (0.° 223., corolario 4.°)
AP=AFN, 0 A=A —N

Escotto. - Sean AMNB, APC, BQC (fig. 189), (res semi-
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circunferencias deseritas sobre los lados de un tridngulo rec-
tangulo ABC; y llamemos R, R’, R”, los radios de los circu- -
Jos, siendo R el del circulo descrilo sobre la hipolenusa.

De la relacion RA—RE 5 {2
se deduce tnR?P=1xR? +1xR'3;
Juego (n.” 250.)
semi-circulo AMNB=semi-circulo APC—semi-circulo BQC.

Esto supuesto, si de los dos miembros de esta igualdad se
quila la suma de los segmentos circulares, AMCI + BNCL,
queda, por una parle el Wridngulo ABC, y por otra la suma
de las dos figuras AMCP, BNCQ).

Donde se ve que el drea del espacio eurvilineo CMAPCBQN
¢s igual @ la del tridngulo rectdngulo ABC; v como este trian-
gulo puede transformarse en un cuadrado (n.° 276.), sucede
Jo mismo con el espacio curvilineo. Esle es el ejemplo que he-
mos indicado en esle mismo nimero.

Prosuema V. (Fig. 190.)

N.° 279. Dado un cuadrado a*, hallar otro cuadrado
1%, lal que el primero sea al sequndo como son entre si
dos lineas dadas, M, N; es decir, que dén la proporcion
ohsonisstal v g

El corolario 2.° del n.® 223, suministra una construccion
bastante sencilla de este problema.

Sinresis.  1.° — Sobre una recta indefinida BX fdmese
BD =m, DC=n, y sobre BC = m +n, como diimetro,
describase una semi-circunferencia; — 2.° — levantese en
¢l punto D una perpendicular DA, y firense las cuerdas AB,
AC, prolongdndolas mas alli de B y de C; —3.°— sobre AB
timese una parte AB'=a [aqui se supone a > AB], y lirese
B'C! paralela & BC.

La recta AC’ serd el lado del cuadrado pedido.
En efecto, los dos tridngulos ABCG , ABCY, dén la propor-

clon AB : AC :: AB' - ACY,

ypor consigniente,  AB? : AC*:: AB"™ : AGH;
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pero lenemos (h.” 223., corol, 2.°)

AB2: AC? ::BD:DC,0::m:n;
luego lambien AB?: AC2 ::m : n,
0 invirtiendo, y poniendo por AB’ su valor a,
i s a®: AC;

luego finilmente AC = 2.

Adverl. Si sucediera en la construccion, quela cuerda AB
fuera igual & ¢, la cuerda C seria enlonces el lado buscado,
porque se tendria  AB® : AC? 22 BD: DC iz m 2w,

O me:onar ;s AC2.
Orra consrruccion. ~ En el caso de ser m > n, pueds

hacerse olra construccion sacada de la proporcion m : niza* 12?2,
que puede ponerse bajo la forma

% a*n an an
2 —= —— = —— _a, de donde 2 = \ — . a.
m m

SEGUNDA CONSTRUCCION.  1.°—Sobre una recta AB=a (fi-
gura 191), deseribase una semi-circunferencia; —2.°— des-
pues de formar en el punlo A un angulo cualquiera XAY,
tomense en AY, dos partes AC=m, AD=n; — 3.° — lire-
se la recta CB, y por el punto D tirese DE paralela & CB; —
4."—levanlese en el puplo E la perpendicular EF, y tirese la
recla AF.

La cuerda AF es el lado buscado. -

En efecto, ‘tenemos  AC : AD :: AB: AE,

0 minz:acAE;

de donde se deduce ; AE/= Sl
nm

{ LRy : an
pero lambien lenemos (n.° 203.) AF2= ABx AE=a x e

; an
luego AF = \/u X =1,
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Advert. Esla construccion supone evidenlemenle

e
AE < AB, - 6 ?<a; dedonde n<m;

pientras que la primera se puede ejecutar en todos los casos.

Escouto. Algunas veces la razon m : n, en lugar de darse
en lineas, se dd en nimeros, por ejemplo, 3 : 2. En este ca-
s0 se lomarian en una linea indefinida , cinco partes consecu-
livas iguales ; las tres primeras representarian al nimero 3,
las otras dos al niimero 2 ; y la cuestion quedaria reducida a
la precedente.

Hay ademds en este problema casos particulares que se
construyen muy sencillamenle:

1.” Propongimonos — Construir un cuadrado duplo de
olro. i

Debemos tener 2*=9%a*; dedonde z=—a V2:

El lado buscado es, como hemos visto en el n.° 238., la
diagonal del euadrado dado.
2. Propongdmonos por el conlrario — Hallar el lado
deun cuadrado que equivalge @ la milad de olro cuadrado
dado.

Tenemos 2%=4%a*; dedonde z=iaV2:

luego es la mitad de la diagonal del cuadrado dado.
Prosrema VI.

N."280. Dado un poligono P, construir otro poligono
X semejante al primero, y que guarde con este la razon de
m: n. '

Sea a un lado del poligono dado, z el lado homologo del
polizono buseado; tendremos

R SR .
y Prc X ' m s
de donde mam s a® s ot

Asi queda la cuestion reducida al problema precedente,
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porque sicndo conoeida 2, bastard construir sobre ela un po-
ligono semejante al poligono dado.

ProsLema VI

N."281. Dados dos poligonos P y Q, construir olro
poligono X semejante al primero, y lal que el sequndo seq
al tercero como m : 0. '

Anauisis y ConstruccioN. Sean a un lado del poligono
P, vy 2 sa homélogo en el poligono X5 en virtad de fas con-
dictones del enunciado, lendremos

P:X::a2:ad,
v Q:X::m:n.

islo supueslo, concibamos que se ban transformado los poli-
gonos P y Q en cuadrados (n.” 276.) que lengan respeetiva-
mente los lados p, ¢ ; vy represénlese ademas por z el lado del
cuadrado equivalente al poligono buscado X ; las proporciones
anteriores se hallardn transformadas en estas otras  °

p gt ads o
de donde D g e v,
y R g s i

La Gltima de estas proporeiones nos hara conoeer a z por
la construecion del problema 5.° (n.° 279.); y la segunda dara
el valor de & por una cuarla proporcional d las rectas p, z, a;
y esle serd el lado del poligono buscado, homologo del lado a.

Escovto.  Si el poligono buscado debiera ser equivalente al
poligono Q. se lendria una construccion menos que efectuar,
porque entonces seria z=1¢.

Siguense algunos problemas sobre las dreas, que, sin lener
inmedialo enlace con los precedentes, son sin embargo muy
ttiles de conocer.

.

PropLema VI (Fig. 192))

N.” 282.  Construir un rectangulo equivalente @ un cuo-
drado dado m* y tal que la suma ¢ la diferencia de dos la-
dos contiguos seq igual ¢ una linea dada a.
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Pruamer caso. - La llnea dada a debe ser la suma de los dos
ladog conliguos.
1.°—8obre una recta AB =a, como didmetro, describa-
se una circunferencia (n.* 151.); — 2.° —en el estremo A
del diametro AB, levdntese una perpendicular AC= m; —
3.°— tirese por el punto € la recta CL paralela al diametro
AB; —4." — desde el puato E 0 E, en que esta recla en-
cuentra 4 la circunferencia descrita, bajense la perpendicalar
EF 6 la E'F' sobre AB.
Las distancias AF y FB, 6 AF’ y F/B, servin los dos lados
contiguos del rectingulo pedido.
En efeclo, tenemos (n." 226., escol. 1.°)

AF x FB = EF*= A(C2 = m®:
y AF +~FB=AB =a.

* Advert. El problema solo es evidenlemente posible mien-

lras sea AC<<OI<<OA, 6 m < }a,
0dlomas m=1}a; de donde m®= % a?:

Lo cual prueba que — El mayor rectangulo que se puede
formar con las dos partes de una linea dada a, es el cua-
drado construido sobre la mitad de la linea.

SecuNpo caso.  La linea dada a debe ser la diferencia en—
tre los dos lados contignos.

Las dos primeras partes de la construceion son exaclamen-
le las mismas en este segundo caso; despues se junla el cen-
tro O de la circunferencia con el punto €, y las dos rectas
GG, CK, serdn los lados contiguos del rectangulo pedido.

En efecto, en virtud de la construccion, lenemos

CA’=CG x CK (n."928.), 6 CGxCK=m?
b (G —CK=KG = AB =a.
Advert. Esle problema es siempre posible , cualesquiera
que sean a y m.
Prosrema IX.

N." 283, Hallar dos lineas [x, y} proporcionales & dos




238 LIB. Il. — CAP. UL. — § 1L
rectangulos dados, a x b, a’ x b', [y en general & dos poligo-
nos cualesqnieral.

Aniuisis.  Debemos tener, en virtud del enunciado,

ziysiaxbh:a X

axbxy

lo cual da By

Ahora bien, como una de las lineas, por ejemplo la y, es
arbitraria, nada imfurla suponerla iguala a’ 6 4 0'; en Ia hi-
’

potesis de ser y==0' resulla
X v
= - 0 etan bz
i

Sintesis.  Constriyase una cuarla proporcional d las Lres
lineas a', a, b (n.° 267.).—Ila razon de la linea resultante a la
linea o' sera la misma que la de los rectingulosa X b, a’ x I'.

Advert. Si los rectangulos fueran dos cuadrados a®, a'3,
tendriamos que buscar una fercera proporcional @ las lineas
a'ya.
Y como dos poligonos cualesquiera pueden siempre brans-
[ormarse en cuadrados, la cuestion queda reducida al caso de
darse dos cuadrados.

Pero si se trata de dos poligonos regulares , tendremos,
designando por p, p', y r, ', sus perimelros y los radies de
los circulos inserilos, {47

z:yupxr:p xr'; de donde, suponiendo y=p’,

pXr :
resulla T— = OO Tty s s
y

y la cuestion se resnelve direclamente como en el caso de dos
reclanguolos. ; 3

Escorto. Dando una cstension convenienle al método an-
terior, se podria, — Hallar dos lineas [x éy) de las cuales
la primera sea ¢ la sequnda como un producto de tres lineas
dadas [a, b, c] es @ olro producto de otras tres longitudes
tambien dadas [a', D', ¢'].
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Para esto, lenemos desde luego

Tiy::axXxbxesa xb xe

o ot axbxexy
podonde e T TR
HI.[' a' X b

y comp y es arbitraria, puede suponerse y=c;

axbxe axb ¢
-—,-X ;,F.

lo cnal da = e

Asi pues, se buscard, — 1.° —una cuarta proporcional
d las lineas a’, a, y b [cuyo resnltado puede representarse por
pls — 2."—una cuarta proporeional p’ i las lineas b, P, V¢
esle sera el valor (e z; y se lendrd

pliciiaxbxe:a xb xe.
Del mismo modo se operaria para resolver Ia proporeion
riyniaxbxexd:a xb xe' xd;
y asi sucesivamente.
De algunas cuestiones sobre los lugares geométricos.
Proprema X. (Fig. 193.)

N.* 284. Dados en un plano dos puntos A y B, hallar
olvo punto M, tal que la swma de los cuadrados de las dis—
tancias de este Lercer punlo & los otros dos sea tqual a un
cuadrado dado w2, : f

Aniuisis.  Sea C el punto medio do la recta que junta los
dos puntos A y B. Por el supuesto, debsmos leper

MA® + NMB* = m?;

L]

pero tambien tenemos MA® +MB2 = 2M(C2 + 2A(2 (n.°207.)
luego ;

=) g i1 a3 th ??33 = ‘2.“(4“3
M2 4-2A6G2=m?; de donde se dednce MG = \ Bat
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Ahora bien, m y AC son lineas conocidas; por consiguien-
e, la distancia del punto C al punto buscado es ignal d una
cantidad constante: esto prueba,—1.°— que la cuestion pro-
puesla es indeterminada; —2.°—que el lugar geomeétrico de
todos los puntos que satisfacen al enunciado, es una circunfe-
rencia de circulo que tiene por radio :

() Me=\/ e

Sin embargo, para que pueda exislir esta circunferencia , es
necesario que el cuadrado dado m* no sea menor (ue 2AC%;
lo cual equivale @ decir que el lado m del dicho cuadrado de-

be ser 4 lo menos igual 4 AC . V2,0 (n.” 238.) d la diagonal
del enadrado constraido sobre AC mitad de la distancia AB.
Esto supuesto, hé aqui la construceion :
Sintesis.  Desde luego y ante todo podemos poner la es-
presion (1) bajo la forma

MC= % Vom® —4AC* = § v2m® — AB".

—1.°—Sobre una recta indefinida EX (omese una parle
(EF =m] mayor que la diagonal CD del cuadrado construi-
do sobre AC: levdntese en el punto F una perpendicular
FG—=EF =m, y tirese despues EG; lo cual da EG*=—
9EF2 — 2m?; —2.° — describase sobre EG como didmelro
una semi-circunferencia (n.” 151.); — 3.° — haciendo centro
en G con el radio AB, describase un arco de circulo que cor-
te & la semi-circunferencia en un punto K; —4." — tirese
la recta EK, y tdmese el punto medio I; —5.°— linalmente,
desde el punto C como centro, con el radio EI, trdcese una
circunferencia.

Asi obtenemos el lugar geométrico pedido.

En efecto, en virtud de la conslruceion tenemos

El— 3 BK — 4 VFGT—CK® (n." 204.) = 4V2m?—AB.

Discuston.  Mientras m sea mayor que AC \V2, 6 CD.
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el circulo existird y crecerd desde el limite ¢ero hasta el in=
Jinito. I

Sea m = AC v2; resulta MC = 4 vV2m® —2m? = 0; por
consiguienle es nulo el radio del circulo.

Sea m=2AC=AB; resulta MC=1 AB; donde se ve que
¢l lugar geométrico es la circunferencia descrita sobre AB co-
mo didmelro.

Cuando m sea mayor que AB, el circalo buscado serd
tambien mayor que el circulo CA. Por consiguiente el lugar
geomélrico uUnas veces es mayor, y otras menor que este alli-
mo eirealo.

Pronrema XL (Fig. 194.)

N.” 285. Dados dos puntos[A y B| sobre un plano, ha-
llar otro punto M tal, que la diferencia de los cuadrados de
las distancias de este tercer punto ¢ los dos primeros, sea
1qual aun cuadrado dado v®.

Axiuisis.  Bdjese desde el punto M la MD perpendicalar a
AB; v deberemos tener, por hipotesis,

MA® — MB® =un?;
pero los triangulos reclangulos MDA, MDB, din lambien

MA®*—=MD2 4 AD2, MB2 =MD* 4+ BD2:

luego MAZ— MB® — AD®— BD2:
Y por consiguiente ,
{1) AD2 .. BD* :“g'

Esto nos enseiia que todos los puntos susceptibles de salis-
facer al enuneiado se encuentran colocados sobre una perpen-
dicular 4 la recla AB, levanlada en un punto D de la misma,
que cumple tambien las condiciones del enunciado.

Ficilmente se puede determinar 1a posicion de este punto,
pues si dividimos miembro 4 miembro la igualdad (1) por la
igualdad evidente

AD -+ DB = AB,
n®
resulia AD — BD = ﬁ;

16
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de donde, combinaude por adicion y por sustraccion estas dos
ultimas ignaldades, y dividiendo luego por 2, se saca

i n®

'y = ST YT et
AD=4AB +%AB + BD=1AB—1 AR
lo cual conduce a la construccion siguienle :

Sinvesis. Despues de lomar el pualo medio C de AB,
construyase (n.” 269.) una tercera proporcional & las lineps
AB y n; (dmese desde C basta D la mitad de esw tercera pro-
porcional, y levantese la perpendicular indefinida DL.

Esta perpendicular es el lugar geomélrico pedido.

Advert. Como en virtud del enunciado nada indica que ¢l
cuadrado de la distancia MA sea mayor 6 menor que el ¢cna-
drado de la distancia MB, se infiere que tomando & la iz-
guierda del punlo C una djstancia GD'=:CD, y levanlando [s
perpendicular D’L’, tendremos igualmenle una solucion de la
cuestion.

Luego, finalmente, el lugar buscado es el sistema de dos
rectas perpendiculares 4 la recta AB que junla los dos puntos
dados, tiradas d una distancia del medio C, 1gual a la mitad
de una tercera proporcional G la disltancia AB y al lado n
del cuadrado dado.

Escor10. - La propiedad espresada por la relacion

MA2 —MB?=AD? — BD? —=n2

dd lugar & consecuencias que nos proponemos desenvolver en
un apendice.

Corovanto a log dos problemas precedentes.

Dados dos puntos en un plana, hallar otro punto tal,
ue—1."—la suma de los cuadrados de sus dislancias @
os dos puntos dados sea igual @ un cuadrado dado;—
2."— que la diferencia de los cuadrados de las mismas dis-
lancias sea tqual @ olro cuadrado lambien dado.

Sintesis.  Constmiyase (0.° 284.) el lugar de los puntos
que satisfacen a la primera condicion, y despues (n.""285.) el
lugar de los punlos que satisfacen a la segunda.

Los puntos de inlerseceion de estos dos lugares geomelri-
cos serdn los puntos pedidos.

Generalmente seobtienen ewatro soluciones; pero hay aqui
lugar & nna discusion.
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La resolucion que acabamos de dar nos enséfia que mu-

chas veces la solucion de un preblema determinado depende
de la de otros indelerminados.

§ UL, Problemas numéricos.

Nos reducirémos en este parrafo & las principales aplica-
ciones, y haremos casi todos los cilenlos por medio de loga-
rilmos.

Problemas sobre las lineas.
ProsLena L. (Fig. 100.)

N.° 286. Dados en un tridngulo ABC, dos lados
CA=8+,76, CB=5,26, y la perpendicular [CD—=4,38]
bajada sobre el lercer lado desde el vértice del angulo com-
preadido por los otros dos, hallar dicho ftercer lado.

Observemos ante todo que para constroir este problema
seria necesario, despues de levantar en un punto cualquiera D
de una recta indefinida AX , una perpendicular, —1.°— fo-
mar DC igual 4 la perpendicular dada ; —2.° — describir ha-
ciendo centro en C, con la distancia dada CA, un arco de cfr-
cnlo que cortard & la recta AX en un punto A; —3."—desery-
bir haciendo centro en el mismo punto, con el radio CB que
se da <<CA, pero > CD, otro arco de circulo que encontrara
4 AX en dos puntos B, B:

Los dos tridngulos CAB, CAB' satisfardn igualmente  la
cuestion. [ Véase ademds el n.® 167.]

Esto supuesto, la figura da

AB=AD-+BD, & AB'=AD—BD.

Todo pues se reduce 4 calenlar los dos segmentos AD, BD.
Los caleulos logaritmicos son los siguientes: lenemos

AD=VCA*—CD* = V(CA+CD)(CA—CD),

y BD = vAB*—CD* = V(CB+CD) (CB — CD).
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1.0 CA= 8,76 log.13,45=1,0185954
CD= 4,38 log. &,38==0,6414741

— —_—

de donde CA+CD=13,14% 2log. AD=1,7600695
CA—CD= ;38 log. AD=0,8800347; luego AD= 7,586}

9.0 CB= 5,26 log. 9,64==0,9840770
CD= 4,38 log. 0,88—1,9444827

de donde CB+CD= 9,64 2log BD=0,9285597
CB—CD= 0,88 log. BD=0,4642798; lnego BD= 2,9{26,

Tem—m i

y por-consigniente. . .. . . e ... AB=AD+DB=10,4990
M UL S I e e ) MV i AB/=AD—DB/— £,6738,

Luego el lado pedido vale 105,50, 6 4,67; valor aproxi-
mado hasta cenfésimas.

PropLema I, (Fig. 100.)

Dados en un iridngulo ABC, los lados CA=128,49 va-
ras, AB=88, y la perpendicular CD = 96,45, bajada des-
de el vértice C sobre el lado AB, hallar el tercer lado CB.

Tratando de construir este problema, se conoceria facil-
mente que solo puede tener una solucion ; y el tridngulo pe-
dido sera CAB 6 CAB’ segun se obtenga para valor numérico
del segmento AD, un niimero mayor 6 menor que el lado
dado AB.

He aqui el caleulo relalivo @ AD :

AD—,/CA*—CDZ=/(CA+ CD) (CA—CD)
CA=—128,49 l0g.224,94=2,3520667
CD= 96,45 log. 32,04=1,5056925

-

de donde CA 4 CD—224.9% 2log.AD=3,8577592
CA—CD= 32,0 log.,AD=1,9288796;luego AD=S848045.

Como hallamos AD < AB, iuferimos que es el tridngn-
lo ACB el que satisface a la cuestion; ahora bien tenemos AB=S88 ;
por econsiguiente, . .. . o oa P o on oL JDB= 3,1055,

Para el cilcnlo de CB, el tridngulo rectangulo CBD da

CB = VCD*+DB? = v/(96,45)*+(3,1055),

espresion que no puede caleularse directamente por logarit-




PROBLEMAS NUMERICOS. 245
mos; pero que por medio de [as operaciones comunes da

CB = 96%-,50,
valor aproximado hasta cenfésimas.
Proprema 1.

Cortandose dos cuerdas en el circulo, valiendo respecti-
vamente 13 varas y 25 varas los dos segmentos de la una, y
hallandose los dos seqgmentos de la olra en larazon de 4 471,
se quiere saber cudnto vale esta wllima.

Sean z y z los dos segmentos de la cuerda buscada. Segun
el enunciado, lenemos las dos ecuaciones

z— 13x2);

de donde, multiplicando miembro 4 miembro,

Ax13%25 Ex 132
x*=-——-)_< 7" W:\/ a ?’ 5:\/130(]:13,627;

7
luego g =g X 1 heS] 23,84
" - == 4 —_— 4 Fi R (e s m e i ') 1
Y por consigniente, z-+3% .. ... ... .. —=37,474

~ Asi pues la cuerda buscada vale 37,47 varas aproximada
hasta centésimas.

ProsrLena 1V.

' Hallar en varas la longitud dé un arco de 45° 20', en un
circulo cuyo radio vale 5,4 varas.

| oo 2720 68
Tenemos desde luego45°20' = 5100 — 135 del cuadran-

; j E8 #@ 34xnx5,4
te{n.” 120.): L2590 a= e X S X5 e
{n."120.); luego (n .259)'? 1357 9% 135
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Apliquemos los logaritmos

log. 34 — 1,5314789
log. = =0,4971499
log. 5,4 = 0,7323938
Comp. log. 135 = 7,8696663

log. a = 0,6306889
de donde g —4,2726

Luego el arco reclificado vale 4,2726 varas, valor apro-
ximado hasta diez milésimas.

Problemas sobre las dareas.

N.®287. Ewmpezarémos por delerminar una espresion del
area de un fridngulo, que pueda ficilmente caleularse por lo-
garilmos y que sea (nicamente funcion de sus lados.

Sea ABC(fig. 40) el triangulo propuesto. Llamemos a, b, ¢,
los lados respectivamente opuestos a los dngulos A, B, C; v
designemos por A la altura CD, y por  la distancia AD.

Eslo supuesto, los dos tridngulos rectangulos ACD, BCD,

dan las relaciones  A? + 22 =52, BB+ (c— o) =a?;
de donde, restando miembro 4 miembro ,

b? +c'£ = a2
2 — ¢2=h2 — a2, =
y 2¢
pero de la relacion A% -+22 =62, se deduce h== Vb —2;

luego suslituyendo en este valor el que acabamos de oblener
para @, lendremos

PP —a® 1
k:\/f)g—%)-=§a— vV 4b%c2 — (b*—l- cg—ﬂﬁ)"“.

: , £ _ h
Ahora bien, el area del lriangulo ABC tiene por valor ¢ x —;

{4 ?
2

luego (1) ABC= { VAP@— B+ — ).

Ya se ve que esta espresion no centiene mas que los lres
lades del tridngolo @, b, ¢. Pero se le puede dar una transfor-
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macion que la haga particalarmente adecuada al caloulo loga-
rilmico. ) . _ o

Observemos primeramente que siendo la cantidad algebraica

Ab%* — (0% - — a2,
la diferencia de dos cuadrados, puede descomponerse en
(2bc + b2 +c? — a?) (2be — b* — 2 +a?).

Il primero de eslos faclores equivale 4

(b+¢)*— a2, y por consiguiente & (b+c—+a) (b +-¢ —a).
El segundo factor equivale 4 ' -
a?— (b —c)?, y por consiguiente & (a+b—c) (@ — b+c).

Luego lenemos  Ah%e? —(2 4-¢2 — ?)2
=(a+b+c) (b+c—a) (a+c—b) (a+b—¢).

Hagamos a—+ b + ¢ =2p [designando en esle caso p el se-
m;-perimelro]; y lendremos stcesivamenle

de donde 6%¢* —(b2+-¢* — a®P=16p(p—a) (p—b) (p—1¢),
y sustituyendo en el valor del tridngulo ABC,

ABC = ; V16p(p—a) (p—b) (p—0),

0, reduciendo, (2) ABC= vp(p— a)(p—b)(p—c).

Lo cual prueba que , — Conociendo los lres lados de un
trigngulo, para obtener la espresion numérica de su area,
es necesario,— 1.° — hacer la semi-suma de los tres lados;
—2"—restar de ella alternativamente, cada uno de los tres
lados; —3.°— formar el producto de la semi-suma y de las
tres diferencias ; —4.°—en fin, estraer la raiz cuadrada del
producto.

Esta espresion es adecuada al caloulo logaritmico, y para
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hacerla ver presenlamos la aplicacion siguiente;

Sean a=4",25, b=6,84, ¢=9,47.

Tabla del caleulo,

i

’

4,25 =10,28 p=10,28 p=10,238
6,8 AT
9,k

= 5,25 b= 6,84 = 9.4

o
i
=3 &

(=

I

; .
——  p—a= 6,03 p=b= 344 p—c= 0,81
a +'b 4+ e=20,56;
lnego  p=10,28.

log.p=Ilog.10,28==1,01199344
log.(p—a)=loz. 6,03—0,78031734
log.(p—b)=log. 3,54=0,5365584%

log.(p—c)=log. 0,81=1,90848502
2 log.ABC—2,33735388
log. ABC=1 11867694

lnego , ABC=13v.c.,1 424, valor aproxima-
do hasla diez milestmas,

Escouto. Hemos hallado (n.% 216., 217.) para espresiones
de los radios v, r/, del circulo inscrito y del circulo circuns-
crito & un trigngulo,

28 abe
= — P ——
a+b—+e’ is ’

siendo s el drea del Widngulo.
Tenemos por consiguiente

k' 2 vp(p—a) (p—b) (p—¢) a.b.c,

G =)

que son los valores de r, », espresados solo en funcion de los
lados; y que pueden tambien calcularse por logaritmos.
Continuemos abora reselviendo problemas.

ProsLeEma V.

N." 288. Tenemos un tridngulo cuya drea vale 24 varas,
3 cuyos lados son entre si como 3 : 4 5; —se quiere saber
{a longitud de los lados.
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Tenemos, en virtud del enunciado,

3 &
a:gc, b:-‘;}-{;;

12 ] 3 2 L]
de donde Zp=5¢, p=x¢, p—a=75¢,p—b=7¢, p—t=73cC.

Aplicando la formula (2) del numero 287., resulla

e /PR RS R oy
2=V z¢c.5¢. 50 .356=50C

25 x 24

locualda 2= e 100, de donde ¢ = 10.

.10=6, b=7%.10=8.
Asi pues los Wres lados son 6, 8, 10, varas.

3

Luego e=7

Advert. Este tridngulo debe ser rectingulo; porque da
62 + 8% =102
ProsLEMa VI

Dado el lado 0,25 varas de un cuadrado, hallar ¢l la-
do ¢ de un trigngulo equilatero gue le sea equivalente.
La formula (2) del nimero 287 se convierle en .

S TORE IR T o
QR /T s = =3
(9,25) \/2 2°2 2 Gk

de donde , tomando los logaritmos ,

2 log. ¢ = log. &+ 2 log. 0,25 + comp. 4 log. 3.
Ahora bien, log. 4= _9,60205999
2 log. 0,25 = 2,79588002
comp. 4 log. 3 = 9,76143938

luego 2 log. ¢ = 1,15937939

log. ¢ = 1,57968969
de donde ¢ = 0%-,37994 , aproximado basla

cien milésimas.
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ProsLema VII.

Se desea saber el mimero de rollos de papel que se nece-
sitan para . forrar una sala rectangular de 15,76 varas de
largo, 8,24 de ancho. Su altura es de 4,87 varas, pero el
arleson tiene 0,37. Cada rollo de papel tiene 10 varas de
largo, y su anchura es 0,6.

Observenios ante todo que Ia alira de la parte que debe
forrarse es 4,87—0,37, 6 lo que es lo mismo, 4,50.

Esto supuesto, tenemos
por una parte, 2 rectangulos de 15,76 varas de base sobre 4,50

de altura; lo cual haege 15,76x9=141,84 varascuad.;
de otra parte, 2 rectingulosfle 8,24 de base sobre 4,50 de
altura ; lo cudl hace 8,2459— 74,16 varas cuad.;

luego lasuperficie total quese debecubrires 216,00 varas coad.
Dividiendo 216 por 0,6, anchura del papel, se hallan 360
varas, 0 36 rollos de a 10 varas.
Comprobacion.
El contorno de la sala = (15,76 + 8,24) % 2 — 48 varas;
: 48
00

luego se necesilan 80 anchuras de papel para rodear el con-
torno, y por consiguiente 80 x 4,50 varas 6 360 varas, 6 fi-
nalmente 36 rollos de 4 10 varas de longitud cada uno.

pero 80;

Prosema VI (Fig. 124.)

Dados los tres lados de. un triangulo ABC [AB = ¢ — 35
varas, AC = b= 30 varas, BC =a = 28 varas|, repartirle
en dos partes equivalentes por medio de una recta B ¢
paralela al lado menor. '

Tomemos por incognita del problema la distancia AB"=z;
y lendremos (n.” 220.)

ABC ; ABYC” :: AB® : AB“2 :; g2 : g% 329 ;1
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de donde a?=4c* y #=4cv2;

lo cual prueba que el valor de x es independiente de los olros
dos lados a, b, del tridngulo. ‘
Sustituyendo en este valor en lugar de ¢, 35, se encuentra

z=1%.352=24,148.
ProsLexa 1X.

Caleular el drea S de un octégono regular cuyo lado [c]
tiene 0,25 varas de largo,

Sean  y + el radio y el apotema del octogono dicho ; con
cuyos supuestos lendremos las dos igualdades

(1) S=—der’ 'y r':\/r‘*a—%cﬂ,

donde se ve que para oblener el valor de S baslaria conocer
el der.

Designemos, pues, por G el lado del cuadrado inserito cor-
respondiente. al octogono que tiene el lado ¢, y lendremos
(n.” 235.)

e2=92r% — p Vire—C3;
igualdad que, 4 causa de ser C?=2r® (n.° 238.), se convier—

¢ en

3 =2r* =32 =12 (2 == V2);
de donde se saca®
g =~

oy L v2).

Sustituyendo este valor de #* en la segunda de las dos re-
laciones (1), se obliene

! :\/%!;c2 2+ ;/E)—'T 3:%0\/3 +2V2;

’,.g -

Luego S = 2¢° Vi3+2/a =2 (0,25)2 V3. 2v3;
0, aplicando los logaritmos ,
log. 8 = log. 2+ 2 log. (0,25) +4 log. (3+2 v2)




252 LIB. IT. —CAP, 1. —§ 1r.
Pero 2V2 =22 x 23— 8—2,8284;
«de donde 34+2 V2 —5,8984.
Podremeos pues formar el siguiente edleulo :

log. 2 = 0,3010300,

2 log. 0,25 = 2,7958800 (n.° 288. . problema VI),
1 log. 5,8284 — 0,3827746,

log. S = 1,4796846.
Luego, finalmente, § — 0v-,301777, valor aproximade hast
¢l pualo de faltarle menos de una millonésima de vara cua-
drada para ser el verdadero.
Advert. Podria haberse simplificado este calculo obser-

vando que 3 +2v2 es el cuadrado de 1 —+ V2 ; de donde
V3ira/s =143
y Ja formula logaritmica seria
log. 8 =log. 2 +2log. (0,25) + £log. (1 + v 2),
de modo que baslaria estraer la raiz cuadrada de 2 y anadir-

le 4 para obtener el valor de 1 + 2.

Problemas sobre las figuras circulares.

ProsrLEna X,

N.°289. Dadaelareade un circulo igual 6 33"*, 1830,
hallar su radio (r).

Tenemos wr? =33,1830 n.” 250.);
de donde, aplicando los logaritmos,
2 log. r = log. 33,1830 + comp. log. =,
caleulo sencillisimo que da

r==3,25 varas, valor aproximado hasla diez milésimas.
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PropLEma XI.

Determinar el drea (S) de un segmento de circulo euyo
arco vale la mitad de un cuadrante, siendo el radio v del
circulo Tqual @ 3,15 varas.

Tenemos desde luego

S=1r (arco 50% — 4 r v3) (n.° 251., coral.) ,

y despues  arco 508 =4. - .7 :1& = . 1 (0.°259.).

Luego S:%rg(%“‘“%\@:%!'g(ﬁ—ﬁ V2);

6, sustituyendo por r* su valor (3,15)%,

=5 (3,15 (x—2y/2),
n— 3,1416, 22— 2,828%;
de donde r—2/2=0,3132;
lo cual da

log. 8 =2log. (3,15) + log. 0,3132 +comp. log. 8— 10,
Yy por consiguienle, S=0%%,388423.

Prosrema XII.

Suponiendo que el lado a de un tridngulo equilatero tie-
ne 5,8 varas de largo, hallar las superficies s y 8 del circulo
inserito y el circulo eireunserilo.

Tenemos por espresion general de un circulo circunserito

. . ]
d vo tridngulo, §'==.a* (n.° 217.),
oy 1 =

Y por consiguiente s’ = 3 = (5,8)2;
de donde  log. s' = log. =+2log. (5,8)+comp.log.3—10,
Y por consiguiente §' = 35¥-%-,2277.

- Respecto del circulo inscrito, como su vadio es la mitad
del radio del circunscrito (n.” 237., corol. 2.%), resulla

§ = 7 5" = 8%-°,8060.




APENDICE

A LOS DOS LIBROS PRIMEROS.

Infroduceion. Investigaciones puramente especulativas sobye
la Geometria plana han conducido a los gedmetras & propiedades
muy curiosas, y muy utiles luego en la resolucion de varios
problemas, que sin su auxilio presentarian gravisimas dificul-
tades.

Todas ellas pueden reducirse a un corto numero de teorias,
cuya esposicion sucinta serd el objeto de la primera seccion de
este Apéndice, consagrandose la segunda, segun hemos dicho en
el niimero 23, a consideraciones generales sobre las fignras cur-
vilineas , con algunas nociones sobre las curvas mas ftiles y no-
tables.—Cada seccion tendra dos parrafos.

Como las teorias que yamos a esponer deben formar un ca-
pitulo enteramente especial y distinto del Curso elemental, in-
terrumpimos el orden de los numeros seguidos hasta aqui, ad-
virtiendo sin embargo que siempre que tengamos que citar un
nimero del Apéndice, apadiremos & la cifra la abreviatura
[Apénd.]; en las figuras conservaremos el orden de los nimeros
primitivos,

PRIMERA SECCION.

e v . . - ' - W, .

S I. Centros y ejes de simetria. — Poligonos simélricos. —

- Centros de distancios medias.— Centros de semejanza.—
Ejes radicales.

Cendros de simelria.
Troreya L (Fig. 195 y 195*.)
N."1. Cuando los vértices, A y A", B y B, CyC,..., dedos
poligonos (fig. 195), & de un mismo poligono (fig. 195%), esidn si-

tuados, de dos en dos, en reclas concurrentes @ un mismo punto
tnlerior 0, y i dislaneias iguales de este punto:
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1.° Los lados AB y A'BY, BC y B'(Y, ..., sen iguales, parale-
los, y de senlidos conlrarios:

2. Toda recla, tal como MN, que pase por el punto 0, y fer-
mine en dos lados opuestos, queda dividida por dicho punio en dos
partes iguales.

En efecto:—14.°— Los dos triangulos OAB, OA'R’, son igua-
les por tener un angulo igual O, formado por dos lados relsg)ec-
tivamente iguales [DA = 0A', OB=0B']. Luego AB — A'B', ¥y
dngulo OBA = dngulo OB'A'; asi pues los lados opuestos AB,
A'B', son iguales, paralelos y colocados en sentido contrario.—
El mismo raciocinio hariamos para los otros pares de lados.

2.° Puesto que los lados AB, A'B' (fig. 195), y AD', DA’
(fig 195%), son iguales y paralelos, la fignra ABB'A” 0 AD'AD es
un paralelogramo cuyas diagonales son AA’, BB', 6 AA/, DIV, y
el centro O; luego OM = ON (n." 76.).

N. 2. Dermvicioses, — El punto 0, que tiene la propiedad
de dividir en dos partes iguales & todas las lineas que, pasando
por él, terminan, ya en contorno del poligono ( fig. 195*), ya
en dos lados iguales y opuestos ( fig. 195 ), se llama el centro e
simelria, 0 simplemente gentro de la figura; y las rectas MN,
AAY, BB, ..., podrian lamarse diacentros por su propiedad de
pasar por el centro (*).

Cororario.  Todo poligono que tiene un eentro de simetria es
necesariamente de niimero par de ladoes; conseenencia evidente
del teorema.

N* 3. Escouo 1.’ La reciproca es verdaderay se demostra-
ria sin dificultad alguna. — Asi pues:

Cuando dos poligonos (fig. 195), 6 un poligono (fig. 195%), tie-
nen los lados iguales , paralelos 1y colocados en sentido contrario
de dos en dos, deben tener wn centro de simetria. 1

-, Asi, todos los paralelogramos [y eomo caso particnlar el yom-
ho, el rectangulo y el cuadrado] tienen un centro de simetria; v
son los imicos cuadriliteros que pueden tenerle.

Todos los poligones regulares de nitmero par de lados tienen
un centro de simetria; que es el punto que antes hemos Hamado
centro del poligono rﬁegu}ar (n.” 152.).

Escorio 2." Seria facil demostrar, empleando el medio indi-
cado en el nimero 46, 6 en la nota al pie de la pagina 55, que
los des poligonos ( fig. 195), 6 las dos porciones de poligono
(fig. 195%), son directamente superponibles, por rotacion en tor-
no de su centro,

(") Regularmente suelen llamarse didmeiros estas vectas; pero ese
nombre conviene mejor & las que se asplicaran en el ndmero 7.
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De los ejes de simelria.

N.” 4. Drriviciones. — Se dice que  dos puntos A y A’
(fig. 196) estan simétricamenie colocados respecto de una rec-
ta XY, cuando esta recta es perpendicular @ la que junta los dos
puntos, dividiéndola  la vez en dos partes iguales.

Con mas generalidad, dos poligones ABCDE, A’B'C'IVE

g. 196), [6 dos porciones de un mismo poligono ABCD,
ABCIY (fig. 196%)], se dicen simétricamente colocados respecto
de una recta XY, cuando esta recta es perpendicular a las que
juntan de dos en dos los vértices A y A, By B, ..., de los dos
poligonos [6 de las des porciones de un poligone], dividiéndolas
a la vez en dos partes iguales.

Entonces la reeta XY se llama eje de simelria.

Por ejemplo , ¢l didmetro de un civeulo, la linea de los cen-
tros de dos eireulos, la bisectriz de un angulo cualguiera, o del
angulo de la cuspide de un triangulo isosceles, las bisectrices
de los Angulos de un poligono regular, 6 de sus angulos en el
centre, ele., son otros tantos ejes de simelrin en sus respectivas
figuras.

Es evidente ademas que los dos poligonos (fig. 196), o las dos
partes de un poligono (fig. 196*), son superponibles por rebali-
miento al rededor de la recta XY.

N.° B, Del trapecio isdsceles 0 simélrico. — Un trapeeio
ABDC (fig. 197) cuyos lados AC, BD, son iguales, y que puede
por esta razon llamarse isosceles, tiene por eje de simeiria la rec-
ta EF que junta los puntos medios de las dos bases;—porque de
ser AE=EB, CF=FD, resulta que las tres rectas AC, EF, BD,
concurren en un mismo punto I (n. 201, reciproca); y siendo ¢l
triangule IAB isosceles a causa de tener AC =BD (n." 185.), re-
sulta que IE es la bisectriz del angulo AIB; luego, ete.

El trapecio igdsceles o simétrico ABDG, goza ademas de otra
propiedad muy notable, que es la de ser inseriptible (n.” 121.).
En efecto, siendo IE un eje de simetria, los dos triangalos IEA,
IEB, son superponibles por rebatimiento al rededor de 1E; Inego
las perpendiculares levantadas sobre AC, BD, en sus punlos
medios K, I, se cortan en un mismo punto O de TE, cuyo
punto es entonees el centro de un circulo que pasa por los ver-
tices A, B, D, (.

Troreya II. (Fig. 198.)
N.”6. Toda figura que liene dos ejes de simelria, XY, ZV,

perpendiculares entre si, tiene porv centro de simelria el punto de
tnferseceion O de dichos dog efes.
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Para demostrarlo, desde un punto cualquiera M del perime-
tro, bajense sobre XY, ZV, las perpendiculares MPM/, MOM".—
La recta 0Q, siendo igual y paralela a PM, es tambien igual y
aralela a PM'; luego las rectas PO, OM', son tambien iguales y
saralelas (n.” 74.).—Del mismo modo se probaria que PQ es
jgual y paralela a OM”'; de donde se infiere que las rectas OM,
OM”, son prolongacion una de otra (n.° 34.), y dan ademas

OM/=0M.

Asi pues, dividiendo el punto O a una recta cualquiera MM/

en dos partes iguales, es un eenlro de simetria (0 22, Apénd.);

L. C.D.D.
Escouio 1.° Los dos ejes rectangulares XY, ZV, dividen a la
figura en cualro partes iquales. — Las partes adyacenles son su--

perponibles por rebatimiento, y las partes opuestas por rolacion.

I;E[ay pues dos. clases de posicion simétrica en un plano, una
respecto de un punto, otra respecto de una recta. Los poligo-
nos de la primera clase son superponibles direclamente, es de-
¢ir, por una simple rotacion al rededor del centro; mientras que
los otros son superponibles inversamenle, es decir, por rebati-
miento. Estos ultimos son los unicos que deben considerarse co-
mo simélricos en cuanto a la forma, es decir, como wmpersos, O
simplemente como simétricos en el senlido absoluto de esta pa-
labra.

Puede obtenerse el simétrico de un tridngulo ABC (fig. 199)
[0 en general de un poligono cualquiera], haciéndole girar en
torno de uno de sus lades AB, como charnela, para rebatirle del
otro lade en la segunda region del plano, dandole la posicion
ABC.—En este caso, el revés 6 reverso del triangulo se hace si-
metrico del derecho 6 auverso, — y reciprocamente (véase el ni-
mero 18.).

Pero, segun hemos esplicado en el nimero 62, las figuras de

esta clase, por una série de movimienlos convenientes, pueden
siempre reducirse @ tal posicion, que los lados se hagan parale-
los, estén en el mismo sentido, y se hallen todos situados en un
mismo plano. f _
_ Escouro 2.7 Todas las proposiciones esplicadas numeros 1, 2,
3,4y 6 de este Apendice son aplicables a los poligonos cinca-
08, aunque, en las figuras que nos han servido para las demos-
traciones , solo hemos considerado poligonos convewos, — Tam-
bien se aplican a las figuras curvilineas si, generalizando lo que
hemos dicho respecto del circulo en el nimero 245, se considera
una figura curvilinea como un peligono de infinito niumero de la-
dos infinitamente pequenos.

17
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De los diamelros.
Trorema L. (Fig. 200.)

N." 7. Cuando los vértices B y B, G y Ch,..., de dos poligo-
08, 6 de un mismo poligono, estan situados de dos en dos sobre
reclas paralelas entre si, y divididas en dos paries iquales por
une misma recld MEDIANA , esla recla mediann divide fambion en
dos partes iguales d cunlquier otra recla MM' paralela i las pri-
meras BB/, CQ,...

[Por esta razon se llama didgmetro del poligono.]

Los vértices B y B/, C y (..., se llaman vértices hamalogos;
y lo mismo los lados AB y A’DY, BC y B/C/, BD y B'D',..., que
juntan vértices homologos.

Esto supuesto, para demostrar que MM/ queda dividida en
dos partes igualps por XV, prolonguense los lados homdlogos
CD, €'1Y, hasta encontrar con la recta XY.—Puestd que, en vir-
tud del enunciado, las perciones Ce y ¢C/, Dd y dl’, de las rec-
tas paralelas CC', DD/, son igunales, se sigue (n.” 202, reciproca)
que las rectas CD, C/IV, deben concurrir en un misimno punto de
XY; luego tambien tenemos (1.° 202.) M — mM/;

L. C.D.D.

Escouio 1.° Esta propiedad de los lados homélogos, de con-
eurrir ‘en un mismo punto del diametro XY, conviene tambien,
como seria facil probarlo, 4 las rectas que juntan puntos homo-
logos cualesquiera, entendiendo por puntos hiomaloges, aquellos
pares de puntos tales que la recta que los junta és paralela a las
rectas BB, CC/,..., y queda dividida en dos partes iguales por el
diametro.

Ademas, las perpendiculares CP, C/PY, bajadas desde dos vér-
tices homologos [y, en general, desde dos puntos homdlogos
cualesquiera), son iguales: porque los dos tridngulos rectingu-
lo8 cPC, eP'CY, son evidentemente iguales.

En fin, las dos porciones de figuras ABCDE, AB/C/IVE, son
equivalentes , por estar compuestas de triangulos y de frapecios
¢ue tienen de dos en dos la misma base y la misma altura.

Advert. Hallindose comprendidas en las que acabamos de
hablar las figuras simétricas respecto de un eje, poseen todas las
propiedades esplicadas, presentando ademas estas dos particula-
ridades : —1."—que se confunden los pies de las perpendiculares
hajadas desde los vértices homélogos sobre el eje dé simetria;—
2."—que las porciones de figura ABCDE, A/B'C'IVE!, son igua-
les y superponibles [inversamente] en el caso de simetria, siendo
solo equivalentes en el caso general,
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Esconto 2.° En todo triangulo CAB (fig. 63), cada una de las
rectas que juntan los vértices con los respectivos puntos medios
de los lados opuesios, es un didmetro, porque divide en dos par-
tes ignales (n.” 201.) & toda recta paralela al lado correspondien-
te del triangulo; y lo mismo sucede en un frapecio cualquiera,
respecto de la recta que junta Tos puntos medios de las dos
hases.

Cenlro de las distancias medias.

N.* 8. Prorosicion, pREGIMINAR. — Sea ABCDE (fige 201) un
poligono cualquiera.—Jiuntense los puntos medios consecutivos,
M, N, P, Q, R, de los lados AB, BC, (D,...; y se obtendra un
nuevo poligono MNPQR cuyo perimetro y drea son evidentemen-
temas pequenos que el perimetro y drea del primero. Operan:
do con el segundo como con el primero, se obtendrd un fer-
cer poligono WN'P'/R! menor que el segundo; y asi sucesiva-
mente.

Continuando indefinidamente estas operaciones, debe necesa-
riamente llegarse & un poligono infinitamente pequenio cuyos ver-
tices estaran tan juntos, que se podran considerar como conlumn-
didos en un solo punto O, el cual en cierto modo formara un
grupo de tantos puntos como vértices habia en el poligono primi-
tivo.-—EstelpuutD es ademas #inico en el plano del poligono, pues-
to que resulta de la reunion sucesiva de puntos fijos y determi-
nados de posicion en el plano. Ademas goza de una propiedad
muy notable, que sera el objeto del teorema siguiente.

Trorema IV, (Fig. 202.)

N2 9. Hay en el plano de todo poligono ABCDE [conveas
concavo] un punto dnico G tal, que su distancia GG* @ una recta
cualquiera XY tirada en el plano, es igual al cociente de lo di-
vision de la suma de las distancias AA’, BBY,..., de los wérti-
ces del poligono i dicha vecta, por ol mimero n de los vérlices —
es decir que da

AN BB OO
n 3

GG

[Consideramos aqui un pentagono; pero la demostracion que
vamos a dar es general. ]

Témense los puntos medios M, N, P, Q, R, «de los lados del
poligono, y bajense desde ellos Jas perpendiculares MM/, NN’
PP/, .., sobre 1a recta XY.




de donde, sumando estas igualdades miembro a miembro,

obtendremos un segundo poligono tal, que la suma de las distan-
cias de todos sus vertices a la recta XY sera igual a la suma de
las distancias relativas  dicho segundo poligono, y por consi-
guiente igual tambien & la suma de las distancias relativas al pri-
mero; y asi sucesivamente.

vértices del poligono infinilamente pequeiio-cuya existencia hemos
demostrado en el ndéimero precedente, y por GG/ la perpendicular |

correspondiente,, que puede entonces considerarse como un haz
de cinco rectas iguales a GG/, tendremos la relacion |

(1) 5. G6'=AA'+4-BB'+CC'+ DD+ EE/;

de donde se deduce GhG'= =
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Esto supuesto, tenemos separadamente (n.” 82.)

t Br f i i A Bl g DD;
M AA 4_4] NN = BB+ CC PP — CC'—+ ’
2 2 2
| 12 LR/ !
QQ*:D[ —;—I‘E RR — EE —;—AM;

MM/~ NN+ PP/4- QQ/-+ RR’= AA’~+- BB'+ CC/+ DIV-EE'.

Operando ahora con MNPQR como hemos operado con ABCDE,

Luego, designando por G el punfo de reunion de los einco

AA’4-BB'~+-CC'+DD'++ EE

AN BB GO

.

Luego, en general, G&' =

Advert. El punto G es lo que se llama centro de las distan-
cias medias.—Es evidente que su posicion en nada depende de
Ia direccion dada & la recta XY, pues depende solo de los verti-
ces del poligono,

La recta XY, cuya posicion en el plano es enteramente arbi-
traria, se llama eje de las distancias medias.

Escouto 1. Hemos supuesto en la figura que el poligono
ABCDE estaba situado enteramente @ un mismo lado de la recta
XY. Pero podemos generalizar mas todavia la proposicion. :

Al efecto consideremos una recta ay tirada por el punto b
paralelamente & XY, y sean @, b, ¢, d, e, los puntos en que las
perpendiculares AA', BB',..., se encuentran con xy. — Si resti-
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mos de la igualdad (1) la igualdad evidente

5.GG'=aA/4- B - c(/—-dD'--eE/,
resulta (2) 0=—aA+bB —-cli—dD —¢E ;

lo eual prueba que respecto de una recta zy tirada por el pun-
to &, la diferencia enlre la suma de las distancias de todes los
wertices situados @ un lado y la suma de las distancias de los
pértices situados al otro ladp, RESPECTO DE DICHA RECTA , es igual
d cera.

Consideremos ahora otra recta 'y’ paralela a las dos prime-
ras, y tal, que los vértices A, B, C, D ,... y tambien ¢l punto
G, estén situados, unes en una region (n." 11.), otros en otra
respecto de ella. Designemos por o, _b’, ¢',..., g/, los puntos en
que se encuentra con las perpendiculares AA’, BB/, CC....,
GG

Si anadimos 4 los dos miembros de la ignaldad (2) los de la
igualdad

5. Gy'= aa’ -+ bl 4 ce! 4= dd' 4 ee',

resulta 5.Gg/= Aa’+ Bl 4C¢’ 4 Dd/ —Ee,
Aa' 4BV +4-C¢' +-Dd’ — Ee!

de donde se deduce Gg'= = :

es decir, que la distancia del punto G @ la recta x'y" es igual ol
cociente de la division de le diferencia entre la suma de las dis-
tancias de los vértices situados @ un lado y la suma de las distan-
oias de los vértices siluados en el lado opuesto, por el niumero de
los vértices.

Pero ordinariamente se comprenden todas estas diversas pro-
posiciones en el solo enunciado siguienfe :

La distancia del punto G @ una recta situada de un modo cual-
quiera en el plano de un poligono es igual al cociente de la divi-
sion de la suma algebrdica de las distancias de todos los vértices
la recta, por el nimero de los vértices, significando aqui la pala-
bra algebraica que las distancias deben tomarse, segun su senti-
do, unas con el signo -, y otras con ¢l signo —.

Esconio 2.° De aqui resulta un medio de — Delerminar , pa-
ra cnalquier poligono , la posicion del centro de las distancias
medias :

Despues de haber frazado en el plano dos reetas que se
corten formando un angulo cualquiera, se miden las perpendi-
culares hajadas desde todos los vertices del poligono 4 cada una
de ellas, cnidando de distinguir las que estan situadas a cada
lado de cada recta; y despues se divide la suma algebrdice
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de las distancias relativas a cada veeta, por el mmero de log veép-
tices.

Hecho esto, se. tirw, & una distaneia marcada por el primer
cociente, unw paralela @ la primera recta (n.° 454.), y @ una dis-
taneia marcada por el segundo cociente, unae paralela d la sequn-
dw recta.

El punfop de interseccion de estas dos paralelas es el centro de
las distancias medias.

Escorio 5.° En un triangulo cualguiera ABC (fig. 203), ol
centro de las distancias medias es el punto de concurso de las tres
rectas que juntan los vértices G, A, B, con los puntes mediog
D, E, F, de los lades opuestos.

En efecto, bajense desde los puntos A y B, las perpendicu-
kares AP, BU), a la vecta €D.— Los dos tridngulos rectangulos
ADP, BDQ), son ignales, por tener igual la hipotenusa AD=DB,
¢ ignal un angule agudo.

Lunege AP =B0Q, de donde AP —BQ=0;

lo eual prueba que esta satisfechp la igualdad (2) del esealio 1.
(Apénd.), Luego la recta €D pasa por el centro de las distancias
medias,—Del mismo modo se demostraria que este centro se en-
cuenfra en las otras dos rectas AE, BF ; luego esta sitnado en su
interseccion. 3

El centro de las distancias medias de un cuadrilatero cnal-
quiera es la inferseccion de las rectas que juntan les puntos me-
dios de los lados opuestos. ;

El centro de las distancias medias de un poligono regular es
¢l mismo centro de la figura.

El centro de simetria de un poligono simétrico es tambien
centro de distancias medias; —ele.

Todas estas proposiciones son faciles de demostrar.

De los centros de semejansa.

N 10, Opservacion PRELIMINAR.— Vimos en el niimero 190,
que hallandose situados en un mismg plano das poligonos seme-
jantes P, P', es siempre posible colocar a uno de ellos, por ejem-
ple 4 P/, en una posicion tal, que estén paralelos y en el mismo
sentido los lades homologos de amhos. Pueden aqui presentarse
dos casos: 6 bien, para satisfacer & esfa condicion, basta una
simple rotacion del poligone P en torno de une de sus verlices:
o bien, es necesario recurrir (n.” 62.) a su vebalimiento al rede-
dor de uno de sus lades, combinado 6 no combinade ¢on una ro-
favion.

Para distinguir esios dog casos, diremos én el primero, que
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los poligonos son directamente semejantes; y en el segundo, que
son inversamente semejantes.

Tenemos un ejemplo de las dos clases de semejanza, consi-
derando los dos poligonos simétricos ABCDE, A/B'C/D'E’ (fig. 196,
n.! 4, Apénd.), y suponiendo fue despues de haber tirado las dia-
gonales AC, AD, y tomado en AB una parte cualquiera Ab, se ti-
ran las rectas be, ed, de, respectivamente paralelas 4 BC, CD,
DE (véase el 111'_|mero 277.). El ppliguuo Abede es directamenle se-
mejante al poligono ABCDE, é inversamente semejante al poligo-
no A/BICVE?. ;

Dos poligonos son directamente semejantes aun cuando sus
lados sean paralelos de dos en dos y esten dirigidos en sentido
gontrario, porque, segun hemos observado en los poligonos do-
tados de centro de simetria (n." 6, Apénd.), basta una rota-
c¢ion en torno de dicho centro [0 de un punte cualquiera del
plano], para hacer que sus lados sean paralelos y del mismo
senlido.

En una palabra, para conocer si dos poligonos son directa 6
inversamente semejantes, hasla hacerse ¢argo de si en el caso de
tener un lado ignal (n.” 189.), podrian superponerse direeta o in-
versamente (n.” 277.).

En todo lo sueesivo solo trataremos de poligonos directamente
semejantes,

N AL Defivicion.—Se llama CENTRO DE SEMEIANZA 11} punio
colocado del mismo modo respecto de dos poligonos divectamen-
le semejantes, es decir, un punto tal, que juntandole con dos
vertices, 0 en general con dos puntos homologos cualesquiera,
las dos rectas de union corrvesponden d wna misma direccion , y
son proporcionales @ los lados homélogos.

Las distancias de este punto a los vértices de los puntos ho-
molpgos se laman radios de semejansa.

Tronens V. (Fig. 204 y 204*.)

N 12, 8t desde wn punto O lomado é voluidad en el plano
de un poligono ABCDE |, se tiran rectas @ todos los vértices , y
en ellas (fig. 204), d en sus prolongaciones (fig. 204%), se toman
paries Oa, Ob, Oc,... que les sean proporcionales,

L Lospunios [a, b, ¢,...| asi abtenidos determinardn un se-
gundo poligono [abude] semejande al poligono dado ;

2" El punio arbibrario O serd el centro de.semejanza de las
dos figuras.

- En.efecto, —1." — Los (riangulos OAB, Oab, son seme-
Jaules por tener un angulo igual [en O] formado por lades pro-
porcionales; de donde se deduee dngulo OBA = dngulo Oba;
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luego' (n.” 46.) AB es paralela 4 ab; y darin la série de razopes

iguales AB:ab::0A:0a::0B: 0bh

Del mismo modo se demostraria el parztle}ismu de los lados
BC, be, y la existencia de la série de razones iguales

BC :he::0B: 0b:: OC :0¢;

y ast sucesivamente, de uno en ofro triangulo.

Donde se ve que los dos poligonos tienen los angulos iguales
y los lados homologos proporcionales; luego (n.” 189.) son seme-
jantes.
: 9.°—Sean M y m, dos puntos homalogos tomados a voluntad
en los poligonos ABCDE, abede; y juntese el punto O con ellos
dos. Esto supuesto, siendo M y m puntos homdlogos, debemos
tener (n.” 199.)

dngulo MDC = dngulo mde, y MD :md': : DC 2 de.
Ademas, de la semejanza de los triangulos ODC, Ode, se deduce
angulo ODC =dngulo Ode, y DC: de:: OD : Od : : MD : md.

Asi pues, los triangulos OMDY, Omd, son semejantes por tener
un angulo igual [MDO=md0] formado por lados proporcionales.
Pero los tres puntos D, d, 0, estan én linea recta; luego tam-
bien lo estan los puntes M, m, 0, y deben dar

OM: Om ::DC : de.

Lo cual significa, en primer lugar, que toda recta homologa
comun a los dos peligonos pasa per el punto 0, y en segundo lu-
gar, que las partes de dicha recta comprendidas entre el punto 0
y los puntos homoélogos , estan en 1a razon de semejanza de los
dos poligonos.

Escorio. El punto O (fig. 204), correspondiente al caso en que
los lados homdlogos de los dos poligonos semejantes son parale-
los y estan' dirigidos en un mismo sentido, se llama centro de
semejanza esterno , porque en efecto esta siluado al esterior en
la prolongacion de 1a recta que junta cada par de puntos homo-
logos;—el centro de semejanza se llama interno (fig. 204%) enan-
do los fados homdlogos son paralelos y estan dirigidos en sentido
contrario, porque entonces se halla situado enfre cada dos pun-
tos homalogos.

Debemos sin embargo observar que un centro de semejanza
interno puede estar fuera de los dos poligonog, y que un cen-
tro de semejanza esterno puede estar enfre el uno y el olro,
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orque, segun ¢l enunciado del teorema, el punto O se ha toma-
Jo arbitrariamente en el plano.

Teorena VI (Fig. 204 y 204*.)

N."15. Recivrocamexre:—Dos poligonos semejantes, cuwyos
ludos homélogos son paralelos de dos en dos y estin dirigidos
en un mismo sentido 0 en sentido contrario, lienen un centro de
semejanza que es esterno en el primer caso, & interno en el se-
gundo. . :

En efecto, juntense primero dos pares de vertices homoélogos,
Aya, Byb; prolonguense las rectas t_h; union , Aa, Bb, hasta
que se encuentren en un punto 0, y juntese sucesivamente’ el
punto O con los puntos C y ¢, Dyd, Ey e.—Esto supuesto,
siendo AB paralela a ab, deben ser semejantes los dos triangulos
0AB, Oab, y dar

AB:ab:: OB :0b, y dngulo ABO=dngulo abO;
pero ademas tenemos

AB:ab::BCbe, y dngulo ABC=dangulo abe:
podemos pues deducir

OB : Ob :: BC:be, y dngulo CBO= dngulo cb0 ;

Juego los dos triangulos OBC, Obe¢, son semejantes por tener un
angulo igual [ CBO =¢b0] formado por lados proporeionales, 'y
dén por consiguiente

dngulo BOC= dngulo bOc.

Luego , supuesto que los tres puntos B, b, 0, estan en linea
vecta, deben estarlo tambien los tres puntos C, ¢, 0.

Asi se iria probando de uno en otro, queD,d, 0,yE, e 0,
estan en linea recta.—Luego, etc. .

Escouio 1.° En el caso de ser iguales los dos poligonos [per-
maneciendo siempre paralelos los lados homélogos], el centro
de semejanza esta situado en el infinito si es eslerno, y en el
punto medio de la récta que junta dos puntos homologos si es in-
terno.

Esconto 2.° Dados de posicion en un plano dos peligonos se-

‘mejantes con los lados homéloges paralelos, se obliene inmedia-

tamente su centro de semejanza juntando dos pares de vértices
homélogos, y prolongando las dos rectas de union hasta su pun-
1o de eoncurso.

Pero puede obtenerse el mismo resultado, considerando una
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sola de esas vectas [Au, por ejemiplo]: y para esto basta delerm;-
nar en ella (n.* 265, adverl.), los dos puntos conyugados que la
dividen en la razon de semejanza de los dos poligonos.—El pun-
Lo esterior de la recta A asi dividida sirve para el caso de ser
los lados paralelos y hallarse dirigidos en el mismo sentido ; y el
punto inférior, conyngado del primero, sirve para el easo de ha-
Harse los lados dirigidos en'sentido contrario,

Tronean VII. (Fig. 205 y 205*.)

N." 4. Cuando tres poligonos semejantos, P, P/, P, situgdos
en un mismo plano , tenen sus lados homslogas paralelos , los tres
cenlvos de semejansa eslin en ung mismae recla.

No se pueden preséntar mas que dos casosi—o6 bien los Ires
centros son esternos (fig. 205'; 0 bien, siendo nuo esterno , son
internos los otros dos (fig. 203*). Pero la demostracion es la mis-
01 en uno y otro.

[No hemos presentado mas que tres de los teiangulos que
constiluyen los poligonos, porque con ellos basta.]

Designemos por 0,07, O, los centros de semejanza de Py
Pr, Py P, Py Py llamemos X el punto del poligono PP que
es homologo del punto 0, centro de sem@anza de I? y P, La
recla OX ¢s una linea homologa en los dos poligonos 17, P¥; lue-
go (n." 12, dpénd.)-debe pasar por el punto 0/, eentro de seme-
janza de estos dos poligonos; pero como es tambien linea homg-
loga en los dos poligones P, 7, debe tambien pagar por 07, cen-
tro de semejanza de estos dos poligonos; luego los puntos 0, 07,
07, estan en linea rectas® L. 6. D, D.

Teorema VIIL (Fig. 206.)

N.° 45.  Hullindose situados de cualquier modo en un plano
dos poligonos [directamente] semejantes, siempre ticnen wn pun-
to homologo’ comun (*).

Esto quiere decir que en el plano de los dos poligonos existe
un punto tal, que juntandole con los vértices de ambos, las li-
neas de unjon estin en lareson de semejansza de los poligonos, y
ios angulos formados por ellas son respectivamente iguales.—
Puede decirse tambien ue es el punto que, tomado por centro de
rotacion de uno de los poligonos, tiene la posicion mdicada por
una delas dos figuras 204 6 204*. ;

Eistio supuesto, lasiguiente construceion suministra el medio
defijar suwposicion [sebreentendiéndose el analisis].

() Esteteorema se debe a Mr. Chasles.
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Sixzests. . Sean ABCDE., abede (fig. 206), los dos peligonos

dados, y N el punio en que se encuentran dos lados, AB, ab, pro-
longados si fuere necesario ; [estos dos poligonos son directamen-
{e semejantes; porque bastaria una simple rotacion alrededor del
punto @, por ejemplo, para hacer paralelos sus lados].

Determinese (n.° 151,/2.°) el punto P tal que PA=Pa=PN,
y el punto Q tal gue QB:Qir-—zl}_l.\! ; tirese la recta PQ, y deler-
ninese (n.” &, Apénd.) el punto O simétrico del punto N respecto
de PO: ]

El puiito O sera el punto pedido.

En efecto, jintese el punto P con los puntos Ny Q:—los dos
triangulos APN, APO, son isosceles, y dan

dngulo PAN =dngulo PNA, y dngulo PAO=dangulo 'OA;

de donde se deduce (p.” 55.)
NPA’=2PAN, OPA'=2PA0;
6, restando estas dos igualdades miembro a miembro,

NPO=2NAO, es decir, NP0 =2BAO.

Del misme modo, los dos triangulos isosceles aPN, al'0,
darian

NPO =2Nal), 0 NPO = 2ba0;

Inego son iguales los angnlos BAO, [a0.

Haciendo sobre los cuatro puntos Q, B, b, N, el mismo racio-
cinio que hemos hecho sobre los otres cuatro P, A, a, N, sede-
mostraria igualmente que los angulos ABO, ¢b0, son ignales.

Asi, pues, los dos triangulos OAB, Oab, son semejantes,
y dan

OA :Oa:: OB : Obz 2 AB: ab.

Lo migmo sucederia cualquiera que [uese el niumero de los
Iriangnlos,

Advert. Hagamos givar la fignra Oabede alrededor del pun-
to 0, de modo que Oa venga i caer, & sobre OA, 6 sobre su pro-
longacion : es facil ver que resultaran paralelos de dos en das, y
colocados en el mismo sentido 0 en sentidos contrarios los lados
AB y ab, AE y ae, ED yed,...; de modo que, en el primer caso,
sera el punto O un centro de semejanza esterno, y en el segundo,
un centro de semejanza interno.

Escovio 4.° Bl punto O es el #nico punto homaologo comun a
los dos poligonos semejantes propuestos; y toda recla que pase
per el es linen homologa comatn,—y reciprocamente:
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Generalizando la definicion arriba dada (n.” 12, Apénd. , o5
colio), puede llamarse tambien centro de semejanza delos dos po-
ligonos, su punto homéloge comun.

Hay tambien, para determinar dicho punto, otre medio de
construccion que parece mas natural que el precedente:

Delerminese (n." 284.) la circunferencia de circulo cuyos pun-
tos son todos tales, que las distancias de cada uno de ellos a dog
vertices homologos, A, a, estén enlre si en la rason de seme-
Jomsa; vepitase la misma construccion respecto de otros dos vér-
tices homélogos, B, b:

Uno de los puntos en que las dos circunferencias se corlan,
es el punto buscado.,

No insistiremos en este medio que exigiria una discusion es-
peeial.

Escouto 2"  En el teorema precedente se puede suponer que
los poligonos semejantes se convierten en iguales. Entonces el
punto O es la interseccion de las perpendiculares levanladas so-
bre los puntos medios de las rectas que juntan los diversos pares
de puntos homologos: por consiguiente, las perpendiculares le-
vantadas de este modo, cualquiera que sea su numero, concuiven
todas en un mismo punto. :

Centros de semejansa de los circulos.

.

Teonenma IX. (Fig. 113,)

N.” 16. Dos circulos O, O/ [y lo mismo dos poligonos regu-
lares de un mismo miimero par de lados paralelos de dos en dos).
tienen siempre & la vez dosentros de semejanza , uno esterno y
otro inlerno.

Desde luego, cuando los dos cireulos son esleriores uno aotro,
como en la figura presente, los puntos C y €/ en que las langen-
les comunes encuentran i la linea de los centros, son centros de
semejanza , puesto que dividen armonicamente (n." 272.) la dis-
tancia 007, en la razon de los radios Rt y R

Cuando dos cireulos se tocan esteriormenie (fig. 85), su punto
de contacto es un centro de semejanza interno; y si se focan in-
teriormente (fig. 87), el punto de contacto es un centre de seme-
Janza esterno.

Pero, en general, se obtienen estos dos centros de semejan-
za, dividiendo armonicamente la distancia OO de los cenlros en
la razon de los radios R y R/,

Hay ademas varios casos particulares notables; asi:

En dos circulos concéntricos, los centros de semejansa se veu-
nen en I?] centro comin;

En dos circulos iguales, el centro de semejanza inlerne es-
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¢4 en medio de la linea de los centros, y el eentro esterno esta si-
tuado en el infinilo (véase el escolio 1.", n.15, Apénd.);—etc.

Tambien se reconoce facilmente,—1.*—que cnando uno de
los circulos degenera en una linea recta, los centros de seme-
janza estan situudor} en los estremos de un _d-i[ime!-ro del otro cireu-
lo, perpendicular d la recta;—2."—que si uno de los cireulos se
rediice a un punlo, este punto es ala vez centro de semejanza in-
lerno Y eslerno.

Observemos ademas que generalizando, como en el n.” 15,
Apénd., eseol., se hallarian una infinidad de centros de semejan-
za de los dos circulos, es decir, una infinidad de puntos homélo-
208 comumes.

Escoto. Cuando tres circulos estan situados en un mismo
plano , lo cual da seis centros de semejanza,—1."—los fres cen-
tros de semejanza eslernos, —2.°—un centro esterno y dos in-
ternos,—est@n sobre una misma linea recta;—lo cnal da en to-
tal cualro vectas que pasan por los seis puntos combinados de fres
en lres.

Omitimos de intento la demostracion de esta proposicion, por-
que-es enteramente parecida & la del n." 14 de este Apéndice.

De los ejes vadicales y del centro radical (¥).

N." 17. Definiciones. —Se lama eje radical de dos circulos
situados en un mismo plano, el lugar delos puntos por cada uno
de los cuales: se pueden tirar i dichos eirculos tangentes iguales.

Sean R, I/, los radios de dos circulos O, O/ (fig. 207), que
supondremos, para fijar las ideas, esteriores uno a otro.—Deter-
minese (n.” 285.) en la linea de los centros, un punto D tal, que
se tenga la relacion

: 0D2—0/DE—R2—R2—=n2,

designando % el lado de un cuadrado ignal a (R*—R/%) (n.” 285.).

Esto supuesto, digo que la perpendicular DL levantada en el
punto D ala linea de los centros, es un gje radical.

En efecto, desde un punto S tomado a voluntad en dicha rec-
ta, tirense las tangentes ST, ST/, y tirense los radigs OT, 0/T”,
y las rectas S0, S07.—Los dos triangulos rectangules STO, ST/,
din las relaciones siguientes:

() Véise sobre esta teoria una Memoria de Gauthier de Tours
{Journal de I'Ecole polythechnique, L. 9, cahier 16, pag. 124]).
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ST2—=802_Re, STR=802_—R"2;

pero: tenemos (n.” 285.) SO2—_8S02—QD2—0/MN2—=R2—R~2

de donde se deduce SO —R2=802_R"2;

luego S P

x

Y por consiguiente, las tangentes liradas desde un punto cual-
quiera S de DL, son iguales.

Como, reciprocamente, ST=ST' dia ST2—ST2,
de donde S0*—R2—=802—_R/2,
y S0?—_802=R2—R2A—=0D2—0'D2,
vesulta que larecta DL es el lugar de todos los puntos por dondg

pueden tirarse tangentes iguales a los dos eirculos; luego DL g5
un eje radical;
L.C.D. D,
N8, Determinacion de este eje.—Para fijar la posicion del
punto D respecto del punto O, por ejemplo, podemos proceder
como en el numero 285,
Dividiendo miembro & miembro la igualdad

OD2—0rD2—pn2

por esta otra 0D + 0'D =00¢,
at n2
se encuentra 0D—0 Dzm,

de donde, sumando , y dividiendo por 2,

oD 00/ 1 »2 00/ 1 Re—R'2
N B 200 B, 0
es decir, que bastaria tomar, empezando desde ol punte medio €
de la distancia de los centros 00/, y 4 la derecha de este punlo
[suponiendo que el cireulo menor esta tambien 4 Ia derecha],
una parte ignal d la mitad de wna tercera proporcional i las 1i-
neas 00' yn 6 VRE—_RZ,

Pero sin embargo en cada una de las posiciones velativas de
los dos cireulo, se tiene casi siempre un medio mas sencillo de
fijar la posicion del eje radical.
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Asi, —1.°—en el caso actual de dos cireulos esteriores [0 de
cnalquier” otra posicion en que tengan al menos una tangente co-
munl, como el punto medio de la parte de esta tangenle, com-
prendida entre los dos puntes de contacto, pertenece neeesaria-
mente al eje vadical, basta tirar por este punto medio una perpen-
dicular @ la linen de los centras;

* 9 (nando los cireulos se toecan; bien sea esterior, hien in-
teriormente (fig. 85 y 87, el punte comun 4 las dos cireunferen-
¢ias pertenece necesariamente al eje radical, que entonces es la
misma (angenle comun @ los dos cireulos que pasa, por dicho
punto; :

5.—8i los dos eirculos se cortan, los puntos M, M (fig. 86),
salisfacen evidentemente a la velacion M0? —MO02=RI—R",

o M'02—MN'02—=R2—R. Por consiguiente, las prolongacio-
nes en los dos sentidos, de la euerda comun, Torman el eje
radical.

En el caso en que el un cireulo es inferior al otro (fig. 88);
hay que récurrir & la relacion
00 R_R™
o ta00
la cual nos ensenia ademas que la distaneia del punto C, medio
de la linea de los cenfros, al éje radical, aumenta sin cesar 4 me-

dida que disminuye la recta O0'; y cuando se supone 00" =0,
resulta

OD=

R R'2
0D = —‘—)— 3
6 infinita.—Lo cual demuesira que
Dos circunferencias concéntricas carvecen de eje radical;—
¢s decir , que no hay en su plano ningun punto desde donde se
les puedan tirar tangentes iguales.
Otros easos particulares:—Cuando los dos eireulos son igua-
iy

. O : ; :
les, OD se veduce a 5 ; es decir, que entonces el eje radical

es la perpendicular levantada en el punio medio de la linea de los
centros.

Siuno de los circulos se reduce & un punto , el eje radical se
obtiene juntando los puntos medios de las dos langentes tivadas
desde aquel punto al cireulo dado. ;

Si uno de los dos circulos degenera en una linea recte, ¢l eje
radical es la misma rectu.

Etc., ete.
N 19, Der cextro vaniearn.—Pres eirenlos situados en un
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mismo plano [no teniendo los centros en una misma recta], dan,
por su combinacion de dos en dos, tres ejes radicales;—los cua-
les 'se cortan en wn mismo puilo.

En efecto, cortandose los dos primeros, por ser respectiva-
mente perpendiculares a des rectas que se cortan (n.” 50.), su
punto de interseccion es tal, que desde él se pueden tirar tan-
gentes iguales 4 las tres circunferencias ; luego pertenece al fer'
cer eje radical,

Este punto comun a los tres ejes se llama centro radical de
los tres eirculos.

Resulta evidentemente de esta definicion, y de lo demostra-
do en el niomero 18, 5.%, Apénd. , que—=St ires cireunferencias
se cortan de dos en dos, las tres cuerdas que jumtan los puntos
de interseccion se cortan en un mismo punio, que es el cenlro ra-
dical de los tres cireulos.

Asi, cuando este punto de interseceion es eslerior a los tres
cireulos, las seis tangentes que de €l salen sondguales.

Teorexa X. (Fig. 207.)

N.°20. Sidesde un punto cualquiera S del eje radical de dos
circulos se tira una secante que encuentre @ las circunferencins
en cuaTno punios, dos M, N, en la primera, y otros dos, M', N',
en la segunda, eslos cuatio puntos pertenecen @ wne misma eir-
cunferencia de cireulos,

Porque tenemos (n.” 228,

ST2—SMx SN, ST'2=SM'xSN’;
luego, a causa de ser ST = ST/, resulta
SM x SN= SM"x SN'.

Luego (n.° 229, recip.) los puntos M, N, M', N, estan situa-
dos en una misma cireunfereneia.
Advert. Se deduce ignalmente de las dos relaciones, y de ser
ST=S8T, que

ST2—=8M'" x SN', ST/2—SM x SN:

luego los puntos M', N, y T, 6 bien M, N, y T', se hallan si-
tuados en una misma cireunferencia tangente a ST 6 8T, (nime-
ro eilado), y por consiguiente tangente tambien a la eivcunferen-
cia 00 4 la OT.

Trorema X1, (Fig. 208 y 208*.)

N 21, Sipor un eenlro, G, de los dos de semejansa [ester-
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no o interno] de dos eireulos, 0, O, se tiran d estos cirvculos
dos secantes:—1 ."—los ocho punlos de inlerseccion [A, A/, B, B,
va, as b, U], combinados de cuatro en cuatro de un modo con-
veniente , [orman cusTRO. grupos siluados vespectivamente en
olras lantas cirounferencias;—2."—eslas cualro circunferenpias
lignen POT CENTRO RADICAL GoMUN el cenlro de semejansa que ha
servido para delerminarias.

En efecto,—1."—siendo C un centro de SI‘FHF!jElIlZEI , lene-
mos (n.”- 16, Apénd.)

CA:CB:: Ca: Ch;
ademas Ca:Ch::Cl:Ca (n." 227.);
luego CA:CB:: Gl : Car, 6 CA x Car =CBxCh'.

Luego (n.” 229.) los enatro puntos A, B, a, &, se hallan si-
tuados en una misma circunferencia.

Del mismo modo se demostraria que cada uno de los otros
tres grupos,

AN Bl wnh, DA B bR B Y,

eortesponde a una misma circunferencia.

Advert.  Para agrupar convenientemente los puntos, debe ob-
servarse que ningun grupo debe contener a la vez ni dos puntos
homdlagos, ni dos puntos pertenecienies d un tiempo @ una misma
secante en una misma delas circunferencias dadas.

2."—Designemos por CT, CT', CT", CT'", las tangentes [no
se ll&il trazado en la figura] tiradas respectivamente a los cualre
circulos

ABa’b’, A'B'ab, AB'a’b, A’Bab’.
Tenemos (n.%5227 y 228.) las cuatro relaciones signientes:

para el primer circulo, CA x Ca/ =CB x Cb’' = CT2;

para el segundo, CA'x Ca =CB'x Cb =CT'2;
para el tercero, CA xCa' =CB'x Ch =CT"%;
¥ para el cuarto, CA’x Ge =B x Cbr =CT"'2;

‘{‘3 donde, i causa del enlace que hay entre estas igualdades, se
deduce

CF=CT'=CT"=CT"".

Luego ol puiito C es un centro radical comun alos enatro cireu-
los tomados de tres en tres; LoD,

18
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Advert.  CGonsiderantdo el eentro de semejanza inferno (¥, g
obtenidrian otros cuatro cireulos que tendrian al punto €/ poy
eentro radical comun.
Estos cirenlos se Naman reeiproeos de los eivenlos 0 y
respecto del centro de semejanza (que les corresponde.

Escoro. Se puede suponer que las dos secantes CA, CB, vie-
nen a reunirse en una sola (fig. 209 y 209%); entonces los dos eir-
culos reciprocos ABa'b!, A'B'ali, se veducen a la misma secanie;
v los otros dos, AB'al’, A'Bal’, se hacen a la vez tangentes g
fos dos circalos O, 0" uno en A, o, y otro en A, a.

Reciprocamente:—Todo cirenlo que toca a la vez & otros dos
es uno de sus cireulos reciprocos respecto al eentro de semejanza
esterno 4 inlerno, segun que ¢l contacto es de la misma especie
[imterior O esterior a la vez], 0 de cspecie diferente; de donde sp
deduce que

Los dos puntos de contacto estian en line vecta con el cenlro de
semejansa_correspondiente.

Escorto cexerar.  Desde ahora puede comprenderse caan util
serda en la resolucion de los problemas sobre los conlactes de las
circunferencias de cirenlo, la consideracion de los eenlros de se-
mejanza, de los ejes y de los cenlros radieales.

La mayor parte de las veces, todo se reduce a determinar ly
posicion de los centros de semejanza , de los ejes y eentros vadi-
cales de circulos dados, cuyas cuestiones sahemos ya resolver.

§ 1. Teoria de las transversales.—Haces armonicos.—
Polas 1 polares.

Bajo la denominagion general de (eorie de las transversales,
s¢ comprende el conjunto de las velaciones métricas que presen-
tan cierlos sistemas de lineas que se corlan con leyes deferming-
das.—Algunas de las proposiciones relativas & las lineas propor-
cionales y a la semejanza de las liguras son casos parvticulares de
esta teoria. Ahora vamos & demostrar otros muchos que son de
hastante uso.

Transversales reelilineds.

Teorema 1. (Fig. 210,)

N.°22. Tada transversal XY determine en los tres lados de
un tridngulo ABC, o en sus prolongaciones, seis seqmentos lales,
que el producto ;

ACr x BA' x CR/
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do tres segmentos mo consecutinos o5 igual al praducto de Tos ofros
fres

OB x A0 x BA.

En efecto, tivese por ano cualguiera de los verlices del trian-
aulo, B por ejemplo, la recta BK paralela a Ia fransversal y Ler-
minada en K, en el lado opuesto AC. Los dos pares de teidngulos
semejantes ABK, AC'B', y CA'B, CBK, dan

ACT:C'B f: AD : BK; de donde AU/ x B'K = /B x AB":
y BA':AC: : B'K : CB’; de donde BA"x €B/= A’C.x B'K.

Maltiplicando estas dos igualdades miembro & miembro y su-
_primiendn el factor comun B'K, se obliene

ACr x BA!' x GBr = €/B x A7C > B'A4 L, ¢ D .

Advert.  La transversal puede pasar por el interior del trian-
gulo 0 estar completamente situada fuera de él; pero, cualquiera
(ue sea su posicion, los puntos de division Af, B, €/, estan si-
tuados siempre en niunero par [0 6 2] sohre los lados mismos
del triangulo, y en numero tmpar {1 6 5] sobre sus prolonga-
giones,

EcierocasENTE: —Hallindose distribuidos: sobve los lres lu-
dos de nn tridngulo 6 sobre sus prolongaciones bres punios (que
din seis segmentos), de modo que haya un solo punto en cada
recta, y que el nimero de puntos situados en los lados mismos
sea par, si el producto de tres segmentos no conseoulvos es iqual
al producto de los olros ives, los fres prntos estin en linea
recla.

Esta es una consecuencia pecesaria del principio establecido
en el numero 21.

Teorema 1. (Fig. 211,

N.S95. Tres rectas AA', BB/, GG, tiradus desde los lres
vértices de un trigngulo @ un mismo punto O [interior o esle-
vior al triangulo], deterininan en los lados opuestos BC, AC, A,
seis segmentos tales que el producto BA' X CB' X AC! de tres seq-
mentos no consecutivos es iqual al producto A'C x B/A x C/B de
los olros lres.

En efecto, los dos triangulos ABA’, ACA/, cortados por las
transyersales respectivas GOC/, BOB/, en los puntos €/, €. 0,
B, B, 0, dan (n.” 22, Apénd.) las dos relaciones

A % BO x A0 = (/B % CA! x OA,
¥ AR % OB x A0 = B/C x BA" x OA;
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de donde, multiplicando en cruz miembro a miembro, Y supri-
miendo los factores comunes CB, A’0, OA, resulta

AC' x CB'X BA’ = (/B xB'A x A’ C:
L.C.D. D,

Advert. Es de notar que, cualquiera que sea la posicion dg|
punto O en el plano del triangulo, siempre resulta un nimero
mmpar de puntos de division sobre los lados mismos, y un niime-
ro par sobre sus prolongaciones.

Recierocamente:—Hallindose distribuidos sobre los lados dp
un Iridngulo 6 sobre sus prolongaciones tres puntos, de tal mane-
ra que haya un numero impar de ellos sobre los lados mismos,
si el producto de tres segmentos no consecutivos es igual al pro-
ducto de los ofros tres, las rectas tiradas desde cada punto de
division al dngulo opuesto concurren en un mismo punto.

Conoranios, 1.°—Las tres rectas tiradas desde los vértices de
un triangulo d los puntos medios de los lados opuestos (n.” 98,
fig. 63.), concurren en un mismo punto,—porque determinan seis
segmentos iguales de dos en dos, que din

AC'XBA’ x CB' = ('B x A'C x B'A.

2.°—Las bisectrices de los tres dnqulos de un tridgngulo (ni-
mero 95, fig. 60) concurren en un mismo punto:—porque tene-
mos (n.” 202.) Ias proporciones

AC: (B ::AC:BC,
BA': A'C::AB: AC,
CB':B'A :: BC:AB;

de donde se deduce

AlCXBC—UB x AC,
BA x AC=A'Cx AB,
B/C x AB=B’A x BC.::

multiplicando miembro 4 miembro, y omitiendo los factores co-
munes,

AC/ X BA"x CB'= (/Bx A'Cx B'A.,

3."—De un modo analogo se demostraria (Eue las perpendicu-
lares bujadas desde los ires vértices sobre los lados opuestos (nu-
mero 95, fig. 62) concurren en un mismo punto:—Dbasta compa-
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rar los pares de triangules rectangulos, tales como ABA' y CBCY,
que son evidentemente semejantes, y daran tres relaciones de
donde facilmente se deducira

ACr x BA' x CB = (/B x A/C x BrA,

N.”24. Esconio.—En una palabra, los dos teoremas prece-
dentes y sus reciprocos dan lugar a una multitud de consecuen-
cias que forman otras tantas proposiciones nuevas.

Asi, por ejemplo, si en la relacion del nimero 23. (fig. 211)
AC x BA’x (B’ = (/B x A'C x B'A,
s¢ supone BA' = A'C, se reduce a

AC/ x CB' = ('B x B’A ; de donde ACr: C/B: : B'A : CBr;

luego (n.° 163.) 1a recta B'C’ es paralela a BC.
Reciprocamente:—Si B/C! es paralela a BC, da la proporcion

AC: (B : : B/A < CB;  de donde AC/ x CB' = OB x B/A;

v, en virtud de la relacion del namero 23,

ANB = A'C;

lo cual da lugar al teorema signiente :

St, partiendo del vértice A de un tridngulo ABb (fig. 212), se
dividen los lados adyacentes, AB, Ab, en partes proporcionales,
y desde los estremos b, B, de la base, se tiran rectas d los puntos
de division P, Q, R,..., p, q, r,..., lodas estas reclas se corlardn.
de dos en dos en una misma recta AK lirada desde el vértice al
medio de la base;—y reciprocamente.

Advert. De aqui se deduce, como easo particular, que — En.
i trapecio cualquiera, la recta que junta el punto de conecurso de
los dos lados no paralelos con el punto de encuentro de las diago-
nales, pusa por los puntos medios de las dos bases.

N.25. De los haces arminicos.—Vimos en el pumero 202,
fue si una recta BC (fig. 150) esta dividida en un punto D en una
razon dada, existe en la prolongacion de esta recta otro punto D',
tal (ue da la proporcion

BDt : D/C : : BD : DC.
Esta proporcion puede ponerse hajo la forma
DB:BD::DC: CD;
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lo- cuak prueba que los puntos C y B estin situados respecto e
Ia reeta DI, como los puntos By DY estan situados respecto de
la recta BC.

Los eunatro puntos B, D, €, D, forman un sistema armén-
co (*); y se llaman puntos conyugados de este sistema cada par
de puntes B, C, y D, D/, no consecutivo.

Conaciéndose tres eualesquiera de estos puntos, se puede [i.
cilmente deferminar el cuarto, con tal que se sepa su lugar.—
Basta al efecto para ello, deducir de la proporeion anterior otra
proporeion en que solo sea deseonoeida la distancia de uno do
fos tres puntos dades al punto huscado. '

Por ejemplo, cottociendo los puntos B, D, 12, para hallay el
punto €, se sacara de la segunda de las dos proporciones prece-
dentes, esta nueva proporcion:

DB4=DB : DB : = vC 4= DE : DG,

O D'B—4+DB:DB:: DD : DC:
bB x DIV

le d 8 =

de donde De IS

espresion que pucde construirse grificamente, 6 caleulurse nu-
mericamente.

Isto supuesto, se Hama haz armaonico el sistema de las eua-
tro rectas OX, OY, 0Z, OV (fig. 245), tiradas desde un mismo

(*) Se dice gue tres mimeros, m, n, p, [dispuestos pox drden de
magnitud, m > 7> p] forman una proporcion ermdnica, cuando la
diferencia entre. el primero y el segundo es 4 la diferencia entre ¢l
segundo y el tercero, como el primero es al tercero.—Tales son los
nunieros 6,4y 3, 045, 12 y 10,...; vy tales son tambien las distan-
cias BD', BC, BD; porque, siendo

BD! — BE=CD", BC—BD=DC,
la prepoxcion CDf : DC &+ BD! : BD,
se gonvierte en eslotra,

BB — BC: BG — B 22 BDY B

de modo que las distancias BD/, BC, BD, estdn en proporcion #imo-
nica ; lo mismo lo estan las distancias D'B, D'D, y D/C.
o LA e (O (on! 5 i |
[La série de fracciones , 331 g, BT se lama pro-
gresion armonica, porque, come puede probarse ficilmente, tres tér-
minos conseculivos cualesquiera forman una proporcion armgnica. |
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nto @ @ cuatro puntos, AJB, G, D), dispuestos armonicamente
cobre una recta indefinida.

Las rectas OA, OB, OC, 0D, se Haman radios del hasz: ylos
pares de radios OA y O, l'fl% y 0D, correspondientes & puntos
conyugados, se aman Lambien radios conyugados.

Advert, En virtud de la propiedad demostrada en el name-
ro 202, los dos lados de un angnlo evalquiera BAC (fig. 150) for-
an, con las biseclrices del mismo y de su suplemento CABY, un
Jias armenico .

Teonexa HI. (Fig. 2157.)

N.926.  En todo haz arminico OABCD, una rect cualquiera
EF, tivada paralelamente & uno de los radios, al OD por ejem-
plo., queda dividida en dos partes iguales por las olros Ires.
En efecto, tirese por el punto B la recta IBK paralela a OD,
germinada en los radios OA, 0C.—Los dos pares de triangulos
semejantes BCK y OCD, AIB y AOD, dan las proporciones -

BEK:0OD::BG:CD, y 1B:0D::AB:AD;

pero; como los euatro puntos A, B, G, D, forman un sisléma ar-
monico, tenemos (n." 25, Apénd.)

AB: BO - AD :GD, 6 BC:CD::AB: AD

luegy Lambien BK : OD <2 1B : OB,
¥ por consiguiente, BE = 1B:

Aliora bien, siendo paralelas las dos rectas EF, 1K, dehen
estar cortadas en partes proporéionales por las tres rectas 0OA,
OB, 0C (n.* 201.); luego linalimente

EG = GF, E.C.D. D.

Reciprocaments : — Si cualro reclas 0X, 0¥, OZ, OV, que
parten de wn mismo punto O, son lales que una recle cualquic-
ra 1K tirada paralelamente @ una de ellas, a la OV por ejemnplo,
quede dividida en dos parles iguales por las olras tres, las cualro
reclas dichas forman un has armonico.

Tirese por el punto B medio de la recta 1K una Lransyersal
cualquiera ABCD.—Los dos pares de triangulos semejantles ABI
v ADO, BCK y OCD, dan las proporciones ,

AD 2 AB. 120D 1B, DG 5 BC 2 O BE;

de donde . 4 cansa de ser1B==BK, AD : AB :: GD s BC.




280 APENDICE —SECCION I.—§ 1L

Luego los cuatro puntes A, B, G, D, son conyjugados de dye
en dos, y las enatro rectas que salen del punto 0 forman up haz
armonico.

Escorio. ' Esta reciproeca nos ensefa el medio de — Detory;.
nar uno de los radios, OV por ejemplo, de un hax arménico o
nociendo los otros tres,— pues basta , despues de haber tiraq,
por un punto cualquiera B del radio OY, una recta IK que que-
de dividida en dos partes iguales por los otros dos, 0X, 0z (nit-

mero 267, corol.), tirar despues por el punto O wma paralela 4
dicha recta 1K.

Teonema 1V, (Fig. 2135.)

N." 27, En todo haz arménico OABCD, los puntos de intey-
seccion de los cualro radios con ung transversal cualquiera for-
man un sistema arminico.

En efecto,—la proposicion es desde luego evidente respecto
de cualquier recta mn paralela 4 AD, en virtud de la propiedad
del nitmero 201.

Respecto de cualquier otra transversal MN, si por el punto P
concehimos paralelamente 4 OD una recta EF, quedara esta divi-
dida en dos partes iguales E, F, segun el teorema precedente;
de la demostracion usada en la reciproca se infiere que la recta
MN que pasa por el punto P queda dividida arménicamente e
M, P, Q, N.

En fin, quedando dividida toda recta paralela & MN por los

radios del haz del mismo modo que MN, quedara tambien divi-
- dida arménicamente por los mismos radios;
L.C.D. D,
N."28,  Del cuadrilitero completo.—Asi se llama la figura
ACBFDE (fig. 214) determinada por cuatro rectas indefinidas que
se eortan de dos en dos en seis puntos diferentes, A, B, G, D,
E,F; de modo que por cada uno de los puntos de interseccion
no puedan pasar mas que dos rectas de las cuatro dadas.

La razon de haberle dado este nombre, es el haberse obser-

vado que en dicha figura ACBFDE se encuentran:

1.” * El cuadrilatero ordinario ¢ convezo BCED (n.® 37.), cu-
yas diagonales son €Dy BE ;

2.° El cuadrilatero uni-edneavo, 6 de un solo
te, ABFE, euyas diagonales son AF y BE;

3.2 En fin,—El cuadrilatero bi-céncano ACBFD, formado
por dos triangulos opuestos ABC, DBF: — sus diagonales son
AF y CD.

'Iyle afqui'se sigue que el cuadrilitero complelo tiene tres dia-
gonales; dos interiores, BE, CD, Y una esterior, AL,

El cuadvilatero completo goza de muchas propiedades muy

angulo entran-
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curiosas deducidas de la teoria de las transversales y de la consi-
deracion de los haces armonicos (7).

Teonems V. (Fig. 214.)

N.*929. En todo cuadrildtero complelo ACBFDE, eada diago-
wal estd dividida armdnicamente por las otras dos [de modo que
ce tienen las proporeiones

AL ;IR : : AK : FK,
EO:OB::EI : BI,
y CO : OD : : CK : DK].

En electo, tirese Ja recta KE; y, despues de liaber prolonga-
do el lado AD hasta su encueniro en D' con KE , determinese el
punto M tal que dé la proporcion :

EM : MIY : : EK « VK.

Esto supuesto, la figura AKD'ME es un haz armonico en el
cual AM es el radio conyugado de AF.—Ademas, respecto de Ja
transversal KC que pasa por el punto K de la recta’ KE; tene-
mos (n.° 27, Apénd.)

CO:0D::CK:DK.

Ahora bien, siendo la figura CKDOC un haz arménico, se si-
aue que el radio AO es el conyugado de AK 6 AF. Asi pues, AO
y AM son conyugados del mismo radio AF, y por consiguiente se
confunden.

Tambien la figura EKDOC es un haz arménico, y da (n." 27,
Apénd.), respecto de la transversal AK que pasa por el punto K,

Al : IF - 2 AK : FK.

Finalmente, e} haz arménico AKIVME da, respecto de Ia
transyersal El que pasa por el punto E,

EOQ: OB :: EI:BI;

(). Bl cuadrilitero completo es el mas sencillo de los poligonos
de d@ngulos entrantes, poligonos que Mr. Poinsot considera como, de
orden superior, v asegura con estos la teoria de los poligonos estre-
llados.—( Véase |a Memoria de Mr. Poinsot, en el Journal de UEcole
Polytechnique, 10.% cahier, L. IV, p. 6 ¥ siguientes. — Véase tambien
olra M}eino{'ia de My, Cauchy en el mismo Journal, 16.° cahier, t. 1V,
AT
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quedando con esto completamente demostradas las tres propor-
ciones propuestas.

Ademis, de todo lo anteriormente dicho sobre los haces ar-
monicos, resulta que las otras vectas AD/, AM, FQ, F/C, estin
tambien divididas armonicamente.

N.*30.  Escorto cenenst sobre los haces armonicos.—De [gs
polos y de las polares en las figuras rectilineas.

Acabamos de ver que en ¢l cuadrilitero completo ACBFDE,

la recta que junta el punto A con el punto de encuentro de dos
diagonales interiores, es conyngada de la recta AF respecto de
las otras dos rectas AD, AE. Esto nos conduce a una propiedad
muy mporkaite.,
. Sea un punto cualquiera P (fig. 215) dado en el plano de un
angulo YOX. Desde este punto, tiremos una série de rectas que
encuentren ' los lados del dngulo enlos puntos Ay o, B v b,
Cye,Dyd,..., locual determina los cuadrilateros completos
OOBAGl, QcCALl, OdAal,... Esto supieste, todos los puntos,
Dy 'y pl,..., de interseceion de las diagonales interiores de estos
cuadrilateros, se hallan situados en una misma reela que pasa poy
el wértice O, y esia la'vez el vadio conypugado del radio OP res-
peelo de los dos Tados del angulo YOX,

Esta propiedad se espresa diciendo que el punto P os un polo
respecto de II;I recta Op, que se Hama linea gm}m' del punto P,

Observemos ademas : —1."—que la misma propiedad se ve-
rificaria respecto de cualquier otro punto P’ tomado en la recta
OP, es decir, que OP tambien seria la polar del punto P;—
2." — que esta propiedad corresponde reciprocamente 4 los dos
radios conyngados OP, Op, respecto de las rectas 0Y, 0X, que
son lambien radios conyugados;—de donde podemos deducir
asta consecnencia general:

En todo haz armonico, cada radio es una polar respecto de
cada punto de su conyugado; y cada punto de este es un polo
respecto de aquel.

Terminaremos lo velativo al cuadrilatero completo, enuncian-
do dos teoremas cuyas demosiraciones pueden deducirse ficil-
mente de Ia teoria de las transversales.

1.°  Los puntos medios P, Q, R (fig. 214), de las tres diagona-
les de un enadrilitero complela, estan situados en wna misma linea
recla,

2* Si dos tridngulos, ABC, A'BC (fig. 216), licnen sus
vertices colocados de dos en dos en res lineas reclas concurren-
tes Ten un punto 0], los dres puntos de concurso, o, o, o, de
los lados corvespondiontes tomados de dos en' dos., estdn on lince
récla. .
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Praisversales considevadas en el civeulo.— Punlos conyuga-
dos.—Polvs y polures.

N° 51, De los puntos eonyugados.—Vimos én el n.*276,
(ue si una recta AX (fig. 184) esta dividida arménicamente en los
puntos A, G, B, €', la'circunferencia descrita sobre €€' como
Jiametro es tal, que las distdneias de cada o de sus puntos, N,
3 'los dos puntos A y B, guardan entre si una rason conslante,
que es la de las rectas AC, CB.

Fn el enunciado de este teorema se da la posicion del circulo
respecto de los puntos A y B que tambien se suponen conocidos;
pero puéde tambien tomar la cuestion esta otra Torma:

Dados un cireulo y un punto P (fig. 217), delerminar el punid
O conyugado de este.

[Daremos al circulo OA el nombre de cireulo requlador.]

Por el supuesto debemos tener

QA AR OB TS,
O hien OB : 0V ::PB:PA;

Ja figura da sueesivamente
QB=00--04, QA—=00—0A, PB=0A-OP, PA=0A—01";
asi pues, la proporcion se convierte en esta otra
00+ 0A:0Q0—0A::0A+ oP : OA — OF:
de donde, sacando Ja suma y la diferencia de los dos primeros
términos, y comparandolas con la suma y la diferencia de los

olros dos, Tesulta despues de reducir,

00 : 0A ::0A: OF;

lnego (1) OP % 00 = 0A%;
A2

le 2 —_——

de donde 00 0P

Para constriir esta espresion, basta levantar la recta PM per-
perdicalar al diametro OA, tirando despues en el punto M una
fangente que ira 4 encontrara dicho diametro prolongado en un
punto Q que sera el punte pedido:— porque tendremos (nime-
ro 203, 5.

’ OM2=0P x 00,
0, por ser OM =04,
0A2=0DP % (M),
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Reciprocamente:—Para obtener el punto P por medio del puy-
to Q, se tirardn las dos tangentes QM, Qm, y el punto en que I
cuerda Mm corte 4 OA sera el punto pedido.
[Se llama cuerda de contacto 1a recta Mm que junta los puntos
de contacto de dos tangentes tiradas desde un mismo punte € 4
una cireunferencia. ]

Escotto.  Como la ignaldad (1) determina la posicion relativa
de los dos puntos conyugados, podemos sin dificultad alguna de-
ducir de ella su definicion, diciendo que puitos conyugados ves-
pecto de un cireulo, son dos puntos situados en un mismo radio,
Yy tales que el producto de sus distancias al centro es igual al cuq-
drado del radio, '

Por otro lado, como la igualdad (1), ¢ mejor dicho la propor-
cion
OP:0A ::0A: 00,

conduce, por medio de transformaciones inversas de las de arri-
ba, ala proporcion

OB:QA::PB:PA,
0 QA:AP::(QB:DB,

pedemos concluir justamente (que ,
Los puntos conyugados forman, con los estremos del did-
metra que los sostiene, wn sistema arménico, ;
2.°  Las distancias de cada punto de la circunferencia regulado-
v d los dos puntos conyugados, P ¥y Q, guardan entre si wna ra-
son constante, que es la de QA a AP (n.° 275, escal.).
Pasemos a otras propiedades de los puntos conyngados,

Teorema VI (Fig. 218 y 218*))

N." 52, Las euerdas de contacto, Mm, M'm!,..., de lodos los
dngulos circunseritos cuyos vértices estdn colocados en una Fec-
ta LI/, concurren en el mismo punto P ; que es el conyugado del
punto Q pie de la perpendicular bajada desde el centro del circulo
i la lineq LL!.

Pueden presentarse dos casos principales: 6 la recta es este-
rior & la circunferencia reguladora, 6 es secante de la misma.—
Examinemos estos dos casos sucesivamente.

Priver caso (fig. 218).  Consideremos dos puntos de la recta
LL!, & saber: el pie () de la perpendicular bajada a la recta des-
deel punto 0, Y un punto cualquiera ('; sean QM y Qm, Q'M’
y Q'm', las tangentes correspondientes, y P, P, los puntos en
(que las cuerdas de contacto encuentyran a 0Q, 0’0" .—LEstos pun-
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tos son (n." 31, Apénd.) los conyugados de los puntos Q, @', y
dan las relaciones

0A=0Px0Q, O0A2=0P"x00Q;
v pér consiguiente la proporcion
OP : OP : : 00" : 00,

Esto supuesto, si juntamos el punto P! con el punto P, for-
maremos dos tridngulos OQ()', OPP’, semejantes entre si, por
tener un angulo comun O formado por lados pr‘t}]]c)['(:iunﬂres.
Pero el tridngulo 0QQ' es rectangulo en Q; Inego el tridngulo
OPP! es tambien rectangulo en P.—Donde se ve que la recia
PP se confunde con la cuerda de contacto M'm'; luego las cuer-
das Mm, M'm', pasan por el mismo punto P.

Igual raciocinio podria aplicarse a cualquier otro angulo cir-
cunscrito que tuviera el vértice en Q', Q',..., sobre la recta
LL'; luega, ete.

SEcUNDO caso (fig. 218%).—En este easo, ¢l punto P conyugado
del punto () se ebtiene tirando. en el punto M la tangente MP,
hasta encontrar econ OA prolongado; el punto P! resulta aqui
tambien, como antes, punto de encuentro de la M'm! con 0Q'; lo
cual da la proporcion

OP : OP': : 00Q' : 0Q.

Juntando el punto P! con el punto P, obtenemos los dos
triangulos OPP! 0QQ', semejantes entre si por tener igual un
angulo O formado por lados proporcionales; pero el triangulo
000" es rectangulo en ); luego tambien el triangulo OPP’ es
rectangulo en lg"; y por consiguiente la recta PP se confunde
con la cuerda de contacto Mim/.

Del mismo modo se demostraria que, respecto de cualquier
otro punto Q, Q" ... colocado en la recta LL/, la cuerda de
tontacto correspondiente pasa por el punto P; luego, etc.

Queda por lo tanto demostrada la proposicien.

Las dos figuras 219 y 219* dan una idea clara de la natura-
leza de esta propiedad.

Advert. En‘el caso particular (fig. 219**) de ser la recta LL/
tangente a la circunferencia reguladora, los dos puntos conyuga-
dos se confunden con el estremo A del diametro.

Recierocamente: — Si desde un punto P, inlerior (fig. 219) 6
esterior (fig. 219%) a la circunferencia reguladora, se tiran va-
Iias rectas.que vayan encontrando’ eada una endos puntosala
circunferencia, y por esos puntos se tiran tangentes, los értices
de todos los dngulos cirennseritos asi- formados por los diversos
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pares de fangentes, estardn sifuados en una m{;vm-_rf. reeta LL! gue
pasara por el punto conyugado del primero , y sera pevpendiewlyy
a la recta OP tirada desde el ceniro al punto dado.

El primer caso de esta reciproca se demuestra [icilmente por
medio del principio sobre las veciproecas (n.” 21.), y del segundy
caso de la proposicion divecta ; — y vice-versa.

N."35. De los polos y de las polares en el eirculo. — Esas
dos euriosas propiedades de los puntos conyugados Py Q, han
hecho llamdr polo al punto P, y polar & la recta LL/.

Asi pues, dado un pole, facilmente se puede determinar sy
polar; — y reciprocamente (n.” 51, Apénd.).

Trorema VIL (Fig. 220

N.* 54, Toda cuerda EF lirada en una circunferencic por un
punto P, esta dividida avmionieamente por dicho punlo y por sy
polar L1,

En efector, los puntos P y O son conyugados, y dan la pro-

percipa (n.” 31.) PA : AQ : : BP : BOQ;

luego, juntando los puntos P, A; Q, B, con un punto cnalquiera
N de la circunferencia, resulta un haz armonico en el cual qued:
dividida arménicamente (n.* 27, Apénd.) la transversal EF que
pasa por uno de los puntos P.

Teonena VI (Fig. 221.)

N.” 35. La polar del vértice P deun dngulo cualguiera APR
[respecto de un circulo dado], es la vecta que junta fos polos de
Sus dos lados. :

En efecto, si por el punto M, en que el lade PA encuentra a
la eircunferencia reguladora, se tira una tangente hasta encon-
trar en G con la perpendicular OG bajada al lado desde el punio
0, el punto G pertenece a la polar del punto P (n." 32, recip.).—
Por la misma razon. el punto K en que la tangente tivada por M’
correspondiente al segundo lado PB, encuentra a la perpendicu-
Jar OK bajada 4 este lado desde el punto O, pertenece a la polar
del punto P. — Luego GK es esa misma polar. .

Advert. Deaqui se infiere que el punto Q en que la recta GK
encuentra i la.recta OP prolongada, es el punto conyugado del
punte P,

Corovrsrio.  Si dos poligonos cualesquiera ABCD, EFGK (figu-
ra 222), son lales que los vérlices B, ¥, G, K, del sequndo , son
los polos respectivos de los lados AB, BC, CD, DA, del primero
[respeeto de un cireulo dadol, reciprocamente las vértices de este
serdn los polas respeetivos de los lados de aquel,
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En cfecto, siendo B el polo de AB, y I el polo de BC, re-

sulti que EF es la polar del vértice del angulo ABC; 6 lo que

¢s 1o mismo, B es el polo de EF. —De la misma nianera se de-

mostraria que ¢l punto G es el polo de FG. — Y asi sucesiva-
mente.

Escorto.  Esta tltima propiedad hace dar 4 los dos poligonos
ABCD, EFGH, el nombre de polares reciprocos, en alencion a
que cada vértice del uno es polo de un lado del otre; y recipro-
camente.

Troruya [X. (Fig. 223.)

N A6, En todo ewndrilitere ABCD, inserito al cireulo, el
punio de concurse 1 de lus diagonales AC, BB, 4 los puntos de
sonensn de dos lados opuestos, AB y €D, AD 'y BC, lomados de
dos en dos, forman wn trigngulo ¥PQ que fiene cada vértice por
polo del Lado opuesto. .

En electo, las reetas PO, PA, PI, PC, forman un haz armo-
fnico (2" 29, Apénd.y; luego las vectas AD, BG, estan divididas
armonicamente ; a primera en los puntos Q, E, y la segunda en
los puntos Q, F. — De aqui vesulla que los puntos E, F, perte-
necen a la polar del punto Q, y que por consiguiente esta polar
eg la misma veeta PL

Del mismo mode se probaria que QI es la polar del punto P.

Respeeto del tereer lado PQ, debe observarse que s polo .
debe 4 la vez hallarse situado en la polar del punto Py en fa del
punto Q; luego sera el punfo I (n." 34, Apend.).

Las transversales consideradas en el eirculo tienen otras mu-
chas propiedades ; pero nos: contentaremos con citar las si-
suientes: . )

1. En todo exdgono inserito 'al eiveulo , los punlos de inter-
seecion de los lados opuestos, tomados de dos en dos, se encuen-
tram fodos en linea recla.

2.7 En todo exdgono inserito @ wun eirculo, las diagonales
tiradas por los vértices opuestos, tomados de dos en dos, concur-
TeN e Wi mismo punlo.

Bstos teoremas dan lngar a4 varias consecuencias sobre los
cuadrilateros v los pentigonos inseritos y cireunseritos ().

_{')‘_ Véase la segunda edicion francesa de esta obra, pag. 214 y
siguientes; y los Anales de Matematicas en varios punlos, principal-
mente ¢n el't. XIV, p. 30 y siguientes: véase tambien la Correspon—
dencin sobre la Escuela Poliléenien.
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SEGUNDA SECCION.

§ L. Cousideraciones generales sobre las curvas.

De las tangentes y de las normales d las curvas.—Curvas poli-
res reciprocas.

N." 37. Estendiendo & las curvas en general lo que hemos di-
cho del circulo comparado con los poligonos regulares (n.” 245.),
definiremos una curva cualquiera, diciendo que es un poligono,
6 mejor, una linea quebrada de infinito nimero de lados infiniln-
mente pequeros; — cada uno de los cuales se llama elemento (¢
la curva,

Admitida esta definicion, podemos decir que la tangente en
un punto dado, es la prolongacion indefinida en ambos sentidos,
del elemento que en aquel mismo punto constituye la curva; cuya
nueva definicion de la tangente concuerda con la que dimos en el
n.” 110; porque al decir que la tangente es una secante cuyos
dos puntos de interseccion con la curya se reducen @ uno solo.
se significa que la cuerda que los junta llega a ser infinitaments
pequena, y i confundirse por consiguiente con el elemento de la
cwrva. La definicion que dimos en el n.” 102, de la tangente al
circulo, solo puede evidentemente admitirse cuando se trate ¢
curvas comveras, es decir, de curvas que no pueden encontrar a
una recta (n.° 36.) mas que en dos puntos ; mientras de la nueva
definicion se infiere que una linea tangente en un punto, puede
a la vez ser secante en otros varios.— Pronto veremos ademas
que una misma recta puede tocar y cortar en un mismo punto a
una curva.

Llamaremos de aqui en adelante normal 4 una curva, la rec-
ta tirada por el punto de contacto, perpendicularmente @ la fan-
genle,

N.”38. La consideracion de los elementos de las curvas es de
la mayor importancia en la teoria de estas lineas; porque, con-
siderandolas como verdaderos poligonos, podemos por induccion
ad{zytar la consecuencia, de que tode propiedad general demos-
trade respecto de una linea quebrada, independientemente. del
numero , magnitud y miituas inclinaciones de los lados, queda
tambien demostrada respecto de la linea curva, que puede consi-
derarse como limite de la otra (n.° 244.).
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Asi es, por ejemplo, como inferimos, que_ siendo cie{m la
proposicion demostrada sobre las polares reciprocas (n.” 35.,
corol., Apénd.), cualquiera que sea el nimero (le'las Jados de
dos poligbnos, lo es tambien cuande llega i ser infinifo dicho
nimero de lados; de cuya observacion nace el notahle teorema
signiente : 5

Si dos curvas trasadas en un mismo plano son lales que cada
puiilo de la unaes el polo de un elemento (6 de una tangente) de
ln ofra [respecto de un circulo dade], reciprocamente, cada pun-
to de la segunda es el polo de un elemento de la primera; y Jas
dos curvas se [laman PoLARES RECIPROCAS. ;

De donde resulta necesariamente que — Bl nimero de inler-
secetones de una de las curvas con una reela r_:u.n.lguinra es igual
al mimero de las tangenles que se pueden tivar @ la ofra cirva,
por el polo de aguella recla.

Del circulo osculador y del vadio de curvalura.

N."59. Por un punto M dado en una curva AB (fig, 224),
siempre se pueden hacer pasar una infinidad de circulos que ten-
gan en aquel punto por tangente comun i la tangente ST de la
misma curva; de donde resulta que los circulos son' tambien tan-
gentes'a la eurva, porque tienen con ella un elemento ‘comun.
Ahora bien, es claro que entre aquellos hay uno que se aproxi-
Ina mas que todos los otros a la curva en las cércanias del punto
M de contacto, es decir, que tiende 4 confundirse sencillamente
con ella, mas que todos los otros, en la estension de un arco
pequeno tomado & uno y otro lado del punto dicho.—Ese circu-
lo unico se llama cincuro oscuLavor de la curva en el punto M;
xla consideracion de los elementos nos suministra el medio
de dar de él una definicion mas exacta v enteramente Zeome-
trica. :

Para esto, recordemos que se necesitan tres puntos [no cole-
cados en linea recta] para determinar una circunferencia de cir-
culo (n." 127.); de donde resulla que la circunferencia que se
aproxime mas que todas las otras 4 la curva, en las cercanias del
punto M, serd la que tenga con ella, a uno y otro lado de di-
cho punto é infinitamente cerca de él, otros dos puntos comu-
Nes, es decir finalmente, la que tenga con la curva dos elemen-
:ﬂshrl:onsemu,ivns comumes, uno @ un lado y ofro a otro del pun-
0 0.

Esto supuesto, el cirenlo osenlador de un punto M (fig. 225)
S¢ toustruye del mode siguiente:—Suponiendo la curva descom-
Puesta en elementos, sean LM, MN, los dos elementos consecu-
Uivos que dehen pertenecer al eirculo buscado ;— por sus puntos
medios, ¢, f, levdntese las respectivas normales, que iran i en-

19
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contrarse (,° 50.) en un punto O, centro del civculo esculador,
cayos radios seran OL, OM, ON, 0 bien Oe, Qf, que no difieren
sensiblemente de los otrvos.

N.” 40.. El circulo eseulador, cuya construccion general aca-
bamos de dar, goza de varias propiedades tan importantes como
curiosas: examinaremos las prinecipales.

Prolonguense ante todo los elementos LM, MN; y resultaran
dos tangentes consecutivas L'T, MU, que formaran entre siun
angnlo nfintlamente pequeio que se llama angulo de contingen-
cin. —Ahora bien, es claro que cuanto mayor sea este angulo,
tanto mas se aparta la curva en el punto M de la tangente LM;
¥ por consiguiente, tanlo mas curva es.—El angulo de contin-
gencia sirve por consiguiente para apreciar lo que se llama la
cwrvaiura de una curva en un punto dado, y por eso suele tam-
bien Hamarse dngulo de curvalura,

Ademas, siendo el angulo TMU evidentemente-ignal al angu-
lo eOf, porque tienen ambos por suplemento al angulo LMN (ni-
mero 70.), se deduce de agqm otro medio de apreciar el grado de
curvatura e una curva dada, mas comodo que el primero, por-
que reduce su valnacion @& la de la curvatura del circulo osculas
dor, que es tanto mas considerable [en nn punto dado de la cur-
va] (véase el n.” 262.), cuanto menor es el radio del circulo, pues
el radio disminuye evidentemente 4 medida que aumenta. el dn-
gulo de contingencia, y viee-versa.

De aqui procede que el eirculo osculador suele tambien Ila-
miarse ¢irewlo de eurvalura, su cenfro O. centro de enrmatura, y
su radio x¥adio de curvatura.,

N.” 41. Supongamos ahora que en todos los puntos de la cur-
va AMB (fig. 226), se ha efectuado la eonstruccion arriba dada
para el punto M: resultara otra curva POQ, que sera el lugar
geamétrico de los centros de cwrvalura de la curva AB.—De mo-
do que si haciendo centro de cada uno de los puntos [0] de la
linea PO, se deseribiese con el radio. correspondiente de curva-
tura Oe, un aveo de circulo sumamente pequeno [eM/T, la curya
entera AB podria considerarse como compuesta de todos esos
arcos elementales.—Esta descripeion puede ejecutarse muy sen-
cillamente por un medio enteramente meednico, es decir, por un
movimientn continuo.

Para esto, admitambs que se baya estendido alo largo de la
curva PQ, supuesta solida, un hilo flexible que se apoya exacta:
mente en toda la estension de su contorno, sebrando solo, enel
punto P, una longitud PA igual al radio de curvatura del punto
A. Es claro que si, en esfa hipotesis, se van separando sucesi-
vamente los diversos elementos del hilo PQ [ empezando en el
punto P, de los elementos a quienes cubrian respectivamente el
la curya solida PQ, permaneciendo siempre tendido el hilo ress
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tanite, el estremo A ira deseribiendo sucesivamente los diversos
alementos de la curva AB.

La curya PQ e llama, por esta propiedad, la evolufe de la
curva AB; y reciprocamente esta se llama la epolvente de aqite-
[la. La evoluta de un circulo se reduce & un punto nico, que es
su centro; v la evoluta de una curva cualgniera es respecto de
ella lo queé el centro es respecto del circulo. La evoluta viene a
ger én cierto modo un ceniro variable correspondiente a un radio
variable que es el del circulo osculador; y la evolvente puede
considerarse deserita de una manera analoga al eireulo, por me-
dio de ese centro y de ese radio que varian de continuo.

Asi como un eireulp no tiené mas que un centro, y sin eim-
bargo un punto puede ser centro de muchos cireulos, asi tambien
una evolvente no puede tener fnas que wina sola evoluta, mien-
tras que una misma evoluta puede pertenecer a una infinidad de
evolventes. Porque es claro que st empezando desde ¢l punto A,
tomamos en el hilo APQ, a uno y otro lado del punte A, una
langitud cualquiera AA’, el mismo movimiento que ha heeho
al punto A describir la curva AB, bastara para que el punto
A’ eéngendre ofra curva equidistante de la primera, y paralela a
esta.

Observaremos finalmente que todos los radios de curvatina
son langentes a la evoluta, porque son sus elemeéntos [prolonga-
dos], y ademas son normales a los élemenlos de la gvolvente.

De la converidad y concavidad de las curvas. — Punlos sin-
gulares.

N."42. Vamos ahora a'dar las nociones mas claras que poda-
mos sobre las diversas formas que puede tener una eurva trazada
eén un plano. ;

En la parte especulitiva de la Geometria y en las Matemati-
cas sublimes, ocirre muchas veees considerar dos clases prineipa-
les de curvas: unas reentrantes y ceiradas ABCD, A/B'CDVE (fi-
qura 227), como ¢l cireulo; otras que se estienden ‘indefinida-
mente en ambos sentidos, como’la linea reeta: tales son las cur-
vas MNP y MINPIOQ'R/S! (fig. 228).—Algunas veces tanibien suelen
estar compuestas de diversas partes. cerradas wnas, é indefinidas
ofras, .

Pero rara vez sucede que una entva, considerada como lugar
geométrico , se defenga Bruscamente en un punto sin pasar ade-
lante de nrio W otro modo.

Ademéas, éadatma de las dos clases de curvas reécien defini-
das, se subdivide en dos especies: unas, como la ABED (figu-
Tw227) v la MNP (fig. 2287, se Naman' lineas converas; otras,
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como las A'B/CIVE'F! (fig. 227) y M'N'P'Q'R/ (fig. 228}, lienen
sinuosidades.

Para distinguir estas dos especies, obsérvese que, a imita-
cion de la linea recta, toda linea curva divide en dos regiones (v
mero 11.) al plano en que esta frazada: '

Si la curva es reentrante y cerrada (fig. 227), una de las re-
giones, llamada inlerior, es un espacio limilado; mientras la otra
region es indefinida.—En el easo de la fig. 228, son indefinidag
ambas regiones,

Esto supuesto, el caracter verdaderamente esencial de ung
curva convexa [ademas de los que resultan de su comparacion (ni-
mero 36.) con los poligones convexos (n.” 37, Apénd.)], consisle
en que sus eentros de curvatura estan todos situados en la mismn
region; —y entonces se dice que la curva yuelve su concavide
hacia los puntos de esta region, y sn convemidad hacia los puntos
de la ofra.

Cuando por el eontrario la curva tiene sinuosidades, unas de
sus partes tienen sus ceniros de curvatura situados en una re-
gion, y otras los tienen en la opuesta, Asi, en la fig. 227, la par-
te F'A/B'(I) tienen sus centros de curvatura situados en la re-
gion interior, y la parte IVE/F’ en la region ésterior.

N.”43. Todo punto F!, comun a dos partes cuyos centros de
curvatura eorresponden & dos regiones diferentes, se llama pun-
to de inflexion. — Al pasar por él, la curva que era convexa res-
pecto de una region, se hace concava respecto de la misma, y
wice-versi.

Otro caracter distintivo del punto de inflewion, €s que se con-
funden en él las direcciones de dos elementos consecutivos de la
curva; de modo que la tangente puede alli considerarse como una
secante cuyos (res punlos de inlerseccion con la curve se reunen
en. uno solo. '

Se ve tambien (fig. 227%) que en dicho punto, A, la tangente
PQ corla a la curva al mismo tiempo.que la toea, segun anun-
ciamos en el n.” 57. En fin, la tangente en aquel punto es tal, que
las dos partes de la curva se hallan situadas en region distinta
I'EB[‘)t‘cIO de ella.

N.” 44, Puede suceder que la curva pase muchas veces por
un mismo punto A, 6 B, 6 € (fig. 229); y entonces el punto se
llama maltiplo: su cardcter prineipal es que en €l hay tantas tan-
gentes como ramas de eurva; pudiendo suceder sin embargo que
se confundan dos 6 mas tangentes.—Lo mismo sucede respecto
delos centros de curyvatura del mismo punto.

Algunas veces la curva vuelve atras repentinamente despues
de haber llegado 4 un punto eualquiera A (fig. 250), que enton-
ces se lama punto de retroceso. '

Los dos arcos de curva que se reunen en un punto de re-
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froceso, siempre tienen alli ‘comun la tangente; y esto le distin-
gie del punto maltiple, en el cual las tangentes solo se confun-
den accidentalmente.

Se distinguen dos especies de puntos de retroceso, segun se

hallan situados a distinto lado 6 a uno misimo respecto de la tan-
gente los dos arcos de curva AB y AC, 0 AB y AD (*).
* Los puntos mulliplos, los de inflexion, y los de refroceso,
sielen llamarse en general puntos singulares.— Y son en las
curvas puntos naturales de division de las diversas partes que las
componen.

N.” 45. En fin, euando una rama de curva, tal ecomo ABC
(fig. 251), se estiende indefinidamente , acercandose sin cesar y
cuanto se quiere i una recta TS situada en su plano, sin encon-
trarla jamas, la recta se llama asimptota de la curva; y la curva
eg tambien asimplota de la recta.—Es importantisima la consi-
deraecion de las asimptotas en las curvas que fienen una 6 mas
ramas indefinidaménte prolongadas.

N.°46. Dos curvas, 6 des arces de curva, (ue tiemen co-
mun un punto, se llaman fangentes si tienen un elemento comun,
y por consiguiente una tangente comun; en cualquier otro caso
son simplemente secantes, aun cnando ¢l punto comun fuera el
estremo comun de dos arcos de curva.—bDos curvas pueden cor-
tarse y tocarse a la vez en un niumero cualquiera de puntos.

N.”47. Debemos ahora decir algunas palabras sobre lo que
s¢ llama ley de conlinuidad en las curvas.

Para que una eurva sea continua entre dos de sus puntos, es
necesario que las direcciones de su tangente y de su normal va-
rien por grados insensibles , lo mismo que los valores de su radio
de curvatura; de modo que entre dos elementos consecutivos,
sea completamente inapreeiable el dngule de contingencia.(nime-
r0 40, Apénd.), ypor consiguiente la diferencia de los dos ra-
dios de curvatura correspondientes.—Cuando faltan estas condi-
ciones, es disconlinua la curva, y debe considerarse como un
conjunto de curvas diferentes.

Las artes, y en particular la arquitectura, usan numerosas
aplicaciones de curvas diseontinuas. Sirvan de ejemplo el floron
(fig. 232).y la gjiva ( fig. 253), compuestas de arcos de circulo
que se‘cortan; el talon (fig. 254) y la eseocia (fig. 235), compues-
1as de arcos de circnlo tangentes, y en general los perfiles de to-

('] Mr. Franceenr ha propuesto las denominaciones de ecratoide y
de ramfoide para cavacierizar las dos especies: el primer nombre
significa semejante & un cuerno, y el segundad semejante 'a wn pico

de pdjaro.
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das las moldwras. — Tambien citaremos los ovalos, compuesios
de cuatro arcos de circulo tangentes de dos en-dos, BA, AC, (D),
DB (fig. 236), y que suelen Hamarse asas de cesla.

Es claro que todas estas curvas son disconlinugs, porque
siendo los radios de curvatura ( fig. 256) los mismos radios de
los arcos AB, BD, DC, €A, gue componen la curva, resulta
gue la curvatura es conslante en toda Lt estension de cada uno
de los arcos, y vavia de repente en los puntos de enlace, A, B,
D, .C.

Terminara estas consideraciones una proposicion general so-
bre las lineas convexas envueltas por otras lineas.

Tronema. (Fig. 257 y 238.)

N.° 48, Una linea convexa cerrada ABCDA , quebrada, eur-
va, 6 mista, es menor que une linea cualquiera PQRSTP (con-
vexa O concava) que la envuelve por todas partes.

Consideremos primero el caso en que la linea envuelta es un
poligono ( fig. 2537), y prolonguemos todes sus lados AB, BC, €D,
DA, en el mismo sentido (n.” 87 , nofa), hasta enconlrar en a,
b, ¢; d. con la linea envolvente.

Esto supuesto, en virtud de la definicion de la linea recta,
tendremos esta série de desigualdades

AB -+ Ba < Ad = dP -0+ Qa ,
BC 4= Cb< Ba—+-aR R,
CD 4-De< Cb 408 4-S¢
DA 4 Ad< De—~-eT T4,

0, sm'ua-lu!u miembro a miembro, y simplificando,
AB-BC4+CD DA< PO-+-ORF-RS +ST TP,
0 simplemente ABCDA < PORSTP.

Si la linea envuelta es una linea enrva [0 mista] ABCD (figu-
ra 258), los lados del poligono que acaliamos de considerar se
hallaran reemplazados L:n todo ¢ en parte] por los elementos de
una curva; y, suponiendo todos los elementos pru]ongado_s en un
mismo sentido segun sus respectivas tangentes, serd aplicahle a
la nueva hipétesis la precedente demostracion. Luego la propo-
sicion es verdadera siempre que es convexa la linea envuelta.

Puede ademds demostrarse directamente la proposicion res-
pecto de las curvas . de la manera siguiente :
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Tirese por un punte cualquiera A (fig. 258) de la curva en-
vuelta, la tangente MAN.—Tendremos desde luego

MN-<MPON (n.” 5.);
de donde MNRSTM <MPONRSTM.

Por el punto M, firese tambien la tangente MCS; y se tendra
la nueva desigualdad

MS <MTS, ,
de donde MNRSM < MNRSTM.

Continuando asi tirando tangentes & la curva ABCD, se ob-
tiene tna série de lineas siempre envolventes respecto de CBCD,
pero envueltas por las precedentes, cuyas lineas [ mistas] van
siendo mas y mas pequefias a medida que se aproxima su con-
torno & la linea ABCD; luego esta, que es su limite, es mas pe-
queiia que todas ellas, y por consiguienle, con mayor razon,
menor que la curva PORSTE.

Escouto 1. Las diversas: proposiciones demostradas en los
numeros 243, 262,..., solo son casos particulares de la proposi-
cion precedente. )

Escorio 2.° Es hien clare que .esla proposicion es tambien
aplicahle al caso en que la linea envuelta ABCD y la linea envol-
vente AECD (fig. 239) tienen una parte comun ADC, 0 puntos
comunes, con tal que la parte envuelta ABC sea convexa y vuel-
va su convexidad haeia la linea envolvente (n." 42, Apénd.)

§ 1. De algunas de las curvas mas sencillas. — Ehpse , hipér-
bola , pardbola. — Construccion de sus langentes y de sus
normales.

Nos proponemos en este parrafo dar a conocer algunas de las
curvas mas sencillas entre las que pueden describirse facilmente,
ya.por ]iunLns. ya por movimiento continuo (como el circulo),
por medio de la regla y del compds: :

De v Bupese. (Fig. 240.)

NS 49, Se lama ewpse ung curve plena, lol que la suma
de las distancias de cada uno de sus puntos, M, o dos punios
fiios, E, B!, es constante é igual d wna linea dadg 2a [mayor ne-
cesariamente que la distancia FF' de los dos puntos fijos].

La elipse asi definida comprende al ¢ivoulo como caso particu-
lary porque basta: suponer que los dos puntos ' F’, se confun-
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den en une sole, lo cual di FM—+4FM=2FM —2«; de donde
FM = a.

Resulta de esta definicion, (que sien la recta indefinida XY,
que junta los puntos F, F’, se toman desde el punto O medio de
FE7, dos distancias OA, OB, iguales 4 a [que daran FA — F/B],
los dos puntos A , B, asi determinados, perteneceran a la curva.

En efecto, tendremos en virtud de la construccion,

FA+FA=FA+FF +FB=0A+0B—2q,
F'B4+FB=FB~+FF-4+FA==0B+40A =2

Ademas, si desde los puntos F, F/, como eentros, con el mis-
mo radio « [mayor que OF, OF], se deseriben: areos de circuly
ue se corten en dos puntos €, D, sitnados en la perpendicular
ZU , levantada sobre el punto 0, dichos dos nuevos puntos per-
teneceran i la curva.

Porque tendremos

FC4-F'C =%a, FD4-FD =2q.

Para obtener otros puntos de la curva, sefialemos en AB un
punto cualquiera I [situado entre los puntos 0 y F'); y haciendo
centros respectivamenite en los puntos F, F/, con los radios res-
peetivos Al, IB, trdecense arcos de ‘circulo que'se corten en dos
puntos M, M/; los cuales pertenecerdn a'la curva;—perque ten-
dremos

FM - F'M = AT 4-IB —24.

Advert. Mientras el punto T esta situado entre O y ¥/, re-
sulta

ATI—IB, 6 FM—F'M<FF/;

y como ya tenemos FM 4+ ¥/M, 6 24> FF’, resulla que los
arcos descritos se cortan necesariamente (n,’ 143.),

Los puntos N, N', simétricos (n." 4, Apénd.) de los puntos
M, M, respecto de 20, pueden describirse, eon los mismos ra-
dios Al, IB (véase el n.” 167.).

Podremos pues de este modo obtener cuantos puntos quera-
mos de la curva buscada ; y uniéndolos todos poer una linea con-
linua, tendremos la elipse pedida,

N.“'50. Descripeion por movimiento continuo : — Despues
de fijar en los puntos F, ¥/, los dos estremos de un hilo tan lar-
go como 2a, ativintese el hilo por medio de una punta que pue-
da senalar; muévase esta punta al rededor de F, ¥/, conservando
el hilo siempre lirante, y pasando sucesivamente por los puntos
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A, B, de la recta XY ; con cuyo movimiento quedara descrita la
curva pedida.

N.* 51. Definiciones. —En la elipse, las dos rectas XY, ZU,
son evidentemente dos ejes de simetria (n.° 4., Apénd.); por
¢uya razon se llaman ejes de la curva las dos rectas AB, CD.—
La mayor, AB, se llama eje mayor, yla otra, CD, se llama eje
menanr.

El punte O, que es un centro de simetria, se llama centro de
la eurva.: :

Los puntos F, F', que han servido para la desoripcion de la
curva, se llaman foeos; y las distancias EM, F/M, FN, F'N, se
Haman radios vectores de la enrva.

Trorewa. (Fig. 241.)

NS 52, Eu loda elipse , el dnguto formado por wno de los ra-
divs vectores, B'M, tivado por un punto cualquiera M de la curva,
y_la prolongacion MK del otro vadio vector, FM, queda divi-
dido en dos partes iguales por la tangente SM'T tirade en el mis-
o punto.

Antes de demosirar esta proposicion, debemos observar
que despues de trazada la curva, tememos respecto de cual-
(quier punto esterior P (fig. 240), FP--F'P> 2, y por el con-
travio, respecto de cualquier punto P! inferior a la curva,
FIY - 1P < 2a.

En efecto, en el primer caso, juntando el punto F con el
punto M en que F/P encuentra & la curva, tendremos (n.°'38,)

FP 4 PF' > FM 4 ME’;

pero FM 4 MF' = 9q;
luego FP+F/P> 2.

En el segundo, prolongando la linea FP’ hasta m, y tivando
lamF’, tendremos

FP P F' < Fi+ mF’,
luego FP'+ P'F' < 2.

Esto supuesto, consideremos un punto cualquiera M (figu-
ra 241) de la curva. Tirense los radios vectores FM, F/M, ¥ pro-
longuese FM hasta K ; dividase despues el angulo F/MK en dos
partes iguales : digo que la bisectriz SMT es tangente 4 Ia curva:
¥ la demostracion se reduce 4 probar que todo punto N de la rec-
ta, eseepto ¢l punto M, esta situado fuera de la curva.
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Si tomamos pues en MK la linea MG =MF', y tiramos las
rectas F'G, NG, NF/NF, resulta F/I=1G n." 61.), y NE/ = NG
(% 40.). Pk

Tenemos ademis

PN NGS R,

0 FN4+NE'SFM+FM:
pero FM -+ F'M=2¢;
luego NF + NF' > 2a.

Asi pues, el punto N esta situaido fuera de la curva.
Pudiéndose aplicar el mismo razonamiento a eualquier olro
punto de la recta SMT, resulla que es tangente esta linea ;
L.C.D.D.

Advert. Llamaremos eirculp direcfor & un circulo descrito
desde el punto F 6 F’ con el radio 2a:—Todo punto M de la cur-
va dista lo mismo del segundo foco, ¥’ 0 ¥, que de la circunfe-
rencia directris. lo' s

N."55. Escouo 1.° Esta propiedad de la tangente suminis-
ira un medio sencillo de — Tirar unda tangenie @ la elipse, —
1.—por un punio M dado en la ewrva,—2."—por un punto N
dado fuera dela curva. _ : ;

Priven caso. (Fig, 241.) Tirese el radio FMG del eirculo di-
rector; juntese M con F'; tirese la_ bisectriz del angulo F'MK ;—
Yy se tendva la tangente pedida. : ]

Secunpo csso. (Fig. 241*.)—1."—Haciendo centro en N, con
un radio igual a NF', describase un arco de circulo que cortara
a la circunferencia directriz en dos puntos &, G/; —2." —jinte-
se el punto F con los puntos G, G': las rectas FG, I‘(‘i', encon-
traran i la curva en dos puntes M, M/;—5."— en fin, lirense
MN, NM';—y se tendran las dos tangentes que se pueden tirar
desde el punto dado.

Advert. Mientras sea eslerior a la curva el punto N, se cor-
taran las dos circunferencias trazadas con los radios NF' y 2¢;
porque ademas de ser el punto F! inferior a la circunferencia di-
rvectriz, si se tira FN y-se prolonga hasta encontrar en L con la
circunferencie NF , como tenemos FN + NF' > 2a, tendremos
tambien FN 4+ NL > 2a, 6 FL > 2a; luego el punto L es esterior
a la cireunferencia divectriz. Luego (n.” 136.) se cortan las dos
circunfereneias; y el problema admite dos soluciones.

N.° 54. Escouo 2. — En las construceiones precedentes,
hemos observado que la vecta F/G (fig. 241 y 241%) queda divi-
dida en dos partes ignales por la tangente ST; es decir, que
F/I = 1G. En virtud de esta observacion, si juntames el punto
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0 ¢con el punto 1, formaremos dos triangulos semejantes I'FG,
FI01, porque F'F =20, y T'G =2F1. — Ahora bien, te-
HEOs
FG=FM + MF' = 2¢;

luego Ol=—— = a;

lo eual prueha gue

Lu cireunferencia. desevita sobre AB=2a come digmelro, es
el tugar de los pies de las perpendiculares bujadas desde el foco
F! a las tangentes.,

Adpert.  El punto, I goza de la misma propiedad, cenio faeil-

mente puede demostrarse, g

Por temor de estendernos demasiado, omitimos agni la espo-
sicion de ofras muchisimas propiedades que podriames demos-
trar, fundandones solo en los principios de la Geometrvia ele-
mental.

D v Hipsneora. (Fig. 242.)

N.' 55,  La mpsrsorna es ana cunva, plana, tal que la diferen-
cia de las distancias de cada uno de sus puntos, M, @ dos pun-
{08 fijos, F. ¥, es constante, ¢ igual d une linew dade 2a.—
[Aqui es evidente que para la existencia de la curva, es necesa-
via la condicion 2¢ < FFL]

Dé la relacion FM—FM=2«,
se saca FM ="M+ 2u;

por congiguiente, F'M puede tener valores tan grandes como se
(uieran, resultando siempre un valor correspondiente para FM.—
Luego la curva se estiende indefinidamente.

Sien la récta indefinida XY que junta las puntos F, T/, se
toman, contando desde ¢l punto O medio de la recta FF/, dos
distancias 08 = OB = a, los puntos A y B perteneceran  la
curva,

Porque tendremos

F'A—FA =F'B+AB—FA — AB=241,

i B — 1'B= FA + AB—1/B=AB = 2.
Pava:obtener otros puntos de la curva, basta deseribir hacien-
da centro en el punto F’, con un radio cualquiera F'M [mayor

sin embargo que F'B], un arco de civeulo ; v haciendo centra en
F, con el radio FM+2a, otro arco de circulo; estos dos arcos
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se corlan en dos pnntos M, M, [simelricos respecto de XY], fue
pertenecen a la curva.

Cambiando los radios F/M, FM (séase el n.° 167.), se pueden
obtener otros dos puntos M/, M/, sinfétricos de los puntes M,
M, respecto de la perpendicular 71U levantada en el punto O so-
bre la recta XY. De donde se infiere que la curva consta de dos
ramas distintas MBM/, M'AM/, iguales y opuestas, que se es-
tienden indefinidamente a la derecha y a la izquierda de la recta
ZU, por encima y por debajo de la recta XY,

Las rectas XY, ZU, se llaman tambien aqui ejes de simelvig,
y el punto O centro de simetria.—Lo que distingue los ejes de Iy
elipse de los de la hipérbola, es que en la primera los dos en-
cuentran a la curva en cuatro puntos, y en la segunda solo la
encuentra uno de ellos. Por eso el primero, XY, 6 ‘mas bien sy
parte AB, se llama eje (ransverso, 6 primer eje de la hipérbola; y
el otro, gje no transverso, 6 sequndo eje.

Los puntos ', ¥/, se llaman focos de la carva;y las lineas
FM, F/M, radios vectores.

Tambien puede describirse la hipérbola por medio de un mo-
vimiento conlinuo , usando un hilo y una regle que se haee givar
sobre uno' de los focos; pero no podemos entrar én mas porme-
nores sobre esta deseripeion.

Seria facil probar:

1.° Que lodo punto P interior a la curva, da

FP — F'P > 2a;

2" Que lodo punte P’ esterior a la eurva, da por el con-

trario EPr — F'P < 2u.

En fin, aqui, lo mismo que en la elipse, se lama circulo di-
reclor cualquiera de los descritos con un radio jgual & 2a, ha-
cienda eenlro en F 6 en F/.

Esto supuesto, la tangente a la hipérbola Liene una propiedad
analoga a la de la elipse.

Trosems. (Fig, 242.)

N." 56. La langenle d la hipérbola en un punto. cualjuie-
ra M, divide en dos partes‘iguales el dngulo formado por los dus
radios vectores FM, F'M.

En efecto, dividamos el angulo FME! en ‘dos partes iguales;
digo que la bisectriz SMT es tal, que cualquiera de sus puntos
N, distinto del punto M, esta situado fuera de la curva. :
Para demostrarlo, tomese en MF la-parte MG=MI", y liren-
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se las rectas F'G, NF', NF, NG. En virtud de la construccion,
g tiene F'T = IG (n:° 61.), NF!' = NG, MF/ = MG (n.” 400} ; de
donde MF — MG = 2a¢. — Ademas, el triingulo NFG da (nime-
ro 8.1 NF — NG < FG, y por consiguiente

NF — NF7 € 2a;

luego el punto N esta situado fuera de la eurva.— Luego, etc.

Escorio 1.°  De aqui vesulta el medio de — Tirvar una tan-
gente,—1." —npaorun punto M dado en la curva; —2.° — por un
punto N dado fuera de'la cwrva.

Priven caso. (Fig. 242).  Tivese la bisectriz del angulo FMFV:

y se tendra la tangente pedida.
" Sgcexpo caso. (Fig. 2424,  Haciendo centro en el punto N,
con el radio NF', deseribase wn arco de eciveulo que corte en dos
puntos, G, G/, a la circunferencia direptriz descrita desde el fo-
co T [con el radio 2a]; firense las rectas FG, FG/, y prolin-
guense hasta encontrar a la curva en M, m, y tirense las rectas
NM, Nin: —y ge tendrin las dos tangentes que desde el punto
N se pueden tirar a la eurva.

Advert. El problema es posible mientras el punto N esta si-
tuado en la parte de la convevidad de la curva, lo cual puede
probarse facilmente, como rvespecto de la elipse, haciendo ver
(ue el circulo NF/ tiene un punto esterior y ofro interior a la
eircunferencia 2a.

Escorio 2.”  Respecto de las normales 4 la elipse y 4 la hipér-
hola, como no son mas que unas perpendiculares  las tangentes,
tiradas por los puntos de eontacto, sera facil obseryar que

1.° En la elipse, la normal es la biseclris del dngulo de los
dos radios wvectores; — u la tangente la biseciviz de su adya-
cente, :

2" En la hipérbola, la tangeite es la biseclriz del dngulo
de los radios vectores ; — y la normal la biseetris de su adya-
vente.

Escorio 5.° En fin, en la hipérbola como en la eﬁl;mc, la cir-
cunferenciadeserita sobre el eje transverso AB tomado por did-
metro, es el lugar de los pies de las perpendiculares tivadas des-
de los focos d Jas tangentes.

De LA Parasoua: (Fig. 243.)

N 57, L panrisous es una cwrva lal que cada punto suyo
dista. lo mismo de un punto fijo ¥, lamado roco, que de une rec-
fe L, llamada mrectRiz,

. Desde el punto'dadoe F bijese 4 la directriz LL! una perpen-
dicular XY, y tomese FA igual 4 la mitad de la distancia FD: el




302 APENDICE.—SREGCION 1T.—§ 1I.
punto A pertenecera a la curva; porgue, en virtud de esta cons:
truccion, el punto A dista lo mismo del punto F que de la dipee-
triz LL'. _ :

Para obtener otros puntos, témese en XY un punto cualquie-
ra P, ylevantese la perpendicular indefinida PK; despues hacien-
do centro en F, con un radio igual & PD, describase una circun-
ferencia que corte a la recta PK, en dos puntos M, M/; que per-
teneceran a la curva,

Tenemos en efecto FM=PD=MG;

tuego el punto M dista 1o mismo del punto ¥ que de'la recta 11,
Como el punto P puede tomarse en coalquier sitio de la rec-
ta XY [escepto sin embargo en la distancia DA, resulta que la
eurva se estiende indefinidamente por la parte de T, tanto por
encima como por debajo de XY, qque la divide simétricamente.
Siendo Ia vecta XY el inico eje de: simetria ‘de la eurva, sp
Hama eje dela parabola, y el punto A su vériice.

Trorexa. (Fig: 245.)

N."58.  La tangente ST i la paribala divide én das partes
iguales el dngulo formado por el radio vector FM y una pavalela
al eje tivada'por el punto de eontacto M.

Ante todo, es facil probar que respecto dé cualquier punta
interior, la distancia al punto F es menor que la distancia  la
directriz: y que por el contrario Ja distancia‘de un punto esterior
al punto F es mayor que su distancia 4 la divettriz.

Esto supuesto, consideremos un punto eualquiera M de Ia
eurva; y despues de tirar el radio vector FM yla recta MG per-
pendicular & LI/, dividase el angulo FMG en dos partes iguales;
digo que Ta bisectriz ST tieneé todos sus puntos, menos el punto
M, fuera de la curva, y le es por lo mismo tangente.

Porque si respecto del punto N, tiramos las rectas FG, NF,
NG, y la NH perpendicular a L1/, tendremos IF = 1G (n.” 61.),
NF=NG (n." 40.). Pero NF 6 NG > NH; lnego el punto N esti
situade fuera de la curva.

Podria aplicarse el misma raciocinio # cualquier punto de la
recta ST; luego esta recta es tangente,

Escouto 1. Para tirar una tangente & la parabola por un
punto M dado en la curva, basta dividiz en dos partes iguales el
angulo FMG., : :

Para tirarle una tangente por un punto N (fig. 245*) dado
faera de la curva, se deseribira haciendo eentro en él, con el
radio NF, un arco de cireulo que eorte 4 LI en dos puntos G,
Gf5: tivense G, G/E', pavalelas a XY, jinlese el punto N con los
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punfos M, M’, en que las paralelas encuentran & la eurva; y s
tendran las dos tangentes que sepueden tirar i la curva desde el
punto N cuanilo es esterior. ]
La discusion de este segundo easo no ofrece dificultad, por lo
¢ual no nos detenemos en ella.

Escovio 2."  Lanormal d lg pavibola divide en dos paries igua-
les al dngulo formado por la pavalela al ¢je y la prolongacion del
radio vector.

Escouo 3.° De ser FI= IG, FA —=AD, resulta que el punto
I se encuentra en la tangente AB perpendicular al eje; lo cual
prueba que, — En la pardbola, la perpendicular al eje, tirada
por el vértice, es el lugar de los pies de las perpendiculares baja-
das_desde el foco d las langentes. \

Escorio cexerarn. Las tres curyas cuya naturaleza y principa-
les propiedades acabamos de esponer, son importantisimas en to-
das las partes de las matematicas, y aun de las ciencias fisico-ma-
tematicas. Se comprenden todas con el nombre de seceiones cini-
vas, porque resnllan de la interseccion de un cono eon un plano,
como veremos en el segundo apéndice.

FIN DE LA PRIMERA PARTE.
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Advertencia. En esta parte de la Geometria,

las figuras deben suponerse penetrables y transpa-

renles.




LIBRO TERCERO.

DE LAS FIGURAS CONSIDERADAS EN EL ESPACIO.

T ——

CAPITULO PRIMERO.

DEL PLANU Y DE LOS CUERPOS TERMINADOS POR SUPERTICIES
PLANAS.

PRELIMINARES.

N.°290. LEneln.”8 admilimos como evidente que— Por
tres puntos que no eslan en linea recta, siempre puede pasar
un plano, y no puede pasar mas de uno : —esta proposicion
puede ahora demostrarse rigorosamente.

Sean A, B, C (fig. 244), tres puntos situados arbifraria-
mente en el espacio; y concibamos que un plano [materializa-
do por el pensamiento] esté dispuesio de modo que pase por
dos de ellos A, B; con lo cual contendrd en si enleramente @
la recta AB, segun la definicion del n.” 7.—Esto supuesto, ha-
gamos girar el plano al rededor de AB como al rededor de una
charpela, hasta que pase por el tercer punto C. Es claro que
¢l plano quedara entonces fijo de posicion en el espacio, por—
que no puede ya conlinuar su ‘movimiento al rededor de AB,
sin dejar de pasar por el punto C.— Luego el plano queda asi
sujeto 4 pasar por los tres puntos A, B, C.

Ahora digo ademds que cualquier otro plano que pase por
los mismos puntos, coincide con el primero en loda su eslen—
sion.— En efeclo, perleneciendo a la vez & entrambos planos
los \res puntos A, B, C, se infiere que se encuentran simul-
tineamente en uno y en otro las rectas AB, BC, CA. Lo wiis-
mo sucederd por consiguiente con la recta €D que junta el
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punto C con un punto cualquiera D de la prolongacion de AB,
Jg' de lodas las rectas AE, AF,..., liradas desde el punto A 3
03 diferentes puntos de BC, CD. Pero lodas las rectas tiradas
en esa forma al rededor del punto A, y prolongadas indefini-
damente, constituyen, digimoslo asi, con su conjunto, las dos
superficies que consideramos: luego coinciden ambas en toda
su eslension. :

N.°291. De aquf se deducen las consecuencias siguien-
fes, ya enunciadas en los n.% 8, 9, 10 y 32:

1.°  La comun interseccion de dos planos es una linca
recfa,—porque si hubiera Ires puntos de la interseccion que
no estuvieran en linea recta, los dos planos coincidirian : lo
cual es conlra el supueslo.

2.°  Dos planos indefinidos que pasan por un mismo pun-
to, licnen ademds comunes una infinidad de puntos, situados
todos en linea recta.

3. Dos rectas que se corlan se hallan enun mismo pla-
%o, cuya posicion deferminan, — porque dos puntos de la
primera Y uno de la segunda forman un sistema de tres pun-
tos no colocados en linea recla.

4.° . Dos paralelas se encuentran siempre en el mismo pla-
no, segun su definicion (n.* 32.), y delerminan su posi-
eton, —porque dos punlos de la una y un punto de la otra
forman aqui tambien un sistema de (res puntos no siluados en
finea recta.

Afiadirémos como consecuencias de esta Gllima proposi-
cion, que,

5. Por un punto del espacio no se pueden tirar dos pa-
ralelas a una misma recta, — porgue, de lo contrario, las
dos paralelas y Ia recta estarian en el mismo plano, lo cual es
un absurdo (n.° 34, 1." consec.).

6." Todas las paralelas que pueden tirarse fmr los di-
versos punlos de una recta, estan en un mismo plano.

N.?292. En el dibujo se representa comunmente un pla-
no por medio de un paralelégramo y de dos letras escritas en
los vérlices opuestos ; asi el plano MN (fig. 244).— Este pla-
1o, que siempre debe suponerse indefinidamente prolongado,
divide el espacio en dos porciones indefinidas, que se llaman
regiones (n.° 11.).

Se dice paralela & un pland la recla que nunca puede en-
contrarle, por mas que se prolonguen uno y otro,
N.°293.  Definicion delos angulos diedros, triedros,...—
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Asi como dos reclas, cuando se corlan, dividen la estension de
su plano en cuatro porciones®ue hemos llamado dngulos pla-
nos, 0 simplemente angulos (n.° 10.), asi tambien dos planos
que se corlan, dividen el espacio en cuafro porciones indefi-
pidas que se llaman AnGuros pigpros. —Los lados del dngulo
plano eslin aqui reemplazados por dos mitades de plano que
comprenden cada dngulo diedro, y que se llaman sus caras;
yeel vértice del dngulo estd reemplazado por la inlerseccion
OP (fig. 245) de los dos planos, que se llama el arista del in-
gulo diedro.—CGuando un dngule diedro esld solo, se designa
por dos puntos lomados en su arista; pero cuando la misma
arista corresponde & varios, se designa cada uno por medio de
cuatro puntos [é cuatro letras|, dos lomadas en la arista, que
se nombran en medio, y dos lomadas en cada una de las caras,
jque se nombran 4 los estremos. —Asi los cuatro dngulos die-
dros de la figura 245 se enunciardn respectivamente AOPE,
GCOPG, BOPF, DOPK, mientras que cada uno de ellos, con-
siderado separadamente, se designaria solo por OP.

Ahora, si por un punto cualquiera S (fig. 246) de la in-
lerseccion SA de dos planos, se hace pasar otro que la corte,
cada uno de los cuatro dngulos diedros formados por los dos
primeros planos, queda dividido ev dos porciones indefinidds
de espacio, de igual naturaleza que los augnlos diedros, y que
reciben el nombre de Axguros rmigonos; donde se ve que
cuando fres planos se corlan en un mismo punto descomponen
siempre el espacio en ocho dngulos Iriedros, como se ve en lu
ligura 246, en la cual

SABC, SA'B'CY, SA'BC, SABC,
SABC!, SA'B'C, SA'BC!, SAB/CY,

son los ocho angulos (riedros formados por los Ires planos
SAB, SAC, SBC, prolongados indefinidamente en todos sen—
tidos.

N."294. En general se llama ineuLo poLiepro [y al-
gunas. veces, aunque impropiamenle, ANcuLo séuwo] la
porcion indefinida del espacio comprendida entre varios pla-
nos que se corlan en un mismo punto S (fig. 247). — Este
punto se llama vértice; y se llama cara cada uno de los dn-
sulos planos que comprenden el angulo poliedro; su coujunto
lorma su superficie, y sus interseceiones, SA, SB, 8C,..., son
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las aristas.—Cada arista sirve & la vez de lado & dos caras
conliguas.—Tambien deben disMnguirse en los dngulos polie-
dros, tantos angulos diedres como caras hay.

Un dngulo poliedro cuando estd solo, se enuncia con la
inica letra de sn vérlice ; y si estd anido 4 otros, se afiaden
olras lelras que designan un punlo de cada arista.

Se llama plano diagonal, todo plano SAC, SAD, tirado
por dos aristas no pertenecientes & la misma cara.—Por su
medio puede un dngulo poliedro descomponerse en angulos
triedros, del mismo modo que un poligono se descompone en
triangulos,

Tambien suelen dividirse los dngulos poliedros en angulos
poliedros convexos. que son los que tienen salienfes lodos
los éngulos diedros; y dngulos poliedros edncavos, que son los
que tienen uno 6 mas dngulos diedros entrantes.

Los caractéres principales de los dngulos poliedros conve-
xos son (véase el n.° 35.),

1." Que una recta no puede alravesar mas que en dos
puntos su superficie ;

2. Que son interiores lodos sus planos diagonales;

3.° Que cuando se prolonga indefinidamente una cara en
todos sentidos, cada una de las otras queda enteramente si-
tuada & un mismo lado [0 en una misma region] respecto de
la primera.

N.? 295. U~ roLiebno [6 impropiamente hablando, un so-
Lino] es el espacio completamente circunserito por varios
planos que se cortan de dos en dos.

Los diferentes poligonos que limitan el espacio se llaman
caras del poliedro, los lados de las caras se llaman aristas, v
las intersecciones de las aristas, vértices. — Diagonal es \oda
recta lirada entre dos vérlices gue no lerminan en la misma
arigta; y plano diagonal lodo plano que pasa por fres verli-
ces no sitnados en la misma cara.

Los poliedros convexos lienen los mismos caracléres que
los dngulos poliedros (n.® 294).

N.2296. Este capilulo lendra cuatro parrafos: ¢l prime-
ro tratard de las reclas y planos perpendiculares, como tam-
bien de los dngulos diedros y de su medida; el segundo, de
las rectas y planos paralelos; el tercero, de los dngulos Irie-
dros y poliedros, como lambien de la teoria de los dngulos
iriedros tguales; en fin, el cuarfo, de las diferentes clases de
poliedros y de sus propiedades principales, prescindiendo de
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st estension.—( Véase en la pag. 29, la division del cap. 1.7
del libro 1.°) -

Pero anles de enlrar en materia diremos algunas palabras
sobre el medo de representar en el papel de dibujo un sistema
de punlos, de lineas y de planos, cuyas diversas partes lienen
enire si ciertas relaciones de posicion.

El primer medio, que es el que di en general la idea mas
exacta de la figura, consisle en sombrear , a fin de hacer re-
saltar mejor las partes que se veny las que quedan ocultas. —
( Veanse las figuras 245, 246, 247). :

Algunas veces se indica bastante el relieve de una figura,
representando los desgarros ACB, A’B'C/, ABCDE (fig. 246,
247), hechos en las earas.

Cuando varias rectas PA, PB (fig. 248), estdn tiradas por
un mismo punto P de un plano MN, y se quiere hacer enten—
der que eslin situadas en el mismo plano, es costumbre repre-
sentarlas por (razos llenos prolongados hasta encontrar con los
lados del paralelégramo que figura el plano; representindose
despues las prolongaciones por lineas de puntos.

Cuando por el contrario, una recta, fal como EF, no debe
lener mas (ue an punto P comuncon el plano, 6 en otros tér-
minos, cuando solo alraviesa el plano, se representa con tra-
70 lleno, basta mas alld de los lados del paralelogramo, cuidan-
do, sin embargo de punfuar la parle PE , oculta por el plano,
respecto de la vista.

lgualmente, si por las rectas PE, PB, que se corlan en
un panto P, se quiere hacer pasar otro plano, como enlonces
una parte del plano MN queda oculta por el plano EPB, se
puntia la parte GB de la recta MI, cuya vista estd inler-
ceplada.

Todos estos medios, que son de pura convencion, son su-
perfluos para el que esld ejercitado en leer en él espacio , es
decir, en juzgar sobre el dibujo, de la posicion relativa de las
diversas parles de una misma figura.

§ L De las rectas y de los planos perpendiculares enfre
st.—Angulos diedros.
Lema. (Fig. 249.) ;

N.* 297, Por un punto cualquiera P de unis recla B
stluada arbilrariamente en el espacio , pueden pasar una in-
finidad de rectas perpendiculares ala recta dada.
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En efeclo, hagamos pasar un plano por 1a recla EB, |,
cual siempre es posible (n.° 291), y tiremos en él la recta g
perpendicular 4 PE ; despues hagamosle girar al rededor de
PE, que suponemos fija; v en esle movimiento, la recta PA
ird tomando las posiciones sucesivas PA’, PA”, PA"" ... yse
tendrén una infinidad de rectas perpendiculares 4 PE en up
mismo punlo P.

Escorio.  Hemos visto (n.° 27.)que en un plano dado ypor
un mismo punlo no se puede tirar mas que unasola perpendi-
cular 4 vna recta; ahora acabamos de ver que en el espacio se
le pueden tivar infinitas. [Pronto veremos la naturaleza del
lugar geométrico de todas ellas.

Teonema I. (Fig. 250.)

- N.”298. Siuna recta OP es perpendicular d otras dos,
PA, PB, tiradas por uno de sus punlos, P, es perpendicular
d cualquiera otra recta PL tirada por el mismo punto P en
el plano MN de las otras dos.

Prolonguese la recta OP por debajo del plano MN, y 16-
mese PO'=PO; despues cortense las rectas PA, PL, PB, por
una trasversal cualquiera CED, y lirense las rectas OC, OE,
0D, y 0'C, O'E, O'D.—Esto supuesto, tenemos 0C=0'C,
OD=0'D (n.° 40.); luego los dos tridngulos OCD, O'CD, son
iguales (n.° 63., lercer caso) ; y en la superposicion de eslos
tridngulos, las rectas OE, O'E, coincidiran; por consiguiente,
la recta PE es perpendicular 4 00/ (n.° 42.). :

Advert. El mismo raciocinio podria aplicarse 4 toda recta
diferente de PL, tirada por el punto P en el planoMN.

Teonena 11, (Fig. 249.)

N.° 299.  En lugar de todas las perpendiculares PA,
PA', PA”,..., tiradas & una recta EF por uno de sus pun-
tos, P, es un plano.

Para demostrarlo basta probar que las tres rectas PA,
PA’, PA", por ejemplo, eslin en un mismo plano.—Supon-
#amos, pues, que asi no sea, y que el plano de las rectas PA,
PA", no conlenga 4 PA’; bagamos pasar por PE y PA’ otro
plano cuya interseccion con el plano APAY sera la recla PK
distinta de PA'.—Eslo supuesto, en virtud del teorema pre-
cedente, siendo 'PE perpendicular a PA, PA”, lo seré tam-
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bien 4 PK; pero, tambien por el supueslo, la misma PE es
perpendiculard PA’: tendriamos pues dos rectas perpendicula-
ves 4 PE, en un mismo punto Y en el mismo plano de la di-
cha recta, lo cual es absurdo (n.° 27.).

Por consiguiente, no se puede suponer que PA, PA’, PA”,
po eslén en un mismo plano.

El mismo razonamiento se haria respeclo de cualesquiera
olras rectas PA”, PAY ... Luego, etc.

EscoLto.  El plano que contiene lodas las rectas PA, PA’,
PA”,..., perpendiculares EF, se llama plano perpendicular
i esta recla; y reciprocamente, la recta EF, perpendicular a
lodas las que pasan por su pie en el plano, es perpendicular
al plano.

Eunoumu 1.° Por un punlo P dado en una recla
EF (fig. 249), siempre se puede hacer pasar un plano per-
pendicular & la recta;—y no se puede hacer pasar mas
de uno.

La primera parte de esla proposicion es consecuencia in-
mediata de lo que anlecede.

Para probar la sequnda, admilamos, por un momenlo,
que por el punto P puedan pasar dos planos perpendiculares a
KF; si hacemos pasar por esta recta un plano cualquiera [dis-
linto del que pasa por la interseccion de los dos primeros|,
este plano corlard d los otros dos en dos rectas perpendicula-
res 4 PE.—Tendriamos pues dos perpendiculares & unamisma
vecta, por un mismo punlo y en su mismo plano , lo cual es
absurdo;—luego, ete.

Cororamio 2.° Asi lambien, — Por un punto C (figu-
ra 250), dado fuera de una recta OO, siempre puede pa-
sar un plano perpendicular & la recta, y no puede pasar
Mas que uno.

Primeramente, despues de hacer pasar un plano por el
punto C y por la recta 00’ (n.* 290.), tiremos en él larecta CP
perpendicular 4 007; despues, desde el punto P, en olro pla-
no cualquiera que pase por 00, trécese otra recta PD perpen-
dicular tambien @ 00': esla serd perpendicular al plano que
pase por PD v PC (n.°s 298 y 299, escolio) ; y reciprocamen-
te, el plano PDC sera perpendicular a la recta 00! (escolio
precedente); luego, elc.

En sequndo lugar, sea, si es posible , olro plano perpen-
dicutar 4 00, y que pase por el punto C: el plano OPC cor-
larid 4 los dos planos perpendiculares @ 00 en dosrectas que -
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pasarian por el puntoC, v serian ambas perpendiculares i 00
lo cual es absurdo;—luego, ele.

Advert. Un plano queda delerminado en el espacio cou Ia
doble condicion de pasar por un punto, y ser perpendicular
a una recta; lo cual prueba que la condicion de perpendiculs-
ridad equivale a dos condiciones, pues en general se necesilan
tres para delerminar un planoen el espacio (véase el 0.°291).

Teowesa 1. (Fig. 251.)

N." 300, Cuando una recta AP es perpendicular a un
plano MN | 51 en esle se tira arbilrariamente otra recta BC,
y desde el pie P de la primera, se baja una perpendicular
PD @ la sequnda, esta es perpendicular al plano de las
olrasdos.

Tomemos en BC. desde el punto D, dos distancias iguales
DE, DF; tiremos las rectas PE, PF, y juntemos un punto
cualquiera A de la recta AP con los mismos pantos E, F.—
Eisto supuesto, los dos tridngulos, APE, APF, son iguales,
por ser rectangnlos en P (n.° 298.); y ademds tienen el lado
AP comun, y PE=PF (n." 40.); de la igualdad de estos
triangulos resulla que AE=AF; luego (n.° 42) la recta AP
es perpendicular & las rectas DA, DP, que pasan por su pie
en el plano APD, y por consiguiente es perpendicular 4 este
plano (n.° 298); L.C.D.D.

Escouto 1.° " Si, por el punto D, en el plano APD, se tira
la recta DL paralela @ PA, la recta BC, perpendicular al pla-
no APD, es necesariamente perpendicular 4 DL (n.° 208); re-
ciprocamente , siendo la recta DL perpendicular & BC, sera
tambien perpendicular & DP (n.” 34., 2.%); luego es perpendi-
colar al plano MN (n." 298.).

Escouv 2.° © La figura 251 ofrece ¢l ejemplo de dos rec-
tas AP, BC, perpendiculares @ una misma recta PD, y que sin
embargo no pueden encontrarse, porque AP no hace mas que
alravesar el plano MN, mientras la olra esta siluada enél en-
teramente. —( Véase para esle objeto la definicion de las pa-
ralelas, n.* 32.)

Teonema IV. (Fig. 252 y 253.)

N.* 301 Por un punto dado en un plano 6 fuera de
un plano, MN, —1."—siempre se puede dirar al plano
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una perpendicular ; —2.° —no se le puede lirar mas que
wna.

Demostrarémos primero ambas proposiciones para el caso
de darse el punto en el plano MN.

Sea P el punto gﬁg. 252); (racese en el plano MN una
recta cualquiera EPG; despues por el punlo P concibase (nid-
mero 299., corol. 1.°) el plano RS perpendiculard EG, y sea
CPR su interseccion con el plano MN; en fin, sobre el punto
P, en el plano RS, levantese la recta PK perpendicular a
PR.—Esto supuesto, siendo EG perpendicular al plano RS,
os necesariamente perpendicular a PK; reciprocamente, PK
es perpendicular & PE; pero lo es tambien, por construceion,
4/CPR; luego lo debe ser al plano MN; y queda probada la
primera proposicion.

Sea ahora, si es posible, otra segunda recta PL perpendi-
cular al plano MN. Hagamos pasar por las dos rectas PK, PL;
un plano que corte al plano MN en una linea 11, 4 la cual de-
berin ser perpendiculares simultineamente las rectas PK, PL.
Resultarian pues dos perpendiculares levantadas sobre un mis-
mo punto de una recla en el mismo plano de esla, lo cual es
un absurdo; —luego, elc.

Considerémos ahora el caso de darse el punto fuera del
plano, y séalo A (fig. 253).

En un punto cualquiera P’ del plano MN, levintese la rec-
ta P'A’ que le sea perpendicular; tambien lo serd la recla AP
tirada por el punto A [en el plano AA’P’], paralelamented A’ P/
(0.° 300. escolio 1."); queda pues demostradala primera pro-
posicion.

Finalmente, desde el punto A no se pueden bajar dos rec-
las perpendiculares AP, AQ, al plano MN; porque si se pu-
dieran bajar, se tendrian dos perpendiculares AP, AQ), desde
un mismo punto bajadas @ una recta en su mismo plano; lo
cual es un absurdo (n.° 27).

(Queda pues completamente demostrado el teorema.

N° 302. Escouto.—Dado un punto fuera de un plano,
todas las rectas que pasan por él y van & los diferenles puntos
del plano, escepto la perpendicular , se llaman oblicuas al
plano; y sus pustos de encuentro con el plano se llaman sus
pies.

Se dice que dos oblicuas distan igualmente de la perpen—
dicular cuando sus pies estan equidistantes del piede la per-
pendicular, —Eslo supueslo,
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Teonema V. (Fig. 254.)

N.° 303. Si desde un punto O, tomado fuera de un plany
MN, se le tiran una perpendicular OP y diferentes oblicuas
0UA, O0A,..., OB,

1.° La perpendicular es mas corta que todas las obli-
cuas;

2.°  Dos oblicuas OA, OA’ que distan igualmente del pie
de la perpendicular, son iguales;

3.°  La oblicua OB, que se aparta mas de la perpendi-
cular, es mas larga que la OA.

En efeclo,—1.°—Sea OA unaoblicua cualquiera: el tridn-
gulo rectingulo OPA di OP<<OA (n.° 39.);

2.°—Bea PA’—=PA: los Iridngulos rectangulos OPA, OPA’,
son iguales (n.® 63, 2.° caso), v dan OA’=0A;

3.”—Puesto que lenemos PB>PA, tomemos en PB una
distancia PA’=PA, y tiremos la oblicoa OA’; con lo cual
tendremos OB>0A’ (n.° 40.); pero tenemos por otro lade
0A'=0A4; luego resulta OB>0A4; L. C. D. D.

Las reciprocas son ciertas, como consecuencias del princi-
pio establecido en el niimero 21. A

Corovanio 1.°  La perpendicular bajada desde un pun-

to @ un plano, mide la verdadera distancia del punto al
lano.

5 Corotawo 2.°  Un punlo cualquiera O de la linea OP

perpendicular. @ un plano esta equidistante de todos los pun-

tos de la circunferencia descrita desde su pie como centro

con un radio cualquiera. 3

Escouto 1.°  Esta perpendicular se llama eje del cireulo.—
Todos los puntos del eje se pneden considerar como olros tan-
tos centros del circulo, y las oblicnas como radios, que pue-
den servir para deseribirlo.

Escouio 2.°  El pie de la perpendicular se determina prdc-
Licamente del siguiente modo: se loma un hilo lirante, se
pone uno de un estremo en el punto 0, y con el olro [armado
de un lapiz] se seiialan en el plano tres puntos A, A/, A";
despues se delermina (0. 151) el centro del circulo que pasa
polr ellos; y ese centro serd el pie buscado de la perpendi-
cular.

N.° 304. Escouio 3.°—Las propiedades comprendidas en
el enunciado del teorema precedente son andlogas d lasde los
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nimeros 39 y 40.—La proposicion siguiente corresponde 4
las propiedades espuestas en el nimero 41.

Cuando por el punlo medio de una recta se le tira un pla-
no perpendicular,

1."—Cada punto del plano dista igualmente de los dos es-
tremos de la recta;

Y—2.°—Todo punto situado fuera del plano dista des-
iqualmente de los esiremos de la recla.

En otras palabras ,— El lugar dé¢ lodos los puntos equi-
distantes de los estremos de una recta es el plano tirado
perpendicularmente por su punlo medio.

- Para demostrar esla proposicion, basta concebir por Ia
recla dada un plano que corte al plano dado en una linea per-
pendicular @ la olra, y que pase por su punto medio : —con
solo lo cual la propesicion queda comprendida en la del ni-
mero 41.

De los dngulos diedros y de su medida.

N." 305. Dermiciones. — Cuando se corlan dos planos
indefinidos (n." 293., fig. 245), determinan cualro espacios
que hemos llamado angulos diedros.—Esto supuesto,

Se llaman iguales dos dngulos diedros cuando pueden dis-
ponerse de modo que cofncidan los planos del primero con
los del segundo.

Asi, sean los dos dngulos MABP, M’A'B'P’ (fig. 255); v
concibamos que el plano M’A'B' se transporta sobre el MAB de
modo que la arista A’B' coincida con la arista AB; si hecho
eslo acontece que el plano P’A’B’ se confundecon el plano PAB,
coincidiendo los cuatro planos de dos en dos, los dos dngulos
diedros se confunden evidentemente en uno solo, sucediendo
lo mismo con sus epuestos y sus adyacentes.

Se llama un plano perpendicular ¢ otro plano cuando el
primero forma con el segundo dos dngulos adyacentesiguales,
que se llaman dngulos diedros rectos.

Podriamos desde ahora establecer sobre los dngulos die-
dros adyacentes (i opuestos, y lo mismo sobre los planos per-
pendiculares, proposiciones andlogas 4 las demostradas en los
preliminares del Libro 1.° (niimeros 29, 30 y 31.); pero re-
sullarin mas sencillamente de lo que ponemos 4 conlinnacion.
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Lema L. (Fig. 255.)

N.° 306. Si, en las aristas AB, A'B', de dos angulos
diedros iguales, se toman arbitrariamente dos puntos C, C',
y por ellos se tiran en los cuatro planos rectas CD y CE,
C'D y C'B/, respectivamente perpendiculares a las arisias,
los angulos rectilineos resultantes DCE, D/CE’, correspon-
dientes @ los angulos diedros supuestos iguales, son tambien
tguales.

En efecto, hagamos coincidir los dos dngulos diedros de
modo que el punto C' caiga sobre el punto G y se confundan
las aristas. Como, por construccion, las rectas C'D'; C/E’, son
perpendiculares a A’B’, y €D, CE, perpendiculares & AB, re-
sulla que superpuestoslos planos, aquellas dos coincidirdncon
estasdos (n.°299.); v por consigniente los dngulos DCE, D'C'E’,
seran iguales.

Adverf. Debemosaqui observar [ v es observacion muy im-
portante] que, como el angalo D'C'E" puede hacerse coincidir
con ¢l DCE, cualquiera que sea la posicion del punto C en el
arista AB, resulta que el dngulo DCE tiene siempre el mismo
valor, cualquiera que sea el punto de la arista en que se le-
vanten las parpeud%cu!m'es.

Recirrocamente:— Si losangulos rectilineos DCE, D'C/E,
son tquales, lambien lo son los angulos diedros corrvespon-
dientes. :

Porque si se coloca el dogulo D’C’E’ sobre su ignal DCE,
como las aristas A'B’, AB, son respeclivamente perpendicula-
res 4 las rectas C'D' y C/E’, CD y CE, y por consiguiente lam-
bien d sa plano (n.° 298.), v como ademas el punlo €/ se ha
confundide con el punto G, la recta A'B’ debera coineidir con
AB; luego los planos que pasan por A'B' y.C'D/, A'B' y C'E/,
deben confundirse con los que pasan por AB y CD, AB y CE;
luego, ele.

Advert. Para abreviar el lenguage, convendremos en lla-
mar angulo plano correspondiente & un angulo diedro, al
angulo rectilineo formade por las perpendiculares levantadas
al arista de un dngulo diedro en los dos planos que le deter—
minan.

Lema 1L (Fig. 255.)

N.* 307. Dos angulos diedros cualesquiera son enlre $i
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como los dngulos planos correspondientes — | tomando esta
ultima espresion en el sentido que acabamos de darle].

Supondremos para mayor sencillez metido el dngalo NABP
dentro del d4ngulo MABP, de modo que este sea mayor que el
olro.— Eslo supuesto, digo que tenemos

MABP : NABP :: DCE : FCE.

Pueden presentarse dos casos, segun sean conmensurables
0 inconmensurables los dngulos rectilineos DCE, FCE.
Puimer caso. Sea DCE : FCE :: 12: 7, por ejemplo. Con-
cibamos la unidad angular colocada 12 veces en DCE , y por
consiguiente 7 veces en FCE; despues, por las rectas de divi-
sion y por el arista AB, hagamos pasar una série de planos.—
El dngulo diedro MABP quedard asi dividido en 12 dngulos
ignales (n.° 306.), de los cuales babrd 7 contenidos en el dn-
gulo diedro NABP. Tendremos por consiguiente

MABP : NABP ::12 : 7 :: DCE : FCE.

Respecto del caso en que los dngulos rectilineos DCE, FCE,
son inconmensurables, nos referirémos 4 la especie de demos-
tracion dada en los nameros 115, 182,...

La reciproca es verdadera y se demostraria tambien fi-
cilmente. : .

Teorema VI

N.° 308:  Todo dngulo diedro tiene por medida el dngu-
lo plano correspondiente.

Este teorema es una consecuencia evidente del lema que
aeabamos de demostrar, porque solo significa (n.” 119.) que
la razon entre el dngulo diedro propuesto y el dngulo. diedro
reclo, es tgual d@ la razon entre el dngulo plano correspon-—
diente al primero, y el dngulo plano correspondiente al se-
gundo (7).

. Esto supone, 4 la verdad, que— Todos los dngulos rectos
diedros son 1guales; — pero esla proposicion resulla necesa-

(") Mas adelante volveremos & tratar de este asunto, y probare-
mos que el dngulo plano correspondiente [tal cual le hemos definido]
¢S el unico 4ngulo rectilineo que puede servir de medida al 4nguld
diedro. (Vease la"nota 4l mimero 331.)
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riamente de ser iguales todos los éingulos rectos formados por
lineas rectas (n.° 306.).

CoroLario. Puesto que, bajo el punto de vista de los valo-
res numéricos, pueden los angulos diedros ser reemplazados
por los dngulos planes correspondientes, resulta que,

1.°  Todos los angulos diedros reclos son iguales, segun
acabamos de manifesiar;

2.° 8t un plano es perpendicular @ ofro, reciprocamente,
este lo es tambien ¢ aquel ; — y los dos juntos se llaman per-
pendiculares entre si;

3.° Cuando un plano forma con otro dos angulos diedros
adyacentes desiquales, la suma de ellos vale dos angulos die-
dros rectos; -

4.° Los dngulos diedros que tienen las aristas opuestas
son 1guales, elc...

De los planos miiluamente perpendiculares.
Trorema VIL. (Fig. 256.)

N.” 309. Cuando una recta AB es perpendicular a un
plano MN, cualguier otro punto PQ), que pase por la recla
dada, es perpendicular al plano dado.

Tiremos por el punto A, en el plano MN, una linea AC
E'erpendicularé PR, interseccion de los planos MN y P().—
uesto que las dos rectas AB, AC, son perpendiculares & PR,
sn 4ngulo BAC medird (n.° 308.) el @ngulo diedro QPRN:
pero siendo AB perpendicular al plano MN, por ‘el supueslo,
debe serlo tambien & AC, y por consigniente debe ser reclo
el 4ngulo ABC.— Luego los dos planos son perpendiculares
enlre si. :

Esconio. Como por uua recta cualquiera pueden pasar una
infinidad de planos, resulla que

Por una recta perpendicular dun plano, pueden pasar,
perpendiculares & este, una infinidad de diferentes planos.

,Teorema VIII. (Fig. 256.)

N.° 310. Por una recta PR, situada en un plano MN,
siempre puede pasar un plano perpendicular al primero, Y
no puede pasar mas que uno.

Primeramen(e, en un punto cualquiera A de PR, levin-
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tese la recta AB perpendicular al plano MN ; despues higase
pasar un plano por AB y PR; y este serd perpendicular al MN
en virtud del teorema precedente. Queda pues demostrada la
parte primera de la proposicion. :

E£n sequndo lugar, sea, si es posible, otro plano PQ' que
pase por PR y sea perpendicular a MN: los dos 4ngulos die-
dros QPRN, Q'PRN, siendo rectos, habian de ser iguales
(n.”308., corol.); y la parte seria igual al todo, lo cual es un
absurdo; — luego, elc.

Teonewa IX. (Fig. 256.)

N.”311. Cuando dos planos, MN, PQ, son perpendicu-
lares entre si, loda recta AB, A'W,..., perpendicular & uno
de ellos, MN, en un punto de su comun interseccion PR, estd
situada enteramente en el otro, PQ). )

En efecto, si AB, por ejemplo, no estuviera siluada en el
plano PQ, como ¢l plane tirado por AB y PR seria perpendicu-
lar al plano MN en virtud del teorema precedente, y como ya
el Nplann PQ, que tambien pasa por PR, es perpendicular a
MN, por hipdtesis, resultaria que por una recta situada en un
plano podria pasar mas de un plano perpendicular al primero,
lo coal es un absurdo.

Cororarto. £l lugar de todas las lineas perpendiculares
a un plano tiradas por todos los punlos de una recta situa-
da en él, es otro plano , que pasa por la misma recta, y es
perpendicular al primero.

scoLio. Como la recta AB, perpendicular 4 MN, es 4 la
vez, y por lo mismo, perpendicular & la interseccion comun
RP de dos planos, y queda completamente determinada por la
doble condicion de hallarse situada en el plano PQ) y ser per-
pendicular 4 PR, resulta este nuevo teorema:

Cuando dos planos son mituamente perpendiculares,
loda linea tirada en el uno , perpendicularmenle ¢ su comun
interseccion, ¢s necesariamente perpendicular al otro.

Teorema X. (Fig. 257.)

N> 312. La comun inferseccion AB de dos planos PQ,
RS, perpendiculares a un tercero MN, es tambien perpen-
dicular ¢ este.

En efecto, si desde el punto A en que se encueniran las
2
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rectas PP/, RR/, intersecciones respectivas de los primeros
con el tercero, levantamos una perpendicular a esle plano, debe-
ra enconirarse 4 la vez en cada uno de los olros dos PQ, RS,
en virtud del teorema precedenle; por lo tanlo debera con-
fundirse con su interseccion. 4

_Conorario.  Por una recta AB (fig. 258) oblicua ¢ para-
lela al plano MN, no puede pasar mas que un plano perpen-
dicular al primero : — esto procede inmedialamente del leo-
rema que se acaba de demostrar.

Ademds, siempre puede pasar uno, que seobliene bajando,
desde un punio cualquiera A de la recta AB, una perpendicu-
lar AA' al plano MN;—con lo cual el plano que pase por AB
y AA’ sera perpendicular @ MN (n.” 309.).

Este plano es ala vez el lugar de las perpendiculares ba-
jadas desde los diferentes puntos de la recta AB al plano MN
(n.” 311., corol.); de donde se infiere que sus pies A’, B/,
(..., estin todos sitnados en una misma linea recta. —
Muchas veces tendremos ocasion de citar esta proposicion.

Escorto. Cuando fres rectas que pasan por up mismo
punto, son de dos en dos perpendiculares entre si, cada una
de ellas es perpendicular al plano de las otras dos: y los tres
planos son perpendiculares entre si.

Reciprocamente: — Si fres planos son perpendiculares
entre st, lo son (ambien sus muluas nlersecciones,

En otras palabras:— 87 son reclos los ires angulos die-
dros de un dngulo triedro (n.° 293), las tres aristas son per-
pendiculares entre si; — y vice-versa para la proposicion
direcia.

S IL. De las reclas y planos paralelos.
Teorema 1, (Fig. 253.)

N. 313.  Dos rectas AP, A'P’, perpendiculares G un
mismo plano son paralelas enire:si.

Por la recta APy por el punto P’, pie de la segunda recta,
higase pasar un plane, el cual , por contener a la recta AP
perpendicular al plano MN, debera tambien (n.” 309.) ser per-
pendicular & esle plano; y por consiguiente (n.” 311, corol.)
contendrd tambien & la recta P’A’, que es perpendicular al pla-
no MN, en un punlo de su comun interseccion. Hallandose
pues las dos recias AP, A’P’, en un mismo plano, y siendo




DE LAS RECTAS Y PLANOS PARALELOS. 323
perpendiculares & la misma recta PP, son paralelas enire si
(n."32.). 5 5

Reciprocamente: — 8t una redta AP es perpendicular a
un plano MN, loda recta A'P’ paralela d la primera es per-
pendicular al mismo plano. :

Esta reciproca se demuestra ficilmenle ad: absurdum por
medio de la directa, y 8e halla comprendida, sin nolable difi-
cultad, en el escolio 1.° de! nimero 300.

Puede (ambien enunciarse asi: — Las reclas paralelas
tienen comunes sus planos perpendiculares.

Conouanio 1.°  Dos rectas A, B, paralelas @ una ferce-
ra C, son paralelas entre si. i '

Porque si tiramod un plano perpendicular a la recta C por
uno cualquiera de sus puntos, deberd tambien serlo & las olras
dos, en virtud de la reciproca precedente; pues son paralelas
4 C; y siendo entonces A y B perpendiculares & un mismo
plano, en virtad de la proposicion directa, serdn paralelas.

Conoranio 2.° 8@ dos planos que se cortan conlienen
respectivamente @ dos rectas A, B, paralelas entre s, la in-
lerseceion de aquellos es paralela a estas.

Concibamos, en efecto, un plano M perpendicular & las
reclas A v B, el cual tambien lo sera a los planos dados (nii-
mero 309.); y por consiguiente la comun interseccion C de es-
los tambien serd perpendicular & aquel (n.° 312.); siendo pues
las tres reclas A, B, C, perpendiculares 4 un mismo plano M,
son paralelas entre si, en virtud del teorema prineipal.

Teorema L. (Fig. 259.)

N.” 314. ' Porun punto C dado fuera de wn plano MN,
sej pueden tirar una nfinidad de rectas paralelas a dicho
plano.

Tricese de cualquier modo, en el plano MN, una recla
AB, y por ella y por el punto C higase pasar un plano ; des-
pues en este Ullimo, ¥ por el mismo puale G, tirese la CD pa-
ralela & AB: —.la recta CD es lambien paralela al plano MN;
porque si no lo fuera, np podria encontrarle mas que en un
punto de AB, lo cual es emposible, pues le es paralela por
construceion. G

Advert.  El conjunto de todas las rectas que pueden lirarse
en esta forma por el punfo C paralelamente al plano MN,
constituye evidentemente un plano paralelo 4 este (n." 292.).

.
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~ Conouanto.  Todarecta CD paralela & olra AB situada en
un plano, es paralela a este plano.
Esla proposicion procede inmedialamente de la tllima de-

mostrada.
Teonema IIL. (Fig. 259.)

N.° 315. Cuando una recta CD ¢s paralela dun plano
MN, cualquier plano que pase por la recta y corte al dado,
forma con él una interseccion AB paralela a la recla CD.

Porque si AB y CD no-fueran paralelas, se encontrarian
por eslar en un mismo plano; y por consigniente CD encon-
traria al plano MN ; lo cual es contra el supuesto. .

Adveri.  Todos los planos [u:&yo niimero es infinito] que
pasando por CD encuentran al MN, corlan 4 este en una série
de rectas paralelas & CD, y por consiguiente paralelas entre
sf (n.” 318, corol. 1.%).

ConoLario 1.°  Cuando una recta CD es paralela @ un
plano MN, cualquier olra recla tirada paralelamente a la
primera por un punto cualquiera A del plano, se halla toda
enlera en esle. v _

Supongamos, en efeclo, que asi no fuera, y que tuyiera,
por ejemplo, la direccion AK; — como la interseccion del pla-
no DCA con el plano MN es una recta AB paralela 4 G, resnl-
taria que por el punto A podrian tirarse dos paralelas 4 una
misma recta, lo cual es un absurdo (n.° 291.).

CoroLArio 2.° Cuando una recta CD (fig. 260) es & un
tiempo paralela & un plano PQ, y perpendicular a otro MN,
los dos planos son perpendiculares enire si.

En efecto, siempre puede pasar. por CD un puevo plano
que corte 4 PQ) en una recla AB, que serd-paralela @ CD por
1o recien demostrado , y por. consiguiente perpendicular al
plano MN (n.” 313., recip.); luego tambien el plano PQ es
perpendicular al plano MD&J (n.” 309.)

Teorema 1V. (Fig. 261.)

N.* 316. Uno recta CD, paralela a un plano MN, dista
en todos sus punlos tgualmenie de esle plano. )
Desde dos puntos E y F, tomados 4 voluntad en CD, bé-
jense perpendiculares EK, FG, al plano MN ; las cuales serdn
paralelas (n.” 313.), y se hallardn en un mismo plano(n.’ 310.),
que cortara al MN en una recta KG paralela 4 EF 6 CD; lue-
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go la figura EKGF es un rectdngulo, v di EK=FG; lue-
0, elc. v

5 Escowio.  La recta EK, que 4 la vez es perpendicular 4 la
recta CD y al plano MN, mide la verdadera distancia de la
recta al plano; porque cualquiera otra recta no paralela 4 EK,
seria oblicua al plano , y por consiguiente mas larga que EK
(0.° 303.).

De los planos paralelos.
Lena.

N.° 817. Por un punto dado A fuera de un [lfano MN
(fig. 262), siempre puede pasar un plano paralelo al pri-
mero.

Bijese desde el punto A la recta AB, perpendicular al pla-
0o MN; despues por el mismo punto A, concibase (n. 299.,
corol. 1.°) otro plano PQ perpendicular & AB: los dos planos
MN y PQ serdn paralelos; pues si asi no foese, se encontra-
rian en un punlo O, que unidd 4 los puntos A y B daria un
triangulo AOB, cuyos dngulos en A y en B serian rectos
(n.° 299.), lo cual es absurdo; luego los planos no pueden en-
- ¢onlr arse.

Teonema V. (Fig. 263.)

N.°318, Las intersecciones EF , GK, de dos planos pa-

ralelos MN, PQ, con un tercer plano GF, son paralelas.
Porque si EF, GK, no fueran paralelas, se enconlrarian

por eslar siluadas en un mismo plano; y como pertenecen 4 los
planos MN, PQ), tambien eslos deberian encentrarse, lo cual
seria contra el supueslo,
- Conorario.  Cuando dos planos son paralelos, si por un
puniode uno de ellos se tira una recla paralela al otro, se
encuenira toda entera en el primero.

Teorema VI (Fig. 262.)

N.° 819. - Cuando dos planos MN, PQ, son paralelos , to-
da recta AB perpendicular ¢ uno de ellos [ MN por ejem-
plo], es tambien perpendicular al ofro.

. Por la recta AB hagase pasar un plano cualquiera cuyas
tersecciones con MN y PQ serdn dog rectas BD, AC, para-
lelas entre si (n.° 318).—Esto supuesto, siendo AB perpen-
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dicalar al plano MN, lo es tawbien & BD (a.” 299.); pero ade-
mas AC es paralela 4 BC; luego AB es a la vez perpendicular
4 AG.—Como el ?la-nu que pasa por AB se ha dispuesto arbi-
wariamente, resulta que sucederia lo mismo con olro cual-
quiera, y que por consiguienie AB es perpendicular 4 loda
reeta, sitnada en el plano PQ que pase por ¢l punto A ; luego
es perpendicular al dicho plano. ,

Adverl. Se dice por lo tanto que:—Dos planos parale-
los, MN, PQ, tienen comunes sus perpendiculares.

ConoLario. Por un punto dado fuera de un plano MN,
1o puede pasar mas i;ue un plano que le sea paralelo;—por~
que, en efecto, por el punlo A no se puede tirar mas que un
plano perpendicular 4 la recta AB (n.%299., corol. 1.°)

Teonema VH. (Fig. 262.)

N.°320. Dos planos paralelos MN, PQ, estan por todas
partes equidistantes uno de otro. :

Desde dos puntos cualesquiera A y C del plano PQ, bajen-
se lag rectas AB y CD perpendiculares @ MN; las cuales serdn
paralelas (n.° 313.), y determinardn un plano coyas inlersec-
ciones BD, AC, con MN y PQ, serin paralelas (n.” 318.)."
Luego la figura ABCD es un rectdngulo que di AB=CD;

L.C.D.D.
Kscotio 1.2 La perpendicular, AB, comun 4 los dos pla-
nos, mide su verdadera distancia; porque cualquiera otra
reeta no paralela @ AB, seria oblicua 4 los planos MN, PQ,y
seria por consiguiente mas larga que AB (n. 303.).
EscoLio 2.°  Las partes de paralelas comprendidas entre
planos paralelos, son iguales. {

Basta para probarlo observar que AB y CD, en vez de ser
perpendiculares al plano MN, son dos reclas paralelas cuales-
(uiera tiradas entre los dos planos.

Teorema VIII. (Fig. 264.)

N.> 321, Las partes de dos rectas cualesquiera, AB, CD,
comprendidas. entre tres planos paralelos, MN, PQ, RS, son
proporcionales.

Sean A, B, E, 10s puntos en que la primer recta alravie-
sa & los tres planos; y°C, D, ¥, los puntos en que los atravie-
sa lu segunda recta. Jantese el punto A con el punto D, v sea
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0 el punto de interseccion de la recta AD con el plano RS, —
Tirense, finalmente, las rectas BD, EO, AC, OF.

Esto supuesto , las rectas AB, AD , que tisnen comun ol
punto A, eslin en un mismo plaao (n:* 290); cayas intersec—
ciones BD, EO, con los planos MN, RS, son paralelas (n.® 318.).
Tenemos pues la proporcion (n.° 183).

AE : EB:: AO : OD.
Por la misma razon, Jas rectas AC, OF, son pm:a[elas , ¥ dan
AO:0OD::CF:FD;
de donde, a causa de la razon comun, s¢ deduce
AE : EB:: CF : FD;
L.€. D. D.

Advert. Podria suceder que las dos rectas AB, CD, eslu-
vieran en un mismo plano; en cuyo caso los fres punlos se
hallarian situados (n.* 318.) en una recta paralela 4 BD v AC;
y la proposicion quedaria comprendida en la del nimero 183,
0 en el escolio 2." del nimero 320.

Teorema IX. (Fig. 265.) °

N."322. Cuando dos dangulos BAC, B’A’C’ [no situados
en el mismo plano|, fienen sus lados respectivamente parale-
los, son iguales 6 suplementarios; —vy ademds, —los planos
en que estan son paralelos. .

Paeden presentarse varios casos, que son los mismos que
i los dngulos estuvieran en un mismo plano (n.° 52.). )
Suponiendo primero 4 los lados AB'y A’B’, AC v A'CY, di-
i_%do‘s respeclivamente en el mismo senlido, tomese en AB,
(i g
" AD=A'D,
y en AC, A'C/,

' AE=A'E';

lirénse despues las rectas AA’, DD, BE/.~=Los dos cuadrilite-

ros AA'D'D, ANE'E, son paralelégramos (n.° 74.); luego las
rectasDDY, EE’ son igualesy paralelas, porsercadauna respecti-
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vamente igual y paralelad AA' (n.° 313., corol. 1.%). Tiremos
ahora las rectas DE, D’E’: el cuadrilitero DEE'D’ serd tam-
bien un paralelogramo; luegolas rectas DE, D'E’, serdn igua-
les y paralelas.. Luegp los tridngulos ADE, A'D'E, son iguales
(0.2°63, caso 3.°); y por consiguienle tambien lo son los dn-
gulos DAE, D'A'E/, 6 BAC, B'A'C’.

En los demas casos se concluye la demostracion como e
el nlimero 52.

Falta probar que los planos delos éngulos son paralelos.—
Para eslo supongamos que no lo sean; y concibamos por ef
punio A un plano paralelo al plano B’A’E’, el cnal cortaria a
una de las rectas DD, EE’, en un punto diferente del punto D
o del punto E. Sea, pues, el punto G, el punlo de interseccion
del plano nuevo con la recta DD’:—lendriamos (n.” 320, es-
ecol. 1.°) GD’=AA’; pero ya teniamos DD'=AA', segun lo
arriba dicho; luego resultaria GD'=DD/, es decir, la parie
iqual al todo, lo cual es un absurdo; luego, etc.

Escouio. Si tres rectas AA', DD, EE' [en el espacio],
son iguales y paralelas, las rectas ?ue juntan sus estremos
forman tridngulos iguales y paralelos {es decir, triangulps.
cuyos lados son respectivamente ignales y paralelos].

Con mas generalidad, — 8¢ desde los vertices de un poli-
gono se tiran [en el espacio] veclas iguales y paralelas [y
dirigidas en el ‘mismo sentido |, sus estremos opuestos serdn
los vértices de otro poligono iqual y paralelo al primero.
( Véase el escolio del nimero 163). '

Teorema X. (Fig. 266.)

N.° 323. Dos rectas cualesquiera, AB, CD, estan siem-
pre enun mismo plano, 6 en planos paralelos.

En efeclo, si no estdn en up mismo plano , por un punlo
cualquiera I de la primera lirese la recta IK paralela 4 la se-
gunda; y por un punto cualquiera G de la segunda, tirese GE.
paralelad la primera: los dos dngulos KIB, DGE, estarédn si-
tuados en planos paralelos, en virtud del teorema precedente;
luego queda demostrada la proposicion.

Escouio 1.° Esle sistema de dos planos paralelos, MN,
PQ, que conlienen cada uno una de las dos rectas, es inico.—
Porque todo plano que pase por AB y sea paralelo & CD, de-
be contener a la recta IK (n.® 315., corol. 1.%); luego no pue-
de mepos de confundirse con el plano KIB; por la misma ra-
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700, lodo plano que pase por CD y sea paralelo & AB, ha de
contener la recta GE, y debe por consiguiente confandirse con
el plano DGE.

Para designar eslos dos planos, cuyo sistema es \inieo pa-
ra cada par de reclas no siluadas en un mismo plano, les lla-
maremos los planos paralelos de dichas reclas.

Advert. Eslos dos planos se conlunden cuando las reelas
esldn en uno mismo.

Escorio 2.° Resulla ademds de la demostracion espuesta
mas-arriba que, cuando dos rectas no eslin en un mismoe
plano, siempre se puede hacer pasar por cada una de ellas un
plano paralelo 4 la otra; y que no se puede hacer pasar mas
ile uno.

Escouio 3.°. Siempre que dos reclas lienen comun un@
perpendicular [en el escolio 2.° del 300 se ve un ejemplo],
esta lo es lambien d los planos paralelos de las dos reclas, y
mide la mas corta distancia de.ellas.

Admitamos, por un instante, que la recta IL (/ig. 266) sea
i la vez perpendicular @ las dos rectas AB, CD: — lirese pen
ol punto Ila recta IK paralela @ GD; la cual deberd.hallarse
entera en el plano MN (n.° 315., corol.). Pera siendo por hi-
potesis IL perpendicular @ CD, lo es lambien 4 su paralela 1K;
luego.1L, perpendicular 4 las dos reclas AB, IK, que pasan
por su pie en el plano MN, es perpendicular @ este plane
(n.°299.), y lo mismo al plano P(), paralelo al primero.

La perpendicular 1K comun a los dos planos MN, PQ,
mide su mas corla distancia (n.° 320.), y por consiguiente la
dislancia tambien mas corla de las reclas AB, CD.

Tronema X1, (Fig. 267.)

N.° 324.  Eulre dos rectas AB, CD, no siluadas en un
mismo plano, — 1. — siempre exisle una perpendicular co-
mun; —2.°— no exisle mas que una.

Suponiendo construido el sislema de los dos planos para-
lelos MN, PQ, tirese por AB un plano ABEF perpendicular
al plano PQ:—la interseecion EF de estos dos hltimos planos,
siendo paralela 4 AB (n.” 315.), no podria serlo al mismo $iem-
poa CD; pues si lo fuera, CD y AB serfan paralelas (n.” 313.,
eorol. 1.°), lo cual seria contra el supuesto: luego la recta EF,
v por consjguiente el plano ABEF , corta & CD en un cierlo
punto L. — Igualmente, si por CD pasamos un plane CDGK
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perpendicular al ptano MN, cortara 4 AB en un cierto punio
1. Los dos planos ABEF, CDEK, que pasan uno por AB y por
el punto L, y otro por CD y por el punto I, se cortan necesa-
riamente en la recta L1; la cual es 4 la véz perpendicular 3
los dos planos MN, RQ(n.” 312.), y por consiguiente & las dos
rectas AB, CD (n.”:298.). '

Luego queda demostrada la parle primera de la proposi-
cion.

Para demostrar la segunda observarémos que loda perpen-
dicular comun & las dos reclas, debiendo pasar por un punto
de €D y ser perpendicular al plano MN (n.° 323., eseol. 3.%),
debe hallarse contenida en el-plano perpendicular CDGK; por
la misma razon debe eslar conlenida en el plano ABEF. Lue-
go no puede menos de ser su inlerseccion, y como inlersec-
¢ion no bay mas que una, lampoco habrd mas que una per—
pendicalar.— Luego finalmente, dos rectas siempre pueden
tener una sola perpendicular comun. !

Advert.  Esta' perpendicular se llama ca pisTANGIA Mas
conra de las dos reclas (n.° 323., escol. 3.°). '

Oira demostracion. — Sean AB, CD (fig. 266), las dos
rectas dadas.—Desde un punto cualquiera F de la recta AB,
tiremos la FH paralela § CD; y por AB y FH hagamos pasar
un plano MN, el cual serd paralelo a la recta CD (0." 314.,
¢orol.). — Ahora, desde un punlo G de CD, bajemos la GK
perpendicular al plano MN:' la interseccion del nuevo plano
CGKLcon MN serd una reeta Kl paralela a CD, que encon-
trard 4 AB en un punlo I; y si desde este punlo liramos en
el plano CGKI, la recta IL paralela & GK, tendremos la recta

redida.

: En efeclo, siendo IL paralela a KG, es perpendicular al
plano MN (n.° 313., recip.); luego es perpendicular a las dos
reetas AB, IK (n.” 298.); luego finalmente es perpendicular
comun 4 las dos reclas dadas.. ;

Es ademds la tnica recta que puede tener esa propiedad;
port?tre debiendo toda perpendicular comun, ser perpendicular
al plano’ MN, y pasar por un punto de CD, debe hallarse en
el plano CGIK (n.” 311., corol.); pero la rectalL es evidente-
menle la dnica que hallindese comprendida entre AB y CD,
puede a la vez ser perpendicular al plano MN; luego, elc.

Advert Esta demostracion puede al pronlo parecer mas
complicada que la primera; pero le lleva la ventaja de no exi-
air mas que la construccion de uno de los planos paralelos: de
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las dos rectas.—Insistirémos sobre este punto enel capitulo de
los problemas. :

Puosrema XIL (Fig. 268.)

N.° 325. Dos planos respectivamente perpendiculares &
dos rectas no paralelas, se encuentran siempre.

Sean AB, CD, dos reclas que se encuenlran, 6 que sin
ser paralelas, no se encuentran; y sean MN, PQ, dos planos
que les sean respeclivamente perpendiculares. i

Ante todas cosas, los dos planos no podran confundirse en
ano solo, porque entonces, siendo las rectas AB, CD, perpen-
dicularesa un mismo plano, serian paralelas(n.® 313.), lo cual
es contra el supuesto.—Tampoco podrdn ser paralelos los
planos , porque tambien resullaria que las rectas AB, CD, se-
vian paralelas (n.° 319.).—Luego los dos planos deben coxlar-
so en una linea MR.—( Véase el n.” 50.).

Esconio 1.° Cuando las dos rectas se corlan en un pun-
t0 0, los planos MN, MP, encuentran al plano BOD en dos
lineas IG, GK, respeclivamente perpendiculares 4 la comun
inlerseccion MR; y el dngulo 1GK formado por ellas [y que
mide el dngulo de los dos planos MN, MP, (n.” 308.)], es su-
plementario del dngulo de las dos rectas dadas (n.° 70.).—El
angulo KGV, suplementario de 1GK, es igual al dngulo de las
reclas. g :

De aqui puede concluirse que— El angulo de dos planos
respectivamente perpendiculares G dos rectas que se corlan
en el espacio, es iqual al dngulo de las mismas, 0 @ su suple-
menfo, segun sean ambos de una misma especie, 6 de espe-
cies diferentes.

Cuando las dos rectas estin en diverso plano, se llama dn-
qulo de las dos rectas, ¢l que forma una de ellas con una pa-
ralela 4 la otra, lirada por un punto de la primera [6 mas ge-
neralmente, el dngulo formado por dos rectas tiradas por un
punto del espacio, paralelamente 4 las primeras|; y la propo-
sicion ‘es tambien verdadera en esle caso.

Escouio 2. Hablando propiamente, el dngulo'de dos ree-
las que e cruzan en el espacio sin encontrarse, es el dngulo
diedro que forman entre st dos planos perpendicnlares d los
planos paralelos de las rectas, y que conlienen a eslas respec-
livamenle. '

Asi, en la fig. 267, ¢l dogulo de las rectas AB, €D, es el
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angulo diedro ELIG, que en efecto tiene por medida (n.° 308.)
¢l angulo BIG, es decir, el dngulo que forma AB con la recta
KG tirada por el punto B, paralelamente & CD. — Tal es g)
menos la idea mas clara que podemos formarnos del éngulo de
dos rectas no situadas en un mismo plano.

Cuando el dngulo diedro ELIG es recfo, las reclas dadas
se llaman perpendiculares entre si.—La fig. 251 presenla up
ejemplo: las rectas AP BC, se cruzan en angulo recto, lo cua)
significa que la segunda esta siuada en un plano perpendieu-
lar & la grimera.

N.” 326. Escouio 3.° — Angulo de una recta con un
plano.

Sea AB (fig.269)una recta oblicua & un plano MN. —Des-
de uno cualquiera B de sus puntos, bijese la BB' perpendicu-
lar al plano; y lirese la recta AB’: [esta récta se lama la pro-
yeceton de AB sobre el plano MN].

Siendo el plano BAB’ (n. 311., escolio.). el lugar de to-
das las perpendiculares bajadas al plano MN desde lodes los
puntos de‘AB, resulta que AB’ es el lugar de los pies de todas
ellas.

Esto supuesto, se llama dangulo de una reeta con un pla-
no, el angulo que forma la recta con su proyeceion ep el

lano.
o La razon de este nombre es el ser el dngulo BAB' el minmo
de todos los que la recta AB forma con las diferentes reclas
que porsu pie se pueden tirar en el plano.

En efecto, liremos por el punto A, en el plane MN, cual-
quiera otra recta AL, vy tomemos en ella AG=AB’, lirande
despues la BG: los dos triangulos ABB', ABG, tienen dos la-
dos respectivamente iguales [AB comun y AB’=AG]; el ler-
cer lado BB/ del primero es menor que el tercero BG del se-
gundo; luego (n.° 64.) el dngulo BAB’ es menor gue el dngu-

BAG. .

Considerémos ahora en el plano MN, y 4 diferente lado
respecto del plano BAB/, dos rectas cualesquiera AL, AL', y
un circulo descrito desde el punto A con un radio coalguiera:
se demostraria como arriba que los dngulos BAL, BAL', no
pueden ser iguales si no se:liene

arco B'G'= arco B'G.

De donde se deduce esla consecuencia imporlante :
Una recta no puede formar angulos iguales con lres rec-
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tas siluadas en un mismo plano, & no ser perpendicular o
este plano, y por consiguienle, ¢ cada una de las ires rectas.

Advertencia general sobre los dos pdrrafds precedentes.

N.°327. Las proposiciones que han sido el asunto de es-
tos dos parrafos pueden ser consideradas como fundamentales
en la geomelria del espacio. Reduciendo cuanto bemos podido
el nmero de las proposiciones principales, y enlazdndoles es-
colios 0 corolarios, hemos procurado hacer mas comprensible
su encadenamiento; porque no puede disimularse que las di-
ficullades de la teorfa de los planos proceden menos de las de-
mostraciones mismas, que del modo de presentarlas.

Aqui es donde el estudiante, llevado de aparentes analo-
gias con ciertas proposiciones de geometria plana, puede creer
verdaderas muchas proposiciones falsas; cuyoserrores provie-
“nen principalmente de que la indeterminacion es por necesidad
mas [recuente cuando los objelos del razonamiento pueden es—
lar situados de cualquier modo en el espacio, que no cuando
estan sujelos 4 la condicion de no salir de un plano.

Por eso es tan reduacido el nimero de las reciprocasen esta
teoria, segun habra podido observarse. '

N.° 328. Daremos fin & estos dos parrafos, enunciando al-
gunos leoremas cuyas demostraciones se deduciran ficilmen-
te de lo que antecede.

Teonema 1.  Dos rectas paralelas tienen la misma incli-
nacion respecto de un plano cualquiera.—[La reciproca es
falsa.]

Teorema L. Dos planos paralelos eslin igualmente in-
clinados sobre wna recta cualquiera. — [La reciproca es
falsa.] ' t

Teorema IIl. Cuando se encuenfran une recta § un
plano, todo plano perpendicular a la recta, y toda recla
perpendicular al plano, se encuentran tambien.—|Recipro-
¢a evidente. ]

Teonema IV. - Dos planos paralelos cortados por un ter-
cero, forman con esle dangulos diedros alternos-internos,
correspondientes , elc.,..., iquales entre si. — [ Véase el
n." 45.] [La reciproca es falsa.] °
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Teonema V. Si desde un punto tomado, 6 en el inle-
rior 6 en el eslerior de un angulo diedro, se baja wna per-
pendicular d cada una de las caras, el angulo diedro y el
formado por las dos perpendiculares son rquales 6 suple-
menlarios.

Teonema VI, El plano bisector de un angulo diedro es
el lugar de todos los puntos equidistantes de las dos caras.

Teonewa VII.' El plano tirado por la biseclriz de un
dangulo plano perpendicularmente & su plano, es el lugar
de” todos los puntos equidistantes de los lados del dngulo
dado,

Estas tltimas proposiciones se reducen féecilmente & sus
anilogas en Geomelria plana.

§ 111 De los angulos poliedros.

N.” 329. Observaciones preliminares.—En lodo 1o sub-
siguiente trataremos solo de los dngulos poliedros convezos,
cuyons caracléres enumeramosen el n.® 293. '

Una propiedad que esencialmente pertenece 4 todo dngulo
poliedro convexo, es el poderse concebir siempre por su vér-
tice S (fig. 270), un plano PQ tal, que & un mismo lado res-
peclo de &l quedan situadas todas las caras del dngulo polie-
dro:—dedonde se infiere que si, por un punto cualquiera de
ana de las aristas, se tira un plano MN, paralelo al primero
PO, corlara necesariamente 4 todas las demds aristas (name-
ro 315., corolario 1.°), y delerminard por sus intersecciones
con las caras un poligono ABCDEF.—A la verdad, esta pro-
piedad pertenece igualmente & ciertos poliedros concavds, co-
mo se ve en la figura 271; pero lo que entonces distingue al
angulo poliedra convexo del dngulo poliedro concavo, es el ser
poligono convezo (n.° 36.) el poligono obtenido en el primer
caso, mientras en el segupdo resulta un poligono con uno o
mas dngulos entrantes; de donde se sigue, que en los polie-
dros concavos, una misma recta puede encontrar & la superfi-
cie lateral en mas de dos puntos, O, 0’, Q”, 0",...

Admitirémos de ahora en adelante que—Todo dngulo
poliedio convexo puede ser cortado por un plano cuyas in-
tersecciones con las caras determinan un poligono convezo.
El 4ngulo triedro, con arreglo @ esta propiedad, es un an-
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gulo poliedro convexo; y, con arreglo 4 la marcha que hemos
seguido en la Geometria plana (§ 3.°, cap. 1.7, lib. 1.%), em-
pezarémos el estudio de los dngulos poliedros convexos por ¢l
de los dngulos triedros.

Teonema 1. (Fig, 272.)

N.* 330.  Si desde un punto cualquiera (8] tomado en el
interior de un angulo triedro SABC, se bajan perpendicu-
lares @ las res caras [sa & SBC, sh 4 SAC, sc @ SAB], re-
sullard un nuevo angulo iriedro [sabc} cuyas caras seran
los suplementos respectivos de los dngulos diedros del pri-
mere; — y regiprocamente , — las caras del primero. serdn
los .Zfspterizeiatos respectivos de los dngulos diedros del se-
qun 0. &

Observemos desde luego que el plano tirado por las dos
aristas se, sb, es perpendicular a cada una de las caras SAB,
SAG(n.” 309.), y por consiguiente, perpendiculard su comun
interseccion SA (n.” 312.); luego-debe cortar 4 las caras estas
en dos lineas Ac, Ab, perpendiculares al arista SA (n.° 298.).
Ignalmente, el plano sab corta 4 SAC, SBC, en Cb, Ca, per-
pendiculares al arista SC.— Ahora, de ser SA perpendicu-
lar & Ab, Ae, resulta que SA es lambien perpendicular 4 la
cara sbe del segundo angulo triedro; v por la misma razon,
SB, SC, son respectivamente perpendiculares 4 las caras
sac, sab. { ,

De donde debe concluirse que el angulo triedro SABC se
hal!alrespeclo del sabc en el mismo caso que este respecto de
aquel. :

Esto supueslo, si consideramos el enadriltero SAcB, ve-
mos que los dos dngulos en S y en ¢ son suplementanios. [ Véa-
se el escolio 1.° del n.° 325.] Pero el angulo AcB mide al in-
gulo diedro formado en sé (n.° 308.), luego ya ténemos que
la cara ASB es el suplemento del dngulo diedro formado en
s¢.—Del mismo modo se probaria que las caras ASC, BSC,
Sgﬂ los suplementos respectivos de los angulos diedros en
sb, sa. !

Luego, en virlud de la observacion de arriba, las caras
asb, asc, bsc, son los suplementos respeclivos de los angulos
diedros en SC, SB, SA.

Advert, Cada cara del primer angulo triedro es suplemen-
{0 del dngulo diedro opuesto en el segundo: y vice-versa.
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En razon de esta propiedad reciproca, los dos dngulos

triedros S v s se llaman SUPLEMENTARIOS uno respecto de
atro.

Escouso. La demostracion precedente supone que los pies
<, b,a, de las perpendiculares bajadas desde el punto s 4 las
caras del angulo triedro S, son inferiores 4 estas caras, lo cual
o siempre sucede cuando se loma el punt§ s completamente
dvolurlad en el angulo S. — Pero tambien puede escogerse
-amo-que compla esa condicion: para lo cual basta, por ejem-
;plo, lomar un punto cualquiera de lainterseccion de los planos
‘hisectores de dos dngulos diedros en SA, SB (n.° 328, Teore-
ma VL) [ Véase el n.°70.]

Este teorema debe eonsiderarse como-fundamental en Ig
teoria-de los dngulos triedros.

Tronena I1. (Fig. 213.)

N.> 331. En lodo dangulo triedro S, una cara cualquie-
ra es — 1.°— menor que la suma de las otras dos , —y
2.° — mayor que su diferencia.

1. No bay que demostrar la primera parle mas que res-
pecte de la mayor de las tres caras.

Tiremos una recta AB que corte 4 SA, SB, en dos pun-
10s A, B; despues, por el punto S, yen el plano ASB, tire-
wmos la recta SC' que forme un dngulo BSC’ igual al dngulo
BSC, y que corte a AB en un punto C'. Tomemos en el aris-
13 SC&}na distancia SC igual 4 8C'; y liremos en fin las lineas

A, CB.

De esta construccion resultan iguales los tridngulos BSC,
BSC’ (n.° 63., caso 2.°); luego BC=BC'. Pero en el tridngn-
lo ABC tenemos

AB<<AC+CB, 6 AC' 3 €B<<AC-+ CB;
{uego 4 causa de ser C'B =CB,
tendremos AC' < AC,
y por consiguiente (n.° 64.) ASC' << ASC.

Anadiendo respectivamente 4 los dos miembros de esid
desigualdad los dngulos ignales BSC!, BSC, tendremos

ASC'+BSC! < ASC+BSC, 6 ASB<CASC+ BSC.
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2.°  Suponiendo ASC = BSC,
como lenemos ASB -~ BSC > ASC.
resullara ASB > ASC — BSC;
LaCo. Db

Conovario 1.% Si lres dangulos, ASB, ASC, BSC, que
tienen comun wun vértice en S, son lales que uno de ellos
equivalga @ la suma de los otros dos, deben confundirse los
planos de los tres; — porque de lo conlrario formarian un
dngulo triedro, y el mayor de los tres valdria menos que la
suma de los otros, segun se acaba de demostrar; lo cual seria
contra el supuesto (*)

Conotarto 2.° 81 por el vértice S (fig- 274) de un angu-
lo triedro cualquiera SABC, se tira una recta SD en lo in-
terior, y por ella dos planos que terminen en las aristas
SA, SB, de una misma cara ASB, la suma de los dos an-
gulos planos resullantes ASD, BSD, serd menor que la sumn
de las olras dos caras, ASC, BSC, del angulo triedro.

(") Agqui es donde conviene demostrar que el wnico angulo que
puede medir al dngulo diedro, es el dngulc plano corrvespondiente,
cual se definid en el n.” 306.

En efecto, es necesario que los lados del angulo plano apto para
servir de medida estén igualmente inclinados sobre la arista , pues
debe hacerse nulo al mismo tiempo que el angnlo diedro.

Sean pues BM/, BN/, BP (fig. 255), res reclas trazadas por un
mismo punto B del arista AB, en las caras MAB, NAB, PAB.—Para
tener constantemente

MABP : NABP :: M/BP : N'BIY,
s necesario que los dngulos ABM/, ABN/, ABP, sean iguales.
Ademas, puesto que entre los tres angulos diedros tenemos la re-
lacion MABP =MABN + NABP,

es tambien necesario que los dngulos rectilineos M/BP, M/BN/, N'BP,
estén unidos entre si por la relacion

M/BP—=M/BN’ 4 N'BP;

lo cual exige, segun el corolario recien demostrado, que estén enun
plano las rectas BM/, BN/, BP. gt
Debiendo pues estas tres rectas eslar en un misimo plano, é igual-
mente inclinadas sobre el arista AB, deberd serles esta perpendicu~
lar (n." 326) ; LA CHnT D,
22
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[Para que se vea mejor la figura, hemos cortado el ingalo
triedro por medio de un plano que delermina en las caras que
se van 4 considerar, las reclas AC, CB, AB, y las rectas AD.
DB;—pero la construccion de este plano no es indispensable
para la demostracion.]

Prolonguese el plano ASD, por ejemplo, hasta encontrar 4
la cara CSB, en una recla SE;-en virtud del teorema prece-
dente, tendremos .

'1.° En el dngulo triedro SACE, ASE < ASC + CSE:
2.° En el dngulo triedro SDBE, DSB < DSE + ESB:
de donde sumando miembro 4 miembro estas designaldades,
ASE -+ DSB < ASC -+ CSE + DSE -+ ESB,
es decir, ASD + DSB -+ DSE << ASC -+ DSE + (SB;
b Iﬁen finalmente, reslando DSE de ambos miembros,
ASD -+ DSB << ASC+ CSB;
LGS0 1)

Escovio. Este corolario y su teorema principal corres-
ponden 4 la tercera y a la primera proposicion del n.° 38; v
las demostraciones son analogas.—La segunda proposicion del
mismo nimero liene tambien su correspondiente en los dngo-
los triedros; pero nos limilarémos 4 enunciarla sobre la figu-
ra. — La fig. 275 representa dos dngulos triedros SABC,
%;LDE, opuestos en el arista SA; deberia (ratarse de pro-

r que ;

BSC + DSE << DSC + ESB ,
2.0 ESC +DSB < DSC + ESB;

lo coales muy fécil considerando, con arreglo al tearema pre-
cedente, los angulos triedros :

‘SABC, SADE, y luego los SABD, SACE.
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Teonema 111, (Fig. 276.)

N.° 332.  En (odo angulo triedro S, la suma de las tres
caras vale menos de 4 angulos RECTOS.

Cortemos el dngulo triedro por medio de un plano ABC
(n.°329.); y despues de tomar un pnnto cualquiera O interior
al tridngulo ABC, tiremos las tres rectas OA, OB, OC ; con lo
cual formaremos tres triangulos que tendran respeclivamenle
las bases AB, AC, CB,y por vértice comun el punto S; y otres
ires que tendrdn las mismas bases, y por vértice comun el
punto O.—Eslo supuesto, el &ngulo CAB, igual 4 la suma de
los angulos OAC, OAB, es menor que la suma de los dngulos
SAC, SAB (n.° 331.) ; @ ignalmente '

ACB < ACS +SCB, v ABC < ABS +-SBC;

donde se ve que la suma de los dngulos de la base de los tridn-
gulos que lienen su vértice en O, es menor que la suma de
los 4ngulos de la base de los triangulos que lienen su verlice
en S. Ahora bien, la suma de los angulos delos tres tridangu-
los es la misma en ambos sistemas (n.” 55.); luego la suma de
los dngulos en S es mayor que la suma de los angulos en O; v
como esfa vale cualro rectos (n.° 31.), resulta que la otra
vale menos de cualro rectos ;
L Gl D

Cororanio. £n todo dngulo triedro, la suma de los dn-
gulos diedros vale mas de pos RECTOS, y menos de SEIS.

En efecto, la suma de los dngulos diedros del angulo trie-
dro propuesto, abadida & la suma de las caras de su dngulo
triedro suplementario, forma seis rectos (n.” 330.). Pero esla
suma parcial estd comprendida enlre cero y cualro recios;
luego la otra debe ser menor que seis y mayor que dos.

Escouio 1.° Es ficil concebir que las caras de un dngulo
triedro pueden ser (res dngulos agudos G la ves [tan peque-
fi0s 6 tan grandes como se quieral, 0 hien§ dos dngulos agu-
dos y uno obtuso, 6 uno agudo y dos obtusos, 0 tres dnfulos
obitusos; 0 en fin, tres angulos reetos.

Luego la snma de sus dngulos diedros puede pasar por to-
das las magniludes desde dos rectos hasta seis reclos.

Asi pues, un angulo triedro puede tener uno, dos, b fres
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angulos diedros rectos; uno, dos 6 fres dngulos diedros of-
[usos.

Esto supuesto, un dngulo triedro se llama unirectingulo
[6 simplemente rectdngulo], bireclangulo, trirectanyulo, sp—
gun ltiene uno, dos, 0 lres angulos diedros reclos.

Cuando los tres dngulos diedros son reclos, las tres arisias
son entre si perpendiculares de dosen dos (n.® 308.), v Ias tres
caras son angulos planos reclos. '

Si el dngulo triedro es bireetangulo, solo una de las aris-
tas es perpendicular & las demds ; y estas forman enlre si un
angulo que mide el tercer dngulo diedro (n.° 308.).

N.”333. Escorio 2.°—Podrian establecerse respecto del
dngulo triedro muchas proposiciones andlogas 4 varios leore-
mas demostrados respecto del triingulo en el capitulo 1.° def
lib. 1., esceptuando sin embargo las fundadas en la propiedad
del n.° 54, porque en el dngulo lriedro no es constante la
suma de los dngulos diedros, que puede variar desde dos rec-
tos hasta seis.

Pero las propiedades del tridngulo isosceles tienen sus cor-
respondientes en el angulo triedro.

Asi, 1.°— Cuando son {guales dos earas de un Gngulo
triedro, son tambien iguales los angulos diedros opuestos ; —
de donde resulta inmedialamente que,—si las (res caras son
tguales, son tambien iguales los tres dngulos diedros;

2."— Cuando dos caras son desiguales, & la mayor se
opone el mayor dngulo diedro;

3.—Rectprocamente, ele., ele.—( Véase el n.” 58 y sig.)

Se llama regular un dngulo triedro [0, en general, un dn-
gulo poliedro] cuando son iguales lodas sus caras entre si, y lo
mismo todos sus angulos diedros.

Los angulos triedros que tienen dos caras iguales, por ana-
logla eon el tridngulo isésceles, pueden llamarse isoedros ;—
la tercer cara, diversa de las otras dos, se llama en este caso
base del dngulo triedro.

Nos reducirémos aqui d demostrar la primera de las pro-
posiciones que acabamos de enunciar.

.~ Sea SABC (fig. 277) un dngulo lriedro en el cual supone-
mos ASC=BS(. -

Tiremos la bisectriz SD de la base ASB: siendo el plano
tirado por SD, perpendicularmente 4 la cara ASB, el lugar
de todos los puntos equidistantes de los lados SA, SB (n.* 328,
feor.7.%), contiene necesariamente & la recta SC, y tambien @
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fa perpendicular DC levantada en un punto cualquiera D de
SD, al plano ASB (n.° 311,) Ahera bien, si desde el mismo
punto D, tiramos las DA, DB, perpendiculares 4 SA, SB, y
juntamos los puntos A y B con el punto C en que DC encuen-
a4 SC, las rectas CA, CB, serdn (n.° 300.) respectivamente
perpendiculares  las reclas SA, 8B; y los dngulos CAD,
(BD, medirdn 4 los dngulos diedros en SA, SB.

Esto supuesto, los dos tridngulos CDA, CDB, son iguales,
por tener AD=DB, y DC comun; luego los éngulos CAD,
CBD son iguales; luego tambien lo son los dngulos diedros
medidos por ellos.

Advert.  Habriamos podido simplificar la demostracion ba-
jando directamente desde un punto C del arista SC una per-
pendicular al plano SAB; pero hemos preferido esle método,
que estd mas en relacion con el del n.° 43.

De la igualdad de los dngulos (riedros.

N.® 334. Advertencias preliminares. — Cuando dos dn-
gulos triedros son superponibles, se dice que son iguales ; y
entonces lienen todos sus elementos [caras y dngulos) iguales
respeclivamente. Ahora bien, dos dngulos triedros pueden le-
ner sus lres caras respeclivamente igoales, pero inversamente
dispuestas; y entonces se llaman dngulos (riedros siméfricos.

A fin de hacer comprender mejor esta definicion, conside-
rémos primero en. parlicular un angulo triedro. SABC (figu-
ra 278); y prolonguemos cada una de las aristas SA, SB, SC
en sentido opuesto respecto del punto S: asi resulta un noevo
angulo triedro Sabe, cuyas caras y dngulos son evidentemente
los mismos que las caras ylos dngulos de SABC.—Se ve sin
embargo que no podrian coineidir esos dos dngulos triedros,
aunque al Sabe se podrin dar diversas posiciones respecto
del SABC.

Imaginemos, por ejemplo, que se hace girar la cara Sab
en su plano, en torno del punto S, de modo que Sa venga 4
coincidir con SA, y Sb con SB. — En este movimiento como
el arista Sc estd, respecto de la vista, delrds del plano.Sab,
mienlras que el arista SC estd delante, la primera tomard una
posicion SC/, tal que el angulo diedro C/SBA serd igual al 4n-
&ugo cSab, 6 CSAB, el dngulo diedro C'SBA igual al ¢Sha &
CSBA, v las caras ASC!, BSC' respectivamente. iguales 4 las
taras aSe, bSe, 6 ASC, BSC. Se obtendrin pues dos dngulos.




J42 LIB. 1l.—cAP. 1.—§ 1L
triédros SABC, SABC’, opuestos en la cara ASB, y compues-
tos de elemenlos respectivamenle iguales [caras y dngulos).

Ahora podemos 1maginar que la cara Sab dé una mediy
vueltaal rededor de la bisectriz LL' de lvos dngulos ASb, aSB. —
En este movimiento, el arista Sh vendra & coincidir con ef
arista SA, el arista Sa con la SB; y como las dos caras §Se,
aSe, se hallaran enlonces delapte de la cara ASB, resulla que
el &ngulo triedro Sabe tomard ana posicion tal como SABC”.

Nada impide hacer que este se mueva paralelamente 4'sf
mismo (0.° 62) de modo que tome la nueva posicion TDEF,
en la cual las caras DTE, ETF, FTD, serdn respectivamente
iguales & las caras CSB, BSA, CSA; pero dispuestas en drden
inverso respeclo de ellas.

Los cuatro dngulos triedros Sabe, SABC’, SABC", TDEF,
no forman hablando propiamente mas que uno solo, pues los
tres tllimos no son olra cosa que el primero Sabe, mudado de
posicion; — y como Ires dngulos planos no pueden reunirse
mas que de dos modos para formar un dngalo triedro, resulta
Justificada la definicion.

Pero se ve al mismo tiempo que no sucede con dos dngu-
los triedros simélricos como con dos Iridngulos simétricos, los
cuales, revolviéndolos , pueden siempre superponerse (n.° 6,
Apénd ., escol. 1.°). |

Advert. Dos angulos triedros simélricos isoedros (n.” 333)
.son tguales y superponibles ; porque haciendo coincidir las dos
bases de modo que los dos dngulos triedros queden 4 an mis-
mo lado respecto de la cara comun, las otras caras coincidi-
ran, 4 causa de la igualdad de los dogulos diedros adyacentes.

En este caso los dngulos triedros son 4 la vez simélricos y
superponibles.

Abora podemos, como en las figuras planas (n.” 62), de-
mostrar una especie de Lema propio para facilitar el estudio
de las propiedades relativas & la igualdad [6 4 la semejanza)
dle las figuras en el espacio.

Luwna.

N.” 335. Cuando dos poliedros lienen las caras iguales
respectivamenle, y reunidas de la misma manera, y lenen
{tambien Tguales los angulos diedros, pueden siempre colo-
earse en una posicion lal, que apoydndolos por una de sus
caras iguales contra el mismo lado de un plano, queden las
olras respeclivamente paralelas.
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En efeclo, desde luego podemos hacer que los poligonos
apoyados sobre el plano (n.® 62.) tengan sas lados paralelos de
dos en dos y dirigidos en el mismo sentide ; con Cuyo ‘movi-
mienlo quedardn los dos poliedros situados 4 un lado mismo del
plano. Abora bien, & cansa de la igualdad de los dngulos die-
dros respeclivos, adyacenles 4 los lados de aquellas figaras,
quedardn paralelas y dirigidas de dos en dos en el mismo sen-
tido las caras de dichos dngulos: lo mismo sucederd con sus
adyacenles : —y asi iremos de unas en otras hasla el fin.

Dejamos aqui para el sequndo Apéndice la leoria de las fi-
guras simétricas, como hicimos en la parle primera; y solo con-
siderarémos ahora los poliedros susceplibles de ser eolocados
segun acaba de senlar el Lema.—Se espresa esta posicion re-
lativa diciendo que las caras estin semejantemente dispuestas
[6 mejor, dispuestas del mismo modo). Es claro que para el
esludio de las propiedades, no es necesario colocar efectiva-
menle 4 los poliedros en la susodicha posicion, bastando que’
exista la posibilidad de hacerlo, si llegira el caso,

Teonema V. (Fig, 279.)

N.” 336. Dos dangulos triedros, SABC, S'A'B!CY,. son
iquales,

1.°—Cuando tienen una cara igual [SAB=S'A’B'] ad-
yacente a dos angulos diedros iguales y [dispuestos del mis-
mo modo]; ;

2.°—Cuando lienen un Gngulo diedro igual [BSAC=B'S’A’(Y)
fermado por caras respectivamente iguales [y dispuestas de
la misma manera];

3."—Cuando lienen sus tres caras respeclivamente igua-
les [& igualmente dispnestas].

Priver caso.  Apliquemos la cara S’A’B’ sobre su ignal
SAB, de modo que se confundan las aristas correspondientes
SA, S’A’y SB, S'B’. Como los dngalos diedros en SA y S'A’
som iguales por el supuesto, lacara S'A’C’ coincidird con SAC;
y por la misma razon coincidira S'B'C’ con SBC; luego el
arista 8'C', comun 4 las dos caras S'A’C’, 'B'C' se confundira
con el arista SC comun 4 las caras SAC, SBC; quedando por-
lo tanto confundidos los angulos triedros.

Skeunpo caso.  Apliquemos como anles la cara S'A’B' so-
bre suigual SAB;—siendo ignales los dngulos diedros en SA,
S’A7, Ta cara S'A’C’ se confundird con SCA ; y como tambien.
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tenemos S’A’C'==SCA por el supueslo, el arista S'C’ s¢ con-
fundird con SC, coincidiendo por consiguiente las caras SB(,
S’B'C’; y confundiéndose los dngulos triedros.

Tencer caso. [ Véase antes el n.” 63.] — Quedaria demos-
trada la igunaldad de los dngulos (riedros si se pudiera probap
que el dngulo diedro en S’A’, por ejemplo, es igual al dngulo
diedro en SA, porque entonces se reducia este caso al segup-
do. Para eslo pues, supongamos por el pronto (ue sea

BSCA > B'S'(C7A',

¥y coloquemos como- anles la cara S’A’B’ sobre su igual SAB:
en virtud del supuesto que hemos hecho, la cara 8'A'(’ caera
por deniro del angulo. diedro BSCA; y per consiguiente, cf
arista 8'C’ debera lomar una direccion interior al dngulo trie-
dro, 0 caer en SI sobre el plano SBC, 6 tomar la direccion SP
esterior 4 la cara SBC.—Examinarémos solo el iltimo ¢aso, —
Tendremos en &l

B'S'C'=BSC=BSD'.

Como el plano ASD' corta 4 la cara SBC en una recta SI,
que determina dos dngulos triedros SIAC, SIBD’ opuestos por
una arista SI, resulta (n.° 531, escol.)

ASC + BSD' << BSC + ASD/,

de donde , restando de una parte, ASC, y de otra su igual
ASDY,

BSD’ < BSC,

resullado contradiclorio con la igualdad SBC = BSD' ayriba
puesta.
Las otras dos hipotesis se resuelven mas facilmente.
Es pues absurdo suponer al dngulo diedro B/S/A'C/ dife-
rente de BSAC; luego, elc., elc. ()
Conoramio.  Dos dangulos lriedros son tambien iguales

(") El uso de una demostracion analoga 4 la del nimero 63 nos
liabria conducido a la consideracion de dos dngulbs triedros simétri-
¢o0s; inconveniente que hemos querido evilar.
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cuando tienen respecltivamente iquales los tres angulos die-
dros [dispuestos del mismo modo].

En efecto, si consideramos los dngulos triedros respecti-
vamente suplementarios (n.° 330.)de los dados, veremos que
sus caras son respeclivamente iguales, como suplementos res-
peclivos de dngulos diedros iguales respectivamente por el
supuesto; los saplementarios son igoalés en virtud del tercer
caso dela proposicion precedente; luego sus dngulos diedros
son respectivamenle iguales, y tambien lo serdn sus suple-
mentos, los cuales no son otra cosa que las caras de los dn-
sulos triedros propuestos. Luego, ele., ete.

Se observard ficilmenle que esa misma propiedad de los
ingulos triedros suplementarios enlaza entre si @ los dos pri-
meros casos de la proposicion anterior.

Escovto 1.°  Podriamos demostrar otros dos casos de ignal-
dad, tambien unidos entre si por la propiedad de los dngulos
iriedros suplementarios. —Pero los dejamos para el lercer ca-
pitalo.

Asi pues un dngulo triedro queda delerminado conocien-
o tres de los seis elementos que le consliluyen [(res caras y
Ires angulos diedros formados por ellas]; lo cual da seis com-
hinaciones diferentes, unidas de dos en dos por el dngulo trie-
iro suplementario.

Réstanos anadir que satisfecha la condicion de igualdad
de dos dngulos Wriedros, resultan las caras ¢guales opueslas &
dangulos diedros iguales; y reciprocamente. Consecuencia ne-
cesaria de la posibilidad de una superposicion completa de los
dos dngulos lriedros.

Escouio 2.°  Finalmenle, la demostracion del caso lercero,
y la del que podemos llamar cuarto caso [el de ser iguales los
angulos diedros], din lugar & dos teoremas andlogos & los del
niimero 64; & saber :

1.° Cuando dos caras de un angulo (riedro son respecti-
vamente iguales d dos de otro, si el angulo diedro compren—
dtdo por las primeras es mayor que el dngulo diedro com-
prendido por las ‘sequndas, la caia lercera del primer dn-
qulo triedro serd mayor que su correspondiente en el se-
gunde ;—y reciprocamente.

2.° Cuando dos angulos diedros de un fingulo triedro
son iguales respectivamenle & dos dngulos diedros de olro
dangulo triedro, st la cara, adyacenle @ los dos primeros, es
mayor que la cara adyacente @ los dos sequndos , el Lercer
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dangulo diedro del primer ingulo triedro es mayor que su
correspondiente en el sequndo;—y reciprocamente.

Teorema VI. (Fig. 280.)

N." 337. En todo angulo poliedro convexzo SABCDEF,
la suma de las caras vale menos de A rectos.

Cortemos (n.° 319.) el angulo poliedro por un plano cual-
quiera [no paralelo 4 las aristas]; y oblendremos un poligono
ABCDEF, dentro del cual podremos lomar un punlo cual-
quiera O que juntaremos por medio de rectas con los diferen-
les vérlices A, B, C, D,..., del poligono.

Eslo supuesto, considerando primero las lres caras que lie-
nen por vértice comun el punto A, lnego las que tienen por vér-
tice comun el punto B, y asi sucesivamente iremos probando
como en el nimero 332, que la suma de los dngules de la base
de todos los Iridngulos que lienen su vérliceen S, es mayor que
la suma de los dngulos de la base de los tridngulos que tienen
su vérlice.en O; luego para que haya compensacion, la suma
de los dngulos en S, pertenecientes 4 los primeros ridngulos,
debe valer menos que lasuma de losdngulosen O de lossegundos;
pero esla vale 4 rectos; luego la otra vale menos de 4 rectos.

En el Apéndice completarémos la teoria de los dngulos
triedros y poliedros.

§ IV. Delos poliedros convezos.

[ Véase su definicion general en los nimeros 294 y 295,
donde ademds hemos espuesto sus principales caracléres. |

Los dos poliedros que mas nos ocupardn en adelante, son
el prisma y la pirdmide.

Del prisma y de sus varias especies.

N.”338. El pnisua es un poliedro que tiene por caras
dos poligonos planos, iguales y paralelos, y ademas tantos
paralelogramos como lados tiene cada poligono.

De esta definicion se infiere evidenlemenle que todos los
angulos poliedros del prisma son éngulos friedros.

Para formar un prisma, considerémos un poligono plano
ABCDE (fig- 281); y por sus vértices liremos foera de su pla-
no, y bacia el mismo lado respeclo de este, las rectas AA’,
BB/, CC',. .., iguales y paralelos, formando despues el poligo-
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no A'B'C'D'E'. — Los cuadrilateros AB/, BC/, ClY,..., seran
paralelogramos (n.° 74.); y el poligono AB'C’'D'E’ serd igual
al ABCDE (n.” 322., escol.

[La figura del nimero 163., 3.° construccion, es entera-
mente analoga i la figura 281, que consideramos ahora: la
finicadiferencia consiste en hallavse laslineas AA’, BB/, CC/,...,
de la figura 106 trazadas en un mismo plano, mientras las de
la aclual estan arbitrariamente dirigidas en el espacio, aunque
paralelas enlre si.] W

Los paralelogramos AB/, BC/,..., se llaman caras latera-
lesdél prisma, y bases del mismo los dos poligonos paralelos:
allura es la perpendicular comun & las dos bases.

Sin dificultad se conoce que

Toda seccion MNPQR , dada & un prisma por un plano
paralelo & las dos bases, es un poligono igual a estas.

De donde resulta que el prisma puede tambien considerar-
se.como engendrado por ¢l movimiento de una de sus bases
paralelamente 4 si misma, 4 lo largo de una arista lateral AA';
y es de notar que, durante este movimiento, pasa el prisma
por todas las magniludes desde cero hasta el infimto.

Para hacerle lomar un valor determinado, basla tivar un
plano paralelod ABCDE, lan cerca 6 lan lejos de esta base
OO $ea Necesario.

Advert. Todo plano no paralelod las bases, divideal pris-
ma en dos poliedros que se llaman prismas truncados, 6 tron-
cos de prisma.

N.° 339. Llimase triangular, cuadrangular, penlago-
nal,..., un prisma, segun es su base un tridngulo, an cuadri-
ldtero, un pentagono, ..., es decir, segun liene 3, 4, 5,...,
caras lalerales.

Se llama prisma recto aquel cuyas aristas laterales son
perpendiculares 4 las bases; — y enlonces la altura es igual a
cnalquiera de ellas.

Se llama regular un prisma cuando es reclo y sus bases
son poligonos regulares.— Entonces son rectdngulos lodas
sus caras laterales.

Finalmente, todo prisma puede descomponerse en prismas
(riangulares, para lo cual basta tirar planos diagonales por
las aristas AA’y CC’, AA’ y DIV, elc., que no perlenecen a la
misma cara (n.° 294.).

N.° 340.  Del paralelepipedo (fig. 282.)—Cuando las ba-
sesdel prisma son tambien paralelogramos, toma la fignra el
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nombre de pananeLerirepo.—Enlonces el prisma estd forma -
de por seis caras paralelogramicas opuestas de dos en dos.
En todo paralelepipedo las caras opuestas son iguales;
porque considerando las caras ABFE, DCGK, por ejemplo,

tenemos
AB=DC, BF =CG (n." 74.),

yviangulo ABF =dngulo DCG (n.° 322.); luego son ignales es-
los parulelogramos ﬁn." 78.). !

Es ademds visible que toda seccion; dada en un paralelepi-
pedo, paralelamented una cara, es un paraleldgramo (n.” 318.).

El paralelepipedo se llama recfo euando las aristas latera-
les son perpendiculares & las bases; y reetdngulo cuando ade-
mis de esa condicion liene la de ser rectingulos sus bases, en
cuyo caso son rectingulos lodas sus caras.

El paralelepido rectangulo se llama cuso cuando sus ba-
ses son dos cuadrados, & cuyo lado es igual el arisia lateral
0 lado.—De modo, que cubo es un prisma formado por seis
cuadrados iguales; y es respecto de los peliedros en general,
lo que el cuadrado respecto de los poligenos (n.° 80.).

N.*:341.  Delas diagonales del paralelepipedo.—Se lla-
man aristas opuestas las dos que siendo paralelas, como AE,
CG (fig. 285), no eslin siluadas en una misma cara; de cuya
definicion resulta que respeclo de cada arista solo hay una que
le sea opuesta. Hay en un paralelepipedo doce aristas; luege
¢l namero de pares de aristas opuestas es seis.

Cada par determina un paralelogramo AEGC (n."74.) euyo
plano es un plano diagonal (n.” 294.); hay pues seis plunos
diagonales.—Cada paralelogramo de eslos tiene dos diagona-
les, v esas son las que se llaman diagonales del paralelepipe—
do. De'donde parece resulltar que el paralelepipedo tiene doce
diagonales.—Pero observemos que cada diagonal, como AG,
es comun d fres planos diagonales ABGK, ADFG, AECG;
luego en todo paralelepipedo no hay realmente mas que euatro
diagonales diferentes; 4 saber: AG, BK, CE, DF; — sus es-
tremos se llaman vértices opuestos del paralelepipede.

Hay ademds otras doce diagonales situadas en la superficie
del poliedro: tales son AC, AK, AF, BE,...

Tronema 1. (Fig. 285.)

N 3420 Las cuatro diagonales de un paralelepipedo
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concurren en un mismo punto;—el cual es 4 la vez el punto
medio de la recta que junta los centros de dos caras opues-
tas, o los medios de dos arislas opuestas.

En efeclo, considerémos primero tas dos diagonales AG,
CE, por ejemplo: como pertenecen al mismo paralelogramo
ACGE, se corlan (n.” 76.) mituamente en dos partesiguales.
Pero la misma diagonal AG, con olra diagonal DF , pertenecen
d otro paralelogramo ADGF; luego el punto O, medio de'AG,
CE, lo es lambien de DF.—Del mismo modo se demostraria
que tambien O es el punto medio de BK; quedando con esto
demostrada la primera parte de la proposicion.

Ahora la recta 1L, que junta los puntos medios 1, L, de
dos lados opuestos del paralelégramo ACGE, pasa por su cen-
tro O (n.” 75.); lo cual demuestra la segunda parte de la pro-
posicior. \

Escouto 1.°  El punto O, medio de las cuatro diagonales
del paralelepipedo, y de las varias rectas que juntan los cen-
tros de las caras opueslas, se llama centro del paralelepipedo.

Escouio 2.°  En todo paralelepipedo rectingulo  AG
(fg. 283), el cuadrado de cada diagonal, DF, es igual é lo
suma de los cuadrados de las tres aristas, BF, BA, BC, que
forian un mismo angulo lriedro B.

Tirese la diagonal BD de la cara ABCD. —El triangulo

FDB di
FD*<FB>-+BDz2.
pero por hipélesis, el tridngulo BDA es tambien rectingulo en

A; luego lenemos  DB*=AB 4+ AD®*=AB*+B(?;

luego, sustituyendo en lugur de BD2 su valor en la ignaldad
anterior, lendremos -
FD*=FB*+BA>-+B(2. _
Lo mismo se demostraria de las demds diagonales. ;
De donde resulla necesariamente que—Las cualro dia-
gonales de un paralelepipedo rectingulo soniguales (n.°79.).

De la piramide.

N.® 343. Se llama pirisioe un poliedro entre cuyas ea-
ras hay una que es un poligono cualquiera, enyos lados
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sirven respectivamente de base @ las demds caras, que son
tridngulos y lienen todas comun un vérlice.

Un angulo poliedro (fig. 270) cuyas caras se corlan por un
plano MN, di una pirdmide SA CDEF.

La cara ABCDE de una pirdmide SABCDE (fig. 286), se
llama su base; el vértice S, comun 4 lodoslos triangulos SAB,
SBC, SCD, ..., loma mas particularmente el nombre de vérfi-
ce 6 cuspide de la pirdmide; su alfura es la perpendicular SO
bajadw desde el vértice 4 la base.—Las caras SAB, SBC,...,
se llaman caras laterales, y las aristas SA, SB, SC,..., se lla-
man aristaslaterales. '

Se llama pirdmide reqular la que tiéne por base un poli-
gono regular, hallindose su vértice y el centro de este én una
misma perpendicular 4 la base.—En esle caso lodas las caras
laterales son triangulos iguales & isdsceles (n.” 303.).

Las perpendiculares bajadas desde el vértice S & los lados
de la base se llaman apotemas de la piramide regular, y son
todas iguales, porque lo son tambien las apotemas del poligo-
no regular que sirve de base.

Una piramide, regular 6 irregular, se llama friangular,
cuadrangular, pentagonal,..., segun es su base un tridngulo,
un cuadrilitero, un pentdgono,...; pero la pirimide triangn-
lar se designa por lo comun con el nombre de TETRAEDRO, que
es el que usaremos en adelante.

Teonema 1I. (Fig. 286.)

N.° 344. Todo plano tirado en una pirdmide paralela-
mente G la base delermina una seccion semejanle a esta , y
divide G las aristas laterales, y @ la altura SO, en paries
proporcionales.

Siendo paralelos los planos ABCDE, abede, resultan tam-
bien paralelas las rectas AB y ab, BC y be, CDJ' - D
(n.° 318.); luego los angulos ABC y abe, BCD y bed, ..., son
respeclivamente iguales (n.° 322.).—Ademds, los pares de
tridngulos semejantes SAB y Sab, SBC y Sbe,..., dén (n. 195.)
las séries de razones iguales

SA:Sa::AB:ab::SB:Sh,
. SB : Sb:: BC : be ;: SC : Se,
SC: Sc:: CD: ed :: SD: 8d;
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de donde se saca, 4 causa de las razones comunes,

AB:ab::BC:be::CD:ed:: ...

Asi pues, los dos poligonos ABCDE, abede, son semejantes
(n.° 198.). : _

Considerando ahora solo las razones entre las aristas late-
rales, tenemos, de las mismas séries arriba puestas,

donde se ve que las aristas estin cortadas en parles propor—
cionales.

En fin, si, por la arista SB y la altura SO, tiramos un pla-
no, su interseccion bo con el plano abede serd paralela & BO
(n.” 318.); y los dos tridngulos semejantes SBO, Sho, darin

S0:80::5B:8b::SA:Sa::...;

lo cual completa la demostracion del leorema enunciado.

ComroLanto.  Cuando dos pirdmides SABCDE, TMNP,
tienen bases equivalentes [pudiéndose suponer estas siluadas
en un mismo plano} y alturas iquales, SO=TQ, las dos sec-
ciones abcde, mnp, Zecfsas por un mismo plano paralelo a
las bases son lambien equivalentes.

Pueslo que son semejantes los poligones ABCDE, abede,

tlenemos la proporcion

ABCDE : abede :: AB? : ab?;
luego, en virtud de la proposicion anterior;

ABCDE : abede :: SO2 : So2.
Los dos poligonos MNP, mnp, dan tambien
MNP : mnp:: TQ® : T¢?;
pero por construccion tenemos,
S0=TQ, So=Tyg;
(e consiguiente ABCDE : abede :: MNP : mnp.

Ahora bien, por hipotesis, ADCDE=MNP; loego tambien,
abede=mnp ; L.C. D.D.
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-Escorio.  Si las bases de dos pirdmides son no solo equi-
valentes, sino tambien iguales y superponibles, debe suceder
lo mismo con las secciones hechasa la mismaaltura en las pi-
ramides; pues no podrian ser semejanles 4 sus bases respecti-
vas, v equivalentes entre si, sin ser iguales.

De la igualdad de los poliedros.
,Teormya 111

N.” 345. Dos poliedros convexos que fienen los mismos
vértices y en el mismo nimero, coinciden enteramente.
Siendo la demostracion enleramente analoga 4 la que se dio
respecto de los poligonos (n.” 88.), noslimilaremos 4 advertir-
lo asi, anadiendo que aquellasirve para estesilio mudando las
palabras lados y dingonales en caras y planos diagonales.

Teonema IV. (Fig. 287.)

N." 346. Dos prismas cualesquiera son iguales cuando
tienen un dngulo triedro tqual [A, A’} formado por (res po-
ligonosiguales respectivamente, y reunidos del mismo modo.

Siendo iguales las bases; y teniendo a la vez

ABGF=A’B'G'F",  AELF=NE'L'E!,

resulta que los tres dngulos planos que forman el angulo trie-
dro en A son respectivamente iguales d los que forman el an-
gulo triedro en A/, lo cual revela la igualdad de los ingulos
diedros (n.° 336.). Luego si colocamos la base A'B/C/D'E’ so-
bre su igual ABCDE, las caras A'B/G'F’, A'E'L'F’, coincidi-
ran con sus iguales ABGF, AELF ; coincidirdn pues los tres
puntos F/, G/, L', con los puntos F, G, L; v los planos de las
bases superiores, leniendo lres puntos comunes, se confundi-
rin totalmente (n.° 290.); v comoeslas bases son iguales, de-
beran coincidir los otros vértices 1', K/, con los 1, K ; ques
dando por consiguiente confundidos en uno los dos prismas
(n. 345.). : e
Escouio 1.°  Dos prismas rectos son iguales cuando tie-
nen la misma base y la misma allura.
Porque, si hacemos coincidir las bases de'modo qnese con-
fundan los vértices homologos, como por el supnesto as aris-
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(s Taterales son perpendicularesd las bases, deberdn tomar la
misma direccion ; y como son: todas igunales, coincidirdn sus
estremos, que son los vértices de las bases superiores, que-
dando confundidos por consigaiente los prismas.

Escouio 2.° En el Apéndice demosirarémos que los dos
prismas triangulares ABCEFG, ADCEKG (fig. 282) son si-
mélricos; y por consiguiente, en general, no pueden superpo-
nerse, aunque tienen lascaras y los dngulos diedros iguales res-
pectivamente.—Solo siendo recto el paralelepipedo (fig. 283)
¢s como son superponibles los dos prismas; y enlonces, para
hacerlos coincidir, basta revolver al segundo de modo que su
hase inferior BCD venga 4 confundirsecon suigual ADB. Sien-
do rectos los prismas por hipolesis , omardn la misma direc-
cion lasaristas (n.° 301.); y como estas son iguales, coincidirdn
sus estremos, que son los vértices de las bases superiores;
guedando por lo tanto los prismas confundidos.

Concluyamos de aqui que— Los dos prismas rectos en qus
queda dividido un_paralelepipedo recto por cualquiera de
los planos diagonales, son iquales y superponibles.

Teonema V. (Fig. 288.)

N.?347. Dos letraedros son iguales en dos casos princi-
ales:
: 1.°— Cuando tienen un angulo diedro igual [DABC=
D'A'B'C] formado por dos caras iquales vespectivamente,, y
reunidas de la misma manera;

9.° —Cuando tienen un angulo triedro igual [A=A"]
formado por tres caras respectivamente iguales, € igualmen-
te dispuestas. :

Pumen caso. Cologuese la cara A'B’D’ sobre la ABD;—
como ¢l dngulo diedro en A’B’es igual al dngulo diedroen AB,
la cara A'B/C’ caera sobre la ABC; y como eslas caras son
iguales, las rectas B'C’, A'C’, coincidirdn respeclivamente con
BC, AC. Coincidiendo pues los vértices A, B, C’, D', con los
A, B, G, D, quedaran cenfundidos los tetraedros. '

Segunpo caso.  Siendo las tres caras del dngulo triedro A’
iguales respectivamente & las del dngulo triedro en A, resulla
(n.” 290.) que son lambien iguales los angulos diedros en A'B
y AB; quedando con esto Ia proposicion reducida al caso: pre-
cedente. J

Conotario. ~ Dos tetraedros son iguales cuando tienen sus

o

it
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arislas respeclivamente iguales, é igualmente dispuestas.

Es decir, del modo que los tridngulos resnllantes sean
iguales y estén reunidos de la misma manera (n.° 335.); por-
que enlonces son iguales las caras.

Bscovio 1.° Dos telraedros son lambien tguales cuando
tienen una cara igual,y los dnyulos diedros adyacentes igua-
les respectivamente y dispuesios de la misma manera; —por-
que, haciendo coincidir las dos caras ignales, los planos de las
olras (res caras del uno de los dngulos triedros habrén de con-
fandirse con los de las otras tres del segundo dngulo triedro: —
Y por consiguienle el punto de concurso de los tres planos
primeros deberd confundirse con el de los tres segundos.

Esconwo 2.°  Dos pirdmides son iguales cuando tienen un
angulo triedro igual formado por fres caras [la base y dos
laterales | iguales respectivamente, é igualmente dispuestas.

En efecto, colocando las hases unasobre olra, iriamos de-
mostrando como antes que deben coineidir las earas, coinci-
diendo por consiguiente los vértices de las pirdmides: luego, elc.

N.® 348.  Descomposicion de un poliedro en lelracdros.

Antes de pasar 4 la teoria de los poliedros iguales en ge-
neral, daremos algunas nociones sobre su descomposicion en
tetraedros.

Asi como bay (n.° 83.) muchos medios de descomponer un
poligono en tridngulos, asi tambien puede un poliedro descom-
ponerse en letraedros de varios modos, siendo los dos prinei-
pales andlogos & los empleados en los poligonos.

Priyer mepio.  Concibamos un punto O lomado arbitra-
riamente en lo interior de un poliedro [que suponemos con-
vexo|; yhagamos pasar por él y por cada una de lasaristas una
série de planos:—lodos estos se irdn cortando de dos en dos
en unas reclas, que coneurriendo en el punto O, determinarin
olras lanlas pirdmides \riangulares, cuadrangulares, ete., co-
mo caras tiene el poliedro con sus vértices en el punto O.

Ahora, si desde un mismo vértlice de cada cara cuadrangn-
lar, pentagonal, elc., se tiran diagonales 4 los demas, quedara
dividida la superficie poliédrica en iridngulos, y por consi-
guiente el poliedro en fanlos felraedros con su vértice en el
punto O, como ¢riangulos haya en la superficie total, sirvién-
doles estos de bases.

Seeunpo MEp10.  Considerémos un vértice cualquiera A
del poliedro, y descompongamos en lridngulos [por medio de
diagonales liradas desde un mismo dngulo de cada cara| todas
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lag caras menos las concurrentes en A; despues hagamospasar
planos por este punto y por los diferentes lados de los tridn~
gulos resullantes, v tendremos el poliedro descompuesto en
lanlos letraedros con el vértice en A, como {ridngulos haya
en las caras del poliedro, esceplo las concurrentoes en A.

Asi, en el paralelepipedo, por ejemplo, como es friedro ca-
da dngalo solido, quedan por descomponer tres caras, que din
cada una dos tridngulos; luego el poliedro es igual 4 la suma
de seis letraedros que tienen por vértice comnn el punlo A
(fig. 282), y por bases los tridngulos recien nombrados,

N.? 349.  Observacion imporiante sobre eslos dos métlodos
de descomposicion.—Cualquiera que sea el medio que escoja~
mos, siempre hay que dividir los tetraedros resuliantes en dos
especies principales, unos esteriores y olros inferiores.

Llamanse fefraedros esteriores los que lienen dos 6 Lres
caras en la superficie del poliedro; y lelraedros interiores los
que solo tienen en la superficie del poliedro una cara, que es
la que les sirve de base.

La fig. 289, en que la descomposicion del poliedro se ha
hecho por el segundo método [que es el mas usado] hard co-
nocer las dos especies esplicadas de tetraedros.

En el poliedro ABCDEFGKILM se distinguen siefe caras
anteriores , ABDE , BCD, DEF, CDFG, CGK, KCB, KBAI;
y cinco caras posteriores, ALMFE, GMF, GMLK, LIK, AIL.

Tomando el punto A, por ejemplo, por vértice comun, co-
mo en ¢l se revnen las cunalro caras, KBAL, ABDE, AIL,
ALMFE, solo hay que descomponer en triangulos las caras an-
teriores BCD, DEF, CDFG, CGK, KCB, lo cual da seis tridn-
gulos; y las posteriores LIK , GLMK, GMF, que dan cualro
tridngulos.—De donde resulta que el poliedro podra descom-
ponerse en diez letraedros con el vértice comun en A.

Advert. Es venlajoso tomar el vérlice en que concurran
el mayor niimero de caras.

Los tetraedros ABCD, ADEF, AKBC,..., son de la prime-
ra especie, por tener dos 6 (res caras en la superficie del
poliedro.

El fetraedro AMGF es de 1a segunda especie, porque no
liene en la superficie del poliedro mas que la cara GMF, sien-
do interiores las aristas Ay, AM, AF.

En general puede determinarse facilmente la especie de ca-
da tetraedro por la inspeccion de la base y de las caras latera-
les [supuesto el vértice en A].
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Anadiremos que, en los tetraedros de la primera especie,
ires dngulos diedros, 6 solo un dngulo diedro, son dngulos die-
dros del poliedro dado; mientras que enlos tetraedros interio-
res todos los dngulos diedros son diferencias de olros perte-
necientes 6 al poliedro, 6 & lelraedros esteriores, 6 & letrae-
dros interiores.
Esto procede de que lodos los tetraedros que componen i
figura estdn reunidos por caras comunes sin penelrarse nunca.
Todas estas observaciones serdn muy fliles en adelante, y
se debe tratar de comprenderlas bien a fondo.

N.” 350. [Iqualdad delos poliedros en general.—Dos po-
liedros cualesquiera se Ilaman iguales y superponibles, cuando
se les puede hacer coincidir énteramente.

De donde resulta que—1.°— Dos poliedros iguales [ienen
iguales respeclivamente todas sus avistas y sus diagonales;

2. que—Pueden descomponerse en un mismo mumero
de telraedros 1guales, é igualmente dispuestos ;

3. que—Jodas sus caras son iguales respectivamente,
y lo mismo sus angulos diedros. _

Las dos ullimas proposiciones son susceptibles de recipro-
cas que se demostrardn en los dos teoremas siguientes.

Teorema VI

N."351. Dos poliedros son iguales cuando eslin com-
puestos de un mismo nimero de lelraedros iguales respecti-
vamente, y dispuestos de la misma manera.

Porque enesle caso, siendo los letraedros adyacenles unos
4 olros en los dos poliedros (n.” 349), y hallindose dispuestos
en el mismo 6rden, bastard bacer coincidir un letraedro, para
que todos los demds vayan coincidiendo de unos en olros;con
lo cual se¢ confundirdn los dos poliedros.

Trorema VII.

N.” 352. Dos poliedros son iquales cuando tienen sus ca-
vas respectivamenle iguales, ¢ 1gualmente colocadas, y lo
mismo los dngulos diedros.

En efecto , descomponiendo en letraedros & los dos polie-
dros [por el segundo método (n.” 348.)], y comparando luego
de dos en dos los letraedros esteriores, es decir, los que lienen
dos 0 [res caras en la superficie de los poliedros, se verd que
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son iguales (n.> 347.) ya por lener un dngulo diedro igual
[perteneciente @ los dos poliedros| formado por dos carasigua-
les, ya por lener sus lres caras iguales [triangulos bomologos
en los dos poliedros]; de donde se deduece que serdn iguales
respeclivamente las demés partes de los susodichos lelraedros
esleriores.

Comparando despuesdos letraedrosinleriores adyacentes a
los precedentes , veremos que tambien son iguales, por tener
un dngulo diedro ignal [diferencia entre un angalo diedro del
poliedro y un dngulo diedro de los telraedros ya reconocidos
iguales], formado por dos caras respeclivamente iguales [4 sa-
ber: una eara igual en los dos poliedros, 6 un tridangulo homé-
logo de una de las caras, y una cara igual de los letraedros ya
reconocidos iguales]; y asi de unos en otros.—Luego final-
mente los poliedros son iguales por hallarse compuestos de un
mismo nitmero de tetraedros iguales.

Escouto.  Podria tambien demosirarseesta Gllima proposi-
cion colocando una de las caras del segundo poliedro sobre su
hemologa del primero.—Enlonces todas las caras adyacentes
coincidirian, pues por el supuesto, son iguales entre si, eslan
igualmente inclinadas respecto de la cara ya comun, y se ha-
llan dispuestas del mismo modo. Asi se continuaria de unas en
otras hasta confundirlas todas.

Este clase de demostracion origina observaciones andlogas
a las hechas respeclo de los poligones, sobre el ntimero de da-
los necesarios para su delerminacion (véanse los n.°° 167 y
s1¢.); pero no insisliremos mas en eslas consideraciones;, que
salen de la estension de unos Elementos (*). .

Nos reducivémos a observar que en los peliedros el nime-
vo de los dngulos diedros es siempre mayor que el ndmerode
caras, mientras que en los poligonos el namero de dngulos es
igual al de lados. Esto depende de qued una misma cara poli-
gonal cualquiera se unen otras varias caras poligonales de nn
numero de lados mas 6 menos considerable: y ya hemos visto
(n.° 294.) que & cada arista corresponde un dngulo diedro.

Asies como el tetraedro liene cuatro caras y sers angulos

" {*) M. Caveny ha demostrado que cuando los poliedros son con-
vexos, basta para ser iguales con lener iguales las caras [ Veéase el
Journal de ‘Ecole polylechnique, 416.° cuaderno, pag. 87y sigi]
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diedros, y una piramide cualquiera tiene (n4-1) caras y 24
angulos diedros, siendo # ¢l nimero de lados de la base, elc.

Asi, en la fig. 289 se cuentan 12 caras y 20 aristas 6 ap-
gulos diedros.

CAPITULO I1.

DE LOS THES CUERPOS REDORDOS. — DEL CILINDRO, DEL GONO Y bE
LA ESFERA.—TFOLIEDROS REGULARES.

Este capitulo tendra cuatro parvafos: el primera \ralara
del cilindro y del cono; el segundo de la esfera y de sus prin-
cipales propiedades; el fercerv de la teoria de los trignyulos
y poligonos esféricos; y el cuarto de los poliedros inscripti-
bles y circunseriptibles, y en particular de los poliedros re-
qulares.

§ L. Del cilindro y del cono.

Del cilindro recto.

N.° 353, Llamase ciixoro kEcro [que es ¢l que princi-
palmente se considera en la Geomelria elemental] una figura
engendrada por la revolucion de un rectingulo ABDC (fiy. 290)
al rededor de uno de sus lados AB, que entonces s¢ Hama eje
del ¢ilindro, y tambien su aliura.

En esle movimienlo el lado €D, opuesto al AB, engendra
una superficie que se Hama superficie eilindrica; y los lados
AC, BG, permaneciendo perpendiculares i AB, describen cir-
culos euyos planos son tambien perpendiculares & AB; estos
cireulos se llaman bases del ¢ilindro; y la recta CD toma el
nombre de lado 0 generalris de la superficie cilindrica.— La
generatriz del cilindro reclo es igual a su allura, es decir,
d su eje. :

En este movimienlo, cada uno de los puntos I del lado
permanece d la misma distancia del eje, y describe una cir-
cunferencia de circulo cuyo radio 10 es perpendicular 4 este,
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¢ igual al radio AC 6 BD de las bases ; lo cual se espresa di-
ciendo que:

Toda seccion dada al cilindro paralelamente @ las bases
es tqual G cada una de estas.

-Donde se ve que el cilindro puede lambien considerarse
engendrado por el movimiento de una de sus bases paralela-
mente @ st misma d lo largo de la generalriz; quedando en-
lonces la superficie eilindrica engendrada por la circunferencia.

Tronema 1. (Fig. 290.)

N.° 354. Todo plano EFGK, tirado paralelamente al
eje AB de un cilindro, por una cuerda E¥ de la base, cor-
ta d la superficie cilindrica en dos ‘generafrices BG, FK.

En efecto, puesto que el plano es paralelo a AB y pasa por
el punto E, debe contener (n.” 313., corol. 1.%) @ la paralela
4 ABtirada por ese 'punlo; luego contiene 4 la generatriz
EG:—v como pasa por el punto F, debe por igual razon con-
tener a la generatriz FK de este punto.

Luego (n.” 1.) las generatrices EG, FK, son las inlersec-
ciones del plano con la superficie cilindrica.

Advert. La figura EFGK resultante es un reetdngulo.

Escorto 1.° CGuando el plano pasa por el eje mismo, la
seccion CDDCY es evidenlemente nn rectangulo doble del rec-
tangulo generador; y las dos generalrices correspondientes se
llaman generatrices opuesias. '

Si el plano paralelo pasa por una recta LL’ tangente d la
base en el punto M, toma el nombre de tangente al cilindro,
porque en este caso no liene comun con la superficie cilindri-
ca mas que la generatriz MN tirada por el punto de contaclo.
Se concibe en efecto que ningun otro punto del plano, situado
4 uno G otro lado de MN, podrd hallarse & la vez en la super-
eie cilindrica: porque si esto sucediera, como la generalriz
correspondiente 4 este punto deberia tambien pertenecer al
plano (n.° 353.), seria necesario que esla generalriz encontra-
ra 4 la base en la recta L1/, lo cual es absurdo.

El plano tangente al cilindro es por consigniente el deter-
minado por apa recla langente & la base, y la generatriz del
punlo de contacto: su propiedad caracteristica es locar @ la
superficie en toda la estension dela generatris; de aqui pro-
cede que

Todo plano perpendicular al eje corta @ la superficie ci-
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lindrica en un cireulo , y al plano tangente en una recta tqn-
gente & la circunferencia de la seccion.

N.* 355. Escorio 2.°—Si se inscriben y circunseriben 4
la circunferencia de la base inferior varios poligonos, y por
sus lados se conciben planos perpendiculares 4 la base, estos
planos cortaran'a la base superior en poligonos iguales 4 los de
Ia base inferior, y-determinardn con unos y otros prismas (na=
mero 338.) que llamaremos prismas inscrilos 6 prismas cir-
cunscritos al cilindro.

Cuando los poligonos son regulares, los prismas lo son
tambien (n.” 339.).

Considerémos en particular un prisma regular circunseri-
lo, y supongamos que el nimero de lados de la base se hace
enfinitamente grande; entonces, el perimetro del poligono se
confundird con la circunferencia de la base del cilindro (néime-
ro. 245.), y por consiguiente el cilindro podra considerarse
¢omo un prisma regular de infinito nimero de caras rectan-
gulares, que tienen por altura comun la del cilindro, y por
bases los elementos de la base de este (n.° 245.).

Teonema 11, (Fig. 291.)

N.* 356. « La superficie lateral de todo cilindro recto pue-
de desarrollarse sobre un plano'y quedar representada por
un rectangulo que tenga por altura la del cilindro, y por ba-
se la longitud de la circunferencia de la base de este su-
puesta rectificada (n.° 241.).

Para fijar las ideas, tomemos primero el prisma exagonal
regular ABCDEFA/B'C'D'E F', circunscrilo a un cilindro cu-
ya altura es AA’ y cuya base tiene el radio Ol.

Supongamos que en una recta indefinida az se han toma-
do las parlesab, be,..., fa”, iguales &los lados AB, BC, €D, ...,
FA, del poligono, y que se han levantade las perpendiculares
aa’, b, c',..., a’" @', iguales & la altura AA'.—Es eviden-
te que el rectingulo aa a”' a' representari [en su verdadera
magnitud) la superficie lateral del prisma, desarrolladaen an
solo y mismo plano.

[Para concebir de otro modo esta propiedad, hasta imagi-
nar que el rectingulo BCC'B’ gira al rededor de BB'y viene
a colocarse-en el plano del rectingulo ABB'A’, que el rectin-
gulo CDD'C’ gira @ su vez en torno de CC' para colocarse en
el plano de losdos primeros; y asi sucesivamente: en esto con-
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siste propiamente lo que se llama: desarrollo de una superficie
sobre un plano.] :

Ahbora bien, pudiéndose repelir las mismas operaciones con
los prismas regulares de 12, 24,..., lados, se infiere que. po-
drd llegarse @ un reclingulo all’a’, que tenga por allura aa’
——=AA’, y por base una linea al igual & la circunferencia Ol
rectificada ; L.C. D.D.

Advert.  Los pequeiios rectdngulos agg'a’; ghk'y’,..., re-
presentan aqui los elententos superficiales de la superficie la-
teral del cilindro, correspondientes d los elemenlosag, gks...,
de la circunferencia de la base.

Del cono recto.

N.° 357. El coxo recro es una figura engendrada por la
revolucion de un tridngulo rectingulo SOA (fig. 292) al rede-
dor de uno de sus catetos, SO, que loma el nombre de eje del
¢ono. p

La superficie engendrada en este movimienlo por la hipo-
lenusa AS, se llama superficie conica; y la recla SA su gene-
ratriz, arisla O lado. —El circulo descrito por el otro cate-
to AQ del tridngulo rectingulo es la base del cono; el eje SO
se llama tambien su altwra; y el punto S su cuspide 6 vér-
lice. '

En esle movimiento, un punto cualquiera I de la genera-
triz SA describe un circulo cuyo radio 10', perpendicular al
eje 80, es evidentemente al radio OA de la base, como la dis-
lancia SO’ es & la distancia SO.

De donde resulta que— Toda seccion hecha en un cono
paralelamente d la base [0 perpendicularmente al eje] es una
circun ferencia de circulo.

Teorema- IIL. (Fig. 292.)

N.° 358. Todo plano que pasa por el vérlice de un cono
recto y por una cuerda EE’ de su base, corta & la superficie
conica en dos generatrices SE, SE', tquales d SA.

En efecto, puesto que el plano dicho pasa por los lres pun-
tos S, E, £/, debe contener & las generatrices SE, SE'; cor=
respondientes 4 los puntos E, E'. — Luego (n.° 1.) SE, SE’,
son las interseeciones del plano con la superficie conica.

Cuando e} plano pasa por el eje 8O, es decir, por el yér-
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tice S y por un didmetro dela base, la seccion resultante es up
triangulo ASA’ doble del Iridngulo OSA ; y las dos generatri-
ces correspondientes SA, SA’, se llaman generatrices ¢ lados
opueslos. -

N.° 859. EscoLio 1,°—Se dice que un plano es langente
a un cono cuando pusa por upa arista SM y por la tangen-
te LL" & la base, lirada por el punto M. — En efecto; en ‘este
vaso ningun otro punto lomado en ¢l plano puede perlenecer
d la superficie conica ; porque si alguno hubiera, juntindole
con el vértice S, tendriamos olra generalriz que, silvada en
el plano SLL’, encontraria 4 la base en un punlo de la recta
LL', lo cual es absurdo, porque LL’ es langente d la base por
el supuesto.

El plano tangente al cono, como el plano tangente al ci-
lindro (n.° 354., eseol. 1.%), toca d la superficie conica en todu
la estension de la generalriz; y de aqui resulta que

Todo planoperpendicular al ¢je cortu G la superficie vo-
nea en una circunferencia de cireuwlo (n.” 357.), y al plano
“{angenle en una langenle & la misma eircunferencia.

N.” 360. Bscouio 2.” —luscribiendv y circunseribiendo
poligonos 4 la circunferencia de la base, y haciendo pasar su-
cesivamenle planos por los lados de los poligonos y por el vér-
lice del cono, se forman pirdmides inscrilas y circunseritas a
la superficie conica.

Guando los poligonos son regulares, lo son tambien las pi-
ramides.

En las piramides regulares circunseritas, la recta llamada
apolema (0.” 343.) es constantemente igual & la generatriz del
€ono.

En fin, puede decirse, como se dijo respecto del cilindro,

que
: El cono es una piramide reqular de infinito mimero de
caras triangulares, que (lenen por allura comun la genera-
tris del cono, y por bases los elementos de la circunferen-
cia de la base del cono.

Tronena LV. (Fig.293 y 293°.)

N.® 36L. La superficie lateral del cono reclo siempre se
puede desarrollar en un plano y quedar representada por
un seclor cireular (n.° 251.) que lenga por radio la genera-
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triz, y por base un arco de circulo igual en longitud @ la
circunferencia de la base.

Gonsiderémos primero la pirdmide exagonal regular cir-
cuuscrila al cono cuya base liene por radio Ol (fig. 293),
siendo la generalriz Sl apotema 4 la vez de la pirdmide; vy
procuremos desarrollar sus caras laterales en un mismo pla-
no.—Para eslo basta concebir que la cara SBC gira al rede-
dor de SB como charpela, hasla venir & colocarse én el plano
de la cara SBA ; despues se hace girar la cara SCD al rededor
de SC hasta que su plano se confunda con el de las dos pri-
eras, y asi sucesivamente, resullando al fin desarrolladaila
pirdmide.

Este desarrollo, representado por seis tridngulos isosceles
sab, sbe,..., sfa' (fig. 293°), adyacentes unos & olros en un
mismo plano, delermina un sector poligonal sabedfa' (n.° 253.),
que tiene por base una linea quebrantada regular abed fa/, tal
que la suma de los angulos en el cenlro s es menor que cua-
tro reéctos (n.° 337.), ¢ igual en longitud al perimetro de la
base de la pirdmide, siendo apotema de esle seclor la genera-
triz SI del cono @ que esla circunserita la piramide.

Pudiéndose aplicar estas construcciones 4 cualquier clase
de pirdmides circunscrilas, son aplicables & la superficie ¢oni-
v que les sivve de limites ; siendo entonces evidente que el
desarrollo quedard representado por un seclor circular cuya
base serd un arco igual en longitud 4 la suma de los elementos
de la circunferencia de la base del cono, y su radio igual 4 la
generalriz SA del mismo; L.C. D D.

Esconto.  l.as superficies conicas y cilindricas no son sino
¢asos particulares de una clase general de superficies que se
Haman superficies desarrollables, y de que tralaremos en el
segundo Apéndice, donde lambien volveremos a hablar de las
superficies conicas y cilindricas consideradas bajo un punto de
visla mas general.

§ . De la esfera y de sus principales propiedades.

N.” 362. Esrgra es la figura descrita por la revolucion
de un semi-circulo al rededor de su didmetro (fiy. 294); —la
superficie engendrada por la semi-circunferencia se llama su-
PERFICIE ESFERICA.

Enieste movimienlo, cada punto dela semi-circunferencia
describe otra circunferencia cuyo plano.es perpendicular al eje
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de revolucion AB, y cuyo eentro P estd situado en el eje, sien-
do MP su radio.

En este:mismo movimiento, todos los puntos de la semi-
circunferencia’ generatriz, AMB, quedan d ignal distancia
siempre del punto O, que es su centro, de donde resulta otra
definicion de la esfera y de su superficie :

La esfera es una figura terminada por una superficie
cuyos punlos estan todos equidistantes de uno que se llama
centro.—Toda recta tirada desde el centro a la snperficie se
llama radio; toda recla que pasando por el cenlro termina con
ambos estremos en la superficie, se llama diamelro. ( Véase en
¢l n.” 13. la definicion del circulo.)

De esta segunda definicion se deduce evidenlemente

1.° Que— Dos esferas del mismo radio son iguales;

2.2 Que — Todo plano ARBS que pasa por el centro de
La esfera determina un circulo cuyo radio es el mismo que
el de la superficie; —y ademis, divide la figura en dos par-
les iquales que se llaman hemisferios.

Teorema 1. (Frg. 295.)

N.* 363, Toda seccion de la esfera porun plano MNPQR
es un cireulo cuyo centro es el pie L'de la perpendicular baja-
daal plano desde el centro O dela esfera.

En efecto, juntando el punto I con varios punles M, N,
P,..., del eontorno de la seccion, y luego eslos mismos pun-
tos con-el centro de la esfera, resullard que siendo ignales lo-
das las oblicuas OM, ON, OP,..., como radios de la esfera,
sus pies M, N, P,..., deberdn eslar (n.° 303.) equidistantes
del punto I, pie de la perpendicular que viene i ser por con-
siguiente centro de una circanferencia que pasa por todos
aquellos punlos.

Conoranto. La superficie esférica es una superficie con-
vexa; porque siendo su inlerseccion con un plano una circun-
ferencia, y no pudiendo esla linea ser enconlrada por una
recla mas que en dos punlos, tampoco la susodieha superficie
podrd ser cortada mas ‘que en dos puntos por una recta: lo
cual conslituye el principal cardcter de las superficies conve-
Xas (n.” 294.).

Escouto 1.°  Cuando el plano secanle pasa por el centro de
la esfera, toma la seccion ¢l nombre de eérculo mazimo.

En una esfera misma, lodos los circulos mdximos son
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iguales , —segun hemos sentado_en el nimero precedente;
porque todos tienen por radio el de la esfera.

Todo otro plano secante determina un circulo que toma el
nombre de menor 6 minimo. .

Designando por R el radio OM de una esfera (fig. 295.),
por r el radio Ol de una seccion cualquiera, y por d la dis-
tancia del punto O al plano de la seccion, resulla

R2=r?-+d? (n.” 204.); dedonde r=\/R2_¢42;

lo cual prueba que el radio » de un circulo menor disminuye
i medida que aumenta la distancia de su plano al centro de la
esfera; y vice-versa.

Escorio 2.°  Se llaman polos de un cireulo los: puntos L.,
I/, enque la perpendicular, lirada 4 su plano desde el centro
de la esfera, encuentra a la superficie esférica; la recta LL' se
llama eje del circulo.

Los puntos L, L/, vy la recta LL', son & la vez polos y eje
de todos los circulos paralelos al MNPQR, y en particular del
circulo maximo ACBD.

Asi pues,— El eje de un circulo mazimo de la esfera es
el didmetro tirado perpendicularmenle & su plano: — los .
estremos el eje son los polos.

Teorena 11 (Fig. 296.)

N.” 364. Todos los planos que pasan por el eje AB de
un' eirculo menor, delerminan circulos maxzimos BPAR,
BADDY ..., perpendiculares al circulo menor dado y d sus
paralelos.

En efeclo, acabamos de ver que AB es perpendicular al
plano PQRS; luego tambien lo serdn lodos los planos que pa-
sen por esa recla (n.° 309.).

Estos planos se llaman meridianos del circulo menor, y
de lodos sus paralelos (n.° 319.), y en particular del cireulo
miximo CDC'D’, que es uno de ellos. ;

Escorio 1.°  Todos los arcos de meridiano BP, BQ, BR,...,
comprendidos enire un circulo menor y uno de sus polos,
son fguales: — porque tirando las cuerdas BP, BQ, BR,...,
resultan necesariamente iguales (n.” 303.).

Cada uno de los arcos de meridiano BPG, BQD, BRC/,. ..,
correspondientes 4 un circulo miximo CDC/D', es un cua-
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dranle, porque los dngulos BOC, BOD, BOC',..., son recfos.

Escouio 2.°  Un circulo maximo CDC'D’, no puede tener
mas que un solo meridiano que pase por un punto dado en Iy
superficie de la esfera, bien se halle como C en el mismo cip-
culo, hien como ) se halle fuera de &1 [con tal que sea distin-
to del polo]; porque un punto y el eje AB delerminan un pla-
no (n. 291.).

Algunas veces el arco ()D, cuyo plano es perpendicular g]
de la circunferencia CDC'D', se suele llamar perpendicular 4
esla.

Escouio 3.°  Resulta en fin de lo que acabamos de decir,
que para obfener en la superficie de una esfera el polo de up
cirenlo maximo CD’CD’ | basta concebir en dos de sus puntos
(%, D, dos arcos de circulo maximo que le sean perpendicu-
lares, prolongdndolos hasta que se encuentren en A v en B; ¢
bien levantando un soloarco CPB perpendicular 4 CD, é igual
a un cuadrante.

Reciprocamente, para obtener un circulo misimo, cuyo
polo se da, basta deseribir sobre la superficie esférica con una
abertura de compds () igual 4 la cuerda de un cuadrante,
una circunferencia queserd la del eirculo pedido.

Tronema TMI. (Fig. 296.)

N.* 365. Todo plano' MN tirado perpendicularmente ¢
unradio de la esfera por su estremo A, es tangente  la es-
fera:—lo cual quiere decir que no liene con ella mas que un
punto comun. :

Por cualquiera otra recta 01, tirada desde el centro de la
esfera 4 un punto 1 del plano MN, es oblicua 4 este; luego es
mas larga que QA (n.°303.), y por consiguiente su estremo
esla fuera de la esfera.

Reciprocasente: — Un plano tangente d la esfera, es de-
cir, que solo tiene con ella un punto comun, es perpendicular
al radio en el punto de contacto:—porque el radio es la dis-
tancia mas corta del centro al plano.

Conouario.  Zodo plano tivado por el punto de contaclo

(') Hay instrumentos llamados compases esféricos, por euyo me-
dio se pueden describir circanferencias en una superficie esférica,
como se describen en un plano por medio del compas ordinario.
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Acortadla esfera en un eirculo menor 6 mdazimo , y al pla-
no tangente en una recla tangente a la circunferencia de la
seceion: —porque si esta recla tuviera algun punto interior al
circulo, el plano langente lendria tambien un punto interior 4
la esfera, lo cual es absurdo.

N." 366. Escouio.—Sean dos cirenlos maximos ACB(Y,
ADBD', tirados por el didmetro AB; y AE, AF, las dos tan-
gentes que resultan de la interseccion de los planos de los cir-
culos con el plano tangente.— El dngulo EAF formado por dos
rectas perpendiculares @ AB, liradas respectivamente en los
dos planos, mide (n.° 308.) el Angulo diedro CBAD.

Este mismo dngulo diedro tiene por medida el dngulo en
el centro COD, formado por dos rectas OC, OD, perpendicu-
leres & AB, 0 paralelas i las tangentes AE , AF, 6 bien lam-
bien (n.” 119.), elarco.CD comprendido entre los lados de este
dngulo.

Advert. Se llama uuso svénico la porcion de superficic
esférica comprendida entre dos semi-cireunferencias de cir-
culo maximo; y cAsco ESFERICO , el espacto encerrado enlre
el huso y los dos semi-circulos, que no es mas que una parte
del angulo diedro correspondiente al huso. :

De las esferas secantes y fangentes.

N.” 367. Proposicion preliminar.—De ser la superficie
esférica una superficie reentrante y cerrada, resulla necesa—
riamente que si dos superficies esféricas estan colocadas de tal
wodo que la segunda liene, respecto de la primera, uno ¢ mu-
chos puntos interiores, y 4 la vez uno 6 muchos puntos este-
riores 4 ella, deben enlrambas cortarse. :

Se llama linea de los centros la recta indefinida que junta

los centros de las esferas: en su direccion se mide la distan -
cia de los cenlros. f

Teonema 1V. (Fiy. 297.)

N.” 368. Cuando dos superficies esféricas se corlan , la
linea de inlerseccion es una circunferencia de circulo cuyo
plano es perpendicular @ la linea de los centros, Y cuyo cen—
tro estq situado en esta misma linea.

Sean, en efecto, O, 07, los centros de dos esferas, M un
punto comun a sus superficies, MP Ia perpendicular bajada des-
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de el punto M 4 la linea de los centros. Tirese un' plano por
los trespuntos 0, 0'; M; el cual determinari (n.° 363, escol . 1.°)
en las dos esferas, doscirculos maximos cuyas circunferencias
pasardn 4 la vez por el punto M. Suponiendo ahora que losdos
semicirculos AMB, A’MB', hagan unarevolucion entera al re-
dedor del eje comun AB/, es claro que en este movimiento la
perpendicular MP describird un circulo comun 4 fas dos esfe-
ras que 4 la vez resultan engendradas (n.° 362.). —Luego es-
tas se corfan en un circulo cuyo centro estd en el eje, *i cuyo
radio es la perpendicular bajada 4 este desde el punto M.

Esconto.  Cualquiera que sea la posicion relativade lases-
feras en el espacio, como lodo plano tirado por la linea de los
centros determina dos circunferencias cuyos centros y radios
son los de lasesferas dadas, resulta que las condiciones de con-
tacto y de interseccion son idénticas & las de dos circunferen-
cias. Asi pues, para enumerarlas y demostrarlas, basla refe-
virse al § 1V delcap.2.° libro 1.°

Nos limilaremos 4 enunciar la condicion relativa al con-
tacto. :

Cuando dos esferas se tocan, la distancia de los cenlros es
igual d.la suma o d la diferencia de los radios:— ¥ tienen,
en el punto de contacto, un plano tangente comun.

§ 1L De los triangulos y poligonos esféricos.

N.° 369. Introduccion.—Sea O (fig. 298) el centro de
una esfera. Considerémosle como vértice deun angulopoliedro
convexo que satisfaga 4 la condicion puesta en el nimero329,
de estar todas sus caras situadas & un mismo lado respecto de
un plano tirado por el punto O.—Esto supuesto, los planos
de estas caras encuentran & la superficie esférica en circunfe-
rencias de circulos maximos, que, cortindose de dos en dos,
determinan un poligono ABCDE que llamaremos poligono es-
[érico.

Sus vértices A, B, G, D, E, en virtud de lo que se aca-
ba de decir, deben hallarse todos situados en un mismo he-
misferio determinado por el plano MNP arriba dicho, que
suele ser ordinariamente el mismo de la figura.

Los areos de circulos miximos AB, BC, CD,..., que, por
sus miluas inlersecciones, determinan el poligono, se llaman
sus lados; y sus d@ngulos son los A, B,.C,..., que son en vi-
lor los mismos dngulos diedros formados por los: planos de los
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sirculos;; porque estos dngulos diedros lienen necesariamenle
Ja misma medida (n.” 366.) que los angulos reclilineos forma-
dos por las tangentes & los arcos AB y AE, BCy BA,..., en
los puntos A, B,..., 0 bien tambien los angulos que forman el
centro de la esfera las rectas livadas respeclivamente en los
planos de los circulos, perpendicularmente i las avistas de los
ingulos diedros.

En el caso particular de un tridngulo esférico ABC
(fig. 299), el plane de la figura se puede delerminar de olro
modo :

Concibames primero el plano que pasa por los tres veérti-
ces A, B, C:—este plano corta (n.” 368.) 4 la superficie de la
esfera en una circunferencia que es forzosamenle de circulo
menor, porque de lo contrario el plano contendria 4l centro
de la esfera, y hallindose los tres puntos A, B, C, en una
misma circunferencia de ¢irculo mdximo , no podrian formar
triangulo.

Ahora, si tiramos por el centro O un plano MNP paralelo
al de 1os tres puntos A, B, C, es claro que eslos deberan que-
dar situados en un mismo hemisferio de los dos que determi-
na aquel plano; — y este es el que podemos tomar por plano
de la figura.—Asi, siempre en adelante supondremos, que la
superficie de un tridngulo esférico estd lotalmente comprendi-
da en un mismo hemisferio.

De los tridngulos esféricos en particular.

N.” 370, Solo se consideran ordinaviamenle, en la Geo-
metria elemental, los tridngulos formados por arcos de cireu-
lo maximo:—ademas, debiéndose hallar siluado lodo el trian-
gulo en un mismo bemisferio segun se probd en el nidmero
precedente, resulta que — Cada (ado es menor que una semi—
circunferencia.

Debe tambien advertivse, que si se prolongan en lodos sen—
tidos las caras del angulo triedro en el centro, correspondien-
ie al tridngulo esférico dado ABC, los planos de esas caras de-
lerminan en la superficie de la esfera otros siete tridngulos
cuyos elementos lienen con los del tridngulo dado las mismas
relaciones de posicion y de magnilud que los elementos de los
oche dngulos triedros 4 que dan lugar tres planos que se cor-
tan en un mismo punio (n.° 293.); v cada uno de los lados de

24
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todos esos tridngulos esféricos es lambien wenor que la semi-
circunferencia.

N.” 371. La analogia que existe entre un dngulo triedro
en el centro de una esfera y el tridngulo esférico que le sirve
de base, hace presentir que las propiedades de este han de ser
consecuencias necesarias de las propiedades de aguel.

Asi, por ejemplo, casi inmedialamenle se ocurren las pro-
posiciones siguientes :

1.  En lodo triangulo esférico ABC (fig. 299), un lado
cualquiera es menor que la suma de los otros dos:

Porque, en el dngulo triedro OABC, tenemos

AOB < AOC + BOC (n.° 331.);

y como los arcos AB, AC, BC, estando deserilos con el mis-
mo radio, pueden servir de medida a sus dngulos respectivos,
resulla

AB << AC + BC.

Por consiguienle, un lado cualquiera de un poligono es-
férico ABCDE (fig. 298) es menor que la suma de todos los
demas. .

2.° La suma de los tres lados de- un tridngulo esférico
es menor que una circunferencia enfera, porque en el angulo
triedro correspondiente , la suma de las tres caras es menor
que cuatro reclos (n.° 332.).

3.° Un tridngulo esférico puede ser unirectangulo [6sim-
plemente rectangulo) , birectangulo y trivectangulo; porque
un dngulo Iriedro puede tener (n.° 332, escol. 1.°) uno, 6 dos,
& tres dngulos diedros vectos.

4.° En todo iridngulo esférico isdsceles, d los lados
iguales se oponen angulos iguales.

Porque si lenemos AB=AC (fig. 299), por ejemplo, el dn-
gulo AOB es igual al AOC; y siendo dsoedro el angulo triedro
OABC, resulta que los dngulos diedros en OC, OB, son iguales
(nimero 334, advert.); luego el 4ngulo C es igual al dngulo B.

Y asi de las demds propiedades andlogas 4 las de los ni-
meros 333 y siguientes.

En una palabra, en el desarrollo de las demds propiedades
de los tridngulos esféricos, nos baslara casi siempre recordar
propiedades andlogas de los dngulos (riedros, pudiendo sin em-
bargo dar demostraciones directas, siempre que este procedi-
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miento nos parezca mas sencillo.—Ask lo hacemos respeclo de
Ja siguiente proposicion que corresponde 4 la propiedad del
angulo triedro suplementario.

Del trigngulo polar.

N.° 372. Dado un tridngulo esférico ABC (fig. 301), su-
pondrémos que el punto C’ es polo del arco AB (n.* 363., es-
colio 2.°), que se halla situado al mismo lado que el vértice C
respecto del plano AOB, y que B/, A’, son los polos andloges
de los arcos AC, BC: hagamos pasar arcos de circulo maximo
por los tres puntos A', B/, C’, y oblendremos otro tridngulo
esférico A’B'C’, cuyos tres lados B'C', A’C’, A'B/, lienen reci-
procamente por polos los tres vértices A, B, G, del primer
tridngulo. .

En efecto, siendo C' unode los polos del arco AB, el arco
de circulo maximo que pasa por los puntos C’ y A, es igual 4
un cuadrante (n.° 364.); igualmente, siendo B’ uno de los po-
los det arco AC, el arco de circalo miximo (ue pasa por los
puntos B y A es ignal 4 un coadrante ; asi pues, siende cua-
drantes AC’y AB’, resulta (n.”364.) que el punto A es el polo
del arco o del lado B'C’.

El mismo raciocinio hariamos sobre los puntes B, C, res-
pecto de los lados correspondientes A'C/, A'B’.

En razon de esta propiedad , los dos tridngulos se Haman
tridngulos polares uno de otro, o simplemenle friangulos
polares.—Ezlo supueslo:

Teorena 1. (Fig. 301.)

N.* 373. Todo angulo de un tridngulo esférico tiene por
medida el suplemento del lado opuesto del triangulo poﬁar;
¢ igualmente, — Cada lado del primer {riangulo es el suple-
mento del angulo que se le opone en el sequndo.

Para demostrar la primera parte de esta proposicion, pro-
longuense los lados CA, CB, del Irifingulo ABC hasta su en-
cuentro en D, E, con el lado A’B’ que en el Wridogulo polar
A’B'C se ‘opone al dngplo C. — Como el punto C es el polo
del lado A'B’ (n.” 372.), resulta que los arcos CD, CE, son
cuadrantes (n.” 364.); asipues, el arco DE es la medida del
angulo G (n.” 363., escol. 2.°). Pero siendo los puntos A’ v B/
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polos respectivos de los lados BC y AC, los arcos A’E, B'D
son cuadranles, y dén

A'E-+B'D, 6 A’'D-+DE+DB'= A’B' +DE =2 cuadranies;

luego A’B' es suplemento de DE 6 del dngulo C.

Del mismo modo se demostraria que A’C’, B'C/, son los
suplementos respectivos de los dngulos B y A. )

La segunda parte resulta necesariamente de ser mufua-
menle polares los dos Iridngulos. Ademds se podria demostrar
directamente que el angulo C' tiene por medida el suplemento
del lado AB, prolongando este arco hasta encontrar en G, K
¢on los lados C/A’, C'B’.

Advert. En virtud de esta propiedad del tridngulo A/B'C’
respecto del ABC, se dd 4 esle el nombre de fridngulo su-
plementario del primero.

Escouto 1.° Es importante fijar la alencion en el modo
de determinar segun el enunciado los puntos C', B',A’; por-
que si se considerdran los otros polos [A", B, C'] de los lados
AB, AC, BC, combinandolos de tres en tres con C', B, A',
podrian formarse otros lridngulos esféricos que no gozarian la
propiedad demostrada.

Afiadirémos que esta propiedad se babria podido deducir
de la propiedad del dngulo triedro suplementario establecida
en el nimero 330.; pero la demostracion que acabamos de
dar nos parece mas sencilla.

Esconio 2.° Designemos por A, B, C,y A, B, €/, los
angulos de dos tridngulos polares reciprocos ABC y A'B'C; v
por a, b, ¢, y @', l/, ¢, los lados respeclivamente opueslos.—
En virtud del teorema precedente, lenemos las relaciones

A+a'=2reclos, B-+0/=2 rectos, Cc'=2 reclos,
de donde A -B--C+a'+b'4-c'=6 reclos.

Abora bien, mientras ¢l ridngulo esférico ABC existe, existe
tlambien el tridngulo A'B/C’; y dd

1.2 a' b +¢'<< & reclos (n.” 371., 2.%);

de donde A-+B=4-C > 2 rectos ;




DEL TRIANGULO POLAR, 373
2.° @' b ! >0;
de donde A B4 C< 6 rectos.

Ast pues,—En todo triangulo esférico, la swma de los
{res dngulos es mayor que 2 RECTOS y menor que 6.

Esta suma puede aproximarse cuanto se quiera a cada li-
mile; de modo que los lres dngulos pueden ser agudos, rectos
0 oblusos 4 la vez, segun ya dijimos en el nimero 371.

En el triangulo birectangulo, dos de los lados son cuadran-
tes; y en el trirectdngulo , lo son los tres lados. — Todo esto
estd perfectamente conforme con lo dicho en el ndmero 332,
escol. 1.°

Teorema 1I.

N.° 374. En una misma esfera 6 en esferas iguales [es de-
cir de radio igual], — Dos trigngulos esféricos son tguales,
—1.°— cuando tienen un lado 1gual adyacente a dos dn-
qulos respectivamente igquales y semejantemente dispuestos,
0 bien , un dngulo igual formado por lados respectivamente
iquales y semejantemente dispuestos; — 2.° — cuando Lienen
los tres lados respectivamente iquales , 6 bien, los (res an-
qulos respectivamente iguales y sems['y'an{emem(a dispuestos;
—3.°—cuando tienen dos lados iguales y el angulo opueslo
auno de ellos, 6 bien, dos dngulos iquales y el lado opuesto
d uno de ellos [pero este Gllimo caso estd sujelo & muchas
restricciones]. 3

Este enunciado presenla, segun aparece , seis.casos dife-
rentes unidos de dos en dos por la propiedad del triangulo
esferico suplementario.

Para demostrarios basta bacer coincidir los dngulos Irie-
dros formados en los centros O, O/, correspondientes @ los
tridngulos esféricos, los cuales coincidirdn por consiguiente.

Advert. Se llaman tetraedros esféricos los dos espacios
OABC, O’A'B'C’, determinados por las caras de los angulos
triedros y por los tridngules esféricos ABC, A'B'C/; es eviden-
te que cuando los triangulos coinciden, coinciden tambien los
letraedros.

Escouio. Cuando dos lridngulos esféricos lienen sus ele-
mentos [lados y Angulos] respectivamente iguales, pero no dis-
puestos de la misma manera, se dice que los tridngulos son si-
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mélricos, porque entonces en efecto corresponden a dngulos
triedros simétricos (Véase el pimero 334.)

Pero en el caso particular de ser isosceles los tridngulos es-
féricos, es decir, cuando se supone AB=AC, A'B'=A/(/,
la igualdad de los dos tridngulos se verifica al mismo liempo
que u simelria; porque enlonces, siendo isoedros los dngulos
triedros correspondientes, resulta que eslos son iguales y su-
perponibles (ntimero 334, advert.)

Esto nos ¢conduce 4 una propesicion imporiante,

Teonema 111 (Fig. 303.)

N.> 875. Dos trigngulos esféricos simélricos son equi-
valentes [en superficie].

Considerémos los triangulos ABC, A'B‘C’ en los cuoales se
suponen los lados AB y A'B/, ACy A’C’, BC y B/€/, iguales
respectivamente, como tambien los dngules opuestos, pero co-
locados simétricamente.

Sea P el polo del circulo minimo que pasa por los tres pun-
tos A, B, C, situado respecto del centro de la esfera al mismo
lado que dickio circulo minimo: juntemos el punto P con los
puatos A, B, C, por medio de arcos de circulos maximos, PA,
PB, PC (n.” 364, escol. 1.°): trdcese despues en la superficie
del tridgngulo A’B'C’, un arco de circulo mdximo AP, que
forme con A’B” un dngulo P’A'B’ igual al dngulo PAB, v 16-
mese A’P’=AP. Jauntese finalmente el punto P con los puntos
C’, B, por medio de los arcos C'P’, B'P’.

Esto supuesto, los dos triangulos ABP, A'B'P’, tienen un
angalo igual, PAB = P'A’B’, formado por lados igunales,
AB=A'B', AP = A’P'; y ademis son jssceles, pueslo que
AP=PB, A’P’=P'B’ (n." 364.); luego son iguales y super-
ponibles (escol. precedente).

Del mismo modo los triangulos APC, A’P'C, son iguales
y superponibles; porque de ser iguales respectivamente los
angulos BAC y B’A’C’, PAB y P'A’B’, resulta

angule PAC = angulo P'A'C’ ;
ademas, eslos fridngalos son isosceles, porque
PA—P(, PA'—=P(.
Lo mismo dirjamos respeclo de los Iridngulos PCB, P'C'B’.
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Los dos tridngulos ABC, A’B’C’, eslan por consiguiente
compuestos de partes PAB y P'A'B/, PAC y P'A'C, PBC y
P/B/C/, respectivamente superponibles, y por lo tanto iguales
en superficie; luego tambien deben ser iguales las superficies
de los tridgngulos lotales.

Advert.  El punto P!, determinado por la construccion pre-
cedente, es el polo del circalo minimo que pasa por los tres
puntos A', B', €/, como lo es el punto P respecto del circulo
minimo que pasa por los tres puntos A, B, C.

Conorario. Del teorema anterior s¢ deduce que los te-
wraedros esféricos OABC, O’A'B/CY; son equivalentes, pues es-
tin compuestos de partes iguales v superponibles respectiva-
mente (n.° 375.), como correspondientes & tridngulos esféri-
¢os iguales y superponibles. ;

Por consigoiente, los dngulos triedros, correspondientes d
Jos lelraedros esféricos, son lambien equivalentes, porque ca-
da uno puede descomponerse en fres dngulos triedros isoedros
que podrian hacerse coincidir respeclivamente con los del olro
(n.° 364., escol. 1.°).

Terminarémos esle parrafo con algunas propiedades de la
esfera, enlre las cuales la primera podrd parecer lal vez una
paradoja, y es sin embargo consecuencia rigorosa de la pro-
posicion establecida en el nimero 262., respecto de los arcos
de circalo descrilos con radios diferentes sobre una cuerda
comun.

Teorema IV. (Fig. 304.)

N.° 376. El arco [rectificado] de circulo mazimo AMB,
que pasa por dos punlos cualesquiera A, B, de una superfi-
cie esfévica, es menor que todo arco de circulo minimo fer-
minado en los mismos puntos A, B.

En efeclo, sean O el centro de Ia esfera, It su radio, que
es el del circulo miximo, r el radio de un circulo minimocual-
quiera de los que pueden imaginarse trazados por los puntos
A, B,y d finalmente la distancia del centro O al plapo de este

circulo minimo. —La relacion r = R2— d2, oblenida en
el niimero 363, nos prueba que lodos los circulos que pasan
por los punlos A, B, y estan situados sobre la superficie esfé-
rica, lienen un radio menor que el dela esferas luego (n.” 262.)
el arco AMB cs menor que todo arco de cirenlo terminado en
los mismos puntos A, B. '
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Advert.  Debe entenderse que aqui solo se trala de la par-
te menor de las dos en que queda dividida la circunfereneig
por la cuerda AB.

Escouio.  Se pueden colocar para la demostracion los dife—
rentes arcos de circulo, en un mismo plano, como estin en |a
figura 168 (n.’ 262.), haciendo girar el plano de cada uno 3|
rededor de AB como charnela, hasta rebatirle en el plane de}
cireulo maximo OAB.

El arco de circulo miximo sera el arco AMB que tiene sy
centro en O; el arco de circulo minimo cuyo plano es perpen-
dicular al plano OAB, aparecerd rebatido formando la semi-
circunferencia ANB, que tendrd su centro en o, punto medio
de AB; y lodo otro arco de circulo minimo se hallard en un
plano intermedio & los dos precedentes, lendra un radio o’A
menor que OA, pero mayor que oA; se verd por consiguiente
rebatido formando un arco ARB, intermedio; v dara, come
cn el pumero 262.,

AMB << ARB << ANB.
Teonema V. (Fig. 304%.)

N.” 377. El camino mas corto para ir de un punlo i
olro en la superficie de una esfera es el menor de los dos
arcos de circulo mazimo que pasan por dichos puntos.

En efecto, observemos que, por su naturaleza, la esferaes
una figara perfectamente redonda, en el sentido de que loda
seccion que se le dé en cualquier diréccion, es una circunfe-
rencia de circulo.

Esto supuesto, sea ACDEB una linea trazada arbilrariamen-
te sobre su superficie, y diversa del arco AMB; siempre podra
considerarse 6 como un arco de circulo minimo, 6 como un
conjunlo de arcos de circulos méximos AC, CD, DE, EB, si-
tuados en planos distintos, 6 bien finalmente, como un conjun-
to de arcos de circulos minimos sumamenle pegueios,

En el primer caso, esta ya demostrada la proposicion por
lo'dicho anteriormente.

En el segundo, como los arces AC, €D, ..., forman con el
arco AMB un poligono esférico, el arco AMB es menor que
AC~-€D+... (n.°371.), 6 menor que ACDEB.

En el tercer caso, cada uno de los arcos de cireulo mini-
mo AC, CD,..., es mayor que el arco de circulo miximo
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que tiene las mismas estremidades A y G, C y D,...; luego,

a fortiort,
AMB << ACDEB; L6 D.SD.

Advert. Esta demostracion nos parece mucho mas directa
y sobre todo mas conforme con la naturaleza de la esfera, que
fas olras demostraciones consignadas en varios lralados.

§1V. De los poliedros inscriplibles y civcunscriptibles, y en
particular de los poliedros regulares.

Tronens 1. (Fig. 305.)

N.? 378. Todo tetraedro DABC es inscriptible a una es-
fera; 6 en olras palabras, — Por cualro punlos no situados
en un plano puede pasar siempre una superficie esfeérica.

Sean I, I, los centros de los circanlos circanserilos § dos
de las caras ABC, ACD, por ejemplo; tirando los ejes 1L, I'LY,
de esos circulos (n.” 303., escol. 1.°) —digo — 1.°— que di-
c¢hos ejes se encuenlran en un mismo punto O; —2." —que el
punto O es el centro de una esfera cuya superficie conliene los
cuatro punlos A, B, C, D.

1. Siendo AC una cuerda comun 4 los dos circulos cir-
cunserilos, resulla que las perpendiculares que se le liren en
su punto medio K, en los planos respectivos ABC, ADC, pa-
san por los puntos I, I (n.” 41.); —ademds, el plano tirado por
las dos perpendiculares KI, KI’, es perpendicalar & la misma
cuerda AC (n.° 312.), y por consiguienle 4 los dos planos ABC,
ADC; luego conliene a los ejes IL, I'L" (n.® 311.); y como las
rectas KI, KI', se cortan, deben tambien cortarse los ejes IL,
| Ln." 50.).—Sea pues ¢l panto O su punto de interseccion.

2" Tirense las rectas OA, OB, OC, OD. Se vi6 en el nt-
mero 303, que IL es el lugar de todos los punlos siluados &
igual distancia de A, B, C; luego

0A = 0B = 0OC.
Por una razon analoga, se liene
0A = 0C = 0D.

Luego la superficie de la esfera que tenga por radio OA,
pasanecesariamente por los olros punlosB, C, D; L. €. D. D.
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Escotio 1.°  Cowo envirtud de los raciocinios precedentes,
el centro de loda esfera que pasa por los cuatro puntos A, B
C, D, debe hallarse & la vez en IL, y en I'L’, cuyas reclas se
corlan en un punto #nico, resulla que solo puede haber una
esfera que satisfaga 4 la condicion enanciada.— Podemos pues
sentar las dos propesiciones signientes:

1.° &i, por los centros de los circulos circunserilos @ las
cualro caras de un lelraedro, se levantan perpendicutares i
sus planos, las cuatro perpendiculares concurrven en el mis-
mo punlo.

2.° S, por los puntos medios de las seis aristas de un
letraedro, se {iran planos que sean perpendiculares @ las
aristas y por consiguiente d las caras, los seis planos con-
curriran en un mismo punto.

Este punto tinico en uno y en olro caso es ¢l mismo centro

de la esfera circunscrila al telraedro.

Escovio 2.°  El teorema principal puede enunciarse como
problema del modo siguniente :

Hacer pasar una esfera por cualro punlos dados.

Pero enlonces se deben examinar varias hipdtesis:

1. i los cuatro puntos dados no esldn ¢n un mismo pla-
N0, en cuyo caso pueden considerarse como vérlices de unte-
traedro, y el problema es siempre posible con solo unra so-
lucion.

2.%  5i los cualro puntos estdn en un mismo plano y perte-
necen 4 una misma circunferencia de circulo, todos los puntos
del eje de esta circunferencia (n.” 303., escol. 1.°) son los cen-
tros de otras lantas esferas que pasan por los cualro punlos;
¥ en esle caso el problema es susceplible de una infimdad de
soluciones.

3.% 8i los cualro punlos estin en un mismo plano, pero
no en una misma circunferencia de circulo [hipotesis que,
como caso particalar, comprende el de hallarse tres de ellos
en linea recta], es emposible el problema. — Y en efecto, en
esla hipolesis los ejes de los circulos tirados por los cualro
puntos, combinados de fres en fres, son paralelos; y su pun-
to de interseccion, que esel centyo de la esfera, se encuentra
en el nfinilo.

Podria sin embargo decirse que en este caso el radio de la
esfera es enfinito, 0 que su centro esti en el infinito; v enton-
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ces su superficie seria el plano de los cuatro puntos dados.
_4,° Finalmente, si los cuatro puntos estan siluados en li-
nea recta, resullarian por soluciones superficies planas\en ni-
wero infinilo, etc.

Teonexa 1L (Fig. 306.)

N.>379. Todo tetraedro DABC es circunseriptible a una
e.«'fem.—é bien, —siempre puede oblenerse una esferatan-
gente a las cualro caras de wn telraedro.

Considerémos los tres planos bisectores de los dngulos die-
dros de la base*ABC; y observemos que forman un nuevo te-
traedro OARBC, cuyo vertice O puede tomarse por centro de
una esfera tangenle 4 las cuatro caras del primero.

En efecto, bijense desde el punto O las perpendiculares
0l, OK, OG, OL, 4 las cuatro caras ABC, ABD, ADC, DBC.
Hemos visto que el plano biseclor OAB es el lugar de todos los
puntos equidistantes de las caras ABC, ABD; luego OI=0K.
Del mismo modo, siendo OBC el lugar de todos los puntos equi-
distantes de las caras ABC, BCD, tendremos Ol=0L, y por
consiguiente O1=0K=0L.

Del mismo modo se demostraria que OI=0G, y por lo
tanto que Ql=0K=0L=06-.

Luego la esfera que lenga su centro en O, y por radio
(I, pasara necesarinmente por los evatro puntos I, K, G, L,
y serd ademds langenle & las cualro caras (n.° 365.).

EscoLio 1.° Como cada uno de los angulos diedros de la
base ne tiene mas que un plano bisector, y como los tres pla-
nos biseclores no pueden reunirse mas que en solo un punlo,
resulla que 4 un tetraedro dado no se le puede inseribir mas
que nna esfera. n

Tambien se infiere esta nueva proposicion :

Los seis planos bisectores de los angulos diedros de un
letraedro concurren en un mismo punto, que es el eentro de
la esfera inscrila.

Escouto 2.°  Procediendo como con el triangulo (n.°173.),
podrian obtenerse olras cudiro esferas [que se llamarian ez-
inserilas], prolongando cada una de las caras de un mismo an-
gulo triedro por el lado contrario a la cara que le esluviera
opuesia, y lirando despues los planos biseclores suplemen—

larios.
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De los poliedros regulares.

N." 380. Se llama poliedro regular lodo poliedro cuyas
caras Son poligonos requlares iguales, y cuyos angulos die-
dros son iguales; de donde se sigue que todos los angulos pe-
liedros han de ser iguales y regulares, y ademis, que lodo po-
liedro regular ha de ser necesariamente convexo.

[Bien se ve que esla definicion no comprende & los pris-
mas y pirdmides regulares, tales cuales se definieronen los ni-
meros 339. y 343.; pues alli laregularidad era relaliva & una
especie y no i todo el género. ]

Teonema HI.

N.* 381. No puede haber mas que cinco clases de polis-
dros regulares.

En efecto, sabemos ya que se necesilan al menos lres ca-
ras para formar un angulo poliedro, y ademds sabemos que la
suma de lodas las caras de cualquiera de ellos debe valer me-
nos de cualro rectos (n.° 337.); basta, pues, para probar el
teorema, ir recorriendo los dngulos de los poligonos regulares
cuyas reuniones de 3 en 3, de 4 en 4, de 5 en 5,..., din una
suma mener que cyatro, reclos.

1.° El angulo del tridngulo. equilitero es igual é%tlu |
reclo; luego pueden reunirse tres, cualro & cinco ingulos de
tridngulo equildtero para formar un dngulo poliedro, pero ya
no se pueden reunir mas, porque ;X 6 daria %ﬂ o 4 reclos.

2.° El dngulo del cuadrado vale 1 reclo, por consiguiente
solo pueden reunirse {res & lo mas, porque cuatro darian una
suma igual 4 cualro rectos.

. » 6
3.° El dngulo del pentagono regular vale 3;luego lampoco
. . 6 3
pueden reunirse mas de fres, que darin z x 3=3 3.

Como el dngulo: del exdgono regular valega 6-:;, y %x3i_lei
4 rectos, resulla que no se puede formar angulo poliedro con
angulos de exagono regular, v @ fortiori con ninguna olra cla-
se de polizonos regulares de mayor ndmero de Jados.

Asi pues, los (inicos poliedros regulares posibles sonaquellos
que tienen cada dngulo solido formado por tres, cualro o cinco
angulos de Lriangulo equilitero, 6 por (res angulos de cuadra-
do, 0 &n fin, por (res angulos de pentigono regular: luego no
hay mas que cinco poliedros regulares; ESGE#DED.
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Escorio.  Falla probar que siempre puede formarse cada
uno de eslos poliedros regulares; pero esto lo haremos mas
adelante. Los poliedros obtenidos son el tefraedro regular [de
cualro caras), el exaedro regular 0 cubo (0.” 340.) [de seis
caras], el octaedro regular [de ocho caras], el dodecaedro re-
qular [de doce caras), y el icosaedro regular [de veinle caras].

Haremos conocer desde ahora el modo de constrair el te-
traedro v el exaedro, sobre una recta dada como lado.

Sean primero ABC (fig. 307) el trifingulo equilatero cons-
truido sobre una recta dada como lade (n." 157.), y O el cen-
tro del eirculo inserito 0 cireunserilo al mismo tridngulo. Le-
vanlese por este punto una perpendicularal plano ABC; send-
lese en esta perpendicular un punto S lal, que dé la distancia
SA igual 4 la distancia AB, y tirense las reclas SA, 8B, SC;
con lo cual se tendrd el tetraedro pedido.

Porque, las rectas SA, SB, SC, son iguales (n.” 303.); y
como por conslruccion SA=AB, las cuatro caras SAB , SAC,
SBC, ABC, son iguales; y lo mismo lo serdn los dngulos die-
dros. Luego la figura es un poliedro regular.

Sea, en segundo [ugar, MNPQ un cuadrado. Por los cua-
tro vértices M, N, P, O, levanlense rectas perpendiculares
al plano de la figura, & iguales & MN; tirense la rectas M’N',
N'P, PUQY, Q'M’; y la figura asi obtenida es evidentemente un
cnbo O exaedro reqular.

Teonema 1V. (Fig. 308.
)

N.382. Todo poliedro reqular es a la ves tnseriptible
Yy circunseriptible a una esfera;—lo cual significa que siem-
pre es posible—1."—hacer pasar la superficie de una esfe-
ra por {odos los vértices deun poliedro regular; —2.°—cons-
{ruir una esfera langente a todas sus caras.

Sean en efecto ABCD,..., ABC'D/,.,., dos caras conliguas
cualesquiera, & 1, I, sus dos centros. Se puede probar, como
en el n.° 378, que los ejes IL, I'L’, de los circulos circunseri-
ts 4 los dos poligonos regulares, se corlan en un punto O; y
que si se junta este punto.con los vértices A, B, G, D,..., /
I),..., se lendrd, & causa de ser OI=0l' [segun puede pro-
barse facilmente por medio de los triingulos rectingulos OIK,
OFK], una série de oblicuas iguales OA, OB, OC, OD,,..,
Oc', OD,...

‘Combinando ahora una ecara de estas, la ABCD,..., por
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ejemplo, con otra que le sea contigua, se probara del mism
modo que ¢l eje de este nuevo poligono encuentra d IL, en ¢
mismo punto O, y por consiguiente, quetodas las oblicuas que
juntan el punto O con los vértices de la tercera cara son igua—
les'd las-oblicuas precedentes; y ast sucesivamente.

De aqui resulta que el punto O puede considerarse como
vértice comun de una série de pirdmides requlares (n.” 343.)
iguales, que lienen por bases las varias caras del poliedro , v
por ejes las rectas que juntan al centro U con los centros de
las hases. ; .

Luego—1."—La esfera que liene por centro el punto O,
y por radio OA, pasard por todos los vértices del poliedro;
—2.°—La esfera que liene por centro el mismo punto O, v
por radio Ol, serd langente a todas las caras del poliedro en
los puntos I, I', 1",...; L0=D i,

CAPITULO TIL

PROBLEMAS DE GEOMETRIA DEL ESPAGIO. — PRINCIPIOS DE
GEOMETRIA, DESCRIPTIVA.

Introducecion.

N.* 383. En el tercer capitulo de cada uno de los dos li-
bres primeros, hemos espueslo los medios de resolver grifica-
mente problemas relativos a figuras planas. —Siendo el objeto
que nos proponemos en este resolver problemas sobre los pun-
tos, lineas, superficies y ¢uerpos, naturalmente se preguntara
e0mo consegnirémos su solucion valiéndonos de eonstrueciones
ejecutacdas en un solo plano. Diremos pues ante lodo que para
esto sirve una ciencia cuya invencionse debé en gran parte al
ilustre Mongs, uno de los fandadores de la Escuela Politéeni-
ca: al menos él es quien reuniendo sus elementos, ha contri-
buido mas a constiluirla en cuerpo de doctrina.

Asf, antes de pasar 4 la resolucion de nuevos problemas,
debenios sentar los principios fundamentales de la Geomelria
descriptiva, ramo de las Matemalicas , cuyo princigal objeto
es representar y fijar, por medio de construcciones ejecutadas
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sobre una hoja de papel, la posicion absoluta ¢ relativa de uno
9 mas objetos, cuyas diversas partes se hallan por lo comun en
diferentes planos.

N." 384.  Definiciones. — Considerémos dos planos per-
pendicudares entre si, uno MN (fig. 309), que llamaremos pra-
N0 HORIZONTAL [y es la hoja de papel en que se Irazan las
construcciones|, olro NP, llamado rrano vesTicAL.—Se cor-
tan estos planos en una recla LL', que soele casi siempre de-
signarse con el nombre de LiNEA DE TIERRA.

Esto supuesto, si recordamos que (n.” 326.) la proyeceion
de un punto sobre un plano es el pie de la perpendicular ba-
jada al plano desde dicho punto, y que la proyeccion de una
recta sobre un plano es la recla que junta los pies de las per—
pendicnlares bajadas al plano desde varios punlos de la recla
dada, diremos; .

1.° Que la proyeccion horizontal de un punto A del espa-
cio, es la proyeccion a de dicho punto sobre el plano horizon-
tal, y que su proyeccion vertical es la proyeccion @’ del mis-
mo punto sobre el plano vertical;

2.°  Que las proyecciones horizontal y vertical de una rec-
ta AB, son las proyecciones ab, a't/, de dicha recta en el pla-
no horizontal y en el vertical.

Los dos planos MN, NP, llevan de mancomun el nombre
de PLANOS DE PROYECCION.

Los planos ABba, ABa'b’, que deben imaginarse pasados
por la recta AB, perpendicularmente 4 los planos MN, NP,
para obtener las dos proyecciones de dicha recta, lanto en el
plano horizontal como en el vertical , se llaman pLanos pro—
YEGTANTES.

Se llaman Trazss de un plano coalquiera, sus interseccio-
nes CD, C'D, con los planos de proyeccion ; CD es la traza
horizontal, y C'D la traza vertical:—ambas Irazas se cor-
lan necesariamenle en un mismo punto de la linea de tierra
LL’, y determinan la posicion del plano.

Si el plano considerado es perpendicular 4 uno de los de
proyececion , por ejemplo al vertical, su traza horizontal EG
es perpendicular @ la linea de tierra (n.° 312.), porque es la
imlerseccion de dos planos perpendiculares al plano horizontal.
Igualmente, es perpendicular 4 la linea de tierra la traza ver-
fical de un plano perpendicular al plano horizontal.

N.° 385. Para completar estas nociones preliminares, de-
hemos hacer una observacion importante, 4 saber: —Como
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todas las operaciones grificas se ejeculan realmente , bien en
unahoja de papel horizontal, bien en una pizarra vertical, i
cada instante nos vemos obligados & suponer que uno de los
planos de proyeccion, por ejemplo el NP (fig. 309), gira al re-
dedor de la linea de lierra para rebalirse sobre ¢l olro plano.
Sucede enlonces [y eslaesuna circunstancia que debe tenerse
muy presente] que despues del rebatimiento, como los planos
de proyeccion se estienden indefinidamente en todos sentidos,
la parte inferior, NP', del plano vertical () vienea confun-
dirse con la parte delantera, MN, del plano horizontal ; y @ la
vez, la parte superior, NP, del plano vertical, cae y se con-
funde con la posterior , QN’, del horizontal, es decir, con la
parte de este plano oculta dewrds del vertical.

Senladas eslas nociones, dividirémos el capitulo en (res
pérrafos.—El primero lendra por objeto lo que se ha llama-
do método de las proyecoiones, con sus aplicaciones & dife-
rentes problemas sobre el punto, la recla y el plano; el se-
qundo, el método de rebatimiento y sus principales aplica-
ciones; en fin, el fercero conlendra varias cuesliones sobre
la esfera, que se enlazan mas 0 menos directamente , ya con
el método de las proyeceiones, ya con el de rebatimiento.

§ 1. Método de las proyecciones.
Principios fundamentales.
Priver princivio. (Fig. 310.)

N.° 386. Las proyecciones horizontal y vertical, o, v,
de -un punto O del espacio, deben hallarse, despues del reba-
timiento del plano vertical de proyeccion, por ejemplo, en una
misma recla perpendicular @ la linea de tierra.

En efeclo, por las perpendiculares Qo, Oo’, bajadas des-
de el punto O a los planos de proyeceion, hagamos pasar un
plano; el cual, siendo a la vez perpendicular al plano borizon-
tal y al vertical (n:* 309.), lo es tambien a su inlerseccion
LL’ (n.°312.), y por consiguiente, corta & los planes de pro-
yeccion en las rectas ok , o'k, que pasan por cr mismo punto

() ‘Sesupone ordinariamente que el movimiento se bace de ade-
lanle 4 alris.
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k, v son & un tiempo perpendiculares & LL’. Ahora bien, du-
rante el movimiento que hace el plano vertical para caer so-
bre el borizontal, la recta o'k no deja (e ser perpendicular 4
LL’; luego, despues del rebatimiento, el punto o' debe colo-
carse en o'’ en la prolongacion de la recta ok ; asi pues,-los
puntos o, o', que representan enlonces las proyecciones del
punto O, estdn situados en nna misma reeta 0o’ perpendicular
a la linea de lierra,
Advert. Siendo un rectingulo la fignra Ooko', lenemos

Oo=0'k=0"k, y 0o =0k,

lo cual praeba que la distancia del punto O del espacioal pla-
no horizontal, puede representarse lo mismo por Oo que por
o'k por o"k; y su distancia al plano vertical se pueds repre-
sentar por Qo' 0 por ok,

Escouto 1."  Recierocamente , cuando despues del rebali-
miento del plano vertical , se ddn dos punlos, o, 0", en una
misma recta perpendicular a la linea de tierra . pueden
dichos puntos considerarse como proyecciones de un mismo
punto del espacio, cuya posicion fijan generalmente.

Porgue supongamos que tornan los planos de proyeccion &
su posicion verdadera [de corlarse en aquellos rectos]:—en
esle movimiento, la recta ko” no dejard de ser perpendicular
4 LL', y lomard una posicion tal como ko’ ; entonces las rec-
tas ko', ko, determinaran un plano perpendicalar & LL/ (nd-
mero 309.); y si por los punlos o, o', levantamos lineas res-
pectivamente perpendiculares d los planos de proyeccion, ha-
llindose ambas en el plano oko’ (n.” 311.), se encontrardn en
un ponto O (n.° 50.), que no podrd menos de ser el proyecla-
do'en los puntos o y o' i 0.

_ Asi pues, las dos proyeeciones de un punlo determinan 6
fijan su posicion.

Advert. Debe observarse que, con arreglod la advertencia
hecha en el n.” 383, los puntos o, 0", considerados como pro-
yecciones de un mismo punto O del espacio, representan igual-
mente las proyecciones de olro punto 0/ que estuviera sitnado
detras del plano vertical y debajo del horizontal.

EscoLio 2.° Cuando un punto r esta situado en el plano
horizontal, él mismo se sirve de proyeccion horizontal; § su
proyeccion verfical debe ser el pie »/ de la perpendicnlar ba-

25
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jada 4 la linea de tierra desde el punlo r (n.° 311.).—Igual-
menle, la proyeccion verfical de un punlo s' situado en el
plano vertical, es el mismo punto s’; y su proyeccion horizon-
tal es el punto s, pie de la perpendicular bajada desde s' 4 la
linea de lierra,

Seaunvo erineteio. (Fig. 309 y 311.)

N." 387. Dadas las proyecciones horizontal y vertical
de una recta en el espacio, queda la recta, generalmenle ha-
blando, completamente determinada de posicion.

Pueden aqui presentarse muchos casos:

Primen caso.  Supondremos primero que ninguna de las
proyececiones es perpendicnlar ni paralela 4 la linea de tierra.

Sean pues ab, a'l' (fig. 309), las dos proyecciones.—Ha-
gamos pasar por cada una un plano que sea respeclivamente
perpendicular al plano horizontal:—esos planos deben cortar-
se necesariamenle, pues de lo contrario serian paralelos; y co-
mo la traza vertical del plano lirade por ab es perpendiculara
Ia linea de tierra (n.° 384.), deberia serlo tambien a'b’ traza
vertical del segundo plano (n.° 34., 4.%), lo cual seria contra
el supuesto. Cortandose pues los planos, su interseccion habra
de ser una recla AB, a la cual sirven de proyecciones ab, a'b’;
y que ademds es unica.

SEGUNvo cAso.  Supongamos ahora que una de las dos pro-
yecciones dadas, la borizontal cd por ejemplo (fig. 311), sea
paralela d la linea de tierra, siendo la proyeccion verlical una
recta cualquiera ¢'d': —en esle caso, tambien se encontrardn
los dos planos perpendiculares, porque el plano tirado por ¢'d’
corla al plano verlical de proyeccion, y este es necesariamen-
te paralelo al plano tirado por cd (n." 324); la inlerseccion
pues de los planos perpendiculares serd larecta CD, cuyas pro-
yecciones son cd, ¢'d';—y que ademis serd paralela al pla-
no vertical de proyeccion , por hallarse situada en un plano
paralelo 4 este altimo.

Del mismo modo sedemostraria que una recla ¢’/ parale-
la 4 la linea de lierra, y olra recta cualquiera e{:, son: las pro-
vecciones vertical y horizontal de una recta EF paralela al
plano horizontal.

Tencer caso, Puédese lambien suponer que las dos rec-
tas dadas, gk, ¢'k', son @ la vez paralelos a la linea de tier-
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ra.—En este caso, es ficil conocer que los des planos per-
pendiculares se encontrardn, siendo su interseecion una recta
GK que debera ser paralela 4 la linea de tierra LL'.

Cuarto caso. En fin, puede suponerse que una de las
proyecciones, por ejemplo la horizontal,sea una recta rs per-
pendicular 4 la linea de lierra; entonces, la proyeccion verti-
cal r's’ debe ser tambien perpendiculard LL', y eslar situada
en la prolongacion de rs. — Porque el plano tirado por s
perpendicular al plano horizontal, siendo & la vez perpendicu-
lar al vertical (n.° BII.R,sirve al mismo liempo de plano pro-
yectante de la recta del espacio sobre los dos planos de pro-
yeccion.

En este caso, la reeta del espacio tendrd una posicion com-
pletamente indeferminada en el susodicho plano.—Podra ser,
por ejemplo, perpendicular al plano verlical, y entonces sus
proyecciones serian s y un punto de»'s' [prolongacion de rs};
0 vice-versa.

Se ve pues que, fuera de este caso, queda completamente
determinada una recta por medio de sus dos proyeceiones.

EscoLio. Toda recta EF (fig. 311), paralela al plano hori-
zontal, se llama linea horizontal; — pero no es igualmente
sei;uro decir que es vertical toda linea paralelaal plano verti-
cal, porque, segun el tercer caso de los anteriores, puede
muy bien una recta ser paralela a ambos planos.

Lldmase pues vertical toda linea perpendieunlar al plano
horizontal.

Todo plano tirado por una vertical se llama plano verti-
cal por ser perpendicular al horizontal de proyeccion; v todo
plane paralelo al plano horizontal de proyeecion, recibe co-
mo este el nombre de plano horizontal.

Tercer princIPIO.

N.®388. Las proyecciones horizontales y verticales de
dos rectas paralelas en el espacio son respectivamente pa-
ralelas.

. Porque si, desde un punlo cualquiera de cada recta, seba-
Ja una perpendicular al plano horizontal , les planos verlica-
les (n.” 386., escol.), tirados respectivamente por las dos rec-
tas'y por las dos perpendiculares, serdn paralelos (n.*322.); y
por-lo tanto sus intersecciones con el plane horizontal, que no

-
.
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son olra cosa que las proyecciones horizontales de las dos ree-
las, seran paralelas entre si (n.” 318.).
Igual raciocinio hariamos respecto de las proyeceiones
verlicales. '
Escovio. Por las mismas razones, las (razas horizontales
y verticales de dos planos paralelos son respectivamente pa-
ralelas (n.* 318.).

Cuanto v GLriMo prINCiPIO. (Hig. 312.)

N.° 389, Cuando una recla AB y un plano RS son per-
pendiculares entre st, las proyecciones de la recla son res-
pectivamente perpendiculares G las trazas del plano.

Concibamos, porejemplo, el plano proyectante de la recla
AB sobre el plano horizonlal MN; y sea ab su traza horizon-
tal, que es 4 la vez la proyeccion horizontal de la recta. Sea
ademds RT la traza borizontal del plano RS.

Eslo supuesto, el plano proyectante ABba es i la vez per-
pendicular al plano borizontal y al plano dado RS, pueslo que
pasa por una recta AB perpendicular a este (n. 309.); luego
es perpendiculard su comun interseccion RT: reciprocamente,
RT es perpendicular al plano proyectante, y por consiguiente
Jo es tambien @ larecla kab que pasa por su pie k en esle pla-
no; luego ab es perpendicular @ RT.

Del mismo modo se demostraria que la proyeccion verli-
calll de la recta es perpendicular & la proyeccion vertical del
plano.

Escorio. No es verdadero decir que si dos reclas son per-
pendiculares en el espacio, serdn perpendiculares enlre sisus
proyecciones en ¢l plano horizontal 6 en el vertical.

En general, segun la inclinacion del plano de las dos rec-
tas perpendiculares entre si, respecto del plano horizontal , el
angulo formado por sus proyecciones horizontales puede pasar
por todas las magnitudes desde cero hasta dos rectos.

Llimase proyeccion horizontal de un angulo del espacio,
al dngulo formado por las proyecciones-de sus lados en el plano
horizontal, y proyeccion vertical de ua dngulo, el dngulo for-
mado por las proyecciones de sus lados en ¢l plano vertical.

Pasemos abora 4 los diversos problemas de Geomelria des-
cripliva que reciben el nombre de PRELIMINARES.

Observacion imporlante.— Hasla aqui nos hemos valido de
figuras en relieve paraesplicar las definiciones y los principios
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fundamentales. —Pero en adelante nos reducirémos 4 trazar la
linea de ticrra para represenlar los dos planes de proyeccion,
a los cuales en cierlo modo distingue y separa. No se dehe
pues olvidar an instante lo dicho en el n.° 385., 4 saber: que
la parle de la figura situada debajo de la linea detierra, repre-
sentad la vez la parte delantera del plano horizontal y la infe-
rior de la vertical, mientras la otra parte de la figura repre-
senla & un liempo mismo la parte posterior del plano horizontal
y la superior del vertical.

Anadirémos que, para abreviar el discurso, representaré-
mos casi siempre por Fb , a'b’] una recta del espacio, caya
proyeccion sean ab, a'b'; y enlonces dicha recta estard desig-
nada en si misma por AB.—Igualmente [a, a’], [0, b'],...,
representardn a los puntos A, B,..., del espacio.

Prosienas L. (Fig. 313.)

N.° 390. Dadas las proyecciones de dos puntos, cons-
truir la distancia que media entre ellos.

Sean LL' la linea de tierra , [a, a'], [b, #'] los dos pun-
tos dados A, B.—Observemos de antemano quelasperpendicu-
lares bajadas desde esos puntosal plano horizontal, cayendo en
a, b, forman con AB, ab, un trapecio vertical ABab.— Ahora
bien, si imaginamos que el plano de este trapecio gira al re-
dedor de su traza horizontal ab, hasta rehatirse sobre el plano
horizontal, las susodichas perpendiculares vendrin 4 caer en
aA = ka', bB= gb’ (n.® 386., advert.), conservando su per-
pendicularidad & ab: juntando pues los puntos A y B tendre-
mos la recta AB, que serd la distancia pedida.

EscoLio. Si en el trapecio rebatido ABba, tiramos por el
punto A, que es el mas cercano 4 la recla ab, una paralela AB"
‘& esta recta, formaremos un tridngulo rectangulo AB”B, enel
cual tendremos AB”=ab, y BB igual 4 la diferencia de las
distancias de los puntos A, B, al plano horizontal, cnyas dis-
tancias estan representadas en la figura por las lineas a'k, b'g.

De aqui.resulta otro medio de construir el problema pro-
pueslo: '

1.” Tirese por el punto a’ la recta o’ [ paralela 4 la linea
de tierra LL/;

2.° Parliendo desde el punto f; soldquese en la recla fa’
prolongada, una distancia fa'’ igual & ba;

3.° ' Tirese la b'a".
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Y se tendra en ella la distancia pedida; porque, en virlud
de la constraceion, son iguales los tridngulos b'a’’f, y BAB/".
Advert. Estaconstruccion es mas facil que ln primera, por-
que ddndosenos por el enunciado las perpendiculares ka', gb',
basta lirar por el punto a" una paralela a LL’, mientras que
en la primera conslruceion hay que tirar dos perpendiculares

al, bB.
Propiena 11, (Fig. 314.)

N.°391. Determinar las trazas horizontal y verlical de
una recta [ab, a’b’), es decir, los punlos en que la recia AB
atraviesa 6 encuentra a cada uno de los planos de pro-
yeceion.

Aniusis.  El punto en que la recta atraviesa el plano ho-
rizontal se sirve & st propio de proyeccion horizontal (n.” 386.;
escol. 2.%; y su proyeccion vertical esti d la veu sobre la
proyeceion verlical de la recta, y sobre la perpendicular ba~
jada desde dicho punto @ linea de tierra LL'.

Igualmente, la traza vertical de la recta se sirve d st pro-
pia de proyeccion vertical, y liene por proyeccion horizontal
el punto de.encuentro de la proyeccion horizontal de la recta
con la perpendicular bajada desde la traza & la linea de tier-
ra.—Haremos pues la construccion siguiente:

Sinresis.  1.°—Proldnguese la recla a'b’/ hasta encontrar
en ¢/ con LL/, y levantese en el punto ' una perpendicular &
LL’, 1a coal encontrard 4 ab en un punto », que serd la traza
horizontal de la recta AB.

2.%— Prolénguese la ab hasta enconlrar en s con LL/, y
levdnlese en el punlo s una perpendicular & LL/: el punto s’
en que esla perpendicular encuentra 4 a't’, es la lraza verli-
cal de AB.

Avert.  Si la recta AB tuviera la pusicion indicada por
[ab, a'b'] (fig. 315), la construccion seria lo mismo; pero en-
lonces el punto r estaria siluado defras del plano vertical, y
el punto s’ encima del plano horizontal (véuse la advert. al nl-
mero 385.). ;

Escorio. Puede haber necesidad de conocer el dngulo que
forma la recla AB en el plano horizonlal, es decir, consu pro-
yeccion horizontal ab (n.° 326.).— Para esto basta observar
que en el espacio, la recla que junta los puntos r, s', es decir,
la recta AB, forma con #s y la perpendicular ss’ un (ridngulo
rectdngulo rss’. Si pues hacemos girar este triangulo al rede-
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dor de rs para rebalirle sobre el plano horizontal, la recta ss'
vendrd 4 lomar una posicion perpendicular @ rs, tal como 53"
[=ss']; ¥ junlando los puntos r, 5, tendremos el dngulo srs',
que serd el dngulo pedido. :

Esta construccion conviene d entrambas figaras 314y 315,
Lo mismo se obtendria el dngulo que la recta AB formada
con el plano vertical.

Prosrema III.

N.*392. Tirar por un punto dado [c, ¢'] una resta pa-~
ralela d olra dada [ab, a’b']. ,

Basla (n.” 388., tercer principio) tirar por las proyeccio=
nes del punto dado ¢, ¢/, rectas respectivamente paralelasdlas
ab, a'b'; y ast se obtienen las proyecciones de la recta pedida.

Advert. - No ofreciendo dificultad ninguna la construccion
de este dibujo, la proponemos.como ejercicio, lo mismo que la
del problema siguiente.

Prosrema IV.

N."393. Construir las trasas de un plano que pase por
tres puntos dados [a, a'}, [b, b, [e, ¢/].
Debiendo estar situados en el plano buscado los puntos A,
B, G, sucederd lo mismo con las rectas AB, AC, BC, que jun—
tan dichos puntos de dos & dos: determinando pues (n.° 391.)
las trazas horizontales y verticales de eslas reclas, se lendran
puntos pertenecientes a las trazas horizontal y vertical pedi-
das, y que ya enlonces podrdn construirse ficilmente, pues
bastard juntar de dos en dos estos Gltimos puntos.
Advert.  Esla construccion puede comprobarse de varios
modos , ¢n particular observando que
Las dos lrazas del plano deben encontrarse en un mismo
punto de la linea de tierra.
EscoLto.  De un modo anilogo se resolverdn las tres cues-
liones siguienles:
Hallar las trazas de un plano que pase por un punto
(¢, ¢/] y por una recta [ab, a'b'], 6 por dos rectas que se cor-
tan [ab, a'b'l, [ac, a'¢’], 0 en fin, por dos rectas paralelas
lab, &'b"}, fed, c'd’].
En eslos dos Gltimos casos, las trazas de la recta pertene=
cen evidenleémente a las trazas del plano buscado.
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PhosLema V. (Fig. 316.)

N.° 394. Por un punto dado [a, a'], tirar un plano pa-
ralelo é otro plano dado NMN'.

Hemos visto ya (n.° 388., escol.) que las trazas de los dos
planos deben ser respectivamente paralelas: basta pues obte-
ner un solo punto de cada una de las trazas del plano buscado.

Para eslo, si concebimos por el punto dado una linea pa-
ralela 4 la traza horizontal del plano pedido, que supondremos
hallado, deberd eslar por complelo siluada en este plano (ni-
mero 313., corol. 1.°); pero como enlonces serd paralela tam-
bien 4 la traza MN (n.° 34., 3.°), cuyas proyeceiones horizon-
tal y vertical son la misma MN, yla linea de latierra LL’, re-
sulta que tirando por los puntos ay a’, las rectas ab, a't’, res-
pectivamente paralelas @ MN y & LL’, tendremos las proyec-
ciones de la paralela susodicha, que es en el espacio una recta
horizontal (n.° 388., escol.). Delerminando ahora (n.” 391.) la
traza vertical &’ de la recta [ab, @’0’], y lirando por el punto
b’ una linea 8P paralela @ MN', lendremos la traza verlical
del plano buscado.

Igualmente, si por el punto [a, a'], liramos una paralela
4 la traza vertical del plano buscade, tendrd por proyecciones
la recta a'¢’ paralela & N'M y la recta ac paralela & LL". Bus-
cando en seguida el punto ¢ en que% recta [ac, a’c’) encuen-
tra al plano horizontal, y tirando por el punto hallado una
recla CP paralela & MN, tendremos la traza horizontal del
plane pedido. _

Advert. Si esta hecha con exactitud la consiruecion, de-
ben las reclas o'P y ¢P, 6 /P y QP, ccorlarse en un mismo
punto P de Ia linea de tierra.

ProsLema VI. (Fig. 317.)

N.° 395. Dados los dos planos NMN’, QPQ', construir
las proyecciones de su comun interseccion.

Puesto que MN, PQ, son respeclivamente las trazas bori-
zonlales de los planos:dados, el punto @ en que aquellas se
corlan es necesariamente un punto de la interseccion de eslos;
y el punto cabalmente en que su linea deinterseccion alravie-
sa el plano horizontal. Bajando pues una perpendicular aa’d la
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linea de lierra desde dicho punto, lendremos en a’ su proyec-
cion vertical.

Igualmente, siendo el punto &, en que se corlan las lrazas
_verlicales de los planos, la traza verlical de su inlerseccion.
Si bajamos la perpendicular 4’b 4 la linea de tierra desde el
punto b', tendremos en b la proyeccion horizontal de este. .

Luego las rectas de union, ab, a'b’; son las proyecciones
horizontal y vertical de comun inlerseccion de los dos planos.

N.° 396. Escouio.—Esla consiruccion supone que se co-
nocen de; posicion en la figura los puntos a, b'. Pero sucede &
veces que las Irazas de los planos no puedan enconlrarse sino
4 larguisima distancia, como lo indica la fig. 318.

En este caso hay que valerse de distinto método.

Témese en la linea de tierra LL' un punto p, mucho mas
cereano @ M que el punto P, y tirense la rectas pg, pg', res-
pectivamente paralelas a PQ, PQ/; cuyas paralelas serdn las
trazas de un nuevo plano paralelo 4 QPQ'; v la inlerseccion
del nuevo plano con el plano NMN’ debe ser paralela & la in-
terseccion buseada (n.” 318.).

Esto supuesto, podemos como en el nimero precedente,
delerminar las proyecciones ab, a'b', de la inlerseccion de los
planos NMN/, gpq', 4 las cuales deben ser paralelas las pro-
yecciones buscadas (n.” 388.), por cuya razon bastara obtener
un punto de cada una de estas Gllimas. 1 ]

Al efeclo, supongamos por un instante que A, B', sean los
puntos de concurso de las trazas MN y PQ, MN’y PQY, que
B, A’, sean dos puntos de las proyecciones buscadas, que se
encuentran situados en la misma linea de tierra; y liremos las
rectas AB, A’B'.—Las dos parejas de Wridngulos semejanles,
AMP y aMp, AMB y aMb, dan las dos proporciones

AM : aM :: MP : Mp,

AM : oM :: MB : My;
de donde, a causa de la razon comun

Mp : MP :: Mb : MB.

Conociéndose aqui los tres términos primeros, es muy facil de-
terminar la posicion del punto B (n.” 207.); y lirando por el
punto B una paralela i ba, tendremos la proyeccion horizon-
tal de la comun interseccion.
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Igualmente, construyendo el cuarlo éermine de la pro-

poreion
Mp : MP :: Ma’ : MA/,

y trando por el punto A’ una paralela & a’b’, lendremos Ja
proyeceion verlical. ;

Advert.  Podriamos dar aqui un medio direclo, fandado
solo en los principios de la Geomeurfa descriptiva, para obte-
ner un punto particalar de la interseceion ; pero su esposi-
cion exigiria demasiados pormenores: baste decir que se lo—
gra imaginando planos paralelos al horizontal 6 al vertical de
proyeccion. :

ProsLema VIL (Fig. 319.)

N.°397.  Desde un punto [a, a'] dado fuera de un pla-
no NMN', tirar & esle una perpendicular, y construir la
longitud de esta, es decir, la distuncia que hay desde el
punto dado al punfo en que encuenira la perpendicular al
plano.

En virtud del cuarto principio (n." 389.), las proyecciones
de la recta buscada deben ser respectivamente perpendicula—
res d las trazas del plavo dado; debiendo ademis pasar, nna
por el punto a y olra por ¢l punlo a’; luego las rectas ab, a'l’,
tiradas perpendicularmente a MN, MN/, desde dichos puntos,
son las proyeceiones pedidas.

La segunda parte de la cuestion quedara reducida al pro-
blema del ndmero 390, si pudiéramos determinar las proyec-
ciones del punto en que la perpendicular encuentra al plano.

Para fijar la posicion de esle punto, concibamos lirado por
la recta el plano que ha servido para proyectarla sobre el pla-
no horizontal :—Las trazas de este plano proyectante son, des-
de luego, la recla abs, proyeccion horizontal de la perpendi-
cular, y la recta ss’ perpendicular a la linea de tierra (n.” 391.).
Este mismo plano corta al plano dado NMN’ en una recta que
contiene el pie de la perpendicular; por consiguiente, todo se
reduce 4 buscar las proyecciones de la eomun interseccion de
los planos NMN' y ass’. La horizontal es desde luego as, y la
verlical se obtiene bajando (n.* 395.) desde el punto p una
perpendicular pp' 4 Ia linea de tierra, y juntando el panto p’
con ¢l punto s’.

Respeclo de la proyeccion vertical del punto buscade, co-
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mo debe d la vez eslar en a’b’ y en p’s’, se encuenlra en la
interseccion &’ de las dos rectas. Eslosnpuesto, bajemos desde
el punto &' una perpendicular 4 la linea de tierra, y prolongué-
mosla hasla cortar en & 4 la recta ab, que representa a un
tiempo la proyeccion horizontal de la perpendicular, v la pro-
yeccion horizontal de la interseccion de los planos NMN/, ass’,
con lo cual tendremos la proyeccion horizontal del pie de la
perpendicalar. .

Conociendo las proyecciones (e, a'], [k, £'] de los puntos,
se obtendrd su distaneia por el segundo medio de construe—
cion indicado en el nimero 395:; lo que dard finalmente a5’
por longitud de la perpendicular.

Advert. Como medio de comprobacion puede imaginarse
lirado el plano que ha servido para proyectar la perpendicu-
lar sobre el plano vertical,

—Laslrazas deeste planoson a’d'r’ y r'r [perpendicular A LL/]-
—Las proyecciones de la interseccion del nuevo plano proyec~
tante con el plano dado NMN/ son a'r' y r¢'; el punlo de en-
cuentro de rg’ con ab debe ser precisamente el punto k ya de-
terminado, si la construccion se ha hecho exaclamenle.

Prosrema VIII. (Fig, 320.)

N.° 398. Reciprocamente :— Por un punto dado [a, a'],
tirar un plano perpendicular d una recta dada [be, b'c/].
Puesto que las trazas del plano buseado deben ser respec-
tivamente perpendiculares d las rectas dadasbe, b'e’, basta co-
nocer un punlo de cada traza; y para lograrlo podemos em-
plear una construccion andloga a la del numero 394.—Por el
punto dago [a, @’] y en el plano pedido que supondremos deter-
minado, imaginemos una forizontal, es decir, upa paralela &
la traza horizontal del. plano : —las proyecciones deesta para-
lela serdn una recta a'd’ paralela & LL', y olra ad paralela a
latraza horizon\al del plano buscado, v por consiguiente per-
pendicular a la proyeccion horizontal be de la recta dada.

- Determinando en seguida (n.” 391.) el punlo d’ en que es-
la recta alraviesa el plano verlical, y urando por d’ una per-
pendicular Q'd'P & la recta b'¢’, tendremos la traza vertical
del plano pedido.

Tiremos del mismo modo por el punlo [a, a'] una para-
lela [af, a'f'] 4 la \raza vertical del plano, y delerminémos el
punto fen que esta paralela encuentra 2l plano horizental:




396 LIB. III.—CAP. UL —§ 1.
entonees, bajando desde el punto funa reeta QfP perpendiou-
lar a ab, tendremos la traza horizontal del plane pedido.—S§j
la construccion estd bien hecha, deben coincidir en un punto
P de la linea de tierra las dos trazas Q'd’, Qf.

Advert. Conocidas asi las trazas del plano v las proyeceio-
nes de la recta, puede delerminarse, ¢como en el problema an-
terior, el punto de encuentro de esla en aquel.

Escouto 1.° A la cueslion que acabamos de resolver, se
enlaza inmediatamente esta olra: — Tirar desde un punio
dado [a, '], fuera de una recta [be, b'c') una perpendicular
a estarecla. -

Empiécese por construir las (razas de un plano que pase
por el punto [a, a'], y sea perpendicular & la recta[be, b'¢'].
— Determinese lnego el punto de encuentro del plano y la rec-

- 1a, y juntense las proyecciones de esle punlo con las proyec—
ciones del punto dado: — las lineas resullanles serdn las pro-
yecciones de la perpendicular pedida.

Escorio 2.°  Mientras que el punto [a, a'] estd situado
fuera de la recta [ab, a'b'], el ultimo problema es susceplible
de solo una solucion.—Pero si el punlo se halla colocado en
la recla misma, el problema es indeterminado, porque en
efecto, el plano construido es (n.° 299.) el lugar geomélrico
de todas las perpendiculares tiradas 4 la recta por el punto da-
do.—Tambien seria indeterminado en el caso general , si no
dijera esplicitamente el enunciadodel problema que deben en-
contrarse las dos reclas.

Provrenas IX. (Fig. 321.)

N.* 399. Construir el Gngulo de dosrectas dadas por sus
proyecciones.

Supondremos agui que las dos rectas se cortan, pues sise
cruzdran en el espacio sin enconlrarse, seria necesario (pl-
mero 325., escol. 1.°), para obtener el dngulo que formdran,
tirar por un punlo de una de ellas una paralela 4 la otra, y
deferminar el angulo que forma la paralela con la primera.

Ademds, las proyecciones del punto comun deben eslar si-
tuadas en una misma perpendicular @ la linea de tierra.

Sean pues [ab, a'l’], [ac, a'c'], las proyecciones de las
dos rectas dadas. — Delerminémos ante todo (n.° 391.) sus
trazas horizontales b, ¢, y liremos la recta be.—OQbservaré-
mos ahora que ¢l punto A y los puntos b, ¢, forman en el
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espacio un trifingulo cuyo dngulo del vértice A es el dngulo
pedido; } que conocerémos esle dngulo, si, hacnend‘ﬂ girar el
plano del tridngulo Abe al rededor de su traza horizontal be
hasta rebatirle sobre el plano horizontal, podemos acertar la
posicion del punto A en el plano rebalido.

Para esto, bijese desde el punto a, proyeccion herizontal
del vértice A, una recta ak perpendicular & be, y concibamos
nnido el punlo & con el verlice A del espacio: la linea de
union A% debe ser (n.” 300.) perpendicular  be, yes por con-
siguienle la altura del triangulo Abe; allura que puede cons-
troirse facilmente, porque es la hipotenusa de un: tridngulo
rectangulo que liene por calelos 4 ek y 4 Aa=a'k (n." 388,
advert.). Luego si trasladamos 4 ak sobre kL desde A hasta g,
y liramos la recla a'g, serd esta la altura Ak.

Prolenguemos ahora indelinidamente la recta ak, y lome-
mos la @’y desde k bdcia A; y este dltimo punlo representara
el vértice del tridngulo en el plano rebatido.

Tirando en fin las Ab, Ac, lendremos en bAc el angulo que
buseabames,

Advert. - Tendriamos tambien el tridngule Abe, en el planoe
rebatido, construyéndo (n.* 390.) las longitudes de las rectas
Ab, Ae; cuyas proyecciones son ab, a/b/, y ae, a’c’, porque
entonces conoceriamos los res lados del triangulo.

Pero esta construecion es algo mas complicada que la an-
lerior,

Cororanto.  Para — Construir el angulo de una recla
con un plano [que no es mas (n.* 326.) que el dngulo formado
por la recta con su proyeccion en el plano];

Bajese desde un punlo cualquiera de la recta (n.* 397.) una
perpendicular al plano; determinese el dngulo que forma esla
perpendicular con la recla dada;—y se lendrd el complemen-
to del dngulo buscado, y por consigniente este dngnlo mismo.

Escouio.  Las proyecciones de la bisectriz del dngulo de
las dos rectas pueden oblenerse ficilmente, supuesta la cons-
truccion del teorema principal. ]

Determinese primero la bisectriz Am del dngulo bAc re-
balido, y prolonguese hasla su encuentro en m con be, traza
horizontal del plano que contiene al dngulo.— Juntese despues
el punto m con el punto A ; — y se tendrd la proyeccion hori-
zontal am de la bisectriz. 4

Proyéctese m en m’ sobre la linea de lierra, y tirese la
a’'m’;—con esto solo se tendri la proyeccion vertical.
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PropLema X. (Fig. 322.)
N.* 400. Construir el anqulo de dos planos NMN’, QP(y,

1.% Sovucion.  Desde un punto cualquiera del espacio ba-
Jense rectas perpendiculares & los dos planos (0.°397.):—de-
terminese el dngulo de las dos perpendiculares y se tendrd el
dngulo pedido 6 su suplemento (n.” 325., escol. 1.°).

Pero puede emplearse una construccion mas sencilla.

2." SoLucion.  Delerminese de antemano (n.° 395.) la pro-
yeccion horizontal ab de su interseccion, que no es mas que
la recta de union del punto @ con el punto b' [suponiendo en
su posicion verdadera & los planos de proyeceion]. Concibase
despues en un punto cualquiera O de la interseccion un plano
que le sea perpendicular.—La traza horizontal de este plano
serd una recta ed perpendicular 4 la proyeccion ab (n.” 389.);
y la susodicha ed podrd ser considerada como base de un triin-
aulo Ocd, cuyo dngulo en el vértice O serd el angulo pedido.
Tratemos pues de obtener este tridngulo en su plano rebatido
sobre el plano horizontal.

Para esto observemos que ¢l plano cuya traza es ed, y el
plano tirado verticalmente en la direccion ab, se cortan, en el
espacio, segun una recta ¢ quees d la vez perpendicular &
la interseccion de los dos planos dados [por hallarse en el pla-
no Qcd perpendicalar 4 dicha interseccion], y 4 la recta ed,
porque cd es perpendicular al plano proyectante. La reeta Of
es por lo tanto la altura del tridngnlo Ocd. Para obténer su
longitud, imaginese que el tridngulo rectingulo cuya hipote-
nusa es ab’, y cuyos catelos son ab, bb’, gira al rededor de b’
para tomar posicion rebatiéndose sobre ¢l plano horizontal. En
este movimiento, los punlos a, 4, describirdn en torno al pun-
to b areos de circulos, y vendrdn & situarse en a’, #'; la recta
U'a eslard entonces representada por b’a’, y la altura buscada
por una perpendicular i’ o’ bajada sobre b’a’. —Construida esta
perpendicular no babra mas que trasportarla sobre fa de a
O; y tirando las ¢O, dO, el angulo ¢Od sera el dngulo
pedido.

Escorto 1.°  Si las trazas de los dos planos dados tuvieran
las direcciones indicadas por la figura 318, se recurriria al
plano auxiliar gpg’ ; y tendriamos reducida la construccion &
la del caso precedente.
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fscor1o 2.°  Dividiendo en dos partes iguales el dngulo
¢0d, v juntando el punlo a con el punto g en que la bisectriz
encuentra a la traza horizontal del triangulo Oed, se obliene
la traza horizontal del plano bisector del gngulo de los dos pla-
nos.— Para oblener la traza verlical, basta juntar el punto b’
con el punto £ en que la traza ag encuentra & LL.
Asi, ak y b’k son las trazas del susodicho plano bisector.

Proncema XI. (Fig. 323.)

N.> 401.  Consiruir los dngulos que forma wn plano
NMN' con el plano horizental y con el vertical.

Este problema, que en rigor es solo un easo del preceden—
le, merece parlicular alencion por sus numerosas aplicaciones.

Por un punto cualquiera A de MN, tiremos un plano per-
pendicular & esta recta:'— este plano corta al horizontal y al
dado en dos rectas perpendiculares 4 MN (n. 299.), que for-
man entre si el primero de los Angulos pedidos. Ahora bien,
la traza borizontal de esle plano es AB perpendicular & MN;
su traza vertical es BC perpendicular 4 LL’, y su interseccion
con el plano dado es una recta que atraviesa a los dos planos
(le proyeccion, al uno en el punto A, y al olro en el punto C,
encuentro de las trazas MN/, BC.

Hagamos ahora girar el Iridngulo ABC, rectdngulo en B,
al rededor de BC como charnela, hasta rebatirle sobre el pla-
no verlical de proyeccion:—en este movimiento, BA viene &
caer sobre LL’, y toma posicion BA’. Juntando entonces cl
punto G cou el punto A’, obtenemos el dngulo CA’B, que es el
que forma el plano dado cen el borizontal-

El otro dngulo se obtiene tirando por un punto cualquie-
ra D de MN, la recta DE perpendicular 4 MN’, despues la EF
perpendicular & LL', rebatiendo en seguida la ED sobre LL!
desde E hasta 1), y tirando finalmente la FD/: — el 4ngulo
FD'E es el que forma el plano dado con el plano vertical.

Advert. Tambien se habria podido rebatir el primer dn-

gulo al rededor de AB sobre el plano horizontal, y el segundo
al rededor de DE sobre el plano vertical.
_ Escovio.  Si se lira la bisectriz A'G del 4ngulo CA’B, y se
junta el punto M con el punto G, es facil reconocer que MG
v MN son las trazas del plano bisector del dngulo formado por
el plano dado con el plana horizontal.
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Prosuema XL (Fig. 324 v 325.)

N.® 402. Construir las proyecciones y'la longitud de la
distancia mas corta enire dos rectas.

Espusimos en el ndmero 324 dos modos de fijar la posi-
cion de la perpendicular comun 4 dos rectas, llamada tam-
bien su distancia mas corta: aqui no deberemos tratar sino de
aplicar & ambos los principios de la Geometria descriptiva;
pero nos reducirémos a desenvolver el segundo medio como
mas sencillo. .

Volvamos por el pronto 4 la figura en relieve 6 perspec-
tiva (fig. 266), suprimiendo las construcciones que sirvieron
para la demostracion.

Sean AB, €D (fig. 324), las dos rectas dadas:

1.° Por un punto caalquiera E tomado en la CD, liremos
la EF paralela 8 AB;

2.°  Hagamos pasar an plano MN por las dos rectas €D,
EF ; este plano resulta paralelo 4 la recla AB;

3." Desde un punlo cualquiera G de AB, bajemos la GK
perpendicular-al plano paralelo, y determinemos en este el pié
K de ella; '

4.°  Tiremos por el punto K una recta KI paralela a EF
0 4 AB; esta recta ird 4 encontrarse con CD en un punto [;

5.° Desde el punto I tiremos la Il paralelad GH ¢ per-
pendicular al plano paralelo MN.

La recta IH es la distancia mas corly.

Apliquemos ahora los principios del método de las proyec-
ciones. — Hé aqui los pormenores de la conslraccion :

Sean LL'(fig.325) la linea detierra, v [ab, a'b'], [ed, ¢'d'],
las proyecciones de las dos rectas dadas AB, CD.

1."—ef, e'f', respectivamente paralelas & ab, a't’, y tira-
das por las proyeceiones e, ¢', de'un mismo punlo de la rec-
ta [ed, ¢'d"], son las proyecciones de la recta EF paralela
4 AB; } ;

2."—NMN' es el plano paralelo @ AB, tirado por las rectas
led, c’d’],l[ef, e'f'] (véase el escolio del nimero 393);

' 3.°—gkl, g'k'l', tiradas perpendicularmente 4 Jas trazas MN,
MN' del plano paralelo, son las proyecciones de GK [los pun-
tos k, k', proyecciones del pie de esta perpendicular, deben
determinarse’ por el problema del nimero 397.];
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4.°—ki, k', son las proyecciones de la recta Kl lirada por
¢l punto k paralelamente 4 AB;

5.°—ih, 1"k’ , tiradas por los puntos ¢, ¢, paralelamente &
gk, g'k’, 6 perpendicularmente 4 las trazas MN, MN', y pro-
Jongadas hasla su encuentro con ab, a'b’, son las proyecciones
de la dislancia menor pedida. _

6.°—En fin, conociendo los estremos [i, i'], [k, #'] de esla
distancia , puede construirse su longitud 3’ A" por medio del
problema del namero 390.

Advert. Esla construccion, que en rigor no liene ninguna
dificultad, exige mucho cuidado, & causa del gran nimero de
lineas que hay que trazar. Puede sin embargo comprobarse de
varios modos que se deducen del primer principio (n.° 386.).

Se ve en fin que este problema no es masque laaplicacion
de algunos de los anleriores.
Propondremos ademas de él como ejercicios los siguientes:
1.°  Determinar la interseccion comun de tres planos cu-
yas trazas sedan;

2.° Dados un punfo y dos rectas por sus proyecciones,
tirar por el punlo otra recta que encuenire & las dos pri-
meras.

Estos dos problemas son aplicaciones del namero 395., y
son susceptibles de discusion.

§ 1. Método de rebatimiento.— Problemas sobre los dngu-
los triedros.

N.° 403. Introduccion.—Sucede wmuchas veces que para
resolver un problema de Geomelria del espacio, hay que eje-
cular ciertas construcciones en un plano dado por sus trazas;
y para eslo es necesario,—1."—rebalir el plano susodicho
sobre uno de los planos de proyeccion, por ejemplo- el bori-
zontal [asi se ha hecho en los problemas de los numeros 399
y 400.]; — 2.°—fijar en el plano rebalido la posicion de
ciertos puntos 6 cierlas lineas que deben ballarse situadas en
¢l con arreglo al enunciado, y cuyas proyecciones se suponen
conocidas; —3.°—ejecutar en el mismo plano [confundidoin-
lerinamente con el plano horizontal] las construcciones pres-
critas por el enunciado; —4.°—en fin, determinar las pro-
yecciones delos nuevos punlos y lineas hallados de esa mane-
ra.—Tal es el objeto del método conocido con el nombre de

26
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Mgrobo pE REBATIMIENTO, Ccuyos principios fundamentales go
reducen d las res cuesliones siguientes.

~ ProsLEma 1. (Fig. 326.)

N." 804. Dado por sus trazas un plano NMN’, rebatiy-
le sobre uno de los planos de proyeccion, por ejemplo, sobre
el horizontal. :

Considerémos en la traza vertical MN’ un punlo cualquie-
ra a’ cuya proyeccion horizontal esa;y por esle punto conci-
bamos un plano perpendicular & la traza horizontal MN:—|a
traza verlical del nuevo plano es una recla a’e perpendicular
4 la linea de tierra (n.° 384.), y su traza horizontal olra recta
apfa perpendicular a MN. — Sa interseccion con el plano

MN’ serd una recta pa’ [en el espacio] ‘perpendicular lam-
bien & MN. ' '

Esto supuesto, hagamos girar al plano dado al rededor de
sn traza horizontal MN:—en esle movimienlo, el punlo o'
no saldrd del plano a’pa, y rebatird ¢n la prolongacion pA de
pa, en un punto A cuya distancia al punto fijo M estard re-
presentada en magnitud por Ma’.—Por consiguiente , si des-
deel punto M como cenlro, con él radio Ma/, describimos un
arco de circulo que vaya 4 corlar 4 la recta aA enel punto A,
Yy junlamos este punto con el punto M, la recta MAN" repre-
sentard el rebatimiento de la traza vertical MN’ sobre el plano
horizontal. —Luego NMN” es el plano dado, despues rebatido
sobre el plano horizontal.

Advert. Descrihiendo desde el punto a como centro, con
ap.por radio, un arco de circulo que corte @ LL’ en un pun-
lo p%, y tirando la recta 0'10', el dngulo a’p’a serd el dngulo 1‘gua
forma el plano dado con el plano horizontal (n.° 401.).—Mu-
chas veces s¢ neeesita de ¢l en las aplicaciones del método
(ue esponemnos.

Prosuema J1. (Fig. 326.)

N 405. Representando un punto o la pro;;ﬁcsio-n hori-
sontal de un punto O 'situado en un plano NMN",—1."— Ha-
Uar su proyeccion verlical o';—2.°—fijar la posicion del
punto O en el plano NMN’ supuesto rebatido sobre el plano
Aorisontal;—y reciprocamente, dado de posicion un punto
O en un plano rebatido, hallar sus proyecciones.
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Observemos primero que debiendo el punto O estar situa-
do en el plano dado, su proyeccion horizontal o fija completa-
mente su posicion en el espacio; pues si por el punto o se le-
vanta una vertical (n.° 387., escol.), ird esla recta a atravesar
el plano dado precisamente en un punto que no puede ser otro
que el punto O.

Ahora, para resolver la parle primera de la cuestion, ba-
jemos desde el puntoo una perpendicular indefinida oro' sobre
la linea de tierra LL': la proyeccion vertical o' del punto O
debe estar colocada en esla perpendicular (n.* 386.), y solo
falta para conocerle determinar la distancia ro’ desde la linea
de tierra al puntoo’.

Dos medios lepemos para conseguirlo.

Priver MEDI0.—Bajemos la og perpendicular & MN, y jun-
femos el puntogcon el punto O del espacio : asi formamos un
tridngulo rectangulo Ogo , cuyo cateto go conocemos, y lam-
bien el angulo agudo Ogo, porque sieado ¢O perpendicular a
MN (n.° 401.), este dngulo mide el angulo del plano dado con
el plano horizontal, dngulo ya construido en el problema pre-
cedente, é igual 4 a'p’a. :

Rebatiendo este tridngulo al rededor de og como charnela,
tirando por el punto o una perpendicular 00’ & og, y forman-
do despues en el punto ¢ el dngulo ogO’ igual al angulo a’p'a,
tendremos en 00'g el tridngulo rebatido; y 00’ representa en-
tonces la distaneia del punto O al plano horizontal. Luego si
colocamos la 00’ desde r hasta o/, el punto o' serd la proyec-
cion verlical pedida. '

Seeunno MEp10.—Concibamos por el punto O del espacio
una horizontal en el plano dado:—la proyeceion horizonlal de
esta recta es una linea ob paralela @ la traza MN (n.°294.), y
como la traza vertical de Ja misma debe hallarse en la traza
MN’, y en la perpendicular & LL’ tirada por el punto b, resul-
ta que dicha traza vertical se hallard end’; luego la proyeccion
vertical de la recta horizontal es upa paralela 6'¢' a LL” lirada
por el punto b’; y por consiguiente el punto o', en que eslapa-
ralela encuentra 4 la perpendicular indefinida oro’, es la pro-
yeccion verlical buscada.

Advert. Este segundo medio suele ser generalmenle mas
sencillo.

Pasemos 4 la segunda parte de la cueslion.

Volvamos al tridgngulo O'go & su posicion vertical Ogo, v
observemos que, en el movimiento del plano dade al rededor
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de MN para rebatirse sobre el plano horizontal, la recta 40,
perpendicular & MN, debe rebalirse en la prolongacion de ¢
en un punto O cuya distancia al punto ¢ es igaal a la recla
90’ ya consiruida. Luego si trazamos desde el punlo ¢ como
ceniro, con un radio igual 4 ¢0', un arco de circulo que ven-
ga d cortar 4 og prolongada en un puntoQ, esle punlo seri el
rebalimiento de aquel, cuyas proyecciones son o y 0’.

De otro mode:—Si de el punto M come centro, con un ra-
dio igual & M¥', trazamos un arco que corte @ MN" (problema
precedente) en un punio B, y por este punto liramos una pa-
ralela 8 MN, esta paralela representard la horizontal que an-
tes tirdbamos por el punto 0. Luego el encuentro de ella con
6q dari tambien la posicion del punlo cuyas proyecciones
%00 0,0,

Recierocamente : — Dado de posicion el punto O en el
plano rebatido, NMN"', para oblener sus proyecciones cuando
el ‘plano vuelva & su posicion primitiva NMN/, basta,—1."—
bajar la Og perpendicular & MN , prolongandola indefinida-
mente; —2."—hacer en el punto ¢ un dngulo og0)’ igual al
angulo dado a'p'a; —3.° — lomar ¢0'=4q0, y bajar la
0’0 perpendicular 4 go, lo cual determina la proyeccion hori-
zontal 0; — 4.°—en fin, bajar Ja ore’ perpendicolar & LL',
Y tomar ro'=o()’, con lo cual el punto o' es la proyeccion
vertical.

O bien de otro modo:—1."—T'irese la Og perpendicu-
lar 4@ MN, y la OB paralela 4 la misma traza MN;—2."—
tdmese la distancia MB desde M hasta &' en la traza MN/, y #i-
rese la recla indefinida 4’0’ paralela & LL’;—3."—bajese la
?‘b'pﬁlrgendicular a LL', y por el punto b lirese la bo parale-
ad MN.

El punto o, en que la bo encuentra & la Og prolongada, es
1a proyeccion herizontal del punto 0; y el punto o/, en quela
perpendicular oo’ encuenlra a b'o’, es su proyeccion verlical.

Las constracciones que acabamos de esponer para la reci-
proca de esta cueslion, son consecuenciasdela marcha segui-
da en la proposicion direcla.

Proprena 111 (Fig. 327.)
N.” 406. Dada la proyeccion horizontal ab de una vecia

situada en un plano. NMN', —1.° — Construir su proyec-
cion vertical; — 2.° — determinar. su posicion en el plano
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yebatido;—y reciprocamente,— Dada una recta en el plano
rebatido, hallar sus proyecciones cuando vuelva el plano @ su
posicion verdadera.

Aplicando 4 dos cualesquiera punlos de la recta la cons-
truccion del problema precedente, se oblendria una solucion
de lacuestion propuesta; pero puede conseguirse de un modo
mas sencillo.

Por la proyeccion ab, concibamos un plano verlical: — la
traza horizontal de este plano es ab, y la traza verlical bb’ per-
pendicular & LL'. Luego, determinando, como en el nime-
ro 395., la proyeccion vertical dela interseccion de los dos pla-
nos NMN’, abd’, se tendrd la proyeceion vertical de la recta.

Respecto de la segunda parte de la cuestion, obsérvese que
el punto a en que la recta atraviesa el plano horizontal, no cam-
bia de posicion en el movimiento del planoal rededor de MN.
Ademds, el punto b' en que atraviesa al plano verlical , viene
a tomar la posicion B, punto que se obtiene colocando la dis-
tancia Mb’ desde M hasta Bsobre MN, 6 prolongando la per-
pendicular bajada desde el punto b sobre MN, hasla encontrar
a MN".—Luego aB represenla & la recta dada vebatida en el
plano horizontal.

Recienocamente: —Hallindose situada de cualquier modo
una reeta CD en el plano rebatido, para obtener sus proyec-
ciones cuando el plano vuelve d su posicion primiliva, obser-
varémos que el punto D en que la recta CD encuentra 8 MN',
no cambia de posicion: por consiguiente , es un punlo de la
proyeccion horizontal de la recta, y el pi¢ d' de la perpendi-
cular bajada sobre MN desde el punto D, serd la proyeceion
verlical de esle punto.—Tomando despues en MN’ una dis-
tancia M¢’ igual @ MC, bajando la ¢'c perpendicular & LL' y
lirando las reclas ¢D, ¢'d’, se ebtienen las proyecciones hori-
zontal y vertical de la recta.

Apliquemos estos principios @ nuevos problemas.

PronLema 1V.

N.° 407. Dados por sus proyecciones un punfo y und
recta, lirar por el punlo olra recta que encuenlre @ la pri-
mera y forme con ella un dngulo dado.

Empiécese por hacer pasar un plano por el punio y por
Ia recta dados (n.° 393., escol.), despues se rebate ese plano al
rededor de su traza borizontal (n.° 404.), y con élel punto y
la recta (ndmeros 405, 406.),— Ejeciitese despues en el pla-
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no rebatido la construceion indicada por el enunciado, y se ol -
tendran dos vectas por respuesta de la enestion (n.” 155.), —
Finalmenle, determinense las proyecciones de eslas rectas.

Advert. Se puede, como case particular, — Hallar por
ese medio las proyecciones y la longitud de In;mrpendiw—
lar bajada desde un punto dado @ una recta tambien dada,—
problema que va hemos resuello de otro modo en el nimero
398., escol. 1.° y

Prosrema V,

N.” &08. Dados (res punlos por sus proyecciones, hallar
el centro y el radio de un circulo que pase por ellos.

1.°—Hagase pasar un plano por los tres punios dados

398.), v rebatase este plano al rededor de su traza hori-
zontal (n.” 404.);—2.°—delerminese en el plano rebatido la
posicion de los tres puntos dados (n.’ 405.);—3."—consiru-
yase (n.° 151., 2.%) el centro del circulo que pase por los lres
puntos asi rebalidos; — 4.° — deferminense las proyecciones
del centro (n." 405., recip.), v juntense sus proyecciones con
las respectivas provecciones de uno de los puntos dados.

De este modo quedan delerminados de posicion y magni-
ind el centro y el radio del circulo pedido;—por consiguiente
queda resualto el problema.

Advert.  El radio estaba ya delerminado por la construc-
cion hecha en el plano rebatido. :

Escorio. Este problema y el anterior son escelentes ejer-
cicios del método de rebalimiento.—Aconsejamos ademas &
los estudiosos que determinen (n.” 403.) las proyecciones de
una série de puntos de la circunferencia, suponiéndola trazada
en el plano rebatido.— Uniendp despues unas d olras las di-
versas proyecciones horizontales, y lo mismo respectivamenle
las verticales de los diferentes puntos, por medio de lineas con-
tinuas, se obtienen dos curvas cerradas y reentrantes que
son las proyecciones horizontal y verlical del cireulo sitvado

*en el espacio. -

Se demuestra en Geometria analilica que esas curvas son

elipses (n.” 49., Apénd.).
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Aplicacion del mélado de rebatimiento G la construccion de
angulos Iriedros.

PROPOSICION PRELIMINAR.

N.” 409. Yahemos vistoque, en lodo dngulotriedro, cual-
quiera de las lres caras es menor que la suma de lasolras dos
(n. 331.), y que su suma vale menos de 4 rectos (n.” 332.).
., Ahora digo que,.reciprocamente, — con ires angulos rec-
tilineos, el mayor de los cuales valga menos que la sumg de
los ofros dos, y juntos valgan menos de & rectos , siempre
es posible formar un angulo triedro.

Sean tres angulos consecutivos CSA, ASB, BSC (fiy. 328),
siluados en un mismo plano horizontal, y tales que lengamos

ASB>ASC, ASB>BSC/,
pero ASB>ASC+BS(,
y CSA+ASB-+HBSC/<<4 reclos

[suponemos aqui que el dngulo mayor esld en medio de los
olros dos|.  ’

Esto supuesto, lomemos en SC, y SC' dos distancias igua-
les SD=SD', y desde los puntos D, D', bajemos las reclas
DE, D'E, respeclivamente perpendiculares a5A, SB; despues
imaginemos que los tridngulos rectingulos SDE, SD'E', giran
al rededor de SA, SB, y dan solo media vuella, de modo que
el lado SD tome la posicion 84 en el plano del dngulo ASB, y
el lado SD' la posicion Sd/.—Esclaro que, en este moyimiento,
los tridngulos rectingulos engendraran dosconos (n.° 357.), y los
lados SD, SD’, 6 mas bien, SC, SU’, engendraran dos superfi-
cies conicas. Ahora bien, los planos verlicales engendrados por
DE, D'E’, se cortarin necesariamente, y ademas deberdn cor-
larse inleriormente respeclo de los dos conos; porque de ser
ASB << ASC+BS(, resulta ASC<CASd—+BSd’; por consi-
guienle, las rectas DEd, D'E'd’, se cruzarin en un punto K
wnferior al dngulo dSd’. Tendran pues los planos verlicales por
inlerseceion comun una recla K1 que atravesard simultanea-
mente 4 las dos superficies ednicas en un mismo punto I; y
juntando el punto S con el punto I, tendremos una arista SIL
comup 4 las dos superficies, — Entonces las reclas SA , SB,
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SL, formardn un dngulo triedro cuyas caras serdn

ASB, ASL—AS(C, BSL—BS(/; L:G:D. D.

Advert.  Los tres dngulos ASB, CSA, C’SB, pueden consi-
derarse como desarrollo del ingulo triedro SALB en un plano
horizontal SAB (véase el ntmero 361.); — la arista SL en
cierto modo se reparte en dos, que loman las posiciones
SG, 5C',

Ademds, sise imagina que losdostriangulos rectingnlos SDE, «
SD'E’, concluyandeltodosu revolucion, tendrén lasdos superfi-
cies conicas, por debago del plano ASB, otraarista comun que
determinard un dngulo triedro simétrico al primero(n.® 334.).

Escouto. Hemos supuesto en la figura 328, que siendo
agudo 0 obluso el dngulo mayor ASB, son agudos los otros dos
angnlos CSA, C'SB.

Pero puede tambien suponerse que dos de los dngulos
ASB, ASC (fig. 329), son oblusos, y el tercero, BSC', agudo;
0 bien que los Ires angnlos sean obtusos (fig. 330);—la pro-
posicion en todos los casos es verdadera.

En el caso de la figura 329, la perpendicular DE caeria en
la prolongacion de AS, y la perpendicular D/E’ en el mismo
tado SB; pero los dos planos verticales engendrados por DE,
IYE’, se cortardnsin embargo interiormente respecto de los
dos conos; y lambien las superficies conicas tendrian comun
una arista SL que formaria con SA, SB un dngulo triedro.

En el caso dela figura 330, las perpendiculares DE, D'E/,
caerian en las prolongaciones respectivas de SA, SB;y losdos
planos verlicales se cortarian en una verlical 1K, cuyo pie K
seria interior al dngulo DSD'; y por consiguiente tambien ten-
drian las dos superficies eénicas una arista comun SL.

Pisemos 4 la construceion de los dngulos triedros por me-
dio de ciertos datos.

Prosiema VI. (Fig. 331 y 332.)

N.>410. Dadas las tres caras de un angulo triedro,
construir los angulos diedros.

Para hacer entender mejor la construceion que vamos &
emplear, y que tiene la venlaja de aplicarse d todos los casos,
considerarémos primero una figura en relieve.

Sea pues sabe (fig. 331) el dngulo Iriedro ¢uyos dngulos
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diedros se trata de oblener grdficamente: empecemos por el
formado en la arista sa.

Tomemos en las aristas lres partes iguales, sa = sb=sc,
y juntemos los punles a, b, ¢, de dos en dos: asi formamos un
lelraedro cuyas caras lalerales son isosceles; de donde resel-
la que los dngulos de las bases son lodos agudos (n.° 56.).—
sto supuesto, p

Porun puntocualquiera m de la arista sa, tiremos las rec-
tas mn, mp, perpendiculares 4 sa; las cuales encontrarin ne-
cesariamente 4 los lados ab, ac, del tridngulo abe (0.°34.), en
dos puntos n, p. Tirando la np, tendremos un triangulo mnp
que, construido en su magnitud verdadera, nos dard 4 cono-
cer el angalo m, que es la medida del dngulo diedro formado’
en sa (n.’ 308.).—Esta construccion se consigue desarrollan-
do sobre un planoal tetraedro sabe.

Al efecto, tracemos en un mismo plano horizontal tres dn-
gulos conseculivos ASC', ASB, BSC (fig. 332), respectiva-
mente ignales 4 los tres angulos dados ase, asb, bse (fig. 331)
[aqui se toma el dngulo ASB por base de la construccion]; y
despues de haber tomado las cuatro distancias iguales

SC! ==SA=8B=80",

liremos las vectas C’'A, AB, BC"; despues, desde los puntos A
y B como cenlros, con los radios AC/, BC", lracemos dos ar-
cos de circulo que deben cortarse en un punto G situado res-
pecto de AB al lado opuesto del punto S; y juntemos ACyBC:
asi obtenemos el tetraedro sabe desarrollado sobre el plano ho-
rizontal. [La base abe del tetraedrose ha movido al rededor de
ab'6 AB]. Ya no nos falta mas que determinar en este desar-
rollo lo largo de los lados del triangnlo mnp.

Para esto, desde luego es evidente que los lados mn, mp,
estan representados por los pedazos MN, NR, de una misma
perpendicular 4 SA, tirada por un punto cualquiera M toma-
do desde A en SA. Ademis, en el desarrollo del tetraedro el
punto p ha debido lomar posicion en AC' y en AC, que repre-
senta 4 ae: luego tomando AQ=AR, y juntando el punto Q
con el N, tendremos NQ=np. Luego los tres lados del tridn-
gulo mnp son respectivamente iguales MN, MR y NQ.—
Luego, si sobre MN como hase construimos el triangulo MNP
(0." 157.), tal que tenga MP=MR, NP=N0, el dngulo en M
sera el angulo diedro pedido, rebatido sobreel plano horizontal.
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La construccion seria idéntica respecto del angulo diedro
formado en la arista sb; pero la del dngulo diedro formado en
el arista sc exige una ligera modificacion, porque el arista se
esld represenlada en el desarrollo por SC', SC'/, v porque el
punto ha tomado las res posiciones C, C/, ¢,

Despues de haber tomado en SG/, SC”, dos partes (/T',
CT”, acbitrarias, pero iguales, levantemos las T'V/, T!'V/.
respectivamente perpendiculares & SC/, SC; despues lomemos
en CA, CB, .4
L CP’=C'V', CN"=C"V",

v liremos la N”/P”; las tres rectas NP/, T'V!, TV, repre-
senlan los lados n"p"’, m"w’’, m"p", del tridngulo que se ha
de construir; y ejeculada la construccion sobre la base NP,
el dngulo opuesto M/’ serd el angulo pedido.

Podria evilarse esta tltima construccion lomando & su ver
a ASC por base del desarrollo. .

Escotio 1."  El caso en que se dan los tres angulos del dn-
gulo triedro se comprende en el prohlema precedente, en vir-
tud dela propiedad del angulo triedro suplementario (n.”330.):

Tomense los suplementos de los tres dngulos dados, v se
tendrdu las tres caras del nuevo angulo triedro; constriyanse
" los dngulos diedros de este , v ldmense sus suplementos; y se

oblendrin las lres caras buscadas.

Escouio 2., La reduccion de un angulo al horizonte es
tambien un caso particular del problema antecedente.

En efecto, reducir un dangulo al horizonle es hallar la
proyeccion horizontal de un angulo formado por dos rayos
visuales [cuyo vértice es el ojo], conociendo dicho dngulo y
los que forman los rayos visuales con la vertical.

Sean pues SA, SB (fig. 333) dos rayos visuales, y SC la
vertical bajada desde el punto S.—Por ¢l supueslo conecemos
el angulo ASB, y los dngulos ASC, BSC, y se trata de deter-
minar elingulo MPN formado por las proyecciones de SA, SB,
sobre un plano horizontal lirado por un panto cualquiera dela
verlical. Todo pues se reduce claramenie 4 construir el 4ngu-
lo diedro que se formaen el arista SC del angulo triedro SABC,
cuyas caras ASB, ASC, BSC, conoeemos.

Prosuema VII. (Fig. 334.)

N A1, © Dadas dos caras de un angulo triedro y el dn-
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gule comprendido , construir la tercer cara, y por consi-
cuiente, los tres dngulos diedros.

" Este-problema es siempre posible, cualesquiera que sean
Jas caras dadas y el dngulo que comprenden.

En efecto, supongamos que las dos caras dadas ASB, ASC,
estin situadas en un mismo plano, por ejemplo en el de la
cara ASB, v hagamos despues girar Ja cara ASC al rededor de
SA como charnela. Asi que el angulo diedro comprendido por
las caras sea igual al angulo dado, quedard la tercer cara CSB
complelamente delerminada en el espacio.

No se trata pues'sino de fijar su magnitud en el desarrollo
del angulo triedro sobre el plano de la cara ASB.

Para eslo, desdeun punto cualquiera D de la arista SC re-
batida, bajemos sobre SA una perpendiculan indefinida DEF,
y supongamos que la cara CSA vuelve 4 la posicion que de-
bia tener para formar con ASB el angulo dado; las dos rectas
ED, EF, se hallarin enlonces en un plano vertical, y forma-
ran entre si un angnlo, medida del dngulo diedro. Imaginemos
ahora que esle plano vertical, girando al rededor de EF, se
rebata sobre el planode ASB; despues de este movimiento, la
recla ED tomara una posicion El tal, que FEI serd igual al
angulo dado; y si tomamos la El igual a ED, y liramos la EI
perpendicular & EF, el punto F serd el pie de una verlical
bajada desde el punto D de la arista.SC en el espacio sobre el
plano horizontal.

Imaginémos finalmente que la tercera cara C'SB gira al re-
dedor de SB para rehatirse sobre el plano horizontal; el punto
D, cuya proyeccion horizontal esta en F, se hallard por esle
rebatimiento en la perpendicular indefinida FE'D’, quedando-
se 4 und distancia del punto S igual a SD. Luego si, baciendo
centro en Scon el radio SD, describimos una circunferencia
decirculo, ird esta d corlar 4 la recla FE'D’ en un punto D',
que unido al punto S, delerminaré la tercer cara pedida BSC'.

Conocidas asi las tres caras, pueden construirse por el
problema anterior los dngulos diedros desconocidos.

Advert. Esla conslruccion exige algupas modificaciones
segun los casos que se presentan; pero siempre se apoya en
el mismo principio.

Escouio. La propiedad del dngulo suplementario reduce
al caso que acabamos de esplicar, el caso de darse una cara y
los dos dngulos adyacentes.
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Proscena VI (Fig. 335.)

N."812.  Dadas dos caras y el dngulo opuesto d una de
ellas, construir la tercer cara y los olros dos angulos
diedros.

Desde Tuego es ficil conocer que esle problema puede fe-
ner, segun loscasos, dos soluciones, 6solouna, 6 no lener nin-
guna. En efeclo, siendo ASB una de las caras dadas, imagi-
némos gue un dngulo igual 4 la otra cara dada, formado sobre
el lado SB del otro, gire al rededor de esta linea, y lome en el
espacio lodas las posiciones posibles; y que ademas un lercer
plano lirado por el arista SA , forme con ASB un dngulo die-
droigual al angulo dado.—Eslto supuesto, en el movimiento
del segundo plano en torno de SB, el lado movible engendra
evidentemente una superficie conica, que ticne en S su vérli-
ce. Ahora bien, aqui pueden ocurrir tres casos :

O el tercer plano cuya posicion esti determinada y es fija,
encuentra & la superficie conica en dos de sus generalrices,
que entonces deben cada una de por-si ser consideradas como
la tercer arista de un angulo triedro cuyas olras dos aristas
son SB, SA; y los angulos triedros asi formados satisfacen las
condiciones del enunciade;

O el plano susodicho: es tangente & superficie conica en
una de sus aristas (n." 359.), en cuyo caso resulta un solo dn—
gulo triedro que satisface al enunciado ;

0 finalmente, el plano es completamente esterior 4 la si-
perficie conica; en cuyo caso no puede existir angulo alguno
triedro. : 4G

Veamos pues ahora, cuando el dngulo es posible “como se
determina la tercer cara.

Sean ASB, BSC, las dos caras dadas, de las cuales la pri-
mera nos servira de plano de constraccion, suponiendo ade-
mas rebalida en ese plano 4 la segunda.

Por un punto cualquiera E de SB, liremos un plano per-
pendicular 4 esta recta ; el cual serd por lo fanlo vertical y
corlard @ las caras ASB, BSC, en dos reclas EF, ED, per-
pendiculares & SA, y 4 la tercera cara desconocida , en una
yeeld, cuya posicion vamos & fijar en esle plano vertical, su-
poniéndole por un momento rebatido al rededor de su' traza
EF, sobre el plano horizontal.

Para esto, imaginémos por el mismo punto E otro plano
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vertical y perpendicular & la arista SA: este nuevo plano, que
contiene 4 la vertical levantada en E, corta 4 la cara ASB en
una recla EK perpendicular d SA, y 4 la cara desconocida en
una reeta perpendicular tambien 4 SA, y que forma por con-
siguiente con EK un dngulo igual al angulo diedro dado. —Si
ahora rebatimos este segundo plano al rededor de su traza EK,
la perpendicular & SA, situada en la cara desconocida, toma—
ra despues del rebatimiento una posicion Kl lal, que IKE sea
igual al dngulo diedro dado; y la verlical que sale del punto E,
como debeser perpendicular a EF, estard representada en mag-
nilud por EI. —Ademds, dicha vertical se halla tambien en el
primer plano vertical que hemos imaginado; y en el rebali-
mienlo de esta, debera aquella haber tomado ladireccion EB. —
Luego si tomamos en la EB, la distancia EG iguald EI, y jun-
tamos ¢l punto G con el punto F, traza horizontal de la recta de
inferseccion del primer plano vertical tirado con la eara des-
eonocida, tendremos la direccion de dicha recla en el susodi-
cho plano vertical rebalido.

Para terminar la solucion del problema , nos falta todavia
— 1.° — delerminar la posicion del punto D en ese plano re-
batido; —2.°—determinar la posicion del mismo punlo cuan-
do la tercer cara gira al rededor de SA para rebalirse sobre el
plano horizontal. -

Pues bien, —1."—en ¢l movimiento que hace el plano
GEF para rebalirse sobre el plano horizontal, la distancia del
punto D al punto E no debe cambiar; luego si haciendo centro
en E, con ED por radio, trazamos una circunferencia de eir-
culo, deberd esta cortar 4 la recta ¥G, generalmente , en dos
puntos d', d”, que representaran dos posiciones diferentes del
punto D en el plano vertical GEF rebatido.

2."—Volvamos a esle plano su posicion vertical, y hagamos
despues girar 4 d'SA 0 @ d"SA al rededor de SA. En esle
movimiento las distancias de los puntos 4, d”, al punlo F no
mudardn ; por consiguiente deben dichos punlos hallarse en
las circunferencias trazadas desde F como centro, con los ra—
dios Fd’, Fd".—Por otro lado, los mismos punlos deben ha-
llarse en la circunferencia deserita con el radio SD.—Buscan-
do pues los punlos D', D" en que esta circunferencia encuen—
tra 4 aquellas dos, y juntando esos punlos con el punto S, re-
sultara ASD', ASD”, 6 mejor, ASC!, ASC//, que serd la tercer
cara pedida.

Adverl. Si la circunferencia ED resullira tangente de la

-
S
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recta FG, no habria mas que una solucion; y si no la encon-
trara, no habria ninguna.

Conocida la tercer cara, se delerminarin los dngulos die-
dros desconocidos por el problema del nimero 410.

No insistirémos mas en este Gltimo problema , cuya com-
pleta discusion nos levaria muy lejos, alejindonos demasiado
de nuestro intento.,

Escouio.  El caso de darse dos dngulos diedros y la cara
opuesta & uno de ellos, se deduce del que acabamos de espli-
car, en virtud de la propiedad del dngulo suplementario.

Tenemos pues'medios para delerminar grdficdmente tres
de los seis elemenlos que conslituyen un dngulo triedro, coan-
do conocemos los otros ties. Por consiguiente, las cuestiones
relativas 4 los (ridngulos esféricos son lambien susceplibles
de soluciones puramente graficas.

§ 1L Problemas sobre la esfera.

Prosreya L.

N.° 413. Circunscribir una esfera a un tetraedro dado;
0 en otros'lérminos, hacer pasar una esfera por cualro pun-
tos dados.

Suponiendo conocidas las proyecciones de los cualro pun-
los, determinense (n.* 393.) las trazas de on plano que pase
por tres de ellos; despues busquense (n.°'408.) las proyeccio-
nes del centro de un circulo que pase por los tres punlos ele-
gidos, y levantese en el centro hallado una perpendicular al
plano de los tres puntos. '

Repitanse las mismas construcciones respeclo del cuarto
punto combinado con dos de los primeros.

El punto en que se corten las dos perpendiculares (nlime-
ro 378.) serd el centro de la esfera pedida.

DPe otro modo:—Por los punlos medios de las lres aristas
de un mismo 4ngulo triedro del tetraedro dado, tirense planos
que les sean perpendiculares (n.° 398.), y determinese el pun-
to de interseccion de los tres planos.

Ese punto serd el centro de la esfera pedida (n.* 378.).

Advert. Conocidas las proyecciones del centro y las de uno
de los puntos, puede construirse el radio facilisimamente.

Esconto. Cuando se pueden elegir @ arbitrio los planos de
proyeccion, puede simplificarse mucho la constraceion préece-

L]
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dente ; — por ejemplo, si lomamos por plano horisonlal el
plano de tres de los cuatro puntos dados, y por plano vertical
el plano vertical que pasa por el aristaque junta al cuarlo
punto con cualquiera de los otros lres, ;

Encargamos 4 los principianles que ejeculen el dibujo de
este problema,—1."—suponiendo a los puntos dados dispues-
tos de cualquier modo respecto de los planos de proyeccion;
—32.°—dando al plano horizontal y al vertical la posicion es-
pecial que hemos indicado antes.

Proprema 11.

N." 414, Inseribir una esfera & un telraedro dado.

Sahemos ya (n." 379.) que el centrorde la esfera pedida se
encuenira en la interseccion de los tres planos bisectores de
los dngulos diedros de la hase del tetraedro dado.

Suponiendo que se nos din por sus proyeceiones los cuatro
vertices del letraedro, podemos primero delerminar las trazas
de los planos. que pasan por dichos vértices lomados de tres
en tres (n." 393.). —Despues se buscan (n,” 400., escol. 2.%) las
trazas de los planos biseclores de los dngulos que forma la
cara tomada por base con las olras lres; y por Gllimo se de-
termina (n." 402., advert, 1.%) el punto de interseccion de los
planos. v ,

Pero esta solucion general se simplifica muchisimo coando
se supone colocada la base del tetraedro en el plano bori-
zontal. A

Olros problemas sobre la esfera.

N.? 415. OssenvacioN precimiNAr. — Los problemas si-
guientes no lienen con la, Geometria deseripliva mas analogia
gque la de resolverse, 4 lo menos algunos, por medio de cons-
trucciones ejeculadas sobre un plano; d pesar de que solo es-
tan fundadas en los principios de la Geometria ordinaria.

Supondremos sin embargo que se posee un instrumento
Hamado compas esférico (n.” 364., nota), por cuyo medio, co-
locando una de sus puntas en un punto de la superficie esféri-
¢a, se puede con la otra trazar un eirculo en la misma super-
ficie cuyo polo es enlonces:¢l punto qoe ha servido de cen-
tro (n.° 363., escol. 2.°); — la distancia reclilinea de las dos
ponias es, en esle caso, la cuerda del arco de circulo ma-
ximo comprendido entre el polo y un punto cualquiera del
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circulo descrilo;—euando esle es un circulo maximo, la aber-
tura del compas es el lado del cuadrado inscrito, 0 la cuerdq
del cuadrante. ;

Prosrena 111 (Fig. 336.)

N.° 416. Dada una esfera, construir su radio.

Desde un punto cualquiera P tomado por polo, y con una
abertura arbitraria, tracemos una circunferencia de circulo
sobre la superficie de la esfera(n.” £15.), y sehialemos en dicha
circunferencia Ires puntos A, B, C. Tomemos luego tres aber-
turas de compas iguales respectivamente 4 las cuerdas AB, AC,
BC, y en un plano dado construyamos con ellas como lados
un tridngulo A’B'C/;—el cireulo circunscrito d este tridngulo
es ¢l circulo menor ABC; luego llamando D al centro de este
circulo menor, y D’ al centro del circulo circunscrito, resulta
DA=D'A".

Ahora bien, lomemos EF=A’D', levantemos en el punto
F la recta indefinida GFG’ perpendicular & EF, y seitalemos
en la perpendicular un punto G tal, que EG sea igual & AP
[lo cual es posible pues AP > AD > EF]. — Consiruyamos
en fin el angulo GEO’ igual al éngulo EGC [para lo cual basta
levan]lar en el punto I medio de GE, una perpendicular 4 esla
recla).

Asi formamos un tridngulo isosceles O’EG igual al tridn-
guloisbsceles OAP; luego O’E==0A es el radio pedido.

Escorio. Para conslrair en una esfera dada la cuerda del
cuadrante, debe determinarse el radio de la esfera por medio
del problema precedente; y la cuerda buscada es la diagonal
del cuadrado constraido con el radio hallado.

Hemos visto en otro lugar (n.° 364., escol. 3.°) que las cir-
cunferencias de circulo maximo deben trazarse con una aber-
tura igual 4 la cuerda del cuadrante.

-Prosrens IV. (Fig. 337.)

N.° 417.  Por dos punlos dados, A, B, en la superficie de
una esfera, trazar una circunferencia de circulo mazimo.

Tomese (n.° 416., escol.) una distancia igual 4 la cuerda
de) cuadrante; despues, haciendo respectivamente centro en
A yenB, y con un radioigual 4 la distancia susodicha , tri-
cense-d un mismo lado, respecto del plano ABO [siendo O ¢l
centro de la esfera) dosarcos que se eorlardn en'un punto P;—
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esle punto serd el polo de la circanferencia buscada (n.° 364.,
escol. 3.°), que podrd entonces describirse ficilmente, porque
la distancia del polo hallado & cada uno de los puntos A, B,
es conocida é igual & la cuerda del cuadranlte.

ProsLema V.

N.” 418. Dados una circunferencia de circulo maximo
[6 menor] v un punto en la superficie de la esfera, hacer pa-
sar por esle punlo una circunferencia de circulo perpendicu-
lar a la primera.

Los medios de construccion son idénticos a los de los pro-
blemas (nimeros 148, 149, figuras 89, 90): basta suponer
que la linea dada es una parte de la circunferencia en vez de
ser una recta.

Pumer caso.  El punto dado se supone situado en la mis-
ma circunferencia dada. — (Fig. 89). — Tdmense en la cir-
cunferencia dada 4 uno y otro lado del punto dado A, dos dis-
tancias iguales AB, AC; despues desde los puntos B, C, como
polos, y con una misma abertura [que debe ser mayor que BA
0 que CA), trdcense dos arcos de circulo que se corten en un
punto D, y hagase luego pasar una circanferencia de circulo
méximo por los dos punloes A, D, (n.° 417.).

Asf se obtiene la circunferencia pedida.

SecuNpo caso. El punto dado se supone situado fuera de
la circunferencia dada.—(Fig. 90).—Desde el punto A como
polo, frdcese un arco de circulo que corte  la circunferen—
cia dada en dos puntos C, D; despues, desde estos punlos
como polos respectivos, y con una abertura (e compds sufi-
ciente, (racense dos arcos que se corlen en un punto D’ silua-
do al lado opuesto del punto A respecto del arco CD; y haga-
se finalmente pasar una circunferencia de circulo miximo
por los puntos A, D',

Escorio, Por medio de un procedimiento andlogo al del
niimero 150, se puede dividir un arco de circulo maximo, 0 de
cireulo menor, de una longilud delerminada en 2, 4, 8,...,
partes iguales, por circunferencias de circulo maximo.

Cororario. Para hacer pasar por (res puntos dados en
la superficie de una esfera, una circunferencia de circulo, es
necesario trazar por medio del problema anterior dos circun-
ferencias de circulos maximos, cada una de las cuales lenga

lodos sus puntos equidistantes de los puntos dados, tomados
27
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de dos en dos. — Estas circunferencias se cortardn en dos pun-
los, que serdn los polos del circalo pedido, el eual por consi-
guienle poadrd ya construirse sin dificultad (0.° 364. ,escol. 3.%

PuosLema VI. (Fig. 337.)

N.“419. Dados en la superficie de una esfera una cir-
cunferencia de circulo menor y un punlo, tivar por este una
circunferencia de circulo mazimo langente & la circunfe-
rencia dada.

Anle lodo, adviérlase que dos circulos de la misma esfera
se llaman tangenles en un punto, cuando lienen en dicho
“punlo una langenle comun ; — y como el meridiano de todo
circulo (n.” 364.) que corresponde al punlo de conlaclo es
perpendicular 4 la tangente, resulta que los dos eirculos lan-
genles lienen un meridiano comun en el punlo de conlaclo.

Adyerlirémos ademds que, por un mismo punto de un
circulo menor, pueden pasar infinilos circulos que le sean
langentes; porque hasta para ello hacer pasar por la tangente
un plano enalquiera.

Pero no bay mas que un solo eirculomaximo langenle en
el mismo punto; que es el que determinan-el centro de la es-
fera y la langenle.

Esto supuesto, resolvamos separadamente cada uno de es-
tos dos casps.

Primer caso.  Sean AMB el circulo menor dado, y M el
punlo de conlaclo de la eircunferencia pedida.

Determinese lo primero (n.° £18., corol.) el polo P del
circulo dado; despues hdgase pasar un circulo maximo PMP’
por los puntos Py M (n.° 417.): con eslo se lendrd el meri-
diano correspondiente al punto de contacto. Pero el ¢irculo
buscado debe pasar por el punto M y ser perpendicular al
plano del circulo maximo PMP': basta pues ahora firar por
el punto M una circunferencia de circulo méximo CMD per—
pendicular & PMP’ (n.” 418.); y se oblendra la circunferencia
pedida.

SeGunno ¢aso.  Sea L el punlo dado fuera del circulo me-
nor AMB. — Supongamos resuelto el problema, y sean CIMD
el circulo pedido, PMP’ el meridiano comun.

Tomemos en PMP/, MH=MP=PA , y observemos que,
siendo CIM perpendicular al medio ile PH, el punto [ estd equi-
distante de P y de H; por consigniente tenemos PI=IH.
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Se ve pues que el punto H es 1a interseccion de dos circun-
ferencias de circulo, una descrita con la distancia PH=2PA,
y olra descrila desde el punto Lcon la distancia IP.

De aqui resulla la construccion siguiente:

1.°— Determinese el polo P como en el caso primero; —

9.°— (dmese una abertora de compds igual & la cuerda IP ;—
3.°—con ese radio, y haciendo cenlro en 1, describase una
circunferencia de circulo menor ; —4.°— haciendo centro en
P, y con un radio igual 4 la cuerda PA’ = 2PA, trdcese otra
circunferencia que corlard 4 la primera en an punto H; —
5.°— hagase pasar por los punlos P, H, una circunferencia
de circalo mdximo que encuentre al circulo menor AMB en
an punto M; — 6.° — finalmente, — por los puntos I, M, ti-
rese una circunferencia de circulo maximo (n.°417.); y esa
sera la pedida.
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DE LA ESTENSION CONSIDERADA EN EL ESPACIO.
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CAPITULO PRIMERO.

DE LA SEMEJANZA DE LOS POLIEDROS. — DETERMINACION
DE SUS AREAS Y SUS VOLUMENES.

§ I. De la semejanza de los poliedros.

N.” 420. Inrnopuccion. Habiendo fijado en el libro se-
gundo (n.°® 186 y siguientes) los caractéres generales de la
semejantza, solo lenemos que aplicar aqui 4 las figuras consi-
deradas en el espacio los principiosalli establecidos.— Depen-
diendo pues las propiedades de lodas estas figuras de las del
tetraedro, como las de las figuras planas dependen de las del
tridngulo, debe servir de base 4 la teoria de las figuras seme-
jantes la definicion de los tetraedros semejantes.

Quedando pues determinado un telraedro por sus seis aris-
tas (n." 347., corol.), como lo queda un tridngulo por sus tres
lados, diremos que—Dos lefraedros son semejantes cuando
lienen sus aristas proporcionales y dispuestas en el mismo
orden [significando aqui esta (iltima espresion lo mismo que
respeclo de los telraedros iguales (n.” 347.)].

De esto se infiere inmediatamente, que,

1. Dos lelraedros semejanies Lienen sus caras vespec-
tivamente semejantes (n.° 187.), y respectivamente iguales los
dngulos diedros y los angulos triedros (n.° 336.);

2. Dos letraedros semejantes & un tercero son semejan-
les enlye si.

N." 421. Como un poliedro cualquiera esta determinado
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por up conjunto de tetraedros que le componen, resulta que

Dos poliedros son semejantes cuando pueden descompo-
nerse en un mismo mimero de telraedros semejantes respec-
tivamente y colocados de la misma manera.

De donde se deduce esta nueva consecuencia :

Dos poliedros semejantes d un tercero son semejantes en-
tre si.

Se llaman puntos homdlogos en dos figuras semejanles, —
1.°—los puntos homoélogos de sus caras (n.° 188.); —2.°—
los punlos que se enlazan con caras homélogas por medio de
tetraedros semejantes (n.° 420.), y dispuestos de la misma
manera.

Se llaman lineas homdlogas las reclas delerminadas por
dos pares de puntos homélogos.

Se llaman secciones homdlogas los poligonos resultantes de
la interseccion de dos poliedros semejantes con dos planos de-
terminados por tres pares de puntos respectivamente homé-
logos.

: En fin, dos poliedros semejantes se convierten en iguales
cuando lienen igual una arista, 6 mejor, una linea homdloga
cualquiera.

N.” 422.  Dos tetraedros, y en general, dos poliedros se
llaman inversamente semejantes cuando uno de ellos es seme-
Jante al simétrico del otro (n.” 334.).—Pero aqui por el pron-
o solo trataremos de las propiedades de los poliedros direcla-
menle semejantes, reservando para el segundo Apdndice el
esplicar los otros.—Por esta razon, y para abreviar los enun-
ciados de los leoremas, omitirémos algunas veces la restriccion
dispuestosdel mismo modo, debiendo siempresobreentender-
se en el sentido que lo hemos atribuido.

Teorena 1. (Fz'g. 339.)

N.* 423. Todo plano paralelo ¢ una de las caras, ABC,
de un tetraedro SAEC, delermina con las olras lres caras
un sequndo tetraedro SA"B''C", semejante al primero [ha-
llindose los dos planos paralelos & un mismo lado respeclo del
vértice'S].

En efecto, siendo las rectas A”B”, B'/C/", C''A", respecli-
Vamenle paralelas 4 las AB, BC, CA (n.° 318.), resulla

SA : SA" ::SB:SB” ::SC:SCY
AB: AR AC : A"C” 3 BG : BTG,
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luego los Lletraedros SABC, SA”B'/(!, son semejantes (n.” 420.),
orotasto 1.° Todo plano paralelo 4 la base de una pira-
mide cuajquiera SABCDE (fig. 286) [y siluado al mismo lado
que la base respeclo del verlice] determina olra piramide
sabede semejante & la primera. En efeclo, hemos visto nime-
ro 344.) que las aristas y los lados de lasbases ABCDE, abede,
son proporcionales; Inego los tetraedros resultanles de tirar
planos por la ctspide S y por las diagonales de las bases serin
semejantes (n.° 420.); luego tambien lo son las pirdmides (na-
mero 421.)
ConoLario 2.° En dos letraedros semejantes SABC,
S'AB'C (fig. 339), las alturas SH, S'H', son proporcionales
a@ las aristas.

-En efecto, en SA lomemos SAY =S"A’, y por el punlo
A" tiremos un plano paralelo & la base ABC: — el telraedro
SA”BC" es semejante al SABC, por el teorema principal, y
por eonsiguiente tambien loesal S'A'B/C/ (n.” 420.,2.%); pero
por construccion lenemos SA”=S'A'; luego los letraedros
SA”B”C! y S/A'B'(/ soniguales(n.’421.); dedonde SH"=S'H’.
Ahora bien, SH : SH” :: SA : SA” (n.” 344.); luego tambien
SH : S'H’ :: SA : S'A’.

La misma consideracion se aplica & dos cualquiera pird-
mides semejantes.

Teonema . (Fig. 339.)

N." 424. Dos telraedros SABC, S'A'B'C’, son semejantes
en dos casos principales :

1.°  Cuando tienen dos caras respectivamente semejantes
[SAB y S’A'B’, SAC y S'A'C'], igualmente inclinadas y dis-
puestas del mismo modo; .

9.° Cuando tienen un @ngulo (riedro[en Sy §' por ejem-
plo], formado por lres caras respectivamente semejantes §
dispuestas de la misma manera.

Este segundo caso es una censecuencia casi inmediata del
la definicion (n.° 420.); porque de la semejanza de las tres ca-
ras se deduce la proporcionalidad de todas las aristas.

Respecto del primero, lomemos, para demostrarle,, en SA
una parte SA”"=S'A’, y tiremos por el punto A” un plano
paralelo 4 la base ABC: el Wridngulo SA”/B/’, semejante al SAB,
loestambienal S’A’B/, y ademis le esigual, por lener SA"'=S'A’.
Del mismo modo y por la misma razon SA”C’” es igual 4 S'A'C".
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Ahora bien, por hipotesis, son iguales los Angulos diedros en
SA"y §’A’; luego los letraedros SA”B”C", S'A'B'C’, son igua-
les (n.% 347.). PeroSA”B"C" es semejante 4 SABC; luego, ele.
Escouto.  Dos tetraedros son tambien semejantes cuando
tienon una cara semejante [SAB, S'A'B'}, y los angulos die-
dros 4 ella adyacentes iguales é iqualmenle dispuesios.

En efecto, lomemos , como anles, SA" =8'A’, y liremos
por el punto A" wun plano paralelo 4 ABC: —el tetraedro
SA”B'C" es semejante 4 SABG (n.?423.); luego los dngulos
diedros en SA”, SB”, A""B", son respectivamenle ignales d los
angulos diedros en SA, SB, AB, y por consigniente tambien
lo son, en virtud de la hipétesis, a los en S'A’, S'B/, A’B/.—
Ademds, SA”B", semejante & SAB, es semejante § S'AB, 6
mas bien igual, por tener SA” = S/A’; luego los dos letrae-
dros SAVBVC", S'A'B'C, son iguales (n.° 347.); pero el pri-
mero es semejante & SABC; luego, elc.

En fin, puede decirse que — Son semejantes dos tetrae-
dros cuando tienen iguales todos sus angulos diedros; par-
que, en virtud de la propiedad de los dngulos triedros suple-
mentarios (n.° 330.), la igualdad de los dngulos diedros en—
vuelve la igualdad de los dngulos formados por las arislas, y
por consiguiente la semejanza de las caras correspondientes.

Pero este nuevo caso contiene una condicion de mas, por-
que reanidas tres caras, bastan dos dnzulos diedros para de-
lerminar la direccion de la cuarta.

Teonrema 111,

N.® 425. Dos poliedros semejantes tienen las caras ho-
malogas semejantes, los dangulos diedros y los angulos po-
liedros homdlogos iguales respectivamente.

1." Las caras homdlogas son semejantes, porque son caras
de letraedros semejantes, 6 son reuniones de caras homologas
de los mismos. '

2.°  Los dngulos diedros homélogos son iguales, 6 porque
pertenecen & tetraedros semejantes, 6 porque sqn conjunio de
varios angulos diedros de ellos.

3." Los dngulos poliedros son iguales por hallarse com-
puestos de dngulos diedros iguales.

Escovio.  Las aristas homélogas de dos poliedros seme-
Jantes son proporcionales, por perlenceer 4 lelraedros seme-
Jantes y adyacentes unos d olros.
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Teorena 1V.

N.® 426. Recienocamente: — Dos poliedros son seme-
jantes: cuando tienen todas sus caras respeclivamente seme-
jantes, é igualmente inclinadas unas respecto de otras.

Signiendo uno de los métodos indicados en el ndmero 347.,
y raciocinando como respecto de los poliedros iguales(n.°352.),
puede probarse que los poliedros estdn compuestos de letrae-
((irtls respectivamente semejantes ; luego ellos lo son tambien
n.” 421.).

Adverl). A esta reciproca le sobran condiciones en el caso
de ser convexos los poliedros.

Conorarto. Las aristas, las diagonales, y, en general, lo-
das las rectas homologas de dos poliedros semejantes, son pro-
porcionales.

Porque pueden considerarse como aristas de letraedros se-
mejantes y adyacenles unos 4 otros, lo cual enlaza las propor-
ciones que se pueden formar con las diversas lineas.

Como ejercicios sobre los poliedros semejanles, propon-
dremos los leoremas siguienles:

Trorema V.

Dos poliedros son semejanles cuando tienen una cara se-
mejante, y todos los vértices [que no perlenecen & esta cara]
determinados por un mismo nimero de letraedros semejan—
tes [y dispuestos de la misma manera], consiruidos sobre cada
uno de los triangulos que componen la cara semejante.

Advert. Este leorema sirve de definicion de los poliedros
semejantes en la Geomelria de LEGENDRE.

Teorena VI.

En dos prismas semejantes, las secciones perpendiculares
a las aristas laterales, son poligonos semejantes.

Teorena VII.

Dos pirdmides son semejanles cuando tienen las aristas
respeciivamente paralelas.
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Teonema VIIIL

Dos poliedros requlares de la misma especie [0 del mis-
mo nombre] son semejantes y pueden descomponerse en un
mismo niumero de pirdmides regulares semejantes.

§ 1. De las areas y de los volimenes de los poliedros.
Delerminacion de las areas.

N.° 427. ProrosicioN preuiMiNan.— El area de un po-
liedro cualquiera es igual G la suma de las dreas de todas
las caras que le lerminan.

El 4rea de una superficie es, en general, el ndmero abs-
tracto de unidades superficiales contenidas en ella (n.” 3.), y
por lo tanto, para obtener la de un poliedro irregular es nece-
sario medir cada uno de los poligonos que forman su superfi-

cie y sumar despues todos los resultados.

* (Coando se trata de un prisma cualquiera, 6 de una pira-
mide regular, la espresion del drea de su superficie lateral es
susceplible de un enunciado bastante sencillo que da logar d
los siguientes leoremas.

Teorema 1. (Fig. 340.)

N.°498. El Grea de la superficie lateral de un prisma
cualquiera es igual al producto de uno de sus lados por el
perimelro de una seccion que le sea perpendicular.

Cortese el prisma por un plano MNPQR perpendicular &
las aristas laterales, lo cual dard las rectas MN, NP, PQ,...,
perpendiculares 4 dichas arislas (n.°299.): podemos tomar los
Jados AA', BB/, CC',..., por basesdelos paralelogramos ABB'A’,
BCC'B/, CDD'CY,...; v entonces MN, NP, PQ,..., seran las
respectivas alturas, —Tendremos pues

ABB'A! = AA' x MN,
BCC'B' = BB’ x NP,
CDD'C' =.CC!, x PQ;-. -5
de donde, por ser AN =B’ =CC'=..., resulla
sup. lat, = AA' (MN -+ NP +PQ+...)
— AA’ % perim. MNPQR:  L.C.D. D.
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Cowouarto. El drea lateral de todo prisma recto o regis-
lar (n." 339.) liene por medida el producto del perimetro de
s base por su allura 6 por una de sus aristas.

Porque en este caso, la seccion perpendicular 4 las arisiys
es la base misma del prisma. ;

Cuando el prisma es regular, su drea tolal, comprendida
la de las dos bases, es igual al producto del perimetro de lg
base por la suma del allura y el apolema de la base.

Teongna 11, (Fig. 341.)

N.° 429. El area de la superficie lateral de una pirdmi-
de reqular SABCDE , es igual af producto del perimetro de
la base por la mitad del apotema SK.

Todos los tridngulos SAB, SBC, SCD,..., son: iguales ¢
isosceles (n.” 343.); y din

SAB = AB x } SK,
SBC = BC x 4 SI,
SCD = €D x % SL,...;

de donde, & causa de ser SK =8I — S|, —. ...

3

sup. lat. =(AB -+ BC 4- CD +...) x § SK
= perim. ABCDE x 4 SK.
Escorto.  El drea total tiene por espresiou
perim. ABCDE x % (SK + OK),
siendo SK y OK las apotemas de la pirimide y.de la base.
Delerminacion de los volimenes.

Comenzarémos, como para la valuacion de las superficies,
estableciendo algunas, proposiciones que lienen por objeto trans-
formar unos poliedros en otros.

Dos poliedros se llaman equivalentes entre st cuando tie-
nen un mismo volimen, aunque sean de muy diferente forma;
Y transformar un poliedro, es veemplazarle por otro cuyo
volimen sea igual al primero. [Aqui se suponen las figuras
perfectamente penelrables].
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Teoxema 111, (Fig. 342, 343.)

N.° 430. Dos paralelepipedos cualesquiera de la misma
base y de la misma altura, son equivalentes (véase el nime-
r01210.).

Puesto que son iguales las bases de los dos paralelepipedos,
puede trasportarse el segundo sobre el primero, de modo que
coincidan las bases inferiores; en cuyo caso, como lienen la
misma altura, las bases superiores quedardn siluadas en un
mismo plano paralelo al de la base inferior. Pero enlonces po-
drd ocurrir, 0 bien que las bases estén comprendidas entre las
mismas paralelas LL, MM, como en la figura 342, 6 bien que
lengan una posicion relaliva cvalquiera, comoen la fig. 343. —
Examinémos estos dos casos separadamente.

Primes caso. Sean los dos paralelepipedos ABCDEFGH,
ABCDE'F'G'Il (fig. 342). —Tenemos evidentemente dos pris—
mas lriangulares AEE’DHH/, BFE'CGG’, iguales entre st (nd-
mero 346.) por tener un dngulo triedro igual, uno en A, y el
otro en B, formado por tres caras respeclivamente iguales, a
saber: '

ARE’—=BFF’, ADHE=BCGEF, ADH’E’'=B(G'F".

Ahora bien, si de la figura total ABCDG’HEY’, quitamos al-
ternalivamente c¢ada uno de los prismas iguales, queda ona
vez el paralelepipedo ABCDE/F/G/IL', y otra vez el paralele-
pipedo ABCDEFGH. Luego estos dos paralelepipedos son igna-
les en volimen.

Speunvo  cAso.  Sean ahora los dos paralelepipedos
ABCDEFGH , ABCDE'F'G'W (fig. 343) [se ha omitido la
construceion del sezundo para no complicar la ligura).

Como los lados E/F', H'G!, del segundo paralelepipedo, son
respectivamente iguales y paralelos & EF, HG, y por consi-
guiente 4 AB, DC, y 4 la vez B/IV, F'(, son iguales y para-
lelos 4 AD, BC, resulta que si se prolongan los lados E/H’,
F/G’, hasta enconlrar respectivamente en B, H”, ¥, G”, con
los lados EF, HG, iambien prolongados, se formard un para-
lelogramo E"F"G/I” igual 4 ABCD, é igual tambien i las ba-
ses superiores EFGH , E'F'G'H’. — Luego, lirando planos por
AB y E/F", por DC y H"G”, por AD y E"H", y por BC y
F"'G", se obtendrd un nueyo paralelepipedo ABCDEVF”G"H",
equivalente, en virtud del primer caso, & cada uno de los pa~
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ralelepipedos dados.—Luego eslos son tambien equivalentes
enlre si; FoC. DD,

Teouema 1V. (Fig. 344.)

N.° 431. Dado un paralelepipedo oblicuo ABCDEFGH
([ig‘ 334), siempre es posible trasformarle en otro rectangulo
de la misma allura que él, y de base equivalente.

Por los puntos A, B, C, D, de la base ABCD, levantemos
rectas perpendiculares al plano de la base, las cuales irdn &
encontrar 4 la base superior en cualro puntos B/ , ¥r, G, H; .
juniando estos punlos'de dos en dos, formaremos, un parale-
logramo E'F'G'Hv, igual @ ABCD, y por consiguiente, un pa-
ralelepipedo recto ABCDEF/G'H’ equivalente al paralelepi-
pedo dado, en virtud del teorema precedente.

A fin de no complicar la figura, concibamos que este nue-
vo paralelepipedo se desliza en el plano de su base inferior y
viene 4 colocarse en A'B'C'D'E/F'G'H’,

Estosupuesto, desde los vértices A", Br, de la base A/B'C'Dr,
tiremos las rectas A'l', B'K', perpendiculares & A'B', lo cual
determina un rectingulo A/B’K'l' equivalente al paralelogra-
mo A'B'C'D' (n.” 210); despues, por los puntos I/, K, tiremos
las rectas I'l", K'K", paralelas 4 A’E’, B'E’, y juntemos los
puntos E’, I, conlos puntosl”, K, en que estas paralelasen -
cuentran & G'I’.—Asf oblenemos un nuevo paralelepipedo
A’K", que es rectdngulo, porque todas sus earas son eviden-
temente rectingulos, y que es equivalente al paralelepipedo
recto(n.” 430.); porque ambos pueden considerarse como for-
mados sobre la base comun A'E’F'B’, con A'l' por altura. Aho-
ra bien, por conslruccion, el paralelepipedo recto es equiva-
lente al paralelepipedo dado ABCDEFGH; luego este es lam-
bien equivalente al A’K”,

Luego el paralelepipedo oblicuo se encuentra trasformado
en un paralelepipedo rectingulo de base A’B'K’L' equivalente
a4 ABCD, y de la misma altura I'l"=AE/; L.C.D.D.

Teorema V. (Fig. 345.)

N.* 432. Todo prisma triangular oblicuo ABDEFH , es
lamilad de un paralelepipedo de doble base y de la misma
altura (véase el n.° 211.).

Por los puntos B, D, tiremos las rectas BC DC, respeeti-
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vanwnte]{)arulclas d AD, AB o cual determina un paralelé-
gramo ABCD doble de la base ABC; despues, por el punto C,
tirese la CG paralela & AE , hasta encontrar en' G con la base
saperior EFH del prisma, y lirense lambien las FG , HG ; asi
se formard un paralelepipedo ABCDEFGH cuya base ABCD
es doble de la del prisma, y que tiene la misma allura que él.
Mas adelante demostraremos (2. Apéndice) que siendo simé-
tricos los dos prismas triangulares ABCEFH, BCDFGH, no
pueden superponerse, pero podemos desde ahora demostrar
que son eguivalenfes; lo cual basta 4 nuestro objeto actual.

Para ello, cortemos la figura total por un plano MNPQ per-
pendicular 4 las aristas AE, BF,..., [y tal que loscuatro pun-
los E, F, G, H, estén situados & un mismo lado respecto de él];
despues l6mese en la arista AE prolongada por una parte AM’
igual & ME [lo cual da MM'==AE], tirese por el punto M’ un
plano M'N’P’Q)’ paralelo 4 MNPQ; y se tendrd un paralelepipe-
do recto M'N'P'Q'MNPQ, que se balla dividido por el plano
diagonal HFBD prolongado, en dos prismas (riangularesigua-
les y superponibles(n.® 346., escol. 2.°). Digo pues, que estos
dos prismas Iriangulares’ rectos M/N'Q'MNQ y N'P'Q'NPQ,
son respeclivamente equivalentes a los dos prismas Lriangula-
res oblicuos ABDEFH, BCDFGH. 3

Porque si se concibe que el solido M/N'Q’ABD se deslice
a lo largo del arista M'E, de modo que el tridngulo M/N/Q/
venga 4 colocarse sobre su igual MN(Q, como las rectas M/A,
N'B, Q'D, son perpendiculares al plano M’N/()’, y como las
rectas ME , NF, QH, lo son tambien al plano MNQ, resulta
que las primeras lomardn las direcciones de las segundas (ni-
mero301.);comoademdstenemos, por construceion, M/A=ME,
N'B=NF , Q'D=0QH, resulla tambien que los vértices A,
B, D, coincidirdn con los vértices E, F, H; luego los solidos
M’N‘Q’ABD, MNQEFH, son iguales.— Por consiguiente, el
prisma triangular recto M'N'Q’MN(Q), es equivalente al prisma
triangular oblicuo ABDEFH. ;

Se demostraria absolutamente del mismo modo que los
otros dos prismas son tambien equivalentes.

Luego, finalmente, & causa de la igualdad de los dos pris-
mas reclos, los dos prismas oblicuos son, no iguales, sino
equivalentes; LGl

ConoLanio 1.° Los prismas triangulares delerminados
por los seis planos diagonales de un paralelepipedo cualguie-
ra (n.° 341.), son lodos equivalentes entre si.
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Porque cada uno de ellos es la mitad del paralelepipedo.

ConoLamo 2.°  Todos los prismas triangulares que (ie-
nen una base comun, y cuyas bases superiores estan coloca-
das en un mismo plano paralelo al de la base inferior co-
mun, son equivalentes, porque ldos son mitades de paralele-
pipedos equivalentes (n." 430.). _

Escouio. - El paralelepipedo recto M'N'P'Q'MNPQ (figu-
ra 345) estd compuesto de dos prismas equivalentes a los que
componen el paralelepipedo oblicuo ABCDEFGH, y por con-
signiente se puede concluir que estos dos paralelepipedos son
equivalentes.

Ahora bien, siendo M’A=ME, por construccion, resulla
evidentemente M'M=AE, N'N=BF, Q'Q=DH;'de donde se
sigue que un paralelepipedo oblicuo cualquiera es equivalente
@ otro recto que liene por alfura el arista del primero y por
base una seccion perpendicular & dicha arista.

Tronema VL. (#ig. 346.)

N." 433. Dos tetraedros SABC, SIA'B0Y, de la misma
base y altura, son equivalenles.

Para simplificar el discurso supondremos que las dos ba-
ses ABC, A’B'C’, estdn colocadas en un mismo plano, en cuyo
caso la altura igual de los dos tetraedros estard representada
por:la recta AH, comprendida. entre el plano de las bases 'y
olro plano paralelo & este, tirado por los dos vértices 8, S.

Estosupuesto, yase demostroque lassecciones GIK, G'I'K’,
hechas en los dos tetraedros, por un misme plano paralelo a
las bases, son iguales (n. 344., escol.). Ahora bien, sise ima-
gina que la altura AH esté dividida en un namero infinilo de
partes iguales, y que por todos los puntos de division se tiran
planos paralelos & las bases, los letracdros quedardn divididos
en trozos bastanle delgados, para poderse considerar sensible-
mente como prismas (riangulares (‘). — Pero los prismas del
primero son respeclivamente equivalentes 4 los del segundo
(n." 432, corol. 2.°), porque lienen bases y alturas iguales;

(*) Hablando con propiedad, esos pedazes son (roneos de tetrae-
dro; pero en razon a la estremada aproximacion de sus bases, pue-
den las aristas laterales considerarse como paralelas , ¢n cuyo caso
los troncos se convierten en prismas.
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luego l1a suma de lodos los prismas del primer tetraedro es
igual @ la suma de lodos los prismas del segundo ; luego, ele.

He aqui ademis otra demostracion rigoresa y fundada en
la reduccion @ absurdo. X

Admilamos por el pronto que los dos tetraedros no son
equivalenles, y quo dén, por ejemplo, - :

(1) SABC—S’A{B’C"ZS.

Cualquiera que sea la diferencia 3, puede representarse por
el volimen de un prisma que liene por base el tridngalo ABC,
y por altura una parte cualquiera AX de AH [porque vimos
en el nitmero 338., que un prisma construido sobre una base
dada es susceplible de pasar por todos los grados de magnitud,
desde cero hasla el infinito].

Eslo supueslo, dividamos la altura total AH en partes igua-
les Aa, ad’, a'av,..., arbilrarias, pero menores que AX; des-
pues, por los puntos de division a, a', a',..., licemos planos
paralelos a las bases ABC, A'B/C’: — Eslos ‘planos delerminan
enambosetraedros secciones DEF y D/E'F/, GIK y G'VK'
iguales respeclivamente (n.° 344., escol.).

Ahora, considerando solo el primer telraedro, tiremos por
los puntos By G, E y F, L'y K,..., rectas Be y Cf, Ei y F#,
Imy Kn,..., paralelas al arista SA, hasla encontrar respecti-
vamenle con las rectas DE y DF, Gl y GK, LM y LN, ...,
suficientemente prolongadas. — Asi formamos una sériede pris-
was triangulares ABCDef, DEFGik, GIKLmn,..., que llama-
remos prismas esteriores [0 escedentes).

Pasando despues al tetraedro S'A’B'(Y, liremos ignalmente
las rectas B'e’ y ¥'f7, i' y K'k', M'm/ y N'w!,...., paralelas al
arista §'A’, hasla sus encuentros respectivos con las rectas A’B’
y AC, DEy D'F, G'1' y G'K,...: asfoblenemos otros pris-
mas A'e'fD'E'F ,- DYR'G'I'K,... , que llamaremos prismas
inleriores [0 deficientes]; y aqui es importante observar que
por esta dllima construccion lenemos un prisma menos que
por la primera. .

Pero si comparamos sucesivamente los prismas esteriores
del primer tetraedro con los prismas interiores del segundo,
veremos, —1."—que el prisma esterno DEFGik de la segun-—
da division es equivalente al prisma interno A'e'fAID/E’F' de la

rimera (n.° 432., escol.2.%), porque lienen la misma alturay
A misma base;—2.°—que el prisma esterno de la lereern

yreny
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division GIKLmn, es equivalente al prisma interno de la se-
gunda, D'¢'K'E'U'K’,...; y asi sucesivamente.

De donde resulta que la diferencia enlre la suma de los
prismas esternos del primer tetraedro yla suma de los prismas
internos del segundo, estd representada por el prisma eslerno
ABCDef de la primera division, que liene por allura Aa.

Luego, llamando Sla primera suma, y S la segunda, len-
dremos

S— S8 =prisma ABCDef,

y por consiguiente, S —S' <2, pueslo que 3 es, por hipole-
sis, el volimen del prisma que tiene por base ABC, y por al-
tura AX>Aaq. '

Ahora bien, la desigualdad S—S’ <8 es absurda; porque
siendo la primer suma S evidentemente mayor que SABC, y
la segunda S’ menor que S'A'B'C’, deberia resultar al conlra-
rio, por esta razon, S—8 > 2.

Asi pues, es absurdo suponer el volimen del -tetraedro
SABC diferente del volimen S/A’B'C’. Luego, ele.

N.* 434 Cororamto. — Un tefraedro cualquiera SABG
(fig. 347) es la tercera parte de un prisma (riangular de la
misma base ABC y de la misma allura.

Suponiendo liradas por el punto S, las rectas 8D, SE, pa-
ralelas é ignales & BA, BC, lirense las rectas DE , AD, CE;
con lo cual resulta una figura ABCSDE, que es evidenie-
menle un prisma (n.°* 322, 338.).—Eslo supuesto, por los
tres puntos S, D, C, hagamos pasar un plano SDC que divida
el prisma en lres partes SABC, SACD, SCDE, cuyos volime-
nes serdn iguales.—Porque desde luego, los tetraedros SACD,
SCDE, son equivalentes (n.” 433.) por tener bases iguales,
ACD, DCE, ¢ igual altura, puesto que lienen la misma cis-
pide S y las bases colocadas en un mismo plano. —Ademis,
si consideramos el letraedro SCDE como teniendo el cispide
en C, ysirviéndole de base SDE, resultard que sera equivalen-
te.al SABC, por lener bases iguales, SDE, ABC, y altura
igual, es decir, la perpendicular comun 4 los planos de las ba-
ses.— Luego los res lelraedros son equivalentes, y por consi-
guiente cualquiera de ellos vale la lercera parte del prisma;

ik L.C.D.D.

EscoLto.  Se ve, en virtud de esto, (ue

Todo prisma triangular puede descomponerse en res (o-
traedros de la mismabase y de la misma alluraque €l.
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Establecidas estas diversas proposiciones preliminares,
podemos ficilmente deducir de ellas la medida de toda clase
de poliedros, procediendo como respecto de los poligonos.

Lema. (Fig. 348.)

N.° 435. Dos paralelepipedos rectingulos ABCDEFGH,
ABCDIKLM , de la misma base ABCD . son proporcionales
sus alturas AE, Al; es deeir, que dén

paralel. AG : paralel. AL ::-AE : AL

Sean primero las alturas conmensurables, yestén en lara-
zon de 14 4 9 por ejemplo.

Dividamos a AE en 14 parles iguales, 9 de las cuales per-
tenecerdn por consiguiente & Al ; despues, por los puntos de
division, tiremos planos paralelosd la base ABCD; elaro es que
el paralelepipedo AG quedara dividido en 14 paralelepipedos
parciales, lodos iguales entre si, 9 de los cnales estaran con-
tenidos en el paralelepipedo AL.

Por consigniente los paralelepipedos dados estardn tambien
en la razom de14 2 9, que es la de las alturas AE, Al

En el easo de ser inconmensurables las alluras, se proce-
de como hicimos respecto de los poligonos en el n.” 212.,
donde puede verse

Cororario 1.° .Recipmcamenle: — Dos paralelepipedos
rectangulos de la misma altura AE=A'E'(fig. 349), son
proporcionales d sus bases ABCD, A'B'C/DY.

Tomemos en el arista AB una parte AB” igual 4 A'B’,
tiremos el plano B/C”G""E" paralelo al plano de la cara ADEH:
asi obtendremos un lercer paralelepipedo [auxiliar] AG” que
tiene la misma base ADHE que el paralelepipedo AG ; luego,
en virtud del leorema principal, lendremos la proporcion

(1) paral. AG : paral. AG” :: AB : AB",

Pero, como siendo AE =A'E’ y AB" = A’B/, los rectin-
gulos AB”E"E, A'B'F'E’, son iguales; resulla que los dos pa-
ralelepipedos AG”/, AG/, tienen lambien la misma base AB"E”E,
A’B'F'E’, y son entre si como sus alturas. Luego tenemos la
cueva proporcion

(2) paral. AG” : paral. A'G" :: AD : A’D/;
28
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de donde, mulliplicando las Fropnrciones (1) y (2), y supri-
miendo el factor comun paral. AG”, resulta

paral. AG : paral. A'G’ :: AB x AD: AB” x A’B.

Ahora bien, AB x AD eg la espresion numérica de la base
ABCD (n.° 213.) ; y AB” x A’D/, es la espresion numérica de
la base A’B/C’D’; luego finalmente

paral. AG : paral. A'G’ :: ABCD : A'B'C'D’; L.C. D.D.

ConoLanio 2.° Dos paralelepipedos vectingulos cuales-
quiera AG, A'G' (fig. 350), son proporcionales @ los pro-
ductos respectivos de su base por su altura, ABCD x AE,
A'B'C'D" x A’E'.

Tomemos en AE una parte AE”—A’E’, v por el punto
E’ hagamos pasar un plano E”F"G"H’ paralelo 4 ABCD.—
Los dos paralelepipedos AG, AG'’, que lienen la misma base
ABCD, son proporcionales 4 sus alturas AE, AE”; y dén

(1)  paral. AG:paral. AG" :: AE : AE" 6 AE'.

Los dos paralelepipedos AG”, AG’, que lienen la misma
altura, AE”, A’E', son proporcionales a sus bases ABCD,
A'B'C’D'; y dén
(2) paral. AG" : paral. A’G’ :: ABCD : A'B'C'D’;
de donde multiplicando término & lérmino las proporciones
My @),
paral. AG : paral. A'G' :: ABCD x AE : A/B'C'D’ x A’E/;

L.C.D.D.
Teorema VIL (Fig. 350.)

N." 436. El volimen de un paralelepipedo rectanqulo
cualquiera ABCDEFGH, tiene por medida el producto de su
base por su altura; es decir, que da

vol. AG=ABCD x AE,

Tomemos por unidad el voliémen del cubo (n.° 340.) cons-
truido sobre la unidad lineal; y sea A'B/C'D’E’F'G'H’ el cubo
escogido. En virtud del corolario precedente, fenemos
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vol. AG : vol. A'G’ :: ABCD x AE : A'B‘C'D x A’E/,
¢ hien, @ causa de ser

ANE'=1, ABCD=A'B' x A'D'=1x1 =1,

y por ser vol. A'G'=1,
vol. AG : 1 :: ABCD x AE : 1;
Jnego vol. AG=ABCD x AE ; L.C. D.D.

Advert. Es necesario recordar que los faclores (n.° 213,
advert.) ABCD y AE, son nlimeros ahstraclos que espresan
las razones de la base y laaltura con sus unidades respeclivas.

Escouio. En lugar de la base ABCD, puede ponerse su
valor numérico, que es AB x AD (0. 213.); y la igualdad
precedente se Lrueca en

vol. AG=ABx AD < AE;

es decir, que el volimen de un paralelepipedo rectanyulo tiene
tambien por medida el producto de sus lres aristas conliguas.

Estas-aristas se llaman las tres dimensiones del paralele-
pipedo.—Se llaman algunas veces su longitud , su lalitud, y
su altura 6 profundidad.— AB es la longitud, AD la lalitud,
v AE la altura.

Advert. El volimen de un cubo es por consiguiente igual
i la tercera polencia de su lado.—De aqui viene el nombre
de cubo para designar la lercera polencia de un namero.

N.° 437. Cororanio 1.° — El volumen de un paralele-
pipedo oblicuo cualquiera es igual al producto de su base
por su altura.

En efecto, bemos visto (n.” 431.) que este paralelepipedo
puéde ser reemplazado por otro paralelepipedo reclingulo de
base equivalente y de la misma allura.—Pero el volimen de
este es igual al produclo de su base por su allura; luego el
primero tiene tambien la misma medida, 6 sea, el produclo
de su propia base por su altura, pueslo que esta base es equi-
valente 4 la del paralelepipedo rectingulo.

Advert. Las Wes dimensiones del paralelepipedo oblicuo
son, lasdos del paralelogramoque lesirve de base (n.° 218.),y
la altura del mismo paralelepipedo, es decir (n.” 338.), la per-
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pendicular comun 4 las dos bases; y por consiguiente liene sy

volimen por medida, no ya el proeduclo de gus Ires aristas con-

liguas, como en el paralelepipedo rectangulo, sino el produc-

to de sus tres dimensiones, segun acabamos de definirlas.
Cororarto 2.° Dos paralelepipedos cualesquiera son pro-

porcionales § sus medidas respectivas, y por consiguiente i

los producclos de su base por swaltura.

De donde resulta —1.° que — Dos paralelepipedos de la
misma base & de base equivalente, y de la misma altura, son
equivalentes, proposicion que conliene como caso parlicular
el leorema del n.” 430. ;

« 2.°— Daos paralelepipedos de la misma base 0 de base equi-
valenle son proporcionales a sus alturas ;
3.°—Reciprocamenle, — Dos paralelepipedos de la misma
allura son proporcionales @ sus bases.

Teorema VIII.

N.o 438. Elvolumen de un prisma triangular cualquie-
ra es tgual al producto de su base por su altura.

Porque este prisma es la mitad de un paralelepipedo de
doble base y de 12 misma altura (n.° 432.) Pero esle tiene por
medida el producto de su base por su altura (n.° 437.); luego
tambien el prisma liene por medida la mitad de ese producto,
esdecir, el prodocto de su propia base [mitad de la del para-
lelepipedo] por su altura.

Cororario 1.° Un prisma poligonal cualquiera (fig. 281)
puede descomponerse en prismas triangulares de la misma al-
tura por medio de los planos diagonales ACC’A’, ADD'A’, de
donde se deduce que — El volumen de este prisma es tqual
al produtto de swbase [suma de las bases de los prismas trian-
gulares] por su altura.

CounoLario 2." Dos prismas cualesquiera de la misma
?asa 0 de base equivalente y de la misma allura son equiva-
entes.

Ademas,— Dos prismas de la misma base  de base equi-
valente son proporcionales d su altura; y reciprocamente , si
son de la misma altura, son proporcionales & sus bases.

Esconio. En el n.” 432. demostramos que el prisma trian-
gular oblicuo ABDEFH (fig. 345)es equivalenteal prisma rec-
to M'NQ'MNQ que liene por altura ¢l arista M'M 0 AE,y por
base una seccion MNI' perpendicular @ las aristas. — La mis-
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ma construccion y los mismos raciocinios podrian aplicarse &
un prisma cualquiera ABCDEA’B’C'D'E’ (fg. 340) cortado por
un plano MNPQR perpendicular 4 las arislas laterales. —Asi
venimos 4 parar @ esla nueva medida del prisma:

El volumen de un prisma cualquiera ABC... D'E! es
igual al producto de una de sus aristas AA' por el drea de
una seccion MNPQR dada perpendicularmente ¢ dicha aris-
ta, espresion notable por su analogia con la del drea lateral del
prisma (véase el nimero 428.). Ademds es muy comoda en la
praclica.

Teorema 1X.

N.° 439. El volimen de un tetraedro cualquiera es
tgual G la tercera parte del producto de su base por sw
altura.

Esle teorema es una consecuencia inmediata del corolario
al nimero 434.

Cororanto 1.” - Pudiendo toda pirdmide poligonal SABCDE
(fig- 286) descomponerse en letraedros dela misma allura por
medio de planos diagonales tirados por la cispide S, resulta
igunalmente que

El volimen de toda pirdamide poligonal liene por medida
la tercera parie del produeto de su base por su altura.

Conouario 2.°  Dos piramides cualesquiera de la misma
base 6 de base equivalente y de la misma altura son equi-
valentes , —proposicion que conliene como caso particular el
leorema del nimero 433. .

Ademds, — Dos pirdamides de la misma base 0 de base
equivalente son proporcionales & su allura; y reciprocamente.

Escouto, Sean V el volimen de vna pirdmide, B su base,
y H su altura. La espresion abreviada de su voltmen serd

BxH ., H . B
V:Ton ',?TO;T’{H‘
Teorema X.

N." 440. Elvolumen de un poliedro cualquiera es igual
@ la suma de los voldmenes de todos los telraedros en que
puede siempre descomponerse (n.° 348.).
Esta proposicion es evidente por si misma.
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Teorema XL

N.*441. Las dreas de dos poliedros semejantes son pro-
porcionales & los cuadrados de sus aristas, diagonales ¢ li-
neas homdlogas cualesquiera; y sus volumenes son propor-
cionales a los cubos de las mismas lineas.

La primera parle de esta proposicion es ficil de demos-
trar,—Sean M, N, P, Q,..., las caras del primer poliedro,
M, N, P/, Q,..., las caras homélogas del segnndo; y desig-
nemos por @ y a' dos lineas homélogas de los misnros, las cua-
les, segun sabemos, son proporcionales en dos poliedros -se-
mejantes (n.° 426., corol.).

Esto supuesto , como las caras My M/, Ny N/, Py P', ...,
son fespeclivamcnle semejantes, tenemos la série de razones
iguales

MM pdealsy NaNzatza?, PoPlhoata?...,

dedonde M : MZ :: N ;N sz P s Pl i@ s a/®;

M+N+P+...: M +N+Po-...i2a?a?,
0 drea totaldel primer poliedro: arealotal del sequndo ::a%:a".

Para la segunda parte, considerémos primero dos tetrae-
dros semejarites SABC, S'A'B'C’ (fig. 339).
Puesto que eslos letraedros son semejantes, daran la pro-
porcion
ABC : A’B'C’ :: AC® : A'C'® :: SH® : SH”.

Multiplicando esta proporcion por esta otra,
1SH: 1S/H ::AC: AT SH: S'HY,

3
resulta
ABCx 3 SH : A'B'C x = S/’ :: ACP: A/C'3 :: SHE : S'HF,
0 bien
vol.delprimer letraedro : vol. delsequndo:: SH*: 811" :: a®:a”,
representando @ y @’ dos lineas homologas cualesquiera.
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Sean ahora V, V', los volGmenes de dos poliedros seme-
jantes cualesquiera, Ty| T, [T ... yT/ [ T’3| Ts] ... los voli-
menes de los telraedros semejantes en que pueden descompo-
nerse los dos poliedros, ay o' dos lineas homélogas cualquie-
ra.— Tendremos la série de razones iguales

S SRS P LI R S IR L

luego .
Ty +=To+T 4 s T +-T +T il 5 @ s,
1 3 1 2 3
6 bien tinalmenle NoVrsGt vat

L.C.D. D.
Completarémos lo relalivo & la medida de los poliedros con
dos leoremas imporlantes sobre la medida de los troncos de
prismas y de pirdmides. : :

Teonema XIL. (Fig. 351.)

N.” 442, Todo prisma iriangular lruncado ABCDEF, es
equivalenle a la suma de (res lelraedros que tiene por base co-
mun una de las bases ABC del tronco, y por vertices los de
la base opuesta.

Para probarlo, tiremos los planos AEC, DEC; y el pris-
ma lruncado quedard descompuesto en Lres tetraedros EABC,
EADC, EDFC.—El primero tiene por base ABC, y por
vfél‘(llice el punto E; luego es uno de los letraedros del enun-
ciado.

El segundo, teniendo por base ADC y por vérlice el pun-
lo E, puede transformarse en otro BADC que tenga la misma
base ADC y por vértice el punto B (0.’ 433.); pero esle puede
considerarse como teniendo por base ABC y por vérlice el
punto D; luego es ofro tetraedro del enunciado.

El tercero, EDFC, puede ser reemplazado por el tetraedro
BDFC, quetiene la misma base DFC y por vértice el puntoB;
pero esle es equivalente al tetraedro BAFC cuyo vérlice es el
mismo, ycuya base AFC es equivalente & la base DFC (nime-
ro 211.); y este ultimo puede considerarse como que liene por
base ABC y por vértice el punto F; luego salisface lambien al
enunciado. Luezo, elc.

Escovio. Un prisma triangular fruncado tiene por me-
dida el producto de una de sus bases par la tercera parle de
ba suma de los tres perpendiculares bajadas d ella respocti-
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vamenle desde cada uno de los vertices de la base opuesta.

Si el prisma truncado es recto, las perpendiculares son
las aristas mismas.

Teorema XIIL (Fig. 352.)

N." 443. Un tronco de piramide de bases paralelas es
equivalente & la suma de tres pirdamides que tengan por al-
tura comun la del tronco, y por bases respeclivas, la base
inferior del tronco, la base superior, y una figura media
proporeional entre ambas.

Sea, en primer lugar, un tronco de tetraedro ABCDEF.

Tiremos las tres diagonales EA, EC, y AF:—La figura
queda con esto descompuesla en Lres tetraedros EABC, EADF,
EAFC. El primero, teniendo por haseel triangulo ABC, y por
chspide el ponto E, satisface ya al enunciado; el segundo, pu-
diendo considerarse como que liene su cispide en A, y por
base el triangulo DEF, salisface lambien al enunciado, pues
su altura es la perpendicular comun 4 las dos hases, y su ba-
se DEF es la base superior del tronco.

Nos falta ahora fransformar el leccer telraedro EAFC. —
Para esto, tiremos desde el punto E la recta EG paralela a
AD; como esta tirada por un puonto del plano EDAB que
conliene 4 la recta AD, se encuentra situada en este planoy
encuentra necesariamente 4 la recla AB en un punto G, que
podemos juntar con los punlos € y F por medio de las rectas
GC, GF.— Esto supuesto, los dos letraedros GAFC, EAFC,
son equivalentes, por tener la base comun AFC, yla misma
altura, pues las cuspides G, E, estin situadas en una misma
recla paralela 4 la base. Ahora bien, el letraedro GAFC pue-
de considerarse como leniendo por cispide el punto F, y por
base el tridngulo AGC; luego liene por altura la del tronco, ¥
solo falta probar que su base AGC es media proporcional en-
tre las bases ABC, DEF. i

Para eslo, liremos la recta GI paralela & BC: lenemos (ni-
mero 219., corol.) la proporcion

ABC : AGC :: AGC : AGI;

pero el tridngulo AGI es igual ol triangulo DEF , puesto que
tienen un dngulo igual, ¢l uno en A, y el otro enD (n.* 322:),
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formados por

lados iguales AG=DE, Al=DF;
luego tambien  ABC : AGC :: AGC: DEF.

Luego el tercer tetraedro EADC puede ser reemplazado por
FAGC, que satisface al enunciado.

Considerémos en sequndo lugar el tronco de pirdmide po-
ligonal MNPQR mnpgr.—Concluyamos la pirdmide, y sea T
su caspide.—En el plano de la base MNPQR construyamos
un triangulo ABC equivalente a ella, y tomemos encima del
plano un punto cualquiera S cuya distancia al plano ABC sea
igual 4 la distancia del punto T al mismo plano; despues lire~
mos las rectas SA, SB, SC. — El tetraedro SABC es equiva-
lente 4 Ia pirimide TMNPQR, porque tienen la misma altura
y bases equivalentes (n.” 439.). Si ahora prolongamos el pla-
no de la hase superior mnrpg hasta su encuentro con el te-
wraedro SABC, obtendremos una seccion DEF equivalente 4 la
seccion mupgr (n.° 344., corol.), lo cual di entonces el tetrae-
dro SDEF equivalente & la piramide Tmnpqr; de donde se si-
gue que el tronco de tetraedro ABCDEF es equivalente al
tronco de piramide MNPQR mnpgr. Pero el primero, segun
acabamos de ver, equivale 4 la suma de tres tetraedros que
tengan por altura la del tronco, y por bases la base inferior,
Ja superior , y una media proporcional entre ambas. Luego,
puesto que las bases del tronco de tetraedro son lambien equi-
valentes a las del tronco de pirdmide, podemos decir que el
tronco de piramide tiene ignalmente por espresion de su vold-
men, elc.; L.C.D.D.

Escorio. Llamando H la altura de un tronco de piramide
de bases paralelas, B y b’ sus bases, y V su volimen, resulta
(n.° 440;, escol.) para espresion abreviada del volimen del
lronco, ’

= —3— (B0 4 VBxb');
[porque se sabe que en general Vax b representa una media
proporcional entre las cantidades @ y b].




CAPITULO IL.

AREAS Y VOLUMENES DEL CILINDRO Y DEL CONO. — AKEAS
Y VOLUMENES DE LA ESFERA Y UE SUS DIVERSAS PARTES.

S L. Del cilindro y del cono.
Teorema I

N." 444. El area de la superficie lateral (6 convexa) de
un cilindro reclo es igual al producto de la circunferencia
de su base mulliplicada por su lado ¢ altura.

En efeclo, vimos (n.° 356.) que esta superficie puede de-
sarrollarse en un plano rectangular cuya base sea la longitud
de la circunferencia de la base del cilindro, y por altara su
lado. Pero el rectingulo tiene por medida el producto de su
base por su altura (n.° 213.); luego, ele.

EscoLio. Llamemos A 6 H al lado 6 altura del ¢ilindro R
al radio de su base, y.S & su area; tendremos

S=92zkx A =2zxR x H =2xRA —2xRH.
Teorema II.

N.® 445.  El volimen de un cilindro es igual al producto
del area de su base por su altura. '

En efeclo, el cilindro puede considerarse como un prisma
regular de infinito nimero de caras laterales (n.° 355.). Pero
el prisma tiene por medida el producto de su base por su al-
tura (n.° 438.); luego tambien, ele.

Escorto. Sea V el volimen del cilindro; tendremos

Ve nR2x H —+R7H,

[siendo =R? la espresion del circulo que le sirve de base (ni-
mero 250.) |.
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Trorema III.

N.° 446. - El drea de la superficie lateral [6 convexa] de
un cono reclo es iqual al producto de la circunferencia de su
base por la mitad de su lado 6 arista.

En efecto, se demostrd (n.° 361.) que esta superficie, des-
arrollada en un plano, equivale & un sector circular que lie-
ne por base un arco de circulo igual en longitud 4 1a circun-
ferencia dela base del cono, descrito con'el lado de este como
radio. Pero el area de esle seclor liene por medida el produc-
to del arco que le sirve de hase, por la mitad del radio; lue-
go, ele.

Esconio. Sean A el arista 6 lado del cono, R el radio de
su base, y S su superficie; tendremos para formula de su drea

S==BxA ==RA.
Teonens V. (Fig. 353.)

N. 447.  La superficie laleral [0 convexa] de un (ronco
de cono recto, ABA’B', de bases paralelas, tiene por medida
el producto de su lado por la semisuma de las circunferen-
cias de las bases, 0 bien, por la circunferencia IK de la sec-
cion dada @ igual distancia de las dos bases.

Sea S el vértice del cono entero, y concibamos que su su-
perficie se haya desarrollado en un plano (n.” 361.). —Eldes—,
arrollo de la superficie lateral del tronco de cono resullara en
forma de un trapecio circular BDB/D' (n.” 252., escol. 1.%) que
tiene por lado el lado BB’ del tronco; y por bases, arcos de
cirenlosiguales en longitud 4 las circunferencias de las dos ba-
ses del tronco. Pero este trapecio liene por medida (véase el
mismo nimero) el producto de su lado por la semisuma de sus
bases, 6 bien, por el arco de circulo I'K’ trazado 4 igual dis-
lancia de ambas, el cual representa la circunferencia desarro-
llada de la seccion dada 4 igual distancia de las dos hases en’
el tronco de cono; luego, ele,

Escouis. Un cono enlero puede considerarse como un
tronco de cono cuya base superior es nula; y los resultados ob-
tenidos para este se verifican tambien en esle caso parlicu-
lar.—Luego, en virtud de lo que acabamos de demosirar,
—El drea de la superficie lateral de un cono tiene por es-
presion el produclo de su lado por la circunferencia de la
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semejanles. —Esto supuesto ,
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seccion dada & igual dislancia del vértice y de la base;—
lo cual esla conforme con la medida establecida en el plme-
ro 446., porque esta circunferencia es la milad de la circun-
ferencia de la base.

Teorema V.

N." £48. Bl voldmen de un cono reclo es igual & la terce-
ra'parte del producto desu base por su altura.

Porque el cono puede considerarse como una pirdmide re-
gular de infinito ndmero de caras (n.” 360.); pero el volimen
de una piramide vale la tercera parte del producto de su base
por su altura; luego, elc.

Advert. Designando por H la altura, y por R el radio de
la base, lo cual di =R2 para su drea, tendremos

: 3
col. del cono —==R3x - = ﬂl_ﬂ
3 3
Teonema VI,

N.® 449. El volumen de wun tronco de cono de bases pa-
ralelas es igual d la suma de los volimenes de tres conos
ue tienen por altura comun la del tronco, y por bases uno
a base inferior, olro la base superior, y el tercero una me-
dia proporcional entre ambas.
La misma demosiracion que para el tronco de pirdmide
(véase el ntimero 443.).
Esconio. Sean R, R/, los radios de las bases, H la altura
del tronco, ¥ V su volimen; tendremos

=l

V= %(nﬂ,g'-f-uﬂ’ﬂ—[—ﬂﬂ[{'} = —-3—- (RE—F—R”-FRR") .

porque la media proporcional estd representada por
vaR2xsR’2 6 =RR/.

N.” 450. Dos cilindros 6 dos conos son semejantes cuan-
do estdn engendrados por rectangulos 6 tridangulos rectangulos
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Teorema VII.

Las dreas de dos cilindros 6 de dos conos semejanles son
proporcionales G los cuadrados de sus lados , de sus alturas,
6 de los radios de sus bases; —y los voldmenes son propor-
cionales @ los cubos de las mismas lineas.

SeanR yr, Aya,Hyh, S ys, Vyo, los radios de las
bases, los lados, las alluras, las dreas y los volimenes de dos
cilindros 0 de dos conos semejantes,

Tenemos primero, para dos cilindros semejantes,

S=2:RxH, s=2mrxh, (n.‘; A44.);

dedonde S ks Rl r:h;

pero siendo semejantes los recldngulos generadores, din
R:»::H:/k

de donde BxH:rxhaH2 R o R %

uego RS | S R i

Tambien tenemos V==R2x H, v==r®xh;

de donde V:v::R3H : r2h;

pero de (RN | B

se deduce R2H : p2fs: HY e B2 o RY 2

luego RULDN : (R TS | N

Si se Lrata de dos conos semejantes, lendremos
S—aRxA, s—=rxa (0.° 446.);
de donde S:s RxA:rxa; :
pero los tridngulos generadores, siendo semejantes, din
R oir0A ig:
de donde RxA :rxai:A*:a? R : 92 H2: 0%
luego Sz ipsr AR cpd iR oulSeik
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‘-'H 3
Finalmente, VZE%—, v::m_ - (n.” 447.);
de donde V:v:: Rell: v2h;
pero de Re :r? ;: H2 o 43,
se deduce R2H : #20 .- H 2 /3, 3
lnego Nieo:HE DR o A3 2 a8 o0 18 2ol

L..C. B 1.
§ H. De la esfera.

N.° 451. Nugvas ogeiniciongs. Se dé el nombre de zona
esférica d toda porcion de la superficie de una esfera , com-
prendida entre dos planos paralelos ; las bases de la zona son
los dos circulos determinados por los dos planos.

Cuando uno de los planos es tangented la esfera (n.® 365.),
la zona se llama de una sola base, y toma tambien el nombre
de casquele esférico.

Segmento esférico es la parte de esfera comprendida en-
tre dos planos paralelos; y los circulos determinados por estos
son bases del segmento & la vez que de la zona esférica cor-
respondiente. f

Si uno de los planos es tangente , el segmento se llama de
una sola base.

Altura de una zona 6 de un segmento esférico es la dis-
tancia de las bases; 6 bien la parte de didmetro perpendicular
4 las bases, comprendida entre ellas.

En fin, sector esférico esla figura engendrada por un sec-
tor circular (n.° 14.) girando al rededor de uno de sus lados. —
En otras palabras, es la parte de esfera comprendida entre
una zona de yna sola base, y la superficie conica que liene
por cuspide el cenlro, y por base la de la zona-

( Véanse ademis los nameros 366 y 374. para las defini-
ciones de huso yungula esférica, de triangulo, tetraedroy pi-
ramide esféricos.)

Lema. (Fig. 354.)

N.” 452. Hallandose situadas en un mismo plano ung
recta AB de longitud determinada, y una recta indefinida
XY, si se supone que la primera haga una revolucion entera
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en torno de la segunda, la superficie engendrada por la pri-
mera es equivalenle d la de un cilindro que tiene por altura
la proyeccion de la recta determinada sobre la otra, y por
radio de su base la perpendicular CO levantada é la prime-
ra vecta AB por su_punto medio G, y prolongada hasta en-
contrar d la recta indefinida:—O en olros términos,

superf. AB="PQ x eirc. OC.

En efecto, esla superficie es evidentemente la de up tron-
co de conode bases paralelas, que son los circulos AP y BO; y
si, desde el punto C, bajamos la recta Cl perpéndicular & XY,
lendremos

superf. AB—=ABx circ. Cl =ABx 2xCI (n.° 447.).

Eslo supuesto, tiremos la recta AK perpendicular 4 BQ:
los dos triangules ABK, COL, son semejantes por tener sus la-
dos perpendiculares, y din (n.” 194.) la proporcion

AB : OC :: AK : CI; de donde AB : 2=0C :: AK : 2=(l;

y ABx 2701 = AK x2=0C—PQx cire. OC;
Luego tambien, superf. AB=PQx circ. OC;
PR )

Advert. Pueden suceder como casos particulares, que la
recla ABeslésiluada en la disposicion que marca AB (fig. 354,
bis.), hallindose el punto A situado en el eje XY, 6 bien, en
la disposicion que marca A’B/, paralelamente al eje.

En el primer caso, lenemos, superf. AB—=ABxcire. CI
(n.° 447., escol.); pero los dos triangulos semejantes ABQ,
COl, dan tambien

AB x ¢ire. CI = AQ x cire. OC;
luego superf. AB=AQ x cire. OC.
En el segundo caso, la superficie engendrada por A’B’ es
Ia de un cilindro cuya allura ¢ lado es A'B' 6 P'QY, y la base
es el circulo B'QY’, del circulo O'C’; luego

superf. A'B'=P'Q) x ¢irc. 0'C".




A48 LIB. V. — CAP. II. — § IL

Por consiguiente, la proposicion es tambien verdadera en
estos doscasos.

N.° 453. Conotanio 1.°  El drea de la superficie engen-
drada por una porcion de poligono regular, fmas general-
mente, por una linea poligonal reqular ABCDE (fig. 355)
que gira al rededor del didmetro AN del circulo ecircuns-
erilo, es igual al producto de su altura AS, mulliplicada por
la circunferencia del circulo inscrito.

Bijense desde los puntos B, €, D, E, las perpendiculares
BP, CQ, DR, ES, al didmetro AA’, y desde ol centro O las
perpendiculares OI, OK,..., 4 los lados AB, BC,... En virtud
del lema precedente, lenemos

drea AB = AP x ¢ire. Ol,
drea BC=PQ x circ. OK,
area CD=QR x¢ire. OL;

i - - - -

de donde, sumando y observandoque OI=0K=0(),...,resulla
drea ABCDE = (AP +PQ+ QR +...) cire. Ol=ASxcire. Ol
Del mismo modo tendriamos
area BCDE = PS x cire. Ol.
Teonema 1. (Fiy. 355.)

N.° 454, El drea de una zona ésférica, sea de una sola
base AMBM'C, sea de dos bases, BWCM''D, es iqual al pro-
ducto de la circunferencia de un circulo mazimo de la esfe-
ra, circ. OA, multiplicada por su altura AQ 6 PR;

Y— £l drea de toda la esfera es tgual al producto de la
circunferencia de un circulo mawimo, mulliplicada por s
didgmetro.

En efecto, los arcos AMBM'C, BM’CM”D, y la semi-cir-
cunferencia ADA’, pueden considerarse como lineas poligona-
les regulares de infinito nimero de lados [0 elementos (nlime-
ro 245.) ]; en cuyo caso el radio del circulo inscrilo se hace
igual al de el circulo circunscrito, o al de la esfera. —Tene-
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mos pues

drea AMBM'C = AQ x cire. OA,
area BI'CM”/D= PR x circ. OA,
drea total de la esfera—= AN’ x eire. OA;

L.C.D.D.

Advert. ' Sean R el radio de una esfera, H la altura de una
zona de una 6 de dos bases, y Sel drea de esta zona 6 de toda
la esfera;—lendremos las formulas

S=H x 2=R —=2zRH, S=2R % 2=R—4i=R?;

y esla tllima demuesira que — El drea total de la esfera es
cuddrupla de la de su circulo mazimo.

Cororanio. Si en una esfera dada lomamos por unidad
de superficie el huso recto (n.° 366, advert.) 6 la cuarta par-
te de la superficie total de Ia esfera, y el dngulo reclo por
unidad de dngulo, se reconoce ficilmente que

El drea de un huso esférico cualquiera ABCA’ (fig. 356)
esla espresada por su dngulo A;

Lo cual significa que, designando F el drea de un husoe
rectn, se tiene la proporcion

huso ABCA’ : F :: A : un reclo.

Porque si liramos por el centro un plano BCB'C’ perpen-
dicular a la arista AA" del huso, lenemos

huso ABCA' : drea lotal de la esfera +:arcoBC : circ. BCB'CY;
de donde huso ABCA' : 4F :: A : 4 reclos,
Y por consiguiente, huso : F :: A : un recto.

Para abreviar suele decirse que huso ABCA’=A.

Teonema I (Fig. 357.)

N.°455. El drea de un tridngulo esférico cualquiera
ABC [es decir, la razon entre este iridngulo y el uso reclo],
o5 igual 6 el ‘esceso de la semisuma de sus tres dngulos sobre
un angulo reclo, 6 mas exaclamente, es igual 6 la razon en-
lre este esceso y el angulo recto.

29
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Tomemos por plano de la figura (n.° 369.) el de la circun-
ferencia de circulo méximo BCB'C’, al cual pertenece el arco
BC, lado del tridngulo ABC, y concluyamos las circunferen—
cias ABA'B’, ACA'(Y, correspondientes & los otros dos lados
AB, AC.—Esto supuesto,

El huso esférico ABCA’, cuyo dngulo es A, se compone de
los dos tridngulos ABC, A’BC; pero este dllimo es simélrico
respecto del tridngulo AB/C’ (n.” 335.), y eslos tridngnlos son
equivalentes (n.” 375.); luego el huso ABCA’ es ignal a la su-
ma de los dos tridngulos ABC, AB/C’.

Ademds, es evidenle que los husos.en B y enC son res-
peclivamenle iguales'a las sumas de tridngulos BAC v B'AC,
CAB y C’AB.—Tenemos pues las igualdades

ABC + AB'C’ = huso A = A (corolario precedente),
BAC + B'AC = huso B =B,
CAB +C/AB = huso C = (;
de donde, sumando y observando que _
ABC + AB'C' + B’AC—+ C'AB
forman la superficie de un hemisferio, ¥ valen 2F, tendremos
2ABC+2F = A+ B+ C.

$(A+ B+ C) —1 reclo
1 reclo

Por consiguiente, area ABC = 7
tomdndose F por unidad de superficie, y el angulo recto por
unidad de dngulo,

Advert. Designando por R el radio de la esfera, tendre-
mos para formula del valor absoluto del drea del tridngulo

drea ABC — 4 (A+B+C) —1recto
1 recto

Lewa (Fig. 358.)

N.° 456.  El volumen del espacio engendrado por la re-
velucion de un trianqulo cualquiera OAB girando al rededor
de una recla indefinida XY, tirada en su_plano por uno de
sus vérlices O, tiene por espresion el producto de la superfi-

. wR2.
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cie engendrade por el lado opuesto d dicho vértice, multi-
plicada por la tercera parte de la altura OC del tridngulo
-correspondiente a este lado considerado como base.

[La figura resullanle es el espacio limilado por la super—
ficie del tronco de cono cuyas bases tienen por radios las per-
pendiculares AP, BQ), bajadas desde los puntos A, B, al eje
por una parte, y por [a elra por las dos superficies eénicas que
tienen el punto O por vértice comun, y los eircalos AP, B,
por bases.]

Para demostrar esta proposicion, prolonguemos el lado BA
hasta encontrar en S con la recta XY, y procuremos primero
valuar el volimen engendrado por el trizngulo OBS. — Este
vollimen s¢ compone evidentemente de los dos conos engen—
drados por los tridngulos rectangulos OBQ, SBQ.

Ahora bien,

=y s
vol. OBQ=—BO x +0Q, vol. SBO =B x + 80 (n.° 448.);

lnego wvol. OBS:nEé X :— (00 +80) = % ﬂB—QE x S,

Esla altima espresion equivale 4 -;,'- = B0 x BQ x OS; pero

BQ x OS, espresa el duplo deldrea del tridngulo OBS (n.2215.),
y puede ser reemplazado por SB x O( que tambien representa
lo mismo; luego tendremos :

vol. OBS = 5 =BQ x SB x 0C ==B( x SB x 2 0OC.

Si ahora recordamos que = BQ) x SB espresa el drea de la
superficie conica engendrada por SB (n.° 446.), se obtiene

200

vol. OBS = drea del cono SB x -

1

Del mismo modo se hallaria que
vol. OAS = drea del cono SA x 5 OC.

Siendo el volimen buscado la diferencia entre estos dos,
hallamos, finalmente , ;

vol. OAB = (drea SB — drea SA) x  OC.
0 vol. OAB = drea AB x ;—OC.
L. C.b:D.
Advert.  El leorema eslambien verdadero, pero exige ung
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demostracion especial, cuando la base AB (fig. 358, #is.) del
tridngalo OAB es paralela & la linea que sirve de eje.

El voliimen engendrado entonces es la diferencia enlre el
volamen del cilindro ABPQ y los voltimenes de los conos AOP,
BOQ. Pero tenemos

cil. ABQP=rBQ x AB = =0C x PQ (n."445.),

cono AOP + cono BOQ = 1:0-(? X -P—.;;l (n.° 448 );

0C

3 r
pero 2=00 x PQ, 6 2=BQ x AB, es la espresion del drea late-
ral del cilindro engendrado por AB.— Luego

vol. AOB = drea AB x ;—OC.

Conorarto, . El volumen del espacio engendrado por un
sector poligonal OABCDO , 6 OBCDEOQ (fig. 355), girando
al rededor de un didmelro AA', es igual al producto del drea
dela superficie que le sirve de base, mulliplicada por la ter-
cera parte del radio del circulo inscrifo.

Porque, en virtud del lema precedente, tenemos

wol. OAB=area ABx l;Ol, vol. OBC= area BC x %OK.---;
de donde, & causa de ser 0l=0K=0L —=,...,
vol. OABCDO — édrea ABCD x 5 O,
vol. OBGDEQ = drea BCDE x 5 OI.
Teouena HIL. (Fig. 355.)

N.” 457. El volimen de un seclor esférico cualquiera,
OAMBM'CO, es igual al producto de la zona esférica que le
sirve de base, multiplicada por la lercera parte del radio
de la esfera. )

Porque el sector poligonal generador, OAMBM/CO, se
compone de una infinidad de triangulos isoseeles que tienen
por vértice el puntoO, y por bases los elementos (n." 245.) del
arco AMBM/C. —Pero cl conjunto de estos (ridngulos, giran-

de donde wol. AOB== (ilg X % PQ =2=0C x PO x
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do epn lorno de AA' engendra un volimen que liene por es-
presion el producto del area engendrada por cada uno de los
elementos correspondientes, mulliplicada por el tercio del ra-
dio (n.° 456.); luego tambien, ele.

or consiguiente,
El volumen de la esfera lolul tiene por espresion el pro-
ducto de su drea lotal mulliplicada por el lercio del radio.
Escorio 1.°  Tambien se obliene esta ullima espresion con-
siderando la superficie esférica como compuesta de un niimero
infintlo de facelas infinitamente pequefias, y sensiblemente
planas, que son entonces las bases de otros lantes conos 6 pi-
ramides, cuyo veértice comun es el centro O de la esfera.—
De donde resulla que el volimen de lodos eslos conos § pira-
mides, es decir, el voldmen total de la esfera, tiene por espre-
sion ¢l produclo de la suma de lodas las bases, 6 el drea lotal
de la esfera, mulliplicada por el tercio de la altura comun, que
es el radio de la esfera.
De esto se deduce lambien inmediatamente, que
El volitmen de un tetraedro, y en general de una pira-
mide esferica, es igual al drea del tridngulo ¢ del poligono
que le sirve de base, multiplicada por el lercio del radio.
Esconio 2. Llamando R al radio de una esfera, resulla,
para espresion de su volamen V,

R 4
gl 2 g
V= 4nR?x 3 u3all,

0 bien, designando por D su didmetro, que es igual § 2R,

i D‘.l
V“_—_.-a-_ﬂg:

D3,

o -

Respeclo del seclor esferico, sea H la altura de la zona
correspondiente; lendremos

V=2=RH X%—:%nl{“ﬂ.

Advert. En las aplicaciones se necesila muy d menudo re;
cordar ‘estas formulas. : )
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Teorema IV. (Fig. 359.)

N.° 458. Bl volumen de un seymento esférico BMCQP
es igual 4 la suma de los volumenes , —1.°—de UNA EsFERs
que tiene por didmetro la altura PQ) del seymento,—2.°—de
UN ciLiNono cuya allura fuera la misma alture dicha, y la
base uxa MEVIA DIFERENCIAL entre las dos bases del segmen-
lo; es deeir que se liepe

An T : ) ¥ v, '(
vol. BMCQP :%P(S e 'Q“;"”"" Q .

En efecto, el volamen buscado se compone evidenlemente
del volimen engendrado por el segmento circular BMCIB gi-
rando al rededor de AA’, y del volamen del tronco del cono
engendrado por el trapecio BCOP. —Procuremos primero de-
terminar ¢l volimen BMCIB.

Tenemos  wol. BMCIB=vol. OBMC — vol. OBC;

pero  vol. OBMC=: drea de la zona BMC x % OC(n.° 457.),
o vol.OBMC—2=0C x PQ (n." 457., escolio 2.%),
y vol. OBC = -:— = (ﬁx PQ (n." 456., corolario.):
asi pues vol. BMC]B.=§1= ; ((_}é — E)Li) PQ=—:-11 : -lj PQ;

—a —3
pero Cl=} CB; de donde Ul :%CB;

luego finalmente vol. BMCIB == =. +CB. PQ=~= . CB.PQ.

Esto supuesto, sumemos con este voliimen el del tronco de
cono BCQP, es decir,

= —3
$(CQ-+BP + CQ . BP) . PO (n.° 449.;
y tendremos

vol. BMCOP = L. CB. PQ - » (00 -+ BP-+CQ. BE).PQ,
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i : : : [

0 bien, reduciendoduncomun denominador, y sacando 5 x. PO
por factor comun,

—a —3 -2
1 : 1
vol. BMCQP— 7. PQ(CB +2C0 +2BP +2CQ . BP).
Observemos ahora que

@

-3 23— —3 =3 —2 —2° =2 =2

CB=BG+CG=PQ-+(CQ—BP)=PQ+ CO+BP —2C() . BP;

de donde, sustituyendo en la espresion precedente, y reducien-
-3 =2 —3

do, vol. BMCQP =%1:.(PQ+3 CQ -+ 3BP) PQ,

espresion que poede descomponerse en las dos siguienles:

8 =3 (/= ire. G jre. BP
' POy 4 (rCQ+BP . PQ 6 x T2 Q';“"‘“’ PQ;

L.C.D.D.

EscoLio geNeraL sobre la esfera. — Los cualro teoremas
precedentes y las consecuencias que hemos deducido de ellos
nos suministran el medio de oblener las dreagy los volimenes
de todas las parles de una esfera conocido su radio.

Afiadirémos sin embargo que la dngula esférica, segun se
definio en el nimero 366., advert., tiene por medida la razon
entre el dngulo recto y el angulo rectilineo correspondiente,
lomdndose por unidad la ingula terminada por un huso recto,
que es la cuarla parle de la esfera (n.” 454., corol.)

Teontma V.

N." 439. Las dareas tolales de dos esferas son propor-
cionales d los cuadrados de sus radios 0 de sus diamelros; y
sus volumenes son proporcionales @ los cubos de las mtsmas
lineas.

En elécto, las formulas
S—inR?, S'—azR”2, V—<=R3, V'=3I<R%,
din S8 AxR2 : &=R2 :; R2: R2 : D2 - D2,
y V:V :z=R%:cxR%:: R® :R®:: D3: DP.

Escoto. Dos secfores esféricos se llaman semejanles en

esferas de radios diferentes, R, R’, cuando los sectores circu—
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lares. generadores son semejantes, es decir (0. 252.), corres-
ponden a un mismo dngulo-en el centro; y serfa ficil reco-
nocer

1.°—Que las sonas semejantes son proporcionales ¢ los
cuadrados de los radios y & los cuadrados de las alturas;—
2.°— que los seclores esfericos semejantes son proporcionales
@ los cubos de las mismas lineas.

Terminarémos esle capitulo con una comparacion muy
curiosa entre las dreas y los volumenes de los tres cuerpos re-
dondos.

De la esfera, eilindro y cono civcunseritos.

N.” 460. Sean un circulo descrito eon un radio CD =R
(fig. 360),y un cuadrado EFGIK, y un triangnlo equilitero SAB,
circunscritos al eirculo ; —las bases KG, AB, de estas altimas
figuras, se suponen tangentes en el mismo punto D del cireulo.

Tenemos evidenlemenle

KG = CD = 2R ;

y ademas se demostro en el corolario 2.° del ntimero 237., que

AB—SA =2R V3, SD=30D=3R.

Eslo supuesto, hagamos girar el semicircnlo CID, el rec-
tingulo CEKD, y el tridngulo rectangulo SAD, al rededor
del eje SD. — En este movimiento, las tres figuras engen-
drardn una esfera de didmetro 2R, un cilindro que tendra
el radio DK =R ylaaltura EK = CD=2R, y un co-
no cuya base tendrd por radio AD = R /3, siendo el lado
SA = 2R V3, v la altura SD = 3R.

Estas dos (iltimas figuras se llaman cilindro 'y cono equi-
tatero circunserito.

Valuemos sucesivamente lasdreas y voliimenes de estos tres
Cuerpos.

1.°—area lolal de la esfera = 4=R2 (% 454.),
volumen de la esfera = %uﬁ“ (n."457.),

2.°—area dela superf. lat. del cil. = &nR? (n.” 4%4.),
oonadiendo las dosbasescuyo valores  2xR%,
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area tolal del cilindro — 6rR2,
volimen del cilindro =2=R3  (n.” 445.),
3.° —area de la superf. lat. del cono =6=R*  (n.° 416.);
0, anadiendo la base euyo valor es 3=R?,

darea total del cono = 9=R2,
voliumen del cono =3=R (0. 448.).

Si comparamos primero la esfera con el cilindro, vemos
que—El drea total de la esfera es tqual d el drea de la su-
perficie lateral del eilindro, y a las dos terceras partes del
area total de este;—el volumen de la esfera vale tambien las
dos terceras partes del volimen del mismo.

Luego,—los voliimenes son entre si como las dreas to-
tales.

Comparando en seguida |3 esfera con el cono, se ve que —

El area total de la esfera vale % del area lateral del cono, 6
% del area (otal de este; — el volimen de la esfera vale lam-

‘ & i
bien 5 del volimen del cono.

Luego,—los volumenes son (ambien entre si como las
areas lolales.

En fin, comparando entre si el cilindro y el cono, se ve
yue las dreas laterales, las dreas tolales y los volumenes es-
tin respectivamenté en la misma razon 2 : 3.

Escorio.  Esta propiedad del cilindro y del cono circuns-
critos @ la esfera, que consiste en que los volimenes de la es-
fera y del cilindro 0 del cono son entre si como sus areas lo-
tales, no es particular del cono y el cilindro, sino que tambien
pertenece 4 todos los poliedres cuyas diferentes caras son lan-
genles a laesfera. :

En efecto, un cuerpo de esa especie puede descomponerse
N piramides que tengan por vértice comun el centro de la es—
fera, y por bases respeclivas las caras, del poliedro.—Por
consiguiente, su volimen liene por espresion el producto de la
suma de todas las bases, 6 el drea total del poliedro, mullipli-
cada por el lercio de la allura comun que es el radio de la es-
fera (n." 365.); y como el volGmen de la esfera es igual al
producto de su area total, multiplicada por el tercio del radio,
resulla necesariamente que los volimenes han de ser enlre si
como las dreas.
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CAPITULO III.

PROBLEMAS NUMIL‘I\!GOS SOBRE LA ESTENSION CON TRES
DIMENSIONES,

§ L. Sobre los poliedros.
ProsreEma 1. (Fig. 286.)

N.° 461. Conociendo las bases y la altura de un (ronco
de piramide cualquiera de bases paralelas, calcular las altu-
ras de la piramide lotal y de la pirdmide deficiente.

Sean E y-b 1as dos bases del tronco, H su alwra, Xy o
las alturas de las dos pirdmides; lo cual da X—az=H.

Esto supuesto, eomo los poligonos B, b, son semejanles
(n.” 334.), tenemos la proporcion

B:bu:X2:2%,. 6 VB:vVb:X:z;

de donde VB—vb : VB :: X —z: X luego XZH_' Jf;
: VB—V'b

y VB—yb : Vb i: X—z : 2; luego $=H__—@.
VB—v'b

Escouio 1.°  Sean A%, o®, los cuadrados respeclivamenle
equivalentes & las dos bases ; enlonces esas dos formulas se
truecan £n eslas

H. A s 0
==

=

)L:A_ﬂ‘ :'\—a.

Puede suponerse, para mavor sencillez, que A, a, desig-
nan lados homdlogos de las bases; porque teniendo entonces

B:b::A%:a%, 6 VB:VbuA:a,
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resulla
VB A Vb a
= P 1 i e )
VB—vb A—6" yB_yp A—a
con lo cual resultan las mismas espresiones de X, 2.
Escorio 2.° Esto conduce a una demostracion sencilla, pe-

ro algebraica, del volimen de un tronco de pirdmide cual-

quiera de bases paralelas.
Designemos por V el volimen buscado, por P, p, los vo-
limenes de las dos pirdmides: lendremos

V=P —p;
pero P 1B p=§ b (n.” 439.),

0, poniendo en lugar de X, z, B, b, sus valores,

H A3 __H 9%
ST 53 T

H As_g8
3T === | s e —
luego V=P —p i

Pero en el Algebra se ha visto que A®—a3 dividido por
A—a, di un cociente exacto é ignal a A>+Aa+a>.

VZ% (A2 a2 + Aa) z!;_ (B+ b+ JBl),

(X

espresion que, traducida en lenguage geométrico , da lugar al
enunciado del nimero 243.

Escotio. Respecto de un tronco de cono reclo con bases
paralelas, como tenemos B==R%, h—==r?, siendo R y r los
rados de dos bases, resulta
_WURVECER D UH.nve B

Je(R—r). B—r " Vz(R—r) Bt

1.°X
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9oy = "R X_“f"-x:“_,:('ﬁfﬂf),
3 R—r

3 3
H o ‘
=k (R* <92 4+ Re).
( Vease el niimero 449.).

Proscema 11,

Se quiere medir un melro cubico de leita por medio de
cuatro reglas rectilineas unidas que forman un cuadrado
de un metro de lado, cuyo plano estd dispuesto verticalmen -
te; los trozos o astillas, en lugar de tener un metro de lon-
gitud , lienen 1,2 ; —se pregunta cuanlo se debe disminuir
la altura del paralelepipedo. ‘

Teniendo la base del paralelepipedo 1,2x 1 6 f metro eua-
drado, 2 desuperficie, es necesario dividir 1 por £,2; lo cual di

0 v ] L]
= de metro 6 8 decimelros =
Prosrema 111.

Los lados de la base de un tetraedro valen $2, 15 y 17
melros respectivamente ; su altura 9 melros: — hallar su
voltmen.

Teniendo por medida el area de la base (n.” 287.)
Va2x10xTx5 = V7700,
el volimen del tetraedro serd
3VTT00 = V69300 = 2635 248,
valor aproximado hasta milésimas,
ProsLema 1V.

Dado el volumen de un tetraedro regular (n.° 381.) ¢gual
a 19-¢, 683, —hallar su arisla [a), y su drea[A). |
Designando por R el radio del circulo circunserito & la

base ABC (fig. 307), tenemos @ =R v/3 (n.” 237, corol. 1.%);
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F =
de donde R=;av3.
2 3 U
La espresion del drea de la base ABC es 7 R2 v3 (n.°237.

escol.), 6, poniendo en lugar de R su valor  a* V3.
Por etro fadoe, la altura SO del tetraedro es igual 4

Aotz o g 1 SHEIaTSIE o
Vsa: — A0 .._\/a 5-—3 6 V6.
Tenemeos poer consiguiente la ecnacion

19,683 = r av6x7a® V3, (0. 439.),

0 bhien 19,683 = :—J ad V2
luego Gt = E)%?E —6v2 x19,683;
de donde 3log.a=log. 6+log. 19,683 41 log. 2=2,2227575,
y por consiguienle log. a =0,7409192= log. 5,50705.
Asi pues, 1a arista a vale 5™ ,50705.
Tenemos en seguida A=4 . ABC =a2v3;
locual dilog.A=2log a-+4log.3—=1,7203990=log.52,5289.
Luego finalmente A=>52™ ¢ 5989,

Prosrema V. (Fig. 316.)

Se quiere saber el volumen (V] de un tronco de pira-
mide triangular reqular, SABC, cuya base mayor tiene de
ladoe 0,9, {a menor 0,4, y la arista lateral Aa es igual 4 0,5.

Tenemos la frmula V = < 0o (ABC + abe+ vABC . abe,

y solo se trata de caleular sucesivamente la altura Qo del tron-
¢, y las dreas de las dos bases ABC, abe.
Los tridngnlos semejantes SAB, Sab, din

SA : Sa :: AB: ab; de donde Aa : SA :: AB: ab: AB,
] 0,5 : SA :: 0,5 AB; Inego SA = AB==0,9.
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Del mismo modo probariamos que Sa=ab=0,4;

lo cual prueba que, en virtud de los datos particalares de la

cuestion, las dos figuras SABC, Sabe, son no solo piramides

legularea( n.°343. ),smolamblenlelraadloesre,,ulares(u °381.).
Esto supuesto, en virtud del problema precedente, lene-

mos

1.° S0 =% AB. V6 So=zab.V6;
de donde 0o = 5 V6 . 0,5;

2.°  ABC=;AB.V3—=1.081.V3;

35 abe = ab® . V3=7.0,16. V3,

Luego sustituyendo en la formula anterior

V=5 .V6.0,5.(0,81+0,16+0,36). V3,
1

11385 e
V2.0,5.1,33 =—— . V2,

Y 24

1:

T
{ (4]

y log. V=log. 1,334l0g. 2-+c. log. 24—3,89415540;

y se obtiene finalmente V=0=-¢,078371.
Comprobacion.

SABC=150.Anczl AB. V6.5.AB. V3 =_ABS. V2

0 lo que Ea lo mismo , =0,085913;
Sabe=-80.abe=—"p.ab.v/6.~ab.v3== 1 (ab) .V 2= 0,007542

0,07831

Luego V =0,078371, como anles.
§ . Sobre los cuerpos redondos.
ProsrLEma I.

N." 462. Dado el volimen de una esfera igual d
1843™- - 086278, hallar su radio [r].
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: i i e
Tenemos la formula V=7 =¢? (n.” 457.);

3 3
3V 3 . 1843,086278
de donde r— 4_ = i =
™ T

y log. r=1 [log. 3-+log.1843,086278 +¢. log. 4+ c. log =],
0 log. r=0,881153=log. 7,61 [log.==0,4971499 (p. 224) ].
Luego T -—__Tm- ,61.

ProsLema II.

El arista de un cubo tiene 0™ ,36 de longitud. — Se quie-
re saber ¢l volumen de la esfera circunscrila.
Elcuadrado deladiagonal(n.” 342., escol. 2.°) vale3(0,36)2;

v por consiguiente, la diagonal tendra de longitud 0,36 . v/ 3.
Siendo ademas esta diagonal el diametro de fa esfera pedida,
se sigue que ¢l volimen de esta liene por espresion (n.° 457.)
T, 3 V3(0,36)°=14= V3 (0,36)?

log. = = 0,4971199

tlog. 3 =0,2385606

3 log. 0,36 = 2,6689075

clog. 2 = 9,6989700

1,1035880 = log. 0,126937.
Luego el volimen buscadoes en metros ciibicos 0,126937.

Prosreny 11,

. Se quiere saber el drea de un tridngulo esférico cuyos

angulos son respectivamente A = 85°.17 | B = 103°,35' |

C=67",49", siendo el radio dela esfera tgual ¢ 1™ ,54.
Tenemos desde luego A+B -+ C — 200° = 56°,01;

dedonde 4 (A -+B-+ () —171=109,28005.

Asi, en virtud de la formula del nimero 455., el drea del
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tridngulo es igual

a = (1,54)2 x 0,28005=2,0865;
luego este triangulo vale 20 ¢ 0865.

[Hemos nsado en este ejemplo la division centesimal del
circulo] .

ProsLema IV. (Fig. 362.)

Tenemos un crisol en- forma de cono (runcado ABCD,
cuyo fondo CD tiene 0™ ,03 de diametro, la boca AB tiene
oo ,06.} la altura CL es de 0™ ,08; este erisol contiene cier-
la cantidad de melal fundido cuya super ficie EF tiene 07,05
de diametro: —Se quiere hacer con el una esfera, y se desea
saber el radio que debe tener su molde.

Calculemos de anlemano la altura CI del metal fundido. Ti-
raado CK paralela @ DB, tenemos la proporcion

CL . EG
AK ’

6 poniendo en lugar de CL, EG=EF —CD, AK =AB—CD,
sns valores,

Cl: CL :: EG : AK; de donde CI=

080,02 1 16
S 03k

tlomando aqui ¢l centimelro por unidad.
El volimen del metal fundido es por consiguiente(n.” £49.).

CAL (I () L dde

Debemos pues tener, representando por r el radio buscado,

4

4
N S Sagrey: B
7 B9—1

a —
A 49
de donde = -3? L St =N =

o finalmente r =2¢ent, 53732,
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- PronLExa V.

Dados el lado de un cono recto, igual @ 25™:,15, y su
altura 17™,3, hallar su superficie lateral, A, y su voli-
men B.

Tenemos primero (n.° §46.)

A—.95,15. V@515 (1T,3F — . 25,15. VA3, A5x7,8%;
de donde log. A=log.=+10g.25,15+4log.A2,45+410g.7,85,
o efectuando los célcnlos indicados,
log. A =3,1590615—= log. 1442,32;
luego A=1442m- cund. 39
Despues tenemos (n.” 448.)
V= +=X17,3 x 42,45 7,85,

log. V=log.=+log. 17,3-+log. 42,45-+log. 7,85-+c.log. 3,

0 log. V=23,7808221 = log. 6037,01 ;
lnego V = 6037 m- cub- 01,
Promrena VI

Valuar el volumen de un cristal de forma lenticular cu-
yo didmetro es 0™,03, y el espesor 0™ ,004.
El volimen de este cristal es un doble segmento de esfera
de nna sola base, que tiene por radio 0™,015.
Luego tiene por espresion (n.” 458.)
= (0,015)%. 0,002 =+ 7 %(0,002)2
— 1= 0,002 [3 (0,015 +(0,002)]
= 1,04719755 % 0,00001358
= 0,00000142209% ;

luego el voliimen buscado vale 1422 mitim. eid. 094,
30
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S 1. Otros problemas sobre los volimenes y las densida-
des de los cuerpos (°).

ProsLEma .

N." 463. Un obelisco de piedra de silleria Liene la forma
de una piramide cuadrangular regular, sostenida por un
prisma de base cuadrada que le sirve de pedestal; la base,
comun a la piramide y al pedestal, tiene 1™,2 de lado : ¢
apotemn de la piramide es 6 este lado 25 : V2; y la altura
del pedestal es doble del mismo lado: — Se quiere saber el
peso total de la masa bajo el supuesto de ser 2,5 la densidad
de la piedra.

_ 1,2x 5
Teniendo la apotema por valor ——— =

Va2

su euadrado igual & 18, tenemos para altura de la pirdmide

V1B —(0,6)> =4,2,
y ‘para volimen de la misma,
1,4 x (1,2)2=2,016.

Siendo el del pedestal igual & (1,2)2x2,4 —
que el volamen lotal vale 5m. cib. 479,
Como, por hipotesis, la densidad es 2,5, se obliene final-
mente para peso de la masa total
10000008 x 2,5 x 5,472 =136800008™ = 1 3680%e. (**),

3 v2, ysiendp

3,456, resulla

(*) EnFisies, se llama densidad de un coerpo el peso que liene
en la unidad de voldmen, y peso, especifico la relacion del peso de
un cuerpo en cierto voliimen con el peso de otro cuerpp [por ejem-
plo, el agua] en el mismo voltimen.

Hay identidad enlre los numeros abstractos que representan el
peso especifico y la densidad de un enerpo.
Sean V el volimen de un caerpo, D su densidad, P su peso abso-
Into.—Se tienen las relaciones ;
P P
P=D.¥V; <dedonde D v .V o

(**) Sesabe que el gramo es el peso de un centimetro cibico de
agua destilada, y por consiguiente que el metro cibico pesa 1000
kilégramos.
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Proprema I,

Tenemos una pirdmide exaedra regular de plata pura cu-
yas dimensionesy peso no conocemos; pero sabemos, 1.° —que
su arista lateral es doble del lado de la base; 2.° —que el pe-
so especifico de la plata es 10,5; 3.° — que si la piramide se
hiciera moneda aftadiéndole la canlidad necesaria de liga,
se harian 6048 fr.— Se quieren saber las dimensiones y
peso de la piramide.

Llamando 2 el lado de la base, su drea serd 5 #* V3 (ni-

mero 237, escol.). Siendo la arista lateral doble de este lado,
que es lambien el radio de la base, la altura valded @ V3; y el
voltimen de la pirdmide estard espresado por

(. e S

o -,_;502\/3 i :c\/3=;:1:3.

Si ahora tomamos el centimetro por unidad, bastard mal-
tiplicar esta espresion por 10,5 6 -25-:-, para tener el peso de la
piramide espresado en gramos, lo cual da

IR TR
e e T
2. .2
Pero se necesila% de liga para convertir en moneda la pirdmi-
de; lnego el peso total se obtendrd mulliplicando la espresion
precedente por %, y se tendrd -
3 21 10 PN D
§:3 realtatagty -0
Ahora , puesto que 1 franco pesa 5 gramos, dividiendo

por 5 se tendrd el namero de francos ; de donde
T

5. 2°=06048 y &'=1728;
luego ¢+=12.
Luego el lado de la base tendrd 12 centimelros, las aris-

tas laterales 24, y la allura 12 V2.
El volimen serd exactamente 2592 centimetros cubicos, y
el peso 27%i6e- 216.

3,
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Prosrrma I11.

Suponiendo la lierra perfeclamente esférica, y sabiend,
que el cuadrante del meridiano vale 10000000 de meiros, se
quiere determinar su radio [r], el drea de su superficie [s),
su volumen [v], y su peso [p] [siendo sequn Cavenviss, 4, 5
la densidad media de la tierra).

Sea ¢ la circunferencia del meridiano; lenemos

¢ 1 ;
o de donde log. r—log. 3 ¢+comp. log. ==—6,8038801,

Y por consiguienle 7=6366200 melras.

o2
Ahora §—Anr? — .

de donde log. s=2 log.c-+comp. log. ==14,7069701 ,
y por consiguienle s =>509296 miriametros cuadrados.

4 28
Finalmenle V= —3-m~"= f':;" ; dedonde log. V=21,0337290,

Yy por consiguiente V=1 080 750 000 miridmetros cibicos.

Multiplicando el nimero de metros cabicos conlenidos en
Vopor 4,5 . 1000 6 4500, tendremos el peso de la tierra es-
presado en kildgramos

log. V=21,0337290 '
log. 4500 = 3,6532125

de donde log. p. = 24,6869415
y p=4 863 420 000 000000 000 millones de kildgramos.
Proprema TV.

Un fisico sabe que una gola de agua de jabon que for-
ma un cilindro. de dos milimetros de radio y dos-millme-
tros de altura, puede desenvolverse en una esfera de 54 mi-
limetros de radio: — Se quiere saber, 1. — cudl debe ser
el espesor de "la_evoluta acuosa que forma esta esfera 6
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bomba; 2.°—cuanlas partes visibles 4 simple vista contiene,
. . L5 Ty o
suponiendo que una buena vista puede distinguir 5 de mili-
melro; 3."— cuantas parles contendrd visibles por medio de
un microscopio que aumente 20 veces las dimensiones lineales.
Sea en general r el radio de la gota, y & su altura: su vo-
lamen serd =r¥h (n.° 44L.).
Sea ahora R ¢l radio de loda la bomba, y & el espesor de
su cubierta (n.°457.); el volamen de la parle acuosa serd
4 ’ i "
E ‘xrli" SRR (R —_ .TI,')".
5 s ARMALL 4 i
Tendremos pues  =r*h = =R3— - = (R—a)%;

| 3
de donde (R—aP=R3— - r?;

R—z—1 V/SR 677,
FHY A 0D B
y 7= R — 4 V8R*—6r2h.
Abora,—1."—poniendo en lugar de R, », y &, sus v_alm'es
respeclivos en milimelros R=>54, r==2, h =2, se obliene
3 3 _ =
# =54 — 1 V(108 —48 —54 — 4 V1259664,
o efectuando todos los cileulos indicados,
@ =0,0007,
luego el espesor buseado es %ﬁ de milimetros.
2.'—La superficie de la bomba tiene por medida
AnR®=—366m: cuad. 43 (n.” 454., adverl.),
Y por consiguienle esta superficie conliene
3 664 300 partes visibles 4 simple vista.
3."—Si se emplea un microscopio que haga 20 veces ma-
yores las dimensiones lineales, 6 400 veces mayores lag su—

perficies, se tendrin 400 veces mas parles visibies, es decir,
1 465 720 000. ' I

Ademds, esla gola conliene cerca de 8= § sean 25 milime-
tros cabicos; luego un milimelro eibicode agua de jabon dara
en el mismo microscopio 58 628 800 parles visibles.




APENDICE

A LOS DOS LIBROS ULTIMOS.

Este Apéndice estard, como el primero, dividido en dos sec-
ciones, la primera de las cuales tratara de la simetria de las figu-
ras en el espacio, de los planos diametrales, del centra de las dis-
tancias medias respecto de un plano, de los centros de semejunsa,
y dela construecion de los poliedros regulares; la segunda com-
prendera las nociones principales sobre las superficies de revolu-
cion, las superficies desarrollables y las superficies alabeadas o
gauchas, y concluira con la determinacion de la interseccion de
un cilindra 6 de un eono per un plane, en virtad de considera-
ciones puramente geometricas.

Adoptaremos ademas, respecto de los nimeros de este Apén-
dice, el mismo sistema que en el primero (véase la introduccion,
pagina 254).

PRIMERA SECCION,

De la simelria en el espacia. — Cenlros, ejes y planos de
simetris.—Planos diametrales.—Cenlros de las distan-
cias medias.— Cenlros de semejanza,— Conslruccion de
los paliedros requlares.

De la simetria en el espacio.

N."1. Se distinguen en general, respecto de los poliedros,
dos clases de simelria, la simetria de forma, y la simetria de
posicion.

Para dar una idea clara de estas dos clases de simetria, con-
sideremos primero un tetraedro SABC ( fig. 363); y en sus aris-
tas prolongadas nias alla del vértice S, tomemos tres partes
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SA'=S8A, 8SB'= SB, S(/—8(; tirando luego las rectas A'B’,
AGH, BE': con lo cual obtendremos dos tetraedros SABC,
SA/B/C/, cuyas partes eonsliluyentes [aristas, earas, dngulos
diedros ] son evidente y respectivamente ignales, pero situadas
en orden snwerso ; por cuya razon no pueden superponerse los
tetraedros. — En este caso pues se dice que son simélricos uno
de olro, g

Nada impide despues separar los: tetraedros, pararcolocarlos
de cualquier modo en el espacio, en cuyo caso no dejarin de ser
simélricos , cualquiera que sea su posicion relativa. — Ademas,
no pudiendo un angulo triedro tener mas que %n solo simélrico
(n.” 354.), resulta ignalmente que wn tetraedro. no puede tener
mas que-un solo simélrico ; en otras palabras:

Dos letraedros simélricos de un tercero son iguales y superpo-
nibles. , /

Esto supuesto : — Dos poliedros se Nlaman simélricos enlre si
[independientemente de su posicion relativa en el espacio], cuan-
do pueden descomponerse en un mismo nimero da tetraedros si-
mélricos é inversamente dispuestos.

De donde se deduce inmediatamente que, —4.° — Un polie-
dro no puede lener mas que un solo simétrico ; —2.° — Dos po-
liedros simélricos lienen lodas sus avistasy sus caras iguales res-
pectivamente, iguales tambien sus dngulos driedras, y vespectiva-
mente simélricos sus dngulos poliedros.

La simetria de posicion puede existir de fres maneras, o res-
pecto de un punto, que entonces se llama cenfro de simetria, ¢
respecto de una recta , lamada eje de simtelria , o vespecto en fin
de un plano, que sellama plano de simebria;

Trataremos primero de la segunda especie.

De la simelria respdeto de un eje.

N." 2. ' Definicion. — Dos' puntos sow simélricos respecto de
una recla, cuando la recta que los junta es perpendicular a la
primera y queda dividida por esta en dos partes iguales.

Un poliedro es simétrico, ¢ dos poliedros: son simélricos en-
tre si respecto de una recta, cnando esta pasa por los puntos me-
dios de todas las rectas que [sin ser aristas ni diagonales] jontan
de dos en dos los vértices correspondientes, y es perpendicular a
cada una de ellas. .

Teorema 1. (Fig. 564.)
N." 3. Dos figuras cualesquiera, simétricas respeclo. de una

recla XY, son iguales entre si.
Sean A, B, G, D,..., los puntos de la primera figura, y
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A, B, €, D', ..., los de la segunda, simétricos de la primera.—
Tiremos las rectas AA’, BB', C/,..., las cuales; en virtud de la
definicion , deben quedar cortadas por el eje de simetria en sus
puntos medios a, b, ¢,..., y serle perpendiculares. — Esto su-
puesto, concibamos que la primer figura gira al rededor de XY
como eje de revolucion: en esle movimiento las rectas Aa, Bb,
Ce, ..., que se suponen invariablemente ligadas entre si, deseri-
biran sectores semejantes (n.” 252.); luego cuande el punto A
coincida con' A/, los puntos B, C, ..., coincidiran con BY, €/, .. .:
y lo mismo sucedera con las figuras iotales; luego, ete,

Corovamtos. En un poliedro simétrico respecto de un eje,—
1. — Toda recta que encuentra al eje en dngulo reeto, y termi-
na en la superficie, queda dividida por el eje en dos paries
iguales; :

2.° — Todo plano tivado. por el eje corta al poliedro en dos par-
tes iguales; ' ;

3." — Todo plano perpendicular al eje detevming una: seccion
simélrica respeclo del punto de interseccion del plano ¢on el eje:
Y ese punto es el cenfro de simetria de la seccion (niumero 2,
primer Apéndice).

Escorio 1. El mas sencillo de los poliedros simétricos res-
pecto de un eje, es el prisma reclo cuya base es simétrica res-
pecto de un punto.

Cunando la base de un prisma recto es un rectangulo, es de-
¢ir, cuando el prisma se convierte en un paralelepipedo rectan-
gulo, tiene por ejes de simefria las tres rectas que junian los
centros de las caras opuestas.

Si, ademas la base es un cwadrado, hay otvos dos ejes de
simetria que juntan los puntos medios de las aristas laterales
opuestas.

En fin, cuando la base del prisma es un rombo, la figura iie-
ne tres ejes de simetria: uno, que junta los centros de las dos
bases, y los ofros dos, que juntan los puntos medios de las aris-
tas laterales opuestas.

Escorio 2.°  El eje de una pirdmide vegular (n." 345) es tam-
hien e{e de simelria, con tal que sea par el numero de las earas
laterales.

Escorro 3.° La simetria respecto de un eje no es, hablando
propiamente, sino una simetria de posicion , pues, en virtud del
teorema precedente, las figuras son iguales y superponibles.
Pero no sucede lo mismo con la simetria respecto de un punto,
ni con la simetria respecto de un plano, las cuales son 4 la vez
simétricas de forma y de posicion. — Heé aqui la causa por que
hemos comenzado por la segunda especie de simetria.
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De la simelria respecto de wn punto 6 de un plano.

N.' 4. Definiciones.— Dos puntos se llaman simélricos res-
pecto de otre punto, cuando este divide en_dos partes iguales la
recta que junta los dos primeros; y respecto de un plano, cuan-
do este es perpendicular & la recta dicha que junta los dos pun-
fos y pasa por su punto medio.

Tronema 1. (Fig. 565, 566.)

N.°5. Si tres puntos A, B, C, estan situados en linea vecla,
<us. siméfricos AL, B!, C!, respecto de un punto O, ¢ de un plano
MN, estin tambien en linea recta.

Juhtemos el punto B/ con los puntos A’, €/.—Esto supuesto,
Jos dos triangulos OAB, OA’B' (fig. 365), son iguales por lener
nn angulo igual [en 0] formado por lados respectivamente igua-
les ; lnego, dngulo ABO= dangulo A/B'O' ; y las dos rectas AB,
A’B’, son paralelas (n." 46.). Se demosiraria del mismo modo
(que tambien son paralelas las rectas BC, B'C’. Pero los Lres pun-
s A, B, C, estan, por hipotesis, en linea recta; luego tambien
lo estan los A/, B/, (/, pues de lo contrario se seguiria que por
ol punto B' se podrian tirar dos paralelas a la recta AB, lo cual
es imposible (n.” 201, 5.7).

En el caso de la figura 566, los&)ies a, b, ¢, de las perpendi-
culares tiradas por los puntos A, B, C, en el plano N, estan
sitmados en una misma recta (n. 326.); y si hacemos girar la
figura acC'A’ al rededor de ac como charnela, como por la defi-
nicion tenemos, aA'= aA, bB'= bB, ¢C' = ¢C, los puntos AY,
B, ¢!, vendran a caer sobre los A, B, C; luego , ete.

CoroLarios. De la anterior demostracion resulta inmedrata-
mente que, — 1. — Dos rectas de longilud determinada , sime-
tricas respecio de un punto, son paralelas é iguales;

9.°_ Dos tridngulos simétricos respecto de un punto , son g ua-
les y tienen sus planos paralelos ; — sucediendo lo mismo con
dos dngulos stimélricos;

%.°— Dos reclas de longitud delerminada, simélricas respec-
to de un plano, hacen dngulos iguales con el plano; y prolon-
gadas, le encueniran en el mismo punto , & 1O Ser que sear para-
lelas;

4.° — Dos Iridngulos simélricos respecto de un plano, son igua-
les; y sus planos [si no son paralelos] encuentran en una misma
tinea al plano de simelria y forman con él angulos iguales. —Los
dngulos simélricos son tambien iguales.
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Teonena 111, (Fig. 367, 568.)

N 6. 8icualro puntos A, B, C, IV, estdn en' un mismo pla-
Ho, sus simelricos A% B, (¢, 1Y, respecto de un pirito O, 6 de un
plano MN, estdn tambien en un mismo plano,

Formemos los cuadrilateros ABCD, A'BODY, vy tirenios las
diagonales AC y A'C/, BD y BD'. Los tres pares Jlre Lriangulos
ABC y A'B/C’, ACD y ACD", ABD y A'B'TV, son iguales (mi-
mero 5, corol. 2.° y 4.° de este Apénd.); lnego, dngulo BAC —
dngulo B'A'C!, dngulo CAD = dngulo (/A'), y dngulo BAD) —
angulo B'A'D.— Pero los dngulos BAC, CAD, estando por hipd-
tesis en un mismo plano, deben dar BAD — BAC 4+ CAD ; Tuego
tambien B'A'D' = B'A'C’ 4 C/AD!, To cual exige que eslos tres
angulos estén en un mismo plano; L.GC.D. D.

Escorto.  Cuando los enatro puntos A, B, G, D, estin en pla-
nos diferentes, sucede lo mismo con sus simélricos A', B!, ¢!, V:
y entonces los dos sistemas de puntos determinan dos tetbae.
dros ABCD , AB/C'D’, cuyos angulos ‘diedros y triedros son si-
metricos, y que, por consiguiente, ellos son tambien simélricos
enire si.

Treonema IV. (Fig. 367, 368.)

N.” 7. Cuoando dos poliedros tienen un vértice A yAL By B,
iy G, ..., situados de dos en dos simétricamente respecto de un
punto 0 6 de un plano MN (n.° 2 de este Apénd. ) [en euyo caso
los dos poliedros se llaman simélricos respecto de un punto 6 de
un plana]: —1." — Los poliedros lienen sus caras respeclivamen-
te iguales , iguales lambien los dngulos diedros, 1 stmélricos los
angulos poliedros; — 2.° — Los poliedros son simélricos entre
8t (/n." 1 de este Apénd.).

La primera parte de esta proposicion resulta evidentemente
de los corglarios del nimero 5 y del escolio del nimero 6.

La segunda se deduce del mismo escolio y de la definicion da-
da en el nimero 1, observando que los dos poliedros estan en-
lonces compuestos de un mismo nimero de tetraedros simetricos
de dos en dos ¢ inversamente dispuestos.

Teonema V. (Fig. 567.)

N.” 8. Guando los vértices A y A7, By B/, G y €., de un
mismo poliedro estan situados de dos en dos simétricamente res-
pecto de un punto O, en cuyo caso el poliedro se llama simélri-
€0 respecty. de un punlo, — 1.° — Esle poliedro tiene forzosamen-
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te wn nimero par de arisias iguales y paralelas de dos en dos;: q
1o mismo sucede con las earas; — 2.° — Los dngulos planos y los
dingulos diedros son lambien respectivamente iguales ; y los dngu-
los poliedros son simélricos entre si; — 3. — Toda recta que pasa
por. ¢l centro de simelria y termina en la superficie, queda divi-
dida por dicho centro en dos parles iguales ; — 4.° — En finy lo-
do plano tirado por el centro divide al poliedro en dos figuras
simébricas entre si. : ?

Las dos primeras partes de este teorema se deducen tamhien
facilmente de los corolarios al namero 5, y del escolio al niime-
ro 6.

Para demostrar la tercera parte, consideremos una recta
cualquiera MM’ que pasa por el punto 0O y termina en las dos fi-
guras ABCD, A/B/C/D), que suponemos ser. caras del poliedro,
fas cnales, en virtud de la primera parte del presenie leorema,
deben ser iguales y paralelas. — Tiremos las rectas AM, A'W/,
que seran paralelas (n." 318.)—esto supuesto, los dos triangulos
OAM, OA’M’, son ignales por tener unado igual [OA = 0A"]
advacente a dos angulos iguales respectivamente; luego daran
OM = OM'.

La ultima parte resulta necesariamente de que el plano que
pase por el punto O, determina dos poliedros parciales simé-
tricos entre si, por hallarse compuestos de un mismo numero
Jde tetraedros simétricos de dos en dos, é inversamente dis-
puestos.

Escouio 1.° El mas sencillo de los poliedros simétricos res-
pecto de un punto, es el pumlelepﬂmdﬂ: el cual tiene por ceniro
de simetria su centro de figura an." 542, escol.).

Como todo plano diagonal de un paralelepipedo pasa por el

centro de figura, resulta; en virtud de la segunda parte del ten-
vema precedente, que divide al paralelepipedo en dos partes si-
métricas entre si; proposicion que enunciamos en el nunie-
ro 432,
" Escouto 2.° Despues del paralelepipedo, vienen los prismas
que tienen por buses poligonos simélricos respecto de un punlo,
en cuyo caso el centro de simetria es el punto medio de la recta
que junta los centros de las bases.

N.°9. Escouo cENsraL sobre la simetria respecto de un pun-
to 6 de un plano, comparada con la simetria absoluta. '

Resulta de las diversas proposiciones establecidas en Jos ni-
meros 7 y 8, que dos poliedros simétricos respecto de un punto
6 de un plano son i la vez simélricos enlre si {nimero 1 de esle
Apendice).

Reciprocamente , dos poliedros simélricos enlre si [conside-
rados absolutamente) pueden siempre colocarse simélricamente
respecto de un punto del espacio, O respecto de un' plano , pu-
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diendo ser el punto y el plano un vértice, 6 una cara comun a
los dos poliedros (*). :
Trorema VI.

N-"40.  Dos poliedros simétricos son equivalentos.

Segun la definicion (namero 1 de este Apindice), basta de-
mostrar la proposicion respecto de dos tetraedros.

Si consideramos pues los fetraedros simétricos SABC,
SA'B/CY ( fig. 363, ntmero 1 de osfe Apéndice), como el punto S
esun centro de simetria (ntiimero 5 de este Apéndice) respecto
de estos tetraedos, resulta que los planos de las caras ABG,
A'B'C!, ‘son paralelos; luego la recia KSK’, perpendicular a
ABC, es tambien gerpemlicular 4 A'B'C; y ademas; Lenemos
SK = 8K’ (n.” 8, 3.%).—Luego los tetraedros tienen la misma
base y la misma altura, y son equivalentes; luego tambien, ete...;

L.G. D.D.
'N.21). En fin, facilmente ge demostrarvian las dos proposi-

cignes siguientes: 5 _

1. Guando haya en un policdro dos planos de simetria por-
pendiculares entre si, su inlerseceion comun es un eje de si-
melria,

2." Y si hay tres, el punto comim 4 todos ellos es un centro
de simelria.

De los planos digmetrales.

N."12. Asi como en ciertos poligonos hay ciertas rectas lla-
madas digmetros (n.°7, Apénd. 1.%), que pasan por los puntos
medios de una série de rectas paralelas entre sj Y terminadas en
el perimetro del poligono, 4 wna y otra parte de dichos didme-
tros, asi tambien se concibe que ciertos poliedros sean tales, que
un sistema de rectas paralelas entre si-y terminadas en su super-
ficie & uno y otro lado de un plane, "queden divididas en dos

partes iguales por este plano, que toma entonces el nombre de
plano diametral.

('), Un objeto y su imégen reflejada en un espejo- presentan el
ejemplo mas yulgar de dos figuras simétrigas entre si.

Respeclo de una figura simelrica, tenemos tambien ejemplo en la
forma esterior del cuerpo humano, compuesto de dos parles simeétri-
cas enbre si.—Asi, las dos manos son simélricas entre si, y lo mis-
mo los dos guantes con que las cubrimos. Pero observemos que si
los volvemos del revés , el gnante de la izquierda vendrs bien 4 la
derecha . y vice-versa.—Llste (iltimo ejemplo puede bacer compren-
der la ‘clase de reversion que seria necesaria hacer safrir a las figuras
siméiricas para hacerlas superponibles,
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Troresa VIL (Fig. 569.)

N."45. Cuando los vértices A 'y A', By B/, € y G, de un
mismo. poliedro [0 de dos poliedros] estin situados de dos en dos
en rectas paralelas entre si, siun plano PQ pasa por las puntos
medios de todas ellas: —1.° — cada par de aristas homélogas
AB y A'B', AC 9 A'C/,..., encuentra al plano PQ en un mismo
punto D, F,..., [a no ser que sean paralelas]; — 2.°— Cada
par de planos ABC, A'B/C/ | delevminados por los vértices homi-
logos, considerados de tres en fres, encuentra. al plano PQ en una
misma vecta DE [a no ser qué sean paralelos] :—3.°— toda recta
MM’ paralela d las primeras AA', BB, ..., terminada por wne
y.otra parie del plano en la superficie del poliedro, queda divi-
dido.en dos partes iguales por este plano, llamado. entonces plano
diametral.

1.% - Las rectas AA’, BB', determinan un plane cuya traza en
el plano PO es una recta ab’; y las rectas AE. A'B, hallandose
situadas en el plano AB, B'A’, no pueden encontrar al plano PQ
sino en la recta ab. Como ademas tenemos por hipotesis Au—aA’,
Bb=bD', resulta (n.° 201, recip.) que las tres rectas AB, A'B,
ab, concnrren en un mismo punto; luego, ete.

2.2  Los planos de los dos triangulos ABG, A'B/C/, deben
contener las trazas D, E, F, de las rectas AB y A'B!, ACy Al
BG y B'CY, en el plano PQ; luego estos tres planos se cortan en
una misma recta.

3.% . Supongamos, para fijar las ideas; que los estremos de la
recta MM/ pertenecen a dos caras ABC, A/B'C/, del poliedro ; y
tivemos las rectas CM, C'M’: — como estas rectas estan situadas
¢n los dos planos ABC, A'B/C", cuya traza en el plano PQ es la
recla DFE, deben encontrar a esfe filtimo plano en un mismo
[:umo G; y 4 causa de ser Co=c(, por hipdtesis, tenemos tam-

ien Mm—mM'; L. C.D;

Advert. En el caso en que las rectas AA/, BB/, CC, ..., son
todas iguales y paralelas, las rectas AB y A/B', AC vA'C L,
son tambien iguales y paralelas de dos en’dos ; los planos ABC,
A'B'C', son tambien paralelos entre si, y paralelos al plano PQ
que divide en dos partes iguales a las rectas AA’, BB/,..., MM'.

Escouio 1.° El teorema precedente comprende como ¢aso par-
ticular las figuras simétricas respecto de un plano (namero 7 de
este Apéndice), y les es aplicable por consiguiente.

Escorio 2.° Todo prisma triangular reeto vt oblicuo tiene cua-
tro planos diamelrales, que son : uno el plano tirado 4 igual dis-
tancia de las bases; y los otros tres los planos que pasan respec-
tivamente por las aristas laterales y porlos diametros de las ha-
ses {numero 7, escol. 2.°, Apénd, 1.°).
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Centro de las distancias medias.

El punto que hemos llamado centro de las distancias medias
en un poligono (namero 8 y 9, Apénd. 1.°), goza respecto de un
plano de las mismas propiedades que respecto de una recta.

Trorema VIIE,

N.° 14. L perpendicular bajada desde el centro de las dis-
dancias medias de wn poligono cualguiera, d un plano tirado d vo-
Juntad en el espacio, es igual al coctente de la suma algebrdica de
las perpendiculares bajadas al plano desde los vértices del poligo-
no, dividida por el nimero total n de los vértices. — Esta suma
s nula cuando el plano pasa por el eentro de las distancias me-
dias, y vice-versa.

Siendo la demosiracion de este teorema semejante entera-
mente a la espuesta en el numero 9 del Apéndice 1.%; nos referi-
mos a ella, reduciéndonos a ohservar que no es aqui necesario
que los vertices estén en un mismo plano: — basta, —1.°—que
la linea poligonal sea cerrade ; — 2.°— que un mismo vertice no
sea la reunion de mas de dos lados.

Escovio. Para fijar, en este caso, la posicion del centro de
las distancias medias de todos los vértices, se pueden tirar tres
planos que se corten entre si de dos en dos [suponiéndolos, para
mayor sencillez, perpendiculares entre si].—Se bajan lineas per-
rendiculares desde los vértices a cada uno de los tres planos; se
orma en seguida para cada plano la suma algebraica de las per-
pendiculares que le corresponden; y se divide esta suma por el
niumero n de los vértices. — En fin, a distancias representadas

or los ires cocientes, se tiran tres planos respectivamente para-
elos a los primeros : — La interseccion comun de estos tres nue-
vos planos es el punto buscado.

N.° 15. Cuande cuatro puntos A, B, G, D, no estan en un
mismo dp!ano. combinindose de tres en tres, determinan euairo
planos distintos, y por consiguiente un tetracdro.—Esto supuesto;

Teorews 1X. (Fig. 370.)

. B lado teiraedro ABED, las reclas MN, PQ, RS, que junian
los punlos modios rvespectivos de las avistas opuestas, concurren
en un mismo punto, qué es el centro de las distancias medias de
los eualyo vértices A, B, C, D.

Consideremos primero las rectas MN y PQ, y liremos des-
pues las rectas MP, PN, NQ, QM: las dos rectas MP, NQ , pa-
ralelas a BD, son paralelas entre si; y o mismo PN, QM, para-
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lelas a AG, son pavalelas entre si; luego la figura MPNQ es un
paralelogramo cuyas diagonales son MN , PQ; luego estas rectas
se corlan en su punio medio O. .

De un modo andlogo se probaria que las dos rectas MN, RS,
se cortan en su putito medio, que no puede ser otro que et
punto ().

Concibamos ahara por el punto O un {)lﬂno cualquiera; y des-
de los puntos M, N, tiremos las rectas Mm, Nn, perpendicula-
res al plano : los dos triangulos rectangulos OmM, OnN, son evi-
dentemente iguales y flan Mm == Na. — EI mismo raciocinio re-
petiriamos con las perpendiculares bajadas al plano desde los
puntos P, Q, y R, 8. — Ademais, estas perpendicalares , iguales
de dos en dos, estin situadas, una 4 un-lade y otra a otro del
plano; donde se ve que su suma algebraica debe ser nula; por
consiguiente (nimero 14 de este Apéndire) , el punto O es el cen-
tro de las distancias medias de los cuatro puntos A, B, G, D;

: L.C.D.D.

Escono.. El punto O se encuentra a la vez en euatro planos
tirados paralelamente a las caras, ¢ una distancia de cada cara,
igunl d lw cuarta parie de sw distancia al vérlice opuesto.

En efecto, la distancia de este punto 4 la cara BCD, por
ejemplo, es igual a la cuarta parte de Jas distancias de los ena-
tro puntos A, B, G, D, al plano BCD (n.° 14); pero las distanecias
relativas a los tres puntos B, €, D, son nulas; luego, ete.

Teonema X, (Fig. 571.)

N.° 16, Las cualro veclas que juntan los vértices de un fe-
traedro ABCD con los centros de las distancias medias de las
caras opuestas, conourren en wwmismo punto, que es el cenlro de
las distancias medias de los euatro vértices A, B, G, D.

Sean G, K, los centros de las distancias medias de las caras
BCD, ABG, y tirense las rectas DG, AK; siendo G y K los cen-
tros [de las distanciag medias] de las caras BCD; ABC, resulia
(mimero 9, escol. 3.°, Apénd. 1.") que las rectas D&, AK, pro-
longadas, deben pasar por el punto medio T de la arista BC co-
mun a las dos caras; luego estas rectas estan en un mismo plano
AID, que contiene a las rectas AG, DK ; luego estas se cortan
necesariamente en un punto 0.

Tiremos ahora la recta GK, y observemos que siendo 1G la
lercera parte de ID, ¢ 1K la lercera parte de TA (n." 98), tenemos

la proporcion
I1G 1D ; : IK : 1A ;

de donde se deduce que KG es paralela a AD; luego los triangu-
los O/KG, O'AD, son semejantes por ser equigngulos, y dan
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la nueva série de razones iguales,

0G:0A :: OK : 0D : : KG < AD.
Pero los triangulos semejantes IKG, IAD, dan tambien
KG:AD: ;s 1G :0D @ : 1«33
y por consigniente,
OG:0A:: 0K :0'D:%1:5.

Luego O'G vale la tereera parte de O’A, 0 la cuarla parte
de AG; y O/K es la tercera parte de 0'D o la cuaria parte
de DK.

Como probariamos igualmente que las rectas de union de los
vértices B y C con los centros de las caras opuestas deben en-
contrar 4 la recta AG en un punto cuya distancia al punto G es
la euarta parte de AG, tenemos molivo para coneluir que las
cuatro rectas tiradas respectivamente desde los cuatro vértices 4
los centros de las caras opuestas, se reunen en un mismo punto,
que se halla situado en cuatro planos respectivamente paralelos
a los planos de las caras, a una distaneia, respecto de cada cara,
y partiendo desde ella, igual & la cuarta parte de su distancia al
vertice opuesto.

Luego finalmente, en virtud del escolio del numero prece-
dente, el punto 07 es el centro de las distancias medias.

De los cenlros de semejansza.
Teorema XI,

N."47. Sise juntan todos los vértices A, B, C, D ..., de un
poliedro, con un punto eualquiera O del espacio, por medio. de
veclas OA, OB, OC, OD,..., y en ellas 6 en sus prolongaciones
se toman partes OA’, OBt, OU/,..., proporcionales con lus rectas
OA, OB, OC,..., se obtienen los vértices de wn muevo poliedro
que ¢s' DIRECTA 0 INVERSAMENTE semejante al primero ;—y el pun-
to 0 se llama Centro de semejansa ESTERNO en el primer caso, ¢
INTERNO en el segundo. ' 28

Para la demostracion de esta proposicion y las consecuencias
que de ella se derivan, nos referimos 4 cuanto dijimos en los nu-
meros 12 y siguientes del Apéndice primero, porque serian ente-
ramente analogos los raeiocinios; pero vamos a entrar, respeclo
de los centros de semejanza de dos 6 de mas esferas, en algunos
pormenores que pueden ofrecer interés. _
N.18. Consideremos primero dos civeulos G, €', (fig. a%2)
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[que, para fijar las ideas, supondremos esteriores uno d otro], v
tracemos la linea de los centros O/, como tambien las tangentes
comunes Mm, Nn, tanto esleriores como interiores.

Esto supuesto, imaginemos que los semicirculos AMB , amb.
hagan una revolucion entera al rededor de la linea de los cen-
tros, llevandose tras si las dos langentes comumes: — En este
movimiento, los dos semicirculos engendraran dos esferas (ni-
mero 362), y las dos tangentes, dos superficies conicas (n." 357)
cuyos vertices seran, para una el cenfro de semejanza. esterno,
0, de los dos circulos generadores ¥ para la otra su centro de
semejansa interno, 0' (n.° 12, escol. Apéndice 1.");—estos puntos
se llaman tambien centros de semejansa esterno é interno , res-
pecto de las dos esferas.

En este mismo movimiento, Jos puntos de contacto M y m,
N y n describiran eiveunferencias de cireulo cuyos radios Seran
las perpendiculares MP y mp, NO Y nq, bajadas desde dichos
puntos a la linea de los centros, y que perteneceran a la vez a
las dos esferas y i las dos superficies conicas; de modo que se po-
dréa considerar a estas ultimas como que envaelven a las prime-
ras, y les son langentes en las circunferencias de circulo MP y
mp, NQ y nq.

N."19.  Digo abora que — Tado plano tangente @ una de las
superficies conicas, es lambion langeste d las dos esferas;

Y reciprocamente — Tado plano langente d las dos esferas ex
tangente d las dos superficies conicas.

Para demostrar la propesicion directa, tiremos por los pun-
tos M ym, N yun, las tangentes MT Y mf, NS yns, a los eir-
culos de contacto, cire. MP Y eire. mp, eire NQ Y cire. ng: —
Los planos OMT, O'NS, determinados por los lados MmO, Nn0',
de los dos eonos, y por las tangentes MT, NS, son tangentes a
los conos (n.”359). Por otro lado, las mismas rectas Mm0O, Nn0',
MT, mt, NS, ns, son tangentes a circunferencias pertenecientes
a las esferas ; luego los planos tangentes a los dos conos en los
puntos M y m, N y n, son tambien tangentes a las dos esleras.

La reciproca se demostraria ficilmente por medio de lo que
acabamos de decir ;

Debe ademis observarse que, como por cada uno.de los lados
del cono, que son en nimero infinito. sespuede tirar an plano
ue sea langenlte a aquellos, resulta (ue:

Dos esferas dadas en el espacio tienen una afinidad de planos
langentes cuyas inlersecciones sucesivas conslitityen en cierto
modo dos envolturas : una, llamada esterior, esta formada por la
série de planos langentes , respacto de los cuales estan ambas
esferas totalmente colocadas 4 un mismo lado; atra, llamada jn-
Lerior, formada por la sévie de planos tangentes, respecto de los
cuales nna esfera esta colacada a un lado y afra a otro,

31
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N.720. De aqui resulta que un plano tangente a dos esferas
no queda determinado sino cuando esta sujeto @ una tercera eon-
dicion, por ejemplo, la de pasar por un punto dado, 6 la de ser
langente @ una tercer esfera.

En el primer caso, se tienen generalmente dos planos tan-
gentes que pasan por el punto dado, y estin simétricamente co-
locados respeeta del plano determinado por el punto dado y los
centros de las dos esferas. Estas se encuentran, segun las diver-
sas posiciones del punto, & veces al mismo lado, y a veces a la-
dos diferentes de los planos.

Estos dos se reducen a solo uno cuando el punto pertenece &
una de las aristas de los conos que envuelven & las dos esferas; y
no hay solucion alguna si el punto dado es interior & uno de los
COT0S.

En el segundo caso, y suponiendo siempre las fres esferas
esleriores unas  otras, pueden tenerse cualro sistemas de & dos
planos tangentes a las tres, a saber: dos planos que comprenden
entre si fi las tres esferas, y seis colocados de dos en dos entre
una de las tres esferas y las otras dos.

Este sezundo caso da lugar 4 un teorema muy notable y ani-
logo al que se demostré en el nimero 16 del primer Apéndice,
respecto de tres circunferencias de circulo.

Trorema XII.

N.°21. Los seis centros de semejunza de lres esferas este-
riores unas @ otras, estin situados de TRES EN TRES en una misma
reeta : — Los tres centros de semejanza esternos, y despues uno
de los esternos'y dos de los internos; lo enal da cuasro reetas.

En efecto, consideremos primero los dos planos tangentes que
comprenden a las tres esferas: — Siendo estos planos i la vez
tangentes 4 los fres conos esteriores que envuelven a las esferas
(numero 19 de este Apénd.), contienen a las tres aristas corres-

ondientes 4 los planos tangentes, y por lo tanto contienen tam-
Eicn 4 los tres vertices de los conos; luego su interseceion co-
mun pasa por los tres vértices, es decir, por los tres centros de
semejanza esternos (nimero 18 de este Apénd.).

Ignalmente; cada uno de los dos planos tangentes colocados
entre una de las tres esferas y las otras dos, es tangente al cono
esterigr que envuelve a las dos dltimas, y 4 los dos conos inlerio-
res que envuelven respectivamente d la primera y a la segunda,
4 la primera y & la tercera: luego su comun interseccion com-
prende los vértices de esos tres conos, es decir, el centro de se-
mejanza eslerno de las dos ltimas esferas, y los centros de se-
mejanza internos de la primera y la segunda, de la primera y la
tercerda; L.C.D.D.
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Haremos observar, por conclusion, jue esta demostracion
pnede servir para comprobar la exactitud del teorema en el case
de las tres circunfevencias'de circulo ; porque los centros de se-
mejanza de estos circulos son los mismos que los de tres esferas
a quienes ellos pertenecieran como circulos maximos,

Asi es como apoyandose en verdades de la Geometria del es-
pacto , se consigue demostrar muy sencillimente otras preposi-
ciones de la Geometria plana. :

Construccion de los poliedros regulares.

Ya hicimos conocer (n." 581, escol. ) los medios de construir
el letraedro y el exaedro regulares. Nos falla esponer el modo
de construir los poliedras cuyos angulos poliedros son la reunion
de fres 6 cuatro angulos de triangnlos equildteros, 6 de tres an-
gulos de pentigones regulares.

1.” Ocraevro necvran. (Fig. KYER!
g

N.” 22, Designemos por m el lado del triangulo equilitera
que debe servir de base a la construecion; y sea ABCD el cua-
drado construido sobre ¢l [la figura se supone aqui en relieve],—
Desde el punto 0, centro de este cuadrado, levdnlese la vecta
indefinida LOL perpendicular al plano ABCD, y témense en esta
recta, partiendo desde el punto 0, a una ¥y otra parte del plano,
dos partes iguales O, OF, iguales al radio OA del cuadrado.

cuyo radio vale 4 wra\/§(r|.° 257); tirense las rectas EA, EB, EC,
ED, y FA, FB, FC, FD: la figura asi obtenida es el poliedro
pedido, :
Desde luego, 1a fignra es un octaedro evidentemente; pero
ademis digo que este octaedro es regular.,
En efecto, las ocho rectas que acabamos de trazar son todas
ignales (n.* 303); ademas. como el triangulo AOE da

AE = V2402 — m — AR,

resulta que los ocho triangules determinados por las rectas son
todos equiliteros, iguales entre si ¢ igualmente inclinados.

Advert.  El punto O es un centro de simelria. — Tambien es
el ecentro de la figura (n." 582).

2."Ieosaepro REGULAR. (Fig. 574.)

N."25.  Sobre el lado m del triangulo equilatero dado cons-
frigyase un pentagono regular BCDEF ; despues, desde el cen-
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tro O de éste poligono, levdntese una perpendicular al plano
BCDEF, y sefalemos en ella un punto A tal que dé BA=BC=m
‘[lo enal siempre es posible, porque vimos (n.” 239, escol.) que ¢l
fado BC del pentagono regular es mayor que su radio BO]. —
Tirense finalmente las rectas AB, AC, AD, AE, AF: asi obtene-
mos cineo triangulos equilateros ignales entre si ¥ reanidos en
el mismo punto A.

Supongamos despues que en el punto B se forma del mismo
modo, empleando la cara ABC, un angulo pentaedro regular;
este sr_-.gun}ln dngulo sera igual al precedente ; sus angulos die-
dros seran todos ignales por consiguiente; luego estos dos angu-
los pentaedros tendran dos caras comunes ABC, ABF. Del mismo
modo bastaran dos nuevos triangulos CKI, CKD, para formar en
el punto € un tercer angulo pentaedro regular, puesto que los
angulos diedros en AC, BC, tienen un valor conveniente.

Tendremos asi reunidos dies tridngulos iguales ¢ igualmen-
te inclinados, que formarén una especie de casquete poliedrico
ABCDEFGIK , tal que los angulos del borde, DEFGIK, estan al-
ternativamente compuestos de dos 0 de lres trinngulos.

Esta linea poligonal, que termina la superficie, tiene sus la-
dos iguales, pero no puede tener todos sus vértices en un mismo
plano; porque si los cuatro puntos, D, E F, G, por ejemplo, es-
{uvieran en un mismo plano, eomo los puntos D, E; F, determi-
nan el plano del pentagono BCDEF , seria necesario que la recta
E( estuviera situada en él, de donde se seguiria que las carvas
AFB, BFG, estaban tambien en el mismo, lo cual es absurdo.

Pero cualquiera que sea la naturaleza de esta linea, siempre
puede imaginarse que se puede construir un casquete igual al
primero: todos los angulos diedros del segundo tendran el mis-
mo valor que los del primero. Luego podremos , sin solucion de
continuidad, reunir los dngulos dobles del borde del primero con
los dngulos triples del borde del segundo , y vice-versa; de donde
resultara una figura de 20 caras iguales entre si ¢ ignalmente in-
clinadas, ABCDEFGIKC'B'A".

5.° DobEcAEpRO REGULAR. (Fig. 575.)

N. 24 Supongamos que con tres pen ldgonos regulares igua-
les se forma un angulo (riedro en A, lo cual es posible (n." 409.
Sus tres angulos diedros serin iguales (n.° 335, escol. 2.').
Ahora, con nuevos pentigonos ignales & los precedentes, pueden
formarse sucesivamente en los puntos B, C, D, E, otros angu-
los triedros siempre del mismo valor. Resultaran seis penlagonos
rularves formando un cagquete ABCDEFGIKLMNPQ, tal que los

reg
Angulos del borde estardn compuestos alternativamente de uno 0

de dog angulos planos.
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[Aqui debe hacerse sobre la linea poligonal que termina este
casquele la misma observacion hecha arriba en el icosaedro].

Si se imagina despues otro segunde casquete igual al prime-
" ro, se podran reunir ambes borde d borde, de modo que los dn-
gulos stmples del uno se enlacen con los dables del otro; y asi se
tendra una figura compuesta de doee caras ignales é igualmente
inclinadas.

N.”25. Escouio 1."—Para construir mecdnicamente un polie-
dro vegular, se traza primero en una hoja de carton, tomando
una de las caras por base de la construccion, el desarrcllo de to-
das las caras, segun se indico en los n.% 356 y 561, y despues
se pliegan convenientemente las diversas caras por las aristas
comunes.

Esconto 2. Todos los poliedros regulares, 4 escepcion del
letraedro, tienen un ceniro de simelria, que es el mismo centro
de figura (n.” 382).

Todos tienen tambien plunos de simetrie,—que son en gene-
ral planos perpendiculares a los puntos medios de las aristas o
de las rectas que juntan losivertices opuestos de dos en dos, 6
bien planos que pasan por las aristas opuestas tomadas de dos
en dos.

BEsc. 3.7 El tel.dro vegular liene 4 vertices, 4 carasy 6 arisias,

El cubo 8 vértices, 6 carasy 12 aristas.
El octaedro 6 vértices, 8 caras y 12 aristas.
El dodecaedro 20 vértices, 12 caras y 30 aristas,

En fin, el icosaedre 12 vértices, 20 caras y 30 aristas.

Escovrio 6ENERAL, sobre log poliedros.—Eslas espresiones, que
pueden comprobarse facilmente en las figuras que hemos cons-
truido, estan: implicitamente comprendidas en el enunciado de
un feorema l](‘,])il]'iJO al célebre Euler, y que se traduce en la for-
mula

V+C=A+42,

designando V el numero de los vertices, (el de las earas, YA
el de las aristas.

Hay ademas muchos teoremas mas ¢ menos importantes sobre
los poliedros en general, para cuya dempstracion remitimos a la
Memoria de MM. Caucuy, ya citada, y a los Anales de Matemi-
licas de M. Gercosne, en diversos lugaves, y principalmente en

el . 15, pagina 157.
.




SEGUNDA SECCION,

De las superficies de revolucion.— De las superficies desur-
rollables y de las gauchas.— Intersecciones de un eilin-
dro y un cono por un plano.

Superficies de revolucion.

N.°26. Se llama superficie de revolucion toda superficie en-
gendrada por una linea, recta 6 eurva, sujeta a hacer una revo-
lucion entera al rededor de una vecta fija, que ][)01‘ lo comun se
supone en un mismo plano con la linea movible;—y solido 6
cuerpo de revolucion, la parte del espacio, circunserita por la
superficie: cuya parte del espacio es limilada 0 indefinida, se-
gun que la curva movible esta cerrada o se estiende indefinida-
mente.

La figara engendrada por un triangulo al rededor de un eje
fijo (n.° 456 ) no es mas que un caso particular de los solidos de
revolucion.

Se llama generatriz la linea movible, y la recta fija se llama
eje de revolucion.

Todo planb que pasa por el eje se llama plano meridiano , y
este plano determina, por su interseccion con la superficie, una
linea que no es mas que una de las posiciones de la generatriz,
cuando esta se halla sitnada en un mismo plano con el eje; de
lo contrario, la interseecion del plano meridiano con la superficie
puede ser una curva enteramente distinta de la generatriz.

Por ejemplo, concibamos que una recta indefinida no situada
en un mismo plano con otra recta haga una reyolucion entera al
rededor de esta. — En este caso, un plano meridiano cualquiera
corta la superficie en una hipérbolu (n.” 55 del 1.e7 Apénd.), como
se demuestra en la Geomelria analitica; y esto es lo que ha hecho
dar & la superficie engendrada el nombre de hiperboloide de re-
volucion.

Uno de los caractéres eséhciales de una superficie de revolu-
cion consiste en que — Cada punto de la linea movible describe
en el espacio una circunferencia de circulo, cuyo plano es per-
pendicular al eje, y cuyo radio es la perpendicular bajada des-
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de el punto @l eje: su cenlro es.ademas el pie de la perpendicu-
lar.—Asi llegamos a una propietlad de los planos tangentes a las
superficies de wevolucion, que serd el objeto del teorema si-
guiente.

- Trorema L.

N.“ 27. Todo plano langente @ una superficic de rvevolucion
en un punto dado de ella, es perpendicular al plano meridiano
tirade por dicho punito.

En efeclo, por lo comun se define un plano langente a una
superficie, diciendo que es el elemento de la superficie en el pun-
to que se considera, prolongado indefinidamente en todos senti-
dos ; definicion que conviene con la que hemos dado de la tan-
gente (n.” 37, Apénd. 1.}, y de la cual resulta necesariamente
que — El plane tangente en un punio de la superficie, conliene
todas las tangentes a las curvas resultantes de cortar la superficie
por medio de planos que pasen por dicho punto.

Esto supuesto, en el punto dado, concibamos un plano tan-
gente a la superficie, y por el mismo punto tiremos un plano
perpendicular al eje: este plano corla a la superficie en una cir-
cunfereneia de civeulo , y al plano tangente en una tangente a
dicho cireulo. Pero esta tangente es perpendicular al radio que
pasa por el pnuto de contacto, y por consiguiente, en virtud del
teorema sobre los planos, demostrado en el n.” 300, es tambien
perpendicular al plano meridiano correspondiente ; luego el pla-
no tangente, que conliene 4 esta tangente, es tambien perpen-
dicular al'plano meridiano (n.* 509);

L.C.D.D.

Escouto. Siempre que una superficie de revolucion ha sido
engendrada por una linea no situada én el mismo plano con el
eje , puede ser susceptible de otra generacion, en la que la ge-
neratriz es la nlerseccion de la superficie con un plano megi-
diano. i ;

Teorema IL, (IEg. 376.)

N.”28. Cuando la superficie de revolucion esta engendrada
por una linea cerrada, y situada en un mismo plano con el eje,

1.° El drea de la superficie liene por espresion el producto
de la linea generatris [rectificadal, mulliplicada por lu circun-
ferencia que describe el centro de las distancias medias de la
misma [considerada como un poligono infinitesimal (n.* 9, Apén-
dice 1.°)7;

2.° El voltmen del espacio delerminado por esa superficie , es
igual al drea que termina la generatris, multiplicada por ke mis-
ma circunferencia,

1.°. Coneibamos la curva generalriz descempuesta en sus ele-
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mentos MM, M'M",...; y sean mp, m/p', m"p/,... las perpendi-

culares bajadas desde sus puntos medios al eje LL'. Sean ademas

S'la superficie total, s, s', §'',..., las superficies parciales engen-

dradas por los dilerentes elementos, que, para simplificar, pue-

den suponerse todos iguales entre si y representados por e; sea

en fin n el niumero infinito de estos elementos. Eslo supuesto, -
cada elemento, girando en torno al eje, engendra la superficie

convexa de un tronco de cono, y por consigniente, para cada

superficie pareial lenemos sucesivamente

§ = 2x.mp.e, S'=2m.m'p’.e, SY=2mim!/p'e,.%;
de donde se deduce  S=2x(mp-tm'p' +m"p" +..)e,

=S mp 'y 4+ wlipt 4 L.
0 bien S Pyl gt
n

X n.e.

0 sl P
Pero n.e representa la generatviz; y ﬂn.ﬂj——mf— Iy
n
cireunferencia que tiene por radio la perpendicular bajada al ra-
dio desde el centro de las distancias medias; luego, ete,
2.° Designemos por V el volimen del cuerpo, por A el area
de la superficie circunscrita por la generatriz, y concibamos esta
superficie dividida en un miunero infinito » de rectangulos todos
iguales entre si, tales que abed—=r, y que tengan dos lados per-
pendiculares al eje [y los otros dos por consiguiente paralelos al
mismo]. Prolénguense ademas ab, ac, hasta su encuentro en a’,
@/, con LL!; y bajese desde el punto o, centro del rectangulo , la
perpendicular oi sobre LI/,
echo esto, es claro que el pequeilo rectingulo , en su movi-
miento al rededor del eje. engendra una especie de figura anu-
lar cuyo volimen es la diferencia entre los volumenes de dos ci-
lindros que tienen be por altura comun, y ad’, ba', por radios
de sus bases. Tenemos pues
vol. abed=={na*—ba'?).be=m={aa'+bar) (aa'—ha').be

espresion que puede ponerse bajo la forma

aa’ + ba'
y: LY

vol. abed=2x Lab b= oixabed=2x.0i.T.

Del mismo se obtendria

vol. ab"e"d!'=2xm.0"i" ;...

vol. a'be'd! = 2.0V v,
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Luego
ol40' ol ..
B T—————

V=2r (0i40"' ot 4...).r=2 .

Xn.r.

Pero n.r representa evidentemente la superficie terminada por la
; 0140 4 0/ - ., \ : :

generalriz, y 5 la perpendicular bajada al eje
desde el centro de las distancias medias : luego estit demostrada
la segunda parte de la proposicion.

Escouio.  Hemos hallade (n.” 456) por espresion del voliimen
engendrado por un triangulo CAB (fig. 577) al rededor de una
recta LL! tirada por uno de sus vértices G,

y CK
val. CAD = superf. AB % A

siendo CK la perpendicular bajada desde el punto G sobre AB.

Pera si se junta el punto C con el punto medio de AB, ¥ se baia
DE perpendicular a LL/, se tiene :

superf. AB=2=.1E AB [n." 447 );

CK

de donde vol. CAB _—__‘21-:.UE.M£. =
_ 2 _ AB.CK
o bien vol. UAB:::Z-::.EDE. BQU&.

ot 1 5

Pero _..2_ es la espresion del area del triangulo CAB: y ;{ DE

-
es igual & la perpendicular O bajada al eje LL’ desde el centro
de las distancias medias (n.* 98, escol.).

Luego finalmente  vol. CAB = 2x.0L.drea CAB:

lo cual comprueba, respecto del triangulo, 1a exactitud ‘del teo-
rema enunciado.,

De las superficies vegladas.

N." 2. Se da ¢l nombre de SUPERFICIES REGLADAS 4 Lodas las
superficies tales que en cada uno de sus puntos, se le puede apli-
car une recla, en un Sentido d lo menos.

Las superficies regladas se dividen en tres géneros.
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El plano, que por sn naturaleza es necesariamente una su-
perficie reglada, y la mas sencilla de todas, constituye solo el
primer género; los otros dos solo contienen superficies curvas: —
y son las superficies desarrollables y las gauchas 6 alabeadas.

De las superficies desarrollables.

Antes de tratar el caso general, daremos una estension con-
veniente 4 las definiciones del cilindro y del cono.

N.° 30. Consideremos en el espacio una curva cualquiera
cuyos puntos esldn a la vez todos, 6 no estin en un mismo plano
[en cuyo fltimo caso se dice que es de doble curvatura (*)]5 y
concibamos una recta movible sujeta a la condicion de encontrar
constantemente a la curva propuesta en alguno de sus puntos, y
ala de ‘permanecer siempre paralela a otra recta de direccion
determinada, 6 i la de pasar constantemente por un mismo punto:
la superficie asi engendrada se llama, en el primer caso, super-
ficie ciLinprica, y en el segundo, superficie coNica.

En el primer caso , se lama cilindro el espacio comprendido
entre la superficie y dos planos paralelos que cortan a la recta
movible en todas sus’ posiciones; en el segundo, se llama cono el
espacio comprendido, partiendo desde el punto por donde pasa
constantemente la recta movible, entre la superficie engendrada
y un plano tirado 4 veluntad, pero de modo que corle todas las
posiciones de la dicha recta.

Esta recla se llama generatriz, arvista 6 lado de la superficie;
y se llama directris la linea que debe ir recorriendo la gene-
ratriz.

Cuando la directriz es una circunferencia de circulos, la su-
perficie , cilindrica o conica, se llama de base eireular.—La rec-
ta tirada por el centro del circulo paralelamente a la generatriz
del cilindro, 6 bien la recta que junta el centro del circulo con el
vértice del cono, se llama gje del cilindro 6 del cono.

Si, siendo la directriz un circulo, el plano de este circulo es
perpendicular al eje, se llaman rectos el cilindro y el eono; lo
cual esth conforme con las definiciones dadas en los nimeros
353 y 357,

Si el plano del cireulo es oblicuo al eje, se tiene un cilindro
o un cono oblicuo de buse cireular. .

(*) EBsla denominacion estd fundada en que siendo en general una
linea de inlerseccion de dos superficies (n.° 4.9, Introd.), su natura-
leza y su forma deben depender de cada una de las curvaturas de las
dos superficies.
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En fin, puede decirse, en el caso del cono, que la superficie
del cono reeto es — La superficie que describe una recla sujeta i
pasar por un punto dado y @ formar constantemenle un mismo n-
gulo con una recta dada.

N.”31. Haremos aqui dos observaciones importantes.

Primera observacion : — De cualquier naturaleza que sea la
directriz de la superficie cilindrica 6 conica, puede muy bien su-
ceder que la superficie sea la de un cilindro 6 cono recto.

Para probarlo, basta concebir en la superficie de un cilindro
recto (fig. 290) 6 en la de un cono recto (fig. 292), una eurva en-
teramente arbitraria, la cnal podra entonces considerarse como
si hubiera servido primitivamente de direchriz a la recta movie
ble. Pero la superficie no por ¢so dejara de ser la de un cilindro
6 cono rectos, porque estan ya satisfechas-las condiciones de su
definicion.

Anadiremos a esto el que en una superficie dada, cilindrica 6
conica, nada impide tomar por directris una curva enalquiera de
las trazadas en ella, enando esta curya es mas sencilla que con-
siderada en un principio.

La segunda observacion se refiere al cono.

Siendo la generatriz una recta indefinida en los dos sentidos,
resulta que toda superficie conica esta necesariamenle compues-
ta de dos partes distintas que se estienden indefinidamente a una
y otra parte del punto fijo.—Estas dos partes se llaman hojas de
la superficie; el punto fijo se Hama entonees su centro, convi-
niendo mas particularmente la denominacion de wértice al caso
particular de considerarse una sola de las hojas.

N.* 52. Ya hemos visto (n.°s 556y 561) que las superficies
del eilindro y del cono recto gozan de la propiedad de poder
desarrollarse en un solo y mismo plano. Esta propiedad corres-
ponde éseneialmente &' Todas las superficies eilindricas y conicas.
Porque si se coneibe una curva cualquiera trazada en la superfi-
cie, y despues de haberla dividido en sus élementos, se tiran por
los estremos de estos las generatrices, la superficie quedara tam-
bien dividida en una infinidad de bandas 6 fajas laterales que
constituiran sus elementos.—Mas todas estas bandas son planas,
porque cada cual estd determinada por dos lineas rectas paralelas
o coneurrentes. Luego se puede, como en el easo del cono recto,
desarrollarlas en un mismo plano, por ejemplo, en el plano de
una de las bandas prolongadas indefinidamente.

N.°35. Se llaman por lo general SUPERFICIES DESARROLLABLES
aquellas que fienen conslanlemente en un plano dos aristas 6 ge-
neratrices consecylivas, infinitamente cercanas.—Su denomina-
cion proviene de que todas ellas pueden estenderse, desarrollar-
se 0 desenvolverse en un plano. Resulta en efecto de su defini-
clon , que pueden considerarse como compuestas de partes de
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plano, infinitamente estrechas en un sentido, pero infinitamente
alargadasen el de las aristas; y como cada arista resulta comun
a dos porciones consecutivas, resulta que se les puede aplicar lo
que se dijo respecto de las superficies cilindricas y conicas.

Sean ad/, bb, ec', dd,... (fig. 578) las generatrices inmedia-
tamente cercanas de la superficie, que se cortan en los puntos
a; b, ¢, d,... muy proximos, y que forman una linea abed...

Esta linea, que ordinariamente es una curva de doble cur-
vatura, se llama arislte de retroceso o variacion de la super-
ficie.

En el conoe, el arista de retroceso se reduce a un punto, que
es el centro de la superficie conica. No existe en las superlicies
cilindricas, 0 se puede decir que la tienen en el infinito.

El arista de retroceso divide & toda superficie desarrollable
[que no sea el cilindro] en dos partes distintas que se llaman
hojas. '

Nada mas diremos sobre este género de superficies, muchas
de las cuales han recibido en las artes nombres particulares (*).

De las superficies gauchas.

N."34. Toda superficie curva engendrada por una linea rec-
ta, pero de tal modo que dos generatrices conseculivas no esten
en un mismo plano, se llama SUPERFICIE GAUCHA,

La mas simple de todas estas superficies se designa comun-
mente con el nombre de plano alabeado ; y se obtiene del modo
siguiente:

Sea ABCD (fig. 379) un cuadrilatero cuyos' verlices no esten
en un mismo plano [en cuyo caso se llama cuadrildtero gaucho].
Tirese por el punto B la recta BE paralela a AD, y por el vértice
D opuesto al B, la recta DE paralela @ AB: los planos determi-
nados por los dos sistemas de: rectas BC y BE, DC y DE, son
respectivamente paralelos 4 las rectas AD y AB (n.” 515.). Esto
supuesto, ;

Concibamos en primer lugar un plano paralelo al plano EBC:
esle plano corta a las vectas AB, DC, en dos puntos M y N, ta-
les que la recta MN es tambien paralela al plano EBC. Tirando
asi una série de planos paralelos al plano EBC, iran resultando

(") Las superficies ejecutadas por los cartoneros, hojalateros, elc.,
son generalmente superficies desarrollables, porque se consiruyen
doblando, encorvando 6 eontorneando de diversos modos, superficies
planas,
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una serie- de rectas MN, M/N/, MYN#, ..., paralelas a ese mismo
dano, y fales que dos cualesquiera de ellas, por ejemplo, MN,
M'N’, nunca pueden estar situadas en un mismo plano: pues de
lo eontrario, los cuatro puntos, M, M/, N, N/, y por consiguiente
las rectas AB, DU, estarian siluadas en un mismo plano, lo cual
seria contrario 4 Ia naturaleza del cuadrilatero ABCD.

El conjunto de esas rectas MN, M'N', M"N”, ..., conslituye
una superficie curva, que es la superficie pedida.

Los cuatro lados del cuadrilatero hacen forzosamente parte
de la superficie; porque desde luego los lados AB, DG, le perte-
necen, por ser en cierto modo directrices de la recta moyible. Y
los lados BC, AD, represenfan dos posiciones particulares de la
generatriz, por estar la BC situada en el plano EBC, y ser la
otra AD, paralela a BE en virtud de la constroccion, y por consi-
guienfe paralela al plano EBC.

La superficie se estiende indefinidamente mas alla de los vér-
tices del cuadrilatero.

Si se concibe ahora una sévie de planos paralelos al EDC, se
obtendra ignalmente una série de rectas, tales como PQ, cuyo
conjunto constituira una superficie analoga a la precedente. Pero
es facil comprobar (que coinciden entrambas.

En efecto, tomemos un punto O en una de las generatrices
MN de Ia primer superficie; y despues, por el punto O y la rec-
ta AB, y por el mismo punto y la recta CD, tiremos dos planos
OAB, ODC: la interseceion comun de estos dos planos que, en
victud de la naturaleza del cuadrilitero, no plmcleu ninca con-
fundirse , debe ser necesariamente paralela al plano EDC; por-
que si pudiera tener una direccion tal como Olé, encontrando a
este plano en el punto K, el plano ODC se confundiria con el
plano EDC que contendria tambien ¢l punto K; y por la misma
razon , el plano OAB, que contiene al punto K, se confundiria
con el plano ODC 6 EDC, lo cual es absurdo.

La interseccion comun de los dos planos OAB, ODC, de-
biendo ser paralela al plano EDC, representa una de las posicio-
nes, PQ, de la generatriz de la segunda superficie. De donde re-
sulta que cada punto de la generatriz MN de la primera pertenece
a la segunda. Luego, ete.

Ast, el plano alabeado puede definirse : — Una superficie en-
gendrada por el movimiento de una recta que se desliza @ lo'lar-
go de dos lados opuestos de un cuadrilitero gaucho, permane-
ciendo siempre paralela d un plano paralelo al determinado por
los otros dos lados del cuadrilatero (n.® 523); —resulta de esta
definicion , como se dijo mas arriba, que — Por cada punto de
la superficie , se pueden tirar dos reclas que estén en ella entera-
mente situadas.

Anadiremos que, en virtnd de una proposicion de los planos
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paralelos (n.” 521}, tenemos para todas las posiciones de la gene-
ratriz MN, la série de proporciores

AM :MB ::DN :NC,
AN/ : M/B : : DN : N'C,
AM”: M”7B : ; DN : N7C....

La misma observacion hariamos respecto de la segunda ge-
neracion.

N.°35. Despues del plano alabeado, viene la superficie conoi-
de, 6 la segunda engendrada, por ejemplo, por yna recta hori-
zontal que se mueve a lo largo de una vertical, apoyandose a la
vez en una curva que se supone ordinariamente trazada, ya en
un plano vertical, ya en un cilindro cuyo eje es vertical (*).

De las secciones eilindricas i conicas.

Terminaremos este Apendice, investigando la naturaleza de
las intersecciones de un plano con un cilindro 6 un cono.

Tronema II1. (Fig. 580.)

N.» 36. En un cilindro recto circular, toda seccion AMBM'
oblicua d las bases , es una elipse.

Concibamos dos esferas, del mismo radio que el cilindro,
tangenies en F y F/, al plano secante, y que, inscritas en el ci-
lindro, tocan su superficie lateral en dos circunferencias que tie-
nen los diametros ab, a'l’. Juntemos los puntos F, F', con un
punto cualquiera M del contorno de la seccion, y tiremos la ge-
neratriz KMK': como las rectas FM, F'M, KK, tocan a las es-
feras en los puntos F, F’, K y K/, tenemos (n." 103) MF = MK,
MF'=MK’, y por consiguiente,

FM + F'M — MK + MK’ — KK’ — aa' = bi'.

&523 Estas superficies han recibido en las artes los nombres de bd-
vedas de arista, trompas conicas, superficies rampantes , ele.—Tal
€5 la superficie inferior de una esealera de caracol, cuyas directrices
som, — 1.° — el gje vertical de un cilindro; — 2.° — una curva llama-
da helice, tragada en la superficie de otro cilindro tambien vertical.

Esta ltima superficie, llamada superficie helizoide, es tambien
la base de la construceion del fornillo 6 rosea, maquina muy usada
en mecanica,
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Luego, cualquiera que sea la posicion del punto M en la cur-
va, la suma de sus distancias 4 los dos puntes fijos F, F', es igual
a lacantidad constante aa’, o bb7.
Esta cantidad econstante es ademas igual a4 AB; porque fe-
nenos

45t Aa'=AF"(n° 103), Aa=AF;
de donde ae'=AF'+AF —FF'+2AF :

98 BY=BF', Bh—BF;
de donde bb' =BF’ 4 BF — FF’ +2BF':

luego, a causa de ser aa'= bl/, tendremos AF = BF/,
y por consiguiente, aw = bb" = AB.

Asi pues (n." 49, Apénd. 1.%), la curva es una elipse cuyo eje
mayor es AB, y los focos los puntos F, F', en que las dos esferas
tocan al plano de la seceion.

»

Teonema IV, (Fig. 581.)

N.> 57. Todo cilindro oblicuo de bases circulares (n.° 30 de
este Apéndice) puede dar un circulo cortindose por un plano no
paralelo d las bases,

Porque el simétrico del plano de la base AB, respecto & una
seccion MN perpendicular 4 las aristas, corta al cilindro dando
una figura A'D/ simétrica de esta base, y(por consiguiente, dan-
do un circulo que tiene un radio O/A7= 04,

Escosio. Asi pues, en un punto cualquiera de la superficie
cilindrica se pueden dar dos secciones circulares iguales, que se
laman secciones antiparalelas.

Teorema V: (Figs. 582, 583, 384.)

N.” 38. En todo cono reclo cireular , toda seccion que no pasa
por el vérlice, es una elipse, una hipérbola, 6 una pardbola.
Puede suceder que el plano secante encuentre a todas Jas
generatrices del cono & un mismo lado respecto del centro
S (fig. 382), 6 bien que encuentre i unas 4 un lado Y a otras a
otro (fig. 385), 6 bien finalmente que sen paralelo 4 una sola de
ellas (fig. 584).
. Punten caso.  (Fig. 382).—Sea SAB el plano dirigido por el
eje SO perpendicularmente 4 la seccion AMBM/. Concibambs dos
esferas que tengan los mismos centros ¥ los mismos radios que la
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circunferencia inserita al triangulo SAB, y la circunferencia ex-
inserita que toca a AB (n.” 127, eseol. 1.°); estas esferas tocan al
plano secante en T, F/, y & la superficie conica en las circunfe-
rencias ab, a’b’, cuyos planos son perpendiculares al eje. Junten-
se los puntos de contacto F, F/, con un punto cualquiera M del
perimetro de la seccion AMBM', y tirese la generalriz SM. Esto
supuesto , siendo FM, F/M, SM, tangentes a las esferas en los
puntos F, I/, K y K/, tendremos

MF = MK, MF/ = MK’; de donde MF -+MF'= KK’ =aq’ =bb'.
Se probaria ademas como respecto del cilindro (n.” 56), que

wa' = bl = AB.

Asi pues (n." 49, Apénd. 1.°), la seccion e¢s una elipse cuyo
eje mayor es AB, y los focos los puntos F, F', en que las dos es-
feras tocan al plano de la seccion.

Secusno caso. (Fig. 585 ).— Prolongando todas las genera-
trices del cono para formar el como opuesto, y haciendo cons-
trucciones y raciocinios analogos: a los precedenies, hallamos
F'M — FM = aa’= AB. De donde resulta que la seccion MAM’
s una rama de hipérhola cuyo eje transverse es AB, y que tiene
por focos los pantos F, F', en que las dos esferas focan al plano
de la seccion,

Tercer cAso. (Fig. 384).—Si la seccion, y por consiguien-
te la recta AB, es paralela a la generatriz Sb, resulta tambien
MF=MK; los planos ah y SbK encuentran al plano de la seccion
en las rectas XY y MT, una perpendicular, y otra paralela a AB;

]

asi pues, tenemos . MT : 8b: : MK : SK.

Pero Sb=SK ; luego MT — MK , y por consiguiente MF = MT.
De donde resulta que la seccion MAM’ es una parahola cuyo
foco y directriz (n.” 57 del Apénd. 1.%) son F y XY,
Escorto. - Ahora se ve por qué la elipse, la hipérbola, y la pa-
rabola, se designan bajo annmbre comun de secciones conieas.—
Las secciones eireulares estin comprendidas en la elipse.

Teqnema VI (Fig. 385.)

N.°539. Todo cono oblicito de base circulur SACB ; puede dar
un cirewlo corlindose por un plano no paralelo d la base ACB.

=

La superficie esférica determinada por el vertice S y tres
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puntos tomados a voluntad en la circunferencia ACB, la contie-
nen evidentemente. Tiremos el diametro SOl de esta esfera; es
facil probar que toda seccion ab hecha en el cono por un plano
perpendicular a este diametro en un punto cualquiera o, es un
eircalo.

En efecto, tiremos arbitrariamente la generatriz 8C que en-
cuentra al plano ab en un punto k; juntemos despues los puntos
Gy k respectivamente con los puntos T y o por medio de fasitec-
tas CI, ko: los angulos SCI, kol , son rectos, el primero porque
esta inscrito a la semi-circunferencia SCI, el segundo porque ST
es perpendicular al plano secante ab; luego el cuadrilatero 1Cke
es mseriptible a una cirennferencia (n.% 129.); de donde resul-
1a que

SI x S0 = SC x Sk (n.” 229).

Sean ahora SH la altura del cono, y kg la perpendicular ti-
rada a SC en el plano SCH: los angulos CHg, gkG, son rectos,
y por consiguiente el cuadrilatero CHyk da tambien

SC x Sk = SH x Sg;
luego, a causa de la primera relacion, fendremos
SI % So = SH x 8g.

Ahora bien, como las rectas SI, 8o, SH, son invariables, la
distaneia Sg lo es tambien. Luego las rectas kS, kg, tiradas des-
de un punto cualquiera k del perimetro de la seccion ab 4 los pun-
tos fijos S y ¢, se cortan en angulo recto. Por consiguiente, este
perimetro esta situado enteramente en la superficie esferica des-
crita con el diametro Sg. Pero se sabe que toda seccion plana de
una esfera es un cireulo (n.° 363.); luego, ete.

Escouio. Asi pues, en un punto cualquiera de la superlicie
de un cono obliciio de base circular, se pueden, como en el ei-
lindro, obtener dos secciones cireulares, (ue se llaman tambien
secciones anliparalelas.

ConcrusioN.  Los principios que acabamos de esplicar en
esla seccion del Apéndice segundo, pueden considerarse como
una especie de introduccion a la segunda parte de la Geome-
tria descriptiva, cuyos Preliminares forma el tercer capitulo
del libro tercero.

Esta segunda parte, mucho mas eslensa, liene por fin es-
pecial hacer conocer métodos —1.°— para lirar planos tan-
genles 4 superficies curvas determinadas de forma y de posi-

32
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cion ,— 2.°— para delerminar las intersecciones miluns de
dos 6 mas superficies, — 3.°— cuando se trata de superficies
desarrollables, para construir su desarrollo y determinar on
él la forma que loman las inlersecciones, elc... Pero el espo-
ner aun sucintamenlte estos métodos, nos llevaria muy lejos; v
remitimos para este objeto & los Tratados de MM. MoneE y
HacneTTE, como (ambien 4 las obras mas elementales de
MM. Lernoy y Leresune ve Founcy. 1

FIN DE LA SEGUNDA PARTE Y DE ESTA ORRA
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