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Apuntes de Aritmética

Operaciones fundamentales

— ADICION

C'onsecuencias: 4.* (a+b +¢)+(m +n+p) | M+ (m + u+ p)=
at+b+e= M —=M+m+n-+ p=
=a+b+ct+m4n+p.

— SUBSTRACCION —
Substracciones eomplexas.— Teorema I'I, a—(b—c+d e)=
=a- [(b4+d)—(c+ e)] D=a+(c +e) (b -'i'-\i)::-l-h; +e—b—d.
Directamente:a — (b—c+d—e) =a + ¢ + e

(b—c+d—e+c+e)=atcete—(b+d)=at+tct+e b—d.

8i el minuendo es también una suma, una resta, 6 una serie
de sumas y restas, se obtiene el resultado final come acaba de
explicarse, segiin se ve 4 continuacidn:
(m —n+p)—(b—c+d—e) A—(b—ctd—e)=A+ecte-b-d=
m—n+p=A. =m—n+ptete— b—d.

|
)

Suma y resta combinadas.— Teorema II.—La gerie de adi-

ciones y substracciones se transforma en una diferencia lo mismo

(1. Es eyidente, que se obtendrd ¢l mismo result
luego d, y restandole e; que sumandole primero d, v res

restando de b, ¢ unidades, sumédndole
ndolole después (¢ + ¢) unidades




—d—
que en el teorema IIT que antecede,
un niimero una diferencia indicada,

y queda reducido 4 sumar 4

Si el primer sumando fuese implicito ¢
procederia lo mismo que ¢
clones complexas.

omo el segundo, se
uando lo es el minuendo en susbtrac-

Bscolio. a — b + ¢ — d+ e = (a — b)+ (e - d + e);
puesto que efectuando esta suma indicada
bro, se obtiene el primero; y si
resultard:

en el segundo miem -
a —b=m, ye—d+e—= 8,

8—bte—d+e=(a— b) +(c—d+e)=m+s

que com-
2
prueba el escolio,- —

— MULTIPLICACION —

Consecuencias inmediatas de la definicion

a=1»1. b=14% 1 + l1+..=b r(
b=1»a.1=3

1 aehy

—
9 ja=o0»0.b=0+0+ .. —

b=o»a 0=0-—.-

pues en todos los easos tenemos que formar
puesto de tantas partes iguales al mul
tiene el multiplicador;

un nuimerp, com-
tiplicando, como unidades
luego, si el multiplicador es, p. ej.,

h:o?
el producto se compondrd, de ¢

» partes (es decir, de ninguna )
iguales al multiplicando, y resultard cero.

Casos en que los jactores terminan en
que los dos factores terminan en ¢

I

ceros.—En el caso en
eros, estd comprendido tam-

ién aquel en que solo el multiplicando termina en ceros, segiin

Vemos 4 continuacidn,

Sea el producto de 452.000 por 73

» que, como el texto dice,
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es igual 4 452 millares multiplicados por 73, y esto es lo mismo
que 452 x 73 millares; 6 sea, que 452 x 73, seguiio de tres ceros;
luego, para encontrar el producto se efectiia la multiplicacidn,
prescindiendo de los ceros y se escriben después 4 la derecha del
producto obtenido.

Observacion.—Vamos 4 demostrar que 4 x 3 =3 x 4.
4=1+1+1+1
Podemos escribir:{4=1+1+1+1{ y sumando miembro 4
4=1+1+1+1) miembro, serd:
(4+4+4=4x3)= (3+3+3+3=38x 4).

Muiltiplo de un niimero.—Son equimiiltiplos, p. ej.: 3.5, 4.5,
7.5; es decir, que 15, 20 y 35, son equimiiltiplos de 3,4 y 7,

respectivamente, por ser los resultados de multiplicar éstos, por
el mismo niimero, 5, —

Multiplicacion cuando los factores son implicitos.— Teorema I,
(a+b+e)m= (a+b+ )+ (r + b+ (L bt

n+b+tetatbt+etasd h. e s = gty
.......... DD B s e B B T R

a, m+ b, m<+ e m, —

Teorema 1I. (a — b). m.= (a — b) + (a — b) + (a — b)

............ e — 0 — l_l + a — h T a4 — ].} + tesEssiassinne —

(Rtaha o, )—(btb+bt i) =n.m—b. m
Escolio.—Consideramos aqui algunos de los distintos casos
que pueden presentarse y desarrollamos su cdleulo, fund4ndonos
en los teoremas anteriores, en los de substracciones complexas y
suma y resta combinadas y en las consecuencias de la adicién,
para familiarizar al alumno con el cdleulo aritmético; pues ocurre
con frecuencia ver como, en estos 6 parecidos casos, se valen
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insensiblemente de los principios del :&L{__{vhrn‘ diciendo, por

ejemplo, que, +* — = —, 6 que al suprimir un paréntesis pre-
cedido del signo menos cambian de signo las cantidades que en-
cierra, porque equivale & multiplicar por — 1, ete., etc.

12 (a—bt+ec—d).m=[(a+c)—(b+d)].2m=(a+ec).
m—(b+d) m=am+cm—*(b.m+d m)=a m+
c.m—b . m—d. m —

S o b).(c—d).® = (d + b).c — (n + b).d =a.c+b.c
— @{a.d + b.d)=a.c ¥b.c —a.d — b. d.

3 (a—b)(c—d)®=((@a—b).c—(a —b).d=1anc—
b.ec —®(a.d —b.d)=a,e—b.c—a.d +b.d.

4° (a—b+c¢c —d) (m —n + p) (por el caso 1.° que antecede,
considerando & (m —n 4 p) como un niimero) = a. (m —

tp) —b.(m. —n+p)+e.(m —n+p) —d (m—

ntp)=am-—an+ap—®(b.m—b.n+bh p)=t®
(¢m—cn+tep)—®(dm—dn+dp)=am—an
tap—bm+bn—bptem—cn+te p—dm

d.n —d. p.

Producto de varios factores.—Las unidades de los diversos
drdenes, son potencias de 11 base del sistema; asi, por ejemplo:
la de 6. orden=100.000=107; la del orden enésimo= 10"

— DIVISION —
Determinacion de las unidades d.l orden mds elerado del
cocrente.  Siguiendo el texto se llega 4 las desigualiades si
guientes:

D> .u. 1000,, — =teed § E
i D < d 10000=4d. 10.1000=(d. (.) lmqu” d. 1,000, hay

d mlHuFEH. Cualquier ntimero mayor que d millares, tiene que

(1) Multiplicar una diférencia por un nitmero,—(2) Restar de un nimero una suma.—(%)
Multiplicar un numero por una diferencia.—(4) Restar de un nimero una diferencia.—(5) Restar de

un nimero una serie de adiciones y substracciones. —(6) Sumar & un pimero una serie de sumas
y resias.
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tener, por lo menos, d millares y alguna 6 algunas unidades més;
pero puede tener mds de d millares; luego, designando por m el
niimero de millares contenidos en D, resultdrd, m 5 d. - En
d. 10.000, hay (d. 10) millares. - Cualquier niimero menor que
d. 10 millares, no puede llegar 4 contener d. 70 millares, porque
entonces no seria menor; y como D < (d. 10) milluares, serd:
m < d. 10.—

Ahora bien: los millares son, en el caso considerado, el orden
de las unidades mds elevadas del cociente; luego, deducimos: que
lag unidades del dividendo, del mismo orden que las més ele-
vadas del cociente, forman un niimero m = d, y menor que 10 d;
es decir, un niimero m que contiene al divisor por lo menos una
vez, sin llegar 4 contenerlo diez.

De esta propiedad, se deduce la regla dada en el texto.

Casos de la division.—2.° caso. Dividir 7596, por 829. —El
dividendo es menor que el divisor por 10; luego, el cociente, no
puede tener més que una cifra. Como el dividendo es el producto
del divisor por el cociente, méds el resto, podemos escribir:
7596=829.c + r=(800+204+9) c+r=800.c+ 20.c+ 9. ¢+ r;
y vemos, que el producto de las 8 centenas del divisor por la
cifra tinica del cociente, ¢, serd un nimero exacto de centenas,
que no podrd estar contenido sino en lus 75 centenas del divi-
dendo; pero como en 20. ¢ + 9. ¢ + r, puede huber una 6 varias
centenas, que tendrdn también que estar contenidas en las 75 del
dividendo, deducimos, que 75 = 8. ¢; segiin que 20. ¢+ 9. ¢+ r,
gea menor que 100, 6 resulte igual 6 mayor qne una centena, y
75: 873 c; es decir, que si dividimos las 75 centenas del divi-
dendo por las 8 centenas del divisor, se obtendr4 una cifra que
no serd menor que la del cociente, si bien podrd ser mayor; luego
serd preciso comprobarla, Para ello, higase lo que el texto in—
dica; pues si el producto puede restarse, la cifra no es grande, y
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como tampoco puede ser pequedia, porque 75 : 8 = ¢, pero nunca
menor, serd la verdadera.

Para simplificar la operacién, al mismo tiempo que se hallan
los productos parciales, pueden restarse de las unidades de igual
orden del dividendo; generalizando para ello el artificio del caso
general de la substraccién, diciendo: que si algiin producto par-
citl no puede restarse de las unidades del mismo orden del divi-
dendo, se le agregan 4 estas fantas veces diez unidades de su
orden como sean necesarias para poder restar, afiadiendo al pro-
ducto siguiente tantas unidades del suyo, como grupos de 4 diez
se le hayan afiadido al minuendo anterior.—

Si al efectuar los tanteos, por temor de probar una cifra
demasiado grande, se ensayase una demasiado pequefia, se cono-
ceria en que el resto obtenido, serfa igual 6 mayor que el divisor.
—Bu efecto: D = d. ¢ + r.—Su pongamos que en vez del ver-
dadero cociente ¢ ponemos uno menor, p. e].: ¢ — I, resultando
entonces, D =d (¢ — 1)+ R=de—d + R.—Vamos 4 de-
mostrar que R = d.—Tendremos: d¢ —d+ R=dc +r,® §
de+R=dc+d+r,6R=d+ r; luego, segiin sea r = o, asi
serd R = d, que es lo que queriamos demostrar.

Cuando la segunda cifra del divisor exceda 4 3, se puede ver
(aunque no hemos estudiado todavia las variaciones del cociente
por las del dividendo y divisor), que es verdad lo que el texto
dice. — En efecto: si queremos dividir, p. €j., 3314, por 492, te-
nemos que dividir las 33 centenas del dividendo, por las 4 cen-
tenas del divisor, para obtener una cifra igual 6 mayor que la

(1) Por ser ambos miembros iguales & D.
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verdadera del cociente; es decir, que 33 centenas: 4 centenns = c;
pero como el divisor 492 se aproxima mds 4 5 centenas que 4 4,
no cabe duda, que si dividimos 33 centenas, por 5 centenas,
obtendremos en general, una cifra més aproximada 4 la verda-
dera que antes.—Decimos ¢n general, porque aunque el divisor
es ahora mayor que antes, puede ocurrir que el cociente no varie,
(nos referimos al cociente entero, tnico que por shora conoce-
mos), y puede también ocurrir, por ser el nuevo divisor parcial
mayor que el total, que la cifra obtenida sea menor que la ver-
dadera; es decir, que 33 cenfenas: 5 centenas = 33: 5, puede ser
ahora % ¢; pero como decimos anteriormente, en general, sers
mas aproximada & la verdadera que antes; es decir, que no di-
ferird mucho de ésta.

Ahora bien: el aumento de una unidad que se hace también
en el texto al dividendo parcial, con lo que resulta 34 :5, no hace
variar las deducciones hechas por el aumento de la unidad al
divisor; pues es facil ver, que solo compensa en parte el indicado
aumento del divisor.

En efecto: el aumento de una unidad al dividendo, solo puede
hacer aumentar el cociente en otra unidad, cuando & aquél le
falta una unidad, precisamente, para contener al divisor una vesz
més; mientras que el aumento de una unidad al divisor, puede
hacer disminuir ¢l cociente en muchas unidades, como se ve por
ejemplo, en 90.000 : 2 = 45.000, y 90.000 : 3 = 30,000, cuya
disminucién es de 15.000 unidades.

Luego subsisten las deducciones anteriores, y es, por tanto,
cierto cuanto dice el texto.—Se ve, precisamente, en el ejemplo
propuesto, comprobado lo que decimos; pues al dividir 33 por 4,
la cifra obtenida es 8, y la verdadera del cociente de 3314 : 492,
es 6; mientras que dividiendo 34 por 5, después de hacer los
incrementos que indica la Aritmética, se obtiene la cifra 6, evi-
tindose los tanteos de las cifras 8 y 7.—
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Lo que el texto dice al tratar del procedimiento abreviado
para comprobar la cifra del cociente, de que se tiene la cifra ver-
dadera, cuando algin resto llegue d ser igual ¢ mayor que la
cifra que se comprueba, es cierto, cuando la cifra comprobada es
la mayor posible, condicién que no debemos olvidar; pues claro
€8, que otra menor que la verdadera, nos daria, con mayor razén,
un resto igual 6 mayor que ella, y sin embirgo no seria la ver
dadera cifra del cociente.

Pizarra del 3. caso.

Sigase la explicacién del texto.
7940649 | 829 829 x SMW=7940.— 829 x 8000=7240000,

= 1899 x § 79 49=T94064
6632000 | 8734 y 8§29 x h(ll(? < 72400004+ 649=7240649.
"('IIN('—}(-]- Luego, ¢ = 8000, 329 x 9% > 7240, —
.;H;_l.‘;fl(")' 829 x 9000 > 7240000, por lo menos en
98349 un m_ii]:_u‘; y, por lo tanto, 829 x 9000 >
94870 | 7240000 + 649 = 7240649. — Luego,
o e € 9000.— Deduceidn.
o4 U
3316
163 | 7240649 | 829
P 6086 | 8734
Simplificacidn ; 9834 Regla.
3479
163

Para probar que cada dividendo parcial, es menor que diez
veces el divisor, obsérvese, que r < d; luego, r. 10 < d. 10, por
lo menos en una decena; y, por lo tanto, siendo u < 10, serd:
r.10+u <d. 10, y r. 10 i u=dividendo parcial.

(1) Por ser 8 ]a cifra del cociente de dividir 7240 por 829, seglin suponemos.
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Dependencia miitua de los términos de la divisidn, del cociente
y del resto. —Si nos referimos 4 una divisién efectuada, 7|,
pudemos ya concretar mds las variaciones del cociente, por au-
mento ¢ disminucidn del dividendo y divisor,—En efecto: 1.°
Cuando /) aumente, por lo menos, en las unidades que 4 7 le
faltan para valer d, el cociente aumenta seguramente, permane-
ciendo constante el divisor; pero si aumenta ) en menos de
d—r, no varia ¢.—2.° Si D disminuye en in nimero de unidades
mayor que 7, ¢, disminuye seguramente, permaneciendo constante
el divisor; pero si O disminuye en un nimero igual 6 menor
que r, entonces, ¢, no varia. —3.° Si d aumenta en n unidades,
permaneciendo constante [), para que ¢ no varie, ser preciso
poder hacer esas n partes mids, iguales 4 ¢, del resto r; es decir,
serd preciso que r=n.c; pero si r < n. ¢, entonces, ¢, disminuye,
—4.% Si d disminuye en n unidades, para que ¢ no varie, siendo
D constante, serd preciso que las n partes menos, iguales 4 ¢,
que ahora se hacen, sumadas con 7, no lleguen 4 contener una
vez mas al nuevo divisor d — n; es decir, que n.c +r < d —n;
pero si n,c+r=d — n, el cociente aumenta.

==

— DIVISION —

Pizarra del 2.° caso. (1)

7596 : 829, — 7596 < 829.10=8290. - ¢ < 10.—
7596=829. c+r=(800 +20+9). c+r=800. ¢+ 20.c+9 c+r.
20. e+9. e+r € 100.—75 centenas=S8, ¢, centenas] 75 centenas =
20.¢+9.¢+r=100.—75 id. >8.¢, {d.
75=8.cy 75:85c.—
- v | £
15961829 7596|829

746119 Simplificacidn: 155';)— - Regla.

3.¢ centenas, 6

135
D=d.c+r. eSS nias —.
Dod(c—1)+Rade a+R{-¢—d+tR=dec+r
dc+R=d.e+td+r., R=d+r., r=o. R=d.—

314 : 492, — 33 :4=c. 3&5<¢—3y5%a—

7667 | 874 7267 1874
= 63 > 46;¢< 9, =28,
46 |9 8 !8

(1) Ponemos la pizarra en esta forma para que pueda ¢l alumno tenerla & la vista al estudiar
la explicacién que le antecede.
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Divigibilidad de los niimeros
PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Nimeros congruentes.— Consecuencias

L.*  Dos nimeros iguales, son congruentes con relacion d cual-
quier modulo; porque dos niimeros iguales son un solo ni-
mero, y al dividirlos por otro cualquiera, dan siempre el
mismo resto.

Reciproca.— St dos nitmeros son congruentes con relacion d
cualquier midulo son iguales,
En efecto: si a = b (médulo cualquiera), serd también, a = b

(mod. a); y como el resto de a: a, es 0; el de b: a, serd o, tam-

bién; 6 lo que es lo mismo, b = 4, y por tanto, b 4= a, (léase b no

puede ser < que a).—Por idénticas consideraciones: a = b
b+ a

(mod. b); a = b, y a < b; luego si o serd, a = bj; segin
a 4 b \

desedbamos demostrar.

2" a = m; luego, el resto de @ ¢.n respecto 4 m, ‘es 0; y como

el de o, es también o, serd: a = o (mod. m). —
Reciproca: a = o (mod. m).—El resto de o con respecto 4 m,
es 0; luego el de a, serd o también; y por lo tanto a = m.—
3. 3' Ly } Restos de @ y & con respecto 4 m, iguales 4 o

luego, a ="b (mod. m).—

La reciproca no es cierta, porque dos niimeros pueden ser
congruentes, sin necesidad de ser miltip'os del médulo.—

D|d | AT .

4° -y il5-; luego D =r (mod d).—No es cierta para el
resto por exceso, 4 menos que sea igual al rest . por defecto; pues
tle— ¥ L|5—; 817 no esigual & r’; D, no serd congruente con r’
s ¥ wl5—; s r nc gual 4 r’; D, no serd congrue

(mod. d).




=t

Principios fundamentales de las congruencias
Teorema 111,
a >» b e 11] : s ; \ 3 1
S 3 + ; f‘d-} a - a 'i‘“l:h 4 b + b 4+ m
S1{a < b “ - m =b') 2 } x L e
3 m - )4+ b 4+ D 4+m™e
V' b )t = + m \ =
segun sea mayor el m del primer miembro, & el del tltimo,
sera:
(A48’ +2" +m—m=b+b £b;” ai 2’ La”+ p W=
— h -+ lJt —+ 1)”
{ "’] L } :"\L’gl:lll
a4+a +a '_b—i‘ +b” +m—m; a4a’ 4 a’= \
_}’ -+ l) -+ il 1]
i 1 ¥
el corolario del renremu IT, en ambos casos resulta, a + a' 4+ a

= b 2 l] + IJ (!}'I(Hl III)

H —b ) % : . T
Si{a’ ( }) Yot oh 1'- mhetlh 3 ?:i '+:l _l' a —|— m=Db4+b +b 3 Y
J T s llj '__ L) A+ a' 44" =b 4 b+ b’ (mod m).
Corolario 2.°. —
a = b (mod m) ) :
arte = : a - — l :"1"1 L E—
I”i & ; m=0 (mml m) : -I_ = . ('m ; m)
=l oI\ mod I'U) . :
O a \ d =1 ( od b
J t mp=mq (mod m) Sy e (m )

Teorema 1IV.
S fa > b jfl_ia m |a (a' 4+ m)=(b 4 m). | a' fa.m=
: '1 < ]J‘ ""l m |: ‘ == ii, II‘ }) .“ s 2. _=| | m = h 1’} T nl],

y segun sea el » del primer llllt-‘lllhll- mayor ¢ menor que el del
segundo, serd:

(1) La sumeg 6 diferencia de miltiplos de m, es otro multi plo de m; puessia=mpyb

=1m. q
a + t!—m]:— []lq_lll\l)+q]=m.



= 1b
.24 m—m=b.bjaa" 4 n—>b V 2
‘ s ya.a' =b. b
{ A

i : : ; ; y mod m),
a.a =h.b + m mj;a.2' = b, b + m ( )

gi)® <b Q:l + m=blaa LA mia ot e =bbp
ol y y . ’ ) . ' ) )
o’ < W )a’' 4+ m=b)a.a’+m=h.b, ya.a' =h. b’ (mod m).

Teoremas relativos 4 los restos.

Teo ema II.— El enunciado de este teorema, podria ser:
La condicion necesaria y suficiente para gue una diferencia sea
milltiplo de un mimero, es que el minuendo y el substraendo sean
congruentes con respecto d dicho nimero, y entonces, fundados

en el teorema I, se deduce, que si a — b — m, es necesario que
a=D>b (mod m); y fundédndonos en el teorema I, se ve que dicha
condicidn, es también suficiente; pues si a = b (mod m), sers,
a—b= 1f1.

Corolario 2° ) [<;r = D —d.c;; °, s F'=d(e+1) = D,
1.° SiD = myd=m,también dc — m; luego, D — d.c =
=T =m. —
2° 81D =m yd = m, también d (c + 1) = m; luego,
d,fct D) —D=v = m,—

(_'Al’{.-\(""l'HllI'}ﬂ GENERALES DE DIVISIBILIDAD

Forma de un nidmero cualquiera, — N =

...... pgstu =

...... pooootqooo+soottotu=......... Po10s & g. 10 -
+8. 10+t 10+ o,
p.10*=m =+ p. d(N SR e L pgstu =m + (utt.ats b
q.10° = +q.c i B g 5 e A S svosl)s
8. 102=p + 5. 1*\1\' utt.ats.btq.etp.dt.... (mod m).
t. 10 = +t. a

P u |

Condicidn qgeneral de divisibilidad.—ua—+t, a 54 I im0
prdisieaciegg

seeses — 1.




A
Hemos dicho, que 10™ = 1 #r, segtin r sea el resto por de-
fecto 6 por exceso; luego, en a. 10® =y +a. r, es también + 6 -,
segiin r sea por defecto 6 por exceso, y otro tanto ocurrird en la
igualdad anterior que nos expresa la condicién gencral de divisi-
bilidad; por lo tanto, si agrupamos todos los productos corres-
pondientes 4 los restos por defecto, y llamamos M 4 su suma, y
hacemos lo mismo con los correspondientes 4 los restos por ex-
ceso, representando por S la suya, la igualdad anterior se trans-
formard en M — S = », de la cual se deduce la regla del texto.
Puede suceder, en la practica, que M sea menor que S.—En
tal caso, como N=M — 8 (mod m), y sabemos que una con-
gruencia no se altera aumentando uno de sus miembros en un
multiplo cualquiera del modulo, se aumentara la primera suma
M en el miltiplo del médulo que sea indispensable para poder
efectuar la resta; pucs serd: N = (M — S) + (mod m), 6
N=(M+m) — S(mod m) que nos demuestra lo dicho.

La condicién de divisibilidad, puede simplificarse, como dice
la Aritmética, agrupando los productos que procedan de las uni-
dades congruentes de diversos Grdenes; pues s1 hacemos N=,..
veesee @ gb'bE £a’a y Namamos r, (1) 1, ry, v, 4 los restos de
las unidades de 1.% 2.°, 3.° y 4.° orden, respectivamente, con re-
lacién al médulo m, suponiendo que estos mismos restos se re-
piten, en el mismo orden, para las demés uni lades, y que r y r,,
son por defecto, y ' y ," son por exceso, la mencionada con-
dicion seriaza.r —a' v’ +fr; —f'r’+b.r—b'r + g.r,
g1 Foininne =(a. v+ L5 +hr+ 1 T SISOR e TS,
(GBS0 A0 N e e 5 A T S [(a*b+ m)r
F gt aaan Dr ] — [+ + ).+ (A i SO
weeses)s iy’ ] =

Aplicaciones.—Mddulo 2.—Restos de las unidades de los di-
versos Ordenes con respecto al médulo 2: 1, 0, & N e
N=..es ¢ d u.—Condicién de divisibilidad: u. 1 + d. o+ ¢. 0 +

o sess = W= Ds/due o8 comprueba la regla del texto.

(1) r=1, por ser el resto de la unidad simple o de primer orden.
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Modulo 3.—Restos: 1,1, 1, ......... A3 cdu.

Condicién: u. 1 +d. 1+ ¢c.1 + ......... =ut+td+ec+...
...... =3. Regla.

Médulo 4.  Restos: 1,2, 0,0 ......... &SN cdu.

Condicién: u. 1 +d. 2 +ec.0+.........=u + 2d=4.— Regla.

Médulo 5.—Restos: 1, 0, 0 ......... e AT cd u.

Condicién: u. 1+ d.0o + c.o + ......... = u =5.—Regla.

Mbdulo 6. —Restos: 1, 4, 4, ......... o Nzt cdu.

Condicién: u.1+d. 4 +c. 4 + ......... =u+4(d+c+ ...
...... ) = 6. Regla.

Mddulo.?. Restos:1,3,2, 1, - 3,—2,1,8,2, —1, — 3,
Tt R « N——cid,u,c;dyuyeqdsu;c,dyu,. ~De

este modo, las letras son las iniciales de las unidades que repre-
sentan dentro de cada grupo, el cual viene indicado por el sub-
icdice correspondiente: notacién que facilita mucho la deduecién
de la regla.

Condicién: u;. 1 +d,;. 3+¢. 2 —u,1—d,.8 — ¢, 2+ u,. 1
T d8be, ¥ —n, 1 —d, 3 e 2=(up1+d,.3+c;2
Fupl+ded+e,2)—(u, L+d; 3+c,.2+4u,.1 + @8
te . 2)=[(u,+uy)+3(d, +dy) +2(c, + cg)] — [(us+u,)
+3(dy+d,) + 2 (e, + c)] =7: deduccion de la regla, — Si
consideramos 4 N=e¢,d,u,e;d;uzc,dyn,e,d, u,=c,d,u,.10°
tesdyu. 108 + ¢, dyug 10%+ ¢, d, u,, aplicindole la forma
de un niimero cualquiera, y teniendo en cuenta que los restos de
las unidades de 1.°) 4.°, 7.° y 10.° orden, con respecto al mé-
dulo 7, son: 1, — 1,1, — 1; resultar4:
cyd u, l()":f—c!d{u1 N=17+ (eydyu, —eydyu, +c,
c;d ug 106 =7 + ¢, dyuy [ dyu;—ec,d,u,)y
eydyn,, 10°=7 -c,d,u, | N=c;d,u;, —e¢;d,un, + Cydatty
c,d,u, = c;d;u, —cyd,u, (mod 7).

Luego, la condicién de divisibilidad, serd: ¢;d, u, — ¢,d, U,
+cgd;u, —c,du, = 7, 6 (c;d,u, +e;d;zu,) (cadyuy +
c,dyu,)="7: deduccion de otra nueva regla.—Como al hacer
uso de esta regla, la diferencia obtenida puede tener varias cifras,
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&1 no se ve facilmente, si es 6 no miiltiplo de 7, se le npluﬂ la
reg'a inlmm a sl niimero que expresa dicha diferencia

Mddulo 8. Restos: 1, 2, 4, 0, ........... o
med a,

Condicién: u.1+ d.2+¢.4+m.0 + - — =

2d +4.c=8. — Regla.

Médulo 9.  Restos: 1, 1, ......... s N = ¢ d u.

Condicién: u.1+d. 14+c.1 +........ mudebd ot e =
— 9.—Regla

Mddulo I(L——l’u%i'n)v L0, D cisenane —N=...... cedu.

Condicién: u. 14+ d.o+c.0+ ......... =u=10. — Regla.

Mdlulo 11. -—Ru-,tm 1,=1,1, - Ljeeeesc -—N=......medu,

Condicidn: u: 1l —d. 1 +e. 1 —m. 1 + .. oo —u—d
FC=— M F veerenons =(u+ec+ covines) — (d4+m+ ..., )=

=1].— I'{t;'.glﬁ ;

Observacidn. —Téngase en cuenta que la regla general dedu-
cida de la condicién de divisibilidad, es aplicable 4 todos los mé-
dulos; luego, para los estudiados anteriormente, conocemos dos
1'0(r11- para cada uno; y tres, para el 7.—



i

Maximo comun divisor
Investigacion del mdazimo comiin divisor de dos nitmeros

Para comprobar, que cuando algiin resto por defecto es
mayor que la mitad del divisor, utilizando el resto por exceso
correspondiente, se simplifica el procedimiento, vamos & de-

mostrar, que cada vez que esto hagamos, economizaremos una
divisién.

Q (Q.l|(j\!:':![.‘2 Ty
A B R iR,‘R: wesene | Sea R > %B, IUPg‘U’ C 121,5_ R;:B—R-—

R {.L!R.;];}.ﬁ; 3 —R + R, tB =Ry Q + Ry + R, =

Ipeitd ] \R=R,; Q; +R,! R, (Q: + 1) + Ry.- |
Luego, haciendo de nuevo las divisiones utilizando el resto
por exceso R, en vez de R, por ser este mayor que -2, ten-
dremos:

Q0. + 10,

B .
A B R, Rs ..... y seveen el cuadro anterior,
R R. R, que hemos llegado 4 la divi-
R,=B —RI si6n de R, por Ry, lo mismo

que antes, habiendo economizado la divisién de B, por R, segtin
queriamos demostror.

Podria demostrarse esto mismo, por medio de las propiedades
de niimeros congruentes; pero preferimos hacerlo asi, porque se
obtiene al mismo tiempo, el valor del cociente de B por R, que
es, precisamente, Q, + 1.—

Propiedades del mdzimo comin divisor de dos n Umeros
Teorema II.—Corolario.—
‘A:(_T=A" )
A By=(. (! =0C:C=1:1lnec i | 50N primos,
D(A,B)=C;D(A:C,B:0)=C:( 1;luego i} C_B,1 Gt
Reciprocamente: D (A :C, B:C)=1.—D (A, B)=1.C=C.—




Teorema III.—Corolario.

Sean A y B los dos ntimeros, y C, un factor de B, primo
con A,—
2D AT BY=1 (A, B’ i
'2.° D (A, B) =D (A, B. ).
Observemos, ante todo, que por ser A y U, primos entre si,
todo niimero n que divida 4 A, tiene que ser primo con C; pues

B: C=B'.—Vamos 4 demostrar:

si n y O, tuviesen un factor comiin P, por ser n =p y A =
= n==p, A y C no serian primos.—Pizarra: A = 5 ; n, primo
con C. [P | A = = p.; Ay C, no serfan primos.

n—p .

Sabido esto, diremos:

1.° Todo divisor de A y B, lo seré de A y B’ C = B; pero,
por dividir 4 A, tiene que ser primo con C, y como divide al pro-
ducto B’. C, dividiré forzosamente 4 B’; luego, todo divisor de
AyB,loesde A y B'.—

Reciprocamente: Todo divisor de A y B, lo serd de A y
B'. C=B.—Vemos, pues, que A y B, y A y B’, tienen los mismos
divisores comunes; luego, tendrén el mismo méximo comtin di-
visor, que es lo que queriamos demostrar.

. A IA A e 3 -~ y f
Pizarra: BB C‘ B D (A, B) = DX B —

2.° T()dn f]i\’i'il'!l' de A ¥y B lo sera de A ¥y B ( B
reciprocamente: todo divisor de A y B C, por ser divisor de r\
serd primo con C; y por dividir 4 B. C, y ser primo con C, <11—
vidird 4 B; luego, Ay B,y Ay B.C, t1enen los mismos divisores;

y por lo tanto, D (A, l" =D (A, B. C).—
Pizarra: 2 CiD(A B) =D (A, B. C)—
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— MAXIMO COMON DIVISOR DE VARIOS NUMEROS —
Teoremas relativos al mdaimo comin divisor de varios niimeros.

Teorema 11.—Corolario.—

A:E=
B:E
l0: E=C")
Reciproca: D (A:E, B:E, C:E)=1.—D (A, B,C)=1.E=E.—

D(A,B,C)=E.—D(A:E, B:E, C:E)= \

—= I': . I) —_ ]; ;H".{-J.\“\

Imn primos
Wi — |> ! .
|\ entre si.
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Minimo ecomin miltiplo
— MiniM0 coMUN MOULTIPLO DE DOS NUMEROS —
Principios relativos al minimo comin miultiplo de dos nidmeros

Teorema I.—Sean A y B dos nimeros, y D, su méximo
comin divisor.—Llamemos A’ y B’ 4 los cocientes, primos entre
sty de dividir A y B per D, y serén: A =D. Ay B=D.B.—

Designemos ahora por M un mitltiplo cualquiera de A y B;
resultando, segin se ve en la pizarra, que M:D = A’ E, y
M:D=7, y de aqui se deduce que A’, E=B’; pero como B’
es primo con A’ y divide al producto A’ E, tendrd que dividir
4 B; luego E=B'=B. I’; cuyo valor, sustituido en la ignaldad
M=D. A’. E, nos hace ver que M es maltiplo de D. A", B'.—
Deducimos, pues, que si fodo maltiplo, M, de A y B, lo es de
D. A’. B, el minimo comiin miiltiplo de A y B, tendrd que ser,
también, multiplo de D. A’, B/, ¥, por consiguiente, no puede ser
menor que D. A’. B, —

Ahora bien: como D. A’. B’, es un miltiplo de A y B, seg(in
vemos en la pizarra, se deduce, que el minimo comiin miultiplo
de Ay B, no puede ser mayor que D. A’. B, porque sino no
seria el menor miiltiplo de dichos niimeros.

Luego, si no puede ser menor ni mayor que D. A'. B', seré:
M- (A, B) = D. A’ B y siguiendo el célculo, se Ilega 4
M (A, B) = (A. B) : D, que es lo que querfamos demostrar.

.. . 2o{ D (A, B)y=D.— M (A, B) x D (A, B) =
Corolario 14| ((A,B)L(A. B): D % i(A. %%):D Sary B.

Corolario 2.°—Segiin hemos visto en el teorema, todo miil-
tiplo M, de A y B, loes de D. A’. B'; y como el M (A, B) =
D. A’. B’, queda demostrado este corolario,

Corolario 3.°—D (A, B)=1.—M (A, B) = (A.B):1=A.B.—
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Teorema I1.—A¥multiplicar A y B, por n, su mdximo comtin
divisor D, vendrd multiplicado por n; luego, el M (A. n, B. n)
serd igual & A. n (B. n:D. n); pero D. n divide 4 B. n, por ser
el miximo comin divisor de A.n y B. n, y siendo exacto el co-
ciente de B.n: D). n, no alterard en nada esta divisién al dividir
sus dos términos por n; pues aunque el resto sabemos que queda
dividido por dicho niimero n, como era cero, cero seguird siendo;
y quedard, M (A.n, B.n)=A.n (B:D), y reemplazando ahora
los factores A y (B: D), por su producto efectuado, obtenemos,
[A.(B:D)]. n; que es el M (A, B), multiplicado por », segiin
desedbamos probar.

Corolario. (Véase la pizarra).—Al dividir A y B por n, su
méximo comin divisor D, vendra dividido por »; luego, el
M (A:n,B:n)=A:n. (B:n:D:n); pero D:n, divide 4 B:n
por ser el méximo comiin divisor de A:n y B:n y siendo exacto
el cociente; (B:n):( L):n), podemos multiplicar sus dos términos
por 7, sin que dicha divisién sufra alteracidn; pues aunque el
resto quedaria multiplicado por n, como es cero, seguira siendo
cero; luego, M (A:n, B:n)=A:n. (B: D).—Recordando ahor:
que dividir el factor A por n, equivale 4 dividir el producto
[A. (B:D)] por dicho niimero, y que M (A, B) = A. (B: D),
queda demostrado el corolario.

Teorema I11.—Siguiendo el cdlculo de la pizarra, se ve que,
efectivamente, los cocientes de dividir el minimo comiin miltiplo
de dos niimeros por cada uno de ellos, son los mismos, aunque
en orden inverso, que los que resultan de dividir dichos niimeros
por su maximo comtin divisor, segiin indica el texto, y estos ya
sabemos que son primos entre gi.- —

Reciprocamente.— Aunque la Aritmética no menciona la re-
ciproca de este teorema, como la estudia en el teorema andlogo
del minimo comtin miltiplo de varios niimeros, nos decidimos 4
poneria en estos apuntes, sirviendo su explicacién para la reci-
proca del teorema II1, de los referentes al minimo comiin mil-
tiplo de varios niimeros,—
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Su enunciado, seria: Si un nimero es divisible por otros dos,

y los cocientes son primos entre si,-dicho, nimero es su minimo
comun multiplo.—

Sigase el caleulo de la pizarra, en la cual se ve, que de su-

poner no sea M, el minimo comin miltiplo, v que lo sea otro

nimero N, por ser M miltiplo de A y B, lo seria de N; resul-

- & 2 " 1 . ¢
tanao entonces que ;\E Y Tilah tendran un [‘_-;.-1-::' comun p; pero
COmo san i-rimrm entre 81, tiene que ser p = 1: v por lo tanto

1 I o L !

M=N=M (A, B).—
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— MinivMo coMUN MULTIPLO DE VARIOS NUMEROS —
Teoremas relativos al minimo comin multiplo de varios nimeros.

Teorema 1lI.—Reciproca.- —Se demuestra del mismo modo
que la reciproca del teorema III del minimo comin multiplo de
dos nimeros, estudiada ya en estos apuntes, sin mas que ampliar
el cdleulo 4 tres 6 més nimeros.

Przarra:

\7\1 :\J
M,{M: l::l,Dl\B(j—_l
M:c= ¢,

K\J A=A =N.p:A=(N:A).p=
(M: l‘-—])& =N. p: B= f\ ]1) —p
M:C=C,=N.p:(=(N:C) I’—Ps

M(A,B,C)=N.-
M=N-=N. p)

}} 1 “=1\1'=N

— 9

A

Minimo comun miultiplo de dos nimeros

Pizarra del teorema [.—

A | : I A:D=A'"—A=D. A’ ! M=A=D A'"—=D, A’ ['-li
B!  IB:D=B.-B=D.B.-IM—B—=D l.s.——i-'!
5;\1: I A 1,
IM:D =B’ {2
E:I‘;"_—“?. E' == AT T %_ . K1Y 1 P2
M=D. A E _(M=D.A’B’E'=D.A". B'-M(A,B) JID.A’B

e ['“]“‘_”\1(\ B)» D. A" B’ )
s ) s = DAY SO o i '

(D.A'B'=D B’-8) :

M ( \ B)=D. A" B = (il A B, I')) D= (\ H} D: como

se queria demostrar,—

En la practica: M (A, B)=(A. B):D=A. (B:D)=(A:D). B.—

.E=B.—

Pizarra del teorema LI y su corolario.—

D(A B)=D.—M (A,B)=(A.B):D=A. (B:D).—

Teorema I1.—D (A.n, B.n)=D.n.—

M (A n,B.n)=A.n.(B.n:D.n)=A.n. =[Al(B: D)].n.

Corolario—D (A:n,B:n)=D:n. —

M (A:n, B:n)=A:n(Bin: H n)=A:n (B:D)=[A.(B:D)]:n.
= : : fA: ]} A’
Teorema I11.—D (A, B)=D, B. DB *A y B’, primos entre si.
M (A, B)=A.(B:D)=A.B".- M(A, l’ﬂ =B.—|B’y A’ primos
M U\,Bj (A:D). B=A’.B.—M (A, B):B=A’.—) entre si.

(M:A=A\)
1\1 B=B,f
M(A,B)=N.- M-r.s=A.__l\.l'r:;\=[1"’:Aj.p_—!'.“)=I”M:N_'l__,f\{__
M=N=N. p{M:B=B,=N.p:B=(N:B).p=p}M (A, B) = M.—

].".a.w!f,n?'m-a Ay B, |Jriln=._:s entre &l.

(1) Léase: no puede ser menor.—(2) Mo puede ser mayor.
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Numeros primos

Princirios FUNDAMENTALES Y DETERMINAGION DE ESTOS

NUMEROS

Formacion de una tabla de niimeros primos.

Teorema I1.—2,3,5,7,11,13, ....... Dt Grtmsiae N
N < g'=q.q— q=N";q.N"=N"N"-N<q.q; N"<q. e
N=N"-N">p.-N'=q. N =

N:N’=N"-N=N". N".-{q<N’;q.N"<N.N"=N <:|.f.|;1\""<!.|‘—\
=N".—N”, primo; N" = p. —N”’=7 =p. - N=N"= 5 —

L> ¢, es el mimero primo inmediatamente superior d p, por
que de no ser primo, tendria que tener un divisor primo, menor,
igual 6 mayor que p: pero, menor 6 igual, no puede ser, porque
entonces ¢ estaria tachado, y mayor, tampoco, porque entre p y ¢
no hay ninglin niimero primo; luego, si no puede tener ningiin
divisor primo, ¢ es primo,

2.5 Todo mimero N, sin tachar, inferior d ¢*, serd niimero

primo.—En efecto, si N no fuese primo, admitiria un divisor
primo N’, que tendria que ser mayor que p, porque sino, N, es-
tarfa tachado; luego N’ = q; pero si esto fuera posible, como
segiin se ve en el cdlculo anterior, ya sea q = N’ ¢ gi==N
siempre resulta N << q, y N es divisible por N”, resultarfa:
que si N era primo, como es menor que ¢, seria =< p, y N de-
beria estar tachado; y si N’ no fuese primo, admitirta un divisor
primo, 7, que con mayor razén serfa = p, y por ser N miiltiplo
de n, también deberia estar tachado,.—
Vemos, pues, que de poder admitir N, un divisor primo,
N’ > p, resulta que N deberia estar tachado, contra lo que se
Supone; y como tampoco puede admitirlo igual 4 p ni menor
que p, porque sino también estaria tachado, seglin decimos antes;
se deduce, que N no puede tener ningtin divisor primo; luego,
N es primo,—
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Corolario.—Sea, 2, 3, 5, ......... p, q, la serie de los niimeros
primos hasta g.—Supongames que p* < N < ¢, y que N no es
divisible por ninguno de los nlimeros primos hasta p, inclusive;
y vamos & demostrar, que N es primo.—En efecto: si no es N
divisible por ninguno de los nimeros primos hasta p, al tachar
los miitiplos de dichos niimeros primog, quedard sin tachar, y
serd un numero sin tachar inferior 4 q°, que, segiin el teorema,
es primo,

Observacién.—Si haciendo uso del corolario anterior, que
remos averiguar si un nimero N, es primo, lo dividiremos por
los niimeros primos, 2, 8, 5, 7, ......... ; ¥ &l llegamos 4 dividirlo
por uno cuya segunda potencia sea mayor que él, sin haber sido
divisible por ninguno de los anteriores, ya sabemos que dicho
numero N, es primo,—

Escolio.—Conoceremos que llegamos & dividir el niimero N,
por un nimero primo cuya segunda potencia es mayor que €',
cuando el cociente de la divisién sea menor que el divisor; pues
entonces, el dividendo, serd menor que el cuadrado del divisor,
segiin se demuestra 4 continnacién.

D |d jd=c+lL—d'=d.(c+1) > D ‘ Ay

e [ »C <d [i>etl 5 g (c+1) > D! ; puesto que, por ser
(c+1) el cociente por exceso, serd d. (¢ + 1) > D; luego, resulta,
que si ¢ < d, d* » D, segiin queriamos demostrar,



Aplicaciones de los nimeros primos
DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS
Posibilidad de efectuaria.

Teorema.-N :a=N".-N =a. N’ N = a. b. N".—
N':b=N"”.—N' ‘. N AN"?:e=N" —N"=e, N
= boe. N e N NESINE SNy o e I
Estos numeros N’ N” N'... son niimeros enteros compren-
didos entre N y la unidad; luego, su mimero es limitado y tiene
que tener fin esa serie de divisores de N; pero como no puede
tener fin hasta llegar & un cociente primo, es evidente que llega-
remos 4 dichoe cociente primo.

Invistigacion de los tactores primos de un nimero.— Teoremu.
Es frecuente ver parado 4 un alumno & quien se le dice que de-
muestre este teorem= para cuat ido los factores fienen exponen-

N=a* b e d.£

i ; v ésta, como otras muchas pegas,
N=a%bh 5 = I L

tes: p. ej.:

nacen de no fijarse en lo dicho en el texto, pues bien clara-
mente dice que las letras de los segundos miembros repregentan
factores primos iguales ¢ desiguales. Luego, no hay maés que
2. (N=a.a bbb e df .
escribirz 7T " T T v repetir shora el razona
IN=ga". a’. a". b . ¢')? ¢ L
AN=H, . 8.0 8,C])

miento de la Aritmética.
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Fracciones
PROPIEDADES DE LAS FRACCIONES ORDINARIAS

Stmplificacion de fraceiones.

Corolario 1.°—Si se multipli-
can los dos términos de una fraceién irreducible por la serie na-
tural de los niimeros, no cabe duda que lus fracciones obtenidas
A 4a

b T

pero hay que demostrar que éstas son tod s sus fraceiones equi-

L
(J%

. . d
son equivalentes 4 la propuesta; pues: a5 8
) 40D o

valentes; para lo cual basta con recordar el teorema que dice que

: a . . : ’ i ;
siendo ; irreducible, cualquiera otra fraccidn que le sea igual,
: !

tendrd sus términos equimultiplos de a y b; es decir, que serdn
el resultado de multiplicar a y b por un mismo niimero; luego
tiene que ser una de las asi obtenidas.

Corolario 2.°—Sean, !:: |: dos fracciones irreducibles igua-

les, y vamos 4 demostrar que son idénticas. Segiin el teorema,

a

. 3 ) im=—ap
por ser — irreducible, tendrdn que ser ] }
0

» Pero por ser
n=hp)’ £ I

m s : : : ,

— también irreducible, m y n ser&n primos entre si; luego el fac-
n J 2

tor comiin p de dichos mimeros serd la unidad, y resultard:

m=—ayn=>, seglin queriamos demostrar,

D ol A { . [ ety . e ’
Reduccidn de fracciones al minimo denominador comin.

A aqyaa

B b ’ b m ’ m=»)

3, el e ¢ .

D - 4 =-— m =d  Menor valor de m = M (b, d, f).—
@

m=f

—
o o
| —
e, B
sl



Y [
A (' E

= — — 1 v las reducimos 4
3 1) I ¥

Si tenemos varias fracciones

su mds simple expresidn; es decir, las hacemos irreducibles,
R et |

obtendremos las —, — ¥ —. Claro es, que si ahora suponemos
b d "~ F ;

estas fracciones irreducibles reducidas 4 un comtin denominador,
y Hamamos m al denominador comin de las nuevas fracciones,

3 ] 3

: e S HT TR e ke ,
iguales & las propuestas, — Y — como los términos de dstas,
m' m"° m

. . R 2 p a c e
tienen que ser equimiltiplos de los de las irreducibles 3T P
QJEST; SRS
m, tendra que ser miltiplo de b, d y I, luego el menor valor del
denominador comiin, serd, cuando m sea el M (b, d, £). -
Vemos, pues, que aplicando la regla del texto, se

obhtienen
fracciones equivalentes 4 las propuestas. nor multiplic
! v 1 I

ar los dos
términos de cada una por un mismo niimero, y cuyo denomi-
nudor comiin, es el minimo, por ser igual al minimo comtin mul-
tiplo de los denominadores.

iscolio.—Por lo que el escolio dice, se ve que & los denomi-
nadores de las fracciones son primos entre si dos 4 dos, el minimo
denominador comin, es ignal al que se obtiene multiplicando
los dos términos de cada fraccidn por los denominadores de |
demis, que es el producto de todos los denominadores; luego

este caso, 1o es posible hallur un denominador comiin menor

a8

, 8n
‘.IIH;‘,

el producto de los denominadores; y por eso dice el texto,

que,
generalmente es posible, ete.




con los nimeros fraccionarios
— ADICION

('

2 o+ et s ; pues es evidente, que a emé-

/

simas, més b emésimas, mas ¢ emésimas, es igual 4 (a + b + ¢)

emesimas

I,z_\ ::|".:~'::1=1 '.illli'i'--"r_" )8 en |: ‘llr'ﬁni‘]‘ CARD de la S!i\lwt.l‘:-u‘{_‘illilli

i m m

Adwwon de fracciones fi;'?-_!-'fff'-‘."'f-\'

: ' 3 y s
guenclas ae |-. SHMmMa de enteros, 2on {{!]l]l"}{h]{-;ﬂ

sSumar numero:

compuestos de entero v

fraceidn rerd: 1 4 ‘ L2 — . 1 ( 4 I_I ): ( :_}_il_ ' —
B L P22 —( )

LR & <{¥] au 4
N b=t 7 =1 _"_ T —

— BDUBSTRACCION —

Wicitas

Substraceion de fracciones .-".v-:-f

[odos los teoremas de substraceciones complexas y de suma y
resta combinadas, demostrados en enteros, Ell!f'l}z;:] demostrarse
para f:'::"t'-i'-f‘.f.-_':n ya sea ~5;-l'-‘.'."."l:'.1[Ili.‘ili.f:'.‘, del mismo modo QU alli se
)’}“',a"_ \ J.'\'In'~'-'--}“";iil'i{"i en E.iﬂiib ;_-_i_|r;_-; que '._‘.] I'E‘.'-IEH.:st-in :'ri?l:t"l'li"h".

.‘"i.]|i|'.|-’1lf-l con el %!li'-I'!‘z'a:-Tlfiia, nos da l:‘l lli:!ll‘:.ig‘!i_llf‘-,

Greneralizados. pues, lichc

B i".'."""i]l:l“'. ]lf" ]'.‘.i?‘;ii,".’ [{T]‘-’.:'. i."] eR-

t'ui!rr.'-._. que ‘:'].'.:-‘ que en una serie de sumis 1Y restas ,J-"’r'f'i.-’;r‘ reen -

J;"-fr'r_".':'x'.\'r" cualguier numero de 1erminos por el resultado de las
1

operaciones que indican, que se demostraria aqui de la misma
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manera que se hace en estos apuntes para numeros enteros, po
demos comprobar la regla del texto para restar niimeros com-
puestos de entero y fraccidn; pues seré:

—2 2 =(5+-1)—(2+2)=5+

3 (5—2) + (B—2) = (5—3)+(

-~
3|

—  Muontrericacién —
Definicion.—Debe fijarse mucho el alumno en que multiplicar

s 5 ] ’ . . )
an numero cualquiera por I , es, segun se indica, fomar las £

t.i q

pavtes de dicho nimero; pues de ello ha de hacer frecuentes apli-
caciones en razonamientos sucesivos.—

Vamos 4 ver, como, efectivamente, toda magnitud es igual 4
la unidad de su especie multiplicada por su medida, y recipro-
amente.— En efecto: Si la medida de una magnitud M, con

. ey - r - . 1 P o :

respecto 4 una cierta unidad U de su especie, es n 6 P quiere
4

decir esto, que M contiene n veces 4 la unidad U/, 6 que es igual

¢ ) . . » -

4 las partes de dicha unidad; y en ambos casos, serd M=TU. n,
q -

. T ) , " . -

6 M = U.P; puesel producto, M, es, en la primera, igual

4

» r - ) . r
a n veces U, y en la segunda, 4 las P partes de (/. —
q
= ; = . = ) y o
Reciprocamente: Si M=U .n, 6 M=1TU. P segun la defi-
q :

4sig F ) T : 7. v ]
nicién, M, contendrs n veces 4 U, 6 serd igual 4 las partes de

dicha unidad; luego segun lo dicho al definir la medida de una

. . ) ’ .
magnitud, n 6 £, serdn la medida de M, en cada uno de los
9

casos, tomando & U por unidad,—
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Producto de varios factores

Pura demostrar que el orden de los factores no altera el pro-
ducto, basta observar el cdleulo siguiente:

B oL oc i: a h._{_-_. d . :|_h.¢__ d l’ ;s_,_f'l_c,h_:
m n p m loone i, am L onicip s mapan |
T TS AR B

m p n 1 S pEeS

Multiplicacion de fracciones implicitas

Para generalizar los corolarios que en enteros hemos deducide
del teorema de quc el orden de los factores no altera el producto,
se razonard de la misma manera que se hizo alli: asi p. ej:

L LR o i ) (prt-==) ¥ como

(IJ) ‘\b b b b b b b A

para multiplicar productos de varios factores, seguin el corolario

que antecede 4 éste, se forma un producto con todos ellos, sers:
------ —-v|>+|_1-——- e e

(}i)p(:i q_ a a :I____ A A ;[_ _z(“)?’:_"l
b 'h)_b.h-h Th b b y )

Si los dos factores fuesen operaciones indicadas de sumas y
restas, se hallarian los productos de la misma manera que en
estos apuntes se hace en el escolio de la multiplicacidén de enteros
cuando los factores son implicitos; teniendo en cuenta que ya
hemos demostrado en el texto los casos de multiplicar una suma
6 diferencia por un niimero entero ¢ fraccionario.—

Generalizada, pues, la regla para multiplicar dos sumas, se
deduce la del texto para multiplicar dos niimeros compuestos de
entero y fraccidn, con solo observar, en el ejemplo correspon-
diente, que, 6 2 x4 2 = (6+ ) (4+2), y aplicarle ahora la

regla para multiplicar dos sumas.

(1) Como estos factores son nimeros enteros, podemos invertirlos




Fracciones de fraccion.
Para hallar la fraccién de la unidad equivalente 4 una frac-

= g 9 - oy i . )
ci6n de fraccidn & fraecidn miiltiple; p. ej: las Uid partes de

{
q b

1 :
observemos que tomar las I partes de un nimero cualquiera,
9

segiin lo dicho en la definicién de multiplicacién, es multiplicar

. ! p ) a a ) a.p
dicho niimero por ; luego las I do v o e SR
q = q b b q b.q
S m p i e p a
Si fuesen las de las -— de —, dirfamos: las — de — =
n q D q h
8 . D m D a m a.p a.p.m oy
B . v las do-Pde2o 0 a3, Lo ; deducien-
boug * n q b n b.gq b.q.n
dose la regla del texto.—
— Divisiéy —

Casos elementales de divi-ion

2.° Bigase la explicacidn del texto.

A= L A=0, B (l) . ]_) . m; puesto que multi-
n n n

I m s 5
plicar por —, es towar m veces la enésima parte de C; luego
n ¥

T ; 1
tomando la emésima parte en los dos miembros, A , —=(C . =
m n

1

pero evidentemente, C =(C A
n

). n; luego también serd, C =

1 n i :
A. ) .n = A . —, que nos comprueba la regla correspon-
m m

diente.—
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Division en forma implicita
Como el texto indica, todos los casos de esta clase de divi-

siones referentes 4 I}!'ilill]l_‘1!_1_‘~i ¥y |J|':i|'i[i'li;;gc. y las ['g-;_{] 8 para ‘li\l

dir una suma, una diferencia y una serie de sumas v restas por

un numero, se demuestran, teniendo en cuenta la definicién de
division ‘i'{liz'i en 1‘|‘.'t-."=."!='1.u_-.-¥‘ ::'.;-:a“-.i“.':lne.’-i:- que  eoclentes (\‘-’Ii'l-ili-
los liinlicados » los divisores respectivos. reproducen los
05, muitiplicados por o8 dlVISOres Ie spectivos, reproducen o8
dividendos.
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Fracciones complexas
Eaxtension de la notacidn fraceionaria

Sigase la explicacién del texto.

2
m : Azt Lckeds
m:in=——A=1+2 yB=2_2 _ A.B=2_ 2 De-
n - 5 . 3
finicion de fraceidn complexa,
] 5
L e e e e e | S
B o9_3 7 1'% =@ =7 que nos hace ver que toda
9 =2 e ] 2 y
) § &

. smblexa s ranst 2 3 = P
fraccién complexa se transforma, como indica el texto, en otra
ordinaria equivalente,

Generalidades de ciert s proposiciones

Para generalizar las proposiciones citadas en el texto, sean
varias fracciones complexas y las ordinarias equivalentes, respec-
tivas, y tendremos:

&L 9 e W e M

B biD dF N n
Teoroma, 2.0 EM_a ¢ e m@) a me ¢

BZiD SN o 1 T B T LA |
AM-E G

BN FD

De la misma manera se demuestran los corolarios que de él

se derivan; asi p. ej:

e e e o i il | O R ¢ m
Corolario 1.2 o =2 B R T e
d n

B.D¥F N5 -d Ff n-b
e A (C M) B

S B AND NI
TRnE A G MY E =8 e~ mi\ el ‘-
Reciprocamente: B .(—D.. N)._F—_ i .(d-. = )—i_,—__F

je  m ' A-CEM _J:,
8 - T B AN R

(1) Como en fracciones ordinarias ya hemos demostrado que el

m
¥
n

orden de los factores no altera

¢l producto, podemos cambiar ;




e
Del mismo modo ge obtiene:

1.0 (A C I)E A (CEI]‘M) E

B D BN BAD “X)F
oM AT B M 4O R 2
s \(B VR 3 AT S ( ) ( )
N P=s L o O M M 0
()-*Gis) 55 '~ *p T (B IJ)

2
1+ ol 21
. A (3] 2“.‘ A
Bo, — =" =—=—, lo que se diga de — puede de-
B ) e B
8-
5

: a |
cirse, segiin acabamos de ver, de gu igual 1, s peromo sucede asi
s - =

9
con los términos de las fracciones; pues A = I +— no es igual

4 a =25, ni B esigual 4 b ; luego es preciso demostrar directa-
mente los teoremas que siguen en el texto, y las reglas de las
operaciones elementales.

Adicion y substraccidn.

A ' A+B

: | A=M.p e

M= P I 3;+B M.ptM.q=M (p*q); Tl

B B A B A+B

—=q | B= tq=—t—.Ts S e

M q ] B=M.q ] p* M i e ., También Mi = M
nmfl B

porque — =(A+B)M=A:MEB:M= Kfi M’ segiin

la cita del texto.

(1) En fracciones siempre ¢s el niimero divisor del factor por ser siempre exactos los eocientes.
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— JGUALDADES FRACCIONARIAS —

Teorema I[.—Corolario 2.°

A~ . d c
1. Invertir los extremos: —=— . —
b a
i : a b
s Id. los medios : =, —
e d
b d
ik 1d. las fracciones: —=—. —
a ¢
L ] Ry L y
4. altiplicar un ex. |
4 Mult P : \ G R B En todas
tremo y un medio| ——=—"
a ¢ = R
a’ ¢ ot f b q r-”..lr: ge
d A verifica;
5. Dividir un medio y a e =i
G TR __la.d=h.ec.
un extremo por n| p.n " din
6.° Multiplicar un ex-
tremo y dividirel} 2. ¢
otro por un mis- ’ b d:n
mo niimero n \ l
| L a il
7.° Lo mismo conlog( a e:n |
| dos medios — ! b.n gl
Teorema VI.
B e ariat e s edt R0 BEYe Cakiibi)

b4 ) b b d ' ba doe ((by @ ) s (a% b))
at i (o d)r(e. @) s ere

¢ dl Cd.et ) el dy) S5 be i_:"_d:fl_‘ :

(1) La cita que aqui hace ¢l texto, se refiere & fracciones complexas, porque hemos dicho en la
definicion de igualdad fraccionaria, que las fracciones pueden ser complexas.
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— FRACCIONES DECIMALES, —
Unidades decimnles de distinlos drdenes:

En enteros, la unidad del orden enésimo, hemos visto que

1|
10"

Representacion entera del nimero decimal:

era 10" y en decimales es

Por tener las unidades decimales la misma ley de depen-
dencia que las unidades enteras, podemos descomponer los ni-
meros decimales, como los enteros, en colecciones de unidades de
diversos érdenes, de modo que cada una de ellas contenga un
numero inferior 4 diez; y generalizado este principio, y teniendo
en cuenta los valores absoluto y relativo de cada cifra, segiin lo
dicho en la numeracién escrita, podemos escribir un ntimero
decimal poniendo, unns d continuacidn de otras, las cifras que
expresen las distintas clases de unidades de que se compone,
reemplazando por ceros las que fa'ten; pero siendo preciso indicar
en donde comienza la parte decimal, convenimos en separar la
parte entera de la decimal con una coma, que se escribird 4 la
derecha de la cifra de las unidades sim ples; y si no hubiese parte -
entera, se reemplazaria por un cero,

En un ntimero decimal con parte entera, lus cifras equidis-
tantes de la cifra de las unidales simples, tienen denomin.ciones
andlogas.—En efecto: en 3758'462, se ve: que las cifras 5 y 4,
son, respectivamente, decenas y déimas; las Ty 6, centenas y
centésimas; las 3 y 2, millares y milésimas, ete ; luego, si todo
el nimero lo consideramos como si fuese entero, la cifra de lus
unidades simples tendria entonces andloga denominacion que la
ultima cifra decimal; pues, las mismas cifras hay, efectivamente,
de las mulésimas & las unidades, que de estus 4 los millares: y
por lo tanto, millares serian las unidades representadas por la
cifra 8, si el ulimero fuese entero.
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Lectura de un nimero decimal, cserito en forma entera:

Segiin la regla dada, para leer un niimero decimal, debemos
ante todo averiguar las unidades que representa su nlturm clfra

viendo las que representaria la cifra de las unidades gimples si eI

numero fuese entero; pues ya sabemos serd denominacién and-

loga d la que le corre ponda d la dltima decimal: ast p- eJ
34 07045 y en 0'036081, las cifras 4 y 0 de las unidades, serian,

re-.pv((‘u,nnuutt- rrm’.vnrn de miullnr y ?}MHU?MN lusgo, las ll]tl[ﬂdE

decimales, 5 y 1, serdn cien milésimas y mu’!;mcumas; y los

ntmeros | s leeremos, diciendo: freinta Yy cuutro enleros, siete
mil cuarenta y cinco cien milésimas, y treinta y seis mil ochenta
y una millonésimas,—

Eseritura, en forma entera, de un nimero decimal enunciado.

Para escribir, p. ej., 17 enteros, 3045 millonésimas, escribi-
remos su parte entera, 17, y luego la parte decimal, 3045, como
si fuese entera, interponindo, entre la coma y la primera cifra
decimal significativa, tantos ceros come sean necesarios para que
la cifra de las unidades simples tenga andloga denominacidn 4 la
del vltimo orden decimal, si todo el nimero fuese entero; luego,
en este caso, como son millonésimas las Gltimas decimales,
cifra de las unidades simples tendria que ser millone

la
s; es decir,
ocupar el séptimo lugar; para lo cual tienen que seguirle seis
cifras; y como la parte decimal, 3045, sélo tiene cuatro, debemos
anteponerle dos ceros, y serd: 17°003045.—

Si fuese, por ejemplo: 10 ¢irn millonésimas, escribiriamos la
parte entera, 0, y luego la decimal, 70, anteponiéndole seis ceros,
y serfa: 0°00000010; pues las 0 unidades simples deben ser
cenfenas de milldn, ¢ sea unidades de noveno orden; lo cual
exige le sigan ocho cifras; y como la parte decimal, 70, sélo
tiene dos, precisa se le antepongan seis ceros.
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— ADICION —

Procedimiento aditivo.—Se puede, desde luego, segtin indica
el texto, operar con los niimeros decimales representindoles en
forma fraccionaria y aplicdndole las mismas reglas dadas para
las fracciones ordinarias; pero pueden también considerarse como
enteros, representindclos en forma entera, y entor.ces son més
sencillas las reglas operativas,

Es« evidente, que se obtendré la suma de varios némeros de-
cimales, s2 d las unidades de eada orden de uno de ellos les agre-
gamos sucesivamente las unidades de igual orden contenidas en
cada uno de los demds; teniendo en cuenta, lo mismo que en
enteros, que si alguna suma parcial excede 4 nueve, formando
unidades del orden inmediato superior, habrdn de agregarse éstos,
4 la suma de las unidades correspondientes.— Queda, pues, redu-
cida la cuestién, para poder aplicarle la regla del caso general de
la suma de enteros, 4 conseguir la correspondencia de las uni-
dades de igual orden; y esto se logra, evidentemente, colocando
los sumandos como el texto indica,—

— SUBSTRACCION —

Es evidente, también, que se cbiendrd la diferencia de dos
nimeros decimales, escritos en forma entera, restando, de las
unidades de cada orden del minuendo, las correspondientes del
substraendo; aumentando, lo mismo que en enteros, en diez uni-
dades de su orden, las cifras del minuendo menores que las co-
rrespondientes del substraendo; y en una unidad del orden in-
mediato superior, la cifra siguiente del substraendo.—

Para lograr la correspondencia de las unidades del mismo
orden, con objeto de poder aplicarle la regla del caso general de
la substraccién de enteros, basta, en efecto, colocar el minusndo
y substraendo como indica el texto.—

— MourripLicAcIiON —
2.° Caso. Para demostrar que al quedar el multip'icador
multiplicado por 100, se obtiene un producto 100 veces mayor
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que el buscado, cita el texto el péarrafo de « Multiplicacion de
fracciones implicitas», porque es alli donde se hacen extensivos
4 las fracciones los corolarios deducidos del teorema de que el
orden de los factores no altera el producto; y como’los niimeros
decimales son fracciones, y entre los corolarios mencionados hay
uno que dice: «para multiplicar un producto por un nimero,
basta multiplicar cualquiera de los fuctores por dicho numeroy,
resulta probado, efectivamente, lo que se pretendia. -

El caso de multiplicar un entero por un decimal, por ejem-
plo 8239 x 765, se demuestra directamente, observando que
gserd el producto de 8239 x 665, dividido después por 100.—

— Division —

2.° Cuso. Para demostrar que el cociente no se altera multi-
plicando el dividendo y el diviser por un mismo niimero, cita la

. Aritmética el parrafo de «Principios fundamentales» de frac-

ciones complexas, porque los dos términos de la division, 6 uno

de ellos por lo menos, son fracciones decimales, y el co-

ciente resulta, por lo tanto, una fraccién complexa ; pues,
314159

314159 986 100000 ; y es en dicho parrafo

100000 100 986
100
donde se demuestra que «una fraccidn compleza no se altera

3’14159 : 986 =

multiplicando 6 dividiendo sus des lérminos por un mismo mi—
meroy.
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Reducecién de fracciones

— REbpUCCIdN DE FRACCION ORDINARIA A DECIMAL
Procedimiento.— Teorem TV,

(Veéase la pizarra).
a a

—= -, — Puede ser: P=
b  2r 54 '

93P =4q; 6 p < q; en el 2.° caso
no habria que multiplicar por f:

wtor alguno, y en el 3.° serfa
preciso multiplicar por 24—

los dos términos de la fraceidn, Si

en b no entrase uno de los factores 2 ¢ 5, bastaria suponer que

SU exponente respectivo p ¢ ¢, era cero, y estariamos en los casos
dep<<qép > q, segun fuese p =0 ¢ q = o,

siendo entonces
preciso multiplicar por 21 § 5°,

respectivamente, —
Si ge multiplica por 5

, ' es porque el exponente de 2 es
mayor que el de 5;

y entonces, aunque el de 5 sea 0, es decir
que no entre éste factor en 4, como p no podré ser 0, el factor 2

entrara en b; y por ser irreducible, @ no contendr4 el factor 2,
3 )
y como 5 % tampoco lo contiene el producto a. 5% no puede
terminar en (). —
Si se multiplicase por 2 {~F seria 5 el factor que no entraria
en a, por ser ahora q — p; luego, a. 29 "} tampoco terminaria

en 0, —

Es condicién precisa que el numerador no ter
e S R 1V o R 1 o ) e
“J0°?  gn7 » seria igual 4 0’00 mnrst esta
10 » 107 B $h =y

mine en (: pues

fraccién decimal tiene, efectivamente, siote — p, cifras decimales;

a, P-4 mnresto

1 U~ & =1 i e = e P L o
mientras que si fuese 07y = o7 =0'0mnrsto

=0’0Omnrst, no tendria las siete=p, cifr:
se podria prescindir de los ceros en
su valor,—

18 decimales, porque
que termina, por no alterar

Todo lo dicho aqui respecto 4 los factores 2 y 5 y sus expo-
nentes p y ¢ es igualmente aplicable al feorema 1V de fraceciones




'

periddicas decimales, cuyo numerador a .5 P (§ .29 si
fuese ¢ — p), no puede terminar en 0,
expuestas en este teorema.—

por las mismas razones

Fracciones decimales periddicas.

Teorema I11. Para que el alumno comprenda la notucidn

empleada en este teorema, la aplicamos al siguiente ejemplo:
a 11401 o :

e s 34°237, en el cual, hallando el cociente entero de
% - 333

a: b, seria: 11401 =333 x 34 + 79, resultando, E=34: y ha-
llando ahora el cociente entero de a. 10" = 11401 x 10° por b =

333, tendriamos: 11401 x 10°= 333 x 34237 4 79, siendo P =
34237, y el mismo resto, 79, que ean a: b; y por iiltimo,
a. (10=1)=b (P-E), seria igual 4 11401 (10*- 1) =333. (34237
—34); viéndose claramente que, para que 34237-34=P-E, no
termine en 0, es preciso que la wltima cifra, 4, de la parte entera,
no sea igual 4 la dltima, 7, del periodo, segiin queriamos de-
mostrar.

Teorema IV. (Véase lo que sobre este teorema decimos en
el teorema IV anterior).
Es preciso fundarse en que la fraccién periédica pura & que

B e ) . P
da lugar la fraccién —y N0 tiene iguales v dttima cifra de
la parte entera y la diltima del perfodo, porque si asi no fuese,
al dividir por 10® no quedarian p cifras no periédicas.—Suapon-

8, 51 L
gamos, en efecto, que fuese 5 102543’8943, al multipli-
5 R

1 : St :
car por 155 que equivale 4 dividir por 10? 6 sea 4 correr la

coma 4 la izquierda p lugares, suponiendo fuese p=4, serfa,

10°254389, y no quedarian p cifras no periédicss; mientras que,
s1 las 1ltimas cifras de la parte entera y del periodo, no fuesen
iguales, aunque lo fuesen las demds, quedarian p cifras no perié-




— 46—

; e : a5
dicas, seguin se ve en el siguiente ejemplo: —— ':3:1.":!)':?‘)-1.’:."%,

en el cual, suponiendo p =5, resultaria: 0'034563458, con ¢inco
cifras no periédicas.—

— REDUCCION DE FRACCION DECIMAL A ORD NARIA —
Procedimiento.— Teorema II- !

Se deduce de este teorems, que no puede haber ninguna
traccién periédica, cuyo periode sea 9; pues seria:

9
12 08 == —_
9
2° 149 =1440'9 =144 1 =15.—
— e e P 9 .o - e
3.5 T'239=723+0009=7"32+—=7'23+0'01=7'24 —

900



PIZARRA

del teorema IV de la reduccién de fraccién ordinaria 4 decimal.

f a D e s R T i S
B g1 = = = = 0
E h 9r- 59 5p-—a o N 0. (_) f:j" 10)» |
a 1 : i P, S l
? = Pe=gs=e S e C e .
b 9r A% b 27 5 107
A a 2810 e o= S VR LSRR T Lk \
[‘ < ri; — - : = - —§ = e = - = i
b 20-=P 9™ 54 29 59 2 58 109

p = 0; 2V R = 29, 3w =—0; P = HP,

Pizarra del teorema IV de fracciones decimales peri6dicas.

i e i IO L FRNE W S - 7 L G|
])-: -=— T TR e pm———y
{ : bh bl.2rj3%501 K, 2050 k' 100 b 1 0¥
Iy, 4 St g # |
t ['] S (!: o P _"-_—' ! "J_ 5 p P S
a H oI o o’ i LA S N 6 bR R
b b'.2» 50 a a LS S I U
”<‘ ,— = .=_ : -— = — = -.:_
' 13 b~ b 28 5% bl 9u=wopRa K 98 h! 108
fyi— SRR 1
b' 104
p=0; e q=0; %k
O L N T ST 1 1 A R
=102543'8943 . — — =_— . — 10°254389.
b’ = 1()® 10)?
SRR N e I | S e
= 3456 3458 . — = — 0'034563458 ., —
b' 0 L (6







Potencias
— CUADRADO DE UN NOMERO —

Teoremas referentes al euadrado.— Teorema .

Teniendo en cuenta lo dicho en estos apuntes, en el escolio
de la multiplicacién de enteros, cuando los factores son impli-
citos, serd: (a—b)'=(a —b) (a —b)=(a —b)a — (a—b)b=

=—a’' —ab—(ab—b')=a'—ab—ab+b'=a’—2ab+h’. —

— CuBo DE UN NOMERO —
Teoremas referentes al cubo.— Teorema |.—

Recordando el mismo escolio mencionado anteriormente, serd:
(a b)*=(a —b)’. (a—b)=(a*—2ab+b*) (a —b)=(a’—2ab+b?)
a— (8" —2ab+b)b=a’—2a’btab?—(a’b—2ab'+b*) =

—a'—2a’btab® —a?b+2ab! B=u— 32 h+3ab—b—

— RA1Z CUADRADA —

Eztraccion de la raiz cuadrada de un nimero entsro

U fraccionario, en menos de una unidud.
Raiz cuadrada de un mimero entero. — Teorema I.

V N =d.10; serd igual, cuando N sea un niimero exacto

de centenas, cuadrado perfecto; como p. €j., |/ 6400 =28.10; en

todos los deméds casos, serd \' N > d. 10; y claro es que siendo d

las decenas de la \/ N, en cuanto tomemos una decena més, sers
VN < (d+1).10.—

N = d*. 100; como en d*. 100, hay d* centenas, no podrén
estar contenidas mds que en las eentenas, (, del niimero N;




iy
luego, C= d’.—En (d + 1)*. 100, hay (d + 1)* centenas, y todo
numero, N, menor que (d + 1)? centenas, tiene que tener, por lo
menos, una centena menos; pnes sl tuviese las mismas 6 mds
centenas, no seria menor; luego, 0 € (d+1)—

Eaxtraceion de la raiz cuadrada de un nimero, entero
0 fraccionario, con una aprozimaciin dada,

Procedimiento general.— Teorema.

: ; ’ a 1
Vamos 4 caleular una raiz con un error menor que —=_—, en
: b
a
1
b
que q=——

a

3

/39 TR
Hablar y CON UN error menor que T:—; - ?uego, q=

=7 \, 39 9 \ 351
\' N, q° = )
—l_ =

193 3 -} 1
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Numeros inconmensurables

— TEoriA DE LOS LiMITES —

Definicidn y sus consecuencias. - Se deduce de la definicién:
1.° que A, tiene que ser fija, es decir, constante; 2.° que X, tiene
que aproxXimarse & A, tanto como se quiera, y 3.° que X, no
puede llegar 4 ser nunca igual 4 A,

Para demostrar la deduccién que el texto enuncia, suponga-
mos: (Véase la pizarra): 1.° que sea X una magnitud que crece
constantemente, sin poder pasar por los estados de magnitud
numerica, A, B, ..., siendo A, el mimero menor al eual no puede
llegar X;y vamos 4 ver que A es limite superior de X.—

En efecto: 1.° A, es constante, por ser un ntimero. 2.° la di-
ferencia A —X, puede llegar 4 ser menor que 3, siendo 3 tan pe-
quena como se quiera; pues siasi no fuese, tendria que ser siem-
pre A —XX3; y suponiendo B menor que 3, seria A— X > B;
deduciéndose entonces, que X seria siempre menor que A~ B; es
decir, que habria un ntimero A — § < A, y mayor que X ; lo cual
no es posible; pues hemos svpuesto que era A el menor valor
numeérico al cual X no podia llegar. — Luego, A—X < 8 —
3." A — X ¢ O (no puede ser igual i cero); porque, por hipéte-
sis, X, no puede ser igual & A.—Vemos, pues, que se cumplen
las tres condiciones exigidas en la definicién; luego lim. X = A,
segln queriamos demostrar. —

Cuando X va decreciendo, 6 sea X; > X, > X, > ... se de-
muestra lo mismo, teniendo en cuenta que no puede entonces,
haber un niimero A +8 > A, que sea menor que X; pues, por
hipétesis, es A el mayor valor numérico que X no puede tomar.

Teorema I.—Se ve en la pizarra, que de suponer que A $ B
(no es igual a B), resultaria A < B 6 A > B, lo cual es impo-




N e
sible; pues alli se demuestra que A < B, ni
que B; luego A = B.

tampoco mayor

Teorema [1I.—Ya sean los variables decrecientes, crecien-

tes, 6 unos decrecientes y ofros crecientes, se ve claramente
en la pizarra, que la cantidad que hay que sumar 6 restar de
A+B+C+-~— es siempre menor que n. !; luego su limite
es siempre cero.

En el escolio, se ve que tiene que ser finito el nlimero de su-
. N s A > .
mandos; pues si hay p, iguales 4 — Y se hace 4 n suficiente—

mente grande, permaneciendo constante el nimero, p, de su—
mandos, es evidente que la suma llegard 4 ser menor que 3,
siendo & tan pequefia como se quiera; pero si hay n sumandos,
entonces, aunque cada uno de ellos tienda hacia eero, por hacer
4 n infinitamente grande, su suma es siem pre igual 4 a, porque
su nimero, que es siempre n, se hace también infinitamente
grande.

En el teorema IV, es también preciso que sea finito el ni-
mero de factores; pues, de lo confrario, el niimero de sumandos
A. B, B. g « B, ete, seria infinito, Yy ya no podriamos deducir
que el limite de su suma fuese cero, aunque cada uno de ellos
tenga cero por limite,
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Pizarra de la teoria de los limites

Definicion. X, A, - 4 N 0 £ 0),
FX- A XA

lim. de X — A |
Dedueciones.

A, constante,

1Y KA XK€ a \‘\T<\<5-"\>X*'\“ét A
CRCBG . = P 5 3 ‘Ilm X.
/ A—3 — Imlltramit
A-X+0 porque X +A.
A, constante. i
e (Fe S 0 B G SN '\T""\f"i'\_'\ Sl
>A> B> "<";\ \> TR s
. Ho ORI o | X> A + 5 Imposih IPJ' im. X.

X - -\ 0, pm:lue X+A.
X>A.X—A+%uq v X A X _\:.«\'[rx—
Ejemplo notable de ."f'm.a'r#.——([]nzu nota dice

por qué es no-
table.)

] A AT 1

i (141
ol < < 1 ] — .
by b b+m b+m
b+m —a m b—a | x
e ' — ! ,"\'r'h(ff,
b+ m bh--m a S
“ a at+tm a-+m —<& 5 —u€n f—n >—.—
51— >—> I =t 3
b b br+m +m \
a+1n b m _ a—bh '
I I h LIl

I'roposic ones relativas  los limites.

o A=Um X\ s

J'I!r'rl?a-Hfl'{ ."(II,' . Hi'“_ \- l‘\ -,-i)

ASB.B—A>5:A<B—5: A€<B 3<B<B+ ";.-\~1"—'|’a.._|l \ B
A>B:A B>5:A>B +3: B s<CBCBs A AR T

leorema 11, X,, A, B, Y, X—Y>A—B;A—B=0: A=B.
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Teorema I/,

\>\\—'-\i""-'.". = i
)Y>B|Y =B + g+ Y+Z+ ... =L — e

7 S =B 0 S N g R T
» {1 -+ ( / | L PFE LT sasnse

,/ j_ _{ 'i a-{- LIS l-i\— < n. A
_\<.\‘\=.\.—v. P oA : =
)Y <B(Y=B — p{X+T+Z+ ... N il g e/

1 Z < ClZ=C (ATBHOF . —)- S)=A4+B+C+
T kA S T g
X > A X s ul_ 3 lil’_ﬂ. \ | lll'ﬂ. 7_ 5 2R
X4 Bl =B - AEEIA i ke
?Z>1'74=("r ‘('( FBHCH ... ) reciso que sea n
bl o3 ‘_ _ ’(’1 i e = hmtf}

_13.__ =
: R a fl ST 5 2
Escolio.— +—+ } — — < 9,81 n se hace suficientemente
n n n
grande,
n
a i a ;i ]
Mo | — — —= a, aunque n se haga infinitamente

1l Il I =
grande.

Corolario.—X Y=Z. X=Y+Z, lim. X=lm. Y+im.Z. —
m, Z=lm. X -lim. Y.

Teorema ['V.

I L) )
X.Y=(A+a) (B B8)=

((A+«)B (A +a)B=
\ A.B+uB — (AR + e B)=

(X>A X=A +@X. Y =A.B+Ba +

IY>BIY=B + B{A. 8+ « 8. lim. (B. «)=0|
ﬂ X.Y=(A—a)(B—p) =

)x<a|x=a of (A ~ a)B— (A —a)B—

Ij \ < ’ \ = l! — ."’ :t }; l') !:_ (\ ;J’ — )= 'H“]. .\ A. 8)

I’ Bae— A 8+a 8. (B p)=0)
| x \
Y

|

A X
B Y

AV

lim. (« ;"J={J)J

A. B+« H -— A :‘i — e, ‘JJ [
Luego, lim. (X. Y) = A. B=lim. X. lim, Y.







o
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Supongamos, que, lim. (X. Y. ........... T e 3 ks
RS esnsenenn o L A N EEPAT lim, 9 SR e S S Z. V)=
| vrpes B RS E oy /jl lim, V = lim. X_ im. Y. R
lim. Z. lim. V.

Corolario 1. Lim. X2 lim. (X. X. X, ccivvrnnns X) =
Hims K. Hm X civemreee o N e (lim. X)™.

P,

Corolario 2. Y= Z,—X=Y.Z;lim. X = lim, Y. lim, Z;
TR 1] R § )
lim. Z= o ¥ Nota.

Corolario 3° VX =Y ; Y'=X;lim. Y? = (lim. Y)* = lim. X ;
lim. Y =V\/lim. X.

Escolio.
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Operaciones con los niimercs inconmensurables

(siGASE LA PIzARRA)

Medida de la magnitud inconmensurable.

Designemos por A una magnitud inconmensurable, y por U,
una cierta unidad de su especie; dividamos esta unidad U, enn
partes iguales, y supongamos que A contiene m de éstas partes,

v 4 m m + 1
sin llegar 4 contener m + I1: es claro que, entonces, = e

(ntimeros conmensurables), expresardn las medidas, con respecto

4 la misma unidad U, de dos magnitudes conmensurables, tales

n+1
n

n 1 I ;
como, P=Il—] UyQ= U, que serdn, P < A < Q, por ser

sus medidas, referidas 4 la misma unidad, menor y mayor, res-
pectivamente, que la medida de A deduciéndose, que las dife-
rencias A-P y Q-A, son menores que Q-P, (por tener ésta mayor

minuendo que la primera, y menor substraendo que la segunda),

U : :
¥ menores, por lo tanto que — 2 Puesto que Q y P se diferen-

cian en una enésima parte de la unidad U.

Dividamos, ahora, U, en »’ partes iguales, siendo n’ » n, y
suficientemente grande para que — sea menor que las dos di-
C )

ferencivs A-P y Q-A, (cosa siempre posible haciendo n' tan
grande como sea preciso), y supongamos que A contiene m' de
estas partes sin llegar 4 contener m' + 1; resultard, como

7 ¥
m m +1 ; . :
antes, que o’ ¥ ——5— serdn las medidas de dos magnitudes con-
I

n

mengurables P’ y Q’, tales que P’ < A ¢ Q'; deduciéndore tam-
| Ak
bién, por ser e LY o que A-P'< A-P,6P ¢ P, yQ-A ¢
; Q-J

N 0Q <0 —Liuggo, PP S A it g




Q' € Q, y como en el mismo orden estardn sus medidas, puesto
que para la misma unidad, & mayor magnitud, mayor medida,
m m m’ + 1 m$]

serd también, = L5 € ———
] n

T n

Si dividimos & U en n" partes iguales, siendo n” > n' y
U

suficientemente grands para que -5 Sea menor que las diferencias

A -P'y Q- A, obtendremos, de ignal mode que anteriormente,

otras dos magnitudes P” y Q”, que serdn, P' < P” y Q" < Q%

luego, continuando asi, obtendriamos dos series de magnitudes,

que colocadas por orden de magnitud creciente, y lo mismo sus

medidas, tendriamos:

Bt B CP &—==0NC—"rig Q"o O <0

n

m E]_,. < E’.‘._ 2 m” +1 < m’:H < m-+1
X

n n

n n n
Ahora bien; A, es coustante, por ser una magnitud fija y

determinada; la diferencia entre A y la variable creciente P,

U

puede ser tan pequefia como se quiera, por ser menor que 3

segin hemos demostrado al principio; y, por tiltimo, esta dife-
rencia no puede ser nunca cero, porque los valores de P, serén
siempre menores que el de A; luego, A es el limite de los va-
lores P < P’ < P” <€ ..... que la variable P puede tomar.—Por
andlogas consideraciones, se deduce que es, también, A 1{mite de
los valores Q > Q' > Q" > ... que puede tomar la variable de-
creciente Q: es, pues, A, limite comin de esas magnitudes cre-
cientes y decrecientes. —

! Mo e m) !
Los nimeros — <C — <{— < ..c.evecusees, VAN creciendog
n n n
y m"” +1
pero nunca podrén tomar los valores por exceso, ...... € ——
n

m_’+1 om+1

;T ~——— ; luego tienen necesariamente un limite
n n




I5K=T

superior x.—Por igual motivo, los niimeros — —
n

myl gl
¥
m' 41

5 2 weeeseesy qUe NOo pueden tomar, no obstante su decreci—
n :

L]

. : T ¢ e o ,
miento, los valores por defecto .......... —. > —» — , tendrén
GRS e

un limite inferior y; pero estos dos limites serdn dos constantes

_ s : m=Fl- m
comprendldns entre dos variables de la forma —— y —, cuya
1

n 1
diferencia, — , puede ser tan pequefia como se quiera; luego
n

‘X =1y; y ese limite comiin, es el que s2 toma por medida de A,
resultando la definicidn del texto,

No creemos necesaria la demostracién que algunos autores
hacen para probar que, cualquiera qne sea el procedimiento se-
guido para hallar la medida de A, mientras la unidad U sea la
misma, se obtiene siempre igual medida; pues, es una cosa facil-
mente comprensible & todos los alumnos, que siendo constuntes la
magnitud conmensurable ¢ inconmensurable, y la unidad, cons—
tante serd su medida, cualquiera que sea la parte alicuota de la
unidad que se utilice.

Vamos, ahora, 4 probar, que el nimero inconmensurable que
procede de una raiz inexacta, si lo consideramos como medida de
una magnitud tnconmensurable, es, como antes decimos, el limite
comtn de dos series de niimeros que miden magnitudes conmen-
surables, de las que dicha magnitud inconmensurable es también
limite.

Sea \/ N = E’3094......... ++ . — Tomando valores aproxi

mados por defecto y por exceso de la VN, resulta: 1.° que los
valores por defecto forman una serie creciente: pues aunque por
cada cero que haya en la raiz, habra dos valores iguales, segtin se
Ve en la pizarra, como todas las demés cifras de la raiz, 4 partir

7

__




==
de esa no pueden ser ceros, pues entonces seria esta exacta, nece-
sariamente tienen que ir anmentando; 2.°, que los valores por
exceso forman otra serie decreciente; pues, aunque se ve que por
cada cifra nueve de la raiz, hay dos valores iguales, como tampoco
pueden ser nueves todas las cifras de la raiz, porque ésta seria
exacta, (1) tienen forzosamente que ir disminuyendo.—
Consideremos ahora 4 todos esos valores, por defecto y por
exceso, que son niimeros conmensurables, como medidas, con
respecto 4 una misma unidad U, de las magnitudes conmensura-
bles, A}, Ay, Ay Ay —— —y A}, Ay, Ay A', — — — (2)3
llamemos X 4 la magnitud inconmensurable, cuya medida, con
relacidn 4 la misma unidad U, suponemos es el nimero inconmen-

surable \/ N.—Por el cdlculo de la pizarra, se ve en cfecto, que
] Y q

ese nlimero inconmensurable procedente de la VN, y que con—
sideramos como medida de X, es el limite comun de dos series
de miimeros que miden magnitudes conmensurab'es, de las que, X,
es también limite, segiin nos proponiamos demostrar.

Noras:
1.* En la pizarra representamos por V,y V., respectiva-
mente, dos valores correspondientes por defecto y por exceso,

. 1
cuya diferencia es, evidentemente de la forma Tt

2.* Las magnitudes A;=A, < A; < A, < — — —, las
representamos en general por A y las A’; > A’y = A’y > A', >
— — —, por A’. —La diferencia entre los niimeros que miden
dos magnitudes correspondientes, una mayor y otra menor que

X, es

e luego, la diferencia entre las magnitudes menciona-
0 :

das, serd T

(1) Por ser periddica la fraccion decimal.
(2) Cualquiera de estas magnitudes, serd igual 4 la unidad U, multiplicada por su medida.—




Operaciones con los nimeros inconmensurables

Pizarra de la medida de la magnitud inconmensurable.

P=U. — A-P “
%*J‘_'i_ \‘m_‘flll n ' l’(:\(Q \ : ‘<(. I):L
u: == S }Q___L. m -+ ]\ ; .niQ,‘ \-\ Q- S
Tt 1 Vo
3 ::\-1" . f P'=T Ii.
T o L ___k 5 fm . m .-i-_] .!l 0. 1 (p‘. N
| R 3] y ! T . { y J ], \ 5.!‘1 ) L —
'Q- % Q= Uf‘i,—’

U
A —P<Q—P'=—<A—P, P<P',)

Il

’(J'-— AQ'—P' = £‘<(_J3 A, (;fg-(t_g,,’
n

PLP<——-— <AL <Q' Q.
m m - L m'_+__l <r_n+1
n S n’ n’ n
] N'-\-IJ" m’’ n“+lsl”|= U “:"
] | ’ ’
u’)u',,F £i{ y ) - 13:_{'1 P A )Y

i “"‘ 59 » I
‘{‘\! == LJ‘ '!!_
\ n /

U
\ A P” < (:é,l 3 l,”: 1 < ). I.’.‘-“ PI < IJ”'
! n

U _
' (2”—,{'& < (-eu = i)'l‘I —— - -‘-‘<t‘2. et Ix” (\2‘-' (le ‘
n /

PSP CP'<——~ <AL ——— < Q'<KQ <Q.
m m m” m”+1 m’+1 m+1
- (_,( = ( - - - _T’_ — — 3 — i
) R n n n







sipan

A, congtante, e (A, I s.&, constante, g A, i
A—P<Q-P=—. mite (Q—A<Q—P =—, mite
n de P. - _ n de Q
A-P+®(), I"-'l"l“@ P<A. Q—A#0, porque Q> A,
m.m . m
i Ay < 14 < Sl B DL < \’ i 1
I n n _l; m 1
m+1 m'+1 m”*l ES I R
g = ! > >__'“___> y il
1l 4] n’
Medida de A = x = limite comin, ete,, etc.
\ N = 13004 — —— _ _ »
\E'3 = E'80 < E” 300 < E'3094 € — — <V, <— <y \*,\
‘h\<___<\’<_ <I'3 tI‘l;(E"Hi:—.L‘%l(L’l‘
Ay = A, < A, < A;(——-(\(-—-—-( A, < Ay= A, < A
A
\f N, constante, \f’ N, \\/ N, constante. )
I : ;v lim. N r Sty %
V I\-_\‘]<\° \‘]_10_1” 'valores{' e "} N <\°-.\d_]1,u‘}

—APOFE i'{"

V \ \,_{:(‘n,lmllllll‘%”<\ N | fecto. (\'e-\' N#O,[)t‘)t‘i_;Llev,)\f.E

luego \.’ N, es también lim. de los valores por exceso.

X, constante. X lim. ( X, constante.

U rlll“l]ltll U
§ A< ’_ = A { e 2 i =
)& — A < A A 10 . lLk([ELIPII ' k \ A 1{_}” .
X—Azo, porque A<_X, )tes A, A'-X%o,porque A’ =X,

luego X, es también hrn. de las magnitudes decrecientes A’ —

Resultando: \ N = medida X = limite comn, etc., ete,

(1) Léase, no puede ser igual
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Operaciones con los nimeros concretos
RAGLAS PARA OPERAR CON LOS NUMEROS CONCRETOS

Substraccién de nitmeros concretos.

Una de las principales aplicaciones de esta operacién, es la de
hallar el tiempo transcurrido entre dos fechas; p. €].; entre el 20
de Mayo de 1908, y el 12 de Marzo de 1922.

Para lograrlo, representando el mes por el ntimero de orden
que le corresponde, y observando que el 20 del 5.° mes de 1908,
van transcurridos 1907 aios, 4 meses y 19 dias, y el 12 del
3.” mes de 1922, van transcurridos 1921 avios, 2 meses y 11 dins,
vemos que basta restar, del segundo ntimero, el primero, en la
forma dicha y se obtiene el tiempo pedido, segln se ve 4 con-
tinuacidn.

1921 afos 2 meses 11 dias
1907 afios 4 meses 19 dias

13 afios 9 meses 22 dias
En la prdctica, se escriben el minuendo y el substraendo tal
: )
¥ como nos los dan, y se obtiene el mismo resultado.
1922 afios 3 meses 12 dias
1908 afios 5 meses 20 dias

13 afios 9 meses 22 dias

Multiplicacién de nitmeros concretos.
Sigase la explicacién del texto, con la siguiente pizarra:
Necesidad de nueva definicién: definicidn.
Cuestion prdctica que origina una multiplicacién de concretos:
Dado, M, equivalente 4 U, |

< Es evidente, que,
hallar x, equivalente 4 m,,. |




—G()}—

5si m, = U,. n = n unidades del orden de U,; serd, x, = M,. n.

)
) simy =U,. —= L partes de la unidad U,; serd, x, = M,. P
q q gt

luego para hallar el resultado pedido, ete., etc.— @

Deduccion. — Regla practica general.— Regla para cuando el
multiplicando se transforma en incomplejo.—

Reglas para cuando el multiplicando se conserva en forma
compleja, seglin que el multiplicador resulte un niimero entero
6 fraccionario.

Ejemplo: Si un filtro, en 3 horas 18 minutos y 40 sequndos,
filtra I DI, de aguna; geudnto tiempo tardard en filtrar 6 litros? —

3h, 18 m. 40 5. — — — 1 DL
Es decir: J

'\1\1“ =3 h. 18 m. 40 s. = 11920 segundos.

_ e 3 3 '
'mbzhl.--——'_ DI, == Dl ,m»=—. —
\ lU ] M) |
9 ‘
1.7 procedimiento: x = 11920 g, x — = 11920 x — =.
9 J

35760

- 8. = 71528 =1h. 59 m. y 12 8. —

J

2.° procedimiento: x =(3h. 18 m. 40s8.).—=(9h. 56 m. ®):5=
0}

1h.59 m.y12s. ¢

(1) Para que esta cuestion de lugar 4 una multiplicacion, es preciso, como vemos, que si my, =
Up.n, seatambiénx ;=M a- 0; es decir, exige, que las magnitudes que los nimeros representan,
sean lo que mds adelante llamaremos directamente proporcionales.—

(2) 40s. x3=1205.=2m—18m. x3=54m.—HMm +2m=5m.—3h. x 3=9h.-

(3) 9h.:5=1h.ysobran 4 horas.—4 h. =240 m.—240 m. + 56 m. = 206 m.—296 m.: 5 —
=59 m. y sobra 1 minuto.—1 m. =60 5.—60s.:5—=12 s.—Observemos, que la multiplicacién la
empezamos por las unidades inferiores, para sacar de cada producto parcial las unidades del orden
siguiente; pero la division la empezamos por las de orden superior, para convertir cida resto al
orden inmediato inferior.—Vemos, por tultimo, que si ¢l multiplicador hubiera sido el ndmerc en-
tero 3, p. ¢j., el producto serfa 9 h. 56 m.; luego en este ejemplo van incluidos los dos.—
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Division de niimeros concretos,—
Definicidn. — Casos que hay que distinguir.
1.7 Caso. Cuestion prdctica que, en este caso, conduce 4 la
divisién:
Conocido M, equivalente & U, y|.. .
e, . . * { Es evidente, que,
conocido P, hallar su equivalencia x,)
[si P,= M,. n, serd4, x, = U,. n = n unidades del orden U,:
| pero, n=P,: M, ®; luego, sustituyendo este valor de n, en el
de x,, serd: x, = P,: M, unidades U,:
7 a n b

I' ysi P, =M, [ BT Xy == iU AN partes de L_,,:.
q = q i'i
pero, P = P.: M,; luego, x, = P,: M, de U,.
4

Vemos, pues, que conduce 4 una divisidn. — Regla.
Ejemplo: Si un filtro en 3 h. 18 m. 40 s., filtra 1 DI, de
agua, en / h. 59 m. 12 =, geudnta agua filtrara?

. e s 9
3h. 18§ m.40s. - 1 DI. l: 7 lt:]i:';"!_l_n'[)ld %
Es decir: e o ~ A\M,=3h.18 m. 40s.
1. 9J m. 128, == X ) 11990 s =4d.
7152
x = —— DL.=0"6 D1, = 6 litros.

11920

2.° Caso. Cuestion prdetica que origina la divisién en este
CASO: '
Conocido m, equivalente 4 P, y

g : . Es evidente, que,
dada U,, hallar su equivalencia x,

si my=U,, n, serd, P, = x,.n, 6 x, = P,: n,
y Vernos
- . emos,
; T s Pheye. = et
si my= U,. —, serd, P,=x,.—, 6 x,—=P,:
9 9 q

1) SiP, esel producto de los nmimeros M, v n, evidentemente, par
a § a b

la definicion de division,
#| factor n, serd ¢l cociente de P, por M 5,.-
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pues, que la mencionada cuestidn, conduce, efectivamente, 4 una
divisién.

Regla general.— Regla para cuando el dividendo se trans—
forma en incomplejo.—

Reglas para cuando el dividendo se conserva en forma com
pleja, segiin sea, el divisor un niimero fraceionario 6 un nimero
entero.

Ejemplo: Si un filtro filtra 6 /. de agua en 1 k. 59 m. 12 s..
1 DI. gen cudnto tiempo lo filtrar4 ?

Es decir:
\h’ L-==1h.59m.12s. | D=P,=1h.59m, 128.=715 2s.

‘ : |
|1 DI - - X |d=6l=—DI=—DI. -+ =5
. | 10 /5] q Ly
; sS4y S I : L 5 35760
1. procedimiento: x = 71528, : — = 71528, X — — S

5 AT 3

= 11920 5. = 3 A, 18 m. 40 s.

2.2 Procedimiento: x =(1h.59m. 12s,): — =(1h.59 m.12s.).
5

= =(9h. 56m.V):83=34h 18 m. 40s™.

ov|o-

(1) 125 x5=60s. =1m—59 m = 5=205m.—205m. + 1 m, =29 m. =4 h. y 56 m.—
lh. x 5=5h—5h. +4h. =0 h,—
h (2) 9h.:3

=3h.—56m.:3=18 m. ysobran 2 m.— 2 m. —120 5.— 120 5. : 3 — 40 5,—8i el
divisor fuese un ni

ero entero, dividiriamos por é1, como hemos dividido por 3, y no hubiese habido
iplicacion por 5.—Es
Exigen, también, las dos cuestiones gue originan la divisién. que sean magnitudes directamente
proporcionales.

que hacer la my

pues, comprendidos en este ejemplo, los dos casos.—
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Transformacién y operaciones en el sistema
métrico

Reduccion de mimeros métricos.—Para deducir de las reglas
de transformacién dadss para los niimeros concretos en general,
las que aqui da el texto para los nimeros métricos, aplicaremos
los cinco problemas alli estudiados 4 los mimeros que expresan
medidas superficiales métricas, p. ej., y de manera andloga se
deducirdn las correspondientes 4 medidas longitudinales de capa-
cedad vy de peso, y las que corresponden 4 medidas ciubicas.

1.°  Transformar un incomplejo de superficie, en otro incom-
plejo de orden inferior ¢ superior.

Sea el ntimero 357'843258 Dm®, que queremos reducirlo & dm?.
Aplicando la regla general del primer problema mencionado,
como cada unidad de superficie contiene 100 del orden inferior,
bastard multiplicar por 100 por cada orden que se descienda en la
escala de las unidades; luego 357'843258 Dm*=3578432’58 dm®;

y observando que hemos descendido dos érdenes y que se ha
corrido la coma 4 la derecha cuatro lugarer, deducimos la regla
correspondiente.

Inversamente: Vamos 4 reducir 3756'74 4reas, 4 Mm®.—
Segiin la regla general, bastarad dividir por 100 el mimero pro-
puesto por cada orden que se ascienda, y tendremos: 3756'74
dreas = 0'00375674 Mm®: pero vemos que hemos corrido la coma
seis lugares 4 la izquierda, y hemos ascendido fres érdenes; luego
deducimos la regla del texto.

2.° Transformar un complejo de superficie en incomplejo de
orden inferior.—

Sea el niimero, 7 Km* 29 Hm® 9 m* y 25 dm* que queremos
reducir 4 dm*.—Aplicindole la regla general, serd: 7 Km® =

| =

= 700 Hm*—700 Hm? + 29 Hm® = 729 Hm?= 72900 Dm? —




Silbil
72900 Dm?* = 7290000 m*. —7290000 m* + 9 m*= 7290009 m® =
= 729000900 dm®*.—729000900 dm® + 25 dm?® = 729000925
dm®,

Luego, 7 km? 294 m* 9 m® 25 dm? = 729000925 dm®.

3.°  Transformar un complejo de superficie en mcomplejo de
un orden cualquiera.—

SUpongnnme el mismo nimero complejo del problema an-
terior; lo reduciremos primero 4 incomplejo de orden inferior,
como alli hicimos, y serd: 7 Km* 29 Hm? 9 m® 25 dm® =

729000925 dm®; y redaciendo ahora este incomplejo, & in-
complejo del orden que nos pidan . p. ej., & Dm', para lo cual
basta correr la coma cuatro lugares 4 la izquierda, (aqui su-
ponemos la coma al final, porque todo nimero entero puede
considerarse como decimal poniendo una coma 4 su derecha y
escribiendo 4 continuacién tantos ceros como se quiera); ten-
dremos: 7 Km? 29 Hm® 9 m® 25 dm® = 729000925 Dm?*; que
nos comprueba la regla que Ia Aritmética da para estos dos pro-
blemas, reunidos en uno solo; pues se han puesto unos 4 conti-
ruacion de otros los niimeros que representan las unidades de
los diversos érdenes; se han escrito dos ceros por los Dm® que
faltaban; se ha antepuesto un cero 4 la cifra 9 de los m’; y, por
tltimo, se ha colocado ln coma 4 la derecha de los dos ceros que
representan los Dm*® que nes pedian. —

4.°  Transformar un incomplejo en complejo de érdenes in-
feriores.—

Aplicdndole la regla general, tendremos: 12800'094 Dm® =
= 12800 Dm*+ 0’094 Dm?*; pero, 1’094 Dm® = 9’4 m? = 9 m® +
0’4 m% y como 0’4 m* = 40 dm’, resulta, sustituyendo valores:
12800094 Dm® = 12800 Dm* 9 m® y 40 dm®,—Observemos, que
la parte decimal 0’094 Dm?® = 9 m* 40 dm® —

|4

5.°  Transformar un incomplejo en complejo de drdenes su-
periores.—

Sea el mismo mimero anterior, que, aplicindole la regla ge-
neral, resulta: ==
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12800°094 Dm?® | 100
0'094 Dm? (128 Hm?*| 100

Luego, 12800094 = 1 Km?

28 ]'1111”i'l—!\'_r-:l1’
28 Hm® y 0094 Dm*; pero, como 0’094 Dm?, segilin el pro-
blema anterior, es igual 4 9 m* y 40 dm?, sustituyendo, nos da:
12800094 Dm* = 1 Km? 28 Hm® 9 m? 40 dm’; resultado que
comprueba la regla dada en el texto para estos dos problemas,
reunidos en uno solo; pues, vemos que equivale 4 descomponer
el niimero en grupos de 4 des cifras, como alli se indica, y darles
las denominaciones correspondientes, —




Magnitudes proporcionales

RAZONES Y PROPORCIONES

Forma numérica de la proporcionalidad de dos magnitudes

En la relacidn constante que liga dos magnitudes direc-

tamente proporcionales, A y B, hay que tener en cuenta, si se
) a

trata de la relacién de A con B, en cuyo caso es L 0 Y se re

duce al valor que toma A, cuando B toma el valor de la unidad;

6 de la relacién de B con A, inversa de la anterior, que serd

b

— . y se reduce al valor que toma B, cuando el valor de A se
)

hace igual 4 la unidad.—
Asi p. ej.: si un mdvil, con velocidad constante, recorre 12
km. en 4 minutos; hallar:
1.° La relacién constante que liga la distancia recorrida por
dicho mévil, con el Ziempo empleado en recorrerla,— Represen-
D 12
tando lag dos magnitudes por sus iniciales, sera: T 3;
que vemos es el valor que toma la magnitud distancia, cuando
la magnitud tiempo toma el valor de la unidad correspondiente
igual en este caso & un minufo; pues, es evidente, que si el mévil,
en cuatro minutos, anda 12 km; en uno, andard 3 km. (Divisién
de concretos.) —Ahora bien, la relacidn constante, no son tres
km, sino el numero absiracto 3. —

2.° La relacién constante que liga el tiempo que el mévil esté
F : . , Pt RECE S

en movimiento, con la distancia recorrida.—Serd: —=—=—,
D 42- 3

inversa de la anterior; y es el valor que toma la magnitud




e,

tiempo, cuando la distancia recorrida toma el valor de la unidad
correspondiente, igual, ahora, 4 un km; pues por divisién de con-
cretos sabemos, que si 12 km. los recorre en 4 minutos, un km.

) 4 1
lo recorrerd en 4: 12 minutos =, minutos = — de minuto;
& (s

pero también aqui, la relacién, es el niimero abstracto §.—

En resumen: que mientras no varien la velocidad del mdvil
y las nnidades respectivas, el niimero que exprese la medida de
la distancia, serd siempre fres veces mayor que el que exprese la
del tiempo, y éste, serd la tercera parte de aquél, cualquiera que
sea el tiempo que el mdvil esté andando. —

En el caso de ser las magnitudes inversamente propor-
cionales, entonces, la constante, es el producto a, b, lo mismo
para expresar la de A con B, que la de B con A, y se reduce al
valor que toma una cualquiera de las dos, cuando la otra se hace
igual 4 la unidad correspondiente.




Reglas de tres simple y compuesta

Forma numérica y propiedades de la proporeionalidad de
varias magnitudes.—

Segiin se ve en el texto, la relacidn constante, que liga 4 la
magnitud M con otras varias es también el valor, K, que toma
dicha magnitud M, cuando las demés se hacen iguales 4 las uni-
dades respectivas. Por ej.: si 6 hombres hacen 12 m. de un muro
en 8 dias, y queremos hallar la constante que liga el niimero de
hombres, con las otras dos magnitudes, diremos:

Si 6 hombres, hacen 12 m. en 8§ dias '
= : : { De donde, deducimos,

k hombres, hardn 1 m. en 1 .dia |
]. S ix y ; &
=0b. . —=_—=4.— Por la f6rmula obtenida en el texto,
1271 .12
mecd 2 p
de k = rctont observando que el niimero de hombres es direc-
ab

tamente proporcional con el trabajo realizado, ¢ inverso con el
H.t 6.8 48
¥ 12 12
magnitudes por sus iniciales, empleando ¢, para el tiempo, y 7,
para el trabajo.

tiempo, serd: k = =4, — Representamos las

Método de reduccidn d la unidad.— Segtin la Aritmética,
debemos hallar, primero, el valor que toma la magnitud de la
incdgnita, cuando las demés se hacen iguales 4 la unidad, y des-
pués hallar el valor de la incégnita en funcién del anterior, por
multiplicaciones y divisiones sucesivas.— Vamos, pues, 4 exponer
el método, separadamente, para las reglas de tres simples, directa
€ inversa, y para la compuesta. —
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Regla de tres simple directa

a, b | ja; — by| = 1 o b, e 1 — k { dy

8, "l H——;"L_h"’ni_:i'i ’iug—xi){_k'T:
)

=k, a’= ;— dy

Regla de tres simple inversa.
A B
a; by | \: — by a, i1 —k| 1

° L = I 1 —'-:; | s == i =
a8, x ) " 1 —k) Al T L A PO R &
= k t8,=a, by :8,
Regla de tres compuesta.

MA B CD

m a by ¢ d)  {m— i_}]l'__[":"_{i‘il Il
L. EL e e 1 b ) SRR Ve RS I T T R O

¢; d; wm;ed;

Jisl a, b,

..oik"l_l']“”, - 2y Dy ] l_-l. l %
- rx—:l:'_h:_l\"_-_'tl-;#k = ; 1 g 1 > Cyg ; ‘J'.- Pt b L
_mc d,

e DA SNBSS
Hi l}- 2 3 2 2

Vemos, efectivamente, que una vez hallado el valor de la
magnitud de la incdgnita, simultineo con los iguales 4 la unidad
correspondiente en las demds magnitudes, se obtiene el de la
incognita, multip'icando el anterior, por los nuevos valores de las
magnitudes directamente proporcionales con la de la incégnita, y
dividiéndolo por los de las inversas.—

También vemos, que el calcular el valor de k, equivale 4 de-
terminar la constante que liga la magnitud de la incégnita con
las demas, segiin el texto indica.
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Cuestiones de Aritmética mercantil

Rrera pe CoMmpaRia

Particiones proporcionales.—Si en este problema quisiéramos
descomponer el ntimero N en partes inversamente proporeionales
4 varios nimeros dados, entonces, las partes, en vez de guardar
con los nlimeros dados una misma relacién, tendrian que cumplir
la condicién, de que sus productos por dichos nimeros fuesen

ignales; 6 sea, empleando la misma notacién del caso anterior,

X y Z
qué X. p =Y¥. q = 2. T; pero, X, PE—s Ve ="—, % T =—3
1 1 1
p q r
' o, Koy - = .
luego vemos que la condicién se reduced — =7 = _ :es decir,
1
]_) i] r
que basta con descomponer N en partes proporcionales 4 los ni-
] I I proj

S 1

meros —— | {— ¥ =5 inversos de los dados, que, si resultan frac-
-

clionarios, se reducen 4 un comin denominador. como dice el
texto, y luego se descompone N en partes proporcionales 4 los
numeradores respectivos.—

REGLA DE ALIGACION

Sigase la explicacién del texto, al cual procuramos siempre
adaptar estos apuntes.
1)6’.}‘5 nictones, —
! V :
Precio=p = 0 .—El precio, es el valor de la unidad; pues

si C unidades valen V, y queremos averiguar el valor de una




unidad, sabemos, por la divisidn de concretos, que serd igual
'\T

4 G 1 que es el precio, segiin la definicién dada; luego, si es el

valor de la unidad, serd independiente de la cantidad que ge con-
sidere; como ocurre, efectivamente, porque 4 n veces mds ¢
menos cantidad, de la misma substaneia, también le corres-
ponderd un valor n veces mayor 6 menor, y por lo tanto la

relacion L 6 sea p, seguird siendo la misma. —De p = o e de-

!
T

duce, también, que V=p.C y C =—. —
] 5
l] N » .
Ley =1= B Es el peso de metal fino contenido en la
unidad de peso total; pues, si en P unidades de peso total, entran
1 : ! P L
p de metal fino, en una nnidad de peso total, entrardn 7 (divi-

sién de concretos), que es la ley, precisamente.—Vemos, pues,
que debe ser también independiente del peso total de la aleacién,
como lo es en realidad: pues, 4 n veces mas 6 menos peso total,

corresponderd también (para la misma aleacién), n veces mds 6
)
menos peso de metal fino; luego la relacién —, no variard.—

_ » p _ p
De la relacién 1 = %, se deduce,p=P.1y P=——Como el
i
metal fino forma parte de la aleacién, su peso, p, serd menor que
P : :
el peso total P; luego 1 = > < 1.—Claro es que si el metal fino,

es puro; es decir, si no estd aleado con otro, su ley, serd igual 4

la unidad; pero en este caso, no hay aleacién. También la ley de

un metal gue no contiene parte alguna de metal fino, serd, | =
0]

p = 9 ¥ tampoco hay aleacién en este caso,—

T

La relacién p = —, puede ser l,—

Allv
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Problema directo de las mezelas.

c, ¢, ¢ — — §\' =p,c + P?- o + [;” s e
psp,p’ —— = V=p, e+ +c”" + — — —)1
Pn (cte’'+¢"+—— ) =p.ct+pc+p’c+ — — —
p.¢t+ph ¢ + p"c" + —_—— ¥
Pa = c ‘f:L' S R e S R e ]‘.r':_;fu_
g M Sumando término d termino las fracciones de los
c : , A p.c (*+p ¢ +-|:’. e =
pl. ¢ (l:rlmems miembros, resulta: e
=y ete tie
e |= Pu; luego, p,, estd comprendido entre la fraccién
p”. ‘»'-'"_ »» \mayor y la menor de las propuestas; es decir, entre
@ P lel menor y el mayor de los precios: deduciéndose,

— = = — —'que el precio de una mezcla, ha de estar comprendido
entre el menor y el mayor de los precios de las substancias mez-
cladas, llaméndose, por esto, precio medio.—

Problema inverso.— Enunciado. — Casos,

1. Caso.—Teorema.— Convengamos en llamar stempre p, al
precio mayor, y p', al menor, Claro es, que, como p, ha de estar
comprendido eatre ambos segiin hemos deducido, serd siempre:

P> Padpi—

il i\r:i" c+p'.c. y.ctp'. et
p—p! Poty =pa (c+¢')=pp. ¢+ pn- . l g e Pa: ¢
P-¢ —pPmC=puc —p.c;c(p—pu =c (p, — p)—

& P j¢=Ppu—p = a)c=a.nje=a:n
¢ p—pa ld=p—p.=bc=b.nlc’ =b:n
Luego, el problema es inderminado. —

= C Pm— j) : P pm 1) —— 'i

sl R L e y =N, | Determa-
i Pl Pn— P’ Lo nado.

=M —=Pn"P AT A o P’ S Vi S

¢ p— [_1,,_’ P— Pu p— pm ;




-

2 W c I = .:. e+ e c
BIeF o=, — = :l--“ I : e = = —
—gaw ¢ P—Pn Pu—P *P—Pu Pua—D
l" ] c t‘.
= j——= o e
P }"-" P—Pp Pm—P i l’m
I)]h_ P! 1 Pl P .
C =8, o {08, i 2 Hi— Determinado.
l’ —P [: _ ‘Iln

La diferencia entre las cantidades de las substancias mez-

cladas, puede ser: ¢ — ¢’ =d;c —c' = o0,y ¢’ — ¢ = d;

(:l'_\!‘reripr_-llden, rtﬂ-s]}F(.'t.i\’:-nm;-lli.e, 4 los casos en que entre mas,

5 que

tqual 6 menos cantidad de la substancia mds cara, ¢, que de la
mds barata ¢’. —

" 5
f & PP Q=0 C
12 e—el=d——=1 !—; _ = =
: X C !) = Pm E’m = P — [" = I}m I]!n =
= & . d o 1A ¢ ¢ ce=d Pa — P
3 LR Tl )y = g LT . R s i el |
p_p“! '3 I}m" (l.""'i’ ) IJIH_-_I‘ ]'I-—p!u "}‘!’al!_(\!r'i'fl!)

'=d. A i« « — Determinado, si 2 p, » p4p’; pues
2 pa— (p+p)

s1 fuese menor, seria imposible, por no poder hacer la resta; y si
fuese igual, seria cero el denominador, y los valores de ¢ y ¢,
tendrian que ser infinitamente grandes; cosa imposible de lograr,
por grandes que sean las cantidades tomadas de cada substancia;
pues siempre resultarin pequefias.—

Deducimos, por tanto, que, para que entre mds cantidad de

y
. y - : Ty P+p
![1 .\'E{l‘).\'.’:ﬂ?li‘g‘.ﬂ. MeLs cara, es ‘;})‘(?,-_','._ﬁ:gl [}IH({ 2 I’lll > i) 4 I] 9.0 Py > =

2
es decir, gue el precio medio sea mayor que la semisuma de los
precios,—




B0l o i o {.___c‘! _{‘___Pm__p:l___[ " Y
g . b ETEINTS =Gy = riats ‘?0 l'lm P
R e g o {I }} l‘ﬂl
, P+ p’ .
=P —Pu; 2Pa =P+Ds Y Pa= o8 decir, que, para que

entren cantidades iguales de las dos substancias, es preciso que el
precio medio sea igual ¢ la semisuma de los precios.

El problema en este caso, es indeterminado, porque los va-
lores de ¢ y ¢’, segiin se ve, solo tienen que satisfacer la condicién

e
de — =1, y esta se cumple para todo valor de ¢ = ¢', siempre

E .
Y P+ p .
que sea p, = ———, como antes decimos.

9
Pon—p ¢ P— P ¢ —e
3.0 ! —[‘,__.(1 ’: = _._;— e g ,____
——— ¢ p—pa' 0 pu— P l’“'Pm Pm+P
¢ e d ¢ ¢

o P = ].']l“ pm_ ’” (_P + E)’)_; 2_.'m P ___]?J_n-.l pm T P
Pae=p’ P==Pu
(|1+p)~-é ,.}’y (p|| Y —2p;

Determinado el problema, si p+p’ > 2 pa, pm razones anf-

e=d.

P+ p
2

es decir, que, para que entre menos cantidad de la substancia

mds cara, es preciso que el precio medio sea menor que la semi-

suma de los precios.—

logas 4 las expuestas cuando ¢ — ¢’ = d. Luego, p., <

Reciprocumente: Segtin sea p,,, mayor, igual 6 menor, que la
semisuma de los precios, asi tendréd que ser ¢ > . ¢’; pues si siendo

P+p . e ity :
Pm > 5 P- €], supusieramos ¢ <c, sabemos por las directas,

que no podria ser, ]mrqne para que ¢ < ¢’ hemos visto era pre-
= P+P p’
e

ciso que p,,




Luego, podemos decir: que lu condicidn necesaria y suficiente
para que en una mezcla entre mis, igual 6 menos cantidad, de la
substuncia de mayor precio, que de la de precio menor, es, que el
precio de la mezela, 6 precio medio, sen, respectivamente, mayor,
igual 6 menor, que la semisuma de los precios de lus substancias
>3 idko 2 l’ )

mezcladas; es decir, que si Pus ~ serd c 2 ¢
2 <

2.% caso. Cuando son mds de dos las substancias mezcladas. —

Supongamos varias substancias ordenadas con arreglo 4 sus pre-
k) M IV

cios, de mayor 4 menor, b Al Sy B — 1y como p

4 piap > p Fpt duph o o

tiene que estar comprendido, segiin sabemos, entre estos precios,

supongamos que lo esté entre p’ y p”, por ejemplo, y entonces,
haciendo lo que indica el texto, tendremos:

Ak et ot

_‘l el e L= =)

{ls} 1| ( ) ] > ) ) 1 > 1 ) v

¢ — — — p P?F ?Pu?pP p pY.—

i

eV ——— p"
(€2 P uve P 16 Pu— p -lfncfffﬂ?“m!u ado; perofc, =p,—p” =#)
’c_” S l:" ;t“” p= l"-ﬂ . una solucidn, sera: '[, =P = Pm =]1’
}c’ l’. | ¢ Pm— p’”i_f.*ad."?ferm.nnu‘fﬂ; pero (¢’ -—-pm_i,"’zt-lt
B i Vo p’ —17 | una solucién, serd: l¢""=p’ P =)
)02 P |8 _ Pn— l- '1 Indeterminado ; peroc; = I’m“i-’w;,’:,'i_
gVl p“"lu‘ p— p,u | una solucién, ner'&:*c”?p —Pw =b)

(1) Llamamos € ¥ ¢y estos valores, parque, entre los dos, suman el valorde ¢ ; puesto que

esta substancia de precio, p, 1a combinamos dos veces.




Luego una solucidn ge-
neral, serd la reunién c=c,+c,=a + g Multiplicando ¢. di-

de estas mezelus |1:-1l'—. e
vidiendo estor va-

ciales; pues, por ser to-|¢' =d.

das del mismo precio lores por un mis-
Pms 1a mezcla general,(¢” =b. @ i
|'lﬂ"“h‘.ill|ti“.’ liﬂ i:!_ (h_‘ l:lu‘" o “U[.“HI‘UT ten=
tres parciales, serd, evi- [¢'” =f. dremos infinitas
dentemente, del indi- el

cado precio pn; y re- ¢V=b, @ solucioner,—

sultard, por lo tanto:

Es claro, que aumenta en este caso la indeterminacién, como
dice el texto; porque cada una de las infinitas soluciones de cada
mezela parcial, puede combinarse con las infinitas soluciones de
las demds mezclas. —

Nota.—

Si conociésemos todas las cantidades, menos una, y todos los
precios; O bien, todas las cantidades, y todos los precios, menos
uno; podriamos hallar la cantidad, ¢, 6 el precio, p, desconocidos,
por medio de la igualdad fundamentsl que nos sirvié para re-
solver el problema directo; pues tendriamos:

Pra (‘c + ¢’ ' ¢’ -‘.I —_—— )= Ir.r._‘ -+ ]1: e + |J" ¢+ — — —: pe=

Puw (et t't —— =) —iple —p"ie—=nian: P

R U ¢ e+ == L) —ped—p e — .

¥ Pi= ;
e

que nos da el precio buscado, siempre que las substracciones del
numerador sean posibles.

Puara hallar ¢, verificando la multiplicacién del primer miem-
bro de la primera igualdad, serd:
i 2 o D ¢ + Pm ' t—_——— = pgt pelsbp el

—[1];pe—puc=puc * puc’ t ciiisisss — p'd — p’ e —

veresseei C(P=Pu)=pu (¢ +¢'+ ———)—p'—p"c" —

(1) Son iguales estas dos cantidades, por ser ambas la diferencia p - Brye—




— — —)—p'd—p '’ —
; 3

PP
que exige que las substracciones del numerador sean posibles.—

La del denominador, es siempre posible; pues si el precio

de la snbstancia cuya cantidad buscamos fuese menor que p

m3
entonces en la igualdad [I] hubiésemos Uhtt-llldo

pm == pre= E’ i =F ll C T e rraia Pm € — pm {_‘T. —_— e
besvrss@(pu = pl=pied plie . i — Pa (¢ +c" +—
o )-c—p‘ e =Fple -+ .........—pﬂ,(::' + ¢ ——)

RIS Pa — P -

siendo preciso, como antes, que pueda hacerse la substraccién
indicada en el numerador.

Problemas relativos d las aleaciones.

Sigase la explicacién que antecede de mezclas, en un todo
andloga 4 la de aleaciones, y téngase en cuenta lo dicho en el

texto y sus nofas; pves éstas son aqui indispensables, aunque
estén suprimidas, —

Problema directo. f".r‘n;au,w.a.'r'f:i.*: 1.7 del texto.

bl B R | _;‘Peso metal fino de la aleacién (1) =
L1 —— —)™ JId. id. id. dela id (2)=
| P+1. P+1". P"+ — — —
m (P+P 4+ P + — — -—)t
b (l’ + P+ P” + ——=)=L P+l . P+1". P'% — —=
| P+I" P +1". P+ — — —

mn

P+P + 1 tm

lgual & la suma de los pesos de los nietales finos, de los metales aleados.

Igual & la ley de la aleacidn, por ¢l peso total, que es la suma de pesos.




AL PHL P P |
BEY — , = lu3 que nos com -
", P P+P +P" +—— 1

P” — |praeba es ley media, por tener que estar compren-
————— | dida entre la mayor y la menor de las leyes. —

Problema inverso. — F ‘roposicidn 2.* del texio.

Cuando son dos los (Peso metal fino aleacién =1, P +1I'. P

metales aleados: ! Id. 1d  id. 1id. = TP 4B
LP+I. P =1, (P+P')=]1,. P+]_,. P —‘ﬁnpnnﬂ 1Mos siempre,
que / es la mayor lf}_ , ¥ por lu tanto, I > 1,21, y ttmln IMOS:

] =Y

] P lm '_]m P P in) P’“m _'lr);l)_<=lm_i .
P=],—1=a,P=a.n,P=a:n S
31)‘ i e c T 11% P9 bt T Indeterminado.

Pl 1 Pl %
Hll:)‘—\-——': —;P’:P —— T“TN-I_ - (
B 1) ] !“‘- ]'H == In' —. r)f’fr’!!-‘li‘—
1 i l \ ?f!ffr




La diferencia, puede ser: P—P'=d; P—P'=o, y P’—P=d.
Peropilen 5 SR bt >
1> P—P=d——=" 4 S E

LML P e DT T
P d P p’ j #ere gt
_.__._:-. — =i ____P:‘i_ m X e
=L e D) e 1T 2 1, — (1+1)

LRl
v P =d. -
1 2 11!1 T (l + l,}
ol

o «)
Pl

. — Determinado, st 2 1, > 1+ I,

N e 1,T—ﬁ — l. — Lueg’o, lm —_— 11 =

m

920 P—P'=0, ¢ P=p, £ _lu=T

] +1’
9

| =152 L =]k Pl o

m

Si se cumple la condicién, es en este caso, indcterminado el

Ij

problema; pero siempre —=1,6 P =P'.—

REE L XN P L

a0 B, T OIS S e DT

P P _ d I ) 4

] i lm !in —l-, ' ]_-_L 1‘ AT i) ]m ] = '-!ﬂn = ]m __l,
P =t Py Lgh sl Determinad
=d | ¥ P, y —d; I+ —2l, — Determinado,
(5 it
“1 :-'] ]\.n < ] + I" @ !m < -_:_ N i
14+ 1
Reciprocamente: Si 1, %—-—-- , serd, P 2P luega la con-

dicidn necesaria y suficiente para que en una aleacion de dos
metoles, entre mds, igual ¢ menos peso, del metal de mayor ley,
que del de ley menor, es que l, sea mayor, iqual ¢ menor que la
semisuma de las leyes de los metales aleados.




= 8;‘]._

Cuando son mas de dos los metales aleados. (Vease el de
mezclas. )

Poseiy

{
I), —_ I | I)n P Sl ],, ,' | >Im)1s- !
f:,, o fersdiaus s hog T Bl o !
Pﬂ! P 1 31 ! l!7> I"' > I]\-"_ " Sy I!u ‘ ] l||| l .
l)l\ Y. Ii\' \ {)2 Sy “—I !‘ | >| I]\ A
P 1V
])I lm I ; 1)1-:}115‘__ I!‘ —4a. | : >
2l P ' Pr=] — I, =h,{ Indeterminado.
]-) ] l'.“ b 1IN ny___
P’ _1..,, i })_ﬁh il = (l{. E [ndeterminado.
P?———]"‘ =1 ) ].)9,‘1“' =g, | Indeterminado.
PN I, PN =]~ la=b. |

Una solucidn: P =P, + P,=a + g; P’ =d; P" b; P"=f,

Y RN =k Mnllilpliundu ¢ (h\]lil{‘llf‘][) estos \d]()l‘f‘b por un
mismo niimero, tendriamos infinitas soluciones.—

Aumenta la indeterminacién, por la misma causa que hemos
dicho en las mezeclas. —

Elevar la ley de una aleacion, anadiéndole metal fino.

I, que es siempre la ley mayor. serd squi ioual 4
! J ) 'l 1g
la unidad, que es la ley del metal fino; y P, el

Sy RO peso de diche metal,—
L S I', serd la ley que tiene el metal; es decir, la que
queremos elt\al‘, y P’ el peso de este metal, -

lny €8 1u ley media que queremos obtener, —




L
Rebajar la ley de una aleacion, afiadiéndole metal ordinario.
[ I, que es siempre la ley menor, serd igual 4 cero,
que es la ley del metal distinto del fino, 1 ordi-
nario; y P, el peso de dicho metal.
P" 1 —1, ) Lesla ley que tiene el metal; es decir, la que
’ queremos rebajar, y P, el peso de este metal.
| wy es la ley media que queremos obtener,

Nota andloga d la de mezclas.

L (B R PR ==yl P PPl o
l=- R
])
3 My A N e T S e L B

p_ bGP i) i l ]) . PP—1"F |
b |
’ p A i T B N I e — L (P+P"+ —— ) \
.I' an ]m T l I
seginseal > 1, 61,> 1. — Exigen estas férmulas fiue]nlwim

hacerse las substracciones de los numeradores.




Regla de Conjunta

Procedimiento practico.

Resolucién de la siguiente regla de conjunta por la regla
general dada en el texto:

qu:bn' b. d K

er=—=d- . Yl e < 5

f" — o X.c.f.h=b.d g.k; x= ——>2— unidades del orden m,
» — 8 e.f.h

h.=k,

Resolucion de la misma, por magnitudes proporcionales.
1.* Regla de tres.

h, — km( ; L g "2.” Regla de tres.
: = Kl o Ly
Pero, g, =f,=x",. —-]d, — — x", f h f
Pero,d, =¢, = x",,.— ‘
3.% Regla de tres.
¢, —— X" RS a4 ‘b b.d. g. k
fxm:x'. =it g— = =
hn =













Compre V. mis Apuntes

de Trigonometrfa y né

tendra dudas

Precio: b pesetas

Los pedidos al Autor; ex

el destino que lenga, y en

las principales librerfas




