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PRESENTACION

Estas actas son fruto de la colaboraciéon constante de la Consejeria de Educacion con la
Asociacion de Profesores de Matematicas “Miguel de Guzman™ y el Instituto GeoGebra de Castilla
y Leodn. Gracias a ella, se celebrd de manera conjunta el XV Congreso Regional de Matematicas y la
IV Jornada GeoGebra de Castilla 'y Leon, el 4 y 5 de noviembre en la Escuela Técnica Superior de
Ingenierias Agrarias de Palencia.

La Asociacion “Miguel de Guzman” acumula una larga trayectoria en pro de la Educacion
Matematica en Castilla y Leon. Desde principios de los afios 90, su labor se ha concretado en quince
congresos de Educacion Matemaética celebrados bianualmente. Ademas, en el seno de la asociacion,
nace el Instituto Geogebra de Castilla y Leon. A través de estas paginas, el lector podra comprobar
como el profesorado de Matematicas de Castilla y Ledn conjuga los problemas clasicos de la
matematica con la facilidad y potencia de la tecnologia. De esta manera se transmiten a la Comunidad
Educativa buenas practicas y propuestas de éxito para el aula de Matematicas, sin descuidar el trato
a cualquier otra disciplina que, relacionada directa o indirectamente con la matematica, permita el
discurrir de la ciencia.

Desde su edad mas temprana, nuestro alumnado entra en contacto con los conceptos abstractos
que interpreta la matemaética, comenzando con los nimeros y su célculo. El arte, la mdsica, la
naturaleza y la tecnologia mas reciente, relacionada con la inteligencia artificial, también formaron
parte de los didlogos que se establecieron en esos dias entre los profesores participantes. Bien podrian
establecerse como punto de partida hacia un nuevo comienzo al compartirlo con sus compafieros en
los centros educativos de nuestra Comunidad.

Este congreso ha contado ademas con la inestimable colaboracion del Campus de Palencia de
la Universidad de Valladolid (Uva), que ha acogido su celebracion. El lector interesado encontrara
aqui la ponencia: “Plan de Mejora de las Matematicas en Castilla y Leon”. En ella el grupo de
investigacion reconocido, “Educacion Matematica” de la Uva, presenta este plan desarrollado por la
Consejeria de Educacion como un modelo a seguir basado en la innovacién, la investigacion y la
evaluacion. De esta manera contemplamos la educacion matematica como un compromiso
compartido por el profesorado, las familias y las instituciones.

Finalmente, no podemos olvidar que este congreso se ha enriquecido con participantes de
dentro y fuera de Espafia. Asi el, contacto con otros, con distinto origen y circunstancias permite
crecer, valorar lo que hacemos y abrir nuevos horizontes de trabajo. De esta forma construimos entre
todos una mejor manera de ensefiar y aprender matematicas.

La matematica ha acompafiado a la humanidad a lo largo de su historia. Valorar la
construccién compartida de la ciencia, apoyada en una matematica consciente, e implementarla en el
tiempo y el espacio que comparten el profesorado y el alumnado, es el motivo que nos da razones
para continuar esta apuesta por el éxito en la ensefianza y el aprendizaje de esta ciencia deductiva que
nos ayuda en la resolucion de problemas.

Rocio Lucas Navas
Consejera de Educacion
Consejeria de Educacion. Junta de Castillay Leon



PROLOGO

Durante la tarde del viernes 4, y todo el dia del sdbado, 5 de noviembre de 2022, se celebrd, en los
espacios de la Escuela Técnica Superior de Ingenierias Agrarias del Campus de la Yutera de la UVa
en la ciudad de Palencia, el XV Congreso Regional de Educacién Matemaética de Castillay Ledny la
IV Jornada de Geogebra Castilla'y Leon.

El Congreso y la Jornada han permitido compartir experiencias educativas y saberes matematicos de
todos los niveles educativos: Infantil, Primaria, Secundaria y Universidad, contando con un nimero
total de 198 asistentes, de los cuales, 26 fueron de Primaria, 142 de Secundaria y 30 de Universidad.

Estos datos de participacion sugieren la necesidad de reforzar la presencia, en estas actividades, de
profesores de Primaria y de Universidad para conseguir la coordinacién y cooperacién de todos los
niveles de ensefianza de las matematicas.

El Congreso mantiene el propdsito, propio de su caracter de foro de encuentro y debate, de contribuir
al intercambio de ideas y experiencias relacionadas con la Educacion Matematica de nuestra region,
aunque, por supuesto, sin perder de vista las referencias proporcionadas por los entornos educativos
nacional e internacional.

Si los anteriores Congresos abrieron las puertas a un periodo de ilusién, esperanza y expectativas en
un espacio académico en el cual se comenzaron a debatir las diferentes problematicas de la educacion
cientifica y tecnoldgica, las actividades llevadas a cabo en este Congreso han cumplido los objetivos
de difundir experiencias, promover la actualizacion formativa del profesorado, reflexionar sobre la
propia practica docente, etcétera, siendo, en definitiva, muy valiosas para el avance académico y
profesional de los docentes de matematicas de la Comunidad de Castilla y Leon.

El cumplido programa de trabajo consistié en Conferencias plenarias, para aprender de los expertos,
como figuraba en el eslogan de los organizadores, Comunicaciones, para compartir experiencias, y
Talleres, para practicar nuevos métodos y estrategias, aportaciones, todas ellas, de la maxima
calidad, cuyo nexo de union fundamental, es la mejora de la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas en Castilla 'y Ledn.

El Congreso Regional y el dia Geogebra han sido una buena muestra del alto nivel cientifico y
didactico de los profesores conferenciantes, ponentes, autores de comunicaciones y talleres, asi como
de los asistentes en general, quienes, ademas, con su participacion, han testimoniado su vocacion y
compromiso con la Educacion Matematica.

También se llevd a cabo en la tarde del sabado un homenaje a D. Francisco Bellot, profesor propuesto
por la Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica Miguel de Guzman, que en su
reunion Ordinaria de la Junta Directiva Regional del 29 de febrero de 2020, en su Punto 3



concerniente a la organizacién del Congreso Regional de Palencia, acordd realizar un acto de
homenaje a un profesor de reconocido prestigio en su labor docente.

La Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica Miguel de Guzman debera seguir
organizando actividades de este tipo para el logro de las competencias matemaéticas y cientificas, asi
como de las modernas tecnologias y de esta forma contribuir al enriquecimiento de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas y al mismo tiempo trasmitir a la sociedad que esta Asociacion de
Profesores tiene gran vitalidad, vocacion docente y compromiso, ejerciendo un papel primordial en
la Educacion Matematica.

Nuestro agradecimiento a la Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Ledn, en particular, a
la Direccion General de Innovacion y Formacion del Profesorado, a la Universidad de Valladolid,
Escuela Técnica Superior de Ingenierias Agrarias del campus de la Yutera de Palencia, al
Ayuntamiento y la Diputacién de Palencia, al Instituto Geogebra de Castilla y Leon, al profesorado
del Area de Didactica de la Matematicas y miembros del Grupo de Investigacion Reconocido
“Educacion Matematica” de la UVa, y a las entidades Editorial SM y Division Educativa de Casio,
sin cuya ayuda, apoyo y colaboracion, habria sido imposible la celebracion de estos eventos.

He de destacar a los Comités Organizador y Cientifico de este XV Congreso Regional y IV Jornada
Geogebra, asi como a los profesores de la Asociacion Provincial de Palencia y al Coordinador del
Congreso y Presidente Provincial de la Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matemaética
Miguel de Guzman, D. Miguel Angel Curto Rogado, por la excelente preparacion, organizacion y
trabajo llevados a cabo, lo que ha garantizado el éxito del Congreso y la Jornada y la satisfaccion de
todos los participantes.

Termino estas lineas prologales, con el deseo de que esta publicacion conjunta de la Consejeria de
Educacién y de la Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica Miguel de Guzman
sirva de ayuda y referencia al trabajo futuro en beneficio de la Educacion Matematica de la
Comunidad de Castillay Leon.

M2 Encarnacion Reyes Iglesias
Asociaciéon Miguel de Guzman
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GEOGEBRA PARA VER ARTE

Ezequiel Martinez Rosales
Sociedad Matematica de Profesores de Cantabria

Resumen

Pretendo mostrar como, a lo largo de la historia y en diversas culturas, elementos geométricos han
sido utilizados en arquitectura, escultura. pintura. Ensefiar el método de trabajo que he utilizado:
Construir con GeoGebra un elemento geométrico, insertar imagenes de obras artisticas y visualizar
como encajan. Mi objetivo es animar a elaborar proyectos y programar actividades compartidas
entre varios departamentos, disefiar estudios sobre la geometria de las obras artisticas de la
localidad, organizar paseos matematicos de divulgacion con alumnos, AMPA y asociaciones
culturales. Por otra parte, quiero ensefiar como podemos modelizar en 3D esculturas y arquitecturas.
Como a partir de imagenes medimos y establecemos proporciones para trasladarlos a 3D y
reproducir el objeto artistico.

Palabras clave: formas geométricas planas, ecuaciones para métricas, superficies 3D

DONDE ENCONTRAR LOS RECURSOS

Todos los recursos, y algunos mas, que utilizaré en esta ponencia los podéis encontrar en la pagina
de mis recursos en GeoGebra (https://www.geogebra.org/u/ezq). En concreto en el libro “Arte con
geometria” (https://www.geogebra.org/m/z8nxqdfp). El proyecto “Geometria del romanico” esta en
(https://www.geogebra.org/m/pdbpswxp). “Escultura” (https://www.geogebra.org/m/NC5sgb4B ),
“Arquitectos y arquitecturas” ( https://www.geogebra.org/m/atgph9hb ), “Depositos y tanques”
(https://www.geogebra.org/m/rxz83qvg) y otros, son libros donde voy colocando mis trabajos.
Ademas de poder descargar las actividades y ver, en la vista algebraica, como he construido el
modelo, he comenzado a editar un libro en el que detallaré, paso a paso, el proceso constructivo de la
modelizacién TALLER DE MODELIZACION 3D (https://www.geogebra.org/m/gfg5uxkc)

LAS MATEMATICAS COMO PARTE DE UN TODO

Creo que hay un consenso, bastante generalizado entre profesionales de la ensefianza (trabajadores
en el aula y tedricos) de dar un valor afiadido a las matematicas, utilizar su conocimiento para una
mayor comprension de las realidades en las que vivimos. No voy a repetir lo que esta escrito al
respecto en las leyes educativas, que vosotros profesionales en activo conocéis y programais segun
sus dictados, pretendo mostraros actividades y proyectos que he elaborado utilizando la geometria
para disfrutar mas, para entender mejor, para ver como se disefiaron las obras artisticas.

QUE FACILITA GEOGEBRA

Platon mando grabar en el frontispicio de la Academia “Que nadie entre sin saber geometria” y Rafael
Alberti dejo dicho “quien quiera pintar debe saber geometria”

Si a una persona, con pocos conocimientos matematicos, le ensefias un concepto geométrico o la
construccion de una forma geométrica hecha con GeoGebra le va a entrar por los ojos y le va a llegar
a la mente, va a asimilar el como y comprender el que. Mi experiencia de charlas en Centros
Culturales y Paseo Matematicos en Cantabria, con personas de caracteristicas diversas ratifican lo
dicho. Me produce gran satisfaccion ver como personas cultas, amantes del arte y la historia,
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Ezequiel Martinez Rosales

enriquecen su vision con la geometria, desechan prejuicios y muestran su alegria por haber aprendido
algo que les resultaba ajeno y que les parecia dificil.

¢ Y anuestros alumnos? No es motivo de esta ponencia destacar las numerosas y grandes virtudes del
GeoGebra en los procesos de ensefianza-aprendizaje, pero quiero destacar una. El desarrollo de la
competencia linglistica, algo a lo que estamos obligados por ley y por nuestro compromiso en el
desarrollo integral de nuestros alumnos. Tengamos en cuenta que el lenguaje es el pensamiento.

Cuando vamos exhibiendo el proceso de la demostracion de un teorema, podemos ir provocando que
los alumnos “vayan contando lo que pasa”, al principio con un vocabulario popular avanzado hacia
una expresion cientifica. Esto lo podemos organizar como un trabajo en equipo, para realizar como
actividad complementaria aprovechando las posibilidades que nos ofrecen las TIC, competencia
informatica, en concreto la Classroom de GeoGebra.

CAMINEMOS HACIA LA GLOBALIZACION

De que las matematicas encierran valores en si misma y de la belleza reside en ella no voy a tratar de
convenceros. Por eso, entre otras cosas, estudiamos y ensefiamos matematicas. Pero que podemos
participar con ellas y con otras ciencias y con las artes y con la historia en proyectos integrales de
andlisis y comprensién de fendmenos aparentemente ajenos a las matematicas si 0s voy a hablar,
exponiendo ejemplos concretos de actuacién. En esta ponencia me centraré en la geometria, las artes
y las ciencias sociales.

Unos ejemplos vinculando geometria con arte. Desde el libro “Arte con geometria”

Muchas personas han oido hablar del nimero de oro, de la divina proporcion, del rectangulo aureo.
En el libro “Arte con geometria” podéis abrir la actividad “Construccion del rectangulo dureo”, con
ella podran seguir paso a paso el proceso constructivo y a continuacion con la actividad “La
proporcidn aurea en el arte” comprobar como el rectangulo aureo esta presente en el disefio de obras
de todo tipo, de distintas épocas, de distintos lugares. Unos pocos ejemplos de la infinidad que hay.
Quien nos iba a decir que la proporcidn raiz de 3 esta presente en el arte romanico y en el gético,
podemos ensefiar en que consiste “La proporcion raiz de 3” y a continuacion abriendo “La proporcion
raiz de 3. Propiedad 2” explicar, como se aplica esta propiedad para disenar la Mandorla o Vésica
Piscis que enmarca el Pantocrator de las iglesias bizantinas, romanicas o en el disefio de las plantas
de iglesias romanicas. Esto mismo podemos hacer con el rectangulo de Plata, el Cordobés, que tanto
estudio y utiliz6 Rafael de la Hoz.

En el capitulo de las “Espirales” podemos, ademas de estudiarlas, hacernos algunas preguntas ;Por
qué hace 15.000 afios hay gravadas en piedras espirales en Cantabria, Arizona o las Canarias? Ver
espirales en edificios barrocos, en esculturas modernas o en disefios industriales.

Un estudio especifico merece el “Paraboloide hiperbolico”, como se construye una superficie reglada
que contiene parabolas, que propiedades tiene que permite construir cubiertas de grandes superficies
diafanas, Presentar la obra de arquitecto Félix Candela.

Trabajemos con proyectos

El patrimonio de Castilla Ledn es rico, muy rico, Ofrece numerosas posibilidades para elaborar
proyectos en los que pueden intervenir departamentos de Geografia e Historia y Artes Plasticas. Hay
numerosas publicaciones al respecto, me tomo la libertad de destacar el libro “Santander, mirar y
ver.... matematicas, arquitectura e historia” Ediciones Universidad de Cantabria que hace afios
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Geogebra para ver arte

escribimos un grupo de profesores de la Sociedad Matemaética de Profesores de Cantabria. Y si con
los alumnos preparamos un proyecto sobre el patrimonio del lugar, elaboramos un documento y
organizamos un paseo con las madres, padres y abuelos en el que los alumnos explican lo que han
estudiado sobre lo que vemos todos los dias. Preciosa e enriquecedora actividad.

Podemos con las actividades del libro “Geometria del romanico” y otras que podéis elaborar plantear
un trabajo en colaboracion del departamento de Historia. ¢Qué tal, en colaboracion del departamento
de clésicas, un estudio sobre los templos griegos?

En mis estancias en Castilla Ledn descubri unos edificios de adobe, en medio de los campos, que
desde entonces me maravillan: los palomares. Desde el punto de vista de la arquitectura unas
estructuras muy simples y desde el punto de vista geométrico muy rico. Bases circulares, elipticas,
poligonales, con un, dos, tres niveles. Y desde el punto de vista de la geografia, de la agricultura'y
ganaderia, de la gastronomia tienen elementos de gran interés. Elaborar un proyecto, involucrando
todas estas facetas desde los distintos departamentos, convocando a las sociedades de Amigos de los
Palomares se podria presentar un trabajo de gran interés cultural. Nosotros participariamos en la
modelizacion 3D de palomares. Una primera aproximacion la tenéis en el capitulo “Palencia” con,
por ahora, tres actividades muy sencillas “Un palomar simple”, “Seccion de un palomar” y “Nichos
de palomas”.

Modelizar en 3D

En mis recursos GeoGebra podéis ver numerosas actividades de modelizacion 3D, desde esculturas,
puentes, arquitecturas, ... podéis descargarlos y ver, en vista algebraica, como han sido construidos.
Pero para un mejor aprendizaje he comenzado a elaborar el libro “Modelizacion 3D”. En €l voy
describiendo los pasos mas relevantes en el proceso constructivo. Las ecuaciones paramétricas de las
curvas y de las superficies solo se escriben una vez. Seleccionar el texto de la ecuacion, y con Ctrl+c
lo llevamos a la barra de entrada y pegamos Ctrl+v. A continuacién, basta con ir cambiando los
valores de los parametros que nos interese.

Nota Final
Mis recursos GeoGebra https://www.geogebra.org/u/ezq
Arte con geometria https://www.geogebra.org/m/z8nxqdfp

Taller de modelacion 3D https://www.geogebra.org/m/gfg5uxkc
Por altimo, mi correo ezq1368@hotmail.com

Me hard muy feliz si algunos de vosotros/vosotras me plantea cualquier cuestion, mi jubilacion me
permite colaborar con quien desee elaborar proyectos sobre ver el arte con ayuda de la geometria.

Para hacer referencia al articulo:

Ezequiel Martinez Rosales (2022). GeoGebra para ver arte. En Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Ledn.
(Ed.), XV Congreso Regional de Educacion Matematica y IV Jornada Geogebra de Castilla y Leon (pp. 13 - 15).
Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica Miguel de Guzman.
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MUSICA = MATEMATICAS

David Hernandez Benito
IES Julian Marias, Valladolid.

Resumen

Desde el descubrimiento de la escala occidental hasta los ritmos mas complejos gracias a la
aritmética basica. La composicion como lienzo geométrico. De las funciones periddicas a los
sintetizadores. De las matrices algebraicas a los secuenciadores. Los algoritmos como principal
herramienta en la musica actual: de autotune a la compresion y seleccion de Spotify y de como los
datos han reemplazado a los instrumentos tradicionales a través del MIDI. Un recorrido por la
historia de la musica y las matematicas en el que van de la mano Pitagoras y Motomami.

Palabras clave: musica, matematicas, divulgacion, Pitagoras, ritmo, geometria,
composicion, sintetizadores, algoritmos, secuenciadores.

INTRODUCCION

Las matematicas estan presentes en todas las artes. Desde la pintura del renacimiento hasta las obras
mas abstractas del siglo XX, Kandinsky, Delaunay o Picasso. La escultura ha evolucionado hacia
formas geométricas cada vez mas puras, véanse las obras de Chillida u Oteiza o la famosa Cloud Gate
de Anish Kapoor en Chicago. Sin matematicas seria imposible montar una pelicula o construir un
edificio. Pero la musica es el Unico arte con raiz plenamente matematica. Sin matematicas, no habria
musica.

Cabe preguntarse entonces por qué hay tanta gente a la que le gusta la masica (es dificil encontrar a
alguien a quien no le guste) y a la vez tanta gente que odia las matematicas. Pues a estos ultimos yo
siempre les digo, si te gusta la musica, te gustan las matematicas.

El gran compositor francés Claude Debussy decia que “La musica es la aritmética de los sonidos” y
el matematico aleman Gottfried Leibniz decia que “La musica es el placer que experimente la mente
humana al contar sin darse cuenta de que esta contando”.

LA ESCUELA PITAGORICA

Pitagoras descubrid la escala musical occidental y la relacion entre las longitudes de una cuerda tensa
que produce sonido al vibrar y las fracciones que producen las armonias. Vemos como simples
multiplicaciones de fracciones se pueden construir todas las notas de la escala occidental.

La musica y la aritmética se estudiaban de forma conjunta en la escuela pitagérica. Estaban tan
obsesionados con el tema que creian que los planetas del sistema solar generaban vibraciones
armonicas conocidas como masica de las esferas.

Se cree que, durante uno de sus paseos en silencio, Pitdgoras oy6 a un herrero golpeando metal con
un martillo. Cuando se acercé a la herreria pudo comprobar cémo al golpear piezas mas largas el
sonido era mas grave y cuando se golpeaban piezas mas cortas el sonido era méas agudo. Tras este
acontecimiento el maestro empezo a estudiar el comportamiento del sonido en otros materiales y
objetos. Observo el sonido en campanas y cuencos de diferentes tamafios, hasta que decidid investigar
el sonido gque producia una cuerda tensa al vibrar.
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Pitagoras comenz6 dividiendo una cuerda por la mitad, percatdndose de que al dividir la cuerda en
dos partes exactamente iguales el sonido que se obtenia al hacerla vibrar era el mismo que emitia la
cuerda suelta pero mas agudo. A esto lo llamamos una octava. Es como si en un piano tocasemos
primero un do, y después el siguiente do a la derecha de este. En todos los instrumentos de cuerda
ocurre lo mismo. Si en una guitarra tocamos una cuerda al aire, sin colocar la mano en ningun traste,
y después colocamos la mano en el traste que justo divide la cuerda por la mitad, las notas que oiremos
seran las mismas, pero la primera méas grave y la segunda mas aguda. Esto ocurre porque la frecuencia
a la que vibra la cuerda, cuando la dividimos por la mitad, se duplica.

N | =

fa=f1-2 fi=Ff2-

octava

Figura 1. Octava y su frecuencia.

Pitagoras también observo que, si dividia la cuerda en tres partes y tocaba dejando dos de los tercios
libres, es decir, haciendo vibrar la parte mas larga, obtenia un sonido de quinta. Esto es como pasar
de tocar un do a tocar el sol que estd a su derecha y ocurre porque la frecuencia de la cuerda se
multiplica por 3/2.

fz:fl'% f1=f2'§

| J l ]
| | I 1

quinta

Figura 2. Quinta y su frecuencia.

Al dividir la cuerda en cuatro partes y dejar tres libres para que vibre, observo que obtenia un sonido
de cuarta. Como pasar de tocar un do a tocar el fa de su derecha. La frecuencia, en este caso, queda
multiplicada por 4/3.

f2:f1‘§ f1=f2‘%

cuarta

Figura 3. Cuarta y su frecuencia.
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En principio, parece que Pitdgoras consiguio construir las notas fundamentales de la escala musical
gue conocemos. Las armonias que se alcanzan con estas tres relaciones se utilizaron en la musica
occidental durante miles de afios. De hecho, en la actualidad se sigue aprendiendo armonia con estos
mismos conceptos. Pero, si solo tenemos cuatro notas (do, fa, sol, do) y una de ellas esta repetida,
¢como logro Pitégoras construir el resto de las notas de la escala musical que conocemos?

Partimos del do fundamental, dividimos la cuerda en dos y obtenemos el do agudo. Es decir,
duplicamos la frecuencia. Si dividimos la cuerda en cuatro y dejamos tres partes libres sabemos que
obtenemos el fa, y si dividimos en tres y dejamos dos libres, el sol. La frecuencia ha sido multiplicada
por 4/3 para fa y por 3/2 para sol. Si desde la nota de sol hacemos este mismo paso, es decir,
multiplicar su frecuencia por 3/2, alcanzamos un re agudo, por encima del do agudo. Para conseguir
el re de la escala original dividimos la frecuencia entre dos, o lo que es lo mismo, duplicamos la
longitud de la cuerda, lo que nos da el re que estd junto al do original. Repitiendo el proceso,
multiplicando la frecuencia del re por 3/2, obtendriamos una quinta ascendente desde el re, es decir,
un la. Y una quinta ascendente desde la nos daria un mi agudo. Si duplicamos la longitud de la cuerda,
o dividimos la frecuencia entre dos, obtenemos el mi grave. Y, por ultimo, multiplicando por 3/2 la
frecuencia de mi se consigue la dltima nota: si. Ya hemos completado la octava méas famosa solo con
acortar o alargar una cuerda usando fracciones muy sencillas.

Hemos descubierto como obtener las notas do, re, mi, fa, sol, lay si. Y podriamos seguir facilmente
hacia arriba o hacia abajo, es decir, mas agudo o grave, hasta construir todas las notas blancas de un
piano entero, si tenemos las cuerdas suficientes, claro.

Pero ¢qué pasa con las teclas negras que hay entre algunas de las blancas en el piano? Estas notas son
medios tonos, porque en realidad la escala convencional que utilizamos actualmente no tiene solo
siete notas, tiene doce. Entre cada una hay medio tono de diferencia. Para conseguir estas notas con
cuerdas y fracciones hay que hacer un proceso analogo al anterior. En este caso partimos del si,
multiplicamos la frecuencia por 3/2 y obtenemos una quinta ascendente, que en este caso es una de
las notas negras, el fa sostenido. Dividimos la frecuencia entre dos para obtener el fa sostenido de la
escala inicial. Repitiendo este proceso varias veces llegariamos a do sostenido, sol sostenido, re
sostenido y por ultimo la sostenido. Ya podemos construir un piano entero, con todas sus teclas
blancas y negras, y todo gracias al ingenio de Pitagoras.

1 1 1 1 1
1 | ] L] 1
Do# Re#t Fa# Sol# La#

] ] 1 l ] l ]
1 1 1 1 1 1 1

Do Re Mi Fa Sol La Si

Figura 4. Notas musicales en una octava de un piano.

La relacion de frecuencias vista con fracciones es fascinante, como podemos apreciar a continuacion.
Cada fraccion se puede expresar simplemente con una relacion de potencias de 2 y 3. Cada vez que
tocamos el piano o cualquier otro instrumento estamos multiplicando y dividiendo fracciones a una
velocidad a la que jamas hubiésemos pensado que seriamos capaces de hacerlo.
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30 32 34 22 31 33 35 21
2°8 228 2° B 3" @ 2' § 2} 2" @ 3°

Figura 5. Notas como fracciones de potencias de 2y 3.

EL RITMO

La relacion entre el ritmo y las potencias de dos es clara. Tomando la unidad como duracién de
referencia de una negra vemos como el resto de las figuras de tiempo son potencias de dos.

Nombre ‘Figura Duracién‘

Redonda o =4
Blanca J -
Negra J 20— 1
Corchea D 2-1=1
| Semicorchea d | 2=
Fusa ) 29 -1
Semifusa 3 2= L
Garrapatea ﬁ 25 =1

Figura 6. El ritmo como potencias de 2.

El puntillo es una figura que prolonga un 50% la duracidn de la nota a la que va asociada planteado
como sencillas ecuaciones de primer grado.

=
Il
=
+

=
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=
+
[ & NI X
+
[ = W& N
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+
o
o

X-=x+

Figura 7. El puntillo como lenguaje algebraico.

Incluso el regueton se construye con base matematica. Vemos como el ritmo basico de este estilo
musical se compone siempre de una corchea con puntillo y una semicorchea seguidas de dos corcheas,

es decir la suma de fracciones que va haciendo que se complete la unidad y las cuatro unidades de
negra de un compas.
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g — e e
3/4 + 1/4+1/2+1/2+3/4+ 1/4+1/2+1/2 =4

Figura 8. El regueton como matematicas.

GEOMETRIA PARA COMPONER

En masica se utilizan desde siempre simetrias y traslaciones para componer, tanto en canciones
actuales como clasicas. Escuchamos mdsica de Bach, Mozart, Haendel, The Beatles, Fleet Foxes o
Rosalia. Se estructura en tres tipos de movimientos isométricos para componer:

- TRASLACION HORIZONTAL : Ostinato y canon.
- TRASLACION VERTICAL: Armonias.
- REFLEXION: Composicion en espejo e inversion de onda.

FUNCIONES, MATRICES Y ALGORITMOS
Como convertir en cualquier sonido una onda sinusoidal a través de la transformada de Fourier.

Una onda sinusoidal suena como se ve: suave y limpia. Es sonido en su forma mas basica. Cualquier
otra forma de onda se puede crear sumando una serie de ondas sinusoidales. Una onda cuadrada suena
mas rica y vibrante. También tiene aspecto diferente. Ademas de la fundamental, la onda cuadrada
también contiene armédnicos. Un armonico es una especie de tono parcial que es un multiplo entero
de una frecuencia fundamental. En una onda cuadrada, estos arménicos ocurren en multiplos enteros
impares de la frecuencia fundamental. La onda triangular contiene los mismos armonicos impares
gue una onda cuadrada. A diferencia de una onda cuadrada, disminuyen a medida que se alejan de la
fundamental, dandole su forma. Parece una onda sinusoidal angular y suena entre una onda cuadrada
y una onda sinusoidal. No es tan ruidoso como un cuadrado, pero tampoco tan suave como una onda
sinusoidal. Suena mas claro, tal vez incluso mas brillante que una onda sinusoidal.

Figura 9. Conversion de onda sinusoidal en triangular.
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Una onda de diente de sierra es mucho mas irregular. Es el sonido con méas zumbido de todos, incluso
mas aspero gque una onda cuadrada, y eso se debe a que es el mas rico en términos de armonicos. Es
como el sonido de un arco arrastrandose a través de un violin.

La sintesis moderna es una combinacion de varios motores y osciladores a la vez, ademas de
multiples efectos que confieren al sonido una riqueza y una variedad impresionante.

VCO1 level
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Figura 10. Sintesis moderna.

El MIDI (Musical Instrument Digital Interface) es un estandar técnico que describe un protocolo de
comunicaciones, una interfaz digital y conectores eléctricos que conectan una amplia variedad de
dispositivos de audio. Un solo cable MIDI puede transportar hasta dieciséis canales de datos MIDI,
cada uno de los cuales se puede enrutar a un dispositivo separado. Cada interaccién con una tecla,
bot6n, o control deslizante se convierte en un evento MIDI, que especifica instrucciones musicales,
como el tono, el tiempo y el volumen de una nota. Lo mas comun es tocar un teclado MIDI u otro
controlador y usarlo para activar un sonido digital, por ejemplo, descargando una libreria digital de
la Orquesta Sinfonica de Berlin, con un simple teclado de 30 cm podemos hacer que toda la orquesta
toque o grabe para nosotros. Como vemos en la imagen, cada nota que tocamos en el teclado MIDI
transfiere los datos de intensidad y volumen, tono y duracién de la nota, principalmente, que se
traduce en este diagrama que es muy facil de editar con el raton de nuestro ordenador. EI MIDI
permite grabar partes técnicamente complejas de tocar de una forma muy sencilla, como si las
dibujaramos en un lienzo.

L LLLLIRL

=)
o

Figura 11. El MIDI.
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Escuchamos la diferencia entre vocoder y autotune y entendemos el uso de los principales algoritmos
que se utilizan en musica, como el algoritmo de comprension o el de seleccion. En la imagen vemos
coémo reducir la pista de audio a la vez que vamos “cuadrando” las ondas de sonido. Esto hace que
una cancion que ocupa al menos un gigabyte en el estudio de grabacidn pueda convertirse en una
pista de un megabyte para escuchar es streaming en Spotify o iTunes en cualquier parte del mundo.

Figura 12. Compresion del sonido.

También vemos la diferencia entre un vocoder (sintetizador) y el Autotune (algoritmo). En la imagen
vemos la onda de tono que genera un programa como autotune que se base en un algoritmo de
afinacion y que en estos Gltimos afios se ha convertido en un recurso imprescindible en todas las
grabaciones de audio.

Figura 13. Onda de tono en Autotune.

La dltima seccion se centra en explicar los secuenciadores, una herramienta de composicion e
interpretacion cada vez mas extendida y que se basa en matrices. Vemos un ejemplo como el de la
imagen en el que cada elemento de la matriz representa un instrumento de una bateria o caja de ritmos
y que al ser sumados generan un ritmo muy complejo.

Sh \ | /  h ) 0 n
b ] n n
Lf(b h k)T : 0 )

b J \ Hf -n Hf -n,

Lf-b+c+h+n h+n h+n
Lf-b+h h+Hf-n h
Lf -b+Hf n+c+h h+Hf n h+Hf n |

(’ S(Lf-b+h+n)  Lf-b+h Lf-b+h+n

Figura 14. Matrices de un secuenciador.
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Acabamos con una letra de The Beatles, la mejor ecuacion de todas:
In the end, the love you take is equal to the love you make.

CONCLUSION

La mdsica, incluso en su parte mas técnica, es matematicas. Hasta el detalle mas puro de
interpretacion que podamos darle a una obra tiene su construccion matematica detrds. Leibniz y
Debussy tenian razon, la musica y las matematicas son uno pero, sobre todo, hemos entendido que
sin matematicas no habria masica.
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PLAN DE MEJORA DE LAS MATEMATICAS EN CASTILLA Y

LEON: OFRECIENDO RESPUESTAS DESDE LA INNOVACION,

LA FORMACION, LA INVESTIGACION Y LA DINAMIZACION
DE LAS FAMILIAS

José M? Marbéan?, Matias Arce?, Laura Conejo?, M? Astrid Cuida?, Ana I. Maroto?, M? Luisa Novo?,
Andrés Palacios? y Belén Palop?.

aUniversidad de Valladolid

Resumen

La Consejeria de Educacién de la Junta de Castilla y Leon lanz6 en 2018 su Plan para la Mejora de
las Matematicas (PMM), combinando de forma notable tres ingredientes que, cada dia bajo un
consenso mas amplio, es imprescindible considerar en todo proyecto educativo de calidad, a saber:
innovacion, investigacion y evaluacion. En esta ponencia se presentan, en primer lugar, algunos de
los ejes y principios del PMM, con especial atencién a cuatro iniciativas de innovacion
metodoldgicas puestas en marcha. En una segunda parte se compartirdn algunas vivencias de
centros y profesorado participante en las mismas. Finalmente, se realiza una sintesis de las
principales conclusiones que pueden extraerse sobre el impacto de estas innovaciones en el contexto
en que fueron puestas en marcha.

Palabras clave: evaluacion, innovacion, investigacion educativa, matematicas, primaria.

INTRODUCCION

Somos conscientes de que, aun hoy en dia, a pesar del impacto social que informes como PISA o
TIMSS tienen en el plano local, nacional e internacional, el impacto socio-econdémico del éxito y del
fracaso académico es dificil de medir y de comprender, sobre todo en términos de rentabilidad para
quienes tienen la responsabilidad de elaborar e implementar las politicas publicas y las directrices de
gasto publico. De hecho, James Heckman, Premio Nobel de Economia 2000, afirma que el retorno
de la inversion en individuos que recibieron educacion temprana adecuada es de 8 a 1, y que las
posibilidades de éxito de éstos en el plano personal, social y profesional son mayores, asi como alto
el beneficio social alcanzado al disminuirse indicadores negativos de criminalidad, delincuencia,
violencia y fracaso escolar (Heckman, 2008). Una sociedad bien educada y competente
matematicamente es una sociedad potencialmente avanzada y productiva, siendo el apoyo a proyectos
orientados a la mejora del rendimiento académico una buena forma de contribuir a este objetivo.

De todo ello se hizo eco en 2018 la Consejeria de Educacion, y lo hizo combinando de forma notable
tres ingredientes que, cada dia bajo un consenso mas amplio, es imprescindible considerar en todo
proyecto educativo de calidad, a saber: innovacidn, investigacion y evaluacién. Para ello, disefid y
puso en marcha un Plan para la Mejora de las Matematicas enmarcado en un plan global mas
ambicioso de mejora de los resultados escolares, presentado el 18 de junio de 2018 (Figura 1), siendo

"' La investigacion que da origen a esta ponencia fue llevada a cabo por el Grupo de Investigacion Reconocido “Educacion
Matematica” de la Universidad de Valladolid y financiada por la Junta de Castilla y Leon a través del contrato con numero
de expediente B2018-012412.
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Plan de Mejora de las Matematicas en Castilla y Ledn: Ofreciendo respuestas desde la innovacion, la formacion. ..

una de sus materializaciones la puesta en marcha de cuatro propuestas de innovacion metodoldgica'
(en adelante denominadas pilotajes) en casi una treintena de centros escolares repartidos por toda la
Comunidad Auténoma de Castilla 'y Ledn bajo una idea de innovacion que se ajusto, en gran medida,
a la definicion de innovacién educativa de Juan Escudero, segun la cual:

Innovacion educativa significa una batalla a la realidad tal cual es, a lo mecénico, rutinario y usual, a
la fuerza de los hechos y al peso de la inercia. Supone, pues, una apuesta por lo colectivamente
construido como deseable, por la imaginacién creadora, por la transformacién de lo existente.
Reclama, en suma, la apertura de una rendija utopica en el seno de un sistema que, como el educativo,
disfruta de un exceso de tradicion, perpetuacion y conservacion del pasado. (...) innovacion equivale,
ha de equivaler, a un determinado clima en todo el sistema educativo que, desde la Administracién
hasta el profesorado y el alumnado, propicie la disposicion a indagar, descubrir, reflexionar, criticar,
..., cambiar. (Escudero, 1988, p. 86)

40 Junta de
Castlliay Leon
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Procesos educativos : Process)s
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¢
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Figura 1. Plan de Mejora de Resultados Académicos. Fuente: Junta de Castillay Ledn.

Los resultados que se presentan en esta breve comunicacion constituyen solo una minascula parte de
un extenso informe de resultados y atienden Unicamente a ciertos aspectos cualitativos de la
investigacion para la evaluacidn de impacto de los pilotajes llevados a cabo, pero muestran, sin ningln
género de dudas, el éxito de tales experiencias de innovacién como reflejo de la intensidad con la que
los centros, el profesorado y el propio alumnado implicado han luchado de forma encomiable contra
la inercia, actuando, indagando, buscando férmulas eficientes para facilitar el autoaprendizaje,
creando un clima de superacion conjunta de dificultades, etc.

En cuanto a la evaluacion, cabe decir que este concepto ha experimentado un cambio conceptual y
semantico muy destacable en los Ultimos afios fruto, principalmente, de la creciente preocupacion
mostrada por las instituciones y la sociedad en general en relacion con la educacion y los medios para
mejorar su calidad dia a dia. En el marco de evaluacion de impacto de los cuatro pilotajes, el concepto
fue entendido en el siguiente sentido:

Proceso continuo, ordenado y sistemético de recogida de informacion cuantitativa y cualitativa que
responda a ciertas exigencias —valida, dependiente, fiable, Gtil, precisa, viable, etc.-, obtenida a través

i Hubo una quinta propuesta con caracteristicas singulares, pues su foco estuvo principalmente en las familias, recurriendo
a Smartick para mejorar su dominio afectivo en matematicas, generar un clima de conversacién matematica en el hogar
entre padres o tutores e hijos y para fomentar roles asociados a labores de asesoria y motivacion frente a roles tradicionales
de control 0 monitoreo. Sus resultados no se incluyen en esta ponencia.
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de diversas técnicas e instrumentos, que tras ser cotejada o comparada con criterios establecidos nos
permite emitir juicios de valor fundamentados que faciliten la toma de decisiones y que afecten al
objeto evaluado.

En definitiva, se buscd, a través de cada paso de la evaluacion, provocar un clima de discusion critica
que ayudase al propio proceso de innovacion, esto es, como ya mencionamos anteriormente, ayudarle
a que propiciase “... la disposicion a indagar, descubrir, reflexionar, criticar, ..., cambiar”.

El camino para llevar a cabo el propdsito que acabamos de enunciar consistio en seguir vestigios y
en buscar evidencias, esto es, se recurrio a la investigacion como proceso natural del avance cientifico,
entendiendo ciencia, por un lado, como una forma de conocimiento a través de la observacion y de
razonamientos sistematicamente estructurados y, por otro, como herramienta social, en este caso al
servicio de una educacion de calidad. Asi, se partié de un disefio complejo de investigacion que tuvo
que adaptarse a las circunstancias y contingencias derivadas de la situacion pandémica provocada por
el COVID19, recurriendo al uso de enfoques tanto cuantitativos como cualitativos, al uso de
instrumentos de toma de datos fiables, validos y suficientemente contrastados partiendo del analisis
del contexto en el que habrian de ser aplicados y, finalmente, de técnicas diversas de analisis de datos
para facilitar una mejor comprension de una realidad tan compleja como es la educativa, en general,
y la que ha dado amparo y cobijo a los pilotajes evaluados, en particular.

LOS PILOTAJES

Como ya se ha comentado, entre las medidas que conforman el mencionado PMM se encuentra la
que hace referencia al impulso de la formacion del profesorado en metodologias innovadoras que
impulsen el desarrollo de la competencia matematica. En particular, en el periodo comprendido entre
el curso 2018-2019 y el curso 2020-2021 se pusieron en marcha cuatro experiencias de innovacion
en Infantil y Primaria (en casi todos los casos solo en sus dos primeros cursos), a las que hemos
convenido en denominar “pilotajes”, y que describimos a continuacion de forma breve para destacar
sus principales caracteristicas:

Pilotaje JUMP-Math

Programa de ensefianza-aprendizaje de las matematicas creado por John Mighton y que busca
optimizar tanto el rendimiento del alumnado como el desempefio del docente. EI programa surgié
como fruto del trabajo de un equipo multidisciplinar con amplia experiencia en educacion matematica
y que se definia a si mismo como un equipo apasionado por las matematicas. Actualmente, este
programa se encuentra implantado en paises como Canadd, Estados Unidos, Gran Bretafia, Bulgaria
y Espafia. Promovido por UpSocial, sus principios basicos son la adquisicion de confianza, la practica
guiada, el descubrimiento guiado, la evaluacion continua y a simple vista dentro del aula y la
instruccion rigurosamente pautada'. JUMP-Math (Figura 2) es una propuesta que pretende facilitar
la generacion de entornos de aprendizaje motivantes que permitan al alumnado desarrollar todo su
potencial y que ayude al profesorado a maximizar su desarrollo profesional. Con este propésito en
mente JUMP-Math propone un itinerario de ensefianza-aprendizaje que recorre el sistema desde los
primeros afios en la etapa de escolarizacion (Educacion Infantil en Espafia) hasta un nivel equivalente
al octavo grado, 2° de la ESO en Espafa. Esta propuesta aspira a facilitar una alfabetizacion
matematica en el alumnado suficiente para abordar los retos que encontraran tanto en entornos
profesionales como personales o sociales, sin olvidarse de fortalecer la autoeficacia del docente
facilitandole recursos orientados a conseguir alta calidad en la generacion de climas ricos de
aprendizaje matematico en las aulas.

il hitps://JUMP-Math.es/ y https://upsocial.org/es/sic/soluciones/JUMP-Math
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Figura 2. Logotipo de JumpMath. Fuente: https://jlumpmath.es/es/

Pilotaje Piensa Infinito

La denominacion Piensa Infinito corresponde a un proyecto editorial de SM que, en colaboracion con
la Universidad de Alcald, ha elaborado libros de texto y materiales didacticos para la ensefianza de
las matematicas basados en la metodologia utilizada en los centros educativos de Singapur.

El conocido como Método Singapur, de hecho, es una propuesta metodolégica de ensefianza de las
matematicas que se apoya en evidencias que emanan de la investigacion y que fue impulsada y
avalada por el propio Ministerio de Educacion de Singapur como respuesta a una necesidad social de
mejora de la educacién matematica en el ambito escolar. Nace a principios de los afios ochenta, siendo
la base de las diferentes modificaciones posteriores de autores de diferentes paises y sitda la
resolucion de problemas en el centro de la actividad matematica en el aula, apoyando esta actividad
en la argumentacion, el aprendizaje cooperativo y la metacognicién y prestando especial atencion
también a aspectos afectivos -en particular, actitudes- asi como a la comprensién profunda de
conceptos clave, al desarrollo de habilidades basicas y a los diferentes procesos que definen y
describen la actividad matematica en diferentes contextos (Figura 3).

Resolucion
de
problemas

Habilidades

Figura 3. Elementos clave del método Singapur. Fuente: Elaboracion propia

El Método Singapur, por otra parte, apoya su propuesta de ensefianza en la basqueda de un cambio
de la forma tradicional de ensefiar matematicas por una nueva que fomente el aprendizaje con el
alumnado como protagonista del mismo y que parta de lo concreto hasta llegar al conocimiento de lo
abstracto, inspirandose en el conocido como enfoque CPA (Concreto-Pictérico-Abstracto), para
desarrollar una profunda comprension de las matematicas y permitir al alumnado enfrentar en mejores
condiciones la resolucion de problemas de la vida cotidiana. El enfoque CPA, por su parte, encuentra
sus fundamentos en la teoria de Bruner (1984), quien establecio que, para conseguir una ensefianza
que lleve a la comprensién profunda de un concepto, es preciso atravesar por los siguientes procesos:
Enactivo-Iconico-Simbolico. Durante el primer paso de la terna anterior el alumnado debe usar
material concreto, basicamente entendido como material palpable, real y cercano. En la segunda
etapa, se debe invitar al alumnado a crear una representacion grafica de las relaciones entre cantidades
o entre los procesos matematicos subyacentes que resuelvan el reto o problema planteado. La tercera
etapa enlaza los procesos anteriores con los algoritmos y formulaciones propios de la Matematica
mas abstracta.
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Pilotaje NUMICON

Método de Matematicas desarrollado por la editorial Oxford bajo el nombre comercial de
NUMICON. El enfoque de NUMICON comenz6 a desarrollarse por primera vez en 1996 (con
financiacion del gobierno del Reino Unido) por profesorado en ejercicio en las escuelas ordinarias
como enfoque que apoyaria a nifios de todas las edades y habilidades.

NUMICON es un enfoque que atiende de manera muy notable aspectos de la competencia matematica
vinculados a la comunicacion matemaética, a la exploracién de relaciones y conexiones y a los
procesos de generalizacion. Asi, como puede verse en la propia pagina principal del proyecto, se
aborda, de manera particular, el uso de simbolos matematicos por parte del alumnado mediante
actividades y acciones de forma que, si se quedan atascados o dudan, siempre sea posible volver a las
actividades e ilustraciones de apoyo de las que surgio la generalizacion. A su vez, NUMICON hace
hincapié en que en aquellos casos en los que el alumnado tenga dudas o no sepa por donde seguir,
deben facilitarsele recursos de apoyo basados en actividades e imagenes de partida que le permitan
generalizar y hacer uso del simbolismo matematico. Al mismo tiempo, conectando con ideas propias
de las teorias de autorregulacion del aprendizaje, el método fomenta la perseverancia como actitud
de gran relevancia en la actividad matematica, pero desde un enfoque comunicativo, con uno mismo
y con los demas.

NUMICON se basa en un enfoque multisensorial (Figura 4) en el que los nimeros se pueden ver y
se pueden tocar, facilitando un puente entre lo abstracto y lo concreto. De esta forma, las matematicas
se palpan y se entienden y con ello se pretende ayudar al alumnado a entender la idea de nimero y
las relaciones numéricas que se establecen entre diferentes entidades numéricas. Considera este
método que, con el uso de su material, se facilita la conexion entre la imagen del ndmero, su
representacion y su significado, todo ello desde un planteamiento Iidico que ayuda, ademas, a
fortalecer la confianza en las propias capacidades del alumnado y haciendo que disfrute haciendo
matematicas.

Figura 4. Materiales NUMICON para Primaria. Fuente: http://www.NUMICON.es/primaria/index.php
Pilotaje ABN

No son pocos los trabajos que han constatado la importancia que tiene desarrollar el sentido numerico
del alumnado desde edades tempranas para facilitar y alcanzar un conocimiento matematico rico y
ciertamente comprensivo. Este desarrollo suele ir asociado, en particular, al aprendizaje de las
operaciones aritméticas basicas, generalmente mediante el uso de algoritmos tradicionales. Ante la
controversia que plantea el uso abusivo de este tipo de algoritmos junto con sus dificultades y
limitaciones, surge como alternativa la propuesta conocida como ABN (Abierto Basado en NUmeros)
(Figura 5) que plantea, de forma innovadora, un enfoque del calculo mas abierto y flexible, centrado
en los conceptos de numero y cantidad en lugar de hacerlo en el concepto de digito. A su vez, ABN
fomenta el desarrollo de estrategias propias de calculo, el planteamiento de problemas y la
argumentacioén al tiempo que establece puentes constantes entre las matematicas escolares y las
matematicas de la vida cotidiana. Tal y como sefiala su creador, al tratarse de un método abierto, el
alumnado puede llegar al resultado de formas muy diferentes y no existe una Unica forma de resolver
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las tareas planteadas por lo que, ademas de romper con las inercias y rigidez de los algoritmos
tradicionales cerrados y basados en digitos, otorga la posibilidad de adaptar el aprendizaje al progreso
individual de cada alumna o alumno, fomentando asi la motivacion y la actitud positiva hacia la
materia (Martinez-Montero y Sanchez, 2019).

<« 0 2goritmos

v»abﬂ

Figura 5. Logotipo del método ABN. Fuente: https://algoritmosabn.blogspot.com/

El método ABN esta siendo implantado en los centros educativos desde el curso 2008-2009 y ya en
el afio 2017 se constataba que “més de 200.000 escolares (alrededor de 8000 grupos-clase) estaban
aprendiendo matematicas con este procedimiento” (Aragon et al., 2017, p.56) en Espafia.

ALGUNOS RESULTADOS

Se presentan ahora solo algunos de los resultados obtenidos y analizados a partir de la toma de datos
de caracter cualitativo mediante grupos focales y entrevistas semiestructuradas, buscando mostrar la
percepcion de los propios centros y del profesorado sobre el impacto en su entorno de los pilotajes
puestos en marcha, percepcion que fue contrastada o complementada con todos los analisis de caracter
cuantitativo y cualitativo que fueron ejecutados en el proceso de investigacion completo. En todo
caso, creemos que, teniendo en cuenta el espacio tan reducido habilitado para esta comunicacion,
estos resultados son la mejor opcion a presentar ya que reflejan una vision unica de la situacion a
través de los ojos de quienes han vivido el dia a dia de cada uno de los pilotajes.

Pilotaje JUMP-Math

La valoracion general del método, en general, fue muy positiva y cumplié con las expectativas de
todos sus protagonistas. Como puntos fuertes, centros y profesorado destacan que va de lo concreto
a lo abstracto, que fomenta diferentes maneras de pensar y de resolver problemas y que las guias
didacticas estdn muy bien estructuradas y sistematizadas, con mdaltiples ejemplos y ejercicios.
También valoran que el método mejora la autonomia y el respeto por los diferentes ritmos de
aprendizaje. Por otro lado, entre las criticas a la experiencia se sefiala que, en ocasiones, es demasiado
repetitivo en su propuesta de actividades y que resulta complejo adaptar su secuenciacion y propuesta
curricular al curriculo espafiol y, en concreto, al de Castilla y Ledn, sefialando que, incluso, no
contempla contenidos que se exigen en las pruebas diagnosticas de tercero. Vemos a continuacion
algunos extractos de las entrevistas llevadas a cabo con centros y profesorado participantes en este
pilotaje:

Hemos aprendido a trabajar de manera mas ladica y manipulativa y a motivar a los alumnos; una forma

de ver la ensefianza distinta; mas confianza en mi misma como docente

Ahora son los nifios los principales protagonistas de la préctica educativa, se acabaron las clases
magistrales, intentamos que estructuren el conocimiento en su cabeza; ahora todo estda més
estructurado, mas sistematizado, las clases ahora son més participativas, activas y dindmicas.

Se han dado cuenta de que entienden las matematicas y pueden aprenderlas, hay un cambio
significativo en un alumno que parecia estar estancado, ahora se siente motivado e ilusionado; cambios
en positivo y alta motivacidn, al estar pormenorizados los pasos hay una alta motivacion y piden mas
dificultad; los alumnos con dificultades linglisticas realizan bien la préctica porque las indicaciones
son claras y concisas.
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Piensa Infinito

En general, las opiniones sobre este programa, tanto desde el punto de vista de los centros, como del
profesorado, son muy positivas. Destacan algunas de las caracteristicas del programa como el uso de
materiales, la autonomia que fomenta en el alumnado para ser protagonista de su propio aprendizaje,
la riqueza de lenguaje matematico adquirida y la diversidad y flexibilidad mostrada en los procesos
de resolucion de problemas. A su vez, se constata un aumento en la motivacion del alumnado, asi
como mejoras en el rendimiento académico de todo el alumnado, incluyendo a alumnos con
dificultades de aprendizaje, junto con un claro desarrollo de la autonomia personal. Mostramos a
continuacion algunas opiniones que resumen el sentir de centros y profesorado involucrado en este
pilotaje:
Si, se ha observado que todos los nifios en general adquieren el mecanismo de las matematicas,
especialmente los nifios con dificultades de aprendizaje o discapacidad. Ademas, alguno de los
profesores que participa en el programa, e imparte clases en cursos superiores usando matematicas
tradicionales, cuando ve que los alumnos presentan dificultades en estas matematicas, usa cosas de
Singapur.
Lo que si hemos advertido es la evolucidn positiva de los alumnos, a pesar de las dificultades que se
han acumulado en estos grupos; a final de curso se observa un cambio de actitud en la mayoria de los
alumnos, mostrandose mas motivados, disfrutando del aprendizaje y sintiéndose orgullosos de
alcanzar la autonomia suficiente para poder realizar las actividades individuales.

Cuando exploramos, los alumnos plantean diferentes soluciones; con el debate se dan muestras de
respeto y colaboracion, comparten conocimiento y trabajan en grupo; ha aumentado la participacion,
gueriendo dar la solucion; ha ayudado a argumentar y comunicar y también ha ayudado en situaciones
disruptivas, disfrutan de las matematicas.

Si hay mejora en la competencia matematica en cuanto a la creacion de problemas; tienen mas
invencidn y creacion de ejercicios y problemas, les resulta mas natural la descomposicién de nimeros,
los llamamos nimeros conectados; ahora, ademas de resolver las tareas, son capaces de explicar como
las han resuelto y tener en cuenta que hay varios métodos para resolver una misma tarea; mejoran en
comprension y razonamiento.

NUMICON

El profesorado considera que se han producido mejoras en el desarrollo de la competencia matematica
del alumnado, destacando aquellas asociadas al trabajo cooperativo, al planteamiento y a la resolucion
de problemas y al calculo mental. Centros y profesorado sefialan que el alumnado se percibe ahora
mas capaz de aprender, mas motivado y mas seguro, viendo las matematicas como un juego, lo que
ha facilitado los procesos de aprendizaje asociados. La mejora en el rendimiento también es algo que
destacan, sobre todo en el tiempo empleado en la resolucion de problemas. En particular, se ven
mejoras notables en alumnado con dificultades, no necesariamente de aprendizaje, sino también en
otros casos como el de desconocimiento del idioma de imparticién de la docencia en matematicas o
en situaciones asociadas a alguna discapacidad o trastorno del aprendizaje. Esto sefialan como puntos
fuertes:

Mejora en la percepcién de la capacidad de aprender; muy motivados y mas seguros al trabajar las
matematicas, méas en Infantil que en Primaria; lo ven como juego y eso facilita el aprendizaje; mejora
en el tiempo de resolucién de problemas porque hay visualizacion del resultado; mejora sobre todo en
nifios con algunas dificultades.

NUMICON es de gran valor pedagogico, favorece el aprendizaje en todos los niveles y se adapta a las
necesidades del alumnado y ritmos de trabajo; gusta mucho a los alumnos y eso les motiva.

Su caracter manipulativo y visual; facilita el calculo mental, descomposicion, adquisicién del concepto
de nimero y asociarlo a su cantidad; facilita la resolucion de problemas, numeracion; el material.
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ABN

Centros y profesorado participantes en este pilotaje han concebido el ABN como una mejora en su
actividad en educacion matemaética, pues les ha aportado una forma distinta de trabajar las
matematicas mucho mas flexible y mas atractiva para el alumnado, si bien se apunta que ha requerido
maés dedicacién y que precisa de formacién continua. A su vez, sefialan que las familias valoran la
ventaja del método en cuanto a la agilidad de calculo que perciben en sus hijos, aunque ven el
inconveniente de no entenderlo en la mayoria de los casos pues requiere de una formacion que en
muchos casos no les llega o, si lo hace, no es siempre atendida por falta de motivacion o tiempo.
VVeamos algunas opiniones significativas y representativas recogidas en las entrevistas:

El mayor beneficio del método es observar una comprension y manejo de los nimeros que fomenta la
competencia matematica del alumnado. Con esta mayor comprension se observa, en el alumnado, una
actitud mucho mas positiva hacia las matematicas. Para el profesorado ha supuesto un reto no sélo por
el cambio, sino porgue éste implica desaprender la forma de tratar las matematicas (con la que se
aprendié y con la que se ha estado ensefiando) para concebirlas de manera diferente y transmitirlas.
Para las familias, el reto no es tan grande, pero, aun asi, ese proceso de entender las matematicas de
una forma diferente a la habitual también ha supuesto un reto.

Ahora el libro es una herramienta mas; utilizo mucho mas material manipulativo que les permita dar
el sentido del nimero, no solo de la cifra, palillos, tapones, material imprimible creado por nosotras o
sacado de internet; la metodologia es mas activa, los alumnos aprenden jugando y comprenden lo que
hacen, la manipulacion permite entender el nimero.

CONCLUSIONES

Las conclusiones emanan de los datos y de su analisis, pero se presentan ahora mas como evidencias
de tendencias con caracter puramente exploratorio que como conclusiones sélidas. Asi, todos los
resultados obtenidos en la etapa prepandemia muestran tendencias muy positivas en todos y cada uno
de los pilotajes, tanto en lo concerniente a aspectos cognitivos como en lo vinculado a aspectos
afectivos. Destacan especialmente las mejoras en resolucion de problemas, en el uso de estrategias
maés complejas y diversas, en los procesos de razonamiento y en su verbalizacion, en la comprension
de lo “que se hace”, en motivacion, en clima de aula, en los niveles de participacion activa, en
capacidad para llevar a cabo trabajo cooperativo y en autopercepcion de eficacia. Y todo ello teniendo
en cuenta que la aplicacion de los diferentes pilotajes fue muy diferente en funcion del centro de
aplicacion correspondiente, incluso entre centros dentro de un mismo pilotaje.

Dicho esto, es importante sefialar que la implementacién de un proyecto de innovacion docente
requiere de madltiples ciclos de planificacion, accion, observacion y reflexion. EI apoyo que la
administracion educativa puede y debe brindar para facilitar que el proceso llegue a buen puerto ha
de atender a las cuatro fases mencionadas. En particular, en el apartado de planificacion, el
profesorado requiere de formacién inicial y continua, basica y avanzada, en el método y en sus
principios pedagogicos subyacentes, asi como en el disefio de tareas (en especial tareas ricas) en
marcos inclusivos capaces de atender la diversidad en el aula en sus maltiples facetas. Para esto Gltimo
se sugiere formacion en la aplicacion del Disefio Universal del Aprendizaje (DUA) al aula de
matematicas, en el conocimiento de las diferentes Dificultades en el Aprendizaje de las Matematicas
(DAM), incluyendo trastornos del aprendizaje como la discalculia, y en el disefio de actividades
interdisciplinares como, por ejemplo, las propias de enfoques STEAM.
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COMO ABORDAR EL ESTUDIO MATEMATICO DEL
PATRIMONIO. MATEMATICAS PARA LA BELLEZA

Constantino de la Fuente Martinez

IES Cardenal Lopez de Mendoza, Burgos

Resumen

El proceso de matematizacion, aplicado al estudio matematico de la Catedral de Burgos, ha
permitido identificar algunos pasos especificos, conectados con la belleza, la armonia y el disfrute
estético, que, junto con los habituales del proceso, constituyen una propuesta metodolégica que
puede ser utilizada con otros monumentos: a) calculo de patrones dindmicos y enlaces organicos
entre ellos; b) identificacion de los ritmos arquitectdnicos de armonia; c) disfrute de la significacion
interior del elemento analizado, asi como de las resonancias légicas y afectivas que llevan a la
contemplacion.

Una de las principales conclusiones es que, en el patrimonio artistico, material y tangible, existe un
patrimonio matematico oculto, inmaterial e intangible, que forma parte de las bases que sustentan
las sensaciones estéticas de armonia y belleza, que suscita la contemplacién de la obra artistica.

Palabras clave: Catedral de Burgos, patrones dinamicos, ritmos arquitectonicos de armonia,
euritmia.

INTRODUCCION: EL PROBLEMA DE LA SIGNIFICACION INTERIOR.

El andlisis matematico de cualquier objeto artistico debe tener, como pilares basicos, algunas
reflexiones que fundamenten y enmarquen, por una parte, los problemas que se presentan en este tipo
de estudio y, por otra, la necesaria coherencia, de los procesos de resolucién y las soluciones que se
encuentren, con el marco tedrico inicial. En el contexto concreto de la Catedral de Burgos, hay un
precedente de estudio matematico, de caracter didactico, con propuestas para el aula (ESTALMAT,
2009) realizado por un grupo de profesores y profesoras del proyecto ESTALMAT de Castillay Leon.
Por tanto, para profundizar matematicamente, es conveniente hacer explicito el marco tedrico y el
enfoque que va a tener el estudio.

Comenzaremos mencionando Hofstadter (1987, p. 646-647) con la idea de “significacion interior”
de la obra artistica y Odifredi (2007, p. 180) con las relaciones entre matematicas, armonia y arte. En
cuanto a las relaciones entre el objeto artistico, en este caso las catedrales, y las matematicas y, mas
concretamente, con la aritmética del nimero y la geometria de las formas, Hani (2000, p. 34)
reflexiona sobre esta idea:

La matematica del nimero, en su particular relacion con la geometria, explica lo que le parece a
primera vista inexplicable al admirador de las catedrales: la atmdsfera sutil de esos edificios, cuya
armonia es cuasi divina, asi como la impresion de perfeccion que producen, no dependen de
intenciones subjetivas, sentimiento religioso o afectividad del artista, sino de leyes objetivas que se
apoyan en la geometria platdnica transmitida a las organizaciones de los constructores. El elemento
esencial era, para estos, la nocion de relacion y de proporciéon entre las distintas partes del edificio.

Desde un contexto mas cercano a las matematicas, Ghyka (1983) incide en algunos aspectos
relacionados con la “significacion interior” mencionada anteriormente; concretamente plantea que
las formas de la naturaleza y las creadas por el artista suscitan en el observador “resonancias ldgicas
0 afectivas”, de forma que cuando la percepcion de estas resonancias se hace consciente,
“practicamos la Estética o ciencia de las relaciones armoniosas.”
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Comienza a aparecer la idea de “armonia”, por lo que es adecuada una reflexion sobre este concepto,
desde una perspectiva general, no restringida a la musica. El poeta leonés Antonio Colinas (2010, p.
29) lo muestra acertadamente: “...pasan los seres humanos y cambian las ideas que se impusieron
como definitivas, a veces con leyes crueles, pero lo que siempre permanece es ese ritmo o fluir que
todo lo rige. Fundir, en nuestro presente, ese fluir del mundo con nuestro propio fluir es la armonia.”
Similares son las palabras de Ghyka (1998, p. 39) en las que plantea que el orden surgido del caos
inicial se convierte en armonia, “percibida esta como la consonancia entre el alma individual y el
alma universal.”

Las ideas anteriores originan muchos interrogantes y permiten el planteamiento de un problema, que
podemos enunciar de la siguiente forma: la Catedral, como objeto artistico, atesora, como resultado
de su proceso de construccion, multitud de elementos arquitectonicos, escultdricos, etc. que suscitan
en el visitante sensaciones y emociones dificiles de expresar. ¢Se puede aprehender la significacion
interior de la Catedral utilizando los conocimientos matematicos? Por otra parte, asociado al problema
anterior surge la natural cuestion metodoldgica: ¢qué proceso se puede desarrollar para conseguirlo?

MATEMATIZACION Y PATRIMONIO HISTORICO-ARTISTICO: CARACTERISTICAS
ESPECIFICAS.

La matematizacion es el proceso fundamental que los estudiantes emplean para resolver problemas
de la vida real (OCDE, 2004, p. 39). El esquema del mismo (Blum, 2005, p.20), evidencia las
conexiones entre la realidad y las matematicas.

Figura 1. El proceso de matematizacion.
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En la Figura 1 se puede observar un esquema de las fases de la matematizacion, situdndolas en su
espacio especifico, ya sea el mundo real o el mundo de las matematicas.

Contextualizando el proceso dentro del mundo de las matematicas, se puede caracterizar por medio
de los siguientes pasos:

- Pasol. Es el punto de partida y consiste en la construccion de modelos matematicos,
mayoritariamente geométricos, que representen y describan la forma de los elementos a estudiar
(recintos, bdvedas, bajorrelieves, arcos, frisos, rosetones, etc.). Para ello se utilizan diferentes
herramientas tecnoldgicas, como programas de geometria dinamica (GeoGebra entre otros). De esta
forma obtenemos las configuraciones geométricas que modelizan los elementos reales a analizar.

- Paso 2. Calculo de los patrones dindmicos, nimeros irracionales que subyacen en las proporciones
de los elementos 0 motivos estudiados. Estos patrones representan los acordes o concordancias entre
las distintas partes que configuran los motivos que se estudian. La combinacion de patrones
dindmicos (mediante operaciones elementales) conforman los enlaces organicos o concatenaciones,
que contribuyen a la simetria y euritmia de la configuracién geomeétrica.
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- Paso 3. Tiene como objetivo analizar los cambios, repeticiones, recurrencias y descomposiciones
de las formas y tamafios de las configuraciones geométricas, aflorando asi los invariantes numéricos
que rigen los cambios y variaciones de los acordes o patrones dinamicos. Se obtienen, de este modo,
los denominados ritmos armoniosos de variacion o ritmos de armonia, caracterizados por sucesiones
numeéricas (habitualmente progresiones geomeétricas) de patrones dinamicos y enlaces organicos.

La consecucidn de estos pasos permite obtener la solucion matematica del problema. El traslado de
la solucion matematica al mundo real, permite, de forma general, evaluar su validez y sus
limitaciones (como para cualquier otro modelo). Pero, en el estudio del patrimonio, se afiaden unas
caracteristicas propias que constituyen un altimo paso:

- Paso 4. Una vez obtenida la solucion real e interpretada en el contexto concreto, se obtiene una
forma de acceder a la significacion interior del objeto artistico, lo que permite disfrutar de las
sensaciones de belleza, armonia, simetria, euritmia, etc. que el elemento estudiado nos transmite.

El uso exhaustivo del proceso de matematizacion en la catedral de Burgos, con los matices especificos
presentados, permite llegar a disfrutar de una verdadera sinfonia matematica silente, con acordes,
ritmos y movimientos que se extienden y esconden por toda la Catedral.

MODELOS, CONFIGURACIONES Y PATRONES DINAMICOS.

Aplicando los pasos descritos anteriormente, una vez elegido el motivo a estudiar, se procede a la
construccién del modelo o modelos geométricos, que lo representen, constituyendo éstos una primera
aproximacion matematica a las formas y configuraciones. De esta manera pueden comenzar a aflorar
los primeros patrones dinamicos, los mas elementales, asociados al motivo, que refuerzan las palabras
de Jamblico (1991, p. 43): “La primera esencia es la naturaleza de los nimeros y proporciones que
se extiende a través de todas las cosas, de acuerdo con los cuales, todo esta arménicamente dispuesto
y convenientemente ordenado.” Estas reflexiones resumen la idea principal de la escuela pitagorica:
todo es numero y el orden, la belleza y la armonia del cosmos se deben a él.

Debido a las limitaciones en la extension del documento, se dan por conocidas algunas

configuraciones geométricas como el rectangulo aureo e ideas elementales sobre el nimero de oro
1+5

¢ = 5

Corte Sagrado.

, centrando la atencion en otras menos habituales, que presentamos a continuacion.

La configuracion denominada corte sagrado es un modelo geométrico que resuelve el problema del
paso del cuadrado al octdégono regular. Esta cuestion se presenta muy a menudo en cuanto se desea
obtener una béveda octogonal en un recinto de planta cuadrada. En la Catedral hay cortes sagrados
en varias capillas y recintos, destacando los de la Capilla de la Presentacion, la de los Condestables y
el Cimborrio. En la Figura 2 se puede observar el modelo geomeétrico del corte sagrado del Cimborrio,
con las trompas que conforman los cuatro triangulos rectangulos interiores al cuadrado y exteriores
al octogono regular.

Considerando el lado del cuadrado igual a la unidad de medida, se obtiene facilmente que: los arcos
trazados desde cada Vvértice tienen por radio la mitad de la diagonal, g la longitud del lado del
octégono regular resultante es % que es el inverso del nimero de plata @ = v2 + 1. Intervienen,

V241’
por tanto, varios patrones dindmicos, todos relacionados con /2 .
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Figura 2. Corte sagrado en el Cimborrio.
Poligonos estrellados y estrellas.

Los poligonos estrellados y estrellas son abundantes en la Catedral y constituyen unas
configuraciones geométricas elementales, que se pueden estudiar con matematicas muy elementales.

La Figura 3A es un ejemplo de poligono estrellado 8/3 en la boveda de la capilla de la Presentacion.
En este caso, si el lado del octdgono regular es la unidad, el del octégono estrellado 8/3 es igual al

nimero de plata & = V2 + 1.

Esta bdveda, calada en su parte central, contiene también una estrella formada por dos cuadrados
yuxtapuestos, obtenidos al recorrer todos los vértices del octogono, saltando de dos en dos vértices;
es decir, que esta estrella proviene del poligono estrellado 8/2. Puede observarse el modelo
geométrico en la Figura 3B.

Fig 3A. Poligono estrellado 8/3 Fig 3B. Estrella (dos cuadrados yuxtapuestos)
Vesica piscis, Mandorla o Almendra

Esta simbdlica configuracién es la region comun a dos circulos en los que el centro de cada uno es
un punto perteneciente a la circunferencia del otro.

Como puede verse en la Figura 4, perteneciente a un friso situado en la capilla de los Condestables,
, .. . ,  AB . AB
el patron dinamico asociado es v/3, que representa la razon =5 es decirque — = V3. Enel caso en

que el radio de las circunferencias sea la unidad; es decir, que CD = 1, entonces AB = /3. Es
interesante resaltar el simbolismo de la vesica piscis en los inicios del cristianismo, y su utilizacion
en otros elementos de la Catedral: como elemento decorativo de algunos arcos de la capilla de los
Condestables, en el altar de la capilla Mayor y en el situado en la capilla de San Nicolas. Por ultimo,
sefialar que la mitad superior de la vesica piscis coincide, simbdlicamente, con el arco ojival
equilatero, estando esta configuracion en la raiz y origen del arco ojival elemental.
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S -

Figura 4. Modelo geométrico de la vesica piscis
Triangulo sublime o aureo.

El triangulo sublime se puede obtener a partir de dos configuraciones geométricas: a partir de un
pentagono regular o desde un decégono regular.

72°

Figura 5A. T. Aureo en pentagono regular. Figura 5B. T. aureo en decagono regular.

En el primero de los casos, en un pentagono regular, se obtiene al trazar las diagonales y considerar
el triangulo formado un lado del pentagono y las dos diagonales que, partiendo de los extremos del
lado considerado, confluyen en un mismo vértice (Figura 5A). Esta es la forma mas conocida, ya que
interviene la estrella pitagoérica, simbolo de la Hermandad, formada por las diagonales del pentagono
regular. El angulo de la base es 72° y el desigual 36°. Ademas, la razén entre los lados distintos es el

. .. . S 1+v5
patrén dindmico mas famoso: la proporcion aurea, @ = 2‘/— .

En el segundo de los casos, en un decagono regular, es el tridngulo isdsceles que se obtiene al unir el
centro del poligono con dos vértices consecutivos. En la Figura 5B, de la parte alta de la capilla Mayor
de la Catedral, se observa que los ventanales de la cabecera forman cinco lados consecutivos de un
decagono regular, por lo que los triangulos que se forman con un vértice en el centro del decagono
son sublimes o aureos.

Triangulo dorado.

El tridngulo dorado es el modelo geométrico que se obtiene a partir de dos rectdngulos aureos que
comparten una region rectangular que también es un rectangulo aureo. En la Figura 6 se observa que
las agujas de la Catedral responden, con bastante exactitud, a esta configuracion geométrica. Para
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profundizar en esta cuestion puede acudirse a De la Fuente Martinez y otros (2021, p. 124-126 'y 134-
140). En ella, tomando como medidas de los lados de los rectangulos 1 y @, teniendo en cuenta las

propiedades de la proporcion aurea: 1 + % =@ y 1+ @ = @2 se obtienen los resultados de la Figura
6.

7

- s

Figura 6. Triangulo Dorado o de Calvimont

Como se puede ver en la Figura 6, la razon entre la altura del triangulo y su base es @2, que es la
propiedad que lo define y caracteriza.

RITMOS DE ARMONIA.

En primer lugar es necesario aclarar el concepto de ritmo en el contexto artistico-matematico. A este
respecto Ghyka (1968, p. 42) lo expone con claridad:

Pensando en las nociones de nimero, razén y proporcion hemos llegado del modo mas natural a la
nocidn de ritmo: periodicidad o recurrencia en el tiempo o en el espacio, que fluye organicamente de
una cadena de acordes o de proporciones.

Ghyka plantea que el ritmo fluye organicamente a partir de una recurrencia de acordes (en el contexto
musical) o de proporciones en el espacio (en el contexto artistico bidimensional o tridimensional); es
decir, la repeticion periddica o recurrente (por medio de sucesiones, descomposiciones, semejanzas,
movimientos, etc.) de concordancias entre magnitudes (razones, proporciones, patrones dindmicos,
etc.), con los criterios o condiciones que el artista establezca, da lugar a cambios y transformaciones.
Las leyes o criterios que rigen esos cambios conforman las bases del ritmo que se percibe, haciendo
que tome forma la significacion interior de la obra artistica.

Por otra parte, aunque no hay principio fundamental para el disefio satisfactorio, una de las ideas mas
atractivas utilizadas para generar sensaciones estéticas, en la construccion de las catedrales, ha sido
la repeticién de figuras geométricas similares, lo que genera un ritmo arquitecténico (Pedoe, 1976).

En la Catedral hay ritmos generados por:

- Modificaciones o transformaciones (crecimiento, igualdad o decrecimiento) de una forma o figura
inicial. El caso de la igualdad suele concretarse, por ejemplo, en frisos, muy abundantes en capillas,
rejeria, etc. En los otros casos, las variaciones se manifiestan en cambios de tamafio, manteniendo
relaciones de analogia, semejanza, etc. con la figura primera. Estos cambios generan recurrencias
regidas por patrones dinamicos que juegan el papel de invariantes y que contribuyen a generar
también distintos ritmos.

- Descomposicion de una figura por subdivision en fragmentos, de forma que entre ellos y entre estos
y el conjunto se mantienen las mismas relaciones de proporcionalidad y analogia. Este tipo de
cualidades son caracteristicas de la simetria, en el sentido clasico de su acepcion, y de la euritmia:
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La simetria consiste en el acorde de medidas entre los diversos elementos de la obra y entre estos
elementos separados y el conjunto. Como en el cuerpo humano, surge de la proporcioén —la que los
griegos llaman analogia— y esta reglamentada por el mddulo, el marco de medida comin —que los
griegos llaman el nimero—. Cuando cada parte importante del edificio est4, ademas, convenientemente
proporcionada en razon al acorde entre lo alto y lo ancho, entre lo ancho y lo profundo, y cuando todas
estas partes tienen también su lugar en la simetria total del edificio, obtenemos la euritmia.

La euritmia aparece cuando esta simetria se obtiene por el encadenamiento continuo de las
proporciones y la analogia recurrente.

Las reflexiones anteriores, de Vitruvio (1997, libro 1, p.10), ilustran el sentido clasico y primario de
la simetria, el caracter orgénico de las construcciones, el significado de la euritmia y su relacion con
la idea de ritmo.

Concretando la idea, un primer ejemplo de ritmo puede ser el ritmo &ureo; es decir, el que esté regido
por la proporcion aurea, que se concreta en la sucesion de las potencias sucesivas del nimero de oro:

11 (D; @2: y @nl e
También puede venir dado por la misma con exponentes enteros:
1,07407%,..,07", ...

La de exponentes naturales para los cambios con aumento o crecimiento y la de exponentes enteros
para las variaciones con disminucién de decrecimiento. Como se vera en los ejemplos, todo depende
de la unidad de medida tomada como referencia.

Observando la primera de ellas, esta sucesion tiene propiedades notables: a) multiplicativas, ya que
es una progresion geomeétrica de razén @, de crecimiento exponencial; b) sumativas o aritméticas,
pues cada término (a partir del tercero) es igual a la suma de los dos anteriores; es decir, que sin > 3
se cumple que @™ = @™t + @2

Esta ultima propiedad es comin con la sucesion de Fibonacci:
(an)‘;.lozl = 1; 1, 2, 3, 5, 8, e

en esta se cumple que si n = 3 entonces a,, = a,_; + a,_, , como en la anterior, y ademas
™ = @ es decir, que la sucesion de Fibonacci se acerca, asintoticamente, a la del ritmo &ureo.

lim
n—-oo An—1

En las lineas que siguen se mostraran también otros ritmos de armonia, que se identificaran en algunos
recintos o motivos de la Catedral.

La Cabecera.

Figura 8A. Cabecera de la Catedral Figura 8B. Modelo geométrico y ritmo de la Cabecera

El conjunto formado por la capilla Mayor, girola y capillas radiales originales configuran un espacio
poligonal abierto, de cinco lados, que se puede completar imaginariamente, para hacerlo decagonal

39



Constantino de la Fuente Martinez

(en la Figura 5B se puede ver el que se forma en la capilla Mayor). Utilizando como base los planos
(Figura 8A) de Karge (1995), se puede visualizar el modelo geométrico (Figura 8B) consistente en
tres decagonos regulares anidados, con decagonos estrellados 10/3 en dos de ellos, y los triangulos
aureos o sublimes de cada decagono regular.

El analisis de las dimensiones, permite confirmar la presencia de varias potencias sucesivas de @.
Concretamente, considerando como unidad de medida el lado del decagono regular asociado a la
capilla Mayor (las paredes donde se sitla el retablo mayor), las longitudes de varios de los elementos
del conjunto se configuran en varios términos de la sucesion: 1, @, @2, @3

Por tanto, el ritmo de armonia de la Cabecera es aureo, conteniendo cuatro potencias sucesivas de @.
Boveda calada del Cimborrio.

El Cimborrio renacentista (Figura 10A) es el verdadero centro cosmoldgico de la Catedral y el ritmo
de su bdveda calada plana viene dado por la manera en que varian los octdégonos regulares y
estrellados anidados que la configuran (en la Figura 10B se pueden ver junto con el corte sagrado).
En la Figura 2 se aprecia esta Gltima configuracién, que permite el paso de la planta cuadrada al
octégono.

A \J‘g s R
Figura 10A. Bdveda calada del Cimborrio Figura 10B. Corte sagrado y octégonos estrellados
F E
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v
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Fig 11. Modelo: octégonos regulares y estrellados

El andlisis matematico del modelo de la Figura 11 permite descubrir que el ritmo de los lados,
EF,NO,WZ, ..., de los octdgonos regulares queda caracterizado por la progresion geometrica:
c C\2 c\3
Lol z~(5) , z-(5)
donde [ es el lado EF del octogono regular exterior, ¢ = —esla proporcion cordobesa, y 6 =

V2—2

1 + /2 es el nimero de plata. Si se considera EF = 1, unidad de medida, la sucesion anterior queda:
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c c\2  CN\3
11 5! (5) ) (5) y wus
Para un desarrollo més detallado de estos resultados, puede verse en De la Fuente Martinez y otros
(2021, p. 297-305).

En cuanto al ritmo de armonia de los lados CF, OR, UZ, ..., de los octdgonos estrellados, sus longitudes
siguen la progresion:

c? c3
-6, Loc, l-—, l-—,
“ 'y 92
En el caso en que se considere que [ = 1 resulta:
cz 3
9; ) P YL
“ 9 B2

s - c - ;- . .
Larazon de las progresiones es 5» ue constituye un enlace orgéanico de estos dos patrones dinamicos,

la proporcién cordobesa y el nimero de plata. Estas sucesiones explican y justifican,
matematicamente, los ecos mudéjares del Cimborrio, una idea muy comentada por los expertos en
arte. También son ejes vertebradores de las sensaciones de dinamismo, simetria, armonia y belleza
que transmite esta maravillosa boveda calada.

Escalera Dorada

El estudio de la Escalera Dorada (Figura 12A), obra maestra del Renacimiento, muestra sorprendentes
resultados, uno de los mas singulares, sin duda, es el ritmo de armonia, que se obtiene por
descomposicion de la forma principal, y no por recurrencia y repeticion de formas como en los ritmos
anteriormente estudiados.

Fig 12A. Escalera Dorada Fig 12B. Modelo geométrico y ritmo de armonia

La escalera responde a la configuracion de un gran rectangulo &ureo (Figura 12B). Utilizando el
método de las diagonales de Hambidge, para descomponer armoniosamente el rectangulo, se obtiene
que las partes resultantes varian siguiendo el ritmo aureo de armonia; concretamente, tomando como
unidad de medida la anchura del primer tramo de escalones, se pueden observar (Figura 12B) cinco
potencias sucesivas del nimero de oro, que corresponden a distintas partes de esta impresionante
construccion:

— 1, o,  P? o3

Este resultado da una idea de la armonia y simetria (en sentido clasico) de esta escalera, asi como de
los acordes (en el sentido de concordancias) que relacionan unos elementos (partes de ella) con otros,
produciendo un ritmo aureo caracteristico del Renacimiento. En De la Fuente Martinez y otros (2021,
p. 349-360) pueden consultarse otros aspectos matematicos de la Escalera Dorada.
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CONCLUSIONES

El analisis de los resultados presentados en la Ponencia, una pequefia muestra de los Tesoros
Matematicos de la Catedral de Burgos, permite extraer las siguientes conclusiones:

- El estudio ha permitido aflorar el inmenso patrimonio matematico de la Catedral, intangible, oculto
y casi ignorado hasta ahora. Este patrimonio constituye una forma mas de acercarse y admirar la Seo,
junto con los enfoques historico, artistico, religioso y social, y debe ser puesto en valor, para
conocimiento y disfrute de la sociedad.

- Los patrones dinamicos y los ritmos de armonia contribuyen, de manera inequivoca, a que los
elementos observados, por el visitante sensible, susciten en él resonancias afectivas o logicas (de
belleza, armonia, simetria, euritmia, etc.) que eran unos de los objetivos perseguidos por los artistas
con sus creaciones. Ademas también ayudan a descubrir, de una manera argumentada, la significacion
interna de la Catedral, reconociendo que esta significacion se basa en leyes objetivas de la Aritmética
y la Geometria y no tanto en intenciones subjetivas, sentimiento religioso o afectividad del artista.

- El andlisis matematico de la Catedral tiene gran aprovechamiento didactico en todos los niveles
educativos. Es una forma de que el profesorado de matematicas acerque a sus estudiantes a contextos
de la realidad que contribuyen a que sean conscientes del inmenso valor y potencia de esta ciencia.

- Los pasos del proceso de matematizacion constituyen una metodologia valida y eficaz para el
estudio matematico del patrimonio en general, no s6lo de la Catedral de Burgos.
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GEOGEBRA Y LOS TRES PROBLEMAS CLASICOS

Jose Manuel Arranz. IES Alvaro de Mendafia. Ponferrada. Leon.

Resumen

El legado de la escuela pitagérica hizo que la matematica griega estuviera dedicada casi
exclusivamente al estudio de la Geometria. Mediante construcciones con regla y compas los griegos
establecieron todas las proposiciones geométricas. La reglay el compas resultaron ser insuficientes
para la resolucion de lo que se conoce como los tres problemas clasicos:

Duplicacién del cubo, construir un cubo que tenga el doble del volumen que un cubo dado.
Triseccion de un angulo, dividir un angulo arbitrario en tres angulos de igual amplitud.
Cuadratura del circulo, construir un cuadrado de igual area que un circulo dado.

La busqueda de soluciones a estos tres problemas ha dejado multiples descubrimientos y avances en
las matematicas: el estudio de conicas y las curvas mecénicas entre otros.

La imposibilidad de las tres construcciones con regla y compas fue establecida en el siglo XIX.
Palabras clave: matematicas, geometria, geogebra.

Con ayuda del software GeoGebra se muestran algunas de las soluciones exactas mediane el uso de
curvas, asi como construcciones aproximadas con regla y compas que los matematicos han disefiado
en este largo viaje de mas de dos mil afios. Las imagenes que aparecen en el articulo se han realizado
con GeoGebra, y desde ellas se accede a la construccion dindmica que se estudia en cada caso.
También, desde https://www.geogebra.org/m/hux9uzqd se accede al libro completo creado como
complemento que incluye mas construcciones vinculadas a los tres problemas.

DUPLICACION DEL CUBO.

En el afio 429 a.C. ocurria en Atenas una terrible epidemia de peste. Cuenta la leyenda que, ante la
impotencia para combatirla, los atenienses consultaron el oraculo del dios Apolo, cuyo altar se
encontraba en la isla de Delos. Este mandé duplicar el volumen del altar de Apolo, que tenia la forma
de un cubo, dando origen al problema de la duplicacion del cubo.

Seguramente el origen del problema fue bien diferente. Los geOmetras griegos conocian
perfectamente técnicas para duplicar el area de figuras planas, basta multiplicar sus dimensiones por
V2, aplicando el teorema de la altura para conseguirlo. La imagen muestra un procedimiento de
construir un cuadrado y un circulo de area doble que el inicial.

Figura 2. Duplicaciéon de figuras planas.

Resuelto el problema de la duplicacion en el plano, los gedbmetras griegos intentan la solucion en el
espacio, dado un cubo de volumen V, construir un cubo cuyo volumen sea 2V.
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Hipdcrates de Chios, (470 a.C-410 a. C)

Hipdcrates demuestra que el problema de duplicacion del cubo se reduce a encontrar dos medias
proporcionales X e Y tales que: a/x = x/y = y/2a. De donde x = /2 y por tanto la solucién del
problema.

No hay registros de construccién de medias proporcionales por Hipdcrates, seguramente no llego a
realizarlo.

Se describen a continuacién algunas de las soluciones mas relevantes planteadas por los gedmetras
griegos utilizando las medias proporcionales formuladas por Hipdcrates.

Mecanismo de Platon. No es seguro que sea el conocido filésofo.

Dispositivo mecanico que resuelve el problema de las medias proporcionales. EI mecanismo consiste
en dos reglas paralelas, una fija y otra mavil, imagen de la izquierda.

regla mévil

regla fija

Figura 2. Mecanismo de Platon.

Situando el dispositivo en la posicion que se muestra en la imagen de la derecha, por semejanza de
triangulos, a/x = x/y = y/b. Si se consigue que b = 2a, se resuelve el problema. La simulacién
con GeoGebra demuestra la imposibilidad de lograr de forma exacta esta situacion. Si es posible una
aproximacion tan grande como se desee.

Mesolabio de Eratdstenes (275a. C— 194 a. C.)

Eratostenes disefia un sencillo mecanismo que resuelve el problema de la duplicacion. Los tridngulos
pueden desplazarse horizontalmente. Si se sitdan los triangulos en la posicion que se indica en la
imagen de la derecha, con los cuatro puntos destacados alineados, entonces la medida del segmento
X, es la solucién que permite duplicar el cubo. Aplicando el teorema de Tales, se tiene: a/x = x/y =

y/2a.

Q = G

Figura 3. Mesolabio de Eratdstenes.

Aunque tedricamente es posible la disposicion que se muestra, la manipulacién de la construccion
demuestra que no es tan sencillo como puede parecer a la vista de la imagen.

Arquitas de Tarento (430 a. C-360a. C.)

Arquitas da una de las soluciones mas ingeniosas y complejas para su tiempo. La interseccion de un
toro, un cilindro recto y un cono, es la media proporcional que resuelve el problema. Las siguientes
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imagenes muestran la disposicion de estas figuras tridimensionales y la traslacion del problema al
plano. El segmento AD es la medida que resuelve la duplicacion.

o

T,

a=dist(A E) 2a=dist(A C)=

Figura 4. Esquema de la solucion de Arquitas.
Conicas de Menecmo (374a. C— 325a.C.)

Menecmo estudia las cénicas (como interseccion de un cono y un plano) para resolver el problema
de la duplicacion del cubo. Su razonamiento, con la notacion actual es bastante sencillo:

a/x = x/y = y/2a. De estas igualdades se obtiene: x? = ay; y? = 2ax; xy = 2a?. Las dos
primeras expresiones son parabolas e hipérbola la tercera expresion. Despejando x de cualquier par
de estas ecuaciones, se obtiene x = /2, esto es, las tres curvas tienen un punto en comin, que
resuelve el problema de obtener un cubo de volumen doble que el cubo inicial.

G
L
¥ =ay

Figura 5. Cdnicas de Menecmo para a=1.

La interseccion de estas conicas resuelve de forma exacta y sencilla el problema de la duplicacién del
cubo, pero estas curvas no pueden construirse globalmente con regla y compas.

¢ Como es posible que hace méas de dos mil afios, Menecmo, imaginando estas curvas como cortes de
un cono recto, llegara a esta conclusion? Se ha especulado la posibilidad de que Menecmo tuviese
conocimientos mas alla de la geometria clasica.

Curvas mecanicas.

Se denominan curvas mecanicas a aquellas que se generan por movimiento de un punto,
habitualmente interseccion de dos rectas, recta y circunferencia o dos circunferencias en movimiento.

Muchas de estas curvas mecanicas fueron disefiadas con el objetivo de resolver alguno de los
problemas clasicos. Se muestran a continuacion dos de las curvas creadas en la antigiedad para
resolver el problema que nos ocupa, la duplicacion del cubo.
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Figura 6. Concoide de Nicomedes y Cisoide de Diocles.
Apolonio de Perga (262 a. C— 190 a. C.)

Apolonio, conocido como el gran gedmetra, plantea una solucién tan sencilla como brillante, que
Unicamente precisa de un rectangulo para su demostracion.

A .
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‘\ 2 ‘\
a \
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Figura 7. Solucién de Apolonio para duplicar el cubo.

Sobre un rectangulo de dimensiones a y 2a, se hace la construccion de la imagen de la izquierda,
pudiendo desplazarse el punto Y verticalmente. En cualquier posicion de este punto se verifica que
a/x = y/2a. Apolonio afirma que, si se sitian X e Y de forma que estén a igual distancia del centro
del rectangulo, entonces x e y son las medias proporcionales que resuelven la duplicacién del cubo,
como se muestra en la imagen de la derecha. La demostracion es sencilla, basta aplicar el teorema de
Pitagoras. Aunque pueda parecer lo contrario, no es posible determinar la posicion exacta de los
puntos X e Y utilizando Unicamente regla y compas.

TRISECCION DEL ANGULO

Como ya se ha indicado, el problema consiste en dividir un angulo cualquiera en tres angulos de igual
amplitud, utilizando Gnicamente una regla sin marcas y un compas, en un nimero finito de pasos.

El problema tiene matices que lo diferencian de los otros dos problemas. Ningin cubo puede
duplicarse, ningun circulo puede cuadrarse, pero hay angulos que si pueden trisecarse. Dado un
angulo cualquiera, es inmediato construir con regla'y compas un angulo de amplitud tres veces mayor.

No esta claro el origen del problema, ni hay leyenda que acompafie su nacimiento. Parece ldgico
pensar que, conocidas las técnicas geométricas para bisecar un angulo, el afan investigador de los
antiguos geodmetras les impulsara a intentar dividir el angulo en tres partes iguales.

Algunos angulos trisecables
Es bien conocida la triseccion del angulo recto, y si un angulo es trisecable, lo es su angulo mitad.

Una forma de conseguir otros angulos trisecables es a partir de poligonos regulares construibles. No
todo poligono regular puede construirse con regla y compas. Gauss establecié la condicion suficiente,
ligada a nimeros primos de Fermat, para que un poligono regular pueda construirse, y posteriormente
Wantzel completd el teorema.
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YR 4

Figura 8. Angulos trisecables.
Trisectriz de Hipias (443 a.C-399 a.C.)

Primera curva mecanica, no construible con regla y compas, creada con objeto de trisecar el angulo.
Si A recorre el lado del cuadrado en el mismo tiempo que B un cuarto de circunferencia, se obtiene
esta curva mecanica.

]

Figura 9. Trisectriz de Hipias y triseccion del angulo.
La trisectriz permite dividir un angulo en un nimero cualquiera de partes iguales. Esta curva, también
permite cuadrar el circulo.

Meétodo de regla marcada

Conocido también como método Neusis, fue utilizado por Arquimedes para trisecar el angulo.
Consiste en hacer dos marcas sobre una regla a una distancia previamente fijada, de forma que los

triangulos AOC y OCP sean isésceles. El uso de regla marcada sobrepasa las normas de regla y
compas establecidas en el canon de la geometria griega.

O
o

Figura 10. Triseccion con regla marcada.
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Espiral de Arquimedes (287 a. C-212 a. C.)

Arquimedes disefa la espiral que lleva su nombre como forma de resolver el problema de la triseccion
del &ngulo. Se define como el lugar geométrico de un punto moviéndose a velocidad constante sobre
una recta que gira sobre un punto de origen fijo a velocidad angular constante.

Figura 11. Espiral de Arquimedes. Primera vuelta de espiral y triseccion del angulo.

Esta curva mecénica, creada por el genio de Siracusa, permite dividir un angulo en un ndmero
cualquiera de partes, y como se vera en el siguiente bloque también la cuadratura del circulo.

Otras curvas mecénicas que trisecan el &ngulo

Figura 13. Caracol de Pascal, Trisectriz de Ceva y Trisectriz de Maclaurin.
CUADRATURA DEL CIRCULO

El problema geométrico consiste en construir un cuadrado de igual area que un circulo dado,
utilizando unicamente regla y compas. El problema es equivalente al de rectificacion de la
circunferencia, esto es, construir un segmento recto de igual longitud que una circunferencia dada.

Los antiguos griegos conocian procedimientos para cuadrar el rectangulo, el tridngulo y cualquier
poligono, por descomposicién en triangulos.
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Figura 14. Cuadratura de rectangulo y tridngulo.

El afan investigador de los antiguos gedmetras seguramente fue el motivo de intentar cuadrar figuras
delimitadas por curvas, el objetivo es cuadrar el circulo.

Cuadratura de lGnulas

Una lunula puede definirse como la region concava limitada por dos arcos de circunferencia.
Hipdcrates demostrd que el area de la lunula construida sobre el cateto de un triangulo rectangulo e
isdsceles es igual al area del tridngulo. Basta demostrar que el area de la Iunula mas el area del
segmento circular es igual al area del triangulo més el area del segmento circular.

Alhacen (945-1040) con argumentos similares a los de Hipocrates cuadra las lunulas construidas
sobre un triangulo rectangulo cualquiera.

Figura 15. Lunulas de Hipdcrates y Alhacén.

Posteriormente Euler demostrd la cuadratura de otras ltnulas, y no fue hasta el siglo XX cuando se
demostro que Unicamente hay cinco lunulas que pueden cuadrarse.

Figura 16. Lunulas que pueden cuadrarse.

A pesar de los prometedores éxitos logrados al cuadrar lanulas, la cuadratura del circulo se intuia
imposible mediante el uso de las herramientas clasicas. La solucion, como en los otros dos problemas,
se obtiene mediante las curvas mecénicas.

Cuadatriz de Hipias

Unos cien afios después de la construccion de la trisectriz de Hipias, Dinostrato demuestra que esta
curva permite también cuadrar el circulo, de ahi que también sea conocida como cuadratriz de Hipias.
Si el cuadrado sobre el que se construye la curva tiene lado de medida 1, entonces el punto P esta a
distancia 2 /m, lo que posibilita la cuadratura.
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Figura 17. Cuadratriz de Hipias.
Espiral de Arquimedes.

La curva mecanica disefiada por el genio de Siracusa para trisecar el angulo permite también cuadrar
el circulo, con al menos dos razonamientos diferentes. En la imagen se muestra uno de ellos.

Figura 18. Cuadratura del circulo mediante la Espiral de Arquimedes.

Sea A el punto que alcanza la espiral tras recorrer la primera vuelta. La recta tangente a la espiral en
ese punto corta a la perpendicular a OA en P. Arquimedes afirma que la distancia OP es igual a la
longitud de la circunferencia de radio OA, y por tanto el area del tridngulo OAP es igual al area del
circulo de radio OA.

IMPOSIBILIDAD DE LAS CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS.

Pierre Wantzel, basandose en trabajos previos de Gauss y Galois, public6 en 1837 en una revista de
matematicas francesa la primera prueba completamente rigurosa de la imposibilidad de trisecar un
angulo utilizando Unicamente una regla y un compas. Demostrd también la imposibilidad de resolver
la duplicacion del cubo, asi como la construccion de un poligono regular cuyo numero de lados no es
producto de una potencia de dos o distinto a cualquier nimero de Fermat.

La prueba de la imposibilidad de cuadrar el circulo con las restricciones de impuestas por los
gedmetras de la antigliedad la proporcion6 en el afio 1882 Carl Louis Ferdinand von Lindemann al
demostrar la trascendencia del nimero 7.

Como se ha mostrado, estas construcciones si son posibles, pero se necesita algo mas que regla y
compas. Las curvas mecanicas, creadas con este propdsito, proporcionan la solucion exacta a cada
uno de los tres problemas clasicos.
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¢MATEMATICAS?... PARA ENTENDER EL MUNDO

Fernando Diez Vegas

IES Alonso Berruguete de Palencia

Resumen

Un breve recorrido por algunas de las actividades desarrolladas por alumnos del IES Virgen de la
Calle de Palencia en el marco del concurso “Las matematicas del planeta Tierra” organizado por
el IMUVA. Logaritmos, mediatrices, modelos matematicos, diagramas de Voronoi, el algoritmo de
Kruskal, la idea de distancia y Geogebra van de la mano de bicicarriles, corredores humanitarios,
la gestion del transporte de enfermos de radioterapia en la comunidad, los papeles de Barcenas,
invasiones zombis, el ébola o el covid, y mucho més. Todo ello con la idea de dar una respuesta
diferente a la eterna pregunta que, en algun momento, nos hacen nuestros alumnos: Profe!, ...Y
esto de las Matemadaticas..., ;para qué sirve?

Palabras clave: Matematicas, Educacion Secundaria, Diagramas de Voronoi, Algoritmo de
Kruskal, Ley de Benford.

UN PAR DE PROBLEMAS PARA EMPEZAR
Los negocios son los negocios
Un aula de 3° de ESO en adelante, primer dia de curso:

Sois mayoristas de fruta y tenéis 1000 kg de naranjas. Hoy su precio es de 1 €/kg, pero estamos en
marzo y hay mucha demanda: el precio aumenta 15 céntimos al dia y las naranjas llevan tanto tiempo
en la cdmara que pierdes 40 Kg cada dia que pasa sin venderlas, ¢qué piensas hacer?

Solo una alumna de 2° de Bachillerato en varios afios de problema responde: “Si venden el 9° dia para
obtener el mayor beneficio posible estaran tirando 360 kg de fruta a la basura”. Durante afos el
sentido de culpa ha invadido mis aulas ese primer dia de curso. EI maximo beneficio particular puede
no coincidir con lo mejor para todos, pero como dice Tessio en la pelicula de El Padrino: “Dile a
Mike que sdlo lo hice por negocios. Siempre me cay6 bien”

Los pobres cada vez més pobres y los ricos, mas ricos

Realiza una sencilla encuesta en clase. Recoge el dinero recibido por tus alumnos en una semana.
Ordénalos de menor a mayor y realiza la siguiente tabla. EI alumno méas pobre recibe tal cantidad de
dinero, los dos alumnos mas pobres reciben... los tres alumnos mas pobres, reciben...y asi
sucesivamente. Pasalo a porcentajes de poblacidn y renta y representa en Geogebra. Acabas de
obtener la curva de Lorentz que permite calcular el indice de Gini, el indice que suelen tomar como
referencia los organismos internacionales para medir la distribucion de la riqueza. Segun datos del
INE, el indice de Gini de Espafia aumento considerablemente con la crisis del afio 2008 hasta 2015 y
con la crisis del COVID19 este indice ha vuelto a crecer.

“Dile a Mike que solo lo hice por negocios. Siempre me cay6 bien”

EL ALGORITMO DE KRUSKAL Y EL DISENO DE UN BICICARRIL EN LA CIUDAD DE
PALENCIA

La ciudad de Palencia dispone en la actualidad de varios tramos de bicicarril. Ninguno de ellos
conecta lugares de interés: IES, bibliotecas, centros de trabajo, parques, centros deportivos...
Ninguno de ellos resuelve problemas de movilidad. ElI programa de préstamo de bicicletas del
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ayuntamiento palentino se abandond a los pocos afios de empezar a prestar servicio y hoy sélo quedan
los aparcamientos disefiados para las bicicletas. Un grupo de alumnos del IES Virgen de la Calle de
Palencia creyd necesario crear una ciudad por y para la gente, mas sana y respetuosa con el medio
ambiente; una ciudad con un bicicarril que permita desplazarse de forma segura y préactica entre los
lugares mas importantes de la ciudad. Para ello, recorrimos los conceptos méas elementales de la
Teoria de Grafos a partir de juegos muy conocidos y del famoso problema de los Puentes de
Kdnigsberg. Planteamos la necesidad de dar soluciones dptimas a problemas de grafos como el del
cartero. Estudiamos brevemente problemas actuales relativos a las redes sociales como son la ilusion
de la mayoria y la paradoja de la amistad.

Seguidamente nos propusimos la construccion de un bicicarril en la ciudad de Palencia que una los
puntos de mayor interés con coste y/o recorrido minimo, para lo que utilizamos el algoritmo de
Kruskal que explicamos previamente. Nos ayudamos para ello de los programas Geogebra y Grafos,
este ultimo construido por Alejandro Rodriguez Villalobos de la Universidad Politécnica de Valencia.
Ese recorrido de longitud minima y que recorre todos los puntos de interés se denomina arbol
recubridor minimo en la Teoria de Grafos.

En el disefio del bicicarril nos encontramos con un problema: medir las distancias entres los puntos
de interés que debe unir el bicicarril. Para ello utilizamos el visor SIGPAC del Ministerio de
Agricultura, Alimentacién y Medio ambiente. Obtenemos sus coordenadas y utilizamos una hoja de
célculo para calcular las distancias con una métrica euclidea primero y la métrica “Manhattan”
después.

Una vez obtenidas esas distancias se introducen en los programas Geogebra y Grafos para obtener el
arbol recubridor minimo del grafo. En la figura 1 se muestra, a la izquierda, el plano de Palencia con
su bicicarril en 2016; a la derecha, el &rbol recubridor minimo obtenido con el software Geogebra 'y
la distancia euclidea.

PALENCIA

Figura 1.

DIAGRAMAS DE VORONOI, GESTION DEL TRANSPORTE DE PACIENTES DE
RADIOTERAPIAY UN CORREDOR HUMANITARIO

Hacemos un recorrido por los diagramas de VVoronoi de tal forma que un alumno de secundaria pueda
seguirlos sin complicaciones. Repasamos situaciones clasicas como la epidemia de célera en Londres
en 1854 y la solucion geométrica del problema sanitario propuesta por John Snow al que se considera
padre de la epidemiologia. Analizamos la trayectoria seguida por la flota japonesa en su ataque a
Pearl Harbour alejandose lo més posible del resto de bases americanas del Pacifico (Wake, Midway
e Islas Aleutianas). Estudiamos si la division administrativa en provincias de la comunidad de Castilla
y Leon, que data de 1833, sigue un criterio marcado por la distancia a la capital y por lo tanto coincide
0 no con un diagrama de Voronoi cuyos puntos generadores sean las capitales de provincia. La
coincidencia es mas que evidente y puede comprobarse en el logotipo elegido para el XV Congreso
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Regional de Educacion Matematica y IV Jornada Geogebra de Castilla 'y Ledn que se muestra en la
figura 2 y que acompafia también al arbol recubridor minimo que une las capitales de provincia.

XVICONGCRESUREGIONABLEEDUCACION MATEMATICAS
DECASTISEANASEON| noviembre
2022
IV JORNADA GEOGEBRA CyL Palencia

Figura 2.

Del mismo modo, procedemos a dividir el espacio aéreo peninsular tomando como puntos
generadores de cada region de Voronoi cada uno de los aeropuertos espafioles para disefiar un
protocolo de emergencia aérea.

Si bien estos casos pueden considerarse clasicos en el estudio de los diagramas de VVoronoi estudiamos
ahora investigaciones originales realizadas en 2015 por alumnos de 3° de ESO del IES Virgen de la
Calle de Palencia.

Gestion del transporte de pacientes de radioterapia en la comunidad de Castilla'y Ledn, 2015

La Junta de Castilla y Ledn dispone de varios hospitales publicos con servicio de Radioterapia. En
2015 habia 4 centros situados en Valladolid, Salamanca, Ledn y Burgos. Aungue no todos disponian
de los mismos medios, todos ellos contaban de aceleradores de electrones para radioterapia externa.
Los pacientes que precisan un tratamiento de radioterapia externa acuden de 20 a 30 dias con una
frecuencia de 5 dias a la semana. Los pacientes de fuera de estas capitales precisan de un servicio de
ambulancias que los recoja en sus domicilios y los vaya dejando en sus centros de tratamiento. Los
servicios de radioterapia inician sus tratamientos a las 8:00 horas. El tratamiento dura unos 10 minutos
a lo sumo y el paciente debe esperar hasta que el servicio de ambulancias complete el viaje para
volver a casa. Pacientes con cancer del norte de Palencia pueden llegar a tener que levantarse a las
5:00 horas, hacer 150 km para llegar a su centro de referencia, tratarse en 10 minutos, esperar a que
su ambulancia se complete y recorrer otros 150 km para llegar a su domicilio. Para pacientes con
cancer, repetir esto durante 25 dias, puede resultar algo méas que incomodo. Teniendo en cuenta el
tipo de enfermedad, vista la duracion del tratamiento y las distancias recorridas, creemos necesaria
una distribucién que minimice estas molestias y se olvide de la distribucién provincial rigida del
Sacyl, para que cada hospital tenga como zona de influencia la region de VVoronoi que le corresponde.

Para ello, utilizamos el programa Geogebra y su comando Voronoi[lista de puntos] para ver una
primera aproximacion del problema. En la figura 3 se muestra las zonas de influencia que
corresponden a los servicios de radioterapia de la comunidad en los afios 2015 y 2022
respectivamente.
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Figura 3

Sin tener en cuenta el tipo de via concluiamos que los pacientes de Segovia y Valladolid debian
tratarse en esta Ultima ciudad. Los enfermos de Salamanca y Avila en Salamanca, Burgos y los de
Soria en Burgos. Los pacientes de Zamora y Palencia deberian acudir a tres centros diferentes, Se
debe sefialar que a fecha de hoy Castilla y Ledn cuenta con un Servicio de radioterapia en Zamora y
un concierto con una entidad privada en Segovia. Avila, Palencia y Soria contintian a la espera.

Disefio de un corredor humanitario en Siria, 2015

Siria esta inmersa en una guerra civil desde 2011, en la que grupos rebeldes luchan contra el ejército
gubernamental. Este corredor humanitario deberia estar lo suficientemente lejos de cada una de las
facciones rebeldes como para garantizar la seguridad y estabilidad de este. Introducimos la posicion
de los rebeldes sirios en 2015 en el software Geogebra y dibujamos las regiones de VVoronoi asociadas
a dichas posiciones. El corredor humanitario transcurre por las fronteras de dichas regiones. El

objetivo principal era evacuar la ciudad de Homs.

REBELDES SIRIOS
Batallones de rebeldes del Ejército Libre de Siria
N EN Bandera del * * *
LA CIUDAD PROVINCIAS Ejército Libre
Cuartel general del Ejército Libre .
de Siria en la provincia de Hatay, Turquia i
= 1 Tub‘oum , ﬂ
'.' % Qamishii
-
Jisr al-Shughoug ﬂﬂ i “‘ 2 ﬂ (
o . Hasaka
ﬂ mpm-" ﬂ Raqaa  § | IRAK
19 ldnb‘k \ i
ma K " '0 “
Jableh kY Z °
Baniyas o Hama '\‘ ¢ Deiral-Zour
Mar ﬂ ‘l’ 3 )
Mediterrdneo ﬂ °""°m$ ﬁ
/) islA ! Abu Kamal o/
LIBANO . ~
r’ * ﬂ J B
- i ALTOS H "
DEL GOLAN © DDamasco . DEL GC’LAI;J ODamasco L
-~ Y
<R > '
ISRAEL T ﬂ JORDANIA ‘
100 KM | Deraa As Suw ayda ﬁlo 100 KM |
Figura 4.

El corredor principal de entrada y/o salida se muestra en la figura 4. Asi, en azul se muestra el corredor
principal, mientras que por la linea verde discurre la ruta de evacuacion de la ciudad de Homs.
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iPROFE! Y LOS LOGARITMOS, (PARA QUE SIRVEN? LA LEY DE BENFORD

Si hay un momento en la educacion secundaria en que se da un buen niumero de alumnos desbordados
por las matemaéticas, es el momento de estudiar los logaritmos. Comenzar haciendo célculos

. . 1024-65536 ~ .
complicados del tipo /W con una pequeria tabla de logaritmos en base 2, y ver que damos el

resultado antes de que ellos sean capaces de introducir los datos en una calculadora les deja atonitos;
hablar de Newcomb, Benford y relacionarlos con el “efecto Mateo” y la Ley de Stigler cambia su
percepcion por completo (Ley de Stigler: “Ningtin experimento cientifico recibe el nombre de quién
lo descubri6 en primer lugar”)

La ley de Benford

Cambiar demasiados nimeros en bases de datos contables, articulos cientificos o intentar adulterar
unas elecciones puede resultar arriesgado si no se conoce la Ley de Benford. En el IES Virgen de la
Calle utilizamos la Ley de Benford del primer digito para comprobar la posible veracidad o no de la
supuesta contabilidad B del Partido Popular e investigar un posible fraude electoral en las elecciones
generales de 2016.

En 1881, Simon Newcomb (1835-1909), astronomo, fisico y matematico, se percatd de que su libro
de tablas de logaritmos tenia méas desgastadas las paginas cuyos numeros comenzaban por 1 6 2 que
el resto del libro. En 1938, el fisico Frank Benford estudid 20.229 nimeros provenientes de distintas
muestras, y postulo la llamada “Ley de los nimeros andmalos de Benford™:

P(d) = log (1 + %)
donde P(d) es la probabilidad de que un nimero determinado tenga como primer digito d.

Nos sumergimos en el mundo de los logaritmos y comprobamos la Ley de Benford en distintas series
numéricas como la sucesion de Fibonacci, las potencias de distintos niUmeros, asi como apuntes
contables derivados de un interés compuesto. Utilizamos una hoja de calculo para obtener los
primeros 1000 nimeros de dichas series numéricas, extrajimos su primera cifray comprobamos como
las frecuencias de los distintos digitos coinciden de manera increible con las frecuencias previstas por
la ley de Benford. Estudiamos la poblacion en 2017 de los 8124 municipios espafioles, extrajimos su
primera cifra y de nuevo una coincidencia total. Lo mismo ocurre con la poblacién masculina, con la
poblacion femenina, con los votantes del censo, con los votos validos emitidos en las elecciones de
2016, con los votos recibidos por los partidos PP, PSOE, Podemos, Ciudadanos: coincidencia total.
Comprobamos dicha coincidencia con un test de hip6tesis desechando un posible fraude electoral.

Posteriormente, estudiamos los papeles de Barcenas bajo la lupa de la Ley de Benford pues nos llama
la atencion la polémica suscitada a partir de la publicacion en ABC con fecha 06/02/2013 del siguiente
titular:” Un matematico aplica la ley de Benford a los papeles de Barcenas y concluye que son falsos”.
Siguiendo el hilo de la noticia nos hicimos con los papeles de Barcenas publicados en distintos medios
de comunicacion y aplicamos la ley de Benford a todos ellos. Ingresos y gastos juntos, ingresos y
gastos por separado. Aparecieron muchas mas coincidencias que las sugeridas en la noticia de ABC.
Dichas diferencias se explican en que el matematico citado por ABC s6lo analiza 84 apuntes de los
papeles de Barcenas incumpliendo una de las condiciones de aplicabilidad de la ley: la existencia de
varios 6rdenes de magnitud, y muchos nimeros en cada uno de esos ordenes.
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Figura 5. Frecuencia del primer digito. Papeles de Bércenas 1993-2008

Es evidente, aln sin aplicar un test de hipotesis, la discrepancia entre la supuesta contabilidad B del
Partido Popular y la Ley de Benford, aunque la distribucién si tiene muchas similitudes.

En cualquier caso, tenemos que sefialar que los papeles de Barcenas no cumplen las condiciones de
aplicabilidad de la Ley de Benford por varias razones: no cubren varios 6rdenes de magnitud, no hay
suficientes datos en algunos de esos ordenes de magnitud y existen numerosas cifras “tipo” (p.ej. 1
millén y 10 millones de pesetas y sus equivalentes en euros) que desvirtian el andlisis del primer
digito.

ALERTA ZOMBI. MODELOS MATEMATICOS PARA ENFERMEDADES INFECCIOSAS

Los zombis son una figura muy popular, tanto en la literatura como en el cine. EI comportamiento
zombi es muy similar al de una enfermedad infecciosa y su tratamiento matematico practicamente
idéntico.

Proponemos un modelo matematico para predecir los efectos de una infeccion zombi y calcular el
tiempo en el que la poblacion de Palencia se reduce al 10%. Dividimos la poblacion en tres grupos:
susceptibles, zombis y “recovery” (recuperados del ataque y fallecidos). Buscamos las ecuaciones
que gobiernan el paso de un grupo de poblacién a otro. Esos trasvases dependen de la proporcion de
susceptibles, del namero de zombis, del niUmero de contactos que un zombi sea capaz de mantener,
asi como de las probabilidades de contagio y muerte zombi en un encuentro entre un susceptible y un
infectado. Se tiene en cuenta, ademas, la posibilidad de una resurreccion zombi.
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Figura 6. Modelo SZR

Elaboramos un programa que nos permitiera integrar numéricamente esas ecuaciones y procedimos
a simular una epidemia zombi en la ciudad de Palencia. En el caso méas favorable estudiado, la
poblacion de Palencia se reduce al 10% a los 127 dias de comenzar la epidemia (80000 habitantes, 1
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zombi, 5 contactos/dia zombi, probabilidad de contagio del 20%, probabilidad de muerte zombi del
40% y una tasa de resurreccion del 1%).

Un modelo matematico para el ébola o el COVID19

De una forma similar trabajamos con el ébola, una enfermedad infecciosa muy contagiosa y con
elevado indice de mortalidad. La ultima epidemia de ébola afectdé en 2014 y 2015 a 3 de los paises
mas pobres de Africa Occidental. Se estima que murieron 11312 personas y se informo de 28457
casos comprobados.

Un modelo matematico similar al de la invasion zombi permite simulary predecir los efectos de una
epidemia de ébola y comprobar el resultado de vacunas, tratamientos y cuarentenas. Dividimos a la
poblacidn en susceptibles, enfermos con el virus en estado latente (no contagioso), infecciosos y
“recovery”. Posteriormente afiadimos, grupos de vacunados e infecciosos en cuarentena hospitalaria.
Utilizamos datos reales de la enfermedad extraidos de la literatura cientifica para poder simular el
trasvase de poblacion de unos grupos a otros y simulamos una epidemia en la ciudad de Palencia
variando las tasas de vacunacion y cuarentena que nuestro sistema de salud podria mantener.

SLE —— 1 |—— R
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\ Q

Figura 7. Modelo SEIR con grupos de cuarentena obligatoria y vacunados

La tasa de mortalidad del “ébola 2014” lleg6 a ser del 70% tiene un periodo de incubacion entre 2 y
21 dias (tiempo medio 8 dias) hasta que aparecen los primeros sintomas y la enfermedad es contagiosa
solo cuando aparecen éstos. La muerte sobreviene entre el dia 6 y 16 del comienzo de los sintomas
(tiempo medio 10 dias). En cuanto al estudio de la epidemia de ébola sin control ni tratamiento, el
modelo predice 63860 afectados en Palencia, falleciendo 44702 personas. En el caso de poder contar
con una vacuna y acompafarla de cuarentena hospitalaria (tasa de vacunacion 20% al dia y tasa de
hospitalizacién 70% al dia) el nimero de afectados se reduce a 97, falleciendo sélo 68 personas.
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Figura 8. N° de afectados y duracion de la epidemia. Poblacion inicial: 80.000 habitantes y 80
individuos contagiosos.
Estos modelos formaban parte de un trabajo realizado en el curso 2016-17 por alumnos del IES Virgen
de la Calle. Tristemente, afios después nos vimos en una situacion similar de todos conocida: una
cuarentena total y la busqueda angustiosa de una vacuna. No habia ningln dato cientifico, ningln
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estudio que permitiera introducir datos en un modelo como este. Investigadores de la Universidad de
Zaragozay de la Roviray Virgili de Tarragona trabajaron sobre un modelo matematico introduciendo
datos que provenian de un crucero en cuarentena total: el Diamond Princess. El resto, para los libros
de historia.

En cualquier caso, observando la figura 8 se puede concluir que el nimero de afectados por la
epidemia depende de la capacidad de nuestro sistema sanitario para detectar casos, hospitalizar y
tratar a los enfermos, aislar a estos y a los posibles contagiados, asi como de la disponibilidad de
recursos econdmicos para adquirir y administrar vacunas a la mayor parte de la poblacion.

A MODO DE COROLARIO

Durante varios afios, alumnos del IES Virgen de la Calle de Palencia, participaron con éxito en el
concurso “Las Matematicas del Planeta Tierra” organizado por el Instituto de Investigacion en
Matematicas de la Universidad de Valladolid (IMUVA). Durante los recreos, grupos de 4 6 5 chavalas
y chavales de ESO y Bachillerato se afanaban en entender el mundo. Nadaban entre formulas, hojas
de célculo, logaritmos y mediatrices en sus ratos libres para construir un bicicarril en su casa, para
organizar un corredor humanitario, para mejorar la vida de los pacientes con cancer, destripar los
papeles de Barcenas o buscar mas proporcionalidad en los sistemas electorales. Participaron
muchachos que suspendieron todas sus asignaturas y abandonaron el sistema educativo; alguno habia
repetido 3° por suspender matematicas; varios hicieron humanidades después. También hubo alumnos
brillantes, de esos que participan en las olimpiadas, y muchos mas que ni de los unos, ni de los otros.
Pero todos usaron las matematicas para comprender, transformar y mejorar la realidad. Se pusieron
un cartel que decia “Buenos dias, estudio matematicas y hoy voy a hacer algo por ti”.

Para hacer referencia al articulo:

Fernando Diez Vegas (2022). ;Matemdticas? ...para entender el mundo. En Consejeria de Educacién de la Junta de
Castillay Leodn. (Ed.), XV Congreso Regional de Educacion Matematica y IV Jornada Geogebra de Castilla'y Ledn (pp.
52 - 59). Asociacién Castellana y Leonesa de Educacion Matematica Miguel de Guzman.
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(RE)EDUCANDO MATEMATICAMENTE EN CONTEXTOS DE
DISCALCULIA EN EDADES TEMPRANAS

Espina, E., Marban, J. M., Maroto, A2
@ Universidad de Valladolid

Resumen

La discalculia es uno de los trastornos mas desconocidos dentro del entorno escolar y familiar. Este
desconocimiento implica una incapacidad para la identificacion del problemay, como consecuencia,
a una intervencion, en el mejor de los casos, tardia. Con el objetivo de contribuir a reducir este
problema se concibe esta ponencia, que se estructura en tres partes bien diferenciadas. En la
primera, se describiran las caracteristicas mas relevantes de la discalculia, su etiologia y sus
sintomas mas caracteristicos. En la segunda parte, se presentaran algunos elementos o claves que
facilitan su diagndstico y se mostraran algunas de las herramientas de diagnostico que existen para
la identificacion del posible riesgo de discalculia dentro del aula, centrando la atencién en las que
pueden ser de utilidad o aplicacién sencilla por parte del profesorado o de las familias. Finalmente,
se presentaran algunas pautas sencillas para la intervencién dentro del aula.

Palabras clave: discalculia, trastorno de aprendizaje, matematicas, primaria.

INTRODUCCION

Como es bien sabido, las matematicas son un recurso de gran valor para enfrentarnos a la multitud de
problemas cotidianos a los que nos enfrentamos habitualmente. Una adecuada educacion matematica
es esencial para el desarrollo del pensamiento l6gico y critico, del razonamiento, de la intuicion, de
la capacidad de abstraccidn, ... Sin embargo, el pleno acceso a niveles suficientes de alfabetizacion
matematica se puede ver obstaculizado por la manifestacion de dificultades en el aprendizaje de las
matematicas (DAM). Estas dificultades pueden interferir tanto en el progreso académico como en
actividades de la vida cotidiana y pueden ser producidas por diversos factores. Mundia (2012) sefiala
alguno de estos factores: las creencias estereotipadas de caracter negativo que de forma habitual se
tienen hacia las matematicas, una ensefianza insatisfactoria consecuencia de un disefio inadecuado de
la instruccién en los materiales curriculares, posibles déficits en el desarrollo cognitivo o factores
economicos, entre otros. El concepto de DAM se aplica de forma general al alumnado que se
encuentra por debajo de la media de su grupo o al alumnado que presenta un funcionamiento
matematico por debajo de su propia media de rendimiento (Fernandez-Baroja et al., 1991). Las DAM,
en funcion de su grado de severidad, pueden clasificarse en leves, moderadas o graves. Dentro del
grupo de mayor severidad se encuentran los nifios en los que se va a centrar esta ponencia, aquellos
que presentan comportamientos compatibles con o que apuntan a una posible discalculia. La
discalculia, a pesar de haber tenido un gradual aumento de interés dentro de la literatura cientifica en
la ultima década, ha recibido, en comparacién con otros trastornos, como la dislexia, mucha menos
atencion (Espina et al., 2022). Este hecho contribuye al escaso conocimiento que se aprecia dentro
del entorno escolar y familiar, produciéndose una identificacion tardia, e incluso, a veces nula, de una
situacion que precisa, en la mayoria de los casos, algun tipo de intervencién. Movidos por esta
situacién, el objetivo de esta ponencia es facilitar un acercamiento basico y sintético a las
caracteristicas mas relevantes de la discalculia, asi como a su diagnostico y a su atencion.
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CONCEPTUALIZACION Y CARACTERISTICAS DE LA DISCALCULIA

Actualmente no existe una definicidn de la discalculia ampliamente aceptada, sino que con el paso
del tiempo la investigacion ha ido afiadiendo y modificando caracteristicas a la misma en funcién de
los avances que se producian. La primera definicion de discalculia y, de hecho, la propia acufiacion
del término, pertenece al psicologo Ladislav Kosc:

La discalculia del desarrollo es un trastorno estructural de las habilidades matematicas que tiene su
origen en un trastorno genético o congénito de aquellas partes del cerebro que son el sustrato
anatomico-fisiologico directo de la maduracion de las habilidades matematicas adecuadas a la edad,
sin un trastorno simultaneo de las funciones mentales generales (Kosc, 1970, p. 192).

Por otro lado, una de las ltimas referencias conceptuales se encuentra en la dltima version de la
Clasificacion Internacional de Trastornos (CIE-11) de la Organizacion Mundial de la Salud (2020),
donde se incorpora de forma implicita la discalculia al indicar que “el trastorno del desarrollo del
aprendizaje con dificultades en matematicas se caracteriza por dificultades significativas y
persistentes en el aprendizaje de habilidades académicas relacionadas con las matematicas o la
aritmética, como el sentido del nimero, la memorizacion de hechos numéricos, el calculo preciso, el
calculo con fluidez y el razonamiento matematico preciso”.

La discalculia es un trastorno que tiene origen multifactorial, y que puede estar causado por factores
neurobioldgicos, genéticos y ambientales (Kaufmann y Von Aster, 2012). Su origen neuroldgico
muestra que los diferentes déficits en las habilidades matematicas son producidos por alteraciones
persistentes en diversas areas cerebrales (Butterworth et al., 2011) y por diferencias estructurales en
el volumen de la materia gris y blanca (McCaskey et al., 2020). En cuanto a su (posible) origen
genético y ambiental, se indica que la discalculia tiende a ser un trastorno hereditario y puede deberse
a condiciones ambientales como un nacimiento prematuro o la ingesta de alcohol durante el
embarazo.

La discalculia afecta a la correcta adquisicion de las habilidades aritméticas, sobre todo a las
relacionadas con el sentido numeérico, el conteo y el calculo e interfiere significativamente tanto en el
rendimiento académico como en las actividades de la vida cotidiana que estan relacionadas con las
matematicas. Parece ser un trastorno duradero que persiste hasta la edad adulta y suele ser
“inesperado”, debido a que se presenta en estudiantes con un nivel de inteligencia normal y una
escolaridad apropiada (Sans et al., 2012). Tiene caracter heterogéneo, ya que existe una gran
variabilidad dentro de cada individuo y entre individuos, se puede presentar de forma comérbida con
otros trastornos o dificultades de aprendizaje (dislexia, TDAH, trastorno del lenguaje, ...) y tiene una
prevalencia estimada de entre el 2,27% y el 6,4% de la poblacion escolar (Emerson, 2015; Estévez et
al., 2008).

Sintomatologia en edades tempranas

Al igual que con la definicién de discalculia, aun no existe un consenso sobre la sintomatologia
completa o diferencial asociada a este trastorno. Una de las causas de esta ausencia de consenso se
encuentra, a juicio de Price y Ansari (2013) en la heterogeneidad de las habilidades matematicas y en
la variacion entre los criterios utilizados para identificar a los nifios con discalculia en los diferentes
estudios realizados. A pesar de ello, si podemos hablar de los sintomas mas frecuentes en nifios con
discalculia, algunos de los cuales se muestran en la Tabla 1 para el caso de Educacion Infantil o
Primaria.
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Tabla 1. Sintomas de la discalculia en Educacion Infantil y Primaria

Nivel Sintomas discalculia
escolar
Dificultad en la adquisicion de los principios basicos de la numeracion y el conteo
(secuencia numeérica, correspondencia uno a uno, principio cardinalidad).
Dificultad para clasificar objetos por sus caracteristicas.
.. Dificultad para realizar la correspondencia niUmero-cantidad.
Educacion - e - ~
Infantil Np _adqmere la subltlzacm,n dt? cantldad_es pequefas (hasta b5). _
Dificultad para entender términos relacionados con las matematicas.
Problemas para copiar numeros arabigos.
No automatiza el nimero de dedos de las manos.
No hace estimaciones pequefas (hasta 10).
Dificultad en tareas de subitizacion y en la estimacion de cantidades.
Dificultad para aprender, procesar, memorizar o resolver secuencias numéricas
(contar hacia atras, contarde 2 en 2,de Sen 5...).
Dificultad para entender la estructura de la recta numérica.
Problemas para identificar los numeros, escribirlos o clasificarlos.
Dificultad para entender el valor posicional de los nimeros (unidades, decenas,
centenas).
Dificultad en la ejecucion de operaciones aritméticas (confusion de simbolos, mala
Educacion ubicaci('?n de los digitos, olvidan el nimero que se han llevad,o_, .. ,
Primaria Incapacidad para comprender y recordar conceptos matematicos, reglas, formulas,

secuencias (orden de operaciones) y operaciones matematicas basicas (+, -, X, /).
Persiste en necesitar estrategias manipulativas para operar (objetos, dedos, ...).
Dificultad para resolver problemas matematicos.

Presenta un sentido espacial deficitario (mala presentacion de los trabajos en papel,
poco sentido de la orientacion, ...).

Dificultades relacionadas con el tiempo (conceptos temporales, horarios, secuencias
de eventos, ...).

Dedica mucho tiempo y esfuerzo a las matematicas, pero los resultados no
coinciden.

Nota. Informacién obtenida de Espina et al. (2021, p. 245).
IDENTIFICACION Y DIAGNOSTICO DE LA DISCALCULIA

Cuando se habla del diagndstico de la discalculia, se hace referencia habitualmente a un diagnostico
clinico. Este tipo de diagndstico se basa en el procedimiento mediante el cual un equipo de
profesionales expertos, dependiendo de los sintomas, determina la presencia o ausencia de un tipo de
enfermedad con la ayuda de un conjunto de herramientas que permiten definir su cuadro clinico
(Fundacio Adana, 2022). EI DSM-V (APA, 2013) establece que se han de cumplir los siguientes
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cuatro criterios diagndsticos para el trastorno especifico del aprendizaje que incluye la discalculia, y
al que ya se hizo referencia con anterioridad:

a) Dificultad en el aprendizaje y en la utilizacién de las aptitudes académicas que ha persistido durante
al menos 6 meses, a pesar de haber llevado a cabo una intervencion dirigida a paliar esas dificultades.

b) El rendimiento del individuo en las aptitudes académicas afectadas se encuentra sustancialmente
por debajo del promedio para la edad cronoldgica en pruebas estandarizadas.

¢) En la mayoria de individuos las dificultades de aprendizaje son muy evidentes en los primeros afios
escolares. Sin embargo, pueden no manifestarse totalmente hasta que las demandas de las aptitudes
académicas afectadas superan sus capacidades limitadas.

d) Las dificultades de aprendizaje no se atribuyen a discapacidades intelectuales, trastornos visuales
0 auditivos no corregidos, otros trastornos mentales o neurolédgicos, adversidad psicosocial, falta de

dominio en el lenguaje de instruccidn académica o directrices educativas inadecuadas.

Una deteccion temprana de la discalculia es esencial para poder planificar cuanto antes una
intervencion que mejore la situacion de desventaja, real o potencial, en la que se encuentra este
alumnado, proporcionando un enfoque alternativo a la forma en que se aborda la docencia en el aula
para que esta resulte mas inclusiva para este alumnado. Pero, desafortunadamente, uno de los grandes
problemas de la discalculia es que, durante periodos prolongados de tiempo, puede pasar
desapercibida como una dificultad propia del proceso de aprendizaje (Bernal-Rodriguez, 2009). La
discalculia puede diagnosticarse a cualquier edad, pero, mayoritariamente, el diagnoéstico se hace
posible durante el segundo y el tercer curso de Educacion Primaria, cuando ya se ha superado el
periodo critico para el aprendizaje numérico (entre los 4 y los 7 afios). Sin embargo, a finales de la
Educacion Infantil y en el primer curso de Primaria pueden ya empezarse a observar algunos sintomas
relacionados con dificultades en el procesamiento numérico basico.

La deteccion temprana de la discalculia es un trabajo colaborativo entre especialistas en diagnéstico
y tratamiento de trastornos del aprendizaje, el profesorado y los familiares (Calderdn-Delgado et al.,
2019). Los profesores y los familiares desempefian un papel crucial en el diagndéstico de este trastorno,
ya que son los primeros que pueden observar los sintomas que pueden manifestar los nifios a diario
en el entorno escolar y familiar. La sospecha de un posible riesgo de discalculia en el aula ordinaria
debe ser informada por el profesor al equipo de profesionales del colegio responsables de labores de
apoyo psicopedagdgico y orientacién educativa para un correcto diagnostico y propuestas de
intervencion o actuacion. En este sentido, estamos trabajando en el disefio y validacion de una
checklist o lista de cotejo dirigida al profesorado y familiares para ayudar a esa labor de identificacion
temprana del riesgo de discalculia (Espina et al., en prensa).

Instrumentos de diagndstico

Existe una gran cantidad de instrumentos en el mercado, tanto en papel como en digital, para la
evaluacion del rendimiento matematico. Estas pruebas pueden ayudar a la identificacion e, incluso,
un primer diagndstico, de la discalculia (o de riesgo de discalculia), pero es preciso sefialar en este
punto que, en la exhaustiva blasqueda que se ha llevado a cabo, se han encontrado dos tipos de
pruebas. Por un lado, las pruebas especificamente disefiadas para identificar y evaluar la discalculia
Yy, por otro, las que han sido creadas para la evaluacion general del rendimiento aritmético pero que,
a su vez, pueden servir de ayuda para detectar el riesgo de este trastorno. Dentro de este Gltimo grupo,
nos encontramos con multiples baterias de pruebas de inteligencia y aptitudes escolares en las que se
incluyen subpruebas que requieren habilidades matematicas. Destacan, por ejemplo, la famosa Escala
de inteligencia de Weschler para nifios V (WISC-V), el Test de Aptitudes Escolares (TEA), la Bateria

63



Espina, E., Marban, J. M., Maroto, A.

de Aptitudes Diferenciales y Generales - Renovada (BADyG-R) y la Bateria para la Evaluacién de la
Competencia Matemética (EVAMAT).

Entre las pruebas diagndsticas elaboradas de forma especifica para la deteccion de la discalculia, se
distinguen aquellas que se aplican en formato papel y las que se administran en formato digital. En la
Tabla 2 se presenta un resumen que incluye solo los instrumentos que se han encontrado en espafiol,
a pesar de que se hayan encontrado otros en mas idiomas.

Tabla 2. Instrumentos para el diagnéstico de la discalculia

Prueba Edad Aplicacion

BI_ERDE (_Baterla para la Evaluacién Répida de la 6-12 afios Papel
Discalculia Evolutiva)
Bidux 6-12 afios Online
CAB-DC (Evaluacién Cognitiva para investigaciones sobre  Nifios mayores de 7 afios, Online
Discalculia) jévenes y adultos
Diamante 6-10 afios Online
EVADAC (Prueba Analitica para la Evaluacion de las 6-12 afios Papel
Dificultades de Aprendizaje en el Calculo Aritmético) P
Evaluacién Dinamo NUmeros 6-15 afios Online
Neureka-CALC 5-12 afios Online
PREDI§(_:AL (Screening de Dificultades Lectoras y 712 afios Papel
Matematicas)
TEDI-MATH (Test para el Diagnéstico de las ~

. o fos 4-8 afios Papel
Competencias Basicas en Matematicas)
TEMA-3 (Test de Competencia Matematica Basica) 3-8 afios Papel
TEMT (Test de Evaluacién Matematica Temprana) 4-7 afios Papel
Test de Discalculia Smartick 6-10 afos Online

INTERVENCION Y (RE)EDUCACION

Una intervencién temprana y eficaz puede ayudar a reducir el impacto posterior en las habilidades
aritméticas deficientes del alumnado con discalculia. Como ocurre con la dislexia, la discalculia no
se puede evitar y las intervenciones no pueden hacer que su procesamiento cognitivo se iguale al de
un nifio que tiene desarrollo tipico, pero si puede mejorar la efectividad practica (Butterworth et al.,
2011 y van Luit, 2015). Para que la intervencién tenga éxito es imprescindible que el colegio, la
familia y los especialistas encargados de llevar a cabo el diagndstico y la reeducacion se encuentren
coordinados (Sans et al., 2012).
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En cuanto a la intervencion de los especialistas, es recomendable que las intervenciones se centren
en el entrenamiento de aquellos sintomas o déficits especificos que se han detectado en la evaluacion
diagnostica previa (Haberstroh y Schulte-Kérne, 2019; Kaufmann y von Aster, 2012). Pero en esta
ponencia vamos a centrar la atencion en el papel del profesorado. A continuacidn, se exponen algunas
pautas o0 recomendaciones para la intervencion en el aula ordinaria, obtenidas como resultado de
diversas investigaciones (Ardila y Roselli, 2002; Emerson, 2015; Gersten et al., 2009; Roca y Vargas,
2018; Sans et al., 2012; Witzel y Mize, 2018, entre otras).

Utilizar instrucciones explicitas y sisteméticas para ensefiar las habilidades matematicas
béasicas.

Dividir las tareas en pequefios pasos y explicar secuencialmente a los estudiantes cada uno de
ellos.

Reducir la cantidad de ejercicios o darlos de manera fraccionada, ya que suelen ser mas lentos
en llevarlos a cabo.

Fomentar durante la préctica la auto-verbalizacion promoviendo que los nifios digan en voz
alta los procesos de pensamiento y animando a verbalizar cada paso gque estan haciendo y su
razonamiento.

Repetir frecuentemente el significado del lenguaje matematico y su aplicacion en ejercicios.

Dar muchas oportunidades a los alumnos de aplicar en distintos contextos los nuevos
conceptos.

Repasar con frecuencia los aspectos estudiados para realizar conexiones entre lo que sabian
antes y lo que estan aprendiendo ahora y asi afianzar los conocimientos.

Combinar el juego y los materiales manipulativos para facilitar la adquisicion de los diversos
conceptos, procedimientos y habilidades matematicas.

Utilizar estrategias multisensoriales para la ensefianza de los nuevos contenidos como, por
ejemplo, la secuencia de instruccion (CRA) de lo concreto a lo representativo a lo abstracto
(Figura 1).
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Figura 3. Secuencia de instruccion Concreto-Representativo-Abstracto. Elaboracion propia

23+2:=5

Permitir el uso de estrategias de compensacion en areas deficitarias, como por ejemplo, la
calculadora o las tablas de multiplicar.

Utilizar hojas con cuadriculas grandes, ya que facilitan la resolucion de las operaciones
aritméticas y la ubicacién espacial de los nimeros.

Llevar a cabo la practica repetida de los ejercicios de modelo complejo hasta que el alumno
pueda completarlos con éxito.
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- Realizar intervenciones ecoldgicamente validas, es decir, ensefiar como utilizar las
matematicas en la vida real eligiendo ejemplos concretos que permitan la conexién con la vida
cotidiana.

- Abordar la ansiedad y las emociones negativas que surgen como consecuencia de los
frecuentes fracasos.

Recursos tecnologicos para la intervencién

Aparte de los ya conocidos y tradicionales juegos y actividades con materiales manipulativos para la
(re)educacion matematica del alumnado con discalculia, las intervenciones en entornos tecnoldgicos
son una buena apuesta (Troya y Sanchez, 2017). Cada vez son mas numerosos los recursos
tecnoldgicos que pueden ser utilizados por el profesorado y las familias de estos nifios para su
desarrollo matematico. En la revision y categorizacion realizada en Espina et al. (2021) de los
recursos tecnoldgicos para la intervencion en discalculia se encontraron, por un lado, recursos
disefiados para todo el alumnado, pero recomendados también para aquellos nifios con DAM o
discalculiay, por otro lado, aquellos especificamente disefiados para nifios con discalculia. Dentro de
este Gltimo grupo, se encuentran recursos formados por un conjunto de actividades o juegos para
entrenar diferentes habilidades matematicas como, por ejemplo, Calcularis, Talasia, NeurekaNUM,
Discalapp, DisMAT, Dinamo Numeros o Calculic Kids. Ademas, destacan también aquellos que son
un solo juego formado por varios niveles (Number race, Number catcher, Graphogame-Math,
NumberBeads).

CONSIDERACIONES FINALES

Al igual que en otros trastornos o dificultades de aprendizaje, existen un conjunto de necesidades que
deben ser abordadas para mejorar la situacion de (potencial) desventaja en la que se encuentran los
nifios que presentan discalculia. La primera de ellas es la necesidad de una identificacion y
diagnostico lo mas precozmente posible. La identificacion del trastorno solo es posible, claro esta, si
se dispone de un sélido conocimiento de las manifestaciones del mismo y, como ya se ha indicado en
la introduccidn, en la actualidad sigue siendo uno de los trastornos del aprendizaje mas desconocidos.
Afortunadamente, en la Ultima década se ha comenzado a focalizar la atencidn en esta cuestion, pero
todavia queda un largo camino. Todos los estudiantes deben tener la oportunidad de aprender de acuerdo
con sus necesidades y habilidades, por lo que es vital que junto con la identificacion y diagnostico
tempranos a los que ya se ha hecho referencia, se lleven a cabo las intervenciones pertinentes lo antes
posible y se genere, a su vez, una cultura de incorporacion de los principios propios del Disefio Universal
para el Aprendizaje que elimine barreras y contextos discapacitantes o limitantes, generando entornos de
aprendizaje ciertamente inclusivos para lo cual es preciso prestar atencion no solo a los factores cognitivos
sino también, y de forma muy especial, a lo afectivo. Por Gltimo, consideramos que es preciso seguir
desarrollando e impulsando investigaciones que puedan aportar méas evidencias cientificas para
avanzar en esta linea de educacién matematica inclusiva tan deseable como innegociable y, en
particular, en todo lo concerniente a la discalculia.
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GEOGEBRA CLASSROOM: EJEMPLOS DE USO EN EL AULA
PARA EL DESARROLLO DEL SENTIDO ESPACIAL

Alvaro Vielba Iglesias
IES Jorge Manrique (Palencia)

Resumen

GeoGebra classroom es una reciente funcionalidad incorporada en el sitio web de GeoGebra que
nos permite asignar tareas interactivas a los estudiantes para que trabajen en clase o desde casa, y
a su vez hacer un seguimiento en vivo del progreso de estos. Mas alla de los aspectos técnicos de la
herramienta (su funcionamiento es muy sencillo e intuitivo), en este taller se va a explorar su utilidad
para generar secuencias didacticas en las que los estudiantes experimenten y pongan en practica sus
conocimientos a traves de actividades ricas, y en las que se generen debates y didlogos que se
desprendan de las mismas. Todo esto se hard a través de experiencias didacticas que han sido
implementadas en contexto real, buscando trabajar el sentido espacial y procurando que sean los
alumnos los que vayan construyendo, a partir de las tareas, las definiciones, y descubriendo las
propiedades de los objetos geométricos y las relaciones entre estas propiedades.

Palabras clave: GeoGebra, sentido espacial, secundaria

Abstract

GeoGebra classroom is a recently incorporated feature to GeoGebra website that allows to asign
interactive tasks to students with the aim that they work in the classroom or at home, and at the same
time to perform a live monitoring of their progress. Beyond the technical aspects of this tool (its
functioning is quite simple and intuitive), in this presentation its usefulness to generate didactic
sequences in which students experiment and practice their knowledge through rich activities in which
they produce debates and dialogues related to them will be explored. All of this will be done by
didactic experiences that have been implemented in a real context, searching to work spatial sense
and ensuring that students construct themselves, through the tasks, the definitions and discover the
properties of the geometric objects and the relation between these properties.

Keywords: GeoGebra, spatial sense, secondary

INTRODUCCION

El titulo contiene los dos términos fundamentales de esta comunicacién. El primero hace referencia
a la herramienta, GeoGebra classroom, y en concreto, a la plataforma virtual que nos ofrece el equipo
de Markus Hohenwarter. Esta plataforma es de reciente creacidén. Surge a raiz de la pandemia
provocada por el virus SARS-CoV-2 en el afio 2020 como un medio para generar un espacio en el
que los profesores pudiesen interactuar con los alumnos utilizando GeoGebra. No se trata esta, no
obstante, de una comunicacion a modo de tutorial técnico sobre la herramienta, sino que la idea es la
de compartir una manera de utilizarla para generar propuestas didacticas formadas por secuencias de
actividades ricas, que lleven a un aprendizaje por descubrimiento guiado, a la construccion del
conocimiento matematico y, en particular, al desarrollo del sentido espacial en alumnos de los
primeros cursos de Educacion Secundaria.
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Este es precisamente el segundo término fundamental del titulo. El sentido espacial es un concepto
amplio sobre la geometria y las habilidades que nos permiten visualizarla. Suscita, ademas, un
especial interés actualmente, ya que es uno de los sentidos que introduce como novedad la nueva ley
educativa.

Se espera que estas propuestas didacticas para trabajar el sentido espacial con ayuda de GeoGebra
Classroom puedan ser inspiradoras para otros docentes, y que se animen a utilizar la herramienta para
fines similares.

MARCO TEORICO
El sentido espacial

La motivacién al desarrollo de las propuestas didacticas implantadas y compartidas en este taller del
XV Congreso Regional de Educacion Matematica y 1V Jornada GeoGebra de Castillay Leon tienen
como motor la siguiente premisa: “la geometria deberia ser mucho mas que la resolucion de
problemas métricos”.

Lamentablemente y basadndose el autor en su propia experiencia, como alumno y como docente, es
frecuente que el area de geometria se ubique al final del curso (se hace referencia a los tres primeros
cursos de la ESO, en los que se implementan las propuestas) junto con la de estadistica y probabilidad.
Esto suele suponer que el trabajo con numeros y algebra se alargue y se le dedique menos horas del
curso academico a a la geometria. Por otra parte, y probablemente mas preocupante, es el hecho de
que dentro de la propia geometria se concede excesiva importancia al calculo de perimetros, areas y
volimenes, sin llegar, los alumnos, a una comprension profunda de estos conceptos y, en muchos
casos, sin ver una justificacion de las formulas que utilizan. Esto conlleva, primero, que se estudie la
geometria a partir de procedimientos mecanicos, que estan lejos de representar la naturaleza de una
asignatura como las Matematicas por mucho que sean habituales en su ensefianza; y segundo, que se
pierda el potencial visual que ofrece la geometria para “ver” las matematicas, limitando el mismo, y
reduciéndose el aprendizaje a la operativa con nimeros y letras que representan valores desconocidos,
es decir, nuevamente a los numeros y el algebra.

La geometria es mucho mas que esto. Adecuadamente presentada posee un enorme valor formativo:

e Proporciona herramientas para la resolucién de problemas en los que intervienen el espacio y
sus formas.

e Contribuye a desarrollar las destrezas propias del sentido espacial.

e Los elementos que estudia tienen una representacion fisica real y tangible y pueden ser
manipulados.

e Proporciona tareas en las que conjeturar, justificar y demostrar.

“La geometria es el lugar natural para desarrollar el razonamiento y las habilidades para la
demostracion”, NCTM.

e Fomenta la comprension de otros campos: arte, naturaleza, Fisica.

Por todo ello nos ofrece la oportunidad de desarrollar los procesos matematicos que introducia el
NCTM en su libro “Principios y Estandares para la Educacion Matematica" del afio 2000, de los que
derivan las actuales competencias especificas del curriculo LOMLOE. Y, sobre todo, seria muy
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enriquecedor, como se adelanta en la segunda caracteristica como valor formativo, que la geometria
se trabaje en paralelo al sentido espacial.

El sentido espacial es un concepto amplio, una posible definicion es la siguiente:

Es el modo intuitivo de entender el plano y el espacio, para identificar cuerpos, formas y relaciones
entre ellas, que implica manejar relaciones y conceptos de geometria de forma no convencional,
incluyendo la habilidad para reconocer, visualizar, representar y transformar formas geométricas.”
(Flores, P. Ramirez, R. Del Rio, A. 2015).

Incluye, segun la definicion, dos dimensiones que precisamente son, segun estos y otros
investigadores en didactica de las matematicas, las dos componentes del sentido espacial. Por un lado,
los conceptos geométricos, que podrian dividirse en tres: conocer las propiedades de las formas y
figuras, reconocer y establecer relaciones geométricas, y los conceptos de ubicacion y movimiento;
y, por otro lado, las destrezas para visualizar estos conceptos: la orientacion y la visualizacion. Muy
resumidamente, la orientacién hace referencia a la capacidad para saber como estan dispuestos los
elementos en el espacio y recordarlos sin confusién. Por su parte, la visualizacion tiene que ver con
la capacidad de elaborar imégenes y pensar mediante ellas: producir, analizar, transformar y
comunicar informacion visual relativa a objetos reales, modelos y conceptos geométricos.

Ocurre que la planificacion de actividades ricas en las que los conceptos geométricos se relacionen
entre si, y en las que se incorporen las habilidades de visualizacién, enriquece enormemente el
desarrollo de tales conceptos. Asi pues, sentido espacial y geometria estan intimamente relacionados
y la conjugacién de los conceptos de la geometria con las habilidades del sentido espacial, puede
repercutir en un beneficio del aprendizaje de los alumnos en términos geométricos.

El modelo de VVan Hiele

Un modelo que puede resultar Util para el propdésito planteado de generar una secuencia de actividades
con la que desarrollar el sentido espacial es el propuesto en los afios ochenta por los esposos Pierre
Marie Van Hiele y Dina Van hiele-Geldof en sus tesis doctorales (precisamente es un modelo que se
ha tenido muy en cuenta en la primera de las propuestas que se ofrecen después). EI modelo parte de
la frustracion que reflejan ambos ante la dificultad que muestran muchos alumnos para entender las
Matematicas y, en especial, la geometria:

“Cuando empecé mi carrera como profesor de Matematicas, pronto me di cuenta de que era una
profesion dificil. Habia partes de la materia en cuestion que yo podia explicar y explicar, y adn asi los
alumnos no entendian. Podia ver que ellos lo intentaban realmente, pero no tenian éxito. Especialmente
al comienzo de la geometria, cuando habia que demostrar cosas muy simples, podia ver que ellos daban
el maximo de si, pero la materia parecia ser demasiado dificil [...] En los afios que siguieron cambié
mi explicacion muchas veces, pero las dificultades se mantenian. Parecia como si siempre estuviera
hablando en una lengua distinta. Y considerando esta idea descubri la solucion, los diferentes niveles
de pensamiento."

Asi, plantea la existencia de diferentes niveles de razonamiento en la persona que aprende y propone
una ensefianza organizada en diferentes fases de aprendizaje que tienen como objetivo potenciar el
progreso de un alumno en su nivel de razonamiento.

El modelo de razonamiento de Van Hiele original habla de tres niveles de razonamiento, que tras
investigaciones posteriores se han ampliado a cinco. Se describen someramente a continuacion
(supondria una extension considerable plasmar todas las caracteristicas propias de cada uno de los
niveles):
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e Nivel I. Reconocimiento. En este nivel se encuentra el alumno que usa propiedades imprecisas
para describir, identificar, ordenar y comparar las formas; con frecuencia utiliza prototipos
visuales (“se parece a...”); concibe las figuras como objetos individuales, sin ser capaz de
clasificarlas por sus caracteristicas matematicas; identifica partes, pero no es capaz de analizar
la figura en términos de sus componentes; etc.

e Nivel Il. Analisis. El alumno de este nivel es mas preciso en sus descripciones y utiliza
propiedades matematicas cuando habla de las formas, siendo capaz de analizar sus partes. Sin
embargo, para definir una figura da un listado de sus propiedades, no identifica cuéles son
necesarias y suficientes; no ve la necesidad ni la mision de la definicion; no es aln capaz de
deducir unas propiedades de otras, etc.

e Nivel Ill. Clasificacion. ElI alumno comienza a desarrollar su capacidad de razonamiento
matematico. Deduce unas propiedades de otras, aunque de manera informal. Comprende
pasos individuales de una demostracion formal, pero no entiende la estructura y no seria capaz
de ver como se puede alterar el orden légico de la misma.

e Nivel IV. Deduccion formal. El alumno puede entender y realizar razonamientos matematicos
formales. Las demostraciones de varios pasos ya tienen sentido para €l e incluso pude
construir, no solo memorizar, una demostracion de distintas maneras.

e Nivel V. Rigor. ElI alumno es capaz de prescindir de cualquier soporte concreto para
desarrollar su actividad matematica. Acepta la existencia de sistemas axiomaticos diferentes
y puede analizarlos y compararlos.

De estos niveles, es probable que los que puedan ser de interés para un docente de la etapa de
Educacion Secundaria y Bachillerato sean los tres primeros. El nivel | aln puede ser propio de algunos
alumnos que llegan de la etapa anterior; otros muchos partiran de un nivel Il mas o menos avanzado.
El desarrollo del pensamiento formal, que se produce durante estos afios, permitira alcanzar el nivel
I11 a gran parte del alumnado en los cursos superiores. Seria Optimo que en Bachillerato y, sobre todo,
de cara a preparar a alumnos para el posterior estudio de carreras cientificas, se afianzara ese nivel
I1l, y estar asi en via de dar un salto al nivel 1V que les serd necesario. Al menos esta es la
interpretacion personal que da el autor de la comunicacion.

Hay que tener en cuenta algunas consideraciones sobre la propuesta de Van Hiele. Primero que un
estudiante solo puede entender las Matematicas el profesor le presente a su nivel. Asi, si una relacion
matematica no puede ser expresada de forma comprensible para su actual nivel es necesario esperar.
En ese sentido, cada nivel esta asociado a un lenguaje especifico. Esto se ve muy claro con la palabra
“demostrar”: para un alumno del nivel 1 no tiene ningun significado matematico, es una palabra que
solo conoce en su lenguaje comun; para un alumno de nivel 2, adquiere el sentido de probar que una
propiedad se cumple para algunos casos; y para un alumno de nivel 3 empieza a tener un significado,
aunque todavia informal.

Una pauta muy a tener en cuenta es que Van Hiele plantea un progreso a través de los niveles de
razonamiento a partir de la experiencia, es decir, mediante problemas y actividades que ayuden a los
alumnos a exteriorizar los elementos de razonamiento implicito propios del nivel siguiente. Esto
implica que, aunque el modelo no propone una metodologia didactica concreta, algunos métodos sean
mas apropiados que otros. Por ultimo, se ha tomado la licencia hasta ahora de hablar de “alumno de
nivel...”, pero esto no es del todo correcto, ya que los niveles tienen un caracter local. Un alumno
puede estar en distintos niveles segun el area o tematica de la geometria.
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En base a todo esto, muy en especial a la idea de progresar mediante la propia experiencia, los Van
Hiele proponen la organizacion de secuencias didacticas en cinco fases de aprendizaje:

e Fase I. Informacion: El alumno recibe informacion sobre los materiales, los conceptos y la
tipologia de problemas que se van a trabajar. El profesor, a su vez, a partir de estas actividades
y dialogos iniciales, determina el conocimiento previo de los alumnos. Supone, por lo tanto,
una primera toma de contacto.

e Fase Il. Orientacion Dirigida: Esta formada por actividades que ayudan al alumno a descubrir
y construir los conceptos, propiedades y relaciones que se espera que aprenda. Estan
completamente dirigidas hacia los mismos, por lo que no han de ser problemas abiertos.

e Fase Ill. Explicitacion: Mas que una fase se trata de una actividad continua durante todo el
proceso. Consiste en el dialogo y la reflexién en grupo, entre los estudiantes y/o con el
profesor.

e Fase IV. Orientacion libre: Tiene como objetivo perfeccionar el conocimiento. Aqui ya
pueden entrar en escena problemas abiertos, de varias etapas, mas complejos y/o que pongan
en relacion distintos conceptos y/o propiedades. El profesor actia de guia y fomenta la
discusion.

e Fase V. Integracion. Supone una vision general de los contenidos y métodos poniéndolos en
relacion con otros campos de estudios. Estd compuesta por actividades de acumulacion,
comparacion y combinacion de los conocimientos que ya tienen. No deben producir nuevo
conocimiento.

Con todo esto la idea de Van Hiele es la de llevar a cabo una ensefianza ciclica de la geometria, a
través de las fases de aprendizaje, para ascender en los niveles de razonamiento, y en consecuencia,
para mejorar la comprensién y el dominio de la geometria.

Geogebra Classroom. La herramienta

Como se mencionaba en la introduccion no se trata de describir los aspectos técnicos de la herramienta
al detalle. Se ofrecen, no obstante, dos enlaces que ayudaran a iniciarse y progresar con GeoGebra
Classroom:

https://www.geogebra.org/m/fstbrmvt (Sitio web de GeoGebra).

https://www.youtube.com/watch?v=t_5rZ97BRg0&t=82s (Videos de la S.M.P.M. “Emma
Castelnuovo”).

En el primer enlace se nos describen las funciones de GeoGebra Classroom. Son destacables tres de
ellas. En primer lugar, facilita la elaboracién de tareas interactivas, asi como su secuenciacion; en
segundo lugar, permite monitorizar el progreso de los estudiantes; y en tercer lugar, da pie a iniciar
discusiones y debates entre alumnos y entre alumnos y profesor.

El funcionamiento de GeoGebra Classroom se describe a continuacion: el profesor puede almacenar
en su perfil de GeoGebra (es iddneo tener creado este perfil) diferentes recursos: actividades y libros
de actividades. Estos los puede crear él mismo o buscar alguno de los que ya existen de otros autores
para utilizarlo directamente o modificarlo. Desde el sitio web de GeoGebra, al seleccionar alguno de
estos recursos, tiene la opcion de crear una clase. Cuando lo hace, y tras establecer el nombre de la
misma y otras opciones, la plataforma genera un cédigo. Este lo utilizaran los alumnos para entrar a
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la clase. Ellos acceden desde la pestafia “classroom” o “aula” situada en el menu desplegable de la
izquierda, introducen el codigo y su nombre (si acceden con cuenta de GeoGebra el nombre es
automaticamente el que han dado para la cuenta) y tienen acceso al recurso elegido. El profesor puede
ver en todo momento como avanza cada alumno en los applets de GeoGebra del recurso en su propia
pantalla, y le quedan registradas las respuestas a las preguntas que haya planteado en el recurso y que
los alumnos van respondiendo. Durante el proceso el profesor tiene la opcion de pausar la clase. En
ese momento la clase queda bloqueada en los dispositivos de los alumnos. Esta opcion es ideal para
que el profesor aproveche a dar instrucciones, corregir algo que no se estd comprendiendo, poner en
comun alguna solucidn... puede ademas acceder a las pantallas de los estudiantes desde su ordenador,
mostrar su trabajo y dibujar sobre los applets de GeoGebra sin que lo que haga quede registrado. Al
finalizar la sesion de clase, esta queda almacenada con todo el trabajo de los alumnos en el perfil de
GeoGebra del profesor. Se puede continuar con la misma a partir del mismo cédigo, o se puede dejar
pausada para no continuar.

La idoneidad de esta plataforma para secuenciar actividades y fomentar un aprendizaje por
descubrimiento constituyen los principales motivos de su eleccién como medio de interaccion en las
propuestas. La capacidad para hacer un seguimiento del trabajo de los alumnos también es interesante,
ademas del papel que siempre juega GeoGebra como DGE (Dynamic Geometry Environment) en el
proceso de razonamiento y prueba.

En dicho proceso se distinguen habitualmente dos fases. Una primera fase en la que se explora la
situacion, se formula una conjetura y se buscan los elementos que serdn sistematizados después; y
una segunda en la que esos elementos se organizan de acuerdo con las reglas de consecuencia logica.

El papel de los DGEs es especialmente (til en la primera parte del proceso, ya que la posibilidad de
arrastrar permite disponer de mdultiples ejemplos al instante y observar como varian los distintos
elementos. Asi resulta mas facil formular conjeturas y dar pie a la segunda fase de la demostracion.

PROPUESTAS DIDACTICAS

Las propuestas didacticas que se han planteado y que se han experimentado son tres:
e 1ESO. Unidad de poligonos.
e 3ESO. Proyecto final sobre movimientos en el plano.
e ESTALMAT (1ESO). El triangulo. Puntos y rectas notables.

En todas ellas, con sus diferencias en funcién del nivel y del nimero de sesiones, se ha procurado
llevar a cabo un aprendizaje por descubrimiento, construyendo las definiciones y las propiedades de
los objetos y formas a través de actividades dirigidas; dejando espacio para espacios para la reflexion
y la puesta en comun; y resolviendo tareas mas abiertas y/o que conducen a conjeturar y demostrar.

Se describen a continuacion brevemente en qué consisten cada una de las propuestas. Se puede
acceder al libro de actividades que forman parte de las mismas en el siguiente enlace:

https://www.geogebra.org/m/rgtmgstk (Libro creado para el XV Congreso Regional de Educacion
Matematica y 1V Jornada de GeoGebra).

Aqui aparece una muestra de las actividades utilizadas en las propuestas. A medida que se vayan
revisando y refinando el resto de las actividades puede que se afiadan a al libro (en el mismo enlace).
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Unidad de poligonos 1ESO

De las tres propuestas en esta se ha seguido, no de manera escrupulosa, pero si tratando de tener en
cuenta las pautas y la estructuracion de la ensefianza en fases de aprendizaje, el modelo de
razonamiento geométrico de Van Hiele.

Muchas de las actividades de la propuesta han sido tomadas del libro de (Corberan et al., 1994), que
ofrece toda una propuesta de actividades basadas en el modelo de Van Hiele para la ensefianza
secundaria, o estan inspiradas en ellas.

En ella se construyen de manera dirigida y mediante dialogos los conceptos de poligono, concavidad
y convexidad o diagonal de un poligono y se incluyen actividades mas abiertas como la clasificacion
y la comparacion de los poligonos teniendo en cuenta distintos elementos, o la deduccion del nimero
de diagonales de un poligono.

La propuesta fue llevada a cabo con un grupo de 19 alumnos de 1ESO en el IES Jorge Manrique
durante el curso 21-22. Ademas de los contenidos compartidos se trabajo con otros: clasificaciones
de tridngulos, puntos y rectas notables de triangulos y clasificacion de cuadrilateros.

Proyecto de movimientos en el plano y grupos ornamentales 3ESO

Se trata del proyecto disefiado para trabajar durante el mes de junio del curso 21-22 con un grupo de
3ESO del mismo centro. Se eligio el tema de los movimientos en el plano (traslaciones, giros y
simetrias) y los grupos ornamentales (rosetones, frisos y mosaicos), pues se trata de un contenido que
aparece solo durante este curso en el curriculo LOMCE y, en muchos casos o bien se pasa de largo o
bien se le dedican muy pocas sesiones, dadas las limitaciones temporales. Mientras las otras dos
propuestas se han llevado de manera sincrona durante las sesiones lectivas correspondientes, esta ha
combinado una parte sincrona en clase y otra asincrona de trabajo de los alumnos desde casa.
GeoGebra Classroom permite mantener abierta la sesion de clase y los alumnos pueden acceder en
cualquier momento y desde cualquier dispositivo con el mismo codigo que se habia generado.

La secuencia de actividades es también guiada hacia los conceptos y propiedades que se quieren poner
de manifiesto. En este caso se trata de describir los movimientos, reconocer los elementos del plano
que quedan invariantes por cualquiera de ellos, llegar a analizar para algunos casos cual es el resultado
de la composicion de dos movimientos (ej: la composicion de dos simetrias axiales de ejes paralelos
da como resultado una traslacion de vector perpendicular a los ejes y de mddulo el doble de la
distancia entre los ejes) e identificar algunos grupos ornamentales como rosetones y frisos, asi como
los movimientos que pertenecen a ese grupo ornamental (los que dejan invariante la figura). Tras esta
parte mas guiada se ofrece también algin problema abierto como el siguiente:

¢ Qué horas del reloj digital se ven igual en el espejo?
Esta es la unica actividad que se comparte en el libro sobre esta propuesta, el resto estan en revision.

El triangulo. Rectas y puntos notables. ESTALMAT |

En el grupo de primer afio de ESTALMAT de la provincia de Palencia se ha realizado una secuencia
de actividades y problemas en la que también se ha hecho uso de GeoGebra Classroom, en el curso
21-22 y en el presente curso 22-23.

Con este grupo la dindmica ha sido diferente: no se ha llevado a cabo un proceso de descubrimiento
tan marcadamente guiado, sino que se ha partido ya de definiciones que se han construido (los puntos
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y las rectas notables, fundamentalmente) y analizado para sacar a la luz sus propiedades; y se ha dado
prioridad al proceso de razonamiento y prueba mediante problemas en los que intervienen los puntos
y rectas notables y los &ngulos de triangulos y otros poligonos.

En primer lugar, porque el nimero de sesion era tres. Si bien estas sesiones son de casi tres horas
(restando un breve descanso) parte de las mismas se dedica a la resolucion de problemas, no solo de
indole geométrica. En segundo lugar, porque las habilidades de estos alumnos para el razonamiento
matematico dan pie a la resolucion de problemas abiertos y de procesos de prueba.

Los contenidos han sido las triangulaciones de un poligono, la suma de los angulos interiores (que se
deduce del anterior), los puntos y rectas notables del triangulo y sus propiedades y la recta de Euler.
En el curso 20-21 se llevo a cabo, ademas, la construccidn de la circunferencia de los nueve puntos o
circunferencia de Feuerbach.
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TALLER CASIO: LA CALCULADORA, (AMIGA O ENEMIGA?

Claudia Lazaro del Pozo?, Elena Virseda Marin®

Consejeria de Educacion y FP de Cantabria, °Casio Division Educativa. ..

Resumen

La calculadora cientifica es un recurso que se encuentra bastante generalizado entre el alumnado
de ESO y Bachillerato. Ademas, el uso de la calculadora esta contemplado en los curriculos de
Matematicas, tanto de la LOMCE como de la LOMLOE. Sin embargo, no siempre se saca provecho
de las posibilidades didacticas que ofrece esta herramienta. Por este motivo, el taller tiene como
objetivo mostrar aplicaciones didacticas que ofrece la calculadora en las aulas de ESO y
Bachillerato, ya que puede favorecer el proceso de aprendizaje del alumnado. Todas las actividades
trabajadas se plantean con los modelos de calculadoras ClassWiz de CASIO FX-570/991 SPXII.

Palabras clave: calculadora, metodologia, matematicas, secundaria...

RAZONAMIENTO MATEMATICO CON CALCULADORA

Puede que exista profesorado resistente a utilizar la calculadora pensando que no favorece el
aprendizaje del alumnado. Sin embargo, vamos a mostrar ejemplos de diferentes contenidos en los
que el uso apropiado de la calculadora favorece un enfoque competencial en la ensefianza de las
matematicas.

Resolucion de ecuaciones

2
- . - 7 _8
Ejercicio: Resuelve la ecuacion x — 5 = u -t 5
- - mpos resolver
Funcién SOLVE |X~5=>5 S+5 x-5=%2 845
[AC]1 :Cancelar
x =0 [«1[»]:Volver
Vo @ [ o] i v Vor B T Ya
axZ+brec ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
Mend ECUACION | TIE= 3% = 38| X4 = X2=
1 7.84428877 -4.84428877

Figura 4. Ejemplo de resolucion de una ecuacion con la calculadora.
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Resolucion de integrales definidas

Voo @ A

g
Ejercicio: Calcula la integral f 4x2 j [4x _B]dx
1.040886059

- ERROR Calculo

Ejercicio: Calcula la integral f 3122_8 dx [ACT :C 1
sancelar

[«1[»]1:Volver

Figura 2. Ejemplo de resolucion de una integral definida con la calculadora.

Efercicio: ;Cudl es el drea delimitada por la curva
y=x*—1ylasrectasx = -3 yx =37

9 & W &
j_ExQ—ldx
12
g Vor i
|° x-10ax
12

* Valor de la integral # Area

=
7:.54.1.1W2.141-;7

Figura 3. Ejemplo de resolucion de un area limitada por curvas con la calculadora.
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Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

ax+7y+5z=10
Ejercicio: Estudia el sistema segin los valores del parametro x+ay+z=3

y+z=-2
a 7 5
1 a 1=a*—-a-2 - a*—a—-2=0
0 1 1
[ [ i 0] [ v 1 ) i L)
A efpeer 24+hy+e= EHE‘F‘E x+c=0
Ix2- L %f: T)h c=0 Xa=
-3 | 2 -1
Sia=2
. i )
hates 3 5 s/ |1 :Form escalonada Ref(Mata)
1 2 1 3] 2:F esc reducida
1} 1 . -]
=2

Matfriss=

{=1-1

3 2.5 o
1 1 -2 r =T —. T inco ] 4
H H u] rarngo C rangao A 2 <n Incognitas

5i a=2 el sistema es compatible indeterminado (Infinitas soluciones)

Figura 4. Ejemplo de resolucion de un sistema de ecuaciones con parametro.
Resolucion de problemas con matrices

Un constructor hace una urbanizacidn con tres tipos de viviendas: S (sencillas), N (normales) y L (lujo).
Cada vivienda sencilla tiene 1 ventana grande, 7 medianas y 1 pequefia. Cada vivienda normal tiene 2
ventanas grandes, 9 medianas y 2 pequefias. Y cada vivienda de lujo tiene 4 ventanas grandes, 10
medianas y 3 pequefias. Cada ventana grande tiene 4 cristales y 8 bisagras, cada ventana mediana tiene
dos cristales y 4 bisagras; y cada ventana pequefia tiene 1 cristal y 2 bisagras.

Calcular una matriz que exprese el numero de cristales y de bisagras necesarias en cada tipo de vivienda.

hate= G M P ¢ hate= C B
1 7 1 4 g
2 9 2]N [ 2 4]M
4 10 m—l | 1 -1 p
3 2
o) o]
MatAxMatBl patnz=t"
28 56]&
39 78l
19

Figura 5. Ejemplo de resolucion de un problema con matrices.

El estilo de letra en el cuerpo del texto es el MM Normal. Este estilo usa por defecto la fuente Times
New Roman 12, texto justificado, separacion anterior y posterior de parrafo de 6 puntos, interlineado
sencillo y control de lineas viudas y huérfanas activado.
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Resolucion de problemas de distribucion normal

Las estaturas del alumnado de un Instituto se distribuyen normalmente con media 175 cm y desviacion

tipica 10 cm.
Calcula:
a) Probab|lldad de que un alumno tenga una estatura mayor que 180 cm.
DA Normal P=
Inf. :180
Sup. :1000
o :10
B 175 0. 3085375383
b) Probabllldad de que una alumna tenga una estatura menor que 170 cm.
DA Nornal P=
Inf. :-1000
Sup. 170
o :10
B 175 0. 3085375383
c) ¢Qué proporuon del alumnado tiene una estatura comprendida entre 172 cm y 180 cm?
DA Norlsl P=
Inf. :172
;‘;‘un. :{80
B :175 0. 3093738839
d)Siel Instltuto tiene 850 aIumnos écuantas personas mlden al menos 1757
D.:\ l;{orlell_lls P= AnsX850
Sup. :1000
a :
] 2175 0.5 425

Figura 6. Ejemplo de resolucion de actividades sobre distribucion normal.

SITUACIONES DE APRENDIZAJE MATEMATICO

En este apartado se muestran dos publicaciones de gran utilidad para plantear situaciones de
aprendizaje matematico. Estos libros se han realizado por un grupo de trabajo de la FESPM sobre uso
de las calculadoras en el aula con el apoyo de la Division Educativa de CASIO.

La incorporacion de un recurso didactico en el aula, como la calculadora, siempre supone un esfuerzo.
Por un lado, hay que aprender bien su funcionamiento y por otro, hay que tener el material adecuado
para trabajar con los alumnos en clase. Con estos libros se quiere ayudar al profesor en este proceso,
dotandole de un conjunto de problemas contextualizados que han sido previamente llevados al aula
por sus autores.

La Federacion Espariola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) siempre ha apoyado
y fomentado el uso de la calculadora cientifica y grafica en el aula, por este motivo, existe una
estrecha y activa colaboracion con la Division Educativa de CASIO. La calculadora, usada de forma
adecuada en todas las etapas educativas, desde Primaria hasta Bachillerato, favorece y ayuda a
aprender Matematicas.

Puedes descargar los libros en el siguiente enlace.
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ACTIVIDADES PARA EL AULA ACTIVIDADES PARA EL AULAII ~

- CON CALCULADORA CIENTIFICA - CON CALCULADORA CIENTIFICA -

casio fp =

Figura 7. Libros actividades para el aula con calculadora cientifica.
También la revista Casio News ofrece recursos educativos para trabajar con la calculadora en el aula.

Para hacer referencia al articulo:

Claudia Lazaro, Elena Virseda Marin (2022). Taller Casio La calculadora, ¢amiga o enemiga? En Consejeria de
Educacién de la Junta de Castillay Ledn. (Ed.), XV Congreso Regional de Educacién Matemética y IV Jornada Geogebra
de Castilla 'y Ledn (pp. 78 - 82). Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matemética Miguel de Guzman.
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COMO PASAR DE UNA SITUACION MATEMATICA A UN
PROBLEMA, Y SI ES POSIBLE, RESOLVERLO

Francisco Bellot Rosado
Real Sociedad Matematica Espafiola y Comision de Olimpiadas RSME

Resumen

Una situacién matematica no es (todavia) un problema. Puede ser una figura (en el plano euclideo, o
en el espacio tridimensional), los primeros términos de una sucesion numérica definida por
recurrencia, los primeros valores de una funcién cuya expresion no se conoce.... Hay muchos
ejemplos en la literatura sobre resolucion de problemas.

En mi caso, el paso de una situacion matematica a un problema lo empecé a ver (y a experimentar)
durante los Simposios de Educacion Matematica que se celebraron durante bastantes de las
Olimpiadas Iberoamericanas de Matematicas a las que asisti como Jefe de la Delegacion de Espafia.
Y quien dirigio estos Simposios fue mi admirado colega brasilefio Eduardo Wagner, que en la Ibero
de Fortaleza (Brasil), nos ofrecio varios ejemplos muy interesantes de estas situaciones, algunas de
las cuales fueron resueltas en el simposio e incluso incorporadas a la Competicion.

Palabras clave: Resolucion de problemas matematicos, Estrategias de resolucion

Situacion 1
Helen divide 365 por cada uno de los nimeros 1, 2, 3,..., 365 y escribe la lista de los 365 restos.
Phil divide 366 por cada uno de los nimeros 1, 2, 3,..., 365, 366 y escribe la lista de los 366 restos.
Problema 1
¢,Cual de las dos listas tiene una suma mayor, y por cuanto?
Origen del problema: Olimpiada britanica de 2017.
Solucién 1
La descomposicion de 365 y 366 en factores primos es 365 =5X73y 366 =2X3X61. Por lo tanto,
los conjuntos de divisores de ambos nimeros son

Dy = {L 5,73, 365}; Dy = {L 2,3,6,61,122,183, 366}.

A efectos del problema, podemos eliminar 366 de nuestra consideracion, pues no afiade nada a la lista
de Phil, pues su ultimo resto es 0. Por lo tanto nos que damos con 1,2,3,6,61,122,183 (*).

No debemos caer en la “trampa” del enunciado e intentar calcular efectivamente las dos sumas: en
realidad lo que se pregunta es ““;cual, y por cuanto mas, de las dos listas tiene una suma mayor?”.
Podemos escribir las igualdades siguientes, que dan los cocientes y restos enteros por por defecto en

los dos casos: 365=qgk+r, con0<r<k-1y 366=365+1=qk + (r +1). Podemos hacer una lista
comparativa de los restos en ambos casos, subrayando los casos en los que el resto sea mayor:

d(divisor) 112|3[4|5|6|61|122|183| 362|363 | 364 | 365
RestoHelen |0 |1(2(1]0|5|60|121|182|3 2 1 0
RestoPhil |0|/0|0(2]1(0|0 |0 0 4 3 2 1

La eleccién de los valores del divisor que se muestran en la tabla (en la que aparece por error una fila
suplementaria vacia) viene justificada por lo que decimos en los parrafos siguientes:

Para todos los numeros que NO son divisores de 366, el resto de la division de Phil por ellos es una
unidad mayor que el resto de la division de Helen, y esto ocurre 365-7=358 veces. Este es el nimero
de unidades en que la suma de Phil es mayor que la de Helen.

En el caso de los ntimeros que Si son divisores de 366, los restos para Phil son =; y por lo que a Helen

respecta, se tiene: Si 366 =d-c, entonces 365=d-c-1=d{c—-1)+d -1
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Luego la suma de restos para Helen en este caso es 0+1+2+5+60+121+182=371 mas que Phil.

En conclusion, la suma de Helen es 371-358=13 unidades por encima de la de Phil, y el problema
queda resuelto.

Situacion 2

. , . . 1

Se considera el numero (posiblemente irracional) 432502
Problema 2

Racionalizar el denominador del nimero anterior.

Origen del problema: Revista escolar hiingara Kémal, 1990
Solucién 2

1 _1-5{2-{3
1+432-52 (1_5\/5)2_\/5
, porque 432432 =/32.. Pero (1—5ﬁ)z—J3_=...=51—14J§, asi que de (1) pasamos a
1-5v2 - 432

Multiplicando el denominador por 1-5y2 —4/32 se obtiene

@

, Y volviendo a racionalizar, resulta

51-14+/2
1 (51+1442)(1-5v2-432) (51+14V2)(1-5v2-¢/32)
1+432-52 512 — 2196 - 2209 '
Situacion 3

Supongamos que los ndmeros reales « y g verifican o® —3a® +5a =1y B° -38° +58=5.

Problema 3
Calcular el valor de o +

Origen del problema: Revista rusa Kvant, 1991
Solucién 3
El  primer miembro de ambas igualdades es el wvalor del polinomio

f(x) =x>-3x* +5x = (x—-1)°+2(x-1)+3 en x=ay x= /3, respectivamente. Si convenimos en
hacer el cambio de variable y = x—1, la funcién se convierte en g(y) = y* + 2y = y(y2 + 2) , que es

estrictamente creciente en todo su dominio, con un punto de inflexion en el origen de coordenadas.
Entonces, los numeros «ay B estan determinados univocamente por las ecuaciones

ga-)=f(x)-3=—2 y g(B-)=f(p)—-3=2. Como la funcion es impar,
a-1=—(p-1),ya+p=2.

Situacion 4

Sea [JABC un triangulo rectangulo con el angulo recto en C. Los cuadrados BCDE y ACFG se
construyen exteriores al triangulo. Ademas, H = AENBC yK = ACNBG

Problema 4

Hallar la medida del &ngulo ~/DKH .

Origen del problema: Revista del Australian Mathematics Trust 1987

Solucién 4

Sean ayb las medidas respectivas de los lados de los cuadrados BCDE y ACFG. Sean

CK=myCH =n. Ya que KC| GF, los tridngulos [IBCK y[IBFG son semejantes. Entonces
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KC BC m b ab o 5
—=—=>—=——=>m=——. De manera similar, como CH |DE, los triangulos
GF BF a a+b a+b

. H A
[JACH y[1ADE son semejantes, y C_:_C:n a _

—=——=n= .
DE AD b a+b a+b

De aqui deducimos que m=n. Esto significa que el triangulo [ICKH es rectangulo isésceles y

/DKH = ZCKH =45°.

Situacion 5

Se considera la igualdad 8" +27* + 64" +125* = 24" +30* + 40" + 60" .

Problema 5

Hallar los valores de x que verifican la igualdad

Origen del problema: Revista hangara Kémal, 1987

Solucion 5

Hagamos varios cambios de variable: a=2"b=3",c=4",d =5". De aqui se deduce que

24 =2°.3*-4* =abc. Analogamente, 30" =abd, 40" =acd y60* =bcd. La ecuacién es

a®+b’+c®+d® =abc+abd +acd +bcd. Por la desigualdad de las medias, es
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

(1)# > abc ;(2)# > abd ;(3)% >acd; y (4)% >bed . De

las cuatro se deduce que a®+b®+c®+d®>abc+abd+acd +bed, y el signo igual vale si y
solamente si a=b=c=d, esdecir 2* =3*=4*=5". Como 2* =4* < 2" =1<x=0, estaes la
Unica solucion de la ecuacion.

Referencias bibliograficas

Se indican en las fuentes de cada problema.

Para hacer referencia al articulo:

Francisco Bellot Rosado (2022). Cdmo pasar de una situacion matematica a un problemayy, si es posible, resolverlo. En
Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Ledn. (Ed.), XV Congreso Regional de Educacion Matematica y 1V
Jornada Geogebra de Castilla y Ledn (pp. 83 - 85). Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica Miguel
de Guzman.
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DIVERSOS RECURSOS DIDACTICOS PARA TRABAJAR LA
COMPETENCIA MATEMATICA EN LA ESCUELA

Novo, M. L.2 Cuida, A.2
aUniversidad de Valladolid

Resumen

Desde este taller se pretende acercar al profesorado de Educacién Infantil y Primaria el significado
de la competencia matematica en la escuela. Actualmente vivimos en una etapa social complicada.
La ensefianza-aprendizaje de las matematicas debe ayudar a las nifias y nifios a comprender el
mundo que les rodea. ¢Por qué los recursos manipulativos y el juego favorecen la adquisicion de los
conceptos y dan lugar a situaciones de aprendizaje? Se expondra el Enfoque de los Itinerarios de
Ensefianza de las Matematicas. Nuestro objetivo primordial es comprobar algunas oportunidades de
aprendizaje significativo que se presentan, a través de los recursos, para trabajar los distintos
contenidos: numérico, algebraico, geométrico, de la medida y estocastico.

Palabras clave: competencia matematica, educacién matemaética, enfoque de itinerarios
didacticos, recursos, juego.

COMPETENCIA MATEMATICA

De acuerdo con Schoenfeld (2004) durante la década de 1990, la ensefianza de las matematicas se
convirtio en un tema lleno de controversias conocidas como las guerras de matematicas. La génesis
de los problemas se puede buscar hasta la "reforma" incitada por el NCTM (2003) y sus principios y
estandares curriculares para la educacion matematica. Los tradicionalistas temian que los curriculos
orientados a la reforma, "basados en estandares™ fuesen superficiales y que socavasen los valores
matematicos clasicos. Pero, incluso, para los méas reformistas, dichos planes de estudio reflejaban una
vision mas profunda y rica de las matematicas que el plan de estudios tradicional.

Schoenfeld (2004) lo que hace es describir el contexto y proporciona detalles sobre el estado de la
cuestion. En los Gltimos afios se habla de un curriculo encaminado a conseguir ciudadanos
competentes y lo mismo sucede en la ensefianza—aprendizaje de las matematicas. En este contexto se
plantean las siguientes cuestiones: ¢las matematicas son para la élite o para las masas? ¢ hay tensiones
entre "excelencia" y "equidad"? ¢deberian las matematicas ser vistas como una fuerza
democratizadora o como vehiculo para mantener el statu quo?

En el NCTM (2003) la competencia matematica se concibe en términos de Estandares que describen
los contenidos y los procesos matematicos. En lo que se refiere a los contenidos se establecen:
nimeros y operaciones, algebra, geometria, medida y analisis de datos y probabilidad y en lo
relacionado con los procesos matematicos: resolucion de problemas, el razonamiento y la prueba, la
comunicacion, la representacion y las conexiones.

Segun Niss (2003) la competencia se concibe como una capacidad o habilidad para comprender,
juzgar, usar, relacionar, realizar, desarrollar, aplicar, etc. la matematica en una variedad de contextos
intra- y extra- matematicos y en diversas situaciones en las que las matematicas desempefian o podrian
desemperiar un papel.

Las competencias se desarrollan, se entrenan, etc. Son conjunto de condiciones, cualidades o
aptitudes que se enmarcan en una serie de elementos caracterizados con los fines educativos y los
disefios curriculares propios del area y del contexto social.
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DeSeCo' (2003) definié el concepto competencia como “la capacidad de responder a demandas
complejas y llevar a cabo tareas diversas de forma adecuada”. La competencia “supone una
combinacion de habilidades practicas, conocimientos, motivacion, valores eticos, actitudes,
emociones, y otros componentes sociales y de comportamiento que se movilizan conjuntamente para
lograr una accién eficaz”. Se contemplan, pues, como conocimiento en la practica, es decir, un
conocimiento adquirido a través de la participacion activa en practicas sociales y, como tales, se
pueden desarrollar tanto en el contexto educativo formal, a través del curriculo, como en los no
formales e informales. También desde el marco del Proyecto PISA 2003, la OECD (2004) plantea un
enfoque conceptual relacionado con la competencia matemaética.

Partiendo de estas premisas Alsina (2021) propone un planteamiento competencial en el que el
proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas se fundamenta en una planificacion a través de
itinerarios de ensefianza, donde los materiales manipulativos y el juego son considerados
herramientas fundamentales.

Enfoque de itinerarios didacticos para la ensefianza de las matematicas (EIEM)

Alsina (2010, p.14) presenta, de forma sencilla, la organizacion de distintos contextos y su frecuencia
de uso recomendable en el desarrollo del pensamiento matematico en la piramide de la educacién
matema@tica. Los nifios llegan a la escuela con conocimientos matematicos informales, se mejora el
aprendizaje usando el entorno, y realizando tareas previas con materiales manipulativos tanto
ambientales como estructurados, juegos, refranes, cuentos, conversaciones matematicas para pasar,
por ultimo, a la practica sobre papel. Resulta de gran utilidad porque, hoy en dia, estas
recomendaciones, en algunas aulas no se llevan a cabo y, se trabaja principalmente con cuadernos de
fichas, ajenas, en ocasiones, a contextos y situaciones reales de la vida diaria de los pequefios, de esta
forma no se favorece la competencia matematica (Wilhelmi et al., 2013).

Alsina (2019, 2022) concibe un itinerario didactico de ensefianza en tres fases: contextos informales,
contextos intermedios y contextos formales. Segun esta idea, los itinerarios didacticos para cada
bloque de contenido se constituyen en tres niveles, en el primero aparecen los contextos
imprescindibles para ensefiar contenidos matematicos (situaciones de vida cotidiana, materiales
manipulativos y juegos); en el segundo se muestran los contextos de ensefianza-aprendizaje que hacen
de puente entre los contextos reales y los formales (recursos literarios y tecnoldgicos), y en el Gltimo
nivel los recursos gréaficos, para completar el aprendizaje desde lo concreto hasta lo simboélico y
avanzar hacia la formalizacion.

Una implementacién de aula de acuerdo con estas pautas se encuentra en Alsina et al. (2016), donde
nifios y nifias de 5 afios observan la Calle Mayor de Palencia con “ojos matematicos”, a partir de una
perspectiva fundamentada en la Educacion Matematica Realista (Freudenthal,1991).

Una de las razones que aporta Berdonneau (2008) para explicar que la manipulaciéon brinda
situaciones de aprendizaje es que el objetivo primordial de dicha manipulacion es suministrar a los
nifios herramientas que ayuden a la produccion de representaciones mentales. Favorecen la
asimilacion de ideas y conceptos matematicos a traves de la concrecion fisica que suponen dichos
materiales.

Se asume, como se ha comentado anteriormente, que la educacion matematica es el camino a través
del cual las nifias y los nifios van integrando los instrumentos para ser ciudadanos matematicamente
competentes. De hecho, tanto en el Real Decreto 95/2022, de 1 de febrero, por el que se establece la
ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion Infantil, como en Real Decreto 157/2022, de
1 de marzo por el que se establece la ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion Primaria
se establece la evaluacién por competencias.

i Proyecto de Definicion y Seleccion de Competencias (DeSeCo) de la OCDE.
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Para conseguir nifios y nifias competentes mateméaticamente segun Canals (1992), es preciso:

-Ayudar a los nifios a crecer en el desarrollo de su pensamiento ldgico. Cuando este proceso es
armonioso, crecen, a la vez, en otros aspectos de su personalidad. No sélo se trata de comprender
aspectos cuantitativos, van a descubrir el mundo que les rodea, poco a poco irdn construyendo el
esquema mental del espacio...

-No se trata de transmitir conocimientos, sino de crear situaciones para que los nifios y nifias observen,
experimenten, reflexionen, y saquen conclusiones de lo que han hecho

-Plasmar que las matematicas ponen en juego muchas facultades de los nifios. Todas las acciones que
realizan y las relaciones que descubren van a aprender a expresarlas verbalmente, graficamente y,
pOCO a poco, se ird avanzando en el lenguaje matematico.

Se han de poner en juego muchas capacidades como la memoria, la creatividad, la intuicion... Las
matematicas desempefian un importante papel en la educacién de la persona. Se trata de disfrutar
“haciendo matematicas”.

Alsina y Planas (2008) concluyen, junto con otros investigadores, que la manipulacion no es
solamente una manera de aprender ludica, “tocando” se aprende y el procedimiento es mas efectivo.
Al mismo tiempo, la utilizacion de recursos manipulativos es una forma de estimular la autonomia
de los nifios y las nifias.

A continuacion, se pondran ejemplos de algunos recursos para usar en el aula.

Algunos materiales para los sentidos: numérico, algebraico, geométrico, de la medida y
estocastico.

Existen diversos materiales para trabajar el sentido numérico, tanto estructurados como ambientales.
Dentro de los estructurados: abacos, blogues multibase, balanza numérica, regletas de cuisenaire,
material Montessori, dominé de nimeros y puntos, loto de sumas y restas, material Herbiniere-Lebert,
entre otros.

Figura 1. Algunos materiales estructurados para trabajar los nimeros en Educacién Infantil

Segun Cascallana (2002) las regletas de colores sirven basicamente para que los nifios aprendan la
descomposicion de los numeros e iniciarles en las actividades del célculo, todo ello sobre una base
manipulativa acorde a las caracteristicas psicoldgicas del periodo evolutivo de estos nifios.
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En un dossier muy interesante de Canals (2011) sobre las regletas se presentan numerosas actividades
para trabajar en primaria, propiedades de las operaciones, multiplos y divisores, ...

Figura 2. Uso de regletas para Educacién Primaria.

Existe un material ambiental como complemento a las regletas de colores (figura 3). Son cartas que
tienen el mismo color que las regletas y con puntos, unidos de dos en dos, podemos distinguir nimeros
pares e impares, trabajar la asociacion de numero y cantidad, hacer descomposiciones y
composiciones de numeros, sumas, ...

Figura 3. Cartas numéricas y cartas de puntos.

Con flores y manzanas se puede trabajar la composicion y descomposicién de nimeros, sumas y
restas, propiedades de operaciones (figura 4), las manzanas son rojas por un lado y por la parte de
atras son verdes, las flores rosas y moradas.

Figura 4. Cartas numéricas y cartas de puntos.
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Ejemplo de actividad (figura 5) que presentan Novo et al. (2017, p.35) para trabajar los nimeros junto
con la medida de longitud.

Figura 5. Comparacién de longitudes, iniciacion a la medida con regletas y en papel.

Ejemplo para trabajar la capacidad (figura 6), a partir de vasos graduados y botellas:

Figura 6. Clasificando por capacidad.

En Teixidor (2010) se presenta el “pajifiguri” también conocido como “cubo didactico bafi” ' que es
un cubo construido con pajitas e hilo elastico que, al manipularse, puede convertirse en siete
poligonos y tres cuerpos. Si se hace un cubo de 1 mm?3, otro de 1 dm?y, el tltimo de 1 m3 (figura 7)
los nifios pueden comprobar por ellos mismos mediante la manipulacion lo qué es el volumen y
comprender conceptos abstractos introduciéndose dentro de un metro cubico, por ejemplo,
acercandose a la realidad.

Figura 7. Cubo hecho con pajitas de varias medidas.

Otro material muy atil para fomentar la construccion de los conceptos geométricos, tanto en el plano
como en el espacio es el Orbit también comercializado como “Bambuchi”, contiene baritas de
diferentes colores y tamafios unas rigidas y otras flexibles y piezas que sirven para realizar uniones,
en algunas el nimero de enganches es par y en otras impar. Se pueden seguir pautas o utilizar
libremente (figura 8).

ii https://cubodidacticobafi.files.wordpress.com/2014/04/bafi-guicc8la-didacc81ctica-2015.pdf
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Figura 8. Orbit y construcciones realizadas por los nifios y las nifias.

En Novo et al. (2020) se presenta una actividad de representacion de datos, se debe hacer un recuento
de la forma en la que los nifios y nifas llegan al colegio (figura 9).

Figura 9. Representacion realizada por los nifios y las nifas.
El recuento previo a esta representacion se hizo con cubos multilink.

Con un libro de espejos se pueden trabajar aspectos geométricos y numéricos (figural0). Podemos
ver como al modificar el angulo se obtienen poligonos diferentes, simetrias. En lo que se refiere a
nlimeros en este caso concreto 4x5=20 y, ademas, 20 dividido entre 4 son 5

Figura 10. Trabajando con libro de espejos.

El geoplano es un recurso didactico ideado por Gattegno para que mediante la manipulacion
investiguen las relaciones geométricas, esto permite a los nifios una mejor comprensién de toda una
serie de términos abstractos, que muchas veces no entienden o generan ideas erroneas sobre ellos. Se
puede trabajar con el geoplano cuadrado, triangular y circular. Se pueden reconocer formar, conceptos
dentro y fuera, diferentes segmentos, angulos, caminos, simetrias, poligonos, frisos, cubrimientos,
areas y perimetros, comparacion y ordenacion de superficies por su area, construir figuras semejantes.

Se proponen las siguientes cuestiones en papel de trama cuadrada:
- Construir todos los posibles triangulos en un tablero 3x3.
- Trazar todos los posibles cuadrilateros en un tablero 3x3.

- En el tablero 5 por 5 forma: Un cuadrado que deje dentro 5 puntas, dos cruces dejando cada una
dentro 5 puntas, tres cuadrados que dejen cada uno dentro 9 puntas.
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-Busca cuadrados en un tablero 2x2, 3x3 y 4x4.

- ¢ Se puede dibujar u tridangulo equilatero en una malla cuadrada?
Se presenta en la figura 11 un domind de areas, la actividad en papel posterior y algunas actividades

con un geoplano de mala cuadrada 10x10.

Figura 11. Domind de areas, produccion en papel y ejemplo de actividades en geoplano cuadrado 10x10.

Otro material interesante para trabajar aspectos geométricos, como por ejemplo estudiar figuras con
el mismo perimetro y distinta area, son las tiras de mecano (figural2).

Poligonos convexos

A w S y concavos

siempre se puede b p &

- construir un triangulo
I :\ . ) |
€ O Poligonos
! Poligonal tegtilaree

abierta

Angulos
Con tres tiras no

Tipos de triangulos .

Estudio de las diagonales y de sus propiedades

El triangulo es una estructura rigida

Figura 12. Construcciones con tiras de mecano.

Para trabajar la orientacion espacial se pueden hacer muchos juegos, buscar un tesoro escondido,
dejando pistas por la clase (Berciano et al. 2016). También se pueden utilizar robots educativos (figura

13) Code & Go Robot Mouse y Cubetto.

HACIA DELANTE

BORRAR

ACCION
GIRARA LA GIRARA LA s O
DERECHA - T
IZQUIERDA o ®
. g— -
HACIA ATRAS e -

VAMOS

Figura 13. Code & Go Robot Mouse y Cubetto.

Pondremos ejemplos de tareas ya que los nifios y nifias aprenderan jugando.

El juego y la belleza estan en el origen de una gran parte de la Matematica. Si los matematicos de
todos los tiempos se lo han pasado tan bien jugando y contemplando su juego y su ciencia, ¢por qué

no tratar de aprenderla y comunicarla a través del juego y de la belleza?'"

iit De Guzman M. (1985). Cuentos con cuentas. Labor bolsillo Juvenil
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MATEMAGIA COMO RECURSO PARA EL APRENDIZAJE DE
LAS MATEMATICAS'

M?. Mercedes Rodriguez-Sanchez, José M2, Chamoso Sanchez, Beatriz Sdnchez-Barbero, M2, José
Céceres Garcia y M@, Teresa Gonzalez Astudillo

Universidad de Salamanca

Resumen

El uso en el aula de matematicas de diferentes recursos y metodologias puede ayudar a aumentar en
los estudiantes la motivacion, el gusto por esta materia y favorecer su aprendizaje. En este trabajo
se muestra la posible realizacién en el aula de algunas actividades basadas en el uso de la matemagia
como recurso didactico para contribuir al aprendizaje de las matematicas y potenciar el
razonamiento matematico y el pensamiento critico. Se revela el vinculo entre la magia y las
matematicas y se profundiza en el papel que estas tienen para obtener resultados sorprendentes. En
las experiencias realizadas, los estudiantes destacaron aspectos como interés, creatividad,
motivacion, nivel matematico o intencion de seguir utilizando la matemagia como recurso didactico.

Palabras clave: matemagia, recurso didactico, didactica de la matemética, aprendizaje,
motivacion, razonamiento matematico

INTRODUCCION

En la profesion docente es importante conocer y utilizar diferentes recursos didacticos. Su uso puede
ayudar a mejorar la actitud de los estudiantes y su aprendizaje. En matematicas, uno de estos recursos
puede ser la matemagia (Rodriguez-Sanchez et al., 2022).

Segun Murfioz (2004) la matemagia es la ciencia que utiliza las matematicas para realizar cosas
extraordinarias y asombrosas. Por ello, entendemos al docente matemago como aquel que, utilizando
matematicas, realiza cosas sorprendentes con fines educativos. Alegriay Ruiz (2002) explicaron que,
mientras que los magos muestran hechos sorprendentes, los matematicos tratan de explicarlos. Por
esto, entendemos que el docente matemago podria encontrarse en la encrucijada de seguir al mago,
que debe guardar el secreto, o dejarse llevar por el docente de matematicas, que puede ayudar a que
los alumnos lo descubran, razonen y aprendan matematicas. En nuestra opinion, la balanza se inclina
hacia esta Gltima opcion.

Este trabajo pretende mostrar ejemplos que pongan de manifiesto las bondades de la matemagia como
recurso didactico para el aprendizaje de las matematicas.

ALGUNOS MATETRUCOS

A continuacion, se presentan algunos matetrucos con los que se pueden trabajar diversos aspectos
matematicos, referidos a los sentidos numérico, algebraico, espacial, medida y estocastico, ademas
del aspecto socioafectivo (de elaboracion propia y adaptados de Alegria 'y Ruiz, 2002, Blasco, 2016;
Chamoso y Rawson, 2003; Gardner, 1956; Mufioz, 2004; Paenza, 2017; Rodriguez-Sanchez et al.,
2022).

I Agradecimientos: Trabajo realizado en el marco del Proyecto de Innovacién y Mejora Docente “Matemagia como
recurso para el aprendizaje de las matematicas en la formacién de docentes” (1D2021/145). Universidad de Salamanca.

95



Mé. Mercedes Rodriguez-Sanchez, José M2 Chamoso Sanchez, Beatriz Sanchez-Barbero, M2. José Caceres
Garcia 'y M@, Teresa Gonzalez Astudillo

Matetruco 1: El globo méagico

Desarrollo:

¥ Un voluntario escribe un nimero de tres cifras, no capicta. Invierte el orden de las cifras,
obteniendo un segundo numero. Resta el menor del mayor. Con el resultado obtenido, vuelve a
invertir el orden de las cifras y, suma estos dos Gltimos nameros. Ejemplo: 472-274 = 198;
198+891 = 1089.

* El matemago adivina j1089!
Observaciones:

1. Cuida la puesta en escena. Una posibilidad, que da titulo al matetruco, consiste en pedir a cada
espectador que piense una cifra del 1 al 9. EI matemago, después de leer las mentes de los
asistentes, escribe la prediccion. La introduce en un globo, lo infla, anuda y lanza al publico.
La persona que lo coja dice su cifra y vuelve a lanzar el globo. Este proceso se repite tres
veces, de forma que se consiguen tres cifras. El tltimo espectador que recoja el globo seré el
encargado de custodiarlo. Con esas tres cifras, un voluntario escribe un nimero, no capicuay
realiza las operaciones mencionadas anteriormente. jSe explota el globo y se lee la prediccion!

Matetruco 2: NUmeros en Salamanca
Desarrollo:

¥ Un voluntario piensa un nimero de 2 cifras. Suma los 2 digitos. Al nimero elegido le resta la suma
de sus digitos. Ejemplo, si el nimero elegido es 38, realiza 3 + 8 =11; 38-11=27.

Busca el resultado final en el cuadro (Figura 1) y recuerda la imagen que le corresponde.

o e @ | 2 0 gy || Leyenda:

L e el “* . Escudo de la Universidad

% Cerdo ibérico (embutidos)

Astronauta (fachada de la Catedral)
i . | Concha (Casa de las Conchas)
7 [ L R A I [ I Boton Charro (Filigrana tradicional)
7/ o el 1 &t | % | |z ™8| 2| Vitor o Victor (Simbolo escrito en
L | ‘ﬂ ... | paredes universitarias)

|7 <7< = | | Libélula(Casa Lis)

e |7 : > | Veleta del Gallo (Torre del Gallo)
[ L 7] Rana (Fachada del edificio histérico
t \ 3 -7 |l 7 |4 73|04k | de la Universidad)

2 A PO L LV S W S I P | Pajarita (Papiroflexia, Miguel de
4‘\'< T (e || 3‘« [ Unamuno)

Figura 1. Tablero de imagenes, matetruco “Numeros en Salamanca”
* E| matemago adivina jLa rana!
Observaciones:

1. Requiere la elaboracion del tablero numerado del 1 al 99 (es suficiente del 9 al 81) con
diversas iméagenes distribuidas en las casillas numeradas. Se recomienda elegir una tematica
de interés para el publico al que se dirige. En la Figura 1 se muestra el tablero (elaborado por
los autores) con motivos tipicos de Salamanca, que dan titulo a este matetruco. Se puede
utilizar de manera interdisciplinar introduciendo historia, arte, gastronomia, tradiciones, etc.

Matetruco 3: Qué dia naciste

Desarrollo:

¥ Un voluntario busca el dia que nacié en las tarjetas magicas (Figura 2) y dice en cudles esta.
Ejemplo: su dia esta en las tarjetas azul, morada y rosa (primera, tercera y cuarta, respectivamente)
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Tarjetas magicas
213(6][7 4(5[6(7 8§19 |10[11 16|17 18|19
1011|1415 12(13 1415 1213|1415 20(21(22)|23
18119(22(23 20121|22(23 24(25[26|27 24125|26(27
26(27[30|31 28|29|30|31 28(29 (30|31 28(29(30|31

Figura 2. Tarjetas magicas, matetruco “Qué dia naciste”
* El matemago jlo adivina al instante, el 13!
Observaciones:

1. Una variante de este matetruco es el que se presenta a continuacion, el Matetruco 4: Qué
emoticono te gusta mas. En nuestra experiencia, tiene buen resultado hacer los dos, primero
el de los emoticonos para despertar la curiosidad y después el del cumpleafios para
adivinaciones de niUmeros mayores. Entre estos dos, aunque depende de la edad, el matetruco
3 suele ser el preferido.

Matetruco 4: Qué emoticono te gusta mas
Desarrollo:

¥ Un voluntario elige un emoticono de los quince que se muestran en el tablero (Figura 3a) y dice al
matemago en qué tarjetas esta (Flgura 3b). Ejemplo Esta en la tarjetas primera y tercera.
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3a. Tablero 3b. Tarjetas

Figuras 3a y 3b. Tablero y tarjetas de emoticonos, matetruco “Qué emoticono te gusta mas”

o=
* El matemago, sin ver las tarjetas, lo adivina al instante jEl santo! ~
Observaciones:

1. Para la puesta en escena, el matemago puede mostrar las tarjetas (Figura 3b), de una en una,
de manera ordenada y sin mirarlas, a la vez que pregunta al voluntario si el emoticono elegido
esta, o no, en cada una de ellas. Cuando termina, al instante lo adivina. Para que resulte
sorprendente, el matemago no debe ver las imagenes de las tarjetas en ningin momento y
debe ser rapido en la adivinacion. En las Figuras 3a 'y 3b se muestra el material (elaborado
por los autores) con imagenes de emoticonos, que da titulo a este matetruco.

Matetruco 5: Al rico chocolate
Desarrollo:

¥ Un voluntario revisa la tableta de chocolate y observa, de cerca y con atencién, mientras el
matemago corta el chocolate de forma magica (Figura 4a) y le ofrece una onza (trozo nimero 5).

* El matemago junta las piezas de nuevo jLa tableta de chocolate vuelve a estar entera! (Figura 4b)

4a. Corte magico 4b. Reconstruccion después de separar una onza

Figuras 4a y 4b. Tableta inicial y tableta final con una onza separada, matetruco “Al rico chocolate”
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Matetruco 6: El calendario adivino
Desarrollo:

¥ Un voluntario elige un mes del calendario, y en él elige cinco dias cualesquiera con la condicién
de que formen una cruz (Figura 5). Suma el valor de estos nimeros y dice el resultado en voz alta.
Ejemplo: Segun la cruz de la Figura 5, el voluntario dird noventa (11+17+18+19+25= 90).

Noviembre de 2022

28 |29 |30

Figura 5. Ejemplo, matetruco “El calendario adivino”
* El matemago jAdivina la cruz al instante!
Matetruco 7: La busqueda del tesoro
Desarrollo:

Se parte de 9 cartas numeradas del 1 al 9, colocadas formando un cuadro 3x3 (Figura 6 Inicio). Debajo
de una de ellas hay un tesoro escondido. ElI matemago irda dando indicaciones a los voluntarios
respecto al nimero de movimientos que deben realizar. Después de que los hayan hecho, el
matemago, sin saber en qué carta se encuentran, adivinara aquellas a las que no ha ido nadie e ira
descartandolas, hasta llegar al tesoro.

¥ Todos los voluntarios que lo deseen pueden realizar este matetruco simultaneamente. Para ello,
tienen que seguir, mentalmente, las indicaciones del matemago. Deben hacerlo sin que él sepa, en
ningin momento, cual es la carta en la que se encuentran, ni qué movimientos hacen.

Solo esta permitido moverse en horizontal o vertical, nunca en diagonal. Se puede ir hacia delante o
hacia atras, pero no se puede pasar por una carta que haya sido eliminada.

La busqueda comienza. El matemago expresa la primera indicacion que cada voluntario debe seguir:

¢ Sitlate en una carta cualquiera y muévete tantas veces como indique su nimero (por ejemplo, si
estas en la carta 3, debes hacer 3 movimientos segun lo permitido).

* El matemago adivina que nadie ha llegado al 1 y elimina esa carta, volteandola (Figura 6 Al).
Continua con la siguiente indicacion que cada voluntario realiza, a partir de la carta en la que esta:

¥ Muévete 3 veces.
* El matemago adivina que en el 2 y en el 4 no hay nadie, y les da la vuelta (Figura 6 A2).

Se sigue, sucesivamente, esta dindmica. Muévete 5 veces. El matemago da la vueltaal 7 y al 9 (Figura
6 A3). Muévete 7 veces. EI matemago da la vuelta al 8 (Figura 6 A4). Pon un toque personal y
muévete tantas veces como letras tiene tu nombre. Muévete, por Gltima vez, tantas veces como indica
la carta en la que estés. EI matemago voltea el 3y el 5 (Figura 6 A5). Ya solo queda el 6.

* El matemago adivina jAqui esta el tesoro! Da la vuelta a la carta y aparece el tesoro (Figura 6 A6)
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Figura 6. Secuencia de adivinaciones del matemago, matetruco “La busqueda del tesoro”

MATEMATICA OCULTA

Matetruco 1: El globo méagico

Se trata de un conocido truco, donde el resultado de esas operaciones siempre es 1089. Veamoslo:
Sea un numero de 3 cifras, abc (a#c). Suponemos que a>c, en caso contrario se haria de igual forma.

Descomponemos abc=a - 100 + b - 10 + c. Invertimos el orden de las cifras cha=c - 100 +b - 10 +a.
Restamos abc-cba=(a-1-c) - 100 + (10+b-1-b) - 10 + (10+c-a) = (a-1-c) - 100 + 9 - 10 + (10+c-a).
Invertimos el orden de las cifras del resultado obtenido (10+c-a) - 100 + 9 - 10 + (a-1-c). Sumamos
(a-1-c+10+c-a) - 100 + (9+9) - 10 + (10+c-a+a-1-c) =9 - 100 + 18 - 10 + 9 =900 + 180 + 9 = 1089.

Truco: El resultado es independiente del niamero inicial; siempre es 1089.
Matetruco 2: NUumeros en Salamanca
Si a un numero se le resta la suma de sus digitos, el resultado siempre es maltiplo de 9. Veamoslo:

Sea un nimero de dos cifras ab. Descomponemos ab=a - 10 + b. Sumamos sus cifras, a + b. Restamos
ab-(a+b)=(@-10+b)-(a+b)=a-(10-1)=9-a. Portanto, el resultado es multiplo de 9.

Ejemplo: 43=4:10+3;(4-10+3)-(4+3)=4-9

Segun esto, se debe construir el tablero de manera que todos los mdultiplos de 9 tengan la misma
imagen. Asi, aunque no se puede adivinar el numero resultante, si se puede saber la imagen
correspondiente.

Truco: El resultado de las operaciones, ademas de maltiplo de 9, siempre es menor que 90, por lo que
estos tienen la misma imagen. El truco se puede disimular incluyendo dicha imagen en casillas que
no sean multiplo de 9, y en el 90 por ser un resultado imposible (Figura 1).

Variante: Se puede afiadir un paso mas a las operaciones que debe realizar el voluntario, por ejemplo,
sumar 7, en ese caso la imagen de las casillas multiplo de 9 mas 7 deben ser iguales, ya que esta es la
que se adivinara.

Matetruco 3: Qué dia naciste

Las tarjetas magicas se construyen colocando los numeros en cada una de ellas, segun indique su
escritura en el sistema de numeracién binario. Comenzando por la derecha, las posiciones con valor
1 indican las tarjetas en las que se debe incluir dicho numero y, aquellas con valor 0, en las que no.
Por ejemplo, 23 = 1-2440-2%+1-22+1-21+1-2°= 10111, la cifra de la derecha corresponde a la primera
tarjeta, la siguiente a la segunda tarjeta y asi sucesivamente. En este caso, el 23=10111> debe estar
en las tarjetas 1, 2, 3y 5 (Figura 2).

Truco: Sumar el primer nimero (esquina superior izquierda) de cada tarjeta en la que se encuentra el
dia elegido. Por ejemplo, si el dia elegido esta en las tarjetas primera, tercera y cuarta, se suma 1+4+8,
y se adivina rapidamente jEI 13! Para la puesta en escena se debe cuidar que no se note que se esta
haciendo esas sumas.
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Variante: Siguiendo las mismas pautas se podrian construir tarjetas para adivinar nimeros mayores,
por ejemplo, del 1 al 63, en este caso se necesitaran 6 tarjetas en lugar de 5. O restringir a nUmeros
menores como del 1 al 15 (Ver matetruco 4).

Matetruco 4: Qué emoticono te gusta mas

Se trata de una variante de las tarjetas magicas del matetruco 3, usando menos ndmeros y
sustituyéndolos por imagenes.

Se disefa el tablero con las iméagenes (Figura 3a). A cada una le corresponde el nimero resultante de
contar en el tablero, de izquierda a derecha y de arriba a abajo (1. dormildn, 2. baboso, 3. bebg, 4.
vaquero, 5. santo, 6. pirata, 7. fantasma, 8. feliz, 9. lector, 10. amoroso, 11. playero, 12. cinefilo, 13.
mono, 14. triston, 15. graciosillo).

Para elaborar las tarjetas se construyen cuatro tarjetas auxiliares con nimeros del 1 y al 15, repartidos
en cada una de ellas segun indique su escritura en el sistema de numeracion binario (ver matetruco
3). Despueés se sustituye cada nimero por su imagen (Figura 7).
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Figura 7. Tarjetas auxiliares y finales, matetruco “Qué emoticono te gusta mas”

Truco: Sumar, mentalmente, el valor de referencia de las tarjetas en las que se encuentra el emoticono
elegido. Estas referencias vienen dadas por las sucesivas potencias de 2; por tanto, el valor para la
primera tarjeta sera 1, para la segunda sera 2, para la tercera 4 y para la cuarta 8. El resultado de la
suma indica la posicion del emoticono elegido en el tablero y permite adivinarlo rapidamente. Por
ejemplo, si el elegido esta en las tarjetas primera y tercera, se suman sus referencias, esto es 1 + 4 =
5, se mira la quinta casilla del tablero, y se adivina rapidamente jEl santo! (Para que resulte
sorprendente, el matemago debe ver unicamente el reverso de las tarjetas, sin ver las iméagenes).

Variante: Este truco se puede realizar Gnicamente con las tarjetas numéricas, adivinando un namero
del 1 al 15. Y se puede adaptar a nifios de Educacion Infantil colocando, en el reverso de las tarjetas,
tantas marcas como indica la esquina superior izquierda de cada una (1, 2, 4, 8; respectivamente), asi
se puede adivinar el namero elegido mediante conteo.

Matetruco 5: Al rico chocolate

Se puede observar que la linea de corte es oblicua y que, al reconstruir la tableta, se esta desplazando
las piezas hacia arriba por esa linea (la pieza superior pasa a ser la inferior). Con esto, todas las onzas
en la linea de corte han reducido su tamario. Por ello, la tableta es un poco mas corta y sobra una onza

(Figura 8).
T [ 2 I

Figura 8. Reordenando el area, matetruco “Al rico chocolate”

Truco: La forma de cortar y reordenar las piezas. Se corta por una linea oblicua y se deslizan las
piezas por ella.
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Matetruco 6: El calendario adivino

Se puede observar la relacion entre cinco numeros cualesquiera, elegidos en forma de cruz en el
calendario, y cOmo se compensan unos con otros, arriba y abajo, izquierda y derecha (Figura 9).
Segun esto, el valor central de la cruz es la media aritmética de los cinco numeros. Por tanto, si se
conoce el valor de la suma, basta dividir entre 5 para calcular su media aritmética, esto es, el valor
central. (Figura 9).

X-7
X-1 |X X+1
X+7

Figura 9. Relaciones entre los valores en cruz, matetruco “El calendario adivino”

Truco: El resultado de la suma se divide entre 5, se obtiene el nimero situado en el centro de la cruz
y, a partir de ahi, se construye la cruz. En el ejemplo de la Figura 5, 90/5=18

Matetruco 7: La busqueda del tesoro

Se basa en el principio de paridad segun el cual, al sumar dos nimeros pares o dos impares, se obtiene
un resultado par y, al sumar un nimero par mas uno impar, el resultado es impar.

Con la primera indicacion, se realizan tantos movimientos como indique la carta elegida, de esta
forma se sitta al voluntario en una posicion par, por lo que se puede eliminar una carta impar (en el
ejemplo, la carta 1, Figura 6 Al). Sucesivamente, al realizar 3, 5y 7 movimientos, se van alternando
posiciones impar, par e impar, pudiendo eliminar cartas pares, impares y pares, respectivamente
(Figura 6 A2, A3, A4). En este momento, se esta situado en una posicion impar y, al mover tantas
letras como tenga el nombre del voluntario, se puede terminar en cualquiera de las posiciones
restantes, par o impar (cartas 3, 5y 6, Figura 6 A4); por ello, es necesario el siguiente paso y, moverse
tantas veces como indique la carta en la que se estd, de esta forma se asegura que el voluntario termina
en posicion par. Segun eso, se podran quitar las cartas impares (Figura 6 A5) y queda, Unicamente, la
carta nimero 6, que es la que contiene el tesoro (Figura 6 A6).

Truco: Se debe asegurar de comenzar en posicion par y realizar, sucesivamente, un nimero de
movimientos impar en cada caso, de esta forma se va alternando la paridad de las posiciones. Se van
eliminando cartas en funcion de la paridad hasta llegar a la elegida previamente (donde se ha colocado
el tesoro).

ALGUNOS RESULTADOS DE EXPERIENCIAS PREVIAS

La implementacion de estos matetrucos se ha realizado con estudiantes de distintas etapas educativas,
desde Educacion Infantil hasta Universidad, en este Gltimo caso con estudiantes de Grado y Master
para docentes de matematicas. Las sesiones siguieron la siguiente estructura (2 horas):

a. Introduccion sobre matemagia en educacion (5 min.).

b. EI docente matemago realizd algunos matetrucos abarcando diferentes contenidos (60-65
min.).

c. Los estudiantes, en grupos de 2 a 4 alumnos, intentaron descubrir como funciona cada truco
y qué matematicas esconde; también actuaron como matemagos practicando entre ellos. En
algunos casos, disefiaron y experimentaron su propio matetruco. En el caso de los estudiantes
para docentes ademas analizaron su posible uso en el aula (35-40 min.).

d. Puesta en comdn final y conclusiones (15 min.).
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Se analizaron las respuestas de 73 estudiantes para maestros a un cuestionario sobre las posibilidades
didacticas de la matemagia para el aprendizaje de las matematicas (adaptado de Fernandez y
Lahiguera, 2015). Los resultados mostraron una valoracion muy positiva en items como interés,
creatividad, motivacion, nivel mateméatico o intencion de seguir utilizando la matemagia como
recurso didactico. En sus reflexiones resaltaron la motivacion, la promocién del razonamiento
matematico o la interdisciplinariedad. Ademas, los estudiantes para docentes sefialaron que utilizarian
este recurso en sus futuras aulas, lo que parece una implicacion educativa que anima a seguir
profundizando en ello.

CONCLUSIONES

En este trabajo se han mostrado una seleccion de actividades matemagicas que se pueden usar en el
aula de matematicas de diferentes niveles educativos, y con las que se pueden trabajar, ademas de los
distintos contenidos matematicos, aspectos como la resolucion de problemas, la generalizacion e
investigacion. Otras de los aspectos positivos de utilizar matemagia en el aula es que despiertan la
curiosidad, animan a la iniciativa y al trabajo en equipo, aumentan el interés y potencian el
pensamiento critico y la creatividad, entre otros. Ademas, son adaptables, lo que permite atender a la
diversidad y facilitan la interdisciplinariedad, la socializacion o la comunicacion linguistica. Muchos
de estos aspectos han sido puestos de manifiesto en los resultados expuestos por los estudiantes para
maestros con los que se realizé la experiencia.

Una de las limitaciones de este trabajo es que, a pesar de haber experimentado con matemagia en
todos los niveles educativos desde Educacion Infantil hasta Universidad y docentes en ejercicio, solo
se han recogido datos de estudiantes universitarios para maestros, lo que se podria ampliar para
conocer el punto de vista de escolares o de futuros profesores de Educacién Secundaria.

Por otro lado, la mayoria de los estudiantes encuestados no encontraron grandes dificultades en la
implementacion de la matemagia y manifestaron que continuarian utilizandola en sus aulas. Esto
anima a seguir trabajando en el uso de la matemagia en el aula de matematicas y a profundizar en
sus posibles implicaciones para el aprendizaje de las matematicas.
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Resumen

La introduccion del algebra al alumnado de entre 11y 12 afios se encuentra con la dificultad de que,
a estas edades, algunos de los nifios no han desarrollado todavia el pensamiento abstracto. Este
problema se puede solucionar utilizando la “metodologia Singapur”; en concreto, trabajando la
idea de Concreto-Pictorico-Abstracto o, dicho en otras palabras, utilizando material manipulativo.
Se presenta el material con el que se va a trabajar (mostrando como los alumnos lo han utilizado
previamente para dominar los nimeros enteros); se profundiza en la resolucion de ecuaciones
(utilizando el método de balanzas), asi como la representacion y las operaciones con polinomios. Y,
para alcanzar un nivel superior, se visualiza la factorizacion de polinomios y se resuelven las
ecuaciones de segundo grado mediante la estrategia de completar cuadrados.

Palabras clave: metodologias activas, matematica manipulativa, secundaria, algebra.

INTRODUCCION

En el presente taller se presentan propuestas de como trabajar el algebra con materiales
manipulativos. Para ello, se avanzara segun el siguiente indice:

1.- ¢ Por qué utilizar materiales manipulativos?

2.- ;Qué materiales utilizaremos?

3.- Representacion de polinomios. Sumas y restas.

4.- Multiplicacion de polinomios.

5.- Ecuaciones con materiales

6.- Factorizacién de polinomios

7.- Completar cuadrados

A continuacion, se va a presentar brevemente lo desarrollado en los diferentes apartados.
1.- ¢ Por qué utilizar materiales manipulativos?

Segun la teoria del aprendizaje definida por Ausubel, un aprendizaje significativo es un proceso
por el cual se realiza una relacién de informacion con un aspecto relevante de la estructura
cognitiva del individuo. Esto se consigue por medio de un proceso interactivo e integrador de los
nuevos conceptos a partir de otros ya “anclados” en la estructura cognitiva del propio individuo.
Para dicho autor, es necesario que se den los siguientes criterios para que se produzca un
aprendizaje significativo: (Ausubel 2002 a partir de Martinez et al., 2012).

- Disposicion del aprendizaje por parte del alumno. Se refiere a la motivacion y actitud
que el mismo tiene a la hora de aprender.

- Presentacion de un material potencialmente significativo. Esto requiere:
o Material con un significado l6gico relacionable con la estructura cognitiva.
o ldeas de anclaje adecuadas ya existentes en la estructura cognitiva del individuo
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Sin embargo, de todas ellas, la idea que mas transcendencia tuvo fueron los modos de
representacion para la presentacion de un nuevo contenido matematico: “activo, iconico y
simbolico”, que han servido de base para multitud de practicas educativas en el ambito
matematico, siendo una de ellas el llamado Método Singapur. A continuacion, se explica
brevemente cada una del ellas:

- La representacion activa. Consiste en un conjunto de acciones fisicas apropiadas para
alcanzar un determinado resultado. El aprendizaje se consigue por medio de la realizacion
de las actividades y no por la representacion de lo realizado.

- Larepresentacion iconica. Consiste en el uso de imagenes para representar los conceptos.

- La representacion simbolica. Consiste en el empleo de un conjunto de simbolos y
proposiciones légicas que siguen unas reglas y leyes.

Para Bruner estas tres fases son etapas que tienen una relacion secuencial temporal entre ellas
y suponen un reflejo del desarrollo cognitivo de los alumnos. Pueden darse en paralelo, puesto
que el desarrollo de la siguiente etapa no implica el abandono de uso de la anterior (Tall,
2014).

En el sistema educativo de Singapur se emplea un modelo de curriculo similar al propuesto por
Bruner pasando de lo pictdrico, a lo concreto, para llegar finalmente a lo abstracto.

Para Dienes, el hecho de que un alumno entendiera o no un determinado concepto matematico
dependia en la forma de comunicacién empleada por el profesor para la transmision de dicho
concepto. La introduccién de ideas matematicas a partir del uso de materiales manipulativos,
siguiendo por su representacion figurativa y finalmente su representacion normalizada es la que
permite asimilar correctamente un concepto matematico (Dienes, 1971 citado en Gningue, 2016)

Defiende que la manera que tiene de aprender cada estudiante es diferente y Gnica y, por tanto, no se
puede pretender que todos aprendan de la mima manera, con los mismos ejemplos y de la misma
forma. No se puede aprender matematicas por medio de un modelo estimulo respuesta (Dienes, citado
en Gningue, 2006)

Expone cuatro principios basicos en el aprendizaje de las matematicas (Dienes, 1971 citado en
Sriraman, 2005).

- Principio dinamico: Todo conocimiento comienza con situaciones vivenciales que consisten
en el paso de la experiencia al acto. Dienes creia que la estructura preliminar se construia con juegos,
actividades y con el uso de material concreto.

- Principio constructivismo: Consiste en la manipulacion con el objetivo de que la construccion
preceda al andlisis. El pensamiento constructivista facilitara el pensamiento analitico.

- Variabilidad perceptiva: Consiste en la ensefianza de un mismo concepto por medio de su uso
en diferentes situaciones y contextos. De este modo lo que se pretende es enriquecer la imagen mental
que el alumno tiene sobre un concepto. El fin de esta idea es que el alumno sea capaz de abstraer la
estructura y propiedades esenciales de un concepto, independientemente de la forma en que se
presente.

- Variabilidad matematica. Consiste en presentar un concepto matematico empleando
diferentes formas generadas por cambios de variables de sus atributos. De este modo se logra
establecer una relacién entre el concepto y su estructura. Cuando un alumno es capaz de encontrar la
variable matematica que subyace a diferentes situaciones, entonces se esta avanzando en su
comprension.
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De los cuatro principios, los que més influencia van a tener, en Educacion Secundaria, son los dos
altimos, debiendo emplearse de forma conjunta con el fin de promover el proceso de abstraccion y
generalizacion de los conceptos matematicos (Gningue, 2006).

Por todo lo anteriormente expuesto, y con la finalidad de ayudar al alumnado en la comprension del
algebra se plantea el presente taller.

2.- ¢Qué materiales utilizaremos?

Se combinara el uso de material manipulativo fisico y del manipulador virtual accesible en la
siguiente pagina web https://es.mathigon.org/polypad con gran potencial para pizarras digitales. Por
un lado, se facilitara al alumnado las llamadas “baldosas algebraicas”, que son elementos de distintos
tamarios y colores que ayudaran al alumnado a visualizar los monomios 1, x, x2. Dicho material
manipulativo es de creacion propia en material de goma eva y seran cuadrados de 1cm. de lado para
representar el 1, rectdngulos de lados 1y cierta longitud x que representaran a x y cuadrados de lado
X que representaran a x2. De este modo se crea una conexion entre el campo algebraico y el campo
geométrico, relacionando la parte literal desconocida con el area de su pieza relacionada. Para
representar -1, -x, -x?, se utilizaran piezas del mismo tamario que sus correspondientes negativas, pero
de color diferente.

3.- Representacion de polinomios. Sumas y restas.

En la actividad 1 se trabajara sobre la representacion de polinomios, asi como con las operaciones de
los mismos con material manipulativo fisico. Para ello, se utilizaran los cuadraditos de 1cm?, las
barras de x cm? y los cuadrados de x*> cm? de éarea, de dos colores diferentes, especificados
anteriormente.

Inicialmente, se les mandara representar con dicho material diferentes polinomios, manteniendo con
el alumnado una metodologia dial6gica que les hara reflexionar sobre lo que representa el conjunto
de diferentes piezas, lo que expresado de forma algebraica dara lugar a los diferentes coeficientes y
partes literales. Particularmente, se podra preguntar por el significado de cualquier monomio y se
deberd verbalizar, ademas de construirlo utilizando el material manipulativo aportado. Como
extension a lo mostrado, se les hace reflexionar sobre la representacion de x3, y la necesidad de
relacionarlo con un cubo en el espacio.

A continuacidn, se introduciré la suma de polinomios como agrupacion y recuento de piezas, de modo
que se computan subgrupos de piezas del mismo tipo, lo que facilitara la comprension de dicha
operacion y la formalizacion simbolica de la misma. Posteriormente, se continta con la definicion
del opuesto que conlleva la conservacion del tamafio de las piezas, pero el cambio de color respectivo.

Se supone como pre-requisito que el alumnado domina la operatividad de nimeros enteros y, por
tanto, visualizaran que la resta de polinomios es como la suma del polinomio minuendo con el opuesto
del sustraendo, no siendo dicha operacion conmutativa.

4.- Multiplicacion de polinomios.

Se comenzara formando el producto de un polinomio por un numero, consolidando con ello la
consideracion de la multiplicacion como la suma reiterada de uno de los factores respecto al otro.
Seguidamente se continuara con el producto de dos binomios, primero mediante la manipulacién del
material, segundo plasmandolo en una tabla de doble entrada, donde en cada celda resultara el
producto parcial de los monomios de los factores y, por Gltimo, se formalizara mediante lenguaje
algebraico.

En la figura 1, a modo de ejemplo, se muestra el producto de los monomios y su visualizacion de
producto como un rectangulo formado por diferentes piezas.
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Figura 1: Visualizacion geométrica de producto de binomios

Para finalizar, se generalizaran resultados extensibles al producto de dos polinomios de cualquier
grado.

5.- Ecuaciones de primer grado con materiales

Avanzando en la comprension del algebra se presentard una ecuacion como una situacion de
equilibrio en una balanza, representando los dos platos ambos miembros de la igualdad. Se recuerda
que en una balanza, para mantener el equilibrio, se tiene que realizar la misma accion en ambos lados
(afadir, quitar, duplicar, hacer la mitad...). Inicialmente se resolveran ecuaciones solamente con
material manipulativo, mediante las acciones anteriormente expresadas, después mediante el
manipulador virtual y finalmente, la formalizacion con lapiz y papel. Dichas acciones tienen su
traduccion al lenguaje algebraico como la posibilidad de sumar o restar el mismo monomio, o
multiplicar o dividir lo mismo a ambos miembros de la ecuacién. Como es bien sabido, resolver una
ecuacion es encontrar el valor numérico que cumple la igualdad, para ello, se dejara la pieza que
representa la x en un lado de la balanza y en el otro lado estaran los correspondientes cuadraditos,
encontrando asi el valor numérico desconocido de x. Se provocaran discusiones en el aula para
intentar reflexionar sobre ciertas instrucciones que se usan para la resolucion de ecuaciones por otras
mas constructivistas que faciliten la comprensién de los pasos realizados, por ejemplo, se cambiara
la frase “lo que esta sumando pasa restando” por voy a afiadir cierto nimero de piezas en los dos
platos de la balanza, de modo que en un lado me desaparecen cierto nimero de piezas por anulacién
de valor y en el otro si permaneceran. Analogamente, se intentara hacer comprender al alumnado que
“lo que esta multiplicando pasa dividiendo”, en realidad eso es una consecuencia de haber reagrupado
ambos platos de la balanza, es decir, de haber dividido o multiplicado a ambos miembros de una
ecuacion.

Cuando el alumnado comprenda verdaderamente, el dinamismo asociado a la resolucién de una
ecuacion podra formalizar mediante nomenclatura matematica todos los pasos realizados como
formalizacion de la abstraccion.

6.- Factorizacion de polinomios

La factorizacién es una operacién matematica de gran importancia para la resolucion de ecuaciones
y es muy util para otras aplicaciones matematicas de orden superior, como por ejemplo el calculo de
limites. Por ello, se considera que el alumnado debe valorar su utilidad y visualizar geométricamente
su proceso. Se partird de una expresion de segundo grado con su representacion de piezas
correspondientes y se pedira al alumnado que reordene todas las piezas en un rectangulo, como indica
la figura 2, encontrando asi los lados de dicho cuadrilatero, cuyo producto es el area de las piezas
iniciales.

107



Marta Carazo Lores, Rosa M? Fernandez Barcenilla

.

+2

x*=5x+6 (x+3)(x+2)

Figura 2: Descomposicion factorial de un polinomio de segundo grado

7.- Completar cuadrados

Como actividad final, se van a resolver ecuaciones de segundo grado mediante la estrategia de
completar cuadrados y la utilizacion de la balanza. Por ejemplo, se propone resolver la ecuacion
x2+4x-1=0. Inicialmente se sittia en un platillo la expresion algebraica e igualamos dicha expresion
a cero, ya que la ecuacion de segundo grado tiene en su segundo miembro el valor cero (figura 3).

Figura 3: Equilibrio en una ecuacion de segundo grado

Utilizando lo explicado en el apartado correspondiente al uso de balanzas para resolver ecuaciones,
se trasladara en esta situacion, de modo que se completara el cuadrado como indica la figura 4 con
tantas unidades como sean necesarias, y se afadiran las mismas en el otro plato de la balanza. La
formalizacién matemaética es la formacion de un producto notable en un miembro igualado a otro
valor numérico, que debera resolverse como una ecuacion radical.

X2 +4x-1 =0

(x+2° =5
I g Vx+ =45
H x+2=+ﬁ

x+2 = -5

Figura 4: Resolucion ecuacion de segundo grado
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Después de todo este proceso, fundamentado en los principios metodoldgicos expuestos en la
introduccidn y las bases tedricas en didactica de la matematica, se considera que ayudara al alumnado
a comprender el mundo abstracto del algebra.

En el anexo adjunto, se presenta una relacion de actividades guiadas seguidas en el taller que se llevd
a cabo en el Congreso y que puede ser de ayuda para implementar en el aula con alumnado de
educacion secundaria.
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ANEXO

Manipulando el Algebra
ACTIVIDAD 1: Representacion de polinomios, sumas y restas
Tenemos el siguiente material

o e e e T
P A A W A W ua T st
o e e e T %
P A A W A W ua T st
o e e e T

X? X 1 -X? -X -1

a) Representar los siguientes polinomios:
P(x) = 2x* —3x + 4, Q(x) =4x2+7x—7 y R(kx)=2x+5
¢ Qué podemos trabajar?

i) Qué significado tiene el 2 de 2x?, el -3 de -3x , 4 de 4x2,... {Cémo los definirias? ii) ;Y
el nimero sin x?

iii) ¢Qué figura necesitariamos para representar x3?
b) Suma de polinomios
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Suma P(x) = 2x% — 3x + 4, Q(x) =4x%>+7x—7 y  R(x) =2x+5 dedosen dos
y explica como lo has realizado, utiliza los conceptos definidos en el ejercicio anterior.

c) Definicién del opuesto

i) ¢Qué es el opuesto de un numero?

ii) ¢Como definirias el opuesto de un polinomio?
d) Resta de polinomios.

La resta de numeros enteros se define como la suma de su opuesto, asi que definiremos la
resta de polinomios como la suma de un polinomio con su opuesto, no siendo dicha
operacion conmutativa.

i) Resta P(x) = 2x? — 3x + 4, Q(x) =4x2+7x—7 y R(x)=2x+5 de
dos en dos y explica como lo has realizado.

ii) Existe alguna relacién entre P(x) — Q(x)y Q(x) — P(x), P(x) — R(x)y R(x) — P(x), 0
Q(x) — R(x)y R(x) — Q(x)

ACTIVIDAD 2: Multiplicacion de Polinomios

X = —
1 1 1 1 X x |~ 1 x
X X
1 X x2 = xZ N xz
i) Multiplicacién por un nimero 2(3x% —2x + 4) 3(—x%2+2x—1)

if) Multiplicacion de polinomios de primer grado con coeficiente la
(x+2) - (x+3), (x—4) (x—2), (x+5)-(x—2)
Como representar en papel

Producto X +3
Resultado
X X2 3x
X?+5X+6
+2 2X 6

iii) Como realizarias (2x + 3)(x —2), (—x—5)-(3x—2)
iv) Puedes generalizar a polinomios de cualquier grado
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ACTIVIDAD 3: Resolucion de Ecuaciones de Primer grado

Veamos las ecuaciones como balanzas. En estas, para mantener el equilibrio, tenemos que realizar
la misma operacion en ambos lados (afiadir, quitar, duplicar, hacer la mitad,...).

Asi que si queremos saber cual es el valor de x dejaremos una sola x en un lado de la balanzay en
el otro nos quedaran las unidades que nos daran el valor de la x

i) Resolver con material
3x+2=5x+4 2x—2=5x+4 3x+3=5—x
ii) ¢Como lo representarias en el papel?

ACTIVIDAD 4: ;Y ladivision? Mejor trabajar antes la factorizacion para preparar la
resolucion de la ecuacion de 2° grado

a) Factoriza x? + 5x + 6 x2+5x+4 x?+6x+8 ¢Hay alguna relacion entre los
coeficientes de la solucion y los términos independientes de los factores?

b) Factoriza x?> — 5x + 6 x?—5x+4 x?—6x+8 ¢Porqué los términos independientes
no tienen signo negativo?

c) Factoriza x> +x — 6 x?2—-x—6 x*+2x-8 x?—2x—-8 Pasaalgosiel
término independiente es négativo?

d) ¢En el apartado ii y iii se cumplen las mismas propiedades que en el apartado i?
e) ¢Se pueden sacar conclusiones finales segln sean los coeficientes del polinomio a factorizar?

ACTIVIDAD 5: Completar cuadrados. Resolvemos ecuaciones que no se pueden factorizar, el
paso a resolver las ecuaciones de 2° grado con la formula.

a) Trabajamos con material. Resuelve x?+4x—1=0 x?—-2x—2=0 x?+6x+3=0
¢Qué pasos son los que damos?

b) Para generalizar y poder demostrar la formula de 2° grado tenemos que pasar por distintos
niveles y en las que no utilizaremos material (pero si los pasos que hemos realizado para resolver
las ecuaciones con él)

i) Resolver (ecuaciones con coeficiente de grado 1 impar)
escribiendo los pasos dados:

x24+5x+6 x*+x—-6

i) Resolver (ecuaciones con coeficiente principal distinto
de 1) escribiendo los pasos dados:

2x°+2x—12=0 2x>—7x+3=0

iii) Hacer la demostracion de la formula de 2° grado realizando los pasos realizados en los
apartados anteriores
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ACTIVIDADES AUTOEVALUABLES CON GEOGEBRA PARA
NUESTRA AULA VIRTUAL

Rubén Jiménez Jiménez
IES José Luis L. Aranguren

Resumen

El objetivo principal del taller es escoger actividades autoevaluables ya elaboradas con GeoGebra
y mediante el programa eXelearning exportalas en formato Scorm para, posteriormente importarla
en nuestra aula virtual Moodle de la Junta de Castilla y Leon. En la segunda parte del taller
crearemos algunas actividades autoevaluables con Geogebra. Parece una explicacién muy técnica
pero es relativamente sencillo y muy atil para los docentes.

Palabras clave: eXelLeaning, autoevaluables, scorm, GeoGebra, moodle.

INTRODUCCION

Con las extensiones que disponemos actualmente en el aula virtual que nos facilita la Consejeria de
Educacion a todos los docentes de la Comunidad resulta complicado generar cuestionarios aleatorios
y poder controlar los campos de origen de cada parametro.

GeoGebra y Exelearning nos pueden ayudar a solventar ese problema utilizando actividades
autoevaluables ya creadas por diversos autores o generar nosotros nuestras propias construcciones.

El taller constara de tres partes. En la primera identificaremos actividades autoevaluables a traves de
una pequefia biografia que os ofrezco y las utilizaremos sin pasar por el aula virtual, utilizando una
clase de GeoGebra. Es el modo mas rapido, pero para mi gusto con algunas carencias. En la segunda
parte escogeremos una actividad autoevaluable, la incluiremos en un archivo exelearning, que nos
servird de intermediario para su exportacion a formato SCORM vy finalmente la importaremos en
nuestra aula virtual. La Ultima parte sera crear una actividad autoevaluable nuestra. Aunque hay
cientos de ellos ya creadas y de casi todos los ambitos del curriculo de Matematicas en la ESO y
Bachillerato puede que no exista una actividad que se ajuste a nuestras necesidades y podremos
crearla para su utilizacion en el aula virtual.

En el taller utilizaré el término actividad autoevaluable aunque podria llamarse perfectamente
actividad autocorregible.

OBJETIVOS

Los objetivos que nos proponemos en este taller son:
e Obtener un banco de recursos de actividades autoevaluables de GeoGebra.
e Importar actividades autoevaluables en nuestra aula virtual.
e Crear sencillas actividades autoevaluables.

ACTIVIDADES AUTOEVALUABLES CREADAS CON GEOGEBRA

Todas las actividades autoevaluables ponen una nota final al usuario, pero no todas las actividades
gue se presentan como autoevaluables en la web de Geogebra son aptas para importarlas a nuestra
aula virtual, deben tener unas caracteristicas especiales que veremos en apartados sucesivos y que
hagan que Moodle las entienda y permita poner la calificacion.
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Aqui 0s muestro un banco con cientos de actividades de este tipo elaboradas:

e Javier Cayetano.

e Débora Pereiro.

e Angel Manuel Gonzalez Guillén.

ACTIVIDADES EN EL AULA GEOGEBRA

En esta primera parte del taller nos vamos a centrar en elegir una actividad autoevaluable del banco
anterior y crear una clase o leccion de GeoGebra para utilizarlo directamente con nuestra cuenta de
GeoGebra sin necesidad de utilizar ningun problema. En este caso veremos las notas de los alumnos
directamente en GeoGebra. En nuestra cuenta se guardaran las evidencias del trabajo de cada alumno
con sus calificaciones, pero para importarlas a nuestro cuaderno o al aula virtual lo tendremos que
hacer a mano.

PASOS
e Seleccionamos la actividad que nos interese.
e Creamos una leccion.
e Compartimos el enlace con nuestros alumnos.

No le dedicamos mucho tiempo a esta forma de trabajar con las actividades autoevaluables porque
hay un taller especifico de creacidn de lecciones con GeoGebra.

IMPORTAMOS ACTIVIDADES A NUESTRO AULA VIRTUAL

En esta segunda parte y principal del taller, elegiremos una actividad autoevaluable, utilizaremos
exelearning como intermediario y posteriormente la importaremos en nuestra aula virtual (Moodle)
que nos proporciona la Junta de Castilla'y Ledn.

EN GEOGEBRA
Seleccionamos la actividad que nos interese:

Aumentos y Disminuciones porcentuales encadenados

Autor: Javier Cayetano Rodriguez

Porcentajes encadenados

Vamos a resolver problemas de aumentos y disminuciones porcentuales.
» En cada uno, se haran varias operaciones seguidas

» Si lo necesitas, escribe las operaciones intermedias en tu cuaderno.

» Cada ejercicio correcto vale 2,5 puntos. Los incorrectos no penalizan.
» Pademos hacer tantas fichas como queramos. Se conservard la puntuacién mds alta.

» Pulsa el botdn "Comenzamos" para resolver los ejercicios.

jComenzamos!

Figura 5: Elegimos la actividad

113


https://www.geogebra.org/m/AsMKtWd4
https://www.geogebra.org/m/cmy5mfwd
https://www.geogebra.org/m/thtc9qyu

Le damos a los tres puntos de arriba a la derecha y después al boton Compartir:

Rubén Jiménez Jiménez

CREA UNA LEcmc’)ro m

(? Afadir a Favoritos

(< Compartir )0

>  Abrir con GeoGebra

||_:| Copiar Libro

|_|:| Copiar Actividad
o Detalles

Figura 6: Compartir

Copiamos el enlace de la actividad:

Compartir

https://www.geogebra.org/m/NBGAGKX() ' COPIAR ENLACE '
@ Nuevo Grupo @ Grupo existente
n Google Classroom OneNote

: Linea de tiempo de GeoGebra

CANCELAR

Figura 7: Copiar actividad

Es muy importante copiar la actividad de esta manera porque si la actividad forma parte de un libro

GeoGebra y se quiere copiar la URL directamente no va a funcionar en exelearning.

EN EXELEARNING

Abrimos Exelearning, creamos un idevice interactivo de GeoGebra:

Efba - Apda - Timodo wanmndy | visuskex

Inicio

Pulse en los elementos del panel izquierdo para afiadir contenida.

= Obra publicada con Licendia Creative (

Figura 8: Idevice GeoGebra
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En el titulo de la actividad podemos poner el titulo que queramos y en Configuracion general, en el
campo URL o identificador (ID) pegamos la direccion que hemos copiado anteriormente. Que no se
nos olvide dar al boton a la derecha para que lo coja o bien dar al Enter del teclado. Si lo hemos hecho
correctamente nos tiene que aparecer en verde la URL, debajo el Titulo y la Autoria de la actividad.

Titulo: @
B/ |aumentos y disminuciones porcentuales encadenados o

nsertar una actividad de GeoGebra desde www.geogebra.org. Necesita conexion a internet.

Instrucciones

Editar = Insertar - Formato -~ Tabla =  Uliidades

B 7 Parao 12pt Encode Sans A-H

EEEEBTFQPIE-E-E LREE 6
x%ﬁozﬂnﬁ(@mﬂ:ﬂ:mx

Configuracién general o

URL o identificador (ID):| https:fiww ebra.org/m/NBGAGKXQ| B> Ejemplo:|https:/www.geogebra.org/m/VgHhQXCC

Titulo: Aumentos y Disminuciones porcentuales encadenados

Autorfa: Javier Cayetano Rodriguez

Figura 9: Completamos los datos de la actividad

Podemos escribir instrucciones sobre la actividad en ese mismo campo y aparecera en la parte
superior de la actividad de GeoGebra. También puedes escribir un texto en Contenido que va después

(opcional) para que aparezca después de la actividad.

El siguiente paso es muy importante si queremos que Moodle nos guarde la nota. Tendremos que ir
a Opciones avanzadas y marcar la casilla Boton de guardar la puntuacion. Opcionalmente puedes
cambiar el texto que aparecera en el boton.

Opdiones avanzadas

Idioma: |es Color borde: = Tamafo (%):|100
Barra de ment Linea de entrada algebraica Barra de utilidades Ayuda de |a barra de utilidades Icono de reseteo
Zoom Activar botén derecho Diglogos de error Impedir el foco Botén de pantalla completa
Desactivar el autoescalado Botones de sugerencias Boton de reproducir Autorfa

Botdn de guardar la puntuacién ) Texto del botén: |Guardar la puntuacion

Este botdn sélo se mostrard en |a exportacién a SCORM y cuando se esté editando con eXelearning

No incluya mas de una actividad con calificacién por pagina

Figura 10: Guardar la puntuacién

Completado la actividad de GeoGebra le damos al boton de hecho en la parte inferior del idevice:

| [CadME.]

& | ¥ |[—MoverA—

Figura 11: Hecho

Acabada la actividad de GeoGebra guardamos el Archivo (podemos poner un titulo y completar los
metadatos):
Archivo -> Guardar.

El dltimo paso que nos queda en Exelearning es exportarlo con formato SCORM:
Archivo -> Exportar -> SCORML1.2
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Esto nos generara un archivo de extension zip que guardaremos en nuestro equipo.
EN EL AULA VIRTUAL

Activar edicion

Entramos a nuestro curso del aula virtual y activamos la edicion:

Hacemos clic en el botdén Agregue una actividad o recurso:

=+ Agregue una actividad o recurso

De entre todas las actividades que aparecen elegimos Paquete SCORM:

Archivo Asistencia
o A : |
Cuestionario Eleccion de
o grupo
S }
G bl
GeoGebra Glosario
L ] A (3]
Libro Pagina
(i ] vr [i]
ui@
\jRL Wiki
(i ] SO : |

=
==
=

Base de datos

(3]

¢l

Encuesta

(i}

Paquete de
contenido IMS

L}

Carpeta

(i)
Encuesias
predefinidas

(1]

IS
Hemamienta
Externa

(1]

=S

Paquete

SCORM
(i)

Consulta Contenido
a
4 =
Etiqueta Foro
[:] (i)
J =)
JClic Leccion
[: ] EO i ]
Taller Tarea
[: ] i)

Figura 12: Paquete SCORM
Ahora configuraremos la actividad SCORM:

Nombre: titulo que deseemos.

Descripcion (opcional): descripcion de la actividad.

Paquete: arrastramos a la ventana el archivo zip que generamos en exelearning.

Apariencia -> Ver mas:

o Mostrar paquete: Abrir Objetos de Aprendizaje en una ventana nueva.

o Anchuray altura: ponemos valores mayores, por ejemplo 900 y 1200.

o Mostrar la estructura del curso en el reproductor: Deshabilitado.

Calificacion: elegimos la forma de calificar y sobre 10. Muy importante.

~ Calificacion
Método de calificacion

Calificacion maxima

Calificacion mas alta  #

Objetos de aprendizaje
Calificacion mas alta
Calificacion promedio
Calificaciones sumadas

Gestion de intentos: elegimos el numero de intentos permitidos.
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¥ Gestion de intentos

Numero de intentos e Intentos ilimitados #

Calificacion de intentos 172} Intento mas alto %
|

|
Intento mas alto
Forzar nueve intenio [2] Intentos promedio
Primer intento
Ultimo intento

Bloguear después (ltimo intento [7] o=

e Guardamos cambios.

Guardar cambios y regresar al curso Guardar cambios y mostrar Cancelar

Listo. Ya tenemos nuestra actividad autoevaluable preparada para nuestros alumnos.

CREAMOS NUESTRAS ACTIVIDADES AUTOEVALUABLES

No es el objetivo principal de este taller el crear actividades autoevaluables porque probablemente
casi nunca necesites crear una actividad autoevaluable, ya hay cientos de ellas creadas en el
repositorio de Geogebra, pero aprenderemos a crear una actividad sencilla. Crear una actividad
autoevaluable ya requiere unos conocimientos medios o altos de GeoGebra.

En el siguiente enlace tenéis un libro de GeoGebra elaborado por Javier Cayetano sobre como crear
actividades autoevaluables, con multitud de ejemplos y pequefios trucos que os pueden ser muy utiles.

En ese mismo libro os vais encontrar dos videos del propio Javier Cayetano con sendas ponencias
que dio en la Semana Geogebra 2020 de la Sociedad madrilefia Emma Castelnuovo del Instituto
GeoGebra Maslama Al-Mayriti y de los Talleres GeoGebra 2020 de la Asociacidn catalana Geogebra,
Instituto GeoGebra de Valencia y la Asociacion matematicas creatividad GeoGebra.

Antes de empezar con este bloque del taller, vamos a explicar algunas a consideraciones a tener en
cuenta al generar actividades autoevaluables.

NUMEROS ALEATORIOS
La mejor forma de crear nimeros aleatorios es a traves de guiones GeoGebra:
e Valor(n,AleatorioEntre(nmin,nmax))
e Valor(n,ElementoAleatorio({lista}))
VARIABLES MOODLE
Para que Moodle entienda nuestra construccién debemos tener tres variables con estos nombres:
e SCORMRawScore=
e SCORMMaxScore=
e SCORMMIinScore=

La primera variable nos indica cuél de las variables que hemos creado en GeoGebra me da la
puntuacion del usuario, las dos tltimas nos dan el valor minimo y méaximo de la puntuacion.

Las tres variables son importantes, pero la que me da la puntuacién maxima tiene que coincidir, como
veiamos en el bloque anterior con la calificacion maxima con la que configuremos la actividad
SCORM en el aula virtual. Normalmente pondremos 10, por tanto en el aula virtual también lo
debemos poner asi.
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CONTADORES

Necesitaremos de alguna forma controlar el estado del ejercicio. Se puede hacer de distintas formas.
Nosotros lo vamos a hacer con contadores:

e Contador = 0: Comienzo, con explicaciones de los ejercicios que se van a encontrar.

e Contador = 1: actividad realizada y sin corregir.

e Contador = 2: actividad corregida. Listo para comenzar una nueva actividad.
BOTONES
Necesitaremos crear tres botones:

e Boton comenzar: mostrara el enunciado al usuario.

e Botdn corregir: corregira la actividad, dara la puntuacion de la actividad.

e Boton otra: ofrecerd la posibilidad de realizar mas actividades.

e Boton volver a empezar: me permitira volver a empezar desde cero, desde la pantalla inicial
reseteando todas las puntuaciones.

PASOS

Debido a la extension de los pasos que tenemos que realizar no los voy a incluir en este documento,
pero se pueden consultar en la presentacion que me servira de apoyo durante el taller y a la que se
puede acceder desde el siguiente enlace:

ENLACE A LA PRESENTACION

La construccidn con la actividad autoevaluable que hemos realizado en el taller se puede visualizar
en el siguiente enlace:

ACTIVIDAD AUTOEVALUABLE DISENADA EN EL TALLER

En la primera parte de la construccidn definiremos todas las variables que vamos a necesitar: aciertos,
contador, soluciones, soluciones de los alumnos, correcto, puntuacion y las tres del SCORM.

Generamos el primer texto de bienvenida y el boton comenzar que nos creara los datos aleatorios para
el ejercicio.

Escribimos el texto del enunciado, las casillas de entrada para que el usuario pueda escribir alli sus
soluciones y los textos de solucidn correcta o incorrecta, ademas de la puntuacion que lleva el usuario.

Creamos el boton corregir que me permitira corregir la solucién de los alumnos. ;Qué ocurre si no
oculto este boton cuando le hemos dado a corregir?

Finalmente creamos los botones para generar nuevas actividades y para volver a empezar.
REFERENCIAS
Las referencias que he utilizado para realizar este taller son las siguientes:

e Actividades autoevaluables de Javier Cayetano en la Web de GeoGebra.

e Actividades autoevaluables de Débora Pereiro en la Web de GeoGebra.

e Actividades autoevaluables de Angel Manuel Gonzélez en la Web de GeoGebra.

e Libro “Aprendemos a crear actividades autoevaluables” de Javier Cayetano.

e Video del taller de Pablo Trivifio: “Actividades autocorregibles + Aula GeoGebra”.
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e Manual de Exelearning 2.7.
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PROCESOS REFLEXIVOS EN UNA FORI\/IAQI(')N CONTINUADA
DE PROFESORES DE MATEMATICAS.

EL CASO DE LA CANTIDAD Y EL NUMERO'

Luis Alexander Castro Miguez'?, Olga Lucia Le6n Corredor'

2 Colegio Atahualpa I.E.D., ® Universidad Distrital Francisco José de Caldas

Resumen

Esta comunicacion da cuenta de una experiencia desarrollada con profesores y estudiantes de béasica
primaria alrededor de la ensefianza y aprendizaje de la cantidad y el nimero, procesos permeados
por la COVID-19. Se identifican las caracteristicas emergentes de los procesos reflexivos en la
formacion continuada de profesores de matematicas y los elementos constitutivos de una trayectoria
de aprendizaje. Se destacan tres tipos de resultados: identificacion de algunas situaciones
problematicas; formulacion de una trayectoria hipotética de aprendizaje para la cantidad y el
numero desde algunos procesos y subprocesos; y caracterizacion de los procesos reflexivos de
profesores sobre las practicas de ensefianza y aprendizaje de la cantidad y el nimero desde una
trayectoria.

Palabras clave: procesos reflexivos, subitizacion, conteo, aprendizaje, matematicas.

INTRODUCCION

Identificadas las situaciones problematicas se construye un macro-problema el cual se formula a
través de la siguiente pregunta: ;Como darle continuidad institucional al proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas escolares bajo las condiciones dadas por la pandemia? Con la
identificacion del macro-problema es posible construir un sistema de micro-problemas presente en la
practica profesional del profesor de matemaéticas de preescolar y basica primaria, concebidos desde
una trayectoria de andlisis de situaciones problematicas que reconocen precariedades en: la
comunicacion; las condiciones de la familia y la escuela; en el disefio de ambientes de aprendizaje
para estudiantes en situacion de discapacidad y en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
matematicas escolares que refieren a la ausencia del proceso de subitizacion en el desarrollo de la
comprension del numero y la cantidad.

Aplicado el sistema para la formacion continuada de profesores se puede establecer una trayectoria
en los procesos reflexivos de los profesores desde el reconocer, el repensar y el reconstruir practicas
comunitarias de reflexion sobre la ensefianza de las matematicas escolares donde cada una de las
ideas expuestas por los profesores “determina la siguiente como su resultado, mientras que cada
resultado, a su vez, apunta y remite a las que le precedieron” (Dewey, 1998a, p. 8), esto permite

i Esta comunicacion corresponde a uno de los productos obtenidos fruto de la investigacién: “Formacion continuada de
profesores de preescolar y basica primaria en una educacion matematica escolar accesible” realizada en el marco del
Doctorado Interinstitucional en Educacidn de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Bogota (Colombia).

ii Doctor en Educacion. Magister en Docencia de las Matematicas. Licenciado en Matematicas. Colegio Atahualpa I.E.D.
Bogota (Colombia) lacastrom@educacionbogota.edu.co

il Doctora en Educacion. Matematica. Docente Investigadora, Doctorado Interinstitucional en Educacién, Universidad
Distrital Francisco José de Caldas. olleon@udistrital.edu.co
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identificar tipos de aprendizaje y tipos de transformacion en los profesores desde un compromiso y
una responsabilidad consciente de las consecuencias que puede tener cada una de sus acciones.

En particular, el desarrollo del macroproceso de cantidad y nimero implica a su vez el desarrollo de
otros procesos como el de subitizacion y conteo. La gran mayoria de profesores reconocen que la
escuela poco promueve el desarrollo de habilidades como la subitizacion.

PROCESOS REFLEXIVOS EN LA FORMACION CONTINUADA DE PROFESORES

Se entenderd por procesos reflexivos, como aquel proceso dindmico, complejo, presente en el aqui y
en el ahora de toda practica escolar, que permite reconocer, repensar y reconstruir diferentes practicas
de ensefianza de las matematicas; donde la reflexion,

no implica tan solo una secuencia de ideas, sino una con-secuencia, esto es, una ordenacién
consecuencial en la que cada una de ellas determina la siguiente como su resultado, mientras que cada
resultado, a su vez, apunta y remite a las que le precedieron. (Dewey, 1998a, p. 8)

Aspecto que se complementa con lo propuesto por Ametller y Alsina i Pastells (2017) quienes
reconocen que una formacién de profesores desde procesos reflexivos busca la re-construccion a
partir de la co-construccion, implicando asi un trabajo colaborativo; ademas de contrastes
individuales desde la fundamentacion de teorias socioculturales del aprendizaje humano (Alsina i
Pastells, 2010).

Reconocer.

Dewey (1998a) afirma que “conocer, captar una cosa intelectual o tedricamente, es salir de la region
de la vicisitud, del cambio y de la diversidad” (p. 225); es reflexionar y desarrollar procesos
personales, que lleven al crecimiento personal. Se reconoce desde la reflexion con el fin de ampliar
el significado total y adecuado de lo que sucede; algo ha de haberse comprendido. La mente esta en
posesion de algun significado que haya dominado, o el pensamiento seria imposible. El constante
movimiento en espiral del conocimiento implica que “el incremento del arsenal de conocimientos nos
hace conscientes de nuevos problemas, mientras que sélo mediante la trasposicion de los nuevos
asombros a lo que nos es familiar y llano comprendemos o resolvemos esos problemas” (Dewey,
1998a, p. 67).

Repensar.

El Repensar guarda una relacion directa con el proceso de reflexion, libera al sujeto de la actividad
meramente impulsiva y puramente rutinaria, y le permite actuar deliberada e intencionalmente para
alcanzar los objetivos de los que es consciente, a partir de una planificacion; y asi procurar un dominio
de lo ausente y alejado del presente (Dewey, 1998a). El pensar es “el esfuerzo intencional para
descubrir conexiones especificas entre algo que nosotros hacemos y las consecuencias que resultan,
de modo que ambas cosas lleguen a ser continuas” (Dewey, 1998b, p. 129); es un proceso de
indagacion, observacion e investigacion. El pensar reflexivamente implica “1) un estado de duda, de
vacilacion, de perplejidad, de dificultad mental, en la que se origina el pensamiento, y 2) un acto de
busqueda, de caza, de investigacion, para encontrar algiin material que esclarezca la duda, que disipe
la perplejidad” (Dewey, 199843, p. 12).

Reconstruir.
Este proceso de reconstruccion no se limita a sustituir la “razoén” por la “inteligencia”,

si el pensar constituye la manera de llegar a una reorganizacion deliberada de la experiencia, entonces
la logica es la formulacion clarificada y sistematizada de los procesos del pensar capaces de hacer
posible que la deseada reconstruccion avance de una manera mas econdmica y eficaz. (Dewey, 1993,
p. 151).
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El primer requisito de la “reconstruccion es el llegar a una hipotesis sobre como ha sobrevenido este
enorme cambio de una manera tan amplia, tan profunda y tan rapida” (Dewey, 1993, p. 22). “La
reconstruccion no puede ser menos que la tarea de desarrollar, de formar, de producir (en el sentido
literal de este vocablo) los instrumentos intelectuales que habran de llevar de una manera progresiva”
(Dewey, 1993, p. 27) a aquello que se desea completar, fortalecer, etc.

TRAYECTORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAJE: CANTIDAD Y NUMERO

Clements y Sarama (2015) afirman que “los nifios siguen procesos naturales de desarrollo en su
aprendizaje y crecimiento. Para el caso del aprendizaje de las matematicas los estudiantes siguen
procesos naturales de desarrollo en el que adquieren diferentes habilidades e ideas de tipo matematico
a su manera. La ruta de desarrollo de acuerdo con Clements y Sarama (2015) se constituye en la base
para las trayectorias de aprendizaje (en adelante TA), sus tres elementos son: “una meta matematica,
una ruta de desarrollo a lo largo de la cual los nifios progresan para alcanzar dicha meta y un conjunto
de actividades instructivas, o tareas, propias de cada uno de los niveles de pensamiento de la ruta, que
ayudan a los nifios a desarrollar niveles de pensamiento cada vez mas avanzados” (p. 10).

A partir de una TA es posible proponer una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (en adelante THA)
que a la vez se articula con otras THA obteniendo asi diferentes entradas para abordar las grandes
ideas matematicas: las “agrupaciones de conceptos y habilidades que son matematicamente centrales
y coherentes, consistentes con el pensamiento de los nifios y generadoras del aprendizaje hacia el
futuro” (Clements y Sarama, 2015, p. 11). Desarrollada cada una de las THA, es posible identificar
la Trayectoria Real de Aprendizaje (en adelante TRA) para cada uno de los estudiantes. La TRA
reconoce que la diversificacion de las actividades de aprendizaje permite brindar multiples formas de
implicacion, de representacion y de accién y expresion; aspectos que favorecen un seguimiento al
progreso de los estudiantes en relacion con su punto de partida y no en comparaciéon con otros;
haciéndolo consciente de sus propios conocimientos y actitudes.

Clements y Sarama (2015), afirman que la subitizacion y el conteo “son las formas principales que
utilizan los nifios para determinar el nimero de una coleccion de objetos” (p. 69), “el tamafio de una
cantidad” (Calder6n y Leon, 2016, p. 67); lo que fundamenta el desarrollo de un sentido numérico
permitiendo modelar problemas cuantitativos y favoreciendo la toma de decisiones. Algunos de los
procesos que se reconocen en THA de la cantidad y el nimero son:

Subitizacion.

Lakoff y Nufez (2000) consideran que todo ser humano independientemente de su cultura puede
saber instantdneamente de un vistazo si hay uno, dos o tres objetos, esta habilidad Ilamada
subitizacion, viene del Latin “Repentino”, de esta habilidad se puede decir que es un poco mas
complejo discernir entre cantidades de objetos consecutivas como ocho de nueve, o trece de catorce,
respecto a la subitizacion de cantidades pequefas, pero se puede hacer el paso progresivo, hasta llegar
a trabajar cantidades mas grandes.

La subitizacion se puede dar en secuencias o realizando matrices, refiriéndonos no solo a cantidades
de objetos tangibles, sino que también se pueden subitizar golpes, pitos, destellos de luz, en los cuales
se facilitaria subitizar hasta cinco o seis de estos. Desde experimentos realizados por Kaufman et al.
(1949), se observo la subitizacion como un proceso diferente a contar o estimar y a partir de alli se
considera que el proceso de subitizar es innato; es la habilidad de reconocer la numerosidad en una
coleccién de objetos casi de forma instantanea y decir cuantos hay (Clements y Sarama, 2015).
“Cuando usted ‘simplemente ve’ cuantos objetos hay en una coleccion muy pequefia, usted esta
usando la subitizacion perceptiva” (p. 19) y cuando ve las partes y las pone juntas para hallar el total
esta usando la subitizacién conceptual.

123



Luis Alexander Castro Miguez y Olga Lucia Ledn Corredor

Conteo.

El conteo es el proceso en el que ya se empieza a consolidar la idea de nimero al asociar una cantidad
de objetos a la representacion numérica, de acuerdo con Calderén y Ledn (2016), el conteo esta
asociado a las necesidades primarias de establecer la numerosidad de colecciones de objetos y darle
la posicion a un objeto en una coleccion ordenada. “El conteo es el primer algoritmo, el mas basico
y el mas importante (...), es el primer procedimiento paso a paso que los nifios aprenden para
solucionar ciertos problemas — determinando cuantos elementos hay en un conjunto finito” (Clements
y Sarama, 2015, p. 37). El conteo favorece el desarrollo de la clasificacion y la seriacion. Al conectar
experiencias de conteo con la subitizacion, los nifios pueden usar la subitizacion perceptual para
elaborar unidades de conteo y asi construir ideas iniciales de cardinalidad.

Tabla 1. Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para la cantidad y nimero: Subitizacion y conteo

Procesos Subprocesos
S1. Percepcion de cantidades

§ De forma innata los nifios son sensibles a diferencias de cantidades en colecciones y a los cambios de
g; cantidad.
S S2. Nominacion de cantidades
% Es un proceso en el cual el nifio puede expresar con palabras cantidades.
o S3. Construccion de pequefias colecciones
§ Es el proceso de organizacion que permite al nifio favorecer las subitizacion de forma perceptual
2 S4. Reconocimiento de cantidades hasta 4
S Percibir la cantidad de elementos de una coleccién, integrando la sensibilidad al numeral y reconociendo la
\g 9 numerosidad por simple vista.
'S S5. Reconocimiento de cantidades hasta 5
S Percibir la cantidad de elementos de una coleccion empleando grupos desde la subitizacion perceptual e
= = integrando la sensibilidad al numeral.
g é S6. Reconocimiento de cantidades hasta 10
N @ Percibir la cantidad de elementos de una coleccion empleando grupos desde la subitizacion perceptual e
S integrado la sensibilidad al numeral.
O S7. Reconocimiento de cantidades hasta 19
;S Percibir la cantidad de elementos de una coleccion empleando grupos desde la subitizacion perceptual e
& integrado la sensibilidad al numeral.
E S8. Con conteo de saltos
8 Verbalizar nombres de arreglos estructurados, usando grupos y contando por saltos.
9 59, Con valor posicional (grupos de 10)
Verbalizar nombres de arreglos estructurados, usando grupos de 10, contando por saltos y el valor
posicional.
C1. Conteo de objetos
Consiste en el etiquetado numérico individual y secuencial de los elementos de una coleccion, designando la
ultima etiqueta el cardinal de la coleccién. EI Conteo requiere de un sistema linglistico (conteo oral o gestual) y
de la coordinacion visual, manual y verbal.
C2. Contar con correspondencia
Asignar una palabra de la secuencia numérica convencional, correspondencia término a término entre la serie
o ordenada, y una coleccién determinada que forma otra coleccion.
3 C3. Conteo usando patrones
c Habilidad de contar haciendo agrupaciones de igual cantidad de elementos, los saltos mas comunes son de 5 en 5,
8 de 2 en2yde 10 en 10.

C4. Contar de forma mental

Proceso en el cual los nifios pueden decir el cardinal de elementos de una coleccidn sin realizar acciones de
enumeracion uno a uno, este subproceso integra a C2 y C3, e incluso la subitizacion perceptual, debido a que a
partir de agrupaciones subitizables, puede hacer por ejemplo conteo a saltos y hacer un conteo mental.

C5. Contar usando valor posicional

Se cuenta por unidades cuantitativas como lo son los grupos de 10 o los grupos de 10 de 10, el nifio “entiende el
sistema de numeracion en base 10 y el concepto de valor posicional”

CARA~CTERIZACI(')N PROCESOS REFLEXIVOS DE PROFESORES. PRACTICAS DE
ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA CANTIDAD Y EL NUMERO

A continuacion, se presentan algunas reflexiones de los profesores sobre el proceso de desarrollo y
aprendizaje que vive un estudiante de grado primero en relacion con la cantidad; en adelante se
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denominara: Estudiante A. La profesora del Estudiante A considera que la actividad pedagdgica a
desarrollar con el estudiante es un “proceso dificil” por las siguientes razones:

se me dificulta comprenderle; lo poco que he evaluado en él ha sido con el acompafiamiento de la
mama, [...], ella dice: profe, quiero aprovecharlo hoy que esta dispuesto a trabajar [...]. El tiene
actitudes de agresividad y cuando no quiere trabajar, bota todo, es lo que la sefiora ha expresado. La
profe que lo tenia el afio pasado en preescolar reporta esas situaciones, por eso el nifio esta en inclusion
y la mamita expresa que se le trabaja, se le trabaja, ... pero como que se le olvidan las cosas con
facilidad. No sé si cognitivamente presente alguna situacion de déficit cognitivo en si. (GR1, 2021,
Abril 12)

Al respecto otro profesor reconoce que “hasta el momento no se puede valorar con una discapacidad,
hasta que no haya un proceso; [...] en el que se pueda identificar que el nifio definitivamente tiene
dificultad para procesar la informacion que uno le brinda”. Inicialmente algunos de los profesores
proponen implementar una estrategia que permita una interaccién con el Estudiante A, emplear un
set de fichas (Ver Figura 1) que permita establecer una comunicacion con el estudiante y unos
acuerdos minimos de trabajo; puesto que identificaron como barrera para la accesibilidad, la
comunicacion: retraso notorio en el desarrollo del lenguaje.

Valorar el trabajo Pedir la
realizado palabra

Organizar espacio » O < Escuchar las
de trabajo g W= instrucciones

Figura 1. Set de fichas para la interaccion con el Estudiante A
La implementacion de este set de fichas debe complementarse, en palabras de un profesor, con

un lenguaje bésico, instrucciones muy directas, muy cortas, claras, para saber hasta qué punto él tiene
la dificultad. EI problema del lenguaje, de pronunciacién, le puede generar cierta frustracion, también
por eso puede ser que él a veces se torne en agresividad. (GR1, 2021, Abril 12)

Atendiendo a esta recomendacion e implementado el set de fichas para la interaccion con el
Estudiante A; el grupo de profesores organiza una actividad de aprendizaje con la cual pretende
valorar el estado de desarrollo del proceso subitizacion (perceptual), proceso fundamental en la
adquisicion de la cantidad y el nimero. La actividad de aprendizaje invita a que el estudiante pueda
determinar la numerosidad de una coleccidn, figuras de forma cuadrada y de color amarillo; para ello
se presenta durante un tiempo (tres segundos) cada una de las colecciones y se le formula al estudiante
una de las siguientes preguntas: ;Cuantas hay?, ;Cuantas ves?

uno, dos [representa con los dos, tres, [¢cuantos?] cinco, uno, dos, tres, [¢cuéantos?]
dedos la cantidad indicada] ’ ocho cinco, ocho

uno [responde de manera dos [responde de manera ocho [el nifio susurra, es que uno [responde de manera
inmediata] inmediata) son muchos] inmediata]

125



Luis Alexander Castro Miguez y Olga Lucia Ledn Corredor

dos ... tres uno, dos [¢cuéntos?] dos

uno, dos, dos, [¢cuantos?] tres

uno, dos, cinco, ocho

Figura 2. Respuestas del Estudiante A frente a una actividad de subitizacion perceptual

La Figura 2 coloca en evidencia que el Estudiante A realiza subitizacion perceptual hasta dos
elementos indicando la palabra nimero correspondiente. Cuando la coleccion tiene tres o cuatro
elementos procede a contarlos; sin embargo, las palabras nimero que pronuncia no corresponde a la
secuencia numeérica dada por la coleccion. La Tabla 2 presenta algunas de las ideas expuestas por los
profesores sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, el caso de la cantidad

y el nimero.
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Hasta aqui es posible afirmar con Dewey (1998a) que la reflexion no es tan sélo una secuencia de
ideas, sino la responsabilidad con una con-secuencia, puesto que se observa una ordenacion
consecuencial en cada una de las ideas propuestas por los profesores. Algunos de ellos manifiestan
su falta de dominio en la disciplina'y con ello una preocupacion en que las actividades de aprendizaje
tengan un sentido para los estudiantes; hay un cuestionamiento sobre los métodos de ensefianza de
las matematicas, pero ven una oportunidad de cambio en pensar la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas desde el desarrollo de habilidades y procesos, lo que implicaria acciones de auto-
formacion y co-formacion. Esta ordenacion consecuencial de ideas hace que los procesos reflexivos
estén constituidos sistémicamente por el reconocer, el repensar y el reconstruir précticas de ensefianza
de las matemaéticas escolares.

En tiempos de pandemia, los profesores han identificado una serie de barreras que no favorecen las
practicas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, tales como: los estudiantes no cuentan con
las herramientas necesarias (dispositivos tecnoldgicos, conectividad, entre otros) que les permita
hacer parte del proceso; no es posible realizar encuentros sincronicos con los estudiantes para
responder sus inquietudes en tiempo real; falta de dominio, por parte de algunos de los profesores, de
herramientas tecnoldgicas, de la propia disciplina, entre otras. Algunos profesores reconocen que la
memoria de trabajo desarrollada por algunos nifios hace que se favorezcan procesos propios de las
matematicas, uno de los profesores afirma:

El nifio ya hace muchas cosas de subitizacion, tanto perceptual como conceptual, la parte de conteo,
la hace a partir de un nimero y tiene algo, que tengo que estudiar mas a profundidad respecto a tener
la conciencia de la poblacion, y es algo que se llama memoria de trabajo. (GR1, 2021, Abril 12)

Reconocidas estas condiciones, le permite a los profesores repensar sus practicas de ensefianza, en
particular centran su reflexién en las diferentes formas que utilizan los nifios para determinar la
numerosidad de una coleccion de objetos en los que se privilegia los procesos de conteo y subitizacion
(Clements y Sarama, 2015). Uno de los profesores afirma que el conteo es un “proceso por el cual se
asocia un nuamero al tamafio de una coleccion” y esta relacionado con “las acciones sobre los objetos
fisicos, hasta llegar a la constitucidon de unos objetos mentales denominados nimeros, que permiten
operar cantidades” (Calderén y Ledn, 2016, p. 92).

Este conteo puede ser con correspondencia uno a uno, en saltos usando patrones o el valor posicional,
regresivo, verbal, entre otros. Para favorecer el aprendizaje de las matematicas, en particular el
desarrollo del proceso de subitizacidn y conteo, implica un reconstruir de las practicas de ensefianza;
al respecto uno de los profesores afirma que este reconstruir “debe caracterizarse por el compromiso,
la dedicacion, trabajo en equipo y flexibilizacion curricular, que permita lograr interés y mas
participacion de las familias para lograr aprendizajes significativos en los estudiantes, obviamente
con la orientacion docente”.

A MANERA DE CONCLUSION

La formacion continuada de profesores ha producido efectos de diferente orden. Uno de ellos es el
disefio e implementacion de dispositivos didacticos a partir de Ambientes de Aprendizajes Accesibles
gue puede ser virtuales, remotos y/o presenciales. Estos dispositivos se pueden clasificar en digitales
y analdgicos. Entre los digitales, se destaca las aplicaciones, los portales web y los videos; entre los
analogicos, las guias impresas desde la elaboracion de cartillas y talleres, los artefactos desde la
elaboracion de mallas, tiras y cuadros, el dbaco de soroban, la rejilla o caja de diez y fichas de
subitizacion (Ver Figura 48).

Ademas se cuenta con una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para la cantidad y el nimero,
construida y enriquecida desde los diferentes Grupos de Reflexion y los resultados de diferentes
investigaciones (Alonso, 2019; Calderon y Ledn, 2016; Clements y Sarama, 2015; Martinez, 2019);
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y una Trayectoria Real de Aprendizaje de la cantidad y el nimero para dos estudiantes de grado
primero.

Finalmente, desde los procesos reflexivos de profesores de matemaéticas, se han identificado tres
modalidades de interaccion para el aprendizaje: auto-aprendizaje, co-aprendizaje y hetero-
aprendizaje. Estas experiencias de aprendizaje les permitieron a los profesores de preescolar y basica
primara reconocer, repensar y reconstruir practicas de ensefianza de las matematicas escolares
personalizadas, innovadoras, creativas, flexibles, afectivas, incluyentes, reflexivas, con incorporacion
de las TIC e involucrando a la familia.
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Resumen

A través de esta actividad buscamos la conexion de diferentes etapas de nuestro sistema educativo y
la investigacién acerca de la trasmision del conocimiento desde la Universidad hasta Primaria
pasando por la etapa de Secundaria. Un grupo de alumnos de tercer y cuarto curso de ESO de
nuestro instituto han recibido asesoramiento y formacion por parte de alumnos del grado de
magisterio con el fin de ocupar el rol de profesores y explicar contenidos matematicos a los alumnos
de sexto curso de Primaria del Colegio Cruce de Castilla.

Palabras clave: etapas, matematicas, alumnos profesores, cambio de roles

INSTITUCIONES PARTICIPANTES

Colegio Cruce de Castilla, Venta de Bafios, provincia de Palencia.
Instituto de educacion secundaria obligatoria Recesvinto, Venta de Bafos, provincia de Palencia.
Facultad de Educacion de Palencia, Universidad de Valladolid.

JUSTIFICACION

Uno de los principales pilares de la educacion es la labor que realizan los docentes, una profesion que
quizas no siempre es tan reconocida como deberia serlo. Por desgracia, en ocasiones la carrera
docente no estd lo suficientemente valorada y no son muchos los alumnos cuya vocacion es ese
camino. Con este proyecto se intenta, entre otras cosas, despertar vocaciones docentes en nuestros
alumnos. Y qué mejor forma que hacerlo que con un intercambio de roles que convierta a los alumnos
en docentes y les haga sujetos principales del hecho educativo.

La LOMLOE, en su exposicion de motivos, incide en la importancia del curriculo como elemento
estructural que garantice una educacion inclusiva, acorde a la adquisicion de competencias y que
respete la diversidad.

Siguiendo estos principios, durante el curso 2021-2022, hemos desarrollado en el IES Recesvinto la
actividad “Conectando etapas. Una experiencia de intercambio de roles”.

Esta actividad ha sido organizada por el departamento de Matematicas del IES Recesvinto de Venta
de Bafios en colaboracion con el Colegio Cruce de Castilla de Venta de Bafios y el Departamento de
Pedagogia del grado de Magisterio de la UVA de Palencia.

A través de esta actividad buscamos la conexion de diferentes etapas de nuestro sistema educativo y
la investigacion acerca de la trasmision del conocimiento desde la Universidad hasta Primaria
pasando por la etapa de Secundaria.

La actividad, desarrollada en varias fases, ha consistido a grandes rasgos, en que un grupo de alumnos
de tercer y cuarto curso de ESO del IES Recesvinto de Venta de Barios, han recibido asesoramiento
y formacion por parte de alumnos del grado de magisterio con el fin de ocupar el rol de profesores y
explicar contenidos matematicos a los alumnos de sexto curso de Primaria del Colegio Cruce de
Castilla.
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Esta actividad encaja, a nuestro juicio, de manera perfecta con el modelo de situacién de aprendizaje
planteado por el borrador del curriculo de Educacién Secundaria Obligatoria publicado por la Junta
de Castillay Leon y asi mismo esta en consonancia con el articulo 2 del Real Decreto 217/2022, de
29 de marzo

Dicho borrador nos describe con precision lo que entendemos por situacion de aprendizaje.

Situacion de aprendizaje es el conjunto de momentos, circunstancias, disposiciones y
escenarios alineados con las competencias clave y con las competencias especificas a ellas
vinculadas, que requieren por parte del alumnado la resolucion de actividades y tareas
secuenciadas a través de la movilizacion de estrategias y contenidos, y que contribuyen a
la adquisicion y desarrollo de las competencias.

Al situar a nuestros alumnos en el rol de profesores les damos la oportunidad de entender la
complejidad del hecho educativo. En vez de ser sujetos meramente pasivos, que se limitan a
interactuar acorde a las pautas dictadas por el profesorado, ahora son ellos los que tienen que
desarrollar actividades y pensar estrategias para que otros alumnos asimilen unos contenidos que, a
su vez, de algin modo contribuyan al desarrollo de unas competencias. Y todo esto, sin perder de
vista el marco legal. Este proceso obliga al alumnado a generar un punto de visto mas amplio y global
y a entender la importancia de dominar los contenidos y desarrollar tareas.

OBJETIVOS

Nuestro objetivo principal es convertir a nuestro alumnado en el actor principal del proceso de
ensefianza- aprendizaje. Para ello proponemos un cambio de rol y que alumnos de 3° y 4° curso de
Educacion Secundaria Obligatoria, ocupen el de profesor de alumnos de 5° y 6° de Educacién
Primaria. Ayudados por sus profesores, deberan disefiar una pequefia unidad didactica que permita
de forma ludica alcanzar unos objetivos previamente fijados.

Con esto conseguimos trabajar diferentes competencias.
Competencia linglistica: Es una actividad basada en la comunicacion oral

Competencia matematica: Se plantean problemas y situaciones de aprendizaje que desarrollen la
I6gica y el pensamiento matematico.

Competencia personal, social y de aprender a aprender: Buscamos que los alumnos reflexionen sobre
los diversos estilos de aprendizaje y sobre la forma de ensefiar y transmitir contenidos.

Competencia ciudadana: Trabajamos en todo momento de forma grupal y cooperativa, con el doble
objetivo de aprender y ensefiar.

Competencia emprendedora: Se fomenta que sean los propios alumnos los que disefien situaciones
en las que profundizar en los contenidos del curriculo

FASES DEL PROYECTO
El desarrollo del proyecto incluye varias fases que se desarrollaron de forma no lineal.

Primera fase

Esta primera fase tuvo un caracter preparatorio. En ella el profesorado responsable de los tres centros
participantes coordinamos los pormenores relativos a la organizacién de la actividad.

Se realizaron dos reuniones online en las que se decidio el alumnado que iba a participar, asi como
las fechas y los contenidos curriculares a impartir. Se decidié que las actividades a desarrollar
versarian alrededor del contenido curricular de los bloques de Geometria y Probabilidad del curriculo
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de 5°y 6° curso de Primaria. Quiero destacar las facilidades de todas las partes implicadas para cuadrar
el calendario.

Segunda fase

En esta segunda fase un grupo de alumnos del de educacion social, tutorizados por su profesora,
prepararon una bateria de actividades relacionadas con la Geometria y la Probabilidad y las realizaron
con los alumnos de Secundaria del instituto. En estas actividades se busca un enfoque préctico y
ludico a través de situaciones concretas en las que se puedan trabajar contenidos curriculares de
Matematicas. Ademas, les dieron nociones sobre didéctica de matematicas, en qué se deben centrar
las explicaciones para que el alumnado seleccionado aproveche la actividad.

Tercera fase

En la tercera y Gltima fase son los alumnos de Secundaria los que deben disefiar actividades préacticas,
orientadas a los alumnos de quinto y sexto de Primaria, que permitan a dichos alumnos profundizar
en contenidos curriculares de matematicas correspondientes a su nivel educativo. Estas actividades
son coordinadas por todos los profesores implicados y se realizan en dos sesiones, una en el colegio
y otra en el instituto. Los alumnos le dieron un enfoque totalmente manipulativo, intentando mostrar
a los alumnos de 5° y 6° un enfoque curricular mas préctico que el que estan acostumbrados a ver en
clase. Ademas, los “alumnos profesores” disefiaron la actividad en forma de gymkana. Los alumnos
de 5°y 6° se repartieron en grupos de 4 o 5 alumnos. Cada pareja de “alumnos profesores” disefio una
prueba de la gymkana y los alumnos tenian 8 minutos (aproximadamente) para resolver cada prueba.
El tiempo era controlado por el profesorado del IES Recesvinto. En total, los alumnos de 5° y 6°
pasaron por 8 0 9 pruebas.

ACTIVIDADES REALIZADAS
Geometria

Se realizaron las siguientes actividades que fueron disefiadas por alumnos de 4° de ESO con la
supervisién de sus profesores.

Tangram. Proponemos construir una figura sencilla de Tangram y posteriormente calcular su area.

Forma figuras y calcula sus areas. Los alumnos formaran diferentes figuras geométricas como
circulos, cuadrados y rectangulos. Tendran que colocar en un panel gomas de diferentes formas para
asi crear las figuras. Una vez creadas cogeran una regla y mediran las distancias necesarias para poder
utilizar las férmulas ya aprendidas.

Simon dice. La actividad consiste en realizar la dinamica de “Simon dice” incorporando aspectos de
geometria como formar lineas paralelas, perpendiculares, secantes, triangulos equilateros, isosceles,
escaleno, rectdngulos, acutangulos... Este tipo de figuras se formardn o bien con el cuerpo o bien con
objetos cualquiera y posteriormente se hallaran perimetros y areas a partir de la propia figura que
ellos hayan creado.
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Triangulando. Con los diferentes triangulos entregados, ellos tendran que crear su propia figura en
grupo. Una vez formada esta figura, tendran que calcular el area. Para ello, tendran una regla para
poder tomar medidas de la base y la altura de los diferentes triangulos entregados y asi poder ejecutar
la formula del area del triangulo. Contaran también con una hoja y un boligrafo para que realicen los
calculos pertinentes. Una vez calculado el area de cada uno de los tridngulos entregados, tendran que
sumarlas para asi conseguir el area de la figura que ellos mismos han creado.

Probabilidad

Se realizaron las siguientes actividades que fueron disefiadas por alumnos de 3° de ESO con la
supervision de sus profesores.

Elegimos puerta, ¢cabra o coche? El clasico problema de Monty-Hall. Hay dos puertas con dos
cabras y una con un coche. Elegimos puerta y el presentador nos propone cambiar tras ensefiarnos
una puerta con cabra. ;Debemos cambiar? ;Mejoran nuestras opciones de ganar un coche si
cambiamos? ¢ Daré igual si cambiamos?

Ruleta, ¢es un juego justo? ;Que pasa con el 0? Planteamos las reglas de la ruleta y a traves del juego,
analizamos la injusticia de este juego. La banca siempre gana.

Blackjack ¢Hay alguna estrategia ganadora? ¢Sirve de algo contar las cartas?
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Sumamos las caras superiores de 2 dados cubicos. Organizamos una carrera. Avanzamos segun la
suma obtenida. /Cuél es la probabilidad de cada suma? ;Por qué el 7 se repite mas veces?
Profundizamos en la regla de Laplace.

Lanzamiento de dados, ¢Es ventajoso apostar a que obtendremos al menos un 6 al lanzar 4 dados?
Se trata de otro clasico problema, el de las apuestas ventajosas que el caballero de Mere, plante6 a
Pascal. A través del lanzamiento repetido de dados, seguimos profundizando en la regla de Laplace.

CONCLUSIONES

Esta actividad es idonea para la etapa de Secundaria al poner a nuestros alumnos como figura
primordial y sujeto principal del hecho educativo. Fomenta y cuida el empleo de una correcta
expresién oral y obliga a nuestro alumnado a proponer formas diversas y variadas de abordar los
conocimientos y contenidos del curriculo.

Resumiendo esta actividad en tres palabras, podemos afirmar que es motivadora, creativa e inclusiva.
Motivadora:

Esta es una actividad que nuestros alumnos nunca habian realizado. Aunque gran parte de nuestro
alumnado ya habia trabajado la expresion oral en diversas materias, el hecho de adoptar el rol de
profesor y dirigirse a alumnos de menor edad, supone un nuevo reto que nos parece que en si mismo
ya justificaria la actividad
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Creativa:

En el disefio de la actividad, comenzamos planteando unos contenidos curriculares de Primaria que,
en teoria, nuestro alumnado conoce. Son los alumnos de Secundaria los que deben disefiar actividades
graduadas para que los alumnos de Primaria alcancen dichos objetivos. Evidentemente esto les obliga
a pensar, imaginar situaciones de aprendizaje y fomenta la creatividad.

Inclusiva:

Una vez disefiadas las primeras actividades, hacemos ver a nuestros alumnos, la diversidad que,
afortunadamente, habita en nuestras aulas y la necesidad de que dichas actividades contemplen
diversos escenarios, tanto como para alumnos con dificultades de aprendizaje del tipo que sean, tanto
como para aquellos alumnos con capacidades superiores a la media.

Del mismo modo, les podemos hacer valorar la importancia del lenguaje a la hora de disefiar
actividades que no generen rechazo e incluyan a todos por igual.
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CREACION DE TAREAS EN CONTEXTOS REALES
ATENDIENDO A LA MODELIZACION MATEMATICA POR
ESTUDIANTES DE EDUCACION PRIMARIA

Lorena Garcia Fernandez?, J.M. Chamoso Sanchez®y M. Mercedes Rodriguez Sanchez®.

4 Facultad de Educacion, Universidad de Salamanca

Resumen

La literatura aconseja que los estudiantes creen tareas partiendo de contextos reales, para vincular
su aprendizaje matematico a situaciones cercanas a su contexto cotidiano. El objetivo de este trabajo
es analizar las tareas creadas y resueltas por alumnos de Primaria teniendo en cuenta su
autenticidad, contexto real, dominio cognitivo y apertura, asi como las fases de modelizacion
seguidas. Para ello, los alumnos, en grupos, crearon tareas y las resolvieron durante dos sesiones
del desarrollo usual del curso. Los resultados mostraron que los discentes crearon muchas tareas
abiertas, pero, a la vez, exigiendo un escaso razonamiento y con limitada explicitacion del
procedimiento en la resolucion. A pesar de la escasez de la muestra, la realizacion de este trabajo
mostré una gran motivacion de los estudiantes, asi como la importancia de profundizar en la
utilizacion de tareas auténticas, con contexto real y abiertas en el aula de Primaria para favorecer
el pensamiento critico, discursivo y argumentativo de los alumnos.

Palabras clave: Creacion de tareas, contexto real, autenticidad, apertura, dominio cognitivo.

Introduccion

Los contenidos de Matematicas, en el aula de Primaria, deben presentarse vinculados a un contexto
real, donde los alumnos den sentido proximo a lo que hacen. La realizacion de actividades en
situaciones de la vida cotidiana cercanas a los alumnos puede ayudar a que sean conscientes de, por
ejemplo, cuénto valen los productos o que hay que planificar, anticipar, organizar las tareas y tomar
decisiones de forma responsable (Alberti, 2018).

Ademas, hay que tener en cuenta dos aspectos importantes: las Matematicas estan presentes en otras
areas de conocimiento como, por ejemplo, la literatura, el arte, las ciencias naturales o la mdsica; y
la resolucion de problemas se considera un aspecto esencial en el proceso de ensefianza-aprendizaje
de Matematicas en todos los niveles educativos (Blanco y Cardenas, 2013).

Cuando los alumnos resuelven tareas, recorren una serie de fases del proceso de modelizacion
matematica, entendido como los ciclos que describen los procesos a través de los cuales se resuelve
un problema real. Estos procesos son: formular (formulacion de situaciones matematicamente),
emplear (uso de conceptos, hechos, procedimientos, razonamientos matematicos para conseguir
resultados), interpretar (interpretacion de los resultados obtenidos) y evaluar (evaluacion de los
resultados y de su interpretacién como respuesta al problema real; Figura 1).

Las caracteristicas de las tareas que realizan los discentes tienen un gran efecto en la naturaleza de su
aprendizaje. Constituyen uno de los principales medios con los que el docente puede perseguir el
aprendizaje de las competencias matematicas en su alumnado (Hiebert y Grouws, 2007). De ahi la
importancia del papel del docente que, por ejemplo, debe partir de la situacion y necesidades de sus
alumnos, variar sus métodos de ensefianza, seguir un ritmo adecuado, considerar contextos cercanos,
y conseguir que los educandos sean los protagonistas de su aprendizaje y trabajen de forma auténoma.
Se espera que ello produzca una motivacion en el alumno y favorezca su aprendizaje matematico.
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Figura 1. Ciclo de modelizacién (adaptado de OCDE, 2017).

Este trabajo tiene como objetivo analizar las tareas creadas por un grupo de alumnos de 6° de Primaria
en el marco de un contexto real. Existen escasos trabajos que analicen la creacion de tareas por los
alumnos en el aula de matematicas, entre los que se puede destacar el de Chamoso y Céaceres (2018)
con futuros docentes de Primaria. Sus resultados mostraron que las 306 tareas creadas desarrollaban
dominios cognitivos de reproduccion (62%), conexiones (33%) y reflexion (5%). Asimismo, las
tareas creadas se organizaron en auténticas (47%), verosimiles (7%) y ficticias (46%) atendiendo a
las dimensiones en las que se basaban. Se resalta que, pese a que en la mayoria de los proyectos
analizados figuraban tareas auténticas, en algunos todas eran ficticias. Ademas, se destacaba que la
autenticidad de las tareas auténticas estaba relacionada con el nivel de capacidad cognitiva que se
activara, de manera que las tareas auténticas desarrollaban principalmente capacidades de reflexion
mientras que las tareas ficticias desarrollaban sobre todo capacidades de reproduccién. Por otro lado,
el 18 % fueron abiertas, de las que el 70% de ellas también fueron auténticas.

Objetivo

Analizar las tareas matematicas creadas por el alumnado de 6° de Educacion Primaria vinculadas a
un contexto real, atendiendo a la apertura, autenticidad, contexto real, dominio cognitivo y etapas de
modelizacion matemaética.

Metodologia
Contexto y muestra

La investigacion se llevo a cabo con un grupo de 18 estudiantes (10 mujeres, 55,56% y 8 varones,
44,44%) en un aula de Matematicas de 6° curso de Educacion Primaria, en un centro educativo
concertado de la provincia salmantina, durante el curso académico 2021-2022. Se realiz6 en dos
sesiones: la primera de 60 minutos y la segunda de 40 minutos.

Procedimiento
El procedimiento para la recogida de datos fue el siguiente:

Sesion 1: Resolucion de tareas matematicas en contextos reales y creacion de tareas matematicas (60
minutos).

a) Los alumnos se distribuyeron en grupos (5 grupos de 3-4 personas; 5 minutos).

b) Se present6 a todos los alumnos, en un Power Point, 5 tareas basadas en contextos reales
motivadores y proximos a los alumnos. Estas tareas habian sido creadas por el docente
buscando un enfoque globalizado y el desarrollo de diversas competencias matematicas pero
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también de otras areas de conocimiento y de aspectos relacionados con la vida cotidiana. Las
tareas abordaban contenidos de, principalmente, Numeracion (50%), Medida (20%), Geometria
(20%), y Logica y Organizacion de la informacion (10%) (toda la clase; 5 minutos).

c) Los estudiantes, en cada grupo, debian resolver 4 de las 5 tareas propuestas, cada una en uno
de los folios que se les aportaron. Para ello, cada grupo disponia de las 5 tareas en tarjetas
independientes (en grupos; 25 minutos).

d) Los estudiantes, en cada grupo, debian elegir un contexto préximo a su vida cotidiana y crear 2
tareas reales en ese contexto (en grupos; 20 minutos).

e) Reflexion del trabajo realizado e informacion del objetivo y desarrollo de la siguiente sesion
(toda la clase; 5 minutos).

Sesion 2: Presentacion de las tareas creadas y valoracion global (40 minutos).

a) Cada grupo expuso las tareas matematicas creadas al resto de los compafieros (toda la clase; 25
minutos).

b) Valoracion del trabajo desarrollado y reflexion final. Para ello se analizaron los aspectos
positivos y negativos del desarrollo de las dos sesiones (toda la clase; 15 minutos).

Algunos ejemplos de la resolucién de tareas por los alumnos (Figura 2) y de tareas creadas por los
propios alumnos (Figura 3, Figura 4 y Figura 5) son:

Contexto real:

El huerto ecoldgico.

En el huerto que tenemos en el colegio (Las Siervas de San
José) vuestros compaiieros de 1° de la ESO sembraron
antes de la cuarentena en un lado del huerto 6.975 kg de
cereales y 2500 kg de cereales en el otro lado del huerto.
Este aiio han cosechado 2 400 kg y el resto lo envasaron
en sacos de 25 kg. cada uno, vendiéndolos 10,50 € el saco
ala asociacion agraria ASAJA de Salamanca. Los alumnos
de 1° ESO necesitan obtener dinero de la plantacion para
que todos podamos seguir usando el huerto ecologico y
para irse de excursion a Barcelona a finales del curso
presente (2021/2022). ; Podréis ayudarles?

@) ;Cudl fue el dinero total obtenido de la venta de cereal
a los agricultores jovenes de ASAJA?

b) Si al dinero obtenido con la venta le aiiadimos el 4 %
de I.V.A. ; Cudl seria el importe total?
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Figura 3. Tarea creada basada en un contexto real por un grupo de alumnos. El supermercado.

Y I‘ 5 'l;
Figura 4. Tarea creada basada en un contexto real por un grupo de alumnos. Pedro y la tienda.

Figura 5. Tarea creada basada en un contexto real por un grupo de alumnos. El vendedor de vacas.
Datos

Cada uno de los 5 grupos de alumnos crearon 2 tareas (10 en total). 4 de ellas no fueron consideradas
por estar incompletas. De esa forma, los datos fueron las 6 tareas creadas completas por los alumnos.

Analisis de datos
Las tareas creadas por los alumnos se analizaron en los siguientes sentidos:

a) Autenticidad: Atendiendo a las categorias de auténtica, verosimil y ficticia teniendo en cuenta
sus dimensiones principales (evento, pregunta e informacion) y secundarias (proposito y
especificidad de los datos) (mas detalle en Caceres et al.,2015).

b) Contexto real: Atendiendo a si estaban enmarcadas en un contexto que no es cercano a la vida
cotidiana y si lo estaban en un contexto real.

c) Dominio cognitivo: Atendiendo a las categorias de conocimiento, aplicacion y razonamiento
(mas detalle en Mullis y Martin, 2019).
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d) Apertura: Atendiendo a si su respuesta era cerrada (una Unica opcion de respuesta correcta) o
abierta (varias opciones de respuesta correctas).

e) Ciclo de modelizacion matematica: Atendiendo a los ciclos de formular, emplear, interpretar,
y evaluar, que cada uno de ellos se valoraron de 1-5 (OCDE, 2017).

Resultados y discusion

Los resultados obtenidos al analizar las tareas creadas por alumnos de Primaria, en grupos, en el aula
de matemaéticas se explican a continuacion. El 50% de las tareas creadas fueron auténticas, el 33%
verosimiles y el 17% ficticias. Ello hace que la mayor parte de ellas fueron auténticas o con
posibilidad de convertirse en auténticas. Ademas, el 100% se enmarcaban en un contexto real, algo
esperable dado el marco en que se crearon las tareas, pero que confirma que la formacion fue adecuada
y que los alumnos entendieron los objetivos que se pretendian con la actividad. Respecto al dominio
cognitivo, el 43% de las tareas creadas fueron de conocimiento, 43% de aplicacion y 14% de
razonamiento. Estos resultados pueden ser coherentes con la formacién recibida por los estudiantes
en sus afios escolares que, en general, suele basarse en una ensefianza basada en el conocimiento de
procedimientos y, en algunos casos, aplicacion de los mismos, con escaso razonamiento. Pero es
necesario que el alumnado, antes de resolver una tarea, la comprenda, lo cual supone la activacion de
dominios cognitivos que les permitan seleccionar las herramientas, habilidades cognitivas y
competencias necesarias para poder hacer una representacion mental que conduciran a la resolucion
de la tarea (Chamoso et al., 2013). Respecto a la apertura de las tareas, el 100% de las tareas fueron
cerradas, con una unica solucion correcta. En ello puede tener influencia la ensefianza recibida, basada
en el libro de texto, que suele mostrar una ausencia de tareas abiertas que favorezcan la reflexion y el
razonamiento.

En lo que se refiere a las fases del ciclo de modelizacion mostrada en la resolucion de las tareas por
los grupos de alumnos, respecto a la formulacién de datos, en la mayoria de las tareas tendieron a
resolverlas de distinta forma, presentando en unos casos niveles 3y 4y, en otros, nivel 1. Respecto a
la categoria de emplear, la explicitacion del procedimiento no se muestra en ninguna de las tareas,
quizés porque no estén habituados a hacerlo, ya que en el aula suele primar la velocidad de resolucion
basada en el empleo de procedimientos algoritmicos de forma memoristica, con escasa justificacion
y sentido de lo realizado. Respecto a la categoria de interpretar, solo en una de las tareas se interpretan
los resultados. Con relacion a la evaluacion, todos los alumnos alcanzaron un nivel 2, donde el
resultado responde a la pregunta, pero no explicita que se haya tenido en cuenta el contexto real. Esta
forma de resolver las tareas de manera superficial va acorde con el desarrollo de las clases
tradicionales de Matemaéticas, donde se prima mas la automatizacion de los procedimientos y las
respuestas correctas que la adecuada explicacién del procedimiento y la justificacién del resultado y
de lo realizado. Esto debe hacer reflexionar, a la vez que buscar la forma de mejorar esos aspectos
que pueden ser importantes para conseguir un mayor razonamiento de los alumnos y puede abrir
futuras lineas de investigacion.

A pesar de la escasez de la muestra de este trabajo, y la escasez de trabajos realizados con el objetivo
de analizar las tareas creadas por alumnos de Primaria, podemos comparar los resultados obtenidos
con las tareas creadas con futuros docentes. Por ejemplo, en el estudio de Chamoso y Caceres (2018),
de las 306 tareas creadas, el 47% eran auténticas, el 7% verosimiles y el 46% ficticias. Ademas, el
62% tuvo un dominio de conocimiento, el 33% de aplicacion y el 5% de razonamiento. En otro
sentido, el 18% fueron abiertas y, las demas, cerradas. La comparacion de los resultados de este
trabajo con los de futuros docentes puede sugerir reflexiones y abrir futuras lineas de investigacion.
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Conclusiones

Este trabajo presenta una forma innovadora de ensefianza de las Matematicas en el aula de Primaria
donde los alumnos, en grupos colaborativos, crearon y resolvieron tareas basadas en contextos reales,
cercanos a su vida cotidiana. La planificacion del trabajo del docente puede ser interesante, ya que
cred varias tareas cercanas al contexto de los alumnos de Primaria, planificd dos sesiones de aula e
implemento las sesiones con los estudiantes, que pueden hacer reflexionar y analizar las posibilidades
de seguir una ensefianza en sentido similar. Los alumnos trabajaron con una gran motivacion que se
reflejé en la reflexion final. Algo parecido sucedio con el docente. Los resultados conseguidos en el
trabajo desarrollado por los alumnos son interesantes, que no son inferiores a los conseguidos en otros
trabajos con futuros docentes de matematicas.

Referido a la metodologia empleada, se destacan varios aspectos. Por ejemplo, la importancia de
considerar un contexto real, cercano a los alumnos; el desarrollo de un trabajo colaborativo entre los
alumnos, y la creacion y resoluciéon de tareas diferentes a las habituales. Todo ello exigié un
importante trabajo previo del docente y una planificacion adecuada, pero, a la vez, produjo una gran
motivacion del docente y de los estudiantes, y unos resultados de intereés.

Referido a los resultados obtenidos, parece necesario el acercamiento de la ensefianza y el aprendizaje
a contextos cercanos a los alumnos de manera que los discentes sepan aplicar los conocimientos en
situaciones concretas reales. La mayoria del alumnado suele desarrollar, principalmente, el
conocimiento matematico y, si acaso, su aplicacion de manera automatica y memoristica, con escaso
razonamiento. Ello suele ser favorecido por el uso del libro de texto donde las actividades suelen
seguir una misma linea de aplicar el conocimiento que previamente se ha tratado, lo que lleva a que
los alumnos automaticen esa forma de enfrentarse a las tareas y que dificulta el uso del pensamiento
reflexivo para comprender qué se esta haciendo.

Asimismo, si se observan las fases del ciclo de modelizacion por las que pasa la resolucion de las
tareas por los discentes podemos observar que lo hicieron de una forma superficial ya que, en la
mayoria de los casos, no justificaron los datos empleados, ni los pasos seguidos en el procedimiento
de resolucion de la tarea, ni tampoco interpretaron razonadamente los resultados. Quizas los discentes
estan habituados a la resolucién de tareas de esa forma, otorgando mayor importancia a obtener una
respuesta correcta que al procedimiento seguido. Es preciso recordar la importancia de que el
alumnado tenga capacidad para emplear e interpretar las matematicas en diversos contextos emitiendo
juicios reflexivos y fundamentados, que permita asegurar que comprende lo que esta haciendo.

Una de las principales limitaciones que se muestran en este trabajo es el tamafio reducido de la
muestra. No es facil conseguir trabajar en este sentido en los centros educativos. Como perspectiva
de futuro, resultaria interesante ampliar la muestra, a la vez que trabajar de una forma similar en otros
cursos de Primaria o en diferentes niveles educativos. Y en otros contextos educativos como
ensefianza rural y urbana. También se podrian tener en cuenta otras comunidades autbnomas y otros
paises. Desarrollar un trabajo similar con estudiantes con necesidades educativas especiales podria
ser de interés. También podria serlo en contextos con estudiantes inmigrantes o que se han formado
en otros contextos interculturales. Todo ello podria avanzar en conseguir resultados que podrian
compararse con los de este trabajo y abrir futuras lineas de innovacién e investigacion.

Por otra parte, seria ideal conjugar la presencia en el aula de sesiones que combinen la creacion de
tareas reales vinculadas a la vida cotidiana y el empleo del libro de texto, donde figuren actividades
y tareas que impliquen el desarrollo de la logica, con tareas motivadoras, reflexivas, en las que el
procedimiento que se utilice no sea el uso del habitual libro de texto sino que se afiadan otros aspectos
que ayuden a los alumnos a reflexionar, razonar, comunicar y ser conscientes de lo que estan
haciendo.
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DRONES Y MATEMATICAS

Méximo Gomez Florez, Aurora Martin Garcia y Maria Teresa Cuella Martin

Colegio Maestro Avila

Resumen

La presente comunicacion pretende mostrar los aspectos mas basicos de los drones educativos como
una herramienta que permita el desarrollo de las competencias matematicas en un aula de Primaria
0 Educacion Secundaria y Bachillerato. En particular, ensefiaremos los tipos de drones educativos
mas utilizados, con sus ventajas e inconvenientes, el software y las aplicaciones mas utilizadas para
la programacion, y el control del dron. Por ultimo, mostraremos un conjunto de experiencias o
actividades para desarrollar en el aula.

Palabras clave: Drones, innovacion, STEM, trabajo cooperativo, Secundaria.

INTRODUCCION

Los drones se pueden utilizar como un elemento motivador en el area de las matematicas. Permiten

trabajar el pensamiento computacional, el razonamiento ldgico, la resoluciéon de problemas y el
trabajo colaborativo entre otras competencias. Como aplicacion de los drones en el aula hemos
propuesto a nuestros alumnos actividades o problemas matematicos que permitan el manejo y el
control autbnomo del vuelo de un dron. Estas actividades estan orientadas a alumnos de bachillerato,
pero se puede extender a los Ultimos cursos de primaria y toda secundaria.

Algunos de los conceptos y problemas que podemos trabajar con los drones en el aula son los
sistemas de coordenadas: cartesiano, polar, esférico, ecuacion del plano, vectores, resolucion de
ecuaciones, funciones, curvas orientadas, focal de una curva, parametrizacién de curvas, derivadas,
geometria: Teorema de Pitagoras, &ngulos, giros, poligonos...etc.

Drones educativos mas utilizados.

La mayoria de los drones presentan sus propias plataformas educativas de pago o parcialmente
abiertas donde encontramos: documentacion, apps para el manejo del dron, cursos de formacion,
aplicaciones para programar los vuelos, simuladores de vuelo, kits de construccion del dron, foros,
actividades o misiones de vuelo... El precio del dron educativo puede variar de los 100 a los 300
euros dependiendo del equipamiento y la autonomia del dron. La siguiente lista muestra los dones
maés utilizados en educacion:

e Rabolink CoDrone Lite & Pro kit educativo.
o Sky Viper 1700 kit de drone acrobatico.

o Makeblock Airblock.

o Kit PlutoX de Dronea Aviation.

e DJI Tello EDU drone.

e Parrot Mambo Fly.
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En general, todos estos drones se pueden manejar desde un mavil, tablet o un pc. Son muy ligeros,
tienen una autonomia de vuelo de 10 a 15 minutos y estan equipados con protectores de hélice, lo que
les hace muy seguros para utilizar en el aula.

De todos los drones destaca el Parrot Mambo, y sobre todo en DJI TELLO EDU o su hermano mas
econdmico DJI RYZE TELLO por su integracion en diversas plataformas educativas STEM, la
facilidad para adquirir recambios, las numerosas apps abiertas o webs para su programacion, y sobre
todo por toda la documentacion que puedes encontrar en internet.

Dron DJI TELLO EDU y la aplicacion DRONEBLOCKS.

Nosotros hemos utilizado el DJI TELLO EDU, Figura 1, que es un dron de dimensiones 98 x 92.5 x
41 mm, y tiene un peso de 80 gramos, con cdmara y sistema de posicionamiento por vision. Se
puede programar con una app que utiliza un software de bloques similar a scratch llamada
DroneBloch o con TELLO EDU App y de forma més seria en Swift o Python.

DRONEBLOCKS

Figura 13. Dron educativo DJI Tello Edu e icono de la aplicacién DroneBlocks.

DroneBlokcs y los movimientos basicos de TELLO.

DoneBlocks es una aplicacion que permite programar los movimientos del dron y manejar su camara.
Se puede instalar en un movil o tablet desde Apple Store/Google Play Store o desde la web de
DroneBlocks https://droneblocks.io/. Tello utiliza el sistema de referencia cartesiano de la Figura 2.

y X Aterrizar
( S‘; % \ ‘ D Sistema de m
! referencia “propio”

Figura 2. Sistema de referencia cartesiano de dron Telloy

bloques DroneBlocks para el aterrizaje y despegue.
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Drones y matematicas

y los comandos takeoff/land para el despegue/aterrizaje del dron. El resto de los movimientos basicos
del dron se resumen en el Figura 3.

Adelante Atras

fly forward m fly backward Gm
Derecha lzquierda

fiy right X KD X 20 [om -
Arriba Abajo

fiy up ofE5) CIED fiy down of X CTED
Guifiada derecha Guinada izquierda
yaw right m degrees yaw left m degrees

Traslacion “propia” x,y,z
x fly tox UK v rA 70 fcm - |

Figura 3. Bloques basicos para el movimiento del dron.

&
o

ACTIVIDADES O “MISIONES” PROPUESTAS EN EL AULA.

En este apartado vamos a ver algunas actividades que se pueden trabajar en el aula, aunque nosotros
preferimos lldmalas misiones. Todas las misiones propuestas en este comunicado se pueden
programar con DoneBlocks, y dependiendo de la dificultad, se pueden trabajar desde los Gltimos
cursos de primaria a la ESO y bachillerato.

Mision 0: “Hola mundo”

En esta mision el dron debe despegar del suelo, subir 1 metro y aterrizar en una superficie
determinada, por ejemplo, un pupitre situado a 1 metro y medio.

g l’»— —— e ‘

takeoff

takeoff

o o v oEED - WD 0

land

b 4

Figura 4. Cddigo DoneBlocks para la mision 0.
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En la Figura 4. se representa el cddigo para esta primera mision. Por sencillez hemos colocado el
pupitre en el eje y. Cuando el dron despega siempre sube una altura de 1 metro, y durante varios
segundos se mantiene en esta posicion para estabilizarse. A partir de esta altura se ejecutaran el resto
de los bloques del cddigo. El camino marcado en linea de trazos azul de la figura 4 representa esta
misién con su codigo en la parte superior. El segundo cddigo que aparece en la Figura 4 también
resuelve la mision, pero describe la trayectoria marcada en amarillo.

Mision 1: Tridngulo equilatero.

En esta mision el dron debe despegar del suelo, subir 1 metro y en un plano horizontal trazar un
triangulo equilatero de medio metro de lado.

takeoff

\
takeoff
P, 5\ fy forward ofiERY] CEXD LY 100 [om -]
S S,
\ 1
605 yaw right m degrees E
fy forward WiERY] EED fy forward WfER)] 2D
/ \
/ A% yaw right m degrees yaw right ﬂ degrees
’ \
0 0
\50 60 ( fly forward nm m
’ ______ — e e e = u— yaw right m degrees

i

Cédigo Cédigo mejorado

Figura 5. Cddigo DoneBlocks para la misién 1.

Después de despegar el dron y subir 1 metro, en esta mision tendremos que repetir tres veces, una
por cada lado del triangulo, los movimientos: avanzar hacia adelante 50 cm y girar 60°.
DroneBlocks permite optimizar el codigo afiadiendo un bucle repeticion, “codigo mejorado” en la
Figura 5.

Mision 2: Pentagono.

En esta mision el dron debe despegar del suelo, subir 1 metro y en un plano horizontal trazar un
pentadgono de medio metro de lado.

takeoff

£ Altura + R
[ Arista + K5
set to

set LNFTNED to

fly up

fy forward - (YPTRD| CIE
yawright  CTFTEES  degrees fly forward Lcm -

 and | yawright = XIS degrees

Cédigo Cédigo mejorado

Figura 6. Cddigo DoneBlocks para la mision 2.
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Esta mision es similar a la misién 1, y puede servir el mismo codigo cambiando el 3 por un 5y 60°
del angulo por 72°. Podemos generalizar este tipo de misiones con trayectorias de poligonos
regulares definiendo en el codigo variables con los pardmetros de cada poligono regular, ver
“codigo mejorado” en la figura 6. Llegados a este punto es interesante preguntar a los alumnos ¢que
pasaria si aumentamos el nimero de lados? Llegariamos a la siguiente conclusion, la trayectoria se
parecera mas y mas a una circunferencia. Pero existe varios problemas:

« Sidejamos fijo el lado del poligono, por ejemplo, un dodecagono de 50 cm, el radio de la
circunferencia en la que se inscribe el poligono puede ser tan grande que seguramente el
dron chocaria con las paredes del aula. En el ejemplo anterior, un dodecagono de 50 cm, el
didmetro es aproximadamente 6 metros.

o Tello puede desplazarse en cualquier direccidn, pero siempre un minimo de 20 cm, por
ejemplo, si le decimos a Tello que avance hacia adelante 5 cm, el dron no responde.

Ambas situaciones permiten plantear varias cuestiones a nuestros alumnos: a) conocido el lado del
poligono regular ¢cuéntos lados tiene el mayor poligono regular que se puede volar en un aula de
determinadas dimensiones? ;Ddnde debo colocar inicialmente el dron para que no impacte con las
paredes del aula? b) Sabiendo que Tello tiene que avanzar como minimo 2 cm ¢cual es el nimero de
lados del mayor poligono regular que se puede volar en una determinada aula? ¢Cual es el radio de
la circunferencia en la que se inscribe dicho poligono?

Mision 3: Carrera de obstaculos.

En esta misidn consiste en completar un determinado recorrido sorteando obstaculos en el menor
tiempo posible. Los alumnos tienen tres intentos para conseguir terminar el recorrido en el menor
tiempo posible, algo parecido a la Q1, Q2 y Q3 de la Férmula 1. El alumno debe optimizar, la
velocidad del dron, su trayectoria, el giro...etc. Como podéis imaginarios esta mision es la
preferida de los alumnos.

s

LY o B distanciaz - JEL o [om -]

takeoff

e TR) set speed to m
P distancia2 - L 200) fly to x L o BX o [cm -]
DX 100 [om -] set speed 1o Y] CETED
set speed to WERY] EXTED DT o P cistancia2 - JEXC 0 [cm - |
fytox Yﬂlnm set speed 1o n

set speed to m
tyox off v : A

1 uupoedloﬂm-

I

l wex JEion o K - EIcs
I

I

i@ Cédigo
i —————— 1

Figura 7. Ejemplo de codigo DoneBlocks para la mision 3.
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En la mision de la Figura 7 el dron se programa con una velocidad de 50 cm/s cuando recorre la
distancia més larga de 200 cm y de 30 cm/s para la distancia de 100 cm con el objetivo de reducir el
tiempo de carrera. En este caso, una pregunta interesante que podemos plantear a los alumnos seria:
¢qué pasaria si programamos el dron con una unica velocidad media de (30+50)/2=40 cm/s?
¢ganamos o perdemos tiempo? ¢y si va a 39.4 cm/s aproximadamente? También podemos fijar la
velocidad del dron y pedir a los alumnos que calculen la trayectoria de menor tiempo.

Mision 4: El dron describe curva definida por la ecuacion y=f(x).

En esta mision el dron debe despegar del suelo, subir 1 metro y describir una trayectoria definida por
la ecuacion y=f(x) en un plano horizontal. Esta mision es muy interesante porque se trabajan muchos
conceptos matematicos, por ejemplo, sistemas de coordenadas, ecuaciones, vectores, distancia entre
puntos, angulos...etc.

Los alumnos suelen resolver este problema partiendo de la mision anterior. Calculan puntos de la
curva, por ejemplo, en una hoja de calculo y después programan el dron para que se traslade de un
punto a otro con el bloque fly to x y z. Pero esta solucién plantea dos principales problemas: el
movimiento del dron no esta orientado con la curva y no es una solucién general, para cada nueva
curva es necesario rehacer el programa.

y=f(x) = (x(t),y(t))

y = f(l) Ill t— {f].f_g.f;;. ...... }
'; (x(t),y(t) = {(x1, 1), (2, ¥2), ...}
]
]
I + + +
] V12, V923, U344 eese.
(T3, Y3) I:' { o T8 : }
\9 U23 i"‘ d= |"‘1’_'|

fly forward a [cm ~ |

0 = arccos (J—> >0
|/‘12| : |"::;|
yaw right degrees

t3 ¢

Figura 8. Planteamiento de la mision 4.

Con el objetivo de generalizar esta mision proponemos a nuestros alumnos los siguientes pasos para
resolver esta mision, ver Figura 8:

o Parametrizamos y discretizamos la curva {(x(t1),y(t1)) , (X(t2),y(t2)) , (X(t3),y(t3)), ........ }.
o Calculamos los vectores que unen puntos sucesivos {vVi2, V23, Vaa, ........ }.

o El modulo de cada vector no dice la distancia que debe avanzar el dron y el angulo entre dos
vectores sucesivos el angulo que debe girar en cada punto, Figura 8.

Esta solucién todavia plantea dos problemas que deben resolverse. El primero tiene que ver con el
angulo. Si calculamos el angulo de giro a partir del producto escalar de los vectores consecutivos, el
dron siempre va a realizar giros positivos, por ejemplo, cuando el dron se encuentre en la posicion
(X(t3),y(t3)) en la Figura 8, realizara un giro horario cuando debe ser antihorario. El segundo problema
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se debe a que el desplazamiento del dron siempre debe ser mayor de 20 cm. Esto implica que la
discretizaciéon de la curva no puede ser cualquiera. En este caso el problema matemético podria
plantearse de la siguiente forma:

Dados dos puntos consecutivos: ti > (X(ti),y(t))) y ti+1 = ti + di > (X(ti+1),y(ti+1)) de una cierta curva
parametrizada ¢ Cuél debe ser el incremento minimo dj que garantiza que la distancia entre estos dos
puntos es igual o mayor de 20 cm?

La solucidn a estos dos problemas no se incluye en este comunicado por falta de espacio, pero no es
unica ni dificil, asi que la dejo a interés del lector.

Esta mision y algunas de las que proponemos mas adelante requiere manejar ciertos conceptos
matematicos como: funciones, vectores, algebra con vectores, matrices, rotaciones.... por lo que son
mas apropiados a cursos de primero y segundo de bachillerato.

Otras misiones:
En este apartado proponemos otras posibles misiones que podéis trabajar con vuestros alumnos:

e El dron despega del suelo y sube 1 metro. En un plano horizontal describe una orbita
circular, pero siempre orientado a un mismo punto, y realiza fotos del objeto que se
encuentre en dicho punto, Figura 9 a.

« Lamision anterior, pero dron no sigue orbita circular sino una trayectoria definida por una
curva y=f(x).

o El dron describe una trayectoria helicoidal siempre orientado al eje de la hélice Figura 9 b.

e Las misiones 1y 2 eliminando el vuelo en un plano horizontal para convertirlo en un vuelo
sobre un plano cualquiera definido por un vector normal Figura 9 c.

o Utilizando la cAmara de Tello se pueden tomar fotos de un objeto con el dron en
distintas posiciones y trabajar la proporcion, la escala, angulos, perspectiva...etc.

Figura 9. Otras posibles misiones.

Aunque la programacion con bloques de DroneBlocks es comoda, sencilla e intuitiva también es
verdad que programar alguna de estas misiones con esta app se hace muy pesado: requiere definir
muchas variables (DroneBlocks no utiliza arrays), la definicion de funciones matematicas que incluye
esta aplicacion es muy limitada, la programacion puede alargarse si el calculo es complicado y sobre
todo, DroneBlocks no te permite depurar el codigo y visualizar las variables. Esto significa que al
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final tienes que probar el cddigo en vuelo real sin saber que falla en tu programa. Por estos motivos,
para estas misiones yo recomiendo utilizar otro lenguaje de programacion compatible con Tello como
Python.

EXPERIENCIA EN EL AULA

Esta actividad con drones educativos se ha desarrollado con un grupo de alumnos de 1° de
Bachillerato y de la 4° ESO. Se formaron grupos de tres a cuatro alumnos, y como via de canalizacion
de la informacion en ambos sentidos se utiliza el espacio de classroom. Cada dos semanas se lanzaba
una misién que cada alumno debia trabajar individualmente en casa. Terminado el plazo, los alumnos
divididos en grupos, compartian, comparaban y mejoraban sus soluciones. Por ultimo, en clase, cada
grupo prueba su mejor codigo con el dron. En classroom colgamos documentos, enlaces a webs y
videos con misiones resueltas para facilitar la programacion y la resolucion de las misiones.

Los alumnos instalaron en sus teléfonos moviles o tablets la app DroneBlocks y comenzaron a
programar las misiones. Las primeras misiones propuestas describen trayectorias sencillas, figuras
geométricas simples, tridngulos, cuadrados... con poca dificultad a la hora de programar. Segun van
respondiendo los grupos se modifica la complejidad de las misiones propuestas.

Después de programar y de poner en préctica sus programas, y como producto final a entregar, se
grabada la misién explicando la solucion matematica, asi como su programacion. Por altimo, el video
se sube a Classroom para su evaluacion. La evaluacion tiene dos partes, la realizada por el profesor,
y otra que realizan los alumnos evaluandose unos a otros.

CONCLUSIONES.

Para concluir diremos que esta actividad ha resultado muy gratificante, porque motiva a los alumnos
y nos ha permitido ver como razonan y resuelven problemas utilizando el pensamiento légico y
matematico al programar el dron. La gran mayoria de los alumnos ha valorado positivamente la
actividad, pero también es verdad que algunos alumnos apenas mostraron interés, deseando salir al
patio en lugar de estar en clase.
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Resumen

Los Proyectos de Aprendizaje-Servicio ofrecen oportunidades para que los estudiantes desarrollen
competencias y habilidades, en concreto, durante la formacion de docentes en el area de
matematicas, los estudiantes vinculan necesidades personales y comunitarias, trasladando sus
conocimientos matematicos a través de la practica. Los alumnos con discapacidad intelectual no
suelen tener acceso a programas matematicos de calidad, lo que provoca exclusion de oportunidades,
por ello, pensando en la inclusion educativa, se desarroll6 un Proyecto en el area de matematicas
cuyo objetivo fue disefiar e implementar un plan de intervencién relacionado con el manejo del dinero
para mejorar la calidad de vida de personas adultas con discapacidad intelectual. Los resultados
confirman la importancia del uso de material manipulativo para la comprension matematica
requerida y también para el aumento de la motivacién y confianza de los usuarios.

Palabras clave: Proyecto Aprendizaje-Servicio, formacion de docentes en matematicas,
manejo del dinero, discapacidad intelectual, atencidn a la diversidad.

INTRODUCCION

El aprendizaje de las matematicas es de gran importancia, pues dota a las personas de herramientas
necesarias para poder ser autonomos en la sociedad (Gonzalez y Sanchez, 2019). Si se centra el
aprendizaje de las matematicas en el area de la Discapacidad Intelectual (en adelante DI), la educacién
matematica que se les brinda es de una calidad inferior, pues se considera que el estudio de las
matematicas no es apropiado para personas con DI al no tener aptitud para aprender conocimientos
matematicos, (Howard et al., 2018). Esto provoca, entre otras cuestiones, la presencia de un riesgo de
exclusion en el aprendizaje de las matematicas (Gonzalez y Sanchez, 2019).

¢ Qué es un Proyecto de Aprendizaje-Servicio?

Los Proyectos de Aprendizaje-Servicio (en delante ApS) proponen un tipo de aprendizaje
experimental que se desarrollan dentro de un contexto de educacion reglada y nacen de una propuesta
pedagdgica con un fin social. Ademas, dota a los implicados de una mejora de la comprensién de
conceptos y conocimiento tedricos a traves de la practica educativa y de la reflexion de la propia
experiencia lo que proporciona una responsabilidad civica y social (Bringle y Hatcher, 1999) ademas
de beneficios a todos los estudiantes (Salam et al., 2019). Esto ultimo marca la diferencia entre los
Proyectos de ApS y otros tipos de aprendizajes experimentales (Figura 1; Furco, 1996).

i Agradecimientos: Este trabajo ha sido realizado a través de un Convenio firmado entre el Servicio de Asuntos Sociales
de la Universidad de Salamanca (SAS-USAL) y Fundacion Personas de Zamora.
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APRENDIZAJE - .
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Figura 1. Diferencias entre Aprendizaje-Servicio y otros aprendizajes experimentales

Ademas, puesto que los Proyectos ApS son una herramienta que permite el compromiso y la
sensibilizacion social, trabajar con ella puede ayudar a la consecucién de los Objetivos de Desarrollo
Sostenibles (en adelante ODS).

Aprendizaje de las matematicas en personas con Discapacidad Intelectual

Segun la Organizacion Mundial de la Salud (OMS, 2022) la DI es un trastorno del desarrollo
intelectual. Su origen puede deberse a diferentes causas y puede surgir durante el periodo de
desarrollo del individuo. Se caracteriza por un funcionamiento intelectual y una conducta adaptativa
inferior a la media. A los alumnos con DI les resultan complicadas las matematicas (Fernandez y
Sahuquillo, 2015), puesto que exigen procesos de razonamiento, planificacion, realizacion de
operaciones y resolucion de problemas (Howard et al., 2018). Por ello se aconseja que la ensefianza
de las matematicas se realice de forma sistematica, explicita y minuciosa con tareas motivadoras que
complementen tanto la parte intelectual como la emocional del alumno (Clemente y Servoés, 2017) y,
en la medida de lo posible, que estén orientadas a dar respuesta a diferentes necesidades y ritmos de
aprendizaje para lograr el mayor desarrollo social y personal de las personas (Howard et al., 2018).
En cuanto a los docentes que trabajan con estos alumnos, tienen conocimientos pedagdgicos y
psicoldgicos, pero, en ocasiones, no tienen conocimientos didacticos de las matematicas, lo que hace
que se limiten a la repeticion y memorizacion de procesos, creyendo asi que los alumnos interiorizan
mejor las matematicas (Ferndndez y Sahuquillo, 2015).

PRESENTACION DEL PROYECTO

El proyecto que se presenta tiene dos pilares fundamentales que se recogen en los planes de formacion
docente: por un lado, la inclusion educativa y por otro el aprendizaje de las matematicas. Referido al
campo de la inclusion educativa, se observa como estudiantes con DI ven mermadas sus
oportunidades de acceso a un programa de formacion matematica de calidad, donde podrian
desarrollar capacidades, habilidades y competencias para sus quehaceres cotidianos, lo que hace que
tanto su funcionamiento intelectual como su conducta adaptativa se vean atacados. Respecto al
aprendizaje de las matematicas, se considera conveniente utilizar matematicas cotidianas en la
ensefianza de matematicas a estudiantes con dificultades de aprendizaje (Gonzalez et al., 2021).

Justificacion

Si bien el objetivo principal de este Proyecto ApS es el de formar a futuros docentes en el area de
matematicas y aprender a hacerlo mediante practicas de ensefianza con los usuarios con DI, la
justificacidn de este va dirigida hacia tres colectivos:

e Formadores de docentes: existe una necesidad de formar docentes.
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Estudiantes: los futuros docentes ven las asignaturas de sus planes de estudios relacionadas
con la atencion a la diversidad como asignaturas aisladas.

Entidades que trabajan con usuarios con DI: como se ha dicho anteriormente, los profesionales
de las entidades son especialistas en DI, pero, en ocasiones, no de didactica de las

matematicas.

Fases del proyecto

El proyecto se divide en cinco fases, cada una de ellas con un objetivo y con tareas marcadas para la
consecucion de dicho objetivo (Tabla 1):

Tabla 1. Fases del Proyecto con objetivos y tareas que realizar

OBJETIVOS

TAREAS QUE REALIZAR

1. Integrar los ODS en la 1.1.

formacion inicial de
maestros y profesores

1.2.

Concienciacion del ODS 3 “Salud y Bienestar”: garantizar una vida sanay
promover el bienestar para todos en todas las edades
Concienciacion del ODS 4 “Educacion de Calidad”: garantizar una

‘_§ educacidn inclusiva, equitativa y de calidad y promover oportunidades de
% L aprendizaje durante toda la vida para todos
w é 1.3. Concienciacion del ODS 8 “Trabajo decente y crecimiento econdémico™:

= promover el crecimiento econémico inclusivo y sostenible, el empleo y el

trabajo decente para todos
1.4. Concienciacion del ODS 10 “Reduccion de las desigualdades”: reducir las
desigualdades

5 Conocer las caracteristi- 1.5. Asistencia a entidades para crear vinculos de trabajo
o S cas y necesidades que tie- 1.6. Conocimiento, a traves de los trabajadores de los centros, de las
ﬁ S .£ nen los alumnos y usua- caracteristicas y necesidades de los usuarios

= rios con DI

o 2. Disefiar sesiones forma- 2.1. Introduccion de diferentes tipos de tareas en las aulas de formacion de
05 tivas, talleres y materia- docentes
§ -‘Dﬁ les a partir de las reco- 2.2. Elaboracion de materiales de las sesiones formativas entre los estudiantes

g mendaciones de las para docentes y los alumnos con DI

entidades

< 3.Implementar las sesio- 3.1. Desarrollo de las sesiones formativas

?g nes, talleres y materiales 3.2. Desarrollo de las actividades, talleres y materiales
3 g para la ensefianza de las
% e matematicas a alumnos
e con DI

Qo

E

EXPERIMENTACION PARCIAL
A continuacion, se muestra una parte del Proyecto ApS anteriormente detallado.
Objetivo

La experimentacion tiene por objetivo realizar un plan de intervencién con usuarios con DI en el
manejo del dinero para una mejora de la calidad de vida.

Contextualizacion

La experimentacion la llevo a cabo una alumna del Grado en Maestro en Educacién Primaria de la
Escuela Universitaria de Magisterio de Zamora, perteneciente a la Universidad de Salamanca. Esta
alumna formé parte del proyecto en el que se enmarcé su Trabajo Fin de Grado. La Entidad donde se
desarrollo esta experimentacion fue la entidad sin animo de lucro Asprosub-Fundacién Personas en
Zamora. Los usuarios a los que se dirigio el programa fueron seis alumnos con DI leve, de entre 18 y
51 afnos. Concretamente, la implementacion formo parte de un programa de insercion sociolaboral.
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Cronograma

La implementacion se desarroll6 a lo largo de 10 sesiones. Las tres primeras fueron de observacion;
sirvieron para conocer a los usuarios con los que se trabajaria y para mostrarles una anticipacion de
que y cémo iban a ser las siguientes sesiones (Tabla 2).

Tabla 2. Cronograma de la experimentacion

Marzo Abril Mayo Junio
10 17 24 31 7 14 21 28 5 12 19 26 2 9
1. Reunidn inicial X
2. Observacion X X X
2.1. Presentacion de los participantes X
2.2. Observacion de la metodologia y X

caracteristicas de los participantes

3. Implementacion

X X X X X X X X X X

3.1. Sesién 1

X

3.2. Sesién 2

X

3.3. Sesién 3

X

3.4. Sesioén 4

X

3.5. Sesién 5

3.6. Sesién 6

3.7. Sesién 7

3.8. Sesién 8

3.9. Sesién 9

3.10. Sesion 10

ALGUNAS ACTIVIDADES DE LA EXPERIMENTACION

A continuacion, se muestran algunos de los resultados obtenidos en algunas de las sesiones realizadas
a lo largo de la implementacion.

Actividad de la sesion n°2 (Tabla 3; Figura 2): “Empezamos a sumar numeros enteros”

Tabla 3. Sesion 2. Seleccion de Dinero

Objetivos:

Para el docente:
e observar posibles errores en la suma del
dinero con nimeros enteros
Para los alumnos:
e realizar sumas de dinero con nimeros
enteros

Contenidos:

Suma de nlmeros enteros

Adaptaciones:

Una vez finalizaron sin errores, se les pidié
representar de diferentes formas el resultado
con el objetivo de afianzar equivalencias
monetarias.

FICHA 2. SELECCION DE DINERO

1.Rodeq el dinero que necesitas para comprar
la bicicleta

Figura 2. Sesion 2. Seleccion de Dinero
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Actividad de la sesion n°4 (Tabla 4; Figura 3): “Nos vamos de compras”

Tabla 4. Sesion 4. Nos vamos de compras

Objetivos: Para el docente:
e introducir precios de productos
e trabajar con las vueltas de dinero
e iniciar en el uso del dinero con céntimos
e resolver problemas
Para los alumnos:
e sumar y restar dinero con nimeros
racionales
e resolver problemas
Contenidos: Suma de nlimeros racionales

Reconocimiento del valor de las monedas
Sumas y restas de nimeros racionales con
llevadas

Resolucién de problemas con dinero

Adaptaciones:

Una vez finalizaron sin errores, se les pidié
representar de diferentes formas el resultado
con el objetivo de afianzar equivalencias
monetarias.

Nombre: Fecha:

FICHA 6. VAMOS DE COMPRAS.

1. Escribe el dinero que tiene cada monedero.

Blaliie

] J | [ I

2. Para comprar los siguientes productos, calcula
si te sobra o te falta dinero:

éIe sobra o te falta? SOBR.A 0
PRODUCTO TENGO FALTA

é' 2€ 20cts

2 3€35cts
ﬁ 6€ 15cts " Y
s 7

Figura 3. Sesion 4. Nos vamos de compras

Actividad de la sesion n°7 (Tabla 5; Figura 4): “Nos vamos de compras”

Tabla 5. Sesion 7. Nos vamos de compras

Objetivos:

Para el docente:
¢ introducir precios de productos
o trabajar con las vueltas de dinero
e iniciar en el uso del dinero con céntimos
o resolver problemas
Para los alumnos:
e sumar y restar dinero con nimeros
enteros
e resolver problemas

Contenidos:

Suma de nimeros enteros
Reconocimiento del valor de las monedas
Sumas y restas de nimeros enteros con
llevadas

Resolucion de problemas con dinero

Adaptaciones:

Una vez finalizaron sin errores, se les pidié
representar de diferentes formas el resultado
con el objetivo de afianzar equivalencias
monetarias.

Nombre: Fecha:

FICHA 7. VAMO3 DE COMPRAS.

1. Suma el dinero que tienes y calcula cudnto
dinero te falta o te sobra para comprar los

productos.
cvEsTA 800 VESORRAOME | souawror
mo scbra { J
¥ e Gata €
e sctra l T
o me falta €
P
e scbra *‘
[ me fata | €
% P sta *~‘
| €
| | —
me sobra ‘
P e ita €
Froatea || N
¥ e ke €l

Figura 4. Sesion 7. Nos vamos de compras
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Actividad de la sesion n°8 (Tabla 6; Figura 5): “Resolvemos problemas”

Tabla 6 Sesién 8. Resolvemos problemas

Objetivos:

Para el docente:

Para los alumnos:

Nombre: Fecha:

e introducir precios de productos FICHA 14. PROBLEMAS.

L] trabajar con las vueltas de dinero 1. Realiza las operaciones necesarias para

resolver los siguientes enunciados fijandote

e iniciar en el uso del dinero con céntimos en la lista de la compra.
e resolver problemas

.| =~ calculay pega en tu libreta el dinero que haya
gastado en la compra de aceite de oliva.

e sumar y restar dinero con nimeros
racionales
e resolver problemas

5 2- Calculay pega en tu libreta el dinero que haya
4 gastado en frutas y verduras.

o | 3- ¢Que es un Pack?. ;Qué productos hay en la lista
que sean pack (puede no ponerlo)?. Escribe el
nombre del nimero de la linea donde estan?.

Contenidos:

Suma, resta y multiplicacion de nimeros
racionales

Reconocimiento del valor de las monedas
Resolucién de problemas con dinero

Adaptaciones:

Fue necesario que los participantes utilizaran
fluorescentes de diferentes colores para evitar
que confundieran los precios y los separaran
correctamente, por ejemplo, de las frutas y
verduras. Ademés, para llevar a cabo
operaciones de mas de dos elementos, se les
pidi6 que llevasen a cabo las operaciones de

dos en dos y, una vez completadas, realizaran
la operacion total

Figura 5. Sesion 8. Resolvemos problemas

CONSIDERACIONES FINALES

El objetivo de esta presentacion era realizar un plan de intervencién con usuarios con DI en el manejo
del dinero para una mejora de la calidad de vida, enmarcado en un Proyecto de Aprendizaje Servicio.
La forma de trabajo permitio al futuro maestro adquirir habilidades, practicas y competencias que no
hubieran sido logradas en un aula. Del mismo modo, permitié a los usuarios de Asprosub-Fundacion
Personas en Zamora disfrutar de las matematicas, aumentando su motivacion y su confianza.

A continuacion (Tabla 7), se muestran evidencias extraidas de la experimentacion

Evidencia 1

Los errores del principio se fueron resolviendo con el uso del material manipulativo

Al comienzo de la experimentacion los alumnos utilizaban las equivalencias monetarias mas
sencillas

A medida que avanzaba la experimentacién, los alumnos con mayor DI seguian cometiendo
errores, pero se daban cuenta ellos mismos

Evidencia 2

La mayoria de los alumnos fueron conscientes del valor de los productos y del sueldo promedio
Las principales dificultades se dieron en los calculos matematicos

Evidencia 3

En cuanto a larelacidn entre iguales, al finalizar la experimentacion los usuarios habian mejorado
sus habilidades sociales

En cuanto a la relacion con el formador, al finalizar la experimentacidn eran capaces de mantener
conversaciones fluidas

Evidencia 4

Al comienzo de la experimentacion los alumnos se negaban a usar materiales manipulativos; al
finalizar la misma, hacian uso de ellos sin que el formador lo solicitara

Evidencia 5

Al comienzo de la experimentacion, los alumnos no eran capaces de exteriorizar sus dificultades
Al finalizar la experimentacion, los alumnos eran conocedores de sus dificultades y no les daba
verglienza preguntar o apoyarse entre ellos o con recursos

Result6 llamativo cémo, al comienzo de la intervencion, el futuro maestro no tenia conocimiento ni
experiencia de como trabajar con alumnos con DI, pero poco a poco fue adquiriendo practica que le
facilitaba la creacion de tareas y talleres para llevar a cabo en la Entidad. Asimismo, los usuarios de
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dicha Entidad al comienzo no tenian confianza con el docente, entre ellos o en ellos, y a medida que
la intervencidn se iba desarrollando esta situacion fue cambiando.

Ademas, queda reflejada la importancia de utilizar la conexion entre las matematicas y la vida
cotidiana (Gonzalez et al., 2021), la del uso del material manipulativo (Rodriguez et al., 2022) y la
de una buena coordinacion entre profesionales y del trabajo en equipo (Arroyo et al., 2020) para
ensefiar matematicas a personas con DI.

Como principal implicacion educativa, cabe destacar como el desarrollo de este tipo de proyectos
promueve la retroalimentacion entre los miembros que lo desarrollan. En el futuro seria conveniente
la revision y modificacion de algunas tareas o actividades, a partir de dificultades encontradas, antes
de llevarlo de nuevo a la Entidad para su siguiente experimentacion.
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EL TOUR DE MATES: LA CARRERA DE CALCULO MENTAL

Diego Alonso Santamaria
IES Arca Real

Resumen

El Tour de Mates es una competicion de calculo mental gamificada en una carrera ciclista. En ella,
los alumnos de cada centro participaran en seis semanas o etapas especialmente disefiadas para
poner en préactica distintas estrategias de calculo mental. En su primera edicion, esta competicion
conto con la participacion de mas de tres mil alumnos de 23 centros educativos de todo Valladolid.
Para este afio, se estima la participacién de mas de 100 centros de distintas provincias de Espafia.

Palabras clave: matematicas, calculo mental, competicidn, castilla y ledn, espafia

INTRODUCCION

El calculo mental es una de las herramientas matematicas fundamentales de todo ciudadano vy, sin
embargo, los libros de texto en su mayoria no le dan el espacio que merece. Este fue el motivo que
llevo a la creacion de una competicion de calculo mental.

Ademas, para incentivar la participacion y motivar al alumnado, se buscé un contexto deportivo con
el que gamificar el proyecto. Finalmente se eligio el ciclismo por ser un deporte que auna
competiciones individuales y colectivas, con la motivacion hacia el aprendizaje y el compafierismo
que fomentan ambas formas. Asi nacié el Tour de Mates.

La competicion esta dirigida a todo el alumnado desde 5° de Primaria a 2° de Bachillerato. En su
primera edicion participaron 23 centros educativos de todo Valladolid, mas de tres mil alumnos
participantes. Para la edicion 2022/2023 se espera una participacion de méas de 100 centros educativos
distribuidos en mas de 15 provincias distintas.

LA COMPETICION
La carrera se divide en dos fases:

1. Una competicion interna desarrollada dentro de cada centro educativo.
2. Una segunda fase provincial en la que participan los mejores alumnos de cada centro.

Como en toda carrera ciclista, esta competicion matematica estd compuesta de cinco etapas, cada una
especialmente dedicada al aprendizaje y puesta en practica de una estrategia de calculo mental.

Y al igual que en una competicion ciclista, existen varias clasificaciones donde se premia tanto la
excelencia como la constancia o regularidad, se motiva al alumnado joveny se realizan competiciones
por clases favoreciendo el comparierismo:

e Maillot amarillo: la clasificacion general muestra al mejor participante de todo el
instituto.

e Maillot blanco: para el mejor corredor joven (12y 22 ESO).

e Maillot verde o maillot de la regularidad: para el corredor mas regular en todas las
etapas.

e (lasificacion por equipos: donde cada clase competira por ser la mejor de su centro
educativo, siguiendo un sistema de puntuacién similar al utilizado en ciclismo.
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MATERIAL Y RECURSOS EDUCATIVOS
Para su ejecucion, los centros educativos cuentan con el siguiente material:

e Las etapas, que deberan ser imprimidas para cada alumno y repartidas en el momento
en el que se desarrolle la competicién.

e La plantilla de soluciones de las etapas, para que el profesor corrija cada etapa.

e Acceso a un Excel online, donde cada profesor rellenara el nimero de aciertos de cada
alumno en las respectivas etapas.

Ademas, se ha creado la pagina web, https://eltourdemates.wordpress.com/, donde se puede encontrar
toda la informacion necesaria para llevar a cabo la carrera:

¢ Reglamento con todas las directrices para los docentes.

e Actividades y juegos para practicar el calculo mental.

e Videos o pildoras de conocimiento, para explicar las diferentes estrategias de calculo
mental de cada etapa.

¢ Ejemplos de cada etapa para quien quiera practicar.

chvurdearates.wordpress.con 'Ii @ Dicso Alonse Cantusaria
wate*

€ Tour de Mates Lo carrera de caleato mental

ENTRENAMIENTO

ETARAT

ARITHMAGON

Cada arista es (a suma de sus dos vértices

Figura 14. Ejemplo de actividades disponibles en la pagina web
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multiplicados den ese numero

§ Piensa en dos numeros que 9 8

Repite el proceso hasta que todos > Q

los nimeros sean primos

72 = OXXX3X3

Figura 15. Video explicativo de una estrategia de calculo, disponible en la pagina web

Ademas, en la pagina web el alumnado puede acceder a las diferentes clasificaciones de su centro
educativo, a traves de una interfaz interactiva como si de una competicion deportiva oficial se tratase:

CLASIFICACION GENERAL (aciertos)

ETAPA 1 ®ETAPA 2 ®ETAPA 3 ®ETAPA 4 ® ETAPA 5
Curso y clase Rl P (58 o 71 EE G 1o
; v S (36 102 s IS
Cristi O (68 s¢ eSO :
Angelina D (58 57 G 5
Katia M (58 70 NG
hiaddia & (68 55 IESIN S
Ahvaro G 4C 65 B0 34
M Indurain (58) 53 ST S o
Faula B (48 66 T EEEEG
Pabio F (68 25 TSGR
Huge G (38

324 Alvano G Juan Rarmén D (56
320 M Indurain {68 [

320 Paula R (48]

CEEEEEEEEE L

ny Pablo F (E8)

6 IS o

media de & INETE -

ACIERTOS sz [STEEEEEE o

Barvid L (38 74 37 SIS o7
148,78 ‘. Poh
segundos
INICIO @ OTRAS CLASIFICACIONES @ RESULTADOS DE ETAPAS @
CLASIF. POR PUNTOS [ CLASIFICACION
-REGULARIDAD- MEJOR CORREDOR JOVEN _POR EQUIPOS
: (1°/2°ES0) Eqi RTOS
Ivan $ (3B) a0 NOMBRE &-L‘IFF:T['JF. 58 1166
Ratl P (5B) 82 Oualid C (28) 267 68 1089
Cristi O (6B) 62 Diego L (24) 235 38 1030
Katia M (5B) 40 Diego N (18) 233 4c 972
Alvaro G (4C) E3| Bilale | (1B) 225 48 921
Angelina D (5B) 31 Hajar A (28) 182 3c 776
Diego H (6A) 28 Mohamed A (1B} 165 5A 76
Pablo F (6B) 27 Baku M (18) 151 6A 699
Diego A(1P) 25 Paula L (24) 149 A 662
Oscar C (4C) 25 Yahya L (24) 136 1B 660
Paula R (24) 124
INICIO @ CLASIFICACION GENERAL @ RESULTADOS DE ETAPAS @

Figura 16. Visualizacion de las clasificaciones de la competicion
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FECHA DE LA COMPETICION

La segunda edicion del Tour de Mates se celebrara a partir del 16 de enero de 2023. A partir de esa
fecha, se dedicara una semana a la realizacion de cada etapa de la carrera, teniendo los docentes total
libertad para realizar la prueba el dia que mas se ajuste a su temporalizacion.

LUN MAR MIE JUE VIE SAB DOM

16 17 18 19 20
ETAPA 1 PUBLICACION
CLASIFICACIONES
23 24 25 26 27
ETAPA 2 PUBLICACION
CLASIFICACIONES
30 31 1 2 3
ETAPA 3 PUBLICACION
CLASIFICACIONES
6 7 8 9 10
are recuperar stames o alumnor aome pediaron reatizar_ PUBLICACION
? T ANe e e T AT S R e CLASIFICACIONES
13 14 15 16 17
ETAPA 4 PUBLICACION
CLASIFICACIONES
20 21 22 23 24
ETAPA 5 PUBLICACION
CLASIFICACIONES
27 28 1 3
Semana de descanso o CLASIFICACION

para recuperar etapas a alumnes que no pudieron realiza

algune DEFINITIVA

Figura 17. Calendario de la competicion 2022/2023

COMO LLEVARLO A CABO EN TU CENTRO EDUCATIVO
Cada semana los docentes deben llevar a cabo la etapa correspondiente del siguiente modo:
El dia que el profesor elija para realizar la etapa con su grupo, debe:

1. Repartir la prueba a sus alumnos.

2. Cronometrar 5 minutos, donde los estudiantes deberan resolver el mayor ndmero
posible de operaciones.

3. Recoger las hojas al terminar el tiempo.

Una vez terminada la clase, el profesor debe:

1. Corregir las pruebas de sus alumnos, ayudandose de la plantilla de soluciones.
2. Anotar el nimero de aciertos de cada alumno en el Excel online al que se le dio
acceso.

LA COMPETICION EN NUMEROS

Las cifras alcanzadas por este proyecto muestran su gran éxito, mas aun teniendo en cuenta que solo
se ha llevado a cabo en una Unica provincia y no a nivel regional o estatal:

En 2021/2022, su primera edicién contd 3371 alumnos participantes de 23 centros educativos. Entre
todos ellos, se resolvieron cerca de medio millon de operaciones de calculo mental.

Debido a su gran aceptacion en la comunidad educativa, se decidié ampliar la participacion a todo
aquel centro educativo que desease participar, para lo cual se expuso una comunicacion en las XX
Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas (JAEM) celebradas en Valencia en
2022.

162



El Tour de Mates: la carrera de calculo mental

A fecha de octubre de 2022, el Tour de Mates cuenta con mas de 100 centros educativos de 16
provincias distintas de toda Espana.
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RUTA MATEMATICA POR TUDELA DE DUERO

Eduardo lIzquierdo lglesias, Marta Carazo Lores
IES RiO DUERO (TUDELA DE DUERO)

Resumen

Se trata de un trabajo en grupo llevado a cabo con alumnado de 3° y 4° de ESO. Los grupos serian
de entre dos y cuatro personas que van provistas de un dossier preparado por los profesores
previamente, boligrafo y un metro extensible. La ruta tiene una duracion aproximada de una hora 'y
en ella se destacan motivos geométricos, elementos de medida, parametros estadisticos y toma de
decisiones basada en criterios matematicos.

Palabras clave: ruta, matematicas, mirada, geometria, exterior

JUSTIFICACION DE LA ACTIVIDAD: LA MIRADA MATEMATICA.

La mirada matematica puede ser educada. Durante el curso pasado los autores de esta comunicacion
propusimos al alumnado de 4° ESO de nuestro centro algunas actividades individuales fuera del
instituto. Pudimos observar el enorme potencial de una buena parte de este alumnado para crear
contenidos, para aplicar saberes que habiamos trabajado en el aula previamente. La evaluacion de
esas actividades resultd ser excelente y a partir de ahi decidimos organizar una actividad mas
compleja en el exterior del centro.

La ubicacién del IES Rio Duero en un entorno natural privilegiado, en medio de un pinar a orillas del
Duero y el sencillo acceso al pueblo a través de una pasarela peatonal que atraviesa el rio, nos
permitieron acceder a una ruta semiurbana.

La mirada matematica exige concentracion y busqueda cuando se hace un paseo. También
inquietudes y creatividad. Por eso la segunda parte de la actividad consiste en que sean los alumnos
y alumnas los que creen su propia ruta matematica.

RUTA MATEMATICA POR TUDELA
Busqueda de Items.

El trabajo previo en esta actividad es fundamental: se trata de buscar ideas que sean medibles o
conjeturables, o susceptibles de generar preguntas. En este sentido, la geometria es quizas lo mas
sencillo de visualizar. La simetria o los frisos o los mosaicos no son dificiles de encontrar en todas
partes. Circulos, angulos rectos, teselaciones del plano, no son faciles de encontrar en la naturaleza,
pero si en una ruta urbana.

En algunas ocasiones hemos salido a medir la altura de los pinos del entorno provistos de un espejo
y un metro flexible, utilizando la proporcionalidad de los triangulos y conceptos sencillos como los
angulos de incidencia y de reflexion.

En la preparacion de la actividad es fundamental documentar fotograficamente el item sobre el que
se va a trabajar. Después hay que elegir aquellos que mejor se adapten mejor a los contenidos que
queremos trabajar, sin descuidar una cierta continuidad en la ruta. Es importante que haya una
secuenciacion en las actividades y que no se alejen mucho unas paradas de las otras.
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Las estimaciones y la recopilacion de datos es otra de las posibilidades que ofrecen estas rutas. Asi
podemos estimar la superficie de una puerta o una fachada; también la longitud de la pasarela por la
que atravesamos el Duero para acceder al pueblo.

La Ruta Matematica.

La ruta comienza con la entrega a cada grupo de alumnos de un cuadernillo en el que se incluye un
mapa de la ruta que van a realizar. Salvo el acceso al pueblo por la pasarela, el resto de la ruta es
circular.

La primera parada tiene lugar a escasos metros de la entrada del instituto; se trata de un lugar mitico
para el alumnado del centro desde hace varias generaciones. Ellos lo llaman la piedra, aunque en
realidad es un bloque de hormigon situado en el camino de acceso a una antigua gravera para evitar
que aquella se convierta en un vertedero. Las preguntas iniciales son: ¢Cuanto pesara el blogque de
hormigén? ¢Podriamos levantarlo siendo un grupo de 8 personas?

En esta primera parada explicamos algunos detalles para que sirva de ejemplo para las paradas
posteriores: es posible modelizar el blogue como un prisma de base rectangular. Se puede hacer un
croquis en el cuaderno, apuntar las medidas y realizar los calculos. Introducimos en la explicacién el
concepto de densidad y buscamos con un mdvil la densidad del hormigén.

Realizados los calculos se obtiene un peso que oscilara entre los 1.500 kg y los 1.875 kg dependiendo
de la densidad del hormigdn. En todo caso el peso repartido entre 8 personas estara en un entorno de
200 kg/persona, algo que parece inviable levantar, aunque estuviera uniformemente repartido.

Puesto que la piedra estd rodeada de gruesos pinos, lanzamos la hip6tesis de si seria posible levantar
una mole similar hecha con madera. Realizados los célculos con la densidad de la madera de pino (en
torno a unos 500 kg/ m3), vemos que el resultado es que tocaria cada persona del grupo (8 personas)
a unos 48 kilos. Con un cierto esfuerzo y repartiendo los pesos podria moverse.

Tabla 1. Densidad de diferentes tipos de madera, peso total del blogue y peso por persona.

SECUOYA 400 kg/ m3 300 kg 37,5 kg
PINO 500 kg/ m3 375kg 46,875 kg
CASTANO 600 kg/ m? 450kg 56,25 kg
ENCINA 800 kg/ m3 600kg 75 kg

La ruta continda por el camino de cemento que desemboca en la pasarela sobre el Duero. La prueba
aqui consiste en evaluar la anchura de dicho camino haciendo varias mediciones y elaborando un
pequefio estudio estadistico. Tambiéen se les pide que observen la existencia de juntas de dilatacion a
intervalos regulares realizadas con bastante exactitud, lo que permite medir la longitud del camino.

Evaluaremos en un tercer item la longitud de la pasarela atendiendo a las vallas cuadriculadas.

Enseguida nos detenemos, ya en el pueblo, en el mosaico que forman los adoquines en el suelo, de
forma que tres colocados en posicion vertical ocupan lo mismo que dos en posicion horizontal.
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Introducimos el concepto de teselacion del plano e invitamos a que busquen otras posibilidades para
completar el plano con otro disefio diferente y el mismo tipo de adoquinado.

La quinta parada es en la fachada principal del colegio Pinoduero; se trata de un edificio construido
en 1912 con materiales sencillos, pero llenos de simetrias y traslaciones.

Caminando unos cien metros llegamos a la plaza del pueblo, y alli nos detenemos en un clasico buzon
amarillo de correos. La idea fundamental es estimar el nimero de cartas que caben alli dentro y lo
que pesarian si estuviera lleno de ellas.

De alli nos dirigimos a la calle Solana Alta y nos paramos bajo un balcén que tiene un enrejado
compuesto por un friso geométrico. Pedimos que busquen el motivo base y les damos en una
cuadricula un motivo base para que elaboren con él un friso mediante traslaciones y simetrias.

La penultima parada es en medio de una calle peatonal con hermosas vistas al rio. Hay una rejilla en
el suelo para drenar el agua de lluvia. Es una rejilla de hierro fundido en el que se dejan agujeros con
la forma de un rectangulo redondeado en sus extremos mas estrechos. La idea aqui es estimar el
caudal de agua que puede caer en relacion con el tamafio total del rectdngulo que tapa la rejilla.

La Gltima parada la realizamos frente a un muro escalonado realizado con unos bloques especiales.
Hemos hecho una foto y hemos coloreado algunos formando el paso uno en la construccion de un
Triangulo de Sierpinski. Los animamos a completar el fractal en el resto del dibujo y después hacemos
preguntas sobre cdmo seria un tal fractal en pasos sucesivos.

EVALUACION Y CONCLUSIONES
Evaluacién de la actividad.

La evaluacion de la actividad se realiza en tres niveles: en primer lugar, mediante una rubrica
confeccionada a tal efecto para valorar el cuestionario realizado por el grupo de alumnos. En segundo
lugar, un representante de cada grupo hace una exposicion oral sobre uno de los items elegidos por
los profesores. En el tercer nivel, se hace una autoevaluacion individual de lo alcanzado mediante un
formulario a través de Forms.

Conclusiones.

Esta forma de trabajo puede ser extendida utilizando apps como MathCityMap. En esta ocasion
hemos preferido entregar un cuestionario en papel por la libertad que otorga al grupo de poder hacer
calculos, esquemas, croquis, de buscar estrategias para resolver los nueve items que hemos
incorporado.
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EL LABERINTO DE FIBONACCI. LAS MATEMATICAS
DE LA VIDA

Beatriz Suarez Quijada

Junta de Castilla y Ledn. Ceip Ignacio Martin Baré. Valladolid

“El universo esta escrito en el lenguaje de las matematicas y sus caracteres son tridngulos, circulos y
otras figuras geométricas, sin las cuales es humanamente imposible entender una sola de sus palabras”

Galileo Galilei

Resumen

Las matematicas estan presentes en nuestra vida de una manera evidente. A lo largo de la historia
los testimonios de esta ciencia vinculados con la realidad son tan explicitos, que debemos tenerlos
en cuenta para visibilizarla como herramienta fundamental que conecta directamente con los
intereses pedagdgicos y cotidianos de nuestro alumnado.

Esta comunicacion que forma parte de una experiencia que ha tenido lugar en la etapa de Educacion
Infantil, concretamente en el tercer curso (5-6 afos), pretende mostrar de manera efectiva la
influencia de poner en contacto la experiencia matematica con el entorno préximo como estrategia
educativa y motivacional. A través de este proceso de asociacion, desarrollamos las destrezas
matematicas y las vinculamos con diferentes elementos que forman parte de nuestra vida cotidiana
para hacerlas significativas facilitando su comprension en otros ambitos, sin perder de vista la
relacion simbioética entre matematicas y realidad.

Palabras clave: matematicas, juego, entorno, cotidianeidad, espiral, naturaleza.

INTRODUCCION

Esta comunicacion pretende desarrollar y visibilizar la importancia de la adquisicion temprana de las
destrezas matematicas partiendo de la interaccion directa del nifio y la nifia con el medio que le rodea,
siendo éste un referente necesario en las actuaciones educativas.

El contexto en que sitda la propuesta es un aula de Educacion Infantil con nifios y nifias de 5 afos.
Teniendo en cuenta que uno de los objetivos fundamentales de la etapa es: Observar y explorar su
entorno familiar y natural englobado en las areas fundamentales: Crecimiento en armonia,
descubrimiento y exploracion del entorno y comunicacion y representacion de la realidad, trataremos
de definir las lineas de actuacion que llevaremos a cabo para su adquisicion.

Para ello hemos planteado un proyecto en el que a través del entorno préximo desarrollamos las
destrezas matematicas y las vinculamos con diferentes elementos que forman parte de su vida
cotidiana aprovechando su alto grado de significatividad.

Las salidas al medio natural y el propio cuerpo nos ofrecen estrategias educativas que nos permiten
entender las matematicas desde sus intereses mas proximos.

Nuestro trabajo en el aula y entorno se desarrolla desde una metodologia abierta en la que cada
proyecto es vivenciado por el alumno de manera experiencial.
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Concretamente nos centraremos en la figura de la espiral como elemento motivador. A través de ella,
de su observacion y conocimiento, abordaremos aspectos matematicos fundamentales como es el
proceso de sumar, asi como algunos conceptos relacionados con el tema en cuestion: patrones, series,
secuencias...asi como curiosidades matematicas relacionadas con nuestro cuerpo que, desde la forma
matematica propuesta, aporta motivacion y conocimiento.

DESARROLLO DEL TRABAJO
Descripcion de la propuesta

La infancia es una etapa vital en la que el entorno proximo se vincula directamente con los intereses
de los nifios y nifias. La necesidad de investigar, conocer y aprehender la realidad permite que exista
una conexion entre las experiencias vividas en su contexto habitual y el desarrollo infantil. El interés
por involucrarse en el entorno cercano incluyéndolo en la experiencia del nifio y la nifia, favorece el
tan necesario aprendizaje significativo.

En la propuesta que describimos vinculamos la aproximacion al lenguaje matematico, asi como la
iniciacion en algunas operaciones sencillas, con la experiencia relacionada con elementos que estan
presentes en el dia a dia: la calle, la escuela, el patio de juegos, los parques y la misma naturaleza que
los rodea. En cada salida al entorno es frecuente localizar elementos naturales que ofrecen
posibilidades de aprendizaje a la vez que motivan y generan estructuras cognitivas facilitadoras de
los prerrequisitos necesarios: Atencion, memoria, coordinacion, orientacion, percepcién, esquema
corporal, comunicacién, lenguaje y autonomia. En el caso que describimos nos centramos en la figura
de la espiral para conectar con la experiencia matematica, después de realizar un proceso de
observacion, que nos permitié ubicar y reconocer la forma espiral en diferentes contextos: naturaleza,
escuela, vida cotidiana, asi como en nuestra aula transformada en laberinto donde la espiral ofrece
diferentes posibilidades en las que desarrollar sus competencias.

El juego en el laberinto ofrece posibilidades motrices, asi como facilita la adquisicion de destrezas
fomentando la curiosidad y la capacidad de abstraccion para la aproximacion y realizacion de
operaciones matematicas sencillas. Las salidas al entorno desarrollan la interaccion con el medio y
relacionan la experiencia con aspectos pedagdgicos. Las formas que encontramos en la naturaleza
son estudiadas minuciosamente para encontrar similitudes con la forma estudiada: la espiral.

Por tanto y en lineas generales, esta propuesta trata de desarrollar la capacidad de atencién y
observacién para generar estructuras cognitivas que permitan a los nifios y nifias aproximarse al
pensamiento matematico desde experiencias cercanas, extrayendo conclusiones y facilitando la
accion, de manera que sean capaces de realizar pequefias investigaciones a partir de un eje motivador:
la espiral, como forma de la naturaleza que esté presente en muchos de los elementos que conocemos
y que han formado parte de nuestro dia a dia.

Desarrollo de la Propuesta

El proyecto que hemos realizado se desarrolla a lo largo del curso escolar teniendo en cuenta la
secuencia natural que vivimos a lo largo del afo e integrar asi los diferentes ejes tematicos:

1. Las estaciones como secuencia narrativa,
2. Laidentidad de los nifios y nifias,
3. El juego como principio.

1.Las estaciones del afio. Cada estacion es un nuevo hito y nos sirve de contexto y excusa para
significar los aprendizajes.

La espiral es el eje conductor y es a partir de ella como enfocamos la propuesta.
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Aprovechando esta circunstancia la secuencia narrativa comienza trabajando la espiral a lo largo de
las mismas: en el otofio, invierno, primavera y verano.

Las salidas al entorno a lo largo del afio se vinculan con las diferentes estaciones, por lo que
buscaremos elementos que tengan que ver con la forma espiral y trabajar el concepto matematico
desde la observacion y la interaccion con el medio.

e En laestacion del otofio recogemos pifias para establecer comparaciones con otros elementos
naturales y reconociendo la forma espiral en cada uno de ellos

=
Figura 1. La espiral en las pifias.
o En el invierno buscaremos la forma en los cristales de nieve. Salimos al entorno para recoger y jugar
con ella, de manera que establezcamos un contexto relacional y posteriormente trabajar desde la

motivacion el tema de interés. A través de presentaciones visuales podemos observar de manera mas
certera su forma. En la pizarra digital lo mostramos para que lo representen.

Figura 2. La espiral en los cristales de nieve (Alexey Kljatov, CC license)

e En la primavera buscamos la espiral en las flores y en las plantas observando sus curiosas
caracteristicas.
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Figura 3. La espiral en las plantas (Fuente: Pintura y artistas)

e En el comienzo del verano buscaremos las similitudes en las conchas y en las ondas marinas.

Figura 4. La espiral en las conchas marinas
La construccion de la identidad.

Otro eje tematico fundamental es la construccion de la identidad. A travées de elementos motivadores
trataremos este aspecto. Los nifios y nifias de esta etapa avanzan progresivamente en la adquisicion
de su autoconcepto, por lo cual otro de los objetivos es el tratar de descubrirse progresivamente. Para
ello las actividades deben ser sobre todo manipulativas y activas, por lo que vincularemos la espiral
con las sefias de identidad de cada uno de nosotros. Comenzamos con la impresién de huellas en un
papel para descubrir que su disposicion es un patron que nos lleva directamente a la figura trabajada.
La espiral aparece en nuestra huella por lo que este concepto nos permite trabajar el concepto de
ndmero a través del estudio del DNI. Buscamos los numeros que nos identifican y para ello
mostramos diferentes documentos que nos proporcionan algunos nifios y nifias y la propia docente.
Es asi como entendemos que la identidad también puede mostrarse en nimeros y que éste va asociado
a una huella que nos identifica y que vinculamos con la forma espiral. La figura protagonista cobra
entonces una importancia muy significativa ya que su secuencia y patrones son la clave que nos
identifica como personas Unicas y especiales desde nuestra propia diferencia, haciendo de esta un
valor que enriquece, que sumay que aporta a la diversidad una connotacion positiva haciendo posible
la atencién a la misma. Desde el Disefio Universal de Aprendizaje (DUA) valoramos e integramos
todos los aspectos que atiendan a las diferentes formas de acceder al aprendizaje.

Figura 5. La huella digital y las espirales
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Figura 6. La espiral en nuestra identidad

Ademas, buscamos en nuestro propio cuerpo y en la de aquellos referentes artisticos o afectivos, la
presencia de la curva geométrica plana (espiral). Ademas, conocemos algunas curiosidades
relacionadas con la espiral: la reconocemos en la forma en nuestras orejas, relacionamos la proporcién
en los dedos de nuestras manos y observamos que cuando cerramos la mano formamos una espiral.

Todas estas curiosidades facilitan el que integremos desde una mirada matematica, el tema que
presentamos con nuestra propia identidad facilitando el acercamiento a las matematicas desde lo
cercano a lo general.

Figura 7. La espiral en nuestro cuerpo

El laberinto de Fibonacci, escape room matematico.

La innovacién educativa permite recuperar o poner de manifiesto la potencialidad del juego como
recurso educativo fundamental, poniendo el punto de inflexion en lo ludico como una tarea muy seria
que permite utilizar el pensamiento matematico para construir conocimiento, como afirma Stuart
Brown, “Nada enciende mas la mente de un nifio como jugar”.

Proponemos realizar un escape room en un espacio del aula transformandolo en laberinto. Este ofrece
posibilidades motrices, documenta procesos que generan aprendizaje, asi como fomenta la curiosidad
y la capacidad de abstraccion.

Los nifios y nifias interpretan cédigos y patrones matematicos para “resolver el enigma que les permita
salir del laberinto” apoyandose en la reflexion y la l0gica, generando ademas vinculos de union cual
“hilo de Ariadna ™.
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Figura 8. El laberinto

El laberinto debe ser recorrido hasta conseguir salir de él, esto no es posible si no resuelven los retos
propuestos. Para ello deben realizar operaciones o buscan soluciones con las estrategias propuestas.

Entonces:

Al: ;Cdémo vamos a encontrar los nimeros que nos daran la pista del laberinto?
P: Coémo veis tenemos que empezar sumando las posiciones 0y 1 que son fijas.
A2: ;Y cdmo hacemos después?

P: Tenemos que buscar como encontrar la segunda posicion que resulta de la suma de las
posiciones 0y 1, es decir, de la suma de los nimeros 0 y 1 que resulta 1.

A3: Ya lo entiendo jEs muy facil! jMiral
A4: Genial, asi es

P: La tercera posicion resulta de la suma de las posiciones 2 y 1, es decir, de la suma de los
nameros 1y 1 que resulta 2.

P: La cuarta posicion resulta de la suma de las posiciones 3y 2, es decir, de la suma de los
nameros 2y 1 que resulta 3.

P: Y asi sucesivamente.
A5: Y para salir del laberinto ;Qué hacemos después?

P: Tenemos que resolver el puzle de la espiral y mirar detrés si tiene el siguiente nimero de la
secuencia

Al. jSeria el nimero 5! jVamos a resolver otra pistal

P: Tendremos que encontrar el siguiente nimero con este c6digo QR, usaremos el mévil de la
clase

A2: Entonces, cuando aparezca el nimero ¢podremos abrir el candado de la caja?
A3: jAparecen todos los nimeros que hemos sumado antes!
A4: jConseguido! esel 0, 1, 1, 2, 3... cuando abramos la caja el mensaje nos dira como salir
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Figura 9. Resolviendo el enigma para conseguir la pista fina
La gincana matematica.

Nuestro entorno cercano ofrece grandes posibilidades por lo que en las salidas al mismo realizamos
actividades matematicas desde el juego como principio. Proponemos una gincana para reconocer
elementos matematicos presentes en nuestra escuela. Para ello les pedimos que busquen y seleccionen
todos los elementos que tengan que ver con la geometria hasta reconocer la forma trabajada y anotarlo
en un cuaderno de campo matematico.

Figura 10. Investigando nuestro entorno matematico
“Land-Art.

Para finalizar buscamos referentes en el arte que trabajan la forma espiral promoviendo el sentido
estético a través de disefios artisticos, enlazando con nuestro pasado mas lejano, observando la espiral
y su trazo a lo largo de la historia y como los artistas la han reproducido para posteriormente disefiarla
en el espacio del aula de manera creativa con materiales diversos.

Figura 11. Espirales. Robert Smithson, Chema Madoz y Mario Merz
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Figura 12. Trazando nuestras espirales

La espiral en los cuentos.

A través de la lectura podemos encontrar también una motivacion que nos vincule con el tema. Para
ello iniciamos un proceso de basqueda en el que podamos conocer la tematica propuesta.

Su consulta, lectura y posterior representacion, hacen que el tema a tratar aparezca muy relacionado
con sus intereses. Elegimos los siguientes titulos: ”Los secretos del mundo espiral” de Lourdes
Benito, “Animales en espiral “ de Julio del Bosque, asi como diferentes albumes de Herbé Tullet, por
su gran aproximacion al mundo infantil y la relacion de éste con el Arte. Otro de los libros que
especialmente han contribuido a la experiencia propuesta, es un texto relacionado expresamente: “Las
Matematicas del Universo” de Soledad Romero y Rennee Hao. A través de €l y de forma poética,
hemos desarrollado un imaginario matematico desde la belleza y la poesia.
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Figura 13. Material ilustrado

Conclusion.

Las matematicas forman parte de nuestra vida, rodean cada accion cotidiana de manera que es
imposible separarlas de cada realidad. Ofrecer esa mirada desde edades tempranas, es dotar de
herramientas que faciliten su comprension y generen aprendizajes que puedan ser trasladados a todos
los &mbitos y dimensiones que deberan asumir a lo largo de su escolaridad y vida.

Todo comienza cuando miramos a nuestro alrededor y asistimos al espectaculo de la vida.
“Empieza por el principio y sigue hasta el final, alli te paras” Alicia en el Pais de las Maravillas.

Lewis Carroll
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PARA TRABAJAR LOS PROCESOS DE RAZONAMIENTO Y
PRUEBA CON ESTUDIANTES PARA MAESTRO!
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Resumen

Una de las competencias especificas en matematicas que establece el nuevo decreto LOMLOE es la
de razonamiento y prueba. Disefiar y gestionar situaciones de aprendizaje donde los procesos de
razonamiento y prueba tengan una presencia relevante precisa de que los docentes tengan un
conocimiento solido de los mismos. Estos procesos, que suelen resultar complejos, involucran dos
grandes fases, conjeturar y demostrar. Se presentan aqui una serie de tareas disefiadas e
implementadas con estudiantes para maestro de Educacion Primaria, pero que son también
aplicables en aulas de ultimos cursos de Primaria y de Secundaria, para fortalecer y reconstruir su
conocimiento sobre estos procesos. Estas tareas estan centradas en contenidos geométricos, como
las relaciones angulares o las propiedades de los poligonos, y hacen uso de las potencialidades de
GeoGebra tanto para conjeturar como para transitar hacia la elaboraciéon de demostraciones.

Palabras clave: Razonamiento y prueba, conjeturar, demostrar, GeoGebra, relaciones
geométricas.

INTRODUCCION

Una de las novedades del nuevo decreto curricular de la LOMLOE es el establecimiento explicito de
una serie de competencias especificas en matematicas, cuyos ejes estan centrados mayoritariamente
en procesos clave involucrados en la propia actividad matematica, como son la resolucion de
problemas, las conexiones, la representacion y comunicacion de ideas matematicas y el razonamiento
y prueba, ademas de las destrezas socioafectivas. Estos procesos ya son reconocidos por documentos
muy influyentes como los estandares del NCTM (2003). Un docente de matematicas de cualquier
nivel ha de ser capaz de disefiar y gestionar situaciones de aprendizaje en las que estos procesos
tengan una presencia relevante, para favorecer en sus estudiantes el desarrollo de las competencias
especificas en matematicas.

Para que un docente pueda disefiar y gestionar estas situaciones es una condicion necesaria (que no
suficiente) que tenga un adecuado conocimiento especializado sobre estos procesos. Esto es
reconocido explicitamente por modelos de conocimiento del profesor de matemaéticas como el
Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge (MTSK) de Carrillo et al. (2018), que tomaremos
como referencia. Este modelo distingue dos grandes dominios de conocimiento: el conocimiento
matematico y el conocimiento didactico del contenido matematico, considerando ademas el papel
central de las creencias del profesor como aspecto clave que permea qué conocimientos moviliza 'y
usa el docente de matematicas al llevar a cabo tareas vinculadas con su profesion.

Esta comunicacion se centra en el dominio del conocimiento matematico. Dentro de él, el modelo
MTSK (Carrillo et al., 2018) distingue el conocimiento de los temas (Knowledge of Topics, KoT),

i Este trabajo se ha realizado con el apoyo del programa “Ayudas para la realizacion de proyectos de investigacion UVa
20217 (ref.: PROYEMER-2021-59). El trabajo est4 vinculado a la red MTSK, red de investigacion de la Asociacién
Universitaria Iberoamericana de Posgrado (AUIP).
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que abarca el conocimiento disciplinar de los contenidos matematicos (definiciones, propiedades,
procedimientos, contextos de aplicacion, representaciones...); el conocimiento de la estructura de las
matematicas (Knowledge of the Structure of Mathematics, KSM), donde se situa el conocimiento de
conexiones entre diferentes contenidos matematicos; y el conocimiento de la practica matematica
(Knowledge of Practices in Mathematics, KPM), que se centra en el conocimiento de las actividades
y procesos que suponen un pilar para hacer matematicas y construir conocimiento matematico.

En este dltimo subdominio, KPM, es donde se sitGa el conocimiento de la practica de demostrar, que
incluye las formas de generar y validar conocimiento en matematicas, como el establecimiento de
patrones, la construccién de conjeturas, el rol de los ejemplos y contraejemplos, los métodos y tipos
de demostraciones o las funciones de la demostracion (Delgado-Rebolledo et al., 2022). En general,
el aprendizaje de estos procesos es complejo, para alumnos y, también, para profesores en formacion
(Harel y Sowder, 2007; Stylianides y Stylianides, 2009).

Asi, en esta comunicacion mostramos el disefio y aplicacion de una serie de actividades para trabajar
los procesos de razonamiento y prueba con estudiantes para maestro de Educaciéon Primaria (en
adelante, EPM). Estas actividades estan centradas en contenidos geométricos, al ser una rama de las
matematicas que ofrece numerosas oportunidades para desarrollar procesos de razonamiento y
demostracidn, en particular, tareas de conjeturar y probar (NCTM, 2003). En ellas, se hace uso del
programa GeoGebra y se explotan sus potencialidades como programa de geometria dindmica.

LOS PROCESOS DE RAZONAMIENTO Y PRUEBA

En los procesos de razonamiento y prueba pueden distinguirse dos grandes fases: una fase de
indagacion para llegar a establecer una conjetura y una fase de construccion de una cadena de
razonamiento l6gico-deductivo que permita, si es el caso, justificar y validar la conjetura establecida.
Como destacan Jeannotte y Kieran (2017), estas dos fases llevan aparejadas muchas acciones. La fase
de indagacion involucra acciones como comparar, identificar un patrén, generalizar o enunciar una
conjetura. La fase de validacion involucra acciones como explicar, razonar o justificar.

En el nuevo decreto curricular de la LOMLOE encontramos, tanto en Educacion Primaria, como en
Secundaria y en Bachillerato, al menos una competencia especifica muy centrada en estos procesos
de razonamiento y prueba, con enunciados que recogen la existencia de esas dos fases:

Competencia especifica 3: Explorar, formular y comprobar conjeturas sencillas o plantear problemas
de tipo matematico en situaciones basadas en la vida cotidiana, de forma guiada, reconociendo el valor
del razonamiento y la argumentacion, para contrastar su validez, adquirir e integrar nuevo
conocimiento (Educacion Primaria) (Consejeria de Educacion de CyL, 2022a, p. 48741).

Competencia especifica 3: Formular y comprobar conjeturas sencillas o plantear problemas de forma
autobnoma, reconociendo el valor del razonamiento y la argumentacion para generar nuevo
conocimiento (Educacion Secundaria) (Consejeria de Educacion de CyL, 2022b, p. 49344).

Competencia especifica 2: Verificar la validez de las posibles soluciones de un problema empleando
el razonamiento y la argumentacion para contrastar su idoneidad. Competencia especifica 3: Formular
0 investigar conjeturas o problemas, utilizando el razonamiento, la argumentacion, la creatividad y el
uso de herramientas tecnolégicas, para generar nuevo conocimiento matematico. (Bachillerato)
(Consejeria de Educacion de CyL, 2022c, pp. 50087 y 50105).

Esta presencia remarca la necesidad de disefiar y desarrollar situaciones en las aulas que propicien
estos procesos en todos los niveles educativos. Un prerrequisito para ello es que el docente de
matematicas posea un conocimiento solido sobre los mismos lo que, como hemos comentado, no es
un hecho sencillo puesto que tanto la experiencia docente como la investigacion atestiguan la
complejidad que, en muchos casos, tienen estos procesos. Una de las dificultades mas habituales es
la presencia de un esquema de prueba inductivo, es decir, la consideracion (erronea) del razonamiento
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inductivo (la comprobacion en ejemplos concretos) como generador de pruebas validas en
matematicas y como proceso que genera convencimiento y persuasion a una persona sobre la
veracidad y validez de un enunciado (Harel y Sowder, 2007). Esta dificultad también aparece como
muy arraigada entre los futuros profesores de matematicas (Arce y Conejo, 2019; Stylianides y
Stylianides, 2009), siendo necesario trabajar en la formacion inicial para intentar su superacion.

En esta comunicacion mostramos algunas actividades disefiadas e implementadas con estudiantes
para maestro con ese propoésito. En estas actividades se hace uso del software GeoGebra
(https://www.geogebra.org), multiplataforma y gratuito y con un nimero cada vez mayor de opciones
y entornos, lo que le hace ser un software con un enorme potencial y posibilidades para ser usado en
el aula de matematicas. En Conejo y Arce (2018) mostramos también algunos ejemplos del potencial
de este programa en la formacion inicial de EPM. Aqui, explotaremos su potencial como software de
geometria dinamica, que permite no solo realizar construcciones geométricas, sino también
dinamizarlas manteniendo las propiedades que se definieron en su construccion, lo que facilita
indagar, identificar relaciones y poder enunciar y comprobar conjeturas.

Aspectos relevantes en el disefio de actividades para conjeturar y demostrar

Las actividades que vamos a presentar han sido disefiadas siguiendo varios de los principios
establecidos por Lin et al. (2012) para el disefio de tareas basadas en conjeturar y demostrar, tareas
necesarias para desarrollar el pensamiento matematico y los modos en que se produce conocimiento
en matematicas.

Linetal. (2012) proponen principios para el proceso de conjeturar, para una transicién adecuada entre
conjeturar y probar, y para el proceso de probar. Para la parte vinculada a la conjeturacién, la tarea
ha de proporcionar oportunidades a los estudiantes para conjeturar a partir de la observacion y la
construccién indagatoria, para lo cual un software de geometria dindmica como GeoGebra es muy
atil para descubrir patrones o relaciones. Ademas, la tarea también ha de facilitar que los estudiantes
movilicen y transformen sus conocimientos previos y que puedan reflexionar sobre el proceso de
conjeturacion y las conjeturas encontradas. Para esta reflexion, algunas preguntas interesantes son:
“.Esta la conjetura enunciada de la forma lo mas clara posible?”, “Explica por qué crees que tu
conjetura es cierta en estas condiciones. ;Seguird siendo cierta si las condiciones cambian?” “;Es
posible generalizar la conjetura? ;Hay algin caso en que esta no sea cierta?”

Para el proceso de transicion de la conjeturacion a la demostracion, proceso complejo para los
estudiantes, Lin et al. (2012) defienden que la tarea ha de generar al estudiantado una necesidad de
realizar dicha transicién. Esto debe tenerse especialmente en cuenta cuando se hace uso de un
software de geometria dindmica, puesto que su uso puede reforzar los esquemas de prueba inductivos,
a través de la comprobacion de patrones o relaciones dinamizando las configuraciones geométricas
construidas. Esa necesidad puede ser intelectual, promoviendo conflictos cognitivos en el alumnado
(por ejemplo, a través de relaciones o reglas que no sean siempre validas) o la necesidad de explicar
por qué se da cierta relacion (con un foco en la estructura y general, y no particular). Pero también
puede ser social, cuando el profesor establece una serie de normas para aceptar o rechazar conjeturas
producidas por el alumnado, normas que estén basadas en el modo en que se valida conocimiento en
matematicas. De hecho, la dificultad de esta transicidn sugiere considerar necesidades de ambos tipos
en el trabajo en el aula de la misma.

Para el proceso de demostracion de las conjeturas, Lin et al. (2012) plantean varios principios utiles.
Las tareas han de ofrecer oportunidades para clasificar enunciados matematicos, y trabajar cuando un
enunciado matematico es verdadero o falso atendiendo al lenguaje légico utilizado (por ejemplo,
cuantificadores universales o existenciales). También han de facilitar la expresion de argumentos
utilizando sistemas de representacion variados (simbdlicos, graficos, verbales...), asi como hacer que
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los estudiantes adopten roles tanto de generadores de pruebas de demostraciones como de evaluadores
de demostraciones realizadas por sus pares.

EJEMPLOS DE ACTIVIDADES PARA TRABAJAR LOS PROCESOS DE CONJETURAR
Y DEMOSTRAR

Como se deriva del apartado anterior, no cualquier actividad matematica resulta igualmente relevante
para estimular la competencia especifica del razonamiento y prueba en el alumnado. A continuacion,
se presentan algunos ejemplos de actividades disefiadas, con el apoyo de GeoGebra, para trabajar los
procesos de conjeturar y demostrar en el marco de la asignatura sobre geometria y su didactica
presente en el Grado en Educacion Primaria en la Universidad de Valladolid. Estas actividades fueron
implementadas con estudiantes del grado, sin embargo, por los contenidos trabajados y el enfoque,
consideramos que podrian ser utilizadas en los Gltimos cursos de Educacion Primaria o primeros
cursos de Educacion Secundaria en funcion de la actividad. Conviene tener en cuenta que para
favorecer el desarrollo del pensamiento matematico necesario para razonar y demostrar y la necesidad
de las demostraciones como forma de validar el conocimiento, los estudiantes deben ser expuestos
repetidamente a este tipo de tareas, y no de manera puntual y esporadica, teniendo también presente
la importancia de comunicar y compartir las conjeturas halladas y los razonamientos propuestos.

Los ejemplos que aqui se presentan, y algunos otros que no se exponen, son planteados a lo largo de
la asignatura para favorecer las destrezas de justificacion y la evolucion de los esquemas de prueba
inductivos a otros axiomaticos, en el que el convencimiento y persuasion se genera a través de
razonamientos deductivos, lo que favorece el desarrollo del conocimiento de la practica matematica
(KPM) de los EPM. Ademas, con estas actividades también pretendemos desarrollar el
(re)descubrimiento y la mayor comprension del conocimiento geométrico puesto en juego, vinculado
al conocimiento de los temas (KoT).

Actividades para conjeturar y demostrar relaciones angulares en la circunferencia

Un primer grupo de tareas esta vinculada a la conjeturacion y demostracion de dos relaciones
angulares en la circunferencia: el teorema del angulo inscrito y el teorema del angulo exterior. El
planteamiento trata de seguir los principios indicados por Lin et al. (2012) para disefiar este tipo de
tareas. Estas relaciones angulares suelen ser muy desconocidas para gran parte de los EPM, lo que
favorece afrontar el proceso de descubrimiento y conjeturacion de las mismas.

En el caso del teorema del angulo inscrito, el guion de tareas disefiado comienza con una fase de
conjeturacion, dividida en dos etapas. En la primera, los EPM trabajan individualmente en papel,
donde han de dibujar angulos inscritos y sus angulos centrales correspondientes, usando Utiles de
dibujo, y han de establecer una conjetura sobre la relacion de sus amplitudes. En la segunda, trabajan
por parejas sobre un applet GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/ukrfyber) en el que estan
construidos un angulo inscrito y su angulo central correspondiente, que pueden dinamizar para
indagar la relacion existente entre las amplitudes y ratificarse o cambiar la conjetura antes enunciada.
Ademas, en ambas fases, tras establecer la conjetura se hacen tres preguntas a los EPM, destinadas a
poder obtener informacion sobre sus esquemas de prueba, que estan inspiradas en una investigacion
de Stylianides y Stylianides (2009) con estudiantes para profesor:

e ;Enqué grado estas convencido (estas seguro de que es asi) de que la conjetura que has hecho
es cierta? ¢Por que?

e ;Crees que esta suficientemente probado que la conjetura que has hecho es cierta? ¢Por qué?

179


https://www.geogebra.org/m/ukrfyber

Matias Arce, Laura Conejo, Astrid Cuida y Héctor Sanz

e Si crees que podrias estar mas convencido y/o que se podria probar mejor que la conjetura
que has hecho es cierta, ¢qué habria que hacer para lograrlo?

El rol de GeoGebra como software de geometria dindmica ayuda a detectar y/o refinar la relacion de
amplitud conjeturada, aunque el razonamiento usado es de tipo inductivo. Estas preguntas tienen por
objeto conocer si para los EPM este tipo de razonamiento seria suficiente para estar convencido del
resultado o darlo por probado, o no. Un alto nimero de EPM suelen contestar que si, mostrando un
esquema de prueba inductivo que, también, a través de este tipo de tareas buscamos revisar.

Posteriormente, se pasa a un nuevo applet GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/zc8xdx3z), en el
gue se comienza planteando una pregunta abierta que pretende favorecer la transicién entre conjetura
y prueba, para reflexionar sobre por qué puede darse y mantenerse esta relacion, tratando de avanzar
hacia una justificacion general. Tras ella, comienza la fase de demostracion, donde a través de
preguntas se busca que los EPM movilicen el conocimiento necesario para construir una justificacion
del caso mas sencillo (aquel en el que uno de los lados del angulo contiene al centro de la
circunferencia, parte izquierda de la Figura 1), y posteriormente usar ese caso para intentar construir
una justificacion cuando el centro de la circunferencia esta dentro del angulo inscrito (parte central
de la Figura 1) o fuera de él (parte derecha de la Figura 1). Tanto en el applet anterior como en este,
los EPM trabajan por parejas, lo que también les obliga a comunicar sus hallazgos o ideas, y
confrontarlas con la pareja, que puede actuar también como evaluador de las mismas. En la parte final
de este applet se vuelven a formular las preguntas sobre convencimiento y validez antes indicadas, y
se solicita una aplicacién del teorema ya demostrado para justificar por qué es rectangulo el triangulo
inscrito en la circunferencia donde uno de sus lados es un didmetro.

Figura 1. Los tres casos de la demostracion del teorema del angulo inscrito

Para el teorema del angulo exterior, también hemos disefiado e implementado tareas basadas en un
par de applets GeoGebra, con una estructura muy similar a los anteriores. El primero de ellos,
https://www.geogebra.org/m/q7dg329t, esta centrado en la fase de conjeturacion, en la que pueden
apoyarse de un applet en que se ha construido un angulo exterior a una circunferencia y sus dos
centrales correspondientes, y los estudiantes pueden dinamizar la figura para tratar de encontrar
alguna relacion entre las amplitudes. Ademas de la verbalizacion de la conjetura, se acompafian de
nuevo las tres preguntas sobre convencimiento y validez antes indicadas. En este caso, al ser una
relacion de amplitudes mas compleja, los EPM suelen necesitar mas tiempo para encontrarla, o algin
tipo de apoyo en forma de pista. El segundo de los applets, https://www.geogebra.org/m/vah4tfn3,
estd centrado en la fase de demostracion, donde se van planteando diferentes preguntas vinculadas a
los pasos de la misma, con una serie de botones que ayudan a destacar las relaciones clave por paso.

Actividades para conjeturar y demostrar propiedades de los poligonos

Un segundo grupo de tareas se plantearon en torno a los poligonos, para conjeturar y demostrar
algunas propiedades. La primera tarea busca responder a la pregunta sobre el nimero de diagonales
diferentes tiene un poligono n lados; la segunda plantea la pregunta sobre la suma de angulos
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interiores de un poligono de n lados y la tercera busca indagar la relacion que deben cumplir ny m
para que la relacion n/m dé lugar a un poligono estrellado (donde n es el nimero de vértices del
poligono regular convexo del que se parte para construirlo y m el salto entre vértices). Todas ellas
siguen un esquema similar: se plantea la pregunta, para permitir a los alumnos la exploracion libre de
las mismas y la elaboracion de conjeturas propias, para luego dar a los estudiantes un applet con
GeoGebra y un guion que ayude a los mismos a construir el razonamiento que los lleva a la respuesta
correcta. En los siguientes enlaces se pueden consultar los guiones de las tareas propuestas junto con
sus applets GeoGebra:

e Diagonales en un poligono de n lados: https://www.geogebra.org/m/czp7k57b

e Suma de los angulos interiores de un poligono: https://www.geogebra.org/m/krvvmaq76

e Poligonos estrellados: https://www.geogebra.org/m/ptkz9wr2

En las dos primeras tareas suele observarse que algunos alumnos ya conocen que existe una relacion
entre el numero de lados y el nimero de diagonales o la suma de los angulos interiores de un poligono,
incluso algunos recuerdan la expresion algebraica que describe dicha relacion. Aungue en estos casos
la fase de conjetura no se desarrolla plenamente pues estan condicionados por su conocimiento previo,
el resto de la actividad permite explicar el porqué de la expresién algebraica, lo que pone el foco en
esa necesidad intelectual de la demostracién no para adquirir convencimiento, sino para encontrar
razones que expliquen y justifiquen las conjeturas realizadas. En ambos casos, el applet GeoGebra no
solo esta construido para poder comprobar lo que sucede en diferentes ejemplos, sino para encontrar
relaciones que son la base de la demostracién de las propiedades abordadas.

En la tercera tarea, sin embargo, al tratarse de una relacion mucho menos conocida y trabajada en
educacidn preuniversitaria, los estudiantes formulan multiples conjeturas en torno a la tarea planteada
(n'y m deben ser los dos impares, 0 uno par y otro impar...) que pueden ser refutadas facilmente con
la ayuda del applet GeoGebra. En este caso el guion de preguntas no conduce tanto a la construccion
de la relacién, pero si permite desechar todas aquellas conjeturas no validas hasta encontrar una
correcta y, en este caso, la demostracion si es necesaria para lograr convencimiento sobre la tarea
propuesta (necesidad intelectual). Ademas, el guion de tareas permite establecer conexiones con otros
conceptos matematicos, como las fracciones irreducibles, lo que pone en juego el conocimiento de
otros subdominios dentro del conocimiento matematico, como el conocimiento de los temas (KoT) y
el conocimiento de la estructura de las matematicas (KSM). Ademas, en la Gltima parte en la que se
establece una definicion para un objeto nuevo, el poligono silueta (Figura 2), se busca relacionar el
conocimiento desarrollado en las tareas sobre relaciones angulares en esta nueva situacion.

/ﬁ\

W =
Figura 2. Poligono silueta obtenida a partir de la superficie delimitada por el poligono estrellado 7/2

Y

Actividades para trabajar la variabilidad de magnitudes

Un tercer grupo de tareas estan asociadas a conjeturar y demostrar propiedades sobre el
mantenimiento o variacion de magnitudes, como el perimetro o el area, en figuras geométricas. En
estas tareas, el rol de GeoGebra es algo diferente, puesto que se usa para realizar construcciones y
para comprobar conjeturas en relacidén con este mantenimiento o variacion de magnitudes.
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Una de las tareas comienza con el planteamiento de la imagen mostrada en la Figura 3 (figura de la
izquierda), donde los estudiantes han de describir los elementos geométricos que en ella identifican
y conjeturar qué relacion existe entre el area de la region lilay el de la regién amarilla. A continuacion,
se hace uso de GeoGebra solicitando a los estudiantes que realicen una construccion similar con
GeoGebra. La visualizacion de la relacion de paralelismo entre los segmentos AB y DC habilita una
descomposicion en triangulos rectangulos, para posteriormente establecer un isomorfismo entre ellos,
que le permitird demostrar que las areas son idénticas.

D K M D K M P R o

C

A L N B A L N Q B

Figura 3. Imagenes presentadas a los estudiantes para conjeturar propiedades asociadas al area

Tras esto, se presenta a los estudiantes la imagen de la derecha de la Figura 3, tratando de avanzar en
la generalizacion del resultado. La cuestidn se dirige ahora a si la relacion de areas esta afectada por
la cantidad de tridngulos involucrados en la figura. Nuevamente, se insta a conjeturar al respecto para,
después, acudir a GeoGebra, modificar su construccion inicial y, visualizando la imagen resultante,
se espera que el alumnado sea capaz de identificar que la relacion entre las areas se preserva con
independencia del nimero de triangulos, y ser capaz de explicar por qué.

Posteriormente, para continuar con la generalizacion de la conjetura, se pone el acento sobre la
disposicion de los triangulos y no sobre su cantidad. De este modo, pedimos una nueva conjetura al
alumno sobre si la relacion entre las areas varia si se desplazan los vértices sobre las bases del
rectangulo. Una vez realizada la conjetura, los estudiantes pueden apoyarse en la dinamizacién de sus
construcciones con GeoGebra, arrastrando los veértices de las figuras en las bases AB y DC, y ver qué
sucede, buscando no solo la comprobacién sino el ser capaz de encontrar una explicacion de la
relacion entre los tridngulos que permita construir una justificacion rigurosa de la conjetura.

Como colofén a esta tarea, se solicita a cada estudiante que describa el proceso que ha seguido desde
las conjeturas iniciales a las pruebas finales, pasando por los procesos intermedios de construccion
sobre los que se edificaran las demostraciones matematicas formales.

Una tarea mas, correspondiente a este grupo, esta vinculada a la configuracion de la Figura 4, donde
My N son los puntos medios de los segmentos AP y BP, respectivamente. Si en esa configuracion se
mueve el punto P a lo largo de una paralela al lado AB, se solicita a los estudiantes conjeturar si las
siguientes cuatro proposiciones son verdaderas o falsas, justificando razonadamente su valor de
verdad: (a) El perimetro del triangulo PAB cambia, (b) El area del triangulo PAB no cambia, (c) El
area del trapecio ABNM cambia, y (d) La longitud del segmento MN cambia.

P

A B

Figura 4. Configuracion para esta tarea, donde P se mueve en una paralela al lado AB
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Ademas de reflexionar sobre la veracidad o falsedad de las proposiciones planteadas, a partir de la
visualizacion de la configuracion, también es importante realizar un trabajo de reflexion sobre las
posibles relaciones que existen entre ellas; esto es, sobre si la verdad o falsedad de una de ellas afecta
al valor de verdad del resto, y de qué manera lo hace. Este hecho pretende también evitar posibles
contradicciones en las respuestas que se den por separado a cada una de las cuatro proposiciones,
abordando y revisando las mismas en caso de que se produzcan.

Después, se solicita al estudiante que realice la construccion de la configuracion con GeoGebra y que
manipule la figura moviendo el punto P, lo que le permitira observar, a través de la comprobacion de
casos particulares, si se verificaban o no cada una de sus conjeturas. En el caso de que las
proposiciones que se cumplan estén asociadas a que la longitud, el perimetro o el area si que varia
(como sucede con el perimetro del triAngulo PAB), el uso de GeoGebra ayuda a encontrar
contraejemplos que permiten confirmar la veracidad de la proposicion (a). Sin embargo, en el caso
de que se mantengan las medidas de las magnitudes, la comprobacién en casos particulares
(razonamiento inductivo) no permite demostrar este hecho, siendo necesario encontrar una
justificacion deductiva y general que los explique, y prestando especial cuidado a aquellos aspectos
que pudiesen comprometer el mantenimiento de las medidas.
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Resumen

Incluir contextos reales en la educacion matematica ha cobrado importancia en los Gltimos afios y
la modelacion se inscribe en dicha tendencia internacional. Una forma de lograr la contextualizacion
del conocimiento es la presentacion de situaciones problematicas reales que sean factibles de
representar mediante modelos mateméticos. De esta manera, y teniendo como finalidad que los
alumnos de tercer afo de secundaria del Colegio Las Hayas pudieran resolver un problema del
huerto escolar, se elabor6 e implement6 una situacion de aprendizaje basada en la modelizacion
matematica, la cual consta de seis actividades que van llevando a los estudiantes por el proceso de
la modelizacion, haciendo uso de temas y conceptos matematicos como: figuras semejantes,
proporcionalidad, analisis de la informacion y resolucién de problemas. Los resultados han sido
satisfactorios, permitiendo a los alumnos utilizar las matematicas en una problematica real.

Palabras clave: resolucion de problemas, contextos reales, modelizacion.
INTRODUCCION

Incluir contextos reales en la educacion matematica (Chamoso et al., 2005) ha cobrado importancia
en los dltimos afios y la modelacion se inscribe en dicha tendencia internacional. De acuerdo a
Trigueros, M. (2009), una forma de lograr la contextualizacion del conocimiento es la presentacion
de situaciones problematicas reales que sean factibles de representar mediante modelos matematicos.
Los modelos matematicos aparecen cuando se tiene la necesidad de responder preguntas especificas
en situaciones reales, cuando se requiere tomar decisiones o cuando es imperativo hacer predicciones
relacionadas con fendmenos naturales y sociales, por lo que ayudan a generar un pensamiento critico
frente a demandas sociales y democréaticas (Skovsmose, O. 1999); de igual forma, el uso de modelos
matematicos en el aula ayuda a relacionar las matematicas con situaciones de la vida real (Daher, W.,
y Awawdeh, J. 2015), motiva el aprendizaje y genera mayor interés en la materia (Blomhoj, M. 2004).

Con la finalidad de proporcionar a los estudiantes las herramientas necesarias para comprender la
relevancia de los procesos de modelizacion, sea en su vida académica o en su dia a dia, se hace
necesario trabajar con ellos desde el aula de educacién basica.

El proceso de modelacion que se utiliza en este trabajo es el de Blum, W. y Leiss, D. (2007), Figura
1; este proceso de modelacion se ha aplicado con estudiantes de nivel secundaria.

Un contexto real: el huerto escolar

El proyecto del huerto escolar ofrece a los estudiantes un contexto real en donde pueden aplicar los
conocimientos adquiridos en diferentes areas como las matematicas, tecnologia, geografia y biologia,
para resolver problemas concretos. Favorece el pensamiento critico ya que los alumnos analizan y
reflexionan situaciones problematicas reales, reconociendo aspectos favorables y desfavorables que
se presentan; realizan investigacion en diferentes fuentes generando un criterio propio que les ayuda
a la toma de decisiones con una vision mas amplia al trabajar en equipos cooperativos y colaborativos
y comunican sus resultados de manera ordenada.
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Figura 18. Proceso de modelado de Blum y Leiss (2007).
En la investigacion realizada con estudiantes de tercero de secundaria, se utilizo la problematica
presentada en el huerto escolar en la asignatura de tecnologia, la cual consiste en encontrar las mejores
condiciones para obtener la mejor cosecha. Por lo que se elabord una situacion de aprendizaje que
permitiera utilizar el proceso de modelizacion matematica en la resolucion del problema, para
sistematizar el proceso de siembra de hortalizas y poder utilizarlo con las siguientes generaciones,
utilizando la metodologia de aprendizaje cooperativo y colaborativo.

PROPUESTA DE SITUACION DE APRENDIZAJE

A continuacion, se describe una secuencia didactica estructurada en 6 actividades de aprendizaje. Su
implementacion sucedi6 en el horario de clases en la asignatura de matemaéticas llevandose a cabo 2
veces a la semana; dicho proceso se estima en un tiempo de 11 sesiones de 50 minutos cada una en
el salon de clases y/o centro de computo (proceso teodrico), ademas de considerarse un mes y medio
de la puesta en préactica (siembra y cosecha) en el huerto escolar.

El trabajo se propuso en equipos colaborativos de 4 estudiantes cada uno, los cuales fueron siempre
los mismos durante todas las sesiones; se utiliz6 Google Classroom para publicar las actividades y
para que los estudiantes registraran todo el proceso realizado como evidencias de trabajo con la
finalidad de evaluar el proyecto; se les menciond que el proyecto se incluiria en el porcentaje de
trabajo en clase, junto con las demas actividades realizadas durante el trimestre.

Actividad 1 Comprender. Presentacion de la problematica y generacién de hipotesis

En esta actividad se presenta la problematica que tienen que resolver, la cual consiste en obtener la
mayor cantidad posible de rabanos teniendo en cuenta las condiciones especificas con las que se
cuenta para el proceso de siembra. Se pretende que los estudiantes reflexionen respecto al proceso
que se debe emplear para la realizacion de una siembra y cosecha de determinado producto.

Tiempo estimado: 50 minutos.

Objetivos:

e ldentificar aspectos importantes que influyen directamente en la problematica (variables).

e Elaborar un plan de trabajo.
Material necesario: libreta, lapiz, dispositivo movil, pizarrén y/o proyector, conexion a internet.
Inicio
Se les presenta a los estudiantes la problematica que se va a tratar y se les solicita que reflexionen, de
manera individual, respecto al proceso que se debe seguir en la siembra de rabanos, las posibles
dificultades, asi como de aspectos indispensables con los que se debe contar para tener una buena

cosecha. Un punto importante en el que se debe centrar la reflexion es en la identificacion de variables
(por ejemplo, tiempo de riego de la cosecha, tipo de tierra empleada, la forma de sembrado de la
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semilla, la cantidad de semillas por metro cuadrado, espacio entre planta y planta, etc.) que
intervienen directamente en el proceso.

Desarrollo

En equipo, se comentan los puntos de vista y elaboran por escrito un proceso a seguir de la siembra
de rabanos, identificando posibles causas de una mala cosecha, e intentando dar soluciones y generar
algunas hipotesis.

Con la finalidad de apoyar en el proceso se proporciona a los estudiantes una lista de cotejo la cual
contiene aspectos como:

e Consideraron al menos 5 aspectos importantes en el proceso de la siembra de rdbanos; el plan
de trabajo muestra de manera ordenada y clara el proceso a seguir en la siembra de rabanos.

Cierre
En equipo se co-evallan apoyandose en la lista de cotejo.
Actividad 2 Simplificar/estructurar. Investigacion y eleccién de las variables

Para que los estudiantes conozcan el proceso de la siembra de rabanos y la realicen de mejor manera,
es necesario que busquen informacion en diferentes medios, la cual les facilitara el proceso y evitard
gue cometan algunos errores; también es importante que comuniquen de manera efectiva su propuesta
por lo que en la segunda sesion expondran brevemente a sus comparieros sus avances y durante la
tercera sesion en plenaria se comentaran ideas que ayuden a mejorar el trabajo.

Tiempo estimado: 200 minutos (4 sesiones de 50 minutos).

Obijetivos:
e Investigar el proceso de siembra de rdbanos e identificar nuevas variables.
e Elaborar un informe de investigacion.

Material necesario: bitacora fisica (libreta), centro de computo con internet, biblioteca escolar,
dispositivo movil o equipo de codmputo, conexion a internet.

Inicio

El grupo se traslada al centro de computo; por equipo se les asignan dos computadoras con acceso a
internet y se les pide que realicen una investigacion del proceso de la cosecha de rabanos, la cual debe
incluir al menos la siguiente informacién: cuidados necesarios, condiciones de siembra, tipo de riego,
tiempo que transcurre de la siembra a la cosecha, entre otros aspectos que sean de importancia y/o

interés para ellos. Ademas, a manera de guia para la realizacion de la investigacion, se les proporciona
una rabrica que contiene algunos de los siguientes rubros:

e Tiene una introduccidn bien redactada; cuenta con planteamiento del problema de forma clara
y precisa; los objetivos son claros y posibles de cumplir y medir; cuenta con informacion del
tema obtenida de fuentes fiables que fundamentan y guian la investigacion.

Desarrollo

En la segunda sesion, los estudiantes exponen brevemente al grupo el rumbo de su investigacion con
la finalidad de recibir retroalimentacion de los comparieros de grupo y servir de ayuda en la
investigacion de sus compafieros.

Cierre

Entrega del informe de investigacion en formato digital.

Algunos aspectos a considerar

Los estudiantes pueden hacer uso de su dispositivo movil para facilitar la investigacion, o trasladarse
a la biblioteca escolar.
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Actividad 3 Matematizar. Delimitacion del problema y elaboracion del modelo

El informe de investigacion ayuda para que los estudiantes tengan una vision mas amplia de la
problematica a la que se enfrentan y puedan considerar otros aspectos que son relevantes y que no se
consideraron en un primer momento de la reflexién; ademas, ayuda al profesor a visualizar la
direccion que podrian tomar los estudiantes en la elaboracion de su modelo matematico.

Tiempo estimado: 100 minutos (2 sesiones de 50 minutos).

Objetivos:

e Delimitar el problema.
e Elaborar figuras semejantes; uso correcto de razones y proporciones.

Material necesario: bitacora fisica (libreta), juego de geometria, herramientas de medicion (metro,
flexémetro, cuerdas, etc.), dispositivo movil.

Inicio
En equipo los estudiantes comentan el proceso a seguir de la siembra de rdbanos y en caso de ser
necesario, realizaran modificaciones.

Desarrollo

El grupo se traslada al huerto escolar; con ayuda de flexdbmetros y otros instrumentos de medicion,
por equipo, obtienen con la mayor exactitud posible las medidas del largo y ancho del huerto, asi
como de sus camas de sembrado y otros puntos de referencia que necesiten. De manera individual se
realiza una figura semejante del huerto, considerando una escala razonable y a conveniencia que
incluya medidas y a manera de evidencia fotografias del huerto escolar. Se les proporciona a los
equipos una lista de cotejo que contiene entre otros puntos los siguientes:

e ;Mediste con la mayor exactitud posible todas las partes del huerto?, ¢escribiste todas las
medidas a las figuras semejantes?, ¢tomaste dos o mas fotografias del huerto en diferentes
angulos?, ;utilizaste juego de geometria o usaste algin software en la elaboracién de las
figuras semejantes?

Cierre

La entrega individual de las fotografias y figura semejante con medidas en formato digital.

Algunos aspectos a considerar

Cuidar que se realicen las mediciones del huerto con la mayor exactitud posible y que se registren los
datos de manera correcta. Pedir con anticipacion las herramientas de medicion como son flexémetro
y juego de geometria. Los estudiantes tienen la libertad de realizar el plano del huerto con el programa
AutoCad, scratch, geogebra o en algun otro que conozcan.

Actividad 4 Matematizar y trabajar matematicamente. Elaboracion del modelo

La figura semejante junto con las fotografias del huerto facilita la organizacion y distribucion de las
dimensiones que cada equipo puede trabajar; asi mismo, los estudiantes pueden realizar diferentes
tipos de célculos y/o estimaciones sin necesidad de estar fisicamente ahi.

Tiempo estimado: 150 minutos (3 sesiones de 50 minutos).
Objetivos:
e Usar adecuadamente razones y proporciones.
e Calcular y estimar medidas utilizando procesos matematicos (aritméticos y/o algebraicos).

Material necesario: bitacora fisica (libreta), juego de geometria, dispositivo mévil o equipo de
cémputo.
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Inicio
Considerando la porcion del huerto que les corresponde a cada equipo sembrar, reflexionan y

comentan la mejor forma en que se debe sembrar las semillas de manera que se obtenga la mayor
cantidad posible de plantas.

Desarrollo

Justificar que la forma elegida para sembrar la semilla es la que, de acuerdo a su criterio, mejor resulta.
Pueden apoyarse en la figura semejante para realizar la distribucion elegida; realizar un estimado de
plantas de rdbano que se pueden obtener por metro cuadrado, mostrando el proceso y célculos
empleados (lo méas detallado, ordenado y exacto posible). La estimacion debe ser realista y
considerando la informacion obtenida en las actividades anteriores. Generalizar el resultado de
manera que se pueda obtener una estimacion de plantas si se contara con mayor cantidad de terreno,
por ejemplo, una hectarea.

Incluir en la figura semejante la forma en que se distribuirdn las semillas incluyendo las medidas
reales, de forma que cuando se realice la siembra, se cuente con la informacidn necesaria.

Elaborar una infografia que muestre los aspectos mas importantes del proceso realizado en el proyecto
del huerto escolar. Se les proporciona a los estudiantes una rubrica para la elaboracion de la
infografia que incluye algunos de los siguientes puntos:

e Contiene imagenes adecuadas en cuanto al contenido; la informacion esta muy bien
organizada, es muy clara y facil de leer; se citan fuentes de informacion.

Cierre

La entrega de la estimacién de plantas de rabanos a obtener y la infografia se realizard de manera
digital.

Algunos aspectos a considerar

Se puede dar el caso que los estudiantes propongan el tipo de siembra de tresbolillo con el cual se
pueden retomar conceptos como las caracteristicas de los triangulos equilateros o el uso del teorema
de Pitagoras para obtener la altura del triangulo.

Actividad 5 Interpretar. Implementacion

Durante el proceso de modelizacion se consideran varios aspectos que estan incluidos en el plan de
estudios en la materia de matematicas como lo son las figuras semejantes, proporcionalidad directa,
razonamiento lo6gico y matematico, resolucion de problemas, caracteristicas de triangulos, ecuaciones
lineales, teorema de Pitagoras, modelizacion de situaciones, por lo que es momento de implementarlo
en el huerto escolar.

Tiempo estimado: 50 minutos.
Objetivos:
e Implementar el trabajo realizado.
e Obtener la mejor cosecha de rabanos posible.
e Evidenciar la importancia del uso de las matematicas en la vida diaria.

Material necesario: bitacora fisica (libreta), material para la cosecha: semillas, pala, arafia de cosecha,
regadera, agua, flexémetro, regla, dispositivo movil.

Inicio
Cada equipo tiene a la mano todos los datos y medidas necesarias para iniciar con la siembra de las
semillas de rabanos.
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Desarrollo

Asignacion de los lugares correspondientes a cada equipo para realizar la siembra, indicando que se
debe documentar el momento de la siembra con fotografias.

Cierre

Entregar los archivos digitales.

Algunos aspectos a considerar

Cuidar que todos los equipos tengan las herramientas necesarias para realizar la siembra.
Actividad 6 Validar y presentar. Obtencion e interpretacion de datos

El proceso de la siembra de la semilla a la cosecha de rabanos tarda aproximadamente un mes y
medio, por lo que es necesario motivar y acompafiar a los estudiantes para tener el mejor cuidado
posible de la siembra y poder obtener buenos resultados.

Tiempo estimado: Un mes y medio.
Objetivos:
e Implementar y seguir la ruta trazada para obtener la mejor cosecha de rabanos posible.
e Recolectar y analizar datos.
Material necesario: bitacora, regadera y tijeras de jardineria, agua, pala, dispositivo movil.
Inicio
Durante el mesy medio, los estudiantes tomaran unos minutos de la clase de matematicas y tecnologia
para realizar el riego y cuidado del huerto.
Desarrollo

Cuidar las plantas de plagas u otros factores que puedan dafiarla. Registrar en la bitacora los dias y
hora de riego, asi como de cualquier aspecto que se considere importantes en el proceso hasta llegar
a la cosecha.

Cierre

En equipos los estudiantes realizan la cosecha de rabanos y registran los datos como medida y
peso de los rabanos.

Para finalizar

En plenaria se comentan los resultados obteniendo conclusiones del trabajo realizado y si se considera
necesario, se repite el proceso.

Algunos aspectos a considerar

En el proceso de modelizacion el profesor debe estar siempre muy atento al transcurso de todas
sesiones monitoreando el trabajo realizado por los estudiantes ya que pueden surgir temas o ideas que
no se tenian contempladas, por lo que se recomienda en caso de ser necesario tener una sesion en
plenaria y comentar los avances e ideas de cada equipo siendo el profesor el moderador de la sesion.

RESULTADOS

La mayoria de los estudiantes mostraron interés por el proyecto, realizando las actividades propuestas
y entregando sus evidencias de trabajo. En la elaboracion de la figura semejante al huerto escolar los
equipos escribieron las medidas del huerto; sin embargo, ningun equipo considerd mayores detalles
como marcar la puerta o la separacion de los postes de la malla del huerto, Figura 2.

190



Implementacion de la modelizacién matematica con alumnos de tercero de secundaria. El proyecto del huerto escolar

Figura 2. Figura semejante del huerto escolar.

Todos los equipos propusieron sembrar las semillas ordendndolas en filas y columnas, Figura 3.y
calcularon el estimado de plantas que podian obtener; la realizacion de la infografia ayudd a los
equipos a recapitular el proceso con la informacion obtenida en el transcurso de las diferentes
actividades.

Figura 3. Distribucion de semillas en el huerto.

Finalmente, de los 12 equipos que trabajaron en el huerto escolar, 11 pudieron cosechar rabanos
obteniéndose en promedio un 60% de la produccién que se estimaba obtener, de la cual
aproximadamente el 50% de los rabanos contaba con buen tamafio; El cuidado del huerto durante los
fines de semana (principalmente la administracion de agua a las plantas) se resolvié gracias al apoyo
del conserje del colegio. Figura 4.

CL

Figura 4. Cosecha de rbanos y equipos colaborativos.

CONCLUSIONES

En el proyecto del huerto escolar, los estudiantes del colegio hicieron uso de las matemaéticas, la
biologia, geografia y tecnologia para resolver un problema real, utilizando el proceso de modelacion
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matematica, favoreciéndose el trabajo colaborativo y la participacién total del grupo. Ayudé a los
estudiantes a encontrarle una utilidad a las matemaéticas y les aportd herramientas que les serén tiles
en la vida, en particular en la toma de decisiones.

Algunas limitantes que se tuvieron durante la realizacion del proyecto fueron que el espacio destinado
para cada equipo en el huerto escolar durante la siembra resulto pequefio, ya que al mismo tiempo se
realizaba otro proyecto con estudiantes de diferentes grados los cuales ocuparon la mitad del huerto.
Asi mismo, la inasistencia a clases de algunos estudiantes propicio la entrega a destiempo de
productos de aprendizaje en su equipo, asi como el descuido del proceso de siembra, en particular,
del regado de las plantas.

Para la realizacién de futuros proyectos del huerto escolar se podria considerar realizar la siembra en
una mayor region para tener una cosecha mas abundante; asi mismo, se considera oportuno la
realizacion de un sistema de riego para optimizar la cantidad de agua requerida por cada planta el
cuél puede ser objeto de estudio de un nuevo modelo matematico; ademas, se puede involucrar en el
proyecto de manera activa a profesores de otras materias como biologia, geografia y espafiol para que
de manera transversal se favorezca la obtencion del conocimientos en los estudiantes.
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UN PASEO POR LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS

Autora®; Teodora Egido de la Iglesia
IES F. Garcia Bernalt. Junta de Castillay Ledn

Resumen

En esta comunicacion se va a presentar los trabajos colaborativos que se hicieron el curso 2021/2022
en el IES F. Garcia Bernalt. Para realizar dicho trabajo los alumnos eligieron un matematico,
investigaron su obra y elaboraron un Canva individual en el que se recopilaron los datos mas
relevantes de dicho matematico. Se crearon dos Padlets colaborativos de cada grupo.

Palabras clave: historia, matematicas, secundaria, trabajo colaborativo.

¢QUE VAMOS A HACER?

Se hara un breve recorrido por la historia de las Matematicas a través de la figura de diversos
matematicos, elegidos por los chicos, y sobre los que van a realizar su investigacion. Para ello se les
muestra a los alumnos la pagina Timeline of Mathematics | Mathigon, que es una linea del tiempo en
la que se muestran los matematicos y sucesos méas famosos de la historia matematica ordenados
cronolégicamente. Dado que se realiz6 en dos cursos de Educacion Secundaria Obligatoria, dividimos
el trabajo en dos partes: la primera de ellas hasta la figura de Leonardo da Vinci y la segunda que
comprende los matematicos posteriores a é€l.

HERRAMIENTAS UTILIZADAS.

Se han utilizado las siguientes herramientas: la app Canva, la app Padlet, generadores de
cddigos QR e internet (wikipedia, bibliografias...)

INDICACIONES PARA LOS ALUMNOS

Ya dividido el trabajo en dos partes a los alumnos se les guia en la forma de realizar el trabajo.
Primero se elabor6 un Padlet en cada uno de los grupos donde tenian que decir el nombre del
matematico elegido, fecha de nacimiento y muerte y poner una fotografia del mismo.

Una vez elaborado este Padlet tienen que realizar una investigacion sobre el matematico
estudiado y plasmarla en un Canva. El enlace de dicho trabajo se pone en un segundo Padlet en el
que se ordenaron cronol6gicamente. En cada tarjeta los alumnos reflejan lo que se le pidié en el Padlet
anterior y el enlace al Canva. Para los alumnos del segundo ciclo de ESO se incluy6 un cédigo QR
que enlazara con su trabajo. La parte del trabajo de este grupo se incluy6 en el proyecto de innovacion
educativa FormApps que se llevo a cabo en el IES F. Garcia Bernalt en el curso 2021/2022.

MATEMATICOS ESTUDIADOS

A continuacion, se presenta una relacién de los matematicos que fueron objeto de estudio por
parte de los alumnos. Es importante recordar que esta eleccion la hicieron los propios alumnos, por
eso muchas veces los matematicos elegidos difieren de los que escogeria un estudioso de la materia
Lo que se destaca aqui es lo que reflejan los alumnos.
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Thales

Nace en el afio 624 a.C. y muere en el afio 546 a.C. Destaca por ser uno de los Siete Sabios de Grecia
y por sus teoremas (teorema de Tales y la construccion de un angulo recto en la circunferencia)

Pitagoras

Nace en el afio 570 a.C. y muere en el afio 495 a.C. Destaca por su famoso teorema de Pitagoras y
para el alumno por sus frases: “No seas ambicioso y tacaiio, la justa medida es excelente en tales casos”,
“No tengas mds de una mujer y un amigo” o “Economizad las lagrimas de vuestros hijos para que puedan
regar con ellas vuestra tumba”.

Zendn de Elea

Nace en el afio 495 a.C. y muere en el afio 430 a.C. Destaca por sus complejas paradojas. Aristoteles
le llama el inventor de la dialéctica. Se le atribuye un tipo de argumento llamado “ad/absurdum”.

Demacrito

Nace en el afio 460 a.C. y muere en el afio 370 a.C. Es conocido como el “filésofo risuefio”. Maestro
de Protagoras y de Aristoteles tiene gran interés en las conicas y la geometria solida. Habla por
primera vez de la inercia y pone como realidades primordiales a los &tomos y al vacio.

Platon

Nace en el afio 425 a.C. y muere en el afio 347 a.C. Fue discipulo de Sdcrates y maestro de Aristdteles
y creador de la Academia. En Matematicas introduce la teoria que implica que tanto los objetos
matematicos como las leyes matematicas no se inventan, sino que se descubren.

Aristoteles

Nace en el afio 384 a.C. y muere en el afio 322 a.C. Fue considerado como el fundador de la I6gica
ya gue planted un sistema de silogismos. Escribe libros de divulgacion de su obra de los cuales s6lo
se conservan fragmentos.

Euclides de Alejandria

Nace en el afio 325 a.C. y muere en el afio 265 a.C. Es considerado como “el padre de la Geometria”.
Escribe los “Elementos” donde sus seis primeros libros versan sobre la geometria plana, los siguientes
sobre la aritmética, otro sobre las cantidades irracionales y los Gltimos sobre la geometria en el
espacio.

Arquimedes

Nace en el afio 287 a.C. y muere en el afio 212 a.C. Destaca en aritmética midiendo el area del circulo,
en geometria aproximando el valor del nimero © y precursor del calculo integral.

Eratéstenes

Nace en el afio 276 a.C. y muere en el afio 195 a.C. Este matematico, astronomo y geografo griego
destaca por crear el procedimiento para calcular los nimeros primos (criba de Eratdstenes), la esfera
armilar, el mesolabio o la primera medicion de la longitud de la circunferencia de la Tierra.

Pingala

El alumno nos aporta muy poca informacion. Afirma que vive en el s. 1l a. C. y que era natural del
estado de Kerala.

Ptolomeo

Nace en el afio 100 y muere en el afio 170 d.C. Se le considera heredero de la concepcion del universo
de Platon y Aristdteles y destaca como astronomo, musico, geografo, optico y astrologo.
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Diofanto

Vive en el siglo I11. La mayoria de sus trabajos tratan sobre la resolucién de ecuaciones polinémicas
con varias incognitas con coeficientes enteros y soluciones enteras. A este tipo de ecuaciones se les
conocen como ecuaciones diofanticas hoy en dia.

Liu Hui

Nace en el afio 225 y muere en el afio 295 d.C. Este matematico chino edita el libro Ilamado “Los
nueve capitulos del arte matematico” donde introduce comentarios de gran importancia para la
estimacion de m y que la aproximacion a 3.14 era buena.

Hipatia de Alejandria

Nace en el afio 360 y muere en el afio 415 d.C. Esta mujer hizo grandes aportaciones a la mecénica 'y
mejora los astrolabios. Tiene estudios en geometria, algebra y astronomia. Tiene también un asteroide
y un crater con su nombre.

Zu Chongzhi

Nace en el afio 429 y muere en el afio 500 d.C. Continda con la estimacion de 7 hasta 7 decimales.
Para el alumno es importante que un crater lunar, un asteroide y un procesador cuantico llevan su
nombre.

Brahmagupta

Nace en el afio 598 y muere en el afio 668 d.C. Fue el director del observatorio de Ujjain. Destaca por
encontrar formas abstractas de resolver ecuaciones y un lenguaje matematico para expresar la
abstraccion.

Al-Jwarizmi

Nace en el afio 780 y muere en el afio 850 d.C. Fue matematico, astrdnomo y gedgrafo. Es el padre
del algebra e introductor de nuestro sistema de numeracion.

Thabit

Nace en el afio 826 y muere en el afio 901 d.C. Escribe ocho tratados de astronomia, estudia cuestiones
de geometria elemental y trata de resolver la ecuacion de segundo grado por métodos geométricos

Al-Haythan

Nace en el afio 965 y muere en el afio 1040 d.C. Fue matematico, astrnomo y fisico. Experimentd
con prismas, lentes y espejos. Describe la forma correcta de varios planetas adelantandose a Kepler
y a Newton.

Bhaskara Il

Nace en el afio 1114 y muere en el afio 1185 d.C. Escribe un tratado sobre aritmética, algebra, calculo,
trigonometria y astronomia. Establece que la divisién por cero da infinito y resuelve ecuaciones
cuadraticas, cubicas, cuarticas y diofanticas.

Leonardo Pisano

Nace en el afio 1175 y muere en el afio 1250 d.C. Este matemaético italiano apodado Fibonacci
defiendo la utilidad del sistema numérico hindU-arabe sobre los nimeros romanos. Describe la
sucesion de Fibonacci y escribe los libros “Liber Abaci”, “Practica Geometriae”,” Carta a Teodoro™ ...

Qin
Nace en el afio 1202 y muere en el afio 1261 d.C. Este matematico chino introduce los cuencos de
Tianchi, técnicas para resolver ecuaciones e introduce el simbolo cero en las matematicas chinas.
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Yang Hui

Nace en el afio 1238 y muere en el afio 1298 d.C. Este matematico estudia el triangulo de Pascal, el
binomio de Newton y crea el triangulo de Yang Hui para encontrar raices cuadradas y cubicas.

Nicolas de Oresme

Nace en el afio 1323 y muere en el afio 1382 d.C. Sus principales aportaciones son el descubrimiento
de la curvatura de la luz, la teoria de las configuraciones, la inconmensurabilidad de las proporciones
0 el uso de series convergentes.

Madhava de Sangamagrama

Nace en el afio 1350 y muere en el afio 1425 d.C. Es el creador de la Escuela de Kerala y padre del
andlisis matematico de Oriente por haber dado el paso desde los procedimientos finitos hacia el
concepto del infinito.

Johann Muller

Nace en el afio 1436 y muere en el afio 1476 d.C. Fue astronomo (localiza el cometa Halley) y
matematico (estudia las razones trigonomeétricas). Utiliza la imprenta para divulgar textos cientificos.

Luca Pacioli

Nace en el afio 1445 y muere en el afio 1517 d.C. Este fraile franciscano es conocido como el padre
de la contabilidad y precursor de la probabilidad. “Summa” es su obra mas conocida que contiene
dibujos de Leonardo da Vinci.

Leonardo da Vinci

Nace en el afio 1452 y muere en el afio 1519 d.C. Es el hombre del Renacimiento por excelencia.
Busca en las matematicas un lenguaje para plasmar la realidad, aplica su propia geometria a su pintura
en la que se puede encontrar la razon adrea.

Nicolas Copérnico

Nace en el afio 1473 y muere en el afio 1543 d.C. Destaca por el estudio de la teoria heliocéntrica del
Sistema Solar.

Niccolo Fontana Tartaglia

Nace en el afio 1499 y muere en el afio 1557 d.C. Tartaglia recibe este apodo debido a su tartamudez.
Trabaja en la resolucion de ecuaciones de tercer grado.

Gerolamo Cardano

Nace en el afio 1501 y muere en el afio 1576 d.C. Destaca por la publicacion de la solucion de
ecuaciones de tercer y cuarto grado. En mecanica destaca por la creacion del engranaje cardan que
Ileva su nombre,

Pedro Nunes

Nace en el afio 1502 y muere en el afio 1578 d.C. Petrus Nonius fue matematico, astronomo y
geografo portugués. Fue profesor de la universidad de Salamanca, Lisboa y Coimbra.

Francois Viete

Nace en el afio 1540 y muere en el afio 1603 d.C. Trabajo descifrando codigos para Enrique 1V,
descubre que el valor de & tiene infinitas cifras decimales y usa el dlgebra para resolver problemas
geométricos.
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John Napier

Nace en el afio 1550 y muere en el afio 1617 d.C. Es reconocido por ser el primero en definir los
logaritmos simplificando mucho todos los célculos. Tarda 20 afios en madurar sus ideas y gracias a
Henry Briggs modifica su escala inicial naciendo los logaritmos decimales.

Galileo Galilei

Nace en el afio 1564 y muere en el afio 1642 d.C. Fue astronomo (el primero en ver la luna a través
del telescopio), ingeniero, fisico, filésofo y matematico. Formula las primeras leyes sobre el
movimiento.

Johannes Kepler

Nace en el afio 1571 y muere en el afio 1630 d.C. A Kepler se le conoce por las leyes que publicd
sobre el movimiento de los planetas y una primera aproximacion a la ley de refraccién

Marin Mersenne

Nace en el afio 1588 y muere en el afio 1648 d.C. Fue jesuita, filésofo y cientifico. Descubrio las
leyes de los tubos sonoros y las cuerdas vibrantes.

René Descartes

Nace en el afio 1596 y muere en el afio 1650 d.C. Fue matematico y filésofo. Se le conoce como el
padre de la geometria analitica. Su frase mas célebre es “Pienso, luego existo”

Bonaventura Cavalieri

Nace en el afio 1598 y muere en el afio 1647 d.C. Es también jesuita y uno de los precursores del
célculo integral utilizando métodos infinitesimales para resolver problemas de areas y volimenes.

Pierre de Fermat

Nace en el afio 1601 y muere en el afio 1665 d.C. Fue jurista y matematico, hizo grandes aportaciones
al célculo diferencial, a la teoria de probabilidades y a la geometria analitica. Y también hizo a la
teoria de ntimeros. Célebre es el “Gltimo teorema de Fermat™: “Si n es un ndmero entero mayor o
igual que 3, entonces no existen nimeros enteros positivos X, Y, z, tales que se cumpla la igualdad
Xn+yn:Zn 113

John Wallis

Nace en el afio 1616 y muere en el afio 1703 d.C. Fue matematico y un precursor del célculo
infinitesimal (introdujo la utilizacion del simbolo o para representar la nocion de infinito). También
define las secciones conicas analiticamente y la notacion estandar de las potencias.

Blaise Pascal

Nace en el afio 1623 y muere en el afio 1662 d.C. Fue matematico, fisico, filésofo y tedlogo. Destaca
por descubrir el tridngulo de Pascal, la pascalina (primera calculadora aritmética), el principio de
Pascal y la unidad de presion “pascal”.

Isaac Newton

Nace en el afio 1642 y muere en el afio 1726 d.C. Fue fisico, tedlogo, inventor, alquimista y
matematico. Newton escribe la ley de la gravitacion universal, fundamentos sobre la teoria de la luz
y el color y las leyes del movimiento planetario. En Matematicas destaca por estudiar el calculo
infinitesimal.
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Gottfried Leibniz

Nace en el afio 1646 y muere en el afio 1716 d.C. Fue matematico, filésofo y politico. Es conocido
como “el ultimo genio universal” ... En Matematicas por su estudio del calculo infinitesimal y por la
invencion de una maquina que multiplica, divide y extrae raices cuadradas. En el calculo diferencial
aporta la resolucion de problemas de maximos y minimos

Abraham de Moivre

Nace en el afio 1667 y muere en el afio 1754 d.C. Este matematico fue pionero en el desarrollo de la
teoria de las probabilidades y la geometria analitica.

Chirstian Goldbach

Nace en el afio 1690 y muere en el afio 1764 d.C. Fue matematico y destaca por la conjetura que lleva
su nombre “todos los numeros pares mayores que dos se pueden representar como la suma de dos
numeros primos” (Conjetura fuerte de Goldbach). También estd la conjetura débil “todo nimero
impar mayor que cinco puede expresarse como suma de tres nimeros primos”’

Daniel Bernoulli

Nace en el afio 1700 y muere en el afio 1782 d.C. Trabajo en los campos de hidrodinamica y
termodindmica. Destaca por el principio de Bernoulli y también trabajo en teoria de probabilidades.

Emilie du Chatelet

Nace en el afio 1706 y muere en el afio 1749 d.C. Esta matematica, fisica y escritora es conocida por
divulgar los conceptos de calculo diferencial e integral.

Leonhard Euler

Nace en el afio 1707 y muere en el afio 1783 d.C. Es el gran matematico del s. XVIII, conocido por
el nimero de Euler e, la unidad imaginaria i, la notacién matematica con el concepto de funcion f(x),
las funciones trigonomeétricas, el sumatorio X, teoria de grafos, calculo de variaciones...

Maria Gaetana Agnesi

Nace en el afio 1718 y muere en el afio 1799 d.C. Esta matematica es la primera mujer en escribir un
tratado de matematicas. Es conocida por la curva que lleva su nombre.

Johann Lambert

Nace en el afio 1728 y muere en el afio 1777 d.C. Este matematico, fisico, astronomo vy fildsofo
demuestra que 7 es irracional, que e y m son trascendentes, hace aportes al desarrollo de la geometria
hiperbolica y de la astronomia.

Henri Poincaré

Nace en el afio 1854 y muere en el afio 1912 d.C. Poincaré hace contribuciones a la topologia
algebraica, teoria de funciones, geometria, teoria de nimeros. ..

Para hacer referencia al articulo:

Teodora Egido de la Iglesia (2022). Un paseo por la historia de las Matematicas. En Consejeria de Educacion de la
Junta de Castilla y Ledn. (Ed.), XV Congreso Regional de Educacién Matematica y IV Jornada Geogebra de Castilla y
Leon (pp. 193 - 198). Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matematica Miguel de Guzman.
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MATEMATICAS CON DONA URRACA

M2 Consuelo Monterrubio Pérez, M? Carmen Garcia Gonzélez, Isabel Gallo Domingo

IES Maria de Molina de Zamora

Resumen

La motivacion es un elemento que favorece el desarrollo del proceso de ensefianza y aprendizaje de
las Matematicas y el juego constituye un recurso motivador importante. Por este motivo, en este
trabajo se presenta un juego formado por una serie de puzles para cuya realizacion se necesitan
diferentes contenidos matematicos. Ademas, una vez realizados los puzles, se procede a hacer un
juego de memoria que nos lleva a la construccién de otra imagen. Dado que este afio se cumple el
950 Aniversario del acontecimiento denominado El Cerco de Zamora, hemos decidido que, en los
puzles, y en laimagen construida al final del juego, aparezcan personajes y situaciones de este hecho
historico que dio origen a la frase “Zamora no se gano en una hora’ al poner fin, en octubre de
1072, a un asedio a la ciudad de més de siete meses.

Palabras clave: matematicas, secundaria, juego, cerco, Zamora.

INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

Este afio se cumple el 950 aniversario del acontecimiento denominado Cerco de Zamora. Desde el
area de Matematicas hemos querido contribuir para que los alumnos conozcan el romancero y esta
parte de la Historia que presentamos aqui, muy resumida.

Fernando I, Rey de Castilla, muere en el afio 1065, y deja repartida su herencia de la forma siguiente:
A Don Garcia le corresponde Galicia; a Sancho I, Castilla; a Alfonso VI, Leon; a Dofia Elvira, Toro
y a Dofia Urraca, Zamora. Sin embargo, Don Sancho considera que todas las tierras le pertenecen a
él y consigue arrebatar a sus hermanos Galicia, Ledn y Toro. Don Sancho puso cerco a Zamora. El
asedio se alargaba en el tiempo y el hambre empezaba a causar estragos. Entonces Vellido Dolfos se
unio a las huestes de D Sancho. Tras ganarse su confianza y con la excusa de mostrarle un postigo
secreto para entrar en la ciudad, lo condujo a un paraje solitario y lo maté. Huyendo perseguido por
el Cid consiguid a duras penas entrar en la ciudad por el lamado desde entonces Portillo de la Traicion
y que actualmente conoce como Portillo de la Lealtad. A causa de la muerte del Rey, Diego Ordéfiez
reta a los zamoranos tildandolos de traidores. Al reto responde Arias Gonzalo, pero Dofia Urraca le
pide que no luche. Enviara entonces a cuatro de sus cinco hijos, tres mueren en la justa, pero el cuarto
consigue derrotar a Ordofiez. Asi la ciudad recobré el honor y los castellanos levantaron el cerco.
Este hecho historico dio origen a la frase “Zamora no se gano en una hora” al poner fin, en octubre
de 1072, a un asedio a la ciudad de mas de siete meses

El objetivo principal de este trabajo es presentar un juego disefiado para utilizar en las aulas de
Matematicas de primero a cuarto de Educacion Secundaria Obligatoria, con caracter interdisciplinar,
que permita trabajar, de forma cooperativa, distintas areas como pueden ser Historia, Lengua
Castellana y Literatura ademas de las Matematicas. Respecto a las Matematicas, se podran trabajar
los diferentes contenidos de la asignatura, prestando atencion a los sentidos numeérico, de la medida,
espacial, algebraico, estocastico y socioafectivo.

FUNDAMENTACION TEORICA

En la Educacion Secundaria Obligatoria es habitual observar la presencia de un grupo de alumnos
poco interesados por aprender y creemos que la motivacion es un primer paso para conseguir un
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desarrollo correcto del proceso de ensefianza y aprendizaje. Ademas, consideramos que la utilizacion
de juegos en el aula, al ser una metodologia de trabajo un poco diferente de la habitual, constituye un
recurso motivador importante. Como indica Guzman (1989) "La matematica ha sido y es arte y juego
y esta componente artistica y ludica es tan consubstancial a la actividad matematica misma que
cualquier campo del desarrollo matematico que no alcanza un cierto nivel de satisfaccion estética y
ludica permanece inestable"

Tal como sefialan Casas et al. (2018) es preciso “perder el miedo a combinar las palabras jugar
aprender y matematicas” (p. 107)

Tambien el hecho de utilizar el cerco de Zamora como hilo conductor de este juego y trabajar varias
areas con él contribuira a aumentar la motivacion.

Ya en 1996 Delors presentaba “los cuatro aprendizajes fundamentales, que en el transcurso de la
vida seran para cada persona, en cierto sentido, los pilares del conocimiento: aprender a conocer,
aprender a hacer, aprender a vivir juntos y aprender a ser” (Delors, 1996, 95-96)

En el Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo, por el que se establece la ordenacién y las ensefianzas
minimas de la Educacién Secundaria Obligatoria, se entiende por Competencias clave los
“desempefios que se consideran imprescindibles para que el alumnado pueda progresar con garantias
de éxito en su itinerario formativo, y afrontar los principales retos y desafios globales y locales” (p.
41574).

En el mismo Real Decreto 217/2022 se definen como Competencias especificas los “desempefios que
el alumnado debe poder desplegar en actividades o en situaciones cuyo abordaje requiere de los
saberes basicos de cada materia 0 &mbito” (p. 41574).

PRESENTACION DEL MATERIAL. EL JUEGO MATEMATICAS CON DONA URRACA

El juego esta formado por seis puzles realizados en soporte magnético. Las piezas del puzle tienen un
lado con el que se forma una imagen y, por el otro lado, figuran las letras de la A a la F, que
corresponden a unos enunciados cuyas respuestas se identifican con las letras de laP a la U y que se
presentan en una serie de tarjetas plastificadas. En el Anexo | se muestran las fichas completas para
primero de ESO y, en el Anexo Il, un ejemplo de fichas para los cursos de segundo tercero y cuarto
de ESO. Para cada enunciado se debe buscar la pieza de la respuesta correspondiente y se colocan
enfrentadas con las imagenes hacia fuera, una vez completadas las piezas se resuelve el puzle, si en
la otra parte del puzle se forma una imagen los emparejamientos son correctos. Al completar los
puzles se obtienen: por un lado, diferentes figuras de los personajes del Cerco: El Cid, Diego Ordéfiez,
Vellido Dolfos, Arias Gonzalo y sus hijos y el Rey Don Sancho cada uno junto a un monumento de
Zamora ligado al personaje y por el otro imagenes que forman la figura de Dofia Urraca

Figura 1. Anverso y reverso de la parte correspondiente a los enunciados y a las respuestas de un personaje y
hoja con enunciados y respuestas correspondientes al curso 1°ESO.

Instrucciones del juego
El juego consta de dos partes.
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Matematicas con Dofia Urraca

Primera parte: Se forman seis grupos de alumnos en el aula. Cada uno de ellos resuelve un puzle. Una
vez resueltos todos los puzles, cada grupo muestra el suyo a los demas grupos para que todos los
alumnos conozcan a todos los personajes que aparecen en los diferentes puzles. Es importante prestar

atencion y conocer bien todos los puzles para poder realizar la siguiente parte del juego.

Dellivo
Daolfos

. Bead y
=il xraca ;

e

™
o R e il

Figura 2. Anverso y reverso de los puzles de los personajes

Segunda parte: Juego de memoria. Se lleva a cabo con todos los alumnos de la clase, que participaran
por grupos. Se colocan todas las piezas, mezcladas y desordenadas, de manera que la parte
correspondiente a los personajes que se han formado anteriormente queden hacia abajo. Por orden
cada grupo da la vuelta a dos piezas. Si corresponden al mismo personaje, el grupo se queda las dos
piezas. Gana el grupo que consiga mayor nimero de piezas. Una vez finalizado el juego y descubiertas
todas las piezas, se construye con ellas un puzle en el que la imagen que aparece es la de Dofia Urraca.
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Figura 3. Anverso y reverso del puzle, imagen de dofia Urraca y de los personajes del Cerco
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En el trabajo que aqui se presenta, en las tarjetas plastificadas aparecen operaciones, con sus
resultados correspondientes, pero se pueden disefiar enunciados y respuestas para cualquiera de los
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bloques de contenidos de la asignatura. También se pueden mezclar diferentes blogues de contenidos
y utilizar el juego como repaso. De hecho, este tipo de juego se puede utilizar en otras areas
elaborando las tarjetas de enunciados y respuestas en funcion de los contenidos de la asignatura
correspondiente.

Con este material se contribuye a la adquisicion de las competencias clave de la forma siguiente:
Respecto a la competencia en comunicacion linguistica dado que se trata de un trabajo en grupo los
alumnos deben interactuar entre ellos compartiendo y poniendo en comun las respuestas obtenidas.
La competencia personal social y de aprender a aprender se manifiesta por un lado con las
interacciones entre alumnos donde se debe prestar atencion al respeto a los turnos, a las respuestas de
los demas, aceptando los errores personales y grupales como elementos integrantes del proceso de
aprendizaje.

La utilizacion del Cerco de Zamora como hilo conductor del juego nos permite trabajar la
competencia en conciencia y expresiones culturales.

Si se desarrollan otros contenidos, también se podran trabajar el resto de competencias, ya que, en el
momento en el que se plantee alguna actividad relacionada con la resoluciéon de problemas o la
bldsqueda de informacion, inmediatamente surgen las competencias plurilingiie digital ciudadana y
emprendedora.

Respecto a las competencias especificas de matematicas, en el juego concreto que se presenta aqui se
trabajan la competencia de razonamiento y prueba con la realizacion de los calculos propuestos,
ademas de la comunicacion y representacion al tener que comunicarse entre ellos, intercambiar ideas
y presentar los resultados. También estan presentes las destrezas socio afectivas al ser preciso el
desarrollo de habilidades sociales para respetar las intervenciones de los compafieros, sean acertadas
0 erréneas, y contribuir entre todos perseverando para llegar a poder concluir la actividad.

RESULTADOS

Durante la puesta en practica se analiza, mediante la observacion, la contribucion del juego a la
consecucion de las competencias especificas. En primer lugar, es necesario conseguir que el juego
sea bien entendido por todos los alumnos.

Tabla 1: Evaluacion

BLOQUE Indicador No Parcialmente | Suficientemente | Completamente
COMPETENCIAL conseguido | conseguido conseguido conseguido
Razonamiento y 12 3

prueba

Comunicacion y 41567

representacion

Participacion

. 89 10
Destrezas socio
afectivas ,
Interés
11 12
Indicadores:

Razonamiento prueba:
1.- Conoce mas de una forma de forma de resolver los enunciados.
2,- Reconoce patrones y relaciones abstractos.

202



Matematicas con Dofia Urraca

3.-Piensa criticamente y reconoce posibles errores.
Comunicacion y representacion:
4.- Esta familiarizado con los conceptos que aparecen en los enunciados
5.-Utiliza la calculadora correctamente para resolver los enunciados.
6.- Utiliza correctamente la simbologia matematica para expresar las respuestas.
7.- Utiliza un vocabulario preciso para expresarse.
Destrezas socio afectivas:
Participacion:
8.- Demuestra habilidad para expresar sus ideas.
9.- Escucha a los comentarios de sus comparieros.
10.- Responde a los comentarios de sus compafieros.
Interés:
11.- Disfruta con la resolucion de los enunciados
12.- Se interesa por conocer la forma en que resuelven los enunciados sus comparieros

Después de realizar el juego en el aula realizamos una encuesta a los alumnos con el resultado que
recoge la Tabla 2

Tabla 2: Resultado de la encuesta realizada a los alumnos de 4° ESO B del IES Maria de molina de Zamora.

Responder con una puntuacion de 1 a 5, donde 1 es la mas baja z/led'
¢ Es entretenido? 4 14 |4 |4 |4 |4 4 5|54 1|4 |5 |5 431
. Es facil de entender? 4 |4 |4 |4 |4 |4 |3 |5|5|4 (4 |4 |5 415
¢Sirve para que os relacionéis? |5 |5 |2 |5 |5 |5 |5 |4 |4 |4 |5 |4 |1 |45
¢Sirve para repasar? 3155 |5|5|5|5|5 |5 |4 |5 |5 |5 477
¢Sirve para aclarar ideas? 4 |4 |5 |5 |5 |5|5|3 5|4 |5 |4 |5 |454
¢ Te ha gustado? 5|/5|51(4 |4 |5|5|5 |54 |4 |4 |5 ]|462
¢ Te gustaria jugar con otro 4135515 !512151|51|5 4|4 |4 |a31
tema?

PALABRAS O IDEAS QUE APARECEN EN LAS RESPUESTAS:
Responde brevemente | Repasar (7) Trabajo en grupo (3) Relacionarse (2) Agilizar la mente (2)
aprender otras cosas ademas de matematicas (1) la interesante relacion
¢Que tiene de bueno? | ge |as operaciones con el puzle (1) Desarrollo de competencias
matematicas y linguisticas (1)

¢Qué tiene de malo? no contestan (6) o dicen que no tiene nada malo (7)

CONCLUSIONES

La utilizacion del juego en el aula contribuye de manera satisfactoria al desarrollo del proceso de
ensefianza y aprendizaje. Aunque en este caso nos hemos centrado en un bloque concreto de
contenidos y se ha podido contribuir al desarrollo de algunas de las competencias, tanto claves como
especificas, la posibilidad de utilizar este mismo juego con distintos bloques de contenidos o saberes,
nos lleva a decir que este juego contribuye a la consecucion de todas las competencias.
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Anexo | .
. MATEMATICAS CON DONA URRACA 1°ESO |
’ ENUNCIADOS B ENUNCIADOS i
A)1-40 -[12 - (16 — 4)] A) (23 —2*:v/64): (2 + 15:3) + 54:3°
B) 2-16:4+6:(—3) - 4 2 B) —18:6- (—3)
C)—[5+ (V100:2-1)] + 18 Q) V16+vV9-v16+9 4
D)2—-10-2+43-7 —18:9:2 D)23 - (8—-7)°
E)3+[4-(7-5)—3]+2%(12—-4) E)18—3-[(6+3-4):3]
F)(8—10):(=2)+2-(-1-3)+6-2 F)32-4/9-2-9:3
/ RESPUESTAS ; RESPUESTAS
o
5
3 . : .
R)9
$)9
S)2
T2 Do
U)7
. U)1
H ENUNCIADOS L ENUNCIADOS ;
A)(5+1—-3-2):103 A)-19+3:2+7:3-2-5
B)45:(v9 -V9) +2-(36:9-3) B)3+(-2)-(-H-1-(-D
€)3-5+4-(5-2)—(14—3)-2 . C) (8 —2%)*- (495 —354)
D) V144 :3 — 2% + 6%:4 D) 8- (10 —32) — 2+ (V25 — 3): (2%:2%)
E)(14—4-3)+(19-2)—18:(2 - 1) E) 9+ (12 — 7)% — 125:5
F)22-3%:(6%:67) +4-(17—-8)—8+5 F)27:(17-2-4) -1

;i RESPUESTAS } ! RESPUESTAS
P)9 P)0
Q7 Q5
R) 2 R) 7
$)0 1
TS5 ™9
U)1 U)2
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) ENUNCIADOS )
A)-3+2*+(27-6):3—+25 -3
B)V10+15 - (=5) +6-5—3%3
C)18:6 —6:2
D)2-(-11)—(-5)-6—1
E)3+(8-9)+(4+3)
PV7-4+425-7-5-5-2

5,

g

ENUNCIADOS

A2 (1273737
B)(1+2-V49-32-5)-(1+3-v36—17)
€) —6+2-4+3
D)3-(3—6)+10:(=2) + 10+ 5

D) (V6& —vZ5)° + 2 - (4% — 13) — VT6- (6? — 30)
E)1+2+3+4:4

g,

f RESPUESTAS 4 / RESPUESTAS 4
P)0 P)9
Q1 Q7
R) 2 R)5
S)5 91 ;
7 T) 2
U)9 U)o

Anexo Il
MATEMATICAS CON DONA URRACA 2°E.S.O.
ENUNCIADOS ENUNCIADOS

33 (G-1)1
B) —6+ (—12) — (—=15) — 3
C) —[3+2-(V100:2-1)]+18

3 5 [15 (52
D)z+§'[z:r(z)]
E)3+[4-(7—5)—3]+2%:(12-4)
F)(=3)% (=39

A) (=211): (-8)?
B)V16 +V9 — V16 +9
otz

1 2
D)3+2-[§—(E) ]
E) 18 —3-[(6 + 3-4):3]
F)0,5—2-(1—22)[10 — (20:2)]

RESPUESTAS
P)11/6
Q-6
R) -15
S)7/27
T)9
U) 3

ENUNCIADOS

B33 (-1):]
B) —6+(—12) — (-15) -3
C) —[3+2-(V100:2-1)]+18

2
D) t+5 35 - ()]
E)3+[4-(7-5) -3]+2%(12-4)
F)(=3)% (= 3%

RESPUESTAS
P)1/2

Q) -32

R) 113/18

S) —49/20

ENUNCIADOS

2
A)10%-257% (%)

3 [s /1 2\2

B)-2+7 [z:(z—s) ]
O-7-[-5+(=2)—(-3)] (-2)
D) 7:(=3):()
E) (8 — 2%)2 - (1495 — 3504)
F) (v25)® - (52)2:52

RESPUESTAS RESPUESTAS

P)1/3 P)-1/5

Q) —1/55 Q) 25/4

R)9 R) 20/17
S) 1 S)5

T) -2 T) 0

U) 11/9 U) 76/7

20
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MATEMATICAS CON DONA URRACA

ENUNCIADOS
A)(3+V2) +(3-V2)' +1

B (1+7) -3 [ (-9)]

Q) (VA9)* - (72)72:772

D)(283 - 252): (1002 - 353)

E) 1 —log V1000
F) (—3)2-vV16 — (52 — 11): V49 + (10 — 8)?

RESPUESTAS
P) 23

Q) —85/7

R) 7

S)4/125

T)-1/2

U) 38

ENUNCIADOS
A) log, 32 —log;(1/27) —
logs 1
B) 16/*- Y4 - (1/8)

5 1 5 3
0 -3
D) [(=2)72- (=23)]:[27% - (=2)?]
D 1-(1-3)" - ;
F)2%-32:(6%:67)+4-(17-8)—8-5

Para hacer referencia al articulo:

RESPUESTAS
P) 16
Q)5/8
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S)2
T)7/10
U) 8
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APLICACIONES DE LAS MATEMATICAS DE INSTITUTO AL
DEPORTE PROFESIONAL

Diego Alonso Santamaria
IES Arca Real

Resumen

El deporte puede resultar un contexto perfecto para mostrar la aplicacion de las matematicas a la
vida real a la vez que se despierta el interés del alumnado. En este articulo se muestran dos ejemplos
de ello: la aplicacion de las matematicas al baloncesto y cdmo han cambiado la manera de entender
y jugar a este deporte; y la aplicacion de las matematicas al futbol y como ha cambiado la forma de
arbitrar fueras de juego.

Palabras clave: matematicas, deporte, contexto, fatbol, baloncesto

APLICACION DE LAS MATEMATICAS AL BALONCESTO

En los daltimos veinte afios las mateméticas han cambiado la forma de entender el baloncesto. Si uno
compara un partido actual con otro de cualquier otra época se dara cuenta de lo repetitivo que se han
vuelto los ataques, donde la mayoria terminan en un lanzamiento bajo el aro o més alla de la linea de
tres puntos.

Los méas mayores quizas recuerden cuando la linea de triple estaba a una distancia de 6,25 metros. En
la temporada 2010/2011 esa medida se retraso a los actuales 6,75 metros. La razén era sencilla: los
equipos habian comenzado a aumentar sus tiros de tres de manera exponencial, motivo por el que el
baloncesto estaba perdiendo su atractivo.

Porcentaje de tiros de campo que son triples en la Liga Endesa
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Figura 19. Gréfico de porcentaje de tiros de campo que son triples en la Liga Endesa
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Lejos de cambiar esta tendencia, ya hay equipos que lanzan mas de tres puntos que de dos. ¢Cual es
la razén? Si uno hace esta pregunta a cualquier comentarista deportivo, lo normal es que reciba la
siguiente respuesta: Los ordenadores dicen que hay que lanzar triples para ganar partidos.

¢Pero qué explicacion matemaética subyace detras de esta afirmacion? Para entenderlo, debemos
observar el porcentaje de acierto en el tiro desde cada zona del campo de baloncesto. En la NBA, con
medidas algo diferentes al baloncesto FIBA, se distinguen cuatro zonas principales en el campo de
ataque:

e Area restringida o restricted area: marcado con un semicirculo en la cancha, define el 4rea a
menos de cuatro pies de la canasta.

e La pintura (sin contar el area restringida): el rectdngulo alrededor de la canasta, sin contar el
area restringida.

e Rango medio o mid range: el area entre la pintura y la linea de tres puntos.

e Triple: area mas alla de la linea de tres puntos.

Una vez definidos las zonas del campo, podemos observar los porcentajes de acierto en cada una de
ellas. Tomemos de ejemplo la temporada 2021/2022 de la NBA:

T,abla 2. Porcentajes de acierto en el tiro segun zona de lanzamiento, en la temporada NBA 2021/2022
Avrea restringida Pintura Rango medio Triple
65,32% 42,83% 40,65% 35,53%

Viendo estos porcentajes, no parece tener sentido que el triple sea uno de los recursos mas utilizados.
Sin embargo, la respuesta radica en que el tiro desde esa zona vale un punto méas que desde cualquier
otro lado del campo, y por tanto resulta mucho mas eficiente. Aprovechando las estadisticas
anteriores, calculemos los puntos por lanzamiento que se consiguen de media desde cada zona:

Area restringida:  65,32% - 2 puntos = | 1,31 puntos por lanzamiento
Pintura: 42,83% - 2 puntos = 0,86 puntos por lanzamiento
Rango medio: 40,65% - 2 puntos = 0,81 puntos por lanzamiento
Triple: 35,53% - 3 puntos = 1,07 puntos por lanzamiento

Como conclusion, podemos afirmar que, aplicando matematicas de un nivel de primaria o ESO
(célculo de porcentajes), podemos entender por qué en el baloncesto la mayoria de ataques terminan
en un tiro desde debajo de canasta o desde mas alla del triple. Son los lanzamientos mas eficientes,
aquiy en laNBA. Y pese a este sencillo calculo, no se comenzo a explotar hace apenas una década. ..
Un ejemplo perfecto de la aplicacion de las matematicas al deporte y de su importancia para ganar
partidos.

FUTBOL Y GEOMETRIA: EL PUNTO DE FUGA

En los dltimos afios la aplicacion de la estadistica avanzada en el fatbol ha supuesto una revolucion
a la hora de entender el deporte. Sin embargo, la relacion de las matematicas y el deporte no se reduce
al campo de la estadistica. La tecnologia también ha traido consigo el estudio de imagenes en tiempo
real, y con ello se ha creado el famoso VAR, una concepcidn nueva del arbitraje que ha dotado a las
retransmisiones deportivas de un repentino interés. Entre sus multiples funciones, tal vez destaque el
calculo milimétrico de los fueras de juego. Pese a la vistosidad de sus imagenes, con rectas que
definen la posicion de defensores y atacantes, todo ello se basa en un antiguo concepto geométrico:
el punto de fuga.
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Figura 20. Arbitros del VAR comprobando un fuera de juego

El punto de fuga

El punto de fuga, en un sistema de proyeccion cénica, es el lugar geométrico en el que las
proyecciones de las rectas paralelas a una direccion dada en el espacio, no paralelas al plano de
proyeccion, convergen. Es un punto situado en el infinito.

Figura 21. Ejemplo de punto de fuga

Este concepto matematico ha sido ampliamente utilizado en cine y arte:

Figura 22. El punto de fuga en peliculas de Stanley Kubrick
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Figura 23. El punto de fuga en La Gltima cena

Retomando el tema que nos ocupa, y sin la alta tecnologia que utiliza el VAR, explicamos a
continuacion el método para calcular fueras utilizando Geogebra, una experiencia de aula muy
enriquecedora para el alumnado con la motivacion que conlleva hablar de la jugada dudosa que
definio el Gltimo partido de su equipo favorito.

Introduccion al punto de fuga con Geogebra

Tras llevar a nuestro alumnado a la sala de ordenadores, lo primero que pediremos sera que busquen
iméagenes de edificios, ya sean famosos o de su entorno cercano, y peguen la imagen en Geogebra.
Una vez hecho, deberan trazar las lineas rectas que sean paralelas en la realidad, aunque no se vean
asi en su foto elegida. Ellos mismos descubriran que todas sus lineas confluiran en un mismo punto:
el punto de fuga.

Este primer ejercicio puede ampliarse con el estudio de, por ejemplo, cuadros de arte o fotogramas
de peliculas, de tal forma que se trabajen otro tipo de competencias en la clase de matematicas.
- '

Figura 24. Alumnos hallando el punto de fuga en fotografias de internet
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El punto de fuga en los campos de fatbol

Tras este primer ejercicio, nos acercamos al ambito que nos interesa, el fatbol, pidiendo a los
estudiantes que realicen el mismo estudio con imégenes de un campo de futbol y hallen el punto de
fuga.

Por si mismos, los alumnos descubren que, en el propio césped, existen multitud de rectas paralelas,
tales como las propias lineas del campo, el corte de la hierba, la porteria... precisamente estas lineas
seran las que utilicemos para el calculo de los fueras de juego.

Figura 25. Alumnos hallando el punto de fuga en campos de fatbol

Célculo de los fueras de juego con Geogebra

Como ultimo ejercicio, pediremos a los alumnos que busquen una imagen de un fuera de juego
polémico que haya ocurrido en el Ultimo partido (encontrar estas imagenes es relativamente sencillo,
pues suelen copar todos los periddicos deportivos online). Una vez encontrada la foto, los alumnos
ejerceran de arbitros del VAR a través de los siguientes pasos:

1) Pegar laimagen en Geogebray trazar todas las rectas paralelas que ofrece el campo para hallar
el punto de fuga.

2) Localizar la proyeccion en el suelo de la parte mas adelantada del cuerpo del atacante (los
brazos no cuentan), y unir con una recta ese punto con el punto de fuga.

3) Repetir este paso con la parte mas retrasada del defensor que determine el fuera de juego.
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Figura 26. Calculo del fuera de juego con Geogebra

De esta manera, nuestros alumnos se habran convertido en arbitros profesionales del VAR, habran
descubierto la importancia de las matematicas en el futbol, y sus conexiones con el arte, el cine y el

mundo que les rodea.
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Figura 27. Alumnos hallando un fuera de juego

CONCLUSIONES

La nueva concepcion de la ensefianza de las matematicas da una gran importancia a la aplicacion de
estas a contextos reales. De todos ellos, el deporte es uno de los principales focos de interés de la
sociedad actual y, tal y como se ha visto en los ejemplos de este articulo, puede ser utilizado para
despertar la atencion del alumnado a la vez que se fomenta el aprendizaje.

Referencias
Teams Shooting, Stats, NBA.com. (s. f.). NBA. Recuperado 30 de octubre de 2022, de

https://www.nba.com/stats/teams/shooting?DistanceRange=By+Zone&Season=2021-
22&PerMode=Totals

Para hacer referencia al articulo:

Diego Alonso Santamaria (2022). Aplicaciones de las matematicas de instituto al deporte profesional. En Consejeria de
Educacién de la Junta de Castillay Ledn. (Ed.), XV Congreso Regional de Educacién Matematica y IV Jornada Geogebra
de Castilla 'y Ledn (pp. 207 - 213). Asociacion Castellana y Leonesa de Educacion Matemética Miguel de Guzman.

213


https://www.nba.com/stats/teams/shooting?DistanceRange=By+Zone&Season=2021-22&PerMode=Totals
https://www.nba.com/stats/teams/shooting?DistanceRange=By+Zone&Season=2021-22&PerMode=Totals

MALDITAS MATEMATICAS... ;0 NO? ACTIVIDADES EN LA
SALA DE MATEMATICAS DEL MUSEO DE LA CIENCIA DE
VALLADOLID

Sonsoles Blazquez Martin, Marta Carazo Lores, Ana Garcia Lema y Elodia Bielsa Domingo

Resumen:

En Septiembre de 2018 se inaugurd en el Museo de la Ciencia de Valladolid una sala dedicada
exclusivamente a las matematicas. En su disefio participo, en calidad de expertos, el grupo de
Divulgacion de Socylem Valladolid. La segunda parte del trabajo desarrollado por este grupo de
profesores ha sido crear material para que cualquier centro educativo que quiera realizar una visita al
museo tenga actividades para poder realizar con su alumnado.

Asi que, a partir de las visitas realizadas desde sus propios centros, las actividades disefiadas para
participar en la Noche de los Investigadores del Museo y el Trabajo Fin de Grado de una de sus
componentes; el grupo presentara actividades de distintos niveles y propuestas de itinerarios (seguin
el nivel de los alumnos que realicen la visita) para realizar una visita a la sala del museo “Malditas
Matematicas... ;o no?” y que nuestros alumnos salgan de ella pensando que son divertidas e
interesantes.

Palabras Clave: mateméticas, museo, actividades, divulgacion

Una breve historia

Desde la seccidn de Valladolid de la Sociedad Castellano y Leonesa de Profesores de Matematicas
Miguel de Guzman siempre se ha tenido interés en divulgar las matematicas de una forma informal
y ladica. En el curso 2009-2010 varios profesores de Valladolid formaron un grupo de trabajo para
divulgar las matematicas, para ello empezaron a colaborar en distintas actividades con el museo de la
ciencia de Valladolid. La primera contribucion fue durante “La Noche de los Museos” de 2010. Con
el fin de divulgar ciertos conceptos matematicos se genero, para la misma, un material de juegos y
manipulativo. En afios posteriores se participd en “La noche de los investigadores” realizando
gincanas, talleres o representaciones donde las matematicas eran el hilo conductor.

A partir de estas contribuciones y de que en el museo se qued6 una sala vacia, la relacion con el
museo tuvo giro, pues el museo se planted realizar una sala dedicada por completo a las matematicas.
Asi, el grupo de profesores pasd a ser asesor del museo en la tarea de recopilar y seleccionar
actividades y recursos para la futura sala. Este trabajo que se realizé culminoé el 27 de septiembre de
2018 con la inauguracién de la sala “Malditas Matematicas... ;0 no?” por el alcalde de Valladolid,
Oscar Puente.

,Qué tiene la sala “Malditas Matematicas... ;o no?”?

El titulo de la sala de matematicas del museo juega con el titulo del libro Malditas Matematicas.
Alicia en el Pais de los NUmeros, de Carlo Frabetti, la inclusion de ese ‘0 no?’ cuestiona al visitante
si su concepcion negativa de las matematicas puede ser un error que se puede cambiar con una visita
a la sala.

Para la seleccidn de las distintas actividades de la sala se tuvieron presentes las distintas ramas de las
matematicas y el variado publico que acude al museo. El nimero 7 (pi), nos guiara en el recorrido
por las distintas secciones de la sala, ademas, repartidas entre sus cifras decimales nos curiosidades.
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Las secciones son las siguientes:

- Universo Numérico: a través de juegos numéricos conoceremos los distintos tipos de
nmeros

- Perplejidad: donde las actividades nos muestran como nuestros sentidos perciben ciertos
elementos y como las matematicas nos ayudan a entender estas percepciones.

- Matematizarte: relaciona las matematicas con la naturaleza, con el arte, la arquitectura, etc.

- Descubriendo Figuras: la seccion mas grande de la sala esta dedicada a la geometria.
Podemos jugar con poliedros, demostrar el teorema de Pitagoras, realizar mosaicos o entender
por qué las tapas de alcantarilla son redondas. También hay una bicicleta con ruedas cuadradas
gue se mueve a través de una superficie formada por catenarias invertidas que le permiten su
avance.

- Emboscadas de la Logica nos enfrenta a retos y problemas 16gicos y matematicos.

- Azar y Estadistica: En esta seccidén aprendemos a hacer un muestreo para realizar una
encuesta. Aparecen graficos mentirosos con los que nos engafian si no sabemos matematicas.
Ademas, nos muestra juegos donde tenemos mas opciones de ganar si conocemos la teoria de
la probabilidad.

- En busca de una solucién: nos presenta algunos de los problemas del milenio como la
conjetura de Goldbach. También encontramos cuestiones curiosas, como el ‘teorema de los
cuatro colores’ o la ‘paradoja de los puentes de Konigsberg’ trasladada a nuestro entorno del
Pisuerga.

Ademas de las distintas actividades por el suelo de la sala encontraremos baldosas con informacion
sobre formulas importantes —Ila ecuacion de Euler, el Teorema de Pitagoras, el Teorema fundamental
del célculo, la regla de Laplace y la ecuacion de segundo grado— y matematicos eminentes —
Pitagoras, Hipatia, Fibonacci, Euler, Sophie Germain, Gauss, Ada Byron, Sofia Kovalievskaya,
Miguel de Guzméan y Maryam Mirzajani—.

¢Por qué hacer una visita matematica al museo?

La sociedad de conocimiento actual tiende a reconocer los museos como un espacio de aprendizaje.
Si hacemos un recorrido historico vemos como estos han dejado de ser contenedores de elementos y
han pasado a ser divulgadores y difusores de cultura. Desde el &mbito cientifico técnico los museos
de la ciencia son los protagonistas de estas actividades, lugares donde la divulgacion se realiza de una
manera mas informal y ludica.

Como docentes tenemos que ver los museos de la ciencia como puntos de unién de los centros
educativos y la sociedad. Debemos visitar estos lugares para acercar el conocimiento cientifico y, el
aporte a la sociedad de la ciencia, a nuestro alumnado.

Las visitas a los museos de la Ciencia se enclavan dentro de las actividades complementarias que
organizan los centros de primaria y los de secundaria. Estas actividades deben complementar el
curriculum escolar y, a la vez, ofrecer distintas posibilidades y recursos que motiven a nuestros
alumnos, aumenten su interés por la materia y les ayuden a aumentar la comprension de algunos
contenidos. Ademas, de estimular su curiosidad y su capacidad de observacion.

¢ Cémo hacer estas visitas?

En el momento de plantearnos hacer una visita fuera del centro educativo debemos tener presente que
este se convierte en un espacio de aprendizaje. También debemos plantearnos cuéles seran los
objetivos de esta salida; entre ellos deberian estar el desarrollo de las habilidades y competencias de
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nuestros alumnos haciendo que asi sea un aprendizaje significativo y una experiencia distinta a las
realizadas en el aula, trabajando el plano afectivo e imaginativo de nuestro alumnado...

Un punto importante de los museos de la ciencia es que el tipo de aprendizaje que realizaran nuestros
alumnos seré Kinestésico. La interactividad, de este tipo de museos, ayudara a trabajar el aprendizaje
basado en el ensayo-error. Asi desarrollaremos las competencias mas cercanas al aprender a aprender
y a la experimentacion.

El Grupo de Investigacion sobre la Educacion y los Museos (GREM) de la Universidad de Montreal
proponen realizar actividades que partan de la interrogacion, observaciéon y apropiacion de los
contenidos. Esto se llevara a cabo en tres etapas: preparacion, realizacion y prolongacion.

Para realizar una visita satisfactoria lo primero que proponemos es conocer el espacio y las
actividades que hay en el museo que vamos a visitar pues asi podremos organizar una visita que se
ajuste a los alumnos que la realizaran. Lo siguiente serd elegir qué vamos a plantear a nuestros
alumnos, si una yincana, una busqueda del tesoro o un listado de actividades a realizar.

¢, Qué hemos hecho nosotros?

El grupo de trabajo ha realizado distintos tipos de visitas para grupos de alumnos de diferentes edades.
La mayoria de estas actividades se han desarrollado durante la Noche de los Investigadores del Museo
a partir del afio 2018 y se han reutilizado para realizar las visitas al museo de nuestros centros
educativos.

La primera actividad consistio en generar una tarjeta por seccion del museo con varias pruebas en
cada una de ellas. Los alumnos participantes, repartidos en grupos, tenian que realizarlas y rellenar la
hoja de respuestas. (Figuras 1y 2)
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Lo positivo de esta actividad es que se recorre toda la sala y se realizan la mayoria de sus actividades.
La parte negativa es el tiempo que se necesita para llevarla a cabo y el nivel de las actividades pues
algunas de ellas no son para alumnos de primaria. Como segundo intento, elaboramos una actividad
para mejorar lo expuesto anteriormente y asi pudiesen participar nifios a partir de 6 afios. En este caso
también se organizaban grupos de alumnos, pero cada uno tenia una mision con actividades distintas.
Se confeccionaron cinco misiones diferentes con el nombre de 5 matematicos: Pitagoras, Hipatia,
Sofia Kovaleskaya, Gauss y Maryam Mirzahani. (Mision de Hipatia en figura 3).
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Figura 3

En cada mision hay una prueba por seccion de la sala. En ellas deben obtener una o varias letras de
cada una de las pruebas para completar una palabra. Al finalizar el tiempo todos los grupos se rednen
para completar la siguiente frase con las palabras que han encontrado:

«Las matematicas tienen belleza y enamoran. EI mundo de las matematicas no es un lugar
aburrido en el que estar. Es un lugar extraordinario; merece la pena pasar el tiempo alli.»

Marcus du Sautoy
¢ Qué proponemos?

Estas dos experiencias nos llevaron a pensar en generar un material para que cualquier docente
pudiese hacer una visita con su centro y “jugase” en la sala de matematicas y no solo “pasease” por
ella. Asi que nos propusimos generar un listado de pruebas donde se detallaran la mayoria de las
actividades de cada una de las secciones y se realizaran, en cada una de ellas, pruebas de distintos
niveles. De esta manera cualquier profesor podria generar su cuaderno de actividades adaptandolas
al nivel y las caracteristicas de sus alumnos. Para los cursos de primaria este listado se generdé en el
Trabajo Fin de Grado de Educacién Primaria de una de sus componentes, el titulo del mismo es
“Itinerarios en la sala de matematicas del Museo de la Ciencia. Actividades para primaria”. Una
muestra de este tipo de pruebas es la siguiente:

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Seccion Universo Numérico

Con todas las fichas
Con las fichas colocadas | colocadas menos lastres | Realizar el solitario para que

Solitario Danés comprobar que la suma | de arriba, colocarlas | entodas las sumas se obtenga
sea la misma. para que la suma sea la | 20.
misma.
Unir fraccion y gréfica Unir fracciones,
. Y9 | graficas y/o decimales, | Resolver el puzle
Puzzle Fracciones aunque no se forme el
puzle aunque no se forme el

puzle

Seccidn Perplejidad
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Anamorfosis

Reconocer la
escondida

imagen

Reconocer la imagen y
dar el nombre de la
figura que te ayuda a
reconocerla

Banda De Moebius

Leer la frase de la Cinta

¢Qué parte de la cinta
recorre el coche?

Crea unacinta con unatira de
papel

Seccion Descubriendo Figuras

Secciones de Prismas

Encuentra dentro del
cubo un cuadrado y un
triangulo

Encuentra dentro del
cubo un cuadrado, un
triangulo y un hexagono

Dibujar esos cortes en un
cubo

Pitagoras

Demostrar el teorema

con el agua

Comprobar el teorema
utilizando hexagonos

Secci6on Matematizarte:

Fotografia Matematica

¢Qué figura se forma
con los nimeros y las
férmulas matematicas?

¢En qué ciudad puedo
encontrar un pentagono
muy grande?

(Por qué la partitura de
Mozart se puede leer igual de
arriba a abajo y al revés?

Seccion Emboscadas de la l6gica

Corazon Partio

Cuéntos triangulos
amarillos  tiene  mi
corazon

Mi corazoln tiene varios
colores, ¢tiene la misma
porcién de rojo y de
amarillo?

¢A qué nimero corresponde
cada corazon para que la
fraccion sea correcta?

Seccidn Estadistica y azar

Graficos Mentirosos

En el gréfico de café que
nos engafia, ¢/cuantas
veces es mas grande la
taza de Café Xagerao
que la de Café
Tontolino?

Dibuja tu propio gréafico
mentiroso

Seccion En busca de una solucién

Mapa de 4 colores

Resuelve un mandala de
dificultad facil

Resuelve un mandala de
dificultad dificil

La mayoria de los contenidos se pueden trabajar tanto en primaria como en secundaria Para
bachillerato hay conceptos matematicos como las conicas, las superficies de revolucion o las
superficies regladas y teoremas que nos permiten trabajar con estos alumnos a un nivel superior.

Y el futuro?

Este ha sido nuestro trabajo hasta ahora, pero seguimos trabajando y elaborando e ideando materiales
basados tanto en las actividades de la sala como en otras opciones fuera del museo. La pandemia del
Covid-19 y el problema de hacer demasiadas salidas complementarias en los centros nos anima a
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proyectar nuevos métodos para llevar unas matematicas distintas a las del aula, fuera del ambito
académico, por ejemplo, la actividad de matemaéticas en la calle. Pero eso ya sera un nuevo capitulo.
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CHATBOT PARA MATEMATICAS

M2 del Carmen Giraldo Pérez
IES Los Valles

Resumen

En el ambito escolar, una de las repercusiones del confinamiento por la pandemia de Covid 19, fue
el impulso de las plataformas y herramientas digitales para la ensefianza y el aprendizaje. EI mévil
fue un instrumento de trabajo para el alumnado de Ensefianza Secundaria, mas asequible que otros
dispositivos electrénicos como portatiles o tabletas. Al retornar a la actividad lectiva presencial, uno
de los propositos de la intervencion docente en el IES Los Valles de Camarzana de Tera fue
aprovechar su potencial educativo. Se configurd un asistente virtual o chatbot para Matematicas con
el propdsito de ayudar al alumnado de 2° de bachillerato en la resolucion de problemas de
Programacion lineal fuera del horario lectivo. La herramienta online que se utiliz6 para la creacion
del chatbot fue Dialogflow y se integro en la aplicacion de mensajeria instantdnea Telegram. La
experiencia resultd satisfactoria, aunque se percibieron algunas limitaciones y se plantearon
propuestas que ayudaran a mejorarlo para futuras practicas.

Palabras clave: m-learning, matematicas, secundaria, chatbot.

INTRODUCCION

Los avances tecnoldgicos hicieron que en el &ambito educativo surgiese un movimiento partidario de
usar la tecnologia como herramienta de trabajo en las aulas. En un primer momento se introdujeron
ordenadores que ampliaron las formas de ensefiar y aprender en las diferentes areas de conocimiento
de la educacion formal. Posteriormente, otros dispositivos como moviles y tabletas, empezaron a
verse desde una perspectiva mas ventajosa y se trataron de minimizar los riesgos para la seguridad y
proteccion de datos con un uso responsable y controlado en todos los niveles de ensefianza. Estos
aparatos electronicos, con los que estan familiarizados los estudiantes para otros usos de caracter
ludico y comunicativo, se estan dejando de prohibir en algunos centros educativos, pasando a
convertirse en aliados de los docentes en los procesos formativos. Sin embargo, algunos estudios
recientes con datos obtenidos a partir de la aplicacion Teacher Tapp que recoge la opinion de
profesores de primaria y secundaria, revelan que entre los docentes encuestados hay un rechazo al
uso del mavil en el aula, principalmente por considerar que son elementos de distraccion entre los
estudiantes (Pijper, 2022). Aunque el debate sigue abierto y se continlan sopesando las ventajas e
inconvenientes de su uso en niveles de ensefianza secundaria, en este estudio se trata de aprovechar
su potencial educativo para desarrollar propuestas de aprendizaje mas autbnomo y ubicuo.

El aprendizaje movil se ha definido de maltiples formas. Inicialmente algunos lo integraron en el e-
learning. Quinn (2001) lo considerd como interseccion del aprendizaje electrénico y la informatica
movil, independiente de la ubicacion espaciotemporal y Georgiev et al. (2004) también lo vieron
como parte del e-learning que aporta mayor flexibilidad al proceso de ensefianza-aprendizaje. Caudill
(2007) lo consideré como un complemento del e-learning que proporciona a los estudiantes mayores
oportunidades de aprendizaje. Los moviles les permiten el acceso a recursos y ambientes virtuales de
aprendizaje cuando no pueden disponer de otros dispositivos estaticos como ordenadores. Para
conseguir una definicién relevante de aprendizaje movil Laouris y Eteokleous (2005) consideran
parametros como el tiempo, el espacio, el ambiente de aprendizaje, el contenido educativo y
socialmente relevante, la tecnologia, lo mental como los conocimientos previos, las preferencias, la
atencion o las habilidades mentales y el método que engloba el modelo pedagdgico y el paradigma
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filosofico. Sharples (2005) destaca el uso de la tecnologia maévil para ampliar el aprendizaje fuera del
aula. Permite a los estudiantes aprender explorando y conectando mundos reales y virtuales. La
mensajeria instantdnea y conversaciones e interacciones de la vida cotidiana proporcionan una
oportunidad para aprender y compartir conocimiento. En el modelo para enmarcar el aprendizaje
movil presentado por Koole (2009) convergen las tecnologias moviles, las capacidades de aprendizaje
y la interaccion social.

La versatilidad de los mdviles los convierte en herramientas de aprendizaje, de las que beneficiarse
en las aulas ademas de hacerlo a nivel profesional o personal. Se caracterizan por su portabilidad,
interactividad y conectividad que permite el acceso instantaneo a recursos multimedia y el desarrollo
de habilidades y conocimientos para comunicarse y colaborar, para buscar, seleccionar y tratar de
forma segura la informacién o para crear y compartir contenido. Segun Organista- Sandoval y
Serrano-Santoyo (2014) la gran aceptacion social de los teléfonos moviles proviene de su
conectividad, ejecucion de aplicaciones, facilidad de acceso a bancos de informacion y redes sociales.

Existen diferentes clasificaciones del uso educativo del mévil. Shepherd (2001) citado en Hernandez
y Morales (2010), considera tres usos basicos: como diagnostico del conocimiento inicial del alumno,
como apoyo a su aprendizaje con el repaso de contenidos y almacenamiento de informacion y como
practica del aprendizaje para la resolucion de problemas del mundo real. Naismith et al. (2004),
ofrecen una categorizacion de las actividades conectada con las teorias de aprendizaje. Consideran el
uso de la tecnologia movil en seis tipos de actividades: conductista, constructivista, situacional,
colaborativa, informal y permanente y de apoyo al aprendizaje y la ensefianza. Relacionadas con éstas
Patten et al. (2006) proponen siete categorias basadas en aspectos funcionales y pedagdgicos:
administrativo, referencial, interactivo, micromundo, recoleccion de datos, reconocimiento de la
ubicacion y colaborativo.

Algunas ventajas del uso del mévil en Educacion descritas por Mosquera (2018) son el acercamiento
a la realidad tecnoldgica en la que estan inmersos los estudiantes, el desarrollo de la competencia
digital, la promocion de la autonomia, el impulso de la creatividad e imaginacién, el aprendizaje
asincrono, la posibilidad de mejorar en organizacion, de comunicarse y de trabajar de forma
colaborativa, el aumento de la participacion y la motivacion, el aprendizaje a través del juego o el
seguimiento de los procesos educativos con la monitorizacion y realizacién de test de evaluacion.
También puede usarse como agenda, cronémetro, calculadora o reloj y los alumnos pueden realizar
multiples acciones como acceder a contenidos, buscar informacion, compartir notas, leer periddicos
digitales, traducir, escuchar y grabar audio, ver, editar y compartir imagenes, video, enlaces o
documentos. Los profesores ejercen de mediadores tecnolégicos y pueden incorporar nuevas
metodologias, aplicaciones y recursos digitales. Son muy adecuados para la microensefianza y
microaprendizaje, potenciando el aprendizaje informal y a través de redes sociales. Facilitan la
conexion con las familias con aplicaciones como Remind, suponen un ahorro con respecto a otros
dispositivos como PCs o aulas de informatica y amplian las posibilidades de acceso a la educacién
en paises subdesarrollados.

Como inconvenientes esta autora sefiala los usos no responsables como el empleo indebido de
imagenes y video o las discusiones en redes sociales, el fomento del consumismo y visibilidad de las
desigualdades econdmicas. En el aula, promueve la falta de disciplina, menor concentracion del
alumnado y mas oportunidades de engafio en pruebas de evaluacion. El uso abreviado e incorrecto de
la lengua, la limitacion de la imaginacion en nifios pequefios y la reduccion de la capacidad cognitiva,
ademas de las consecuencias fisicas y psicolégicas como dafios cervicales, estrés visual,
sedentarismo, dependencia o adiccion. También afecta al desarrollo de las competencias sociales, al
ignorar a las personas por prestar atencion al movil (phubbing). En relacion con su uso, cada centro
educativo establece unas normas y falta preparacion docente y objetivos pedagdgicos que permitan
emplearlo como un medio y no como un fin.
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La introduccion de los moviles en el ambito educativo contribuye a desarrollar la competencia digital
del alumnado, fomentando sus habilidades para un uso creativo, critico y seguro. Es necesario
concienciar previamente sobre el uso responsable de estas tecnologias para minimizar los riesgos
derivados de un uso indebido que pueda vulnerar los derechos de cualquier miembro de la comunidad
o0 repercutir en la salud de los usuarios como apuntan algunos autores (Gonzalez-Menéndez et al.,
2019).

Una préctica con dispositivos maviles tiene lugar en el Instituto de Ensefianza Secundaria Los Valles
de Camarzana de Tera (Zamora) donde se aplica un sistema de dialogo en linea entre alumno y robot
(chatbot) como ayuda para resolver un problema de Matematicas. El sistema basado en palabras clave
posibilita que el usuario pueda chatear utilizando un lenguaje natural. EI término chatbot proviene de
las palabras chat, hablar o conversar y bot que es la contraccion de robot o software que puede ejecutar
determinadas acciones. También conocido como agente conversacional, entidad de conversacion
artificial o chatterbox es una aplicacion informatica que imita conversaciones humanas (Allison,
2012). Dado que la Inteligencia Artificial (I1A) hace referencia a la maquinaria interna que permite a
un robot (o cualquier otro aparato) procesar informacion (Futuro Eléctrico, s.f.), los chatbots son una
forma de interaccion con la IA mas basica (Morillo, s.f.), llamada IA débil o Narrow por
especializarse en un area concreta y realizar solo la funcion para la que fueron programados (Futuro
Eléctrico, s.f.). En este caso, se basan en el Procesamiento de Lenguaje Natural conocido como PLN
o NLP por sus siglas en inglés (Natural Language Processing).

Desde la creacion del primer chatbot Eliza, basado en IA, en 1966 por Joseph Weizenbaum, los
chatbot han evolucionado, distinguiéndose tres fases (Cerdas, 2017): inicialmente se basaron en
interfaces de lenguaje natural para simular conversaciones entre dos humanos (Hsieh, 2011) y al
popularizarse internet se pasé a poder chatear con miles de usuarios y se fueron haciendo mas
sofisticados al combinar diferentes campos como el lenguaje natural, la sintesis del discurso y los
videos en tiempo real.

Cerdas (2017) también clasifica los chatbots en tres tipos segun la interfaz 0 zona de comunicacion
entre los sistemas: los basados en cajas de texto (chatterboxes) con interaccion producida por entradas
y salidas de texto o de voz, los asistentes virtuales personificados, con interfaz representada por un
avatar con audio, texto y otros recursos audiovisuales y multimedia (Allison, 2011) y los chatbots
presentados con un robot fisico. Otras clasificaciones, atienden a criterios como la calidad de la
experiencia del usuario y complejidad de la tecnologia (Business Insider Intelligence, 2018),
presentando los chatbot basados en menus, en palabras clave y contextuales, graduados de menos
avanzados a mas. Los ultimos utilizan 1A y aprendizaje automatico o ML (Machine Learning) para
recordar conversaciones anteriores y aprender de ellas, mejorando con el tiempo.

Los chatbots representan una herramienta de ayuda en la vida cotidiana de las personas como los
navegadores de internet que permiten buscar informacion o los sistemas de respuesta telefonica, el
comercio electrénico y como apoyo en el aprendizaje (Hsieh, 2011).

Su popularidad se debe principalmente al uso extendido de programas de mensajeria instantanea y el
modelo basado en aplicaciones (Carayannopoulos, 2018). Algunos asistentes virtuales en
funcionamiento son Siri de Apple, Cortana de Microsoft, Alexa de Amazon o Google Now de Google.
Plataformas como IBM ofrecen servicios para desarrollar chatbots como Watson, el servicio en la
nube Azure de Microsoft o Dialogflow de Google que ha sido utilizado para desarrollar el chatbot de
Matematicas en el que se centra el estudio. Los chatbot pueden integrarse en aplicaciones de
mensajeria instantanea como Facebook, WhatsApp 0 como en este caso Telegram. También pueden
ser integrados en la aplicacién de comunicacién y colaboracién Teams de Microsoft, en paginas web
0 en sistemas de gestion de aprendizaje (LMS) como Moodle.

Con los chatbots, la respuesta a las personas a cualquier hora y cualquier dia es una ventaja que es
aprovechada también en educacion y en ese sentido supone mayor eficiencia en la atencion
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proporcionada. SnatchBot es una herramienta que permite crear diferentes tipos de chatbots para la
ensefianza, con la posibilidad de responder a preguntas frecuentes de los estudiantes o ejercer como
tutor virtual para ensefiar conceptos y procedimientos. Un ejemplo de chatbot en educacion es
Duolingo, para el aprendizaje de los idiomas.

El informe sobre los chatbot en educacion del eLearn Center de la UOC (Garcia Brustenga et al.,
2018) distingue entre los chatbot sin intencionalidad educativa y con ella. Los primeros se encargan
de los procesos de gestion y asistencia al alumnado, respondiendo a preguntas sobre matriculacion,
programas de estudios, examenes, horarios, etc. Los segundos se caracterizan por favorecer los
procesos de aprendizaje, adaptarse a las necesidades y ritmos de cada alumno y potenciar la
adquisicion de destrezas a través de la formulacion de problemas para que el estudiante resuelva y
que el chatbot evalla, ofreciendo retroalimentacion en tiempo real. Entre los chatbot con
intencionalidad educativa, unos se centran en ejercitar y practicar y se basan en aproximaciones
conductistas y cognitivistas del aprendizaje y otros ejercen como tutores que facilitan los procesos de
tipo socioconstructivista (John-Steiner y Mahn, 1996). La aplicacion de los chatbots en educacion no
sustituye al docente humano (Clark, 2018), sino que proporciona ayuda al alumnado para tareas
cognitivas basicas, dejando méas tiempo al profesorado para otras de orden superior. Los chatbot
también pueden clasificarse por el tipo de tareas que pueden realizarse en educacion (Garcia
Brustenga et al., 2018), distinguiéndose las siguientes: administrativas y de gestion, resolucion de
preguntas frecuentes, acompafiamiento al estudiante, motivacion, practica de habilidades y destrezas
especificas, simulaciones, estrategias de reflexion y metacognitivas y evaluacion del aprendizaje de
los estudiantes. En este caso el chatbot utilizado en Matematicas aporta motivacion y practica para
resolver problemas de programacion lineal, refuerzo de la comprension y de los procedimientos de
resolucion.

OBJETIVOS
Objetivo general

El objetivo general del estudio es desarrollar experiencias de aprendizaje innovadoras con
dispositivos moviles que refuercen conceptos y procedimientos de resolucion de problemas en el area
de Matematicas para el alumnado de 2° de Bachillerato del IES Los Valles de Camarzana de Tera.

Objetivos especificos
Como objetivos especificos se plantean los siguientes:

e Proponer actividades accesibles a través de dispositivos méviles que supongan un aporte
adicional a la metodologia presencial para un aprendizaje mas autébnomo.

e Utilizar aparatos tecnoldgicos que forman parte de la vida de los estudiantes para el
aprendizaje ubicuo.

e Programar un asistente virtual (chatbot) que ayude a los estudiantes de Matematicas aplicadas
a las Ciencias Sociales de 2° de Bachillerato a resolver problemas de programacion lineal.

METODOS

La aplicacion de chatbot en la materia de Matematicas es un ejemplo de uso de los dispositivos
moviles con fines educativos. Como prueba piloto para repasar los procedimientos analitico y grafico
de resolucion de problemas de programacion lineal, se propuso a dos alumnas una actividad a través
del chatbot. El alumnado destinatario cursaba la asignatura de Matematicas aplicadas a las Ciencias
Sociales de 2° de Bachillerato en el Instituto de Ensefianza Secundaria Los Valles de Camarzana de
Tera, provincia de Zamora.

Estos chatbots funcionan definiendo posibles entradas a modo de preguntas, que generan salidas
(respuestas) hacia el estudiante. Se utiliza la plataforma de comprension del lenguaje natural
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Dialogflow (https://dialogflow.cloud.google.com/) para disefiar e integrar una interfaz de usuario
conversacional (bot) en la aplicacion moévil de mensajeria Telegram.

El grupo de chat de Telegram en el que se integré el bot LosValles se denominé GrupoCane y estaba
constituido por la profesora y las dos alumnas de 2° de bachillerato. Se propuso un problema de
programacion lineal para repasar los contenidos tratados previamente en la clase de forma presencial
y para ser resuelto fuera del horario lectivo.

El problema que se planted a las alumnas es el siguiente (calculo.cc, 2012, p.11):

Una persona tiene 15000 € para invertir en dos tipos de acciones, A y B. El tipo A tiene un interés
anual del 9%, y el tipo B, del 5%. Decide invertir, como méaximo, 9000 € en A, y como minimo, 3000
€ en B. Ademas, quiere invertir en A tanto o mas que en B. ;Como debe invertir los 15000 € para que
el beneficio sea maximo? y ¢ Cual es ese beneficio maximo anual?

Con el chatbot se atendieron algunas dudas que le surgieron al alumnado al resolver el problema. No
se trataba de proporcionar la solucidn sino de ayudarles a que la obtuvieran a través de pequefias dosis
de informacion que recibian sélo cuando las necesitaban y tantas como solicitasen, de manera que se
suministran adaptandolas a las demandas del interesado. Esto convierte a los chatbots en un elemento
mas de atencion a la diversidad, al adaptarse a los requerimientos de cada alumno, incluido el horario
en el que se realiza la actividad.

La profesora, en el grupo clase, dio instrucciones basicas sobre el funcionamiento del chatbot para
aumentar su efectividad y las alumnas practicaron con las preguntas y palabras clave necesarias para
estructurar el problema y resolverlo.

El chatbot facilitd respuestas sincronas y proporciond ayuda en cuestiones conceptuales y
procedimentales. La profesora contestd dudas que el chatbot no aclaré suficientemente, referidas a
los errores cometidos en la obtencion de los vértices de la regidn factible. Tras la realizacion de la
prueba piloto, el alumnado hizo una valoracion general de la experiencia, exponiendo las dificultades
encontradas, las propuestas de mejora y su grado de satisfaccion.

RESULTADOS
En la tabla 1 se muestra el esquema de las entradas y salidas programadas en el chatbot.
Tabla 3. Preguntas y respuestas del chatbot

Dialogue

Intent Training phrases Responses
Te propongo el siguiente problema matematico: "Una
Un ejemplo de Programacion persona tiene 15000 € para invertir en dos tipos de

lineal acciones, Ay B. El tipo A tiene un interés anual del 9%, y
Quiero practicar problemas el tipo B, del 5%. Decide invertir, como maximo, 9000 €
Problema A o . :
de Programacion lineal en A, y como minimo, 3000 € en B. Ademas, quiere
Pon un ejemplo de problema invertir en A tanto o0 més que en B. ;Como debe invertir
de Programacion lineal los 15000 € para que el beneficio sea maximo? y ;Cual es
ese beneficio méximo anual?
Hay dos variables, x e y, una referida a los euros invertidos
Identifica las variables en acciones tipo A y la otra a los euros invertidos en
Variables Define las variables acciones tipo B.
¢Cudles son las variables? x="euros invertidos en acciones tipo A", y="euros

invertidos en acciones tipo B".
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Restricciones
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¢ Cual es la funcion objetivo?
Dime la funcién objetivo

;Qué inecuaciones
determinan la region factible?
¢Cudles son las restricciones
del problema?

Determina la region factible

La funcion objetivo que hay que maximizar es el beneficio:
f(x,y)=0,09x +0,05y

Beneficio maximo implica que la funcién a maximizar es:
f(x,y)=0,09x +0,05y

Las restricciones son: 0<x <9000, y>3000, x>y, x
+y < 15000

Las inecuaciones son: 0<x <9000, y> 3000, x>y, X
+y < 15000
https://drive.google.com/file/d/1lyThBFZcSWh79TxI6VS

Region Representa la region factible  hNnHwkicsCZvVQ/view?usp=sharing
factible ¢Cuales son los vértices de la Los vértices de la region factible son: A(3000, 3000),
RF? B(9000, 3000), C(9000, 6000), D(7500, 7500)
El beneficio anual maximo es de 1110 €. El valor de la
s S funcidn objetivo en los vértices de la region factible es:
= obietivo ;ES;',)ES el beneficio maximo - ¢354 ' 3000)= 420, (9000, 3000)=960, F(3000, 6000)=
- 90 . . 1110, f(7500, 7500)= 1050
maxima ¢Cual es el valor maximo de . L.
S - El beneficio anual maximo es de 1110 € (es el valor
la funcion objetivo? ‘o ., - . .
maximo de la funcion objetivo en la regién factible y se
alcanza en el vértice C (9000, 6000))
¢Cual es el valor de las
variables para que el Para que el beneficio sea méximo se deben invertir 9000
Soluciones beneficio sea maximo? euros en acciones de tipo A y 6000 € en acciones tipo B.
variables ¢Cudl es lainversion paraque x= 9000 € (inversion en acciones tipo A), y =6000 €

el beneficio sea maximo?

(inversion en acciones tipo B)

Las alumnas plantearon en el chatbot preguntas relacionadas con las diferentes fases de resolucion
del problema matematico propuesto sobre la formulacion y comprension del enunciado, el proceso
de resolucion y la interpretacion de la solucion y el Bot Los Valles respondié con las posibles
respuestas programadas (Tabla 1).

En concreto el Chatbot respondid preguntas sobre la determinacién de las variables del problema, la
funcion objetivo, las restricciones o inecuaciones, la regién factible, el beneficio maximo y el valor
de las variables.

La resolucion del problema de programacién lineal de forma guiada a través de la simulacién de
conversaciones entre docente virtual (bot) y estudiante resulté util para consolidar el aprendizaje pues
haciendo las preguntas adecuadas, simplificadas con palabras clave, se facilité la comprension y
asimilacion del procedimiento de resolucion. No obstante, tras la experiencia, la reflexion sobre el
funcionamiento y alcance del chatbot llevo a detectar algunas limitaciones y se hicieron propuestas
para mejorar su efectividad. La necesidad de que el alumnado participante en la actividad dispusiese
de movil propio fue un requisito previo que podria haber condicionado el desarrollo de esta. Aunque
esta situacion, prevista con antelacion, no se produjo en este caso, como alternativa y para ampliar la
experiencia en entornos virtuales de ensefianza-aprendizaje se plantea incorporar el chatbot en
Moodle o en la plataforma Teams que se destaca por las posibilidades de comunicacion vy
colaboracion que ofrece (chat, videollamadas, almacenamiento y comparticion de archivos, etc). Hay
que considerar gque el alcance del chatbot implementado es limitado y no es posible detectar de esta
forma errores especificos del alumnado como por ejemplo los cometidos en la determinacion de la
regién factible. Estos errores aportan al docente informacion sobre el tipo de dificultades que se
presentan en los procedimientos analiticos o graficos.

La persona docente sigue siendo fundamental e insustituible, cubriendo también aspectos
emocionales y sociales muy importantes para el aprendizaje y la labor del bot se centra en apoyar y
extender algunas de sus funciones pedagdgicas fuera del horario lectivo para proporcionar ayuda al
alumnado en cuestiones concretas, facilitarle recursos adicionales cuando los requiere y para fomentar
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su autonomia en el aprendizaje. Aunque hay diferentes tipos de chatbot, unos méas avanzados que
otros, el utilizado para la experiencia desarrollada solo permite una comunicacion estructurada textual
y no tiene la capacidad de aprender de las preguntas que se formulan.

Por otra parte, se plantean mejoras para ampliaciones futuras de la funcionalidad del chatbot como
presentar y explicar la funcion del ayudante virtual, introducir un menu para clarificar los pasos a
seguir en la resolucion del problema, ampliar las posibilidades de ayuda al alumnado con recursos y
mas actividades de diferentes grados de dificultad, abordar otros contenidos del curriculo oficial de
ensefianzas de bachillerato o utilizar reconocimiento del lenguaje natural oral ademas del escrito.

CONCLUSIONES

Las nuevas generaciones de teléfonos con mejor conectividad inalambrica y més servicios a
disposicién de los usuarios potencian su interés por estar conectados en cualquier momento y lugar.
El teléfono movil es una herramienta tecnoldgica integrada en la vida contemporanea, forma parte de
nuestra practica social y ofrece posibilidades para la ensefianza y el aprendizaje, que continGan
explorandose. El chatbot utilizado en Matematicas es un ejemplo de uso educativo para extender el
aprendizaje fuera del aula a través de estos dispositivos. Con esta experiencia se aportd una alternativa
innovadora para ayudar al alumnado a resolver dudas relacionadas con la resolucion de problemas
matematicos de programacion lineal salvando las barreras espaciotemporales. Tras la aplicacion del
chatbot y recogidas las impresiones del alumnado participante se concluye que el robot
conversacional, usado para repasar los contenidos trabajados previamente en la clase presencial,
ayudd a los estudiantes en aspectos concretos del problema relacionados con su formulacién, el
empleo de estrategias y la interpretacion de resultados.

Su efectividad se ha comprobado a través de la percepcion del alumnado sobre su utilidad y grado de
ayuda y por la sistematizacion de procedimientos al resolver problemas similares en pruebas de
evaluacion.

El chatbot supone una ayuda puntual para el alumnado, que les permite recurrir a ella en momentos
de estudio fuera del horario escolar, obteniendo respuestas cuando las necesitan. Les permite hacer
preguntas sencillas sin sentirse cohibidos por el grupo y aseguran un trato equitativo y sin prejuicios.
Sin embargo, esa frialdad conversacional derivada de una comunicacion estructurada e inmediata, sin
componentes afectivos ni emocionales, es una limitacion importante que considerar.

Esta experiencia con ayudante virtual muestra como el teléfono movil puede facilitar el aprendizaje,
contribuyendo en este caso a la asimilacién de conceptos y procedimientos, pero es preciso destacar
que se ha utilizado partiendo de una situacion en la que los contenidos habian sido tratados
presencialmente en el aula y considerando el chatbot como un complemento a la practica docente y
no como un sustituto. La interaccion entre profesor y alumno ofrece posibilidades de debate en el
aula sobre algunos aspectos como la conveniencia de usar métodos de resolucion graficos, analiticos
0 mixtos o destacar palabras y frases relevantes del enunciado del problema que permiten identificar
variables, funciones o restricciones. Podria ampliarse este estudio introduciendo cambios referidos a
la integracion del chatbot en los canales de comunicacion habituales usados en el centro educativo
como Teams o Moodle, la ampliacion de los contenidos matematicos abordados, la comunicacion
con voz o la presentacion de un menud de opciones.
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MATEHUERTO:

EL HUERTO ESCOLAR ECOSOSTENIBLE COMO RECURSO
EDUCATIVO PARA TRABAJAR LAS MATEMATICAS

Mercedes Carpintero Gémez
CEIP LA LAGUNA

Resumen

Se presenta la experiencia educativa de un centro publico rural en la que los alumnos primer
ciclo de primaria (primero y segundo de primaria) trabajan el curriculo de matematicas en
el entorno del huerto escolar y la renaturalizacién de espacios del patio mediante actividades
manipulativas y vivenciales que facilitan la adquisicion de las competencias clave y los
saberes basicos del area relacionados mediante un aprendizaje significativo de los contenidos
curriculares.

Palabras clave: metodologia, matematicas, primaria, huerto escolar, aprendizaje significativo.

INTRODUCCION

Este proyecto surge como respuesta a las necesidades observadas en los alumnos tras la pandemia
(2020-22) y las situaciones de aislamiento social y de encierro vividas no solo en el ambito familiar
sino también en los centros educativos. Nuestros alumnos afrontaban el curso con carencias
emocionales, sociales y cognitivas provocadas por la educacion telematica generada a raiz de la
situacion de pandemia que vivimos desde marzo de 2020. Esta situacion ha descontextualizado
muchos aprendizajes que tienen un marcado caracter manipulativo y vivencial y ha dificultado a
nuestros alumnos adquirir competencias clave relacionadas con cuestiones de toda indole.

Se observo un aumento de la ansiedad y miedo al contacto y al exterior, aumento de dificultades en
el desarrollo de habilidades sociales, disminucion de la capacidad de resolucion de conflictos, mayor
dependencia del adulto y en muchos casos ausencia de iniciativa personal.

Paralelamente y como consecuencia de la remodelacion del centro, se realiz6 una encuesta a toda la
comunidad educativa (alumnos, docentes y familias) sobre propuestas de mejora para renaturalizar
los espacios exteriores del centro y en ella se comprob6 la importancia del entorno y las posibilidades
de aprendizaje que teniamos en el exterior.

Se penso en la posibilidad de buscar espacios exteriores para potenciar un aprendizaje significativo
vivencial basado en experiencias activas de aprendizaje que permitieran desarrollar habilidades
individuales y en equipo mas alla del contexto del aula entendida como espacio cerrado por cuatro
paredes.

Se disefid una propuesta integral donde trabajar las competencias clave mediante proyectos y
situaciones de aprendizaje interdisciplinares y se planificé el trabajo conjunto de todos los niveles y
ciclos (Educacion Infantil y Primaria de 3 a 12 afios) uniendo a los alumnos, los docentes y las
familias.
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JUSTIFICACION
Contexto: Nuestro Colegio

Es un centro publico de ambito rural (Laguna de Duero estd a 8km de Valladolid) de
Educacion de Infantil y Primaria con 376 alumnos, linea 2 con 18 aulas. En Educacion Infantil (en
adelante E.l.) se utiliza una metodologia activa y participativa que fomenta el aprendizaje vivencial,
multidisciplinar y globalizado de los contenidos. En Educacion Primaria (en adelante E.P.) se trabajan
multiples actividades integradoras para la consecucion de las competencias clave desde un
aprendizaje significativo, apostando por el uso de los espacios exteriores como lugares de aprendizaje
donde lograr de los objetivos del curriculo.

El colegio lleva varios afios desarrollando una linea de trabajo que potencia la dimension
emocional y afectiva de los alumnos, constituyendo una de nuestras sefias de identidad.

También se ha iniciado un cambio metodolégico muy significativo desde el nivel de
Educacion Infantil que esta procediendo a una remodelacion de la metodologia de
ensefianza/aprendizaje siendo méas manipulativo y vivencial desde el planteamiento de las
Metodologias Activas.

El centro apuesta por las metodologias activas (Montessori y otros) como generadoras de
aprendizaje significativo que parte de cuestiones mas cercanas al alumno (Ausubel) para cimentar su
aprendizaje desde el constructivismo generando un andamiaje de los conocimientos.

Este cambio implica un trabajo por proyectos en diferentes espacios de aprendizaje flexible
de modo que el alumno se implica plenamente en la tarea y los conocimientos. Desde primaria
también se trabaja con el concepto de aula como taller de experimentacién o laboratorio de
aprendizajes.

Desde 2016 nuestro centro es un centro de escolarizacion preferente de alumnado con
discapacidad motora. Por ello las medidas de atencidn a la diversidad no se conciben como una linea
de actuacion diferenciada, si no que impregnan todas las actividades de nuestro proyecto y se aplican
en cada una de las fases de este.

El planteamiento de este proyecto sigue los principios del Disefio Universal para Aprendizaje
(DUA) desarrollando facilitar la participacion de todos.

En el proyecto participan los docentes de E.l y E.P: tutores y especialistas, asi como sus
alumnos, organizados gracias a un grupo motor formado por 4 docentes de cada uno de los niveles y
ciclos.

El centro tiene diversos relacionados con acciones medioambientales:  Huerto escolar
como centro de trabajo cientifico activo y laboratorio de experiencias desde 2016 (Premio Nacional
XI1 Vicente Ferrer), Premio Subvencion a proyectos Educacion para el desarrollo Sostenibles 2021-
22 y el Proyecto Innovacion Educativa «Proxima Estacion: ODS 2030» (2021-22), entre otros.

En esta presentacion se van a exponer mas detalladamente las propuestas realizadas para el
area de matematicas por los alumnos del primer ciclo formado por los alumnos de primero y segundo
de primaria de 6 a 8 afios (con aportaciones a las actividades realizadas por otros ciclos). Los alumnos
de primer ciclo estan organizados en 4 aulas, al ser un centro de nivel 2, siendo dos de primero y dos
de segundo.

Las clases son heterogéneas con un nivel y un ritmo de aprendizaje diversos. Presentan
alumnos con Necesidades Educativas Especiales de los cuales varios son ACNEAE (alumnos con
Necesidades Especificas de Apoyo Educativo segun la terminologia LOMLOE).
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Las horas de matematicas en el nivel son 5,5h. semanales repartidas en 5 0 6 sesiones
habitualmente de aproximadamente una hora (en ocasiones una sesion de media hora, localizadas en
el aulay el huerto).

El centro cuenta con un huerto escolar con 4 bancales altos disefiado y realizados teniendo en
cuenta las necesidades motoricas de los alumnos (respetando la separacion entre bancales para poder
acceder con sillas de ruedas y/o andadores). También tenemos un invernadero, una compostera,
maceteros grandes de flores y una estacion meteoroldgica.

Contamos también con un espacio donde cuidamos un Eduvivero de Arboles de diferentes
especies donados por el Vivero Forestal de Castillay Ledn. Cada clase tiene un tipo de arbol: fresno,
almendro, roble, encina, pino y cada alumno tiene su propio &rbol que cuida y del que es responsable
hasta que abandone el centro escolar y se utilice para reforestar una zona del nicleo urbano de Laguna
de Duero o de los campos, la acequia o los pinares locales en un proyecto en coordinacion con la
Consejeria de Medio Ambiente del Ayuntamiento local.

Proyectos

Desde el centro escolar se plantea este programa de actuacion para ofrecer a los nifios y nifias
herramientas que les ayuden a actuar como ciudadanos comprometidos.

a) Huerto como laboratorio de experiencias

Esta idea de Huerto nace del Proyecto de huerto “Nuestro Huerto: Donde la Ciencia Crece”
donde planteamos el huerto escolar como un gran laboratorio en el que nuestros alumnos van a
experimentar mientras ven crecer no sélo las plantas sino también sus conocimientos. De esta forma
el huerto es un centro de aprendizaje que nos permite articular todas las areas favoreciendo un
aprendizaje integral en el que partiendo de actividades vivenciales se genere un aprendizaje
significativo en los alumnos.

En el huerto se trabaja con una metodologia activa y participativa que fomenta el aprendizaje
vivencial, multidisciplinar y globalizado de los contenidos integrando las diferentes areas para
favorecer la adquisicion de competencias basicas.

Nuestro huerto escolar es un instrumento pedagégico-didactico para estimular, motivar y
mentalizar a las nuevas generaciones hacia el respeto y cuidado del medio ambiente. Se trata de poner
en contacto a nuestros alumnos con actividades practicas que aglutinen de forma globalizada o
interdisciplinar todos los contenidos (de las diferentes areas: ciencias naturales, ciencias sociales,
artisticas, religion, lengua y literatura, inglés, etc.) referentes a nuestro entorno ambiental. Desde el
area de matematicas se realizan planificaciones de semillas, mapas, mediciones de plantas, reportos,
se establecen las proporciones de tierra necesaria para plantar, etc. Se pone en valor el areay se utiliza
como una herramienta para la vida diaria aplicandola al huerto.

b) Arbol de la vida

El proyecto surge como una respuesta a las necesidades medioambientales detectadas como
consecuencia del cambio climatico y la situacion de amenaza medioambiental que vivimos.
Queremos que nuestros alumnos sean conscientes de su importante papel y la labor crucial que tienen
como agentes de cambio en la situacién del planeta colaborando desde nuestras posibilidades en
pequefias acciones locales que puedan tener un impacto global. Para ello hemos utilizado las
matematicas en el huerto.

Este proyecto se propone para mejorar las amenazas medioambientales que tiene Laguna de
contaminacion por ozono ya que Laguna estd en riesgo llegando a ser considerada “zona cero” en
multiples ocasiones en estos Ultimos afios (ver https://www.iagua.es/noticias/espana/ecologistas-
accion/17/06/06/laguna-duero-zona-cero-contaminacion-atmosferica). Por ello, este proyecto supone
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un aprendizaje servicio para la comunidad en el que los alumnos se implican en los problemas del
entorno de manera activa y toman accion sobre las soluciones reales a los problemas que los rodean.

Propuesta curricular

El huerto y el Eduvivero de Arboles es el eje para el trabajo de todas las areas encaminadas a
la adquisicion de las competencias clave desde el desarrollo de sus tres dimensiones competenciales:
Saber (establecimiento de la parte cognitiva y conocimientos), Saber hacer (parte instrumental o las
destrezas necesarias para la aplicacion del saber) y Saber ser (establecimiento de actitudes que se
vinculan con el aprendizaje).

El cambio de legislacion nos ha llevado a reformular la terminologia.

L@Wl@g Elerenss coppicalres

Princpios ( Competencias clave)  ( Objetivos )

FI"E,S Cireees | B 15770 2027

(__Perfide Saids 555> (Desurptores)

o

Lrtieiia & BD 157/ 202

( Area o Materia )

Corpetencia ESMCEFM " Siuariones de ﬂprrerdiz@a)
. Coriterios de Evaluacion e T

Saberes basicos ( Practica docente )

Figura 1. Planteamiento curricular del proyecto

Las COMPETENCIAS CLAVE (Art.2 RD 152/2022) se definen segin la LOMLOE (actual
legislacion vigente) como: “desempefios que se consideran imprescindibles para que el alumnado
pueda progresar con garantias de éxito en su itinerario formativo, y afrontar los principales retos y
desafios globales y locales”, son un conjunto de habilidades imprescindibles.

La competencia asociada al area de matematicas es: “Competencia matematica y competencia
en ciencia, tecnologia e ingenieria (STEM)”. Esta competencia se concreta en las especificas
mediante las cuales el desempefio que el alumnado se debe poder desplegar en actividades o en
situaciones cuyo abordaje requiere de los saberes basicos de cada area 0 &mbito.

Segun se indica en el RD de ensefianzas minimas para E.P. estas son:

Competencia matematica y competencia en ciencia, tecnologia e ingenieria (STEM) (ANEXO
| RD 157/2022) [se concreta para el primer ciclo de E.P. en]:

- La competencia matematica y competencia en ciencia, tecnologia e ingenieria
(competencia STEM por sus siglas en inglés) entrafia la comprension del mundo utilizando los
métodos cientificos, el pensamiento y representacion matematicos, la tecnologia y los métodos de la
ingenieria para transformar el entorno de forma comprometida, responsable y sostenible.

- La competencia matematica permite desarrollar y aplicar la perspectiva y el
razonamiento matematicos con el fin de resolver diversos problemas en diferentes contextos.

- La competencia en ciencia conlleva la comprension y explicacion del entorno natural
y social, utilizando un conjunto de conocimientos y metodologias, incluidas la observacion y la
experimentacion, con el fin de plantear preguntas y extraer conclusiones basadas en pruebas para poder
interpretar y transformar el mundo natural y el contexto social.
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- La competencia en tecnologia e ingenieria comprende la aplicacion de los
conocimientos y metodologias propios de las ciencias para transformar nuestra sociedad de acuerdo
con las necesidades o deseos de las personas en un marco de seguridad, responsabilidad y
sostenibilidad.

Experiencias educativas

En este proyecto se favorece y se potencia una metodologia activa y vivencial partiendo de la
LOMLOE 2/2020, el RD 157/2022 de Ensefianzas Minimas de E.P. y el D.39 /2022 que establece el
curriculo de E.P. para Castillay Leon. Se ha concretado la metodologia de este proyecto teniendo en
cuenta los siguientes principios:

1. Desarrollo de tareas de complejidad creciente con andamiaje de los aprendizajes, que
supongan un reto para los alumnos y cuya solucion se concierta a la vez en nuevos aprendizajes. Se
establecen metas concretas (p.e. cultivar fresas, favorecer el conteo mediante diferentes propuestas)
y se integran os saberes basicos: desarrollo exponencial de las fresas mediante los plantones).

2. Se proponen miniproyectos que incluyen ejercicios, actividades y tareas que desarrollan
procesos cognitivos superiores estableciendo relaciones y conexiones entre aprendizajes previos y
nuevos aprendizajes (no solo en el &rea sino también con otras areas). Por ejemplo, se realizan
observaciones de las flores, el nimero de flores que da cada planta, el nimero de hojas y la relacion
entre ambos datos realizando un analisis reflexivo de las causas y consecuencias tras analizar los
datos registrados y las tabas creadas por los alumnos.

3.- Se incluyen y tienen en cuenta las competencias especificas como concrecion de las
competencias clave y la integracion del aprendizaje, de manera que se especifican los elementos
curriculares en las actividades y tareas concretas del huerto. Por ejemplo, en segundo se trabaja la
iniciacion al concepto de multiplicacion activamente realizando operaciones con el célculo de
tomates.

4.- Se parte de la realidad y los intereses concretos de los alumnos realizando actividades y
propuestas contextualizadas que tienen como base los principios de intervencién educativa (de
actividad, aprendizaje significativo el principio ludico, etc.). Se realizan juegos con los tomates:
“Mates con tomates” donde el premio son los tomates de la cosecha. Calculando el peso y la
proporcion de agua, paja y micelio para la elaboracién de mazos para el autocultivo de setas.

5.- Se trabaja el método cientifico con la formulacion de hipdtesis que posteriormente se
comprueban/reprueba, se analizan datos y se establecen conclusiones que nos llevan a la formulacion
de nuevas hipdtesis. Todo ello nos ayuda a potenciar un pensamiento cientifico, critico, fundamentado
y al tiempo que se fomenta la capacidad de reflexion y el establecimiento de relaciones causa-efecto
en la basqueda de respuestas y soluciones. Por ejemplo, para buscar soluciones al problema del agua
organizando el riego, midiendo la goma, calculando los surtidores de agua, contando semillas,
calculando el gasto y dinero necesario, etc.

6.- Es fundamental el principio de actividad del alumnado que pretende hacer que sean
progresivamente mas auténomos de manera individual pero también en grupo favoreciendo
agrupamientos flexibles y el trabajo cooperativo. Se distribuyen las tareas y de esa forma parte del
equipo realiza el semillero, parte se encarga del riego y otros del cuidado posterior y trasplante llegado
el momento en los bancales.

Para articular las actividades y propuestas concretas han sido agrupadas siguiendo el curriculo
de matematicas en saberes basicos, siendo estos los siguientes: Sentido Numérico, Sentido de la
medida, Sentido Espacial, Sentido Algebraico, Sentido Estocastico y Sentido Afectivo.
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El huerto escolar ecosostenible

Algunas de las actividades realizadas para cada uno de los saberes bésicos en el &rea de
matematicas relacionadas con el huerto escolar han sido:

1. Sentido Numérico: conteo de plantones, enumeracion, asociacion grafia cantidad; listado
de semillas, plantas que necesitamos; calculo del gasto que supone comprar: las semillas, la tierra, las
macetas; relaciones mayores que, menor que con semillas analizando de cual hay mas o menos.

2. Sentido de la medida: estimacion de proporcidn de tierra necesaria para las macetas; registro
del ndmero de flores de las fresas, comprobacion del numero de fresas que se producen,
establecimiento de relaciones, calculo del gasto de agua con trabajo de medidas de capacidad: cuanto
agua hay en un cubo y en la regadera o en un vaso, establecer relaciones mayor-menor que con la
capacidad de los recipientes. Peso y tamafio de las semillas buscando relaciones entre el tamafio y el
peso, organizando de mayor a menor por peso, 0 por tamarfio (la de girasol vs la de amapola).

3. Sentido Espacial: figuras geométricas, sistemas de representacion, visualizacion,
razonamiento y modelizacién. Realizacién de mapas de los bancales para distribuir la cosecha;
organizacion por asociacion de cultivos estableciendo relaciones de 1 a 2 por el ndmero de
semillas/plantones plantados.

4. Sentido Algebraico: estudio de la biodiversidad del huerto tomando nota de especies
plantadas, malas hierbas y busqueda de soluciones para plagas (las mas que suponen un menor gasto,
las que consumen menos agua); estrategias para distribuir los plantones teniendo en cuenta la
asociacion de cultivos.

5. Sentido Estocastico: grafico de crecimiento de lechugas, flores de tomates y tomates de los
bancales y analisis de tomateras de sol y sombra para determinar cual ha producido mas y las causas
que pueden haberlo propiciado; representacién de datos de la cosecha de lechugas y acelgas y su
distribucion por clases y alumno; estimacion de cuantos guisantes tocan por alumno en el reparto de
la cosecha.

6. Sentido Afectivo: identificacion de las emociones ante las matematicas en el entorno del
huerto; curiosidad e iniciativa por aplicar las matematicas para la mejora de nuestras acciones en el
huerto; participacion activa en la distribucion de tareas y la consecucion de las mismas en el trabajo
en equipo de la clase y con el resto de las clases en el cuidado del huerto.

El eduvivero de arboles

Algunas de las actividades realizadas para cada uno de los saberes basicos relacionadas con
el eduvivero de arboles han sido:

1. Sentido Numeérico: conteo de plantones; enumeracion, asociacion y grafia cantidad con el
numero total de plantones, el nimero para cada clase y la proporcion de las clases por el nimero de
alumnos que tienen; listado de semillas de las que provienen los arboles; reparto de arboles por cada
clase realizando operaciones para conocer cuantos necesitamos y cuantos sobran: célculo del gasto
que supone comprar las macetas; estimacion de coste de la tierra; redondeo de cifras de tierra
necesaria, macetas, plantones de arbol, compra de las macetas.

2. Sentido de la medida: estimacion de proporcidn de tierra necesaria para las macetas, calculo
del peso de la tierra por maceta y calculo aproximado de dos macetas-cuatro macetas (un equipo);
registro del nimero de flores y hojas de los arboles; comprobacion del nimero ramas; medida con
metro de la longitud de la rama y del tronco en periodos diferentes, comprobacion del crecimiento (o
no) con toma de datos; valoracion de los arboles que mas/menos han crecido.

3. Sentido Espacial: figuras geométricas presentes en el eduvivero; creacion de espantapajaros
con figuras geométricas; sistemas de representacion; visualizacién, razonamiento y modelizacién;
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realizacion de mapa para distribuir los arboles en el espacio del colegio anotando zonas soleadas y
sombrias y distribuyendo las especies por sus necesidades; representacion gréfica de los arboles en el
plano; distribucidn proporcionada, inclusion de figuras geométricas diferentes para su representacion
dependiendo del tipo de &rbol.

4. Sentido Algebraico: estudio de la biodiversidad del eduvivero de arboles tomando nota de
las especies plantadas, malas hierbas y busqueda de soluciones para plagas; estrategias para distribuir
los arboles en el perimetro del patio, razonar ante las dificultades que se van encontrando como, por
ejemplo, que se ha cortado mucho la manguera de riego y cémo solucionarlo o los problemas para
medir bancales s6lo con su regla (la necesidad de sistemas de medida adecuados y la basqueda activa
de soluciones).

5. Sentido Estocastico: grafico de crecimiento de arboles; andlisis de condiciones de sol y
sombra para determinar cudl ha crecido més y las causas que pueden haberlo propiciado;
representacion de datos crecimiento por cada tipo de arbol y su distribucion por clases; representacion
en climograma de datos recogidos de la estacion meteoroldgica: andlisis de la incidencia en el
crecimiento de los arboles.

6. Sentido Afectivo: identificacion de las emociones ante las matematicas en el entorno del
huerto. Curiosidad e iniciativa por aplicar las matematicas para la mejora de nuestras acciones en el
huerto y vivero de arboles; participacion activa en la distribucion de tareas y la consecucion de las
mismas en el trabajo en equipo de la clase y con el resto de las clases en el cuidado de los arboles.

CONLUSIONES FINALES

El huerto escolar ha sido un elemento fundamental en el desarrollo del area y nos ha permitido
incluir las matemaéticas y su importancia en la vida real de los alumnos, valorando su importancia y
su utilidad. No solo nos ha ayudado a poner en valor el area, sino que ademas han sido conscientes
de lo mucho que las necesitan y cuanto ayudan en tareas sencillas ayudando a organizar informacion,
planificar y dar respuesta a las dificultades que se iban presentando. En ocasiones las matematicas, y
el resto de areas, se descontextualizan al sacarlas de su realidad y situarlas entre las cuatro paredes de
las clases. Con este proyecto queremos devolverlas a la vida real.

El huerto ha permitido aplicar los conocimientos de forma clara y la vivenciacion de los
aprendizajes ha aumentado su significatividad. Han comprendido procesos complejos mas
rapidamente y se han desmitificado problemas integrando el error como parte del aprendizaje.

Las dificultades se han resuelto por los compafieros en muchas ocasiones gracias a la
flexibilidad del entorno. La flexibilizacién del espacio y los tiempos, asi como liberar a los alumnos
de las ataduras de las sillas les han permitido relacionarse mejor ayudandose unos a otros de manera
natural sin la intervencion del docente.

Paralelamente han comprendido y valorado la importancia del area en acciones cotidianas.
Tambien han aprendido a desarrollar la curiosidad por aplicar las matematicas para mejorar las
condiciones de nuestros huerto y arboles, poniendo en valor el area y comprobando no sélo que es
muy (til, sino que ademas es necesaria y ayuda a mejorar los procesos de cultivo y cuidado.

Una de las cuestiones mas interesantes que hemos podido comprobar con este proyecto es
cémo han mejorado la capacidad de analisis, razonamiento y reflexion potenciando el pensamiento
critico, lo cual es fundamental como pequefios agentes de cambio y ciudadanos de un planeta que
entre todos tenemos que proteger y en lo que las matematicas tienen mucho que aportar.
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BUSCANDO UN MUNDO MEJOR DESDE EDUCACION
INFANTIL: MATEMATICAS Y SOSTENIBILIDAD
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Resumen

Uno de los desafios colectivos mas importantes del siglo XXI es la sostenibilidad. Es preciso acercar
a los nifios, desde edades tempranas, hacia escenarios de integridad compartida. Se pretende activar,
desde diversas facetas, sus destrezas para proponer soluciones a diversos problemas relacionados
con el panorama mundial actual. Para ello, se planifican diversas tareas docentes con nifios y nifias
de 4 afos en las que se trabajan en contextos matematicos algunos Objetivos de Desarrollo
Sostenible (ODS). Gracias a los registros recopilados de las experiencias realizadas, se concluye
que los nifios y nifias, haciendo uso de las matematicas, perciben como se pueden mejorar algunos
aspectos del mundo que nos rodea.

Palabras clave: sostenibilidad, contextos de vida cotidiana, Educacion Matematica Infantil

INTRODUCCION

Diversos investigadores defienden la necesidad de aprender matematicas en las primeras edades de
forma globalizada a partir de contextos significativos para los nifios. Aproximandose al entorno
cercano a través de materiales, juegos, cuentos, canciones, ...para ir descubriendo gradualmente el
espacio, los numeros, las medidas... (Sad, 2002; Alsina, 2011; Marin, 2013; entre otros). De esta
forma, los nifios valoraran las matematicas porque forman parte de su dia a dia y en la escuela se
convierten sus conocimientos previos en practicas formales y con pleno sentido.

La Educacion Matematica Realista (EMR) nace en Holanda a partir de las ideas de Freudenthal (1991)
quien propone para el aprendizaje de las matematicas, un nuevo enfoque para pasar de lo concreto a
lo abstracto transitando por distintos niveles de comprensién como reaccion a la matematica de los
afios 70 cuya orientacion estaba relacionada con tareas puramente mecanicas.

El mundo actual estd plagado de conflictos de todo tipo (crisis energética, hambre, guerras,
desigualdad social, ...). La educacion para el desarrollo sostenible (EDS) pretende ayudar a las
personas a comprender los desafios globales y contribuir para lograr un mundo mejor. Los 17
objetivos de desarrollo sostenible (ODS) descritos en el informe de la Unesco de 2017 se han
constituido como un buen instrumento para ayudar a transformar la sociedad y a afrontar los
problemas latentes que amenazan nuestro futuro y el de nuestro planeta. La educacion matematica
desempefia una funcién primordial para enfrentar estos desafios.!

Es indiscutible que vivimos con otras personas luego es preciso, orientar a las nifias y a los nifios
hacia escenarios de equidad, que a su vez estén relacionados con los Objetivos de Desarrollo
Sostenible (ONU, 2015), encaminado al progreso de las capacidades y garantia de los derechos y que
permitan abrir el camino para participar en la configuracion de una sociedad sostenible.

Las grandes transformaciones no se logrardn con una sola persona, sino con un liderazgo
comprometido y unas comunidades que se apoyen mutuamente. Este documento nos recuerda que solo
una auténtica colaboracion nos permitira avanzar realmente en la consecucion de los nuevos objetivos
mundiales de desarrollo sostenible. Matronas, docentes, politicos, economistas y activistas deben
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encontrar un terreno comin en su blsqueda de un cambio sustancial y sostenible (Mohammed, 2014,
p.2).
Partiendo de estas premisas es ineludible llevar a cabo una pedagogia transformadora y orientada a

la accion (Unesco,2017). El enfoque de la Educacion Matematica Realista es el mas adecuado en este
caso.

Ademas, en el Real Decreto 95/2022, de 1 de febrero, por el que se establece la ordenacion y las
ensefianzas minimas de la Educacién Infantil aparece por primera vez la sostenibilidad como
capacidad a trabajar en edades tempranas:

Se debe favorecer el desarrollo progresivo de un enfoque critico y reflexivo, asi como el abordaje de
aspectos relacionados con el interés comun, la sostenibilidad, el respeto a la diferencia o la
convivencia, iniciandose en la gestién de las posibles situaciones de conflicto mediante el didlogo y el
consenso (p. 14595).

En este articulo se presentan précticas de aprendizaje realista a partir de conocimientos matematicos
relacionados con algunos ODS en un aula escolar de 4 afios. Para fundamentar dicha experiencia se
expondré de forma somera la relacion entre la Sostenibilidad y la EMR.

SOSTENIBILIDAD Y ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS DESDE LA
EDUCACION MATEMATICA REALISTA EN EDADES TEMPRANAS

Segun Heuvel-Panhuizen (2002) en un principio, la EMR surge como un conjunto de ideas
focalizadas en buscar respuestas a dos preguntas: ¢qué matematicas ensefiar? y ¢cémo ensefiarlas?

Las creencias centrales asociadas a la EMR se concentran en el libro Revisiting Mathematics
Education (Freudenthal, 1991), en el que el fundador de dicha teoria se refiere a “las matematicas
como sentido comun” (Freudenthal, 1991, p. 4).

Actualmente la EMR se basa, segn Alsina (2009) en seis principios fundamentales:

- De actividad. Las tareas matematicas son para todas las personas. Se pretende matematizar el mundo
que nos rodea.

-De realidad. Las matematicas se aprenden partiendo de contextos reales.

-De niveles. Existen diversos niveles (situacional, referencial, general, formal) de comprensién de las
matematicas.

-De reinvencion guiada versus matematica pre-construida. Se trata de reinventar las matematicas con
la ayuda de la maestra.

-De interaccion. En el aula para poder aprender ha de existir un didlogo entre los nifios y nifias y
también con la maestra.

-De interconexion. Enfatiza que es esencial contemplar las relaciones que aparecen entre los distintos
bloques de contenido matemadtico (numeros, geometria, medida...), en lugar de interpretarlos de
forma aislada.

En definitiva, se trata de lograr que el alumnado través de las conversaciones, junto con la
participacion de la maestra, construyan su propio conocimiento. A través de contextos reales se
establecen relaciones entre los propios contenidos matematicos y entre estos y otras materias.

Segtn Alsina (2011), desde el &mbito de la Educacion Matematica, un contexto es “una situacion mas
0 menos problematica que puede ser objeto de estudio y que genera preguntas o problemas que
requieren las matematicas para contestarlas o resolverlas” (p.13). La utilizacion de los contextos en
el aula sirve para motivar al alumnado, facilitar el paso de situaciones concretas a la formalizacion de
conceptos encaminando a los nifios y nifias hacia la adquisicion de la competencia matematica.
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Las ideas que adopta el instituto Freudenthal y, por tanto, la EMR motivan a los nifios a reinventar
las matematicas a través de situaciones cotidianas. Esta reinvencion junto con la matematizacion de
problemas cotidianos (Alsina, 2011) les ayuda a poner en marcha la imaginacién activando asi su
pensamiento matematico. Se considera que uno de los principios relevantes de la EMR es el principio
de realidad, el cual defiende la importancia de los contextos realistas como base para el desarrollo de
una Educacion Matemética de calidad (ODS 4).

Reeuvijk (1997) proporciona cinco reflexiones que defienden el uso de los contextos. En concreto,
se destacan dos, que, por un lado, los contextos permiten comprender la relacién de las matematicas
con la sociedad y, por otro, que los propios estudiantes estan orientados al descubrimiento de la
relevancia que tienen las matematicas en su educacion.

Se trata de lograr un mundo mejor. Desde la ONU se sugieren los 17 objetivos de desarrollo sostenible
(ODS) (UNESCO, 2017) que abordan una amplia variedad de tematicas (Figura 1):
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Figura 1. Objetivos de desarrollo sostenible, UNESCO (2017)."

Varios autores han evidenciado el alcance de relacionar la Educacion Matematica con la
Sostenibilidad, ... (Alsina y Calabuig, 2019; Alsina y Mula, 2019; Joutsenlahti y Perkkil, 2019;
Vésquez et al., 2020; entre otros).

Conexiones y Educacién Matematica Infantil

Segun el Real Decreto 95/2022, las tres areas (crecimiento en armonia, descubrimiento y exploracion
del entorno y, comunicacion y representacion de la realidad) en las que se organiza el curriculo de
segundo ciclo de Educacion Infantil (EI) se deben interpretar como &mbitos propios de experiencia y
desarrollo infantil. Requieren un planteamiento metodoldgico globalizado, significativo y motivador
para favorecer conexiones entre todos los elementos que las conforman.

Teniendo en cuenta este planteamiento educativo se deduce que el pensamiento matematico no se
puede trabajar aislado. ElI Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de Estados Unidos
(NCTM, 2003) propone trabajar los contenidos matematicos a través de los procesos matematicos de
resolucion de problemas, razonamiento y prueba, comunicacion, conexiones y representacion, que
deben formar parte de la educacion integral de los nifios. En relacion a las conexiones, se subraya
que:

Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian capacitar a los estudiantes para: reconocer y
usar las conexiones entre ideas matematicas; comprender cémo las ideas matematicas se interconectan
y construyen unas sobre otras para producir un todo coherente; reconocer y aplicar las matematicas en
contextos no matematicos (NCTM, p.68).

linttps://bit.ly/2Shjnd7
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Para poder entender los conceptos matematicos es fundamental saber relacionar unos con otros y con
otras disciplinas. Nos interesan las conexiones précticas que relacionan las matematicas con el
entorno (Novo et al. 2017). Se van a trabajar algunos ODS a partir de las conexiones con el entorno.

Disefio metodoldgico de la tarea

La experimentacion se ha llevado a cabo en el CEIP “Federico Garcia Lorca” de Valladolid, en aula
de 2° de EI. Todas las actividades se han planificado y gestionado a partir de los principios de la EMR
Para motivar el aprendizaje de los nifios se ha tenido en cuenta la relevancia de las buenas preguntas
(Baroody, 1998) para realizar tareas en contextos cotidianos conectadas con algunos ODS, a partir de
los conocimientos matematicos. Utilizando herramientas diversas, algun cuento interactivo para
motivar, objetos de la vida cotidiana, en ocasiones actividades interactivas y finalmente practicas
sobre papel en blanco.

ALGUNOS REGISTROS DE LAS TAREAS REALIZADAS

A partir de varias visitas al Colegio se pudo comprobar que se realizaban tareas relacionadas con la
sostenibilidad: alimentacién saludable, plantacion en macetas y visita al huero del Colegio, reciclaje,
dia del agua, dia de la paz, dia de la mujer e igualdad de género, ... La maestra comentd que a través
de las conexiones se pueden trabajar los ODS, en este caso, desde las matematicas.

Los ODS implicitos con las practicas realizadas han sido: salud y bienestar (ODS 3), desarrollo de
una educacion matematica de calidad (ODS 4) y accion por el clima (ODS 13). Los contenidos
matematicos subyacentes han sido: identificacion y discriminacion de cualidades, ndmeros,
recuentos, secuencias temporales. Se trataron los conceptos inter y transdisciplinarmente. Se
recopilan de forma breve las conversaciones que tuvieron lugar entre los nifios y la maestra con el
objetivo de conseguir un mundo mejor.

Importancia de las plantas

Se realiz6 una motivacion inicial con un video muy corto sobre la historia de una semilla'. En la
asamblea se planted una buena pregunta: ;por qué son importantes las plantas? para los jardines de
las ciudades, algunas plantas se comen, sin las plantas no se podria vivir, ... ¢Sabéis dénde podemos
encontrar plantas que se comen? en las tiendas y, ¢en algun otro sitio? en los huertos. Vamos a plantar
esquejes de lechuga ¢donde vamos a llevarlas? ;tenemos un huerto muy cerca? claro llevaremos las
lechugas al huerto de nuestro cole.

Figura 2. Plantando lechugas

Gracias a esta actividad se realizaron las secuencias temporales necesarias para plantar (figura 2), se
discriminaron y clasificaron los colores y tamafios de las macetas, correspondencias uno a uno (una
planta por maceta). Se hicieron recuentos. Y, “se han reciclado tarros de yogur” (ODS 13).

lihttps://bit.ly/3h5xnyO
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Después de plantar las lechugas en el huerto tuvieron lugar numerosas preguntas y conversaciones.
La maestra con sus buenas preguntas iba acompafiando a los nifios en sus descubrimientos. Se llego
a la conclusion de la importancia de consumir alimentos cercanos, por un lado, la gasolina se ha
encarecido mucho y, ademas, no se contamina el planeta. Se observo el recipiente para el compost,
servia para abonar las plantas y, a la vez, se reciclaba (ODS 13). También habia flores, se compararon
sus alturas, se discriminaron sus colores, el naranja de las caléndulas servia para ahuyentar plagas.

De vuelta al aula, habia que almorzar se aprovecho la actividad para recordar que en el colegio todos
los dias el almuerzo era “saludable”. Unos dias se traian frutas, otros un bocadillo, otros un yogurt, y
se les pregunta acerca de por qué el colegio ha decidido restringir el consumo de dulces (pregunta
encaminada a vincular esta actividad con el (ODS 3). Todos los nifios saben la respuesta ya que un
padre realizé una actividad explicando la piramide de los alimentos.

Después del recreo se sigui6 trabajando con las plantas, en este caso, con plantas aromaticas y
curativas. Reconocieron romero, laurel, perejil, tomillo, orégano, manzanilla, menta poleo, ...Se
trabajo el olfato, y se les pregunto si sabian para qué servian estas plantas, algunos respondieron que
el perejil se usaba para cocinar y el tomillo. Y, una nifia respondi6 que su mama tomaba una infusion
de menta poleo para hacer bien la digestion. Finalmente, todos los nifios dibujaron el huerto del
colegio en una hoja en blanco.

Figura 4. Dibujando el huerto del colegio en una hoja en blanco.
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Después de tantas conversaciones y actividades los nifios descubrieron la importancia de las plantas,
de la alimentacién saludable. Ademaés, también se lleg6 a la conclusion de la necesidad de los jardines
en las ciudades ya que se aporta el oxigeno fundamental para el planeta. Por otra parte, se han
trabajado, a la vez, numerosos contenidos matematicos,

Escribiendo nimeros con tapones

Se realizd una motivacion inicial con una cancion" en la que se asocia nimero y cantidad, y en un
principio aparece la serie numérica hasta el 6. Posteriormente, la maestra pregunta ¢giran las seis
canicas? si claro como las esferas grandes con las que hemos jugado algunas veces. Estuvieron
trabajando el seis con materiales diversos, haciendo descomposiciones, formaron el seis con el
cuerpo.

Posteriormente, se utilizo la pizarra interactiva utilizando un genially con la parte correspondiente al
namero 6Y, se trabajan la asociacion de numero y cantidad, el digito, el nombre del nimero, la
ordenacion del seis en la recta numérica (figura 4). Para interiorizar el 6 se ha usado tapones reciclados
de botellas (figura 5)

Figura 5. Trabajamos el 6

Figura 6. Se construye el seis con tapones

Ademas de utilizar los tapones para reciclar y “escribir” los nimeros. Se recicla el papel, cada nifio
utiliza una botella personal para beber agua, las cascaras de los platanos del almuerzo sirven para
hacer el compost, ...

v http://bitly.ws/v2h4
v http://bitly.ws/v2sW
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Consideraciones finales

Los registros de las tareas se han planteado a partir de una situacién de aprendizaje en contextos
reales, siguiendo metodoldgicamente para el disefio de las practicas, las recomendaciones de la EMR,
de tal forma que los nifios y nifias van estructurando su conocimiento matematico a través de buenas
preguntas de la maestra como sugiere Malaguzzi (2007), ... y no se limitan a sujetos pasivos de una
matematica pre-construida. Se ha superado una transmision de conocimientos predeterminados. La
practica docente se ha basado sobre todo en el planteamiento de retos y de preguntas por parte de la
maestra que han ayudado a los nifios a desarrollar algunos ODS (3, 4 y 13) trabajando, a la vez,
conceptos matematicos.

Ademas de considerar los contenidos matematicos: identificacion y discriminacion de cualidades,
nlmeros, recuentos, secuencias temporales, también ha aparecido la serie numeérica, los rectangulos
en los dibujos que los nifios hicieron del huerto en la hoja en blanco. La identificacion de las canicas
como esferas y el reconocimiento de la propiedad que pueden rodar.

Desde la Educacion Infantil se puede buscar una primera aproximacién hacia una conciencia social
con temas globales tan complicados como la sostenibilidad a traves de la creacion de lugares y de
forma transversal con contenidos propios de las matematicas. Se ha presentado un ejemplo de cémo
desde la Educacion Matematica Infantil se puede contribuir a la teoria y la practica de la educacion
para la sostenibilidad desde un enfoque pedagdgico que la maestra ha utilizado para permitir que los
nifios se conviertan en ciudadanos activos que descubran acciones para lograr y conservar una
comunidad mas sostenible y conseguir vivir mejor.

En sintesis, y de acuerdo con Reeuvijk (1997), se ha comprobado que el trabajo a partir de contextos
de la vida cotidiana, y sin olvidar las conexiones, es un modo excelente de relacionar la matematica
a los ODS. Los nifios y nifias han conocido la sostenibilidad a través de sus didlogos sobre las
actividades. Asi han comprendido por qué las matematicas son Utiles y necesarias. Podemos, incluso,
decir, que se ha desarrollado su competencia matematica.
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Resumen

El uso de herramientas tecnoldgicas representa un aspecto clave para la ensefianza y el aprendizaje
de las Matematicas. Los objetivos de este trabajo son, por un lado, mostrar las posibilidades de la
radio como recurso para aprender Matematicas y el papel del profesor en términos del conocimiento
profesional y la practica de aula cuando hace uso de dicho recurso; por otro lado, se pretende
ejemplificar su uso mediante una experiencia de aprendizaje llevada a cabo con un grupo de alumnos
de Educacion Secundaria. Los resultados obtenidos dan muestra del enorme potencial de la radio.
La experiencia detallada permite integrar la radio en el aula y puede resultar interesante desde el
punto de vista de la formacién de docentes en metodologias innovadoras. Ademas, dicha propuesta
puede extrapolarse para su aplicacion en sesiones que persigan otros objetivos en diferentes sentidos
0 que se desarrollen en distintas etapas educativas desde Educacion Infantil hasta la etapa
Universitaria.

Palabras clave: radio escolar, innovacién educativa, profesor de matematicas, conocimiento
profesional, practica de aula.

INTRODUCCION

El uso de materiales y recursos didacticos constituye un aspecto clave en el proceso educativo. Existen
diversos tipos, entre los que pueden destacarse aquellos que hacen un uso destacado de las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion. Los medios tecnolégicos y digitales tienen una
presencia cada vez mayor en nuestras vidas, lo que obliga a utilizar ese potencial en todos los
contextos y, en particular, en los contextos de aprendizaje (Espafia, Ministerio de Educacion y
Formacién Profesional, 2022). Su utilizacion, en concreto, permite transformar el aula y asemejar
determinados procesos de aprendizaje a situaciones de la vida cotidiana, lo que puede influir en un
aprendizaje significativo y favorecer la motivacion, la comprension y el razonamiento por parte de
los alumnos (Vazquez-Cupeiro y Lopez-Pendedo, 2016).

Este trabajo pretende mostrar las potencialidades de la radio escolar como recurso para el aprendizaje
de las Matematicas y el papel del profesor al implementar dicho recurso, asi como ejemplificar su
uso a partir de una experiencia real.

LA RADIO COMO RECURSO EDUCATIVO PARA APRENDER MATEMATICAS
La radio escolar

La radio ha sufrido un proceso de transformacién importante en los tltimos afios, lo que ha permitido
que, por ejemplo, sus usuarios no tengan que limitarse al acceso a los programas por ondas a traves
de las tradicionales frecuencias AM y FM y en tiempo real (Fernandez et al., 2009). La digitalizacion
de la radio permite las emisiones en streaming (emision de programas de radio via internet) que
pueden grabarse y emitirse de nuevo posteriormente, pero también la creacion de podcast producidos
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que, en su mayoria, son descargables y se alojan en internet en entornos multiplataforma a los que se
puede acceder en cualquier momento (Bergquist, 2013; Schreiber, 2020). Esta versatilidad y la
facilidad para crear y difundir contenidos empleando internet han hecho que numerosos centros
educativos del panorama nacional y de todos los niveles educativos hayan apostado por el uso de la
radio como herramienta educativa y hayan creado una emisora de radio escolar. Una de las ventajas
de la radio escolar es que permiten a cada centro regular la cantidad de recursos, ya sean econémicos
0 de otro tipo, que dedican a ella. La grabacion de los programas puede hacerse con un ordenador,
una grabadora o un mavil o tablet; su produccion requiere de un ordenador con software especifico
(Audacity, Adobe Audition, o Garage Band, entre otros), y su difusién puede hacerse con cualquier
dispositivo con conexion a internet a través de plataformas similares a lvoox o SoundCloud, o
mediante su publicacion en un blog. Si se dispone de un estudio de radio que cuente con
acondicionamiento acustico y una mesa de mezclas, se hace posible la emision en streaming y se
mejora la calidad de los podcasts, si bien no son elementos indispensables a la hora de emplear este
recurso.

Las diferentes experiencias de radio realizadas en Extremadura se enmarcan en el proyecto de
innovacion RadioEdu (https://radioedu.educarex.es), cuyo objetivo es promover el uso de la radio en
centros escolares con fines educativos. Los programas de radio se publican en un portal de Wordpress
especifico de cada centro que constituye la “emisora” de dicho centro. Cada programa se publica en
una nueva entrada del blog en la que se incluye el titulo, el audio, algunas imagenes representativas
y una tabla que recoge todos los datos técnicos, los nombres de los locutores, y el titulo de las
canciones escogidas.

La radio en el aprendizaje de las Matematicas

Actualmente, la integracion de las TICs en el aula de Matematicas se realiza mediante el uso de
software matematico especifico, videos, actividades interactivas y otros recursos de internet,
webquests, paquetes informaticos o plataformas educativas, entre otras muchas posibilidades. En este
contexto de expansion de la radio en entornos escolares, cada vez son mas los docentes de
Matematicas que integran la radio en su aula y producen podcast sobre diferentes contenidos
matematicos (Schreiber, 2020). Aunque pudiera parecer que el empleo de la radio esta mas vinculado
a disciplinas linguisticas, nada méas lejos de la realidad, ya que las caracteristicas propias de cada
materia Unicamente dirigen la tematica o el propdsito de los programas. Algunos ejemplos de
programas matematicos pueden ser: descripcion de aspectos cotidianos que tengan fundamento
matematico, descripcion de aplicaciones reales de determinados conceptos, difusion de la vida de
matematicos ilustres, conmemoracion de efemérides matematicas, o difusion de resultados de
encuestas o de experiencias de ensefianza por parte de los alumnos, entre otros muchos. Las
posibilidades son tantas y tan variadas que tienden a infinito cuando un locutor se aproxima mucho a
un micréfono.

Con el uso de la radio y la creacion de podcast en el aula de Matematicas se trabajan los contenidos
y, ademas, se consigue trabajar la Competencia Digital de manera destacada, dada la necesidad de
emplear medios digitales para investigar, seleccionar, filtrar informacion, producir y publicar los
podcasts (Schreiber, 2020). Ademas, presenta una importante potencialidad para implementar
metodologias activas, hacer uso de distintos tipos de agrupamientos que fomenten el trabajo
colaborativo o llevar a cabo proyectos intra e interdisciplinares (Fernandez et al., 2009; Fernandez,
2017). En la creacién de podcast se propician espacios de participacion destacada del alumno en el
proceso de aprendizaje de las Matematicas, se incrementa la interaccion entre ellos y se produce un
aprendizaje entre iguales (Bergquist, 2013). Los alumnos se convierten en agentes destacados en la
creacion de los contenidos radiofonicos, lo que puede incidir en un aprendizaje matematico
significativo que, ademas, ayuda en el desarrollo de su sentido critico, su capacidad de analisis y
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sintesis, y que favorece su creatividad (Armstrong et al., 2009; Blanco et al., 2007). Con la creacion
y difusion de podcast los contenidos matematicos trascienden el aula de clase a través de un micréfono
y las Matematicas adoptan una dimension social, lo que repercute positivamente en un aumento de la
motivacion del alumnado (Schreiber, 2020). Pero, por si todo lo anterior no fuese suficiente, no
debemos olvidar la importante contribucion que hace la radio escolar al desarrollo de la Competencia
en comunicacion lingiistica y a la mejora en la expresion oral y escrita de los alumnos, dada la
necesidad de producir textos escritos que guionicen los programas de radio. En definitiva, las
experiencias con radios escolares producen numerosos beneficios por lo que suponen importantes
actividades de ensefianza.

El profesor de Matematicas como agente destacado en el uso de la radio

Descritas las virtudes de la radio para la ensefianza y el aprendizaje de las Matemaéticas, nos hacemos
la siguiente pregunta: ¢qué debe conocer el docente antes de hacer uso de la radio en su aula 'y como
debe organizar el desarrollo de las sesiones y el trabajo con los estudiantes? Nos cuestionamos, por
tanto, acerca de dos aspectos que rigen y guian la labor docente: el conocimiento profesional y la
practica de aula.

Se define conocimiento profesional como el conjunto de competencias, técnicas y herramientas que
el profesor debe saber y dominar (Salomén et al., 2018). Uno de los modelos mas aceptados en
relacion al conocimiento del profesor de Matematicas es el de Ball et al. (2008). En la Tabla 1 se
ejemplifica cada una de las categorias del modelo de Ball et al. (2008) referidas al uso de la radio
para trabajar el contenido Numeros Naturales:

Tabla 4: Ejemplificacién de las categorias de conocimiento profesional en relacién al uso de la radio en el
proceso de aprendizaje de NUmeros Naturales

Categorias

Subcategorias

Ejemplo aplicado al uso de la radio

Conocimiento

Conocimiento

matematico parala comun del Conocer como se operan numeros naturales.

ensefianza: contenido

Conocimiento del Conocimiento Conocer que las propiedades de adicién y multiplicacion de

contenido especializado del numeros naturales confieren al conjunto estructura de

matematico contenido semianillo conmutativo con elemento unidad.

necesario para Conocimiento del Conocer que los nimeros naturales se emplean en areas de

ensefiar horizonte conocimiento como Fisica, Quimica, Tecnologia, Historia
matematico o Literatura, entre otras.

Conocimiento Conocimiento del Conocer que el curriculo de Matematicas otorga gran

pedagdgico del contenido y del importancia al uso de recursos tecnologicos para favorecer

contenido: curriculum el aprendizaje, entre los que se encuentra la radio escolar.

Conocimiento de la Conocer que puede motivarse el contenido ndmeros

relacion entre el Conocimiento del naturales mediante la creacion de podcast que traten la

contenido contenido 'y la contextualizacion de los mismos.

matematico y la ensefianza

pedagogia para

ensefarlo, L Conocer que el estudio de los nimeros naturales mediante

atendiendo al propio Conou_mlento del la creacion de podcast que traten su contextualizacion
contenido y los

entendimiento
profesional

estudiantes

propicia un aprendizaje funcional, méas profundo, y una
mayor comprension por parte del alumno.
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Por otro lado, se define la practica de aula como el resultado de la aplicacion en el aula de ese
conocimiento profesional por cada docente con su propio criterio, fruto de su reflexién, para
conseguir una determinada meta (Salomon et al., 2018). En la Tabla 2 se ejemplifican las categorias
de préctica de aula en relacion al uso de la radio para trabajar el contenido Nameros Naturales a partir
de una adaptacion de las categorias del estudio de Lamote y Engels (2010):

Tabla 2: Ejemplificacion de las categorias de practica de aula referidas a decisiones instruccionales en
relacion al uso de la radio en el proceso de aprendizaje de Nimeros Naturales

Categorias Ejemplos aplicados al uso de la radio
Contenido Matematico: El contenido nimeros naturales se aborda mediante la
Decisiones relacionadas con el investigacion de sus aplicaciones reales. Se utilizan recursos
contenido matematico tecnolégicos para tal fin, para la grabacion del podcast y

para su difusion.
Promocion de la participacion: Se hace uso de diferentes agrupamientos: individual
Decisiones relacionadas con la (grabacion del podcast), grupos de trabajo (selecciéon de

participacion de los estudiantes y el informacién y produccién del podcast) y gran grupo (en los
trabajo colaborativo periodos de puesta en comun).

Consideracion del aprendizaje del Se realiza una evaluacion formativa del alumno para
estudiante: determinar si estd comprendiendo la informacién recopilada

Decisiones relacionadas con cada sobre aplicaciones o curiosidades de los nimeros naturales.
alumnoy su reflexidn critica sobre el
proceso de aprendizaje

EXPERIENCIA DESARROLLADA EN EL AULA
Contexto y participantes

La experiencia que se detalla a continuacion se ha desarrollado en un centro publico de Educacion
Secundaria, con un grupo de 18 alumnos de 1° ESO durante el curso académico 2020/2021.

Objetivos
Entre los objetivos que persigue esta experiencia podemos destacar los siguientes:
= Introducir y motivar el trabajo con determinados contenidos matematicos.
= Conocer la contextualizacion real de ciertos contenidos matematicos.
= Desarrollar la Competencia Digital del alumnado.
= Promover el acceso a fuentes fiables y fomentar la seleccion critica de informacion.
= Desarrollar la Competencia en comunicacién linglistica del alumnado.
= Utilizar diferentes agrupamientos y potenciar un aprovechamiento optimo de los mismos.

Aspectos organizativos

Previo al desarrollo de la experiencia es necesario impartir una sesién inicial en la que se da formacién
al alumnado sobre grabacion y edicion de podcast. La experimentacion que se detalla a continuacion
abarca un total de tres sesiones y puede realizarse las veces que se estime oportuno a lo largo del
curso. En esta experiencia, la experimentacion se ha repetido cinco veces con diferentes contenidos.
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Los contenidos que se abordan en cada experimentacion, por orden, son los siguientes: NUmeros
Naturales, Potencias, Raices, Mdultiplos y divisores, y Unidades de medida.

Las dos primeras sesiones coinciden, en todos los casos, con las dos primeras sesiones en las que se
aborda un determinado contenido, algo muy recomendable puesto que la primera sirve para introducir
a los alumnos ese contenido que se va a tratar, y la segunda, ademas, realiza un importante fomento
de la lectura. Tras esta introduccion-motivacion, los alumnos tienen una vision funcional de los
contenidos que se iran abordando en dias sucesivos. La tercera sesion puede desarrollarse cualquier
otro dia, sin necesidad de que sea consecutivo a los anteriores.

Los alumnos trabajan mayoritariamente en grupos de 4-5 estudiantes, establecidos al inicio del curso
y que se mantienen durante toda la actividad. Los roles asignados a los miembros del grupo deben
variar en cada experimentacion. También se emplean el trabajo individual y el trabajo en gran grupo,
ya que la diversidad de opiniones resulta enriquecedora en actividades como las puestas en comdn.

Se utiliza la plataforma Google Drive y para cada grupo de trabajo se crea una carpeta compartida
que incluye diferentes carpetas, una para cada una de las experimentaciones. Los alumnos incluyen
en estas carpetas tanto el material que deben preparar individualmente para cada una de las sesiones
como la produccion grupal de las diferentes sesiones.

Procedimiento. Fases de la experimentacion
FASE 0 — Sesion 0: Formacion del alumnado

En esta sesion previa se dota al alumnado de las nociones técnicas que le permitiran realizar las
diferentes actividades del desarrollo de la experiencia. Se les explica como utilizar una grabadora de
audio y como transferir el archivo a un ordenador. Ademas, se les forma en edicion de audio usando
el programa Audacity, para lo que se les indica como importar el audio, aplicar determinados efectos
y hacer uso de las herramientas de seleccion, cortar, copiar y pegar, necesarias para la edicion.

FASE 1: Experimentacion en el aula sobre Numeros Naturales. La experimentacion en el aula se lleva
a cabo atendiendo a la siguiente planificacion:

Sesién 1. Motivacion del contenido Numeros Naturales. Duracion: 50 minutos.
a) Explicacion de como se va a desarrollar la sesion. (Gran grupo, 5 minutos).

b) Los alumnos buscan informacidn relativa a curiosidades y contextualizacién de los nimeros
naturales y la recogen en un documento compartido. (Grupos de trabajo, 20 minutos).

c) Preseleccion de los aspectos recopilados que les parezcan maés interesantes. (Grupos de
trabajo, 20 minutos).

d) Puesta en comdn. Valoracion grupal del trabajo realizado. (Gran grupo, 5 minutos).
Entrega 1: cada grupo entrega todos los aspectos generales recogidos y la preseleccion realizada.

Sesion 2. Fomento de la lectura: seleccidn de aspectos y redaccién del guion. Duracion: 50 minutos.
a) Explicacion de como se va a desarrollar la sesion. (Gran grupo, 5 minutos).

b) Puesta en comun. El portavoz de cada grupo expone los aspectos seleccionados por su grupo
para evitar repeticiones con los seccionados por otro grupo y/o para incluir todos aquellos que
se consideren llamativos de forma que cada grupo tenga un texto de una extensién similar.
(Gran grupo, 15 minutos).
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c) Redaccion del guion que se empleara en la grabacion del podcast. Se indica qué grupos abren
y cierran cada programa para que lo tengan en cuenta (Grupos de trabajo, 25 minutos).

d) Puesta en comun. Valoracion grupal del trabajo realizado. (Gran grupo, 5 minutos).
Entrega 2: cada grupo entrega el guion elaborado.

Sesidn 3. Grabacidon y edicion del podcast. Duracion: 25 minutos.
a) Explicacion de como se va a desarrollar la sesion. (Gran grupo, 5 minutos).
b) Grabacidon del podcast por parte del miembro del grupo escogido. (Individual, 5 minutos).
c) Edicion del audio usando el programa Audacity. (Grupos de trabajo, 15 minutos).
Entrega 3: cada grupo entrega el podcast editado.

FASE 2: Creacion y publicacion del programa

Haciendo uso del programa Audacity, los diferentes podcasts producidos por los alumnos se revisan
para corregir aquellas imperfecciones que hayan podido quedar tras la primera edicion.
Posteriormente, se unen en uno solo y se realiza la mezcla con la pista de musica que se haya
acordado, con lo que se obtiene un podcast de cinco minutos de duracién aproximadamente, lo que
da lugar al programa de radio. Esta labor suele recaer en el docente.

Evaluacion

Esta actividad se ha evaluado como parte de las actividades formativas relativas a proyectos o
innovaciones en el aula que se recogen en la programacion de nuestro departamento de coordinacion
didactica. En particular, para evaluar el trabajo realizado por los alumnos se ha hecho uso de una
rubrica de evaluacién que se dio a conocer a los alumnos antes de realizar la experiencia y que efectta
las siguientes ponderaciones: Correccion de la informacion recopilada (40%), Redaccion del guion
para la grabacion del podcast (20%), Grabacion y produccion del podcast (20%), Trabajo en grupo
(10%), y Participacion en los periodos de puesta en comun (10%).

Equipamiento

El equipamiento técnico que se ha empleado en esta experiencia ha sido una grabadora digital y un
ordenador en el que se habia instalado el programa Audacity.

Resultados

Los resultados de la experimentacion han sido cinco programas de radio, de unos cinco minutos de
duracion cada uno, sobre contextualizacion y curiosidades referentes a Nimeros Naturales, Potencias,
Raices, Mudltiplos y divisores, y Unidades de medida. La produccién de los alumnos puede
encontrarse en el siguiente enlace: https://on.soundcloud.com/5v7zh

ALGUNAS REFLEXIONES FINALES

El curriculum de Educacion Secundaria otorga gran importancia a la utilizacion de recursos v,
especialmente, al empleo de aquellos que hacen un uso destacado de las TICs en el proceso de

250


https://on.soundcloud.com/5v7zh

La radio como recurso para el aprendizaje de Matematicas y el conocimiento y préactica de aula del profesor.
Una propuesta para el aula de Matematicas.

ensefianza. El uso de la radio como recurso para aprender Matematicas mejora la competencia digital
y la comprension del alumno al lograr un aprendizaje més profundo.

En este estudio se han descrito algunas posibilidades para llevar la radio al aula y se han descrito sus
enormes potencialidades y su gran versatilidad a la hora de implantar metodologias activas, plantear
proyectos multidisciplinares o mostrar una dimension social de las Matematicas, entre otros, por lo
que representa una herramienta muy util para divulgar las Matematicas a todos los niveles y para
poner de manifiesto su presencia en numerosos entornos cotidianos. También se ha detallado la
infraestructura técnica necesaria para poner en marcha una radio escolar. Ademas, se ha analizado el
papel del profesor en términos del conocimiento profesional y la practica de aula cuando se
implementa este recurso en el aula. Profundizar en estos aspectos y en la distincion de las categorias
que comportan puede ser relevante desde el punto de vista de la formacién de docentes de cara a
plantear metodologias innovadoras de aprendizaje de las Matematicas.

La experiencia de aprendizaje que se muestra en este estudio ha sido llevada a cabo con alumnos del
primer curso de Educacion Secundaria. Las cinco experimentaciones que conforman esta experiencia
han permitido depurarla con su aplicacion sucesiva, de modo que se han perfilado los tiempos de
dedicacion a cada tarea. La produccion de los alumnos ha mejorado en los diferentes programas de
radio. La informacion recopilada ha sido mas concisa y mas rica a medida que ha ido avanzando la
experiencia. Esto ha repercutido no solo en la calidad relativa al contenido matematico de los
podcasts, sino también en una mayor calidad linguistica de los programas. La grabacion de podcast
era algo novedoso para este grupo de alumnos, lo que deja ver cierta timidez en las primeras
grabaciones. El trabajo de los contenidos matematicos a partir de las aplicaciones reales de los mismos
ha incrementado la motivacién de los alumnos. La difusion de los resultados de esta experiencia deja
patente una participacion destacada del alumno en el proceso de ensefianza. Redactar los guiones,
grabar los podcasts, producirlos, y difundirlos entre compafieros, familiares y amigos les enorgullece
e incrementa su implicacién en el proceso de ensefianza, a la vez que conecta su aula de clase con su
vida cotidiana. Y, por supuesto, en medio de directrices educativas que abogan por un aprendizaje
competencial del alumno, no puede olvidarse la contribucion destacada a la Competencias
Matematica y competencia en ciencia, tecnologia e ingenieria; a la Competencia digital; y a la
Competencia en comunicacion linguistica. Por todo ello, se considera que se han alcanzado
ampliamente los objetivos de la experiencia.

Con esta experiencia se proporciona una propuesta de intervencion para integrar la radio en el aula
de Matematicas. Dicha propuesta puede ser aplicada en sesiones que tengan objetivos similares o
adaptarse si se persiguen otros objetivos de ensefianza o para su aplicacion en otros niveles
educativos, desde la etapa de Educacion Infantil hasta la Universitaria.

Entre las limitaciones de este estudio podemos encontrar el hecho de que la experiencia se haya
llevado a cabo unicamente con un grupo de alumnos de primer curso de Educacion Secundaria y solo
durante un curso escolar. Como perspectivas de futuro, podria repetirse esta experiencia en el mismo
nivel y en cursos sucesivos para extraer conclusiones sobre una muestra mas amplia, o realizar una
experiencia similar en cursos superiores para analizar asi la respuesta de los alumnos a medida que
aumenta su madurez. Ademas, esta experiencia se ha propuesto a modo de introduccion-motivacion
de todos los contenidos que ha tratado. Otras posibilidades podrian ser, por ejemplo, plantearla como
parte de investigaciones en las que se requiera una aplicacion de los contenidos tratados previamente,
como parte de las actividades relativas a la conmemoracion de efemérides matematicas, o en la
realizacion de proyectos intra o interdisciplinares. Por otro lado, cabe destacar que en este caso la
grabacion del podcast se ha realizado en el aula de clase, poniendo el foco en el tratamiento de los
contenidos matematicos y no tanto en la produccion final. Si se busca una produccion de mayor
calidad o una simulacion mas realista de la experiencia radiofonica, pueden efectuarse las grabaciones
en el estudio de radio o realizar programas en streaming. En definitiva, existen innumerables
posibilidades para emplear la radio en el aula de Matematicas en funcion de los objetivos del docente.
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En todo caso, “una imagen vale mas que mil palabras, pero la palabra de un nifio vale mas que mil
imagenes”.
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UN CASO DE EXITO DE SIMULACION PROBABILISTICA
APLICADA A 4° DE ESO DE LA SECCION BILINGUE

PhD Garcia-Martin, J.2,

2 Profesor del Departamento de Matematicas y de la Seccion Bilingle del IES Virgen de la Calle de
PALENCIA

Resumen

La presente comunicacion recoge un caso de éxito de la aplicacion de la simulacion de probabilidad
con Excel aplicada a alumnos de 4° de la ESO de la Seccion bilingiie de inglés. Los alumnos en
agrupamientos de dos han simulado diversos juegos de la vida real con 10000 ejecuciones. Los
resultados han sido muy favorables y en todos los casos han comprobado que la probabilidad
experimental se ha aproximado a la tedrica. Los alumnos han presentado su trabajo a la clase y han
coevaluado la actividad exitosamente.

Palabras clave: simulacion, probabilidad, ley de los grandes nimeros, Seccion bilingue,
Laplace

INTRODUCCION

Los alumnos han sido informados del reto que tenian delante. Tenian que simular una serie de
ejecuciones de un juego real con un ordenador, de modo que pudieran comprobar que se verificaba
la Ley de los grandes nimeros y que ésta convergiera hacia la Probabilidad de Laplace. La propuesta
de trabajo tenia ademas una parte social, dada la cercania de casas de apuestas fisicas repartidas por
toda la ciudad de Palencia, asi como la facilidad de acceso a casas de apuestas online. Los alumnos
podrian analizar el saldo medio en todas sus ejecuciones, verificar si el juego les seria rentable
econdémicamente y una valoracion de los terribles efectos de la adiccion al juego.

El trabajo ademéas ha sido presentado al grupo, de modo que han trabajado las capacidades de
expresion oral y de comunicacion efectiva. Tras cada presentacion, se ha realizado una coevaluacion:
tanto los alumnos como el profesor han puesto una nota que ha sido promediada para generar la
calificacion de la actividad.

METODOLOGIA

La metodologia seguida ha sido la siguiente. Cursados los contenidos de los temas de probabilidad
combinatoria del curriculo de 4° ESO, y evaluados por medio de una prueba escrita, cuyo valor
ascendia a 8 puntos, faltaban 2 puntos que completar, los cuales provenian de la actividad propuesta
en esta comunicacion.

Primero, el trabajo por agrupamientos de dos alumnos. En total cinco grupos se han formado a su
voluntad. Los alumnos son pertenecientes a la Seccion Bilingle del IES Virgen de la Calle. Cabe
destacar su compromiso con la asignatura y su especial motivacion. Ademas, destaca su buena
competencia TIC en el paquete Office cursada en la Seccion Bilingle, y en concreto con sus
competencias en hojas de calculo Excel y en presentaciones en PowerPoint.

Segundo, se ha propuesto un reto matematico que nunca antes habian realizado. Tenian que simular
una serie de ejecuciones de un juego real con un ordenador e inabarcables de manera manual en un
tiempo préactico, de modo que pudieran comprobar la Ley de los grandes nimeros, convergiendo ésta
hacia la Probabilidad de Laplace. Se formaron los siguientes grupos:
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French roulette

El grupo 1 decidio jugar 10000 veces al rojo en la Ruleta francesa (French roulette), que es la mas
habitual en los casinos europeos, con numeros desde el 1 hasta el 36, y el 0 de la banca. A
continuacion, se muestra una diapositiva de la presentacion elaborada por los alumnos:

* We are going to talk about the French Roulette.

* The game is about bets; it consists of one ball that you
place in a roulette with 37 numbers (including the

zero), that are divided in different colors.
 There're three groups of colors: RED, BLACK and GREEN.

* Then what you have to do is choose one number or
color, and if the ball falls in the bet you did you win; if

the ball falls in the zero(green) the casino wins , and if

the ball falls in the other color you lose.

Figura 1. Introduccion del Grupo 1. Simulacion de la ruleta francesa.
Rock-paper-scissors-lizard-spock

El grupo 2 decidid jugar 10000 veces a ROCK-PAPER-SCISSORS-LIZARD-SPOCK, que es una
adaptacion del tradicional juego infantil piedra-papel o tijera, ampliado a cinco elementos. Aparecid
en la serie "Big Bang theory". A continuacién, se muestra un esquema del juego introducida en la
presentacion de los alumnos:

Spock Tijera
rompe corta papel
tijera
Tijera
decapita
lagarto
Papel
desautoriza
( Spock
—

ivaporiza
piedra

Piedra
aplasta

tijera Papel

envuelve
Lagarto
devora papel
Piedra aplasta lagarto

Figura 2. Introduccion del Grupo 2. ROCK-PAPER-SCISSORS-LIZARD-SPOCK.

Lagarto
envenena
Spock

piedra
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American roulette

El grupo 3 decidid jugar 10000 veces a los numeros pares en la Ruleta americana (American roulette),
con numeros desde el 1 hasta el 36, y el 0 y el 00 de la banca. A continuacién, se muestra una
diapositiva de la presentacion elaborada por los alumnos:

Figura 3. Introduccién del Grupo 3. Simulacién de ruleta americana

Slot machine

How We Did It ¢

= First, we put 10000 random
numbers.

= And we count the even and the
odd.

= Asin American roulette there are
2 types of zeros, we do not count
them as even or odd, because
the bank wins.

= Then we calculated the
probability of even and odd, out
of 10,000, which could not give
more than 1.

El grupo 4 decidié jugar 10000 veces a una maquina tragaperras (Slot machine) con 9 posibles
simbolos y tres carretes. A continuacion, se muestra el principio de la tabla elaborada por los alumnos:

Figura 4. Introduccién del Grupo 4. Simulacidn de maquina tragaperras.

slot 1 slot 2 slot 3 recount

lose
lose
lose
lose
lose
lose
lose
lose
lose
lose

[T N - N N I -
~N oW R s A R R o
T W= O 0D~ W

lose

Rock-paper-scissors

El grupo 5 decidi6 jugar 10000 veces a ROCK-PAPER-SCISSORS, que es el tradicional juego
infantil piedra-papel o tijera. A continuacion, se muestra un esquema del juego, elegido por los

alumnos:

T:f,’;?ﬁapel Papel
fm— - &‘ a
b, //’ >
}ob 2 \
Y N\
= Q

t

Piedrag f%

Figura 5. Introduccion del Grupo 5. ROCK-PAPER-SCISSORS
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Tercero, decidido el juego de azar, los alumnos pensaron como modelar con un ordenador una
ejecucion del juego y el recuento més adecuado del caso de éxito o fracaso. Este tenia que ser
escalable pues deberian realizar al menos 10000 ejecuciones y contar de una forma sencilla.

Cuarto, realizado el disefio, se pusieron a implementar la simulacion del juego con el programa Excel.
Recogieron los resultados de manera clara y sencilla y analizaron y discutieron los mismos.
Finalmente extrajeron unas conclusiones.

Quinto y ultimo, elaboraron una presentacion y explicaron su trabajo al grupo. Coevaluaron y
cocalificaron la actividad con éxito.

RESULTADOS
French roulette

El grupo 1 que jugo a la Ruleta francesa (French roulette) obtuvo los siguientes resultados. Se muestra
a continuacion una captura de su presentacion:

® Results

* We made three columns, one for each color, to count the amount of
wins, loses and when the casino succed.

* Then we gathered all the results in one cell.

* Then with those numbers we calculated the probabilty of each one.
* RED: 4933 times and the probability is 0.4933.

* BLACK: 4787 times and the probability is 0.4787.

* GREEN: 280 times and the probability is 0.028.

They have a high posibility of wining, because they're betting for the

red color. /////

Figura 6. Resultados del Grupo 1. Ruleta francesa.

Los casos de RED eran favorables para el jugador, mientras que los casos de BLACK y GREEN eran
desfavorables para el jugador.

Rock-paper-scissors-lizard-spock

El grupo 2 que jugo a (rock-paper-scissors-lizard-spock) obtuvo los siguientes resultados de ganar el
jugador 1, el jugador 2 o de empate entre ambos, en tantos por uno y en % respectivamente. A
continuacion, se muestran diapositivas de la presentacion de los alumnos:

Dolne THE PROBABILITY

PROBABILITY RESULTS ON DECIMALS

But we haven't finish. Then | did 0,3917 0,4002 0,2082
the percentages by dividing
the result by 10000 and

N PERCENTAJES
multiplying by 100 (%)

39,17 40,02 20,82

Figura 7. Resultados del Grupo 2. ROCK-PAPER-SCISSORS-LIZARD-SPOCK (1)

A continuacion, se muestran los resultados de ganar tanto del jugador 1 como del 2 o de empatar con
cada una de las cinco posibilidades. Se comprueba que con 10000 ejecuciones del juego todas estan
en torno al 20% tedrico.
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PROBABILITIES OF PLAYER ) PROBABILITIES OF PLAYER 2

©©0 000 00 60

ROCK PAPER
20,1685 20,04085 19,42813 20,39826 19,96426 20,03998 18,51574 19,54023 21,73913 20,16492

PROBABILITIES OF TYING
Rock PAPER SCISSORS L1zaRD> SPOCK
19,98079 20,36503 19,02017 20,74928 19,88473

Figura 8. Resultados del Grupo 2. ROCK-PAPER-SCISSORS-LIZARD-SPOCK (2)
American roulette

El grupo 3 que jugod a la Ruleta americana (American roulette) obtuvo los siguientes resultados que

resumieron en la siguiente diapositiva de los alumnos:

Results

even 4961 zero zerozero

= ]. Number of even 4961 zg é E g
= 2. Number of odd 5039
» 3. Zero 295 I
/- 4. ZeroZero 245 = = e
= 5. Probability if you bet even 0.4666 10000 balance 156
= 6. Probabillity if you bet odd 0.4794 T S —
= 7. Probability of loosing 0.054 o o =
= 8. Balance If you are playing even numbers you are gonna lose 156 €

Figura 9. Resultados del Grupo 3. Ruleta americana
Slot machine

El grupo 4 que jugo a la maquina tragaperras (Slot machine) obtuvo los siguientes resultados, los

cuales fueron resumidos en la siguiente diapositiva por los alumnos:

Results
lose
lose * After having completed the entire table with excel, the result of how many
136 9864 the gambler wins, how many you lose and whether he finally got money or
not.
winning prob 0,0136 0,9864 * The gambler win 117 games, and lose 9883 games.
* In reason, the gamble win or lose in this case -3300 euros. But he/she could
have won some money, depends of your lucky.
balance -1400 x i .

Figura 10. Resultados del Grupo 4. Maquina tragaperras
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El grupo 5 que jugd a piedra-papel-tijera (rock-paper-scissors) obtuvo los siguientes resultados y los
mostraron en la presentacion con el siguiente codigo semaférico. En verde son victorias, en amarillo

empates y en rojo derrotas:

total ties
3325

* PROBABILITY TIE *
0,3325

Figura 11. Resultados del Grupo 3. Rock-paper-scissors

Tras la obtencion de resultados en dos sesiones de clase delante del ordenador, los alumnos elaboraron
en otras dos sesiones las presentaciones. Los alumnos subieron los archivos de la actividad, la hoja
de célculo y la presentacion, a una tarea abierta de Microsoft Teams. Las presentaciones se hicieron
en dos sesiones. Tras cada presentacion, los alumnos puntuaron a los ponentes. El profesor también
puntud a los ponentes. La calificacion final fue el promedio de las mismas, con una tasa de aprobados
del 100% y un promedio global de 9.22 puntos sobre 10.

DISCUSION

A continuacion, se muestra una tabla resumen con la discusion elaborada por los alumnos.

Tabla 1. Discusién de resultados por grupos y comentarios afiadidos

Discusidn de los alumnos

Grupo 1 French roulette

Grupo 2 Rock-paper-
scissors-lizard-spock

Grupo 3 American roulette

Grupo 4 Slot machine

-Conscientes de que jugar siempre al rojo no tiene una
probabilidad elevada de ganar.

-Conscientes de que el casino siempre gana con un nimero
de ejecuciones elevadas.

-Convergencia hacia la probabilidad teérica P[E]= k/n"
Favour cases compared (divided) with all the cases" se
aproximan a 18/37.

-Consciencia social de los peligros del juego.

-Los alumnos detectaron que la probabilidad experimental
de ganar cada uno de los cinco jugadores se acerca al 0.2
tedrico independientemente de la figura elegida.

-Los alumnos detectaron que la probabilidad experimental
de empate tiende a ser equitativa independientemente de
la figura elegida.

-Al principio la actividad era un reto dificil de superar,
pero que con la ayuda del profesor superaron con éxito.
-Ademaés, destacan que el juego de casino est& hecho para
gue a la larga con muchas jugadas se acaba perdiendo
dinero.

-También destacan los alumnos de los problemas de
adiccion que puede crear.

-Calcularon la probabilidad de ganar en la maquina
tragaperras con variaciones con repeticion de 9 elementos
posibles y concluyeron que era baja.
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-Vieron que la probabilidad experimental de ganar se
aproxima a 1/3, de acuerdo a la ley de los grandes
nameros.

-Los alumnos destacaron ademdas que, con un ndmero
mayor de ejecuciones, la convergencia seria mejor.

Grupo 5 Rock-paper-
scissors

Se comprueba la asimilacion de los contenidos de los temas de probabilidad y combinatoria de 4° de
ESO. La actividad ha trabajado ampliamente las competencias curriculares de la LOMCE. Ademas,
los alumnos han sabido obtener unos resultados coherentes y ademas discutirlos adecuadamente.

CONCLUSIONES

La actividad ha resultado plenamente satisfactoria, ya que se han cumplido plenamente los objetivos
didacticos. Con esta actividad los alumnos de la Seccion han podido combinar la ensefianza
tradicional de las matematicas teoricas en inglés con la aplicacion de las TIC (hoja de céalculo y
presentaciones en PowerPoint). Los alumnos no han tenido ningln problema con la comprension de
la actividad propuesta, ni con la realizacidn de la misma en lengua extranjera.

Ademas, los alumnos han podido acercarse a un entorno se modelizacion de un problema de la vida
real y lo han simulado con un ordenador. Han trabajado también la competencia TIC, siendo
Technology asignatura de 3° de ESO y Computer science de 4° de ESO asignaturas del programa
bilinglie. En el PROGRAMA EXPERIMENTAL PARA LA MEJORA DEL RAZONAMIENTO
MATEMATICO 21-22 se presentaron casos de modelizacion, algunos de ellos dificiles de llevar a
las aulas, pero otros si son mas realizables. Este es un ejemplo de los que si se han podido llevar
exitosamente a las aulas.

Las matematicas son una asignatura ensefiada dentro de la Seccion bilingiie con metodologia CLIL
(Content and Language Integrated Learning). No sélo han sido importantes los resultados obtenidos
y discutidos dentro de los equipos de trabajo formados, sino que lo han tenido que exponer al resto
de compafieros. Los alumnos han trabajado las destrezas de exposicion oral en lengua extranjera, lo
cual no ha sido excesivamente complicado, pues llevan desde 1° de ESO haciéndolo en la Seccion
Bilingte.

Por ultimo, han evaluado sus resultados y ellos mismos han comprobado que en un ndmero de
ejecuciones grande, el saldo global es negativo, por lo que han puesto de manifiesto los riesgos y
perjuicios de los juegos de azar. Por lo tanto, es un acto de concienciacién y convencimiento propio
de la realidad del juego, para que los alumnos valoren su facilidad de acceso bien online o por las
calles de la ciudad, y las grandes posibilidades de perder a la larga, y las consecuencias negativas que
puede tener la adiccion al juego en su proyecto vital.
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LAS CICLOIDES DEL SKATE

Maria Zapatero Martin, Diego Palacios Garcia
2 |ES Ribera del Jalon, P IES Castilla

Resumen

Esta actividad consiste en un proyecto en el que transforman una pista de skate en una piscina. A lo
largo de este se ha ido guiando a los alumnos por el concepto y construccién de una cicloide, que es
la forma aproximada que tienen las pistas de skate en forma de U y realizando calculos y mediciones
en diferentes fases para poder construir y llenar la piscina.

Durante la actividad se realizan construcciones de diferentes tipos de cicloides poligonales
relacionando su area con la de los poligonos utilizados para construirlas, llegando asi a calcular el
area bajo la cicloide generada por el circulo. Una vez encontrada la relacion entre las areas,
podremos ir “construyendo” la piscina de la que tendrdan que hallar todas las medidas para luego
calcular todo el gasto de material que tendra esta obra de ingenieria.

Palabras clave: metodologia, matematicas, secundaria, curvas, proyecto.

INTRODUCCION

Al igual que las distintas compafiias buscan atraer a los clientes analizando y utilizando las cosas que
mas les gustan, en la educacién tenemos que plantearnos seguir el mismo modelo. Necesitamos usar
los hobbies y entretenimientos del alumnado como un incentivo a la hora de ensefiar o explicar los
distintos contenidos del curriculo.

Los patinetes y los monopatines se estan convirtiendo cada vez mas en una parte intrinseca a nuestro
alumnado y esto lo convierte en una herramienta muy atractiva a la hora de ensefiar cualquier materia.
En nuestro caso hemos buscado las matematicas que se pueden relacionar con estos deportes y sus
ubicaciones para desarrollar una actividad que se puede catalogar dentro de las Ilamadas situaciones
de aprendizaje.

Relacionando los contenidos que se realizan en esta actividad con el curriculo actual, esta practica
esta pensada para realizarla con el alumnado de 2° ESO, aunque también se puede realizar con
alumnos de 3° 0 4° para poder repasar contenidos de cursos anteriores.

La actividad ha sido ya realizada en dos ocasiones y en todas ellas con buen resultado, tanto en las
Olimpiadas de Matematicas Provinciales de Soria 2019 con alumnos de 2° y 4° de la ESO como en
ESTALMAT de Soria en el afio 2021-2022 con alumnos de primer afio.

Esta situacion de aprendizaje se puede realizar tanto como proyecto del departamento de Matematicas
como un proyecto interdisciplinar con la colaboracion de otros departamentos como Tecnologia
(creacion de las cicloides en otros materiales) o Economia (elaboracién de presupuestos).
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CONTENIDOS

Los contenidos trabajados en esta situacion de aprendizaje se encuentran en el curriculo de 2° de la
E.S.O.

A. Sentido numérico

Se trabajan los numeros decimales, el uso de nimeros irracionales (el numero pi) en el célculo de
areas y el razonamiento proporcional en la resolucion de problemas de la vida cotidiana relacionados
con situaciones de proporcionalidad.

B. Sentido de la medida

Se trabajan estrategias de eleccion de unidades en problemas en el espacio, medidas de longitudes y
célculo de areas en figuras planas.

C. Sentido espacial

Se trabaja el célculo de volumenes de una figura compleja a partir de su descomposicion en dos
figuras mas sencillas, asi como el calculo de la superficie lateral de algunos prismas.

F. Sentido socioafectivo

Al ser una actividad realizada en equipos, los contenidos relacionados con este sentido que se trabajan
son todos aquellos relacionados con el trabajo cooperativo.

MATERIALES

Para realizar la actividad de manera satisfactoria se le proporcionaran a alumnado los siguientes
materiales:

e Boligrafos / Lapices.

e Tizas (para pintar en el suelo las diferentes cicloides poligonales).

e Cuerda (que utilizaran a modo de compas para dibujar las distintas figuras).
e Cinta métrica.

e Regla.

e Cajas de carton (para dibujar y recortar los distintos poligonos regulares).

e Tijeras/ Cuter.

e Calculadora.
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METODOLOGIA

La cicloide es la curva que traza un punto de una circunferencia cuando esta se mueve sobre una recta
sin deslizarse. También existen otras cicloides mas sencillas que son las poligonales en las cuales se
gira un poligono regular y se unen las posiciones de uno de sus vértices cada vez que gira sobre la
recta.

Para poder entender mejor estos conceptos construiran diferentes cicloides poligonales generadas por
un triangulo equilatero, un cuadrado y un hexagono regular para observar la relacion entre el area
encerrada entre la cicloide y la recta con el area del poligono utilizado para construirla.

Para ello deberan construir sus propios poligonos y con ellos las correspondientes cicloides
poligonales. Mediran las areas de cada poligono y de cada cicloide poligonal y tendran que ver la
proporcién que existe entre ambas areas, que como observaran seran muy proximas a 3.

A partir de entonces podremos ir construyendo la piscina de la que tendran que sacar todas las
medidas para luego calcular todo el gasto de material que tendra esta obra de ingenieria (hormigon,
agua, ...).

Desarrollo de la actividad

La actividad estd pensada para realizarla en la pista de skate siempre que sea posible y su duracion
esta estimada en 2 horas. En primer lugar, dividiremos al alumnado en grupos de 3 o 4 participantes.
En cada grupo habra un miembro que sera el encargado de recoger las distintas tarjetas y avisar
cuando hayan terminado cada una de las partes.

Se les entregara la tarjeta inicial con todo el material necesario para toda la actividad y la primera
tarjeta. Una vez vayan terminando las actividades de cada tarjeta de forma satisfactoria se les ira
entregando la siguiente (sin saltarse ningun paso ni ninguna tarjeta). Si algin grupo tiene dificultades
para realizar alguna de las tareas de una tarjeta, se les puede dar indicaciones para que puedan
realizarla y seguir avanzando con la actividad.

Las tarjetas que se les iran entregando son las siguientes:

ESTALMAT SORIA

Nos han pedido hacer un proyecto para convertir la pista de skate en una piscina
seguin podéis ver en la imagen. Y debéis ayudarnos a conseguirlo.

Haremos el proyecto en varias fases, que se os iran proponiendo en diversas tarjetas.
Cuando tengais la respuesta o las respuestas de cada tarjeta, deberéis entregarla en el punto de control
junto con los célculos que habéis realizado.

CONSERVAD ESTA TARJETA PARA TENER SIEMPRE A MANO EL DISENO Y NO OLVIDEIS GUARDAR
COPIA DE LOS CALCULOS Y RESULTADOS OBTENIDOS POR SI TENEIS QUE UTILIZARLOS DE NUEVO

iEMPEZAMOS!
Figura 39. Tarjeta inicial
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Tarjeta 1 Equipo:
Comencemos con unas sencillas construcciones en cartén, que
deberéis mostrar en el punto de control antes de continuar.

1. Un tridngulo de lado 30 cm.
2. Un cuadrado de lado 25 cm.
3. Un hexagono de lado 15 cm.

4. Un circulo de radio 15 cm.

Figura 41. Primera tarjeta

Tarjeta 2 Equipo:

Ahora, vamos a poner vuestros talentos artisticos a prueba.

A partir del siguiente esquema tenéis que hacer en el suelo cuatro
dibujos con tiza, uno con cada figura:

Figura 42. Tarjeta 2

Tarjeta 3 Equipo:

Esos dibujos de la tarjeta anterior se llaman cicloides. La cicloide ha sido llamada «La Helena de los
gedmetras» ya que causo frecuentes disputas entre matematicos del siglo XVII.

1. Calculad las dreas de las figuras de cartén:|  Triangulo Cuadrado Hexdgono Circulo

2. Calculad las areas de las cicloides poligonales generadas por el tridngulo, el cuadrado y el
hexagono.

Cicloide triangular Cicloide cuadrangular Cicloide hexagonal

3. ¢Qué relacion encontrdis entre estas dreas y las calculadas al principio?

4. Calculad ahora el drea delimitada por la cicloide generada por el circulo.

Area de la cicloide:

Figura 40. Tarjeta 3
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Tarjeta 4 Equipo:
iComenzamos a construir la piscina!

Para ello, en primer lugar tenéis que calcular, en litros, el volumen de
agua necesaria para llenar la piscina.

Podéis tomar todas las medidas que necesitéis.

Volumen: .........ccoeueeeneneee.. litros

Figura 43. Tarjeta 4

Tarjeta 5 Equipo:

Ahora vamos a calcular el presupuesto de la obra. Necesitamos colocar
un metacrilato rectangular en la parte delantera, una pared de
hormigén de un metro de ancho en la parte trasera y rellenar las partes
bajas de los bordes laterales hasta igualar la mayor altura.

Precio del hormigén: 65 €/m 3
Precio del metacrilato: 160 €/m 2

Coste total de la obra: .....ccceevvvvvnnennnnnn.. €

Figura 44. Tarjeta 5

Tarjeta 6 Equipo:
iLLENEMOS LA PISCINA!

Para llenar la piscina vamos a emplear dos camiones cisterna. Emplead los siguientes datos para
calcular cudnto nos costara llenarla con el menor coste posible.

Distancia de la piscina al manantial: 25 km
Tiempo de llenado/vaciado de un camidn: 15 minutogo pueden llenarse los dos camiones al mismo tiempo)
Velocidad media del camién: 60 km/h

Precio del alquiler del camién*: 20 €/h (aplicable también por minutos)
+0,10 €/km

*El alquiler se paga, para cada camidn, desde el momento en que sale de la pista hacia el manantial.

Figura 45. Tarjeta 6
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COMPETENCIAS ESPECIFICAS, CRITERIOS DE EVALUACION E INDICADORES DE

LOGRO

Tabla 6. Competencias, criterios e indicadores

Competencias
especificas

Criterios de evaluacién

Indicadores de logro

CE. 1

1.1 Interpretar problemas
matematicos y de la vida
cotidiana, organizando los
datos dados y/o seleccionando
informacion, estableciendo las
relaciones entre ellos vy
comprendiendo las preguntas
formuladas.

- Interpreta correctamente las
instrucciones de las tarjetas

1.3 Obtener soluciones
matematicas de un problema,
activando los métodos vy
conocimientos necesarios.

- Las soluciones obtenidas en cada
uno de los problemas planteados son
correctas

C.E.3

3.1 Comprobar conjeturas
sencillas de forma guiada
analizando patrones,
propiedades y relaciones.

-Encuentra la relacion entre el area
encerrada por cada una de las
cicloides poligonales y el poligono
utilizado para dibujarlas

C.E. 4

4.1  Reconocer  patrones,
organizar datos y descomponer
un problema en partes mas
simples facilitando su
interpretacion.

-Calcula el é&rea de la cicloide
generada por el circulo a partir de la
relacion encontrada entre las
poligonales y los poligonos.

-Descompone el calculo  del
volumen de la “piscina” en el
calculo del volumen de un prismay
el poliedro cuya base es la cicloide.

4.2 Modelizar situaciones y
resolver problemas
interpretando y modificando
algoritmos.

-Encuentra la relacion entre el area
encerrada por cada una de las
cicloides poligonales y el poligono
utilizado para dibujarlas y a partir de
ella calcula el area de la cicloide
generada por el circulo.

C.E.5

5.2 Conocer y usar conexiones
entre  diferentes  procesos
matematicos aplicando
conocimientos y experiencias
previas.

- Calcula el area de los poligonos.

- Calcula el &rea de las cicloides
poligonales a partir de la
descomposicion de estas en figuras
maés sencillas.

- Calcula el volumen del prisma y
del poliedro cuya base es la cicloide.

CE.6

6.1 Identificar situaciones
susceptibles de ser formuladas
y resueltas mediante
herramientas y  estrategias
matematicas, estableciendo
conexiones entre el mundo real

- Toman las medidas necesarias para
calcular el volumen a partir de lo
observado al dibujar las figuras
planas de forma precisa, utilizando
las unidades de medida apropiadas.
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y las matematicas usando los
procesos inherentes a la
investigacion: medir,
comunicar, clasificar y
predecir.

C.E.9

9.1 Gestionar las emociones
propias, desarrollar el
autoconcepto matematico
como herramienta, generando
expectativas positivas  ante
nuevos retos matematicos.

-No abandona la actividad al
detectar algun error cometido.

9.2 Mostrar una actitud
positiva y  perseverante,
aceptando la critica razonada al
hacer frente a las diferentes
situaciones de aprendizaje de
las matematicas.

-No abandona la actividad al
detectar algun error cometido.

C.E. 10

10.1 Colaborar activamente y
construir relaciones trabajando
con las matematicas en equipos
heterogéneos, respetando
diferentes opiniones,
comunicdndose de manera
efectiva, pensando de forma
critica y creativa y tomando
decisiones.

-Aporta ideas para la resolucion de
los problemas planteados.

-Analiza las ideas propuestas por
Sus comparieros.

10.2 Participar en el reparto de
tareas que deban desarrollarse
en equipo, aportando valor,
favoreciendo la inclusion, la
escucha activa, y asumiendo el
rol asignado.

- Colabora en la resolucion de los
problemas.

- Respeta las ideas propuestas por
sus comparieros.
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UD TRIGONOMETRIA: EXELEARNING + GEOGEBRA + LATEX
+ AULA VIRTUAL. UN POKER DE ASES.

Rubén Jiménez Jiménez
IES José Luis L. Aranguren

Resumen

Mediante esta comunicacion pretendo ensefiar como presentar una unidad didactica a nuestros
alumnos con el programa exelearning donde tendremos todos los recursos (GeoGebra, videos,
autoevaluacion, presentaciones, etc) que vayamos a utilizar en nuestra aula en un solo sitio,
facilitando el proceso ensefianza-aprendizaje.

Palabras clave: eXeLeaning, trigonometria, GeoGebra.

INTRODUCCION

A menudo cuando presentamos una nueva unidad didactica a nuestros alumnos utilizamos recursos
variados para su ejecucion, desde simple texto con la teoria o ejercicios, a presentaciones, escenas de
GeoGebra, videos, paginas web o actividades creadas en ciertas paginas que pueden ser exportables.

Con exelearning, software libre, gestionado y desarrollado por el INTEF, dependiente del Ministerio
de Educacion y Formacién Profesional y el CEDEC (Centro Nacional de desarrollo curricular en
sistemas no propietarios) podemos tener todos esos recursos en mismo contenedor facilitando nuestra
labor como docentes y sobre todo facilitando a los alumnos el tener todo lo necesario en un mismo
sitio.

En el titulo de la comunicacién se mencionan cuatro herramientas o programas que, para mi, son
béasicos para elaborar cualquier unidad didactica. Exelearning, el contenedor de todos los recursos,
GeoGebra, escenas dinamicas con las que se puede trabajar todo el curriculo de Matematicas desde
Infantil hasta Bachillerato, Latex, con el que escribimos las Matematicas que necesitamos y el aula
virtual donde alojaremos la unidad elaborada para su difusion entre el alumnado.

El tema elaborado lo tenemos que exportar, y o mas natural es importarlo en nuestra aula virtual
Moodle bien sea como pagina web o como actividad SCORM si lo que queremos es obtener
evaluacion en las actividades que lo permitan.

Aprovechamos la presentacién de la unidad didactica de Trigonometria para Matemaéticas B de 4° de
la ESO para visualizarla dentro de exelearning.

OBJETIVOS
Los objetivos de esta comunicacion son:

e Disponer de una unidad didactica de trigonometria ya elaborada con todos sus recursos para
utilizar en el aula.

e Conocer el programa libre exelearning con el que esta elaborada.

e Aprender distintos tipos de recursos de los que podemos disponer para elaborar una unidad
didactica para cualquier nivel.
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DIRECCION WEB

En este escrito daré unas pinceladas de los recursos que he utilizado, pero lo mejor seria que se
visualizara la unidad didactica a través del siguiente enlace:

UNIDAD DIDACTICA

En el altimo apartado, “Descarga de fuentes” se puede descargar el archivo fuente generado con
exelearning, que tiene extension elp y que permitira al lector poder modificar el archivo y adaptarlo
a sus necesidades cambiando lo que necesite o incluir nuevas actividades o recursos.

Tiene licencia Creative Commons Reconocimiento Compartir igual 4.0.
UNIDAD DIDACTICA

UD Trigonometria 4° de la ESO. Matematicas B Mend 5]

TRIGONOMETRIA ~
A TRIGONOMETRIA
Normativa
Historia ET = e
Angulos e E mﬁ“"‘"’ b A Ei::nilu‘;w
vt e UD TRIGONOMETRIA
Relaciones fundamentales .

tiacion de las A AL U‘:JUI’ 'J;' e ﬂv’
trigonométricas ® @
Tabla de razones trigonométricas (3] @

‘ IV JORNADA GEOGEBRA CyL

Reduccién de razones al primer o @ 2
cuadrante /, y 4-5 noviembre 2022, Palencia
Pendiente de una recta

e EXELEARNING + GEOGEBRA + LATEX + AULA VIRTUAL
e . UN POKER DE ASES

@ Ruben Jimenaez Jimenez 1
’ aruben jimenez
‘B riimenezjneducajeyles

S eI

Proyectos
Actividades autoevaluables

Instituto GecGebra
Castillay Leon

Autoevaluacién
Ejercicios
Descarga de fuentes

[ AR Obra publicada con Licencia Creative Commons Reconocimiento Compartir iqual 4.6

Figura 46: Portada UD

NORMATIVA

En este primer apartado incluyo la normativa en vigor, el DECRETO 39/2022, de 29 de septiembre,
por el que se establece la ordenacion y el curriculo de la educacion secundaria obligatoria en la
Comunidad de Castillay Leon.

En concreto, los criterios de evaluacion y contenidos de Matematicas B se encuentran entre las
paginas 49 367 y 49 373.

Estan detallados todos los contenidos que figuran en la normativa, detallados en los distintos sentidos
matematicos y los criterios de evaluacion.

Este apartado esta incluido solo para el conocimiento del profesorado, no es necesario para el
alumnado.
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HISTORIA

En este apartado damos unas pinceladas de como ha ido evolucionando el conocimiento de la
Trigonometria a través de la Historia. Desde el famoso problema 56 del papiro de Rhind hasta el siglo
XVII en el que Newton encuentra la series para las tres razones trigonométricas fundamentales. Se
incluyen dos videos que nos muestran como Eratostenes midio el radio de la Tierra.

Me parece muy importante, siempre que sea posible, hablar en clase de la historia de las Matematicas,
que los teoremas no aparecen de la noche a la mafiana.

ANGULOS

Breve recordatorio de las definiciones de los principales &ngulos y nomenclatura que utilizaremos a
lo largo de la unidad didéctica.

Definimos las tres formas en las que se expresan los angulos: sexagesimales, radianes y centesimales.
Para la definicion de radian introducimos una escena de GeoGebra donde se puede visualizar
graficamente.

radio = 4

1 rad

Figura 47: Definicion de radian

Por ultimo, utilizamos los factores de conversion para transformar angulos de unas unidades a otras.
Incluimos varios ejercicios y el uso de la calculadora.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Definimos las razones trigonométricas para angulos agudos e incluimos una escena de GeoGebra que
de forma visual y manipulativa hace observar al alumno como las razones trigonométricas no
dependen del triangulo rectangulo elegido, solo del angulo.

Utilizamos la calculadora para calcular las razones trigonometricas y resolver los primeros triangulos.

Introducimos las demostraciones a las razones trigonométricas de 45°, 30° y 60° utilizando un
cuadrado y un triangulo equilatero.
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» tand5” =

Figura 48: razones trigonométricas de 452
RELACIONE FUNDAMENTALES

Este apartado incluye las demostraciones de las tres relaciones fundamentales de la Trigonometria.
Destaco la presentacion tan elegante utilizando los efectos Fx que incorpora exelearning, en concreto
el efecto linea de tiempo con el que esté realizado este apartado.

AMPLIACION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Para mostrar las razones trigonométricas a angulos que son agudos se presentan varias escenas
realizadas con GeoGebra, una de ellas para visualizar los &ngulos en grados sexagesimales o radianes,
otra para visualizar la definicion de las tres razones trigonométricas fundamentales en una
circunferencia goniométrica y en la tltima el alumnado podra mover un deslizador y visualizar los
signos de seno y coseno para cualquier &ngulo menor de 360°

a=214°
®

AR

1 -0EOSeno 05
negativo

seno
negafivo
-05

Figura 49: angulos menores de 3602
Por ultimo, se razonan las razones trigonomeétricas para angulos mayores de 360°.

Me gustaria destacar como se pueden incluir botones en exelearning para incluir, por ejemplo, las
soluciones bajo el botén.
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Ejemplo

Calcula las razones trigonométricas de 1860°

SOLUCION

7

\,

Figura 50: botones en exelearning

Exelearning nos permite hacer cuestionarios con respuestas de opcion maltiple que podemos exportar
a un LMS para guardar la calificacion. En esta ocasion nosotros hemos incluido 12 preguntas para
autoevaluacion sobre los signos de distintas razones trigonometricas.

REDUCCION DE RAZONES AL PRIMER CUADRANE

Para este apartado hemos necesitado GeoGebra para hacer todas las animaciones y que se visualicen
perfectamente todas las relaciones que se producen entre los distintos angulos de la circunferencia
goniométrica para hallar cualquier razén trigonométrica apoyandonos en una del primer cuadrante.

En la dltima animacion el usuario puede escribir cualquier angulo para hallar sus razones
trigonométricas relacionadas con un angulo del primer cuadrante:

D

Angulo original:
Angulo del primer cuadrante: 30" |

Figura 51: reduccion a un angulo del primer cuadrante

PENDIENTE DE UNA RECTA

Recordamos en este punto el concepto de pendiente de una recta y qué relacion tiene la pendiente de
la recta con el angulo que forma con el eje de abscisas.

MEDIMOS LA ALTURA DEL INSTITUTO

En este primer proyecto nos planteamos como medir la altura del Instituto, qué instrumentos
necesitamos y elaboramos un plan de actuacion.

Cuando tenemos claro lo que necesitamos y el plan de trabajo salimos al patio a medir la altura del
Instituto.

Aprovechamos este proyecto para hablar del método cientifico, hacer conexiones con los redondeos,
aproximaciones y errores que ya han estudiado anteriormente.

Es habitual, que no se den cuenta gque la altura la estan midiendo desde sus ojos (goniémetro) y, por
tanto, a la altura obtenida le tienen que sumar la altura de los alumnos hasta los 0jos.
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RESOLVEMOS TRIANGULOS RECTANGULOS

Les ofrecemos distintas técnicas para resolver triangulos rectangulos, como la doble observacion o la
técnica de la altura y les mostramos varios ejemplos.

En este punto ya se tienen adquiridos todos los conocimientos necesarios para afrontar los ejercicios
de trigonometria al nivel de cuarto de la ESO.

PROYECTOS
Les ofrecemos tres proyectos competenciales para trabajar. Cada alumno elegira uno de ellos:
PROYECTO 1: MEDIMOS UNA ALTURA INNACCESIBLE

“Elige un edificio, un arbol al que no puedas acceder a la base y utilizando la técnica de la doble
medicion halla su altura.

Tendras que documentar todo el proceso:
Explica el procedimiento qué estas utilizando.

Afade en un apartado en el que expliques como te has sentido durante todo el proyecto, qué
inquietudes has tenido, si en algin momento has sentido que no te salia, si has estado confiado en
todo momento, etc.

Acompafa al proyecto todas las mediciones que has realizado y fotos o videos del proceso”.
PROYECTO 2: PENDIENTE DE UNA CARRETERA
Idea sacada del Proyecto Gauss que disefiaron José Luis Alvarez y Rafael Losada

“En este proyecto tenéis que acceder a la siguiente direccién Web: pendiente de una carretera y
utilizando la escena de GeoGebra completar todas las preguntas que se realizan.

Afiade en un apartado en el que expliques como te has sentido durante todo el proyecto, qué
inquietudes has tenido, si en algin momento has sentido que no te salia, si has estado confiado en
todo momento, etc.

PROYECTO 3: LAS RAMPAS

“En este proyecto tendras que buscar informacion sobre la norma que habla de la pendiente maxima
que puede tener una rampa para personas con movilidad reducida. Después elegiras dos rampas y
tendras que decidir si se ajustan a la norma que has buscado. Por ultimo, tendras que disefiar una
rampa, que cumpla la normativa, si es posible para acceder a un portal en el que hay que salvar un
desnivel de 60 cm y disponemos de 5 metros de largo en la acera por 3 de ancho.

En el trabajo final deberds mostrar evidencias de las mediciones mediante fotos o videos y
estructurar bien todo el trabajo. Documéntalo todo. Afiade en un apartado en el que expliques como
te has sentido durante todo el proyecto, que inquietudes has tenido, si en algin momento has sentido
que no te salia, si has estado confiado en todo momento, etc.”

ACTIVIDADES AUTOEVALUABLES

Exelearning, como hemos dicho anteriormente, permite la incorporacion de animaciones de
GeoGebra, y si estas estan configuradas para que se puedan exportar como SCORM, que son las que
habitualmente llamamos autoevaluables, mediante exe las podemos exportar en este formato y
guardar las calificaciones en el aula virtual.

Se incluyen en la unidad didactica dos actividades autoevaluables de Javier Cayetano para la
resolucion de problemas de Trigonometria. Si se exporta el archivo como pagina web servira como
autoevaluacion del alumno y si se exporta como SCORM se guardara la nota en el aula virtual. En
este caso habria que separar las dos actividades en dos nodos distintos para que Moodle guarde la
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nota de las dos animaciones por separado. Cada actividad autoevaluable tiene que estar en un nodo o
pagina distinto de exelearning.

AUTOEVALUACION

Uno de los atractivos de exelearning es la incorporacion de juegos interactivos que también son
autoevaluables y que se pueden exportar a nuestra aula virtual. En la version 2.7 se incluyen los
siguientes juegos:

Adivina: Completar un término dada su definicion.

Candado: Permite crear actividades en la que la retroalimentacion esta protegida por
contrasefia.

Desafio: Permite crear juegos tipo escape room. En ellos, los jugadores deberan resolver
diferentes retos antes de resolver el desafio final.

Mapa: Permite generar mapas de imé&genes con zonas interactivas.
QuEXxt: Juego de preguntas rapidas con varias respuestas.
Rosco: Juego de palabras (de la A a la Z).

Selecciona: permite crear juegos basados en cuestiones tipo test de respuesta multiple con
ninguna, una o varias opciones correctas y en cuestiones de tipo ordena, en las que el jugador
debera organizar las diferentes opciones segun el orden indicado en la pregunta.

Trivial: version del clasico juego "Trivial".

VideoQuEXxt: Juego de preguntas rapidas con varias respuestas sobre un video.

En nuestra unidad didactica hemos incorporado el juego Selecciona con 19 preguntas tipo test.
DESCARGA DE FUENTES

Mediante este apartado os podéis descargar el archivo fuente con esta unidad didactica completa para
su adaptacién a vuestros alumnos y a vuestras clases. Luego tendréis que exportar el archivo e
incorporarlo a vuestra aula virtual o a un servidor externo.

Descargar el fichero fuente

' N

Informacicon general sobre este recurso educativo

Titulo UD Trigonometria 4° de la ESO. Matemdticas B

Dezarrollo de la Unidad de trigonometria para 4° de la ESO. Matematicas B. Se presentd
Descripcion en el XV Congreso Regional de Matematicas celebrado en Palencia los dias 5 y 6 de
noviembre de 2022

Autor Rubén Jiménez Jiménez
Licencia | Creative Commons BY-SA 4.8
Este contenido fue creado con eXelearning, el editor libre y de fuente abierla disefado para crear recursos
educativos.
Descargar el fichero .elp
\, J

Figura 52: Descarga del archivo original

274



UD Trigonometria: exelearning + GeoGebra + Latex + aula virtual. Un pdker de ases.

REFERENCIAS
Para la realizacion de esta comunicacion he utilizado las siguientes fuentes:

e Manual de Exelearning.

e Unidad didactica: trigonometria, de Francisco Javier Fernandez Medina. Master en formacion
al profesorado de ensefianza secundaria.

e Perfil de GeoGebra de Javier Cayetano.

e Libro de actividades autoevaluables de Javier Cayetano.

e Proyecto Gauss que disefiaron José Luis Alvarez y Rafael Losada. En concreto la actividad
pendiente de una carretera.

e http://www.eqiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro rhind.htm
e https://es.wikipedia.org/wiki/Erat%C3%B3stenes

e https://es.wikipedia.org/wiki/Claudio Ptolomeo

Para hacer referencia al articulo:

Rubén Jiménez Jiménez (2022). Unidad didactica de Trigonometria: exelearning + GeoGebra + Latex + aula virtual.
Un poker de ases. En Consejeria de Educacion de la Junta de Castillay Leon. (Ed.), XV Congreso Regional de Educacion
Matematica y IV Jornada GeoGebra de Castilla y Ledn (pp. 268 - 275). Asociacion Castellana y Leonesa de Educacién
Matematica Miguel de Guzman.

275


https://descargas.intef.es/cedec/exe_learning/Manuales/manual_exe27/index.html
https://fqm193.ugr.es/media/grupos/FQM193/cms/TFM_(Fco_Javier_Fernandez_Medina).pdf
https://www.geogebra.org/u/javier+cayetano
https://www.geogebra.org/m/AsMKtWd4
http://geogebra.es/gauss/index.htm
https://www.geogebra.org/m/NSKsdEfY
http://www.egiptologia.org/ciencia/matematicas/papiro_rhind.htm
https://es.wikipedia.org/wiki/Erat%C3%B3stenes
https://es.wikipedia.org/wiki/Claudio_Ptolomeo

ANALISIS DEL PROCESO DE ENSENANZA Y APRENDIZAJE
DE LAS ASINTOTAS A TRAVES DE SUS GRAFICAS EN
BACHILLERATO MEDIANTE FLIPPED CLASSROOM

Rosa M2 Fernandez Barcenilla?,

4lES Maria Moliner (Laguna de Duero)

Resumen

La tesis defendida bajo el mismo titulo pretendié valorar si la implantacion de la metodologia
Flipped Classroom es apropiada en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las propiedades de las
funciones a través de las gréaficas en Bachillerato, estimar el grado de aceptacion por el alumnado y
analizar los aprendizajes producidos. En dicho estudio, se planifico, disefid, desarroll6 e implementd
una propuesta didactica relativa al proceso de ensefianza-aprendizaje de las tendencias asintéticas
a partir de sus graficas, mediante una metodologia de aula invertida mixta y diversas metodologias
activas en las sesiones de docencia A partir de todo ello, se recabaron las conclusiones mas
importantes en relacion a los objetivos generales que, sin duda, ayudaran a futuros docentes a
conocer y mejorar el proceso de ensefianza aprendizaje relativo al bloque de contenido de funciones,
en relacion con el proceso de limite y tendencias, y en especial, de las tendencias asintética
funcionales.

Palabras clave: metodologias activas, flipped classroom, analisis funcional, asintotas.

INTRODUCCION

En esta comunicacion, se presentan los resultados obtenidos en la tesis doctoral defendida del 29 de
noviembre de 2019 que lleva por titulo: “Analisis del proceso de ensefianza y aprendizaje de las
asintotas a través de sus graficas en bachillerato mediante Flipped Classroom”. También se hace un
recorrido por la apasionante aventura de embaucarse en el desarrollo de una tesis doctoral en el campo
de la Didéctica de la Matematica.

A lo largo de una dilatada experiencia docente, siempre se ha tenido una inquietud, que a dia de hoy
todavia se mantiene, que es responder a la cuestién de cdmo atender a la diversidad del alumnado en
la educacion secundaria. Es una pregunta muy compleja ya que afecta a multitud de variables y que
requeriria del analisis de muchos factores, no teniendo por tanto una respuesta Unica y valida para
todos los casos posibles.

Se considera que las sesiones de docencia en la materia de Matematicas no deben centrarse tanto en
la transmision acumulativa de datos sobre los contenidos que se traten en el alumnado, sino en la
comprension paulatina de los conceptos y conseguir alumnos competentes en Matematicas.

La metodologia “Flipped Classroom”, traducida como “El Aula Invertida”, es un modelo en el que
los estudiantes Ilevan a cabo el primer contacto inicial con la nueva informacion fuera de las sesiones
de clase, y los alumnos dedican el tiempo de aula en actividades de creacién de un nivel superior
segun la taxonomia de Bloom (1956). El perfil bajo se centra principalmente en los dos niveles de
comprension que considera mas basicos (recordar y entender), mientras que el trabajo de las
categorias de taxonomia superiores es: aplicar, analizar, evaluar y crear. Este modelo se llama asi
porque invierte o “voltea” el disefio habitual de aula donde el tiempo de clase se utiliza generalmente
en la transferencia de informacion (habitualmente a traves de una metodologia expositiva, como si se
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tratase de asistir a una conferencia), mientras que la mayor parte las tareas de mayor dificultad se
llevan a cabo fuera del aula a través de “tareas para casa”. Los estudiantes utilizan el tiempo de los
periodos de docencia principalmente para la transferencia de informacion, generalmente escuchando
al profesor y tomando notas, y de vez en cuando, trabajando en grupo; mientras que fuera de la clase,
los estudiantes, por lo general, trabajan por su cuentay, tras recibir la informacion basica de las tareas,
deben realizar “deberes” de mas nivel. Mientras tanto, el papel del profesor es principalmente para
mediar en la transferencia de informacion en el aula y proponer cuestiones o preguntas a los
estudiantes que deberan realizar fuera de clase (para evaluar posteriormente el trabajo de cada
estudiante).

Emparejar tareas cognitivas a los contextos fisicos (explicaciones en el aula y realizar tareas fuera de
clase) puede presentar algunos problemas algunos estudiantes que no tienen ningun apoyo externo.
La metodologia “Flipped Classroom” propone que el alumnado tenga contacto con el contenido
teorico fuera de clase y asi, los estudiantes en el aula puedan trabajar en tareas de una complejidad
cognitiva superior siguiendo la orientacion activa del profesor.

Inicialmente se pretende valorar si la implantacion de la metodologia Flipped Classroom es apropiada
en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las propiedades de las funciones a través de las gréaficas
en Educacion Secundaria, estimar el grado de aceptacion por el alumnado y analizar los aprendizajes
producidos.

Se cree, por tanto, que este planteamiento puede facilitar el aprendizaje global y competencial, no
centrandose tanto en la transmisién acumulativa en el alumnado de datos sobre los contenidos que se
traten, sino en la comprension paulatina de los conceptos y la capacidad de trabajar en equipo sobre
los mismos. De este modo, se potencian las competencias socio-relacionales, la participaciéon en
proyectos comunes y se aumenta el grado de implicacion en las propuestas grupales en el aula de
Matematicas.

Tras la reflexion de una primera experimentacion exploratoria con alumnado de 4° ESO, se reformulé
dicho objetivo general de investigacion y se redactd con mas precision en los siguientes objetivos
especificos:

- O1.- Valorar la implantacién de una metodologia Flipped Classroom mixta siguiendo el
modelo de Talbert.

- 02.- Analizar el proceso de ensefianza-aprendizaje de asintotas a través de sus gréaficas
mediante dicha metodologia.

- 083.- Detectar las dificultades de los alumnos y la influencia del concepto de tendencia en el
proceso de comprensién del concepto de asintota.

- O4.- Descubrir posibles errores asociados o subyacentes al concepto de asintota.

Por un lado, se han sintetizado los resultados de las investigaciones precedentes (antecedentes) que
han fundamentado el trabajo de tesis y que se agrupan en los siguientes apartados:

- La metodologia “Flipped Classroom” Yy “Entornos virtuales de aprendizaje”, asi como
experiencias llevadas a cabo por diversos investigadores de referencia en el ambito educativo.

- Sistemas de representacion de conceptos matematicos.
- Resultados de investigaciones centradas en el aprendizaje del concepto de limite.
- Recopilacion de investigaciones sobre asintotas.

Por otro lado, se han analizado y utilizado los marcos tedrico y metodoldgico referenciales durante
toda la experimentacion que se describen a continuacion:
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- Teoriarelativa a los estadios de aprendizaje (semiotico, estructural y autdbnomo) segln Socas
(2007) desde la perspectiva del Enfoque Logico Semidtico (ELOS) que integra los diversos
campos de actividad de la practica educativa, centrandose en el Microsistema Educativo.

- Metodologia de Investigacion-Accion (Planificacion, Accion, Observacion, Analisis,
Reflexion y Reformulacion de Objetivos) como marcos de referencia para la puesta en accion
de los diferentes Ciclos de Investigacion.

Tras dicho estudio, se ha planificado, disefiado, desarrollado e implementado una propuesta didactica
relativa al proceso de ensefianza-aprendizaje de las tendencias asintoticas a partir de sus graficas en
Bachillerato, mediante una metodologia de aula invertida mixta y diversas metodologias activas en
las sesiones de docencia. El itinerario formativo innovador esta basado en estadios de aprendizaje.
guiados por videos inéditos creados con GeoGebra para tal fin apoyados en la concepcion del limite
a partir de la visualizacion grafica. También se han utilizado diversas plataformas virtuales: e-
ducativa, Moodle y EdPuzzle; ademas el material multimedia creado esta alojado en Vimeo, con
acceso publico para su posterior utilizacion por parte del profesorado que asi lo desee

Cabe destacar que la investigacion se realiz6 durante los siguientes cursos académicos y en diferentes
centros educativos, que se concretan a continuacion: 2014/15 (IES Condesa Eylo, Valladolid),
2015/16 (IES Recesvinto de Venta de Barfios, Palencia) y 2016/17 y 2017/18 (IES Maria Moliner de
Laguna de Duero, Valladolid).

Se ha recogido de toda la documentacion de la experimentacion que aporta informacion desde
diversas fuentes: (alumnado, profesorado, observadores externos), producciones orales y escritas,
grabaciones, test de conocimientos previos y test de valoracion final, principalmente. Posteriormente,
se ha llevado a cabo un analisis profundo y globalizado del proceso de ensefianza y aprendizaje de
las tendencias asintoticas en el alumnado de Bachillerato. A partir de todo ello, se han recabado las
conclusiones méas importantes en relacion a los objetivos generales anteriormente expuestos que, sin
duda, ayudara a futuros docentes a conocer y mejorar el proceso de ensefianza aprendizaje relativo al
blogue de contenido de funciones, en relacion con el proceso de limite y tendencias, y en especial, de
las tendencias asintotica funcionales.

A continuacion, se presentan brevemente las conclusiones obtenidas a partir de los objetivos
generales, que se enuncian nuevamente:

O1.- Valorar la implantacion de una metodologia Flipped Classroom mixta siguiendo el modelo
de Talbert.

En todos los ciclos se evalu la metodologia implementada, llevandose a cabo en el ciclo
exploratorio del curso académico 2014/15 una metodologia Flipped Classroom pura,
modificandose en los sucesivos ciclos a una metodologia Flipped Classroom mixta segun el
modelo de Talbert, ya que cierto sector del alumnado no visualizaba los videos en sus casas.

Tras la finalizacion de los diferentes ciclos de investigacion, se propuso al alumnado un
cuestionario final, segun escala Likert, para que valoraran globalmente la experimentacion. Se
trataba de un extenso recopilatorio sobre los siguientes apartados: el punto de partida, el grado de
implicacion personal en el proyecto, el grado de implicacion de los docentes, el desarrollo de la
actividad, la valoracion de los videos, segun su tematica, los resultados obtenidos y sobre la
experiencia. Globalmente la valoracién fue muy positiva, aunque merece especial atencion un
pequefio sector del alumnado que se muestra reticente a los cambios, aunque valora positivamente
la experiencia de innovacién educativa.

02.- Analizar el proceso de ensefianza-aprendizaje de asintotas a través de sus graficas mediante
dicha metodologia.
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Para estructurar el andlisis de dicho proceso de ensefianza-aprendizaje, se ha categorizado el
andlisis en diferentes apartados segun los siguientes topicos: conceptos basicos subyacentes,
infinito, verbalizacion, matematicas emocionales, creatividad y falsas imagenes conceptuales.

Ciertos alumnos no son capaces de abstraer propiedades globales de familias de funciones, ni
incluso la propiedad de que toda funcién lineal pasa por el origen de coordenadas; incluso, varios
alumnos no llegan a interiorizar el significado correcto de los elementos y conceptos matematicos
propios de las funciones, imprescindible para potenciar la comprension de las propiedades y
relaciones entre los mismos. También se debe sefialar que cierto sector del alumnado no
diferencia el concepto abstracto de funcidén con una representacion concreta de la misma, no
dominando los referentes (signo, objeto y significado) y las relaciones entre dichos referentes
(signo-significado, signo-objeto y objeto-significado) segun el marco de Peirce (1987). Otra gran
dificultad de comprension, presente en todos los ciclos, ha sido el valorar la relacion entre las
tendencias conjuntas de las dos variables. Se observa que el aprendizaje significativo se
fundamenta en la aprehensién de la covariacion (Leinhardt Zaslavsky, & Stein, 1990) o
coordinacion de lo que ocurre con las dos variables a la vez. En cualquiera de las representaciones
de las tendencias asintoticas, se observa que una determinada relacion de dependencia entre las
dos variables caracteriza al objeto matematico, donde el cambio de una variable esta relacionado
con el cambio de la otra. Es decir, todos los conceptos tienen asociada la idea de dependencia
funcional, que no es sencilla, y, como sefialan Dolores (2004) y Dolores y Cuevas (2007), es una
de las causas que provocan mas errores en los alumnos, lo que sin duda indica el grado de
dificultad de aprendizaje del concepto de funcion, sus propiedades y, en especial, las tendencias
asintdticas. Por tanto, el aprendizaje de estos conceptos, contribuye al desarrollo del
razonamiento covariacional (Dolores y Cuevas 2007), en concreto, se cree que el disefio del
proceso de ensefianza por estadios facilita la interpretacion covariacional de los conceptos,
porque manifiesta la relacion de dependencia entre las variables a través de diferentes
representaciones (Pecharroman, 2009).

03.- Detectar las dificultades de los alumnos y la influencia del concepto de tendencia en el
proceso de comprension del concepto de asintota.

Kilpatrick (1998) indica que el aprendizaje de un concepto es la culminacién de los aprendizajes
de los procesos subyacentes, y no son pocos los que conducen al concepto de asintota, pero son
fundamentales el de funcién y el de limite. Por ello, el concepto de tendencia juega un papel
decisivo en el proceso de comprension de las tendencias asintoticas. A lo largo de la
experimentacién se ha percibido un gran avance en la comprension de la identificacion y
discriminacion entre aproximacion y tendencia numérica, inicialmente la mayoria del alumnado
optaba por la focalizacion en el acercamiento, pero posteriormente, se van centrando mas en que
las aproximaciones son mejores que cualquier aproximacion, por criterios métricos o por la
opcién centrada en la tendencia como mejor aproximacién y aportaciones subjetivas que las
diferencian. Sin embargo, cierto sector, muy reducido, considera aproximacion y tendencia como
sinbnimos, otros, segregan erroneamente entre tendencia limitada a puntos y aproximacion
restringida a rectas, posiblemente porque asocian el estudio de tendencias con el calculo de
limites cuya busqueda es un valor y en la representacion de funciones se ha trabajado la
aproximacion de las curvas a rectas cuando habia comportamientos asintdticos. Otro pequefio
colectivo continda incidiendo prioritariamente en las sucesiones crecientes, pero paralelamente,
convive en todos ellos un acercamiento hacia la unicidad de la tendencia, y por extension,
también al limite. En general, identifican la aproximacion y tendencia sobre la curvay, se reduce
el numero de los que verdaderamente los discriminan y, salvo excepciones, visualizan dicha
situacion cuando se centra en la tendencia asociada a las abscisas de los puntos que tienden a otro
punto; por lo que se pone en evidencia que es mas sencillo para ellos interpretar las tendencias a
través del propio punto que a través de sus abscisas. A pesar de la mejora significativa, no se
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puede despreciar cierto sector del alumnado que, por confusidén u omision, no interioriza que la
tendencia mejora cualquier aproximacion prefijada; se puede decir que es el aspecto méas
complicado de comprender para el alumnado. Categorizan la tendencia finita por: Finitud (F),
Dinamismo (D), Rebasamiento (R), Inalcanzabilidad (I) y/o Aproximacién optima (A).
Visualizando mayoritariamente la finitud y el dinamismo, la diferencia esta en que algunos de
ellos consideran la alcanzabilidad o no de dicha tendencia. La combinacion que mas se repite es
la del dinamismo inalcanzable finito (D-I-F) seguida de dinamismo finito con llegada o
rebasamiento (D-F-R). Sin embargo, el hecho de afirmarlo categéricamente, indica que los
alumnos no ven la posibilidad de que no ocurra. La comprensién de la tendencia hacia infinito
de un punto de la gréfica se puede agrupar en tres categorias segun lo relacionan con: verbos que
indican movimiento, accion de alejamiento y accion de superacion. Se manifiesta dualidad entre
tendencia finita a “un punto concreto conocido y determinado” frente la tendencia infinita como
“algo desconocido, indeterminado, sin fin y que no acaba”. Se va incorporando en el lenguaje
del alumnado expresiones del tipo “tiende a infinito y supera a cualquier punto”, por tanto, la
docencia que se ha llevado a cabo si que produce una evolucion positiva en el tiempo respecto a
la comprension de la identificacion y la discriminacion, inicialmente sobre el eje de abscisas y
mejorada sobre la curva. La comprension del infinito negativo suscita mas dificultades, pudiendo
haber una situacién de economia linguistica que pretende unificar y simplificar el discurso ante
el infinito como un concepto global, no discriminando signo alguno.

Para conocer el nivel de comprension y el grado de avance del alumnado respecto a dicho proceso
de ensefianza-aprendizaje, se ha pedido sistematicamente al alumnado la verbalizacion en el aula,
hecho que no es tan habitual en la docencia diaria, debido a multiples causas espacio-temporales
y a la utilizacion de ciertas metodologias que no lo potencia, en especial la expositiva, entre otras.
De este modo, se da la oportunidad a los estudiantes de hablar con sentido y escuchar, escribir,
leer y reflexionar sobre el contenido, ideas, problemas y preocupaciones de una materia
académica (Zayapragassarazan y Kumar, 2012, p.3), ya que fomenta el aprendizaje activo. Se ha
percibido que los razonamientos explicativos de la mayoria de los alumnos han sido superficiales
Las causas son multiples, y particulares en cada alumno; pero, se consideran las siguientes como
mas resefiables. Por un lado, la economia o pobreza linguistica provoca que a veces se omitan
palabras importantes o partes de la oracién, lo que dificulta tener todos los elementos de juicio
para valorar su grado de comprension y adquisicidén de conexiones entre conceptos y, por otro
lado, es constatable la falta de préctica de hablar en puablico, unido a la timidez o inseguridad
caracteristicos de la adolescencia, y mas remarcado en ciertos alumnos, acentta lo anteriormente
expuesto. A partir del anlisis y valoracion de las interesantes aportaciones de los alumnos, se
considera que las dificultades lingiisticas afectan a la comprension y formalizacion matematica
Socas (1997)

O4.- Descubrir posibles errores asociados o0 subyacentes al concepto de asintota.

Por ultimo, las dificultades y errores en el aprendizaje, pueden ser considerados como obstaculos
cognitivos de origen didactico, motivados por determinadas estrategias de ensefianza; como
obstaculos que tienen su origen en el analisis epistemoldgico del conocimiento matematico,
aunque en este caso, existen obstaculos desligados de la construccion del conocimiento
matematico en el contexto escolar (Socas 2007, 33) y como ausencia de significado, debida a la
complejidad de los objetos y procesos matematicos, o debida a las actitudes afectivas y
emocionales hacia las matematicas. Socas (2007) considera importantes y necesarios tanto el
diagnostico como tratamiento de los errores de los alumnos por su influencia en el aprendizaje
matematico subsiguiente. A partir de las diferentes fases de la experimentacion se han clasificado
los errores asociados 0 subyacentes al proceso de ensefianza-aprendizaje de las tendencias en
nueve categorias relacionados con aspectos: lexicos, notacionales, conceptuales, funcionales,
tendencias, tendencias asintéticas, asintotas horizontales, asintotas verticales y asintotas
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oblicuas. Algunos de los errores detectados aparecen en Ferndndez, Ortega y Pecharroman
(2018).

En este apartado, se describen las principales aportaciones de este trabajo de investigacion al proceso
de ensefianza-aprendizaje de los contenidos objeto de nuestro estudio y se sefialan algunos aspectos
de las mismas que pudieran ser tenidos en cuenta en el desarrollo de otras investigaciones:

Una metodologia Flipped Classroom mixta siguiendo el modelo de Talbert y su valoracion
desde diferentes ambitos que aporta informacion relativa de sus nuevas posibilidades. Los
resultados globalizados muestran claramente que la utilizacion de esta herramienta
metodoldgica constituye un elemento motivador para el aprendizaje y que tiene multitud de
potencialidades, tanto en el &mbito educativo, como en el formativo u organizativo.

Una relacion categorizada de errores asociados o subyacentes relacionados con el proceso de
comprension de la tendencia asintética. Estos errores detectan las dificultades de los alumnos
en el aprendizaje de los conceptos tratados. Dicha relacion categorizada es una ayuda para
focalizar la planificacion de futuras intervenciones en el aula a fin de subsanar que dichos
elementos puedan provocar barreras en los avances de algunos alumnos. Dicha clasificacion
tiene un caracter orientativo y propedéutico susceptible de ser ampliado.

Tener conocimiento de las posibles limitaciones desde la mente del aprendiz da informacion
al instructor para facilitar el progreso con éxito, en la medida de las posibilidades de cada
sujeto individual. Toda informacion accesible al docente le aportard herramientas de
diagndstico valorativo y aspectos a incidir en su préctica docente con la finalidad de fomentar
la mejora del proceso de ensefianza y aprendizaje del alumnado

El disefio, ejecucién, descripcion, andlisis y valoracion de una propuesta metodoldgica
innovadora para el proceso de ensefianza-aprendizaje de las asintotas, habiéndose utilizado
diferentes entornos virtuales interactivos: plataformas educativas, Moodle, eDPuzzle,
Vimeo... lo que traslada el aprendizaje mas all4 del aula.

Videos originales e inéditos que estan a disposiciéon de la comunidad educativa. Se puede
acceder a ellos de dos formas. Por un lado, se encuentran alojados dichos videos generados
en la presente tesis en la plataforma Vimeo teniéndose acceso publico en la siguiente URL.:
https://vimeo.com/manage/videos. Por otro lado, también se ha creado un “aula de acceso
libre” en la plataforma EdPuzzle para poder visualizar todos los videos y realizar tareas para
guiar el proceso de ensefianza-aprendizaje. Para poder acceder es necesario identificarse,
dandose de alta en dicha plataforma gratuita a partir de un correo electrénico e introducir una
clave.

La aportacién de dicho material multimedia y su facil acceso ha facilitado el acercamiento a
la comprension de conceptos y procesos matematicos abstractos desde diferentes visiones y
posibilidades. Ademas, la utilizacion de medios tecnoldgicos apropiados ha facilitado la
representacion grafica dindmica de las funciones, la percepcion de sus caracteristicas, la
posibilidad de combinar diferentes dpticas; en especial, se sefiala al programa GeoGebra, la
Pizarra Digital Interactiva y diversas animaciones accesibles en la red.

Una propuesta didactica basada en la investigacion con aportaciones de las TIC (Tecnologias
de la Informacion y la Comunicacion) aplicadas a un entorno educativo convirtiéndose en
TAC (Tecnologias del Aprendizaje y el Conocimiento). Dichos avances tecnoldgicos,
cientificos y de la informacion, aplicados al campo de la educacion se consideran que
fomentan el desarrollo intelectual y las funciones cognitivas favoreciendo la consecucién de
los objetivos generales de cada etapa educativa; y en especial, en el area de Matematicas.
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Si se desea profundizar en este campo, se puede acceder al texto completo de la tesis en el siguiente
enlace del repositorio documental de la Uva https://uvadoc.uva.es/handle/10324/40240
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SITUACIONES DE APRENDIZAJE,
SITUACIONES PARA APRENDER MATEMATICAS

Maria de los Angeles Gil Blanco ES Hermanos D’Elhuyar

Resumen

ElI RD 217/2022, de 29 de marzo, por el que se establece la ordenacion y las ensefianzas minimas de
la Educacion Secundaria Obligatoria define situaciones de aprendizaje como situaciones y
actividades que implican el despliegue por parte del alumnado de actuaciones asociadas a
competencias clave y competencias especificas y que contribuyen a la adquisicion y desarrollo de las
mismas. Ademas, indica que las situaciones de aprendizaje permiten trabajar de manera que los
saberes béasicos contribuyan a la adquisicion de las competencias. Para ello, deben plantearse, a
partir de un objetivo claro, estar conectadas con la realidad e invitar al alumnado a la reflexion y a
la colaboracion. En esta comunicacion se pretende analizar los distintos elementos que puede
contener una situacion de aprendizaje y mostrar ideas para 1° de ESO.

Palabras clave: situaciones de aprendizaje, matematicas, secundaria.

¢ Qué son las situaciones de aprendizaje?

El concepto de situacion de aprendizaje no es nuevo en la legislacion educativa ya que en el
preambulo tanto del Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, por el que se establece el curriculo
béasico de la Educacion Primaria como en el del Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el
que se establece el curriculo bésico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, se
indicaba:

El rol del docente es fundamental, pues debe ser capaz de disefiar tareas o situaciones de aprendizaje
que posibiliten la resolucion de problemas, la aplicacién de los conocimientos aprendidos y la
promocion de la actividad de los estudiantes.

Aunque posteriormente no se desarrollaba en el articulado de sendos reales decretos.

En el articulo correspondiente a las definiciones de los actuales reales decretos' por los que se
establece la ordenacién y las ensefianzas minimas de las distintas etapas educativas (Infantil, Primaria,
ESO y Bachillerato) se indica:

Situaciones de aprendizaje: situaciones y actividades que implican el despliegue por parte del
alumnado de actuaciones asociadas a competencias clave y competencias especificas, y que
contribuyen a la adquisicion y desarrollo de las mismas.

Ademas, se muestran diversas referencias en los articulados correspondientes y en todos se incluye
un anexo desarrollando el concepto.

i Real Decreto 95/2022, de 1 de febrero, por el que se establece la ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion
Infantil.

Real Decreto 157/2022, de 1 de marzo, por el que se establecen la ordenacién y las ensefianzas minimas de la Educacion
Primaria.

Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo, por el que se establece la ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion
Secundaria Obligatoria.

Real Decreto 243/2022, de 5 de abril, por el que se establecen la ordenacion y las ensefianzas minimas del Bachillerato.
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Este término esta siendo controvertido por no quedar demasiada clara su definicion y algunas
administraciones educativas lo estan regulando en sus respectivas normativas autondémicas.

Por tanto, de la actual normativa se extrae que las caracteristicas principales de las situaciones de
aprendizaje son:

Contextualizadas. Buscan conectar y aplicar lo aprendido en contextos cercanos a la vida real.
Parten de los conocimientos previos y experiencias reales del alumnado.

Compuestas por tareas complejas, con objetivos claros y precisos que integren diversos
saberes basicos.

Se ajustan a las necesidades, caracteristicas y diferentes ritmos de aprendizaje del alumnado.

Deben proponer tareas que favorezcan diferentes agrupamientos y que promuevan el trabajo
autdbnomo, cooperativo y responsable.

Por tanto, las situaciones de aprendizajes son el ultimo nivel de concrecién del curriculo donde se
concretan en la practica las intenciones educativas planificadas.
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AT "

Figura 1. Situaciones de aprendizaje. Fuente: MEFP

En la normativa estatal no se establece ningun modelo prescriptivo para su elaboracion por lo que
podra escogerse aquel que se estime mas conveniente siempre que, con la correspondiente reflexion
o valoracién de la situacion de aprendizaje y de la practica docente, recoja los elementos marcados
anteriormente:

Datos identificativos.

Titulo, curso, areas o materias implicadas, justificacidn de la propuesta, aprendizajes que se
quieren conseguir, planteamiento del producto final y su temporalizacion.

Conexion con los elementos curriculares.

Relacion con distintos elementos del curriculo: objetivos, competencias clave y competencias
especificas, criterios de evaluacion y saberes basicos.

Metodologia que favorezca la inclusion educativa a través del Disefio Universal para el
Aprendizaje (DUA).

Seleccion de distintos métodos, técnicas o estrategias didacticas enfocadas en el alumnado
como agente y reflejando la atencién a la diversidad

Secuencia competencial.
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Descripcion de las distintas tareas o productos intermedios que permitan desarrollar el
producto final detallando los recursos necesarios y alineados con los principios DUA.

e Evaluacion de los aprendizajes.
Descripcidn de las técnicas e instrumentos para evaluar los aprendizajes.

Dentro de los criterios que es conveniente tener en cuenta para el disefio de las situaciones de
aprendizaje hay que destacar la vinculacion con los principales desafios para siglo XXI y que esté
alineada con las competencias clave y las competencias especificas de cada area o materia.

Principales desafios educativos para el siglo XXI
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manera pacifica. sus causas complejas |  proyecto colectivo.

Figura 2. Principales desafios educativos para el siglo XXI. Fuente: MEFP

Ademas, en la secuenciacion de las tareas se identificaran e incluiran los principios DUA,
contemplando multiples formas de representacion, de accion o expresion del aprendizaje e
implicacion del alumnado.

DISENO UNIVERSAL PARA EL APRENDIZAJE. Principios y pautas. CAST.2018. Traduccién EDUCADUA (educadua.es)
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Figura 3. Principios y pautas para el DUA. Fuente: educadua.es
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Situaciones para aprender Matematicas

¢Como aterrizar y concretar todo lo anterior en Matematicas? La respuesta no es sencilla pero bajo
mi punto de vista se centraria en pasar de situaciones de aprendizaje a situaciones para el aprendizaje
proponiendo un enfoque competencial mas que uUnicamente un enfoque en los contenidos, y
empleando metodologias activas.

La primera actividad de una situacion de aprendizaje cuando se presenta al alumnado incluird una
exposicion general explicando en qué consiste, qué va a aprender, cOmo se va a desarrollar y como
se va a evaluar. A continuacion es importante que formulemos un pequefio reto o una pregunta clave
de caracter real y relacionado con su entorno cercano. Servird para que el estudiante se sienta
identificado e involucrado de una forma més directa y, por tanto, mas motivado.

Se muestran a continuacion algunas ideas de situaciones reales que generan una pregunta inicial y
que podrian introducir situaciones de aprendizaje en 1° de ESO:

e Un tuit viral obtenido en la red social Twitter con la afirmacién de un famoso youtuber:
“¢Estas de acuerdo con la afirmacion de El Rubius?”

elrubius @
@Rubiub

Ningun experto en geometria va a cambiar mi opinion:
si cortas un sandwich diagonalmente tienes mas
cantidad de sandwich.

3:46 p. m. - 8 jun. 2022 - Twitter for iPhone
9.235 Retweets  1.082 Tweets citados  198,6 mil Me gusta

Figura 4. Corte de un sandwich

e Un tuit de la profesora Lola Morales sobre una rampa en un parque genera varias preguntas
iniciales: “Si vas en silla de ruedas, ;es facil subir esa rampa?”, ““; Y con la bici o los patines?”
o “;Te has fijado si hay barreras arquitectonicas para llegar al instituto?” y “;Las hay dentro
del centro?”

Lola Morales
@lolamenting
-Ya me dirds ti a mi para qué me va a servir la tangente

de un angulo -dijo quiza un concejal de urbanismo a un
vecino en silla de ruedas.

Figura 5. Rampa en la ciudad. Fuente: Twitter.com
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e Un folleto publicitario con ofertas de diferentes comercios: “;Es lo mismo 2x1 que descuento
del 50%?” o “gJCuél es para ti la mejor oferta?”

,,23 unidad

~70%

ala unidad

Con todos los medios de pago
b ;", fobae.com

Figura 6. Folleto publicitario. Fuente: Infobae.com

e Un gazapo en television: “;Qué observas en el grafico de barras?”

N EI IPC desciende al 7,3 % en la tercera bajada consecuiiva del indicador

Figura 7. Evolucién del IPC

Las situaciones de aprendizaje que abordemos deberian guardar una estrecha relacién con los saberes
béasicos indicados en el curriculo para aprenderlos en escenarios lo méas reales posibles y transferirlos
a la resolucion de otros problemas de su entorno ya sea cotidiano o académico.

Por tanto, a la vez que pensamos la pregunta inicial vamos también considerando cual seré el producto
final teniendo en mente qué quiero que aprendan mas que qué quiero ensefiar. Es fundamental hacer
(buenas) preguntas y hacer que se hagan (buenas) preguntas, ofrecer distintas opciones para captar su
interés, que piensen y busquen soluciones, trabajando en equipo y que sean capaces de comunicar
tanto la solucion como el procedimiento que les ha llevado a ella.

¢Cdémo conseguirlo? Generando tareas ricas, de perfil bajo y suelo alto; tareas auténticas, relevantes
y cargadas de significado para el alumnado.

Ademas, es importante que tengan que exponerlo para que, con las matematicas como hilo conductor,
aprendan a hablar y a expresarse en publico.

Y todo ello con un seguimiento y evaluacién (y no necesariamente calificacion) del trabajo que van
realizando hasta llegar al producto final, con una retroalimentacion que facilite los aprendizajes y asi
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poder obtener una informacion valiosa para adoptar las decisiones educativas mas adecuadas para
que el alumnado pueda presentar un producto final acorde con las caracteristicas correspondientes.

Una vez analizadas las caracteristicas de las situaciones de aprendizaje y como reflexion final tenemos
dos visiones, la primera, similar a la paradoja del Gatopardo, “cambiar todo para que nada cambie” y
la segunda, la indicada en la letra de la cancion de Mercedes Sosa, “Cambia lo superficial, cambia
también lo profundo, cambia el modo de pensar, cambia todo en este mundo”. Los docentes podemos
decidir cual es nuestra opcidn teniendo siempre en mente a nuestro alumnado y cual es la mejor forma
de que adquiera, desde las Matematicas, los aprendizajes competenciales que contribuyan a su
formacion como ciudadanos y ciudadanas, miembros activos de una sociedad democratica.

Referencias.
Martin, E. y Coll, C. (2021). Situaciones de aprendizaje. SM Thrivu (www.thrivu.grupo-sm.com).
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MATEMATICAS CON MAYUSCULAS. NUEVO CURRICULO,
NUEVAS OPORTUNIDADES.

Sonsoles Blazquez Martin?
8lES Pio del Rio Hortega (Portillo, Valladolid)

Resumen

La LOMLOE puede parecer otra ley educativa mas, una ley que pretende corregir las deficiencias
de la LOMCE. En ésta se reformulaban las competencias introducidas por primera vez en la ley
anterior, la LOE. Las competencias vinieron para quedarse, pero en todo este tiempo no hemos sido
capaces de integrarlas adecuadamente en la ensefianza de nuestra materia, el disefio curricular no
lo ha favorecido. Un analisis profundo del nuevo curriculo de matematicas nos abre una nueva e
interesante perspectiva que nos permitira disefiar actividades competenciales para que el alumnado
aprenda y utilice las MATEMATICAS, con mayusculas: que resuelva problemas, razone, haga
conexiones, represente y comunique, ademas de cambiar su vision sobre la materia. El objetivo de
esta conferencia es mostrar esa perspectiva y poner algunos ejemplos de tareas adaptadas a este
nuevo marco legislativo en los diferentes niveles.

Palabras clave: curriculo, LOMLOE, matematicas.

INTRODUCCION
El problema

Nos enfrentamos a una ley educativa mas, la cuarta en los Gltimos 20 afios. Las leyes se suceden una
tras otra segun se suceden los gobiernos, siempre provocadas por una falta de consenso educativo,
consenso que llevamos afios reclamando los docentes. EI cambio curricular que trae consigo esta
nueva ley, ademas, se ha introducido “a calzador” cuando el curso ya se habia iniciado. Se ha
comenzado a organizar los centros sin tener el curriculo de la Comunidad Auténoma aprobado,
inmersos en controversias politicas que padecen finalmente alumnado, profesorado y familias,
informacion sesgada en los medios de comunicacion, destacando aspectos que pueden generar
polémica fuera de contexto. Todo ello lleva al malestar del profesorado e incluso al rechazo a las
exigencias de la nueva ley. Pero lo cierto es que esta ley supone, pese a todas las dificultades con las
que ya se enfrenta dia a dia el profesorado, una oportunidad para cambiar, para mejorar la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas.

¢ Necesitamos un nuevo curriculo?

En el XIV Congreso Regional de la Asociacion “Miguel de Guzman” celebrado en Ledn en 2018, se
presentd una comunicacion titulada “El necesario cambio curricular y metodologico” (Blazquez, S.,
Del Rio, P., 2018), que resumia el trabajo de un equipo formado por profesorado de la sede de
Valladolid de la Asociacion, preocupados por hacer mas racional el curriculo y mejorar la
metodologia de cara a favorecer la investigacion y la resolucion de problemas. Entonces se pedia un
cambio curricular y ese cambio ha llegado. Para ver la necesidad de un nuevo curriculo es
imprescindible hacer un analisis de los puntos débiles del anterior, del curriculo LOMCE.
Seguramente gran parte del profesorado comparta esta valoracion:

o Excesiva cantidad de contenidos: se reconoce que el curriculo se basa en la adquisicion de
contenidos, que son inabarcables y repetitivos.
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o No ha sido posible integrar adecuadamente las competencias clave en la ensefianza de las
materias. Un curriculo organizado por materias como el nuestro dificulta esa
transversalidad.

o Falta coordinacién y coherencia entre las materias en los distintos niveles educativos.

o La definicion tan concreta de contenidos en la LOMCE no permite actualizar los mismos
segun evoluciona la sociedad. Se siguen manteniendo los contenidos del siglo pasado, sin
plantear su utilidad en la sociedad actual.

Todos estos puntos débiles se describen en un documento base publicado por el ministerio de
educacion en noviembre de 2020, “La reforma del curriculo en el marco de la LOMLOE”*® . Vistos
los puntos débiles, se analizan las soluciones que aporta el nuevo curriculo.

¢A QUIEN SE LE HA OCURRIDO TODO ESTO?

Para entender de dénde surgen muchas de las ideas del curriculo se remite al lector al documento del
CEMat “Bases para la elaboracion de un curriculo en enseflanza no universitaria” (Calvo et al., 2021).
En el CEMat (Comité Espafiol de Matematicas) estan representadas todas las entidades relacionadas
con las matematicas, su investigacion y su ensefianza. EI documento fue elaborado con el fin de guiar
la elaboracion del nuevo curriculo y, afortunadamente, el Ministerio lo tom6 como referencia. Es de
destacar una parte del documento, que no se plasmo6 en el curriculo, referida a los aspectos
curriculares que requieren menos y mas atencion. Por ejemplo, en los contenidos sobre medida, se
habla de enfatizar la manipulacién, seleccionar unidades y estimar en Infantil y Primaria, mientras
que en Secundaria se enfatiza la elaboracion de modelos, la resolucion de problemas que implican
trabajar con el espacio, la forma o el cambio, la visualizacion a través de objetos fisicos y también a
través de la tecnologia, asi como las conexiones entre geometria sintética y analitica. En Bachillerato,
ademas, se da importancia al razonamiento y la demostracion desde la experimentacion. Por el
contrario, lo que merece menos atencion en este apartado es aquello a lo que se dedica mas tiempo
habitualmente: reducir todos los problemas a célculos de perimetros, areas y volimenes mediante
férmulas, cambios de unidades repetitivos, calculo de limites, derivadas o primitivas poco habituales
0 estudiar propiedades para representar funciones cuando hay multitud de herramientas que
representan funciones en segundos (incluso el buscador Google). Las ideas principales del
documento, ideas que impregnan el curriculo de matematicas de la LOMLOE, se resumen a
continuacion:

e Importancia de los procesos de matematizacion.

e EIl marco teorico de Pisa ofrece una descripcion del significado de competencia matematica
basada en las siguientes subcompetencias: plantear y resolver problemas, construir modelos,
razonar matematicamente, representar entidades matematicas, manejo de simbolos
matematicos y formalismos, comunicar en, con y acerca de las matematicas y uso de recursos
y herramientas.

e Grandes ideas matematicas, como patrones, modelo, relaciones, transformaciones,
incertidumbre o magnitud, entre otras, para organizar los contenidos.

e Contenidos (saberes) agrupados en sentidos: algebraico, espacial, estocastico, medida,
numérico.

e Importancia del aporte de las matematicas al desarrollo de la humanidad.

19 https://curriculo.educacion.es/wp-content/uploads/2020/11/DOCUMENTO-BASE-
CURRICULO-MEFP-NOV-2020.pdf
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e Resolucion de problemas como eje metodoldgico.
e Pensamiento computacional (no solo uso de herramientas tecnoldgicas).

Todas estas ideas son comunes a todos los niveles desde Infantil a Bachillerato, y todas ellas se han
materializado en la elaboracion de los curriculos, exceptuando el curriculo de Infantil.

LAS COMPETENCIAS EN MATEMATICAS

Como ya se ha sefialado, uno de los problemas del curriculo anterior era el desarrollo y evaluacion
de las competencias clave en un curriculo organizado en areas o materias. En este apartado se expone
la solucion aportada por la LOMLOE. Hay que sefialar que las competencias clave se redefinen (por
ejemplo, la competencia matematica y cientifica se fusiona con la tecnoldgica para formar la STEM)
y se concretan en una serie de descriptores, que en la ESO se denominan perfil de salida.

La solucién al problema de las competencias pasa por definir nuevas competencias asociadas a cada
materia, las competencias especificas, que a su vez estan relacionadas con los descriptores de las
competencias clave, a través del mapa de relaciones competenciales. Las competencias especificas
se evaluan tomando como referentes los criterios de evaluacion. Es un cambio sustancial el hecho de
que los criterios de evaluacion se refieran a las competencias y no a los contenidos. En nuestra
Comunidad, ademas, se han relacionado estos criterios de evaluacién de las competencias especificas
con los descriptores, en lo que se llama mapa de relaciones criteriales. De esta manera, evaluar o
calificar las competencias especificas lleva consigo evaluar o calificar las competencias clave a traves
de esas relaciones. De ahi la importancia de profundizar en el conocimiento de las competencias
especificas, ya que son estas competencias las se van a trabajar y evaluar a lo largo del proceso de
ensefianza aprendizaje. Es el primer paso para hacer un cambio real en el curriculo.

Las competencias especificas de matematicas se organizan en cinco grupos de competencias, el
numero de competencias de cada grupo (una o dos) depende del nivel educativo, pero los grupos son
comunes a todos los niveles. La resolucién de problemas tiene que ver directamente con ese proceso
de matematizacion que describia el documento base. Contempla dos competencias, una relacionada
con la interpretacion de situaciones y resolucion de problemas reales o propios de la matematica, y
otra relacionada con el andlisis de la solucion de dichos problemas (figura 1).
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Total: 14-13-12=218Y cajas

Figura 53. Competencias de Resolucién de problemas.

El bloque de razonamiento y prueba contempla también dos competencias, una que tiene que ver
directamente con la formulacién, comprobacion o investigacion de conjeturas utilizando el
razonamiento o el planteamiento de problemas, y otra que se refiere al pensamiento computacional
como estrategia de razonamiento (Figura 2).
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Figura 2. Competencias de Razonamiento y légica

El bloque de conexiones hace referencia a las relaciones dentro de la matematica, por un lado, y de
las matematicas con otras materias y con la vida cotidiana, por otro. Esas conexiones son importantes
en el proceso de resolucién de problemas y en la busqueda de modelos matematicos (Figura 3).
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Figura 3. Competencias de Conexiones.

El bloque de comunicacion y representacion distingue, por un lado, la representacion de ideas
matematicas desde distintos puntos de vista y, por otro, la comunicacion de dichas ideas usando un
lenguaje apropiado y una terminologia matematica adecuada a la madurez del alumnado (Figura 4).
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Figura 4. Competencias de Comunicacién y Representacion.

Por altimo, el bloque socioafectivo, contempla una competencia individual, relacionada con gestion
de emociones, aceptacion del error como motor de aprendizaje y mejora de la perseverancia y la

actitud ante las matematicas, y otra competencia grupal, relacionada con las destrezas sociales y el
trabajo en equipo (Figura 5).
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CONTENIDOS VS SABERES

Una vez que se ha expuesto en qué consisten las competencias especificas, el siguiente paso es
analizar otro de los componentes del curriculo, que ha cambiado su papel en el mismo. Los contenidos
en el curriculo LOMLOE se enuncian en forma de saberes basicos y, aunque pueda parecer que pasan
a un segundo plano porque no se evaltuan directamente, ya que son las competencias las que se
evallan a traves de los criterios, realmente constituyen las herramientas para desarrollar dichas
competencias, por lo que son imprescindibles para el desarrollo de estas.

Aunque en el curriculo de esta Comunidad se han concretado muchos de los contenidos que aparecian
en los Reales Decretos, se ha pretendido mantener cierta generalidad para facilitar asi su adaptacion.
Por ejemplo, se ha concretado el uso de las variables para clarificar “Variables: asociacion de
expresiones simbolicas al contexto del problema y diferentes usos (como incognita en ecuaciones,
inecuaciones y sistemas, indeterminada en patrones e identidades, para expresar cantidades que varian
en féormulas y funciones elementales y como constantes o pardmetros en modelos funcionales)” pero
se ha dejado maés abierto el apartado de operaciones con nimeros reales “Operaciones con nimeros
reales en la resolucion de situaciones contextualizadas”, donde cabria todo tipo de operaciones,
incluidas las operaciones con radicales. Ahora bien, incluir o no un contenido, como puede ser el de
las operaciones con radicales, supone plantear si dicho contenido tiene cabida para resolver problemas
contextualizados, ya sean contextos reales o matematicos. Si algun contenido no es util para
desarrollar alguna de las competencias, no tiene cabida en las tareas de aprendizaje que se disefien.

En Matematicas, los contenidos se organizan en sentidos, que sustituyen a los bloques que
tradicionalmente aparecian en los curriculos. No es s6lo un cambio de denominacion, la agrupacion
de los contenidos es diferente. Esta idea de aprender matematicas con sentido, de desarrollar los
sentidos matematicos, enfatiza el aspecto competencial de los saberes. Se trata de ensefiar una
matematica funcional en la que los distintos contenidos se usan para resolver problemas. Es muy
importante el hecho de que los sentidos sean los mismos para todas las etapas educativas, lo que le
da coherencia a todo el curriculo.

Cada sentido, ademas, contempla grandes ideas matematicas que los organizan (Figura 6). No todas
las grandes ideas estan en todos los cursos y niveles. Se ha pretendido distribuir los contenidos de
manera que no se repitan los mismos contenidos en cursos diferentes. Por ejemplo, la idea de
incertidumbre no aparece en primero de ESO, donde, de hecho, se ha preferido no trabajar contenidos
relacionados con el sentido estocastico, para centrarse en los sentidos numérico, de la medida y
espacial.
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SABERES: LAS GRANDES IDEAS

@ Sentido espacial:

1. Formas geométricas de dos y tres dimensiones
2. Localizacion y sistemas de representaccion
Sentido numérico: 3. Movimientos y transformaciones
1. Conteo 4. Viisualizacion, razonamiento y-modelizacion geométrica

2. (antidad

3. Sentido de las operaciones &59"“‘10 dela medjda:
4. Relaciones 1. Magnitud

2. Medicidn
3-Cambio
4. Estimacidn y relaciones

Sentido estocdstico:

1. Organizacidn y andlisis de datos
Sentido algebraico y pensamiento computacional: 2. Distribuciones
1. Patrones 3. Inferencia

2. Modelo matemdtico 4. Predictibilidad @‘incertidumbre
3. Variable

4. lgualdad y desigualdad @Senudosiusmou?nalz ‘W :
5. Relaciones y fnciones . Creencias, actitudes y emociones.

: . 2. Trabdjo en equipo y toma de decisiones
6. Pensamiento computacional A T
3. Inclusidn, respeto y diversidad

5. Razonamiento proporcional

6. Educacion financiera

Figura 6. Los sentidos y las grandes ideas matematicas.

El pensamiento computacional es una novedad en el curriculo, aunque aparece en el documento de
bases. Es un error vincular el pensamiento computacional a la programacién sin mas o al uso de
ordenadores. Hay multitud de actividades de las llamadas “desenchufadas”, en las que se trabaja ese
tipo de pensamiento. Por ejemplo, la que se muestra en la Figura 7, extraida de modelos de pruebas
francesas para la titulaciéon de secundaria.

Un programa tiene las siguientes instrucciones sobre una cuadricula 3x3
A: Pinta de negro el cuadrado central
B: Pinta de negro las esquinas superior derecha e inferior izquierda
C: Pinta de negro la casilla del medio de la izquierda y la casilla del medio de la derecha
E: Invierte los colores: Las casillas negras se vuelven blancas y las blancas negras

a) Dibuja el resultado de las siguientes instrucciones: ACE BCEC

b) Escribe las instrucciones que lleven a pintar:

"

) Busca una instruccién mas corta aue CAFA aue te lleve al mismo resultado

Figura 7. Actividad de pensamiento computacional.

El sentido socioemocional no se guia obviamente de ideas propias de las matematicas, sino que
contextualiza ideas relacionadas con las emociones en el aprendizaje matematico.

Algunas de estas grandes ideas merecen una reflexion para valorar en qué medida pueden impregnar
el aprendizaje de las matematicas a lo largo de todas las etapas. Por ejemplo, la idea de las relaciones
entre las operaciones: entender que la multiplicacion y la division son operaciones inversas significa
comprender la relacion entre maltiplos y divisores, pero también comprender que, en problemas de
porcentajes, si se multiplica por el indice de variacion para calcular una cantidad final, se dividira
para hallar la inicial. Otra idea interesante es la del estudio de variaciones funcionales, que tiene que
ver mas con la idea de medida que con el aspecto algebraico del estudio funcional. Asi, no hay un
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bloque de funciones, sino grandes ideas relacionadas con el concepto de funcion. De la misma
manera, la idea de probabilidad va a aparecer en varios sentidos, puesto que tiene que ver con la idea
de incertidumbre, pero también con la de medida de esa incertidumbre. Esta interrelacion entre los
conceptos matematicos y las grandes ideas se puede observar en otros muchos ejemplos. El conteo
aparece como una gran idea relacionada con otras como la combinatoria, asociada al niumero de
elementos de sucesos aleatorios, pero igualmente aparece en la multiplicacién como estrategia para
contar objetos dispuestos en forma de rectangulo. El sentido espacial se centra en el estudio de las
figuras geométricas y sus relaciones y, aunque se relacione con el sentido de la medida, en cuanto
que éste se focalizard en la medida de magnitudes asociadas a las figuras, es un sentido diferente que
se debe desarrollar y que habitualmente ha sido poco atendido. Por ultimo, hay que sefialar que,
aunque los elementos socioafectivos no son sélo propios de la labor matematica, son muy importantes
en aspectos como la resolucidn de problemas o el rechazo que el alumnado tiene hacia la materia.

ACTIVIDADES PARA DESARROLLAR EL CURRICULO

Y ya solo queda un aspecto a contemplar, las actividades que hemos de llevar a cabo en el aula para
desarrollar y evaluar esas competencias, utilizando como herramientas los saberes.

Las situaciones de aprendizaje

Una de las grandes incognitas de este nuevo curriculo es qué son las situaciones de aprendizaje. Segun
la normativa son “Situaciones y actividades que implican el despliegue por parte del alumnado de
actuaciones asociadas a competencias clave y competencias especificas y que contribuyen a la
adquisicion y desarrollo de las mismas” %°. En el desarrollo normativo posterior no se contempla
ningun ejemplo més alla de cuestiones geneéricas en los diversos contextos considerados para todas
las areas y materias (personal, familiar, social y educativo) y de la estructura que podria tener su
disefio. En el Anexo Il de los Reales Decretos de Curriculo de todos los niveles se sefialan algunas
de sus caracteristicas:

e Estan contextualizadas y conectadas con las experiencias del alumnado.

e Estan compuestas por tareas complejas cuya resolucion conlleve la construccion de nuevos
aprendizajes.

e Ofrecen al alumnado la oportunidad de conectar y aplicar lo aprendido en contextos cercanos
a la vida real.

e Siguen los Principios del Disefio Universal para el Aprendizaje (DUA)
e Integran diversos saberes basicos.
e Consideran diferentes tipos de agrupamientos.

e Implican la produccion y la interaccion verbal, el uso de recursos en distintos soportes y
formatos (analdgicos y digitales).

e Fomentan aspectos relacionados con el interés comun, la sostenibilidad o la convivencia
democratica.

La cuestion que se plantea ahora es qué tipo de materiales y actividades se necesitan para desarrollar
situaciones de aprendizaje que posean las caracteristicas anteriores. Veremos cuatro ideas que pueden
ayudarnos en dicha tarea: tareas ricas (o0 de suelo bajo y techo alto), practicas productivas, frente a
practicas reproductivas, tareas contextualizadas y utilizacion de diversidad de materiales.

20 Articulo 2f) de los Reales Decretos por el que se establecen la ordenacion y las ensefianzas minimas
de las distintas etapas educativas.
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Tareas ricas

Se proponen ahora algunos ejemplos de tareas ricas, que son aquellas a las que cualquier alumno
tiene oportunidad de acceder (suelo bajo) pero también de progresar hasta donde sea capaz (techo
alto). La péagina https://nrich.maths.org/ tiene multitud de ejemplos de dichas tareas. Las dos tareas
siguientes estan relacionadas con las figuras planas y las coordenadas. En la primera tarea, se buscan
triangulos isosceles de 8 centimetros cuadrados de area, con veértices de coordenadas naturales, uno
de ellos en (0,0). Al alumnado se le pide que describa como lo hace, siempre fomentando la
comunicacion de ideas matematicas. El ejercicio se puede hacer en un geoplano virtual de trama
cuadrada como el que se encuentra en https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/, donde se
pueden marcar los lados de los cuadrados y colocar los ejes de coordenadas. De las distintas
soluciones (Figura 8), las que tienen el punto (0,0) como vértice de uno de los dngulos iguales son
bastante accesibles, teniendo en cuenta la forma tradicional de calcular el area. Sin embargo no son
tan sencillas aquellas que tienen el vértice del angulo desigual en el (0,0), ya que calcular el area de
dichos triangulos pasa por calcular el del cuadrado que lo contiene y restar el de los triangulos
rectangulos que no forman parte del tridngulo original.

Figura 8. Solucion de la tarea sobre tridngulos isosceles.

En la segunda actividad se buscan tridngulos con base en el segmento de extremos (0,1) y (0,7) y con
area 24 centimetros cuadrados, y se pregunta donde queda el tercer vértice. En este caso, las
limitaciones del geoplano han de ser superadas para poder generalizar el resultado. La conjetura de
que los vértices forman una linea recta paralela a la inicial debe ser probada teniendo en cuenta la
relacion entre la base, fija para todos, y la altura.

Figura 9. Solucidn de la tarea sobre triangulos con base fija.

La Ultima tarea que se propone en este apartado se basa en una tabla de multiplicar de doble entrada
a escala (cada nimero ocupa un numero de cuadraditos igual al propio nimero) como la mostrada en
la Figura 10. Esta disposicion da lugar a gran cantidad de propuestas que tienen que ver con busqueda
de distintas formas de factorizar nimeros, propiedades de la multiplicacion, cuadrados, patrones, etc?
y vincula el sentido numérico con el espacial.

21 La idea es original de Anton Aubanell, y se presenté en el curso “HelloMath! Atrévete con la
creatividad matematica”, organizado por la fundacién Educaixa.
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dalel 80| 1 | 14 16 18 )
%6/9/12| 15 18 21 24 27 30
812116 20 | 24 | 28 | 32 36 40

1915202530 | 35 | 40 | 45 @ 50
218243036 42 48 54 60

+21283542 49 56 63 70
243240 48 56 64 72 80

1827 36 45 54 63 72 81 90
»04050 60 70 80 90 100

Figura 10. Tabla de multiplicar a escala
Préacticas productivas

Frente a las practicas reproductivas, centradas en la automatizacion de destrezas, surgen las practicas
productivas, que ponen en juego las mismas destrezas, pero en situaciones de resolucion de
problemas. Para Alsina (2020) las practicas productivas deben:

e Promover la resolucién de problemas que implican pensar frente a ejercitar contenidos
previamente explicados.

e Plantear preguntas que impliquen argumentar frente a explicar técnicas y procedimientos para
resolver ejercicios.

e Fomentar la comunicacion en el aula frente a la comunicacion unidireccional.

e Disefiar e implementar actividades matematicas que requieran hacer conexiones frente a la
estructura en bloques de contenidos.

e Incentivar la expresién oral, grafica y/o simbolica desde lo concreto, pasando por lo pictérico
hasta llegar a lo abstracto, promoviendo distintos tipos de representaciones

Podemos ver varios ejemplos de précticas productivas en el interesante Blog de PuntMat y en alguna
de sus publicaciones?.

Tareas contextualizadas

En este apartado se comparan dos tareas relacionadas con las manipulaciones algebraicas. La primera,
una multiplicacién de polinomios, es una tarea mecénica que realizan multitud de aplicaciones
rapidamente, mientras que la otra tarea forma parte del proyecto Erasmus de la FESPM Milage
Aprender+ (Figura 11). En esta Ultima tarea también se usan los dispositivos moviles, pero para
autoevaluar la resolucién de problemas en contexto. En ocasiones, el alumnado es capaz de resolver
tareas complejas como la multiplicacion de polinomios y, sin embargo, no es capaz de calcular la tasa
metabolica basal a partir de una formula, tarea aparentemente mas sencilla. Eso tiene que llevar al
profesorado a reflexionar y, aunque las tareas en contexto conllevan mayor esfuerzo de comprension
para el alumnado, son basicas para desarrollar la competencia matematica.

2 http://puntmat.blogspot.com/
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3 2 2 L La tasa metabodlica basal (TMB) representa el minimo gasto caldrico que el cuerpo necesita para
»
2x -3x +4x 2x -3 rr_‘ Y E I\V mantenerse en funcionamiento, es decir, para que realice las funciones vitales en reposo y en
e temperatura ambiente. Esta tasa depende de muchos factores, pero puede obtenerse una
2 aproximacion mediante la férmula de Miffin-St Jeor siendo T la altura en cm, P el peso en kg y E la
1% _q di la férmula de Miffin-St do T la all Pel kg yE L
3 2 2 2 2 fos: jires: .
2% (2x° 3 3x < (2x” 3/ 4x[2x 3 AJ J/E : ﬁ edadenafios:  Mujeres:  yop, 65T sg-161  HOMbrEs:  10p.6,25T-5E+5

Para calcular las necesidades energéticas totales a partir del metabolismo basal, se aplica un
factor entre 1.3y 2 dependiendo del nivel de ejercicio fisico que se realice.
5 3 4 2 3 En la tabla siguiente se dan algunos datos de gasto por actividad expresado en kcal por minuto y kg de peso para un hombre (en el
4x -6x -6x +9x"+8x -12x

caso de la mujer se reduciria un 10%).

| Dormir | _Pasear | _Comer | Trabajo sedentario | Leer | Correr | Aseo ]
0018 0,038 0,030 0,028 0,028 0040 0,050
5 3 4 2
4x"+2X -6x +9x"-12x ” . ; ; . .
a) Calcula la TMB de Juan que tiene 20 afios, 60 kg de peso y una altura de 170 cm. Realiza los mismos calculos para Carmen, que tiene los
mismos afios que Juan y el mismo peso y altura.
b) Sila actividad en un dia de Pedro, de 70 kg, consiste en dormir 8 horas, asearse durante 1 hora, trabajar 8 horas en un trabajo
Solucién
sedentario, pasear 2 horas, comer durante 2 horas al dia y leer unas 3 horas, ¢cudl es su gasto energético total?
4 5 6 4 2 3 9 2 12 c) SiDaniel necesita en media 2680 Kcal/dia para su actividad diaria y con los alimentos incorpora 4410 kcal/dia, {c6mo cambiaria su peso
X X X X X en una semana si todo su exceso de energia lo almacenara como tejido graso? Nota: Se sintetiza 1 g de tejido adiposo cada 9,5 Kcal

Figura 11. Multiplicacién de polinomios VS Tarea del proyecto MILAGE Aprender+

Materiales diversos

Dentro de la diversidad de materiales que fomentan distintas representaciones, y de acuerdo con los
principios DUA, se mencionan cuatro grandes recursos: los materiales manipulativos, los libros de
divulgacién y videos educativos, y los recursos tecnoldgicos. Se pueden ver multitud de ejemplos de
videos y libros de divulgacion en el excelente repositorio de la web de divulgamat?

Respecto a los materiales manipulativos destacan las regletas de Cuisenaire?, los bloques multibase,
los policubos?, las figuras geométricas rellenables, entre otros muchos. Todos ellos favorecen el uso
de diversas representaciones concretas (Figura 12), representaciones que suponen un paso previo
importante antes de abstraer las ideas matematicas.

6

Figura 12. Uso de materiales manipulativos

Los recursos tecnologicos crecen a velocidad vertiginosa, muchas veces complementando los
materiales manipulativos, como los de la pizarra Polypad?®. Es de destacar los recursos de Geogebra,
y el Gltimo proyecto de la FESPM, Mates GG?’, en el que se relacionan recursos elaborados con
Geogebra junto con orientaciones para su uso. También la aplicacion Desmos?® ha pasado de ser una

23 https://www.divulgamat.net/
24 https://www.mumuchu.com/blog/regletas-montessori-cuisenaire-como-usar-actividades/

25 https://reseteomatematico.com/policubos-que-son-y-para-gue-sirven/

26 Se puede acceder a través de https://es.mathigon.org/polypad y algunas lecciones interesantes se
pueden ver en https://mathigon.org/tasks

27 https://intef.es/recursos-educativos/recursos-para-el-aprendizaje-en-linea/matesqg/

28 https://www.desmos.com/
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de las mejores aplicaciones para representar funciones on-line, a desarrollar actividades que usan la
visualizacion para ayudar a resolver problemas (Figura 13).

Haz coincidir el color
Este es el color que creaste.

5 vasitos de pintura blanc . .
S S S PN Brielle quiere crear el mismo color.

¢ Cuantos vasitos de pintura verde debe mezclar con
10 vasitos de pintura blanca para obtener el mismo

7 ura verde
9000000 -

Figura 13: Actividad con Desmos.
CONCLUSION

En esta ponencia se han revisado los diferentes componentes del curriculo de matematicas y su papel:
los bloques de competencias especificas propias de la materia, comunes a todos los niveles
educativos; los criterios para evaluar dichas competencias y, por ende, las competencias clave a partir
de los mapas de relaciones competenciales; los contenidos o herramientas para desarrollar dichas
competencias y a la vez desarrollar los sentidos matematicos y la necesidad de desarrollar actividades
ricas, contextualizadas, practicas reproductivas y uso de materiales diversos. Ahora solo falta que el
profesorado sea capaz de analizar su practica docente con otra vision, que cambie las “gafas” de los
contenidos por las de las competencias?®.
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