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PRELIMINARES

1. Llamase magnitad aquella propiedad de las cosas por la
cual éstas son iguales o desiguales, mayores o menores. Segin
esta definicién, la magnitud de una cosa no es la cosa misma,
sino una propiedad suya que le acompaiia siempre. Sin embardo,
es muy frecuente tomar o eonfundir la magnitad con la cosa, y
nosotros lo haremos mas de una vez y dentro de poco, para ma-
yor brevedad del lenduaje.

Igualdad es la expresion de que dos cosas son iguales:
se la indica con el signo =, que se lee 7gual, colocado entre las
cantidades iguales; como cinco = cinco. ;

Designaldad es la expresidn de que dos cosas son des-
ignales: puede ser de mayor a menor p de menor a mayor,

La desigualdad de mayor a menor se indica con el signo >,
que se lee mayor que, colocado entre las magnitudes desigua«
les, como doce > cinco, que se lee, doce mayor que cinco.

La desigualdad de menor a mayor se indica con el signo <,
que se lee menor que, colocado entre las magnitudes desigua=
les, como siete < ocho, que se lee, siete menor que ocho.

Lo que estd a la izquierda del signo = se llama primer
miembro de la igualdad, y lo que estd a la derecha, segundo
miembro de la misma igualdad. Del mismo modo, lo que estd a
la izquierda del signo > o del signo < se llama primer miem-
bro, ¥ lo que estd a la derecha, segundo miembro de la des-
igualdad.

2. Las magnitudes se clasifican primero en deferminables
e indeterminables. Son determinables las que se pueden medir
o contar, e indeterminables las que no se pueden medir ni con-
tar. Una tela se puede medir; las manzanas de un cesto se pue-
den contar. La magnitud de un placer o dolor, de una alegria
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o una pena, ni se puede medir ni se puede contar. De esta cla-
se de magnitudes que no pueden contarse ni medirse no tratan
la Aritmética ni la Geometria. La Aritmética y la Geometria
tratan de las magnitudes que pueden contarse o medirse, o sea
de las magnitudes determinables, que por esto podrian y debe-
rian llamarse magnitudes matemdticas.
3. La'magnitud determinada puede ser confinuay df.s‘mm!:-
nua, y la-continua puede serlo en el espacio y en el tiempo.
La magnitud se llama continna cuando sus partes son tales,
que el término de cada una es el principio de la inmediata si-
~ guiente. Asi, en la cantidad continua que va desde A hasta B
(figura 1.%), y en la que consideramos las partes 1.7, 2.2, 3.%,

a e =. & Z.
2 BT R 2. B
b d f h :
Figura 1.*

4.7 etc., lalinea ab esel término de la primera parte y el prin-
cipio de la segunda; la linea ed es el término de la segunda y el
principio de la tercera; la linea ¢f es el término de la tercera y
el principio de la cuarta, y asf sucesivamente. La cantidad con-
tinua en el espacio se llama extension.

Cuando el término de cada parte no es el principio de la in=
mediata siguiente, la magnitud se llama d/scontinua, aunque las
partes estén en contacto. Asi, un montén de trigo, un montén
de arena, son magnitudes discontinuas, aunque estén en con-
tacto los granos de trigo en el primero y los granos de arena en
el sedundo. Como ejemplo de magnitudes discontinuas podemos
citar, ademas de las dichas, los habitantes de una poblaci6n, las
reses de un rebafio, los drboles de un bosque, etc.

. 4. Hemos dicho que magnitud determinable es la que se pue-

de medir o contar. Medir o contar es averiguar el cudnfo de
ella, y este cuanto no se puede hallar si no se tiene un objeto
de magnitud conocida que sirva de medio para ebtener aquella
medida o aquel cuanto, y este medio es lo que se llama unidad.

5. Diremos, pues, que anidad es un objeto que se foma
para medir una magnitud continua, o para contar una mag-
nitad discontinua.

Ya se comprende que el objeto que sirve de unidad ha de
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ser de la misma especie que la magnitud que con eIIa se trata de
medir o de contar.

Medir es aplicar la unidad a-la magnitud continua, para ver
cudntas veces ésta contiene a aquélla o a alguna de G partes
iguales.

Contar es hallar cudntas veces la magnitud dlbcrjnhnua con-,
tiene a la unidad, o cudntas veces la magnitud continua contiene
a la unidad o a una de sus partes iguales.

La unidad para medir la madnitud continua es arbitraria:
asi una tela puede medirse tomando por unidad el metro, la vara,
el pie, el palmo, etc. Conviene, sin embargn, que se fije una
unidad, convenida y aceptada por todos.

- La unidad para contar la magnitud discontinua no es arbitra-
ria en deneral, sino que es unidad aafural, como un grano en el
montdn de trido, un drbol en un jardin, una res en un rebar‘lo

" un soldado en un ejército.

OBserVACION.— Cuando las unidades son muy pequefias,
como el grano de arena o el drano de trigo, en lugar de contar
los dranos, se mide la cantidad como si fuera continua; asi se
mide el trigo, la arena y otras cosas andlogas por medio de uni-
dades de que hablaremos a su tiempo.

La unidad natzral con que se cuentan las magnitudes dis-
continuas es siempre entera; el objeto que se toma para medir
la magnitud continua es también una unidad entera; pero si, por

“tener que medir una magnitud menor que la unidad, se divide
ésta en partes iguales, una de estas partes se llama unidad
[fraccionaria.

Las magnitudes continuas que se pueden medir exactamente
con la unidad o con una de sus partes iguales se llama conmen-
surables. Las magnitudes continuas que no pueden medirse
exactamente, por no contener exactamente a la unidad ni a nin-
guna de sus partes iguales, se llaman /nconmensurables.

6. Cuando el objeto que sirve de unidad no es determinado,
es decir, no es un metro, ni una vara, ni un drbol, ni una res, ni
cosa alguna que se pueda ver, tocar o imaginar, sino un objeto
en general, la unidad se llama abstracta. Sila unidad es un ob-
jeto determinado, como un pie, un drbol, un soldado, etc., la
unidad es concerela.

La expresién de cudntas veces la magnitud contiene a la
unidad o a alguna de sus partes iguales se [lama ndmero.

Una vez medida o contada la maghitud, ya puede responder-
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se al cadnio hay de ella, y la magnitud toma propiamente el
nombre de cantidad. Cantidad es, pues, toda magnitud deter-
minada. Pero teniendo en cuenta que una magnitud determina-
ble, si no estd determinada, puede determinarse, y, por lo tanto,
puede pasar a ser cantidad, este nombre se aplica también a
toda magnitud que puede ser medida o contada; de aqui la defi-
licién usual que dice:

Cantidad es toda magnitud determinable.

. Considerado el niimero como resultado de medir y contar
la magnitud, es esencialmente abstracto. Dejando este concep-
to del nimero, que no permitirfa dividirle en abstracto y con-
creto, le consideraremos como la misma magnitud numerada, y
le definiremos del modo més usual, diciendo que

7. Nimero es un conjunto de unidades. Se divide en ente-
ro y fraccionario.

Niimero entero es un conjunto de unidades enteras.

Nimero fraceionario, un conjunto de unidades fraceio-
narias. Estos niimeros que miden exactamente a la cantidad se
llaman, andlogamente a la cantidad, conmensurables. A la ex-
presién numérica de que una cantidad es inconmensurable se
llama ndmero inconmensurable.

Propiamente hablando, sélo las cantidades son conmensura-
bles o inconmensurables, pues ellas son las que se miden, y no
los mimeros, que son el resultado de esta medida.

Los nimeros pueden ser también absiractos y concrefos.

Nimero abstracto es un conjunto de unidades absfractas
o indeterminadas, como veinte, treinta, etc.

Niimero concrelo es un conjunto de unidades concretas o
determinadas, como veinte metros, treinta naranjas, cincuen-
ta 4rboles, etc. 3

8. La ciencia que trata de los niimeros se llama ARITMETICA.

La ciencia que trata de la cantidad continua en el espacio, o
sea de la extension, se llama GEOMETRIA.

Como los ntimeros pueden ser abstractos y concretos, a la
ciencia que trata de los niimeros abstractos la llamaremos Arif-
mética abstracta, tedrica o general, y ala que trata de los nti-
meros concretos, Aritmética concereta o aplicada.



NOCIONES DE ARITMETICA

ARITMETICA ABSTRACTA

9, Aritmélica es la eiencia de los niimeros.

Se divide en cuatro partes: Una que enseiia a formar y ex-
presar los niimeros, y se llama numeracion; otra que ensefia a
formar unos nimeros por medio de otros, y se llama edleulo;
una tercera que estudia las propiedades de los nimeras, ¥
una cuarta que compara unos ntimeros con otros. De la terce-
ra sélo diremos en estas Nociones lo indispensable para en-
tender algunas operaciones, y de la cuarta, menos atin, dején-
dola para el curso siguiente de Aritmética.

Numeracion.

10. Numeracion es la parte de la Aritmética que ensefia
a formar p expresar los nimeros.

Los niimeros pueden expresarse por medio de palabras o -
por medio de signos. En el primer caso, la numeracion se llama
verbal o hablada; en el segundo, escrila.

Numeracidn de enteros: El primer mimero entero es la
unidad con el nombre de wno. _

Hablando con todo ridor, el #no no es un nimero, porque
no es un conjunto de unidades, pero se ha convenido en llamar-
le asi, y asf le llamaremos nosotros.

Sin embargo, si consideramos el niimero como resultado de
medir. o contar la cantidad, el #no sera verdaderamente nii=
mero, como resultado de aquella comparacién, cuando la can~
tidad y la unidad sean iguales.

La formacién natural de los nimeros enteros consiste en
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agdregar al primer ntimero entero una unidad para formar el se-
dundo, en agregar al segundo una unidad para formar el terce-
1o, ¥, en deneral, en agregar al iltimo nimero formado una
unidad para formar el siguiente. Esto, como se ve, no tiene fin,
y el mimero de nimeros enteros es ilimitado, Luedo no serfa
posible dar un nembre a cada nimero en la numeracién verbal,
ni imaginar tin signo para cada nimero en la numeracion es-
crita. Es, pues, necesario buscar un procedimiento que, funda-
do en ciertos principios, nos permita expresar facilmente y con
brevedad todos los niimeros, con pocas palabras, en la numera-
cién hablada, y con pocos signos, en la numeracién escrita,
Estos principios, y las reglas que de ellos se derivan, cons-
tituyen lo que se llama sisfema de numeracion. Y como, segiin
hemos dicho, ésta puede ser verbal § escrita, pudemos estable=
‘cer estas definiciones:
Sistema de numeracion verbal es el conjunto de princi-
pios p reglas, de ellos derivadas, para expresar todos los
_nidmeros con pocas palabras.
Sistema de numeracion eserita es” el eonjunto de princi-
pios p reglas, de ellos derivadas, para expresar por escrito
- lodos los niimeros con pocos Signos. ;
1L Princip1os.—1.° Un miimero cnalquiera se considera
formado por unidades de diversos drdenes, esto es: por
unidades de primer orden, de segundo orden, de tercer or-
den, etc., pudiendo fallar anidades de uno o mds drdenes.
2.° Cierto niimero fijo de unidades de primer orden for-
ma una de segundo; igual numero de segundo forma una
unidad de tercero; el mismo nimero fijo de unidades de ter-
cero forma uno de cuarto, p de un modo general, eierto ni-
mero fijo de unidades de un orden cualguiera forma una
unidad del orden inmediato superior. A este nimero fijo de
unidades de un orden, que forman una unidad del orden inme-
diato superior, se llama base del sistema de numeracion.
5.° El nimero de unidades de cada orden es inferior a
la BASE, pudiendo llegara la base disminuida en una unidad.
4.° Se dan nombres a los nimeros formados por unida-
des de primer orden que no lleguen a eomponer una de se-
gundo, y a las unidades de los diversos drdenes; y con los
nombres de aquellos nidmeros y los nombres de estas unida-
des se forman los nombres de todos los demds nimeros.
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Sistema de numeracién décuplo o decimal.
NUMERACION VERBAL

12. Se llama decimal este sistema porque su base es diéz,
Repitamos los principios. anteriores, aplicados al sistema. de-
cimal. .
1.2 Un nimero cualquiera se considera formado por unida-
dades de diversos ordenes, esto es: por unidades de primer
orden, por unidades de segundo orden, por unidades de tercer
orden, efc., pudiendo faltar las unidades de uno o més 6rdenes.

2.° Diez unidades de primer orden forman una unidad de
segundo, diez unidades de segundo forman una de tercero,
diez unidades de tercer orden forman una de cuarto, y, en de-
neral, diez unidades de un orden cualquiera forman una unidad
de orden inmediato superior. Este nimero constante diez es,
<como hemos dicho, la base de este sistema.

" 3. El nimero de unidades de cada orden esinferior a diez,
pudiendo llegar hasta nueve.

4.° Se dan nombres a todos los niimeros formados' por unj=
dades de primer orden y que no lleguen a dicz, y a las unida-
des de diversos drdenes; y con los nombres de aquellos nii-
meros que no llegan a diez y con los nombres de estas unida=
des de diversos drdenes se forman los nombres de todos los
demds mimeros.

13. Los nombres de los nimeros menores que diez y los
nombres de las unidades de diversos 6rdenes se verdn a con-
tinuacién:

La unidad de primer orden se llama unidad simple o sélo
unidad, y como mimero, lleva el nombre ano.

Cuadro primero.

Aunoyunoseledael nombre.....coooeiiiinnionirnans dos. -
Adosyuno......... e A e B B i B s e T
B ECR Y N0 e 4 aje 5 N oo o5b oo il sl BN T LA B s TaTirer e o4 o 70 u a-ys a1 o) CRBAT O
A cuatro Y MO, .vusieenns T Sliie e DR B a1 e e ek A TG
O T RO o A SR e ot e RO SN IS et QY (1
ABEISYUNO..oounrarvan e e e b T AR T 2
A BIBLE Y U0y sl s sis as sl S e i s e s liariine ocho.
A ocho y uno....... T b A o P R Tt s e £ e G 1 (37 (i

A nueve y uno se le llama diez; que forma una unidad de
sedundo orden, llamada decena.
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Las decenas se cuentan como las unidades simples o de pri-
mer orden.
Cuadro segundo.

Unidades

de segundo orden.
A una decena se la llama..... A TRy P L N I diez.
A una decena y una decena........ dosdecenas..... veinte.
A dos decenas y una decena,...... tres decenas.... treinta.
A tres decenas y una decena...... cuatro decenas.. cuarenta.
A cuatro decenas y una decena.... ecinco decenas... cincuenta.
A cinco decenas y una decena..... seis decenas.... sesenta.
A seis decenas y una decena...... siete decenas.... setenta.
A siete decenas y una decena...... ocho decenas.... ochenta.
A ocho decenas y una decena...... nueve decenas.. mnoventa.

Cuadro tercero.

Unidades
de tercer orde n.
A nueve decenas ¥ una decena . unacentena..... ciento.
A una centena y una centena... dos centenas.... doscientos.

A dos centenas y una centena .. ftrescentenas ... ftrescientos.,
A tres centenas y una centena.. cuatro centenas.. cuatrocientos.
A cuatro centenas y una centena. cinco centenas .. quinientos .

A cinco cenienas y una centena. seis centenas.... seiscientos.
A seis centenas y una centena.. siete centenas... setecientos.

A siete centenas y una centena. ocho centenas... ochocientos.
A ocho centenas y una centena.. nueve centenas.. novecientos.

Cuadro cuarto.

Unidades

de cuarto orden.
A nueve centenas y una centena... un millar........ mil
A un millar y un millar............ dos millares..... dos mil
A dos millares y un millar......... tres millares.... tres mil.
A tres millares y un millar........ cuatro millares.. cuatro mil.
A cuatro millares y un millar...... cinco millares. .. cinco mil.
A cinco millares y un millar....... seis millares.... seis mil.
A seis millares y un millar......... siete millares... siete mil.
A siete millares'y un millar....s... ocho millares.... ocho mil.

A ocho millares y un millar....... nueve millares... -nueve mil.
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Y asf se puede seguir contando por millones, diciendo:

Cuadro séptimo,

Un millén.

Dos millones.
Tres millones.
Cuatro millones.
Cinco millones.
Seis millones.
Siete millones.
Ocho millones.
Nueve millones,

Continuando de este modo podemos ir formando cuadros, y
llegaremos primero a la unidad de décimotercer orden, [lamada
hillén; después a la de décimonoveno orden, que se llama fri-
Ilén; luego a la de vigésimogquinto orden, que lleva el nombre
de cualrillon, y asi sucesivamente, hasta el guintillén, sexti-
llén, etc.

4. Mode de formar o hallar la expresion de an niimero
por medio de esfos cuadros.

Distinguiremos dos casos: que el niimero esté formado de un
solo orden de unidades y que esté formado por unidades de va-
rios 6rdenes. :

Primer caso: Sea hallar la expresién del niimero que sélo
contenga ocho unidades de séptimo orden, Miraremos al cua-
dro séptimo, y hallaremos para el niimero dicho: oefio millones.

Sea hallar la expresion del niimero que sélo tiene siete uni-
dades de cuarto orden. Buscaremos el cuadro cuarto, y halla-
remos para el nimero: siefe mil.

Segundo caso: Para formar la expresién de un mimero que
consta de diversos 6rdenes de unidades, se busca en los cua-
dros correspondientes el nombre de las unidades de cada or-
den, y con estos nombres, de mayor a menor, se forma la ex-
presion del niimero.

QBsERVACION. — Antes de aplicar esta regla, digamos que
entre diez y veinte existen algunos niimeros, formados, al pare-
cer, con cierta irregularidad; tales son los niimeros

Diez y uno, que se llama once

diez y dos, — doce
diez y tres, - trece
diez y cuatro, — catorce

diez ¥ cinco, - quince.
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No hay irregularidad, sino aparente, en la formacién de es=-
tos niimeros; son abreviaturas tomadas del latin.

Asi, once es abreviatura de uno y diez; doce, de dos y diez;
trece, de tres y diez; catorce, de cuatro y diez, y quince, de
cinco y diez. Los demds ndmeros, desde diez y seis a veinte,
se forman segiin la regla.

Sea ahora un nimero compuesto de ocho unidades de sépti-
mo orden, siete de cuarto, cinco de tercero y cuatro de primero.

En el cuadro séptimo hallaremos, para las ocho unidades de
séptimo orden, ochie millones; en el cuadro cuarto, para las
siete unidades de cuarto orden, hallaremos siefe mil; en el
cuadro tercero veremos, para las cinco unidades de tercer or=
den, guinientos, y en el cuadro primero veremos cuatro, para
las unidades de primer orden. Y la expresién del nimero bus-
cado sera:

Ocho millones siete mil guintentos cuatro.

15. OBsERVACION,—Si se nos pidiera [a expresién de un nii-
mero que contuviese unidades de 6rdenes superiores al de los
cuadros escritos aqui, imaginariamos el cuadro correspondiente
a cada uno de dichos 6rdenes, y tomarfamos en €l la expresién
correspondiente.

Para hallar o imaginar el cuadro correspandiente a cada uno
de los ordenes superiores al séptimo, afiadiremos unas pala-
bras, que vendran a ser el complemento de la exposicion del
sistema. A partir de la unidad de séptimo orden, o sea del
millén, los cuadros de los 6rdenes siguientes hasta el duodéci-
mo se forman exactamente lo mismo que los seis primeros, sin
mas diferencia que'la de llamar millén a lo que en los seis pri-
meros se llama unidad. Asi, el cuadro séptimo estard formado
por un (millén), dos (mlllones), fres (millones)..., nueve (mi-
llones).

El cuadro octauo, por diez (millones), veinte (millones),
ireinia (millones)..., noventa (millones).

El cuadro noveno, por cfen (millones), doscienios (nul[o-

nes), frescientos (millones)..., norecientos (millones).
¢ El cuadro décimo, por mil (millones), dos mil (millones),
tres mil (millones)..., nueve mil (millones)..

El cuadro undécimo, por diez mil- (millones), veinte mil
(millones), freinta mil (millones)..., noventa mil (millones).

El cuadro duodécimo, por ¢ien mil (millones), doscientos



mil (millones), freseientos mil (millones)..., novecientos mil
{millones).

El cuadro siguiente es el de los billones, y los sucesivos,
hasta el cuadro décimonono, que es el de los Irillones, se for-
man del mismo modo que los seis anteriores y los seis prime-
ros, sin méds variacién que la de llamar billdn lo que antes se
llamé milldn o aunidad.

De igual manera se formaran los cuadros siguientes al de
los trillones, hasta lledar al cratrillén, sin méds que llamar Iri-
ll6n a lo que antes se llam6 billdn, millon y nnidad, etc. De
aqui se deduce que la totalidad de un niimero podemos descom-
ponerla en grupos de seis 6rdenes, que se forman todos de la

_misma manera, sin mds que variar el nombre de la unidad.

El primer grupo es el de las anidades; el segundo, el de los
millones; el tercero el de los billones; el cuarto, el de los fri-
llones; el quinto, el de los cuairillones, ete,

El grupo de las unidades empiéza en las unidades de primer
orden; el de los millones, en el séplimo; el de los billones, en
el décimotercero; el de los trillones, en el déeimonono; el de
los cuatrillones, en el vigésimoguinio, y asi sucesivamente,
subiendo seis 6rdenes cada vez que se pasa de una a oira de
esas grandes unidades.

Y para acabar de completar la explicacién del sistema,
agregaremos que cada grupo de seis érdenes se divide en dos
secciones de tres 6rdenes cada una, y que los nombres de los
ordenes de la segunda secci6n se forman con los nombres de
los 6rdenes de la primera, sin mds que poner la palabra mil en
vez de la palabra unidad, explicita o implicita. Asf, tres unida-
des de primer orden se llaman fres (unidades); tres unidades de
cuarto orden se llaman fres mil; siete unidades de segundo or-
den se denominan sefenta (unidades), y siete unidades de quin-
to orden se denominan sefenfa mil; cuatro unidades de tercer
orden reciben el nombre de cualrocientos, y cuatro unidades
de sexto orden reciben el nombre de cuatrocientos mil.

16. Sea ahora, por ejemplo, formar la expresién de un ni-
mero compuesto de siete unidades de décimoquinto orden, de
ocho unidades de décimotercer orden, de seis unidades de dé-
cimo orden, de cuatro unidades de séptimo orden y de nueve
de primer orden, i

Las unidades de décimoquinto orden pertenecen al tercer
grupo, o sea al grupo de los billones, y como éste empieza en



€l décimotercer orden, el orden décimoquinto expresaré cente-
nas de billon; luego las siete unidades de décimoquinto orden
son selecientos billones; el décimotercer orden es el de los
billones; luego ocho unidades del orden décimotercero son ocho
billones, el décimo orden pertenece al grupo de los millones,
que es el segundo, y como éste empieza en el séptimo orden, el
décimo serd millares de millén; luego seis unidades de décimo
orden seran seis mil millones; el séptimo orden expresa millo-
nes; luego cuatro unidades de séptimo orden son cuatro millo-
nes; las nueve unidades de primer orden son nueve unidades.

17. Antes de escribir la expresién de este mimero, todavia
repetiremos que la segunda seccion de cada grupo se expresa
como la primera; pero afnadiendo la palabra mil; y los seis 6r-
denes de cada drupo se expresan como si el grupo estuviera
solo, pero dandole la denominacién de la unidad propia del gru-
po. Asi, si les tres drdenes de la seccién primera de un grupo
son cinco centenas, cuatro decenas y siete unidades, y los tres
drdenes de la segunda seccion son también cinco centenas (de
millar), cuatro decenas (de millar) y siete unidades (de millar),
asi como la primera decena se expresa diciendo quinientos cua:
renta y siete (unidades), la segunda se expresara diciendo qui-
nientos cuarenta y siete mil, y las dos secciones juntas, gui-
nienios cuarenta p siete mil gquinienfos cuarenta y siefe, y

~este mimero expresard unidades, si sus seis 6rdenes formaban
el primer grupo; millones, si formaban el segundo; billores, si
formaban el tercero, elc.

Expresemos el mimero antes propuesto: Los setecientos bi~ -
llones y los ocho billones forman sefecientos ocho billones; los
seis mil millones y los cuatro millones formardn seis mil cua-
fro millones; las nueve unidades no sufren alteracion.

El mimero serd, por consiguiente, sefecienfos ocho billones,
seis mil cuairo millones, nueve.

18. Regla para expresar un niimero cualquiera: Si el niimero
no tiene mas que unidades de los tres primeros érdenes o no
llega a mil, se expresardn de mayor a menor los valores de los
6rdenes de unidades de que se compone.

EjemPLO.—Expresar el nimero formado por cuatro uni-
dades de tercer orden, cinco de segundo y siete de primero:
cuatrocientos eincuenta y Siete.

Si el nimero consta de mds de los tres primeros 6rdenes de
unidades y no llega al séptimo, se descompondra en dos seccio-

2
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nes: la primera, formada por los tres primeros 6rdenes, y la se-
dunda, por los restantes; se expresard la segunda seccién como
si fuera primera, afadiéndole la palabra m/l, y a continuacion
se expresard la seccién primera.

EjempPLO.—Expresar el nimero formado por siete unida-
des de sexto orden, ocho de quinto, tres de cuarto, nueve de
tercero, cinco de segundo y cuatro de primero.

La segunda seccion, formada por los tres 6rdenes mds ele-
vados, nos da sefecientos ochenta y fres mil; la primera sec-
ci6n nos da novecientos cincuenta y cnatro, y las dos seccio-
nes reunidas, sefecientos ochenta y fres mil novecientos cin-
ciienta y cnalro.

19. Si el nimero se compone de méds de los seis primeros
ordenes de unidades, se le descompone ordenadamente en gru-
pos de seis érdenes, no importando que el grupo de orden més
elevado tenga menos de seis érdenes, y se expresan de mayor
a menor los valores sticesivos de los grupos, dando a cada uno
de los grupos la denominacion de la unidad, milldn, billdn; et-
cétera, que le corresponde.

EjEmpPLO. — El que se ha puesto antes y que nos ha dado:

Sefecientos ocho billones seis mil cuatro millones nueve.

OBSERVACION.— Si faltaran unidades de 6rdenes interme-
dios, deberdn suplirse mentalmente para que cada grupo sélo
contenga los 6rdenes debidos, esto es, el primer grupo, érdenes
del primero al sexto; el segundo, del séptimo al duodécimo; el
tercero, del duodécimo al décimooctavo, y asi sucesivamente.

En el ejemplo anterior se ve que del tercer grupo, o sea del
grupo de los billones, sélo hay unidades de décimoquinto y de
décimotercer orden; del segundo grupo, o sea del grupo de los
millones, sélo hay unidades de décimo y de séptimo orden, y del
primer grupo sélo hay unidades del primer orden.

Numeracion decimal escrita.

20, Tiere por fin, como se ha dicho, escribir todos los nri-
meros con pocos Signos. :
Principios.—Primero. Todo niimero se compone de uni-
dades de diversos drdenes; esto es, de unidades de primer
orden, de unidades de segundo orden, de tercer orden, et-
cétera, pudiendo faltar en él las unidades de uno o mds or-
denes.



Segundo. Diez unidades de primer orden forman una
unidad de segundo, diez unidades de segundo orden forman
una unidad de tercero, y, en general, diez unidades de un
orden cualquiera forman nna unidad de orden inmediato
superior. Este niimero diez se llama base del sistema, que por
esto recibe el nombre del sistema decimal.

Tercero. Se expresa con un signo distinto, llamado cifra
o guarismo, cada uno de los nueve primeros niimeros forma-
dos por unidades de primer orden, y con estos guarismos o
cifras se expresan las nnidades de todos los drdenes.

Cuarto, Para gqueuna misma cifra pueda expresar unida-
des de todos los drdenes, se ha convenido en que nna cifra
gue ocupe el primer lugar, contando de derecha a izquierda,
exprese unidades de primer orden; una cifra que ocupe el
segundo lugar exprese unidades de segundo orden; una ci-
Jra gue ocupe el terecer lugar exprese unidades de tercer
ordenyy asi sucesivamente, de manera que el orden de uni-
dades que la cifra expresa y el lugar gue ocupa la cifra es-
#in indicados por el mismo niimero ordinal.

De este principio convencional se deduce que una cifra co-
locada inmediatamente a la izquierda de ofra representa
unidades del orden inmediato superior al de esta otra, o nna
cifra colocada inmediatamente a la derecha de otra repre-
senta unidades del orden inmediato inferior. .

Quinto. Como en el nimero pueden faltar unidades de
ano o mds drdenes, se ha ideado un nuevo signo llamado
cero, gue, sin tener unidad algune, ocupe el lugar o lugares
de las unidades del orden u drdenes de que el nimero
carece.

21. Signos o cifras con que se expresan los nueve primeros .
ntimeros ¥ el cero:

El nimero uno se expresa o escribe con el signo o cifra 1

El niimero dos — - — — 2

El mimero tres - — -— — 3

El niimero cuatro — — — — 4

El niimero cinco — — e L — 5

El niimero seis - - = = 6

El mimero siete - - = s 7r

El niimero ocho - — — e 8

El ndmero nueve  — - —_— s 9

El cero —_— e N, (e o
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Los signos o cifras desde el 1 al 9 se llaman cifras signifi-
calivas.

22. Valores absoluto y relativo de las eifras.— Valor ab-
soluto de una cifra es el mimero de unidades que representa,
independientemenie del orden de las mismas. Valor relativo
de una cifra es el nimero de unidades gue representa,tenien-
do en cuenta el orden de las mismas. Asi, el valor absoluto de
la cifra 8 es ocho unidades, sin referirse a orden alguno; el valor
relativo de la cifra 8, si ocupa el primer lugar, es ocho unida-
des de primer orden; si ocupa el sedgundo lugar, ocho unidades
de segundo orden, o sea ochenta de primero; si ocupa el cuar-
to lugar, ocho unidades de cuarto orden, o sea-ocho mil de pri-
mero; si ocupa el séptimo lugar, ocho unidades de séptimo or-
den, o sea ocho millones de primero, etc.

Escritura de los niimeros enteros.

La escritura de los niimeros enteros se deduce inmediata-
mente de los principios de la numeracién escrita.

CASOS EN QUE EL NUMERO SOLO TIENE UNIDADES
DE UN ORDEN

Si el niimero tiene sélo unidades de primer orden, se es-
eribird la cifra que las expresa.

Asi, para escribir siefe unidades de primer orden se pon-
dra: 7.

Si el niimero solo tiene unidades de segando orden, se
eseribird la cifra que las expresa, y como debe ocupar el Se-
Lundo lugar y no hay unidades de primero, se pondrd un
cero a su derecha.

Asi, para escribir nueve decenas o unidades de segundo
orden se pondra: 90,

St el mimero sélo tiene unidades de tercer orden, se es-
eribird la cifra que las expresa; y como debe ocupar el ter-
cer lugar p no hay unidades de primero ni segundo orden,
se pondrdn dos ceros a su derecha.

Asi, para escribir einco centenas o unidades de tercer or-
den se pondra: 500.

Del mismo modo, para escribir oefio unidades de séptimo
orden u ocho millones se pondra: 8000000.

En peneral, para escribir un nimero que sélo tenga uni-



dades de un orden dado, se escribird la cifra que expresa
ese nimero de unidades, y a su derecha se pondrdn tantos
ceros como unidades menos una tenga el nimero que indi-
que aquel orden dado.

CASOS EN QUE EL NUMERO TIENE UNIDADES
DE DIVERSOS ORDENES

23.  Si el nimero sélo tiene unidades de primer orden p
unidades de segundo o decenas, se escribird la cifra que ex-
presa las unidades de primer orden, y a su izquierda, la ci-
Jra que expresa el niimero de unidades de segundo orden.

Asfi, para escribir ochenta y cinco, se pondré un 5, que ex-
presa las unidades de primer orden, y a su izquierda, la ci-
fra 8, que expresa el niimero de unidades de segundo orden, ¥
€l mimero escrito sera: 85.

* 8i el niimero tuviera unidades de primero, segundo, ter-
cero y cuarto orden, se escribird la cifra que expresa las
unidades, y a su izquierda, en el segundo, tercero y cuarto
lugar, respectivamente, las cifras que expresan los nime-
ros de decenas, centenas p millares gue el niimero contiene.

Asi, si-el nimero se compone de cualro millares, tres cen-
tenas, dos decenas y seis unidades, se pondra: 4326.

En general, para escribir un niimero cualguiera, se es-
cribirdn, en su lugar correspondiente, las cifras que expre-
san los nimeros de nnidades de cada orden gque agnel niime-
ro contiene. Debiendo ocupar cada cifra el lugar correspon-
diente a su orden, claro es que eadndo faltan'unidades de al-

gun orden o de algunos drdenes, se pondrdn ceros en los lu-

Lares correspondientes. Asl, para escribir cuatroeienlos cin-
co mil setenta y ocho, se observard que ocho expresa unidad
de primer orden, sefenta expresa siete unidades de segundo or=-
den; eineo mil, unidades de cuarto orden, y euatrocientos mil
expresa cuatro unidades de sexto orden; luego en el mimero
faltan unidades de tercero y quinto orden; luego en el tercero y
quinto lugar se pondrén ceros, y el nimero ser4:

405078

24. Cuando el nimero que se haya de escribir consta de
muchos 6rdenes de unidades, convendrd considerar aquellos
grupos de seis 6rdenes de unidades cada uno de que hablamos
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en fa numeracién verbal: grupo de las unidades simples, grupo
de los millones, grupo de los billones, grupo de los trillones, et-
cétera; escribir cada uno de ellos como si estuviera solo, y co-
locédndolos en su lugar correspondiente: el de las unidades sim-
ples, el primero a la derecha; el de los millones, a la izquierda
del grupo de las unidades simples; el de los billones, a la iz-
quierda del grupo de los millones; el de los trillones, a la iz-
quierda del grupo de los billones, y asi sucesivamente, teniendo
en cuenta que si escrito un grupo resultaran menos de seis ci-
fras, se pondrén a su izquierda los ceros necesarios para com-
pletar el grupo.
EJErcicios.— Escribir con cifras fos niimeros siduientes:
25. 1.° Treintay siete millones ochocientos noventa p
tres mil quinientos doce. '
2.° Quinientos siete billones cuarenta y cinco mil ocho
millones nueve mil setenfa y tres.
~ 3.° Dos mil setecientos veinte y nueve irillones, trescren
tos eunarenta v tres mil billones, selenta y cinco millones
acho mil seis.
El primer niimero se compone de dos grupos: en el primer
grupo sblo hay treinta y siete unidades de séptimo orden o mi-
Alones, y se escribird poniendo 37 de modo que el 7 ocupe el
séptimo lugar; el segundo grupo contiene unidades de todos los
érdenes: ocho de sexto, nueve de quinto, tres de cuarto, cinco
de tercero, una de segundo y dos de primero.
El nimero escrito seré:

57893512

El segundo mimero'se compone de tres grupos: grupo de
los billones, grupo de los millones y drupo de las unidades
simples.

El grupo de los billones sélo tiene cinco unidades de tercer
orden y siete de primero con relacién al billén; luego sera 507
billones.

El grupo de los millones tiene cuatro unidades de quinto or-
den, cinco de cuarto y ocho de primero con relacion al millon;
luego serd 45008 millones

El grupo de las unidades simples tiene nueve unidades de
cuarto orden, siete de segundo y tres de primero; luego serd
9073 unidades.
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Juntando, como se ha dicho, estos grupos después de com-
pletar los 6rdenes de unidades, poniendo dos ceros a la izquier -
da del grupo de las unidades y un cero a la izquierda del grupo
de los millones, se tendra escrito el nimero y sera:

507045008009073

El tercer nitmero se compone de cuatro grupos: grupo de los
trillones, grupo de los billones, grupo de los millones y drupo
de las unidades simples. :

El grupo de los trillones se escribird 2731 trillones.

El grupo de los billones, 343000 billones.

El grupo de los millones, 65 millones.

El grupo de las unidades simples, 8006 unidades simples.

Después de completar con dos ceros a la izquierda el grupo
de las unidades simples y cuatro ceros a la izquierda el grupo
de los millones, resultan, juntando los grupos,

2721343000000065008006

OBSERVACION.—Si el grupo de mayor orden tiene menos de
seis cifras, no es necesario completarlo, porque es evidente que
nada significarfan los ceros a su izquierda. -

Lectura de niimeros enteros.

26. Siun mimero consta de una sola cifra, se leerd el
valor absoluto de dicha cifra, que en este easo se toma como
Si fuera el relativo.

EjempLO.—Leer el nimero 8. Se leerd ocfio, sobrenten-
diéndose ocho unidades simples o de primer orden. Es un error
decir que en la cifra que expresa unidades de primer orden, el
valor relativo es lo mismo que el valor abspluto. El valor ante -
rior, ocho, considerado como absoluto, s un valor abstracto,
que al convertirse en unidades de orden determinado, lo mismo
puede ser ocho millones que ocho millares, que ocho unidades
de otro orden cualquiera, mientras que al decir ocho unidades
de primer orden, estd concretado ya y no puede expresar uni-
dades de otro orden.

St un nidmero consta de dos o tres eifras, se leerdn de
Izquierda a-derecha los valores relativos de las mismas.
~ EjempLo.—Leer el nimero 728. El valor relativo de la pri-
mmera cifra de la izquierda es setecientos, el valor relativo de



la segunda cifra es veinte y el de la primera cifra de la derecha
es ocho unidades; luego se leerd setecientos veinte y ocho (uni-
dades de primer orden).
Si el nimero tiene mdsde tres cifras y menos de siele,
" se descompondrd en dos secciones, una de ires cifras a la
derecha, y las cifras restantes, a la izquierda; se leerd pri-
mero lg seceion de la izquierda, como en el caso anterior,
agregando a la lectura la palabra mil, y a eontinnacion se
. leerd del mismo modo la seccidn de la derecha.

EjemPLO.—Leer el nimero 575894. Dividido en dos seccio=-
nes de tres cifras cada una, la primera seccion de la izquierda
dice guinienfos selenta p ires, que con la palabra mil, dird
quinientos setenta p tres mil; la seccién de la derecha dice
ochoeientos noventa y cuatro; Iuégo el niimero todo se leerd:
quinientos setentd y tres mil, ochocientos noventa y cuatro.

87 el niimero consta de mds de seis cifras, se descom-
pondrd de derecha a izquierda, en grupos de seis cifras; se
leerd de izquierda a derecha cada une de los grupos, segin
la regla del easo anterior, dando a cada grupo la denomi-
nacidn correspondiente. (Recuérdese que el primer grupo de

" la derecha es el de las unidades; el segundo, el de los millones;
el tercero, el de los billones; el cuarto, el de los trillones, etc.)
EjempLO.—Leer el mimero.

574,820.651,823.507,609,243

Descomponiéndole en grupos de seis cifras de derecha a iz-
quierda, y poniendo a la derecha de cada drupo, excepto del
primero, un pequefio- ntimero que indique su denominacion (el 1,
millones; el 2, billones; el 3, trillones, etc.), el nimero se leerd
con mucha facilidad, diciendo: quinientos setenta y €uatro Zri-
/lones, ochocientos veintinueve mil seiscientos treinta y un bi-
llones, ochocientos veintitrés mil quinientos siete millones,
seiscientos nueve mil doscientos cuarenta y tres. Es dtil des-
componer cada grupo de seis cifras en dos grupos de tres cifras
por medio de una coma u otro signo, para ver al momento el lu=
gar de los millares de cada grupo y facilitar su lectura.



Numeracion romana.

27. Al hablar de numeracion romana, nos referimos a la es-
crita, porque la numeracién verbal es [a misma decimal nuestra,
yde ella hemos tomado los nombres de los niimeros de nues-
tro sistema, por lo,menos hasta cierto Ifmite.

Los signos o cifras que se emplean en el sistema romano
para expresar los nimeros son las siguientes letras maytisculas

de nuestro alfabeto:
I, V. X, L, C, D, M:

28. PriNcCIPIOS.—Primero. En el sistema romano de ni-
meracién escrita sélo existen siete drdenes de unidades con
signo propio, que son:

Se expresa A la quese
por laletra da el valor

Unidad de primer orden............... 1 1
— desedundo — ...iiiecieiian. V 5
= EROFCarS - = o7t s vailne v 4 e X 10
= de-cuarlol | — T e s daldii il 50
— Sideabintal, = viiiresesin e 100
— de sexto s lyian, T D 500
— deséptimo — .....ciiinenann M 1.000

Segundo. Cinco unidades de primer orden forman una
de segundo; dos de segundo forman una de tercero; cinco de
tercero forman una de cuarto; dos de cuarto forman una de
quinto, cineco de quinto forman una de sexio p dos de sexto
forman nna de séptimo. Es, pues, un sistema de base doble,
alternando la base cznco con la base dos.

Tercero. La anidad de primer orden, o sea la 1, puede
anteponerse a las de segundo y tercer orden, o sea a laV p
a la X, rebajdndoles lo que ella vale, o sea una anidad,

Asi, IVvale 5—1=4
IX vale 10 —1=29

perono se antepone nialaL,niala C, nialaD, niala M.

La unidad de tercer orden, o sea la X, puede anteponer-
se a las de caarto y quinto orden, oseaalaLyala C re=
bajdndoles lo gue ella vale; asi,

XL vale 50 — 10 = 40
XC vale 100 — 10 = 90

pero no se antepone a'la D niala M.
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La unidad de quinto orden, o sea la C, puede anteponer-
se a las de sexto p séptimo orden, rebajdndoles lo que ella

vale,; asi,
CD vale 500 — 100 = 400
CM vale 1.000 — 100 = 900

Las unidades de segundo, cuarto y sexto orden no se ante-
ponen a las de drdenes superiores para disminuirles su valor.

Cuarto. Las unidades de primero, tercero, quinio y sép-
timo orden pueden tomarse hasta tres veces seguidas, p no
mds (*); las unidades de segundo, cunarto p sexito orden no
pueden repelirse, o no puéden tomarse dos veces seguidas.,

Asi podemos tomar hasta tres veces seguidas lal, la X, la
C y la M, poniendo

1 — 3
XXX = &0
CCC = 300
MMM = 3.000

pero no se toma dos vecesla V, ni laL, ni la ‘D, porque para
expresar 2 V tenemos la X; para expresar 2 L tenemos la C y
para expresar 2 D tenemos la M.

A los ntimeros

I =4
y PXi=1 9
AL .= 40
XE=r00)
CD = 400
CM' = 900

los llamaremos grupos. A estos grupos es debido que no tenga
que tomarse mas de tres veces seguidas una misma letra.

Asi, en vez de
~ 1 se escribe IV
XXXX — .47
cecee - (815

29, En este sistema romano nada significan los lugares con
respecto al valor de sus cifras o grupos, esto es, en este siste-
ma no existen los valores relativos. Cada cifra o grupo sélo

(*) En los relojes, las cifras estdn puestas para ser miradas desde el centro,
asl es que, no miradas desde el centro, las cifras superiores se ven derechas,
¥ las inferiores, invertidas; de aqui que el IV, visto al revés, es A} ¥ para que
no se confunda con el VI, se pone IIII, =
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tiene el valor absoluto que se le ha asignado en €l sistema; de
aqui que todo niimero de este sistema es igual a la suma de los
valores absolutos de las cifras y grupos que le componen. Sin
embargo, se escriben las cifras y grupos de izquierda a dere-
cha, por el orden de sus valores decrecientes, para armonizar
1a escritura con la costumbre de leer los nimeros de izquierda
a derecha y de mayor a menor.

Como con lo dicho hasta aqui no podrfa escribirse un niime-
ro cuyos millares pasasen de tres, se ha convenido en que una
raya horizontal, puesta sobre una cifra, grupo o conjunto de
cifras, transforme en millares las unidades de la cifra, grupo o
conjunto; dos rayas horizontales puestas sobre una cifra, grupo
o conjunto de cifras transforman sus unidades en millones; tres
rayas, en millares de millén; cuatro rayas, en billones, etc.

EJEMPLOS:

] V= 5mil
Vi[= 7 millones.

XC = 90 mil millones.

CM =800 billones.

Escritura de un nimero cualquiera en el sistema romano.

30. Para escribir an numero en el sislema romano, se

descompondrd el nimero en parles que tengan representa-
cion exacta en las cifras o grupos del sistema, y lnego se
escribirdn de izquierda a derecha, y por el orden deerecien-
te de sus valores, las cifras y grupos que en la descompo-

sieion hapan resultado.
EjEmMPLO.—1.% Escribir en cifras romanas el nimero 489.

Se descompone en

400 que se expresa por el drupo CD <
— porlaletra L

10 — X

10 X

10

9

— X
por el drupo IX

luego 489 tiene por expresion COLXXXIX.
2.2 Escribir el niimero 1917. Se descompone en

v

!

1 l‘:‘
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'1000 que se expresa porla letra- M
900 — por el drupn CM
Ig — porlaletra X
1 e

y resulta MCMXVII.
3.° Escribir el mimero 7598. Se descompone en

7000 que se expresa por VII
500 —_

por D
a0 — por XC
5 - por V
1 —_ por I
1 = por I
1 — por 1

y resulta VIIDXCVIII.
4.° Escribir el nimero 15407639, Se descompone en

15000000 gue se expresa por ﬁ

407000 = por CDVII
500 — por D
100 - por £

10 = por X
10 = por X
10 — por X

9 e por IX

y resulta XV CDVIIDCXXXIX.

Lectura de un niimero escrito en el sistema romano.

31. Para leer un mimero escrito en el sisfema romano,
se leen de izquierda a derecha los valores de las cifras p
grupos que lo forman, juntando en una sola lectura las ci- .
fras que expresan unidades del mismo orden, como se ve en
los grupos que se ponen a continuacién:

EJEMPLOS;
1.° Leer el nimero MM DCC LXXX IX
———— — e il s et
Resulta..... «« dos mil setecientos ochentaynueve

2,° Leer el nimero v BCEO + - DEC XXX - 1V
e — ™

R — e — e~
Resulta...s.., cinco ochocientos setecien- treintaycuatro
millones mil tos
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© sea, cinco millones ochocientos mil setecientos treinta y
cuatro:

5.° Leerelnimero ~IX V CD Vil

™l N, e . e

Resulta ....... nuevemil cinco cuatrocientos ocho
millones mil

© sea, nueve mil cinco millones cuatrocientos mil ocho:
Obsérvese cémo, para la lectura de este niimero, el grupo

TX con las tres rayas (nueve mil millones) y la cifra V con las
dos rayas (cinco millones) se han juntado para decir nueve mil
cinco millones.



SEGUNDA PARTE

Calculo.

32. Cdleunlo es la parte de la Aritmélica que trata de las
operaciones.

Llamase operacidn todo procedimiento que se emplea para
formar un niimero por medio de otros dos o mds.

Los dos o més ntimeros que sirven para formar otro se Ila-
man dafos, y el niimero que se busca, una vez hallado, se llama
resultado.

Una operaci6n se llama Zaversa de otra de dos datos, cuan-
do los datos de aquélla son el resultado y un dato de ésta, y el
resultado, el otro dato de esta misma.

Las operaciones aritméticas son siete: adicion, sustraccidn,
multiplicacién, division, potenciacion o formacién de potencias,
radicacién o extraccién de rafces y determinacién de expo-
nentes.

La adicion, multiplicacién y potenciacién se llaman opera-
ciones de composicidn; la sustraccién, divisién, extraccién de
raices se llaman operaciones de descomposici6n.

Agqul, en estas nociones, s6lo trataremos de las cuatro pri-
meras operaciones, dando una ligerisima idea de las otras tres.
De todas ellas, la adicién es la operacién verdaderamente fun-
damental. -

Prueba de una operacion es otra operacién que, después de
efectuada aquélla, se hace para ver si estd o no aquélla equi-
vocada.

En las operaciones del célculo llamamos prac'edrmmn!o na-
fural aquel por el cual podemos hallar el resultado de una ope-
racién con sélo los conocimientos adquiridos cuando se empie-
za a tratar de aquella operacion. Asf, serd procedimiento natu-
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ral para hallar el resultado de la adicién el que s6lo se funda en
la numeracién. Procedimiento natural para la sustraccién serd
el que se funda en la numeracién o en la adicién. Para la multi-
plicacién serd procedimiento natural el que se funda en la adi-
cién, y para la divisién, el que se funda en cualquiera de las
operaciones precedentes.

Adicion. 2

33. La adicién u operacion de sumar tiene por objelo re-
unir en un namero las anidades de ofros dos o mids.—Los
datos o ntimeros que se dan para sumar se llaman sgmandos, ¥
el resultado, suma, Es operacitn de composicién, porque en el
resultado estdn todas las unidades contenidas en los sumandos
o todas las unidades que tienen los datos. El signo de la ope-
racion es una cruz +, que se lee més y se interpone entre los
sumandos. Asi, por ejemplo, 5+ 7 4+ 12, que se lee 5 mds 7
mdés 12.

El procedimiento natural para hallar la suma de dos mime-
ros consiste en agregar a uno de ellos, una a una, las unidades
del otro, lo cual equivale a contar; pues si para sumar 5 con 4
agredamos al 5 una a una las unidades del 4, ser4 lo mismo que
decir5v1,6y1,7y1, 8y1,9 Como se ve, este procedi-
miento tan sencillo seria impracticable si se tratase de niimeros
muy grandes. Para convencerse de ello baste considerar que si
tuviéramos que agregar una a una a un niimero las unidades de
un billén, la operacidon no terminaria, aun no haciendo otra cosa,
sino después de varios miles de afios, Para evitar este inconve-
niente seguiremos otro procedimiento, que consiste en distin-
guir en la operacién varios casos: uno que pueda hacerse por
el procedimiento natural y otros que se reduzcan facilmente al
primero.

Consideraremos, primero, que los sumandos sean dos, y se-
gundo, que sean mas de dos.

Si los sumandos son dos, distinguiremos tres casos:

1.2 Sumar dos nimeros de una cifra.

2. Sumar an niimero de varias cifras con ofro de una.

3.2 Sumar un niimero de varias cifras con ofro de varias.

Primer caso: Pura sumar dos nimeros de una cifra se
pueden agregar a uno de ellos, una a una, las nnidades del
otro.
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Como después de ejercitarse mucho el alumno en este primer
caso, se le quedara en la memoria el resultado de sumar niime-
ros de una cifra, en lo sucesivo, para sumar nimeros de una
cifra, se hard la operacién mentalmente, sin necesidad de apelar
al procedimiento natural.

34. Puede también servir, para el prlmer ¢aso, la tabla de
sumar, que se forma escribiendo en una linea horizontal los nu-
meros consecutivos desde 0 hasta 9; debajo de estos niimeros,
y correspondiéndose con ellos, los ntimeros desde 1 hasta 10;
debajo de éstos, del mismo modo, los mimeros desde 2 hasta
11, y asi sucesivamente, hasta una horizontal que empezando
por 9 termine en 18, como se ve en el siguiente cuadro llamado

TABLA DE SUMAR

[

[Slel =] ~[=fal=[=]e

9.
3
¥3
5
6
R

1

] a

| @

—
(=]

Para hallar la snma de dos nimeros de ana cifra, por
medio de la tabla, Se busca un sumando en la primera hori-
zonial o fila, p otro sumando en la primera columna; se re-
corre la columna correspondiente al primer sumando hasta
encontrar la fila correspondiente al segundo, y en el puanto
de encuentro estd la suma pedida.

EjJEmPLO.—Hallar la suma 7 4 5.

Biisquese el 7 en la primera fila y bajese por la columna del
mismo hasta encontrar la fila del 5, ¥ en el punto de encuentro
estd 12, que es la suma. Pudiéramos también haber "buscado el
5 en la primera fila y el 7 en la primera columna, y se hubiera
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obtenido el mismo resultado. Esto nos dice prdcticamente que
la suma de dos nimeros de una cifra es independiente del orden
de los sumandos, como acabamos de verlo en 7 + 5, que ha dado
1o mismo que 5+4-T7.

35. Segundo caso: Sumar un nimero de varias cifras con
ofro de una.

Para sumar un nimero de varias cifras con ofro de una,
se suma el niimero de una cifra con las unidades del de va-
rias, y a la izquierda de la suma se ponen las cifras restan-
tes del sumando de varias cifras, si la suma aguella no pasé
de 9; si paso de 9, se escribe la cifra de las unidades de di-
cha suma y se agrega una decena a la cifra de las decenas,

EjEMPLOS.—1.° Sumar 545 con 4. 2,9 Sumar 754 con 8,
543 754
& Zu:
547 762

En el primer ejemplo, como la suma del 4 con la cifra de las
unidades del otro sumando no pasa de 9, ha bastado escribir a
la izquierda del 7 las otras cifras del primer sumando. En el se-
gundo ejemplo, la suma de la cifra 8 con las unidades del otro
sumando es 12, por esto se ha puesto un2 y se ha agregado una
decena a la cifra de las decenas. -

36. Tercer caso: Sumar dos nimeros de varias cifras.
Como si dividimos un todo en partes y dividimos otro todo
fambién en partes y reanimos las parfes de ambos todos,
quedardn reunidos los todos, es claro que

Para samar dos niimeros de varias cifras, se sumardn
separadamente las unidades de cada orden, empezando por
las de orden inferior, para poder agregar a la suma parcial
siguiente las unidades de orden superior que resulten de la
suma anterior. Si cada suma parcial no pasase de nueve, lo
mismo seria empezar por un orden que por otro.

EjempPLOS.—1.° Sumar los nimeros 5364 y 2321. Como
ambos niimeros se componen de millares, centenas, decenas y
unidades, la suma total se compondréd de cuatro sumas parcia-
les; esto es, de la suma de los millares con los millares, de las
centenas con las centenas, las decenas con las decenas ¥ las
unidades con las unidades, y como en 'este ejemplo ninguna

~ 38
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suma parcial pasa de 9, empezaremos a sumar por los millares,
diclendo:

5 millares y 2 millares, 7 millares; 3 centenas y 3 centenas,
6 centenas; 6 decenas y 2 decenas, 8 decenas; 4 unidades y
1 unidad, 5 unidades. Total, 7685.

2.° Sumar los ntimeros 5839 y 748. Aqui vemos que el se-
gundo sumando no tiene millares; por lo tanto, sélo se sumaran
las unidades del uno con las del otro, las decenas con las dece-
nas y las centenas con las centenas, reuniendo esta suma comn
los millares del primer sumando. Por otra parte, en este ejem-
plo, algunas sumas ‘parciales pasan de 9; por consiguiente, ha-
brd que empezar a sumar por las unidades de primer orden,
diciendo: 9 y 8, 17; pero como 17 tiene una decena, escribire-
mos sélo el 7 y agregaremos la decena a la suma de las dece-
nas, diciendo: 1 y 3,4 y 4, 8; 8 y 7, 15; pero como 15 centenas
contienen un millar, escribiremos sélo el 5 y afadiremos el mi-
llar a los millares del otro sumando, diciendo: 1y 5, 6. Luego
la suma total seréd 6587.

En la prdctica, se escribe un sumando debajo de otro, de
modo que se correspondan las cifras del mismo orden; de-
bajo de los sumandos se traza una raya, y debajo de la raya
se eseribe la suma, efectudndola eomo se ha dicho.

. Hagamos en esta forma las sumas de los ejemplos ante-
riores:

3:2 5564 27 5830°
2321 748
7685 6587

. En la primera dirfamos: 4y 1, 5;6y2,8;3y3, 6,y
5927,

En la segunda dirfamos: 9 y 8, 17; escribo 7 yllevo 1; 1 v

5,4,y4,8,8y7, 15; escribo el 5 y llevo 1 y 5, 6.
37.. Caso en que los sumandos sean fres o mds.

Si los sumundos tienen una sola cifra, se sumardn pri-
mero dos de ellos, al resultado se afiadird otro, a este re-
sultado otro, hasta que se hayan sumadoe todos.

Si lvs sumandos son de varias cifras, se sumardn sepa-
radamente las unidades de cada orden, empezando por el
orden inferior, poniendo cuidado, si una sama parcial tiene
unidades del orden inmediafo superior, en guardarlas para
este orden.
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EjemMPLOS.—1.° Sumar los mimeros 5,7, 8,3 y 9.
Sedird5y7,12y8,2093,25y 9, 32,
2.° Sumar los mimeros 57296, 8347, 55912, 728.

Para mayor comodidad y evitar que por equivocacién pu-~
diesen sumarse unidades de distintos érdenes, se escribirdn
unos sumandos debajo de otros, de modo que se correspondan
las cifras del mismo orden, y luedo se sumardn como se ha

dicho: .
57296
8347 |
55012 .
798

122285

Para hacer esta suma, se dir4: 6 y7, 13 y2, 15 y 8, 25;
escribo 3y llevo 299,11y 4,15y 1,16y 2, 18; escribo8 y
llevoly2, 393 6y9,15 97, 22; escribo2 y llevo2y7, 9
v8, 17y 5, 22; escribo 2 yllevo2y 5,7 y 5, 12.

Sediin lo dicho en la definicion, la suma ha de contener
todas las unidades de cada uno de los sumandos, y es evidente
que este niimero total de unidades ser4 el mismo, sea cualquiera
el sumando por el cual se empiece la suma y los sumandos por
los que se contintie, lo cual suele enunciarse diciendo que el
valor de la suma és independiente del orden de los sumandos.
De esto se deduce una

Prueba de la operacion,—Para ver si la suma estd bien
hecha, se suman en orden inverso los sumandos, o como
suele decirse, si se han sumado de arriba a abajo, se sumare
de abajo a arriba. Si la operacién estd bien hecha, las su-
mas han de ser iguales.

Si es de gran importancia la exactitud de la operacién, no
es prudente fiarse del todo de la prueba; pues bien podria ocu-
rrir que estuvieran mal las dos operaciones y dieran el mismo
resultado. En este caso conviene repetir atentamente la opera-
ci6n o apelar a otra prueba, que podria ser formar varios gru-
pos de sumandos, sumar los grupos y reunir las sumas.

Sustraccion.

38. La susiraccion tiene por obfeto, dada la suma de dos
sumandos y uno de éstos, hallar el ofro sumando, La suma
dada se llama minuendo; el sumando dado, susiraendo, y el
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sumando que se busca, diferencia. Como se ve por la defini-
cién, la sustraccién es operacién inversa de la adicién.

También suele definirse la sustraccién diclendo que tiene
por objeto hallar la diferencia entre dos mimeros, llamados mi-
nuendo y sustraendo.

De la primera definicién se deduce también que la suma del
sustraendo y la diferencia es igual al minuendo, y que la dife-
rencia entre el minuendo y la diferencia es el sustraendo.

El signo de la operacion es una pequefia raya horizontal—,
que se lee menos, y se coloca entre el minuendo y el sustraen-
do. Asi, si se quiere indicar la diferencia entre 12y 5, se es-
cribird: 12 — 5, que se lee: 12 menos 5.

39. Procedimiento natural de la susfraccion.—Es doble;
congiste en contar o descontar. '

1.2 Como el minuendo es igual a la suma del sustraendo y
la diferencia, para tener ésta, basta agregar al sustraendo las
unidades necesarias para componer el minuendo.

EjempLO.—Hallar la diferencia entre 12 y 5. Para ello dire-
mos: 5y1,6,91,7,y1,8,vy1,9,91,10, vy 1, 11, y 1, 12,
donde vemos que el ntimero de unidades afiadidas es 7. Lue-
go 7 es la diferencia entre 12 y 5.

2.° Puede hacerse rebajando al minuendo, una a una, las
unidades del sustraendo. Sea el mismo ejemplo de antes;

- 12-—5.

Diremos: 12—1, 1I;—1 10, — 1, 9: ~ I, 8;:— 1, 7; lue-
go 7 es la diferencia.

40. Este procedimiento seria muy largo, y hasta impracti-
cable, si fuesen muy grandes minuendo, sustraendo y diferen-
cia, por lo que convendrd buscar procedimientos méds breves.

Para ello distinguiremos en la sustraccién tres casos:

1.° Que el minuendo y el sustraendo fengan una o mds
cifras y la diferencia una.

2.° Que el minuendo tenga varias cifras, el sustraendo
una y la diferencia varias.

3.° Que el minuendo, sustraendo p diferencia fengan va-
rias cifras.

41. Primer caso: Para esle caso basta hallar la cifra que,
agregada al sustraendo, dé el minuendo.,

EJEMPLOS:
: 98— 5=4
15— 8=7
320 — 312=8



Fécilmente se ve que 4 es lo que le falta al 5 para valer 9;
7 lo que le falta al 8 para valer 15, y 8 lo que le falta a 312
para valer 320.
42, Segundo caso: Cuando el minuendo tiene varias cifras
v el sustraendo nna, se restard la cifra del sustraendo de
la primera del minuendo, o de la primera aumentada en una
decena; v a la izquierda de la diferencia se escribirdn las
restantes cifras del minuendo, si la cifra del sustraendo no
era mayor que la cifra de las unidades del minuendo, reba-
Jande a las decenas nna unidad, en easo contrario.
EJEMPLOS:

879 — 5 =874
545 — 8 =535

En el primer ejemplo, como la cifra del sustraendo es me-
nor que la primera del minuendo, a la izquierda de la diferen~
cia 4 se han puesto las decenas y centenas del minuendo; en el
segundo ejemplo,.como el sustraendo es mayor que la primera
cifra del minuendo, se rebaja una decena a la cifra de las dece~
nas del minuendo. ;

43. Tercer caso: Que minuendo, susiraendo y diferencia
tengan varias cifras. : '

Como las unidades de cada orden de la diferencia, sumadas
con las del mismo orden del sustraendo, han de dar las del mi-
nuendo también del mismo orden, se desprende de ahi que cada
orden de unidades de la diferencia es la diferencia entre las
cifras del mismo orden del minuendo y sustraendo, en el supues=
to que la suma de las cifras del mismo orden de minuendo y
sustraendo no pase de 9; si pasasen de 9, la cifra de la diferen-
cia serfa la diferencia entre las cifras del mismo orden del mi-
nuendo y sustraendo, pero aumentada la del minuendo en una
unidad del orden inmediato superior. De aqui la

Regla para el tercer caso: Para restar nimeros de varias
cifras, enando la diferencia tiene también varias, se resta-
rdn Separadamente las unidades de cada orden, empezan-
do por las de orden inferior, y se escribirdn de derecha a
izquierda las cifras que vavan resultando. Si alguna eifra
del minuendo fuese menor gue la del mismo orden del sus-
traendo, se le agregaria a la cifra del minuendo diez uni-
dades de su orden, cuidando de agregar una unidad del or-
den inmediato superior a la cifra inmediata del sastraendo
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.o de rebajarla de la cifra siguiente del minuendo. En la
prdetica se escribe primero el minuendo, debajo el sustraen-
do, de manera que se correspondan sus cifras del mismo or-
den; debajo del susfraendo una rapa horizontal, y debajo de
la raya, la diferencia, hallada como se ha dicho.
EjempLos, — 1.° Hallar la diferencia entre los niimeros

57308 y 34987,
Se dispondra la operacién del modo siguiente:
57308
34987
22521

Para hallar esta diferencia hemos dicho: de 7 a 8, 1, que se
escribe debajo de las unidades; de 8 a 10, 2, que se escribe de-
bajo de las decenas; pero como para poder restar hemos tenido
que anadir diez decenas al minuendo, agregaremos una centena
ala cifra siguiente del sustraendo, y decimos: 1y 9, 10, a 13,
3, que-se escribird debajo de las centenas; por la misma razéu
afiadimos una unidad a la cifra siguiente del sustraendo, y deci-
mos: 1 y4, 5, de 5 a7, 2, que se escribe debajo de los millares,
¥, por tiltimo, de 3 a 5, 2, que se escribira debajo de las dece-
nas de millar,

2.% Hallar la diferencia entre los nimeros 75811 y 596. Pues-
tos uno debajo de otro, como antes, tendremos:

75811
596

75215

En este segundo ejemplo, en que el minuendo tiene cifras de
drdenes superiores que no estdn en el sustraendo, se ve que
dichas cifras aparecen en la diferencia. La manera més sencilla
de explicarlo consiste en suponer a la izquierda del sustraendo
tantos ceros como cifras tenga de mds el minuendo, y seguir la
operacion hasta el iiltimo cero.

Aqui hubiéramos dicho de 0 a§, 5, yde0a?7,7.

Prueba de la operacion. La sustraccién puede probarse de
dos maneras, que se desprenden de la definicién.

1.2 Se suma la diferencia con el sustraendo, y la sama
ha de ser igual al minuendo.

2.2 Se resta la diferencia del minuendo, y el resultado
ha de ser ignal al sastraendo.
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Multiplicacién de niimeros enteros.

44. Multiplicacidn, en general, es una operacién que tie-
ne por objeto, dados dos niimeros {lamados factores, hallar
olro nimero llamado producto, que sea, con respecto a uno
de dichos factores, lo que el ofro es con respecto a la uni -
dad. El factor que se relaciona con el producto se llama multi-
Plicando, y el que se relaciona con la unidad, maltiplicador.

La mulfiplicacién de niimeros enteros puede definirse di-
clendo que tiene por objeto, dados dos nidmeros enteros, to-
mar (no repetir) uno de ellos tantas veces por sumando como
unidades tiene el olro.

El niimero que se toma por sumando es el multiplicando, el
que expresa cudntas veces hay que tomar el multiplicando es
el multiplicador; los dos juntos son los factores, y el resultado
€s el producto.

El signo de la multiplicacién es un aspa >< o un punto, que
se lee multiplicado por.

Asi 5xX4, 65 .4, selee 5 multiplicado por 4.

45. Procedimiento> natural. — Es el que se deduce de la
misma definicion. Consistird, pues, en formar una suma de tan-
tos sumandos iguales a uno de los factores como unidades tie-
ne el otro factor:

Asi, por ejemplo, multiplicar 8 X 3 es lo mismo que 8 + 8 +
8 = 24; multiplicando 25 < 6, es lo mismo que 25 + 25425 -+
25+ 25 1 25 =150,

Ya se comprendera que este procedimlento sélo.puede apli-
carse al caso en que los factores son pequefios o en que, por lo
menos, lo sea el multiplicador.

46. Para hallar un procedimiento més breve, distinguiremos
tres casos:

1.° Que mat’hphcand@ v multiplicador tengan una sola
eifra.

2.° Que el multiplicando tenga varias cifras y el multi-
plicador una.

3.2 Que muliiplicando y mulliplicador tengan varias ci-
Jras.

OBSERVACION. — Si el multiplicando tuviese una cifra y el
multiplicador [varias, tomaremos el multiplicador por multipli-
<ando y el multiplicando por multiplicador, con lo que la opera-
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cion quedarfa reducida al segundo caso, sin alteracion en el re-
sultado, como comprobaremos luego.

47. Primer caso: Pura multiplicar los niimeros de una cifra,
no hay inconveniente en tomar uno de ellos por sumando tantas ~
veces como unidades tiene el otro. Por ejemplo: para multipli-
car 8><5 podemos decir8y 8, 16y 8, 24 y 8, 32 y 8, 40; pero
es preferible hacerlo por medio de la fabla de multiplicar, te-
niéndola a la vista, si no se sabe de memoria.

La tabla de multiplicar o de Pitdgoras se forma del modo
siguiente: Se escriben en una linea horizontal o fila la serie de
los ntimeros consecutivos desde 1 a 9; debajo de estos niimeros,
en otra fila, la suma de estos nimeros consigo mismos; debajo
de éstos, en una tercera fila, las sumas de cada ntimero de la
primera con el correspondiente de la sedunda; debajo de la ter-
cera fila, una cuarta que se formard sumando los niimeros de la
primera fila con los correspondientes de la tercera, y asi se
continuard, hasta llegar a la novena fila, que-se formar4 suman-
do los ntimeros de la primera con los correspondientes de la
octava. De este modo queda formado el cuadro siguiente, lla-
mado Tabla de Pitdgoras o

TABLA DE MULTIPLICAR

Para hallar por esta tabla el producto de dos niimeros de
nna cifra, se buscard uno de ellos en la primera fila yp otro
en la primera columna; se recorrerd la columna correspon-
diente al primero hasta encontrar la fila correspondiente af
Segundo; en el punto de encueniro estard el producto.



EjempPLO.—Supongamos que queremos multiplicar 8 por 5:
buscaremos el 8 en la fila primera, recorreremos la columna deli
8 hasta encontrar la fila quinta, que es la del 5, y en el punto
de encuentro estard el producto, que es 40. También podiamos
haber hallado el mismo producto buscando el 5 en la primera
fila y el ocho en la primera columna, recorrer la columna del &5
hasta encontrar la fila del 8, y en el punto dé encuentro se
halla también el producto 40. Esta tabla nos dice practicamente
que el producto de dos niimeros de una cifra es independiente
del orden en que se toman, como acabamos de verlo en 8 X 5,
que nos ha dado lo mismo que 5 ><8.

48. Segundo caso: Que el multiplicando tenga varias ci-
fras, y el multiplicador una. Para multiplicar un nimero de
varias eifras por otro de una, se maltiplica cada cifra del
multiplicando por la cifra del multiplicador, empezando por
las unidades del orden inferior, reservando en cada produc- -
to parcial las unidades de orden superior que contenga,
para agregarlas al producto parcial siguiente.

Es tan sencillo el razonamiento para probar esta regla, que
nos decidimos a explicarlo.

Razonaremos, para mayor claridad, sobre un ejemplo. Sea
multiplicar 5768 por 4.

Segiin la definicién, podemos tomar el multiplicando cuatro
veces por sumando. Veamos cémo esto es lo mismo que multi-
plicar cada cifra del multiplicando por la del multiplicador.

Efectuemos una al lado de la otra las dos operaciones, la de
hallar el producto sumando y la de hallarlo multiplicando.

Sumando: 5768  Multiplicando:
5768
5768 4
5763 B%a

25072
25072

En la primera hemos tomado el 8 cuatro veces por suman-
do; en la segunda hemos multiplicado el 8 por 4, lo cual es lo
mismo. En la primera hemos tomado el 6 cuatro veces por su-
mando; en la segunda hemos multiplicado el 6 por 4, que es lo
mismo. En la primera hemos tomado el 7 cuatro veces por su-
mando; en la segunda hemos multiplicado el 7 por 4, que es
igual. Por tltimo, en la primera hemos tomado el § cuatro ve-



«ces por sumando, y en la segunda hemos multiplicado el 5 por
4, que da el mismo resultado.

Por otra parte, de cada suma parcial, en la primera, hemos
‘reservado las unidades de orden superior para agregarlas a la
stima siguiente, y en la segunda, de cada producto parcial hemos
guardado las unidades de orden superior para agredarias al
producto siguiente; luego en el fondo todo es 1o mismo en am-
bas operaciones, s6lo que la segunda es mds breve. Luego la
regla dada es verdadera.

49. Tercer caso: Multiplicar un niimero de varias cifras
spor otro de varias.

Distinguiremos en este caso olros tres: 1.° Que el multi-
Dplicador sea la nnidad seguida de ceros. 2.° Que el mulfi-
Plicador sea una cifra distinta de la unidad, y que vaya se-
guida de ceros. 3.° Que el mulliplicador sea un nidmero
cualguiera de varias cifras, distinto de los anleriores.

1.° Para multiplicar un ntimero por la unidad seguida
de ceros, se escribirdn a la derecha del nimero tantos eeros
como sigan a la unidad.

Esto se funda en uno de los principios de la numeracién es-
crita, o sea en que toda cifra colocada a la izquierda de otra
.expresa unidades del orden inmediato superior.

EJEMPLOS.—1.° Sea multiplicar 85 por 10.

Bastard poner a la derecha de 85 un cero, y el producto
serd 850. :

Por el principio enunciado, el 85, que era unidades, ha pa-
:sado a ser decenas, que son diez veces mayores; luego el ni-
:mero ha quedado multiplicado por 10.

2.° Sea multiplicar 512 por 1000.

Bastard poner a la derecha de 512 tres ceros, y el producto
serd 512000; pues segiin el repetido principio, el 512, que era
unidades de primer orden, ha pasado a ser millares, que son mil
veces mayores; luego el niimero ha quedado multiplicado por
1000, etc. 3

2.° Cuando el multiplicador es una cifra distinta de la
anidad y seguida de ceros, se multiplica el nimero por la
cifra, y a la derecha del producto se escriben tantos ceros
<omo acompafiaban a la misma.

EjempLO.—Multiplicar 729 X 300.

Se multiplica el 729 por 3, y a la derecha del producto se
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ponen dos ceros, en esta forma:
729
300
218700

3.° Cuando el multiplicador es un niimero cualquiera
formado de dos o mds cifras significativas, se multiplica
todo el multiplicando por eada cifra del multiplicador, y se
suman los producios parciales.

Expliquémoslo con un ejemplo.

Sea multiplicar 3528 por 479.

El producto ha de contener 479 veces el multiplicando, lo
cual es lo mismo que contenerle 9 veces, 70 veces y 400 veces;
por lo tanto, el producto se obtendrd multiplicando el 479 por
9, luego por 70 y después por 400, y sumando en seguida los
productos parciales.

Obsérvese que el producto por 70 lleva un cero, que se
puede omitir poniendo la primera cifra que quede debajo de las
decenas del productg anterior; asimismo el producto por 400
llevaréd dos ceros, que se pueden omitir escribiendo la primera
cifra que quede debajo de las centenas del primer producto.

En la prdctica, se dispone la operacidn del modo si-
guiente:

Se escribe el multiplicando, debajo el multiplicador, y
debajo de éste, una rapa; lnego se multiplica cada cifra
del mulliplicador por todo el multiplicando, y se escribe la
primera cifra de cada producto de modo que se corresponda
con la cifra del multiplicador gue ha servido para formarle.
Se suman en seguida estos productos parciales, y se tendrd
el producio total.

EjemPLO,—Sea multiplicar los niimeros antedichos, 3528

por 479,
Disposicion: 3528 5628
479 479
317562 14112
24696 24696
14112 31752
1689912 1688912

50. OBserRVACION.—Nada se dice aqui del orden en que
deben tomarse las cifras del multiplicador, porque realmente es
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indiferente el orden, con tal que se coloquen los productos par-
ciales como se ha dicho, o sea de modo que la primera cifra de
cada uno se corresponda en columna con la cifra del multipli-
cador que ha servido para formarle. Véase esto confirmado en
la segunda de las multiplicaciones anteriores, donde se ha em-
pezado la multiplicacién por la cifra de orden superior del mul-
tiplicador.

Con esta regla no hay que tener en cuenta los ceros que
pueda haber entre las cifras del multiplicador; se prescinde de
ellos, procurando colocar la primera cifra de cada producto
parcial en su lugar correspondiente, como se ha dicho.

EJEMPLO.—Sea multiplicar 85729 por T000809.

Disposicién: 85729
= 10000

771561
635852
600105

600172554761

- 51. OBSERVACION.—Cuando los dos factores no tengam
igual niimero de cifras significativas, es preferible tomar por
multiplicando el de mayor nimero de ellas, pues por este medio -
suele haber un ahorro de cifras mas o menos considerable en la
operacion.

En el ejemplo anterior, en que los productos parciales tie-
nen entre todos 18 cifras, si se invierte el orden de los facto-
res, los productos parciales tendran 40 cifras entre todos.

Cuando uno de los factores o ambos terminen en ceros,
Se prescindird de ellos, y luego se pondrdn a la derecha del
producto que procede de las cifras significativas.

Si sdlo el multiplicando termina en ceros, conviene escri-
bir la primera cifra del multiplicador debajo de la primera
cifra significativa del multiplicando, para que se vea mejor
que se prescinde de los ceros, que después se pondrdn a la
derecha del producto obtenido con lus cifras significativas.

EjempLO.—Multiplicar 783000 por 57.

Disposicién: 7835000
57

5481
3915

44631000
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Si sdlo es el multiplicador el que fermina en ceros, se
pondrd su primera cifra significativa debajo de las unidades
del multiplicando. ‘
EJEmMPLO.— Multiplicar 8755 por 45000.
Disposicién: 8755
45000
43775
35020

393975000

Si multiplicando y multiplicador terminan en ceros, se
escribird el multiplicador debajo del multiplicando, de ma-
nera que la primera eifra significativa de aguél caiga deba-
Jo de la primera significativa de éste.

Hecha la multiplicacién de las cifras significativas, se pon-
drdn a la derecha del producto tantos ceros como tienen ambos
factores.

EjemPLO.—Muitiplicar 879000 por 500,

Dia;vmsicidn: 878000
0
4398500000
52. Prueba de la multiplicacién: Como el producto no al-
Zera cambiando el orden de los factores, se fomard por mul-
tiplicando el multiplicador, y por multiplicador, el maltipli-
cando, y el producto serd el mismo, si estdn bien hechas !a

operacion y la prueba.
Vedmoslo como un ejemplo:

: Prueba: 659
Operaciones: 7538 7538
659
——y 5272
67842 1977
57690 3295
45228 4613

4967542 4967542
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Division de los niimeros enteros.

53. Division es una operacidn que tiene por objeto, dado
un produacto de dos factores, y uno de éstos, hallar el otro.
El producto dado se llama dividendo, el factor dado, divisor, y
el factor que se busca, cociente.

El signo de la divisién lo forman dos puntos, asi : que se lee
dividido por; por ejemplo, 12:4, que se lee, 12 dividido por 4..

De Ia definicién se deduce que la divisién es una operacién
inversa de la multiplicacién. Cuando el dividendo es mayor que
el divisor, puede definirse la divisién diciendo que tiene por
objeto hallar el niimero de veces que el dividendo contiene al
divisor. Este niimero de veces es el cociente.

Si el divisor es entero, puede definirse también la division
diciendo que tiene por objeto hacer del dividendo tantas partes.
iguales como unidades tiene el divisor: una de estas partes igua-
les es el cociente. Esta definicién es 1til para hallar el cocien-
te cuando €l dividendo es menor que el divisor. De todas estas
definiciones se deduce:

1.° Que si el dividendo es igual al divisor, el cociente es
igual a la unidad. Asf, si dividimos 8 naranjas entre 8 chicos, a
cada chico le toca una naranja.

2.9 Que si el dividendo es mayor que el divisor, el cociente
es mayor que la unidad. Asi, si dividimos 15 naranjas entre
8.chicos, toca a cada chico més de una naranja.

3.9 Si el dividendo es menor que el divisor, el cociente es
menor que la unidad. Asf, si dividimos 6 naranjas entre 9 chi-
cos, toca a cada chico menos de una naranja.

4.2 §i el divisor es igual a la unidad, el coclente sers iguab
al dividendo. Asi, si el dividendo son 5 naranjas y el divisor un
solo chico, al chico le tocardn las 5 naranjas.

54. Procedimiento natural para hallar el cociente cuando-
el dividendo es mayor que el divisor.

Se restardn del dividendo y de las diferencias. que vayan
resultando, cuantas veces se pueda, el divisor; el nimero dé
sustracciones serd el cocienfe.

EjempLO. —Hallar el cociente de dividir 84 entre 12.

La operacién se dispondrd como se ve a la izquierda (pagi=
na siguiente).

»
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-~ 84 Se ha restado del 84 el 12; de la diferencia, 72, se:
12 pa restado otra vez el 12; de la diferencia, 60, lo mis- '
‘{E mo, y asi sucesivamente, hasta que se ha llegado a la
-go diferencia 0. El mimero de sustracciones que se pue-
12  de contar por el niimero de rayas que se han puesto
48 debajo de los sustraendos, es el cociente. En este
—= caso, la division ha sido exacta, y el cociente se llama
12 también exacto.

pre Se tiene, por consiguiente, 84 : 12 =17.
12 Si la tltima diferencia no fuese cero, el cociente

}g no serfa exacto; el niimero de sustracciones efectua=
— das se llamaria cociente entero, y la tltima diferencia,
resto de la divisién. Es evidente que el resto ha de
ser menor que el divisor.
Sea dividir 78 entre 15.
78 El nimero de sustracciones ha sido 5, y la tiltima
35 diferencia, 3. La divisién es, pues, inexacta; el co-

?g ciente entero, 5, y el resto de la division, 3, De aquf
as que: i
‘,‘2 78:15=5

3 resto 5

-;js- Modo de hallar el cociente cuando el dividendo es:

15 menor que el divisor.

5 Se aplicard la regla que se deduce de la iiltima de-
finicién dada.

EjempPLO.—Dividir una manzana entre cuatro chicos. Es '
evidente que si dividimos la manzana en cuatro partes iguales,
a cada chico le tocard una de estas partes. Luego el cociente
de dividir 1 por 4 es una de las cuatro partes iguales en que se
ha dividido la unidad.

Esta cuestion pertenece a la teorfa de los niimeros fraccio-
narios; pero hemos querido decir aqui estas pocas palabras,
para no dejar incompletos los casos en que se compara el divi-
dendo con el divisor.

Cuando Ia divisién es exacta, el producto del divisor por el
cociente es igual al dividendo. Cuando la divisién es inexacta,
el producto del divisor por el cociente es menor que el dividen-
do; le falta lo que queda después de la tltima sustraccién, que
se llama resto de la division. Por lo tanto, si agregamos este:
resto a dicho producto, resultard el dividendo. De aqui que:
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En toda division inexacta, el dividendo es igual al pro-
dueto del divisor por el cociente, mds el resto.

55, El procedimiento natural por medio de la sustraccién
seria muy largo, y hasta podrfa hacerse impracticable cuando
€l dividendo contuviese un ntimero muy grande de veces al divi-
sor; por esto se han buscado métodos mds expeditos y breves,

Para ello distinguiremos en la divisién cuairo casos:
1.°, que el divisor p el cociente tengan una sola cifra: el divi-
dendo fendrd una o dos; 2.°, gue el divisor tenga una cifra
v el cociente varias; 3.°, que el divisor tenga varias y el co-
ciente una; 4.°, que el divisor y el cocienie tengan varias.

Estos casos est4n ligados de tal manera, que el segundo es
una repeticion del primero, el tercero se reduce al primero y el
cuarto es una repeticién del tercero.

56. Primer caso: Que el divisor y cociente tengan una
Sola cifra. Para resolver este caso se buscard una cifra gue,
multiplicada por el divisor, dé el dividendo o an valor, el
mds aproximado, menor; basta, pues, saber la tabla de mul-
tiplicar.

EJEMPLOS:

©®
Il

-8 &
o oo

En el primer ejemplo, el cociente 8 es exacto, porgue
8 X 6 =48; en el caso segundo, el cociente 6 es el cociente
entero, porque 6 > 9 no da sino 54, quedando uno de resto.

Si no se recordara la tabla de multiplicar, se le pondré a la
vista, y buscaremos, para el primer ejemplo, el 6 en la primera
fila; recorreremos la columna del 6 hasta encontrar el 48, y en
la fila de éste, a la izquierda, en la primera columna, encontra-
remos el cociente 8.

Para el segundo ejemplo, buscaremos el 9 en la primera
fila; recorreremos su columna hasta el 54, y a la izquierda, en
la primera columna, encontraremos el cociente entero 6.

57. Segundo caso: Cuando el divisor tiene una cifra y el
cociente varias.

Para dividir un niimero de varias cifras por ofro de una,
se divide la primera o dos primeras cifras del dividendo por
la cifra del divisor, y se tendrd la primera cifra del cociente;
las ofras cifras del cociente se hallardn dividiendo sucesiva-
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mente por la cifra del divisor cada una de las restantes
cifras del dividendo, precedida del resto de la divisidn ante-
rior. Se dividird la primera cifra del dividendo por la cifra
del divisor, cuando aquélla no sea menor que ésta, p se divi-
dirdn las dos primeras cifras del dividendo por la del divi-
sor, euando la primera del dividendo sea menor que la del
divisor.

EjempPLOS.—1.° Dividir 8596 por 7. Separaremos el divi-
dendo del divisor por una raya, ¥ el divisor del cociente, por
otra raya; de esta forma:

89617
1150 | 1298

Para hallar la primera cifra del cociente, hemos dividido la
primera cifra, 8, del dividendo por &l divisor, 7, y nos ha dado
el cociente 1; para hallar la segunda cifra del cociente, hemos
dividido por el 7 la segunda cifra, 5, del dividendo, precedida
del resto anpterior, 1, que forman 15, y hemos hallado la cifra 2;
para hallar la tercera cifra del cociente hemos dividido por el 7
la tercera cifra, 9, del dividendo, precedida del resto anterior 1,
que forman 19, y hemos obtenido la cifra 2; por dltimo, para
obtener las cuarta y dltima cifra del cociente, hemos dividido
por el 7 la cuarta cifra, 6, del dividendo, precedida del resto 5
anterior, que forman 56. El resto de la division es la cifra co-
locada debajo de las unidades del dividendo, que en este ejem-

plo es cero, Conviene tachar los restos asi que hayan servido
~ para hallar la cifra correspondiente del cociente.
2.° Dividir 375895 por 8,

375895 | 8
57655 | 46086

En este segundo ejemplo hemos dividido las dos primeras
cifras, 37, del dividendo por el divisor, 8, por ser la primera mas
pequefia que el divisor, y hemos obtenido la primera cifra del
cociente; para hallar la segunda hemos dividido por el divisor 8
la tercera cifra, 5, del dividendo, precedida del resto anterior 5,
y hemos hallado la cifra 6, y asi hemos seguido hasta la tiltima
cifra 6, quedando un resto, 5.

Cuando se ha adquirido cierta prédctica, ni siquiera se es-
criben las cifras de los restos, sino que se unen mentalmente

4
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con las cifras sucesivas del dividendo para obtener las corres-
pondientes del cociente. Sélo se escribe el tltimo resto, por
ser el resto de la divisién. Como se ve, resolver este caso equi-
vale a resolver tantas veces el primero como cifras tiene el co-
clente. :

En este caso también, en lugar de decir tal nimero entre
tal otro, como, por ejemplo, 15 entre 4, entre 5, entre 6, etcé-
tera, suele decirse la cuarta parte de 15, la quinta parte de 15,
la sexta parte de 15, etc.

EjempLO.— Dividir 75956 por 3.

75956 | 3
2 25518

Hemos dicho en este ejemplo: la tercera parte de 7, 2;
23<3,6, a7, 1, que con el 5 forman 15; la tercera parte de
15, 5; 5 >< 3, 15, a 15, 0; la tercera parte de 9, 3; 53><3, 9, a9, 0;
la tercera partede 5, 1;1><3es 3, ad; 2, que con la tltima
cifra 6 forman 26; la tercera parte de 26, 8; 8 ><3, 24, a 26, 2,
que se escribe debajo del 6, como resto de la division.

EJERCICIO.— Separense e indlquense las divisiones parciales

“que se han hecho en el ejemplo anterior para hallar el cociente.

ety =12

- 16 5=05
0:5=3
5:85=1
B:5=28
2

Tercer caso: Crando el divisor tiene varias cifras y el co-
ciente una, Claro es que el dividendo tendrd también varias

. cifras.

Para dividir un niimero de varias cifras por otro de va-
rias cuando el cociente tiene una, se divide la primera o dos
primeras cifras de la izquierda del dividendo por la prime-
ra del divisor, y se oblendrd la cifra del coeiente o una ci-
fra mayor. Se comprobard la cifra multiplicindola por el
divisor, y si el praducto no-es mayor gue el dividendo, la ci-
fra serd la verdadera que se buscaba.

Se dividira sélo la primera cifra del dividendo por la prime-
ra del divisor, si aquélla es mayor que ésta; pero si la primera
cifra del dividendo fuese menor que la primera del divisor, en-
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tonces se dividird por ésta el nimero formado por las dos pri-
meras cifras del dividendo.

Si la primera cifra del dividendo fuese igual a la primera del
divisor y ambos tienen ignal ntimero de cifras, se dividird la
primera cifra del dividendo por la primera del divisor; perosi el
dividendo tuviere una cifra mas que el divisor, se dividirdn las
dos primeras cifras del dividendo por la primera cifra del di-

visor. s
EjEmPLOS.— 1.° Sea dividir 8597 por 3853.

8597 | 3853
0891 | o

2.9 Sea dividir 73569 por 8647.
3.2 Sea dividir 7258 por 749.

73569 | 8647 7558 | 749
4395 |8 617 |9 .

En el primer ejemplo, por ser la primera cifra, 8, del divi-
dendo mayor que la primera, 3, del divisor, se ha dividido sélo
el 8 por el 3.

En el sedundo ejemplo, por ser la primera cifra, 7, del divi-
dendo menor que la primera, 8, del divisor, se ha dividido el
ntimero formado por las dos primeras cifras del dividendo, o
" sea 73 por la primera cifra del divisor.

En el tercer ejemplo, siendo la primera cifra del dividendo
igual a la primera cifra del divisor, por tener el dividendo una
cifra més que el divisor, se dividen las dos primeras de aquél
por la primera de éste.

58. Obsérvese que la regla convierte este tercer caso en el
primero, pues para hallar el cociente en el primer ejemplo he-
mos dicho 8 : 3; en el segundo, 73 : 8, y en el tercero, 73 : 7,
pero con la diferencia que, consideradas estas divisiones como
del primer caso, los cocientes que resulten son los verdaderos,
y considerados como del tercero pueden no serlo, como real-
mente ocurre en el segundo ejemplo, que nos da 9 por cociente,
siendo 8 el cociente verdadero.

59. Cuarto caso: Dividir un niimero de varias cifras por
olro de varias, cuando el cociente tiene también varias.

Para dividir un nimero de varias cifras por otro de va-
rias, se toman a la izquierda del dividendo las eifras nece-
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sarias p suficientes para formar un numero que conlenga al
divisor: eslas cifras separadas forman el primer dividendo
parcial; se divide el primer dividende parcial por el divisor,
y se tendrd la primera cifra del cociente; se multiplicard
esta cifra por el divisor, y el produclo se restard del pri-
mer dividendo parcial; a la derecha del resto se escribird
la cifra siguiente del dividendo, y resultard el segundo di-
videndo parcial; se dividird el segundo dividendo pareial
por el divisor, y. se tendrd la segunda cifra del cociente; se
multiplicard ésta por el divisor, y el producto se restard del
segundo dividendo parcial; a la derecha de este segundo
resto, se escribird la cifra siguiente del dividendo, guedan-
do asi formado el tercer dividendo parcial; se dividird éste
por el divisor, y dard la fereera cifra del cociente, y asi se
continuard hasta que el iltimo dividendo pareial (que serd
el que resulte de poner a la derecha del resto la wultima ci-
fra del dividendo), dividido por el divisor, nos dé la dltima
cifra del cociente; se multiplicard esta ultima cifra por el
divisor, y el producto se restard del iitimo dividendo par=-
cial. El resto ast obtenido es el resto de la division.

Vamos a aplicar esta regdla a un ejemplo: Sea dividir 5703881
por 879.

i

5705391 879
429 TG4RG
7829 s
7971
60

Las cuatro primeras cifras de la izquierda del dividendo, o
sea 5703, forman el primer dividendo parcial; se dividird este
dividendo parcial por el divisor, y se obtendr4 la primdra cifra
del cociente, que es 6; se multiplicara esta cifra por el divisor,
y el producto se restara del primer dividendo parcial; a la de-
recha del resto se escribira la cifra siguiente del dividendo, que
es B, y resultard el segundo dividendo parcial, 4298; se dividird
éste por el divisor, y se obtendrd la segunda cifra del cociente,
que es 4; esta cifra se multiplicard por el divisor, y el producto
se restard del segundo dividendo parcial; a la derecha del resto
se escribird la cifra siguiente, 9, del dividendo, y el nimero
7829 sera el tercer dividendo parcial; se dividird éste por el di-
visor, y se obtendréd la tercera cifra, 8, del cociente; ésta se
multiplicard por el divisor, y el producto se restara del tercer
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dividendo parcial; a la derecha del resto, se escribirad la cifra
1, tiltima del dividendo y resultara el iltimo dividendo parcial;
éste se dividira por el divisor, y dard la dltima cifra, 9, del co-
ciente; multiplicando esta tltima cifra por el divisor, y restando
el producto del iiltimo dividendo parcial, se tendra el resto de
la divisi6n, que es 60.

60. Observando que el cociente de dividir cada dividendo
parcial por el divisor es de una sola cifra, se verd que este
cuarto caso es el tercero repetido, o sea el tercero efectuado
tantas veces como cifras tiene el cociente.

61. OBSERVACION PRIMERA.—Si algin dividendo parcial,
después del primero, fuese menor que el divisor, indicarfa que
es cero la cifra del cociente; se pondria, pues, en &l cociente
un cero, se escribiria a la derecha del dividendo parcial, menor
que el divisor, la cifra siguiente del dividendo para formar el
dividendo parcial siguiente, y se continuaria la operacién como
se ha dicho.

EjempLO.—Dividir 535192 por 659.

533192 | 659
5092 809
61

En esta division, el primer dividendo parcial es 5331, y el
segundo, 599, que es menor que el divisor; por esto se ha puesto
cero en el cociente, y a la derecha del dividendo parcial, la ci-
fra siguiente, 2, del dividendo, que con el dividendo parcial an~
terior ha formado el dividendo parcial tercero y iltimo; éste,
dividido por el divisor, ha dado la dltima cifra, 9, del cociente.
© 62. OBSERVACION SEQGUNDA.—Si el resto de alguna divi-
sién parcial fuese igual o mayor que el divisor, indicaria que se
puso en el cociente una cifra menor que la verdadera o que se
cometié algiin error en el célculo. Se repasaria, por lo tanto,
el célculo y se corregird, si fuere necesario, la cifra,

63. Casos PARTICULARES.—1.° S/ dividendo p divisor
lerminasen en igual numero de ceros, se prescindiria de
ellos en la division, y el cociente obtenido seria el verdade-
ro; pero st la division no era eracta, se pondrian a la dere-
cha del resto tantos ceros como se hubiesen suprimido en
uno de los términos.

2.° 8i el dividendo terminase en mayor nimero de ceros
que el divisor, se suprimirian tantos ceros como tiene el di-
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visor, se efectuaria la division, y el cociente serfa el verda-
dero; pero a la derecha del resto habria que escribir tantos
ceros como se hubiesen suprimido en uno de los lérminos.
3.° 8i sdlo el divisor terminara en ceros o en mayor ni-

mero de ceros que el dividendo, se suprimirian todos los
ceros del divisor, y a la derecha del dividendo, tantas cifras
o tantos ceros y cifras como ceros tiene el divisor; se efec-
taard la divisidn, v el cocienfe serd el veraadero,; pero a la
derecha del resto, se eseribirdn todas las cifras, o cifras y
ceros separados en el dividendo.,

EjeMPLOS.—1.° Dividir 845000 por 8000.

Se dividira sdlo 845 por 8, y se pondrédn a la derecha del
resto tres ceros.

845 3
045 |05
5000

El cociente es 105, y el resto, 5000.
2.° Dividir 73000 por 900.
Se dividira 730 por 9, y se pondrédn a la derecha del resto
dos ceros. {

7?8 9
81
100

El cociente es 81, y el resto, 100,
3.° Dividir 504760 por 700,
Se dividird 5047 por 7, y a la derecha del resto se escribi-
rén las dos cifras suprimidas, o sea 60.

5(1137 ‘ 17
o7 721
060

El cociente es 721, y el resto, 60.

En la practica se tachan los ceros y se separan con un pun-
to las cifras suprimidas. Asf, en este iiltimo ejemplo hubiéra-
mos puesto:

5047.60 | 700
or 721
0.60
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De este tiltimo caso se deduce que para dividir un nimero
por la unidad seguida de ceros, se separan con un punto a la
derecha del dividendo tantas cifras como ceros acompanen a la
unidad; el nimero que quede a la izquierda del punto serd el
cociente, y el que quede a la derecha, el resto.

EjempLO.—Dividir 45729 por 100. R

Separando en el niimero 457.29 con un punto las dos cifras
de la derecha, el mimero 457 serd el cociente, y 29, el resto.

64. PRUEBAS DE LA DIVISION.—1.2  Se multiplicard el co-
clente por el divisor, y el producto ha de ser igual al divi-
dendo, si la division es exacta. Si la division fuese inerae-
ta, al producto del divisor por el cociente entero se le ana-
dird el resto, p la suma ha de ser igual al dividendo.

9.2 Sij la divisién es exacta, se dividir4 el dividendo por el
cociente y el resultado ha de ser el divisor. Si la divisién es
inexacta y el resto menor que el coclente, se dividira el divi-
dendo por el cociente y habré de dar por cociente el divisor, y
por resto, el mismo de la division que se comprueba. S el res-
to no fuese menor que el cociente, no puede aplicarse esta
prueba sin aldguna modificacion.

Formacion de potencias o potenciacion,

65. Potencia de un numero es el resultado de ftomarle
dos o mds veces por faclor. El niimero que se' toma por fac-
tor se llama base, y el niimero que expresa cudntas veces la
base se toma por factor, exponente. Se expresa de este modo:

5¢=625 8'=064 5 =245, etc.

El 5, el 8 y el 3 son las bases; el 4, el 2 y el 5, los exponen-
tes; 625, 64, 243, las potencias. Si se toma un nimero dos ve-
ces por factor, se llama segunda potencia o cuadrado; si se
toma tres veces por factor, tercera potencia o e#bo, si cuatro
veces, cuarta potencia, etc.

A todo niimero se le llama, aunque impropiamente, primera
potencia del mismo, y se supone que tiene por exponente 1.
Asit =17,

66. Las potencias de un nimero se forman mu!t:p!:can-
do el niimero por si mismo, el resultado, por el mismo nii=
mero, y asf sucesivamente. '

-
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EjempLOS.—Formar la cuarta potencia de 5. Sera:
M =5X5X5X5=25}X5>x5=120><5=625.

Formar el cuadrado de 8,
31 —=8><8—=64.

Formar la quinta potencia de 3.

BF=3>X5XIXIXI=0>5X5x5F
=07 3 5>¢5=81><3 =245,

De la definicién de potencias se deduce que todas las po-
tencias de la unidad dan la unidad, porque

P=l3cl=1, 1=l1313<1=1, ete.

La potencia de un nimero mayor que la unidad serd tanto
mayor cuanto mayor sea el exponente,

Asi:
=5 Si>5F,. =5

67. Mulliplicacidn de polencias de la misma base.—FPara
multiplicar dos o mds potencias de la misma base, se Su-
man los exponentesS; y la misma base con la suma de expo-
 nentes por exponente, serd el producto.

. Asi:

P =T porque P X =TXTXTXT>XT="T7.

Divisidn de dos potencias de la misma base.—Para divi-
dir dos potencias de la misma base, se resta del exponente
del dividendo el exponente del divisor; y la misma base, con
la diferencia de exponentes por exponente, serd el cociente.

Asi:
U P

porque 124 multiplicado por el divisor 12?, produce el dividen-
do 127,

Formacion de una potencia de olra potencia.— Para for -
mar una pofencia de ofra polencia, se multiplican los expo-
nenles; y la misma base, con el producto de exponentes por
exponente, serd la potencia buscada.

Asi:

(1)’ =T3¢ 3=17%, porque (%) = T9>< T8 >< 78 = 718
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Radicacion o extraccion de raices.

68. La exfraccion de raices o radicacion tiene por objeto
hallar un nimero llamado raiz, cuya potencia de eierfo gra-
do sea igual a olro niimero dado. Este nimero dado se llama
radicando, y el signo de la operacién es de esta forma v —, ¥

se llama radical. La operacién se indica de este modo:

Vi =17, _ porque 7*= 49
8
Vv 512=38, porque 8% =512
4
/625 =5, porque 5¢ = 625.

El niimero que estd debajo del radical es el radicando, el
niimero que estd dentro del 4ndulo del radical se llama fndice,
y el resultado de la operacién es la rafz. El indice expresa el

-grado de la raiz, que es el grado a que hay que elevar ésta

para obtener el radicando; cuando la ralz es de segundo grado,
no se pone indice en el radical, pero se sobrentiende el 2.
Cuando el indice es 2, la ralz se llama enadrada; cuando es 3,
érbica; cuando 4, cnarla, ete.

En las igualdades anteriores, el 49,.el 512 y el 625 son los
radicandos; el 2 (implicito), el 3 y el 4, los indices; el 7, el 8y
el 5, las raices; el 7, la raiz cuadrada; el 8, la rafz ctibica, y el
5, la raiz cuarta. 3 :

Raiz cuadrada de los nitmeros enteros.

69. Kaizcuadrada de un nimero entero es otro numero
que, elevado a 2, produce el primero.

Asf: VAAEE T porque I'= 1
Ve = 2 porque 2°= 4
V.8 = 3, porque 3= 9
V16 = 4, porque 4*= 16
vV 25 = 5, porque 5°= 25
V36 = 6, porque 6'= 36
Va8 = 7, porque 7'= 49
V6d = 8, porque 8'= 64
VBl = 9, porque 9*= 8i
v 100= 10, porque 10% = 100
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Los niimeros colocados en |a tltima columna son los cuadra-
dos de fos diez primeros niimeros enteros, y sélo ellos tienen
raiz cuadrada exacta entre todos los ntimeros enteros consecu-
tivos desde 1 hasta 100. Los demds nimeros enteros compren-
didos entre 1 y 100 tendran su raiz comprendida entre dos ente-
105 consecutivos de una cifra.

Asi, el niimero 20, que estd comprendido entre 16 y 25, ten-
dré su raiz cuadrada comprendida entre 4, que es la rafz de 16,
- ¥.5, que esla raiz de 25. De los dos ntimeros enteros consecuti-
vos entre los cuales estd comprendida la raiz cuadrada de un
niimero, el menor se llama rafz cuadrada entera de dicho ni-
mero. Asi que podemos definir la raiz cnadrada entera de
un nimero diciendo que es la raiz cuadrada del mayor cua-
drado entero contenido en dicho nimero. La diferencia entre
el nimero y el cuadrado de su raiz entera se llama resfo de
la raiz,

70. El procedimiento natural para obtener la raiz cna-
drada de un niimero consiste en formar los cuadrados de
los nimeros enferos conseculivos hasta llegar a un cuadra-
do igual al niimero propuesto, o hasta llegar al primer caa-
dradoe gue exceda dicho nimero. St se encuentra un niimero
entero cuyo cnadrado sea igual al nimero propuesto, dicho
nimero entero serd la raiz cuadrada exacta de éste. Si no
existe un nimero entero cuyo cuadrado sea igual al nimero
propuesto; y en la serie de cuadrados que se van formando
se llega al primero mayor que el nimero propuesto, la rafz
cuadrada del peniltimo cuadrado sera la rafz cuadrada éen-
fera del niimero propuesto.

EjempLOS.—1.° Sea extraer la rafz cuadrada del niime-
ro 168. Como este niimero es mayor que 100;.no hay que formar
para hallar su raiz los cuadrados de los diez primeros riimeros;
bastara formar los cuadrados a partir del de 11:

HM=11>¢ 11 =121, 12V =12 5 12 =144, 1 '=13 >< 15 =168;
luego 13 es la raiz cuadrada de 169.
9,9 Sea extraer la ralz cuadrada de 200: .

M=11x11=121, 12 =12 12= 144, 15 = 153X 15 = 169,
14 =14<14 =195, 15" =15<15=225.

Como el cuadrado de 15, o sea 225, es el primer cuadrado
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entero mayor que 200, la raiz del cuadrado inmediato anterior,
0 sea 14, serd la raiz cuadrada entera de 200.

El procedimiento natural s6lo puede aplicarse a ntimeros pe-
quefios; para nimeres grandes o de muchas cifras hay que bus-
car otro procedimiento, que cae fuera del limite que hemos se-
fialado a éstas NOCIONES.

Determinacién de exponentes.

71, En la expresion 8% = 512, si sélo se conoce la base 8 y
el exponente 3, buscamos la potencia; si sélo se conoce el ex-
ponente 3 y la potencia 512, se busca la base, que se llama
raiz; si s6lo se conoce la base 8 y la potencia 512, se busca el
exponente, ¥ la operacion la llamaremos deferminacion de ex-
ponentes.

Si representamos por & la base, por e el exponente y por p
la potencia, la expresiéon 8 = p indicard que vamos a buscar la
potencia; la expresién 6% = 512 indicard que vamos a buscar la
base, o sea la raiz ciibica de 512; la expresion 8¢ = 512 indica
que vamos a buscar el exponente.

Como se ve, la delerminacién de exponentes es operacién
inversa de la potenciacidn.

Procedimiento natural.— Consiste en formar las sucesi-
vas potencias enteras de'la base a partir de la primera has-
ta llegar a la potencia dada, o hasta llegar a la primera po-
tencia superior a la dada, si no se encuentra una igual a
ella, El exponente de la pofencia igual a la dada, si existe,
serd eaactamente el exponente buscado. Si no se encuentra
polencia ignal a la dada, el exponente de la peniliima po-
fencia serd la parte entera del exponente que se busca.

EjemPLOS:! -

1. Hallar el exponente de la expresién 8¢ = 512,

Escribiremos:

81=8 8=64 8 =512
luego 3 es el exponente que se buscaba,

2.° Hallar el exponente de la expresion 7¢ = 10000.
Escribiremos:

=7 T=40, T =545, T7'=2401, 7°=16807.



Como este ltimo nimero es la primera potencia enterade 7
mayor que 10000, el exponente de la potencia inmediata ante=
rior, o sea el 4, serfa la parte entera del exponente buscado.

Como slempre, este procedimiento natural serfa muy moles-
to, y hasta impracticable, si la potencia fuese un niimero muy
grande con relacion a la base. Buscar otro procedimiento no
seria propio de estas NOCIONES.
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Algunas propiedades de los niimeros.

72. Cuando al dividir .un niimero por otro, el cociente que
resulta es exacto, se dice que el dividendo es divisible por el
divisor. Asi, pues, diremos que an niimero es divisible por otro
cuando es exaclo el cociente de la division del primero por
el segundo. :

Cuando un mimero es divisible por ofro, el primero se
llama miltiplo del segundo, y el segundo, divisor, factor o
submiiltiplo del primero. <

El cociente de dividir un niimero por un divisor suyo se
ilama parie alfcuota del primero, y el nombre de esta parte
alfcuota se toma del divisor. Asi, si el divisor es 2, el cociente
o parte alicuota se llama mitad; si el divisor es 3, el cociente
o parte alicuota se llama fercera parte; si 4, cuarta parte; si
5, quinta parte, etc.

Los nimeros divisibles por 2 se llaman niimeros pares,
» los no divisibles por 2, nimeros impares. Las cifras 2, 4,
6 y 8 se llaman cifras pares; las cifras 1, 3, 5, 7 y 9, impares.

Si dos o mds niimeros son divisibles por otro, la suma de
aquéllos también lo serd, Asl, si los nimeros 8, 14 y 20 son
divisibles por 2, la suma de dichos niimeros, que es 42, también
es divisible por 2.

Si un niimero es divisible por olro, fodo nimero miilliplo
del primero, o divisible por él, serd milliplo del segundo o
divisible por €l. Asi, si 12 es divisible por 4, 36, que es divisi-
ble por 12, serd divisible por 4.

St dos niumeros son divisibles por ofro, su diferencia
también lo serd. Asi, si 30 y 18 son divisibles por 3, la diferen~
cia de aquellos niimeros, que es 12, también es divisible -por 3.
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Caracteres de divisibilidad de los niimeros.
(Por 10, 100, 1.000... por 2, 5,3, 9, 11)

73. Un niimero es divisible por 10 cnando termina en 0
pues suprimiendo el O queda un nimero diez veces menor, se-
gtin se desprende de un principio de la numeraci6n escrita.

Un niimero es divisible por 100 cuando termina en dos ce-
ros, porque suprimiendo los dos ceros, queda un niimero cien
veces menor, segiin el mismo principio.

Del mismo modo y por la misma razén, un niimero es divi-
sible por 1000 cuando termina en tres ceros; por 10000,cunan-
do termina en cunatro, efc.

Un miimero es divisible por 2 cuando termina en 0 6 cifra
par; si termina en 0, porque es divisible por 10 y el 10 lo es
por 2, y si termina en cifra par, porque puede descomponerse
en dos sumandos, ambos divisibles por 2. Asi, 528 se puede

~descomponer en 520 y 8, y siendo cada sumando divisible por
2, lo serd también la suma.

Un niimero es divisible por 5 cuando termina en 06 en5;
si termina en 0, porque el nimero es divisible por 10y el 10 lo
es por b; y si termina en 5, se puede descomponer en dos su-
mandos, ambos divisibles por 5. |

Asi, 735 se puede descomponer en 730 y 5, y como los dos
sumandos son divisibles por 5, también lo serd su suma.

Un niimero es divisible por 3 cnando la suma de los valo-
res absolutos de todas sus cifras es divisible por 3.

EjempLo.—El nimero 57891 es divisible por 3, porque la
suma de los valores absolutos de todas sus cifras (5+7 48
+ 94 1 = 30) es divisible por 3.

Del mismo modo, #n nimero serd divisible por 9 cuando la
suma de los valores absolulos de sus cifras es divisible
por 9.

EjeMmpLO.—El numero 47682 es divisible por 9, porque la
suma de los valores absolutos de sus cifras (4 +7+6+8-+2
= 27) es divisible por 9. ;

Un niimero serd divisible por 11 enando la diferencia en-
tre la suma de las cifras de lugar impar y la suartia de las
cifras de Ingar par (tomando por minuendo la suma mayor)
es divisible por 11, o también cuando dicha diferencia es 0.

EjempL0OS.—1.° El nimero 636856 es divisible por 11, por-



Sibigies

_que la diferencia entre la suma de las cifras de lugar impar y
la suma de las cifras de lugar par [(6 + 8 4+ 3) — (5 + 6 4 6),
oseal?7 — 17 = 0] es 0.

2.° El mimero 70738195 es divisible por 11, porque la dife-
rencia entre la suma de las cifras de lugar impar y la suma
de las cifras de lugar par (7 +7 +8+9) —(0+3 + 1+ 5)
= 22)] es divisible por 11.
Es indiferente considerar las cifras de izquierda a derecha
0 de derecha a izquierda en lo que se refiere a contar los lu-
gares., E

Maximo comiin divisor de dos nfimeros enteros.

74, Lldmase divisor comtin de varios niimeros enteros un
niimero enlero gque sea divisor de todos ellos. Como la uni-
dad es divisor de todo niimero entero, varios nimeros entes
ros siempre tendrdn, por lo menos, un divisor eomiin, que
es la unidad; si no tienen mds diviser comtin que la unidad,
los nimeros se laman primos entre si. St Henen varios divi-
Sores comunes, habrd uno gue serd mayor que todos los de-
mds, p este divisor es el gue se llama méximo comiin divisor
de aguellos niimeros; luego md.rimo divisor de dos o mds
nimeros enteras es otro niimero entero que sea el mayor di-
visor comiin de todos ellos.

Los ndmeros 4, 5y 9 no tienen mas divisor comiin que la
unidad; por esto se llaman primos entre sf. Los ntimeros 4, 6 y
10 tienen dos factores comunes, el 1 y el 2; no son, por lo tan-
to, primos entre sf, ¥ su mdximo comiin divisor es 2, Los niime-
ros 24 y 36 tienen seis divisores comunes, que son 1, 2, 3, 4, 6
¥ 12; su maximo comin divisor es 12. El md.ximo comin divi-
sor suele indicarse con las iniciales m: c. d.

Cuando un nimero es divisible por ofro, este segundo es
el mdximo comiin divisor de los dos. Asi, siendo 24 divisible
por 8, 8 es el maximo comiin divisor de 24 y 8. Siendo 72 dwl-
sible por 24, 24 es el m. e. d. de 72 y 24,

Para kallar el m. c. 4. de dos niimeros, se dividird el ma-
vor por el menor, v si el coeiente resulta exacto, el menor
serd el m. c. d.; si el cociente no fuere erxacto, se divide el
menor por el resto, y si fuere exacta esta division, el nuevo
divisor serd el m. ¢. d.; si tampoco fuere exacta esta divi-
sidn, se dividird el segundo divisor por el segundo resto, y
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asl se continuard hasta que se llegue a un cocienle exacto; .
el divisor de la ultima divisidn serd el m. c. d.

EjempLoSs.—1.° Hallar el m. ¢. d. de 84 y 12,

Dividiremos 84 por 12.
8412
0 3 B

Como el cociente ha resultado exacto, el menor de los dos
niimeros, 0 sea 12, esel m. ¢. d. de 84 y 12,

2.° Hallar el m. e. d. de 168 y 96.
Dividiremos el primero por el segundo.

1 1 3

168 | 96 | 72 | 24

72| 24| 0

Como la primera divisién no ha sido exacta, se ha dividido
€l menor, 96, por el resto, 72; no siendo tampoco exacta la se-
gunda divisi6n, se ha dividido el segundo divisor, 72, por el se-
gundo resto, 24, y habiendo sido exacta esta tiltima divisién, el
divisor 24 es €l m. e. d. de los niimeros 168 y 96.

3.° Hallar el m. ¢. d. de los mimeros 252 y 55.

4|1|-2 1 1 4

o520 | 55 (32 |25 | 9| 5| 4| 1

32 | 23 9 5 4 1 0

Dividiendo el mayor por el menor, éste por el resto, este
resto primero por el segundo, este segundo por el tercero, y
asi sucesivamente, sélo hemos llegado a un cociente exacto,
cuando el divisor ha sido la unidad. Luego el m, ¢. d. de los nii-
meros 252 y 55 es la unidad; por lo tanto, dichos ntimeros son
primos entre si, :

Miiltiplo comiin de varios nimeros.
Minimo comin maltiplo.

75. Hemos dicho que un nimero divisible por otro se llama
miltipl o de este otro, y como en toeda division exacta el divi-
dendo es igual al producto del divisor por el cociente, pode.
mos decir también que mualliplo de un mimero es su producto
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por un entero cualquiera. Un nimero se llama miiltiplo comiin

de varios nimeros cuando es divisible por cada uno de ellos.

Dos o mas ntimeros tienen una infinidad de multiplos comunes.
_ Asi, son miiltiplos de 12y 8:

24

24<2= 48
24 <5= 72
244 = 96
24><5 =120
246 =144

El menor de todos los miiltiplos comunes de 12y 8 es 24, y
se llama su minimo comiin milfiplo, que suele designarse abre-
viadamente asi: m. ¢. m. En general, minimo comin multiplo
de varios nimeros es el menor miimero divisible por cada uno
de ellos, o el menor nimero miltiplo de cada uno de ellos.
Hemos dicho antes que cuando un niimero es divisible por otro,
este segundo es el maximo divisor de los dos, y ahora afiadire-
mos que cuando un nimero es miiltiplo de otro, el primero es el
minimo comtiin miltiplo de los dos.

El miltiplo comtin mas natural de dos niimeros, podriamos
decir que es su producto, pues es miltiplo del primero, por ser
su producto por el segundo, y es miiltiplo del segundo, por ser
su producto por el primero. Lo mismo podriamos decir que el
miiltiplo comtin nfds natural de varios nimeros es el producto
de todos ellos. Este producto seréd el minimo comiin miltiplo de
todos los nimeros, cuando cada uno de éstos sea primo con

cada uno de los demas.

Niimeros fraccionarios.

76. Al medir la cantidad continua con la unidad, vimos que
cuando ésta no estaba contenida exactamente en aquélla, pero
si estaba contenida exactamente una de sus partes iguales, el
resultado de la medicion se llamaba nimero fraccionario,

En la divisién dijimos que una de sus definiciones, en el
caso de ser entero el divisor, era: hacer del dividendo tantas
parles iguales como unidades ftiene el divisor. De aqui va-
mos a deducir también la idea de los mimeros fraccionarios.

Cuando el dividendo no contiene un niimero exacto de veces
al divisor, uno de los modos de hallar el verdadero cociente

5
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consistird en dividir cada unidad del dividendo en tantas partes

iguales como unidades tiene el divisor, y tomar tantas de esas

partes iguales como unidades tiene el dividendo. El conjunto de

esas partes tomadas es el cociente.

Una de las partes iguales de la unidad se llama z:mdad
fraccionaria, y un conjunto de unidades fraccionarias, ni-
mero fraceionario. El cociente de la division de dos mimeros,
cuando el dividendo no es divisible po'r el divisor, es, por con-
siguiente, un ntimero fraccionario.

Dos origenes, pues, podemos considerar en los niimeros
fraccionarios: uno, en la medicidn de la cantidad continua,
euando no conteniendo exactamente a la unidad, contiene
eraciamente a una de sus partes iguales, v ofro, en la divi-
sion inexacia de los nimeros enteros.

77. Las unidades fraceionarias toman st nombre del ni-
mero de partes iguales en que se divide la unidad. Asi, si la
unidad se divide en dos partes iguales, éstas se llaman medios;
sl en tres, fercios; si en cuatro, crarfos, si en cinco, thz‘o.s;
si en seis, serfos; si en siete, séplimos; si en ocho, octavos;
si en nueve, novenos, y si en diez, décimos. En pasando de
diez, el nombre de la unidad fraccionaria se forma del niimero
de partes iguales en que se ha dividide la unidad entera, segui-
do de la terminacién avo. Asi, si dividimos la unidad en quince
partes iguales, o en veinte, o en treinta, etc.. la unidad fraccio-
naria correspondiente se llamard: #n quinceavo, un veinteavo,
un freintaavo, etc.

78. Todo niimero fraccionario se expresard por medio de
dos nimeros que se llaman términos del nimero fracciona-
rio. Uno de ellos, gue expresa en cudntas partes iguales se
ha dividido la unidad, se llama denominador, p ofro, que ex-
presa cudnlas partes iguales conliene el nimero fracciona-
rio, se llama numerador. _

Se escribe el nimero fraccionario poniendo el numerador;
debajo de él, una raya, y debajo de la raya, el denominador.
Asi, si hemos dividido la unidad en nueve partes iguales y de
ellas tomamos cinco el nimero que expresard estas cinco
partes iguales de la unidad ser4 %

79. Veamos ahora cémo el cociente de toda" dwlsidn es
igual a un nimero fraccionario, cuyo numerador es el dividen-
«la;y cuyo denominador es el divisor.,
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Sea, por ejemplo, dividir 11 por 7. Para mayor claridad, su-
pongamos primero que hemos de dividir 1 por 7. Haciendo de la
unidad 7 partes iguales, es evidente que el cociente seré ,—;-; si
el dividendo contuviese dos unidades, haciendo de cada una 7

partes iguales, es evidente que el cociente serd %; del mismo

medo, si siendo 11 el dividendo, hacemos de cada unidad 7 par-
tes iguales, es asimismo evidente que el cociente serd _1,71

Luego una divisién indicada y un niimero fraccionario expre-
san la misma cosa, cuando el dividendo es igual al numerador-y
el divisor es igual al denominador.

Aclaremos esto un poco més con otro ejemplo. Supongamos
que hemos de repartir tres manzanas entre cinco chicos. Una
manzana a cada uno no se la podemos dar. dQué haremos? Di-
vidir las manzanas en partes. ¢Y c6mo? Féacilmente se ve que la
mejor manera de hacer el reparto serd dividir cada manzana en
cinco partes iguales, y dar de cada manzana una parte a cada
chico. Le tocard, pues, a cada uno tres quintos de manzana.
Luego

3 manzanas : 5 chicos = —2 de manzana.

Cuando el nimero fraccionario tiene el numerador menor
qute el denominador, vale menos que la unidad, y toma el
nombre de quebrado o fraccién.

St el numerador es ignal o mayor que el denominador, el
nimero fraceionario es ignal o mayor gque la nnidad, y se
llama quebrado impropio.

80. Llamase mimero mirto el compuesto de un entero y un

quebrado, como 2 y —?-, que se escribe poniendo el quebrado a

continuacién del entero, sin interposicién de signo alguno, de
D

este modo 2 7

El cociente completo de una divisién inexacta es un niimero
mixto, porque al cociente entero le falta el cociente de dividir
el resto por el divisor; pero este cociente es un quebrado que
tiene por numerador el resto, y por denominador, el divisor;
luego
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El cociente completo de una division ineracta es un ni-
mero miato, compuesto del eociente entero p de un quebrado,
cayo numerador es el resto v euyo denominador es el divisor.
Como todo quebrado, segiin hemos visto, es lo mismo que
el cociente indicado del numerador por el denominador, para
hallar las unidades que tiene un quebrado impropio, se di-
vidird el numerador por el denominador, y se completard el
coeiente con el quebrado gue resulie de dividir el resto por
el denominador,
De aqui proviene que fodo qyebrado impropio equivale a
an niimero mixto, cuyo entero es el cociente entero de divi-
dir el numerador por el denominador, y cuyo quebrado tiene
por numerador el resto de la division, p por denominador, el

del quebrado impropio,
EjempLOs.—1.° Hallar el cociente completo de dividir 47

por 8,
Efectuando la divisi6n, se tendrd:
47 8=20.
7 ;

Siendo 5 el cociente entero, y 7 el resto de la divisién, el
cociente completo serd 5 -;—
2.° Hallar las unidades que contieme el quebrade impropio
ﬁ , ¥ el niimero mixto equwa!ente

Efectuando Ia divisién de numerador por denominador, ten-
dremos:

Las unidades que el quebrado impropio contiene son 7, y

siendo el resto 5, el niimero mixto equivalente serd 7 %,y asl

podré escribirse:
&5

v o [
81. Todo numero entero puede ponerse en forma de que-
brado, poniéndole por denominador la anidad. Asi, 8 = -l‘c'!- .

porque 8 dividido o partido por 1, da de cociente 8.



= =

Todo niimero entero puede ponerse en forma de quebrado
con un denominador cualguiera, Si al mismo tiempo se mul-
tiplica el entero por dicho denominador.

Convirtiendo estos enunciados en reglas, diremos que

Para poner un entero en forma de guebrado, si no se pide
que tenga un denominador dado, se le pondrd por denomi-
nador la unidad.

Para convertir un entero en quebrado impropio cuyo de-
nominador sea un nimero dado, se multiplicard el entero
por dicho nimero dado, y al producio se le pondrd por de-
nominador el mismo nimero dado.

EjempLo.—Convertir el niimero 12 en una serie de quebra-
dos impropios cuyos denominadores sean los niimeros consecu-
tivos desde 1 hasta 5.

12

12='-]"-
_12x2 %4
2= 2> _326
123
12_——5—_38
12><4
iy E Y
_ 125 _ 60
e ST Py o

Transformaciones de los quebrados.

82. Expresando el numerador de un quebrado el nmimero de
unidades fraccionarias que contiene, es claro que, aumentando
el numerador, el quebrado aumenta, y disminuyéndole, dis-
minuye.

Expresando el dénominador de un quebrado el niimero de
_partes iguales en que se ha dividido la unidad, cuanto mayor
sea este nimero, menores serdn las partes; y, por lo tanto, si
aumenta el denominador de un quebrado, el quebrado disminu-
ye, y si disminuye, aumenta. -

A primera vista pudiera parecer, teniendo en cuenta lo que
se acaba de decir, que aumentando o disminuyendo los dos tér-
minos de un quebrado en un mismo niimero, el quebrado no va-
ria. Sin embargo, no es asi, sino que

Si a los dos términos de un gquebrado se suma un mismo



L =70 —

nimero, el gquebrado aumenta, si es propio, y disminuye, st
es impropio, eaceplo en el caso en gue el numerador p deno-
minador sean iguales.,

Si a los dos términos de un quebrado se les resta un mis-
mo nimero, el quebrado disminuye, Si es propio, y aumenta,
Si es impropio, con la misma excepcién anterior..

83. Multiplicando el numerador de un guebrado por un
nimero entero, el quebrado queda maltiplicado por. dicho
entero, porque con ello se ha multiplicado el nimero de unida~
des fraccionarias que el quebrado contenfa.

Multiplicando el denominador de un guebrado por un nii-
mero entero, el quebrado queda dividido por el mismo ente-
ro, porque si, por ejemplo, se multiplica el denominador por 4,
las partes son cuatro veces mas pequeiias; si por 5, cinco ve-
ces mds pequeiias, etc. En esto se funda el que

Si los dos términos de un quebrado se muliiplican por
un mismo ntmero, el valor del quebrado no sufre alteracion.

Asft:

o shp - 10
8~ 8x<2 16"

Si el numerador de un quebrado se divide por un divisor
suyo, el quebrade quedard dividido por el mismo divisor,
porgue con ello se ha dividido por dicho divisor el niimero de
unidades fraccionarias que el quebrado contenia, St el denomi-
nador de un quebrado se divide por un divisor suyo, el gue=
brado quedard multiplicado por el misme divisor, porque si,
por ejemplo, el denominador se dividié por 4, las partes serén
cuatro veces mayores; si por 5, cinco veces mayores, etc. De
aqul se deduce que

Si los dos términos de un quebrada se dividen por un
mismo divisor de ambos, el guebrado no sufre alteracion.

Asi:

8 e 4 4:2 2
2:2 6. 6:2 3

St los dos términos dé un quebrado se elevan a un mismo
eaponente, el guebrado disminuye, si es propio, y aumenita,
' §i es impropio, excepto ciando el numerador es ignal al de-
nominador.

Si de los dos términos de un guebrado se extrae la raiz
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del mismo grado, el quebrado aumenita, si-es propio, p dis-
aminuye, si es impropio, con la excepeidn anterior,

84. Llimanse quebrados equivalentes los que tienen el
mismo valor, aungue fengan términos distintos.

|
ik 262 10
uno de ellos vale la mitad de la unidad.

La propiedad de no alterar el valor de un quebrado mul-
diplicando sus dos férminos por un mismo ndmero sirve para
reducir quebrados a un comin denominador.

85. Reducir quebrados a un comin denominador es trans-
Jormarlos en otros egui lrar‘entes que tengan los denominado-
res iguales.

Para reducir qnebrados a un comiin denominador, si
son dos los quebrados, se multiplican los dos términos de
cada uno por el denominador del otro; p si son mds de dos,
Se multiplican los dos términos de cada quebrado por: el
producto de los denominadores de los demds.

EJEMPLOS - 1. Reducir a un comiin denominador los que-

—— son quebrados equivalentes, porque cada

brados -g y
Muitlplrcando los dos términos del primero por 4, se ten-

dra ;%; multiplicando los dos términos del segundo por 5, se

15

tendra 50" Los quebrados no han variado de valor y tienen el
mismo denominador.
Mas claro:
o b
5 T 5t 2
B _53x5_15
4 43¢5 20

2.° Reducir a un comtin denominador los quebrados

1
Frs T

Multiplicaremos los dos términos del primer quebrado por
el producto de los denominadores del segundo y tercero, que
es 5 por 7; multiplicaremos los dos términos del segundo que-
brado por el producto de los denominadores del primero y. ter-
cero, que es 2 por 7, y multiplicaremos los dos términos del
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tercer quebrado por el producto de los denominadores del pri-
mero y segundo, que es 2 por 5.

El valor de los quebrados no habra alterado y tendréan el
mismo denominador, como se ve a continuacion.

ey = S T

2T 2367 10
2 SRR 98
6 eSSl =7
A R S (1
-

I

7><2><5 70

En la prictica, cuando se quieren reducir quebrados a um
comun denominador, se ponen tanias rayas, una a continuacién
de la otra, como quebrados haya que reducir al denominador
comiin; se pone debajo de cada raya el producto de todos los
denominadores, y encima, el producto del numerador respecti-
vo por los denominadores de los demds.

86. Comparacion de quebrados.— Si dos quebrados tie-
nen igual denominador, serd mayor el quebrado que fenga
mayor numerador, porque tiene mayor nimero de partes
iguales.

87 dos quebrados tienen igual numerador, serd mayor el
que tenga menor denominador, porque tiene las partes mayo-
res, ya que es evidente que cuanto mayor sea el mimero de
partes que se hacen de la unidad, menores serdn estas partes,
y cuanto menor sea el mimero de partes, éstas serdn mayores.

Y si dos quebrados no tienen iguales los denominadores
ni los numeradores, icuél de ellos serd €l mayoir? Para averi-
guarlo, /os reduciremos a un comiin denominador, o a un ¢o-
miun numerador, p los resultados Se enconirardn en . uno de
los casos anieriores.

EjemPLO.— Averiguar cuél de los quebrados -g- ¥ -lTT esel
mayor.
Reduciéndoles a un comiin denominador, se tendré.
5 _ bxll 55
8 = 83211 B8
S ERE T
1T~ d1<8 88"

56 55 46 5
Como T mayor que B8 también 1 serd mayor que 3
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Simplificacion de quebrados.

87. Simplificar un quebrado es transformarle en oiro
equivalente que fenga sus {érminos menores.

Un guebrado se llama irreducible cuando no existe olro
eqaivalente a él que tenga los términos menores.

Para simplificar un gquebrado, se dividen sus dos térmi-
- _nos por un divisor comiin de los mismos. S¢ los términos no
tienen divisor comiin, el quebrado es irreducible.

Para convertir un quebrado ecuyos términos tienen diviso-
res comunes en irreducible, se dividen los dos términos del
quebrado por su m. c. d.

Ejercicios.—Simplificar los quebrados siguientes:

8 9 18
120152 04"
i Dk —18,7 Dividiendo los dos términos por 2, se tendra:
B
12.=-61¢
2.8 % Dividiendo los dos términos por 3, se tendra:
e
I5: - 5"
1854 :
a3.° ETR Dividiendo los dos términos por 2, se tendra:
18_9
T S

Transformar el primero y tercero de estos quebrados en
irreducibles:

1 % Dividiendo sus dos-términos por sum. c. d., que

8 2
es 4, se tendra: 2 =%
2 % Dividiendo sus dos términos por su m. c. d., que

18 3
es B, se tendra: T Bl
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Clasificacion de los quebrados.

88. Los quebrados se clasifican en ordinarios y decima-
les. Lldmanse quebrados ordinarios aguellos cuyo denomi-
nador es un nimero cualquiera distinto de la unidad segui-
da de ceros; v quebrados decimales son los que tienen por
denominador la unidad seguida de ceros. Ejemplos de que-
brados ordinarios los tenemos en casi todos los que hemos es-

tudiado hasta aquf. Ejemplos de quebrados decimales son %v

20, 147
700" 1000® 9ue, aunque pudieran leerse diciendo 7 décimos,
35 cienavos, 147 milavos, etc., se dice con preferencia, como
diremos después, 7 décimas, 35 centésimas, 147 milésimas,
etcétera. '

Calculo de quebrados ordinarios.

89. Con los quebrados se hacen las mismas operaciones
gue con los enieros, esio es: se suman, se restan, se mulii-
plican, se dividen, se forman potencias y se extraen de ellos
raices. :

Adicién de quebrados ordinarios.

En esla operacion distinguiremos tres casos:

1.° Que todos los sumandos sean quebrados.

2.° Sumar un entero con un quebrado.

3.° Sumar ndmeros mixlos, o enferos y guebrados en ge-

reral.

90. Primer caso. Volveremos a distinguir agui otros dos
caseos: Primero, que los quebrados tengan i(gual denominar
dor, y segundo, gue tengan los denominadores diferentes.

St tienen el mismo denominador, como, dado el denomi=
nador, el numerador es el que expresa la verdadera cantidad
del quebrado, se suman los numeradores, y a la suma se lé
pondra por denominador el denominador comin.

St los quebrados no tienen los denominadores iguales, se
reducirdn a un comin denominador, y guedard el caso redu-
eido al anterior. "
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EjemMpLOS.—1,% Sumar los quebrados.

L o S
8 B 8

Como tienen igual denominador, bastard sumar los numera-
dores y poner a la suma por denominador el denominador co-
miin; en esta forma:

34547 15 1T
Brec i 8"

3 5 T
gtgts™

Es muy facil comprender en este caso, 1o mismo que en los
demds, por qué se suman los numeradores. Asl como 3 unida-
des -+ 5 unidades | 7 unidades suman 15 unidades, 3 dece-
nas + 5 decenas + 7 decenas suman 15 decenas, 3 centenas +
5 centenas -4 7 centenas suman 15 centenas, etc., del ‘mismo
modo 3 octavos + 5 octaves + 7 octavos suman 15 octavos, o

o que es lo mismo:
R g IR &
s g a 8 13§

2.° Sumar los quebi’ados:

S o
U T D

| w

Como tienen distinto denominador, se les reducird a un co-
miin denominador, y luego se sumardn los numeradores y se
pondré a la suma por denominador el denominador comtin; en
esta forma: &

3 (7] 2 189 180 56
at7 T 9T m Ton T
' 1804180456 _ 425 _ 175

=1—-.

252

252 252

Si el resultado de sumar los quebrados es un quebrado im-
propio, puede transformarse en niimero mixto, como se ha hecho
en estos ultimos ejemplos.

9l. Segundo caso. Para sumar un enlero con an quebra-
do, si no se tiene otro fin que oblener la suma, se formard
con el entero y el quebrado un nimero mirlo; pero si para
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oiro fin que la suma Se quiere formar un solo quebrado con
el entero p el quebrado dado, se multiplicard el entero por
el denominador del quebrado, al producto se sumard el nu-
merador y a la suma se le pondrd por denominador el mis-
mo del gquebrado.

EJEMPLO.—Sumar 5 con —:)— Si sélo se busca la suma, se

(]

4
escribird 5 9

Si para otros fines se quiere formar un solo quebrado con los
dos sumandos, se pondra:

s 4 _5X0t+4_ 4
5] 9 TR

A esto se llama reducir un mixto a quebrado.

Esto se comprende ficilmente: una unidad tiene —g-; luego 5
unidades tienen -%5—; por lo tanto, 5 unidades y -3— es lo mismo

45 4 49
que 5~ ¥ 5, 08ea 5.
92. Tercer caso. Para sumar nimeros mialos, 0 enteros
y quebrados en general, se suman separadamenie los enfe- .
ros y los quebrados p se reunen ambas sumas. Si de la suma
de los quebrados resulta un quebrado impropio, se hallardn
las unidades que contiene, y se agregardn a la suma de los

enteros,
EJeMPLOS. —1.° Sumar los niimeros mixtos

) 2 1
5 z, 1 'E- 4 'g-

Reduciendo los quebrados a un comiin denominador, y su-
mando, desde luego, los enteros, la operacion se dispondrd de
este modo:

Sl A e e L g e S e

ST Higtis =g temte= " Ta— &

El quebrado impropio % = l% contiene una unidad en-

tera, que hemos agregado a la suma de los enteros.
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2.° Sumar los niimeros

3

@]
©
o] -
=1

3
] 81 It

| =

Sumando primero los enteros y reduciendo los quebrados a
un comiin denominador, escribiremos:

1 B At

i betglilgty

3% , 1260 , 1400 , 840 |, 960
=20+ 680 T Tes0 T 630 T 630 T 1680
4796 . 1436
1630 — 22 16%0 "

=20+

El quebrado impropio T—ggg contiene dos unidades enteras,

que se han afiadido a la suma de los enteros.

Sustraccién de guebrados.

93. En esta operacion distinguiremos tres casos princi-
pales: 1.° Restar un guebrado de ofro. 2.° Restar un quebra-
do de un entero. 3.° Restar nimeros mixrfos.

Primer caso: S/ los guebrados tienen igual denominador,
se restard del numerador del minuendo el numerador del
sustraendo, y a la diferencia se le pondrd por denominador
el denominador comin.

Si los qaebrados no tienen igual denominador, se reduci-
rdn a un denominador comin, y luego se restardn, como an- -
fes, los numeradores, y a la diferencia se le pondrd por de-
nominador el denominador comiin.

EjempLOS.—1.° Restar de % —g—

La operaci6n se dispondré de este modo:

~
o
=]

(5]

S8 8 2l
p e Prmatm.§+9 =9

-..1] A

2.° Restar de —g—
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La operacién se dispondra de este modo:

L)
94. Segundo caso: Restar un quebrado de un entero.—Su-
pondremos primero que el minuendo sea la unidad.
Recordando que

escribiremos el minuendo 1 en forma de quebrado, cuyos tér-
minos sean el denominador del sustraendo, y luego se restardn
los numeradores, y a la diferencia se le pondrd por denomina-
dor el denominador comtin. Asi:

A SIS
B e
50, T 8219 .

Si nos fijamos un poco, veremos que esto equivale a restar
el numerador del denominador, y poner a la diferencia por de-
‘nominador el del quebrado; de donde se deduce la siguiente
regla:

Para restar un quebrado de la unidad, se resta el nume-
raaor del denominador, y la diferencia se le pone por dero-
minador el del quebrado.

95. A la diferencia enire la unidady un quebrado se la
llama complemento del quebrado. Podemos, pues, decir:

Para hallar el complemento de un quebrado, se resta el
numerador del denominador, y a la diferencia se le pone por

denominador el del quebrado. Asi, el complemento de —.? es

2 o (3 0 [y
—f;e!dez,z—,eldeg.g,etc. s

Cuando el minuendo no es la unidad, diremos que para res-
tar un quebrado de un entero, se rebaja el entero una unidad,
y de ésta seresta el quebrado, y la diferencia se agrega al
entero, disminuido en la unidad que se le quitd. De otra

manera:
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Para restar un guebrado de un enterv, se rebaja el enie-
ro una unidad y se le afiade el complemento-del quebrado.
EJjeEMPLO: 5
S _g8 _5_q4
T— e 6 9 R 6 5"

96. Tercer caso. Para restar niimeros mirtos, se restan
separadamente del entero del minaendo el entero del sus-
fraendo, p del quebrado, el quebrado, previamente reducidos
los quebrados.a un comin denominador, st no le tenian.

EjempPLO.—Restar del nimero mixto 7 —2— el ﬁﬁmero mix-

2
to 4 5
La operacion se dispondr4 de este modo:
' IR I | 8 < .7
T=—4 3_75—:‘2—0_5%.

87 el quebrado del sustraendo fuese mayor que el del mi-
nuendo, Se agrepard a éste' una unidad tomada del entero,
convertida en quebrado de ignal denominador que el de los
guebrados, y Inego se efectuard la sustraccion como antes,

EJEmPLO:

2 6 .14 18,53 .18 . I7
ot e ]21_"‘21 For s oo

Al entero 5del minuendo se le ha quitado una unidad, que

se la ha convertido, en -g—}—, que agregado al quebrado % ha

dado 3-15--.

OBSERVACION.—E! procedimiento de reducir los mixtos a
quebrados, asi para sumarlos como para restarlos, debe des-
echarse, no por erréneo, sino por estar poco en armonia con
el modo ordinario y natural de realizar estas operaciones en la
practica. Lo haremos palpable con un ejemplo. Supongamos

que de un cajén de naranjas que contiene,50 naranjas y 1;— de

naranja hemos de quitar 20 naranjas y :54— de naranja. El proce-

dimiento de reducir los mixtos a quebrados equivaldria a divi-
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dir cada una de las naranjas en 5 partes iguales y calcular cuén-
tas quintas partes tiene el minuendo y cuéntas el sustraendo, y
luego restar de las partes del minuendo las partes del sustraen-
do, ¢No es lo natural en este caso, lo mismo que en otros pa-
recidos, quitar del cajén 20 naranjas enteras, y luego dividir una
naranja de las restantes en 5 partes iguales y tomar de ellas los

-g-? Andlogas consideraciones se harfan si, en vez de restarse,

se sumaran las naranjas.

_97. CAsO0s PARTICULARES.— Restar de un mixto un entero.
Para restar de un mixto un entero, se resta del entero del mi-
nuendo el entero del sustraendo, y a la derecha de la diferen-
cia se escribe el quebrado.

EJEMPLO:

8——5=3

o) o
o e

Restar de un mixto un gquebrado.—Se resta el quebrado
sustraendo del quebrado del minuendo, y la diferencia se agre-
gard al entero. Si el quebrado del sustraendo fuese mayor que
el quebrado del minuendo, habria que afiadir a éste una unidad
tomada del entero, convertida en quebrado, como se ha dicho
al restar mimeros mixtos.

EJEMPLOS:
RN B e 1
1 57—-5*5“@;3—:?5755- W
&l i 12 1 32 1
o O e gy e A e o
20 B =P 1m0 20 .20

Restar de un entero un miimero mixrto.—Se toma del mi-
nuendo una unidad, que se pone en forma de quebrado del mis-
mo denominador que el del sustraendo, y queda reducido a res-
tar dos nlimeros mixtos.

EJEMPLO:

2 3 2 1

Restar de un gquebrado impropio un enfero.— Se reduce el
quebrado impropio a mimero mixto, y queda reducido este caso
a uno de los anteriores.

EjeMPLO:
2

11 2
5 —2=35—2=1-.



Restar de un quebrado impropio un quebrado propio.—Se
reduce también el quebrado impropio a nimero mixto, y queda
este caso reducido a uno de los anteriores.

EJEMPLO:
15 5 s et ST 1
.‘_1.._?—5.‘.1__?_—-5.._.__—_5—.

Podrfan haberse restado directamente los dos quebrados y
convertir el resultado en nimero mixto. Véase:

Restar de un quebrado impropio otro guebrado impropio.

Pueden reducirse los quebrados impropios a niimeros mixtos o

~efectuar la operacién directamente, convirtiendo en niimero
mixto el resultado, si es un quebrado impropio.

EJEMPLO: '
25 11

5 4

Reduciendo a nimeros mixtos los quebrados impropios, serd:

2 o 12 15 52 15 17
e — Do — — — D = F e — D = ] -,
4 5 = 4 4 20 2 20 . 20 90 ! 20
Directamente:
1A Bl Rl ey

1

Bl A B0 G0 B0 DR

Multiplicacién de quebrados.

98. En esta operacion distinguiremos tres casos principa-
les, que son: 1.° Multiplicar un quebrado por otro quebrado.
2.° Multiplicar un quebrado por un entero; y 3.° Multiplicar
un nimero mixto por olro numero mixto.

Primer caso: Para mulliplicar nn quebradoe por olro que-
brado, se mulliplican el numerador del uno por el namerador
del ofro, y el denominador por el denominador, y el primer
producto serd el namerador, y el segundo, el denominador
del producto buscado.

8
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. k -4
EjempPLO.—Sea multiplicar %por 7
La operaci6n se dispondra de este modo:

5,4 _5x4_20
9 R oo e

Este prbcedimiento proviene de 1a definicién general de la
multiplicacion, que nos dice, en este caso, que el producto ha

de ser, respecto al E, lo que el ;-respecto a la unidad. Pero
el -;- es la séptima parte de la unidad tomada cuatro veces; lue-

go el producto serd la séptima parte de %,tomada también cua-

tro veces. La séptima parte del multiplicando se obtiene multi-
plicando el denominador por 7, y cuatro veces esta séptima .
parte se halla multiplicando el numerador por 4. Luego es ver-
dadero el resultado antes obtenido.

99. Segdundo caso: Para multiplicar un quebrado por un
entero, se multiplica el numerador del quebrado por el en-
fero, v al producto se le pone por denominador el del gue-
brado. '

Esta regla sale del caso anterior poniendo al entero, por
denominador, la unidad, o también tomando el quebrado tantas
veces por sumando como unidades tiene el entero.

Vedmoslo: Sea multiplicar -g— por 5.
Se dispondra la operacion de este modo:

o de este otro:

R ER ey A NS IR, S e Y B e A
B el b s Py e 3
0G0 (B el
A S

OBSERVACION.— S el denominador del guebrado fuese

divisible por el entero, en lugar de multiplicar el numerador
por el entero, podrd dividirse el denominador por dicho en-
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fero, pues ya dijimos que dividiendo el denominador por un ni-
mero, el quebrado queda multiplicado por el mismo nimero.

EJEMPLO. —Sea multiplicar —1% por 4.

Como ¢l denominador 12 es divisible por 4, podremos divi-
dirle por €él, con lo que el quebrado quedard multiplicado por 4.

Asf:

7 ZhRIE RN
RSt T i sy s

resultado de simplificar el quebrado 1—23 , dividiendo sus dos

términos por 4, que es su m. ¢. d.
Multiplicar un entero por un quebrado es lo mismo gure

muliiplicar un quebrado por un entero, pues poniéndole al
entero por denominador la unidad, se verd que habra que mul-
tiplicar el entero por el numerador del quebrado y poner a este
producto, por denominador, el del quebrado. '
Asf, K 2
7 87 _ 56

8 7 2
TS T T Sl 0 Ll P 5

que es lo mismo que si hubiéramos multiplicado “;' > 8; luedo

o
“?xs.

ol =

82<

Luego el producto de un entero por un quebrado es inde-
pendiente del orden de los factores. Lo mismo ocurre en el
producto de dos quebrados.

100. Tercer caso: Para multiplicar un niimero mirto por
olro niimero mirio, se reducen ambos mirtos a quebrados
impropios, y se multiplican como dos quebrados.

EJEmpPLO . — Multiplicar & % por 7 ';T
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Reduciéndolos a quebrados, se tendra:

537 =25 2 _BxB _58_p2

1
-3 0 i2 B 2

Podrian haberse multiplicado los mixtos, sin reducirlos a
quebrados, multiplicando el entero y quebrado del multiplican-
do por el entero del multiplicador, y luego, el entero y quebra-
do del multiplicando por el quebrado del multiplicador, y sumar
después los cuatro productos.

Hagdmoslo con el ejemplo anterior:

3 1 5 VA e
5;x7—5-_5><7+f><7+5><—-+-—-><3
Of NS fss 040 , 3% _ ., 1082
LR e Tk S i S S T S ]
24 i
= =42

Del quebrado impropio % se han sacado las 7 unidades

que contiene, y el quebrado % se ha convertido en irreduci-

ble, dividiendo ambos términos por 24, que es su mdximo co-
miin divisor.

Como se ve, es mucho mas cémodo, y, por lo tanto, prefe-
rible, el procedimiento de reducir los mixtos a quebrados.

101, CAsos PARTICULARES: Multiplicar un ndmero mixto
por un enfero.—Se reducird el mixto a quebrado, y quedar4
reducido el caso a multiplicar un quebrado por un entero; o
también puede multiplicarse separadamente el entero y el que-
brado del multiplicando por el enterc del multiplicador, ¥ su-
mar los dos productos.

EJEMPLO: & it g
5 8= . b
5w Xd="Xd=—2—=21 =,
3 AL S B 5
57‘,-><4-_5>\4-f‘--,‘7><4—20+ ; —217.

Multiplicar un mixto por un quebrado.—Se reduciré el
mixto a quebradoyy quedara reducido el caso a multiplicar un
quebrado por otro quebrado; o también podran multiplicarse
separadamente el entero y el quebrado del multiplicandp por
el quebrado del multiplicador, y sumar los dos productos.



EjempLO:
e
Pogmint i baia B ol

Si los factores, en vez de ser dos, fuesen tres o més, si son
todos fraccionarios, se multiplicardn separadamente los nume-
radores y los denominadores, y el producto de los numeradores

. serd el numerador, y el de los denominadores, el denominador
del producto buscado, y si entre los factores los hubiera ente-
ros, se multiplicardn los numeradores y los enteros, y luego los
denominadores; el primer producto serd el numerador, y el se-
gundo, el denominador del producto buscado.

EJEMPLOS:

5 1 _3x5x1_ 15

NI o T e<7 <2 66
5 2 2
—.‘,-><5><€><4><3-

_ 932X 4><2 | 240 0 _52
7+

| LR

= =0 = —=

71X3><5 T 105

102. Un guebrado se llama inverso o reciproco de olro
cuando el numerador y denominador del uno son, respecti-
. vamente, el denominador y el numerador del ofro. Asi, por

> Bk
ejemplo, son inversos o reciprocos los quebrados = y 5

El producto de dos quebrados inversos es la nnidad.
EjempLOS:

R R 2
G o Ay £ S
RN | e o )
TXE "iixs 8 _ I
1 3 1><3 3
A R S G

103. Quebrados de enteros y quebrados de quebrados.—
Los quebrados considerados hasta aqui son quebrados de uni-
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dad, pues proceden de dividir la unidad en dos o més partes
iguales y tomar de ellas una o més.

Pueden dividirse también un entero o un quebrado en partes
iguales, y el ntimero formado por una o mis de estas partes
iguales se llama quebrado de entero o quebrado de quebrado.
Por lo tanto,

Quebrado de entero es el nimero que expresa una o mds

partes igunales de un entero.

Quebrado de quebrado es el niimerd que expresa una o
mds parles iguales de un quebrado.

EJEMPLOS PARA ACLARAR ESTAS IDEAS.— Un naranjero ha
vendido las tres cuartas partes de las naranjas que sacé a la
venta. Las naranjas que vendi6 forman un quebrado de entero.

Supo niendo que sacé a la venta 80 naranjas, vendié

% de 80 = % de 80 ><3 = 20 >< 3 = 60,

Por aqui se ve que un quebrado de entero puede ser un ni-
mero entero. :

Para hallar el valor de un quebrado de entero, se mulli-
plica el guebrado por el entero,

EJEmpLOs.—Hallar las cinco séptimas partes de una pieza
de tela de 50 m. de' longitud. g

Sera:
5><60 _ 250

YA

5
-T—deﬁo-—-—

5
7 -—55-—7-.

Una persona que ha comprado las cuatro quintas partes de
una pieza de tela vende a oira las dos terceras partes de la tela
que compr6. Esta dltima cantidad de tela vendida es un quebra-

do de gquebrado, que se escribira: %de -g— de la pieza. S va-
2
lor se obtendrd multiplicando los dos quebrados. Asf; 5 de

%— de la pieza = -%— de la pieza. Si el tltimo comprador vende

a otra persona la mitad de la tela que ha comprado, esta mitad
: 2
serd un quebrado de quebrado de quebrado, y seré % de = de

de 18—5 = —5%—; de manera que s€ obtiene el resultado

0| —

&L
==
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mdltiplicando los tres quebrados. Del mismo modo puede ex-
tenderse a cualquier ntimero de quebrados.

Asf, : 4 5
B-de-gd -—de de — B efc. .
. 1><4><2><7><8 de
T3 5X9<11X13

Divisién de quebrados.

104. En esta operaci6n distinguiremos cuatro casos princi-
pales: 1.° Dividir un quebrado por otro. 2.° Dividir un gue-
brado por un entero. 3.° Dividir un entero por an quebrado.
4.° Dividir an nimero mixto por ofro nimero mixlo.

Primer caso: Para dividir un gquebrado por otro, se mul-
tiplica el dividendo por el divisor invertido: eslo que se llama
vulgarmente multiplicar en cruz.

Asi, '
5.4_5 1 _5X1_355
TR TR BT T S T et
orque
F OXT 4 L 15xT>x4_ 5,
347 7 8Xx4xT B’

X <7 - 4
es decir, el qu::brado Bch multiplicado por el divisor 7
ha dado el dividendo; luego el quebrado %, 0 su igual,

35
o0 s el cociente.

Suprimir un factor en un producto es dividir el producto por

dicho factor. 3
5 T>=<4 :

En el quebrado B d<T hemos suprimido los factores
7 ¥ 4 del numerador y denominador; luego el valor del quebra-
do, al transformarse en g, no ha variado.

OBSERVACION PRIMERA:— S7 el numerador y denominador
del quebrado dividendo fuesen divisibles, respectivamente,
por el numerador p.denominador del quebrado divisor, po-
dria efectuarse la division de los quebrados dividiendo, res-
pectivamente, los términos del dividendo por los del divisor.



Asi,
12 .5 _12:5_4
o0 A D0 &, DY
porque c
12:5){3_ (12:3)><35 _ 12
20:4° 4 (20:49)<4 20"
o bien:
S M )
et Gadr

OBSERVACION SEGUNDA.— 87 [os denominadores de divi-
dendo y divisor fuesen ignales, para hallar el cociente, basta-
rd dvidir el numerador del dividendo por el numerador del
divisor,

Asi,
9,058 0 S N
Vi 11‘5‘.9_9'
porque ,
R AL S § Ol
TR Y T e T

OBSERVACION TERCERA.—S7 /os numeradores de dividen-
do p divisor fuesen iguales, para hallar el cociente, bastard
dividir el denominador del divisor por el denominador def
dividendo.

Asi,
i AT S
O g e

porque
SrABa bt DT
B UIY S9Seh 9°*

105. Segundo caso: Para dividir un guebrado por un en-
tero, se multiplica el denominador por el entero, v se deja
el mismo namerador.

Asf,
5 5

= = —

8><3 2

oofen
=S

pues ya se dijo que si el denominador de un quebrado se mul-
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tiplica por un niimero, el quebrado queda dividido por el mismo
niimero.

OBSERVACION.—5&7 el numerador fuera divisible por el en-
tero, se podria efectuar la division de un quebrado por un
entero dividiendo el numerador por el entero, y poniendo al
cociente por el denominador el del quebrado.

Asi,
Bl v L
Frt=g

el otro procedimiento dara:

8 8
9 ‘= oxa

8 2
%9

106. Tercer caso: Para dividir un entero por nn quebra-
do, se mulliplica el entero por el gquebrado invertido; o, lo
que es lo mismo, se multiplica el enfero por el denominador
del quebrado, y al producto se le pone por denominador el
numerador. '

Asi,
8><T7 £

5

mlg

oD g L i
8.7—8><5-— =11 z.

OBSERVACION.— 87 el entero fuese divisible por el nume-
rador, podria hallarse el cociente dividiendo el entero por el
numerador, p multiplicando el resultado por el denominador. -

Asi,

8: %:(8:2J><5=4><5=20

seria lo mismo que
8><5 40

B TEeT e o

S

ConsecugeNciA.—El coclente de dividir la unidad por un
quebrado es el quebrado invertido, pues

i B A
=

=T 5

107. Cuarto caso: Para dividir un niimero mizio por oiro
ndmero miato, se redacen ambos mixrtos a quebrados, v luego
se dividen éstos.
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EjEMPLO: \
53 .01 2 1 _Bx<5_6 _,15
7 Ul ey YRR e S BN TR g T

108. CAsos PARTICULARES: Dividir un nimero mixto por
un entero.— Para dividir un ntimero mixto por un entero, se re=
duce el nimero mixto a quebrado, y queda reducido el caso a
dividir un quebrado por un entero.

EjempLO:

65 65 11

Igto=gmsor =2

0| 1o

Dividir un mixto por un quebrado.—Para dividir un mixto
por un quebrado, se reduce el mixto a quebrado, y queda el
caso reducido a dividir un quebrado por otro.

EJEMPLO:
52, 4_ 11 4 _11Xx7_ 118 _ 19
e ST 2 T oy T 20 "

Dividir un entero por un nimero mirto.—Para dividir un
entero por un nimero mixto, se reduce el mixto a quebrado, ¥
queda el caso reducido a dividir un entero por un quebrado.

EJEMPLO!

Dividir an quebrado por un mirto.—Para dividir un que-
brado por un mixto, se reduce el mixto a quebrado, y queda el
caso reducido a dividir dos quebrados.

EJEMPLO:

_8xd4_ 3
%

8 s B
o e TS

9

©|w
-

QD
g =

Formacion de potencias de los quebrados.

109, Distinguiremos en esta operacién dos casos: 1.° For-
macién de la polencia de nn quebrado. 2.° Formacién de la
polencia de un niimero mixto.

Primer caso: Para formar la potencia de un cierfo grado



de un quebrado, se forma la potencia de agquel graao del nu-
merador p la del mismo grado del denominador; 1a potencia
del numerador serd el numerador, y la potencia del denomina-
dor serd el denominador de la potencia buscada.

Asi,

e e
o) T T 8 Pod 9)_9 g o
3 81

53\
(3) =5=&
porque
() -><-‘7’— 5.3 _ 3x3X3 5 3¢
= Sxgx2

5 5T 5%5x<55<5 5"

Segundo caso: Para formar la polencia de un namero
mizto, se reducird el mixlo a quebrado y se formard la po-
tencia del quebrado.

Asi:
(5% ) ( =l
(+3)= () - 538

Extraccion de raices de los quebrados.

110. En esta operacién distinguimos dos casos: 1.° Exfraer
la raiz de un quebrado. 2.° Extraer la raiz de un nimero
mixto.

Primer caso: Para extraer la raiz de un grado cualgquiera
de un quebrado, se extrae la raiz de aquel grado del nume-
rador y la raiz del mismo grado del denominador; la prime-
ra serd el numerador, y la segunda, el denominador de la raiz

buscada.
Asi:
V:_ﬂ_é
2% Y5 5
var_ V& _3
T R T S T
V64
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No hablamos del caso en que el quebrado no tiene raiz exac-
ta, porque esto se sale de los limites que hemos sefialado a es-
tas NOCIONES.

Segundo caso: Para e.z'traer la raiz de un niimero mixto,
se reduce el mixto a quebrado, p se extrae la raiz de éste.

Asi,
1 9 3 1

111. OBSERVACION ACERCA DE LAS OPERACIONES CON NUj-
MEROS MIXTOS.—En la adicién y sustraccion hemos visto que,
aunque no era ningun error convertir los mixtos en quebrados,
era mas conveniente y natural operar sin hacer aquella conver-
sién; en la multiplicacién vimos qué era mas conveniente redu-
cir los mixtos a quebrados; en la divisién, esta conversion es
necesaria, por lo menos en el divisor; en la elevacién a poten-
cias, muy convenlente ¥ en la extraccién de raices, necesaria
también.

Quebrados decimales.

112. Hemos clasificado antes los. quebrados en ordinarios y
decimales, diciendo que los ordinarios son los que lienen un
denominador cuqlguiera distinto de la nnidad seguida de
ceros, y que los decimales son los que tienen por denomina-
dor la unidad seguida de eeros.

Si los quebrados decimales se escribieseh siempre en la for-
ma de quebrados ordinarios, es decir, con los dos términos ni-
merador y denominador, las operaciones del célculo se efectua-
rian, en esta clase de quebrados, exactamente lo mismo que
con los quebrados ordinarios, y nada tendriamos que afiadir a
lo que acabamos de decir acerca de las operaciones con estos
tiltimos; pero los quebrados decimales son susceptibles de po-
nerse en otra forma, en forma entera, en virtud de las leyes a
que obedece su formacsén y en esta forma, las operaciones re=
sultan mucho més sencillas, como que se reducen, en todos los
casos, a operar con los quebrados decimales exactamente lo
mismo que con los niimeros enteros, sin més cuidado que el de
preparar convenientemente los datos y fijarse en el orden de
las unidades de los resultados. Veamos cémo la numeracién de
los quebrados decimales obedece a las mismas leyes que la nu-



meracién de los nimeros enteros, pudiéndose decir que el con-
junto de niimeros enteros y decimales constituye la totalidad de
los mimeros del sistema decimal de numeracion.

Las unidades fraccionarias que forman los quebrados deci-
males son las que resultan de dividir la unidad entera en 10, en
100, en 1000, en 10000, en 100000, en 1000000, etc., de partes
iguales, llamandose décimas, centésimas, milésimas, diezmi-
lésimas, cienmilésimas, millonésimas, etc., respectivamen-
te, y todas ellas, en deneral, #nidades decimales.

113. Dividida la unidad en 10 partes iguales llamadas déei-
mas, si dividimos cada una de estas décimas en 10 partes igua-
les, las 10 décimas que valen la unidad quedan divididas en 100
partes iguales o cenlésimas; luego cada déeima tiene /0 cen-
fésimas. Si dividimos cada centésima en 10 partes iguales, las
100 centésimas que valen la unidad quedan divididas en 1000
partes iguales o milésimas; luedo cada centésima tiene 10 mi-
lésimas, y asi sucesivamente; luego llamando unidades de pri-
mer orden decimal a las décimas, de segundo orden a las cen-

‘tésimas, de tercer orden a las milésimas, etc., vemos que se
cumple en los quebrados decimales la ley fundamental de los
nimeros enteros en el sistema de numeracién decimal; que dice
que diez unidades de un orden cualquiera forman una unidad
del orden inmediato superior, o que una unidad de un orden
cualquiera vale diez unidades del orden inmediato inferior. Ex-
tendiendo ahora a los quebrados decimales el principio conven-
cional de la numeracion escrita, que dice que toda cifra coloca-
da Inmediatamente a la izquierda de otra representa unidades
del orden inmediato superior, y colocada inmediatamente a la
derecha, unidades del orden inmediato inferior, resulta que la
cifra que expresa cudntas décimas tiene el quebrado decimal,
puesta inmediatamente a la derecha de las vnidades, expresard
las déeimas sin necesidad del denominador 10; la cifra que ex-
presa cudntas centésimas tiene el quebrado decimal, puesta in-
mediatamente a la derecha de las décimas, expresara las cen-
tésimas sin necesidad del denominador 100; del mismo modo,
Ia cifra colocada inmediatamente a la derecha de las centési-
mas expresard las milésimas sin necesidad del denominador
1000, y asf sucesivamente. De manera que las cifras desempe-
fian el papel de numeradores, y los lugares que ocupan, el pa-
pel de denominadores, o en otros términos: las cifras expresan
cudntas unidades hay de cada orden, y los lugares expresan



p — 94 —
los 6rdenes respectivos, exactamente como en los niimeros en-
teros.

En los niimeros enteros, la primera cifra de la derecha ex-
presa las unidades de primer orden sin necesidad de senal al-
guna que lo indique; en los quebrados decimales, como se es-
criben a la derecha de los enteros, es preciso que haya una’
sefial que indique dénde terminan éstos y dénde empiezan aqué-
llos. Esta sefial es una coma colocada entre las uidades y las
décimas; a partir de la coma, se cuentan hacia la izquierda las
cifras enteras, y hacia la derecha, las cifras decimales.

114. Analogia entre los valores de las cifras colocadas a un
lado y otro y a igual distancia de las unidades de primer orden:

La primera cifra a la

La primera cifraa la
derecha delas uni-

izquierda de las

unidades expresa.. decenas, dades expresa .... décimas.
Lasegundacifra.... centenas. La segunda cifra.... centésimas.
La tercera cifra..... millares. La tercera cifra .... milésimas,
La cuarta cifra......| d”,f;lf’_“ demi-  pacunrta cifra. .... diezmilésimas,
La quinta cifra...... tezrll;t'gnns demi- . quinta cifra...... cienmilésimas.
é? :prra clira. . an. millones. La sextacifra...... millonésimas.

cetera

Asf, en el niimero 64571,8923,

el 8 expresa décimas;

el 7 expresa decenas; _
el5 — centenas; el9/ —  centésimas;
eld — millares; el2 —  milésimas;
el6 — . decenas de millar; el3 — diezmilésimas;

5. Enunciacion de un niimero decimal.—Para enunciar
un niimero decimal, se enuneia primero la parte entera, si la
tiene, e inmediatamente la parte decimal, expresdndola
como si fuese entera y ddndole la denominacion de las uni-
dades del dltimo orden. Asf, si en un niimero decimal las uni-
dades del tiltimo orden son las milésimas, se enunciard el deci-
mal como si fuese entero, haciendo que exprese milésimas.
Ejemplo: si un decimal se compone de dos décimas, siete cen-
tésimas y ocho milésimas, se enunciard diciendo: doscientas se-
tenta y ocho milésimas. : :

116. FEscritura de un nimero decimal,—Para escribir un
ntimero decimal, Se escribird primero la parte enlera, si la
tiene, p Si no, un cero; inmediatamente uia coma, p-a conti-
nuacion la parte decimal, haciendo gue cada cifra ocupe el
lugar correspondiente a su orden. Para conocer el lugar que
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corresponde a una cifra decimal dada o a la dltima cifra de un
decimal dado, proponemos la siguiente regla:

Cuéntese el niimero de ceros que acompaiian a la unidad
del denominador correspondiente a la cifra dada o al decimal
dado, y el nimero de ceros expresa el orden, y, por lo tanto,
el lugar pedido. Ejemplo: orden y lugar que corresponden a 7
milésimas, a 85 millonésimas, a 379 billonésimas.

1.° A 7 milésimas le corresponde el denominador 1000,
unidad seguida de fres ceros; luego 7 milésimas son unidades
decimales de tercer orden, y ocupara el tercer lugar, y serd:
0,007.

2.7 A 85 millonésimas corresponde el denominador 1000000,
unidad segduida de sers ceros; luego la ltima cifra de 85 millo-
nésimas es de sexto orden y ocupard el sexto lugar. Serd, pues,

0,000085. _
3.9 A 379 billonésimas cofresponde el denominador

1000000000000, unidad seguida de doce ceros; luedo la dltima

cifra, o sea el 9, serd de duodécimo orden, y ocuparéd el duo-

décimo lugar, Serd, por tanto, 0,000000000379.
Ejercicios.—Escribir en forma entera los quebrados si-

duientes:

o - NS - NS | /SRR 1o
1000.* ~100000° *  10000LO00 * 1000000000000
79

0007 = 0079

%55 Véase como en todos es-
= 0,00835 tos decimales la tltima cifra

- 100000 ocupa el ludar expresado por
1947 el nimero de ceros que acom-
00000 = 0,00001947 pafian a la unidad del deno-
1 0000 minador respectivo.
357968 -
10000000000000. — 0,0000000357968 )

W7. Lectura de an niimero decimal escrifo.—Se lee la
parte enlera, st la tiene, e inmediatamente la parte decimal
como entera, dindole la denominacidn de la iwitima cifra o
de la cifra de orden inferior.

Asl, sea leer los ntimeros 45,0755; 0,070033.

El primero se lee: cuarenta y cinco enteros, setecientas
treinta y cinco diezmilésimas, porque la cifra tltima decimal 5
es del orden de las diezmilésimas.
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El segundo se lee: cero enteros, setenta mil ochenta y tres
millonésimas, por ser la iiltima cifra 3 de sexto orden o milloné-
simas.

Propiedades de los niimeros decimales.

8. Sia la derecha de un nimero decimal se escribe uno
o mifs ceros, el numero decimal no sufre alteracidn, porque
el valor del decimal es la suma de los valores relativos de todas
sus cifras, y como estos valores no han cambiado con los ce-
ros, tampoco ha cambiado el valor del ntimero decimal.

Asi, se transforma el decimal 57,85 en el decimal 57,8500;
el priméro equivale a 5 decenas - 7" unidades -+ 8 décimas-+3
centésimas, y el segundo, a 5 centenas 4 7 unidadss + 8 déci-
mas + 3 centésimas <+ O milésimas + 0 diezmilésimas; luego el
valor es el mismo.

Por la misma razén no allera an nimero decimal supri-
miendo uno o mds ceros que tenga a su derecha. Le pasa a
un decimal con los ceros a la derecha lo que a un entero con
los ceros a su izquierda.

Sien un decimal se carre la coma un lugar a la derecha,
el decimal queda multiplicado por 10, si se corre dos Inga-
res a la derecha, gueda maltiplicado por 100; si tres luga-
res, por 1000, v asi sueesivamente, porque por cada lugar que
la coma corre a la derecha, el valor relativo de sus cifras se
hace diez veces mayor.

Sten un nimero decimal se corre la coma un lugar a la
izquierda, el decimal se hace 10 veces menor; si dos luga-
res, 100 veces menor, si tres, {000.veces menor, etc., porque
por cada lugar que la coma corre a la izquierda, el valor relati-
vo de sus cifras se hace diez veces menor. Todo esto se funda
en uno de los principios de la numeracién escrita, el que dice
que una cifra colocada a la izquierda de otra representa unida-
des del orden inmediato superior, y colocada a la derecha, uni-
dades del orden inmediato inferior.

CONSECUENCIAS:— ST se suprime la coma en un nimero
decimal, éste queda multiplicado por la unidad seguida de
tantos ceros como cifras decimales tiene el nimero decimal,
pies equivale a llevar la coma hasta la derecha de la primera
cifra, donde ya no hace falta.

EjempLosS.—1.° Si en el niimero decimal 58,565 corremos
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fa coma dos lugares hacia la derecha, resultard 5836,5 cien ve-
ces mayor que el pfimero, pues el primero, expresado en milé-
simas, es 58365 milésimas, y el segundo, expresado en décimas,
58365 décimas; pero una décima tiene 100 milésimas; luego el
segundo niimero es cien veces mayor que el primero.

2.2 Si en el nimero decimal 735,83 se corre la coma tres
lugares a la izquierda, resultard el decimal 0,75583, que es mil
veces menor que el otro, porque expresado el primero en cen-
tésimas, es 75585 centésimas, y expresado el segundo en cien-
milésimas, serd 73583 cienmilésimas; pero cada. centésima tie-
"~ ne 1000 cienmilésimas; luego el primer ntimero es mil veces
mayor que el segundo o el segundo mil veces menor que €l
primero,

Calculo de niimeros decimales.

119. El célculo de niimeros decimales comprende las mismas
operaciones que el de los enteros y el de los quebrados ordina-
rios, es decir, la adici6én, sustraccién, multiplicacién, divisién,
elevacién a potencias y extraccién de raices.

Adicion de niimeros decimales.

120. Del mismo modo que, al hablar de la adicién de nime-
ros enteros, dijimos que se suman separadamente las unidades
de cada orden empezando por el orden inferior, asi decimos
ahora que para sumar nimeros decimales se suman separada-
mente'las unidades de cada orden, empezando por el orden in-
ferior, poniendo, en el resultado, la coma a la derecha de la ci-
fra de las unidades. -

Ya se dijo que un ntimero decimal no altera escribiendo uno
0 méas ceros a su derecha: fundandonos en esto, podemos hacer
que todos los sumandos tengan igual nimero de cifras decima-
les agregando uno o més ceros a los sumandos que tengan me-
nos de aquellas cifras, hasta que su nimero sea igual al del su-
mando que tenga més. De este modo podemos decir que

Para sumar mimeros decimales, se face que tengan todos
los sumandos igual nimero de cifras decimales, se suman
como enteros, y en el resultado se separan a la derecha, con
la coma, tantas cifras como deeimales liene uno de los su-
mandos.

7
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El igualar el niimero de cifras decimales de todos los su=
mandos equivale a reducirlos a un comin* denominador, si se
ponien en la forma de quebrados ordinarios. :

En la prdctica se eseribe un nimero debajo de otro de
modo que se correspondan las eifras del mismo orden, y, por
lo tanto, las comas, se suman separadamente las cifras que
estdn en columna, empezando por el orden inferior, ¥ en el
resultado se pone la coma en columna con las demds.

EJeMPLO.-- Sumar los decimales 45,96, 751,9, 5,087. .

Igualando el niimero de cifras decimales en todos ellos, se

tendra:
45,960 - 731,900 -+ 5,087 = 782,947,

Puestos unos debajo de otros,

45,960
751,900
5,087

782,947

Observemos que, escritos-en esta forma los sumandos, los
ceros a la derecha hacen menos falta, aunque tampoco estor-
ban; y siempre se corre menos peligro, con ellos, de sumar uni-
dades de un orden con unidades de otro orden, lo cual haria
equivocada la operacion.

Puestos los sumandos en forma de quebrados ordinarios,

sera:
4596 7519 , 5087

10 T 10 T 1000 °

Si a los dos términos del primer quebrado agredamos un
cero y a los del segundo dos ceros, el valor de los quebrados no
alterard, porque con ello los dos términos del primer quebrado
se han multiplicado por 10, y los del segundo, por 100, y se

tendra:
45060 751900 5087

1000+ 1000 + 1000 *

Estos quebrados tienen el mismo denominador; luego, como
se ha dicho antes, igualar con ceros el niimero de cifras deci-
males de Jos sumandos equivale a reducirlos a un comtin deno-
minador.

Si entre los sumandos hubiera uno o més enteros, se los con-
sideraria como decimales cuya parte decimal la forman ceros.
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Sumar, por ejemplo, los nimeros 58,09; 9,096; 495; 0,83; 17.
Puestos unos debajo de otros, se tendra:

58,00 58,000
9,008 9,096
495 6 495,000
085 - ‘ 0830 :
17 17,000
= 580,016 580,016

'Ejercicio.—Efectuar la operacién anterior poniendo los nii-
_meros decimales en forma de quebrados ordinarios o niimeros
mixtos.

1.° 5809+9096+495+086I—1?
5800 , 9086
=% o +495+ o 11

58000 , 9096 , 495000 , 830 17000 580016 _
= 000 T 1000 T 1000 T 1000 T 1000 — 1000 — 0016

.0 59,00 + 0060 4 495+ 0 + 17
=580 49 1000+495+ a7
= 5840+ 495 4 17 + o0 +—gg-0— g
_579;—333—_579+1---ég0--=580 = 5008 — 580,016,

OBSERVACION.—En la adicién de niimeros decimales se oye
con frecuencia decir que se suman como enteros, sin indicar
que deben tener igual mimero de cifras decimales. Conviene
corregir este lengfiaje, porque podria dar lugar a que se suma-
sen cifras de un orden con cifras de otro orden.

Sustraccion dé niimeros decimales.

121, Para restar nimeros decimales se resfan separada-
mente las unidades de cada orden, empezando por el arden
inferior; o de otro modo,

Para restar niimeros decimales, si lienen igual nimero de
cifras decimales, se resta como enteros, vy a la derecha del
resaliado se separa con nna coma tanitas cifras como deci-
males tiene uno de los términos de la operacion. Si no tie-
nen minuendo y sustraendo igual niimero de cifras decimales,
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se agregan ceros al que tenga menos, hasta igualarlos, y se
resta como se ha dicho.

Si el minuendo o el susiraendo fuesen enteros, se les con-
siderard como numeros decimales cuya parte decimal estd
Jormada por ceros.

Cuando el sustraendo es el entero, no suelen escribirse a
la derecha los ceros decimales, sino que se resta del entero.del
minuendo, ¥y a continuacidn se escriben las cifras decimales del
mismo.

En la practica se eseribe el sustraendo debajo del minuen-
do, de modo gue se correspondan las cifras del mismo or-
den; se hace la resta, y en el resultado se pone la coma en
columna con las demds.

EjemPLOS
1.2 Minuendo 758,596
Sustraendo 97,859
Diferencia: 660,557
o Minuendo 85,576
Sustraendo 19,18567

.

Igualando el nimero de cifras decimales, se tendra:

83,57600
19,18567
Diferencia: 64,39053
F.0 Minuendo 8916
Sustraendo 47,538

Igualando el nimero de cifras decimales, se tendré:

8916.000

47,558

Diferencia: 8368,462

4.° Minuendo 715,094
Sustraendo 65

Diferencia: 650,094

122, OBservAclON.— En la sustraccion de niimeros deci-
males es frecuente ofr, como en la adicion, que se restan como
enteros, sin decir si tienen a no igual niimero de cifras decima-
les. Conviene evitar este modo de hablar, por la misma razén
que hemos dicho en la adicién.
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Multiplicacién de nimeros decimales.

123, Distinguiremos en esta operacién tres casos: 1.° Mul-
tiplicar un nimero decimal por la unidad seguida de ceros,
2.9 Mulliplicar un niimero decimal por un entero, y3.° Mul-
tiplicar dos nimeros deeimales.

Primer caso: Como dijimos hace poco, si se corre la coma
un lugar a la derecha, el nimero decimal se hace diez veces
mayor, o queda multiplicado por 10; si se corre dos lugates a
la derecha, se hace cien veces mayor, o queda multiplicado por
100, etc.; de aqui se deduce que:

Para multiplicar un nimero decimal por la unidad se-
guida de ceros, se correrd la coma hacia la dereeha tantos®
lugares como ceros sigan a la unidad, y si no habiera ei-
[ras bastantes, se afladirdn los ceros necesarios, toda vez
que, sediin hemos visto también, no altera el valor de un ntime-
ro decimal escribiendo ceros a su derecha.

EJEMPLOS

1. Sea multiplicar 33,556 por 100.
Se escribira: 33,5630 >< 100 = 3355,6.

9,9 Sea multiplicar 5,12356 por 100000.
Se escribira: 5,12356 >< 100000 = 512356.

3.° Sea multiplicar 3,47 por 10000.
Se escribira. 3,47 >< 10000 = 3,4700 >< 10000 = 34700.

Como el decimal de este dltimo ejemplo sélo tiene dos ci-
fras decimales, y se multiplica por la unidad seguida de cuatro
cefos, ha habido que afadir dos ceros para que la coma pudie=
ra correr los cuatro lugares. Los ceros no es necesario anadir-
los al decimal; basta ponerlos en el producto.

124. Segundo caso: Para mulliplicar un nimero decimal
por un entero, se multiplica como si el decimal fuese ente-
ro, v de la derecha del producito se separardn tantas cifras
decimales como tiene el factor decimal.

Sea multiplicar 89,563 por 56.

89,565
56

5567378
447815

5u15,528



—p —

Efectuemos la misma m'ulliplit_:acién poniendo el decimal en
forma de quebrado ordinario, y veremos por qué se separan en
el producto las cifras decimales: -

80663 80563 >< 66 5015528 =

Siendo 1000 el denominador del producto, éste expresa mi-
Iésimas; luego, puesto en forma entera, tendrd tres cifras de-
cimales.

125. Tercer caso: Para muliiplicar un ngmero decimal
por otro niimero decimal, se multiplica como si fueran ente-
ros, v a la derecha del producto- se separan tantas cifras
decimales como tienen los dos factores.

Sea multiplicar 578,525 por 37,96.

Como los factores tienen, el uno, tres cifras decimales, y €l
otro, dos, en el producto se toman cinco, :

578,525
37,96

5469950
5204925
4048275
1734975
21953,21700

Efectuemos la misma multiplicacién poniendo en forma de
quebrados los dos factores, y se vera la razén de separar en el
producto cinco cifras decimales.

578325 3796 2195521700
1000 >% 100 — 100000 = 219565,21700.

578,525 >< 37,96 =

Como el denominador del producto es 100000, expresa cien-
milésimas; luego puesto en forma entera, tendrd cinco cifras
decimales. '

Podria ocurrir que el producto no' tuviese tantas cifras
como cifras decimales tienen los dos factores. En este caso, se
pondran a la izquierda los ceros que sean necesarios.

EjempLo.—Multiplicar 0,0896 por 0,079.

0 0806
0.079

8064
6272
0,0070784



N e
El producto s6lo tiene cinco cifras, y los factores tienen
cuatro cifras decimales el uno y tres el otro; para poder sepa-
rar siete, ha habido que poner tres ceros a la izquierda,
Efectuemos la operacién poniendo los ntimeros decimales
en forma de quebrados ordinarios, y veremos el porqué de ha-
ber tenido que poner ceros a |a izquierda del praducto.

896 79 . 70784
0,0896 >< 0,079 = 70000 B J000" = 70000000

= 0,0070784,

El denominador del producto es 10000000; el praductp ex-
presa diezmillonésimas; luego, puesto en forma entera, hay que
separar en el producto siete cifras decimales.

Caso particular: Multiplicar un entero o un decimal por una
unidad decimal,

Si el multiplicando es un entero, se separan de derecha a
izquierda tantas cifras decimales como ceros preceden a la uni-

~dad decimal; y si el multiplicando es decimal, se corre hacia la
izquierda la coma tantos lugares como ceros preceden a dicha
unidad decimal.

EJEMPLOS!

Multiplicar 897 por 0,01

.Sera: 897 >< 0,01 = 8,97,
Multiplicar 79 por 0,0001

Sera: 79 >< 0,0001 = 0,0079.

Multiplicar 573,52 por 0,000001
Sera: 575,52 >< 0,000001 = 0,00057352.

Efectuemos estas operaciones poniendo ia unidad decimal
en forma de quebrado ordinario:

1 897
897X0,01=897><W =00 8,97,
% P =
79><0,0001 =79 >< 10000 — 10000 — 0,0079.
51552 P s VATasE Y o
576,52 >< 0,000001 = 100 >~ 7000000° — 100000000 = (0,00057552.

Division de nimeros decimales.

126. En esta operacién distinguiremos cuatro casos; 1.° Di-
vidir un nimero decimal por la unidad seguida de ceros.
2.° Dividir un ndmero decimal por un entero.3.° Dividir un
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nimero decimal por ofro decimal. 4.° Dividir un niimero en-
tero por otro decimal.

Primer caso: Para dividir un nimero decimal por la uni-
dad seguida de ceros, se corre la coma hacia la izguierda
tantos lugares como ceros sigan a la unidad. El fundamento
de este caso es el principio convencional de la numeracién es-
¢rita, en virtud del cual, corriendo un lugar la coma hacia la
izquierda, el valor relativo de las cifras se hace diez veces me-
nor; corriendo dos lugares, cien veces, etc.

Sea dividir 312,58 por 100. Se escribiré:

512,58 : 100 = 35,1258,

St no hubiese cifras enteras bastanles, se pondrdn a la
izguierda los ceros gue fueren necesarios, toda vez que en
nadua alteran el valor de un entero los ceros puestos a su iz-
quierda.

Asf:

87,596 : 10000 = 00087,596 : 10000 = 0,0087596.

En la préctica no se escriben los ceros a la izquierda del
entero; basta ponerlos en el cociente.

Efectuemos la operaci6on poniendo el dividendo en forma de
quebrado ordinario:

: ) 89506 | 80508 '
80,506 : 10000 =~ ¢ 10000 = —omies: = 0,0080596.

Siendo el denominador del cociente 10000000, el quebrado
expresard diezmillonésimas, y, por lo tanto, puesto en forma
entera, tendra siete cifras decimales.

127. Segundo caso: Para dividir un nimero decimal por un
entero, se divide como i el dividendo fuese enfero, y en el co-
ciente se separardn tantas cifras decimales como decimales
fenga el dividendo. Se funda esto en que siendo el dividendo el
* producto del divisor por el cociente, entre divisor y cociente
han de tener tantas cifras decimales como tiene el dividendo, y
como ninguna tiene el divisor, las tendrd todas el cociente.

EJEmpPLO. —Dividir 7589,37 por 96.

7589,57 96

89 7008

257 | 7905
57
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Efectuiemos l1a operacion poniendo el dividendo en forma de
quebrado.

758037 .06 — 2_5_3_5?7 96 15 7905 (cociente entero) __
“100 100 100

= 78,05,

Recuérdese que para dividir un quebrado por un entero, pue-
de dividirse el numerador por el entero, dejando el mismo Jde-
nominador, aunque no suele hacerse sino cuando el numerador
es divisible por el entero.

128, Tercer caso: En este tercer caso, distinguiremos otros
tres subcasos: 1.° Que dividendo y divisor tengan igual ni-
mero de cifras decimales. 2.° Que fenpa mds eifras decima-
les el dividendo que el divisor, 3.° Que tengrz mds cifras de»
cimales el divisor que el dividendo.

1.° Cuando dividendo y divisor tienen igual niimero de cifras
decimales, se dividen como si ambos fuesen enferos, p el ¢o-
ciente gue resulle serd el cociente buscado, sin necesidad
de separar cifra alguna decimal. La razén estd en que de-
biendo tener el dividendo igual mimero de cifras decimales que
entre divisor y cociente, como el divisor tiene tantas como el
dividendo, el cociente no tiene ninguna. i

EjempLO. —Dividir 796,552 por 8,127.

7%552 | 8127
102
0083 s

2. Si el dividendo tiene mds cifras decimales que el divisor,
se dividirdn como St fuesen enferos, y en el cociente se se-
parardn tantas cifras decimales como expresa la diferencia
entre los mimeros de cifras deeimales del dividendo v divi-
Sor. La razdn es andloga a la anterior,

EjemprLo.—Dividir 843,6652 por 79,8.

8: gg g 52 79,8
10,572
576 [
1792
1986
~ Como se ve, en el cociente se han separado tres cifras de-
cimales, diferencia entre las cuatro que tiene el dividendo y

una que tiene el divisor.
3,° Si el divisor tiene mayor niimero de cifras decimales que
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€| dividendo, se roualardn dichos nimeros de cifras decima-
les escribiendo a la derecha del dividendo los ceros necesa-
rios, 1 luego se dividen como enteros, sin gue en el cociente
haya que separar eifra alguna decimal.

La razén es porque este subcaso queda reducido al primero.
'EJBMPLD.—-DIVidIr 512,37 por 9,0362.
5123700 | 9,0362
605600 |56
68,5428
129. OBSERVACION. — Igualar el niimero de cifras decimales
cuando el divisor tiene menos decimales que el dividendo no nos
parece bien; porque después de haber agregado ceros al divi-
sor, al pasar a dividir el dividendo por el divisor como si fuesen
enteros, siguiendo la regla que se di6 al dividir un entero por
otro que termina en ceros, suprimirfamos estos ceros y separa-
riamos otras tantas cifras ala derecha del dividendo, cén lo que
la operacién quedaria como estaba antes de aquella igualaci6n.
130. Cuarto caso: Para dividir un entero por un decimal,
. Se pone a la derecha del entero una coma, vy a continuacion
fanlos ceros como cifras decimales tiene el divisor, p nego
Se dividen como enteros. Resulta también este cuarto caso re-
ducido al primero de los subcasos anteriores.
EjemPLO.—Dividir 125 por 0,8572.

1250(3'80 8572

412 49

77920 !
2572

181. Aproximacion de un cociente por decimales.—Sabi-
do es que, si a la derecha de un nimero entero ponemos una
coma, ¥ a continuacién uno o més ceros decimales, el entero
no varfa; sabido es asimismo que, si a la derecha de un ndmero
decimal se escriben cuantos ceros decimales se quieran, el va-
lor del nimero decimal no sufre alteracién. De aqui se deduce
que, si después de dividir, segtin las reglas anteriores, dos en-
teros, o un decimal por un entero, o un decimal por otro deci-
mal, o un entero por un decimal, el cociente no fuere exacto,
se podra aproximar hasta llegar a un cociente exacto, o hasta
obtener la cifra decimal del orden que se quiera, escribiendo
un cero a la derecha de cada resto y continuando la operacién.
De aqui la siguiente regla:
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Para aproximar por deeimales el eocienie entero o el co-
clente decimal de una division ineracla, ya sea de niimeros
enteros, ya sea de niimeros decimales, se eseribe un cero a la
derecha del resto y se sigue la division, se agrega un cero
al nuevo resto p se'continiia la operaeidn, y asi sucesivamen-
‘te, hasta que la division resulte exacta o hasta que se llegue
a la cifra del orden que se guerfa obiener.

Si la aproximacion parte de un cociente entero, se pondra
inmediatamente la coma, y se aproximard luego como se ha
dicho.

_ EJEmPLOS.—1.° Sea aproximar el cociente entero que re-
sulte de dividir 12798 por 32.

12798 52

5319 9,95
. 318 AR

500
120
240
160
00

Después de obtener el cociente entero 399, se ha continua-
do 1a divisi6n, agregando un cero a cada resto, hasta llegar a
la cuarta cifra decimal, que ha resultado exacta.
2.° Sea aproximar hasta cienmilésimas el cociente decimal
que resulte de dividir 329,875 por 7,3.

3%%275 7,5
157 45,18835
645
610
260
410
45

Obtenido el cociente decimal 45,18, se ha continuado la di-
visién, agregando un cero a cada resto, hasta llegar a Ia cifra
de las cienmilésimas pedida.

Formacion de potencias de niimeros decimales.

132. Siendo la formacién de potencias con exponente ente-
ro un caso-particular de la multiplicacién, aquel en que son igua=
les los factores, podremos decir que
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Para formar la potencia de un niimero decimal, se forma di-
cha potencia como si el nimero fuese entero, p en el resuls
tado se separan tantas cifras decimales como unidades ten-
ga el producto del exponente por el nimero de decimales
gue tiene el mimero; es decir, que si es la segunda potencla,
se separan el duplo de cifras decimales que tiene el nimero; si*
la tercera potencia, el triplo, efc.

EjempLOS.—1.° Sea formar el cuadrado o segunda potencia
del niimero 1,09. Ser4:

1,09 = 1,09.>< 1,00 = 1,1881,

2.° Sea formar el cubo o tercera potencia del mimero 0,07.-

Sera: .
0,072 = 0,07 >< 0,07 >< 0,07 = 0,000343.

Extraccion de la raiz cuadrada de niimeros decimales.

Para extraer la rafz cuadrada de un nimero decimal, se
hace que sea par el niimero de cifras decimales, y lnego se
extrae la raiz como si el decimal fuese entero, p en el resul-
tado se separan la mitad de las cifras decimales que tiene
el niimero. :

EjeMpLOS.—1.° Extraer la raiz cuadrada del mimero 1,69.
-Seré:

1,69 =13.

2.° Sea hallar la raiz cuadrada de 0,7. Se pone un cero a su
derecha, para que sea par el nimero de cifras decimales.
Yo70 =08,
Sea extraer la raiz cuadrada de 0,000081. Sera:
1/0,000081 = 0,009.

Transformacién de quebrados ordinarios
en quebrados decimales.

133, Siendo el quebrado ordinario una divisién indicada del
numerador por el denominador, y pudiendo ponerse a la dere-
cha del numerador, después de una coma, cuantos ceros se
quiera, sin alterar su valor, resulta que
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Para convertir un quebrado ordinario en quebrado decimal,
se dividird el numerador por el denominador, y se aproxi-
mard al cociente enlero por decimales, hasta que resulle un
cociente exacto o hasta que se lenga la cifra del orden que
se desee. Si el quebrado es propio, el cociente entero ser4 cero.

. Ejempros.—1." Transformar en quebrado decimal el que-

brado ordinario %:

50 8
20 1"0g251
40 0,625

0

Se ha llegado a un cociente exacto, y se tiene:

—g- = 0,625.

2.° Transformar en decimal aproximado, hasta diezmilési-

mas, el quebrado impropia %2-:

22 7
10
30 35,1428
20
60
4

OBserRvVACION.— Cuando el cociente no resulta exacto, siel
resto tltimo es mayor que la mitad del divisor, se afiade una
unidad a la dltima cifra del cociente aproximado, con lo que se
tendrd una aproximacién mayor, llaméndose entonces el cocien-
te aproximado por exceso, asi como antes lo era por defecto.

Asi, en el ejemplo anterior, -2—.?- = 35,1428 esta aproximado

por defecto; %ﬁ = 53,1429 es un valor aproximado por exceso.:

Transformacién de quebrados decimales en ordinarios.

134, En la transformacién de quebrados decimales en ordi-
narios sélo consideramos el caso en que es limitado el nimero
de cifras decimales.

Transformar un quebrado decimal en quebrado ordinario es
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lo que hemos llamado varias veces poner el decimal en forma
de quebrado ordinario, es decir, ponerle por denominador el
niimero de partes iguales en que se supone dividida la unidad;
y como de esto se ha hablado ya al comprobar las operaciones
hechas con los mimeros decimales, efectuando las mismas ope-
raciones con aquellos nimeros puestos en forma de quebrados
ordinarios, nos limitaremos aqui a dar la regla para aquella
transformacidén, regla que dice:

Para transformar un ntimero decimal de limitado nimero
de cifras decimales en quebrado ordinario, se pondrd por nu-
merador el decimal, convertido en entero, p por denomina-
dor, la unidad seguida de tantos ceros como cifras decima-
les tenia el decimal.

Apliquemos la regla a los siguientes ejemplos:

Transformar en quebrados ordinarios, o mejor, poner en
forma de quebrados ordinarios los niimeros decimales siguien~
tes: 47,005; 8,1002; 0,00953,

47095
o
Lo 47,005 = S0
81002
o _—
2.0 81002 = oo
D0 = .85

100000 = 700000.
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Comparacién de los nameros.

135. Comparar dos cantidades en Aritmética es examinar-
las para ver cudl es su diferencia o cudl es su cociente. En am-
bos casos, el resultado de la comparacion se llama razdn: ra-
zdn de dos nimeros, en el primer caso, y razon geomélrica,
en el segundo.

Razdn aritmética es, pues, e/l resullado de su compara-
eion.,

Razon aritmética de dos nimeros es su diferencia, que
se deja indicada. Asi, 7 — 5 es una razén aritmética.

Razon geométrica de dos niimeros es su cocienle, que se

deja indicado.
Asi, % es una razoén geométrica.

En ambas razones, el primer término, o sea el 7, se llama
antecedente, y el segundo término, o sea el 5, se llama conse-

cuernte.

Como se ve f4cilmente, en la razén aritmética, el antece-
dente significa lo mismo que minuendo, y el consecuente, lo
mismo que sustraendo; asi como en la razén geométrica el an-
tecedente significa lo mismo que dividendo o numerador, y el
consecuente, lo mismo que divisor o denominador.

Una razoén es /nversa de otra cuando el antecedente y con-
secuente de la primera son, respectivamente, el consecuente y
antecedente de la segunda, As{,7 — 595 — 7 son razones arit-

Pl Corr :
meticas inversas; & ¥ =~ son razones deométricas inversas

también.
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Proporciones.

136. Lldmase proporcion la ignaldad de dos razones, Si
las razones son aritméticas, la proporcién se llama proporcion
aritmética o equidiferencia, si las razones son geométricas, la
proporcién se llama proporcién geométrica. Cuando se dice
proporeion sin apellidarla aritmética ni geométrica, se entien-
de generalmente que es la proporcién geométrica. La propor-
<ion aritmética o equidiferencia se escribe de este modo:

7T— 5=12—10.
20—12=10— 2.
§— 1= T— 3.

La proporcién geométrica se escribe asi:
TS [ U el T

También se escribe la proporcidn geométrica en esta otra
forma, cada dia mas en desuso:

st D14 510,
20712 010 6
B.L1 e 200 4

Tanto en una como en otra forma, se leen las proporciones
diciendo:

7Tesab,comoldesalD, 20esa 12, como 10es a 6; 5 es
a1, como 20 es a 4, y de un modo deneral: el primer término
es al segundo como el tercero es al cuarto. Lo mismo en la
equidiferencia que en la proporcion, el primero y cuarto térmi-
nos se llaman extremos, y el sedundo y tercero, medios. Asi,
en la equidiferencia 11 —7=9—25, 11 y 5 son los extremos,

y7y 9, los medios. En la proporcién -2- == %, 3y 12 son los

extremos, ¥ 4 y 9, los medios.

137. Cuando en una equidiferencia o en una proporcién son
iguales los medios o los extremos, la equidiferencia y la pro-
porcién se llaman conéinuas. Asi, las equidiferencias '

8—56= 5—-12

Y T—5=11-—=T7
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son continuas, y son continuas también las proporciones
2. 6. 48
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El término repetido en la equidiferencia se llama medio di-
Jerencial o media aritmélica, y en la proporcién geométrica,
medio proporcional o media geomélrica. Asi, en la equidife-
rencia 8—5=>5—2,5 es el medio diferencial o media aritmética

entre 8y 2, yenla pro;;orcidn %: %-,4 es el medio preporcio=

nal o 1a media geométrica entre 2 y 8. Los términos no repeti-
dos se llaman ferceros diferenciales, en la equidiferencia, y
terceros proporcionales, en la proporcién. En la equidiferen-
cia y en la proporcién no continuas, o discontinuas, cada tér-
tnino se llama cuarto diferencial a los otros tres en la equidi-
ferencia, y enarto proporeional, en la proporcién.

Propiedades de las equidiferencias.

138. En toda equidiferencia, /a suma de los exifremos es
igual a la sama de los medios. Véase:

Sean
8—5=12—T7
5—2= 9—6
12—7= 6~—1.

En ellas, sumando los extremos y los medios, se ehcuentra:

84+7=3-112
54+6=2+4 9
12 F1=7+ 6

¥ como en una suma de dos sumandos, un sumandq es igual a la
suma menos el otro sumando, de aqui que -
En toda equidiferencia, un exfremo es igual a la suma de
los medios, menos el olro extremo; y un medio es igual a la
suma de los exiremos, menos el otro medio.
Asi, en la equidiferencia 20 — 9 = 15 — 2, se tiene:

2= 94+-15—20=22—20
=20 2—15=22— 15

En la equidiferencia continua, /@ suma de los exrfremos o
8
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la suma de los medios no iguales es igual al duplo del me-
dio diferencial. Véase: .
Sean las diferencias continuas

8—6—58—2
12—9= 9—6
T—5=11—T1.

En la primera se tiene:

. 84 9=5-15=9>5=10;de donde2 = 10— 8.

En la segunda se tiene:
12-+6=09-}9=9><2=18; de donde 12= 18 — 6.

En la tercera se tiene:
T+ 7=7x2=3+11=14;dedonde 3 = 14 — 11;

luego en la equidiferencia continua, st los medios son igua-
les, un extremo es ignal al duplo del medio diferencial, me-
nos el otro exiremo; y St los [guales son los exlremos, un
medio es igual ¢l duplo del medio diferencial, menos el ofro
medio.

Si el duplo del medio diferencial es igual a la suma de los
otros dos términos de la equidiferencia, e/ medio diferencial
serd igual a la mitad de la suma de dichos términos.

En la equidiferencia 15 — 11 = 11 — 7, se tiene:

15=1-F+11—7=22-—-7
“=15+7 22

) o

APLICACIONES.—Hallar el término desconocido, que desig-
naremos por .r, en las equidiferencias siguientes: ;

~ r—7=20—8
12—r=15—4
13—T= r—86
5—2=11—2
T—r= xr—>5
r—8=12—urn

En la primera, como la x es un extremo, serd igual a la
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suma de los medios, menos el otro extremo, o sea:
x=7+20—8=2T—8=19,
En la segunda, como la .z es un medio, ser4 igual a la suma
de los extremos, menos el otro medio, o sea:

x=1244—15=16—15=1.

Anélogamente, en la tercera:
X=1534+6—-7T=19—-7=12,

Y en la cuarta,
x=24+11—-—5=13—5=8.

En la quinta y sexta, como . es un medio diferencial, serd
igual a la mitad de la suma de los otros términos extremos o

medios, o sea en la quinta:

s T By e
._ 2 Fi T
y en la sexta,
L B8 00 =
= 5 --——2—10.

139. S/ /a suma de dos ndmeros es igual g la suma de
olros dos, con los guafro sumandos puede formarse unag
equidiferencia, poniendo por extremos los sumandos de una
suma, p por medios, los sumandos de la oira.

Asl, si se tiene .
84+ 12=15-+5,

_podré4 formarse la equidiferencia siguiente;
B—56=15—12,
que resulta de poner por extremos el 8 y el 12, que son los su-

mandos de la primera suma, y por medios, el 15 y el 5, que son

los sumandos de la suma segunda,
Cambiando el orden de los sumandos, podia haberse escrlto

12 —-5=15—38,
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o empezando por los sumandos de la segunda suma,

15—8=12 — 5,

15—12=8—5.

Si se invierten las razones de estas cuatro equidiferencias,
es decir, si en lugar de cada raz6n se pone su inversa, resulta-
rén las cuatro equidiferencias siguientes:

b— 8=12—15
5—12= B—15
8—15= 5-12

12 — 15 =

bi— B

Son, pues, ocho las formas que puede fomar la equidife-
rencia, sin que por esto altere la relacion entre un término
y los demds. Pueden obtenerse de este modo:

Sea la equidiferencia

Cambiemos los medios:

Invirtamos las razones:

Cambiemos los medios:
Invirtamos las razones:
Cambiemos los medios:
Invirtamos las razones:
Cambiemos los medios:

12— 8= T— x
12— T= 8— x
7T—12= x— 8
7— x=12— 8
r— 7= 8—12
r— 8= T7T—12
8— xr=12— 7
8—12= r— T.

Si en esta iiltima invirtiéramos las razones, se reproduciria

la primera.

En todas estas formas de la equidiferencia, la 2 vale lo mis-

mo. En todas ellas se tiene:

x=8+T7T—12=15—12=3.

Propiedades de las proporciones.

140. En toda proporcién, el producto de los exrfremos es
igunal al producto de los medios. Véase:

Sean las proporciones

N

Il

—{ o
mID EEl'h
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En la primera se tiene:

X 16=12><4 = 48.

En la segunda se tiene:
516 =4 X 20 =80,

¥y como en un producto de dos factores, un factor es igual al
producto dividido por el otro factor, de aqui que
En toda proporcion, un extremo es igual al producto de
los medios, dividido por el ofro exiremo, y un medio es igual
al producto de los extremos, dividido por el otro medio.
Asi, en la proporcién

ot O
iz~ 16’
se tiene
wLASeTg - 4B
R T bl 7
_ 316 _ 48
12=—3—=—.

En la proporcién continua, el producto de los exiremos o
el producto de los medios es igunal al eunadrado o segunda
potencia del medio proporcional. Véase:

Sean las proporciones continuas

a8 &ls

m]cn ﬁlu

En la primera se tiene:
B3><48=123<12 = 12 = 144,
de donde
o

5——4-5'-.

En la segunda se tiene:

O 200 G — 6 =B,



de donde

Luego en toda proporcion continua, S /os medios son igua-
les, un extremo es igual al cuadrado del medio proporcio-
nal dividido por el oiro exiremo; p Si los iguales son los ex-
tremos, un medio es ignal al enadrado del medio proporeio-
nal dividido por el otro medio.

Si el cuadrado del medio proporcional es igual al producto
de los otros dos términos de la proporcion, e/ medio propor-
cional serd ignal a la ralz cnadrada del producio de dichos
{érminos. Asi, en las proporciones anteriores -

g e S
12 ) B s

&|

se tendra: _
12=73<4 =y 14
6=V35<12 = V3.

ApLicaclONES.—Hallar el término desconocido .z en las si-
guientes proporciones:

LB x5 6
L e TSR X Aot
x __ 12 R T Wy TR
TR e ERO T AL A ] T I

En la primera, como la . es un extremo, serd igual al pro-
ducto de los medios dividido por el otro extremo, o sea:

_ 32 _ 60
A s 5T Y

En la segunda, . es un medio, y serd igual al producto de
los extremos dividido por el otro medio, o sea:

Andlogamente, en la tercer.a,_

IS0 - 308 S
X == 8 e = 65,
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¥ en la cuarta,

512 %9_=20'

En la quinta y sexta, la .z es un medio proporcional, y seré,
‘en la quinta, la raiz cuadrada del producto de los extremos, y
en la sexta, la raiz cuadrada del producto de los medios.

Asi, en la quinta,

x=V3<2 = V8 =9,

—

¥y en la sexta,
x=)20><5= Y100 = 10.

1. Si el producto de dos niimeros es igual al producto
de otros dos, con los cualro faclores puede formarse una
proporceidn, poniendo por extremos los factores de un pro-
ducto, y por medios, los factores del otro producto.

Asli, si tenemos

3316 =4>< 12,

podremos formar las proporciones:

Il

Elm Alc.n
o= ale

Il

que resultan de tomar como extremos los factores 3 y 16 del
primer producto, y como medios los factores 4 y 12 del pro-
ducto segundo, Tomando como extremos los factores del se-
gundo producto y por medios los del primero, se tendra:

P
6~ 12’
%y Rl
TRy o

Si en las cuatro proporciones se invierten las razones, re=
sultardn las cuatro proporciones siguientes:

i D e TR e e e
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Las anteriores ocho proporciones no son mds que formas
distintas de una sola proporcidn, que es la expresada por una
cualquiera de las ocho.

En estas formas distintas de la proporcién que se derivan
una de otra, ya cambiando los medios, ya invirtiendo las razo-
nes, la relacién entre un término cualquiera y los otros perma-
nece siempre la misma. Vedmoslo:

12
Sea la proporcién %= T las otras siete! que de ella se

derivan: 3
b e YA A R el NI
T A TG (T e SRRl VR S
: 448 B R B
. i S k)

Hiéllese el valor de .r en todas ellas, y resultara siempre

o= 12X5
T

= a5

FIN DE LA ARITMETICA TEORICA O ABSTRACTA
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NOCIONES DE GEOMETRIA

142. GEOMETRIA es la ciencia que tiene por objelo la ex-
tensidn, y por fin, el conocimiento de sus propiedades y
medida,

Extension es la propiedad que tienen los objetos materia-
les de ocupar un lugar en el espacio.

Espacio es esa capacidad que nos rodea por todas partes
donde estan situados todos los cuerpos o seres materiales.

Dimensiones del espacio son las tres direcciones indepen-
dientes en que puede ser recorrido. Asi, una persona colocada
en una sala ve claramente que puede recorrerla de atrds hacia
delante o de delante hacia atris, de izquierda a derecha o de
derecha a izquierda, de abajo hacia arriba o de arriba hacia
abajo. :
Estas dimensiones las tienen todos los cuerpos, y reciben
los nombres de longitud, latitud y grueso; el grueso se llama
también, segiin los casos, profundidad o altura.

Generalmente se llama longitud a la dimensién mayor; lah-»
tud, a la intermedia; y grueso, a la menor. En un libro, por ejem-
plo, la dimensién mayor de sus hojas se llama longitud del libro,
la dimensién menor de sus hojas se llama latitud del libro, y la
dimensién que forman todas las hojas juntas, puestas unas en-
cima de otras, se llama grueso del libro.

En una sala, la dimensién mayor del suelo se llama longifud
de la sala; la dimensién menor del suelo se llama lafitud de la
sala, y la dimensién que va desde el suelo al techo se llama al-
fura de la sala.

En un estanque, la dimensién mayor de su superficie se
llama longitud del estangue; la dimension menor de la misma
superficie se llama latitud del estanque, y la dimensién que va



desde la superficie hasta el fondo se llama profundidad del es-
“tanque,

143. Cuerpo geoméirico es la extensién que tiene tres di-
mensiones.

Superficie es la extensién que solo tiene dos dimensiones.

Linea es la extension que solo tiene una dimension,

Panto es el limite de la linea.

La superficie se dice también que es el /fmile de un cuer-
20, porque como m4s alla de la superficie ya no existe el cuer-
po, sino el espacio u otros cuerpos, la superficie es aque]!o que
verdaderamente limita al cuerpo.

Linea se dice también que es el [mite de la superficie,
porque mds alld de la linea que la limita ya no existe la super-
ficie, sino el espacio u otras extensiones. Asi, por ejemplo, en
un libro cerrado, por encima o por debajo de las tapas, ni més
alld de la superficie que forman los bordes de las hojas, ya no
existe el libro; por esto, la parte externa de las tapas y de los
bordes de las hojas forman el limite del libro, que se llama su-
perficie del mismo libro; por esto también el borde de la tapa,
més alld de la cual no existe tapa, es el limite de la misma, y
se llama /fnea.

144. Si un punto se mueve en el espacio como la punta de
un ldpiz se mueve en un papel, produce una linea. Por esto po-
-demos decir también que /fnea es el conjunto de fodas las po-
-siciones que toma uan punto que se mueve en el espacio.

Si se moviese una linea en el espacio en direccién distinta
de la marcada por la misma linea, dejando sefialado el lugar por
donde pasa, como la punta del ldpiz deja sefial en el papel, pro-
«ducirfa una superficie. Por esto puede decirse que la superficie
es ¢l conjunto de fodas las posiciones que foma una linea
que se mueve en el espacio.

Si se moviese una superficie en el espacio en direccidn dis-
tinta de las que puedan marcarse en la misma superficie y de-
jase seiial de sus diversas posiciones, produciria un cuerpo. Por
esto puede decirse que cuerpo es el conjunto de fodas las
posiciones que toma una superficie que se mueve en el es-
pacio,

El punto se representa por dos pequeiias ]ineas que se cor-
tan en esta forma, ><, o también, a veces, por un punto de la
escritura ordinaria. El punto se designa poniendo al lado de las
dos lineas que se cortan, o del punto de escritura comin, una
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letra. Asi, decimos el punto A (>< A), el punto B (>< B), el pun-
to C (>< C), etc. .

145. Figura es toda extension limitada, ya sea lineal, su-
perficial o corpérea.

Como el punto no tiene extensién, realmente no puede lla-
marse figura; pero como lo representamos por un punto visible
de la escritura o por dos pequefias lineas que se cortan, le da-
mos también aquel nombre,

En toda figura, menos en el punto, distinguiremos tres co-
sas: su magnitud, su forma y su posicion.

La magnitud en una figura no es mis que st mayor o me-
nor grandor.

La magnitud medida ya se dijo que se [lama. cantidad, que
puede ser de tres modos: longitud, drea y volumen.

Longitnd es la cantidad de una linea.

Area, la cantidad de una superficie.

Volumen, la cantidad de un cuerpo.

Nétese que la palabra longitud tiene dos sentidos: el uno
expresa una de las dimensiones de la extensién, y el otro, la
cantidad de esa dimension.

Forma es el modo de estar limitada la figara.

Posicion es el lugar que ocupa la figura y el modo de es-
iar en €l colocada.

146. Figuras iguales son las que tienen igual magnitud e
igual forma.

Figaras semejantes son las que tienen igual forma, pero
distinta magnitud.

Figuras equivalentes son las que tienen igual magnitud,
pero distinta forma. '

Dos puntos, como no‘tienen forma ni magnitud, no pueden
distinguirse uno de otro sino por la posici6n.

EJEMPLO DE FIGURAS IGUALES.—Dos salas cuadradas don-
de quepa el mismo ntimero de personas.,

EJEMPLO DE FIGURAS SEMEJANTES.—Dos salas cuadradas,
una grande y ofra pequena.

EJEMPLO DE FIGURAS EQUIVALENTES.—Una sala cuadrada
¥y otra redonda, donde quepa el mismo niimero de personas,
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De las lineas.

147. Las lineas pueden ser reclas, curvas, quebradas y
miztas. Una parte cualquiera de una linea se llama segmento
lineal. El segmento serd rectilineo, si es una parte de una rec~
ta, y euarvilineo, si es una parte de una curva.

Linea recta es la mds corta enfre dos cualesquiera de
sus puntos. Nos da idea de una recta, aunque no lo sea, un
hilo fino extendido y tirante, el borde de una regla bien cons-
truida, etc.

148. PROPIEDADES DE LA LINEA RECTA.—1.2 Toda porcidn
de recta o segmento rectilineo es la menor distancia entre
sus exitremos. '

2.8  Por dos puntospuede siempre pasar una recia, y solo
una, Esto se expresa también diciendo que dos puntos defer-
minan la posicién de una recta.

3.8 Si dos rectas tienen dos punitos comunes, se confun-
den, formando una sola recta, lo cual se expresa diciendo que
coineiden.

4,2 Si dos rectas se corlan, se cortan en un solo panto,
que se llama punto de interseceion.

Las lineas rectas se consideran ilimitadas.

149. Linea curva es la gue no tiene ningiin Segmernto rec-

tilineo.
Linea quebrada es la gue se compone de dos o mds seg-

recta \

/’gm\/

niela

Figura 1.

mentos reclilineos que tienen de dos en dos un punto comiin
» que pertenecen a rectas distintas,
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Linea mixta es la que se compone de uno o mds segmen-
t0s rectilineos p de uno o mds segmentos curvilineos que
Zienen de dos en dos un solo panto comiin,

La linea recta se designa por dos letras. Las Iineas curvas,
quebradas y mixtas se designardn por dos o mds letras, sediin
sea necesario, para que no se confundan unas con otras.

OBSERVACION.— Aunque hemos dicho antes que la recta se
considera ilimitada, la mayor parte de las veces por la palabra
recta entenderemos sélo un segmento rectilineo.

En la figura primera se vera cada una de estas lineas.

De las superficies.

150. Las superficies pueden ser planas, curvas, qguebradas
¥ mixtas. :

Superficie plana es aguella a la cual prede adaptarse
una recia en foda su longitud p en todas las direcciones de
la misma superficie. La superficie plana se llama también pla-
no. El plano se considera ilimitado en todas sus direcciones.

Superficie curva es la que en toda su extension no tiene
parte alguna plana.

Superficie quebrada es la formada por varias parfes de
planos distintos que de dos en dos conseculivos tienen una
recta comiin.

Superficie mixvia es la gue se compone de parte o partes
planas y de parte o partes curvas. :

EjemPLO.—En una sala que tenga por techo una b6veda,
encontramos las cuatro clases de superficies: la superficie de
una de las paredes o del suelo es plana, la superficie de la bg-
veda es curva, la superficie formada por dos o més paredes con-
secutivas es quebrada, la superficie formada por una o més pa-
redes y la béveda es mixta.

Division de la Geometria.

151. La Geometria se divide en Geometria plana y Geome-
Iria del espacio, .
La Geomeiria plana trata de las figuras cuyos puntos
estén todos situados en el mismo plano: estas figuras se llaman
planas.
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La Geomefrfa del espacio es la que trata de las figuras cu-
yos puntos no estdn todos situados en el mismo plano, o, aun-
que lo estén, no estdn todos en el plano en que las figuras se
representan.

Geometria plana.

152. En la Geometria plana estudiaremos rectas y curvas
planas, y figuras que con ellas puedan formarse en un plano.

Una recta ilimitada situada en un plano también ilimitado
divide a éste en dos partes, que llamaremos semiplanos. A la
recta la llamaremos dase de los semiplanos.

Los semiplanos son iguales, porque si dobldsemos el plano
por la recta como se puede doblar un papel por una raya traza-
da en él, un semiplano vendria a colocarse sobre el otro, coin-
cidiendo con €l en toda su exteusion, porque ambos son ilimi-
tados.

153. Lineas guebradas.—Las lineas quebradas se clasifi-
can en converas y concavas. Lldmase convera cuando, pro-
longada por sus dos extremos una cualquiera de las rectas que
la forman, la quebrada se encuentra toda en uno de los semi-
planos en que la recta prolongada divide al plano de la figura,
y se llama cdncava cuando, prolongada por sus dos extremos
alguna o algunas de las rectas que Ja forman, una parte de la
quebrada queda en un semiplano y la otra parte en €l otro se-
miplano de los dos en que la recta prolongada divide al plano
de la figura.

En la fidura 2, que es una quebrada convexa, la recta AB
prolongada deja la quebrada en el semiplano inferior. En la

D

Fig. 2. Fig. 5. Fig. 4.

figura 3, que es concava, la recta CD prolongada deja tina par-
te de la quebrada en el semiplano superior, y la ofra parte de la
quebrada, en el semiplano inferior.



154, Cuando se unen dos puntos de un plano por dos que-
bradas situadas a un mismo lado de la recta que une los puntos,
o sea en el mismo semiplano, y las quebradas no se cortan, ne-
cesariamente estard la una dentro de la porcién de plano que
limita la otra. La quebrada exterior se llama envolvenie, y la
interior, envuelfa. Si la envuelta es eonvera,a simple vista se
distingue facilmente que /a envolvente es mayor gue la envuel-
fa. Asi (fig. 4), la quebrada envolvente ACDB es mayor que la
envuelta AMNB; pero no se ve que sea mayor que la envuelta
céncava, comprendida entre las dos. :

Angulos.

155. Angulo es'la exfension determinada por dos rectas
que se cortan y terminan en el punto de inferseccion; este
punto de interseccién se llama vértice del dngulo. Como las
rectas sélo estdn limitadas en el vértice, quedan todavia ilimi=
tadas en el otro sentido; luego el*4ngulo es una extensién ilimi-
tada. .

Las rectas que determinan el dndulo se llaman /ados del

mismo.
Un dngulo se designa por tres lefras, puestas, una, en el

A
A

Fig. 5. Fig. 6.

vértice, y ofra, en un punto cualguiera de cada lado, Se lee
enunciando las tres letras, con la del vértice en medio. Asli,
el dngulo de la figura 5 se lee diciendo ABC o CBA.

Dos éngulos son consecutivos cuando tienen un lado comiin
situado entre los lados no comunes. Asi, los dngulos ABC y
CBD (fig. 6) son consecutivos, porque tienen ei lado BC comtin
situado entre los no comunes AB y BD.

Tres o méas dngulos son consecutivos cuando cada uno de
ellos es consecutivo con su inmediato o inmediatos.
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Angulos adyacentes son dos dngulos consecutivos que tie-
nen los lados no comunes en linea recta (fig. 7). Dos dngulos
adyacentes forman evide ntemente un semiplano, que se llama
también dngulo llano.

Los dngulos se clasifican en /lanos, eéncavos y convexos,
y los céncavos, en rectds y oblicnos.

Angulo llano es aquel cuyos lados son prolongacién uno
de otro.

Angulo concavo es el dngulo menor que un semiplano, o que
un dngulo Ilano,

Angulo convexo es el dngulo mayor que un semiplano, o que
un dngdulo llano,

Cuando se va abriendo un compds, mientras las ramas o
piernas no Ileguen a colocarse en prolongacién una de otra, o
en linea recta, el dngulo es céncavo; cuando estdn en prolon-
gacion, el dngulo es llano; si después de ponerse en prolonga-
cién, sigue el compés abriéndose, el dngulo que forman sus
piernas es convexo.

Angulo recito es uno cualquiera de dos adyacentes iguales.

Luego un dngulo recto es la mitad de un semiplano, o 4n-
gulo llano.

Angulo oblicuo es cada uno de dos adyacentes desiguales.

Los 4ngulos obliciios pueden ser agudos y obiusos.

Angulo agudo es el angulo menor que un recto,

Angulo obtuso es el dngulo mayor que un recto,

Angulos complementarios son dos 4dngulos cuya suma es
igual a un édngulo recto.

Complemento de un é4ngulo es otro dngulo cuya suma con
€l primero es igual a un dngulo recto.

Dos 4ngulos son suplementarios cuando su suma es igual a
dos angulos rectos.

Suplemento de un dngulo es otro dngulo cuya suma con el
primero es igual a dos dngulos rectos. ,

Es evidente que si dos angulos tienen el mismo complemen-
to o el mismo suplemento, son iguales. _
 Dos &ngulos adyacentes son suplementarios, porque valen
un semiplano, o dngulo llano, y un semiplano vale dos rectos.

Angulos opuestos por el vértice son dos angulos que, te-
niendo el mismo vértice, tienen los lados del uno prolongacio-
nes de los lados del otro; son iguales, por tener el mismo su-
plemento.



ConNseEcUENCIA.—Cuando dos rectas se cortan, si uno de
los cuatro angulos que forman es recto, seran también rectos
los otros tres.

La suma de todos los dndulos consecutivos que pueden for=
marse en un punto de una rectay a un lado de la misma es
‘igual a dos dngulos rectos, porque equivalen al semiplano que
tiene por base dicha recta.

CONSECUENCIA.—La suma de todos los dngulos consecuti-
vos que pueden formarse en un plano alrededor de un punto,
como vértice comiin, es igual a cuatro dngulos rectos.

Biseetriz de un dngulo es la recta que, pasando por el vér-
tice, divide el dngulo en dos 4dngulos iguales.

CONSECUENCIA.—Las bisectrices de dos 4ngulos adyacen-
tes forman un 4ngulo recto,

156. Nota.—No nos proponfamos entrar en demostraciones;
pero cuando son tan sencillas como las de las siguientes propo-

_ siciones, no podemos resistir al deseo de darlas, en la seguridad
de que los nifios, para quienes se escriben estas NOCIONES, las
entenderdn perfectamente, si tienen regular inteligencia y son
medianamente aplicados. Muchas de las demostraciones versan
sobre la igualdad o desigualdad de las figuras, y las que no ver=
san sobre la igualdad, se fundan en otras que tienen por base la
igualdad. El modo primero y fundamental de probar la igualdad
de dos figuras es la superposicion. Superponer una figura a
otra es colocar la primera encima de la segunda, y si, una vez
asi colocadas, los limites de la una se confunden con los limites
de la otra, de tal manera, que nos producen la Sensacidn de
una sola figura, las dos figuras se dice que coinciden y son igua-
les. La superposicion puede hacerse de dos maneras, llamadas
directa e inversa. Cuando la cara inferior de una figura plana
se coloca sobre la cara superior de otra figura plana, la super-
posicion se llama directa. Cuando la cara superior de una figura
plana se coloca sobre la superior de otra figura plana, o la infe-
rior sobre la inferior, la superposici6n es inversa. Esto se com-
prendera mejor con los siguientes ejemplos: si sobre una mesa
tenemos dos hojas de papel separadas, y hacemos resbalar una
de ellas sobre la mesa, sin invertirla, hasta que se coloque en-
cima de la otra hoja, la superposicién de las hojas ser4 directa.
Si tenemos una sola hoja de papel, trazamos en ella una recta
que la divida en dos partes iguales, y doblamos la hoja por esa
recta, haciendo que una mitad se confunda con la otra mitad,

9
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la cara superior de media hoja se habrd colocado sobre la cara
superior de la otra media hoja, o la inferior sobre la inferior,
seglin hayamos doblado la hoja, y entonces la superposicion
serd inversa. Cuando las figuras han coincidido, tanto si ha sido
por superposicién directa como si ha sido por superposicién
inversa, las figuras son iguales. Cuando las figuras hayan coin-
cidido por superposicién inversa, girando alrededor de una rec-
ta, como antes han coincidido las dos medias hojas de papel, las
figuras, ademds de iguales, se llaman siméfricas, con respecto
a aquella recta, que recibe el nombre de eje de simetria de las
dos figuras,

Dos rectas pueden siempre superponerse, pero no coincidi-
rén si no son iguales; ni aun siendo iguales coincidirdn, si no se
colocan de manera que un exiremo de la una coincida con un
extremo de la otra; entonces, los otros dos extremos coincidi: -
rdn necesariamente.

Si dos dngulos son iguales y se superponen de manera que
coincidan los vértices, y un lado del uno coincida con un lado
del otro, el segundo lado del primero coincidird necesariamente
con ‘el segundo lado del segundo. He aqui los.principios que he-
mos de tener presentes para comprobar la coincidencia, y, por
consiguiente, la igualdad de dos figuras: la igualdad de rectas
hace que, convenientemente superpuestas, coincidan sus extre-
mos, ¥ la igualdad de dngulos hace que coincidan las direccio-
nes de sus lados.

Rectas perpendiculares y oblicuas.

157. Rectas perpendiculares son las rectas que forman en=
tre si dngulos rectos (fig. 8), y rectas oblicuas, las que forman
entre si dngulos oblicuos (fig. 9).

Proposiciéon . 1.2 Por un punio de una recta sdlo puede
trazdrsele una recta perpendicular,

Que se puede trazar una perpendicular, lo admitimos sin
probarlo, porque es bastante claro, Vamos a probar tan sélo
que no puede trazarse mis que una perpendicular. En efecto:
si por el punto O (fig. 8) trazamos una recta cualquiera OE, se
ve que forma con la recta OB un dngulo menor que el recto
COB; luego es oblicua. Y come lo mismo podria decirse de to-
das las rectas que pasen por el punto O, menos de la OC, no
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hay més perpendicular a 1a recta AD por el punto O que la OC.
Proposicion 2.2 Por an punto fuera de una recta sélo pue-

de trazarse a ésta una perpendicular.
Admitiendo que por un punto situado fuera de una recta

A == () B A
Fig: 7." - Fid. 8, Fig. 9.

puede trazarse a ésta una perpendicular, lo cual es casi eviden-
te, vamos a probar que no pueden pasar dos,

Sea la figura 10, en que CO es una perpendicular a la AB
trazada por el punto C. Vamos a demostrar que ofra recta cual-
quiera CD no es perpendicular a la AB. Si prolongamos la CD

Fig. 10 " Fig 11

hasta E, 1a CO hasta C, slendo OC’ = CO, unimos D con C' y
doblamos la figura por AB, la recta OC tomar4 la posicién OC/,
por ser iguales los dngulos COA y C'OA, ambos rectos, y la
DC, la posicion DC’; luego los dngulos CDO y C'DO que de-
signamos para los nimeros 1 ¥ 2 son iguales (1); pero el dngu-
lo 1, el angulo 2 y el angulo 3 valen juntos dos rectos; luego el
dngulo 1 y el dngulo 2 valen menos de un recto cada uno; luego
la recta CD forma con la AB un angulo agudo, y, por lo tanto,
no es perpendicular a la AB.

(1) Ponga ellector los niimefos 1,293 en los dndulos CBO, ODC"y C'DE
(figura 10).
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158, Proposicién 3.2 Si desde un punto exterior a una
recta, se lrazan una perpendicular y una oblicua a dicha
recta, que terminén en ella, la perpendicular serd mds corta
gue la oblicua.

En efecto: sed la recta AB (fig. 11), la perpendicular OC y
la oblicua OD. Si prolongamos OC en una longitud CO’ igual
a OC y unimos D y F con OQ' y doblamos por OB la figura,
el punto O caerd en O, y, por consiguiente, coincidirdan DO
con DO, y FO, con FO'.

La figura nos dice:

la recta OO' < la quebrada ODO;

luego g
la mitad de la recta OCO' < la mitad de la quebrada ODOr,

o sea,
OC < OD.

Proposicion 4.2 Las oblicias cuyos pies se aparian ignal-
mente del pie de la perpendicalar serdn ignales.

Sean las oblicuas OD y OE, cuyos pies D y E estédn a igual
distancia del pie de la perpendicular. Doblando la figura por la
perpendicular OC, se ve al momento que la oblicua OD coinci-
de con la OE; luedo son iguales.

Proposicién 5.2  La oblicua cuyo pie se aparte mds del pie
de la perpendicular serd la mayor. En la figura vemos que la
quebrada envolvente OFO' es mayor que la quebrada envuelta
~ ODO'; luego la mitad de la envolvente, que es OF, es mayor
que la mitad de la envuelta, que es OD.

159. Proposicién 6.2 Si por el punto medio de una recta
se levanta ana perpendicular a dicha recta, {odos los puntos
de la perpendicular estdn a igual distancia de los e.rlremas
de la recta.

En la figura 12, las distancias DA'y DB son iguales, por ser
oblicuas cuyos pies se apartan lo mismo del pie de la perpen-
dicular. 3

160 Proposicién 7.8  7Todo punto de la bisectriz de un
dngulo estd a igual distancia de los lados del dngulo.

En la figura 13 se ve que dobldndola por la bisectriz MO de
arriba a abajo, 1a recta OQ coincidird con OP, por ser iguales
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los dngulos MOP y MOQ, y la distancia MQ coincidird con
MP, porque si no, habria por el punto M dos perpendiculares a
una recta.

'\ -
Fig. 12, Fig. 13,

Rectas paralelas.

161. Se llaman rectas paralelas las rectas que, situadas en
un mismo plano, no se encuentran, aunque se prolonguen inde-
finidamente.

- Dos rectas CD y EF (fig. 14) perpendiculares a una terce-
ra AB son paralelas entre si, porque si no fuesen paralelas, se

D 3
Fig. 14. Fig. 15.

encontrarfan, y por el punto de encuentro habria dos perpen-
diculares a una recta, lo cual no puede’ser.

162. Sia una reeta AB (fig. 14) se fraza una perpendicu-
lar CD p una oblicna FH, la perpendicular CD p la oblicua
FH no son paralelas, sino qué se encuentran necesariamens
te, si se las prolonga. Esta proposicién se llama posfulado de
Enclides. : :

Por un punto fuera de una recta se puede trazar a ésta
ana paralela y sélo una.
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St dos rectas son paralelas, una tercera recta que corte
a una de ellas cortard a la otra.

Dos rectas paralelas a una lercera sop paralelas en-
ire si.

8i dos reetas son paralelas, sus perpendiculares fam-
bién serdn paralelas.

Si dos reclas se cortan, sus perpendiculares respectwas
fambién se cortardn.

163. Si dos rectas paralelas se cortan por una tercera, for-
maréan con ésta ocho dngulos, que para abreviar designaremos
con los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, puestos cerca del vértice
en cada 4ngdulo. (Fig. 15.) Los dngulos 3, 4, 5 y 6, que estédn
entre las paralelas, se llaman &ngulos infernos; los dngulos 1,
2, 7 ¥ 8, que estan fuera de las paralelas, se llaman dngulos e.r-
Zernos. Los angulos internos 3 y 6, que estdn a distinto lado de
la secante y no son adyacentes, se llaman alfernos iniernos.
Del mismo modo son aliernos internos el 4 y el 5, Los dngulos
externos 1 ¥ 8, que estdn a distinto lado de la secante y no son
adyacentes, se llaman alternos externos; asimismo son alternos
externos el 2 y el 7. Los 4ngulos 1 y 5, el primero externo y el
segundo interno, situados a un mismo lado de la secante y no
adyacentes, se llaman correspondientes. Del mismo modo son
correspondientes los dngulos'3 y 7, los dngulos 2y 6 y los 4n-
dulos 4 y 8; los 4ngulos 4 y 6, internos y situades a un mismo
lado de la secante, se llaman colaferales. Del mismo modo son
colaterales el 3 y el 5. Los dngulos alternos internos son igua-
les; los dndulos alternos externos son también iguales, y asimis-
mo son iguales dos dngulos correspondientes; los dngulos cola-
terales son suplementarios, Dos cualesquiera de los ocho &n-
dulos, si no son iguales, son suplementarios:

Si las rectas cortadas por una tercera no son paralelas, las
igualdades dichas no se verifican.

164. Las partes de paralelas comprendidas enitre parale-
las son iguales.

Dos paralelas estdn siempre a igual distancia una de otra,
como las vias o rieles de un tren o de un tranvia,

Si los lados de un dngulo son paralelos a los lados de
olro dngulo,los dos dngulos serdn {guales o suplementarios.

Si los dos son agudos o los dos son obtusos, serdn iguales; *
si uno es agudo y el otro es obtuso, seran suplementarios. Cla-
ro es que sl ambos son rectos, serdn iguales.
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Si los lados de un 4ngulo son perpendiculares a los lados de
otro 4ngulo, los dos dngulos serdn iguales o suplementarios;
iguales, si ambos son agudos o ambos son obtusos; suplemen-
{arios, si el uno es agudo y el otro obtuso. Si ambos fuesen
rectos, claro es que serfan iguales.

Medida de una recta,

165. Medir una recta es averiguar cuédntas veces contiene
a otra recta conocida que se toma como unidad.

Para medir una recta se aplica sobre ella, a partir de uno
de sus extremos, cqnse'cutlvamente. cuantas veces se pueda,
la recta que se toma como unidad.

Si no ha quedado resto alguno, la medida de la recta es un
niimero entero. Si ha quedado resto, se divide la unidad en
partes iguales y se aplica una de estas partes sobre el resto
cuantas veces se pueda, y si cabe exactamente, la medida de
la recta serd un nimero fraccionario compuesto de un entero y
una fraccion. Si no hubiese cabido exactamente, poedriamos di-
vidir una de las partes anteriores en otras partes iguales y con
una de éstas medir el dltimo resto que quedd, y asi sucesiva-
mente, si no resultase resto nulo. Pero como esto no es préac-
ticamente posible, despreciamos el resto cuando sea muy pe-
queio, y la medida de la recta sélo serd aproximada.

Cuando la recta no contenga exactamente a la unidad, ni a
ninguna de sus partes iguales, por pequeiias que sean, la recta
€s inconmensurable con aquella unidad; y si existe una expre-
sién aritmética de la medida de dicha recta, aquella expresién
se llama niémero inconmensurable,

Circunferencia.

166, Circunferencia (fig. 18) es una curva plana y eerrada
cnyos puntos equidistan de une interior llamado centro.

La distancia del centro a un punto de la circunferencia, o
la recta que une el centro con un punto de la circunferencia,
se llama radio.

La recta ilimitada que tiene dos puntos comunes con la cir-
cunferencia se llama secante.

La recta ilimitada que tiene un solo punto comiin con la cir-
cunferencia se llama fangenie,
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La recta limitada que tiene sus extremos en dos puntos de
la circunferencia se llama cuerda.
La cuerda que pasa por el centro se llama didmetro.
En la circunferencia (fig. 16), OA es el radio; MN, una se-
cante; PQ, una tangente; CD, una cuerda; EF, un didametro.

-

Fig. 16. Fig. 17. . Fig. 18.

Una porcidn cualquiera de circunferencia se llama arco; tal
es CHD; y la recta CD se llama cuerda del arco CHD.

167. Cuando una circunferencia no tiene el mismo centro
que otra circunferencia, la designaremos por la letra de su cen-
tro. Asi, para designar la circunferencia de la figura 16, deci-
mos la circunferencia O.

Si dos 0 mds circunferencias tuviesen el mismo centro, se
designarfa cada una de ellas por las letras de su radio puestas
entre paréntesis. Asi, si en la misma figura hublese otra cir-
cunferencia, con el centro en O, que tuviese por radio OA',
para designar las dos circunferencias dirfamos: circunferencia
(OA) y circunferencia (OA").

168. Todo didmetro divide a la eircunferencia en dos
partes itgunales, llamadas semicircunferencias. Se prueba fa-
cilmente doblando la figura por el didmetro.

Un digmetro es mayor que otra cuerda caalguiera que no
pase por el centro, porque si en la figura anterior unimos O
con C y con D, la quebrada COD, que esta formada de dos ra-
dios, es mayor que la recta CD; luego el didmetro EF, que
vale lo mismo que dos radios, es mayor que la cuerda CD,

169, En una circunferencia o en circanferencias iguales,
a arcos iguales ¢orresponden cuerdas ignales, vy a mayor
arco corresponde mayor cuerda, siempre que los arcos sean
menores que media circanferencia.

En la figura 17, el arco AEB es igual al CFB'y la cuerda

BRSNS L X ¥
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AB es igual a la cuerda CB’; el mismo arco AEB es menor
que el CFD, y la cuerda AB es menor que la cuerda CD.,

170. En una cireanferencia, an didmetro perpendicular
a una cuerda divide la cuerda en dos partes iguales, p tam-
bién divide en dos partes iguales los dos arecos en gue la
cuerda divide a la cireunferencia. Se probaria esto facilmen-
te doblando la circunferencia por el didmetro. (Véase la figu-
ra 18.)

171. En circanferencias ignales o én una misma circan-
ferencia, las cuerdas iguales estdn a igunal distancia del
centro; de dos cuerdas desiguales, la mayor dista menos del
centro. Asf, en la figura 19, siendo iguales las cuerdas AB y
CD, sus distancias al centro OE y OF son iguales, y siendo la
cuerda AH mayor que la cuerda CD, la distancia OG serd me-
nor que OF.

172. La tangente a la circanferencia es perpendicular al
radio que pasa por el punto de contacto, porque el radio es

Fig. 10, Fig. 20. Fig. 21.

la recta més corta que puede trazarse desde el centro a la tan-
gente.

193. Los arcos comprendidos enfre rectas paralelas, pa
Sean Secanfes, ya sean una secante y una tangenie, ya sean
tangentes, son iguales. Se demuestra facilmente doblando la
circunferencia por el didmetro perpendicular a dichas rectas
(figura 20).

Por un punto dado en un plano pueden pasar una infinidad
de circunferencias que estén situadas en el mismo plano, pues
pueden servir de centros todos los puntos del plano, excepto el
punto dado.

Por dos puntos dados en un plano pueden pasar infinidad de
circunferencias, pues pueden servir de centros todos los puntos
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«e la perpendicular trazada por el punto medio de la recta que
une los puntos dados.

Por tres pantos no sitnados en linea recia vuede pasar
una eircunferencia, y sélo una.

En efécto: sean los tres puntos A, B y C (fig. 21). Si uni-

mos A con B yB con C por medio de rectas y por el punto me-
dio M de la recta AB trazamos la perpendicular MH a la AB,
-y por el punto medio N de la BC trazamos la perpendicular NK
“a la BC, estas dos perpendiculares se encontrardn en un punto
O, por ser perpendiculares a dos rectas que se cortan. Ahora,
€l punto O, por pertenecer a la perpendicular MH, equidista de
los puntos A y B, y por pertenecer a la perpendicular NK,
equidista de los puntos B y C; luego el punto O es un punto
equidistante de los puntes A, B y C; luego, si tomamos el pun-
to O como centro y la distancia OA como radio, la circunfe-
rencia que se frace pasard por A, por B y por C, No puede
pasar otra circunferencia por dichos tres puntos, porque no
existe otro punto que el punto O equidistante de los tres. De
aquif se deduce que dos circunferencias distintas pueden tener
uno o dos puntos comunes, pero no tres, porque si tuviesen
tres, se confundirfan.

Posiciones relativas de dos circunferencias en un plano.

174. Las diferentes posiciones generales de dos circunfe-
rencias en un plano son cinco: exferiores, fangentes exferio-
. res, secantes, tangentes interiores e iniferiores,

-

Fig. 22 Fig, 25,

Lldmanse ezferiores cuando los puntos de la una estdn to-
dos fuera de la porcién de plano limitado por la otra (fig. 22).

Llamanse fangentes exteriores cuando tienen un punto co-
miin y todos los demds puntos de la una estdn fuera del plano
limitado por la otra (fig, 23).



Lldmanse secantes las que tienen dos puntos comunes (figu-
ra 24), !
Llamanse fangentes inferiores las que tienen un punto co-

P
X | |

Fig. 25.

miin y los demds puntos de la una estdn dentro del plano limita-
do por la otra (fig. 25).

Llamanse Znferiores cuando todos los puntos de la una es-
tan dentro de la porcién del plano limitado por la otra (fig. 26).

‘Un caso particular de las interiores es aquel en que las cir-
cunferencias tienen el mismo centro, y se llaman conecéniricas
(figura 27).

Lad figura 21 nos dice claramente que, cuando las circun-

A
|

Fig, 26. Fig. 27.

Jferencias son exiteriores, la distancia enire sus ceniros es
mayor que la suma de los radios,

Cuando son tangentes exteriores, la figura 23 nos dice que
la distancia de los centros es igual a la suma de los radios.

Cuando son secantes, la figura 24 nos dice que la distan-
cia enire sus centros es menor que la suma de los radios, p
facilmente se probaria que es mayor que la diferencia de los
mismos.

Cuando son tangentes inferiores, en la figura 25 vemos que
la distancia de los centros es ignal a la diferencia de los
radios.

Cuando son interiores, de la figura 26 se saca fdcilmente
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que /a distancia de los centros es menor que la diferencia

de los radios.
Si son concéniricas, la d:stanc:a de sus centros es nula.

Medida de un angulo.

175. Medida de un dngulo es su relacién con otro dngulo
que se toma como unidad. La unidad de dngulo es el dngulo
recio.

Llamase areco correspondiente a un dngulo el arco de cir-
cunferencia comprendido entre sus lados, y cuyo centro es el
vértice del dndulo.

Si dos dngulos son igaales, sus arcos correspondientes,
trazados con el mismo radio, son iguales.

Los dngulos' se miden por medio de sus arcos correspon-
dientes, y para ello se divide la circunferencia en cuatro partes
iguales, llamadas enadrantes; el cuadrante, en 90 grados; el
grado, en 60 minufos, y el minuto, en 60 segundos.

La circunferencia tiene, por consiguiente, 360 grados.

El areo correspondiente a un dngulo recto es un cnadran-
Ze. El cuadrante es el arco que se toma como unidad.

Del mismo modo que el cuadrante se divide en 90 grados, el
grado en 60 minutos y el minuto en sesenta segundos, asf el dn-
dulo recto se divide en 90 grados; el grado de angulo, en 60 mi-
nutos, ¥ el minuto de dngulo, en.G0 segundos.

La medida de un dngulo esla misma que la de su arco co-
rrespondiente.

176. Los angulos, con relacién a una circunferencia situada
en el plano del 4ngulo, pueden ser cenfrales, inscritos, semi-
inseritos, exinseritos, inferiores y exleriores.

Lldmase cenfral un angulo cuando su vértice estd en el cen-
tro de la circunferencia.

Lldmase inserito un dngulo cuando su vértice estd en la cir-
cunferencia y sus lados son dos cuerdas.

Lldmase semirnserifo un dngulo cuando su vértice estd en
fa circunferencia y sus lados son una cuerda y una tangente.

Lldmase exinscrito un éngulo cuando tiene su vértice en
la circunferencia y sus Yados son una cuerda y la prolongacién
de otra.

Angulo inferior es el que tiene su vértice dentro de la cir-
cunferencia.
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Angulo exferior es el que tiene su vértice fuera de la cir-
<unferencia, y sus lados son dos secantes, 0 una secante y una
tangente, o dos tangentes.

Los éngulos inscrito, semiinscrito, exinscrito, interior no
central y exterior se llaman dngulos excéntricos, porque tienen
su vértice fuera del centro de la circunferencia. Los dngdulos
inscrito, semiinscrito y exinscrito se llaman periféricos, porque
su vértice estd en la circunferencia (periferia).

En la figura 28, el 4gulo AOB es central, el 4ngulo A'O'B’

Fig. 28, Fig, 20.

es inscrito, el 4ngulo A'O'D es semiinscrito y el d4ngulo A’O'E
€s exinscrito. _

En la figura 29, el 4ngulo AOB es interior, y el dngulo CO'D

_es exterior, i ;

177. La medida del dngulo ceniral AOB (fig. 28) es la
misma que la del areo AB, comprendido enfre sus lados, p,
por lo tanto, la medida de un dngulo réclo es la misma que
la de un cuadranie.

El dngulo inscrito A'O'BY, tiene la misma medida que
la mitad del arco A'B’, comprendido enire sus lados.

El dngulo semiiscrito A'O'D-tiene la misma medida que
Ada mitad del arco O'A', comprendido entre sus lados.

El dngulo exinserito A'D'E tiene la misma medida gue la
mitad de la suma de los arcos O'A' y O'B', ecomprendidos
enire sus lados y los del opuesito por el vértice.

El dngulo inferior AOB (fig. 29) tiene la misma medida
que la mitad de la suma de los arcos AB y A'B', compren-
didos entre los lados del dngulo y los del opuesto por el
¥ériice.
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El dngulo exterior CO'D tiene la misma medida que la
mitad de la diferencia de los arcos CD y C'D’, comprend:das
éntre los lados del dngulo.

178. De aqui se deduce que si los lados de un angulo ins-
crito pasan por los extremos de un didmetro, el dnguld' serd
recto; si los lados de un dngulo interior pasan por los extremos
de un didmetro, el dngulo serd obtuso, y si los lados de un 4n-
gulo exterior pasan por los extremos de un didmetro, el dngulo
serd agudo.

Poligonos.

179. Lldmase poligono la porcidn de plano limitada por
reclas. Estas rectas se llaman lados del peligono. El &ngulo
que forman cada dos lados consecutivos se llama dngulo del
poligono, y los vértices de los angulos, vériices del polfgano.
La linea quebrada que cierra el poligono se llama conforno del
poligono, y la medida de este contorno se llama perfmelro. Si
el contorno es convexo, el poligono se Ilama convexo, y sies
chneavo, el poligono se llama concavo.

Diagonal es la recta que une dos vértices no consecutivos

del poligono.

Llamase poligono equildtero el que tiene todos sus lados .

iguales, y equidngnlo, el que tiene iguales todos sus dngulos.
Poligono regular es el que tiene iguales todos sus lados e

iguales todos sus 4ngulos, o que es a un mismo tiempo equild-.

tero y equiangulo.
Los poligonos se clasifican por el niimero de sus lados enz

Tridngulo  si tiene 3 lados
Cuadrildtero
Pentégono
Exégono
Eptédgono
Octégono
Eneddono
Decdgono
Dodecdgono
Etc.
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Triangulos.

180. Ya se ha dicho que fridngulo es el poligono de fres
lados, o sea la porcidn de plano limitada por ires rectas.

Un triangulo tiene tres lados y tres dngulos,

Se llama base de un tridngulo uno cualquiera de sus lados,
Cuando uno de los lados es horizontal, se llama con preferencia
base dicho lado horizontal.

Llémase alfura del tridngulo la perpendicular a la base, tra-
zada desde el vértice opuesto y terminada en dicha base,

Los tridngulos, por sus lados, pueden ser equildteros, isos-
celes y escalenos (fig. 30). = ! : ;

Triangulo eguildfero es el que tiene sus tres lados iguales.

equilalero Jdsdsceles escaleno

Fig. 50, »

Tridngulo /sdsceles es el que tiene dos lados iguales y uno
desigual. -
Tridngulo escaleno es que tiene sus tres lados desiguales.
En el tridngulo fsdsceles, el lado desigual es la base.
18l. Propiedades del tridngulo.—En todo tridngulo, un
lado cualguiera es menor gue la suma de los otros dos,
porque un lado es una recta y los
B otros dos forman una quebrada.

PR En todo tridngulo, zn lado cual-

5 quiera es mayor que la diferencia
de los olros dos,

A C 182, Enun tridngulo, /a suma de

Fig. 51, sus fres dngulos es ignal a dos dn-

sulos rectos (fig. 31), porque, tra-
zando por el vértice B una paralela a la base, los tres angulos
- consecutivos, 1, 2 ¥ 3, forman un semiplano o valen dos 4ngulos
rectos; y como el dngulo-1 es igual al A, y el 4ngulo 3 es igual
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al C, por alternos entre paralelos, y el dngulo 2 es el mismo B,
la suma A + B + C valdra dos rectos,
183. Los triangulos, por sus 4ngulos, pueden ser rectdngu-

los, obiusdngulos y acutdngulos (fig. 32).

Tridngulo rectdngulo es el que tiene un 4ngulo recto.

Triangulo oblusdngulo es el que tiene un 4ngulo obtuso.

Triéngulo acutdngulo es el que tiene los tres angulos
agudos. :

En el tridngulo recténgulo, los lados que forman el dngulo

recla l‘tgulﬂ ablusanuls aculangnle

Fig. 52.

tecto se llaman cafetos, y el lado opuesto al 4ngulo recto se
llama Aipotenusa.

En un tridngulo rectdangulo, la suma de los dos dngulos agu- -

dos es igual a un dngulo recto.

184, Casos de igualdad de tridngulos.—1.° Dos tridngu-
los son iguales st tienen un ludo del uno igual a un lado del
otro, e ignales, respectivamente, los dngulos contiguos; es
decir, los 4ngulos que se forman en los extremos de aquellos
lados iguales. Para probarlo, bastard colocar un tridngulo en-
cima de otro, de manera que coincidan los lados iguales, pues
los otros lados coincidirdn también por la igualdad de los 4n-
gulos.

2.° Dos tridngulos son iguales s/ fienen dos lados respec-
tivamente iguales, e iguales los dngulos gque forman estos
Jados. Para probarlo, bastard colocar un tridngulo encima del
otro, de manera que coincidan los dngulos iguales; como los
lados que forman esos dngulos son respectivamente iguales, los
tridngulos coincidirén.

5.° Dos triangulos son iguales si los fres lados del uno

son respectivamente iguales a los fres lados del otro,

4.° Dos tridngulos rectdngulos son iguales s/ fienen un ca-
teto y el dngulo agudo contiguo del nno respectivamente
Zguales a un caleto y el dngulo agudo contiguo del otro.

b ™

a2 mai St T i L
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5.2 Dos tridngulos rectdngulos son iguales si fenen las hi-
poltenusas iguales, y un dngulo agudo del uno igual a un dn-
Lulo agudo del ofro. _

6.2 Dos triangulos rectdngulos son iguales si t7enen las hi-
polenusas iguales, y un cateto del uno es igual a un cateto
del otro.

7.° Dos tridangulos rectdngulos son iguales si tienen los dos
catetos del uno ignales respectivamente a los dos catefos
del ofro.

~ Todos estos casos de igualdad de tridngulos recténgulos se
demuestran colocando un tridngulo encima del otro, o lo que es
{o mismo, por superposicion.

185. En todo tridngulo, a los lados iguales se oponen dn-
Lgulos i[guales; por esta razén, los 4ngulos de la base de un
triangulo isdsceles son iguales.

En todo tridngulo, a mayor [ado se opone mayor dngulo y
a menor lado se opone menor dngulo, p, reciprocamente, @
mayor dngulo se opone mayor lado, y @ menor dngulo, me-
nor lado; por esta razén, en el tridingulo rectdngulo, la hipote-
nusa es mayor que uno cualquiera de los catetos, y en un tridn-
gulo obtuséngulo, el lado que esta enfrente del dngulo obtuso
es mayor que cualquiera de los otros dos que estdn enirente,
cada uno, de un angulo agudo.

Cuadrilateros, =

186. Llamase cuadrildtero la porcion de plano limitada por
cuatro rectas o el poligono de cuatro lados.

trapezoide trapecio ;mmz'dzymm

Fig, 33.

Los cuadrildteros se clasifican en frapezoides, irapecios
y paralelogramos (fig. 33).

Se llama frapezoide el cuadrildtero que no tiene ningiin
lado paralelo a otro.

Trapecio es el cuadriltero que tiene sélo dos lados opues-

10



— 146 —

tos paralelos. En el trapecio, los lados paralelos se llamam
bases.
Paralelogramo es el cuadrildtero que tiene los lados opues-

tos paralelos.
187. Los paralelogramos se clasifican en romboides, rom-

bos, rectdngulos y cnadrados (fig. 34).
Lémase romboide el paralelogramo que tiene dos lados

romborde rombo

rechfngufo ceadrado

Fid. 34.

contiguos, o sea dos lados que concurren en un mismo vértice,
desiguales, y los 4ngules, oblicuos,

Rombo es el paralelogramoque tiene dos lados contiguos
iguales, y los 4ngulos, oblicuos.

Rectdngulo es el paralelogramo que tiene dos lados conti-
guos desiguales, y los dngulos, rectos.

Cuadrado es el paralelogramo que tiene dos lados conti-
guos iguales, y los dngulos, rectos.

188, Propiedades de los paralelogramos.—En todo para-
lelogramo, /os lados opuestos son iguales por partes de para-
lelas comprendidas entre paralelas.

En todo paralelogramo, los dngulos opuestos son iguales,
por tener sus lados paralelos y ser ambos dngulos agudos, o
ambos dngulos rectos, o ambos dngulos obtusos,

En todo paralelogramo, ana diagonal le divide en dos
tridngulos iguales.

En todo paralelogramo, las diagonales se cortan en Su
punio medio.

En todo cuadrilatero, /a suma de sus cuatro dngulos es
igual a enatro dngulos rectos. *
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En el rectdngulo y cuadrado, los cuatro dngulos son rectos.
En los deméds cuadrildteros se prueba descomponiendo el cua-
drildtero en dos tridngulos por medio de una diagonal. Como
.los dngulos de cada tridngulo valen dos rectos, y los dngulos
de los tridngulos forman los del cuadrildtero, los édngulos del
cuadrildtero valen también cuatro rectos.

189. Cuasos de igunaldad de paralelogramos.—Dos rom-
boides son ignales si tienen dos lados contiguos rcspectwa—
mente ignales e iguales los dngulos que forman.

Dos rombos son iguales si tienen un lado y un dngulo del
uno respectivamente iguales a un lado y un dngulo del otro.

Dos rectingulos son iguales si tienen dos lados conti-
2uos del uno reSpectivamente iguales a dos lados contiguos
del otro.

Dos cuadrados son rg’uafes sian lado del uno es ignal a
un lado del otro.

Todos estos casos de igualdad se prueban fécilmente super=
poniendo los paralelogramos.

Problemas.

190. Problema es una cuestion que tiene por objefo hallar
ana o mds cantidades desconocidas, por medio de ofra
ofras cantidades conocidas.

Si se conocen uno o mas puntos, lineas, superficies o cuer-
pos, y queremos hallar o construir otro u otros puntos, lineas,
superficies o cuerpos, el problema serd grdfico, de problemas
Zrdficos vamos a tratar ahora.

Como para resolver problemas gréficos hacen falta princi-
palmente la regla, el compds y el transportador, y se utiliza
frecuentemente la escuadra, vamos a decir dos palabras acer-
ca de estos objetos. '

191. KRegla es un instrumento de madera, metal u otra subs-
tancia, mds largo que ancho y de poco grueso, cuyos bordes
son rectilineos y que sirve para trazar lineas rectas en una su-
perficie plana. Para trazar una recta sobre una superficie pla=
na por medio de la regla, se aplica la regdla al plano y se desli-
za la punta de un ldpiz, pluma, tiralineas, o yeso, si el plano es-
el encerado, siguiendo el borde de la regdla. Para comprobar
una regla, esto es, para averiguar si el borde de la misma es
realmente rectilineo, trazaremos en el plano del dibujo, por
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medio de la regla, una linea de arriba abajo, quedando la regla
a la izquierda; sin levantar la regla, fijaremos la punta de un
alfiler u otro objeto andloge en un punto de la linea trazada, y
haremos girar la regla alrededor del alfiler, y apoyada en él,
hasta que se haya colocado enteramente a la derecha de la
linea; si en esta tiltima posici6n, el borde de la regla coincide con
la linea, ésta serd recta, y el borde de la regla, perfectamente
rectilineo, Claro es que seria lo mismo si la regla estuviese pri-
mero a la derecha de la linea y pasase luedo a la izquierda.

192, Compds es un instrumento formado de dos piezas
" iguales, terminadas en punta, que se llaman piernas, unidas
por un eje, alrededor del cual pueden girar, abriéndose o ce-
rrandose, y que sirve para tomar medidas y para trazar arcos
de circunferencia, o circunferencias.

193. El fransporifador es un semicirculo cuyo borde curvi-
lineo estd dividido en 180 partes iguales, que representan gra-
dos. Si, por su tamafio, cada una de estas partes puede divi-
dirse en otras partes iguales, cada una de estas partes més
pequefias representard una fraccion de grado: Asf, si se ha di-
vidido cada parte o grado en dos partes iguales, cada una ex-
presard medio grado o treinta minutos; si se ha dividido cada
grado en tres partes iguales, cada una de estas partes expre-
sara yeinte minutos, etc. '

Este instrumento sirve para construir dngulos cuya gradua-
cibén se conoce y también dndulos iguales a otros dados. Si con
€l se construyen angulos de 90°, servird también para trazar
rectas perpendiculares a otras.

194. Escuadra propiamente dicha es un instrumento forma-

Fig. 35. Fig, 56.

do por dos reglas, unidas de manera que un borde de la una
con un borde de la otra formen dngulo recto. También se [lama
escuadra una pieza de madera, metal u otra substancia en
forma de triangulo rectangulo (figs. 35 y 36).

La escuadra sirve para trazar rectas perpendiculares a
otras, y también para trazar rectas paralelas.
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Problemas.

195. 1.° Trazar unarecta por un panto dado.—Hdégase

pasar el borde de una regla por el punto dado, y deslicese la
punta de un l4piz o de un tiralineas a lo largo de dicho borde,
y se tendrs la recta pedida. Como la regdla puede tomar infini-
dad de posiciones, sin que su borde deje de pasar por el punto
dado, por un punto dado pueden trazarse infinidad de rectas, y
el problema se llama indeterminado.
. 2.° Trazar una recta por dos puntos dados.—Hégase pa-
sar el borde de una regla por uno de los puntos dados, y sin de~
jar de pasar por dicho punto, hdgase dirar la regla hasta que
pase el borde por el otro punto dado, deslicese la punta del
ldpiz o tiralineas por el borde de'la regla y se tendra la recta
pedida.

3.° Trazar nna circanferencia conociendo el centro y el
radio.—Tobémese una abertura de compds (1) igual al radio
dado; péngase una punta del compds en el centro dado y ha-
gase girar, siempre en el mismo plano, Ia otra punta del compé4s’
alrededor de la primera, y la punta mévil describird la circunfe-
rencia pedida.

4.° Trazar con un radio dado una circunferencia que
pase por dos puntos dados.—Con una abertura de compés
igual al radio dado, y tomando como centros los puntos dados,
se trazardn dos circunferen cias o dos arcos. Si estas circunfe-
rencias o arcos se cortan, los dos puntos de interseecién serdn
los centros de dos circunferencias que resuelven el problema.
En la figura 37, los arcos se han cortado en O y O'y las cir-
cunferencias que se buscaban son la (OA) y la (O'A). Si los ar-
cos hubiesen resultado tangentes, no hubiera habido mds que
una circunferéncia que pasase por los dos puntos dados. Si los
arcos no se hubiesen encontrado, no se hubiera podido resolver
el problema.

5.° Construir un dngulo igual a otro dado.—Sea el dngu-
lo AOB (fig, 38). Se toma una recta indefinida XY y en ella un
punto O’; con un radio cualquiera, OM, se traza el arco MN
correspondiente al dngulo AOB, y con el mismo radio y desde

(1) Entendemos, aunque impropiamente, por abertura de compas la distancia
entre sus puntas, y
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Q' como centro, se traza el arco M'N’ igual al MN; se une el
punto N’ con O y resultard el dngulo M'O'N’, igual el dngulo
dado. -

Resolver el mismo problemapor el transportador.—Se co-
locara el transportador scbre el dngulo dado, de manera que el

."'“
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Fig. 57. Fig. 38,

centro coincida con el vértice del dngulo y el didmetro con el
lado OA. Luego se verd el punto de la semicircunferencia por
“donde pasa el otro lado del dngulo. Después se haréd que el di4-
metro del transportador coincida con la recta XY, y el centro,
con el'punto O'; se unird el punto O' con el punto de la semi-
‘circunferencia por donde pasaba el otro lado del dngulo dado,
¥ se tendrd el dngulo pedido.
6.° Construir por medio del lransportador nn dngulo de
un nifmero dado de grados, por ejemplo 30°.—Se haré coin-
cidir el didmetro del transportador con una recta indefinida y se
sefialard en ella el punto que coincide con el centro del instru-
mento; se buscard la divisién correspondiente a 30° y se sefia-
lard un punto en el papel o encerado donde ha de trazarse el
4ngulo; luedo se unird este altimo punto con el sefialado en la
recta indefinida, y se tendr4 el 4ngulo pedido.
7.° Trazar por medio del transportador una recta per-
pendicular a otra, por un punto dado en esta.—Hégdase coin-
cidir el diametro del transportador con la recta, y el centro, con
€l punto:dado; biisquese en el transportador la divisién corres-
- pondiente a 90°; sefialese en el papel o encerado el punto. co-
rrespondiente a 90°, y trdcese la recta que une ese punto con
el punto dado. 3
Resolver el mismo problema por la esenadra.—Col6quese
la escuadra de manera que uno de los lados del angulo recto
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coincida con la recta dada, y el vértice, con el punto dado; des-
licese por el otro lado del dngulo recto de la escuadra la punta
del l4piz, tiralineas o yeso, y resultard la perpendicular pedida.
Construir el mismo problema por medio de la reglay el
compds.— Se tomarén con,el compas en la recta dada, a uno y
otro lado del punto dado, distancias iguales, sefialando los ex-
tremos de éstas; tomando luedo como centros estos extremos,
trazaremos con un mismo radio, encima de la recta, dos arcos
que se corten, y luego, con la regla, haremos pasar una recta
por el punto dado y por el punto de interseccién de los arcos.
OBSERVACION.—Para que los arcos puedan cortarse, es ne-
cesario que el radio sea mayor que la mitad de la distancia en-
tre aquellos extremos que han servido de centros para trazar
los arcos. ' ;
8.° Trazar una perpendicular a una recia por un punto
sitnado fuera de ella, por medio de la escuadra.—Seala rec-
ta AB y el punto C (fig. 39). Higase que uno devlos lados del

!
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Fig. 59. Fig. 40.

4ngulo recto de la escuadra coincida con la recta dada y ha-
gase resbalar la escuadra sobre la recta, hasta que el otro lado
del dngulo recto de la misma pase por el punto dado. Deslicese
por este segundo lado de la escuadra la punta del ldpiz, tirali-
neas, efc., y se tendré la recta pedida.

OBsERVACION.,—Para que la escuadra pueda resbalar a lo
largo de una recta, conviene ajustar el borde de una regla a
dicha recta y hacer resbalar la escuadra sobre el borde de la
regla. Si la distancia del punto dado a la recta fuese magor que
€l mayor de los lados del dngulo recto de la escuadra, el pro-
blema no podria resolverse con este instrumento: habria que
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apelar a la regla y al compés, y resolverlo como se dird en el
problema siguiente,

9.° Trazar por medio de la regla y el compds una per-.
pendicular a una recta por un punto dado fuera de ella.—
Sea la recta AB y el punto O (fig. 40). Tomando una abertura
de compds mayor que la distancia del punto a la recta, sirvien-
do de centro el punto dado, se cortard la recta en dos puntos,
C y D; desde cada uno de estos puntos como centro y con el
mismo radio, se trazardn dos arcos que se corten en E; luego,
‘por medio de la regla, haremos pasar una recta por el punto
dado O, y por el punto de interseccién E de los arcos, y se ten-
dr4 la perpendicular pedida, que es la OE.

OBSERVACION.— Para que en la practica salga mejor la per-
pendicular, conviene que el pinto de interseccién de los arcos
y el punto dado se encuentren a distinto lado de la recta dada.

10.° Trazar por un punto dado una paralela a una recta
dada, por medio de la escnadra.—Sea larecta AB, y un pun-
to O (fig. 41). Se traza por medio de la escuadra una perpen-
dicular a la recta AB por el punto O; se ajusta el borde de una

Fig. 41. Fig. 42.

regla a esta perpendicular, y luego se hace resbalar por dicho
borde uno de los catetos de la escuadra triangular hasta que el
vértice del 4ngulo recto encuentre el punto dado O; se trazala
recta a lo largo del otro cateto y se tendrd la paralela pedida.

De otro modo (fig. 42). Se ajusta un cateto de la escuadra
triangular a la recta dada, y una regla a lo largo de la hipote-
nusa; se hace resbalar la escuadra a lo largo de la regla hasta
que el cateto que coincidia con la recta pase por el punto dado;
se traza luego la recta por el borde de este cateto, y se tendra
la paralela pedida.

Por el primer método, las rectas AB y OC son paralelas,



i — 155 —
por ser perpendiculares a la OA; y por el segundo método, las
rectas AB y CD son paralelas, por ser iguales los dngulos co-
rrespondientes 1 y 2.

Resolver el mismo problema por medio de la regla y el
compds.—Sea larecta AB y el punto O (fig. 43), Con una aber-
tura suficiente de compés, tomando como centro el punto O,
tracese el arco CD que corta a la recta AB en un punto D; con

0
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Fig. 43. Fig, 44.

1a misma abertura de compés, y tomando como™ centro el punto
D, se trazard el arco OE, se tomar4 sobre DC una longitud, DC,
igual al arco OE, y luedo, por medio de la regla, trazaremosla -
recta OC, que serd la paralela pedida.

11.° Sumar dos o mds rectas dadas.—Para sumar dos o
mds rectas, se traza una recta indefinida, y sobre ella se colo-
can,.a partir de un punto de ella, una a continuacién de otra, las
rectas dadas, de manera que el punto en que termine cada una
sea el punto donde empiece la siguiente. La porcion de recta
indefinida, comprendida entre el punto de partida y e término
de la dltima recta colocada sobre ella, serd la suma pedida.

12.° Restar de una recta mayor ofra menor.—Coléquese
la menor sobre la mayor a partir del extremo de la mayor, y la
parte de ésta comprendida entre los extremos no comunes de
ambas serd la diferencia pedida. 8

15.° Multiplicar una recta por un nimero entero.—Se
hace lo mismo que en la suma, teniendo en cuenta que todos los
sumandos son iguales a la recta dada. Asf, multiplicar una rec-
ta dada por 5 ser4 lo mismo que sumar cinco rectas iguales a la
recta dada.

14.° Dividir una recta en dos partes ignales.—Tomando
como centros los extremos de la recta y con una abertura de
compés suficiente, trazaremos dos arcos a un lado de la recta



¥ otros dos al otro lado de manera que se corten; haremos pa-
sar una recta por los puntos de intersecci6n, y esta recta dividi-
ra a la recta dada en dos partes iguales.

16.° Sumar y restar arcos. del mismo radio.—Se opera lo

~mismo que con las rectas, sin més diferencia  que colocar los .

darcos sobre una circunferencia del mismo radio que ellos, a par-
tir de un punto de ella.

16.° Multiplicar un arco por un nimero entero.—Se hace
lo mismo que para sumar, teniendo en cuenta que todos los su-
mandos son iguales. Asi, multiplicar un arco dado por 4 serd lo
mismo que sumar cuatro arcos iguales al arco dado.

17.° Dividir un arco en dos partes iguales.—Se traza la
cuerda del arco y se divide ésta en dos partes iguales, como
se ha dicho antes, y la recta que divide a la cuerda en dos par-
tes iguales dividira también el arco en dos partes iguales.

18.°2 Sumar, restar, multiplicar p dividir dngualos.—Se
trazan los arcos correspondientes con el mismo radio, y se ope-
ra con estos arcos como se ha dicho-antes. El punto de partida
del arco sobre el que se hace la operacion y el punto en que la
operacion termina, unidos con el centro del arco, dan el resul=
tado pedido.

19.° Trazar una circanferencia que pase por tres puntos
dadoes, no situados en linea reeta.—Sean los puntos A, By
C (fig. 44). Uniendo por rectas A con By B con C, y trazan-
do" perpendiculares a' estas rectas por sus puntos medios, se
encontrardn en un punto O, que serd el centro de la mrcunfe-
rencia buscada. Tomando como centro el punto O, con una
abertura de compds que llegue desde O hasta A, se trazara la
circunferencia, que pasard por los puntos A, B y C, porque el
punto O estd a igual distancia de dichos tres puntos.

20.° ¢Cdmo se hallard el ceniro de una eircunferencia
gue no le tenga seialado?—Se tomarén tres puntos en la cir-
cunferencia, y se trazardn las cuerdas que unen el punto prime-
ro con el segundo y el segundo con el tercero; se trazardn las
perpendiculares a esas cuerdas en sus puntos medios, y el pun-
to en que se encuentren serd el centro buscado de la circunfe-
rencia. Del mismo modo podria hallarse el centro de un arco de
circunferencia, pues siempre se podrdn tomar en €l tres puntos
que podran unirse por cuerdas.

21.° Trazar una tangente a una c:rcanferencm por un
punto de ella.—Trécese el radio desde ese punto, por ese



— 155 —
mismo punto una perpendicular al radio, y se tendra la tangente
pedida. '
929.° Trazar una tangente a un arco de eircunferencia en
an punto dado en el arco.—Biisquese el centro como se ha di-
<ho antes; hallado el centro, tinase con el punto dado, y trdcese
la perpendicular por el punto dado a esta iiltima recta, que es
el radio del arco.
23.° Construir un tridngulo, dado un lado y dos dngulos
contignos.—Sobre una recta cualguiera, témese una longitud
igual al lado dado; por uno de los extremos se traza una recta
que forme con dicho lado un dngulo igual a uno de los dados, y
por el otro extremo se traza otra recta, que forme con el mismo
lado un 4ngulo igual al otro de los 4ngulos dados. Si estas dos
rectas se cortan, el punto de interseccion sera el vértice del
' tridngulo opuesto al lado dado, y el tridngulo quedard hecho.
Si dichas rectas no se encontrasen, no habria triangulo.
24.9° Construir un tridngulo, dados dos lados p el dngulo
comprendido.— Constriyase un dngulo igual al dado y témen-
se, a partir del vértice, sobre los lados del dngulo, longitudes
respectivamente iguales a los lados dados; tinanse los extremos
de estas longitudes, y se tendré el tridngulo pedido.
95.° Construir un tridgngulo, dados los itres lados.—Tré-
cese una recta igual a uno de los lados dados; tomando como
centros los extréemos, con radios respectivamente iguales a los
otros lados dados, tricense dos arcos que se corten; uniendo
¢l punto de interseccién con los extremos del primer lado, se
tendr4 el tridgngulo pedido.
26.° Counstrair un tridngulo reetdngalo , dados los dos ca-
felos.— Se traza un 4ngulo recto; sobre uno de los lados del
_ angulo recto se toma una longitud igual a uno de los catetos
dados, y sobre el otro lado del 4ngulo, una longitud igual al otro
de los catetos; se unen los extremos de estas longitudes, y se
tendra el triangulo rectangulo pedido. -
21.°2 Construir un tridngulo recténgulo, dado un cateto p
el dngulo que este cateto forma con la hipotenusa.— Tracese
un 4dngulo recto, y sobre uno de los lados del 4ngulo recto, y a
partir del vértice, témese una longitud igual al cateto dado, y
por el otro extremo de este cateto tracese una recta gie forme
con dicho cateto un dngulo igual al dado, y esta recta, limitada
en el punto donde encuentra el otro lado del dngulo recto, ce-
rrard el triangulo rectdngulo pedido.
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28.° Construir un tridngulo isdsceles, dada la base y un
dngulo contigno.—Sobre una recta cualquiera, tbmese la base
dada, y por cada uno de los extremos trdcese una recta que
forme con la base un &ngulo igual al dado, y que se prolongar4
hasta su encuentro con la otra; el tridndulo que resulte serd el
pedido.

20.° Consitruir un tfridngulo isdsceles,dada la base y uno
de los ofros lados.—Sobre una recta cualquiera, témese la base
dada, y sirviendo de centro cada uno de sus extremos, con un
radio igual al lado dado, tricense dos arcos que se corten;
tinase el punto de interseccién con los extremos de la base g
se tendra el triangulo pedido.

30.° Consirnir un trigdngulo equildtero, dado un lado.—
Témese sobre una recta cualquiera la longitud del lado dado,
sirviendo de centro cada uno de sus exiremos, y con un radio
igual al mismo lado, trdcense dos arcos que se corten; tinase el
punto de interseccion con los extremos del lado dado 'y resulta-
r4 el tridngulo.pedido..

51> Construir un romboide, dados dos lados contiguos y
el dngulo comprendido.— Constriyase un dngulo igual al dado,
y sobre uno de sus lados, a partir del vértice, tomese una lon-
gitud igual a uno de los lados dados, y sobre el otro lado del
angulo témese una longitud igual al otro lado dado; por los ex-
tremos de estas longitudes, tracense paralelas a los lados del
dngulo hasta su encuentro, y se tendrd el romboide pedido.

32.°. Construir un rombo;. dado un lade y un dngalo.—
Férmese un dngulo igual al dado, y sobre cada uno de sus la-
dos, a partir del vértice, témese una longitud igual al lado dado;
tricese por cada uno de los extremos de estas longitudes una
paralela al lado opuesto hasta su encuentro con la otra, ¥y se .
tendra el rombo pedido.

35.° Construir un recldngulo, dados dos lados conili-
guos.—Trécese un dngulo recto sobre uno de sus lados; y a
partir del vértice, tébmese una longitud igual a uno de los lados
dados, y sobre el otro, una longitud igual al otro lado dado; tré-
cese por cada uno de los extremos de estas longitudes una pa-
ralela al lado opuesto hasta su encuentro con la otra, ¥ se ten-
dra el rectdngulo pedido.

34.° Construir un cuadrado; dado nn lado.—Tricese un
dngulo recto; a partir del vértice, témese sobre cada uno de
los lados del dngulo una longitud igual al lado dado; trdcese
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por cada uno de los extremos de estas longitudes una parale.la
al lado opuesto hasta su encuentro con la otra, y se tendré el
cuadrado pedido.

Circulo.

196. Llamase efreulo la porcién de plano limitado por la
circunferencia. Es frecuente confundir la circunferencia con
el circulo; pero, como se ve, son cosas muy distintas: la cir-
cunferencia es una linea, y el cfrculo, una superficie. Si una
plaza es circular, los que andan o pasean por la plaza pasean
o andan por el circulo, y los que entran o salen de Ia plaza
entran o salen pasando por la circunferencia.

Radio del circulo es el radio de la circunferencia.

Cuerda del circulo esla cuerda de un arco de circunfe-
rencia.

Didmetro del circulo es el didmetro de la circunférencia.
El diametro divide al circulo en dos partes iguales, llamadas
semicirculos.

Seecante y tangente del circulo son la secante y tangente
de la circunferencia, con la particularidad de que la tangente
al circulo sélo tiene con el circulo el punto comiin que la tan-
gente a la circunferencia tiene con ésta, mientras que la secan-
te de un circulo tiene con el circulo infinidad de puntos comu-
nes, que son todos los puntos de la cuerda que une los puntos
de interseccion de la secante con la circunferencia.

197. Sector circular es la porcién de circulo limitada por
dos radios y el arco que une sus extremos.

Segmento circular es la porcién de circulo comprendida
entre un arco y su cuerda. Una cuerda que no pase por el cen-
tro divide al circulo en dos segmentos, uno menor y otro mayor
que un semicirculo. Cuando se dice segmento de circulo, si no
se advierte otra cosa, se entiende siempre el segmento menor
que un semicirculo. :

Faja cirenlar es la porcién de circulo comprendida entre
dos cuerdas paralelas y los arcos que unen los extremos de
éstas. s

Corona o anillo cireular es la porcién de plano limitada
-por dos circunferencias concéntricas: es, pues, la diferencia
entre el circulo mayor y el circulo menor limitados por dichas
circunferencias.



Trapecio circular es la porcién de corona comprendida en-
tre dos radios del circulo mayor.
Bases del trapecio eircular son los dos lados curvilineos,
y altura, la porcién de radio de circulo
’L‘_“‘x . mayor comprendida entre las bases.
v 198. En el citculo mayor de la figu-
ra 45, la parte AOB del mismo es un
sector circular, y la parte A'OB’ del
menor es también .un sector circular.
En el mismo circulo mayor, la parte
CDE es un segmento circular, y la par-
te CDGF, una faja circular.
Fig. 45. La parte del plano comprendida en-
tre la circunferencia (OA) y la (OA’),
es el anillo o corona circular,
La parte de corona AB B'A’ es un trapecio circular que tie-
ne por bases los arcos AB y A'B’, y por altura, AA' o BB/,

v

Poligonos inscritos y circunscritos al circulo, y circulos
inscritos y circunscritos al poligono.

199, Se dice que un poligono esta inscrifo en un cfrculo,
cuando todos los vértices del poligono estdn en la circunfe-
rencia, y, por lo tanto, todos los lados del primero Son cuer-
das del segundo.

Se dice que un poligono estd eircunscrifo a tn circulo,
cuando fodos los lados del poligono son tangentes a la cir-
cunferencia.

Se dice que un circulo estd /nserifo en un poligono, cuan-
do la circunferencia del circulo es fangente a todos los la-
dos del poligono.

Se dice que un circulo estd c:rcunscrdo a un poligono,
cuando la circunferencia del circulo pasa por todos los vér-
tices del mismo.

Como se ve, decir que un poligono est4 inscrito en un circulo
es lo mismo que decir que el circulo estd circunscrito al poli-
gono, y decir que un poligono esta circunscrito a un circulo es:
lo mismo que decir que el circulo estd inscrito en el poligono.
En la figura 46, el poligono ABCDE estd inscrito en el clrculo,
y el circulo, circunserito al poligono; el poligono MNPQR esté&
circunscrito al circulo, y el circulo, inscrito en el poligono,
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200. Para inseribir un polidono en un circulo, se foma en
la circunferencia tanitos punios como lados haya de tener el
poligono, y se unen por cuerdas los puntos consecutivos.

Para eircunseribir un poligono a un circulo, Se foman en

A

Fig. 47. A Fig. 48.

la eircunferencia tanios puntos como lados haya de lener el
poligono, y se trazan tangentes por dichos puntos.

201. Adviértase que, si en todo circulo puede inscribirse un
poligono de cualquier niimero de lados, no siempre puede cir-
cunscribirse un circulo a un poligono de cualquier nimero de
lados; y que i a todo circulo puede circuscribirse un poligono
de cualquier nimero de lados, no es cierto que en un poligono
de cualquier mimero de lados pueda inscribirse un circulo.

202, El tridngulo, cualquiera que sea su forma, es el uni-
co poligono que puede inscribirse en un circulo y circuns-
cribirse a otro.

Los demas poligonos, para que se puedan a la vez inscribir
'y circunscribir, es preciso, en gdeneral, que sean regulares.

Problemas de inscripcién y circunscripcion de poligonos.

L

1.° Dado un tridngulo, circunscribirle un circulo e inscri=
birle otro. :

Para circunscribir un circulo al tridangulo, se resolverd el
problema trazando la cirennferencia que pase por tres pun-
tos, que en este caso son los tres vértices del tridngulo. Se
levantardn, por consiguiente, perpendiculares por los pun-
fos medios de dos lados, p el punto de interseccion serd el
centro del cirenlo circunserito. !

Para inscribir un circulo en un tridngulo, se frazardn las



biseclrices de dos de sus dngulos, p el punto de encuentro
equidistard de los tres lados, p, por lo tanfo, serd el centro
del eirculo inscrito.

2.° Inscribir un cuadrado en un circulo, y circunscribir-
le otro. : %

Para inscribir un cuadrado en un circulo, se {razan en el
cireulo dos didmetros perpendiculares, p luego, las cuerdas
gue unan sus extremos consecutivos.

Para circunscribir un cuadrado al circulo, se trazan, como
antes, dos didmelros perpendiculares, y por los extremos,
Se trazan tangentes a la eircunferencia,

3.9 Inscribir en un circulo un exdagono regular, y circunscri-
birle otro. :

Para inscribir un exdgono regular en un cfrculo, se foma
uana abertura de compds igual al radio; se sefiala un punto
en la circunferencia, y a partir de este punto, con aquella
abertura de ecompids, se sefiala ofro punto en la circunferen-
cia; a partir de este segundo punto, se sefiala olro de la
misma manera, y asi se continuard, hasta gue se haya reco-
rrido toda la circunferencia; de este modo se verd guae la
abertura de compds ha podido colocarse exactamente seis
veees. Uniendo por cuerdas los puntos consecultivos, se ten-
drd el exdgono pedido.

Para circunscribir un ex#dgono regular a un circulo, se 7ra-
zardn tangentes por los puntos sefialados al buscar los vér-
fices del exdgono regunlar inserito.

4.° Inscribir en un circulo un tridngulo equildtero y circuns-
cribirle otro.

Para inscribir en un circulo un tridngulo equilétero, se fo-
mard una abertura de compds igual al radio, y con ella se
dividird la eireunferencia en seis partes iguales, como para
el exdgono, luego, en lugar de unir los puntos consecutivos,
se unirdn el primero con el tercero, el tercero con el quinto
y el guinto con el primero. :

Para circunscribir un tridngulo equildtero a un circulo, des-
pués de haber sefialado los vértices del inscrito, se frazardn
por ellos tangentes a lu circunferencia.

5.° Inscribir en un cireulo un poligono regular de cualquier
numero de lados y circunscribirle otro del mismo nimero de
lados. “ !

Para inscribir en el circulo un poligono regular de cualquier
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nimero de lados, se dividird, si se puede, la eircunferencia
en tantas partes igunales eomo lados haya de tener el poli-
Lgono, v se unirdn, por cuerdas, los puntos conseculivos.
Trazando, por los mismos puntos, tangentes a la eircunfe-
rencia, resultard el poligono regular circunscerito.

Cuando un poligono regular estd inscrito en un circulo y
«circunscrito a otro (fig. 47), se observa que el centro del circu-
lo circunscrito es el mismo que el del inscrito. Este centro co-
mtin de Tos dos circulos, que estd a igual distancia de todos los
vértices del poligono y también a igual distancia de todos los
lados del mismo, se llama centro del poligone. La distancia
desde el centro del poligono a uno cualquiera de los vértices
del mismo se llama radio del polfgono, que, como se ve, es el
radio del circulo circunscrito. La distancia OH desde el centro
del poligono a uno cualquiera de sus lados se llama apofema
del poligono. La apotema del poiigono es el radio del circulo
inscrito. o

Observando la figura, veremos que trazando todos los ra-
dios del poligono regular, queda éste descompuesto en tantos
tridngulos iguales como lados tiene el poligono. Las bases de
estos tridngulos son los lados del poligono, y la altura de cada
uno-de los tridngulos es la apotema del poligono.

Razén de la qircunferencia al diametro.

203. Asf como medida de una recta es el nimero que ex-
presa cudntas veces contiene a la unidad, o a la unidad y a una
de sus partes iguales, del mismo modo, medida de una curva es
el nimero que expresa cuantas veces la longitud de la curva
contiene a la unidad, o a la unidad y a una de sus partes igua-
les. A la medida de una linea recta o curva se la llama valor
numérico de la recta. o de la curva,

204. Razon de la circunferencia al didmetro es el co-
ciente de dividir el valor numérico de la circunferencia por
el valor numérico del didmelro. A este cociente o razén se le
designa con la letra driega =, llamada pi, y que vale 3,14139...

205. Si por curiosidad quisiéramos saber de dénde sale este
valor, no pudiendo emplear en estas Noclones los procedi-
mientos que enseiia la Geometr{a, podrfamos hacer lo siguiente.

Describir con un buen compds una circunferencia, por ejem-
11
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plo, de 20 cm. de radio; trazar el didmetro, y desde uno de sus
extremos, con una abertura de compds exactamente igual a me-
dio centimetro, medir la circunferencia como si fuese una recta.

Si la medida se hace con todo cuidado, se obtiene para va~
lor numérico de la circunferencia muy aproximadamente el ni-
mero 251. El didmetro, que tiene 40 cm. u 80 medios centime-
tros, tendra por valor numérico 80, ya que se ha tomado por
unidad el medio centimetro. Luego, para hallar la razén de la
circunferencia al didmetro, o sea el cociente de sus valores nu-
méricos, no nos falta mds que hacer la divisién, pues tenemos
el dividendo, que es 251, y el divisor, que es 80. Si efectuamos,
pues, esta divisién, tendremos:

251
R 35,1375,

Si prescindimos de las dos dltimas cifras del cociente, ¥
aumentamos una tinidad de su orden a la cifra de las centési-
mas, tendremos, aproximadamente:

%= = 5,14,

OBSERVACION.—Si no conociéramos el valor de = por otros
procedimientos seguros, el valor hallado de este modo serfa
dudoso, por la dificultad de hallar bien la longitud de la cir-
cunferencia.

De la expresion

LS
g -
se deduce
C'=0xp,
y de ésta,
&
r= -2?;

luego la longitud de la circunferencia es igual al duplo del radio
multiplicado por el valor de x; y el radio es igual a la longitud
de la circunferencia dividida por el duplo del valor de =.
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Areas.

206. Lldmase medida de una superficie su relacién con
otra que se toma como unidad.

Area de una figura es la cantidad de su extensién super-
ficial o la medida de su superficie multiplicada por la uni-
dad superficial.

Unidad superficial es un cuadrado que tiene por lado Ia
unidad de longitud: la designaremos por #2.

207. EI area que sirve de fundamento a todas las demaés es
el drea del rectangulo.

Medida de un rectdngulo es igual al producto de los valo-
res numéricos de su base y su altura.

El drea de un rectingulo es igual al producto de su me-
dida por la unidad superficial.

EJEmMPLO.—Un rectdngulo tiene 7 unidades de base y & de
altura, y se pregunta: Jcudl serd su medida?P; Jcudl serd su
area?

Su medida sera

1><5=35.

Su drea serd

35 >< u* (unidad superficial) = 35 unidades superficiales.

208. Area de un cuadrado.—Como el cuadrado es un rec~
tangulo que tiene iguales la base y la altura, su medida serd
el cuadrado o segunda potencia del valor numérico de sn
lado, y su drea, el cuadrado del valor numérico de szz lado
multiplicado por la unidad superficial.

EjEmPLO.—Un cuadrado tiene 8 unidades de lado. Su me-
dida sera 8 = 64, y su drea, 64 unidades superficiales.

209. El romboide tiene la misma 4drea que un recténgulo
que tenga igual base e igual altura que el romboide, y 1o mismo
le sucede con el rombo. Por lo tanto,

El drea de un romboide es igual al producio de los valo-
res numéricos de su base y altura, multiplicado por la uni-
dad superficial.

El drea de un rombo es igual al producto de los valores:
numéricos de su base y altura, mulliplicado por la unidad
superficial.
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Como el romboide, el rombo, el rectangulo y el cuadrado
son todos paralelogramos, podemos decir de un modo general:

El drea de un paralelogramo es igual al producto de los
valores numéricos de su base y altura, maltiplicado por la
unidad superficial. _

210, Area de un frigngulo,—Como un tridngulo es la mitad
de un paralelogramo de igual base y altura, segidn se ve facil-
Jmente trazando por dos vértices paralelas a los lados opuestos,
su drea Serd la milad del producito de los valores numéricos
de sn base y altura, multiplicado por la unidad superficial.

2ll. Area de un trapecio.—Sien un trapecio se traza una
diagonal, quedars descompuesto en dos tridngulos que tienen
la misma altura que el trapecio. Segiin esto, el 4rea del trapecio
serd igual al producto de la semisuma de los valores numé-
ricos de sus bases por el valor numérico de su altura, mui-
tiplicado por la unidad superficial. *

212. Area de un poligono regular.—Hemos visto antes que
uniendo el centro de un poligono regular con sus vértices, re-
sultaba descompuesto en’ tantos tridngulos iguales como lados
tenfa el poligono, tridngulos que tenian por bases los lados del
poligono y por altura la apotema. Luedo el drea de un poligono
regular Serd igual a la mitad del producto de su perimetro
por el valor numérico de la apotema, multiplicado poria
unidad superficial.

213. Area de un circulo.—El circulo le consideramos como
si fuese un polidono regular de muchisimos lados o de un mi-
mero infinitamente grande de lados que tiene por perimetro la
circunferencia y por apotema el radio. Luego

El drea del circulo es ignal a la mitad del produeto de los
valores numéricos de la circanferencia y el radio, muitipli-
cado por la unidad superficial.

Si recordamos que la longitud de la circunferencia tenia
por expresién 2 =r, el drea del circulo se expresard por la for-
mula 772, multiplicada por la unidad superficial.

EJjeMPLO.—Si un circulo tiene 10 unidades de radio, su
drea sera:

7 >< 10* >< #* (unidad superficial) = 3,14159... >< 100 >< u*
= 514,159 unidades superficiales.
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GEOMETRIA DEL ESPACIO

214, Ya hemos dicho que la Geomelria del espacio frata
de las figuras cayos punltos no estdn lpdos en un mismo pla-
no, o que, i estdn, no se hallan en el plano en que las figu=
ras se representan.

215, Representando sobre una extension de dos dimensio-
nes los objetos situados en el espacio, que tiene tres, las repre-
sentaciones no podrén ser, en general, iguales a los objetos;
pero sf que hay que procurar que se parezcan a ellos en cuanto
sea posible. En el plano del dibujo, una recta situada en el es-
pacio se representard, en general, por otra recta, mds corta o
mds larga que la del espacio. Un plano ilimitado no tiene repre-
sentacion alguna, y para que podamos representarlo, le supo-
nemos limitado de cualquier modo pero con preferencia en for-
‘ma de rectdngdulo.

En el plapo del dibujo, un rectangulo situado en el espacio se
representa por un paralelogramo rombojde; luego cuando quera-
mos dibujar en el papel o en el encerado un plano, que supone-
mos situado en el espacio, trazaremos un paralelogramo romboi-
de. Al plano asi representado le designaremos con una letra P
puesta en el interior del romboide o por dos letras A y C colo-
cadas en dos vértices opuestos. Asi, el plano representado en
la figura 48 se expresa diciendo: el plano P o el plano AC.

216. Un 4ngulo situado en el espacio se representard por
otro andulo, generalmente diferente del 4ngulo del espacio; por
consiguiente, las rectas perpendlculares en el espacio no lo
serédn, en general, en el dlbujo Las paralelas en el espacio, esas
sf se representan paralelas en el plano del dibujo. Un poligona
se representard, en general, por otro polfgono més o menos de-
formado. Una circunferencia sé representard por otra curva,
més o menos prolongada, que lleva el nombre de efipse. La re-
presentacion de los cuerpos se hard de modo que resulte lo mas
parecida posible a los cuerpos mismos.

217. OBSERVACION.— Aunque [as superficies y cuerpos geo-
métricos son extension pura que no impide ver a su través,
como Sucede en los cuerpos fisicos no transparentes, sin em-
bardo, trazamos de puntos las lineas que caen detras de las su-
perficies o cuerpos, como si éstos las hicieran invisibles, y sélo
tratdramos de indicar el lugar en que se hallan.
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Del plano.

218. Ya se dijo que plano es una superficie a la cual
puede adaptarse una recta en todas direcciones, y como dos
puntos determinan una recta, toda recta que tiene dos puntos
en un plano tiene en el plano todos los demds, ¥, por lo tanto,
estd situada en él.

219. Si un plano contiene una recta, es evidente que no
queda fijo por la recta, sino que puede girar alrededor de ella,
dando una o m4s vueltas; y como el plano es ilimitado, des-
pués de dar una vuelta completa alrededor de la recta, habra
pasado por todos: los puntos del espacio. Luego un plano que
pasa por una recta puede pasar, ademds, por otro punto cual=
quiera del espacio situado fuera de la recta, Pero si un punto
situado en el espacio, fuera de la recta, fuese fijo, y al pasar el
plano por €l, €ste debiera estar constantemente en el plano, el

. A

: //
D G /

A £ B 0
Fig, 48. Fig. 49,

plano quedarfa inmovil, stjeto por la recta y el punto. Si se une
ese punto fijo del espacio con dos puntos de la recta, el plano
contendra también a esas dos rectas y a todaslas demds rectas
que corten a esas dos y a la recta que estaba situada primitiva-
mente en el plano. Si quisiésemos hacer pasar un segundo plano
por la misma recta y el punto situado fuera de ella, contendria
también a las tres rectas que contiene el plano primero y a to-
das las demds rectas que las corten, y, por lo tanto, los dos
planos tienen todas las rectas comunes, y, por consiguiente,
tienen comunes todos los puntos, porque no hay punto en uno
de los planos por donde no pueda trazarse una recta que corte,
por lo menos, a dos de dichas tres rectas. Luego si los dos pla-
nos tienen todos los puntos comunes, se confunden, y, por lo
tanto, no son dos planos, sino uno solo. De aqui se deduce que
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por una recta y un punto situado fuera de ella puede pasar un
plano y sélo uno. Esto es lo que se quiere significar cuando se
dice que una recta y un punto situado fuera de ella determinan
un plano. ;
Todo conjunto de condiciones que equivalgan a una recta y

un punto situado fuera de ella determinan un plano. Asf:

1.° Tres puntos no sitwados en linea recta determinan un
plano, porque trazando una recta por dos de los puntos, esta-
mos en el caso de una recta y un punto situado fuera de ella.

2.° Dos reetas gue se cortan delerminan an plane, porque
considerando el vértice y otro punto en cada una de las rectas,
estamos en el caso de tres puntos que no estdn. en linea recta,
©0 de una recta y un punto situado fuera de ella.

3.° Dos rectas paralelas deferminan un plano, porque
por definicién estdn en un mismo plane, y considerando una de
las rectas y un punto en la otra; estamos en el caso de una rec-
ta y un punto-fuera de ella.

4.° Un arco de circunferencia determina un plano, por-
que el arco es una curva plana y en ella pueden tomarse tres
puntos no situados en linea recta.

Rectas y planos.

220. Una recta v un plano pueden encontrarse o no en-
conirarse, aungue se prolonguen indefinidamente. Cuando
no se encuentran, aunque se prolonguen indefinidamente, se lla-
man paralelos. Si se encuentran, el punto de encuentro se
llama pie o iraza de la recta en el plano. Cuando se encuen-
tran la recta y el plano, la recta puede ser perpendicular al
Plano y puede serle oblicua, _

221, Una recta es perpendicular al plano, cuando es per-
pendicalar a todas las rectas situadas en el plm?o yque pa-
san por su pie.

Una recta es oblicua a un plano, cuando no-es perpen-
dicular a todas las rectas situadas en el plano y que pasan
por su pie.

Para gue una recta sea perpendicular a fodas las que
pasan por si pie en un plano, basta que lo sea a dos de
ellas. Por un punfo situado en un plano o fuera de él, sélo
puede trazarse al plano una perpendicular. Del mismo modo,
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por un punto situado en una recta o fuera de ella, sélo puede
{razarse a la recta an plano perpendicular.

Si desde nn punto exterior a un plano se traza una per-
pendicular y ana oblicua al plano, gue terminen en su iraza
o pie, la perpendicular serd menor que la oblicua, porque si
unimos los pies de ambas rectas, resultard un tridngulo rectdn-
gulo, en el cual la perpendicular es un cateto, y la oblicua, la
hipotenusa. Véase en la figura 49 cémo la perpendicular AO es
menor que la oblicua AB.

Si desde un punlo exterior a un plano se iraza una per-
pendicular y dos o mds oblicuas cuyos pies equidisten del
pie de la perpendicular, estas oblicuas serdn iguales, por-

. que si unimos los pies de las oblicuas con el pie de la perpen-
dicular, resultardn tridngulos rectdangulos iguales, que tendrén,
por lo tanto, las hipotenusas iguales.

Si desde nn punio exteriora un plano frazamos una per-
pendicular y dos o mds oblicuas cuyos pies no equidisten del
pie de la perpendicular, cada oblicua serd tanto mayor
cuanto mds se aparte su pie del pie de la perpendicular.

222. Siunarecta va de arriba a bajo siguiendo lo direc-
cion de un hilo que, suspendido por el extremo superior,
lleva colgado un peso en el extremo inferior, la recta se
llamavertical. Toda rectaperpendicular a la vertical se llama

“horizontal y todo plano perpendicular a la vertical se [lama
plano horizontal. Un plano que pasa por la vertical se llama
plano vertical,

Rectas en el espacio.

223. Dos rectas en el espacio pueden tener un punto co-
miin o no tenerle. Si lienen an punto comiin, se dice qite se
cortan p forman dngulos adyacentes y opuestos por el vérti-
ce, como se dijo en la Geometria plana. S7 no tienen un pun-
fo comiins pueden estar o no estar en un mismo plano. St
estdn en un.mismo plano son paralelas, y si no estdn en un
mismo plano Se dice que Se cruzan. Lldmanse dngulos de dos
rectas que se cruzan en el espacio los dngulos formados
por dos reclas paralelas a ellas trazadas por un punto
cualquiera del espacio,

La existencia de rectas paralelas en el espacio es muy cla-
ra, pues si por un punto situado fuera de una recta y por la
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recta hacemos pasar un plano, y en este plano trazamos por el
punto una paralela a dicha recta, tendremos dos paralelas en el
espacio.

Planos en el espacio.

224, Dos planos ilimitados en el espacio pueden eortar-
se o no cortarse. Si no se corlan, se llaman paralelos, p S¢
se cortan, se llaman planos secantes.

Que existen planos paralelos se comprende facilmente ob-
servando que dos planos perpendiculares a una recta no pueden
encontrarse, y son, por lo tanto, paralelos.

225. Los planos secantes dividen el espacio en cuatro par=
tes, llamadas &ngulos diedros. Por lo tanto, diremos que

Angnlo diedro es la extension indefinida determinada por
dos planos que se cortan y terminan en su interseccion.

Los planos que determinan el diedro se llaman caras del
diedro, y la interseccion, arésta. Dos paredes contiguas de una
habitacién forman un diedro; las caras del diedro son las pare-
des, y la arista es la linea o esquina por la que estdn unidas.

Un diedro se designa por cuatro letras, dos en la arista y
una en cada cara, fuera de la arista. Se lee nombrando primero
la letra de una cara, luego las dos de la arista y después la de
la otra cara.

Dos diedros se llaman consecutivos cuando tienen una cara
comiin sittada entre las dos caras no comunes, -

Tres o mds diedros son consecutivos cuando cada uno de
ellos es consecutivo de su inmediato o inmediatos. En un libro,
si tomamos tres hojas consecutivas y las separamos una de
otra, tendremos dos dngules consecutivos. Si en lugar de tomar
tres hojas tomamos cuatro o mé4s hojas consecutivas y las colo-
camos aldo separadas, cada una de su inmediata, tendremos
tres o més diedros consecutivos.

226, Diedros adyacentes son dos diedros consecutivos cu-
yas caras no comunes estan en un mismo plano. Si en un libro
enteramente abierto levantamos una de las hojas, tendremos
- un ejemplo de dos diedros adyacentes, siendo la hoja levanta-
da la cara comtin, y las hojas inmediatas extendidas en un pla-
no, las caras no comunes, Cuando los diedros adyacentes son
iguales, se llaman diedros rectos, y los planos que los forman
se llaman perpendiculares. Una pared que separa dos habi-
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taclones forma con el suelo dos diedros adyacentes iguales, y,
por lo tanto, rectos, y la pared es perpendicular al suelo.

227. Dos diedros se llaman gpuestos por la arista, cuando,
‘teniendo la misma arista, las caras del uno son prolongaciones
de las caras del otro.

228. Dos diedros son complementarios cuando su suma es
igual a un diedro recto.

Complemento de un diedro es otro diedro cuya suma con el
primero es igual a an diedro recto. :

229. Diedros suplementarios son dos diedros cuya suma
es igual a dos diedros recfos.

Lidmase saplemento de un diedro otro diedro cuya suma
con el primero es igual a dos diedros rectos.

St dos diedros tienen el mismo complemento o el mismo
suplemento, son iguales.

230. Cuando un diedro tiene sus dos caras en un mismo
plano, como las dos partes de un libro completamente abierto
sobre la mesa, se llama diedro llano. Todos los diedros llanos
son iguales, porque estando sus caras en un mismo plano, es
evidente que pueden superponerse y coincidir. Los diedros me-
nores que un llano se llaman edncavos, y los mayores que un
ilano, converos. Cuando se va abriendo un libro, los dngulos
que se van formando antes de llegar a formar un &dngulo llano
se llaman edncavos.

Si después de estar las dos partes del libro en un mismo
plano sidgue el libro abriéndose mas, los andulos qtie van for-
mdandose por las dos partes del libro se llaman converos.

Un 4ngulo,_diedro recto es la mitad de un diedro llano, luego
todos los diedros rectos soniguales.,

Dos diedros adyacentes son suplementarios, porque entre
los dos forman un diedro llano, que equivale a dos diedros
rectos.

Dos diedros opuestos por la arista son iguales,porque tie-
nen el mismo suplemento, que es su 4ngulo gdyacente comtin.

231, Angulo rectilineo correspondiente a un diedro es el
4ngulo formado por dos perpendiculares a la arista, en un mis-
mo punto de ésta, y una en cada cara. '

El dngulo rectilineo es muy importante, porque por medio
de €l se mide el 4ngulo diedro. Asi se dice que /a medida de
un dngulo diedro es la de su rectillneo correspondiente.
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Planos perpendiculares y oblicuos.

232. Planos perpendiculares, segin se ha dicho, son los
que forman entre si diedros rectos, y planos oblicuos, los que
forman entre si diedros oblicuos. Ejemplos de planos perpendi-
culares los tenemos en las paredes y suelos de las habitaciones.
Las paredes son, ademas, planos verticales, y los suelos, planos
horizontales.

233. Es preciso no confundir, como irecuentemente confun-
de el vuldo, el plano vertical con el plano perpendicular, como
confunde también la recta vertical con la recta perpendicular.
Es frecuente oir, por ejemplo, que los rayos del sol caen casi
perpendicularmente en verano, en vez de decir que caen casi
verticalmente. Lo mismo las rectas que los planos son perpen-
diculares cuando forman entre si dndulos rectos, cualquiera que
sea la direccion de las rectas o la direccion de los planos, mien-
tras que la recta sélo serd vertical cuando sigue la direccién de
un hilo del cual pende un peso, y un plano sélo serd vertical
cuando pase por una recta vertical,

Angulos poliedros.

234. Se llama dngulo poliedro la éxtensién indefinida de-
terminada por tres o mas planos que se cortan dos a dos, con-
curren en un punto y terminan en ese punto. Los planos qite le
forman se llaman caras o dngulos planos del dngulo polie-
dro. El punto donde concurren las caras se llama vértice, y
los diedros que forman las caras consecutivas del dngulo polie-
dro se llaman diedros del dngulo poliedro, y las aristas de es-
tos diedros, aristas del dngulo poliedro. Los dngulos poliedros
se llaman regulares cuando tienen iguales sus dngulos planos y
también iguales sus diedros.

Los dngulos poliedros se clasifican por el niimero de caras.

Cuando tiene tres caras, el dngulo poliedro se llama Zrie-
dro. Dos paredes contiguas de wuna habitacion y el techo, o dos
paredes contiguas y el suelo, forman un dngulo triedro, Asi es
que en una sala ordinaria se ven ocho triedros, cuatro que for-
man las paredes con el techo y cuatro que forman las paredes
con el suelo. “

Si en lugar de concurrir en un punto tres planos, concurrie-
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sen cuatro, el dngulo se llamaria dngulo tefraedro; si concu-

rriesen cinco, se llamaria dngulo pentaedro; si sels, dngulo
exaedro, etc.

Superficies curvas,

_ SUPERFICIE CONICA

235, Las superficies curvas de que vamos a hablar breve-
mente son tres: la superficie ednica de revolucion, la superfi-
cie eilindrica de revolucién y la superficie esfériea.

Si tenemos una recta fija que llamaremos e/e y otra recta

que corta el eje en un punto fijo, y hacemos dgirar esta segunda-

recta alrededor de la primera, de manera que, formando con

ella siempre el mismo dngulo, vuelva a la posicién primera, el _

conjunto de todas las posiciones de la recta que ha girado se
llama superficie cénica de revolucién: podemos, pues, definir la
superficie conica de revolucion del modo siguiente:

Superficie cénica de revoliicion es el lugar de todas las '

Fig. 51, . Fig-52.

posiciones que toma una recta Hamada generatriz, que gira
alrededor de ofra fija llamada eje, con la cual concarre en
un punto fijo, formando generatriz y eje un dngunlo cons-
tante (fig. 50).

Puede también definirse la superficie conica diciendo que
es el lugar de todas las posiciones de una recta llamada gene-
ratriz, que, pasando siempre por un punto fijo, se mueve apo-
yédndose constantemente en una circunferencia cuyo centro es

el pie de la perpendicular trazada desde el punto fijo al plano

de dicha circunferencla._ La circunferencia se llama directriz,
porque realmente dirige €l movimiento de la generatriz.

P
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Nos formaremos una idea clara de la superficie cénica de
revolucion del modo siguiente:

Supuogamos un punto fijo en el espacio, y desde este punto
una perpendicular al plano del suelo, y en el suelo una circun-
ferencia cuyo centro esté en el pie de la perpendicular, Si aho-
ra imaginamos el punto fijo del espacio unido por medio de hilos
con todos los puntos de la circunferencia trazada en el suelo,
1a superficie formada por todos esos hilos es una superficie c6-
nica de revolucién. Un hilo cualquiera es una deneratriz, y la
perpendicular el suelo desde el punto fijo es el eje.

SUPERFICIE CILINDRICA

236. Si tenemos una recta fija que llamaremos eje y otra
recta paralela a ella, y hacemos girar esta segunda recta alre-
dedor de la primera permaneciendo siempre paralela a ella, y
siempre a igual distancia de la misma, hasta volver a la posi-
«cién primera, el conjunto de todas las posiciones de la recta
que ha girado alrededor de la recta fija se llama superficie ci-
lindrica de revolucidn. Podemos, pues, definir dicha superficie
diciendo:

Superfieie cilindrica de revolucion es el lugar de todas
las posiciones de una recta que, girando alrededor de otra
Jfifa hasta volver a la posieidn primera, permanece constan-
Zemente paralela a la recta fija, v siempre a ignal distancia
de la misma, La recta fija se llama eje, y la que dira, genera-
iriz (fig. 61). : i .

Puede también definirse la superficie cilindrica de revolu-
<ion diciendo que es lugar de todas las posiciones de una recta
llamada generalriz, que, moviéndose paralelamente a una di-
recci6n dada, se apoya constantemente en una circunferencia
cuyo plano es perpendicular a la generatriz. La circunferencia
se llama direciriz porque realmente dirige el movimiento de la
generatriz,

Nos formaremos idea de una superficie cilindrica de revo-
lucion del modo siguiente:

Si suponemos en el techo una circunferencia e imaginamos
que suspendemos de todos sus puntos hilos que lleguen hasta
el suelo, la superficie formada por el conjunto de esos hilos es
una superficie cilindrica de revolucidn. Uno cualquiera de los
hilos es una generalriz, y la perpendicular al suelo, bajada des-
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de el centro de la circunferencia, serd el eje de la superficie
cilindrica de revolucién. La circunferencia de cuyos puntos pen-
den los hilos es la directriz.

Lo mismo en el caso' de la superficie cilindrica de revolu-
cién que en el caso de la superficie cénica anterior, podiamos
haber prescindido del eje, que no nos ha hecho falta para la
colocacién de los hilos, pero nos ha hecho falta la circunferens=
cia para apoyar los hilos en los puntos de la misma.

SUPERFICIE ESFERICA

237. Si hacemos girar una semicircunferencia alrededor de
su didmetro hasta volver a su posicién primera, el conjunto de
todas las posiciones de la semicircunferencia forma la superficie
esférica. Podemos, pues, definir la superficie esférica diciendo:

Superficie esférica es el lngar de todas las posiciones de
una semicircunferencia que da ana vuelta complela alrede-
dor de su didmelro. El didmetro alrededor del cual ha girado
la semicircunferencia se llama eje de la superficie esférica g
los extremos del eje se llaman polos (fig, 52).

Poliedros.

238. Lldmase poliedro el cuerpo limitado por planos.

Las intersecciones de los planos se llaman arisfas.

Los planos limitados por las aristas se llaman caras.

Los puntos donde concurren trés o mas caras se llamam
vériices.

Los diedros que forman cada dos caras contiguas se llaman
diedros interiores del poliedro.

Diagonal de un poliedro es la recta que nne dos vértices
no sitnados en la misma cara.

Los poliedros pueden ser convexos y concavos. Seré con--
vexo un poliedro si, mirado por el exterior, todos sus diedros-
son convexos, y serd concavo si, mirado por el exterior; tiene:
uno o mds diedros céncavos,

Los poliedros pueden ser también regulares e irregulares.

239. Poliedro regular es aquel cuyas caras son poligonos
- regulares e iguales (figs. 53, 54, 55, 56, 57) y sus dngulos po=
liedros, todos regulares e iguales; y poliedro irregular, el que
no cumple con todas estas condiciones.
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240. Los poliedros se clasifican lambién por el niimero

de sus caras.
El menor nimero de planos que se necesitan para cerrar es-

Fid, 55. Fig, 54, Fid. 55.

pacio es cuatro, luego el poliedro de menor nimero de caras
es el que tiene cuatro, y se llama fefraedro.

El que tiene cinco se llama........ .4 pentaedro.
= seis = aeaanineevae exraedro.
El - siete — L..ieieesnns eptaedro.
El . — ocho,  —  sivesissasas octaedro.
Bl TN doaw oo, et dodecaedro.
Bl 2 veinte — Liiiiiieis.. dcosaedro.

El tetraedro, el exaedro, el octaedro, el dodecaedro y el
icosaedro pueden ser poliedros regulares; los demds, no, lo

Fig. 56. Fig. 57.

cual nos dice que no hay més que cinco formas de poliedros re-

dulares,
Entre los poliedros hay dos grupos notables, que son el de

las pirdmides y el de los prismas.
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Pirdmides.

241, Lldmase pirdmide el poliedro limitado por un 4ngulo
poliedro y un plano que corta a‘todas sus aristas. La porcion
de este plano, limitada por las caras del angulo poliedro, se
llama base de la piramide.

También se define la pirdmide diciendo:

Pirdmide es an poliedro limitado por una cara poligonal
cualguiera y tantos tridngulos concurrentes en un punto
como lados tiene la cara poligonal.

La cara poligonal se llama base de la piramide; los tridngulos
se llaman caras laterales, el punto donde concurren todas las
caras laterales, vériice de la piramide, y la perpendicular a la
base, trazada desde el vértice, se llama alfura de la pirdmide.

242. Las pirdmides pueden ser regulares e irregulares.

Pirdmide regular (fig. 58) es aquella cuya base es un po-
ligono regular, p cuya altura va a parar al centro de la base.
Los tridngulos laterales son isésceles e iguales, y la altura de
uno cualquiera de ellos se llama apofema de la pirdmide.

Las piramides se clasifican también por el poligono de su
base.

8/ la base es un {ridngulo, la pirdmide se llama friangu-
lar: es el tetraedro.

Si la base es un cuadrildtero, la p:rdmrde se llama cnq-
drangular.

57 la base es un pentdgono, la pirdmide se llama penta-

Lonal.

Prismas.

243. Prisma es un poliedro limitado por dos poligonos
iguales y paralelos, y tantos paralelogramos como lados
tiene uno de esios peligonos.

Los poligonos iguales y paralelos se llaman bases del pris=
ma, ¥y los paralelogramos caras laterales, y las intersecciones
de estas caras, aristas laterales.

Si las aristas laterales son perpendiculares a las bases, el
prisma se llama recfo (fig. 59), y si son oblicuas, el prisma se
{lama oblicuo.
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Si el prisma es recto y las bases son poligonos regulares,
el prisma es regular; y-si no se cumplen aquellas condiciones,
el prisma seré irregular.

244. Los prismas se clasifican por el nimero de lados
de sus bases, llamdndose, andlogamente a lo dicho en las pi-
ramides, prisma triangular, prisma cuadrangular, prisma
pentagonal, etc.

El més notable de los prismas es el cuadrangdular, que tie-
ne por base un paralelogramo. Se llama este prisma paralele-
Dipedo.

8i el paralelepipedo es reclo y las bases son rectdngiu-
los, el paralelepipedo se llama rectdngulo (fig. 60). Ejem-

" .fr

Fig. 58, Fig. 58. Fig. 60.

plos de paralelepipedos rectédngulos los tenemos en la mayor
parte de las salas y habitaciones de las casas.

Si el paralelepipedo rectdngulo tiene iguales todas sus aris-
tas, sus caras serdn cuadrados, y el paralelepipedo se llama
cubo. Pedemos, pues, definirlo, diciendo:
 Cubo es an paralelepipedo recidngulo cuyas cards son
todas cuadrados.

Cuerpos redondos.

245. Lldmanse cuerpos redondos les caerpos limitados
fotal o parcialmente por superficies curvas. Vamos a hablar
brevemente de tres de ellos, que son: el cono de revolucion,
el cilindro de revolucidn y a esfera,

12
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'CONO DE REVOLUCION

246. Llamase cono de revolucidn el cuerpo limitado por una
superficie conica de revolucién, y un plano que corta a ésta
perpendicularmente al eje. También puede definirse diciendo:

Cono de revelucidn es el lugar de todas las posiciones de
un tridngulo recidngulo gue gira dando una vuelta completa
alrededor de uno de sus catetos. El cateto fijo se llama eje.
Las posiciones del otro cateto forman la base, que es un circu-
lo. Las posiciones de la hipotenusa forman la superficie lateral
o la superficie cénica.

Los planos que cortan al cono pasando por el eje se llaman
planos meridianos.

5 Los planos que cortan al cono perpendicularmente al eje son
planos paralelos.

Las secciones que los planos meridianos producen en la su-
perficie del cono se llaman meridianos, que, en este caso, son
dos generatrices. ,

l.as secciones que los planos perpendiculares al eje produ-
cen en la superficie del cono se llaman paralelos, que son
siempre circunferencias. Un plano que sé6lo tiene con el cono
una generatriz comiin se llama plano tangente al cono,

CILINDRO DE REVOLUCION

247. Llamase eilindro de revolucion el cuerpo limitado por
una superficie cilindrica de reyolucién y dos planos perpen-
diculares a su eje. También puede definirse este cuerpo di-
ciendo:

Cilindro de revolucion es el lugar de todas las posiciones
que toma un paralelogramo recténgulo dande una vuella
completa alrededor de nno de sus lados. El lado fijo se llama
efe. Las posiciones que toma el lado opuesto al eje, al girar, for-
man la superficie cilindrica, y las posiciones de los otros dos
lados forman dos circulos, que son las bases del cilindro.

Los planos que cortan el cilindro pasando por el eje se lla-
man planos meridianos.

Los planos que cortan el cilindro perpendicularmente al eje
son planos paralelos.

Las secciones producidas en la superficie del cilindro por
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los planos meridianos se llaman meridianos, que en este caso
- son dos deneratrices.

Las secciones producidas en la superficie cilindrica por
planos perpendiculares al eje se llaman paralelos, que son
siempre circunferencias.

Un' plano que sé6lo tenda con el cilindro una generatriz co-

miin sé llama plano tangenie al cilindro.

ESFERA

248. Llémase esfera el cuerpo limitado por la superfi(:!e
esférica, o también:

Esfera es el lugar de todas las posiciones que foma un
semicireunlo, dando una vuelta completa alrededor de su did-
mefro. Este didmetro se llama ¢/je de la esfera, y sus extremos,
polos de la esfera. Radio de la esfera es la recta que une el
centro con un punto de su superficie; es el radro del semiclrcu-
lo que se supone ha girado alrededor del diametro.

Todo plano que corte a una esfera prodace en la superfi-
cie una circunferencia, y en la esfera, un eirculo.

Todo plano secante que pasa por el eje de la esfera se llama
plano meridiano.

Los planos secantes perpendiculares al eje son todos pa-
ralelos,

Las secciones producidas en la superficie esférlca por pla-
nos meridianos se llaman meridianos.

249, Las secciones producidas en la superficie esférica por
planos perpendiculares al eje se lla-
man paralelos.

Los planos secantes que pasan
por el centro producen en la superfi-
cie esférica circunferencias mduai.
mas, y en la esfera, circulos md-
2imos.

Los planos secantes que no pasan
por el centro producen en la superfi-
cie esférica circunferencias meno-
res, -y en la esfera, circulos me-
nores.

El plano que sdlo tiene con la superficie esférica un pun-
to cormiin se llama plano tangente. El plano tangente es per-
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pendicular al radio correspondiente al punto de contacto,
porque el radio es la recta mds corta que puede trazarse desde
el centro al plano tangente.

EjEMPLO. — Suponiendo que la figura 61 representa la tie-
rra, que consideramos como una esfera que dira alrededor del
eje, PP’ los planos que pasan por el eje producen los meridia-
nos PMAP’... PBP’.., Los planos perpendiculares al eje pro-
ducen los paralelos ABC..., MNQ...,HIL..., M\'N'Q"..., HI'L'...
En esta esfera, el paralelo ABC... es el Ecuador. El paralelo
MNQ... es, aproximadamente; el Trépico de Céncer. El para-
felo HIL..., el Circulo Polar Artico. El paralelo M'N'Q’... es el
Tropico de Capricornio, y el paralelo H'I'L'... el Circulo Polar .
Antértico. :

Areas.

250. No vamos a hallar sino las 4dreas de algunos cuerpos.
Area de la pirdmide regular.—El drea de lapirdmide re-
gular puede ser laferal p total. El drea laferal es la suma de
las dreas de todas-las caras laterales, y el drea total es la
suma del drea lateral v del drea de la base. :

Las caras laterales son tridngulos que tienen por base un
lado de la base de la pirdmide, y por altura, la apotema de la
pirdmide; y como el drea de una cara lateral es igual a la mitad
del producto de los valores numéricos de su base y apotema
multiplicado por la unidad superficial, e/ drea lateral de la
pirdmide regular serd igual a la mitad del producto del pe-
rimetro de la base por elvalor numérico de la apofema, mul-
tiplicado por la unidad saperficial.

El drea total de la pirdmide regular se oblendrd agregan-
do al drea lateral el drea de la base, que es idual a la mitad
del producto de los valores numéricos del perimetro y apotema
de la base, multiplicado por la unidad superficial,

Si designamos por p el perfmetro de la base, por @ el valor
numeérico de la apotema de la pirdmide y por &' el valor numéri-
co de la apotema de la base, el drea lateral y total podra expre-
. sarse del modo siguiente:

Area lateral = ;— pxXaxxuo.
L
o
= é—p(a’-}-a')x;;‘.

Area tolal = =— p><a>x< u* -+ -;—p><a'>_<n’
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251. Area del prisma recto.—En el prisma recto conside-
raremos también el drea laleral y el drea tofal. El drea lale-
ral es igual a la suma de las dreas de sus caras laterales,
v el drea total es la suma del drea lateral y de las dreas de
las dos bases.

Las caras laterales son rectdngulos, y ya conocemos el drea
del rectangulo, que es el producto de los valores numéricos de
su base y altura multiplicado por la unidad superficial. Luego
el drea lateral del prisma recto es ignal al producto del pe- -
rimetro de la base por el valor numérico de la arista late=
ral, multiplicado por la unidad superficial.

El drea total del prisma reclo se hallard agregando al
drea lateral las dreas de sus dos bases.

Si ademds de recto el prisma es regular, sus bases serdn
polidonos regulares, cuya drea acabamos de recordar en la
pirdmide. :

Las dreas lateral y total en este caso, designando por a el
valor numérico de la arista [ateral, y por @’ el valor numérico
de la apotema de la base, pueden expresarse del modo si-
duiente: i

Area lateral = p >< a ><u’.
Area total =pxa>x<m+p><a' <u=p(a-+a)x<ut,

252. Area del cono de revolucidn,—Considerando el cono
como si fuese una pirdmide regular de muchfsimas o de un ni-
mero infinito de caras, y teniendo en cuenta que el perimetro
de la base serd ahora una circunferencia, y la apotema de la
pirdmide serd la generatriz, que también se llama lado, el drea
lateral del cono de revolucidn serd igual a la mitad del pro-
ducto de los valores numéricos de la circunferencia dela
base y del lado, multiplicade por la unidad superficial. El
drea total del cono de revolucion se hallard agregando al
drea lateral el drea de la base, gue es un circulo.

El 4drea lateral y el drea total del cono de revolucion, lla-
mando r al valor numérico del radio de la base y / al valor nu-
mérico del lado del cono; pueden expresarse del modo siguiente:

Area lateral = =i >< u*.,
Areafotal =rzrix<a* -+ ar*><u==r(l + r)><ua*.

253. Area del cilindro de revolucion..—Considerando el
cilindro de revolucién como si fuese un prisma regular de infi-
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nito nimero de caras, el perimetro de la base serd una circun-
ferenmay la arista lateral serd la deneratriz.o lado; por con-
siguiente,
 El drea lateral de un erﬁndro de revolucidn serd igual al
producto de los yalores numéricos de la circanferencia de
ana base p del lado, multiplicado por la mitad superficial.
El drea fotal se hallard agregando al drea laleral las dreas
de los dos cirenlos que forman las bases.

Si llamamos r al valor numérico del radio de cualquiera de
las bases y / al valor numérico del lado del cilindro, sus dreas
lateral y total pueden expresarse del modo siguiente:

Area lateral = 2 wrl < u',
Arealotal =2xrl ><u® - 2xr><u? = 2nr (I - 1) >< .

Area de la esfera.—En estas NOCIONES, para el drea de la
esfera no podemos dar fundamento alguno. Sélo diremos que es
exactamente igual a la suma de cuatro cfrculos méximos. Luego
el drea de la esfera podréd expresarse del modo siguiente: -

Area de la esfera = 4nr* >< .

EJEMPLO.—¢Cudl serd el drea de una esfera cuyo radioten-
ga 10 unidades de longitud?
La expresi6n anterior nos da:

Area de la esfera = 4 >< 5,141592 >< 10* >< #?
= 4 >< 35,141592 >< 100 >< 1? = 1256,6368 >< u*.

Luego el drea de esta esfera tendrd 1256 unidades superfi-
ciales y 6368 diezmilésimas.

Volimenes.

254, Diremos unas pocas palabras acerca del volumen de
algunos cuerpos. El cuerpo que sirve de fundamento para hallar
los voliimenes de los demds es el paralelepipedo rectingulo.

Medida de un cuerpo es la relacidn entre la extension
del cuerpo y la de otro que se toma como unidad. La unidad
de extension de un cuerpo es un cubo que liene por arista la
anidad de longilud; 1a representaremos por #%, y la podemos
llamar unidad cibica,

255 Volumen de un cuerpo es la cantidad de su exten-
sion, o el prodacto de su medida por la unidad cibica.



Volumen de un paralelepipedo rectdngulo es igual al pro-
ducto de los'valores numéricos de su base p altura mullipli-
cado por la unidad cibica, o también al producto de los va-
lores numéricos de sus itres dimensiones por la unidad
clibica.

Volumen de un cubo.—Como el cubo tiene sus tres dimen-
siones iguales, e/ volumen de un cubo serd igunal al eubo del
valor numérico de su arista, multiplicado por la unidad
cibica. '

El volumen de un paralelepipedo cualguiera es igual al
producto de los valores numéricos de su base p altura por
la unidad cibica.

El volumen de un prisma cualguiera es igual al producto
de los valores numéricos del drea de la base p altura multi-
plicado por la unidad cibica.

256. Volumen de la pirdmide.—Para entender el volumen

+de una pirdmide, téngase en cuenta que cuando un cuerpo geo-
métrico (pirdmide o cono) que tiene base, a partir de ella, va
estrechandose poco a poco hasta terminar en un punto, el volu-
men del cuerpo queda reducido a la tercera parte de lo que se-
ria si no se estrechara, Esto nos dice que una piramide es la
tercera parte de un prisma de igual base e igual altura que la
piramide. Luego

El volumen de la pirdmide es iguual al lereio del producto .
de los valores numéricos de su base y altura, multiplicado
por la anidad ctibica.

257. Volumen del cilindro. — Considerando al cilindro
como un prisma de infinito niimero de caras, sus bases serdn
circulos, y sz volumen serd igual al producio de los valores
numéricos de su base y altura, multiplicado por la unidad
ciibica.

Su expresion sera:

Volumen del cilindro = =r® >< @ >< n®.

EJEMPLO.—4Cuél serd el volumen de un cilindro cuya base
tiene por radio cinco unidades y su altura diez?
La_expresién anterior nos da:

Volumen = = >< 5 >< 10 >< o3 = 5,141592 >< 25 > 10 >< u*
= 785,398 >< u®,
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Luego el volumen de este cilindro es igual a 785 unldades
ctibicas y 398 milésimas.

258. Volumen de un cono.—El cono, segtin lo dicho antes,
serd la tercera parte de un cilindro de igual base y altura que
el cono; luego '

El volumen de un cono serd igunal al tercio del producto
de los valores numéricos de su base y altura, mu!t.rp{wado-
por la nnidad crhbica. Expresion abreviada:

Volumen del cono = % i >< a>< ut.

259, Volumen de la esfera.—Del volumen de la esfera
s6lo diremos que es igual al tercio del producto de los valo-
res naméricos de su superficie y de su radio, multiplicado
por la nnidad cibica.

La expresidn abreviada sera:
Volumen de la esfera = % x> rx<xut = -g— wrt >< ut,
EjEMPLO,—dCudl serd el volumen de la esfera cuyo radio
tiene 100 unidades de longitud? -
La expresion anterior nos da:

Volumen de la esfera = % 7 > 100° >< a?

= % < 5,141592 < 1,000000 >< "

= 4188789 unidades ciibicas aproximadamente.
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ARITMETICA CONCRETA O PRACTICA

Nfimeros concretos.

260. Cuando la unidad no se refiere a un objeto determina~
do, por ejemplo, un libro, un érbol, un hombre, es decir, no se
refiere a objeto alguno particular que.nosotros podamos ver o
tocar, o imaginar o concebir, la unidad es abstracta, como ya
se dijo en otra ocasi6n, ¥ un conjunto de estas unidades se
ltama nidmero abstracto. Estos son los niimeros que hemos es-
tudiado hasta aquf, aparte de algiin ejemplo para aclarar alguna
idea; y-ellos han sido el objeto de la primera parte de estas No-
CIONES, de aquella parte que hemos designado con el nombre
de Nociones de Ariftmélica tedrica o absiracta.

261. Cuando la unidad es un objeto determinado que poda-
mos ver o tocar, o imaginar o concebir, la unidad es concreta,
¥y un conjunto de estas unidades se llama n#mero concrelo.
Existen tantas especies de niimeros concretos como especies
de objetos presenta la Naturaleza; pero nosotros no vamos a
tratar sino de un niimero muy limitado; vamos a tratar tan sélo
de los concretos que se refieren a medidas, pesas, monedas y
tiempo.

262. Veamos cémo son necesarias diversas unidades para
medir esta clase de magnitudes. Al hombre le conviene conocer
la cantidad de tela que necesita para un vestido, la distancia
de un pueblo a otro, etc...; pues bien, para conocer esta distan-
cia, para conocer aquella cantidad de tela, es preciso medirlas,
y para medirlas se necesita una unidad: de aqui la unidad de
longitud. Al hombre le conviene conocer la extensién de una
sala para alfombrarla, de un solar, de un campo, para saber
cudnto pueden valer, si quiere comprarlos o venderlosyy para
conocer estas extensiones necesita medirlas, y para medirlas
hace falta una unidad: de aquf la #nidad de superficie. El hom-
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bre necesita saber cudnto aire contiene una habitacién, cudnta
agua cabe en un depoésito, y para saberlo debe medir la habita-
cién, debe medir el depésito, y para medirlos hace falta una
~unidad: de aqui la #nidad de volumen. El hombre desea averi-
guar cuél es la cantidad de trigo, de vino, de aceite, etc., de su
cosecha, y aunque para averiguarlo bastarfan las medidas de
volumen, ofrecerian éstas algunos inconvenientes. Por esto ha
debido buscar otras medidas mas comodas para determinar esta
clase de magnitudes: de aqui la #nidad de capacidad. Hay otra
clase de magnitudes que, aunque tienen su volumen y su capa-
~cidad, no podrian apreciarse bien por estas especies de medi-
das, y exigen otras con las que pueda conocerse mejor su ver-
dadera cantidad: de aquf la-unidad de peso. Para entender bien
-esto tiltimo, lo aclararemos con algunos ejemplos. Si queremos
comprar o vender trigo, vino, aceite y otras cosas andlogas, no
veremos inconveniente alguno en que, para medir estas cosas,
se empleen medidas de capacidad, como sacos para medir el
trigo, vasijas para medir el vino, el aceite, etc...; pero si hemos
de apreciar la verdadera cantidad de otras substancias, como
frutas de algiin tamafio, naranjas, peras, melones, etc..., las
medidas de volumen y capagidad veremos que no convienen;
pues si tuviéramos que comprarlas, tendriamos que pagar el vo-
lumen del aire interpuesto al precio de las frutas. Otro ejemplo.
Llenamos de harina varios sacos de igual capacidad, ¥ en unos
estd la harina mds comprimida que en otros. ¢Servird el volu-
men o la capacidad para conocer la cantidad de harina que tiene
cada saco? Claro es que no. Bien podra ocurrir que, a pesar de
ser iguales los sacos y de tener en ellos la harina igual volu-
men, en un saco haya doble cantidad de harina que en otro. He
aqui como en estos casos la capacidad es engafiosa. No suce-
dera asi con el peso, pues si dos sacos iguales llenos de harina
pesan lo mismo, diremos, sin temor de equivocarnes, que en
ellos hay igual cantidad de harina. En resumen: hemos encon-
trado hasta aqui cinco especies de unidades: #nidad de longi-
tud, unidad de superficie, unidad de volumen, umdad de ca-
pacidad y unidad de peso.

En otros tiempos, estas unidades tenfan escasa o ninguna
relacién unas con otras; pero hoy, en el sistema actual de medi-
das y pgsos, estdn de tal modo ligadas entre si, que conocida una
sola de estas unidades, se pueden hallar facilmente todas las
demds. Esta ventaja y otras ofrece sobre el sistema antiguo el
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Sistema métrico decimal.

263, Este sistema se llama métrico, porque su unidad fun-
damental es el mefro, y se llama decimal, porque en su forma-
cibn, o sea en el establecimiento de sus miiltiplos y divisores,
se siguen, en general, las leyes del sistema decimal de nume-
racion.

Hemos dicho que la unidad fundamental de este sistema es
el metro, y ¢qué es el metro? Veamos, ante todo, como se de-
termina esta unidad, para comprender mejor en qué consiste.
Supongamos la cuarta parte de un meridiano terrestre, de que
ya hemos hablado en las NocloNEs DE GEOMETRIA, y sea esta
cuarta parte, llamada cuadrante, del meridiano qfe, saliendo
del Polo Norte, como todos los meridianos terrestres, pasa por
Par{s, por Barcelona y termina en el Ecuador. Pues bien: de
este cuadrante de meridiano se midié, primero, el arco com-
prendido entre Barcelona y Dunkerque, poblacidn situada al
norte de Francia, en el mismo meridiano que pasa por Parfs,
y Barcelona. Con esta medida se calculé luego la longitud de
todo el cuadrante, y esta longitud fué dividida en diez millones
de partes iguales: una de estas partes iguales es el melro,

264. Veamos ahora cémo del metro se derivan todas las
otras unidades del sistema. Formando un cuadrado, cuyo lado
tenga un metro de longitud, tendremos la unidad de superficie
llamada metro cnadrado. Para medir tierras o terrenos de culti-
vo, se emplea una unidad mayor, la unidad agraria llamada drea,
que es un cuadrado que tiene diez metros de lado.

Formando un cubo que tenga por arista an meiro de longi-
tud, tendremos la unidad de volumen llamada mefro cibico.

Formando un cubo hueco que tenga por arista interior la
décima parte del metro, obtendremos la unidad de capacidad
que se llama /ifro. /

Formando un cubo hueco que tenga por arista interior la
centésima parte de un metro, llenandolo de agua pura y pesédn-
dola en el vacio y a la temperatura de cuatro grados centigra-
dos, obtendremos la unidad de peso que se llama gramo.

He aqui cémo, de un modo tan sencillo, se derivan del me-
tro la unidad de supérficie con la unidad agraria, la unidad de
volumen, la unidad de capacidad y la unidad de peso.

Resumiendo, diremos:
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Metro es la diezmillonésima parte del cuadrante del me-
ridiano que pasa por Barcelona,

Metro cuadrado es un cuadrado que tiene un meitro de
lado.

Area es un cuadrado que tiene diez metros de lado.

Litro es la capacidad de un cubo hueco, cuya arista inte-
rior es la décima parte de an melro,

Gramo es el peso en el vacio, p a la temperatura de cua-
fro grados centigrados, de un centimefro cibico de agua
pura v destilada.

265. Veamos ahora c6mo en la formacién de sus miiltiplos
y divisores sigue el sistema las leyes del sistema decimal de nu-
meracion.

Los miiltiplos de la unidad, o sean las unidades de 6rdenes
superiores, son la decena, la centena, el millar, la decena de
millar, y en las medidas de peso, ademas de los miiltiplos ante-
riores, la centena de millar y el milldn, y los divisores de la
unidad, o sea las unidades de orden inferior, son la déeima, la
centésima y la milésima, todo exactamente como en el sistema
decimal de numeracion.

266. Los nombres de los muiiltiplos, 0 sea de las unidades de
6rdenes superiores, se forman sistematicamente, anteponiendo
al nombre de la unidad las palabras Deca, Heeto, Kilo y Mi-
ria, palabras griegas que significan, respectivamente, diez,
ciento, mil, diez mil, y los nombres de los divisores, o unidades
de ordenes inferiores, se forman anteponiendo al nombre de la
unidad las palabras deei, centi vy mili, que, aunque por si nada
signifiquen, antepuestas al nombre de la unidad, hacen que las
palabras asi formadas expresen, respectivamente, déeima, cen-
fésima y milésima parte de la unidad.

Asf tendremos los nombres de Decdmetro, Hectdmelro, Ki-
lometro y Miridmetro, decimelro, centimetro y miltmetro,
que expresan, respectivamente, diez metros, cien metros, mil
metros, diez mil metros, la décima parte de un metro, la centé-
sima parte de un metro, la milésima parte de un metro. Anélo-
damente se escribirfan los nombres de los miiltiplos y divisores
de las demas unidades del sistema.

267. OBSERVACION.—Se dice y escribe por muchos que las
palabras deei, centi, mili son palabras latinas, ¥ no hay tal: es-
tas voces, deci, centi y mili, que ni palabras pueden llamarse,
porque no expresan idea alguna, no son més que las dos prime-
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vas silabas, con alguna modificacién, de las palabras latinas de-
cimus, centessimus, millesimus, o de las espaiiolas ‘décimo,
centésimo, milésimo, que se derivan de aquéllas,

\ 268. Vamos a expresar en cuadros la unidad de cada espe-
cie, con sus miiltiplos y divisores, o con sus unidades de diver-
s0s Grdenes.

Designaremos, abreviadamente, la unidad por la primera le-
tra de la palabra que la expresa, y los miltiplos y divisores, por
dos letras: la primera de las palabras Deca, Heclo, Kilo, Mi-
ria, deci, centi y mili, mayiisculas para los miltiplos y mintiscu-
las para los divisores, y la primera letra de la unidad a que se
refieren.

Asf, para expresar el Deecdmelro, escribiremos Dm.; para
expresar el Kilogramo, escribiremos Kg.; para expresar el cen-
{fmelro, escribiremos cm.; para expresar eI miligramo, escri-
biremos mg., etc.

Unidades de Ionglfud, con sus mialtiplos y divisores.

Metro, unidad fundamental.

T L [,
miltiplos..) g’ — 10 Hm. = 100 Dm.
Mm. = 10 Km. =, 100 Hm.

1.000 m.
1.000 Dm. = 10.000 m.

‘'m. = 10dm. = 100cm.= 1.000 mm.
Metro y sus)dm. = 0,1lm. = 10cm. = 100 mm.
divisores,.)cm. = 0,0l m. = 10 mm. :
* { mm.= 0,001 m.

Unidades de capacidad, con sus miiltiplos y divisores.

Llitro. umdad
3 10
Litro y sus HL. =10 DI = 1008
miiltiplos..) g1" _ 10 HI. = 100 DI. = 1.000 1.
Ml 10 Kl. = 100 Hl, = 1.000 DI. = 10.000 1.
I+ =40l "=100:cl.:= 1,000 ml
Litro ysus)dl. = 0,11.. = 10cl. = 100 ml.
divisores..jcl. = 0011l.= 10ml
ml. = 0,001 1.
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Unidades de peso, con sus mdltiplos y divisores.

Gramo, unidad.
=: 10

Dg. = 10¢.
Eg' = }335' :%%g 1.000
g, — .= .=
e us M. = 10Kg. =100 Hg = 1 000 Bg. = 10,000 g
Qm.= I(llg%% =100 Kgd. = 1.000 Hg. = 10 000 Dg.
= q d.
Tm. = 10Qm. =100 Md = 1.000 Kg¢. = 10.000 Hg.
{ = 100.000 Dd. = 1.000.000 ¢
dramo = 10dd, = 100 cg. = 1.000 md.
Gramo y sus)dd. = 0,1¢. = 10cd. = 100 mg.
divisores..)ed. = 0,01 . = 10 mg.
mg. = 0,001 ¢

OBSERVACION.—En este cuadro de las medidas de peso se
habrén visto dos unidades de orden superior, que son el guintal
métrico y la tonelada méirica. Esto nace de que el miiltiplo
superior del sistema, o sea el Miriagramo, resultaba pequefio
para comparar con €l grandes pesos.

Por esto se idearon dos nuevos miiltiplds, que si por su nom-
bre no siguen la ley del sistema, sf la siguen por su valor. Para

»110 inventar nuevos nombres, se tomaron del sistema antiguo las
palabras guintal y tonelada, déndoles a cada una un valor que
obedeciera al sistema decimal y haciéndolas seguir de la pala-
bra métrico o mélrica, para que no se confundan con el quin-
tal y tonelada antiguos.

Para que siguieran la ley decimal, se hizo que el quintal mé-
trico valiera 10 M., y que la tonelada métrica valiera 10 quin~
tales métricos, como se ha visto en el cuadro,

Medidas de superficie.

269. Las medidas de superficie no siguen la ley decimal.
Podian haberla seguido sin inconveniente; pero entonces los
miiltiplos o unidades de 6rdenes superiores, asi como los divi-
sores o unidades de érdenes inferiores, no podrian ser cuadra-.
dos de lados conmensurables todos ellos. Asi, el lado del cua-
drado equivalente a 10 metros cuadrados serfa m. V10, asf
como el lado del cuadrado equivalente a 1.000 metros cuadrados.
seria 10 m. V10, etc.

En vista de esto, y queriendo que las unidades de érdenes
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" superiores e inferiores fuesen cuadrados, se prefirié que fuesen
los lados de estos cuadrados los que siguiesen la ley decimal,
lo.cual ha dado lugar a que las medidas superficiales obedez-
can a las leyes de un sistema centesimal o de base cienfo. En
efecto: si los miiltiplos del metro cuadrado son cuadrados cu-
yos lados obedecen a la ley decimal, el primer miiltiplo serd el
decdmetro cuadrado, o sea (10 m.)* = 10 m. > 10 m. = 100 m?.

El segundo miiltiplo serd el hectémetro cuadrado (10 Dm.)*=
= 10 Dm. >< 10 Dm. = 100 Dm?.

El tercer miiltiplo serd el kilémetro cuadrado (10 Hm.)? =

= 10 Hm. >< 10 Hm. = 100 Hm?, etc.

Luego una unidad de segundo orden contiene cien unidades
de primero; una unidad de tercer orden contiene cien unida-
des de sedundo, y asi sucesivamente. Del mismo modo, el pri-
mer divisor serd el decimetro cuadrado, o sea (0,1 m.)? =
= 0,1 m.>< 0,1 m. = 0,01 m®. '

El segundo divisor serd el centimetro cuadrado, 0 sea

(0,01 m.)? = 0,01 m.><0,01 m. = 0,0001 m? = 'i% 0,01 m?,
El tercer divisor serd el milimetro cuadrado o sea (0,001
m)? = 0,001 m. >< 0,001 m. = 0,000001 m®* = 100 ——==0,0001 m?, et-

cétera; donde vemos que el decimetro cuadrado es la centési-
ma parte del metro cuadrado, lo cual equivale a decir que el
metro cuadrado contiene 100 dm?; que el centimetro cuadrado
es la centésima parte del decimetro cuadrado, lo cual equivale &
decir que el decimetro cuadrado contiene 100 cm?, etc. Se ve,
por consiguiente, que el sistema de medidas superficiales obe-
dece a la ley de un sistema de numeracién centesimal o de

base ciento.
Medidas de volumen.

270. Andlogas consideraciones a las que hemos hecho en las
medidas de superficie podemos hacer aqui. Las medidas de vo-
lumen podrian someterse a la ley decimal como las demds; pero
si se quisiera que los miiltiplos del metro ciibico fueran ciibi-
cos, no podria lngrarse sino tomando, en la mayor parte de los
casos, cubos de aristas inconmensurables. Asi, para tener el
primer miltiplo decimal del metro ctibico, o sea la decena de
metros ciibicos, el cubo debiera ser, designando por @ la arista,



5
a® = 10 m8, de donde @ = m ¥ 10, valor inconmensurable. Lo
mismo ocurrirfa con el cubo que debiera contener 100 mé, en el

ctial la arista seria m VIOO Para evitar este Inconveniente se
prefirid que fuesen las aristas las que siguieran la ley decimal;
pero en este caso el sistema serfa el que podrfamos llamar, si
existiese la palabra, milesimal o de base mil. En efecto: el
primer miiltiplo del metro ciibico deberd ser el decdmetro cii-
bico, o sea (10 m,)? = 10 m. >< 10 m. >< 10 m. = 1.000 m®.
Luego el primer miiltiplo del metro cibico o la unidad de se-
gundo orden contendra 1.000 unidades de primero. La unidad
de tercer orden ser4 el hectometro ciibico, o sea (10 Dm.)* =
= 10 Dm. >< 10 Dm. > 10 Dm. = 1.000 Dm?®; luego una unidad
de tercer orden centiene 1.000 unidades de segundo, y asf su-
cesivamente.

Del mismo modo, el divisor de primer orden ser4 el decime-
tro ctibico (0,1 m.)* = 0,1 m. >< 0,1 m: > 0,1 m. = 0,001 m*
luego un decimetro ctibico es la milésima parte de un metro
ciibico, o, lo que es lo mismo, un metro ciibico contiene 1.000
dm?; el divisor de segundo orden, el centimetro cibico, o sea
(0, 01 m.)* = 0,01 m.><0,01 m. 0,01 m. = 0,000001 m® =

s '“‘—*10100 0,001 m8. Luego un centimetro ciibico es la milésima .

parte del decfmetro ctibico, lo que equivale a decir que el deci-
metro ciibico contiene 1.000 veces al centimetro ciibico, etc.

Unidades de superficie, con sus miiltiples y divisores.

getro cuadra:io, unidad.
m* = 100 m 3
Metro cua) Hims — 100 Dm? = 10000 m*
Ao YSUS) Km? = 100 Hm® = 10 000 Dm* = 1,000.000 m*
MHpIos- f Mm? = 100 Km® = 10.000 Hm® = 1,000,000 Dm?
= 100,000.000 m*

m* = 100 dm* = 10.000 cm? = 1,000000 mm®
il C“a's dm* = 0,0l m* = 100 cm! = 10000 mm*®
dradoysus cm! = 0,000l m* = 100 mm?
divisores .( e — 01000001 m?®

Medidas agrarias.

271. Las medidas agrarias son las tres primeras del cuadro
anterior, o sea el metro cuadrado con el nombre de centidrea,



€l decdmetro cuadrado con el nombre de drea y el hectbémetro
cuadrado con el nombre de hectdrea. Podemos, pues, escribir:

Area = 100 ca.
Area, mulhp!o y
divisores .. . Ca = 1130 a. = 10.000 ca.

Unidades de volumen, con sus mualtiplos y divisores.

Metro cidbico, unidad.

Metro ciibico\ Dm? = 1000 m* -

y sus miil § Hm® = 1000 Dm® = 1,000000 m®

tiplos..... Kni* = 1000 Hm?® = 1,000000 Dm?* = 1000;000000 m"

Mm® = 1000 Km® = 1,000000 Hm? = 1000,000000 Dm®
= 14000.000.000.000 m*
m = e ¢ I ]

Metroctbico 11, = (0T = 0o ™ = | o0 e

Y Ses SV cm® = 0,000001 m® = 1000 mm®

""" mimn® = 0000000001 md

Sistema monetario.

272. El sistema monetario espaiiol se compone de trece
monedas distintas, dispuestas del modo sigulente: /a unidad;
dos miltiplos, la decena p la centena, y dos submiltiplos,
la décima y la centésima, e infercalados entre la unidad y
la deecena, enfre la decena v la centena, entre la décima yla
anidad y entre la centésima y la décima, dos monedas, el
duplo y el guintuplo de la menor de las dos entre las que se

hallan interecaladas. Véanse puestas en orden; de mayor a
menor:

100 pesetas. 100 pesetas.
50" 50
20 - 20 —_
10 — 10 —
5 — 5 -
2 — 2 —
1 — (6] 1 —
05 — 50 céntimos,
0,2 —(I) 20 — (1)
Rk s 10 --
0,05 — 5 —
0,02 — 2 —
0,01 — 1 —

-

(1) Segdin un documento o Memoria, que tenemos a la vista, de la Fébrica
Nacional de la Moneda y Timbre, ¢l afio 1871 fueron acuiiadas 5.0891 monedas
de 20 céntimos, ura de 1as cuales ha llegado a nuestras manos.

13
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Las-cuatro primeras monedas, o sea la de 100 pesetas, la de
50 pesetas, la de 20 pesetas y la de 10 pesetas, son de oro; las
cinco siguientes, o sea la de 5 pesetas, la de 2 pesetas, la pe-
seta, la de 50 céntimos y la de 20 cénlimos, son de plata; las
cuatro 1ltimas, o sea la de 10 céntimos, 1a de 5 céntimos, la de
2 céntimos y el céntimo, son de cobre,

273. ADVERTENCIA.—Aunque estas monedas se llaman de
oro, de plata y de cobre, no son de oro puro, ni de plata pura,
ni de cobre puro. Con objeto de darles mds consistencia, dure-
za y sonoridad, las monedas estdn formadas de la unién {ntima
o aleacion de dos metales, las de oro y plata, y de tres, las de
cobre. La aleacién para las monedas de oro se compone, por
1.000 unidades de peso, de 900 unidades de oro y 100 de cobre;
por esto se dice que la ley de las monedas de oro es de 900 mi=
lésimas. La aleaci6n para las monedas de plata se compone,
por cada 1.000 unidades de peso, de 900 de plata y 100 de co-
bre, en las piezas de 5 pesetas, y de 835 de plata y 165 de co-
bre, en las otras monedas del mismo metal. La aleacién para
las monedas de cobre se compone, por cada 1.000 unidades de
peso, de 950 de cobre, 40 de estafio y 10 de zinc.

PROBLEMA.— Pagar con el menor nimero posrb[e de mo-
nedas las cantidades siguientes:

3 pesetas, 7 pesetas, 15 pesetas, 37 pesetas, 99 pesetas,
455 pesetas, 573 pesetas, 2,75 pesetas, 1,538 pesetas.

1.? 3 pesetas se pagan con dos monedas: una de 2 pesefas
y una de 1 peseta.

2.° 7 pesetas se pagan con dos monedas: una de 5 pesetas
y una de 2 pesetas.

3.° 13 pesetas se padan con tres monedas: una de 10, una
de 2 y una de 1.

4.° 37 pesetas se pagan con cuatro monedas: una de 20 pe-
setas, una de 10, una de 5 y una de 2.

5.2 99 pesetas se pagan con seis monedas: una de 50 pese-
tas, dos de 20, una de 5 y dos de 2.

6.° 435 pesetas se pagan con siete monedas: cuatro de 100
pesetas, una de 20, una de 10 y una de 5.

7.° 575 pesetas se pagan con nueve monedas: cinco de 100
pesetas, una de 50, una de 20, una de 2 y una de 1.

8.° 2,75 pesetas se pagan con cuatro monedas: una de 2 pe-
setas, una de 50 céntimos, una de 20 céntimos y una de 5.

9.° 1,38 pesetas se pagan con seis monedas: una de 1 pese-
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ta, una de 20 céntimos, una de 10 céntimos, una de 5 céntimos,
una de 2 céntimos y una de 1.

Relaciones entre el sistema monetario
y el sistema métrico decimal.

274. (Existe alguna relacién entre el sistema monetario'y
el sistema métrico decimal? Si. Por el didmetro y por el peso
se han relacionado las monedas con el metro, y en cuanto a su
valor, siguen le ley decimal. El didmetro de las piezas de dos
céntimos tienen dos centimetros, y el de las piezas de.cinco
céntimos, 25 mm.; de manera que poniendo en contacto una al
lado de otra 50 piezas de dos céntimos, haciendo 'que los cen-
tros estén'en linea recta, tendremos exactamente la longitud de
un metro, y poniendo del mismo modo en contacto 40 piezas de
cinco céntimos, tendremos también el metro. Las piezas de co-
bre valen tantos céntimos como gramos pesan, o pesan tantos
gramos como céntimos valen, de modo que 1 céntimo pesa un
gramo; 2 céntimos, dos gramos; 5 céntimos, cinco gramos, y 10
céntimos, diez gramos, Las monedas de plata pesan a razén de
cinco gramos por peseta.

PROBLEMAS.—1.° Pesar medio kilogramo de una subs-
tancia por medio de monedas de plata.—Medio kilogramo son
500 gramos; 8i una peseta pesa 5 4., 100 pesetas pesardn 500 g.;
luego poniendo en un platillo de balanza 100 piezas de 1 pese-
ta 0 50 de 2 pesetas o 20 duros, ¥ en el otro platillo la substan-
cia, cuando los dos platillos estén equilibrados, se tendrd el\
peso pedido.

2.° Pesar fres cuartos de kilogramo deé una substancia
por medio de monedas de cobre.

Tres cuartos de kilogramo son 750 g, y como cada cénti-
ma. de cobre pesa un gramo, bastard poner en un platillo de ba-
lanza 750 céntimos, que podrén ser 75 piezas de diez céntimos,
0 150 de cinco céntimos, o 375 piezas de dos céntimos, o 750
piezas de céntimo.
~ En cuanto a que sus valores siguen la ley decimal, ya se ha
visto que diez piezas de 1 céntimo valen una pieza de 10; diez
piezas de 10 céntimos valen una peseta; diez piezas de 1 pese-
ta valen la pieza de 10 pesetas; diez p{ezas de 10 pesetas valen
la pleza de 100 pesetas.
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Medidas de tiempo.

275. El tiempo tiene dos magnitudes invariables, en que el
hombre no ha tenido intervencion alguna; tales son el afio y el
dia. El afio es la duracidn de una vuelta completa de la Tie-
rra alrededor del Sol. El dia es la duracién de nna vuella
completa aparente del Sol alrededor de la Tierra. Esta dura-
cidn es igual al tiempo que transcurre entre dos pasos conse
cutivos del Sol por el mismo meridiano.

276. Los miiltiplos y divisores del afio y del dia los ha idea-
do el hombre, excepto el periodo de siete dias, o sea la sema-
na, que es de institucion divina.

El miltiplo més conocido y més antiguo del afio es el perfo-
do de 100 afios, llamado siglo.

Ademas del siglo, los miltiplos del afio son:

El &ienio, dos afios.

El trienio, tres afios.

El euatrienio, cuatro afios.

El guinguenio, o lustro (1), cinco. afios.

El sexenio, seis afios.

El seplenio, siete afios.

El decenio, o década de aios, diez afios.

La vuelta completa de l1a Tierra alrededor del Sol dura 365
y casi la cuarta parte de otro dia. Esta cuarta parte forma cada
cuatro afios un dia, proximamente, razén por la cual s afiade
este dia cada cuarto afio, formando el afio bisiesto, que tiene
366 dias. Son aiios bisiestos aquellos cuyos nimeros son divisi-
bles por cuatro, exceptuando los afios seculares, cuyo nimero,
siendo divisible por cuatro, no sea divisible por 400, Por esto
no fueron bisiestos los afios seculares 1700, 1800, 1900, que,
siendo divisibles por cuatro, no lo son por 400; pero si lo seré
¢l afio secular 2000, que es divisible por 400.

271, Divisores del aifio.—El afio, propiamente tal, no tie-
ne divisores; por lo menos enteros, y aunque el afio civil de 365
0 366 dias tiene divisores, no se utilizan para nada.

El afio se ha dividido en doce partes desiguales, Itamadas®

(1) Este nombre viene de lusirum, palabra con queé los romanos designaban
un periodo de cinco afios, al fin del cual celebraban las fiestas llamadas lus-
trales.



P =
meses, cliyos nombres y niimero de difas se expresan en el si-

guiente cuadro:

Enero, que tiene 31 dias.
Febrero, - 28 — 029, cuando el afio es bisiesto.
Marzo - 3 —
Abril, — 30 —
Mayo, — 31 —
Junio, == B
Julio, - 31 -
Adosto, — 3] =
£ Septiembre, — 30 -~
Octubre, — 51 —
Noviembre, — 30 —
Diciembre, —= 31 —

Miiltiplos y divisores del dia.

278. EI primer miltiplo del dia es la semana, periodo de
tiempo tan antiguo como el hombre, pues fué dictado por Dios
a nuestros primeros padres, al imponerles el precepto de des-
cansar el séptimo dia. Los dias de la semana se llaman:

‘Lunes (de Luna).
Martes {de Marte).

Miércoles (de Mercurio).

Jueves (de Jipiter).
Viernes (de Venus).

Sabado (de Shabbath, descanso)
Domindo (de dies dominica, dia del Sefior).

Ademés de la semana, existen otros miltiplos del dia, ex-

presados en el cuadro siguiente:

Triduo .....

Semanai....

Octava.....

Muiiltiplos..... { Novena. ...
( Década.... -

Divisores..... 1 La hora.....
El minuto...

MBS.T. s

tres dias.
seis dias.
ocho dias.

_ nueve dias.

diez dias.
quince dias.

28, 29, 30 6 3l dias.

se divide en 24 horas.
—  — 60 minutos,
—  — 60 segundos.



OBSERVACION.—La definicién de dfa, diciendo que es el
tiempo que emplea la Tierra en dar una vuelta alrededor de su
eje, corresponde al dia sideral o sidéreo, que es el tiempo que
transcurre entre dos pasos consecutivos de una estrella por el
mismo meridiano. El dia solar medio, que es el dia usual, tiene
tres minutos y 56 segundos més que el dfa sidéreo. El afio tiene
566 dias sidéreos y un cuarto, préximamente. Veéase, pues,
como definir el dia como el tiempo que emplea la Tierra en dar
una vuelta alrededor de su eje, y decir en seguida que el afio
tiene 365 dfas y un cuarto es una contradiccién, pues durante
el afio, la Tierra da 366 vueltas y un cuarto alrededor de su eje.
El dia sidéreo, iitil a la Astronomia, por su invariabilidad, no
serviria para los usos de la vida. Basta considerar, para con-
vencerse de ello, que durante el afio, el medio dia sidéreo pa=
saria por todas las horas del dia solar, .de manera que habria un
dfa en que serfa medio dia a la salida del Sol, otro dia en que
serfa medio dia a la puesta del mismo, etc.

Nameros complejos e incomplejos.

279. Acabamos de ver que los niimeros concretos que se
refieren a medidas de longitud, de superficje, de volumen, de
capacidad y de peso, lo mismo que los que se refieren al siste-
ma monetario y a las unidades de tiempo, constan de diversos
érdenes de unidades, unos, mualtiplos, y otros, divisores de Ia
unidad principal.

" Todos esos niimeros se clasifican en fnecomplejos y com-
plejos.

- Llamase incomplejo un nimero concreto de una especie de=
terminada, que expresa unidades de un solo orden en aquella
especie.

Lldmase nimero complejo un nimero "concreto de especie
determinada, que expresa unidades de dos o mds drdenes en
aquella especie.

EJEmPLOS:
Incomplejo de londitud...... 6 metros.
Incomplejo adrario.......... . 7 Hectéreas.
incomplejo de volumen,..... 3 centimetras ciibicos.

Incomplejo de capacidad.... 8 Decalitros.



Incomplejo de peso......... 3 toneladas.

Incomplejo monetario....... 2 pesetas.

Incomplejo de tiempo....... 15 afios,

Complejo de longitud....... 7 Km.,,5Dm. y 6 m.

Complejo agrario...c.oveens 5Ha.,5a.9y4ca,

Complejo de volumen....... 4 Dm®, 35 m® y 145 dm®.

Complejo de capacidad...... 9HL,IDLy3L

Complejo de peso.....cvin. 3 Qm., 6 Mg, 2Dg. y 7 d.
Complejo monetario........ 7 duros, 3 pesetas y 8 céntimos.
Complejo de tiempo........ 2 sidlos, 40 afios, 20 dias y 15 horas.

Transformacién de concretos.

280. En esta operacion se distinguen los casos siguientes:

1.° Convertir un incomplejo de orden superior en ofro de
orden inferior.

2.° Copvertir un incomplejo de orden inferior en otro in-
complejo de orden superior.

3.° Converlir un complejo en incomplejo del orden in-
Jerior.

4.° Convertir un complejo en incomplejo de un orden
cualguiera, distinto del inferior.

5.° Conveértir un incomplejo de orden inferior en com-
plejo del mismo orden y de érdenes superiores.

6.° Convertir un incomplejo de orden superior en com-
plejo del mismo orden p de ordenes inferiores.

Primero, Para converlir un incomplejo de orden supe-
rior en olro de orden inferior, se multiplica el incomplejo
de orden superior por el niimero que expresa cudntas veces
la unidad de orden superior contiene a la nnidad de orden
inferior.

Si el nimero concrefo es métrico-decimal, el problema
se reduce a poner ceros a la derecha del incomplejo de
orden superior o a correr la coma hacia la derecha, si el
incomplejo estuviera expresado por namero decimal,

EjEmPLOS. —1.° Transformar 8 Mm. en decdmeiros.—
Como un miridmetro tiene 1000 Dm., se multiplicardn los mi-
ridmetras por 1000, o se afiadirdn tres ceros, y se tendrd:

© 8 Mm. = 8.000 Dm.
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2.° Transformar 7 Km? en decimetros cnadrados.—Como
las unidades de superficie pertenecen a un sistema de base
ciento, la unidad de cada orden contiene efen veces a la unidad
de su orden inmediato inferior, ¥ como entre kilometro y deci-
metro hay cuatro 6rdenes, el kilémetro cuadrado contendra al
decimetro C}ladrado un nimero de veces expresado por la uni-
dad seguida de cuatro veces dos ceros; luego habra que multi-
plicar fos 7 Km# por 100 millones, o agregarle ocho ceros,

Luego 7 Km* = 700,000000 dni®,

3.° Convertir & Mm?® en centimetros ciibicos.—Las unida-
des de volumen vimos que pertenecian a un sistema de base mil,
o lo que es lo mismo, a un sistema en que una unidad de cual-
quier orden contiene mil unidades del orden inmediato inferior;
luego el miridmetro cibico contendrd al centimetro ciibico un
niimeroc de veces exprssado por la unidad seguida de tantas ve=
ces tres ceros como Grdenes haya desde el miridmetro hasta el
centimetro, ¥ como estos drdenes son seis, los 8 Mm. se multi-
plicardn por la unidad seguida de 18 ceros.

Luego 8 Mm?® = 8,000000,000000,000000.

28l. De lo que acabamos de ver en estos tres ejemplos,
se deduce: 1.° Que cuando el incomplejo pertenece al siste=
tema decimal, como ocurre cuando es de longitud, de capaci-
dad o de peso, para convertir un incomplejo de orden supe-
rior en complejo de orden inferior, se ponen a la derecha
del incomplejo de orden superior tantos ceros como drde-
nes haya desde el orden a que pertenece el incomplejo supe-
rior hasta el orden a que pertenece el inferior.

2.° Que cuando el namero incomplejo pertenece a las
medidas de superficie, gue siguen un sistema de base ciento,
para convertir un incomplejo de orden superior en incom-
plejo de orden inferior, se pondrdn a la derecha del incom-
plejo de orden superior tantas veces dos ceros como drde-
nes haya desde el incomplejo de orden superior al incom-
Plejo de orden inferior.

3.° Que cuando el mimero incomplejo perlenece a las
medidas de volumen, que siguen un sistema de base mil,
para convertir un incomplejo de orden superior en incoms-
plejo de orden inferior, se pondrdn a la derecha del incom-
Dplejo de orden superior tantas veces ires ceros como drde-
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nes haya desde el incomplejo de orden superior hasta el in-

complejo de orden inferior,

282. OBseRVACION,—S! el incomplejo de orden superior
estuviese expresado por un numero decimal, para conver-
tirle en incomplejo de orden inferior se correrd la coma a la
derecha tantos lugares como drdenes haya desde el superior
al inferior, si el imecomplejo es de longitud, eapacidad o
peso; se correrd la coma tantas veees dos lugares como drde-
nes haya del superior al inferior, si el incomplejo es de su-
perficie; y se correrd la coma a la derecha tantas veces ires
lugares como ordenes haya del superior al inferior, si el in-
complejo es de volumen. Si el niimero decimal no taviese su-
Jfictente nimero de cifras decimales, se pondrdn a su dere-
cha los ceros necesarios.

Haganse ejercicios sobre estos casos.

4.° Transformar 20 dures en céntimos.—Como un duro

tiene 500 céntimos, se multiplicard 20 por 500 y se obtendra:

20 duros = 500 céntimos >< 20 = 10000 centimos.

5.° Transformar 20 dias en minatos.—Como el dia tiene
1440 minutos, los 20 dias tendrén 20 veces 1440 minutos.
Luego

20 dfas = 1440 minutos >< 20 = 28800 minutos.

283. Segundo. 1. Transformar en hectometros los niime-
ros concretosle00 m.y 2385 m. Como el metro esté contenido
cien veces en el hectémetro, se dividira cada uno de los incom-
plejos por 100. Terminando €l primer incomplejo en dos ceros,
bastard suprimirlos; del otro incomplejo se separaran a la dere-
cha dos cifras decimales.

Luego
1600 m. =16 Hm.
2385 m. = 25,85 Hm.

2, Transformar 7591653 m? en kilometros cuadrados, p
47000.000 dm? en decdmeltros cuadrados. El metro cuadrado
estd contenido en el kilébmetro cuadrado un niimero de veces
expresado por la unidad seguida de tantas veces dos ceros
como 6rdenes haya desde el metro al kilémetro, y como desde
el metro al kildmetro hay tres Grdenes, el metro cuadrado estd
contenido’ 1,000000 de veces en el kilémetro cuadrado; del mis-
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mo modo se probaria que el decimetro cuadrado estd conteni-

~ do 10000 veces en el decdmetro cuadrado; luego el primer in-
complejo se dividird por un millén, y el segundo, por diez mil, y

se tendra: -
7591655 m?® = 7,591655 Km®.

47000000 dm* = 4700 Dm?.

3. Tranformar 38000000000 m* en kilometros cibicos, y
5950657481 em?® en decdmelros cubicos. .

Por un razonamiento anélogo al anterior se veria que el me-
tro ciibico estd contenido mil millones de veces en el kilémetro
ciibico, por ser las unidades ciibicas de un sistema de base mil;
y el centimetro ciibico, mil millones de veces en el decdmetro
ctibico; luego los dos incomplejos anteriores se dividirdn por
mil millones, y tendremos:

38000000000 m* = 38 Km®.
59306857481 cmd = 5,95055?43_! Dmé®.

Por estos tres ejemplos se ve: Primero. Que cuando el in-
complejo pertenece al sistema decimal, para convertirle en
incomplejo de orden superior se suprimirdn tantos ceros o
se correrd la coma lantos lugares a la izquierda eomo drde-
nes haya desde el incomplejo de orden inferior al incom-
plejo del orden superior.

Segundo. Que cuando el incomplejo es de superficie, para
convertirle en incomplejo de orden superior, se suprimen
tantas veces dos ceros o se corre la coma tantas veces dos
cifras como drdenes hapa desde el incomplejo del orden in-
Jerior hasta el incomplejo del orden superior.

Tercero. Que cuando el incomplejo es de volumen, para
convertirle en ofro incomplejo de orden superior, se supri-
men tantas veces ires ceros o Se corre la coma a lu izquier-
da tantas veces tres cifras como ordenes haya desde el in-
complejo de orden inferior al incomplejo del orden superior.

Nota.—Cuando el incomplejo es entero, se supone la coma
a la derecha de las unidades.

4.° Transformar 35729 céntimos en duros.—Como el
duro tiene 500 céntimos, se dividird el incomplejo de céntimos
por 800, y se tendra:

" 55729 céntimos = 71,458 duros,

es decir, 71 duros y 458 milésimas de duro.
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5.° Transformar 725826 minutos en dias.—E) dia tiene

1440 minutos; luego para convertir en dias el incomplejo de mi-
nutos dado, se le dividird por 1440, y se tendr4:

725826 minutos = 504,046 dias,

0 sea 504 dias y 46 milésimas de dia.
OBSERVACION.—Crando los nimeros no son méfrico-deci-
males p el resullado de esta transformacion no es un niime-
ro entero,se prefiere dejarlo en forma de quebrado,poniendo
el divisor por denominador. Segiin esto, tendremos:
55720 céntimos = 2%%_91 duros,

725826, ,.
- 14’4 — dias.

725826 minutos =

284. Tercero. Para fransformar un complejo en incom-
Pplejo de orden inferior, se transforma el incomplejo de or-
den superior en incomplejo de orden inmedialo inferior, y
al resultado se le afiade el incomplejo de este orden; la

. suma resultante se lransforma en incomplejo del orden in-
medialo inferior, y al resultado se le suma el incomplejo de
este mismo orden, vy asf se continia hasta llegar al incom-
plejo de illimo orden que contenia el complejo dado.

1. S/ el complejo es métrico-decimal basta poner cada
zno de los incomplejos en el lugar que le corresponde, como
si se faerq a escribir un niimero entero o decimal con unida-
des dadas de varios 6rdenes. -

EjempL0s.—1.° Transformar en incomplejo de metros
el complejo que constade 7 Mm., 9 Hm., 6 Dm, y 3 m. Como
los miridmetros son unidades. de quinto orden, los hectémetros
de tercero, los decdmetros de segundo y los metros de primero,
bastara colocar estos oOrdenes de unidades en sus lugares co-
rrespondientes, poniendo un cero en el lugar de las unidades de
cuarto orden, que no existen en este ejemplo. Luego

7Mm...9Hm...6Dm...3m... =70963m. ~

2,9 Converlir en incomplejo de gramos 6 Tm., 9 Qm., 4
kilogramos vy 6 Dg.

Tenemos en este ejemplo unidades de séptimo orden, uni-

dades de sexto orden, unidades de cuarto y uhidades de segun-
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do, faltando las de quinto, tercero y primero; luego pondremos .

un cero en el primer lugar, un cero en el tercero ¥ un cero en
el quinto, y en los demés lugares las cifras que expresan los in-
complejos de los ordenes correspondientes; por lo tanto,

7Tm... 9Qm... 4d Kd, y 6 Dd, = 7,904060 &.

Il. S/ el complejo fuese métrico-centesimal o de superfi-
cie, observaremos que, siendo un sistema de base ciento, no
disponiendo mésque de nueve cifras y pudiendo llegar hasta 99
el nimero de unidades de cada orden, se necesitan para cada
orden dos lugares, Se haré, por consiguiente, gue fodos los dr-
denes estén representgdos por dos cifras, poniendo an cero
a la izquierda de los que no tengan mds que nna cifra, y dos
ceros en los lugares que carezean del orden correspondien-
fe de nnidades. Una vez hecho esto, se juntardn los distintos
ordenes de incomplejos del complejo dado, haciendo que cada
orden ocupe el lugar que le corresponde.

EjempPLo.— Convertir en centimetros cuadrados, 8 mirid-
metros cuadrados, 73 Hm?, 9 Dm2, 23 m? y 5 cm?. Observare-
mos que este niimero complejo no contiene kilémetros cuadra-
dos; luegdo habré que poner dos ceros en su lugar; que los decé-
metros cuadrados sélo tienen una cifra; luego habrd que poner
un cero a la izquierda de esa cifra; que tampoco tiene unidades
de primer orden decimal, o sea decimetros cuadrados, y que
los centimetros cuadrados sélo tienen una cifra; luego habra
qiie poner dos ceros en el lugar de los decimetros cuadrados y
un cero a la izquierda de la cifra de los centimetros cuadrados.
Hecho esto, se colocardn los distintos 6rdenes de unidades en
el lugar que les corresponda, y resultaré:

8 Mm®... 73 Hm*... 9 Dm* 25 m® y 5 cm® = 8007509230005 cm?.

ll. Siel nimerocomplejo perteneciese al sistema milesi-
mal, 0 lo que es lo mismo, fuese de volumen, teniendo en cuen-
ta que una unidad de un orden contiene mi! de orden inmedia-
to inferior, que no se dispone més que de nueve cifras, y que las
unidades de cada orden pueden llegar hasta 999, eada orden de
unidades necesita tres lugares.Por lo tanto, s¢ faltan unida-
des de uno o mds ordenes, habrd que colocar tres ceros en
el lngar de cada orden que carezca de unidades. Si un or-
den de unidades no tiene mds gne dos cifras, se colocard

e e L e el
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un cero a la izquierda de ellas; y i no tuviese mds que una
cifra, se colocarian a su izquierda dos ceros, Hecho ssto,
se agruparan los incomplejos que forman el complejo, haciendo
que cada orden ocupe el lugar que le corresponde.
EjempPLO.—Transformar en metros cibicos el complejo si-

duiente:
87 Mm"... 9 Km®... 38 Hm®... 1253 m®.

En este complejo faltan los decdmetros ciibicos; luego se
pondran tres ceros en su lugar; los kilémetros ciibicos sélo tie-
nen una cifra; luego se pondrdn dos ceros a su izquierda; los
hectémetros ciibicos tienen dos cifras; luego se pondrd un cero
a su izquierda. Hecho esto, se agruparan todos los érdenes de
manera que cada incomplejo ocupe el lugar que le corresponde,
y tendremos:

87 Mm*... 9 Km®... 38 Hm"... 125 m* = 87000038000125 m".

OBSERVACION. — Si el incomplejo que no tiene dos cifras en
las medidas de superficie, o tres en las de volumen, es el’in-
complejo de orden superior, no se colocan cero o ceros a su iz-
quierda, porque, comd se ve, serian completamente initiles.

V. Transformar en incomplejos de céntimos el complejo
siguiente:

11 duros, 4 pesetas y 85, ¢éntimos. Se reducirdn los duros
a pesetas, y al resultado se le agregard el incomplejo de 4 pe-
setas; luedo se reduciran las pesetas a céntimos, y al resultado
se agredard el incomplejo de céntimos como se ve a conti-
nuamén

11
>< 5 pesetas.
55 pe setas
kg
59 pesetas — 5900 céntimos. -
L85 o~
5985 céntimos.

Luego
11 duros, 4 pesetas, B5 céntimos = 5985 céntimos.
V. Transformar en incomplejo de segundos el complejo

signiente: 25 dias, 20 horas, 45 minatos p 55 segundos. Se
reducirén los dias a horas, y al resultado se le sumard el incom-
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plejo de horas; se reducird la suma a minutos, y al resultado se

le agregard el incomplejo de minutos; se reducird la suma a se-

gundos, -y al resultado se agregard el incompléjo de segundos.
La dltima suma serd el mimero de segundos buscado. Véase la
serie de operaciones que conducen al resultado pedido:

25 [ 620 37245

>< 24 horas, 60 minutos, | B0 segundos.
100 57200 minutos. | 2234700 segdundos.
50 i + 55 —
600 horas.| 57245 minutos. | 2234755 sedundos.

200 = [
620 horas.

* Luego

925 dias, 20 horas, 45 minutos y 55 sedundos = 2234755 segundos.

OBserVACION.— En el ejemplo IV parece que se han multi-
plicado 11 duros por 5 pesetas, lo cual no tiene sentido alguno,
pues realmente nada significa tomar 11 duros, 5 pesetas de ve-
ces,; 0 5 pesetas, 11 duros de veces. La verdad estd en que se
toman 5 pesetas 11 veces, prescindiendo de que sean duros
u otra cnsa; es decir, considerando el 11, como abstracto. Lo
mismo ocurre en el ejemplo V: en los productos 25 dias por 24
horas, 620 horas por 60 minutes, 37245 minutos por 60 segun-
dos, el niimero 25 sélo indica que hay que tomar 24 horas 25 ve-
ces; el nimero 620 sélo indica que hay que tomar 60 minutos
620 veces, asf como el nimero 37245 indica solamente que hay
, que tomar GO segundos 37245 veces; es decir, los nimeros 25,
620 y 57245 se consideran como abstractos. En ocasién opor-
tuna se dird que el factor considerado como abstracto es el
multiplicador, y el concreto, el multiplicande.

285.° Cuatto. Convertir un complejo en incomplejo de
orden distinto del inferior.

Para resolver este caso, Se reduce el complejo dado-a in-
complejo de orden inferior, por la regla dada en el caso an-
terior; v luego, si el complejo es métrico-decimal, métrico-
centesimal o de superficie, métrico-milesimal o de volumen, se
coloca la coma en el lugar de las unidades a que se guiere
reducir el complejo,.y si no es métrico-decimal, nf centesimal,
ni milesimal, se le pone por denominador el nimero gue ex
presa cudnfas veces la nnidad inferior estd contenida en
aquella a que reducimos el complejo,



EjempL0oS.—1.° Convertir en incomplejo de kilogramos
75 Tm., 8 Qm.,6 Mg., 9 Kg., 4 Dg.p 6 2.

Reduciendo primeramente el complejo a gramos, se tendra:
75869046 ¢., y poniendo la coma en el lugar de ios kilogramos,
resulta: 75869,046 Kg.

2.9  Reducir a dreas 73 Ha., 9 a. y 35 ca.

Reduciendo el complejo a incomplejo de centidreas, se ten-

dra 730935 centidreas, y ponjendo la coma en el lugar de las

dreas, resultara:
73809,35 a.

3.% Convertir en decdmetros cibicos, 9 Mm*,78 Km® 136
melros cbicos.
Reduciendo este complejo a incomplejo de metros ciibicos,

se tendra:
9078000000 156 m®.

Poniendo ahora-a coma en el lugar de los decametros ciibi-

cos, resultara:
9078000000, 1368 Dm?,

4.° Convertir en incomplejo de semanas I mes de 30 dlas,
2 semanas, 5 dias, 8 horas y 20 minufos.

Convertiremos primero €l complejo en minutos, y para ello
observaremos que 30 dfas, 2 semanas y 5 dias componen 49
dfas. Ahora, reduciendo €l complejo de 49 dias, 8§ horas y 20
minutos, todo a minutos, como se ve en las operaciones si- -

duientes:

: 49
>< 24 horas 1184
196 > 60 minutos
_ 98 71040 minutos
1176 horas L8R Lo
Loy e 71060 minutos
1184 horas

tendremos que 1 mes de 30 dias, 2 semanas, 5 dias, 8 horas y
20 minutos equivale a 71060 minutos, Y poniendo por denomi-
nador el numero de minutos que tiene una semana, que son
10080, se tendrd el complejo dado, reducido a

71080 . rmanas
10080 ° ;
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286. Quinto. ~Convertir un incomplejo de orden inferior
en complejo de igual orden y de drdenes superiores. Para
resolver este caso, se reduce el incomplejo dado a incomple-
Jjo del orden inmediato superior; el resultado se reduce tam-
bién a incomplejo del orden inmediato superior, y asi suce-
sivamente, hasta llegar ‘a un incomplejo que no contenga
anidades de orden mds elevado.

Si el nimero es métrico-decimal, la operacidn se hace se-
parando las cifras de una en una, st es métrico-centesimal,
Separando las cifras de dos en dos, y si es métrico-milesi-
mal, separando las cifras deé tres en tres.

Si el incomplejo no es métrico, se hard por una serie de
divisiones sucesivas, como se veré en los ejemplos siguientes.
El iiltimo eociente y todos 10s restos precedentes formardn
el complejo pedido.

EjempLos. — 1.° Converlir en complejo el incomplejo
71525893 g. Separando las cifras de una en una y dando a cada
cifra la denominaci6n que le corresponde, se tendra:

7525805 ¢. = 7 Tm., 5 Qm., 2 Mg, 5 Kg., 8 Hg., 9Dg. y 5 ¢.

*2.° Convertir en complejo el incomplejo 783904 ca.
Como pertenece al sistema centesimal, separaremos las ci-
fras de dos en dos, dando a cada grupo de dos c1fras la denomi-
nacién correspondiente, y se tendra:

785904 ca. =78 Ha., 39 a. y 4 ca.

3.° Transformar en complejo el incomplejo.
750,508729 m®,
Como este incomplejo pertenece al sistema de base mil, se

separaran las cifras de tres en tres, dando a cada grupo de tres
cifras la denominacion correspondiente, y se tendra:

730508729 m® = 750 Hm?, 508 Dm® y 729 m®.

4.° Convertir en complejo el incomplejo 4,000000 de se-
Lundos.

Se convertirdn, primero, los segundos en minutos, dividien-

do el mimero de segundos por 60; el cociente se convertird en

horas, dividiéndole por 60; el nuevo cociente se reducird a dias,

s a o w il O
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dividiéndole por 24, y el tltimo cociente, a meses de 30 dias,
dividiéndole por 30. El dltimo cociente y todos los restos prece-
dentes formardn el complejo pedido.

Véanse las operaciones:

4000000 sedundos | 60
40 66666 minutos | 60

40 08 VT N ST
40 1111 horas | 24 |
40 06 151 e

% 46 dias 30

06
40 sedundos 08 minutos 7 horas 16 dias o

Estas operaciones nos dicen que 4,000000 de segundos equi-,
valen a 1 mes, 16 dfas, 7 horas, 6 minutos y 40 sedundos,

287, Sexto. Convertir un incomplejo de orden superior
en complejo del mismo orden v de drdenes inferiores.

Este caso ocurre inicamente cuando el incomplejo dado
es fraceionario, v es lo que suele Hamarse valuacidn de un
quebrado. Para resolverlo, se reduce el incomplejo dado al
orden inmediafo inferior; la parte fraecionaria del resulta-
do se reduce también al orden inmediato inferior, y ast su-
cesivamente, hasta legar al iltimo orden.

Vamos a explicar la regla por medio de unos ejemplos:

1.° Sea reducir a complejo el incomplejo 1,;3- de tonela-

da méirica. Siendo este incomplejo métrico-decimal, la opera-
cion se hard transformando el quebrado ordinario en decimal,
o dividiendo el numerador por el denominador, y aproximando
el cociente hasta llegar a las unidades del iiltimo orden, Véase:

15 ‘ 7
60 6
40 | Tm., 8 Qm., 5 Mg., 7 Kg., 1 Hg., 4Dg., 2 ¢, —.
50
10
30
920

6

La operacién nos dice que 175- de tonelada métrica equiva-

len a _
{ Tm., 8 Qm., 5 Mg., 7 Kg., 1 Hg,, 4 Dg., 2 —?— g
14
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EXPLICACION: —17—.5- de tonelada contiene 1 tonelada y —?— de

tonelada. Estos % de tonelada se reducen a quintales métricos,

multiplicahdo el —?,— por 10, y sacande del resultado los enteros;

de dqui el poner un cero a la derecha del resto, y continuar [a
divisién, que nos da 8 Qm. y un resto 4, o, lo que es lo mismo,

8 Qm. % de quintal. Estos —;— de quintal se reducirdn a miria~

gramos, multiplicando el % por 10; de aqui el agredar un cero‘
- al resto 4 y continuar la divisién, etc. -
2.° Convertir en complejo el incomplejo % de semarm;
Se dispondra la operacién del modo siguiente:

v 8
> T | semana, 8 dfas, 3 horas.

15 :
EXPLICACION. ;-Los T de semana contienen 1 semana y 3

de semana. Estos —g— de semana se reduciran a dias multipli-

cando —;—- por 7, y sacando del producto o del quebrado impro-

pid que resulte Tos enteros; por esto se ha multiplicado el resto
7 por 7, ¥ el producto 49 se ha dividido por 8, resultando 6 dias,
con un resto 1. Este 1| indica que al cociente 6 dias hay que

agregarle i?de dia, que se reducird a horas, multiplicando

—;- por 24, y sacando los enteros del quebrado impropio resul-

tante; por esto se ha multiplicado 1 por 24, y el producto 24 se
ha dividido por 8, dando por cociente 3 horas, con un resto

cero; luego %‘5— de semana equivalen a 1. semana, 6 dias 3

,
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horas. De aquf la regla: Para convertir en complejo un incom -«
plejo fraccionario de un orden distinto del inferior, se divi-
de el numerador por el denominador, p st el incomplejo era
un quebrado impropio, el cociente entero expresard el ni-
mero de unidades de orden superior.que el incomplejo con-
fiene; se mulliplicard el resto por el nimero de veces que la
unidad del cociente contiene a la del orden inmediato infe-
rior, y el producio se dividird por el mismo divisor, con lo
que se tendrd el incomplejo siguiente del cociente; el naevo
resto se multiplicard por el niimero de veces que la unidad
del iltimo cociente contiene a la unidad del orden inmedtato
Inferior; el producto se dividird por el mismo divisor, y el
cociente serd el incomplejo siguiente del cociente, v asi se
continnard, hasta llegar al infimo orden o a un resto cero.

St el incomplejo estuviera expresado por un quebrado
propio, se supondria gue son cero lgs unidades de orden su-
perior del primer cocienle, y se segunird la operacion a’et
modo que se ha dicho.



CALCULO DE NUMEROS CONCRETOS

Adicion de concretos.

288. Distinguiremos en esta operacion cualro casos:
1.° Sumar incomplejos del mismo orden. 2.° Sumar incom-
plejos de distintos drdenes. 3.° Sumar un complejo con un
incomplejo. 4.° Sumar complejos.

Primer caso: Para sumar incomplejos del mismo orden,
se suman como ntimeros abstractos, y el resultado serd del
orden de los sumandos. :

EjempLos.—1.° Samar 753 HI., 358 HI. y 1897 HI. de
trigo. Véase la operacidn:

753 HI.
558 HI.
1507 HI.

5008 HI.

El resultado es de 3008 HI. de trigo.
2.9 ¢Cudnlos afios componen la suma de las edades de
Ires personas que tienen: la primera, 85 afos; la segunda,

78,y la tercera, 69?
85 aios.
¥ 5 gl
69 —

252 —

La suma de los afios de las tres personas componen 232
anos.

289. Segundo caso: Para sumar incomplejos de drdenes
distintos, se reducen los sumando a incomplejos del mismo
orden, p se suman como abstractos, v el resullado serd del
orden de los sumandos.

EjempLos.—1.¢  Sumar 47 Tm,, 576 Mg., 6383 Kg. de
carbon. '
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Reduciendo a kilogramos todos los sumandos, se tendra:

47 Tm, = 47000 Kg.
576 Md, = 5760
6385 —

59145 —

La operacién efectuada nes dice que la suma es igual a
59145 Kg. de carbon.
© 2.9 2Cudnto componen la suma de las edades de ires per-
sonas gue tienen: la primera, 55 ahos; la saganda 625 me-
ses, v la tereera, 15796 dias?

Reduciendo todos los sumandos a dias, tendremos:

55 anos  — 20075 dias.
625 meses = 187150 —
15796 —

54621 —

Las tres personas tienen 54621 dias, que equivalen a 149
afios y 236 dias, o a 149 afios, 7 meses de 30 dias y 26 dias.

OBSERVACION.—Si consideramos que el afio tiene 365 dias y
—;— de dfa, préximamente, los 54621 dfas componen, aproxima-
damente, 149 afios, 6 meses y 20 dfas.

290. Tercer caso: Para saumar an complejo con un incom-
plejo podria reducirse el complejo al orden de unidades del
sumando incomplejo, p quedaria reducido a sumar dos in-
complejos del mismo orden; asi se hace cuando son métri-
€os los concretos que se han de sumar.

Si no son métricos los sumandos, se sumard el sumando
incomplejo con el incomplejo del mismo orden del sumando
complejo.

EjempPLOS.—1.° Sumar 45 Kg., 7 Hg., 9 Dg.,p 6 2. con
48 Dg.

Reduciremos el complejo a incomplejo de decagramos y
lo sumaremos con el incomplejo dado, como se verd a conti-
nuacion:

45Kd...7THd... 9Dd, y6 4. =45§§,6Dg.

4627,6

La suma es, pues, 4627,6 Dg,
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2.° Sumar 20 dias, 13 horas y 20 minatos con 7 dias.
Sumaremos los siete dfas con los 20, quedando las mismas
horas y los mismos minutos. Podemos disponer la operacién de

este modo:
2? dias, 15 horas, 20 minutos..

Suma buscada: 27 dias, 15 horas, 20 minutos.

291.  Cuarto caso; Para sumar nimeros complejos, podrian
reducirse todos los sumandos a un mismo orden y sumarlos
como incomplejos, v asi suele hacerse cnando 1os suman-
dos son ndmeros métricos,; pero si los sumandos no perte-
neeen al sistema mélrico, es preferible sumar separada-
mente los incomplejos de eada orden, empezando por el
orden inferior. Se empieza por el orden inferior para que si al-
duna suma parcial contiene unidades del orden inmediato supe-
rior, puedan agregarse a las unidades de este orden antes de
haber verificado su suma.

EjempLOs. — 1.°  Sea reunir en nn niimero concrefo los -

sumandos Siguientes: .

8 KL, 9HIl,6DL y7litros; 13 Kl., 2 HI y 9 litros;
3 Kl., 6Dl y4litros.

Reduciéndolos a incomplejos del iltimo orden, se tendra:

8 KI. 9HL 6 DL. 7 litros = 8967 litros.
13KI.2Hl. » 9lifros= 13209 —
3KI. » 6Dl 4litros= 35064 —

La suma seré......... 25240 litros.

0 sea
25 Kl., 2 Hl. y 4 DI
2.°  Averiguar cudnto suma la edad de tres chicos que tie-
nen: el primero, 16 afios, 7 meses 25 dias; el segundo, 15
anios, 11 meses y 20 dias, v el lercero, I3 afios, 9 meses y
27 dias.
La operacion se dispondrd del modo siguiente:

16 afios 7 meses 25 dfas.

W =1 — 20 —

15 =29 - 97 =

46 92912 72|50

5} 2 afios 12| 2 meses.
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La suma ped;da es 46 afios, 5meses y 12 dias.

Explicacion: Se han sumado primero los dias, y han resulta
do 72. Este niimero se ha dividido por 30, para sacar los meses
que contiene, y nos ha dado 22 meses y 12 dias; hemos afiadido
2 meses a la suma siguiente de los meses, y han resultado 29
meses, que se han dividido por 12, para sacar los aiios conte-
nidos en 29 meses; los dos afios que han resultado se han agre-
gado a la suma siguiente de los afios, § se ha obtenido el nime-
ro 46 anos. La suma total la forma la dltima suma parcial y los
restos de las divisiones precedentes.

Sustraccion de concretos.

292. Distinguiremos en esta ocasién cinco casos: 1.° Res-
tar dos incompiejos del mismo orden. 2.° Restar dos incom-
plejos de drdenes distintos. 3.° Restar un incomplejo de un
complejo.4.° Restar un complejo de ofro complefo, y 5.° Res-
lar un complejo de un incomplejo.

Primer caso. Para restar dos mcomple]os del mismo orden,
se restardn como abstractes, y la diferencia serd del orden
del minuendo y del sustraendo.

EjeMPLOS. — 1.° Restar 576 litros de 1893 litros. Se

lendrd:
1893 litros.
516 —

Diferencia: 1517 —

-

2.° Un sujeio tiene 75 afios; su nieto, 17, sCudntos afios
mus tiene el abuelo que el nieto?

75 afios. -
17 -

Diferencia: 58 —

El abuelo tiene 58 afios més que su nieto.
203. Segundo caso: Para restar dos incomplejos de érde-
nes distintos, se reducen al mismo orden, y se estd en el caso

anterior.
EJEMPLOS. — 1.° Restar 125 lilros de 83 HI. Se tendra:

83 Hl.= 8300 litros.
126 —
Diferencia: 8175 —
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El resultado sera 8175 litros, o, si se quiere, 81 HL., 7 DI, y
5 litros.
2.° Un sujeio tlene 70 afos; su nielo, 289 meses. ¢En
cudnio excede la edad del abuelo a la del nieto?
La operacién se dispone asi:

70 afios = 840 meses.
289

Diferencia: _55 —

El abuelo tiene 551 meses, o sea 45 afios y 11 meses méas
que st nieto. .

294. Tercer caso: Para restar un incomplejo de un comple-
jo, puede reducirse el compiejo al orden de unidades del in»
complejo, y se estard en el caso anterior; pero suele ser
preferible restar el incomplejo sustraendo del incomplejo
del mismo orden del minuendo. Puede ocurrir que el incom-
plejo sastraendo sea mayor que el incomplejo del mismo
orden del minnendo (no siendo el orden superior, porque en~

~ tonces no seria posible la sustraccién); en esfe caso, se agre-
gardn al incomplejo del minuendo tantas unidades de su or-
den como vale una unidad del orden inmediato superior,

cuidando luego de rebajar una unidad al incomplejo de di- "

cho orden inmediato superior.
EJEMPLOS.—1.° Reslar 47 a.de 5 Ha., 93 a.y 48 ca.
Si reducimos el complejo a dreas, se tendra:

5Ha. 95 a. 48 ca, = 59548 dreas.
Restando de este minuendo las.. —-

Resultard.........i.. 546,48 —

Podiamos haber restado las 47 a. del sustraendo de las 93
dreas del minuendo, disponiendo el problema de este modo:

5 Ha. 95 a. 48 ca.
47

Diferencia: 5 Ha. 46 a. 48 ca.

resultado igual al anterior.
2.° ¢En cadnto eacede la edad de un padre, que tiene 51
afios, 7 meses y 25 dias, a la de su hijo, que acaba de cum-
plir 17 afios?
Edad del padre.... 51 ailos 7 meses 25 dias.
Edad del hijo...... 17 afios

Diferencia.... 34 afios 7 meses 25 dias.
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Excede, pues, la edad del padre a la de su hijo en 34 afios,
7 meses y 25 dias.

295. Cuarto caso: Para restar un complejo de otro comple«
jo, se restardn separadamente cada uno de los incomplejos
del sustraendo de los del mismo orden del minuendo, empe-
zando por el orden inferior. Si algiin incomplejo del sus-
iraendo, no siendo el de mayor orden, fuese mayor que el
incomplejo del [mismo orden del minunendo, se agregarian
a ¢ste fantas unidades de su orden como vale una nnidad
del orden inmediato superior, teniendo cuidado de rebajar-
la después al incomplejo de dicho orden superior del mi-
nuendo.

Si los nimeros son métricos, es conveniente reducir los
complejos a incomplejos del mismo orden p efectuar luego
la sustraccidn.

EjemPLos.—1.° De 9 Ha., 25 a.y 7 ca. se vendieron
2 Ha., 48 a. y 25 ca. ¢Cundnto le quedd al vendedor?

Reduciendo minuendo y sustraendo a incomplejos del tiltimo
orden, o sea de centidreas, se tendra:

9Ha.25a.y 7ca. = 92507 ca.
2Ha, 48 a, y 25 ca. = 24825 —
Diferencia....... 67682 —

Le qliedaron al vendedor 67682 ca. = 6 Ha., 76 a., 82 ca.
2.° Un sujeto tiene 55 aflos, 7 meses y 25 dilas; su hijo,
19 arios, 11 meses y 15 dias. ¢En cudnto la edad del padre
excede a la del hijo?

54 19
Edad del padre.. 55 afios 7 meses 25 dias.

Edad del hijo.... 19 — 11 — 15 —
: 35 afios 8 meses 10 dias.

1

La edad del padre excede a la del hijo en 35 afios, 8 meses
y 10 dias.

Obsérvese que por ser el incomplejo 11 meses del sustraen-
do mayor que el incomplejo 7 meses del minuendo, se ha agre=
gado a éste 12 meses, resultando un minuendo parcial de 19
meses, colocado encima del 7, del cual se ha restado los 11
meses. El afio, o 12 meses, agregado a los 7 meses, se ha reba-
jado de 55 afios, quedando 54, que se ha puesto encima del 55,

Quinto caso: Para restar un complejo de un incomplejo, se
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transforma éste en complefo conveniente, v el caso queda
reducido al anterior.

Si los nimeros son métricos, se puede reducir el incomplejo
y el complejo a incomplejos del mismo orden, y se restan como
dos incomplejos.

EjempLOS.— 1.° De una ﬁnca de 15 Ha. vendio su due-
Ao 4 Ha., 90 a. y 55 ca. zCuanlo le guedd al duefio?

Extensién de la finca, 15 Ha...... = 150000 centjareas.
Se vendieron 4 Ha. 80 a. 55 ca.... = 40055 -
Diferencia....ivvuvs. 100045 -

Le quedaron al duefio 100945 ca., o sea 10 Ha., 9 a. y 45

centidreas, .
2.° Un sujelo tiene 51 afios, 7 meses y 22 dias. ¢Cudnto
le falta para cumplir 90 aflos?

Transformando €l incomplejo 90 afios en comple]o tomare
mos de los 90 afios 1 afio, del'cual tomaremos 11 meses, y con-
vertiremos el mes restante en 30 dias. El problema se dispon-
dré de este modo:

90 afios = 80 aflos 11 meses y 50 d.fas
Edad del sujeto51 — 7 —
Diferéncia..... 38 aflos 4 meses y 8 dias.

Multiplicacién de concretos.

296. MNofa.—La multiplicacién y divisidn de concretos no
puede desarrollarse convenientemente sin el conocimiento de
las cantidades concretas proporcionales, por lo que nos limita-
remos a decir lo més indispensable para que en esta materia no
queden incompletas estas NocloNges. Nos limitaremos en la
multiplicacion a resolver la cuestién en que se propone hallar
el valor de un niimero concreto de unidades, cuando se conoce
el valor de una de ellas, y en la divisién, a resolver la cuestion
en que se propone hallar el valor de una unidad concreta, co-
nociendo el valor de un niimero concreto de la misma especie.
Definamos ahora la multiplicacién de concretos.

297, La multiplicacidn de concretfos tiene por objelo,
dados dos niimeros concretos, hallar ofro niimero concrelto,
que sea respecto de uno de ellos lo gue el ofro es respecto de -
ana nnidad concreta dada de su especie. De aqui se deduce
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que, siendo uno de los factores de la misma especie que la uni-
dad, el producto ha de ser de la misma especie que el otro fac-
tor. El factor homogéneo con la unidad es el multiplicador, y el
factor homogéneo con el producto es el multiplicando. En esta
operacién, el multiplicando es el valor correspondiente a una
unidad concreta dada. Pues bien, a esta unidad concreta, cuyo
valor es el multiplicando, la llamaremos wridad principal.

Distinguiremos en esta operacién cuatro casos:

1.° Que el maltiplicando y el multiplicador sean incom-
plejos; por ejemplo: sabiendo que 1 metro de tela vale 8 pese-
tas, averiguar lo que valen 15 m. de la misma tela. 2.° Que e/
multiplicando sea complejo y el multiplicador incomplejo;
por ejemplo: sabiendo que 1 metro de tela vale 2 duros, 3 pese-
tas y 40 céntimos, averiguar lo que valen 12 m. de la misma
tela. 3.° Que el multiplicando sea incomplejo p el multiplica-
dor complejo; por ejemplo: sabiendo que 1 metro de tela vale
12 pesetas, averiguar lo que -valen 2 Dm., 7 m. y 45 cm. de la
misma tela. 4.° Que mulliplicando y multiplicador sean com-
Plejos; por ejemplo: sabiendo que 1 metro de tela vale 1 duro,
4 pesetas y 80 céntimos, averiguar lo que valen 2 Dm., 5 m. y
75 cm. de la misma tela. :

Antes de resolver estos cdsos, observaremos que para co-
nocer qué factor es el multiplicando y qué factor es el multi-
plicador, hay que fijarse en cudl es el concreto homogéneo con
la unidad principal; este concreto es el multiplicador, y, natural-
mente, el otro serd el multiplicando. Veamos los cuatro casos
dichos.

298. Primer caso: Siendo la unidad principal el metro, los
15 m. seran el multiplicador, y como el multiplicador se consi-
dera como abstracto, el valor de la tela serd 8 pesetas < 15 =
= 120 pesetas, donde vemos que para multiplicar dos incom-
plejos se multiplican como si fueran absfracios, y el pro-
ducto es de la especie del multiplicando.

299. Segundo caso: En el ejemplo del segundo caso, el
metro es también la unidad principal; luego 12 m. seran el mul-
tiplicador, y el multiplicando sera 2 duros, 3 pesetas y 40 cén-
timos.

Para resolver este caso, en que el multiplicando es com-
plejo y el multiplicador incomplejo, se multiplicard cada uno
de los ordenes del multiplicando por el mulfiplicador, em-
vezando por el orden inferior, para poder exiraer de cada
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producto parcial las unidades de orden superior que conten-
Za y agregarlas a las unidades de este orden. Veamoslo:

Multiplicando 2 duros 3 pesetas 40 céntimos.
Multiplicador 12 metros

7 24 duros 56 pesetas 480 céntimos.

0 sea 52 duros, 0 pesetas 80 céntimos.

Las 4 pesetas contenidas en 480 céntimos se han agredado
a las 36 pesetas del segundo producto parcial, y como 4 pese-
tas y 56 pesetas componen 40 pesetas, que son & duros, se han
agredado estos 8 duros a los 24 del tercer producto parcial, ¥
han resultado 32 duros, 0 pesetas y 80 céntimos para el valor
de los 12 m. de tela.

300. Tercer caso: En el ejemplo de este caso es también el
metro la unidad principal; luego el complejo compuesto de
2 Dm., 7 m. y 45 cm. serd el multiplicador, y las 12 pesetas, el
multiplicando. En este caso hay que convertir el multiplicador
en fucomplejo del orden de la unidad principal, y el problema
queda reducido a multiplicar dog incomplejos. Vedmoslo:

Multiplicando 12 pesetas = ]2 pesetas.
Multiplicador 2 Dm.7 m. 45 cm. = 27,45 m.
Produelor s iy 520,40 pesetas.

Los 2 Dm., 7 m. y 45 cm. de tela valen, por tanto, 329,40
pesetas.

Cuarto caso: En el ejemplo de este caso, como en los ante-
riores, el metro es la unidad principal.

Para resolver este caso, o sea para multiplicar dos comple~
jos, se reducird el mulliplicador a incomplejo del orden de
Ia unidad principal, y al multiplicando puede dejdrsele
complejo o reducirsele a incomplejo del orden inferior,
para gue resulte entero, y de este modo, el cuarto caso que-
da reducido al segundo caso o al primero. Vedmoslo:

Multiplicando.. . 1 duro, 4 pts., 80 cts. = 980 cts.
Multiplicador. .. 2Dm.,5m:, 75cm. = 25,75 m.

Producto... 25235 céntimos .= 50 duros, 2 pts., 35 cts.
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Divisiéon de concretos.

30l. La divisidn, que tiene siempre por objeto, dado un pro-
ducto de dos factores y uno de éstos, hallar el otro factor, pre-
senfa, tratandose de concretos, dos casos generales: el que
resulta de dividir el producto por el multiplicando y el que re-
sulta de dividir el producto por el multiplicador. Como el pro-
ducto y el multiplicande son homogéneos, y el producto y el
multiplicador son heterogéneos, de aqui los dos casos, que son:
que dividendo y divisor sean homogéneos, y que dividendoy
divisor sean helerogéneos.

En cada uno de estos casos generales se distinguen otros
cuatro: 1.° Que el dividendo y divisor sean incomplejos, 2.°
Que el dividendo sea complejo p el divisor incomplejo. 3.°
Que el dividendo sea incomplejo y el divisor complejo, y4.°
Que dividendo y divisor sean complejos.

St dividendo y divisor son homogéneos, cualquiera gque el
caso sea, dividendo y divisor Se reducen a incomplejos del
mismo orden y se dividen como absiractos, observando que
el valor del cociente es el dividendo, y el valor de la unidad, el
divisor.

EJEMPLO.— _Cudntos metros de tela se compmrdn con i00
pesetas, si un-metro vale I duro, 2 pesetas y 80 céntimos.

100 pesetas, que es el valor del cociente, serd el dividendo;
1 duro, 2 pesetas y 80 céntimos, que es el valor de un metro,
sera el divisor; se reducirdn dividendo y divisor a céntimos, y
se dividirdn como abstractos.

Dividendo, 100 pts. = 10000 cts. ‘ |
Divisor, 1 duro, 2 pts. 80 cts. = 780 — . 12,82

" 1600

Se pueden comprar 12 m. de tela y 82 cm.

302. Cuando son heterogéneos dividendo y divisor, dare-
mos la regla para cada caso, observando que el divisor ha de
ser siempre del orden de la unidad principal, que es aquella
cuyo valor es el cociente.

Primer caso. Para dividir un incomplejo por m‘ro incom-
plejo, se dividen como absiractos.
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EjempLO. — Cudnlo pesard un hectolitro de una sustan-
cia, si 40 Hl. pesan 5760 Kg.
Se busca el peso de 1 HI.; luego los 40 HI. serdn el divisor,
¥, por lo tanto, 5760 Kg., el dividendo. La operacién sera:

5760 K. | 40
: 40
16 |?“
0

Luego un hectolitre de la sustancia pesa 144 Kg.

303. Segundo caso: Para dividir un complejo por un in-
complejo, se dn idird cada uno de los drdenes del dividendo
por el divisor, empezanda por el grden superior y reducien-
do cada resto al orden de unidades del incomplejo inmedia-
to inferior.

EjempLo.— Cudnto costara I m. de tela, si 12 m. cuestan
25 duros, 4 peselas y 50 céntimos. :

El valor que se busca es el de 1 m: de tela; luego el divisor
es l05'12 m., ¥ el dividendo, el complejo 25 duros, 4 pesetas y
50 céntimos. La operaci6n ser:

25 duros- 4 pts, 50 ¢is. | 12 —
A =

Eoim e 2 duros, 0 pts., 79 cts.
9 = 900
950
110
2

Luego 1 m. detela vale 2 dures, O pesetas y 79 céntimos.
Si el complejo fuese métrico, sera preferible convertirle en in-
complejo del orden inferior,
 EjempLO.—25 HI. de una sustanciapesan 2 Tm., 7 Qm.,
8 Mg, v 6 Kg. Cudl es el peso de un hectolitro?

Dividendo: 2 Tm., 7 Qm., 8 Md,, 6 Kd. | 2786 | 25 .

i SRR T RS 28 .
IienE: =295l 0 s ealan sk v e 36 111,44
; 110
100
00

Pesa el hectolitro 111 Kg., 4 Hg. y 4 Dg.
304, Tercer caso: Cuando el dividendo es incomplejo p
- el divisor complejo, se reducird el divisor a incomplejo del
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orden de la unidad prineipal, y el caso queda reducido a divi-
“dir dos incomplejos.

EjempPLOo.—£En 7 horas, 20 minutos y 30 segundos anda
un tren, con movimiento supuesto uniforme, 500 Km. zCudnto
anda en una hora? El cociente que se busca es el trozo de ca-
mino recorrido por el tren en una hora; luego el divisor serd el
tiempo expresado en horas, y el dividendo, los 500 l{m

Dividendo, 500 Km.

Divisor 7 horas, 20 minutos y 30 segundos.

Reduciendo a horas el divisor, se tendra:

26450

7 horas, 20 minutos y 30 sedundos = 3600 horas.
La operacién sera: &
26420 1800000 -

Anda, pues, el tren, por hora, 68 Km. y 130 m.

305. Cuarto caso: Para dividir un complejo por otro
complejo, se reducird el divisor a incomplejo del orden. de
la unidad prineipal, y queda el caso reducido a dividir un com-
plejo por un incomplejo; pero si el divisar conmverfido en in-
complejo del orden de la unidad prineipal resulta fracciona-
rio, es preferible redueir el dividendo a incomplejo del or-
den inferior.

EjemPro.—Un mévil con movimiento uniforme corre, en 5
horas y 12 minutos, 500 Km., 9 Hm. y 8 m. ¢Cudnto corre en
uno hora?

.Dividendo: 3500 Km., 9 Hm., 8 m.
312

Divisor: 5 horas, 12 m. = &0 horas.

Siendo fraccionario el divisor reducido a horas, se conviers
te el dividendo en incomplejo de metros, y serd 300908 m.
La operacién sera:
312 18054480

El mévil corre por hora 57866 m., aproximadamente, o sea
57 Km, y 866 m.






PROBLEMAS DE GEOMETRIA

1.° ¢Qué longitad tendrd una circunferencia cuyo radio
fiene 12 m.?
La férmula ¢ = 2 = r nos dara: 5

e = 2><35,14150 < 12 m. = 24 >< 5,14158 m. = 75,598 m.

La longitud de la circunferencia es, pues, 75 m. 308 mil{-
metros, aproximadamente.
2.° ¢Qué distancia hay desde un punto de la saperficie
de la Tierra al centro de la misma? Esta distancia es el ra-
dio de la Tierra. Sabiendo que el meridiano de Barcelona tiene
40000 Km., y poco méis o menos los demds, la férmula

S g e 40000 - 20000
r= 5. nos dara: r= o7 = 514150 = 6366 Km.

Luego e/ radio de la Tierra tiene, apro.r;'maddmente, :

6366 kilémelros.
3. ¢Cudntos meiros de alfombra necesita una sala rec-

tangular gue tiene de largo 12 m. y de ancho §.
La formula Area = & >< @ >< u® nos da:

Area = 12 ><8>< m® = 96 &’

| Luego para alfombrar dicha sala se necesitan 96 m? de al-
fombra. :
4.° 2Cudntos melfros cuadrados de superficie tendrd un
campo triangular cuya base tlene 100 m. p su altura 80.
La férmula Area = % b >< a >< u? nos-da:

Area = % 100 >< 80 >< m* == 4000 m",

El campo tlene, pues, de superficie 4000 m?.
16
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5.° gCudnlos metros cuadrados de superficie tiene un
circulo euyo radio es de 10 m.?
La férmula ¢ = = r#* > u? nos dara:

e = 5,141592 >< 100 >< m* = 514,1602 m*.

Luego el circulo tiene 514 m? y 1592 cm*.
6.° El lado de la base de una pirdmide exagonal regular
tiene 12 em.; la apotema, 25, ¢Cudl es el drea laterai a’e la
pirdmide?
Teniendo 12 cm. el lado de la base, y siendo 6 los lados de
la misma, el perimetro de la base serd 12 cm, >< 6 = 72 cm.

La férmula A = = pxaxu’ nos da:

A l‘i’2:>‘:25><cm‘*--56><25><cm'—mﬂcm’ =9dm?*.

-]

7.° El lado de la base de un prisma pentagonal regular
tiene 40 cm.; la arista lateral, 80, ¢ Cudl serd el drea lateral
del prisma?
Siendo la base un pent4dgono regular, su perimetro serd

40 cm. <5 = 200'cm.,

y por la férmula A = p >< a><u? se tendr4: '
A = 200 >< 80 >< cm®"= 16000 cm? = 1 m* y 60 dm".
8.° El radio de la base de un cono de revolucidn tiene 25

centimetros; y el lado del mismo, 50, ¢Cudl es el drea late-

ral del cono?
La férmula A = ='r ] >< 42 nos da: i

A= 5,141592><25><50><cm' 3926,99 cm®.

-+ El 4rea lateral del cono es, pues,
5926,99 cm?, o bien 39 dm?, 26 cm® y 99 mm.
9.9 EI radio de un ecilindro de revolucion tiene 15 em., ¥

el lado, 20. ¢Cudl serd el drea lateral del cilindro?
La férmula A = 2= r > u? nos daré:-

A = 2<5,141592 >< 15><20><cm’ 1884,0552 cm®.
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El drea lateral del cilindro serd, por consigulente,

1884,9552 cm®, o sea 18 dm®*, 84 cm®, 95 mm?* y 52 dm®.

10. El radio de una esfera tiene 5 em. ¢Cudl serd su

drea?
La férmula A = 4 = r?>< #? nos daré:

. A =4><35,141592 >< 5% >< u* = 100 >< 3,141592 >< cm® = 314,1592 cm",

11. Una sala de suelo rectangular tiene de largo 12 m.,
de ancho 8 y de alto 5. ¢Cudntos metros ciibicos de aire

contiene la sala?
La férmula del volumen de un paralelepidedo rectangu-

lar es:
V =a><b><e>xu?; luedo V= 12<8>< 5 < m® = 480 m*.
La sala contiene 480 m? de aire.

" 12. La base de una piramide tiene 20 m?; la altura, 9 m.
de longitud. ;Cudl! serd el volumen de la pirdmide?

La f6rmula del volumen de la pirdmide V = 31 BXaXxXua®

nos dara:
Vi= % 20><9><m' 60 m®.

Es, pues, el volumen de la pirdmide 60 m®. [
13. Elradio de la base de un cono tiene 3 m.; la altura, 6.
¢Cudl es el volumen del ¢ono?

1
La férmula del volumen del cono V= s ri><a > ud nos

dara:
v=Tl’-s141592><5=*><3><md 56,543656 m".

El volumen del cono es, por lo tanto,
56 m®, 548 dm?® y 656 cm?.
14. ¢Qué volumen fendrd un eflindro de fgual radio y al-

tura que el cone anterior?
La férmula V = = r® > @ 3< #% nos 'dar4:

V = 5,141502 < 3 > 6 >< m" = 169,645068 m*.
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Serd, pues, el volumen del cilindro
169 m?, 645 dm?®, 968 cm.

15. El radio de una esfera tiene 10 m. 4Cudl serdg su vo-
Ilnmen?

La fdl_'mula del volumen de la esfera -;— = r® X u® nos daré:

-~

V = X3,141592 X 10* X m* = = X 3{41,502 m® = 4188,789 m*.

o]

5

Serd, por consigulente, el volumen de la esfera 4183 m® y
789 dm®.

FIN



INDICE

Paginas.
g B0 VNG 6 AT e e A I T AL e L L 5
NocioNES DE ARITMETICA . —Aritmética abslracta .. . .. A 9
NUEEARION s et o i rs € o va SRS e e s e R 9
Sistema de numeracién décuplo odecimal........00. 11
Numeracion decimal escrit@...covedeserivininnrvans 18
Escritura de los nlimeros enteroS....evveeeaass s e 2

Lectura de mimeros enteroS.c.veecasvrssenransores 23
NUMErACION FOTHAIIE S 45 o7 o+ s aeiaisiaia’s ax idioiate viainiaikin 12 008
Escritura de un ndmero cualquiera en el sistema

01111y (0 PN P P (P T 2 ) o v s 30 Sivihias e a2
Lectura de un ntimero escrito en el sistema romano.. 28
Segunda parte. —Calculo..viveivineisnienanns T
. Lo [0} 4 B b e P P S T S A o P |
Sustraccion. s s s iiain R e o A e
Multiplicacién de niimeros enteros........... el 8B
Division de l0s niimeros enteros.......... 46
Formacidn de potencias o potenciacién....... XTias L0
Radicacién o extraccion de rafces....o.vvvvinaannsn 57
Raiz cuadrada de los niimeros enteroS......ooveesa, 57
Determinacion de exponentes.,....oevvnenrvrrnsens 59
Zercera parte.—Aldunas propiedades de los nimeros. 61
Caracteres de divisibilidad de los nameros.......... 62
Méximo comin divisor de dos niimeros enteros..... 63

Muiltiplo comtin de varios niimeros.—Minimo comiin
T E ) e A s D e o e s Pl o g A e
Niimeros fraccionarios . ..vveevvervrsssonsssanasss 65
Transformaciones de los quebrados........ceveve.. 68
73

Simplificacién de quebrados.....c.ovvivriireiinnns
Clasificacion de los quebrado8.......oveviersenes.. 74
Céleulo de quebrados ordinarios.....vovivovevneane. 74
Adicién de quebrados ordinarios.........c.eooiveees T4
Sustraccién de quebrados.....ivivrerriieriniianan 77
= Multiplicacién de quebrados. ... ..cievvrisrereeys 81



— 950 —

Pédginas.
Division de quebrados. . ......eeivsevreinssiesinn, 81
Formacién de potencias de los quebrados........... 90

Extraccién de raices de los quebrados.........c.... 81
Quebrados‘decimales .. ...vveinirviqareiriniveraas 92
Propiedades de los niimeros decimales.............. 98
Célculo de niimeros decimales, ...coivnieenianansen 97
Adicidn de miimeros decimales. ....c.oovveuvriinienn 97
Sustraccién de niimeros decimales....... T A Tae 4 e
Multiplicacion de nimeros decimales. ..... g P s 101
Divisién de niimeros decimales.. coec.vavesineisre.. 103
Formacidén de potencias de niimeros decimales...... 107
Extraccién de la rafz cuadrada de ndimeros deci-

malEn 2 et s el es R R O I, e 1.1
Transformacién de quebrados ordinarios en quebra-
dos decimales............ RS O s S e 1 !
Transformacién de quebrados decimales en ordina-
(0] (AR T T ST o AT T e o 109
Caarta parte.—Comparacién de los nimeros......... 111
Proporciones. .......ceus A e L SR ra e SR S i)
Propiedades de las equtdiferenc:as. ................ 115
Propiedades de fas proporcmna& ............ s izaan 1018
NOCIONES DE GEOMETRIA v« ¢ vvvunseannaas R e e £ |
DB ToR TG oot es vrae e el e nmessiie sisik p.o's RO A b
_De las superficies........ e T NS e gl 5]
- Division de la Geometr{a.. .o icveriavivainiann « 125
Geometria plang........c.... fE e e S T G e 128

Angalos...ioiieiiiaisnaiseasnasansveasieanasoane 127
Rectas perpendiculares y oblicuas.........covvvnnee 130
Rectas paralelas.c..oco. sovineirseinncasasiianeas 153

Medida deunarecta........... Ay A e al Fe
Circunferencia........... e e oL ot e L0
Posiciones relativas de dos circunferencias en un

PIANG! 2o e vs s i s olnnal Trinie/sie L A A b e
Medida de un dngulo......oeeveans SRS e e Y £ 1)
Pollgomas i 5 sios ne ssmine s/is sl s vsassaspunssunes’ 142
TriNGUIOS . o v e s s vvansgssvamssnsesososasssnnsasnes 145
AT IO FOR i s 56 ot e lb s G B e o aeston g mee sia ey wihe D
et L A el m iR G TE P W L LA by T e Y
BN § T (3 PR | e e = e g e AR A T O 157
Pol{gonos inscritos y circunscritos al girculo, y circu-

los inscritos y circunscritos al polidono........ vie, 158

Problemas de inscripcién y circunscripecion de poli-



— o8] —

Razén de la circunferencia al diémetro..............
P BABIY o & e v i ake aTes e N A s 310 4D 8 NGRS BN e LR e
Geometria del espacio............. W= o 7 P )
Dl planD s sics o iis e dis st eieds giner T T
Rectas ¥ planos... c.ceervsviiiinianeaensn bty
Rectas en el espacio .. veevivi.e.
Planos en el espacios. s ...v.vvevs. T e
Planos perpendiculares y oblicttos. .. ... vcvviinas ;
Angulos poliedros..... s AR e L PTG R &2
Superficies Curvas. .. ......oouv e A
Poliedros....... N R N T SRR A AT AT RS e
PRI i 50 o570 54,5005 o a ags 0 S S [ R g el i s o1
|0 T A I L
Cuerpos redondoB. . eevsoseanisssisineirinsnnnsils
ARSI, ws Vv kannn Rt e

R L T e T e R e e (IS T

Aritmética eonereta o prdelica.—Nimeros concretos..

Sistema métrico-decimal... .. R T s T S T
Unidades de longitud, con sus muiltiplos y divisores.
Unidades de capacidad, con sus.miiltiplos y divisores.
Unidades de peso, con sus miiltiplos y divisores.....
Medidas de superficie......ooovaniiinin, i e s
Medidas de volumen....coivareranansivinnaess
Unidades de superficie, con sus miiltiplos y divisores.
Medidas agrarian: ...« cosesieapesis o sice v anmis st
Unidades de volumen, con sus miiltiplos y divisores.
Sistema MONetarios <« i ces b ises oves easisans s ses
Relaciones entre el sistema monetario y el sistema

e ICH-d BCIAN L s s aies sision aiospisis mu s o on sleas s 3
Medidas de HembD £ iy ot ovs thinss e cys i
Miiltiplos y divisores del di@.....o.ovvieiniiininian,
Niimeros complejos € incomplejos.. .. v ..v.viviansn
Transformacidn de concretose. . voesveve.n S ree o=

Cdleulo de ntimeros concrefos.—Adicién de concretos.
, Sustraccidn de concretos...... A T SR S

Multiplicacién de concrefos....oviviiiiiierennins
DIVISIOon de Conereton ;<% iy s eie sl wia pisn salsanie’s a'sia
Problemas de Geomelri@. v ...vvvvinevversssnnsnnras

Pdginas.

161
165
165
166
167
168
169
171
171
172
174
176
176
177
180
182
185
187
189
189
190

190
191
102
102
195
195
195
195
186
197
198
199
212
218
219
929
225





















