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Cómo se aplican las fuerzas á los sistemas materiales. 

434. En. la primera parte de la Estática hemos estu
diado las leyes de equilibrio de los sólidos invariables ó 
sistemas materiales invariables, suponiéndoles entera
mente libres, ó lo que es lo mismo, no sujetos á nin
guna condición. En esta segunda parte vamos á estudiar 
las mismas leyes, cuando los sólidos ó sistemas materiales 
están sujetos á condiciones dadas. 

Pocas veces se aplican las fuerzas á los sistemas mate
riales directamente; lo más general es emplear para ello 
cuerpos apropiados, como varillas ó barras rígidas é i n 
flexibles, pero movibles, ó cuerdas flexibles, pero inse-
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tensibles. Aunque ningún cuerpo es perfectamente rígido, 
ni perfectamente flexible, nosotros los supondremos por 
ahora, ya dotados de una rigidez absoluta, ya de una 
flexibilidad perfecta; y más adelante expondremos la ma
nera de tener en cuenta la pequeña flexibilidad de los pr i 
meros y la rigidez de los segundos. 

Equilibrio de fuerzas aplicadas por medio de cuerdas. Caso en 
que una de las cuerdas puede deslizarse por un anillo. 

485. Sean P y. Q dos fuerzas aplicadas en las ex
tremidades de una cuerda flexible é inestensible; si estas 
fuerzas se equilibran, la cuerda debe estar tendida en l í 
nea recta, y las fuerzas deben ser iguales y contrarias; 
porque si estas dos fuerzas no tuvieran la misma direc
ción que la cuerda, la harían girar; y si estando en la misma 
dirección no fueran iguales y contrarias, harían marchar 
la cuerda en su dirección y en el sentido de la mayor. 

Se llama tensión de la cuerda en un punto dado el valor 
de cada una de estas fuerzas iguales, ó la reacción m u 
tua de las dos porciones de la cuerda que se reúnen en 
este punto. 

486. Si tres fuerzas P ,Q, R (fig. 219)', que actúan 
sobre un punto A , por medio de cuer
das que concurren en este punto, se 
equilibran, una cualquiera de estas 
fuerzas es igual y directamente opues
ta á la resultante de las otras dos; de 
donde se deduce que estas tres cuer
das están en un plano, y que cada 
fuerza puede representarse por el seno 

Fig. 219. ^ ^ngu-l0 formado por las otras dos. 
Imaginemos que se fija un punto 

B de la cuerda AP; la fuerza P viene á ser inútil, y su-
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primiéndola no se turbará el equilibrio. La presión que 
sufre el punto B, igual y directamente contraria a la fuer
za P que habria que aplicar en este punto, si llegase áser 
libre, para restablecer el equilibrio, es por lo tanto igual 
y contraria á la resultante de las fuerzas Q y R. Si se 
fija á la vez un punto B de la cuerda A P y un punto C 
de la cuerda A Q , la presión sobre el punto G será igual 
y contraria á Q. 

487. Cuando dos fuerzas P y Q (fig. 220), están 
aplicadas á los extremos de una 
cuerda PAQ, que pasa por un 
anillo sujeto por una tercera 
fuerza R, si el equilibrio exis
te , no se destruirá suponiendo 
el anillo fijo. En tónces , p u -
diendo deslizarse la cuerda PAQ 
por este anillo, si las fuerzas P 
y Q son iguales se equilibrarán; 
y si son desiguales descompon

dremos la mayor en dos partes, una igual á la menor, 
que destruirá á ésta, y otra igual á su diferencia, que hará 
mover la cuerda según su dirección; de donde resulta, 
que P = Q , es la condición necesaria y suficiente para el 
equilibrio cuando el anillo está fijo. 

Puede demostrarse también este resultado del modo 
siguiente: si el equilibrio existe, no se turbará fijando 
dos puntos tomados respectivamente sobre las cuerdas 
A P y A Q . En todas las posiciones que el punto A 
puede tomar, la suma de sus distancias á los dos puntos 
B y C permanece constante; de manera, que en todas 
ellas, el punto A está sobre un elipsoide de revolu
ción. Se puede, pues, suprimir la cuerda BAG, con tal 
que se considere el punto A como sujeto á permanecer 
constantemente, sobre esta superficie. Pero entónces. 

Fig. 220-
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para que este punto esté en equilibrio, es necesario que 
la cuerda A R , según la cual está dirigida la fuerza Ry 
sea normal á la superficie; y como ésta es de revolución, 
la normal está dirigida en el plano de la elipse meridiana 
según la bisectriz del ángulo PAQ; y siendo la bisectriz, 
la dirección de la resultante de las fuerzas P y Q, se ten
drá por consiguiente P = Q . 

488. Si representamos estas dos fuerzas por las rectas 
iguales A E y A G , tomadas sobre sus direcciones, su resul
tante estará representada por la diagonal A D del rombo 
A E D G . Si llamamos a al ángulo BAC, tendremos 

A D = 2 A E eos 1 a; 
y como R es igual y directamente opuesta á esta resul
tante, será 

R = 2 P c o s i a . 
R representa también la presión que experimenta el 
punto A cuando se fija el anillo. 

Equilibrio del polígono funicular. Polígono de Varignoil. 

489. Consideremos várias fuerzas aplicadas á los d i 
ferentes vértices de una porción de polígono cuyos dife
rentes lados son rectas inflexibles, pero movibles al rede

dor de los puntos de unión , 
y busquemos las condicio
nes de su equilibrio, supo
niendo que los vértices del po
lígono son libres, inclusos los 

, Fig. 221. ^ j o s e x t r e m o s > 

Sea A B C D E F G (fig. 221), el polígono de que se trata. 
Designemos los vértices B, C, D , por los números 

^ (1), (2), (3) , O,»; 
las fuerzas aplicadas en ellos por 

P1» ^2) > P(?i-1)> Pní 
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y los ángulos que forman con los ejes por 
Xj, X2,X3 , X ,̂ 

vi^2, V3 ;vn. 
Si los extremos A y G no están fijos, será preciso, para 

«que el polígono esté en equilibrio, aplicar en el punto B 
una fuerza en la dirección B A , y en el punto F una fuer
za en la dirección FG; estas dos fuerzas serán las tensio
nes de los lados A B y F G que designaremos por T0 y 
T^. Cada lado inflexible del polígono no podrá permane
cer en equilibrio si no es solicitado en sus extremos por 
dos fuerzas iguales y dirigidas en sentido contrario. Cada 
una de estas dos fuerzas representa la tensión del lado cor
respondiente, que designaremos por T j , T2, Tg , 

para los dados (1), (2), (2), (3),...., hasta ( n — i ) , 
(«). Designemos por 
«o» « i ^ , ^ >a»; ̂ .g^gg... . . . 6n; Yo'.'ri»Tá »Y»-i>1'm 
los ángulos que forman con los ejes los lados del polígo
no cuyas tensiones son T Q , ^ , T2 ,Tn_u T ^ , contadas 
ŝus direcciones á partir del vértice más próximo al extre
mo A . En cada vértice deberá existir el equilibrio entre 
las fuerzas aplicadas á este vértice y las tensiones que so
licitan lo? lados que lo forman. Por consiguiente tendre
mos en el vértice (1) 

—T0cosa0-4-P1cosl1-|-T1 COSairr^O, 
—ToCosSo+PiCos^- j -TiCos^^O, 
—T0 eos 70 + Pj eos v1 + ^ eos y1 = 0 ; 

en el vértice (2) * 
T̂jCOS ^-f-Pg COSX2 + T2 cosa2 = 0, 

— T j cos^-f-PgCosp.a-f-'Tj cos 62—0, 
— c o s y i + P g cos v2-f-T2 cos 72=0; 

y ecuaciones análogas para los vértices (3),...., (n). Su
mando todas las ecuaciones que se refieren á cada eje, se 
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eliminarán las tensiones intermedias desconocidas, y en
contraremos para el equilibrio las ecuaciones siguientes r 

í— T0cosa0-f- P1 eos - K . . -hP n cosí n-i-Tn eos a ^ O , . 
( i ) <-^T0cos60-|-P cos^+.^-HP^cosp-nH-T^cosg^O, 

\—T0 cosyoH-PiCos Vj-f-... H-Pncosvw+Twcos.y n = 0 . 

Las ecuaciones ( i ) expresan, que para el equilibrio del 
polígono funicular es necesario en todos los casos, que 
todas las fuerzas del sistema, es decir, las tensiones de 
los lados extremos, y las fuerzas aplicadas á los vértices, 
trasportadas á un punto cualquiera del espacio , se equi
libren; lo cual se demostrarla fácilmente por un simple-
razonamiento. Cuando esta condición esté satisfecha, se 
podrá siempre dar al polígono una forma tal, que el equi
librio exista, suponiendo como hemos dicho, que los la
dos son inflexibles. En efecto, sea n — 1 el numero de 
vértices del polígono, n el número de sus lados; tendre
mos que determinar, n — I vértices, Sn-—3 ángulos que 
los n — 1 lados que siguen al primero forman con los tres 
ejes coordenados, y sus n — i tensiones; es decir, 5 « — 5 
cantidades. Hemos visto que cada vértice da 3 ecuacio
nes de condición, y todos los vértices darán Sn—3 ecua
ciones de condición; ademas \osn-— 1 lados del polígona 
dan para los ángulos que forman, las n— 1 relaciones 

c o s ^ ^ - f cos2p.íl-|-cos2víl=l; ' 

y en fin, <n — 1 ecuaciones expresan la inestensibilidad de 
los lados del polígono , y tendremos en junto 5« — 5 
ecuaciones; es decir, tantas como incógnitas. Si P^ P2.-. 
son pesos, y suponemos el eje de las x horizontal, el de 
las y vertical, y ademas el polígono está en un plano 
vertical, cosyo, eos . . . . . cosy^, serán nulos, y ademas 
cosÉ?0=sena0.. . eos Sn=senan; cos'ki=0,.. cosXn=0; 
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la tercera de las ecuaciones ( i ) desaparece por sí misma, 
y las otras se reducen á 

— T0cosa0+Tn cosan = 0 , 
— T0sena0 + ( P 1 + P 2 + P 3 + . . . . . ) + Tn senaw=0. 

Supongamos que estos pesos se reducen á los pesos 
P i ' P & P s ' ^ n » ^e ôs lados pesados del polígono; ten
dremos 

y las condiciones de equilibrio serán 
Tn eos a.n =:T0COS oco, 

sena; = — i ( ^ + 2 ^ + 2^3 + - h ^ g + Tosena0. 

490. También pueden determinarse gráficamente, 
con mucha facilidad, las condiciones de equilibrio del po
lígono funicular formado por cuerdas. 

Sea A B C D E F ( f i g . 222), el polígono funicular. Pa
ra el equilibrio es necesario 
que el primer lado A B y el 
último E F estén solicitados 
por fuerzas P0 y P5 dirigidas 
según la prolongación de estos 
lados. En los diferentes vér
tices B, G,D actúan fuer
zas Pi, P2, P3 por medio 
de cuerdas atadas á estos pun
tos. Es inútil suponer más de 

tres cuerdas reunidas en un mismo vértice, porque 
sien cualquiera de ellos actuasen dos ó más fuerzas, 
las podríamos representar todas por su resultante, que 
actuará por medio de una sola cuerda; de manera que las 
fuerzas P^ P2, Pg, representarán las resultantes 
de todas las fuerzas que actuarán sobre los vértices 
B , C , D , 

Fig, 222. 
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491. En el estado de equilibrio, cada lado del polí
gono tal como el BC, debs estar tirado por fuerzas 
iguales y contrarias, aplicadas en sus extremos; porque en 
efecto, cortando la cuerda que lo forma por uno de sus 
puntos, el equilibrio se destruirá, y cada uno de los pun
tos B y C será arrastrado en una cierta dirección. Las 
dos fuerzas que solicitan estos dos puntos, estando des
truidas por la ligadura que establece la cuerda entre 
ellos, son necesariamente iguales, contrarias y dirigidas 
según la prolongación de BG; cada una de estas fuerzas 
representa la tensión de la cuerda BC. 

De este principio se deducen las condiciones de equi
librio del polígono funicular. La fuerza P0, cuyo punto 
de aplicación puede suponerse trasportado de A á B, y la 
fuerza tienen una resultante X , dirigida según la pro
longación de la cuerda BC. En efecto, puesto que el 
equilibrio existe, cada uno de los vértices debe estar en 
equilibrio , el cual no se altererá suponiendo el punto C 
fijo; y entonces la resultante X tendrá la dirección de BC. 
La fuerza X mide, al mismo tiempo, la tensión de la cuer
da BC, porque, si hay equilibrio, ésta debe estar tirada en 
C por una fuerza igual y contraria á X . Trasladando X al 
punto C, se ve que la resultante Y , de X y P2, está d i r i 
gida según la prolongación de CD y mide la tensión de 
esta cuerda. Esta tensión Y es la resultante de las fuer
zas P0, P j , P2, trasladadas paralelamente á sí mismas al 
punto C. Continuando de esta manera se verá; que la 
tensión V de la última cuerda se obtiene componiendo 
las fuerzas P0, P u P2, Pg, P4, trasladadas paralelamente 
á sí mismas al punto E , y como existe el equilibrio, esta 
fuerza V es igual y directamente opuesta á la última 
fuerza P3. 

Así, todas las fuerzas inmediatamente aplicadas al po
lígono funicular trasladadas paralelamente á sí mismas. 
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á un punto cualquiera, se equilibran alrededor de este 
punto; y la tensión de cada cuerda es la resultante de 
todas las fuerzas que actúan de un mismo lado de esta 
cuerda. 

492. Puede obtenerse este resultado de otra mane
ra , ' suponiendo el polígono solidificado, de suerte, que 
las rectas que unen los puntos consecutivos, no puedan 
cambiar de longitud. Todas las fuerzas trasladadas para
lelamente á sí mismas á un punto, deben equilibrarse; 
el equilibrio no debe alterarse-, si suprimiendo. la parte 
D E F , se aplica el punto D , según la prolongación de 
CD, una fuerza igual á la tensión Y de esta cuerda; y es 
preciso que la fuerza Y y todas las que actúan sobre la 
parte conservada A B C D , se destruyan. La tensión de la 
cuerda CD es, por lo tanto, igual á la resultante de las 
fuerzas PQ, P^ Pg, como hemos visto por el otro m é 
todo.1 

493. Cuando se conoce la figura del polígono en 
equilibrio, se puede determinar la relación de dos fuer
zas ó de dos tensiones cualesquiera. 

En efecto, como cada vértice debe estar separada
mente en equilibrio bajo la acción de las fuerzas y de las 
tensiones que le están aplicadas, se tiene 

Po__.senF1BC P ^ B e n ABC 
Pt sen ABC ' X sen ABPÍ ' 

j L — «en P»CD Pj, sen BCD 
P2 sen BCD ' Y BenPsBC ' 

y así sucesivamente. 
Si se quiere tener la relación de dos fuerzas ó tensio

nes cualesquiera, se multiplicarán ordenadamente cierto 
número de estas proporciones. 

494. Las condiciones de equilibrio del polígono f u -



Fig. 223. 
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nicular pueden representarse por la siguiente construc
ción gráfica, que se llama polí
gono de Varignon. Por un punta 
cualquiera O (fig. 223), trace
mos una recta O L , igual y pa
ralela á la fuerza P0, y en el mis
mo sentido que ella, por el punto 
L una recta L M igual y para
lela á la fuerza Pj ; la recta O M 
es igual y paralela á la resultante 

de P0 y P i , por lo tanto, el lado BG debe ser paralelo 
á O M , y la tensión de este lado es igual á la fuerza que 
representa dicha recta. Por el punto M tracemos una 
recta M N igual y paralela á la fuerza P2, 'la recta O N 
es paralela al lado CD é igual á la tensión de este lado. 
Por el punto N tracemos una recta NR igual y paralela 
á P3, la recta OR es paralela al lado D E é igual á la ten
sión de este lado. Por el punto R tracemos una recta 
RS igual y paralela á P4; la recta que una el punto S con 
el punto O, debe ser paralela á P1, ó lo que es lo mismo,; 
si por el punto S trazamos una recta igual y paralela á. 
P5, el extremo de esta recta debe coincidir con el punto O . 

De aquí resulta, que si partiendo de un punto cual-r 
quiera, construimos el polígono de Varignon, las condi
ciones de equilibrio se reducen á las dos siguientes: 
r . f E l extremo T del polígono debe coincidir con su 
origen O; 2.a Los lados intermedios del polígono funicu
lar deben ser paralelos á las diagonales O M , O N , O R 
del polígono de Varignon. 

Las tensiones de los lados BC, CD. . . están represen
tadas por las longitudes de estas diagonales; los valores; 
de estas tensiones no deben ser negativos; es decir, no 
deben tender á aproximar los extremos del hilo que for
ma el lado del polígono. Si resultára alguna tensión- ne-
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gativa, sería preciso para el equilibrio reemplazar el cor-
don correspondiente por una varilla rígida, capaz de 
resistir las acciones de las fuerzas que tienden á aproxi
mar sus extremos. 

En el caso en que las fuerzas PQ , P1, Pg, Pá, P4, P5, 
que actúan sobre el polígono funicular, son todas para
lelas á un plano, el polígono de Varignon es plano; el 
polígono funicular, cuyos lados son paralelos á los de 
éste, es también plano, y el plano de este polígono con
tiene las fuerzas P0, P^ P2.... También lo es cuando todas 
las fuerzas intermedias P ^ P2, P3, P4, son paralelas en
tre s í , sean las que fueren las direcciones de P0 y P5; 
porque entónces los lados L M , M N , NR, RS, del polígono 
de Varignon están en línea recta, y este polígono se re
duce entónces á u n tr iángulo; el polígono funicular está 
situado todo en un plano paralelo al de este triángulo. 

Caso en que hay anillos. 

495. Si hay en el vértice B un anillo tirado por la 
fuerza P j , y por el cual pasa la cuerda ABC, tendre
mos (487), P 0 = X , y la prolongación de la fuerza Pi será 
la bisectriz del ángulo ABC. Lo mismo puede decirse de 
todos los demás anillos; de modo, que si todos los vértices 
llevan anillos, las tensiones de todas las cuerdas son 
iguales, de donde resulta, que P0—P5. Todas las fuer
zas pueden entónces expresarse por medio de la tensión 
P0 y de los ángulos B , G, D . . . del polígono, por las 
fórmulas 

Pi—2PoCos|B, P2=2P0 cos^C, P3=2PoCosiD. . . 
Si es dada la forma del polígono, se conocerá por estas 

fórmulas la magnitud y dirección de las fuerzas que ha
brá que aplicar á cada vértice, para que el polígono esté 
en equilibrio. Estas fuerzas tomadas en sentido contrario 
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•serán las presiones ejercidas sobre los puntos B, C, D . . . , 
si fueran puntos fijos, sobre los cuales descansará la 
cuerda A B C D . . . E. 

496. Supongamos que las direcciones de las cuer
das extremas A B y E F (fig. 224), 
se encuentran. Sea I el punto de 
encuentro y sea V una fuerza 
igual y contraria á la resultante 
de P0 y P5. Según el princi-

Fig. 224. 

pió (491), Y es la resultante de 
P j , P2, P3, P4; por consiguien
te, para obtener la tensión de 
las cuerdas extremas, basta des
componer, según sus direccio
nes , la resultante de todas las 

fuerzas trasladadas paralelamente á sí mismas al punto 
de encuentro de estas cuerdas. 

497. Si todas estas fuerzas son paralelas, por ejem
plo, si representan pesos, todo el polígono está com
prendido en un plano vertical. Para expresar que to
das las fuerzas trasladadas paralelamente á sí mismas á 
un punto, se equilibran, bastarán dos ecuaciones. T o 
mando dos ejes en el plano de las fuerzas, uno horizon
tal y otro vertical, y si a0 y 60, a5 y gs, son los , ángulos 
formados con los ejes por las cuerdas extremas, ten
dremos . 

P0 cos a0 H-P5 cos a5=0 , 
P0 cos 60-hP5 cos 6. -f- P0 - f P 2 + P 3 + . . . = 0 . 

La primera ecuación expresa que las componentes ho
rizontales de las tensiones P0 y P5, son iguales y con
trarias. 
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Caso de várias cuerdas en un mismo vértice de! polígono. 

498. Hemos supuesto que no había más que tres 
fuerzas aplicadas en un mismo vértice del polígono. 
Cuando un número cualquiera de cuerdas solicitadas por 
fuerzas se reúnen en un punto, es necesario para el equi
librio, que una cualquiera de ellas sea igual y directa
mente opuesta á la resultante de todas las demás. Si fija
mos un punto sobre cada una de las' cuerdas, excepto 

sobre una A P (fig. 225), podemos 
proponernos encontrar las presiones 
que la fuerza P ejerce sobre los puntos 
fijos. 

Si no hay más que tres cuerdas, no-
situadas en el mismo plano, la cuestión 
se resolverá descomponiendo la fuerza 

" j " - ^ p en tres que actúan según las pro
longaciones de las cuerdas. Si hay más 

de tres, no se podrán determinar las presiones que la 
fuerza P ejerce sobre los puntos fijos. Esta indetermina
ción es análoga á la que se encuentra cuando se bus
can las presiones ejercidas por un cuerpo contra un 
plano, sobre el cual el cuerpo descansa por más de tres 
puntos. 

Equilibrio de un hilo flexible é inestensibie solicitado en sus 
diferentes puntos por fuerzas dadas. Ecuaciones de este 

equilibrio. 

499. Considerando la curva formada por el hilo en 
equilibrio, como un polígono funicular de infinito n ú 
mero de lados, tendremos que la dirección de la tensión 
en cada uno de los puntos del hilo, será la del elemento 
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correspondiente prolongado indefinidamente, es decir, la 
dirección de la tangente á la curva que forma el hilo en 
dicho punto. 

Sea AMB (fig. 226), un hilo en equilibrio solicitado en 
sus diferentes puntos por fuerzas 
dadas. U n punto cualquiera M 
de este divide el hilo en dos 
partes A M y B M que ejercen 
una sobre otra en el estado de 
equilibrio acciones iguales y 

contrarias, cuya naturaleza es desconocida; pero se ad
mite que todas las que provienen de A M actuando so
bre M B , se reducen á una sola Fuerza T aplicada en el 
punto M , y del mismo modo la acción de MB sobre A M 
se reduce á una fuerza igual y contraria á T . E l valor 
común de estas dos fuerzas es lo que se llama la tensión 
del hilo en el punto M . 

La dirección de esta tensión, es, según acabamos de 
ver, la d é l a tangente M L á la curva "del hilo en el 
punto M . 

500. Esto supuesto, para encontrar las condiciones 
de equilibrio de un hilo flexible é inestensible solicitado 
en sus diferentes puntos por fuerzas dadas, haremos uso 
del siguiente principio, muy sencillo y fecundo, y que 
podemos formular en los siguientes términos: 

Concibamos que se solidifica Un elemento w»?' del hilo; 
es evidente que por esto no se turbará el equilibrio, si 
existia de antemano; es necesario, pues, que este elemen
to considerado aisladamente se encuentre en equilibrio 
bajo la acción de las fuerzas que le solicitan. Recíproca
mente, si los diversos elementos del hilo están en equi
librio bajo la acción de las fuerzas que les solicitan, es 
incontestable que el sistema entero estará en equili
brio. . 
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Sean X, Y , Z , las componentes de la fuerza P (fig. 227), 
que solicita al elemento en cada 
uno de sus puntos. Este elemento 
estará sujeto ademas á la acción de 
las dos tensiones T y T " desiguales 
y contrarias, que se ejercen según 
las tangentes en los puntos m y m'. 

Fig, 227. En toda la longitud del elemen
to infinitamente pequeño w ^ ' = ¿ r , 

se puede suponer el hilo homogéneo; la densidad del ele
mento será constante y su masa será proporcional á su 
longitud. 

Llamando p á esta densidad, que permanece constante 
en todo el elemento, su masa será pds, y como éste ele
mento es muy pequeño, las fuerzas que le solicitan pueden 
suponerse paralelas; la acción total de estas fuerzas, pro
porcional á la masa', tendrá por componentes p X ^ , 
pY¿/i, pZJj, á las cuales habrá que agregarlas tensiones 
T y T ' , dirigidas según las tangentes á los extremos del 
elemento. Deberá, pues, existir el equilibrio entre estas 
cinco fuerzas , que pueden considerarse aplicadas al mis
mo punto, y llamando (^c,^r, z), y z[) á las coor
denadas de los puntos m y m', las tres ecuaciones del equi
l ibrio, serán 

( r ^ - — r ^ ) -4- px d s=o , 
ds / 

( T ' ¥ - T l ) + ^ = 0 . k o 

Conviene notar, que I f tensión varía al pasar de un 
punto á otro del hilo, y puede representarse por una 
función continua de las coordenadas x^jr, que desig
naremos por 

Puesto que la longitud del elemento m m\ ó la distan-
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cía de los dos puntos my m' infinitamente pequeña, las 
tres diferencias 

rj./ dx? rj^dx rjifáif rj+dy rj*/dz' rj^dZ 
da ds y ds ds* ds ds> 

pueden reemplazarse por las diferenciales 

y las ecuaciones ( i ) se reducen á 

4 T ^ ) + p x i j = 0 > ) 

¿(Tf) + P Z ^ = 0 - ) 
Estas son las ecuaciones qüe expresan el equilibrio del 

hilo flexible é inestensible. 

Integración de estas ecüaciones. 

501. Integremos la primera de las ecuaciones (2) con 
respecto á 5, entre los límites correspondientes á los ex
tremos del hilo, cuya longitud es /, es decir, desde J = 0 , 
a J = : / ; tendremos 

• X H T l - ) + / ^ = 0 - ( 3 ) 

Sean X, [x, v; V , . ^ , v' los ángulos que las tangentes en 
los puntos A y B forman con los ejes y P0, las fuerzas 
que provienen de la fijeza de los puntos A y B, que son 
iguales y directamente opuestas á las tensiones de los 
elementos extremos del hilo. Tendremos • 

y la ecuación será 

(4) PoCosX+P^cosX '+ j f p X ^ = 0 ; 
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que expresa que la suma algébrica de las componentes pa
ralelas al eje O X , de todas las fuerzas que actúan sobre 
el hilo es nula. 

La integración de las otras dos ecuaciones (2) dará las 
siguientes: 

P0cosfx+Pjcos[/H- / pY¿/j—0, 

P 0 C O S V + P Í C O S V ' - | - J ^ p Z ¿ & = 0 ; 

que unidas á la anterior, indican, que las tres primeras 
ecuaciones del equilibrio se verifican en este caso. 

502. Podemos también deducir de las ecuaciones (2) 
las ecuaciones de los momentos. Multiplicando las dos 
primeras ecuaciones por j ' , x , y restando la primera de la 
segunda; resulta 

^ ( T ^ ) - - K T f ) + ( Y — X r ) P * = 0 . 

Pero 

luego integrando entre los límites 0 y /, tendremos, sienr-
do a,b,c, las coordenadas del punto A', y Z las del 
punto B, 

(5) P0(tí cosp.-—^cosX)-{-Pz(y cosj/—h' cosV) 

- h 

Esta ecuación expresa que la suma de los momentos de 
todas las fuerzas que actúan sobre el hilo, con respecto 
al eje OZ , es nula. Del mismo modo se obtendrían las 
ecuaciones de los momentos con respecto á los otros dos 
ejes. 

Lo que acabamos de decir de todo el hilo, es aplicable 
á cualquiera porción de él, con tal que agreguemos á las 
fuerzas que solicitan todos sus puntos, dos fuerzas apli-

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 2 
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cadas tangencialmente á sus extremos y equivalentes á 
las tensiones que esta porción experimenta por la acción 
del resto del hilo. 

503. Efectuando la diferenciación indicada en la p r i 
mera de las ecuaciones (2), resulta 

^ ¿ T + T V ^ + p X ^ O . 

Sean a, 6, y los ángulos que la tangente en el punto m 
forma con los ejes; y p^, y1, los ángulos que el radio de 
curvatura r forma con los mismos ejes, se tiene 

dx 1 dx dscos X, 
— = C O S a, a — r - = — ; 
ds ds r 

en su consecuencia, las ecuaciones (2) pueden escribirse 
del modo siguiente: 

Í ^ T c o s a + ^ c o s y ! - { - p X ¿ ^ = 0 , 

(6) }dT c o s S + ^ c o s ^ - h p Y ¿ / j = 0 , 

[^Tcos y 4--^-cosvi-f-pZ^5 ==0. 

Escritas en esta forma, expresan que existe el equilibrio 
entre la fuerza¿/T, dirigida según la tangente, la fuerza 

~ dirigida según el radio de curvatura y la fuerza mó-

trizpP¿/j del elemento de masa ds. De donde se deduce, 
que el plano osculador de la curva está determinado por 
la tangente y por la dirección de la fuerza P. 

Valor de la tensión en cada punto del hilo. 

504. Para obtener la tensión, multipliquemos las 
ecuaciones (6) respectivamente por eos a, eos 6, eos y, 
, dx dij dz ' 1 

'"ds* d s * I s ' lenien"0 Presente q11^ 
COS 2 a + COS2 ^ + COS2 y —= 1 , 

eos a eos ^ - l - cos ¡3 eos ^ - j - eos y eos Vi = 0 , 
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y sumando, tendremos 
¿TT-h p ( X ^ - f - Y ¿ r - ^ Z Í 2 ) = 0 , 

é (7) JT=—p 
La diferencial de la tensión está expresada en función 

de las componentes de la fuerza que actúa en el punto 
considerado. 

Si la cantidad p ( X ^ - f - Y ^ r + Z ^ z ) , producto del t r i 
nomio del trabajo por la densidad p, es la diferencial 
•exacta de una función de x,^r, ^, tal como f ( x , jr , z), 
podremos integrar la ecuación (7), y tendremos 

T=C~J*p{Xdx+Ydjr-hZdz)> 

ó haciendo^p (Xdx-+-Yíi/' Jt-Zdz)==f(xi jr , z ) , 

T = C — f { x , j r y z). 
Para un punto cuyas coordenadas sean X Q , ^ , 2Q, y la 

tensión T0, tendremos 
T0=C—/{xQyJ'Q, x0); 

de donde 
T — T 0 = / ( x 0 , ^ 0 > z0)—f{x , jr , z), 

(8) T = T 0 — j / f e ^ , z)—/(Ar0>^0, 
De modo que cuando p(XÍAr-j-YJr-f-Z¿/z) es una d i 

ferencial exacta, conociendo la tensión en un punto 
cualquiera del hilo en equilibrio, se podrá calcular ésta 
para todos los demás puntos. 

Si el hilo es homogéneo en toda su longitud, p será 
constante, y bastará que X jx-f-Y^r-f-Z^z, sea una dife
rencial exacta, para que se pueda calcular directamente 
la tensión T . 

505. La tensión será constante en los dos casos s i 
guientes, S2a ó no el hilo homogéneo: 

1.0 Cuando X = 0 , Y = 0 , Z±=0, ó sea cuando P = 0 ; 
pero entónces no actuando sobre el hilo ninguna fuerza, 
está necesariamente en equilibrio, y la tensión es nula. 
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2.° Cuando la fuerza P es, en cada punto, perpen

dicular á la tangente. 
En efecto, tendremos 

y, por consiguiente 
T = : T 0 . 

E n este caso las ecuaciones (6) se reducen á 

-7-COS Xjrzr —pX, 
1 T 

(9)i-7"COS ^ i ^ — P ^ 
T 

— eos v, = — o Z . 

Elevando al cuadrado y sumando, tendremos 
i l = : p 2 ( X 2 + Y2H-Z2); 

y como 

resulta 

X2-fY2+Z2=:P2, 

Como la tensión es constante, vemos, que la fuerza-
motriz está en razón inversa del radio de curvatura. 

Siendo a', (3', y' , los ángulos de P , con los ejes, se 
tiene 

X = : P COS </ = — COS a'. 
rp 

(10) ^ Y = P eos 8'== —eos 6', 

Z = P cos y ' — — eos y'. 
' rp ' 

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (9), r e 
sulta 

cos a = — cos \ , cos — cos , eos y ' = — cos , 
lo que nos dice que la fuerza P está dirigida según la 
prolongación del radio de curvatura en el punto M . 
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Curva formada por ei hilo. 

506. Es muy interesante en este problema deter
minar la forma de la curva, que debe tomar el hilo, para 
«que exista el equilibrio. Para obtenerla, integremos las 
ecuaciones (2), y tendremos, siendo A , B y C las cons
tantes de la integración, 

de las cuales se deduce 
dx dy dz . 

A + Px<k B + J^pYds C + J'fids 
que son las ecuaciones de la curva que el hilo deberá 
formar necesariamente para estar en equilibrio. 

Si queremos obtener estas ecuaciones bajo forma pu 
ramente diferencial, eliminaremos T y dT entre las ecua
ciones (2), puestas bajo la forma 

1 cís as k 

~ d T -f- T d — + ¿ l d s = 0. 

La eliminación de dT da las ecuaciones 

' t ( ^ - § ^ ) + K X ^ - Y ^ ) = O , 

< " ) 1 T ( ^ ^ ^ - | ^ ) + P ( Y ^ - Z ^ ) = O > 
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una de estas ecuaciones es consecuencia de las otras dos. 
Poniendo en dos de ellas por T su valor, é integrando,, 
obtendremos las ecuaciones 

F ( x , z ) = 0 , f { x , j , * ) p 0 ¿ 
que son las ecuaciones de la curva. 

En el caso en que , en cada uno de los puntos del hiló
la fuerza P que lo solicita, está dirigida según la tan
gente, el hilo se extiende en línea recta. Entónces, tene
mos en efecto, 

_X_ _Y_ — J L . 
dx dy dz * 
cís ds ds 

por consiguiente 

as ds y ds ds * ds ds 
y las dos últimas ecuaciones ( n ) se reducen á 

ds ^ dy_^dy ^ dz Q dx ^ dz dz ^ dx ^ 
ds ds ds ds ' ds ds ds ds 1 

que integradas, darán las ecuaciones de la recta 

Así en este caso, el hilo se extiende en línea recta, lo
que hubiéramos podido preveer inmediatamente. 

La recíproca es cierta; es decir, que si el hilo se extien
de en línea recta, la fuerza que lo solicita en cada uno de 
sus puntos está dirigida según esta misma recta; por 
esta razón, la plomada da la dirección de la gravedad,, 
como digimos al tratar de la gravedad. 



LECCION XLI. 

Catenaria. Su ecuación diferencia].—Ecuación de la catenaria en tér
minos finitos.—Propiedades de la catenaria.—Determinación de la 
tensión en un punto cualquiera de esta curva.—Catenaria de igual 
resistencia. —Construcción de la catenaria.—Curva de los puentes 
colgantes.—Construcción de esta curva. 

Catenaria. Su ecuación diferencial. 

507. Los principios expuestos en la lección anterior 
nos van á servir para dar la solución del célebre problema 
que ha ocupado por mucho tiempo á los geómetras-, el 
problema de la catenaria. La ecuación de esta curva se 
deduce fácilmente de las fórmulas generales en ella esta
blecidas; pero es preferible resolver el problema directa
mente. 

La catenaria es la curva ABC (fig. 228), formada por. 
un hilo pesado y homogéneo per
fectamente flexible, suspendido por 
sus extremos de dos puntos fijos; 
y abandonado á sí mismo bajo la 
acción de su propio peso. 

Supondremos, para no complicar 
inútilmente la cuestión, que el hilo 
es homogéneo en toda su longitud. 

Fig. ¿28. ^ s j f a curva está contenida en el 
plano vertical que pasa por|los puntos de suspensión A 
y C; porque si una porción de ella estuviera fuera de 
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él, suponiéndola solidificada, y fijos los puntos en que 
encuentra al plano, girarla alrededor de la recta que une 
estos puntos, en vir tud del peso de sus moléculas. 

Tomemos en este plano por ejes coordenados dos ejes 
rectangulares, uno horizontal O X , y el otro vertical O Y . 
Solidificando un elemento mm\ y repitiendo el mismo 
razonamiento hecho en el caso general, obtendremos 
inmediatamente, para expresar el equilibrio del hilo, las 
dos ecuaciones 

siendo p el peso de la unidad de longitud del hilo, can
tidad que es constante en toda la curva; p i i será el peso 
del elemento ds. 

508. Integrando la primera ecuación, será 

as 

En el punto más bajo, la tangente es necesariamente 
horizontal ó paralela al eje dé las xy lo que exige que 

—¡jj = 1.; y llamando T0 á la tensión en este punto, ten
dremos T 0 = C ; la constante C representa por lo tanto 
la tensión en el punto más bajo del hilo. Hagamos 

T0=C = p ^ , 
siendo h la longitud del hilo, cuyo peso es igual á la 
tensión en el punto más bajo, y que más adelante apren
deremos á determinar, tendremos 

ds ^ * dx 1 

sustituyendo en la segunda ecuación ( i ) resultará 

^ P ^ ) ^ ' Ó h d ^ = d S ' (2) 
que es la ecuación diferencial de la catenaria. 
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Ecuación de la catenaria en términos finitos. 

509. Hagamos ~~ ~ y \ tendremos ds = dx j / í ^ y ^ 

y la ecuación (2) se convertirá en 

hdy'—dxi/i+v'*. ó d x = — ^ - — fn} 

también d x = , luego sustituyendo, tendremos 

d Y ^ M M ^ (4) 

Integrando las ecuaciones (3) y (4) resulta 
x = / Í ! / ( y - 4 - / r + y * ) + q J ^ h T / T + t í i + Cú 

-de la ecuación (2) sale 
hdy=.ds, 6 hx'=s-\-c3. 

Tomando por eje de las j ' la vertical que pasa por el 
punto más bajo de la curva, tendremos, para ^ = 0 , é 

j ' = ^ - = 0 , la constante ^ = = 0 . La constante ¿:2 será cero, 

colocando el origen de las coordenadas en un punto O 
del eje de las^r para el cual sea^ = ^, punto que pronto 
aprenderemos á determinar. Si convenimos en contar los 
arcos s desde el punto más bajo, la constante c3 será cero, 
porque s deberá ser cero para x = 0 , j y ^ ^ , éj-'—O; las 
tres ecuaciones anteriores serán 

(5) J '— 

De la primera de estas ecuaciones se deduce, poniendo 
¿y 
dx 

por y ' su valor ~ 
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la segunda de estas últimas es el resultado de cambiar el 
signo de x. Sumándolas y restándolas sucesivamente, se 
tiene 

( x x \ 

integrándolas, serán 

y 
(6) 

( X X \ 

( X X \ 

La primera es la ecuación de la catenaria en términos 
finitos. La segunda expresa la longitud del arco s en 
función de x. Las constantes de la integración son cero 
por la manera como se han escogido los ejes; pues debe 
ser para x-=.0, >' = 0 B = h , Í = 0 . 

Propiedades de la Catenaria. 

510. De la forma de la ecuación de esta curva, 

( X x \ 

+ 6 h 
se deduce, que la catenaria es simétrica con respecto ai 
eje de ordenadas. 

Esta ecuación no tiene más que un sólo parámetro hy 
como las del círculo, la parábola, la cicloide, la logarít
mica; y por consiguiente, todas las catenarias son curvas 
semejantes. 

La segunda y tercera de las ecuaciones (5) se pueden 
escribir como las dos primeras que siguen, observando 
que v / n - ^ - = — í Ia tercera es el resultada n • de' V dx dx 
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de elevarlas al cuadrado y restarlas, 

/ ^ ds 
y dx ' 

i • dx* 

Cada una de estas ecuaciones expresa una propiedad 
de la catenaria. 

La primera significa que en cada punto M de la cate
naria (fig. 229), la proyecciónMK de la ordenada d é l a 
curva sobre la normal M N es constante , é igual á h. 

En efecto, 

v y —h. M K = = r eos P M K 

La segunda expresa, que la proyección M I de la orde
nada sobre la tangente M T es 
igual al arco B M , contado á par
t ir del punto más bajo de la cur
va. En efecto 

M I ^ I P t g T = ^ = J . 

Laecuacion tercera, consecuen
cia de las otros dos, nos dice que 
la ordenada^ es la hipotenusa de 
un triángulo rectángulo que tie

ne por catetos J y h. 
La curva, lugar de los puntos I tales que M I = a r c o BM, 

es una evoluta de la catenaria. La recta IP es tangente á 
esta curva en el punto I , y la longitud I P de esta tan
gente comprendida entre el punto I y el eje de las x es 
constante é igual á ¿ . 

511. E l radio de curvatura de la catenaria es igual 
á la normal M N , pero está dirigido en sentido contrario. 

fig. 229. 
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E n efecto 
CATENARIA. 

^ r ^ M N c o s . P M N — M N 

M N : \ / l , dy2 ds y Í/2 

también, siendo r el radio de curvatura. 

ó 

( 
cPy 

luego M N = : r . 
Ademas, el radio de curvatura está dirigido en sentido 

contrario de la normal M N , porque aquel está siempre 
en la concavidad de la curva, y ésta vuelve su convexi
dad al eje de las x\ por ser su ecuación ds —hd ~ , en 
la que creciendo s al mismo tiempo que x , la segunda 
derivada ~ , es siempre positiva. 

512. Se puede encontrar con mucha facilidad el área 
del secmento B O M P (fig. 230), su 

expresión general es A = fdx \ la 

segunda de las ecuaciones ( 7 ) , es 
dy , , h&y 

Fig. 230. 
ó dx — 

V y ^ - W 

por lo tanto 

La constante de la integración es cero. Esta área 
B O P M = ^ . J = O B . B M ; es decir, que él área es igual al 
rectángulo construido sobre la ordenada constante OB y 
sobre el arco BM. 
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Con la misma facilidad se encuentra el volumen V de 

revolución engendrado por el secmento B O P M , cuya 

expresión general es t z j ^ d x . Se tiene 

J^ydx=hs^ ó j'dx=hds; 

luego V — u y'Zdx=z'j¿'x-~¡- J*yds. 
Pero 2^ J j d s es el a.rea de revolución engendrada 

por el arco B M , llamándola S, se tendrá 

2 
Esta ecuación establece entre la superficie y el volu

men de revolución una relación análoga á la relación 
K—hsi que existe entre el arco generador y el área plana-
correspondiente. 

La catenaria goza de otras muchas propiedades, en 
cuya exposición no podemos detenernos. Sólo indicare
mos que por el cálculo de variaciones se demuestra: 
i.0, que es la curva plana por la cual deben unirse dos 
puntos dados, para que la superficie engendrada por su 
revolución al rededor de un eje dado, sea un mínimo; 
2.0, que entre todas las curvas de igual longitud, ella es 
la que por su revolución al rededor de un eje dado, en
gendra la más grande y la más pequeña superficie; 
3.0, de todas las curvas trazadas entre dos puntos dados, 
la catenaria es la que tiene el centro de gravedad más bajo. 

Tensión en un punto de la catenaria. 

di 
dos 
ds 

513. Hemos visto (508), que T=p / Í ! -T - , y coma 

y=zh —— tendremos dx 
(B) 1 = ? . , ' . 
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De manera, que la tensión de la cate laria en cada 

punto es proporcional á la ordenada de este punto. E n 
el punto más ha.]ojr=:h, y resulta T e = p ¿ ! , para la ten
sión T0 en este punto, como vimos al principio de esta 
lección. 

También puede obtenerse la tensión por la fórmula 

J T = — p {Xdx+Ydy+Zdz) ; 

en la cual en este caso son X = 0, Z = 0, p Y = — p ; 
luego 

d T — ? 4 r , T—p_r. 

No agregamos constante porque para j ' ^ ^ , se tiene 
T 0 = p ^ . 

Catenaria de igual resistencia. 

514. Coriolis ha considerado el primero el caso en 
que el espesor del hilo pesado y perfectamente flexible, 
varía de un punto á otro proporcionalmente á la tensión, 
lo que constituye el caso de una catenaria de igual resis
tencia, no ofreciendo más probabilidad de ruptura en un 
punto que en otro. 

Sean p la relación entre el peso de un elemento ds y su 
longitud, ó sea el peso de la unidad de 
longitud del hilo, T la tensión, cuyo 
valor en el punto más bajo B(fig. 231), 
representaremos por T0; x é y las 
coordenadas horizontal y vertical. Las 
ecuaciones de equilibrio para un punto 

cualquiera M de la curva son 

la integral debe contarse desde el punto más bajo de la 

Fig. 231. 
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curva, en el cual dj^=0. Eliminando T entre estas dos 
ecuaciones, resulta 

dy f*pds d*y p_ ds 
dx J f 7 ' dxi Yo' "dx' 

Por la condición de igual resistencia debe existir la 
relación 

siendo h una constante; por medio de esta ecuación se 
elimina p en la segunda de las anteriores, y se obtiene la 
ecuación de la curva 

dHj _T_ d8_ 
dx* T0h dx 

Poniendo por T su valor, deducido de la primera de 
las ecuaciones precedentes, se tendrá 

^ d̂ y ds 2 
dx2 dx*' 

haciendo = y \ resulta, observando que 

n.dx~7 ^ J * h i+y'2' 
Integrando y tomando por origen de las x el punto 

más bajo de la curva, para el cual x — 0 , y = 0 f resulta 
x , , dy J oe 

volviendo á integrar , siendo también el punto más bajo 
el origen de l a s j , obtendremos 

J L — l - J — ó e h c 
h eos 4 - ' 

Tal es la ecuación de la catenaria de igual resistencia, 
referida á su punto más bajo como origen de coordena
das. E l valor de la constante h se deduce de la ecuación 
T=hp ' , aplicada al punto más bajo, se tiene T^—hp^. De 
manera que h será la longitud de una porción de cadena. 
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que tenga el espesor constante del punto mas bajo, para, 
que su peso /^>0=:T0; es decir, la componente horizon
tal de la tensión en los puntos de suspensión G ó A . La 

mayor abscisa de esta curva corresponde zj- ' = . , 

como j / z = t g — 

luego el límite X de ¿í, ó la mitad de la amplitud de la. 
curva, sera 

Po 2 

Este límite es tal, que una cadena teniendo esta semi-
amplitud de larga y la misma fuerza que en el punto maa 

bajo, tendrá por peso T0-^-; la altura correspondiente es 

_^r=roo. Luego la curva, cualquiera que sea la longitud 
de la cadena, no llegará jamás á la amplitud /̂ TT, que es-
por lo tanto, un límite. Si queremos tener el espesor^) de 
la cadena en función de la abscisa, encontraremos 

p —. — . ds __T01/ | j / ^ — r̂ 0 

h 
h h dx h h c o s ^ 

Podemos observar que llamando a al ángulo que forma 
la tangente á la curva con el eje de las x , ó are tg j " ' , 
tendremos la ecuacipn 

hcL=x. 

Por consiguiente, el arco de círculo descrito del p u n 
to A como centro, con un radio k y comprendido entre 
el eje de las x y una paralela A N á la tangente en el punta 
M , será igual á la abscisa de este punto M . 
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Construcción de la catenaria. 

515. Este problema tiene por objeto, dados los dos 
puntos de suspensión A y C de] 
hilo (fig. 232), y la longitud de 
este A B C = / , determinar el va
lor de la constante h que entra en 
la ecuación dé la catenaria y la 
posición del origen O, con res
pecto al cual la ecuación de esta 
curva es 

Fig. 232. 
J = T \ e " + e 

Los datos de este problema son 
G E = ^ , A E = ¿ , A B C = / , 

y las incógnitas . ' 

O B = / / , A D = K , C F = : K ' , B F = / . 

Deduciremos la primera relación, expresando que la 
suma de los arcos GB y B A es igual á /. De la ecuación 

s = —( e h —e h ]> 

resulta que 

(1) /= h e h \ 

Calculando las ordenadas de los puntos A y C é igua
lando su diferencia á ^, tendremos la ecuación 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO II . 
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De estas ecuaciones se deducen las siguientes: 

l - \ -b=h \ e h — e h ) , 

í K _ K . \ 

( a _ « \ 

e h -\-e j , . 

teniendo presente que K - f K ' = ; ^ , y que el segundo 
miembro de la tercera es un cuadrado perfecto. Esta ú l 
tima ecuación no contiene más que la incógnita ^, la cual 
podremos calcular al menos por aproximación cuando a, 
b, y / sean conocidas. 

Para ello, hagamos —9, [/p— b'¿=any con lo cual la 

última ecuación toma la forma 

• 26 

desarrollando el numerador en serie, se convierte en 
62 fi4 

(o) - 1 1 !L j _ = n — l . 
1.2.3 1.2.3.4.5 

En esta ecuación »^>1, porque 

a a ' 

ahora el primer miembro de la ecuación (3) es nulo para 
$—0, é infinito para 9=:oo J y crece con 8, de una manera 
continua. Existe por lo tanto siempre un valor de 9, y 
uno sólo, que hace el primer miembro igual á n — 1 . 

Si / es poco superior á la cuerda AC, —1 y por con
siguiente 9, es una cantidad muy pequeña; podemos con 
grande aproximación tomar sólo el primer término del 
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primer miembro de la ecuación (3), q u 2 será en este caso 

- = » - i , 

<5 6 = ^ 5 ( ^ = y 6 ( ^ í l Í Í t _ l ) ; 
en seguida obtendremos h por la fórmula ^ = - ^ - . 

Deduciremos K de la ecuación 

l - \ - b ~ h { e h —e h J 

-que por ser K-j-K'—¿z, se reduce á 

y K'de la relación 
K ' = a — K . 

Y se obtendrá finalmente la incógnita / p o r medio de 
la ecuación 

Si los dos puntos C y A están á la misma altura, se 
tendrá ¿ = 0, y las fórmulas se simplifican; entónccs 

K = i K ' = : p o r q u e la curva es simétrica con respecto 

al eje de lasj^. 

Curva de los puentes colgantes. 

516. En la construcción de los puentes colgantes se 
supone la condición de que el peso del puente está sos
tenido por barras equidistantes, y cada una de las barras 
equidistantes que sostienen la cadena, soporta una parte 
igual del peso total del puente; de manera, que sus dife
rentes elementos están solicitados por fuerzas verticales 
proporcionales á las proyecciones horizontales de estos 
elementos. Busquemos la curva de equilibrio de una ca-
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Fig. 233. 

dena solicitada por pesos distribuidos uniformemente so
bre .la proyección horizontal de esta cadena, á razón áe p-
kilógramos por unidad de longitud. 

Sea AOC una cadena homogénea, suspendida de los 
dos puntos fijos A y C (fig. 233),. 
prescindamos del peso de la ca
dena, y supongámosla solicitada 
en los diferentes elementos por 
fuerzas que satisfacen á las con
diciones que acabamos de expre
sar; vamos á determinar la for
ma de la curva COA. Esta curva 

está en el plano vertical que pasa por los puntos de sus
pensión A y C. Tomemos en este plano dos ejes coor
denados, úno horizontal y otro vertical, llamemos T á la 
tensión en el punto M y / á la fuerza total que solicita 
una porción de cadena cuya proyección horizontal es igual 
á la unidad de longitud, por las fórmulas generales (500),, 
tendremos 

Si llagamos ph á la tensión de la curva en el puntó 
más bajo, tendremos integrando la primera de estas 
ecuaciones 

en la que vemos, que la componente horizontal de la ten
sión es constante. 

Sustituyendo el valor de T , deducido de la (2) en la 
segunda de las (1), resulta 

hd^-z=dx, h - r = x . ( i ) dx * dx VJ/ 
Si tomamos por origen el punto más bajo de la curva, 

la constante de la integración es cero, por ser entónces 
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j c = 0, y Solviendo á integrar la (3), se tiene la 
(4) ^ > 

que es la ecuación de la curva formada por la cadena. Esta 
curva es una parábola, cuyo eje es vertical y cuyo vértice 
es el punto más bajo de la cadena. 

517. La tensión se deduce de la ecuación (2), que 
nos dará 

x ora; 

La ecuación (4) de la parábola da ~ _ Vw+x* ^ 

lo que 
(5) T=pY/h?+t f . 

De manera, que la tensión, igual á//^, para x = 0 i au
menta con la abscisa x. 

Construcción de la curva. 

518. Este problema es análogo al que ya resolvimos, 
para la catenaria, y empleando la misma figura y notación, 
los datos son 

A F — ^ C F = ^ C O A = / ; 
las incógnitas son 

B ¥ = / , A D = K C F = K ' 
y la tensión h. 

De la ecuación de la curva x 2 = 2 ^ r , deduciremos 

6 thh = : K ' 2 — K 2 = ( K ' - f K) (K/ — K ) = ^ ( K ' — K ) , 
por ser K - 4 - K ^ ^ . Tendremos pues 

a 
4e donde 

~ T a ' " i " cT* 
Para encontrar h expresaremos, que la curva C B A = / . 
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Sabemos que ds=zdx\l 1 J _ d x ^ x ^ r 
1 dx2 h 

é integrando 

determinando la constante por la condición de que 5 = 0 , . 
para ^ = 0 . 

Poniendo en esta fórmula x — K y ^c^K ' , y sumándo
los resultados, se tendrá 

-h/iV. (K' + ]/]¿+Ki*) — 2 m . h . 
Sustituidos en esta ecuación por K yK'sus valores, ob~ 

tendremos una ecuación trascendente para determinar k. 
Como esta ecuación es de una forma muy complicada, 
se simplifica cuando los puntos C y A están á la misma. 

altura: entónces b = 0 , K . = K . f = - ^ - se tiene para 

encontrar h la ecuación 

h l = K y / h ? + K * + h * l . 

„ o /, f—ira Ao f—<. 
2h 
K2 

Conocidos ^ y K , la ecuación 2 ^ / = K 2 , da / = - r -
y queda completamente resuelto el problema. 
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Qué se entiende por ligaduras en Mecánica. — Definiciones de la ve
locidad virtual de un punto material, y del momento virtual de una 
fuerza.—Enunciado general del teorema de las velocidades virtua
les, ó del trabajo virtual.—Demostración de este teorema en los ca
sos de un punto material; de dos puntos materiales unidos de ma
nera que el movimiento del uno determine el del otro; y en el caso 
general de un número cualquiera de puntos sujetos á un. sistema de 
ligaduras completas. — Caso en que el sistema de ligaduras es i n 
completo.— Caso en que las ligaduras están expresadas por des
igualdades. — Qné forma suele darse ordinariamente á la ecuación 
del teorema de las velocidades virtuales. 

Qué se entiende por ligaduras en Mecánica. 

519. Hemos dicho en la primera parte de la Diná
mica, que un punto material es libre cuando se le puede 
atribuir indiferentemente en el espacio la posición que 
se quiera, y hacerle pasar da esta posición á otra por un 
camino enteramente arbitrario, en el cual no encuentre 
resistencia alguna. 

Cuando esto no se verifica, el punto material no es 
libre, y se dice entónces que está sujeto á ciertas condi
ciones llamadas ligaduras. En el núm. 398 hemos visto 
los ejemplos de un punto material sujeto á moverse en 
una línea dada ó en una superficie dada. 
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Los puntos materiales que constituyen un sistema^ 

pueden también estar sujetos á diversas ligaduras. Toma
remos como ejemplo un sólido invariable, que es un 
sistema material en el cual las distancias mutuas de los 
puntos materiales, tomados dos á dos de todas las mane
ras posibles, son constantes. Uno ó varios puntos del 
sistema pueden estar sujetos á permanecer sobre líneas 
ó superficies dadas, ó también á permanecer fijos. Puede el 
sistema material componerse de dos partes, una dé las 
cuales esté sujeta á rodar ó deslizarse sobre la otra en su 
movimiento relativo. Si el sistema es sólido, y supo
nemos que uno de sus puntos está fijo, todos los de-
mas puntos del sistema podrán moverse sobre superficies 
esféricas que tengan este punto por centro; si el sólido 
tiene dos puntos fijos, el movimiento será una rotación 
al rededor de la recta que pasa por estos puntos. 

Bastan estos ejemplos para comprender lo que se en
tiende por ligadura en Mecánica. E l carácter común de 
las ligaduras ó condiciones á que se sujeta un sistema, es 
\2L restricción de los movimientos que puede tomar el sis
tema. Se dice que las ligaduras son completas, cuando 
bastan para definir las trayectorias de todos los puntos 
del sistema, y las velocidades simultáneas de los puntos 
sobre estas trayectorias. Así, un cuerpo sólido, sujeto á 
girar alrededor de un eje fijo, es un sistema con ligadu
ras completas; porque cada punto, en vir tud de las l i 
gaduras, describe alrededor del eje fijo una circunfe
rencia; y en un instante cualquiera, las velocidades de 
los diferentes puntos son entre sí como sus distancias al 
eje. En este caso basta una sola ecuación para definir el 
movimiento del sistema. 

52,0. Las condiciones á que están sujetos los puntos 
que forman un sistema material, y que se llaman ligadu
ras en Mecánica, pueden expresarse analíticamente. 
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Sean A ( ^ , z \ M { x \ y \ z \ A " 2")... (fig. 234), 

» puntos materiales sujetos 
á condiciones dadas. Estas 
condiciones estarán ordinaria
mente expresadas por un cierto 
número de ecuaciones, entre 
las coordenadas de estos pun
tos; el número de estas ecua
ciones debe ser siempre me
nor que 3«; de lo contrario, 

cada punto tendría una posición fija, y permaneceria en 
ella, cualesquiera que fueran las fuerzas aplicadas al sis
tema; pero puede ser igual á 3 « — 1 . E n este caso el sis
tema es de ligaduras completas, y todos los puntos están 
sujetos á permanecer sobre las curvas dadas A L , A ' L ' . . . ; 
y el movimiento de uno de los puntos, determina el de 
todos los demás. Porque eliminando todas las coordena
das, menos las tres del punto A , vendremos á parar á 
•dos ecuaciones de la forma 

y = f { x ) , 2 ; = F ( ^ ) ; 
que son las de la curva A L , sobre la que el punto A 
debe permanecer. Del mismo modo veríamos que los 
demás puntos no pueden moverse más que sobre curvas 
determinadas. Ademas, todas las variables, menos una, 
JC, pueden expresarse en función de ésta, y cuando sea 
conocida la posición de uno de los puntos, A por ejem
plo, serán determinadas las de todos los demás; los mov i 
mientos infinitamente pequeños que se pueden hacer expe
rimentar álos puntos del sistema, tienen con uno de ellos 
las relaciones que resultan de las Zn—1 ecuaciones dadas. 

Cada punto puede evidentemente moverse sobre su 
trayectoria en dos sentidos contrarios; pero la naturaleza 
de la cuestión bastará para determinar en cuál de estos se 
verifica el movimiento 
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521, Las ligaduras que pueden imaginarse en un sis

tema son muy variadas, pero nosotros las supondremos 
reducidas á las tres clases siguientes: 

1 .a Que ciertos puntos del sistema permanezcan a. 
distancias invariables los unos de los otros. 

2. a Que ciertos puntos del sistema estén sujetos á. 
permanecer sobre curvas fijas, ó sobre superficies fijas, 
sin experimentar rozamiento de parte de estas curvas 6 
de estas superficies. 

3. a Que ciertas partes del sistema, consideradas como 
sólidos invariables, están sujetas á permanecer en con
tacto los unas con los otras, sin que se desarrolle roza
miento entre sus superficies. 

Estas ligaduras pueden reemplazarse por fuerzas ca
paces de obligar al sistema á satisfacer á las mismas con
diciones. En el caso en que dos puntos deben permane
cer á una misma distancia el uno del otro, fuerzas igua
les y contrarias introducidas entre estos dos puntos, y de 
una intensidad conveniente, podrán mantener esta inva-
riabilidad de distancia. En el caso en que un punto debe 
permanecer sobre una curva ó sobre una superficie fija, 
sin rozamiento, una fuerza igual á la reacción normal de 
la curva ó de la superficie sobre el punto, puede pro
ducir el mismo efecto. En el caso en que dos partes del 
sistema, consideradas como sólidos invariables, están 
sujetas á permanecer en contacto sin que haya roza
miento entre sus superficies, podemos considerar este 
resultado como producido por dos fuerzas iguales y 
contrarias, actuando sobre los dos sólidos en los pun
tos de contacto y según la normal común á sus super
ficies; estas fuerzas deben ser atractivas ó repulsivas, 
según que los dos sólidos tiendan á separarse el una 
del otro, ó por el contrario, á penetrar uno en el otro» 
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Definiciones de la velocidad virtual de un punto y del momenta 
virtual de una fuerza. 

522. Sean A , A ' , A " (fig. 235), puntos mate
riales cualesquiera, sujetos á ciertas condiciones ó ligadu

ras de las anteriormente descri
tas. Supongamos todo el sistema 
trasportado de la posición que 
ocupa, á una posición infinita
mente próxima, que satisfaga a. 
todas las condiciones dadas. Se 

FIG 335> llama velocidad virtual ó rnovi-. 
miento virtual de uno cualquie

ra de estos puntos A, por ejemplo, la recta infinitamente 
pequeña A tí, que une su primera posición á la segunda. 
La palabra w r / W indica que el movimiento atribuido al 
sistema es solamente posible, pero no ha tenido lugar 
realmente, y no hay que considerar las fuerzas que serian 
capaces de producir este movimiento. 

523. Supongamos aplicadasá los puntos A , A ' , A " . . . , 
las fuerzas P, P', P" , y designemos por ^ p \ p" , 
las proyecciones AC, A " C " , de las velocidades v i r 
tuales sobre las direcciones de las fuerzas. Convendremos 
en considerar como positivas ó negativas estas proyec
ciones, según que estén dirigidas á partir deL punto A 
en el mismo sentido que la fuerza, ó en sentido contrario; 
ó según que el ángulo PA¿z sea agudo ú obtuso. En la 
fig* 235» P será positiva, y = : 0 , y p" negativa. Se lla
ma momento virtual de la fuerza P al producto ¥p del 
valor absoluto de la fuerza P por la proyección p de la 
velocidad virtual Ka de su punto de aplicación. Este mo
mento será nulo si la velocidad virtual es perpendicular 
á la dirección de la fuerza, así P y = 0 , por ser / ) '=0 . 
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Se puede dar otra forma al momento virtual; porque 

Pp—P, A a. eos P A a = V eos VKa X A^; 
y llamando T á la componente de la fuerza según la ve
locidad virtual A<2, tendremos T = P cosPA^, de mane
ra que 

P ^ T X A ^ . 
En donde vemos que el momento virtual es igual al 

producto de la velocidad virtual por la componente de la 
fuerza según la dirección de esta velocidad. Resulta, 
pues, que el momento virtual de una fuerza y el trabajo 
elemental de la misma fuerza (371), tienen la misma exr 
presión; pero la primera cantidad no supone ningún mo
vimiento del sistema, debido á las fuerzas que le soli
citan, y la segunda supone este movimiento. Cuanto 
dijimos en el párrafo citado de los trabajos elementales 
de las fuerzas , es aplicable á los momentos virtuales de 
las mismas; y el teorema general de las velocidades v i r 
tudes se llama también por esta causa teorema del tra
bajo virtual. 

Enunciado general del teorema de las velocidades virtuales, ó 
del trabajo virtual. 

524. Si un número cualquiera de fuerzas se equili
bran sobre un sistema de puntos materiales, sujetos á con
diciones dadas, la suma de los momentos virtuales de las 
fuerzas es cero, para todo movimiento virtual compatible 
con las condiciones dadas; y recíprocamente, existirá el 
equilibrio si la suma de los momentos virtuales es nula 
para todos los movimientos posibles del sistema. 

De manera, que la condición necesaria y suficiente 
para el equilibrio, es que 

P ^ - | - P > ' + ? ' > " 4 - — 0. 
Demostraremos este teorema en los casos, de un 



TEOREMA DE LAS VELOCIDADES VIRTUALES. 45 
punto material, de dos puntos materiales unidos de ma
nera que el movimiento del uno determine el del otro, y 
en el caso general de existir un número cualquiera de 
puntos materiales y un sistema completo de ligaduras. 

425. i.er caso. Sea R la resultante de un número 
cualquiera de fuerzas P, P', P"....., aplicadas á un mismo-
punto A (fig. 236); tiremos por este punto una recta cual

quiera Aq finita ó infinitamente pe
queña; llamemos r , ]),p',p" á las 
proyecciones de sobre R , P, P', 
P"....., afectando á estas cantidades de 
los signos correspondientes, según Ios-
convenios anteriormente establecidos; 
vamos á demostrar que el momento 

F i g . 230. virtual de la resultante es igual á la. 
suma de los momentos virtuales de los componentes. 

Llamando \ a, a', a"....., á los ángulos que las fuer
zas R, P, P', P" , forman con A ^ , tendremos 

R eos X = P eos a + P ' eos a + P" eos a" -4-
Haciendo K q — l j multiplicando por /, será 

R /cos>=P/cosx - f P7 cosa 4 - F 7 eos a" ; 
pero 

/ c o s X = r , Icos cf.=py Icos CL'=p\ lcosv."=p" ; 
y será por lo tanto 

R r Y p . + p ' y . . . . . 
De esta ecuación resulta, si las fuerzas P, P', P"...^ 

se equilibran, siendo el punto A libre en el espacio, que 
para todo movimiento virtual del punto A , R = 0 ; por 
lo que 

Pp + p y . f P ' y 4 _ . . . . . — 0 ; 
que demuestra el teorema de las velocidades virtuales en. 
el caso particular de un sólo puntó material enteramente 
libre en el espacio. 
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526. 
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Fig. 237. 

527. 2.0 caso. 

Este principio 32 extiende fácilmente al caso en 
que el punto A esté sujeto á per
manecer sobre una superficie dada S 
(fig. 237). Todo movimiento inf i 
nitamente pequeño K a de este 
punto, se efectúa 'entónces en el 
plano tangente á la superficie. De 
donde resulta que para el equilibrio 
del punto A , es necesario y sufi

ciente que la resultante R sea cero, ó normal a la super
ficie, porque entónces R r = 0 , por ser r = 0 , ó R = 0 ; de 
modo que 

V p + P > ' + P > ' - K . . = 0 . 
Del mismo modo demostraríamos el teorema si el 

punto A estuviera sujeto á permanecer sobre una curva 
da da. 

Consideremos el caso de dos puntos 
A , A ' (fig. 238), unidos entre sí, 
de manera que el movimiento 
de uno de ellos determine el del 
otro; sean P, P' las resultantes 
de las fuerzas aplicadas á cada 
uno de estos puntos; vamos á 
demostrar que si las dos fuer
zas se equilibran, se tendrá 
Pp- f P y = 0 . En efecto, una
mos los puntos A , A ' por rectas 
inflexibles A B , A ' B á un tercer 
punto B que arrastraran en sus 

movimientos; apliquemos en los puntos B y A por una 
parte, B y A ' por otra, según las rectas B A , BA', dos 
fuerzas iguales y directamente opuestas Q,—Q; Q',—£)'; 
evidentemente, estas fuerzas no turbarán el equilibrio^ 
si existia, ni cambiarán en nada la suma de los mo-

Fig. 23!S. 
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mentos virtuales, porque los momentos virtuales iguales 
y opuestos de las fuerzas introducidas, se destruyen. 
Luego si la suma de los momentos virtuales era nula 
antes de la introducción de las fuerzas, lo será después; 
y si es nula después de la introducción de las fuerzas, es 
que lo era antes. Gomo las fuerzas introducidas son ar
bitrarias , podremos escoger la fuerza Q, de manera que 
equilibre á la fuerza P; y la fuerza Q', de manera que 
equilibre á la fuerza P'; escogidas así, es muy fácil pro
bar que la suma de los momentos virtuales de las dos 
fuerzas P, P' es cero. Sean para ello /, / , los ángulos 
que las fuerzas P, P' forman, con las tangentes á las 
curvas descritas por los puntos A , A' ; tu / / los ángulos 
que estas mismas tangentes forman con las fuerzas auxi
liares Q, Q'; y t2, t\ los ángulos que forman las fuerzas 
—Q,—-Q', con la tangente á la curva descrita por el 
punto auxiliar B. Para que la fuerza Q se equilibre con 
la fuerza P, es necesario y suficiente que la resultante de 
estas dos fuerzas sea perpendicular á la curva que des
cribe el punto A , ó lo que es lo mismo, que la compo
nente de esta resultante, según la tangente, sea nula, es 
decir, que 

Pcos Z + Q eos / ^ O . 
Del mis no modo el equilibrio de las fuerzas P' y Q' 

exige, que 
P' eos t' - f -Q' eos t \ = 0 , 

y el equilibrio de las fuerzas—Q, —£) ' , nos dará 
Qcos/2-hQ'cos / 2 = 0 . 

Multipliquemos respectivamente estas ecuaciones por 
las diferenciales ds, ds\ dŝ  de los arcos descritos por los 
móviles A, A ' , B, y sumemos, resultará 

( i ) P ds eos / -f- P' ds eos - f Q (eos ^ ds + eos /2 ds¿) 
-f-Q' (eos / V ^ + c 0 8 / a ^ i ) ^ 0 ; 

la invariabilidad de las rectas A B , A ' B, nos dará siendo 
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A ^ , ^ , A.(x', y , z'), B(^, c) y l , l' las distancias 
A B , A ' B , 

diferenciando, se tiene 
{x—d) {dx—dd)-^-^—d) {dy—dd)-*r{%—c) {dz—dc)=0> 
( V — ^ ) H - ( j ' — ^ ) = = 0 , . 
que pueden ponerse bajo la forma 

^ /ce—a x̂ _̂ Jy— )̂ dy ^ 2—c dz \ 
> ¿ ds l ds l ds ' 

-\-ds (a—X ^-(-^—& ^6 | o—z de \ Q 
^ l efej l ds i l dSi' 

ds'iX'~a dx[_iy'~b di/' z—c dz'\ 

-l~ds (a~x ^ 1 h—y' db . c—z'̂  de \ Q 
H V ' ^ F * V d T J 

Pero las cantidades que multiplican z ds j dsi en la p r i 
mera de estas ecuaciones, y á ¿fr' y dŝ  en la segunda, re
presentan respectivamente eos eos /2 y eos t,i, eos /'2^ 
luego 

e o s / J ^ Í - f - e o s = 0 , 
eos J i ' + eos / 2 ¿ / ^ = 0 ; 

por lo que la ecuación (1), se reduce á 
Vds eos / 4 - P' ds' eos / = 0 ; 

y como P i i eos t—Pp, P'ds' eos /'=:P^>' , se tendrá ne
cesariamente para el equilibrio 

Recíprocamente, si se verifica esta ecuación el equili
brio existe. En efecto, si se tiene 

Fp+P'p ' = 0, ó Pds eos t + P'ds eos / = 0 , 
y si después de haber unido los puntos A y A ' por las. 
rectas invariables BA y BA' se aplican en los puntos 
A , A ' cuatro fuerzas Q,—Q, Q^,—Q't iguales dos á d o s 
y opuestas, escogidas de manera que equilibren á las fuer
zas P y P', se tendrá 
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Pcos /H-Q eos^—0, P' eos / ' - hO; eos ^ = 0 . 

Y si, después de haber hecho 
Q eos /24- Q.' eos t '2=K, 

se suman estas ecuaciones, multiplicadas respectivamente 
por ds, ds\ dSi , se tendrá 

Pds eos / -f- P'ds' eos / -f- Q.(cos ^ ds~\- eos /2 ¿Z^) 
-|-Q'(cos / ^ J ' - I - C O S /2 ¿ f ^ ^ K i ^ . 

Siendo invariables AB, A'B^ tenemos 
eos ¡ids -\-eos ¿2dsí — 0, eos eos = 0, 

y por hipótesis ^ 
P eos tds-\-Pf eos / i / == 0, 

luego K d s i = 0 i 
y por consiguiente ' 

¿/j 1 = 0, ó K = Q eos í2 - h eos /'g—0. 
Pero dsiy arco descrito por el punto B , no puede ser 

cero, ó la suma K de las componentes de las fuerzas que 
solicitan el punto B, según la tangente á la curva que 
describe, no puede anularse sin que este punto esté en 
equilibrio; por otra parte, el equilibrio del punto B exije 
evidentemente el de los puntos A y A ' que están unidos 
á él invariablemente, y no están solicitados por ninguna 
fuerza; luego no podemos tener P/> -f- P'^)' = 0, sin que 
las fuerzas que soliciten á los puntos A y A ' se equilibren. 

528. 3.er caso. Sean A , A ' , A" . . . un número cual
quiera de puntos sujetos á un sistema completo de ligadu
ras; es decir, tal, que el movimiento de uno de ellos deter
mine el de todos Ids demás, y que no haya para todo el sis
tema más que un sólo movimiento posible, en el cual, los 
puntos recorrerán curvas completamente determinadas; 
P, P', P".;. las resultantes de todas las fuerzas aplicadas 
a cada uno de estos puntos; si el equilibrio existe en el 
sistema, la suma de los momentos virtuales será cero y 
se verificará que 

P p H - P ' ^ H - P " / ' = 0 . 
MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 4 



50 TEOREMA DE LAS VELOCIDADES VIRTUALES. 
Habiendo demostrado esta proposición para un siste

ma de dos puntos, basta probar, que si es cierta para un 
sistema de m puntos, será también cierta para un sistema . 
de ^-4-1 • Para probarlo, desig nemos por A , A , A 
los m-\-\ puntos, y por P, P', P"..., las fuerzas que actúan 
sobre ellos; se podrán aplicar á uno de ellos, A'por ejemplo, 
dos fuerzas iguales y opuestas Q,—Q., y determinadas de 
tal suerte, que una de ellas Q se equilibre con la fuerza P, 
aplicada á otro punto A del sistema: bastará para esto que 
la suma P/» + 0 ^ = 0 . Se podrá entónces suprimir las 
dos fuerzas P, Q, y prescindir del punto A'; así no que
darán más que m puntos A ' , A" , A '" , sometidos á la 
acción de las m-^-\ fuerzas—Q, P', P", P'" ; ahora, 
siendo cierto el teorema para m puntos, el equilibrio dará 

— - f P > ' - f - P ' > , + = 0 ; 
también tenemos 

Q ^ + P ^ = 0. 
Sumando estas dos ecuaciones, resulta 

p^+p^,' + p y ' 4. —o. 
Recíprocamente, si la ecuación anterior se verifica, el 

equilibrio existe. Esta recíproca se demuestra de un mo
do enteramente semejante al empleado para un sistema 
de dos puntos. 

Ahora, hemos demostrado el teorema de las velocida
des virtuales para el caso de dos puntos, luego será cier
to para tres, para cuatro y en general para cualquier n u 
mero de puntos, y un sistema completo*de ligaduras. 

Demostración del teorema de las velocidades virtuales en el 
caso de un sistema incompleto de ligaduras. 

529. Cuando el sistema de ligaduras de los puntos 
A , A ' , A " , es incompleto, el movimiento de uno 
de ellos no determina el de todos los otros, se ver i 
fica el teorema de las velocidades virtuales, y es necesario. 
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•si el equilibrio existe, que la suma de los momentos v i r 
tuales sea cero, ó lo que es lo mismo, que 

P / H - P > ' - j - P ' > " - f - = 0 ; 
para todos los movimientos que puede tomar el sistema. 

En efecto, supongamos que existe el equilibrio, y que 
para un cierto movimiento, la suma de los momentos 
^virtuales no sea nula; haciendo este movimiento al único 
posible por nuevas ligaduras, no destruiremos el equili
brio existente, y como el sistema de ligaduras será en tón-
•ces completo, el equilibrio no podrá tener lugar sino sien
do la suma de los momentos virtuales nula; luego la 
ecuación 

P p - h P ' / - f - P ' y ' + = S P p = 6 
debe ser satisfecha, cuando hay equilibrio, sean las que 
fueren las ligaduras del sistema material. 

Recíprocamente, si la suma - i - P ' j ) ' - í - P " p " 

es nula para todos los movimientos posibles del sistema, 
habrá equilibrio; porque si el movimiento tuviera lugar, 
no se le impedirla ligando los puntos de manera que este 
movimiento fuera sólo posible; y resultaria, que en un 
sistema cuyas ligaduras son completas, la suma de los 
momentos virtuales podrá ser nula, sin que haya equili
brio, lo cual es contrario á lo ya demostrado. 

Resumiendo, cualquiera que sea el sistema de puntos 
•que se considere, se tendrán todas las condiciones del 
equilibrio, igualando á cero la suma de los momentos 
virtuales de las fuerzas, para todos los movimientos com
patibles con las ligaduras del sistema, que es lo que que
ríamos demostrar. 

Caso en que las ligaduras están expresadas por desigualdades. 

530. Cuando las ligaduras, que existen entre los d i 
ferentes puntos de un sistema, están expresadas por ecua-
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clones, cada uno de ellos puede experimentar dos m o v i 
mientos iguales y de signo contrario. Pero hay sistemas 
en que esto no sucede. Concibamos un punto A situada 
sobre una superficie fija S (fig. 239), en cuyo interior no 

le es posible penetrar, es decir, que 
puede moverse sólo á un lado del 
plano tangente T T . Es claro que 
si se mueve en el plano tangente 
podrá marchar en dos sentidos 
opuestos Ka y K a , pero para; cual-

Fíg 239 • • • 1 
quier otro movimiento, su marcha 

será posible en un sentido é imposible en el otro. 
Las condiciones de esta especie están ordinariamente 

expresadas por desigualdades. Así, si un punto situado 
en un plano fijo no puede moverse más que de un lado 
de este plano, tomando éste por plano de las X Y y el eje 
Z en el sentido de su movimiento posible, se tendrá para 
este punto, z = 0, y habrá que expresar que la variación 
de z es nula ó positiva, es decir 

Se expresará que un punto no puede penetrar en el i n 
terior de una esfera fija, cuyo centro es el origen de las 
coordenadas, por medio de la relación 

siendo R el radio de la esfera, y si el punto está situado 
sobre la superficie esférica, tendremos, dándole un movi
miento virtual 

xZx +z?>z> 0. 
Si el sistema A , A ' , A". . . , está sujeto á condiciones de 

este género, el teorema de las velocidades virtuales expe
rimenta una modificación. 

Basta, entónces, para el equilibrio, que la suma de los 
momentos virtuales de las fuerzas sea nula ó negativa 



TEOREMA DE LAS VELOCIDADES VIRTUALES. 53 
-para cada movimiento virtual del sistema. Si el sistema es 
de ligaduras completas, esto resulta de lo que hemos d i 
cho antes en el caso en que el movimiento del punto A 
no .puede verificarse en un cierto sentido. Si el sistema 
es de ligaduras incompletas, el teorema se demuestra 
introduciendo un cierto número de condiciones tales, 
que el sistema venga á ser de ligaduras completas. 

Qué forma suele darse ordinariamente á la ecuación del teore
ma de las velocidades virtuales. 

531-. La ecuación 
(1) P ^ + P > ' + P > - K . . = 0 , 

puede ponerse bajo otra forma más cómoda para las apli-
-ciones. 

Sean X , Y , Z (fig. 240), las componentes de la fuerza 
P aplicada al punto A (x , 2), 
hx, ^r, Sr, las variaciones de las 
coordenadas de este punto por un 
movimiento virtual A^ , compatible 
con el estado del sistema, de suerte 
que las coordenadas del punto a 
sean-x-t-Bx,^r-4-S^, z+Sz. El mo
mento virtual de la fuerza P, es 
igual a la suma de los momentos 

virtuales de sus componentes, por lo que 
P/ )=XS^4-YSr-{-Yó^, . 

•del mismo modo P > ' = r 5 * - f -Y'Sr ' -f- Z'Bz; 
y de la misma manera pueden expresarse P"/", P"^>"'.... 
Sustituyendo estos valores en la (1), será 

(2) S ( X 8 x + Y 8 r 4 - Z 8 ^ ) = 0 . 
E l signo 2 se extiende á tantos trionomios de esta 

forma como puntos materiales tiene el sistema. Bajo esta 
forma se usa ordinariamente la ecuación del teorema de 
las velocidades virtuales. 

Fig. 240. 



L E C C I O N X L I I I . 

Aplicaciones del teorema de las velocidades virtuales. Cómo se e n 
cuentran por medio de este teorema las ecuaciones del equilibrio de 
un sistema cualquiera.—Equilibrio de un sólido invariable.—Deduc
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Aplicaciones del teorema de las velocidades virtuales. Cómo se 
encuentran por medio del teorema de las velocidades virtua
les las ecuaciones del equilibrio de un sistema cualquiera. 

532. E l teorema de las velocidades virtuales encierra 
todas las verdades de la Estática; así que, todos los teo
remas de esta parte de la Mecánica, no son más que casos-
particulares de éste; por lo cual vamos á dedicar esta lec
ción á la exposición de sus aplicaciones principales, em
pezando por exponer el método general para deducir las; 
ecuaciones del equilibrio de un sistema cualquiera. 

Supongamos que las ligaduras que existen entre los-
diversos puntos del sistema, están expresadas por las i 
ecuaciones 

(1) L = 0 , M = 0 , N = 0 

Debiendo estas ecuaciones quedar satisfechas por las 
nuevas coordenadas de los puntos después de un movi-
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miento infinitamente pequeño compatible con las ligadu
ras del sistema, se tendrá 

dx dy ' dz dx' dg'J ' 

( l ^ i d x 1 dy s y dz dx' 7 

— O x-\--y-OJ'-{--—tZ-{--r-OX-\- ..... = 0, 
dx dy dz dx 

Parala inteligencia de estas ecuaciones, es preciso con
cebir, que á las i ecuaciones de condición dadas, se aña
den 3 « — 1 — / , ecuaciones nuevas, tales, que el movimien
to considerado sea el único posible, ó que el sistema de 
ligaduras sea completo.-Entónces todas las variables, me
nos una, vienen á ser funciones de ésta, y se pueden bajo 
este punto de vista diferenciar las ecuaciones (1); con 
esto no se restringe la generalidad de la cuestión, puesto 
que el movimiento particular que se considera puede 
ser uno cualquiera de los que son compatibles con las 
ligaduras del sistema. 

Las i ecuaciones de condición contienen 3« variaciones 
S A : , ^r, Sz, §x' , 

siendo « el número de puntos materiales del sistema, de 
las cuales 3 n—i son arbitrarias, y las otras en número de 
/, dependen de éstas. Sustituyendo los valores de estas úl
timas, deducidas de las ecuaciones (2), en la ecuación del 
teorema de las velocidades virtuales 

(3) S ( X § x + Y 8 r + Z ^ ) = 0,. 
la ecuación que resulte contendrá solamente 3«—i t é r 
minos que tendrán cada uno como factores una de las 
2 n — i variaciones arbitrarias, y como la ecuación deberá 
verificarse cualesquiera que sean estas variaciones, habrá 
que igualar á cero sus Sn—i coeficientes. Obtendremos 
de éste modo Sn — z ecuaciones, que unidas á las i ecua
ciones (1), serán las 3 « ecuaciones, éntrelas componen-
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tes de las fuerzas y las coordenadas de sus puntos de apli
cación, necesarias y suficientes para el equilibrio. 

533. La eliminación de las i variaciones por medio 
de las ecuaciones (2), puede hacerse por el método de 
los factores indeterminados. 

Multipliquemos la primera por X, la segunda por p., 
etcétera, y sumémoslas miembro á miembro con la ecua
ción (3) desarrollada, é igualemos á cero los 3« coefi
cientes de las variaciones; resultarán las 3» ecuaciones 
siguientes: 

dx ^ dx . dx 

(4) 
o 

v , . r d l i . dM . <¿N . w 

X + X — - f - ^ + v — + . . . = 0 oía;' da;' 

en ellas determinaremos los factores X, jx, v, por medio 
de otras tantas de estas ecuaciones; quedarán3«—/ecua
ciones, que unidas con las (1), darán los valores de las 3» 
incógnitas para el caso del equilibrio. 

Recíprocamente, si estas ecuaciones se verifican, las fuer
zas se equilibran; porque multiplicando estas ecuaciones 
por SAT, §r, y sumando, resultará la ecuación 

( x + ^ ¿ + ^ - K + ( Y + x ^ + . . . ) ? r + . . . = o > 
que se reduce á la ecuación (3), teniendo en cuenta las re
laciones (2); y la ecuación (3) expresa, como sabemos, que 
la suma de los momentos virtuales de las fuerzas es nula. 

534. De las ecuaciones (4) se deduce una importante 
consecuencia. Vemos que ellas no variarán; y el equili
brio actual del sistema subsistirá, si suprimimos la con
dición L—0, á la cual el sistema debe satisfacer en todos 
sus movimientos, y agregamos al mismo tiempo á las 
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fuerzas primitivas, nuevas fuerzas que den los mismos 
sumandos para aquellas ecuaciones; á saber, una fuerza 
aplicada en A , cuyas componentes paralelas á los ejes sean 

* d h * d h d i , -A — > A — — , A — - ; 
dx dy dz 

una fuerza aplicada en A ' , cuyas componentes sean 
^ <¿L ^ dlt ^ L 

d ¡ ? ' cW* ~dz* 

y así sucesivamente. La ligadura expresada por la ecua
ción L = 0 , equivale, por lo tanto, á estas fuerzas. 

La intensidad de la fuerza que debe aplicarse en el 
punto A , por ejemplo, es igual á 

y su dirección es la de la normal á la superficie repre
sentada por la ecuación L = 0 , cuando se consideran 

J C , ̂ r, z y como únicas variables, puesto que los cosenos 
de los ángulos que la normal forma con los ejes, son 

, ^ d L d L d l i proporcionales a — , — , — . 
CíOC Ct'iJ (JLZ 

Las condiciones M = 0 , N = 0 , etc., pueden del mismo 
modo reemplazarse por fuerzas convenientes, aplicadas 
á todos los puntos del sistema. Estas fuerzas auxiliares, 
que pueden reemplazar las ligaduras que existen entre 
todos los puntos, son las que producen las tensiones y 
las presiones en los puntos del sistema. 

En fin, si suprimimos todas las ligaduras, todos los 
puntos quedan libres, y las fuerzas P, P', P",.^> aplica
das á estos puntos libres, son destruidas por las fuerzas 

dx ' ^ dx ' dx ' 
-> cíL rfN 
A , a - — , v — , . . . 

dy dy dy 
d L c¿M d N (¿3 ' ^ c?s ' dz 
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aplicadas al punto A ; 

dx' 9 ^ dx' 9 V dx''''" 
d L c?M 

dz' ' ^ ds' ' V cís' 
aplicadas al punto A' ; y así sucesivamente. 

Equilibrio de un sólido invariable. 

535. Para deducir las ecuaciones del equilibrio de un 
sólido de esta clase del teorema de las velocidades v i r 
tuales, debemos tener presente que para un sistema de 
puntos materiales sometidos á la acción de varias fuerzas, 
el número de ecuaciones de equilibrio es necesariamente 
igual al número de variables independientes; es decir, al 
número de coordenadas variables, cuyo valor habrá que 
determinar para que cada punto quede enteramente fijo. 

Consideremos primero un punto aislado; si es librer 
sus tres coordenadas podrán variar independientemente 
una de otra, y habrá, por lo tanto, tres ecuaciones de 
equilibrio. Si el punto está sujeto á pérmanecer sobre una 
superficie, una de las coordenadas será función de las 
otras dos, y el número de variables independientes se 
reducirá á dos, y no habrá más que dos ecuaciones de 
equilibrio. En fin, si el punto está sujeto á permanecer 
sobre una curva, dos coordenadas serán funciones de la 
tercera, que será la única variable independiente, y no 
habrá más que una ecuación de equilibrio. 

Examinemos ya un sólido ó sistema invariable y libre 
en el espacio, formado por n puntos materiales unidos 
entre sí de una manera invariable. Según la manera de 
definir la forma de un sólido invariable (202), serán ne
cesarias tres ecuaciones para expresar que las distancias 
mútuas de tres puntos tomados arbitrariamente en el 
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cuerpo, son constantes; 3 ( « — 3 ) , ó Sn—9 ecuaciones^ 
expresarán que los n—3 puntos restantes, permanecen á 
distancias invariables de los tres primeros; de modo, que 
el número de condiciones ó ligaduras del sistema será 
Sn—9-f-3, ó Sn—-6 ecuaciones entre las coordenadas de 
todos sus puntos; ahora ¡se necesitan Sn ecuaciones para 
determinar las coordenadas de los n puntos del sistema, 
luego el número de ecuaciones de equilibrio, será seis; 
resultado conforme con lo que digimos en la primera 
parte de la Estática. 

Si el sólido ó sistema invariable tuviera un punto fijo, 
sus tres coordenadas serian constantes, las seis variables 
independientes se reducirían á tres, por consiguiente, 
no hay más que tres ecuaciones de equilibrio para un sis
tema invariable sujeto á girar alrededor de un punto fijo. 

Si el sistema está sujeto á girar al rededor de un eje 
fijo, las seis coordenadas de dos de sus puntos serán cons
tantes, y como la fijeza de estos dos puntos lleva consigo-
la invariabilidad de su distancia, no habrá más que una 
sola variable independiente, y por consiguiente, una sola 
ecuación de equilibrio. 

536. Para obtener las seis ecuaciones del equilibrio 
en el caso de un sólido invariable, podíamos seguir el m é 

todo general (532); pero es más 
sencillo imprimir al sistema seis 
movimientos virtuales arbitrarios 
é independientes los unos de los 
otros, de suerte, que las seis re
laciones que resulten entre las 
fuerzas, no puedan deducirse 
unas de otras, y estas relaciones. 

Fig- 24JL serán precisamente las seis ecua
ciones del equilibrio. 

Demos al sistema un movimiento virtual paralelo al eje 
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<ie lasx, por ejemplo, de manera que sus puntos A , A ' . . . 
(fig. 241), describan rectas iguales A ^ , A V ; entónces 
^ r , Iz , Sr', , son nulos, y l x z = : l x = l x " 

En este caso, la ecuación general 

S (X8x+YSr -hZ82 : )=0 , 

se reduce, suprimiendo el factor común Ŝ r, á S X = 0 ; por 
medio de movimientos análogos, paralelos á O Y y á O Z , 
deduciremos las ecuaciones que se refieren á estos ejes, 
y las tres ecuaciones del equilibrio serán 

l s x = o , 
(5) S Y = 0 , 

( s z = o . 

Obtendremos las otras tres ecuaciones del equilibrio, 
jhaciendo girar el cuerpo sucesivamente alrededor de los 
tres ejes. Hagámosle girar primero alrededor deOZ. E l 
punto A describirá un elemento A ^ de una circunferen
cia z A H de radio A C = r y paralela al plano X Y . Sea 
A C i = w , tendremos B ^ = O , y de 

x - = r eos to, ^=rsen(o , 
-se deduce variando y siendo 8w el ángulo que mide la 
rotación 

B.x=—rsenwBto S ^ ^ r eos toBto 
ó bien 

üX — —-^Bw, Sj=ArBto; 
y sustituyendo 

X B ^ - h Y 8 r 4 - Z B 2 ; = ( Y x — X j ) B c o 
y del mismo modo 

X'B^c' 4 - Y B r ' -f-Z'S z '—i^'x ' - r - X > ' )B w, 
y así sucesivamente. Sustituyendo estos valores en la 
ecuación (1) y suprimiendo el factor Bw, tendremos 

2 ( Y J C — X r ) r = o . 
Por rotaciones al rededor de O Y y O X se obtienen las 
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ecuaciones correspondientes, análogas a ésta, y las tres, 
ecuaciones del equilibrio serán 

(S(Y;c — X j ^ O , 
(6) S í Z r - Y ^ O , 

Las seis ecuaciones (5) y (6) son las del equilibrio de un 
sólido invariable libre; y vemos que son las mismas que ob
tuvimos directamente en la primera parte de la Estática. 

Deducción de las ecuaciones del equilibrio de un sólido invaria
ble por una trasformacion de coordenadas. 

537. "Supongamos los puntos del sólido referidos á-
un nuevo sistema de coordenadas rectangulares; las coor
denadas antiguas de un punto ^ , estarán ligadas con 
las nuevas xi,j-iy zu por las ecuaciones, 

(7) K ^ e + a'xt + t y t + c ' Z i , 
lz=:y + a"xi+l>yi+c"zi; 

entre los cosenos a, a\ d ' s e verifican las ecuaciones 
de condición 

(9 K^^H-^'c - \ -a" c"=§y 
[hc + V c'+b" c " ^ . 

Si concebimos que losejesde las x ^ y ^ z ^ forman parte 
del sistema sólido, un cambio cualquiera del sistema,, 
cambiará la posición de estos ejes, y los valores de x^y^ z ¿ 
no cambiarán; luego variando las (7) se tiene 

í S x = S a 4 - ^ - f - ^ 4 SÍ, 

(B z = B y H-JC^ d'-\-y ^ 5 b"-\- z$c". 
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Supongamos que antes del movimiento los nuevos 

ejes coincidian con los antiguos, tendremos entonces 
^ ^ i , j r — S i , * — Z v > 

lo cual exige, que 
0 = 1 , ¿ = 0 , f = 0 , 
^ = 0 , b ' = i , ^ = 0 , 
^ ' = 0 , b"=0, c"~X, 
la=.0, W = 0 , Zc"=0; 

y las ecuaciones de condición (9) darán variando 

Hagamos 

y tendremos en las (10) 

sustituyendo estos valores en la ecuación general 
i : ( X 8 x 4 - Y a ^ 4 - Z s ) = 0 , 

se reduce á 
^a2X+8gSY4-s rSZ - | - ^ ( Y x — X f ) 4 - S o 2 ( Z ^ r — Y 2 : ) 

Siendo las variaciones Sa,8 6...... arbitrarias, para que 
esta ecuación se verifique, es necesario que sean cero los 
coeficientes de estas variaciones; y tendremos de una vez 
las seis ecuaciones del equilibrio anteriormsnta encon
tradas 

SX = 0, E Y = 0 , S Z = 0 ; 
2 (Yx—X7) - -=0 , S ( Z r — Y z ) = 0 , S(X z — Y x ) = 0 . 

Caso en que e! sólido invariable tiene uno, dos ó más puntos 
fijos. 

538. Si un sólido invariable está retenido por un 
punto fijo, los movimientos de traslación dirigidos para-
elamente á los ejes no podrán tener lugar, sin romper 
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las ligaduras establecidas. Pero tomando el punto fijo 
por origen de las coordenadas, podremos imprimir al sis
tema un movimiento de rotación alrededor de cada uno 
de los ejes, y obtendremos para el equilibrio las tres ecua
ciones (6); estas ecuaciones, cuyo número es precisamen
te igual al de variables independientes, bastan para ase
gurar el equilibrio. 

Si el sistema invariable está retenido por dos puntos 
fijos, su movimiento virtual no podrá ser más que un 
movimiento de rotación alrededor del eje fijo que pasa 
por estos dos puntos, y el teorema de las velocidades vir
tuales nos dará una sola ecuación para el equilibrio. T o 
mando por eje fijo el eje de las 2 , la ecuación única del 
equilibrio será H^Yx — X^-)—0, que es la primera de las 
(6). En este caso no hay más que una sola variable inde
pendiente, bastando la ecuación anterior para el equili
brio del sistema. 

Si el sistema invariable pudiera recibir no solamente 
un movimiento de rotación alrededor del eie de las z, 
sino también un movimiento de traslación paralelamente 
á este eje, el equilibrio exigirla las ecuaciones, S Z — 0 , y 
2¡(Yx—X.y}=z0, que bastarán para asegurar el equilibrio. 

Si los puntos contenidos en el plano X Y están sujetos 
á no salir de él, el movimiento de rotación alrededor del 
eje de las ^ , y los movimientos de traslación paralelos á 
los ejes X é Y , darán para el sistema invariable las tres 
ecuaciones de equilibrio 

E X = 0 , S Y = 0 , S ( Y J C—X r ) = 0; 
y como en esta hipótesis, el número de variables inde
pendientes es tres, las ecuaciones anteriores expresarán 
las condiciones de equilibrio. 

En fin, si el número de puntos fijos fuera de tres ó 
más, el sólido invariable estarla por sí mismo en equilibrio 
y no haria falta ninguna ecuación para expresarlo. 
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Equilibrio\del polígono funicular. 

539. Pueden deducirse con mucha facilidad las leyes-
de equilibrio del polígono funicular, por medio del teo
rema de las velocidades virtuales. 

Sean A, B, G, D, E, F, (fig. 242), los n puntos unidos por 
cuerdas, formando un pol ígo
no de n-— 1 lados, cuyos v é r 
tices están solicitados por n 
fuerzas P0, P"2 , 
L o primero debemos expre
sar que las longitudes de es
tos lados /, / ' , /" . . . . . . son cons« 
tantes; designando por x^j^ "Zy 
x ' ,y , z\.,.,.y las coordenadas 
de los puntos A , B , refe

ridos á tres ejes rectangulares, tendremos las n — 1 ecua
ciones 

Fié(, 242. 

Variando estas ecuaciones, se tiene 
x'—x^ v'—v*. , z' — z*. , x—x' 

l l 
- 7 - 3 2 = 0 ; 

y además » — 2 ecuaciones de esta forma. A estas n—1 
ecuaciones debemos unir la del teorema de las velocidades, 
virtuales 

S(X 8x + Z sr -f- Z s z) = 0 . 

Empleando para la eliminación de « — 1 variaciones, 
el método de los multiplicadores, y usando las mismas no-
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taciones, obtendremos las 3 n ecuaciones: 

( n ) ¡Y + X t - ^ O , 

, oc—ce' , oc" —a?' A 
J± - j - A — h p. - — = = U , 

' Z ' + \ ? = L + l i £ z £ = o ; 

Se ve inmediatamente la ley de formación de estas 
ecuaciones. Eliminando entre ellas las n—1 indetermi
nadas X, {x,v , tendremos 3« — {n — 1 ) = 2 « + 1 con
diciones de equilibrio. 

540. Los factores auxiliares X, JJL, V... representan las 
tensiones de las diversas cuerdas que forman los lados 
del polígono, suponiendo á estas cantidades positivas. E n 

efecto, / —7-, A A —-—, son las componentes 

de una fuerza igual á X, actuando según AB, de A hacia 
B; y las relaciones (11) hacen ver que esta fuerza X y la 
fuerza P0, aplicadas al punto A , se destruyen; de manera, 
que X mide la tensión de la cuerda A B . También se de
duce, como sabemos, que la fueraa PQ está dirigida se
gún la prolongación de A B , cuando el polígono está en 
equilibrio. 

Las ecuaciones (12), ademas de las componentes de 
P1, contienen las de una fuerza igual y directamente 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 5 
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opuesta á X, es decir, actuando en el punto B , según 
A B , de B hacia A , y ademas contienen los valores de 
las componentes paralelas á los ejes de una fuerza igual 
á ¡JL, dirigida según BC, de B hacia C, si la cantidad es 
positiva; estas tres fuerzas se equilibran en el'punto B, 
de manera que p. mide la tensión de la cuerda BC. Del 
mismo modo veríamos que v es la tensión de la cuerda 
C D , y así sucesivamente. 

Es fácil probar que la tensión de una cuerda cual
quiera es la resultante de las fuerzas que actúan á un 
mismo lado de ella, trasladadas paralelamente á sí mis
mas á un punto de su dirección. 

Lo que precede, lo demuestra para la primera cuerda. 
Para la segunda, basta sumar las ecuaciones ( n ) y (12), 
lo que da 

Y + Y ' - r p L ^ ' ^ O , 

Z - h Z ' - f - ^ s - = i . = 0 . 

De aquí resulta que las fuerzas P, F i y la tensión {x de 
la cuerda BC, actuando esta última de B hácia C, se 
equilibran; luego una fuerza igual y contraria á JJ., que 
mide la tensión de la cuerda BC, es la resultante de las 
fuerzas P0 y P^ Después veríamos, sumando tres á tres las 
ecuaciones (11), (12) y (13), que la tensión de la cuerda 
siguiente es la resultante de las fuerzas P0, Pj , traspor
tadas á C, y de la fuerza P2, y así sucesivamente. 

Si v... no fueran todas positivas, el polígono f u 
nicular no estaría en equilibrio; porque si pvpor ejem
plo, fuera negativa, los puntos B y C estarían tirados 
por dos fuerzas iguales y contrarias que tenderían á 
aproximarlos. Aun en este caso, podría existir el equi-
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librio si las cuerdas se reemplazaran por varillas rígidas, 
porque hemos dicho que las distancias AB, BC,. . . deben 
permanecer constantes. 

Equilibrio estable, inestable é indiferente. 

541. Supongamos que el primer miembro de la 
ecuación 

2 ( X S ¿ c - + Y S ^ + Z S ^ ) = 0 , 
ssa la variación exacta de*una función V d e zy 
x ' . j ^ consideradas como variables independientes, 
ó corno variables ligadas entre sí por las ecuaciones L = 0 , 
M==0,. . . ; tendremos . 

Para esto es necesario y suficiente que X , Z , X ' , 
Y ' . . . ssan las derivadas parciales de la función V con 
respecto á x , ^ r , z, Entónces, para la posición de 
equilibrio, y sólo para ella, BV = 0, y el valor correspon
diente de la función V , es un máximo ó un mínimo, si 
esta función es susceptible de máximo ó mínimo; porque 
para toda otra posición del sistema su variación es dife
rente de cero. 

La expresión 
E(XS;H-Y8r-hZSz), 

análoga á 
S ( X ^ c - f - Y ¿ / H - Z ^ ) , 

es una variación exacta, en los mismos casos que esta 
última es una diferencial exacta, y particularmente cuando 
las fuerzas motrices están dirigidas á centros fijos, y son 
funciones de las distancias de sus puntos de aplicación á 
estos centros. Lo cual se demuestra como lo hicimos 
para la segunda expresión en el núm. 380. 

Consideremos que los puntos A , A ' , A" . . . sujetos á 
ligaduras cualesquiera, están solicitados sólo por sus 
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propios pesos^, p' ' . . . , tomemos el eje de las z v e r t i 
cal, se tendrá 

X = 0 , Y = 0 , Z = p , X ' r = 0 , Y ' = 0 , Z ^ / . . . , 
la ecuación 

S ( X ^ - h Y 8 ^ + Z S ^ ) = 0 , 
se convertirá en 

plz-Jrp'hz'+f 
que puede ponerse bajo la forma 

S ̂ p'z-)rp'z'-\-p"z"-it-...)= 0. 
S¿a P la suma de estos pesos y la ordenada del cen

tro de gravedad del sistema, se tiene 
pz+fz '+ fz ' ' -^ . . . = P 2 1 , 

y B ( P ^ ) = 0 , 

de donde Í ! L = 0 ; 
dt 

que nos dice; que en todo movimiento compatible con las; 
ligaduras del sistema la velocidad virtual del centro de 
gravedad, proyectada sobre el eje de las z, es nula. 
Luego para el equilibrio entre diferentes pesos, es nece
sario y suficiente, que en cada movimiento virtual la d i 
rección primitiva de la velocidad del centro de gravedad 
sea horizontal, ó que la ordenada del centro de gravedad 
sea un máximo ó un mínimo. 

También se tiene en este caso, que 
8 V = : 0 , 

ó que el equilibrio corresponde á un valor máximo é 
mínimo de la función V . Pero hay entre el máximo y 
mínimo de esta función una diferencia esencial, que con
viene señalar. . 

Se dice que el equilibrio de un cuerpo ó de un sistema 
de puntos es estable, cuando separándole, por poco que 
sea, de la posición de equilibrio, tiende por sí mismo 
á volver á ella. E l equilibrio es inestable, cuando sepa
rado el sistem a, de su posición de equilibrio y abando-
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nado á sí mismo, tiende á alejarse más y más de su pr i 
mitiva posición. En fin, el equilibrio es indiferente, ó el 
cuerpo es astático, cuando separado de la posición de 
equilibrio, no tiende por sí mismo ni áaproximarse ni á 
alejarse de su primitiva posición. En el caso que consi
deramos de los sistemas pesados, la ordenada del centro 
de gravedad es, como hemos visto, la cantidad que debe 
ser máximo ó mínimo, cuando hay equilibrio y-recípro
camente; ademas, el máximo déla ordenada corresponde 
al caso de equilibrio estable, y el mínimo al de equilibrio 
inestable. 

Resumiendo, la condición de equilibrio de un sistema 
cualquiera de cuerpos pesados consiste en que el centro 
de gravedad del sistema entero esté lo más bajo, ó lo más 
alto posible; si está lo más bajo posible, el equilibrio es 
estable, y si está lo más alto posible, el equilibrio es ines
table. E n otros términos, si cuando se separa infinita
mente poco el cuerpo de su posición de equilibrio, el cen
tro de gravedad sube, el equilibrio es estable, y el cuer
po recobra por sí mismo su primitiva posición; si el cen
tro de gravedad desciende, el fequilibrió es inestable, y el 
cuerpo se apartará más y más de su primitiva posición; 
si el centro de gravedad ni asciende ni desciende, el cuer
po permanecerá en la segunda posición que se le ha dado, 
y entónces el equilibrio es indiferente, ó lo que es lo mis
mo , el sistema es astático. 
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Equilibrio de los sólidos naturales.—Resistencia de un sólido prisma-
.tico á la extensión y á la compresión. Coeficiente de elasticidad. 
—Equilibrio de un sólido prolongado solicitado por fuerzas que tien^ 
den á doblarlo trasversalmente. — Aplicaciones de esta teoría. 
Equilibrio de los sólidos prismáticos empotrados.—Equilibrio de 
un sólido prismático retenido por dos apoyos y sometido trasversal
mente á una fuerza, ó á dos, teniendo ó no en cuenta su propio peso.. 

Equilibrio de los sólidos naturales. 

542. Los sólidos naturales están compuestos, como' 
sabemos, de moléculas materiales que unas veces se apro
ximan unas á otras, disminuyendo en consecuencia el 
volumen del sólido, y otras se alejan unas de otras, 
aumentando dicho volumen , según la preponderancia de 
la cohesión ó de la fuerza repulsiva debida al calórico; en 
una palabra, que los sólidos naturales no son sólidos i n 
variables, tal cual hasta aquí los hemos considerado, y 
son necesarias nuevas consideraciones y algunos datos 
experimentales, para establecer las leyes de equilibrio de 
estos cuerpos. 

Las seis ecuaciones del equilibrio de los sólidos inva
riables se verifican también para los sólidos naturales, 
pero en éstos no son suficientes para asegurar el equili
brio como en los primeros; y es necesario tener en cuen
ta nuevas consideraciones para estable cer las ecuaciones 
del equilibrio de los sólidos naturales. 
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Las condiciones de equilibrio de un sólido natural se 

deducen de las de un sólido invariable, ya considerando 
aquél 'con la forma que tenía antes de estar sometido 
á la acción de las fuerzas que se le aplican, ó bien con la 
que toma bajo la acción de estas fuerzas. E n el primer 
caso, no se comete generalmente más que un error pe
queño , tanto menor, cuanto menos deformable sea el 
sólido; en el segundo caso, no se comete absolutamente 
error alguno. Pero esta segunda manera de aplicar las 
condiciones del equilibrio de un sólido invariable al de 
un sólido natural, no puede emplearse más que para es
tudiar un equilibrio, que. ya se sabe que existe, y cuando 
sólo se trata de determinar los valores de algunas de las 
fuerzas que actúan sobre el sólido considerado. 

Si dado un sólido natural, queremos averiguar si po
drá estar en equilibrio bajo la acción de fuerzas cono
cidas, aplicadas á puntos determinados de él, no sabiendo 
de antemano la forma que tomará éste, cuando exista el 
equilibrio de que se trata, si puede existir, es necesario, 
ó bien despreciar la deformación que las fuerzas harán 
sufrir al sólido, ó que se sepa cómo se deforma bajo la 
acción de estas fuerzas. En la mayor parte de los casos 
se procede del primer modo, es decir, que para buscar 
Jas condiciones de equilibrio, se considera que conserva 
la forma que tenía el sólido ántes de estar sometido á la 
acción de las fuerzas que se le aplican; cuando se sigue 
este método, se deben determinar las tensiones y pre
siones que se desarrollan en las diversas partes del sóli
do, para ver si pueden sufrirlas sin romperse: las cues
tiones siguientes darán una idea exacta de este procedi
miento. 
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Resistencia de un sólido prismático á la extensión y á la 
compresión. Coeficiente de elasticidad. 

543. Si un sólido homogéneo prismático, como una 
viga ó una barra de hierro, está fijo por uno de sus ex
tremos, y sometido en el otro á la acción de una fuerza 
F , que tiende á alargarlo, experimenta, en efecto, un 
aumento de longitud, que varía con la energía de la 
fuerza F. Designando por / la longitud primitiva del só
lido, por i el aumento de ésta debido á la acción de la 
fuerza F, y porto el área de su sección trasversal, la ex
periencia enseña que existe entre estas cantidades la s i 
guiente relación empírica 

F = E w T ; 

en la que E es una constante que depende sólo de la na
turaleza del cuerpo, y se ¡llama coeficiente de elasticidad. 
La relación anterior indica que F es proporcional al área 

ÍO de la sección trasversal del sólido, y al incremento-^-

de la unidad de longitud del mismo. La relación anterior 
subsiste miéntras el aumento de longitud i no pase de 
un cierto límite, que se llama límite de elasticidad-, porque 
de él en adelante se deforma el sólido de una manera per
manente, y no, vuelve á tomar su longitud primitiva cuan
do cesa la acción de la ¡fuerza F ; de manera, que al ha
cer uso de ella, debe tenerse en cuenta esta restricción. 

Si el mismo sólido prismático, fijo por uno de sus ex
tremos, está sometido en el otro á la acción de una fuer
za que tiende á comprimirlo ó á disminuir su longitud, 
la intensidad de la fuerza y la disminución de longitud, 
que experimenta el sólido, están también ligados por la 
ecuación anterior; de modo, que considerando que i re
presenta un aumento de longitud positivo ó negativo, 
según que la fuerza F tienda á aumentar ó á disminuir la 
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longitud del sólido, la fórmula anterior abraza, los dos 
casos. Tampoco puede aplicarse dicha fórmula, cuando i y 
F son negativos, al caso en que i excede el límite de elas
ticidad. Los límites de elasticidad suelen ser diferentes para 
la extensión y para la compresión de un mismo cuerpo. 

Por medio de la relación experimental, que acabamos 
de establecer, vamos á estudiar algunos casos de equili
brio de los sólidos naturales. 

Equilibro de un sólido prolongado solicitado por fuerzas que 
tienden á doblarlo trasversalmente. 

544. Consideremos un sólido, que tenga la forma de 
un prisma simétrico con respecto á un plano, sometido á 
la acción de fuerzas que tienden á doblarlo paralelamen
te á este plano; y vamos á determinar la forma que toma
ra bajo la acción délas fuerzas que lo solicitan, suponien
do que la deformación que experimenta es muy pequeña. 

Sea afi (ñcr, 2 A Í ) , una sección normal del sólido en es
tado de equilibrio, la cual divide 
á éste en dos partes M y N ; su
pondremos que la fuerzas exte
riores, que obran sobre la parte 
N del sólido, se reducen á un par 
(P,—P) cuyo plano es paralelo 
al de simetría; ó á una sola fuer
za F dirigida en el plano de sime
tría paralelamente á la s e c c i o n é . 

Consideremos por separado la 
parte N del sólido, y tratémosla 
como si fuera un sólido invaria
ble (542). En él se equilibran las 
fuerzas que le están aplicadas, es 

decir, el par (P,—P), ó la fuerza F , y las diversas fuerzas 
bis. 243. 
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molecualres que provienen de la acción de la parte M del 
sólido sobre la N que consideramos. Actuando cada una 
de estas últimas fuerzas sobre una de las moléculas de M 
próximas á la sección ab ̂  puede descomponerse en dos, 
una dirigida perpendicularmente á ab^ y la otra situada 
en el plano de esta sección. De las condiciones de equili
brio de un sólido invariable se deduce: 

1.0 Que la suma de las componentes de las acciones 
moleculares normales á ab, ejercidas por M sobre N , es 
nula; porque la suma de las proyecciones de la fuerza F , 
ó del par (P,—P), sobre una perpendicular á aby es nula 
por la situación que les hemos supuesto. 

2.0 La suma de las componentes paralelas á ab, de es
tas mismas acciones moleculares, es nula, si las fuerzas ex-
teriores que obran sobre N se reducen á un par (P,—P); esta 
suma es igual á la resultante F de dichas fuerzas, si t ie
nen una sola resultante, puesto que hemos supuesto que 
la resultante F está dirigida paralelamente á ab. 
. 3.0 Por fin, la suma de los momentos de las compo
nentes normales á ab de las acciones moleculares, toma
das con respecto á un eje cualquiera, trazado en el plano 
ab perpendicularmente al de simetría, es igual al momen
to de la fuerza F , ó al del par(P,—P); con respecto al 
mismo eje. 

545. Para deducir de estas tres proposiciones, las con
secuencias á que dan lugar y que nos han de conducir á 
la determinación de la forma de equilibrio del sólido pris
mático de que se trata, consideremos una segunda sección 
db' infinitamente próxima á la y concibamos que la 
porción abdb' del sólido está dividida en una infinidad 
de prismas elementales que tengan sus aristas dirigidas 
perpendicularmente á ¿z^. Estos prismas elementales pue
den considerarse como otras tantas fibras, cuya reunión 
constituye el sólido entero, y que en toda su longitud son 
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paralelas á las aristas; pero estas porciones de las fibras, 
comprendidas entre las secciones ab j ab', unas se alargan, 
y otras se acortan, al deformarse el sólido; porque si todas 
se alargasen ó todas se acortasen, la suma de las compo
nentes normales á ab de las acciones moleculares ejerci
das por M sobre N , no podría ser nula como lo exige la 
primera de las tres proposiciones anteriores. 

Por lo tanto, entre las fibras que se alargan y las que se 
acortan, debe haber algunas que ni se alarguen ni se acor
ten : estas fibras intermedias que no varían de longitud á 
pesar de la deformación del sólido, se llaman fibras neu
tras. Admitiremos que los puntos en que las fibras neutras 
encuentran al plano de la s e c c i o n é están situados en una 
recta X X ' (fig. 244.) , perpendicular al plano de simetría; 

tomaremos esta recta y otra Y Y ' , i n 
tersección del plano ab con el de sime
tría, por ejes coordenados en el plano 
de la sección ab, j x éy serán las coor
denadas de un punto cualquiera de es
ta sección con respecto á estos ejes. 

Sean nrí (fig. 243), la fibra neutra 
situada en el plano de simetría, p el 
radio de curvatura w C de la fibra cor

respondiente al punto n, después que el sólido haya sufri
do la deformación; consideremos un elemento mmr de una 
fibra cualquiera que encuentra á la sección ab en el punto 
m(x,j)i y cuya sección trasversal tiene por área w ; la lon 
gitud primitiva de este elemento era nn\ por ser los pla
nos ab, db' paralelos; su longitud después de la deforma
ción, se deducirá de la proporción: 

p t p + j ' m m ' tz^nn'^^- \ 

el aumento de longitud del elemento mm es en conse-
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cuencía »»'-^-de manera, que— es la relación ( ¿43 ) 
entre su aumento de longitud y su longitud primitiva, 
y si llamamos / á la fuerza normal á ab, que produce el 
aumento de longitud del elemento mm'y tendremos: 

p 
La fuerza / e s una de las componentes normales á ab 

de las acciones moleculares ejercidas por la parte M so
bre la N : la suma de estas componentes será 

E v 
P 

esta suma debe ser cero por lo dicho anteriormente, de 
modo, que 

S(or = 0; 
lo que nos dice, que el centro de gravedad de la sec
ción ab está situado en el eje X X ' , y como por la sime
tría se encuentra también en el eje Y Y ' , estará necesaria
mente en el punto O de intersección de los dos ejes; luego 
ia fibra neutra, situada en el plano de simetría, pasa por 
el centro de gravedad de una sección normal cualquie
ra ab. 

546. De la tercera de las proposiciones enunciadas 
anteriormente se deduce, que la suma de los momentos 
de las fuerzas análogas á la con respecto al eje X X ' , es 
igual al momento de la fuerza F, con respecto á este eje, 
é al momento del par (P,—P); el valor de esta suma de 
momentos es 

p . 
y se llama momento de elasticidad. Igualando el momento 
de elasticidad al de la fuerza F, con respecto á X X ' ó al 
del par (P,—P) obtendremos una ecuación que nos dará 
el radio de curvatura p de la fibra neutra nn\ en el punto 77, 
y que por consiguiente determinará la forma de esta fibra 
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en toda su longíntud, que es lo que buscábamos. Si la 
fibra neutra está referida á ejes coordenados rectangu
lares trazados en su plano, el radio de curvatura p es 

dx* 

pero por el supuesto, la deformación del sólido es muy 
pequeña, de modo, que si tomamos por eje de las x la lí
nea recta según la cual está dirigida al principio la fibra 

neutra, tangente del ángulo que la tangente á la cur
va forma con el eje de las x , es una cantidad pequeña, 
cuyo cuadrado podemos despreciar con relación á la u n i 
dad, y el valor anterior de p se convierte en 

dx* 

y haciendo JJL^ÜOVT 2, el momento de elasticidad que 
podemos designar por M , será 

La cantidad p.=S(i)^r2, depende únicamente de la for
ma de la sección trasversal a& del sólido; se la puede de
terminar tomando por elemento to de esta sección el rec
tángulo dx dy, de modo que será 

los límites de esta integral serán los correspondientes á 
la forma del contorno de la sección ab. Esta cantidad es 
lo que se llama momento de inercia de la sección ah con 
respecto al eje X X ' ; pronto veremos lo que significa 
este momento cuando expongamos la teoría general de 
los momentos de inercia; por ahora daremos á conocer 
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los valores de p., en varios casos particulares, y al tratar 
de dicha teoría, veremos cómo se determinan. 

Si ab es un rectángulo de base h y altura 2^, siendo la 
base paralela á XX' , se tiene 

U L = — S tí2, 
r 3 3 ' 

designando porS el área del. rectángulo. S i ^ es un t r ián
gulo isósceles de base b y altura ¿z, siendo la base paralela 
á X X ' , será 

^ 3 6 18 ' 

representando por S el área del tr iángulo. Si ab es un 
círculo de radio r , 

p.—i7Tr4=i-Sr 2. 
Finalmente, si ab es el espacio comprendido entre dos 

circunferencias de círculo concéntricas, de radios r y r ' , 
^ i ( r 4 _ / 4 ) ==1S ( r 2 + / 2 ) . 

Aplicaciones de esta teoría. Equilibrio de los sólidos prismáticos 
empotrados. 

547. Supongamos que el sólido está empotrado por 
un extremo (fig. 2,45), de manera que no sólo el extre

mo O de la fibra neutra está 
fijo, sino que la tangente á esta 
fibra en el punto O no puede 
cámbiar de dirección, y que por 
el otro extremo obra la fuerza 
F perpendicularmente á la d i 
rección primitiva O X de la fi
bra neutra; para el equilibrio 
debemos expresar qué el mo
mento de la fuerza F con 

respecto al punto en que la fibra neutra corta al plano 
ab de una sección trasversal cualquiera, es igual al mo-
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mentó de elasticidad del prisna con respecto á la misma 
sección. 

Sean xó.y las coordenadas del punto n con respecto á 
ios ejes OX, OY; / la longitud primitiva del prisma, lon 
gitud que sin error sensible podemos tomar por la absci
sa d i l punto de aplicación de la fuerza F; tendremos, ob
servando que la distancia del punto de aplicación de F al 
punto n es/— 

integrando esta ecuación, y teniendo presente que para 

A - = 0 , son^r=0, y ^ — = 0 , resultará 
doc 
__ F i h * 

' J $ W tí ) ; 
•que es la ecuación de la curva formada por la fibra neu
tra en virtud de la acción de la fuerza F. La flecha^ que 
marca la ílexion producida por la acción de la fuerza F, es 
decir, la cantidad que el extremo de la fibra neutra se se
para del eje O X , se obtiene haciendo ÍÍ — / e n el valor de 

j ; lo cual, verificados los cálculos, dará 
F¿3 
E¡J.' 

548. Supongamos que encontrándose el prisma en las 
mismas condiciones, está únicamente sometido á la acción 
de su propio peso, que obra paralelamente al eje O Y . La 
resultante de los pesos de todas las moléculas de la parte 
del prisma situada á la derecha de la sección ab, tiene por 
valor^( / — x \ designando p o r e l peso de la unidad de 
longitud del prisma, y está aplicada en el punto medio de 
la recta que une los centros de gravedad de las bases del 
prisma, separado del total por la sección ab\ el momento 
de este peso con respecto al punto n es igual á lp(l—x)2; 
y se tendrá que la ecuación de equilibrio es 
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integrándola, y observando que j ^ = 0 , y = 0 , para 

x = 0 , se obtendrá la siguiente ecuación de la curva, 
formada por la fibra neutra, 

p (Vx2 Ix5 l ce* \ 
^ 2Ep. 3 ""TFy' 

La flecha producida por la acción del peso del prisma 
se obtiene, como en el caso anterior, haciendo x = l y y es 

549. Si el prisma, siempre en las mismas condiciones 
que en los casos anteriores, está sometido á la vez á su 
propio peso y á una fuerza F aplicada á su extremo, y 
que obra en el mismo sentido que el peso, es claro que 
se obtendrá la ecuación de la curva que forma la fibra 
neutra, igualando y 2 L \ Z . suma de los valores que aca
bamos de encontrar para esta ordenada en los dos ca
sos anteriores. La flecha/ será igualmente la suma de las 
flechas correspondientes á estos dos casos. 

Equilibrio de un soüdo prismático retenido por dos apoyos y 
sometido trasversalmente á una fuerza, ó á dos, teniendo 6 
no en cuenta su propio peso. 

550. Supongamos un prisma que descansa simple
mente sobre dos apoyos M y N (fig. 246), y sometido á. 

la acción de una fuerza F d i 
rigida perpendicularmente 
á su longitud. Las reaccio
nes paralelas Q y Q', que los 
apoyos M y N ejercen so
bre el sólido, compuestas 
entre sí, en el supuesto de 
ser éste invariable de for-

Fig. 246. 
ma, deben evidentemente 

tener por resultante una fuerza igual y directamente 
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opuesta á la fuerza F ; los valores de estas reacciones son 

^ M " ^ l + l " 
designando por l y l' las distancias de los puntos M y N 
ala vertical O Y , ó bien, lo que con poca diferencia es 
lo mismo, las longitudes de las dos partes del sólido s i 
tuadas á derecha é izquierda del punto de aplicación O 
de la fuerza F . Ocupémonos primero de la parte del só 
lido situada a la derecha del punto O, y que está some
tida en su extremo á la acción de la fuerza Q, tendremo« 
para un punto cualquiera de la fibra neutra de esta parte, 
referida á los ejes O X , O Y , la ecuación de equilibrio 

que integrada, teniendo en cuenta que^-=0, para x = 0 , 
dará 

en la que la constante C es el valor de para x = 0 . 

Para la otra parte del sólido referido á los mismos 
ejes, obtendremos del mismo modo 

E (x \ 2 6 y 

Para determinar las constantes C y C debemos obser
var que C = — C V y ademas que para x = / , y x '= l ' , debe 
s e r^==7 ' ; introduciendo estas condiciones en las ecua
ciones, y poniendo por Q y Q' sus valores, obtendremos 

c v i v a - i ' ) _ 
3E[x(¿-+-¿'); 

con lo cual, recordando que 0 ' = — C , son completa
mente conocidas las dos ecuaciones anteriores, que deter
minan la forma de la curva de cada una de las partes de; 
la fibra neutra. 

551. Si en lugar de una sola fuerza F, que obra en 
un punto cualquiera del prisma sostenido en sus extremos-

MECÁNICA RACÍONAL.—TOMO I I . 6 
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por dos apoyos, hubiese dos fuerzas iguales F y F', para
lelas y aplicadas en dos puntos equidistantes del medio 
del prisma, estando ademas estas dos fuerzas dirigidas 
perpendicularmente á su longitud, es claro que las reac
ciones Q y Q' de los dos apoyos serian iguales á cada una 
de las fuerzas F y F' de que se trata. Para toda la parte 
del prisma comprendida entre los puntos de aplicación de 
estas fuerzas F y F' , el momento de elasticidad debe ser 
igual al momento del par formado por la fuerza F y la 
reacción Q, situadas á un mismo lado de la sección tras
versal, con respecto al cual se considera el momento de elas
ticidad; como el momento de este par es constante, y el 
valor del momento de elasticidad es, según sabemos (546), 
5 ü , tendremos que el radio de curvatura p de la fibra 

P 
neutra es constante en toda la parte comprendida entre 
los dos puntos de aplicación de las fuerzas F y F'; es de
cir, que esta parte de la fibra neutra afecta la forma de 
un arco de círculo; en cuanto á las otras dos partes del 
prisma, situadas fuera de los puntos de aplicación de las 
fuerzas F y F', se determinará fácilmente su forma, por el 
procedimiento ántes expuesto, y expresando que sé unen 
con la parte intermedia en los puntos de aplicación de las 
fuerzas F y F'. 

552. Si el prisma, descansando sobre dos apoyos de 
la misma altura, está sometido únicamente á su propio 

peso, las reacciones de los apoyos son iguales á ~ , 

siendo^» el peso de la unidad de longitud del prisma y / 
la longitud total. Tomando por origen de cordenadas el 
punto medio de la fibra neutra, y expresando que la 
parte del prisma situada á la derecha de una sección tras
versal cualquiera, está en equilibrio bajo la acción de su 
propio peso, y de la fuerza ^aplicada verticalmente en su 
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extremo de abajo á arriba, deducirémos fácilmente que 
la ecuación de equilibrio es 

•de la que resulta integrando 

f 48 E [J. v ; 

teniendo en cuenta que j y = 0 y ^ - = 0 , para * = 0 , en ra

zón á la simetría. 
Todas las cuestiones de este género que se pueden 

presentar, se resuelven de un modo análogo. 
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Resistencia de los sólidos á la ruptura. Sección de ruptura.— Sólida 
de igual resistencia y su forma de equilibrio cuando la fuerza a p l i 
cada es menor que la que determina la ruptura.—Dinamómetro de 
Poncelet.—Acciones mutuas de dos sólidos que se tocan. — Roza
miento y sus leyes experimentales. Coeficiente de rozamiento. A n 
gulo de rozamiento. 

Resistencia de los sólidos á la ruptura. Sección de ruptura. 

553. Para el estudio de la resistencia de los sólidos 
naturales, que se emplean en las construcciones, en las 
máquinas y en la industria, es muy importante la deter
minación de lo que en la lección anterior hemos llama
do límite de elasticidad, y de la fuerza, que pasando de/ 
este límite, determina la ruptura del sólido natural. 

A l efecto, sea R la fuerza capaz de romper un prisma 
cuya sección trasversal tenga por área la unidad de su
perficie , obrando en uno de sus extremos y en sentido» 
de su longitud, de modo que tienda á estirarlo; la fuer
za capaz de romper una fibra de sección w, actuando de 
la misma manera, será igual áRco. Para que un prisma, 
sometido á la acción de las fuerzas que le hacen doblar 
trasversalmente, no se rompa en ninguna de sus partes, 
es necesario que para una fibra cualquiera, la fuerza / 
(545), sea menor que R w; es decir, que 

/ = : E i o ^ - < R w , ó E - ^ < R ; 
J P P 

para satisfacer á esta condición, basta evidentemente qua 
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quede satisfecha en cada sección trasversal para la fibra 
correspondiente al mayor valor de la ordenada^r; si lla
mamos Y á este mayor valor, deberá verificarse para una 
.sección cualquiera del prisma, que 

Y 
E - < R . 

p 
E l momento M de elasticidad tiene por valor 

p 
•despejando en esta igualdad—, y sustituyendo en la des-

igualdad anterior, tomará la forma 

M < f . 

Para que el prisma que consideramos no se rompa en 
-ninguna de sus partes, en vir tud de la acción de las fuer
zas que le están aplicadas, basta que la condición ante
rior quede satisfecha para la sección á que corresponde el 
mayor valor del momento de elasticidad M ; y esta sec
ción es por la que el prisma principiaria á romperse, si las 
fuerzas que le hacen doblar fuesen suficientemente gran
des: por esta razón se le da el nombre de sección de rup
tura. 

Fácilmente podemos encontrar, en cada uno de los ca
sos estudiados en la lección anterior, la sección para la 
cual el momento de elasticidad es el mayor, ó sea la sec
ción de ruptura; en etecto, sabemos que para una sección 
cualquiera el momento de elasticidad es igual al momento 
de la resultante F de las fuerzas aplicadas á la parte del 
sólido que se encuentra á un lado de la sección, tomado 
con relación al centro de gravedad de la misma sección, ó 
bien al momento del par (P,—P), á que se reducen estas 
fuerzas (546). En el caso de que un prisma empotrado por 
uno de sus extremos, esté sometido ála acción de su propicf 
peso, ó á la de una fuerza aplicada en el otro extremo, la 
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sección de ruptura es la que se encuentra tocando á la parte 
empotrada, para la cual se tiene x = 0 . En el caso de un 
prisma retenido en dos apoyos y sometido á una fuerza 
que obra en un punto cualquiera del prisma, la sección 
de ruptura es la que contiene el punto de aplicación do-
esta fuerza. 

Sólido de igual resistencia y su forma de equilibrio cuando 
la fuerza que se le aplica es menor que la que determina la 
ruptura. 

554. Lo que acabamos de exponer puede aplicarse, 
sin error sensible, á un solido no prismático prolongado^ 
cuyas secciones trasversales varien muy poco de un punto-
á otro, con tal que este sólido sea simétrico con respecto 
á un plano, y que la fibra neutra situada en el plano de 
simetría sea rectilínea, cuando el sólido no haya sufrido 
deformación alguna; debe tenerse presente la variación 
de dimensiones de las secciones trasversales, que son 
constantes en el prisma que antes hemos estudiado. Se 
llama sólido de igual resistencia á un sólido que cumple con 
todas estas condiciones, y para el que se verifica en todas 
las secciones, que 

Y > 

la cual podrá cumplirse eligiendo convenientemente las 
fuerzas que le estén aplicadas. 

Particularmente consideremos un sólido empotrado por 
un extremo, y sometido[en el otro á la acción de una fuer
za F dirigida en el plano de simetría perpendicularmente 
a su longitud (fig. 245). Supongamos que la sección 
trasversal sea un rectángulo cuyo lado b, perpendicular 
' i l plano de simetría, conserva el mismo valor en toda su 
longitud, mientras que el lado 22 paralelo á este plano 
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varía de una sección á otra. E l momento de inercia para 
una sección de esta forma, es (54.6). 

1 3 
ademas Y = z ; por lo que 

Y 3 

Por otra parte sabemos, que el momento de la fuerza 
F con respecto al centro de la sección que consideramos 
es F ( / — x ) , siendo / la longitud total del sólido, y x la 
abscisa del centro de la sección de que se trata, y como 
este momento es igual al de elasticidad M del sólido re
lativo á dicha sección, se sigue que si el sólido ha de ser 
de igual resistencia, es necesario que cualquiera que sea 
el valor de x, se verifique la relación 

para un valor conveniente de la fuerza F. Despejando 
resulta 

2JE16 v J 2116 

y haciendo 3 ^ ¿== ¿z2, será 

í 
esta ecuación expresa de qué modo debe variar el espe
sor 22, con la abscisa x del punto á que corresponde: ve
mos, pues, que el plano de simetría debe cortar la super
ficie del sólido, antes de la deformación, según una pará
bola de segundo grado que tenga la fibra neutra por eje, 
y el punto de aplicación de la fuerza F por vértice; el 
mayor espesor del sólido que corresponde á la extremi
dad empotrada, tiene por valor 2^. 

555. Para determinar la forma que toma un sólido de . 
igual resistencia, cuando está en equilibrio, y la fuerza F 
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tiene un valor cualquiera, inferior al que determina la 
ruptura del sólido, tenemos la ecuación 

en este caso no es constante, sino que varía de una 
sección trasversal del sólido á otra. Haciendo uso de la re
lación anterior entre z y deduciremos 

sustituyendo este valor de [x en la precedente, obtendre
mos la ecuación diferencial de la curva que forma la fibra 
neutra, que será 

i . 

dx* 2E-6a3 /¿IT^r * 

Integrando esta ecuación, teniendo presente que para 

x = 0 , son^r=:0, y ~ = 0 , resultará 

_3_ 3 ' 

que es la ecuación finita de la curva, según la cual está dir i
gida la fibra neutra. Haciendo en ella x = / , tendremos el 
valor de la flecha producida por la acción de la fuerza F , 
que es 

> F P 

esta flecha es doble de la que la misma fuerza produciría 
si el sólido fuese prismático y tuviese en toda su longitud 
una sección trasversal igual á la del extremo empotrado; 

. . . . . ^ ... . ' . . £ • ! • ' • 

porque poniendo por [x su valor—b cfi, en la fórmula 
3 

1 F Z8 
/ = — 1 ^ , que da la flecha en aquel caso, resulta 

r 1 Ffc 
f 2E6a3* 

Es claro, que tanto la ley de la variación del espesor 
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del sólido desde un extremo á otro, para que sea de igual 
resistencia, como el valor de la flecha producida por la 
acción de una fuerza F aplicada al extremo libre, perpen
dicularmente á la longitud del sólido y en el plano de s i 
metría, pueden aplicarse, sin gran error, á un sólido pro
longado, cuyas secciones trasversales no tengan sus cen
tros de gravedad en línea recta antes de la deformación, 
con tal que la línea de estos centros se aproxime mucho 
á una recta. En este caso, de todos los resultados ob
tenidos, sólo la ecuación que determina la forma de la 
fibra neutra después de la deformación, es lo que no 
podrá aplicarse. 

Dinamómetro de Ponceiet. 

556. E l dinamómetro es un aparato destinado á me
dir de la intensidad ó energía de las fuerzas. Hay muchas 
clases de dinamómetros, todos fundados ordinariamente 
en la mayor ó menor flexión que producen las fuerzas que 
obran sobre ellos. 

E l dinamómetro de Ponceiet (fig. 247), fundado en la 
teoría del sólido de igual resistencia, se compone de dos 
láminas de acero, cuyas extremidades están unidas por 
medio de otras articuladas A A ' , BB'. Cada una de las m i 
tades I V L ^ M B ^ A ' , NB' de las primeras tiene la forma 

del sólido de 
igual resis
tencia arriba 
d e s c r i t o . 
Conforme á 
la observa
ción hecha, 

no es necesario que estén en línea recta los centros de gra
vedad de las diversas secciones trasversales, al contrario. 
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se las construye de modo que el lado interior de su con
torno esté en línea recta, y el exterior esté formado por 
dos arcos de parábola, que tengan por vértices respecti
vos los extremos de la lámina y el costado inferior por eje 
común; fácilmente se comprende que para esto debe de
crecer el espesor de la lámina desde el medio hácia cada 
una de las extremidades, según la ley ántes encontrada 
para un sólido de igual resistencia. Cuando el dinamó
metro está en equilibrio bajo la acción de fuerzas iguales 
y contrarias, aplicadas en los puntos medios M y N de las 
láminas, y que tienden á separar estos puntos entre sí, es 
claro, que cada una de las cuatro partes M A ^ B j N A ^ N B ' , 
de ellas, se encuentra en las mismas condiciones que el 
sólido empotrado por uno de sus extremos, que hemos 
considerado al principio; el incremento total que experi
menta la distancia entre los puntos medios M y N de las 
dos láminas, es proporcional á la intensidad ó energía de 
las fuerzas que obran sobre estos dos puntos; y es doble 
del que resultarla, si las láminas fueran prismas del espe
sor que tienen en sus puntos medios. E l empleo de lá
minas de caras parabólicas, tales como las acabamos de 
describir, en vez de láminas prismáticas, presenta la ven
taja de duplicar la sensibilidad del aparato, sin disminuir 
su resistencia á la ruptura. 

Acciones mútuas de dos sólidos que se tocan. 

557. Cuando dos sólidos naturales, en equilibrio, se 
tocan por uno ó muchos puntos de sus superficies, las 
moléculas de cada uno de los dos sólidos, situadas en la 
proximidad de los puntos de contacto, ejercen acciones 
sobre las del otro sólido, que se encuentran igualmente 
en la proximidad de dichos puntos. No es posible consi
derar separadamente cada una de estas acciones molecu-
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lares, para hacerlas entrar con todas las demás fuerzas en 
las ecuaciones que expresan el equilibrio de los dos só
lidos; por lo que, las consideraremos en conjunto reem
plazándolas por un pequeño número de fuerzas, capaces 
de producir el mismo efecto. Vamos á ver qué idea nos 
podemos formar de estas últimas fuerzas, que representan 
las acciones que los dos sólidos ejercen el uno sobre el otro. 

Supongamos un sólido pesado, como una bala de hier
ro, por ejemplo, colocada sobre una mesa que no toca más 
que por un sólo punto. En realidad la bala toca ála mesa 
en gran número de puntos, que constituyen una fa
ceta ó pequeña cara de contacto, á causa de la deforma
ción que experimentan la bala y la mesa; una pequeña par
te de la superficie de la bala se aplasta ligeramente y se 
adapta sobre una parte correspondiente de la superficie 
de la mesa, que se hace ligeramente cóncava por la pre
sencia de la bala; pero prescindiremos de esta deforma
ción y supondremos el contacto de la bala con la mesa 
por un sólo punto, como si fuera simplemente el de una 
superficie esférica con un plano. Estando la bala en equi
librio sóbrela mesa, cuya superficie supondremos hor i 
zontal, es claro que su peso queda equilibrado por el con
junto de las acciones que sus moléculas experimentan de 
parte de la mesa, en la proximidad del punto de contacto; 
estas fuerzas moleculares aplicadas á la bala pueden ev i 
dentemente reemplazarse por una fuerza única, igual y 
contraria al peso de la bala, y por consiguiente dirigida 
verticalmente de abajo á arriba: esta fuerza única, capaz 
de producir sobre la bala el mismo efecto que las acciones 
moleculares de que se trata, constituye lo que se llama la 
presión de la mesa sobre la bala. Siendo las acciones que 
las moléculas de la bala ejercen sobre la mesa respectiva
mente iguales y contrarias á las que experimentan de par
te de estas mismas moléculas, claro es que se las puede 
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igualmente sustituir por una fuerza única, igual y con
traria a la anterior; esta segunda fuerza constituyelo que 
se llama la presión de la bala sobre la mesa. Así , en el 
ejemplo que acabamos de considerar, cada uno de los 
cuerpos ejerce sobre el otro una presión dirigida según 
la normal común á sus superficies, trazada por sus puntos 
de contacto: estas dos presiones son iguales y de senti
dos contrarios, como las acciones que se desarrollan en
tre dos moléculas cualesquiera. 

558. Si el cuerpo pesado descansa sobre una mesa, 
cuya superficie toca por muchos puntos, se puede consi
derar que en cada uno se verifica lo que hemos dicho 
para un sólo punto de contacto; el cuerpo experimenta 
departe de la mesa, en cada uno de sus puntos de contac
to, una presión dirigida verticalmente de abajo á arriba, 
y lo mismo se puede decir que el cuerpo ejerce sobre la 
mesa, en estos diferentes puntos, presiones iguales y con
trarias á las precedentes. Si el cuerpo toca á la superficie 
de la mesa por una cara plana de extensión determinada, 
puede considerarse á cada punto de esta superficie como 
un punto de contacto; en tal caso, el cuerpo experimenta 
de parte de la mesa, en cada punto de la superficie de 
contacto una presión dirigida verticalmente de abajo á 
arriba, y ejerce al mismo tiempo sobre la mesa, en este 
punto, una presión igual y contraria á la anterior. 

Rozamiento y sus leyes experimentales. Coeficiente de 
rozamiento. Angulo de rozamiento. 

559. U n cuerpo pesado se encuentra en el estado dé 
equilibrio que acabamos de considerar, es decir, apoyado 
sobre una mesa cuya superficie horizontal toca en n ú m e 
ro determinado de putos; supongamos que se le aplica 
una fuerza de tracción F, en dirección horizontal, que 
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tiende á hacerle resbalar sobre la superficie de la mesa. Sí 
esta fuerza es muy pequeña, no producirá efecto alguno;, 
el cuerpo permanecerá inmóvil lo mismo que si la fuerza 
no actuase. Si se aumenta progresivamente la intensidad 
de la fuerza F , llegará pronto un instante en que el equi
librio dejará de existir y el cuerpo principiará á mover
se. Para que continúe existiendo el equilibrio despuesdela 
aplicación de la fuerza F, mientras ésta no tenga intensi
dad para poner en movimiento el sólido, es necesario que 
se desenvuelvan nuevas acciones entre las moléculas del 
cuerpo y las de la mesa, que se opongan á que la fuerza 
F produzca su efecto. Estas nuevas acciones molecula
res, nulas al principio, cuando el cuerpo no estaba some
tido más que á la acción de su propio peso, aumentan, 
progresivamente al mismo tiempo que la fuerza de trac
ción F, á la cual equilibran constantemente; pero no pue
den aumentar más allá de un cierto límite; de manera, que 
si la fuerza F, creciendo continuamente, las hace llegar 
á este límite, el menor incremento que experimente la 
fuerza F, produce elresbalamiento del cuerpo. Elconjunto 
de las acciones moleculares que se desarrollan de este mo-
do,fy que se oponen'al resbalamiento del cuerpo, conside
rado en el instante en que estas acciones llegan al límite 
de que no pueden pasar, constituye lo que se llama resis
tencia al resbalamiento ó simplemente rozamiento; esta^ 
expresiones designan en particular una fuerza única, ca
paz de reemplazar á las acciones moleculares de que se 
trata, fuerza que está dirigida en el plano horizontal que 
forma la superficie de la mesa, y en sentido contrario á la 
dirección del movimiento del cuerpo sobre dicha superfi
cie. La intensidad de la resistencia que llamamos rozamien
to, es evidentemente igual á la de la fuerza de tracción F , 
en el momento en que es suficientemente grande, para 
que cediendo á su acción, el cuerpo principie á resbalar^ 
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560. E l estudio experimental del rozamiento fué he

cho por Coulomb, en el año 1781 , del cual dedujo las 
siguientes leyes, que son las que todavía se aplican: 
Primera, el rozamiento es proporcional á la presión. Se
gunda, el rozamiento es independiente de la extensión de 
las superficies en contacto. Tercera, el rozamiento depende 
de la naturaleza de las superficies frotantes. Para deducir
las empleó una caja en la que ponia pesos en mayor ó 
menor cantidad, y encontró que la fuerza de tracción ne
cesaria para producir el resbalamiento sobre la superficie 
horizontal en que se apoyaba, variaba con arreglo á d i 
chas leyes. 

Sea N la presión ejercida por el cuerpo que se conside
ra sobre la superficie en que se le tratra de hacer resbalar; 
las leyes anteriores prueban que el rozamiento que se 
desarrolla bajo la acción de la presión N , puede repre
sentarse por / N , siendo/un coeficiente que depende úni
camente de la naturaleza de las superficies en contacto. 
Este coeficiente /*, que es la relación del rozamiento / N 
á la presión N , se llama coeficiente de rozamiento. 

561. E l rozamiento es el resultado de la deformación 
que experimentan á la vez, el cuerpo que resbala, y aquel 
sobre cuya superficie resbala, por la acción de la presión 
mútua N que se ejerce por el uno sobre el otro: las super
ficies en contacto no conservan sus formas geométricas, y 
la resultárite de las acciones moleculares desarrolladas en 
ios puntos de contacto de las superficies, no sigue la d i 
rección de la normal, sino una dirección inclinada respec
to de estas superficies. 

Ademas de las tres leyes anteriores, se verifica la s i 
guiente, que sólo es aproximada: el rozamiento es indepen
diente de la velocidad del resbalamiento ; es decir, que el 
coeficiente / de rozamiento es constante cualquiera que 
sea la velocidad. Pero recientes observaciones han demos-
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trado que para muy grandes velocidades el valor del coe
ficiente /disminuye sensiblemente; se sabe hace mucho 
tiempo, que /"es mayor al partir el cuerpo, que cuando el 
movimiento está ya establecido; por cuyas razones, la ley 
de que tratamos es sólo aproximada, y el coeficiente /"es 
una función de la velocidad v del móvil, y el valor de 
esta función disminuye á medida que v aumenta; pero 
esta disminución es poco sensible para grandes variacio
nes de la velocidad v\ por consiguiente, se han determina
do los valores del coeficiente /"en dos casos: i .0, al empe
zar el movimiento; y 2.0, durante la marcha ordinaria del 
móvil, sin tener en cuenta la velocidad. 

562. Apliquemos las nociones anteriores al caso de 
dos sólidos S y S' (fig. 248), que solo tengan un punto 

de contacto C; bajo la acción 
de las fuerzas á que los dos 
sólidos están sometidos se des
envuelven en C, no sólo pre
siones normales N y N ' , que 
se oponen á que los sólidos 
penetren el uno en el otro, 
sino también reacciones tan
genciales R y—R, que tien
den á oponerse á que resba
len el uno sobre el otro; es
tas reacciones R y—R, igua

les y contrarias la una á la otra, como las presiones nor
males N y N ' , no pueden tener una intensidad mayor que 
el v a l o r / N del rozamiento correspondiente á dichas 
presiones, siendo / el coeficiente de rozamiento propio 
de la naturaleza de las superficies de los sólidos S y S', 
pudiendo tener una intensidad cualquiera comprendi
da entre 0 y / N , y una dirección cualquiera en el plano 
tangente común, en G, á los dos sólidos. 

F i g . 248. 
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Sea C A = N la recta que representa la presión del s ó 

lido S' sobre el sólido S; tomemos sobre la dirección de la 
reacción tangencial R, que el sólido S sufre también por la. 
acción de S', una longitud G D = / N , que representa el r o 
zamiento de estos sólidos, y construyamos el rectángula 
CDEA, sobre las líneas CD y GA. Construyamos, del mis
mo modo, el rectángulo C K H A en el cual el lado CK re
presenta lareaccion R, la diagonal C H del segundo rec tán
gulo representa la resultante de las dos acciones normal y 
tangencial que el sólido sufre de S'; se puede considerar á. 
esta resultante como la acción total que el sólido S' ejerce 
sobre S. Decir que el valor de la reacción KC no puede 
exceder á / N , es evidentemente lo mismo que decir, que 
el ángulo H C A no puede ser mayor que EGA; este á n 
gulo ECA, que llamaremos a, se determina por la relación 

& A C A N 

por lo tanto, depende sólo del coeficiente de rozamiento^ 
ó sea de la naturaleza de las superficies de los dos sóli
dos en la proximidad del punto C, y se le da el nombre 
de ángulo d? rozamiento. Así la acción total C H , que el 
sólido S' ejerce sobre el sólido S, forma precisamente con 
la normal CA un ángulo menor que el ángulo de roza
miento. Supongamos que la recta GE gira alrededor de 
la normal CA, engendrará una superficie cónica de revo
lución que tendrá dicha normal por eje: podremos enun
ciar de otro modo la condición que acabamos de indicar, 
diciendo, que la acción CH del sólido S' sobre el S en el 
punto C, está precisamente dirigida en el interior de este 
cono, cuyo ángulo en el vértice depende únicamente de 
la naturaleza de las superficies de los sólidos. Siendo la 
acción total que el sólido S ejerce sobre S', igual y con
traria á la que él experimenta, esta acción de S sobre Sr 
debe estar igualmente dirigida en el interior de un cono 
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igual al anterior, que tenga el vértice en C y su eje coin
cida con C A V prolongación de C A . Los dos conos de 
que acabamos de hablar son evidentemente las dos hojas 
de una misma superficie cónica, que tenga la normal común 
ACA'por eje, el punto C por vértice y el ángulo de roza
miento a por ángulo de las generatrices con el eje. 

563. Guando dos sólidos tienen más de un punto de 
contacto, se puede repetir para cada uno de ellos lo que 
acabamos de decir para uno sólo: las acciones iguales y 
contrarias que los dos sólidos ejercen el uno sobre el 
otro en cada uno de los puntos de contacto, están nece
sariamente dirigidas por dentro de las dos hojas opues
tas de una superficie cónica, que tenga por eje la normal 
común en el punto de contacto, por vértice este mismo 
punto, y por ángulo de las generatrices con el eje, el de 
rozamiento correspondiente. 

E l ángulo de la superficie cónica, en cuyo interior 
deben estar necesariamente dirigidas las acciones mutuas 
de los dos sólidos en cada uno de sus puntos de contacto, 
tiene un valor mayor ó menor, según que el coeficiente 
de rozamiento correspondiente á las superficies tangentes 
en este punto, es también mayor ó menor. Si se supone 
que el coeficiente de rozamiento sea nulo, la superficie 
cónica se reducirá á su eje, y por consiguiente, las ac
ciones mutuas en los dos .sólidos no podrán tener más 
que una sola dirección, que es la de la normal común á 
sus superficies, trazada por el punto de contacto. 

Este caso ideal es el que hemos supuesto, cuando he
mos considerado el equilibrio de un punto material sujeto á 
permanecer sobre una curva, ó sobre una superficie dadas. 

564. E l rozamiento es útil en ciertos casos y perju
dicial en otros. Es útil para dar estabilidad á las cons
trucciones, para proporcionar á los animales puntos de 
apoyo que les permitan marchar en la superficie de la 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 7 



98 ROZAMIENTO Y SUS LEYES EXPERIMENTALES. 
Tierra; para dar á las ruedas de una locomotora un punto 
de apoyo análogo sobre los carriles, para parar las má
quinas por medio de frenos; para realizar ciertas tras
misiones de movimiento, etc. E l rozamiento es general
mente perjudicial en las máquinas, porque absorbe i n 
útilmente una porción del trabajo motor. 

En el primer caso se procura aumentar el rozamiento, 
y en él segundo disminuirlo. El estudio de los valores 
del coeficiente / , contenidos en la tabla que termina esta 
lección, da sobre este particular noticias muy pre
ciosas. De ella se deduce, por ejemplo, la grande i n 
fluencia de las sustancias grasas interpuestas entre las 
superficies frotantes. Para disminuir el rozamiento que se 
desarrolla en las máquinas, debe cuidarse de engrasar los 
apoyos sobre que giran los árboles de las ruedas , y ver
ter aceite en las diversas articulaciones móviles. U n jugo 
natural llamado sinobia hace el mismo papel en las ar t i 
culaciones de los miembros de los anímales. Experiencias 
muy recientes de M . Girord, han demostrado que se ob
tiene una reducción considerable del coeficiente de roza
miento , interponiendo entre las partes frotantes de los 
órganos de las máquinas, una capa de agua inyectada á 
una presión bastante grande, y se cree que la reducción 
será mayor aún, si se logra reemplazar el agua por una 
especie de colchón de aire. Mas estos perfeccionamien
tos están poco generalizados en la industria, y se atribu
ye á la capa de agua el defecto de gastar rápidamente las 
superficies metálicas frotantes. Las grasas, que se usan ge
neralmente, tienen la ventaja de permanecer mucho t iem
po entre los dos cuerpos en contacto, á pesar de la ten
dencia de los flúidos á escaparse lateralmente bajo la ac
ción de las presiones que se les hace sufrir, pero se des
componen rápidamente, por lo que se les debe renovar con 
frecuencia. 
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Terminaremos esta lección con la siguiente tabla que 

contiene los resultados de algunas experiencias de M . M o -
rin sobre el rozamiento. 

565. Tabla de los valores del coeficiente/"y del á n 
gulo a de rozamiento. 

NATURALEZA DE LAS SUPERFICIES FROTANTES. 

Madera sobre madera, en seco.. 
— engrasadas 

Madera y metal, en seco . . . . . . . 
— engrasados 

Metal sobre metal, en seco 
— engrasados... . . . . 

Cuerda mojada sobre madera... 
Cuerda sobre hierro fundido... , 
Cuero sobre madera ó metalen seco 

— engrasados 
Hierro forjado sobre p iedra . . . . 
Piedra sobre madera 
Piedra sobre piedra 

Al estado 
de 

movimiento-

o,36 
0,07 
0,42 
0,08 
0,19 
0,09 
o. 3 5 

o,3° 
0,20 
0,45 
0,4.0 
0,76 

19o 18' 
4.° o' 

22° 47' 
4° 35' 

10o 46' 
5o 9' 

18o 16' 
8o 32' 

16o 42' 
11o 19' 

24o 14' 
21° 48' 
37° H ' 

Al empezar 
á 

moverse 

0,50 
0,20 
0,60 

12 
o, 19 
o, lo 
0,87 

0,47 

26o 34' 
i i 0 19' 
3° 58' 
6o 51 

lo0 46 
5° 43' 

4I0 2 ' 
v 

25° 



L E C C I O N X L V I . 

Equilibrio de dos sólidos que se tocan. Polígono dé apoyo. — Equ i l i 
brio de un sólido pesado sobre un plano, apoyándose por uno, dos, 
tres ó más puntos. Presiones sóbrelos puntos de apoyo.—Pre
siones ejercidas sobre el suelo por los cuatro pies de una mesa.— 
Presiones ejercidas por un sólido cualquiera que se apoya por una. 
cara plana rectangular. 

Equilibrio de dos sólidos que se tocan. Polígono de apoyo. 

566. Si dos sólidos S y S' (fig. 248), en equilibrio, son 
tangentes en un sólo punto, debe existir el equilibrio entre 
todas las fuerzas que obran sobre cada uno de ellos; es de
cir, entre las fuerzas que les están directamente aplicadas y 
la acción que experimenta en el punto de contacto de parte: 
del otro sólido; lo cual exige, que si se considera cada 
uno de los sólidos como invariable de forma, y se com
ponen entre sí las fuerzas que le están directamente apli
cadas , prescindiendo de la acción que experimenta de: 
parte del otro sólido, se deberá encontrar precisamen
te para estas fuerzas una resultante única, igual y d i 
rectamente opuesta á dicha acción. Según ésto, es fácil 
ver que para que los sólidos S y S' estén en equilibrio, 
es necesario: 1.0, que todas las fuerzas directamente 
aplicadas á uno cualquiera de ellos, tenga una resultante 
única que pase por el punto de contacto: 2.0, que la re
sultante de las fuerzas directamente aplicadas al sólido S 
sea igual y contraria á la resultante de las aplicadas al s ó -
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lido S': 3.0, que estas dos resultantes estén dirigidas al i n 
terior del cono de rozamiento: y 4.0, que estas dos fuer
zas actúen en un sentido tal, que tiendan á apoyar los s ó 
lidos uno contra otro y no á separarlos. 

567. Cuando dos sólidos en equilibrio son tangentes 
en muchos puntos, las fuerzas directamente aplicadas á 
uno de ellos S, se equilibran con las acciones que experi
menta de parte del otro S' en los diversos puntos en que 
se tocan; y como las acciones de S' sobré S no han de 
tener precisamente una resultante única, resulta, que 
para que exista el equilibrio no es necesario tampoco que 
las fuerzas directamente aplicadas al sólido S tengan una 
resultante única; todo lo que puede decirse en este caso 
4e una manera general, es que las fuerzas directamerite 
aplicadas al sólido S, y las acciones que este sólido ejerce 
sobre S', constituyen dos sistemas de fuerzas equivalen-
íes (93); porque uno y otro son equilibrados por el con-

j unto de las acciones de S' sobre S. 
568. Consideremos en particular dos sólidos S y S' 

tangentes en muchos puntos A , B, C, D , (fig. 249), 
situados todos en un mismo plano F . Supongamos que 

las partes materiales del só
lido S que se encuentran 
sobre las perpendiculares 
al plano P P , trazadas por 
ios puntos de con tac to 
A , B, C.. . . . . y en la proxi
midad de estos puntos, es
tán todas situadas á una 
misma región del plano P; 

y por consiguiente, que las partes materiales del sólido 
S' situadas sobre las mismas perpendiculares al plano P y 
próximas a los puntos A , B, C , están todas situadas 
en la otra región de este plano. Supongamos, ademas. 

Fig. 249. 
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que las fuerzas directamente aplicadas al sólido S' tengan^ 
una resultante única R, lo cual exige precisamente como-
consecuencia, que las fuerzas aplicadas al sólido S'tengan 
una resultante única igual y opuesta á la anterior. 

La resultante R de las fuerzas, directamente aplicadas-
al sólido es equivalente al sistema de las acciones que 
este sólido ejerce sobre el S' en los diferentes puntos de-
contacto A,B5C... , como acabamos de probar; esta fuerza-
R es también la resultante de las acciones de S sobre S', 
y su momento, con respecto á una recta cualquiera t ra
zada en el plano P, es igual á la suma de los momentos 
de las acciones de Ssobre S', con respecto ala misma recta. 

Esto supuesto, construyamos un polígono convexo 
A B C D E que tenga por vértices puntos elegidos éntre los 
de contacto de los dos sólidos, y que en su interior ó en; 
sus lados contenga todos los puntos de contacto que no 
están en sus vértices. Por lo supuesto, las diversas accio
nes de S sobre S', tienden á empujarlos puntos A , BjG. . . , 
del sólido S', hacia una misma región del plano P, y por 
consiguiente, la resultante R de estas acciones debe tender 
á empujar el sólido S' hacia esta misma región del plano; 
los momentos de estas acciones de S sobre S', con respecto 
al lado AB del polígono que hemos construido, son por 
lo mismo todos del mismo signo, y el momento de-
la fuerza R, con respecto á este lado, tiene por lo tanto el. 
mismo signo que cada uno de ellos: luego la dirección de 
la fuerza R debe cortar al plano P en un punto situado^ 
con respecto á la recta A B , del mismo lado que los punr--
tos de contacto C, D , E , que no están sobre esta l í 
nea. Lo que acabamos de decir del lado A B del polígono-
ABCDE, podemos repetirlo para cada uno de los otros 
lados; y de aquí se deduce inmediatamente, que la direc
ción de la fuerza R debe cortar al plano P en el interior 
de este polígono convexo, al cual se da el nombre de^»^ 
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lígono de apoyo de ios dos sólidos. Ademas, es necesario 
que la fuerza R tienda á apoyar el sólido S sobre el S' y 
no á separarlo. 

Si ademas de las hipótesis anteriores, suponemos ahora 
que el coeficiente de rozamiento sea igual para los diver
sos puntos de contacto A, B, C, D ., de los sólidos S 
y S', cada una de las acciones de S sobre S', no podrá for
mar con la perpendicular al plano P un ángulo mayor que 
el ángulo de rozamiento común á los diversos puntos de 
contacto; ademas se puede encontrar la magnitud y d i 
rección de la fuerza R, trasportando las acciones de S 
sobre S', paralelamente á sí mismas, al punto en que esta 
fuerza R corta al plano P, y componiéndolas por la regla 
del polígono de las fuerzas; es fácil deducir también, que 
la fuerza R no puede formar con la perpendicular al 
plano P un ángulo ^ a y o r que el de rozamiento de que 
antes hemos hablado. 

Cuanto acabamos de decir es independiente del n ú m e 
ro de puntos de contacto que tengan los sólidos S y S', 
y es por lo tanto aplicable al caso en que su contacto se 
verifique en toda la extensión de una cara plana. 

Equilibrio de un sólido pesado sobre un plano, apoyándose por 
uno, dos, tres ó más puntos. Presiones sobre los puntos 
de apoyo. 

569. U n cuerpo sólido, sometido únicamente á la 
acción de su propio peso, y colocado sobre un plano, es 
decir, sobre una cara plana de otro cuerpo, está eviden
temente comprendido en el caso general que acabamos 
de examinar. Las acciones de la gravedad sobre las dife
rentes partes del cuerpo, tienen una resultante, que es su 
propio peso, que actúa según la vertical trazada por su 
centro de gravedad de arriba á abajo. 
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Para que el cuerpo esté en equilibrio, es necesario: 

i .0, que la vertical trazada por su centro de gravedad en
cuentre al plano sobre que descansa en el interior del po
lígono de apoyo, construido según la definición dada: 
2.0, que el ángulo formado por la vertical y la perpendi
cular al plano, ó lo que es lo mismo, el ángulo formado 
por el plano con el horizontal, sea menor que el ángulo 
de rozamiento correspondiente á la naturaleza de las su
perficies en contacto. 

En el caso particular en que el cuerpo, que se considera, 
descansa sobre un plano horizontal, la segunda condi
ción está siempre satisfecha, y sólo tenemos que averi
guar si se cumple la primera, para saber si el cuerpo está 
ó no en equilibrio en una posición dada. 

570. Vamos á determinar el valor de las presiones 
que un cuerpo pesado, colocado sobre un plano horizon
tal, ejerce sobre sus diferentes puntos de apoyovy conside
remos para esto los distintos casos que pueden presentar
se según el.número de puntos de contacto. Si el cuerpo no 
se apoya más que por un sólo punto, no puede estar en 
equilibrio, si su centro de gravedad no está situado en 
la vertical trazada por el punto de apoyo; y la pre
sión que el cuerpo ejerce sobre este punto, es claro que 
está representada por su peso. Si el cuerpo se apoya por 

dos puntos O y A , (f ig. 250), 
el polígono de apoyo es en este 
caso la recta OA, yla vertical, tra
zada por el centro de gravedad 

Fig. 250. ^ cuerP0» debe encontrar al 
plano sobre que descansa en un 

punto B de esta recta, situado entre los puntos O y A ; 
para obtener las presiones ejercidas por el cuerpo en es
tos puntos, basta descomponer el peso P del cuerpo 
aplicado según la vertical, en dos componentes paralelas 
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•que obren sobre los puntos O y A ; de este modo ten-

PxAB PxOB . > • •dremos — Q ] [ ~ - ) Y • QA • , para las presiones respectivas en 

los puntos O y A . . 
Si el cuerpo se apoya por tres puntos A , D , G, no si

tuados en línea recta (íig. 251 ) , la vertical que pasa por 
su centro de gravedad, debe en
contrar al plano en un punto B 
situado en el interior del tr ián
gulo A D C , que es en este caso 
el polígono de apoyo; las presio
nes que el cuerpo ejerce sobre el 

Fig. 251. r J 
plano en los puntos Á, D y C, son 

las tres componentes paralelas del peso P del cuerpo, que 
actúa en el punto B; el momento de la resultante P con 
respecto al plano vertical trazado por A D , es igual al 
momento de la componente aplicada en C con respecto 
a l mismo plano vertical, y por consiguiente, esta compo
nente y la resultante, están en razón inversa de las su
perficies de los triángulos ABD y ADC; luego las presio
nes ejercidas por él cuerpo sobre cada uno de los tres 
puntos de apoyo A , D,C, son respectivamente 

PxBDG PxABC PxADB. 
ADC ' ADC ' ADC 

Si el número de puntos de apoyo sobre el plano es ma
yor de tres, no es posible en general determinar las pre
siones, que ejerce en cada uno de ellos, conociendo sólo 
la posición que la vertical quepasapor su centro de gra
vedad, ocupa con respecto á dichos puntos; en efecto, se 
pueden encontrar una infinidad de sistemas de fuerzas 
paralelas y del mismo sentido aplicadas á los puntos de 
apoyo, que tengan por resultante el peso del cuerpo apli
cado en su centro de gravedad: se pueden dar valores 
arbitrarios á estas presiones á excepción de tres de ellas, 
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siempre que estos valores no pasen de ciertos l ímites, y 
deducir de ellos fácilmente los valores restantes, de mo
do que la resultante de todas sea igual al peso del cuer
po, y tenga la dirección de la vertical que pasa por su 
centro de gravedad. La misma dificultad se presenta tam
bién cuando el cuerpo se apoya en tres puntos situados 
en línea recta; la determinación de las presiones ejercidas 
por el cuerpo sobre cada uno de ellos, no puede efectuar
se por el sólo conocimiento del punto en que la vertical 
trazada por el centro de gravedad" del cuerpo corta á la 
recta que contiene los tres puntos de apoyo. Las presio
nes que el cuerpo ejerce sobre el plano, en los diferentes 
puntos de contacto, no son, sin embargo, indeterminadas; 
pero no se pueden encontrar sus valores si no se conoce 
la naturaleza del cuerpo pesado que se considera, su gra
do de rigidez ó flexibilidad, y también estas mismas cir
cunstancias en el cuerpo sobre que se apoya, bajo la ac
ción délas presiones que experimenta este segundo cuer 
po de parte del primero. En las dos cuestiones siguien
tes se verá esto con toda claridad. 

Presiones ejercidas sobre el suelo por los cuatro pies de una mesa. 

571. Sea A B C D (fig. 252), una mesa rectangular, 
sostenida en sus cuatro ángulos por pies verticales, que 

se proyectan en M N y R Q , 
sobre el plano vertical, y que 
descansa sobre un terreno ho
rizontal L T , y está sometida á 
la acción de su propio peso F, 
que obra verticalmente en un 
punto (O, O') de su superficie 
superior; se piden las presio-

Fig. 25?. nes desarrolladas en los pies 
de la mesa, ó en las porciones del suelo sobre que se apo-
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yan estos pies. Siendo el número de apoyos superior á tresr 
el problema no puede resolverse enteramente por las leyes 
de la Estática, según hemos visto en el párrafo anterior; 
y la solución depende de la ley física, según la cual, se 
opera la deformación de las partes en contacto en Ios-
puntos A , B , C ,D . 

Supondremos que la deformación recae exclusivamen
te sobre el suelo, lo que equivale á atribuir á los pies de 
la mesa una gran rigidez comparativamente con la del 
terreno;'ademas admitiremos, que los pies de la mesa se 
introducen cada uno en el suelo una cantidad proporcio
nal á la presión que ejerce; de suerte, que si llamárnoste 
á la sección recta del pié, z á la cantidad de que él penetra 
en el terreno, y E al coeficiente de elasticidad determina
do por la experiencia, la presión P ejercida por el pié,, 
estará dada por la ecuación 

P ^ É t o z . 
Supondremos, por fin, que la deformación del suelo es 

bastante pequeña, para poder considerar los piés como 
verticales después de esta deformación. Las reacciones 
serán también verticales y paralelas al peso F. Llamemos 
a y b , a las dimensiones horizontales de la mesa; m y « , á l a s 
distancias del punto O á los lados A D y AB; P,P', P", P"A 
á las reacciones desconocidas de los apoyos A , B, C, D . 

Entre estas cuatro cantidades desconocidas, tendremos 
las tres ecuaciones que da la Estática; á saber, la ecuación 
de las fuerzas proyectadas sobre una vertical, y las ecua
ciones de los momentos con respecto á los dos ejes 
A B y A D ; 

/ P 4 . p ' + P " _ h p w r = : F , 
( i ) ) ( F - h P ' > = F ^ , 

La cuarta ecuación que nos falta para poder determi
nar las cuatro incógnitas, se deducirá de la hipótesis que 
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hemos hecho, sobre la deformación del suelo en los cuatro 

puntos de apoyo. Las depresiones respectivas de los pun

tos A , B, C, D, son: 2;= ? ' ^ | l ^ w = | ^ ^ í = | í , 

suponiendo que los cuatro pies tienen la misma sección 
w; estas depresiones son todas sensiblemente verticales; 
por otra parte, las extremidades inferiores de los pies 
deben estar en un mismo plano antes y después de la de
formación, y como son los vértices de un paralelógramo, 
existe entre el nuevo punto B y el nuevo punto A la 
misma diferencia de altura, que entre el nuevo punto C y 
el nuevo punto D ; es decir, 2 ; '—z=z"—z"\ ó sea 

Z l L — Z l - J - l 5 p'_p__p"_p'". Í Q \ 
Eco Eco Eco Eco '""17 v 

las tres ecuaciones (1) y la (2) determinan las cuatro pre
siones buscadas, y la última no contiene el coeficien
te E . 

De ellas se deducen los siguientes valores para P, P', 
P" y P'", 

(3) 

[ p F ( 3 m n \ 

)p// ^ í m _ . n 1 \ 
f %\ % ^ h 2 / ' 
[V>" F / J 1 n \ 
\ "~~ 2 \ 2 b ) ' 

Estos valores, para ser admisibles, deben ser todos 
positivos, porque para que uno de ellos fuera negativo, 
sería necesario que el pié correspondiente ejerciera sobre 
el suelo una tracción en lugar de una presión, lo cual es 
imposible, puesto que la mesa está solamente colocada 
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sobre el suelo sin estar adherida á él por ninguna 
parte. 

Luego es necesario, para que la solución sea admisible,, 
que se verifiquen las condiciones 

ir~irir<:T' 
m n L 

a ^ h 2 ' 
m n ^ 1 

Estas condiciones quedan todas satisféchas, siempre que 
el punto O se encuentre en el interior de rombo KLN1VL 
(fig. 153), que resulta uniendo los puntos medios de los-
lados del rectángulo ABCD, formado por los apoyos. Si,, 
por el contrario, la vertical trazada por el centro de gra
vedad cortara al plano horizontal fuera de este rombo, 
por ejemplo, en O', en el triángulo MKG, una de las cua
tro condiciones , la-^-H—"T^IT» no se3rá satisfecha > 1 

por consiguiente, el cálculo asig
nará á la presión P del pié opuesto 
A , un valor negativo inadmisible. 
Esto indica que el pié A no descan
sa sobre el suelo; el cálculo estable
cido en la hipótesis de que el suelo 

Hg. 253. ejerce sobre la mesa una reacción 

aplicada en este punto A , debe vo l 
verse á empezar suponniendo nula la reacción P. Pero 
entonces el número de puntos de apoyo se reduce á tres, 
y la Estática basta para determinar las tres presiones des
conocidas. Aplicando á los tres apoyos B, C, D la regla 
dada en el núm. 570, encontráremos la solución del pro
blema en las ecuaciones siguientes: 
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P = 0 
p ' _ F v 0 ' D C _ _ F O'DC 

— r A BCD ~ A a x h ' 

p , . _ F O ^ B C _ F O^BC 

2 

En todos los casos, se conocerán las presiones desar
rolladas sobre los pies de la mesa, y se podrá calcular por la 
fórmula P = Ew z, la depresión correspondiente del suelo. 

Si el centro de gravedad de la mesa coincide con su 

centro de figura, tendremos, que en las fórmulas, m=—, 

n = ~ , con lo cual nos darán, P 
los cuatro pies soportan presiones iguales entre sí, y cada 
una de ellas es igual á la'cuarta parte del peso F de la mesa. 

Presiones ejercidas por un sólido pesado que se apoya por una 
cara plana rectangular. 

572. Supongamos esta cara horizontal, y vamos á es
tudiar las presiones del sólido pesado sobre ella. Sea el 
sólido S (fig. 254), que descansa sobre un plano hor i 
zontal por una cara plana rectangular , cuya proyec
ción horizontal es ABCD; supongamos que la superficie 
lateral del sólido, en la proximidad de la cara de apoyo, 
está formada por planos perpendiculares á esta cara y tra
zados por sus cuatro lados, y que el centro de gravedad G 
del sólido se encuentra en el plano vertical que pasa por 
los puntos medios w y « de los lados A D y BC de la cara 
de apoyo. Supongamos, ademas, que la superficie plana 
sobre la que descansa el cuerpo S presenta una gran r ig i 
dez, y permanece plana á pesar de la ligera depresiori que 
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el peso del cuerpo le hac; sufrir; que el sólido S sea en. 

todas sus partes igualmen
te comprensible por la ac
ción de las fuerzas que le 
pueden estar aplicadas, al 
menos en la parte próxima 
á la cara de apoyo A 'B ' ; y 
que en razón á esta igual 
comprensibilidad, las mo
léculas que estaban en un 
plano H K paralelo y muy 
próximo á la cara A ' ü ' , an
tes que el sólido estuviese 
sometido alas presiones que 
experimenta de arriba á 
abajo sobre la cara de apo
yo, se encuentran en un mis
mo plano H ' K ' después de 

la deformación que estas presiones le hacen sufrir. Consi
deremos en el sólido un prisma vertical PQ ,̂ de base infi
nitamente pequeña to y que termine en los planos H K y 
A 'B ' , antes de ser deformado el sólido en la proximidad 
de su cara de apoyo; este prisma se acortará á causa de 
las presiones que experimentan sus extremidades, y su 
longitud, que era al principio PQ, se reduce á Q'Q; PQ' 
es, pues, el decremento de su longitud, y por consiguien
te tendremos para la presión p que la base inferior Q de 
este prisma experimenta de parte del plano de apoyo (543), 
el valor 

v P'Q 

Esta fórmula dará los valores de la presión^, que el s ó 
lido experimenta, en los diferentes elementos w en que se 
puede concebir descompuesta la cara de apoyo, con tal 

Fig. 254. 
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que se dé á PQ' el valor correspondiente á cada uno de: 
estos elementos; las cantidades E yPQ.no varían por ser 
el sólido igualmente compresible en toda la extensión de 
la cara de apoyo, y los planos H K y A 'B ' son paralelos.y 
equidistantes en todos sus puntos.Todas las presiones aná
logas á p son verticales y están dirigidas de abajo á arr i 
ba, y la resultante debe ser igual y opuesta al peso F del 
sólido, aplicado en su centro de gravedad G; estas presio
nes son ademas proporcionales á los productos w X PQV 
cada uno de los cuales representa el volumen de la parte 
de prisma PQ comprendida entre los planos H K y H ' K V 
La resultante de estas presiones p pasa por el centro de
gravedad de la capa del sólido, comprendida entre los 
planos H K y H'K' , suponiendo siempre que esta capa sea 
homogénea; y ademas dicha resultante tiene por valor el 
producto del volumen de la capa H K H ' K ' por el factor 

E 
constante 

Lo que nos dice que el sólido S debe experimentar^ 
por la acción de su propio peso, una deformación tal, que 
la vertical trazada por su centro de gravedad pase tam--
bien por el de la capa HKH'K ' considerada como un cuer
po homogéneo; las presiones, que este sólido experimen
ta, en los diversos elementos iguales de la cara de apoyo 
A'B ' son proporcionales á las partes de las verticales tra
zadas por estos elementos y comprendidas entre los planos 
H K y H ' K ' . Estando situado el centro de gravedad, por 
hipótesis, en el plano vertical, cuya traza horizontal es 
mn, se deduce fácilmente que la intersección de los planos 
H K , H ' K ' debe ser paralela á los lados A D y BC de la 
cara de apoyo del sólido; y el centro de gravedad del 
cuerpo homogéneo comprendido entre estos planos, coin
cide con el del trapecio intersección del cuerpo con el 
plano vertical De aquí se deduce que las presiones. 
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son las mismas para los diversos elementos iguales de la 
cara de apoyo que están situados sobre una paralela cual
quiera á los lados A D y BC de esta cara;- y que si se su
pone, que la vertical trazada por el punto Gpasa por un 
punto O, más próximo á BC que á A D , las presiones so
bre los elementos iguales de la cara de apoyo aumenta
rán constantemente, desde el lado A D de ésta, hasta el 
BC. Sean ¿z y ¿ las longitudes de los lados A D y A B de la 
cara de apoyo; siendo F la presión total sobre esta cara, 

será — la presión media referida á la unidad de super

ficie, y por consiguiente F-^-la. presión sobre un elemen

to w, situado á igual distancia de los lados A D y BC. Se

gún esto, es fácil probar, que para el elemento to más pró

ximo al lado BC la presión p , que es mayor que para t o 

dos los demás, tiene por valor 
F o) K K ' 

siendo hk la recta que une los puntos medios délos lados 
no paralelos del trapecio H K H ' K ' . 

573. Consideremos ahora que por un cambio de for-r 
ma de la parte superior del sólido, muda de lugar su cen
tro de gravedad G, sin que salga del plano vertical trazado 
por mn. E l trapecio K ' H K ' H ' deberá cambiar de forma 
al mismo tiempo, de modo, que su centro de gravedad 
se encuentre siempre sobre la vertical trazada por el pun
to G. Si la proyección horizontal O de este centro de gra
vedad se aproxima al lado BC de la base, sin que cambie 
el peso total del sólido, el lado K K ' del trapedo debe 
aumentár, y el HH'disminuir déla misma cantidad; por
que es necesario que el volumen comprendido entre los 
planos H K y H ' K ' permanezca constante, y por consi-' 
guiente también el área del trapecio H K H ' K ' ; lo que exi
ge que la semisma hk de los lados H H ' y K K ' conserve el 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 8 
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mismo valor. Cuando On no sea más que i de A B , el lado 
H H ' del trapecio se reducirá á cero, y el trapecio se con
vertirá en un triángulo, en que el lado K K ' opuesto al v é r 
tice H será doble de hk; en este caso, la presión J> sufrida 
por el elemento w de la cara de apoyo, más próximo al lado 

BC, será igual á 2 F - ^ - ; es decir, que será doble de la 

presión media correspondiente á un elemento de la mis
ma extensión. 

Si la proyección horizontal O .del centro de gravedad 
G se aproxima más á BC, la línea H ' K ' que en el caso an
terior ha venido á pasar por el punto H , debe elevarse 
por encima de este punto H y descender más por debajo 
del punto K'; lo cual indica que la presión tiende á ser 
negativa en la proximidad de la arista A D de la cara de 
apoyo; es decir, á convertirse en una tracción. Esto es 
lo que sucedería en efecto si la cara de apoyo estuvie
ra pegada al plano sobre que descansa: pero como esta 
cara está sólo colocada sobre el plano, las cosas no pue
den suceder así, el sólido S no puede sufrir más que pre
siones de parte del plano que lo sostiene. En este caso, 
las presiones no se ejercen sobre toda la superficie del 
rectángulo ABCD; una parte de este rectángulo, la situa
da hácia la arista A D , no sufre ninguna presión, y la par
te restante que sufre la presión total F , es otro r ec t án 
gulo que se encuentra en el caso del rectángulo entero, 
cuando 0 » = r : | A B . Si llamamos ^ á la distancia 0 « , cuando 
es menor que i A B , Se y a serán los lados del rectángulo 

de apoyo en este caso, y F =J> , será la presión me

dia sobre el elemento w situado muy cerca de la aris

ta BC. 
Vemos, por el valor que acabamos de encontrar para la 

presión sobre un elemento w, próximo á BC, que esta pre-
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;sion aumenta á medida que e disminuye. Sea Rto la pre
sión capaz de determinar el aplastamiento del prisma ele
mental que tiene por base w. Si se establece la relación 

2 F - ^ = R ( o , 
Zea ' 

.se deduce 
_2_ F_ 

' 3 l i a * 

este valor ds e es el límite más allá del cual no se debe 
hacer decrecer la distancia ú 0 « , pues si decreciera más, 
el sólido S se aplastaría en la proximidad de la arista BC. 
Hemos llegado por este medio á añadir un nuevo elemento 
á la condición de equilibrio del sólido pesado S, puesto so
bre un plano horizontal. Habíamos encontrado que este 
equilibrio no podia tener lugar, sin que la vertical trazada 
por el centro de gravedad G del sólido cortára al plano 
en un punto situado en el interior del rectángulo ABCD, 
que constituye su polígono de apoyo; y ahora vemos qüe 
es necesario, ademas, que esta vertical pase en el interior 
del rectángulo, á una distancia suficientemente grande 
de cada uno dé sus lados. 

Estas consideraciones son muy importantes siempre 
<que se trate del equilibrio de los sólidos que se apoyan 
por caras planas, como sucede en las construcciones de 
ladrillo y de piedra, y en particular en las bóvedas. 
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Momentos de inercia. Definiciones. — Re lac ión entre los momentos 
de inercia de un cuerpo con respecto á ejes paralelos; y cuál de es
tos momentos es el menor .—-Relac ión entre los momentos de inercia 
de un cuerpo con respecto á ejes concurrentes. Elipsoide de iner 
c i a . — E j e s principales y momentos principales de inerc ia .—Deter
minac ión de los ejes y de los momentos principales de inerc ia .— 
Re lac ión entre los ejes principales relativos á diferentes puntos.— 
Punto para los cuales los momentos de inercia principales son 
iguales. ' 

Momentos de inercia. Definiciones. 

574. Se llama momento de inercia de un punto m a t e r i a l 

con respeto á un eje el producto de la masa de este punto 
por el cuadrado de su distancia al eje. E l momento de 
inercia de un cuerpo ó sistema de puntos materiales de 
forma invariable, con respecto á un eje, es la suma de 
los momentos de inercia de todos estos puntos con res
pecto á este eje. De modo, que siendo m , m \ m " l a s 
masas de los puntos del sistema, y ¿/, </, d", , sus dis
tancias respectivas al eje, el momento de inercia' del sis
tema será 

mdZ+m'd'V- \ -m" d " Z - \ - m , " d " , : * + . . . . . = . ? í m d * . 

Los puntos materiales que componen un cuerpo, no* 
están distribuidos de una manera continua, sino que es
tán separados entre sí por espacios vacíos llamados po
ros. Sin embargo, puede obtenerse en cada caso el mo
mento de inercia, suponiendo la masa distribuida de una 
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manera continua en los cuerpos; esto equivale á tomar, en 
lugar de ümd2, la integral definida de ¿/2d.M, para toda la 
extensión del cuerpo; y como hemos visto al tratar de los 
centros de gravedad de los cuerpos sólidos , los resulta
dos de esta hipótesis difieren muy poco de la verdad, 
porque los poros son sumamente pequeños relativamente 
al volumen de todo el cuerpo. Bastará, pues, descompo
ner el cuerpo en una infinidad de elementos infinitamen
te pequeños, tomar el momento de inercia de un ele
mento cualquiera, y obtendremos el del cuerpo por medio 
de integraciones, cuyos límites serán los correspondientes 
ala superficie que termina el cuerpo. 

E l momento de inercia de un cuerpo, ó de un siste
ma, SW2, varía con el eje respecto al cual se toma el mo
mento, y también con los ejes coordenados á que el eje se 
refiere; y hace un papel muy importante en las cuestio^ 
nes de movimiento de un cuerpo sólido alrededor de un 
eje, ó de un punto fijo, en la teoría de la elasticidad y en 
otras várias partes de la ciencia. Las variaciones de los 
momentos de inercia se determinan por medio de leyes 
generales fáciles de establecer, en los dos casos genera-»-
les que debemos examinar; el caso en que los ejes sean 
paralelos, y el caso en que los ejes sean concurrentes. . 

Relación entre los momentos de inercia de un cuerpo con res
pecto á ejes paralelos, y cuál de estos momentos es el menor. 

575. Dado el momento de inercia de un cuerpo sóli
do con respecto á un eje que pasa por su centro de gra^ 
vedad, se puede obtener fácilmente su momento de iner-r 
cia con respecto á otro eje paralelo al primero. , , 

Tomemos el centro de gravedad O (fig. 255), por orL 
gen de las coordenadas, el primer eje, por eje de las 
y: por plano Z X el plano de los dos ejes paralelos; sea 



I I 8 MOMENTOS DE INERCIA . 

a = 0 A, su más corta distancia. Consideremos un p u n 
to cualquiera M (x,jr, z) del siste
ma, y sean m su masa, dy D sus dis
tancias M H , M K á O H y A B . T e 
nemos 

multiplicando por resulta 

Escribiendo tantas ecuaciones-
Fig. 255. análogas á esta, como puntos tiene 

el sistema, sumándolas miembro á 
miembro, y designando por M la masa del cuerpo, se tiene 

S w D2 = 1 ! md̂  —2 aL mx -f- M<22. 

Siendo el origen de las coordenadas el centro de gra
vedad, sabemos que 2¡»Í.^ = 0 ; y tendremos, por fin, 

( i ) SwD2=IW2-í- ]VLz2. 
De modo, que el momento de inercia de un cuerpo, ó 

de un sistema de puntos materiales, con respecto á un eje 
cualquiera, es igual al momento de este cuerpo ó sistema 
con respecto á un eje paralelo al primero trazado por su 
centro de gravedad, más el producto de la masa del cuer-
po ó sistema por el cuadrado de la distancia délos dos ejes.. 

De aquí se deduce, que el momento de inercia de u n 
cuerpo con respecto á un eje que pasa por su centro de
gravedad, es menor que el que se refiere á cualquier otro* 
eje paralelo á éste; y que este momento es constante para 
todos los ejes paralelos equidistantes del centro de gra
vedad, y que aumenta á medida que el eje se aleja de 
este punto. 

Supongamos que se determina una recta K por la con
dición 

W 2 = M K 2 , 
siendo M la masa total del sólido, la recta K es lo que 
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se llama radio de giro del sólido, con respecto al eje á que 
se refiere el momento. Es claro que el radio de giro, es el 
radio de una superficie cilindrica, que tiene por eje, el 
eje del momento, y sobre la cual está distribuida toda la 
masa del sólido, sin que el momento de inercia con res
pecto á dicho eje cambie de valor. 

La ecuación ( i ) puede escribirse bajo la forma 
S»íD2=.M(K2-f- t í2) . 

Relación entre los momentos de inercia de un cuerpo con res
pecto á ejes concurrentes. Elipsoide de inercia. 

576. Vamos á calcular esta relación para todos los 
ejes que pasan por un punto fijo 
O del espacio (fig.,256). Sea G H 
uno de estos ejes, tomemos por 
origen de las coordenadas el pun
to de encuentro O de todos los 
ejes, sean ^ ( x , ^ , ^ ) un punto 
cualquiera del cuerpo cuya masa 
es ¿/=:MP, la distancia del pun
to al eje; r = O M el radio vector, 
que une el punto M con el or í -

gen, a,6,y los ángulos del eje O H con los ejes coorde
nados a', 6F, y \ los de O M con los ejes, B el ángulo del ra
dio vector con el eje O H ; tendremos 

d = z r sen B, r 2 = x 2 -hT2 -j-z 2, 

cosa '= JL cos g ' = JL , c o s r ' = — , 
T T y 

OC CCS a-l-í/eos 6-1-3 eos Y 
r ' 

r eos 8 = x eos a-j-J^ eos 6-f-2; eos y, 
^2=r2sen25_r2(i _cos28)=x2-hr2+2;2 

— ( x eos a -\-y eos 6 - f - 2; eos y )2; 

f ig. 256. 



I 20 MOMENTOS DE INERCIA. 

—(xeos a -f-^Kcos6 + ^cosy)2; 
también 

^ = = X 2 ( l ^ C O s 2 a ) 4 : ^ 2 ^ _ _ c o s 2 g ) + ^ l _ c o s 2 r ) 

— e o s acosé—2xzeosaeosy—27 'zeos6eos y, 
(2) ^2=x2sen2a-K^2sen6+2;2s3n2y—2^eosaeos6 

—2x2 eos a eos y—2^rz eos Seos y; 
teniendo presente que 

eos2a + eos2S + cos2y—1. 
E l valor de ¿Z2, desarrollando los eáleulos en la (1), to 

ma la forma 
(3) ^2=(r24.^2)cos2a4.^+2;2)Cos2g+(x24-J'2)eos2y 

—27'%eosS eosy — 2x2;eosaeosy—2xj^ eosaeosS. 
Multipliquemos por ^ esta eeuaeion (3), y sumemos 

todas las eeuaeiones análogas relativas á los otros puntos 
del sistema; haeiendo para abreviar, 

A=Sw(j / ,24-^2) , D — I i m y z , G=Swx2 , 
B = S w ( x 2 + 2 : 2 ) , K—^mzXy Hr^S^^r2, 
C = 2 ¡ » z ( x 2 + / 2 ) , F—Jlmxjy, K—S^%2: 

y llamando u.=llmd^,d.\ momento de inereia del sistema 
con respecto al eje O H , tendremos 

(4) p.=Aeos2a + Beos264-Ceos2y 
—2DcosSeos y—• 2 E eos a eos y — 2 F eos a eos S. 

También de la ecuación (2), se deduce del mismo modo, 
(5) ^—Gsen2a-f-Hsen2g + Ksen2y 

— 2DeosSeos y+2Eeosacosy—2Feosa cosé. 
Las cantidades A, B, C, son los valores de p. cuando se 

hace coincidir OH respectivamente con los ejes O X , O Y , 
O Z , ó lo que es lo mismo, cuando 

cosa = l , cos6=0, c o s y = 0 , 
cosa = 0, eos 6 = 1, cosy = 0, 
c o s a = 0 , cos6=:0, c o s y = l ; 

es decir, los momentosüe inereia relativos á los ejes 
OX, O Y , O Z . 
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Cualquiera de las ecuaciones (4) y (5) da los diferentes 
valores de los momentos de inercia del sistema, con res
pecto á todos los ejes que pasen por el punto O, dando á 
«,6, y, los valores correspondientes á cada uno de estos 
ejes. 

577. Concibamos que por el origen se trazan diver
sos ejes análogos al OH, y que sobre cada uno de estos ejes 

se toman longitudes ON——^r, ON'=--^r- , sien-

do [ji.,p/,..... los momentos de inercia del sistema con res
pecto á los ejes O H , O H ' , . . . . . ; vamos á buscar el lugar 
geométrico de todos los puntos N , N ' , Cuando se 
conozca este lugar, se obtendrá el momento de inercia 

con respecto á un eje dado, por la relación [jL=r Q -̂s; para 

obtenerlo, sean X , Y , Z , las coordenadas del punto N , 
se tendrá 

ó cosa=Xj / " j I c o s & ^ Y / ' j l , c o s y r ^ Y / ^ , ; 
sustituyendo estos valores de cosa, eos 6, eos y en la ecua
ción (4), y suprimiendo el factor común p., resulta 
(6) AX2+ B Y 2+ CZ2 —2 D Y Z — 2EXZ—2F X Y = : l . 

E l lugar geométrico representado por esta ecuación es 
un elipsoide; porque es una superficie de segundo grado 
que tiene el centro en el origen de las coordenadas, los 
coeficientes A , B, C son positivos, y las rectas, que miden 

, las distancias del centro á un punto de la superficie, son 

reales y finitas, por ser O N = -4r-, y lacantidadp.=:Swí/2, 
. \ J - 'A —- W • ' 'Vn 
es finita y positiva. 

De' aquí se deduce, que para todo cuerpo ó sistema de 
puntos materiales, si por un punto cualquiera del espacio 
O, se trazan una infinidad de ejes, se determinan los mo
mentos de inercia del sistema con respecto á estos mis-
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mos ejes, y á partir del punto O, se toma sobre cada eje 
una longitud numéricamente equivalente á la unidad d i 
vidida por la raíz cuadrada del momento de inercia cor
respondiente, las extremidades de estas diversas longi tu
des tienen por lugar geométrico la superficie de un elip
soide cuyo centro es el punto O. Este elipsoide se llama 
elipsoide de los momentos de inercia, ó simplemente elipsoide 
de inercia. 

Si todos los puntos materiales del sistema estuvieran 
situados sobre un mismo eje, el momento de inercia re
lativo á este eje sería nulo, y la longitud correspondiente 
sería infinita, de donde resulta que el elipsoide de inercia 
se trasformaria en una superficie cilindrica. 

Ejes principales y momentos principales de inercia. 

578. Siendo la dirección de los ejes coordenados ar
bitraria, podremos siempre hacerlos coincidir con los ejes 
de simetría del elipsoide de inercia; los rectángulos de 
las coordenadas desaparecerán de la ecuación (6), de suer
te, que se tendrá 

D = 0 , E = 0 , F=zO; 
y por consiguiente 

I¡mj^z=Oy I>mxz=Oi l>mxj^=0. 
Estas ecuaciones nos dicen que se puede siempre hacer 

pasar por un punto dado O tres ejes rectangulares, de tal 
manera escogidos, que tomándoles por ejes coordenados, 
sean cero las sumas que se obtienen multiplicando la 
masa de cada punto material por los productos de las 
coordenadas de estos puntos. Estos tres ejes se llaman 
ejes principales de inercia del sistema relativos al punto O, 
y los momentos de inercia correspondientes, se llaman 
momentos principales-de inercia. 

E l sistema de ejes principales es único, por no tener el 
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elipsoide, en general, mas que un sólo sistema de ejes de 
simetría. Cuando el elipsoide es de revolución, dos de sus 
ejes de simetría son iguales, y existen una infinidad de 
sistemas de ejes rectangulares, propios para hacer des
aparecer de su ecuación los productos de las coordenadasr 
para los cuales se verificarán las condiciones 

en otros términos, que existen una infinidad de sistemas 
de ejes principales. Cada uno de estos sistemas está for
mado por el eje de revolución y por otros dos ejes, que 
pasan por el centro del elipsoide y se cortan á ángulo rec
to en el plano de su ecuador. 

Si el elipsoide se reduce á una esfera, todo sistema de 
tres ejes rectangulares, que pasa por el origen, hace des
aparecer los productos de las coordenadas y forma, por 
consiguiente, un sistema de ejes principales. En este caso 
A = B — C , y para un sistema cualquiera de tres diámetros 
perpendiculares de la esfera serán nulos D , E y F. Ade
mas, los momentos de inercia con respecto á todos estos 
ejes son iguales, porque haciendo en la ecuación (4) 

A = B = C , D = 0 , E = 0 , F = : 0 , 
resulta 

j x = A ( eos2 a-f-eos 2 eos 2 y) A; 

de manera, que el valor de ¡J. es independiente de los án
gulos a, 6, y, es decir, de la dirección del eje O H . 

579. Existen, como hemos visto, relaciones necesa
rias entre los momentos de inercia tomados con respecto 
á diversos ejes que pasan por el punto O y los radios 
vectores ON^ON', de un cierto elipsoide. Por lo cual, 
toda propiedad de estos radios vectores, toda relación 
que los haga depender uno de otro, entrañará necesaria
mente una propiedad correspondiente de los momentos 
de inercia, y establecerá entre ellos relaciones más ó me-
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nos importantes, que en un gran número de easos podrán 
deducirse unas de otras. 

Así, i .0, en virtud de la relación 

V y. ON2 
el valor del momento de inercia [J. aumenta cuando el ra
dio vector O N disminuye, y recíprocamente; y es claro que 
el momento de inereia que corresponde al eje mayor del 
elipsoide es el momento de inereia mínimo, y el corres
pondiente al eje menor del elipsoide será el momento de 
inercia máximo. 

i.0 Si hacemos coincidir los ejes coordenados con los 
ejes principales, la ecuación del elipsoide y las que dan 
el valor de un momento de inercia cualquiera, se reducen 
á las siguientes: 

A x 2 + By2 + C2;2=:l, 
p . = A cos2a-f-Bcos2S-|-Ccos2 y, 

[ j L = G s e n 2 a + H sen26-J-Ksen2y. 
Designando por [/, p-"', los tres momentos de iner

cia relativos á los ejes actuales de las -S", tendremos 
IK=A> p " = B , p."':=C; 

y por consiguiente 
p.=pL' cos2a-f-[/'eos2 6-f-p."' cos2y; 

esta última fórmula sirve para calcular de un modo muy 
expedito, los momentos de inereia relativos á u n eje cual
quiera, cuando se conocen los momentos de inercia prin
cipales y los ángulos que forma el eje de que se trata con 
las ejes principales. 

3.0 Consideremos un sistema cualquiera de tres ejes 
rectangulares, y designemos por ¡ ^ , ^ 2 , ^ 3 los momentos 
de inercia relativos á estos tres ejes, por 

- a i , 6i5 T i ; a2> g2> Tá; « s A , ygr • 
los ángulos que estos ejes forman con los ejes;principales^ 
tendremos :. : i , 
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c o s 2 ^ ^ cos2a2-|-cos2a3=l, 
C O S 2 6 1 + COS262 + Cos2^3:::=l , 
cos2y1H-cos2y2+cos2Y3r=l, 

^=p. 'eos 2 + p." eos 2 614-pt'"2 eos 2 y!, 
4U2 = eos2 a2 H- [>•" eos 2S2 - f - JJL'"eos 2 Y2, 
jjLgrrrrfx eos-^ag-f^ ¡i. eos-^Og+jx eos^Ys, 

de suerte, que la suma de los momentos de inercia rela
tivos á estos tres ejes rectangulares, es constante e igua 
a la suma de los momentos de inercia principales. 

Detertíri i nación de los ejes y de los momentos principales 
de inercia. 

580. Acabamos de ver, que la determinación del mo
mento de inercia de un cuerpo con respecto á un eje cual
quiera, depende del conocimiento de los momentos y ejes 
principales de inercia, y de los ángulos que forma dicho 
eje con los ejes principales. Se determinan los ejes y los 
momentos principales de inercia, determinando en mag
nitud y dirección los ejes principales del elipsoide, ó sea 
sus ejes de simetría, los cuales són perpendiculares á los 
planos tangentes al elipsoide, tirados por sus extremos. 

En efecto, el radio tirado del centro del elipsoide al 
punto x \ j - \ z \ situado sobre la superficie, será un eje 
principal si viene á ser perpendicular al plano tangente, 
es decir, si viene á coincidir con la normal. La ecuación 
del elipsoide es 
^ = = A x / 2 4 - B y 2 + G 2 ' 2 — 2 D y ^ — 2 E A : V — 2 E J C ^ — 1 = = 0 , 
el radio vector y la normal forman con los ejes ángulos 
cuyos cosenos son respectivamente proporcionales á las 
cantidades 



120 MOMENTOS DE INERCIA. 

x \ 0 = 2 ( A * ' - F y - E / ) , 

De manera, que para que el radio vector coincida con 
la normal y venga á ser un eje principal, es necesario que 

Asc' — Y y ' - E ^ I V - F ^ - D / Qz'—Ex'—'Dy' _ 
x' y' z' ' 

pero siendo x ,y' , z \ proporcionales á eos a, eos 6r eos y, 
podremos reemplazar las unas por las otras en estas rela
ciones, y se convertirán en 
Acosa—Fcos6—ECOSY^ Bcos^ - F c o s a — D c o s y GcoeY —Ecosa—DCOSÉ» 

cosa COB6 COSJY 
Aco82a-f-Bcos26-f-Ccos27—2Dcos6eo8Y—2EcoBaR06Y—2Fcosa?os6̂ _ 

eos3 a eos2 6 -t- co82Y k * 
obtenida ésta multiplicando, la anterior serie de razones 
iguales, la i .a por eos a, la 2.a por eos 6, la 3.A por eos y, y 
sumando, y teniendo presente que el denominador es la 
unidad, y el numerador el valor de p. según la ecuación 
(4); como el radio vector ha venido á ser un eje principal, 
y. será uno de los momentos principales. Se deducen de las 
«ecuaciones precedentes las siguientes: 

([x—A) eos a + F eos 6 - } - E eos y = 0 , 
(¡x—B)cosS-l-Fcosa + D c o s y = 0 , 
(u.— C)cosy + Ecosa + Dcos6=:0. 

Eliminando cosa, cos6,cosy, entre estas tres ecuaciones, 
se obtiene la siguiente ecuación de j.61- grado 
V) ({x-A)({x-B)(f/-C)-D2([x-.A)-E2{¡Ji-B)-F2(fx-C)f2DFF==0, 
que tendrá sus tres raíces reales y finitas; estas raíces se
rán precisamente los valores de los momentos de inercia 
principales. A estos tres momentos corresponden tres sis
temas de valores de los ángulos a, 6, y, determinados por 
las ecuaciones precedentes, de las que resulta 
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cosa _ COB6 CCS Y 

(p.-BKix-O-Ds "~ (¡Í._C){IX-A)-E2 — •(¡JL-A ) ( ¡X-B)-F2 

/[(|x-B)([x-C)-D2]J+í([x-C)(^-A)-E2]Híy-AH-Já; -jtr-j * 
estos tres sistemas de valores determinan la dirección de 
los tres ejes principales. 

581. La ecuación de tercer grado (7) se presenta en 
un gran número de cuestiones importantes. M . Binet 
ha demostrado el primero, que sus raíces representan los 
momentos de inercia principales; podemos darle otra for
ma más conveniente, que haga ver inmediatamente la rea
lidad de sus raíces. 

La ecuación, 
([x—A)cosa + Fcosg-f-Ecosy=0, 

puede ponerse bajo la forma 
Fcos6-f-Ecosy=(A—p.) cosa, 

dividiendo por E F y añadiendo á los dos miembros , 
cosa . cosS , COSY cosa.. EF v 

Del mismo modo deduciremos de las otras ecuaciones 
cô a . cosé . eos Y eos 6 ^ . DF v 
D - ^ - r + T - ^ W - F ~ W ' 

COB a . eos 6 . eos Y 008 T/p . J^E ^ 

— - h — - H — — P ^ - C ' - "> f 

haciendo para abreviar 

tendremos 

cosa cosS , COSY cosa /T N c o s & \ 
- i r + — + — ( L — ( M ~ ^ 

C 0 8 Y / X T N 

DE ^ V - ) ^ 
eos a f os S ros Y COB a cos6 , COB Y 

D E F D E F 
DEF DEF DEF , DEF ^_DEF 
D1'L--|A) E^M-t^) F^N-p.) D!(L--iJ.r E^M-ix) F^N—^j 
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Igualando el primero y último miembro de esta serie 
de igualdades, resulta 

eos a coi? 6 ^ CO!»Y 

eos a . eos 6 . cog y D E F 

D2(L-[x) E2(M—¡x) F2(N-¡x> 

DEF , DEF . DEF _ , 

1 1 1 

V ; [A—L ¡x— M [J.—N DEF 

Bajo esta forma vemos que la ecuación de tercer gra
do, suponiendo las cantidades L , M , N colocadas por or 
den de magnitud, tiene tres raíces reales, comprendidas 
entre las cantidades — ^ , L , M , N ; ó entre las cantidades 
L , M , N,-H>=, según que el producto D E F es positivo 
ó negativo. 

Para que el elipsoide de inercia sea de revolución, es 
preciso que la ecuación (8) tenga dos raíces iguales, y 
para que se convierta en una esfera, las tres raíces de esta 
ecuación deben ser iguales. Se obtendrá, pues,.la condi-t 
cion analítica que lo exprese, haciendo, para el primer ca
so, que el primer miembro de la ecuación (8) y su prime
ra derivada tengan una raíz común; y para el segundo, ex- , 
presando que sus tres raíces sean iguales. 

Relación entre los ejes principales relativos á diferentes 
puntos. 

58.2. Los ejes principales relativos á un puntó cual
quiera de un cuerpo son paralelos á los ejes principales;, 



Fig. 257. 
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relativos al centro de gravedad de este cuerpo, cuando la 
recta que une el primer punto al 
segundo, es un eje principal relativo 
al segundo. Para demostrarlo, sean 
O (fig. 257), el centro de gravedad 
de un sistema de puntos, y O X , O Y , 
OZ los ejes principales relativos á 
este punto. Por unpuntoO'de O Z , 
tracemos O'X' , O'Y' paralelos á O X 
y á O Y ; digo que O ^ O ' r , O 'Y' 
son los ejes principales del sistema 

relativos al punto O'. 
Sea M (x^r, z) un punto del sistema cuyas coordenadas 

respecto á los ejes O'X' , O'Y' , O' Z , son x \ y , z ' . Puesto 
que los primeros ejes OX, O Y , OZ, son ejes pricipales 
con respecto al centro de gravedad, tenemos 

pero estando el punto O' situado en el eje OZ á una dis
tancia A del punto O, se tiene 

x = x \ r = j r \ z=zt-+-k; 
luego D m x ' y = S m x j ' = 0 , 

Mas S ^ K ^ — 0 , por hipótesis, yEw^—0, por ser el O cen
tro de gravedad del sistema; luego H my^'—O, y O'X' es 
un eje principal relativamente al punto O'. Del mismo 
modo demostraríamos que O ' Y ' es un eje principal rela
tivo al mismo punto. 

Puntos para los cuales los momentos principales de inercia son 
iguales. 

583. Busquemos el punto de un cuerpo para el cual 
ios tres momentos principales, y por consiguiente^ to 
dos los momentos relativos á ejes cualesquiera que pa
san por este punto, son iguales entre sí. Tomemos por 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 9 
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ejes coordenados. O X , O Y, OZ, los tres ejes principales 
relativos al centro de gravedad del sistema dado. Sean 
a, y las coordenadas de un punto O' que satisface a la 
condición exigida. Entónces, tres ejes rectangulares cua
lesquiera, que tengan su origen en Ó', serán ejes princi
pales del sistema: luego si se toman tres ejes O'X', O'Y', 
O'Z', paralelos á los primeros, se tendrá 

S ^ r V — Ó , S m : V = 0 , Zmxyz=0; 
entre los dos sistemas de coordenadas existen las rela
ciones 

x = x - \ - a j ' = y ~ { - 6 i ,z=2'-{-y; 

y como los ejes primitivos son principales, serán 
yimj'Z=0, Hmxz—O, S m x / = 0 , 

la ecuación %mxry=:0, se convierte en 
a)(^r—6)=0, 

ó . H.mxjy—Gmx—a H mj'-\- a6 S w ==:0. 
Pero Il»2^r==0, Iimx = Oi ^my=0, luego 

y dél mismo modo encontraríamós 
' y • a Y = 0 , 6 y = 0 . 

E n donde vemos , que dos de las tres coordenadas 
a,S y y, deben ser cero. Supongamos que sean 6 y y; en
tónces el punto O' está en el eje OX. 

Hasta ahora sólo hemos expresado que los ejes p r i n 
cipales relativos al punto O' son paralelos á los OX, O Y , 
O Z ; debemos expresar ademas que los momentos corres
pondientes á los nuevos ejes son iguales. Según lo de
mostrado (575) estos momentos son A , B+Ma2,C+Ma2; 
luego tendremos 

A = B + M a 2 = C - h M a 2 , B = C , 

M ' 
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y para que a sea real, debe ser A > B . Es preciso, pues, que 
el elipsoide relativo al punto O sea de revolución alrede
dor de su eje menor, actualmente dirigido según O X , al 
cual se refiere el momento A . Existen dos puntos O' y 
OÍ, simétricos con respecto al punto O y situados á una 

distancia de este punto igual a Y ^ — ^ e l uno, y á — y / ^ ^ ^ 

el otro. 
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D e t e r m i n a c i ó n de los momentos de inercia. — Momentos de inercia de 
un prisma ó cilindro rectos de secc ión cualquiera.—Momentos de 
inercia del elipsoide, esfera y capa e s f é r i c a . — M o m e n t o s de inercia 
de los sólidos de r e v o l u c i ó n . — M o m e n t o s de inercia del cilindro,, 
capa c i l indrica, secmento es fér ico , esfera, cono, tronco de cono y 
secmento de paraboloide.—Momentos de inercia de un cuerpo con 
relación á los planos coordenados. — T r i á n g u l o de inercia. — O t r o -
m é t o d o para determinar los momentos de inercia. 

Determinación de los momentos de inercia. 

584. Hemos visto en la lección anterior las relacio
nes que existen entre los momentos de inercia de un cuer
po con relación á ejes paralelos, y á todos los ejes que 
concurren en punto, y para concluir esta teoría nos falta 
exponer cómo se determina el valor del momento de 
inercia de un sólido ó sistema invariable con respecto á un 
eje dado; y una vez obtenido este valor, fácilmente cal
cularemos el que le corresponde con respecto á otro eje 
cualquiera, haciendo uso de las relaciones establecidas. 

Para calcular el valor del momento de inercia de u n 
cuerpo con respecto á un eje dado, referiremos el cuer
po á tres ejes coordenados rectangulares, tales que una 
de ellos j el eje de las x , por ejemplo, sea el eje con res
pecto al cual queremos obtener el momento de inercia; y 
descompondremos el cuerpo en elementos rectangulares, 
cuyo volumen sea dxdydz > como lo hicimos al buscar el 
centro de gravedad. 
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Designando por p la masa específica del cuerpo en el 
punto que tiene por coordenadas x ^ r , ^ , la masa de un 
elemento, situado en este punto, será pdxdydz\ la distan
cia de este elemento al eje de las esj^2-!-^^ de modo, 
que el momento de inercia del sólido con respecto a este 
eje, tiene él valor siguiente 

f f f ^{y^+^dzdydz, 

la integral triple se extiende á todos los elementos que 
constituyen el sólido. Para simplificar, conviene observar, 
que la integral anterior es la suma de las dos siguientes, 

J* ^dxdydz^J* J* ^z^dxdy dx. 

Si el sólido es homogéneo, p es constante, y se puede 
sacar del signo integral, con lo cual se simplifica la ope
ración; si no es homogéneo, p es función de las coordena
das de los diferentes puntos del sólido. En todos los ejem
plos que siguen, supondremos que el cuerpo es homo
géneo. 

Designando por A , B, C, los momentos de inercia re
lativos á los ejes coordenados, tendremos 

K=J*J* j \[y^-\-z^)dxdydz, 

B = J j f f ^ x i + z ^ d x d j ' d z , 

C — f ^ { x t + j ^ d x d y d z . 

Haciendo para abreviar, 

J J* J'xt-dxdjrdz^G, £ J J j^dxdjdz=Hy 

J £ z^dxdydz—Y*., 
resulta 

A = p ( H T f - K ) , B = p ( G + K ) , C = : p ( G 4 - H ) . 
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Por ser m—pdxdydz, A^B, C , G , H , K , tienen la misma 
significación que en el párrafo (576). Los límites de las 
integrales, que contienen estas cantidades, deben tomarse 
de manera que comprendan todo el cuerpo. 

Momentos de inercia de un prisma ó cilindro rectos de o 
sección cualquiera. 

585. Tomemos el centro de gravedad por origen de 
las coordenadas, y por eje de las x el eje longitudinal del 
prisma ó del cilindro, cuya longitud supondremos igual á 
2 a; hechas las integraciones relativas á x , desde x — — a , 
hasta x ==-{•'a, se tendrá 

E l eje de las x será siempre un eje principal, porque 

x d x = 0 j 
- a 

y las dos integrales siguientes, son cero por sí mismas, 

I I I xydxdydz-=0, I I I xzdx4ydz=Qt> 
y como representan á 2 w x / = 0 , y á 'S>mxz=0, ecua
ciones de dicho eje, éstas se verifican. 

Supongamos que el prisma tiene por base un rectángu
lo cuyos lados, paralelos á los ejes de las jy y de las son 
2 ¿ y 2c. E l prisma se convertirá entónces en un parale
lepípedo rectángulo, los límites de s e r á n — ^ , - | - ^ y los 
de 2,—•<:,-)-y tendremos 
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y por consiguiente 

3 ' 3 3 
E l volumen del paralelepípedo es 8a¿>c y su masa 

M ^ S p ^ í r ; y tendremos por fin 

Los ejes de las y de las z son como el de las x ejes 
principales, porque 

I j 4 r - = ü > I zdz=.o. 

Si suponemos 

se tendrá 
fi+h^a^+c^W+c^ ó C > B > A ; 

y vemos que el mayor momento de inercia corresponde á, 
la menor arista, y el menor á la más grande, como ya sa
bíamos. 

Si a=hi será A = : B ; y si a==k==zc, se tendrá A = B — C ; 
es decir, que en el cubo los tres momentos de inercia son 
iguales. 

De un modo análogo se determina d momento de 
inercia de un cilindro. 

586. Si la sección del cilindro es una elipse cuyos 
semi-ejes, paralelos á los de las / y de las son ¿ y se 
tendrá 

por ser-jp / área semicírculo de radio 

1 7CC2 TIC i 
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haciendo 

Pero teniendo presente, que 
. C08 4«P , COS2ff> . 3 

c o s 4 ? = _ + _ _ + _ . j 

/
. , / V c o s é t p . cos2cp . 3 

sen4cp , sen2cp 3 

y sera 

y por fin 
J Q T 8 2 16 

se tendrá del mismo modo 

por consiguiente 
G=f7c^3¿<r, 11=171;^^^ ^-—-.i^^^^s^ 

E l volumen del cilindro es %Tzabc, su masa 

y resultará 

A = > ^ ) , 3 = ^ ( 4 + 4 ) . G = M ( 4 + f > . 
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fomentos de inercia del elipsoide, esfera y capa esférica. 

587. Sean 2a, 2̂ , 2̂ , los ejes del elipsoide, su ecua
ción ordinaria es 

a2 ̂  62 ^ c2 1' 
para todo punto interior, el primer miembro será menor 
que 1, y para todo punto exterior será mayor que 1. 

Resolviendo la ecuación con respecto á z, tendremos 

« W l — — y~\ 
y X a* ¥ 

para que z sea real, es necesario que 2̂ i ^gr^ 1 ; hacien

do, ^ ^ - i y / ^ 2 — x 2 = r , se tendrá 

1 TZ rz j K b (a2—£»2) 
T * ~2~ 2a? ' 

a2 J — a 15 

del mismo modo se obtiene 

15 ' 15 

E l volumen del elipsoide QS-̂ --nafre> su masa 
3 

luego 

A = | - ( ¿ H ' 2 ) , ' B = ^ - ( a ? - { - c % ) , C = ^ - ( ^ + ¿ 2 ) . 

Los tres ejes coordenados son también ejes principales, 
y si ¿C>¿>>cy SQ tendrá C > B > > A; es decir, el momento 
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mayor corresponde al eje menor del elipsoide y el menor 
al mayor de estos ejes, lo cual, ya sabíamos. 

588. Si el elipsoide se convierte en una esfera de 
radio r, será 

y resultará 

A = B = C = 2 - | í r 2 = ^ f 5 ; 

el momento de inercia de la esfera con respecto á un diá

metro cualquiera de la esfera, es — r2, ó lo que es lo mis-

mo, que esta cantidad es el momento de inercia de la 
esfera para cualquiera de sus diámetros.. 

Si el radio de la esfera aumenta en la cantidad dr, su 
momento de inercia aumenta en la cantidad—TcprVr, que 

es, por consiguiente, el momento de inercia de la capa es
férica infinitamente delgada comprendida entre dos esfe
ras concéntricas, cuyos radios son r y r - \ -dr . De aquí 
resulta que 

es el momento de inercia, con relación á un diámetro 
cualquiera, de una capa esférica cuyos radios interior y 
exterior son a y by en- la cual la densidad p es constan
te en toda la capa, ó para todos los puntos situados á la 
misma distancia del centro, aunque varíe con esta dis
tancia. 

Momentos de inercia de los sólidos de revolución. 

589. Directamente, y por una sola integración, pue
de obtenerse el momento de inercia de un sólido de re
volución, con respecto al eje de revolución. 
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Sea A B C D (fig. 258), la superficie meridiana, que to
maremos por generatriz, y OX el 
eje de revolución; tomemos esta 
recta por eje de las x, y'por eje de 
las f una perpendicular O Y si
tuada enel plano meridiano. Sean 
MPy M T ' dos ordenadas infini
tamente próximas, y K H H ' K ' un 
rectángulo comprendido entre 
dos ordenadas; haciendo F K = u y 

O F = x , se tendrá K . l i l i ' K . ' = d u d x , 
y el volumen del sólido engendrado por la revolución de 
este rectángulo será ^ududx . E l momento de inercia de 
este sólido es ^pududx.u^^^Tz^u^dudx^ 
el del sólido engendrado por P M M ' P ' es 

2 n P ^ $ifidudx= -—py^dx; 

y el momento de inercia del volumen engendrado por la 
revolución del área ACBD, será 

u L = | í t o f j * d x , 

designando por ¿z y ¿ las abscisas OC y O D de los extre
mos de la curva A B . 

Momentos de inercia del cilindro, capa»cilindrica, secmento 
esférico, esfera, cono, tronco de cono y secmento de paraboloide. 

590. Como aplicaciones de la fórmula anterior, deter
minemos estos momentos de inercia. 

E l momento de inercia de un cilindro de revolución 
de radio r será, según ella, 

Siendo h = b — a , h altura del cilindro. 
E l de una capa cilindrica cuyos radios interior y exte-



t'is. 259. 

I40 MOMENTOS DE INERCIA. 

rior sean r y r', y su altura h=b—ay será 
/?b 

E l de un secmento esférico engendrado por el secmen-
tode círculoBAC (fig. 259),será, siéndola 
ecuación de la circunferencia-r2^^^4—x2, 

pb 

= i TT p J (4r2x2—4rx3-f-,x4)¿/.x; 

é integrando 

Si la abscisa ̂ = 2 r , el secmento se convierte en una es-

rera, y el momento de inercia es p. = ' ~ i f = ~ f r '> 
el mismo que obtuvimos considerando á la esfera como 
un caso particular del elipsoide. 

591. E l de un cono comprendido entre la superficie 
engendrada por la recta que pasa por el origen de las coor
denadas, v=.axf ypor un plano cuya ecuación es x—h, será 

jx=^Tcp / j ^ d x — l T ^ a * I xidx=l7zaa'1.-—-; 

siendo r y ^ los valores particulares de x é ^ correspon
dientes á la base del cono, de la ecua

ción de la recta sale a = h 
la masa del cono es M=^Tzr^/ip, y 
el momento de inercia tomará la 
forma 

_ Trpr44_ 3 M 
r2. 

10 10 
E l de un tronco de cono ABCD 

Fig. seo. (figura 260), con respecto á su eje, 
siendo R y r los radios de las bases, a=tg O V B ^ ^ r - f - ^ x , 
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la ecuación de la generatr iz$Oo=h la altura del tronco; 

tendremos d x = — , y a J 

La masa M del tronco es 

M 

luego 

10 R3—r3* 

E l de una porción de paraboloide engendrado por la 
parábola,^r2==^x, y terminado poruña parte por el plano 
Y Z , y por la otra por un plano cuya ecuación es x—hy 
será 

La masa M es 

luego 
M 9 

Momentos de inercia de un cuerpo con relación á los planos 
coordenados. 

592. Hemos visto (576), que G = S ^ x 2 , H — 2 , 
K = S ^ 2 2 ; estas cantidades expresan las sumas de los pro
ductos de las masas de los puntos, por los cuadrados de 
sus distancias á los planos coordenados, y pueden consi
derarse como los momentos de inercia del cuerpo con re
lación á los planos coordenados, Y Z , ZX^ X Y . Entre es
tos momentos y los principales A , B, C, existen las rela
ciones 
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A = E ^ ( ^ 2 + ^2) —s wr2 + s W 22, 

C=Ewx24-Sw^2. 
De estas relaciones se deducen las siguientes: 

S ^ ^ K B + C — Á ) , 
S ^ ^ A + G — B ) , 
E ^ 2 ; 2 = i ( A + B - - G ) , 

y como ninguna de estas sumas, en un sólido de tres d i 
mensiones, puede ser cero, ni negativa, tendremos las 
desigualdades 

B + C > A , 
C - h A > B , 
A + B > C . 

En otros términos, con tres rectas finitas proporciona
les á los momentos de inercia A , B, C de un sólido con 
respecto á tres ejes rectangulares, se puede construir 
siempre un triángulo. 

Sumando las tres ecuaciones miembro á miembro, 
resulta 

E w(^2 4-^2 _j_^2 )_i ( A + B + C). 
La suma, ( A : 2 - ^ 2 - ^ 2 ) , puede llamarse el momento 

de inercia del sólido con respecto al origen O de las coor
denadas, ó el momento polar del sólido. 

Triángulo de inercia. 

593 E l momento de inercia de un sólido, con res
pecto á un eje O H trazado por un punto fijo O, está dado 
por la ecuación 

p. = : A eos2 a-f-eos 2 6 •+• C eos 2 y, 
siendo A , B, C, los momentos principales de inercia con 
respecto al punto O, y a, 6, y los ángulos del eje O H con 
los tres ejes. E l elipsoide de inercia sabemos que es el 
lugar de los puntos N , que se obtienen tomando sobre 
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cada recta O H , una longitud O N = - L - ; sus semi-ejes 

principales son—., -— — , y elmomento de inerciacor-
/ B / C 

respondiente al eje O N , está representado por 

1 1 

siendo x, y , z las coordenadas del punto N . 
Por lo dicho en el número anterior, con tres rectas 

proporcionales á los momentos principales A , B , C se 
puede construir un triángulo ABC (fig. 261), en el cual 

B C = A , A C = B , A B = C . Esto su
puesto á cada punto N de la super
ficie del elipsoide, corresponderá en 
el triángulo un punto N definido 
por sus distancias N ^ = ¿ z , N ^ = ¿ , 
'Nc=c á los tres lados. 

Para determinar la posición de 
Fig. 261. . 

este punto, basta buscar las distan
cias <¿, ¿, Í1, de manera que satisfagan á las ecuaciones 

a h c 

E l punto N será la intersección de las rectas, lugares 
geométricos de los puntos cuyas distancias á los lados son 
proporcionales á las cantidades dadas A:2,^2, ^2. Mult ipl i
quemos los dos términos de la primera razón por A , los 
¿e la segunda por B , los de la tercera por C , y sume
mos, resultará 

r : ' • a. h t Aa-+-B6-4-Cc 2 T 

Siendo T el área del triángulo. E n efecto , se tiene 
AAT2 -4- B r 2 + C ^ 2 = 1 para todos los puntos Ñ del elip-
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soide, A^ + B^ + G: es el duplo del área del t r iángulo 
A B C ; luego 

a = 2 r x \ b=%T^^ c==2r#?, 
fórmulas sencillas de trasformacion. 

Sumándolas, .tendremos, recordando que u.— 2— 

por consiguiente 
2T Luego el momento de inercia correspondiente al eje 

O N , ó al punto N que representa este eje sobre el plano, 
es igual al duplo del área del triángulo A B C , dividido 
por la suma de las distancias del punto N a los tres lados. 

Este triángulo se llama triángulo de inercia^ y su área, 
en función de los tres lados, ó de los momentos de inercia 
del sólido con respecto á los planos principales y con res
pecto al punto O, es 

T \ /A+B -HQ~~A+B-CwA4-:C-B^B+C-A 
" 2 X 2 X 2 : X 2 * 

Ahora, A+]̂ +Q — s ^ ( ^ _ { _ r 2 - j - ^ > 5 sea ia suma ^ 
Á 

las masas por el cuadrado de las distancias al punto O; y 
A+B—C v <, A4-G~B v c, B-t-C-A ^ ^ 

ó sea los momentos de inercia del sólido respecto á los 
planos X Y , X Z , Y Z . 

Se pasa, en consecuencia, de las coordenadas x^y, z de 
de la superficie del elipsoide á las coordenadas a, ¿, c, 
tomadas sobre el plano del triángulo por una trasforma
cion en la cual, salvo un factor constante, se cambia x2 en 
a , ^ en ^, ^2 en c. Toda función lineal de J C 2 , ^ 2 , ^2 se 
convierte en una función lineal de a, l>, c, y esta función 
igualada á cero representa una recta sobre el plano del 
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triángulo. Por consiguiente, la intersección del elipsoide 
de inercia con otra superficie de segundo grado que ten
ga los mismos planos principales, se trasformará sobre el 
plano en una recta. La curva llamada poloide, cuya ecua
ción y propiedades encontraremos más adelante, satisface 
á esta condición, según veremos al tratar del movimiento 
de un sólido que tiene un punto fijo. 

Otro método para determinar los momentos de inercia. 

594. La fórmula (576) 
[ x = G sen 2 a-f-H s en 2 6 + K sen 2 y , 

da un medio muy sencillo para encontrar el momen
to de inercia, que consiste en determinar las constantes 
G, H , K , que representan los momentos de inercia del 
cuerpo con respecto á los planos coordenados, y sustituir 
sus valores en dicha fórmula. Para calcular, por ejemplo, 

dividiremos el cuerpo en rebanadas infinitamente delga
das por planos paralelos al plano Y Z ; sea V el área de la 
sección causada en el cuerpo por uno de estos planos, 
cuya distancia al coordenado Y Z es x, la masa de la reba
nada comprendida entre los planos correspondientes á las 
abscisas x y x-^-dx, es pVdx, y su momento de inercia con 
respecto á dicho plano coordenado, será pYx^dx. Su
poniendo que en el sentido del eje de las x el cuerpo se 
extiende desde hasta x1, el valor de G será 

J x 0 
Y^x^dx. 

Del mismo modo, llamando V^yV^á las áreas, jyoé^, 2;0 y 
Zj, á los límites respectivos, los valores de H y de K serán 

K = : p Í ^ Y ^ d z , 

MECÁNICA RACIONAL ,—TOMO I I . lo . 
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Sustituidos estos valores de G, H , K en la fórmula an-
teridr, tendremos el momento de inercia p del cuerpo con 
respecto á un eje, que forma con los ejes principales los 
ángulos a, 6, y. 

De este modo pueden calcularse con facilidad los mo
mentos de inercia de todos los cuerpos. 

Aconsejamos á los alumnos, que determinen por este 
método, todos los que en esta lección hemos calculado. 
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Movimiento de un sistema cualquiera de puntos. Teorema de 
d'Alambert.—Demostración de este teorema. Fuerzas efectivas y 
fuerzas perdidas.—Ecuación general del movimiento de un sistema. 
Sus consecuencias.—Qué son fuerzas instantáneas ó percusiones. Su 
medida.—Extensión del teorema de d'Alambert á las fuerzas ins
tantáneas. Cómo se aplica el teorema en este caso. 

l/lovim¡ento de un sistema cualquiera de puntos. Teorema de 
d'Alambert. 

595. La segunda parte de la Dinámica trata del mo
vimiento de un sistema cualquiera de puntos materiales. 
Ya sabemos que varios puntos materiales forman un sis
tema, cuando existe entre ellos cierta dependencia, en 
vir tud de la cual, el movimiento de uño de ellos es mo
dificado por el movimiento de los demás; ó lo que es lo 
mismo, en vi r tud de la cual, si todos estos puntos, ex
cepto uno de ellos, tomado arbitrariamente, reciben cier
tos movimientos, este último recibirá un movimiento 
correspondiente. La dependencia de los puntos puede 
realizarse por medio de fuerzas, ó por medio de ligadu-
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ras análogas á las que hemos considerado en la Estática, y 
que pueden reemplazarse por fuerzas equivalentes. 

La Dinámica de los sistemas materiales se deduce de la 
Dinámica de un solo punto, escribiendo las ecuaciones 
del movimiento de cada uno de los puntos del sistema, 
bajo la acción de las fuerzas dadas que lo solicitan, y de 
las fuerzas desconocidas que reemplazan las ligaduras del 
sistema; así obtendremos un grupo de ecuaciones simul
táneas, que determinarán enteramente el movimiento del 
sistema, á partir de \xn estado inicial dado. 

596. E l teorema de d'Alambert es una ley general 
del movimiento de los sistemas materiales, por medio 
del cual se determina el movimiento de un sistema de 
puntos sometidos á fuerzas cualesquiera y sujetos á con
diciones dadas. Está fundado en una observación que h i 
cimos (434) tratando del movimiento de un sólo punta 
material, en donde vimos, que en cada instante existe el 
equilibrio entre las fuerzas efectivas que solicitan un 
punto material y la fuerza de reacción —mj, que es igual 
en valor absoluto al producto de la masa por la acelera
ción comunicada á este punto, y está dirigida en sentida 
contrario á la aceleración. E l teorema 'de d'Alambert na 
es más que la extensión de esta observación, casi eviden
te, al movimiento de un sistema de tantos puntos coma 
se quiera. 

Demostración de este teorema. Fuerzas efectivas y fuerzas 
perdidas. 

597. Antes de dar esta demostración, recordaremos 
la definición general del equilibrio. Se dice que várias 
fuerzas aplicadas á un punto material ó á un sistema de 
puntos, se equilibran, cuando -el estado del sistema na 
cambia por la supresión de estas fuerzas. Esta definición 
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no supone que el sistema esté en reposo, puede estar en 
movimientOj y entónces, se dice que las fuerzas se equili
bran, cuando suprimiéndolas no se modifica el movimien
to del sistema. 

Sean M , M ' , M " , — los puntos de un sistema en movi
miento,»?, m\ n i ' sus masas y P, P', P", las fuerzas 
que los solicitan. Estos puntos están sujetos á ciertas con
diciones, expresadas ordinariamente por ecuaciones entre 
sus coordenadas. 

Fijémonos en particular 
en uno de estos puntos, el 

. M por ejemplo, solicitado 
por la fuerza P (fig. 262). 
E l movimiento de este pun
to no es lo mismo que si 
estuviera libre. Sea Q la 
fuerza que habria que apli
carle, si estuviera l ibre, 
para darle el movimiento 

que tiene realmente. Las componentes de la fuerza Q, pa
ralelas á los ejes 

Fig. 262. 

m m 

son funciones del tiempo, conocidas ó desconocidas, pero 
determinadas. Sean del mismo modo Q', Q",..... las fuer
zas que habria que aplicar, á los puntos M ' , M " , . . . . . si 
estuvieran libres, para darles el movimiento que tienen en 
el sistema. Se ve, que si sustituimos las tuerzasP,P', 
por las Q,, Q', £>",.••• todos los puntos tomarán el mis
mo movimiento que ántes, sin que las primitivas condi
ciones analíticas dejen de ser satisfechas. Así, al sistema 
de puntos sujetos á las condiciones dadas y solicitados por 
las fuerzas P, P', P", . . . - se podrá sustituir el sistema de 
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puntos sujetos a las mismas condiciones y solicitados por 
lasfuerzas Q, Q', Q",..... 

Esto supuesto, estando solicitado el sistema por la» 
fuerzas P, P',P",.... no se modificará su movimiento, si 
se aplican respectivamente á los puntos M, M ' , M" , las 
fuerzas iguales y directamente opuestas Qy—Q, Q'y—Q.', 
Q" y —Q", que se equilibran dos á dos sobre cada uno 
de ellos. Acabamos de ver, que sin cambio alguno en las 
ligaduras del sistema, las fuerzas Q, Q', Q" producen 
el movimiento efectivo del sistema; luego las fuerzas 
P, F , P" , —Q,—Q.\—Q",.. .*. se equilibran, puesta 
que el movimiento no cambia por su supresión. Así ve
nimos á parar en consecuencia al teorema de d'Alambert, 
que se enuncia diciendo, que las fuerzas motrices de uw 
sistema se equilibran en cada instante con fuerzas iguales y 
contrarias a las fuerzas que producirian su movimiento efec
tivo^ si todos sus puntos vinieran á ser libres. 

598. Puede presentarse el teorema de d'Alambert 
bajo otra forma, muy conveniente en algunos casos. 
Descompongamos la fuerza P aplicada al punto M (f igu
ra 263), en dos, una la fuerza Q, y la otra una fuerza que 

llamaremos R. Sean del mismo modo 
Q', R', Q'', R", las componen
tes análogas de las demás fuerzas P', 
P " , S e pueden reemplazar las fuer
zas P, P', P", por sus componentes 
Qy R, Q'y R', Q"y R", ; mas en tón-
ces se ve, que las fuerzas R, R', R", . . . .» 

Fig. 263. deben equilibrarse por sí mismas^ 
puesto que las componentes Q , Q.'', 

Q", dan al sistema el mismo movimiento que las 
fuerzas P, F,P", Las fuerzas R,R' , R" se Uamari 
fuerzas perdidas-, y las fuerzas Q, se llaman fuer
zas ¿ /^ /¿ iw, porque producen en el sistema el mismo 



ECUACION GENERAL D E L MOVIMIENTO DE UN SISTEMA. I ¡J1 

efecto que las fuerzas motrices P, P', P", Luego se 
puede enunciar el teorema, diciendo, que en cada instan
te, /¿w fuerzas perdidas se equilibran. 

Este enunciado equivale al precedente, porgue cada 
fuerza R es la resultante de las fuerzas P y —Q. Decir 
que las fuerzas R se equilibran, equivale á decir que sus 
componentes P y—Q, P' y—Q', se equilibran. 

Ecuación general del movimiento de un sistema. Sus 
consecuencias. 

599. Por el teorema de d'Alambert todas las cues
tiones de movimiento se reducen á cuestiones de equili-

'brio, entre las fuerzas directamente aplicadas, y las de reac
ción de sus diferentes puntos. 

Esto supuesto, veamos cómo de este teorema se de
ducen las ecuaciones del movimiento de un sistema, que 
serán tantas como coordenadas independientes contiene. 

Sean P la fuerza aplicada al punto M , cuya masa es 
m, X , Y , Z , sus componentes paralelas á los ejes; las de 
la fuerza de reacción, que hemos llamado —Q, son 

Las dos fuerzas P y —Q pueden reemplazarse por tres 
fuerzas paralelas á los ejes, cuyas expresiones son 

X ~ m l ü * > Y - ^ ' Z - m d i F ' 
Para las fuerzasP'y—Q', P" y—Q", aplicadas en los 

puntos M ' , M " , obtendremos expresiones análogas. 
Como todas estas fuerzas se equilibran, aplicando el teo
rema de las velocidades virtuales, tendremos 

i * + ( Y - « | * X r + ( z - „ | 0 5.-
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ecuación que puede ponerse bajo la forma 

W ^ - ^ : > x + ( Y - ^ ) § r + ( Z - ^ ) B . ] = 0 . 

Esta es la ecuación general del movimiento de un sis
tema, que dará en todos los casos tantas ecuaciones como 
coordenadas independiantes tiene el sistema; en ella el 
signo S se extiende á tantos trinómios de esta forma, 
como puntos materiales tiene el sistema; y Sx, Sr, %z 
designan las componentes de un movimiento virtual cual
quiera^ que se podrá hacer sufrir al punto M {x,j^, z) , en 
un instante cualquiera del movimiento, sin que dejen de 
verificarse las condiciones ó ligaduras del sistema, tales 
como son en el momento que se considera, y, no entrando 
para nada el tiempo en las cantidades Sx, S r̂, S^, Las' 
componentes X , Y , Z serán nulas para todos los puntos 
materiales en los cuales no se aplique ninguna fuerza. 

600. Por medio de la ecuación general que acaba
mos de establecer, vamos á ver cómo se obtienen en cada 
caso las ecuaciones del movimiento, es decir, un sistema 
de tantas ecuaciones como coordenadas independientes 
hay en el sistema material en movimiento. 

Sean 

(2) L = 0 , M = 0 , N = 0 , 

k ecuacioneá de condición, que expresan las ligaduras del 
sistema; estas ecuaciones contendrán, ademas de las coor
denadas de los diferentes puntos, el tiempo, de suerte, 
que las condiciones pueden variar con el tiempo, y deben 
quedar satisfechas por el sistema en su posición actual, y 
en la que corresponda á un cambio de posición cualquie
ra. Habrá , pues, que diferenciar las ecuaciones (2) con 
respecto á x^r , z, x \ y \ 2', , sin hacer variar el t iem
po. Obtendremos así entre las variaciones Bx, <̂ r, B^, Sx', 
Sjr', las k ecuaciones siguientes: 
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dy ^ dz dx 

(3) 

dx 

'oías 

• Si 7z es el número de puntos del sistema, habrá, por 
consiguiente, 2n—k variaciones arbitrarias, y k variacio
nes funciones de éstas, determinadas por las k ecuaciones 
precedentes. Sustituiremos los valores de estas k vario-
nes en la ecuación ( i ) , é igualando á cero los coeficientes 
de las 3/2—k variaciones restantes, obtendremos 3»—k 
ecuaciones diferenciales, en las que entrará el tiempo, las 
fuerzas y las coordenadas de los puntos del sistema; 
uniéndolas con las k relaciones ( 2 ) , tendremos dn ecua
ciones para determinar las 3« variables x , ^ ^ , x , j \ 
z' en función del tiempo: no habrá más que integrar 
estas ecuaciones, para conocer la posición de cada punto 
del sistema en una época cualquiera del movimiento. 

601. Para verificar la eliminación indicada, podemos 
emplear el método de los factores arbitrarios. Si multipli
camos las ecuaciones (3) por los factores X, jx, v, , las 
sumamos con la ecuación (1) desarrollada, é igualamos á 
cero los coeficientes de las Sn variaciones, obtendremos 
las Sn ecuaciones siguientes: 

- dt* ~ 
d*y 

(4) 

m 

d h . d M . v ^ _|_ 
c¿a? " ' ^ dx dx 

dh dM. , d N . 
dij - r dy 1 dy 

dh dM . (¿N . 
dt2 
dh_ 
dt2 ": 1 " dz ^ ^ d z ^ ' dz 

,d?x' . d h dM. , 
dt' 

\ ' ' ' 
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La eliminación de las ^factores arbitrarios ^, [x, v, 
entre estas ecuaciones, nos dará Sn—k ecuaciones dife
renciales de segundo órden entre las componentes de las 
fuerzas X , Y , Z , las coordenadas z^x'^^z', 
y el tiempo; que unidas á las k ecuaciones (2), darán un 
grupo de Sn ecuaciones para determinar las Sn coorde
nadas en función del tiempo. Suponemos que las compo
nentes de las tuerzas X , Y , Z , X ' — son conocidas, ó es
tán expresadas en función de las coordenadas x^yZ^ 
x ' y del tiempo. 

602. Los factores X , [ x , v , representan las fuerzas per
didas, y hacen conocer las tensiones y presiones que se 
ejercen en las ligaduras físicas del sistema. Para verlo 
claro, descompongamos la fuerza P en sus dos compo
nentes Q y R, y hagamos la misma descomposición para 
las fuerzas P', P", Sabemos que si se suprimen las 
fuerzas perdidas R, R', R", cada punto conservará su 

"movimiento; y ademas, que bajo la acción de las fuerzas 
efectivas (^Q^Q", cada punto tendría el mismo mo
vimiento, que si se hiciera enteramente libre; de suer
te, que los puntos sujetos á las ligaduras dadas se move
rán entónces sin ejercer ninguna acción los unos sobre 
los otros, y por consiguiente, las ligaduras físicas del sis
tema no experimentan ni tensiones ni presiones, cuan
do se suprimen las componentes R, R'R",.. 

Si se restablecen estas componentes, se equilibran por 
medio de las ligaduras del sistema y el movimiento se 
conserva el mismo; luego, vemos que estas últimas fuer
zas producen solas las tensiones y presiones en las liga
duras del sistema. Por consiguiente, cuando se conozcan 
R, R', R", se podrán determinar las acciones que las 
ligaduras producen sobre los puntos del sistema, y por 
consiguiente, las tensiones y presiones que las ligaduras 
experimentan, como hemos visto en un sistema de pun-
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tos sujetos á condiciones cualesquiera, y sometidos á fuer
zas dadas que se equilibran. 

'Fácilmente se obtienen las expresiones de las fuerzas 
perdidas R, R', R'', Las componentes de R paralelas 
á los ejes son 

dt2* dt** dt*^ 
las de R' son 

Y dé las ecuaciones (4) se deducen 
v í ^ d h , dM , á N , \ 
X ̂  ^ + ^ + V ̂  + ) 
V ÍZ2¿/ (~ d h . . . \ 

expresiones en las que se deben reemplazar X,p. ,v, 
por sus valores determinados por las ecuaciones (4). 

603. Si el sistema está determinado por otras varia
bles, que no sean las coordenadas de sus puntos, se se
guirá siempre la misma marcha; y el teorema de las velo
cidades virtuales nos dará siempre tantas ecuaciones como 
variables independientes existan; de suerte, que uniéndo
las á las ecuaciones de condición, se podrán siempre de-
term'nar todas las variables en función del tiempo , que 
es precisamente el objeto del problema propuesto. 

Las constantes introducidas por la integración de las 
3 « — k ecuaciones, serán Qn-—2^, y se determinarán por 
los datos que resultan del conocimiento del estado inicial 
del sistema, es decir, por las coordenadas iniciales de to
dos sus puntos, y por los valores de las velocidades i n i 
ciales de que van animados Jos mismos. Estas posiciones 
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iniciales no son enteramente arbitrarias, porque sus coor
denadas deben satisfacer á las k ecuaciones dadas; de suer
te, que no se pueden dar arbitrariamente más que 3«—k 
de estas coordenadas. También las componentes de sus 
velocidades deben satisfacer á las k ecuaciones que se ob-

dx dy dz dx' , . f . , , 7 

tienen entre— , - ^ , - 7 - , - 7 7 , , diferenciando las k 
dt * dt 1 dt 1 dt 1 7 

ecuaciones dadas; de donde se sigue, que no se podrán 
dar arbitrariamente más que 3n—k componentes de las 
velocidades inicíales. De manera, que para que el estado 
inicial sea enteramente determinado, como es indispensa
ble, es preciso que se nos den Gn—2k cantidades, que 
pueden escogerse arbitrariamente, pero no se nos pueden 
dar más. 

^Esto supuesto, cuando se hayan integrado las ecua
ciones diferenciales, se tendrán para determinar todas las 
coordenadas de las n puntos, primero las k ecuaciones 
dadas, y segundo dn—k ecuaciones, que contendrán 
ñn—2k constantes arbitrarias. Debiendo ser éstas Sn—k 
ecuaciones satisfechas para cualquier valor del tiempo, 
se hará, en ellas / = 0 , y se reemplazarán las coordenadas 
por sus valores iniciales, resultarán Sn—k ecuaciones en
tre las constantes y cantidades conocidas; las k ecuaciones 
restantes serán necesariamente satisfechas, puesto que se 
han debido escoger las coordenadas iniciales, de suerte, 
que las ligaduras iniciales existan. Diferenciando des
pués las 3 n— k ecuaciones entre las coordenadas, se ten
drá un número igual entre las componentes de las velo
cidades; y si se sustituyen los valores iniciales de las coor
denadas y de las componentes, se tendrán 3n-^-k nuevas 
ecuaciones entre las constantes arbitrarias y cantidades 
conocidas. Se tendrán, pues, Qn—2^ ecuaciones para de^ 
terminar las Qn—2^ constantes, y se podrán deducir los 
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valores de estas incógnitas; y las coordenadas de todos 
los puntos del sistema serán completamente determina
das en función del tiempo. 

Qué son fuerzas instantáneas ó percusiones. Su medida. 

604. La observación y la experiencia enseñan que no 
hay fuerzas instantáneas, en el sentido riguroso de la pa
labra, es decir, que no existe ninguna fuerza capaz de 
producir, en un instante indivisible, un cambio finito ni 
en la magnitud ni en la dirección de la velocidad de un 
cuerpo cualquiera. Pero hay fuerzas que se llaman ins
tantáneas, las cuales, actuando con una intensidad muy 
grande, durante un tiempo sumamente pequeño , y casi 
siempre inapreciable, comunican á un cuerpo, en este 
intervalo de tiempo, una velocidad finita que puede lle
gar á ser considerable. Estas fuerzas se llaman también 
fuerzas impulsivas ó percusiones. 

Supongamos un cuerpo, ó punto material, solicitado, 
por una fuerza de esta clase P, según una recta O X ; la 
ecuación de su movimiento es 

átx „ 

siendo m la masa del cuerpo. Si integramos esta ecuación 
desde £ = 0 , hasta /=Q, siendo 9 un intervalo de tiempo 
muy pequeño, tal como una fracción de segundo, se t ie
ne, si u es la velocidad del cuerpo al fin del tiempo 9, y 
suponiendo nula la velocidad inicial, 

mu- - i 
Vdt, 

Concluido el tiempo 9, la fuerza P deja de actuar, y 
por consiguiente el móvil conserva su velocidad adquiri-
rida ^. Pero entónces la cantidad de movimiento mu^ 
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poseída por el cuerpo, é igual á / P¿//, puede tener y 
•y 0 

tendrá un valor finito, siempre que la intensidad de la 
fuerza Psea muy grande, durante el tiempo muy peque
ño 0. 

Cuando la dirección de la fuerza P es variable durante 
el tiempo 9, si representamos por X , Y , Z las componen
tes de esta fuerza, tendremos las tres ecuaciones 

m l ü ^ m l i ¿ = Y * m - d i ^ ^ 

y al fin del tiempo 9, serán 

m^=r \dt , m ^ f \ d h m ^ f ^ d t . 
dt J o ' dt J 0 ' dt J o 

Hemos visto (333) que una fuerza puede medirse por 
la cantidad de movimiento; y si asimilamos la cantidad de 
movimiento mv á una fuerza, dirigida según la tangente 

, . dx dy dz ^ , 
a la trayectoria, m—jj, m~^> m~di ' seran compo
nentes de esta fuerza paralelas á los ejes; y por esto se las 
llama componentes de la cantidad de movimiento. Las 
ecuaciones precedentes dan las expresiones de estas com
ponentes en función de las componentes de la tuerza 
instantánea. 

Extensión del teorema de d'Alambert á las fuerzas instantáneas. 
Cómo se aplica el teorema en éste caso. 

605. E l teorema de d'Alambert se aplica á las fuer
zas instantáneas, reemplazando estas fuerzas por las can
tidades de movimiento que son capaces de producir. 

Consideremos el sistema durante el tiempo, muy pe
queño, 9 comprendidó entre /0, y /0-4-9, que es el de la ac
ción de la fuerza instantánea. La fórmula general 

W S [ ( x - ^ ) s x 4 - ( Y - ^ ) ^ + ( z - ^ ) 8 2 ] = 0 > 
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contiene las variaciones Zx, 5^r, B^, 8x', las cuales 
pueden considerarse como constantes durante el corto i n 
tervalo de tiempo Q. Para probarlo, sean 

(¿) L = 0 , M = 0 , N = 0 , 
las k ecuaciones de condición; las variaciones 8x, 8̂ -, 
están sujetas á las k ecuaciones siguientes: 

& * + % * r + ^ + § M + = o . 

(c) {dx * dy ^ dz dx' » 

cía; dy dz dx ' 

Ahora, durante el muy corto tiempo 9, los puntos del 
sistema no experimentan más que cambios de lugar i n 
sensibles, de suerte, que se pueden considerar sus coor
denadas x,^, 2 , x , y , z \ como constantes; de donde 
resulta, que las variaciones 8̂ r, Sr, permanecen tam
bién constantes. 

Esto supuesto, multipliquemos la ecuación [a) por dt, 
y considerando á ^ x ^ ^ z como constantes, integre
mos con respecto á / , desde /0, hasta /0 -M; tendremos 

designamos con el sub-índice 0 los valores de las cantida
des en la época /0, y sin sub-índice los valores de las mis
mas cantidades en la época /0-f-^ ' 

Para int-rpretar esta ecuación, observaremos, que la 
fuerza P cuyas componentes X , Y , Z , están aplicadas du
rante el tiempo 0 á la masa my comunicarían al punto ma-
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terial, si estuviera libre, una cantidad de movimiento-

, cuyas componentes son (604) I L d l ^ X d t ^ X d t y 

los términos m ^ - , np^ . ^^ -son las componentes de la. 
dt dt dt r 

cantidad de movimiento mv^que el puntos posee al cabo del 
tiempo / 0 - M ; del mismo modo m~¿lt> m^íSOn 

componentes de la cantidad de movimiento mv0, sien
do v0 la velocidad al fin del tiempo /0; y si considera
mos, ademas, las cantidades de movimiento como fuerzas, 
la ecuación (d) nos dice, que existe el equilibrio entre las 
cantidades de movimiento que las fuerzas instantáneas co~ 
municarian á los diferentes puntos, si estuvieran libres^ las 
cantidades de movimiento que poseen al momento en que las: 
fuerzas instantáneas empiezan á actuar,y las que tienen des
pués de la acción, tomando estas últimas con signo contrario. 
Este enunciado supone siempre, que prescindimos duran
te el tiempo 9 de las tuerzas ordinarias, tales como la gra
vedad, que no tienen una intensidad muy grande. 

Si el sistema parte del reposo, ^ ^ > ^ ^ > ^ ' ^ > ^ ~ ^ 0 

son cero, y desaparecen de la ecuación que se puede 
enunciar diciendo, que existe el equilibrio entre las canti
dades de movimiento que las fuerzas darian á los diversos 
puntos deV sistema, si estuvieran l i b r e s y las que tienen 
efectivamente, y con las cuales comienza á moverse el siste
ma al fin del tiempo 6, tomadas estas últimas con signo con
trario. 

606. Para aplicar el teorema de d'Alambsrt en el casa 
en que haya fuerzas instantáneas, debemos seguir la mar
cha indicada en el núm. (600). De las ecuaciones {c) podemos 
deducir los valores de k variaciones, y sustituirlos en la 
ecuación {d), después igualaremos á cero los coeficientes; 
de las 3 « — ^ variaciones restantes, y tendremos lasecua-
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ciones que resuelven el problema. Pero es preferible em
plear el método de los factores arbitrarios, y tendremos 
designando por X,|x, v,. . . . estos ¿ factores arbitrarios, las 
3n ecuaciones siguientes 

dt ^ J d x ^ ^ d x d x ^ 

dt dt J dy dy dy 

En las cuales 'Z.dt son las compo

nentes de la cantidad de movimiento, que la fuerza P se
ría capaz de comunicar al punto m en el tiempo 0, si estu
viera libre, la cual es conocida por la experiencia. 

Se reemplazarán estas cantidades y sus análogas por 
sus valores, y tendremos Zn—k ecuaciones, resultado de 
la eliminación délos factores X , ^ ^ , entre las 3^ ecua
ciones. 

Por otra parte, si diferenciamos con relación al .tiem
po las ecuaciones de condición, tendremos k ecuaciones 
como la siguiente, 

fl5L dx cZL dy . d L dz c?L dx' _ ~ 
~dt~^"dx ' HÁ dy d t ~ ^ " d z ' H t ^ d x ' "dt ' 

y considerando como constantes las funciones 

—, que no varian sensiblemente, en él duración del 

corto intervalo 9, se podrán poner bajo la forma 
d h / d x dx0 \ d L / d y dy0\ ^ 
I t e U f i d l ' ^ d y K d t ' d t ) ' * ' — * 

Tendremos, pues, Sn ecuaciones para determinar las 3« 
dx du dz dx ' i • i ^ ^ 

incógnitas — , , , es decir, las componen-

tes de la velocidad de cada punto. 

MECÁNICA RACIJNAL.—TOMO I I . I I 
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Aplicaciones del teorema de d'Alambert. Movimiento de un sistema 
formado por dos puntos mantenidos á una distancia invariable.— 
Movimiento de traslación de un sistema de dos cuerpos unidos por 
una varilla incompresible é inestensible.—Movimiento de varios 
cuerpos enlazados por cuerdas ,—Marcha de un tren sobre una v í a 
férrea. T r a c c i ó n á distancia.—Movimiento de dos cuerpos enlaza
dos por un hilo y colocados sobre dos planos incl inados ,—Movi
miento de una cadena sobre dos planos inclinados.—Movimiento 
de dos puntos, cuya distancia es invariable, sujetos á permanecer 
sobre dos curvas dadas. 

Aplicaciones del teorema de d'Alambert. Movimiento de un sis
tema formado por dos puntos mantenidos á una distancia in
variable. 

607. Todos los problemas de movimiento se resuel
ven por medio del teorema de d'Alambert, siguiendo el 
método general expuesto en la lección anterior, y á fin 
de ver cómo debe procederse en las aplicaciones de este 
importante teorema, en los diferentes casos que pueden 
ocurrir, vamos á presentar en esta lección algunos casos 
particulares. 

Dos puntos M y JVT (fig. 26), solicitados por sus pesos 
mg, m'g, y mantenidos á una distan
cia invariable M M ' = / , por una 
varilla rígida, que supondremos sin 
masa y sin peso, forman un sistema 
libre en el espacio; vamos á buscar 
las ecuaciones diferenciales de su 
movimiento, y á deducir de ellas las 

Fíg. 264. leyes con que se verifica. 
La ecuación que expresa la invariabilidad de la dis-
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tancia entre los puntos, ó sea la ligadura del sistema, es 
siendo M (x,jr,z)y y M'(x',jy', z'), 

variando esta ecuación, tendremos 
(2) ( A - — ^ ( S x — B x ^ + C r — y ) ( S r ~ 8 y ) 

La ecuación general para un sistema de dos puntos es 

<3) ( X - » g ) x + { Y - m £ í f r + 

+ ( x ' _ ^ ) 8 x ' + ( Y ' - . ^ ) a y + ( z ' - w f : ) 5 / = o . 
Suponiendo él eje de las z vertical, tendremos 

Xz=0, X ' = 0 , 
Y=0, ¥ '=0 , 

Z——mg, Z'~—m'g. 
Eliminando, por sustitución, una de las variaciones o -̂, 

por ejemplo, entre las ecuaciones (2) y (3), sustistuyendo 
los valores anteriores, é igualando á cero las coeficientes 
de las cinco.variaciones restantes 8x, ̂ o ^ B x ' j S r ' , resulta
rán las .cinco ecuaciones diferenciales 

(4) i»(̂ 5)+4^+S)=o. 
lio' ,d2y i ( , d?z \ y — y ' ~ m — —m p--h ~ T I I -—7 =0. 

Estas cinco ecuaciones (4), unidas á la (1), bastan para 
determinar las seis coordenadas x ^ , x \ y \ en fun
ción de /, y resuelven por lo tanto el problema. La inte
gración de las cinco ecuaciones diferenciales de segundo 
órden (4), producirá diez constantes arbitrarias, que. se 
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deducirán de las circunstancias iniciales del movimiento,, 
es decir, que haciendo /—O, tendremos conocidas 

v v ¿ ¿ v' v y dXo dzo é]h d̂z'o 

ó sean los valores de las coordenadas de los puntos m ó 
viles, y los valores de las velocidades iniciales de los mis
mos. Como son doce cantidades, y deben satisfacer á las 
dos ecuaciones (1) y (2), quedan diez que sirven para 
determinar las diez constantes de la integración de las 
ecuaciones (4). 

608. Este problema se puede resolver Cambien direc
tamente. Para ello sean T í a tensión de la varilla que une 
los puntos M y M ^ a ^ y, los ángulos de la recta M M ' 
con los ejes, introduciendo las fue'rzas mutuas T y — T , 
podemos considerar los puntos M y M ' como libres; y 
tendremos las seis ecuaciones 

m - r r - = i COS a, m - r r r = 1 COSa, 
£¿í2 dt* ^ * 

(5) ^ ^ = T c o s 6 , w ' ^ — — T c o s S , " 

m — ~= 1 eos y—mg, m - ~ = — i eos y—m g, 

Teniendo pfesente que ' 
x'—x p v ' ~ V z'~~z COSar= ——•, COSb^^-y-^, COSy——^- ; 

T 

sustituyendo estos valores, y despejando en cada una ^ , 

tendremos 
d?oo d^y md2z . 

T m - d ¿ m l B 
¿ ce—x y — y z—z 

4 ^ ' , d \ j ' 4 ^ ' , , 
^ m d F _ _ m d ^ _ _ _ ^ + m ^ . ' 

x '—y y'—x • z'—3 V 
serie de igualdades que da cinco ecuaciones distintas, 
prescindiendo dé la tensión T , que unidas á la ( i ) re
suelven el problema* \ r' 
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Este método da á conocer al mismo tiempo la ten
sión T . 

También pudiera tratarse este problema empleando 
para la eliminación el método de los factores arbitrarios. 

IVlovimiento de traslación de un sistema de dos cuerpos unidos 
por una varilla incompresible é inestensible. 

609. Dos cuerpos M y M ' de masas m y ni unidos por 
una varilla incompresible é inestensible GD (fig. 265), 

cuya longitud es /, y su ma
sa por unidad de' longitud 

forman un sistema ani
mado de un movimiento de 

Flg* 265, traslación, según la direc
ción A B de la varilla, y están solicitados por dos fuerzas 
dadas F y F', según la misma recta. Vamos á buscar el 
movimiento del sistema y la tensión T de la varilla en 
un punto cualquiera de su longitud. 

Siendo el movimiento del sistema rectilíneo y de trasla
ción, las aceleraciones totales de los diferentes puntos, se 
reducen á las aceleraciones tangenciales, y son iguales en
tre sí, en cada instante. Las fuerzas de reacción se com
ponen, por consiguiente, en una fuerza única, igual á su 
suma algébrica, é igual en valor absoluto al producto de 
la aceleración común / por la masa total m-\-m'-{-m+l. 

Según el teorema de d'Alambsrt, debe existir el equi
librio entre esta fuerza y las F y F' directamente aplicadas 
al sistema, luego 

F — F ' — (m-\-m'-±-mil)j=0) 

suponiendo que el movimiento se acelera en el sentido 
de la fuerza F; la ecuación es cierta en general, teniendo 
cuidado de dar los signos convenientes á las fuerzas. 
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De ella se deduce 
F — F , ¿Px F - F ' 

^ m-i-m' - i - m j ' dt* m + m'-{-mj, 

que integrada, dará la ecuación finita del movimimiento 

X — X Q - f - l ^ - h i — - — j / ? . 

u u m-f m-f-m1¿ ' 

en la cual x es la distancia de un punto particular del sis
tema á un origen fijo, tamado á la derecha de D , al cabo 
del tiempo x ,̂, y VQ los valores de esta distancia y de la 
velocidad común, p a r a / = 0 . 

Esta ecuación resuelve la primera parte del problema, 
y prueba que el movimiento es uniformemente variado,, 
lo cual hubiéramos podido deducir inmediatamente, ob
servando que el valor de la aceleración j es constante. 

610, Para encontrar la tensión T de la varilla en el 
punto E , determinado por la distancia CE=/z, suponga
mos cortada la varilla por este punto, y consideremos se
paradamente el sistema formado por cada una de las dos 
porciones, comprendidos los cuerpos M y M ' á que está 
unida la varilla. Tomemos, por ejemplo, la porción de la 
derecha del punto E; las fuerzas que actúan sobre esta, 
porción, considerada como aisladada, son la tensión T , y 
la fuerza F'; la aceleración^ es la misma que la del movi
miento común, y podemos reemplazar en la ecuación que
da / , la fuerza F por T , la masa m por cero, y la masa 
m j por se tendrá 

. _ T — J E ' ^ 
y m' -{•rn'h'* 

igualando este valor de j con el de aquella ecuación,, 
resulta 

T ~ F A F — F ' 
m' -\-mJb m-\-m' -{-m^l ' 

de esta igualdad se deduce 
T {m' + mji) {Y — Y') , p. 
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Haciendo /i=0y y h = l en esta fórmula, obtendremos 
la tensión en los puntos C y D. 

Si la masa de la varilla es muy pequeña, podemos ha
cer mi=0 i y será 

m ' ( F - F ' ) F'm -t- m ' F 

m +-m ' m-hm' 

y la tensión es entonces constante en toda la extensión de 
la varilla. 

Si las fuerzas F y F' están aplicadas directamente á los 
extremos de la varilla, sin la interposición de las masas 
m y m\ serán m=m'-=0, y tendremos 

rĵ , ^p'_|_ It- (Jp F'^ F'U—h) 

y la tensión de la varilla varía desde T = F ' , en el punto 
D, hasta T = F en el punto C. 

Movimiento de varios cuerpos ligados por cuerdas. 

611. Supongamos un sistema de cuerpos m,m\m" ( f i 
gura 266), unidos unos á otros 
por medio de cuerdas^ movible 
sobre un plano horizontal, y 
representemos la fuerza motriz 
por un peso H , cuya masa es p., 
que tira de la última cuerda, 
vamos á deducir las leyes del 
movimiento de un sistema de 

esta clase. En un instante cualquiera todos los puntos 

del sistema tienen una misma velocidad; luego, m-^ > 
, dv 
1 ctó ' dtJ r dt 

á estas masas, si estuvieran libres^ su movimiento efectivo. 
Como \Lg es la fuerza motriz del sistema, y esta fuerza 

según el teorema de d'Alambert, debe equilibrar á las 

Fig. 266. 

dt 

m ' ' P representan las fuerzas capaces de dar 
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precedentes, tomadas en sentido contrarío, la ecuación 
del movimiento es 

dv dv ,dv ,dv ^ 

ó lo que es lo mis no, llamando M — p . -^m-^-ni \ m", á 
la masa total del sistema, 

dv ]j.g 
d i M 5 

el movimiento es también en este caso uniformemente 
acelerado, y la fuerza aceleratriz es á ¿r, como ^ es á M , 
ó como la masa del peso motor es á toda la masa del 
sistema. 

Si quisiéramos tener en Cuenta el rozamiento, supon
dríamos aplicada ácada masa una fuerza, que le fuera pro
porcional, y dirigida en sentido contrario al movimiento. 
También en este caso sería el movimiento uniformemen
te acelerado. 

Puede también resolverse este problema sin hacer uso 
del teorema de d'Alambert. Sean T , T ' , T" , las tensiones 
de las tres cuerdas, la tensión T , por ejemplo, es igual 
á una cualquiera de las dos fuerzas iguales y contrarias 
que deberíamos aplicar en los puntos m y m para reem
plazar la cuerda que les une, si llegara á suprimirse; ten
dremos, por lo tanto, 

dv , dv rr-./ /-p m — = . Y . m ~ - = i — 1 
dú 7 dé 

Sumando estas ecuaciones, resulta como antes 
dv 
dé. M * 

Con este valor de se deducen 
dt 

T ' = ( » + » ' ) f , T " = ( W + » ' + » " ) f - , 
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•en 'las cuales se ve, que 
T < T ' < ; T " , 

lo cual debía suceder, porque la tensión T " pone en mo
vimiento tres masas, T ' dos, y T una sola. 

Hemos prescindido en este calculó de la masa de las 
cuerdas. Si la hubiéramos tenido en cuenta, la tensión 
sería variable en la extensión de una misma cuerda. 

Marcha de un tren sobre una vía férrea. Tracción á distancia. 

612. Con arreglo á los principios q ue acabamos de ex
poner, se determina el movimiento de los trenes en las 
vías férreas. 

Supongamos un tren CD (fig. 267), cuya' masa es m, 
que recorre la recta A B ^ r / , 
en el tiempo /; y sale de la 
estación A sin velocidad, y 
llega á la estación B igual-

g* 267* mente sin velocidad, es de
ci r , que estando parado en A , parte, y viene aparar en 
B. E l movimiento debe por lo tanto acelerarse á la par
tida, adquirir después un máximo de velocidad, y luégo 
disminuir ésta hasta ser cero en el punto de llegada; y 
para que la aceleración de estos diversos movimientos 
sea la menor posible en valor absoluto, es necesario evi
dentemente hacer de manera que la aceleración sea cons
tante durante la primera mitad del trayecto, y después 
que se haga negativa, sin cambiar de valor absoluto du
rante la segunda mitad. La velocidad media en el trayec
to es igual á y ; la velocidad máxima del tren tendrá l u 
gar en esta hipótesis, en el medio / del camino recorrido, 
y será el duplo de la velocidad media; la aceleración j , 
constante prescindiendo del signo, durante todo el tra-

A D 
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yecto, sera igual al cociente de la velocidad y , adquiri

da en el t i e m p o p o r el tiempo-|-ernpleado en adquirir

la, es decir, igual á La fuerza de reacción correspon

diente á esta aceleración, es »2 ^- en valor absoluto; esta 

w- . . . 
la medida de la fuerza F , motriz en la primera mitad 

del movimiento, y resistente en la segunda mitad, que 
es preciso aplicar al tren, durante el trayecto del punto A 
al punto B; el exceso de la fuerza de tracción desarrollada 
por la locomotora, sobre las resistencias sufridas por el 
tren en el primer período, y el de las resistencias sobre 
la fuerza de. tracción durante el segundo, son los que 
producen el incremento y decremento respectivos de la 
velocidad. 

Si designamos por R la suma de las resistencias en un 
cierto instante, y por T la fuerza de tracción, tendremos 

t t 
La tracción T mide la tensión de la amarra que une el 

ténder al primer wagón; y vemos que excede á la suma 

de las resistencias en la cantidad^?, la cual es tanto más 

grande, cuanto mayores son / y my y la duración / del tra
yecto es más pequeña. Se podrá por esta fórmula calcu
lar la tensión de las amarras, y asegurarse de que el es
fuerzo de la locomotora no llegará á romperlas. 

En los trenes expresos, el número ~ tiene un valor muy 

grande, porque los trayectos son grandes, y el tiempo» 
destinado á recorrerlos es lo más pequeño posible; pero la 
masa m del tren es pequeña. E l exceso de la tensión, debido 
á la tuerza de reacción, no adquiere un valor muy grande. 
Lo contrario sucede en los trenes de mercancías: la relación 
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4 , es más pequeña que en los expresos, pero el factor m 

es mucho mayor, y el término puede llegar á tener 

un valor muy grande. 
613. Suele emplearse en algunos casos la tracción á 

distancia, y vamos á ver cómo se ejerce esta tracción. 
Supongamos que se emplea, para poner en movimiento 

un tren GD, un cable inestensible que se arrolla en el c i 
lindro B, á medida que se desarrolla del cilindro A (figu
ra 268). Sea, como antes, A B — / su longitud, y / el tiempo 

empleado en recorrerla; la 
aceleración del tren, un i 
formemente repartida á lo 
largo del trayecto es igual 

Fig. 268. 4¿ 1 * , 
a ± con el signo -f- en 

el primer período, y el—en el segundo. Sean co la sec
ción del cable, y p el peso específico del metal de que está 
formado; el cable tendrá en cada instante la misma ace
leración que el tren CD, y si llamamos P al peso del tren 
y R á la suma de las resistencias que se oponen al movi 
miento, el exceso de la tensión del cable en el punto B, 
sobre la tensión desarrollada en el punto A , será igual, 
según, el problema anterior, á 

durante todo el período de la aceleración positiva. 
E l límite inferior de esta tensión corresponde al caso ideal 

en que se suprimiera el tren, sin modificar las velocidades, 
y en el que la tensión fuera nula en el punto A; la cual 

es igual entónces á ~ . ——^ÉL- dividiendo por to, re-

sultará para el límite inferior de la tensión del cable, 

por unidad de sección. 
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Para que el cable, que supondremos de hierro, no se 
rompa, es preciso que esta tensión no exceda de 4kg. por 
milímetro cuadrado, ó 4000000 kg . por metro cuadrado; 
límite práctico de los esfuerzos que se prolongan durante 
un cierto tiempo. Tendremos, pues, la desigualdad 

^ • < 4 0 0 0 0 0 0 , ó 4 < * V 4 0 0 0 0 0 0 . ^ . 

Para el hierro p=7800 kg . por metro cúbico, ¿-—9.8; 
el límite superior de , velocidad media en el trayecto, 
es 35 metros próximamente; si la velocidad es mayor, se 
altera rápidamente la elasticidad del cable y se rompe 
muy pronto. 

Wlovimiento de dos cuerpos unidos por un hilo y colocados sobre 
dos pianos inclinados. 

614. Dos cuerpos pesados C y C (fig. 269), cuyas 
masas son m y m, están colocados sobre dos planos incli

nados A B y A 'B , y unidos por un 
hilo que pasa sobre una polea si
tuada en la arista común á los dos 
planos. Las dos porciones del 
hilo son respectivamente parale-

I,ig_ m ~ las á estos dos planos y pasan 
por los centros de gravedad de 

ios dos cuerpos; vamos á buscar la ley del movimiento 
de este sistema. 

Podemos suponer que cada una de las masas está re
unida en su centro de gravedad; sean B » 2 = x , B»/=:x: ' , 
« — B A A ' , a = B A ' A , y / la longitud total del hilo. Pres
cindiendo del rozamiento, la fuerza motriz del punto m; 
en la dirección de su movimiento, es wzg-sena, y la que 
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daria á este punto si estuviera libre, el movimiento que 

tiene realmente es m ~ . Según el teorema de d'Alam-

bert, la fuerza ^ s e n a — m~¿t2 equilibrarse con la 

fuerza análoga m'gsena—m , que estará aplicada en 

el punto m y tirará en sentido contrario de la anterior; de 
modo que tendremos 

(1) W ^ s e n a - ^ ) ^ ^ s e n a — 

Se tiene ademas la relación 

por medio de la cual puede eliminarse x ' en la ecuación 

anterior; verificándolo y despejando^, resulta 

, v dPx m sen a —m'sen a' 
^ ^ Tfi & m+m' * 

Siendo la aceleración ~ constante, el movimiento es 

uniformemente acelerado. Integrando esta ecuación, re
sulta 

, x Idx í/i'aen or—m'sen a' . 
(3) V — - j 7 — g - r - 7 t + c . 

, x íMsena—m'feüa'^ ," , 
(4) X = 7 ¡—; T̂ + ^ + í " ; 

siendo las constantes c y c los valores de i ; y de x, cuan
do tz=0. 

Si fuera 
\ w s e n a s e n a', 

se tendria 
v = c , x-=ct-\-Cy 

y el movimiento sería uniforme. Si ademas fuera c = 0 ~ 
se tendria ^ = 0 , y x = c . El sistema permaneceria en re
poso, lo cual ésta perfectamente conforme con las condi-
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ciones de equilibrio de dos cuerpos, colocados como en el 
actual problema., 

6i5- Se puede resolver este problema sin hacer uso 
del teorema de d'Alambsrt, introduciendo en el cálculo 
la tensión T del hilo. Las ecuaciones del movimiento de 
cada uno de los cuerpos, son 

de las cuales eliminando T , se deduce 

m (¿-sen a ~ ^ } = m [ g sen a ~ ^ r ) ; 

teniendo presente, que - ^ " 2 = — j ¿ - 2 - , a causa de que 

JC 4 -^ '—^, resulta 
d2x g (m sen a—m' sen a') 

di2 ni -f m' ' 
y la primera de las ecuaciones da 

, p gm m! (sen a + sen a') 
^ ' m+m' ' 

en la que vemos que la tensión es constante. 
Pudiéramos haber obtenido el mismo resultado, em

pleando el teorema de las velocidades virtuales. Las 
fuerzas 

/ d x̂x . / , dix'\ 
^ ( ¿ s e n a — ^ ) , ^ s e n a — ^ ) 

se equilibran, y tendremos en vir tud de dicho teorema 

{a) w ^ s e n a — ^ - J B x H - ^ ^ s e n a — ^ S x = 0 ; 

de la ecuación x-k-x'—l^ resulta 5x4-Bx '^O, y el imi

nando obtendremos como antes 

w ^ s e n a — — j — ^ (¿ 'sena — — ) = 0 . 

E l método de los factores arbitrarios nos conduce al 
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mismo resultado. Multiplicando por—1 la ecuación 

y sumándola con la (a), resulta 

[ ^ ^ s e n a — ^ - x j B x + ^ ' ^ s e n ^ - ^ ^ - x J s x ' ^ O ; 

é igualando á cero los coeficientes de Sx y Zx', tendremos 
/ d x 2 \ ^ 

m ^ S e n a — — j ^ X . 

Ecuaciones que no difieren de las (^), más que en que 
T está reemplazado por X; de modo que el factor X re
presenta la tensión T del hilo como debia suceder, según 
lo dicho en el nüm. (602) 

Este problema da la teoría completa de la máquina 
d'Atwovd, haciendo a = a = 9 0 ° , lo que reduce las fór
mulas (3) y (4) del núm. 614 á las siguientes 

gím—m'), . V = z - —t+C, 

X = ;—- — -f-ct-i-c. 
m -f m 2 

La tensión según la fórmula (d) núm. 615, es 
rp Zgmm' 

~ ~ m -4- m' * 

616. En este problema hemos supuesto conocidas las 
velocidades iniciales de las dos masas m y m'. Suponga
mos ahora que éstas se ponen en movimiento por fuerzas 
instantáneas, y determinemos las velocidades iniciales. 
Sean ¿ y a las velocidades que estas fuerzas instantáneas 
imprimirían á las masas m y m\ si cada una de ellas estu
viera libre, y designemos por la velocidad efectiva 
de la masa m después de la percusión. La velocidad i n i 
cial de la masa m' será — V Q \ porque, de x - { - x ' ~ l , re
sulta 

dx' dx 
dt ~ dt' 
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Según el teorema de d'Alambert, extendido á este caso,, 
debe existir el equilibrio entre las cantidades de movi
miento que las fuerzas instantáneas comunicarian á las 
dos masas, si estuvieran libres, y las que realmente tienen 
al empezar á móverse, tomando estas últimas en sentido, 
contrario; se tendrá pues 

m(a—v^)=m(a -f- ^0) 
de donde 

ma — m'a' 

IVlovimiento de una cadena sobre dos planos inclinados. 

617. Para resolver este problema, análogo al ante
rior, sea CBC una cadena homogénea pesada, que des
cansa sobre dqs planos inclinados, dispuestos como en la 
figura 269 de aquel problema. Empleando las mismas ' 
notaciones y llamando p á la masa de la unidad de longi
tud de la cadena, tendremos 

x - \ - x = l . ; ' 
Sea % la masa de una molécula tomada en la porción 

BC; las fuerzas que la solicitan son, la fuerza motriz. 

T^sena, y la tuerza efectiva Todas las fuerzas. 

motrices de la parte BC, y sus fuerzas efectivas tomadas 
en sentido contrario, se componen en una sola 

^ S e n a - ^ S % , ó p x ^ s e n a — 

Del mismo modo, la diferencia entre las fuerzas efec
tivas y las motrices, de la parte B C es 

p x ^ s e n a — ^ 2 j ; 

y la ecuación del movimiento, según el teorema de. 
d'Alambert, es 

x 
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ó eliminando x por la relación x - f - x ' = / , 
, N d?x sena + sen a' . , ^ 
C1) - d ¿ ~ £ ¿ x + ^ s e n a ' ^ O . 

Para integrar esta ecuación, hagamos 
sen oc-f- sen a' o, 

g -L = « 2 , 
con lo cual se convierte en 

dt* \ sena-f sena' J * 

y haciendo 

se reduce á 

üsena' 
x ; ; = r , 

sena-J-sena' ' 

La integral de esta ecuación, lineal de segundo órden, es 
jr=Aent-i-'Be~nLy 

también tendremos 
x=—¿s 'DMf 

sen a+sen a 7 

siendo A y B dos constantes. Para determinarlas, supon
gamos conocidas la posición y la velocidad inicial del 
punto C, es decir, que para ¿=-0 , son conocidas XQ y i;0; 
se tendrá 

Zsen a' , * • r> 
^ o = ; •> + A - f B , 

u sen a f seu a' , 

que dan A - f - B , y A — B , y por lo tanto A y B. 
A l cabo de un cierto tiempo, que se determinaría ha

ciendo x — l , toda la cadena se encuentra en el plano A B . 
E l movimiento cambia entónces de'naturaleza, viniendo 
á ser uniformemente acelerado. 

La condición necesaria y suficiente para que la cadena 
permanezca en reposo, es que se tenga, 

A-=:0, 15 = 0. 
MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . i z 
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En efecto 
v=^••=n{Aent—Be-nt,) 

y para que SQa.v = Oy es necesario que 
Aent—Be-nt=0, 

ó Ae2nt — B; 
y para que esta ecuación se verifique, cualquiera que sea 
el valor de /, es necesario y suficiente que sean á la vez 
A = : 0 , y B = 0 . En este caso 

Zsena' 
x = B C = 

x ' = B C = 

senasena' 
l a e n a . 

sen a -+• sen a' 
y por consiguiente, que 

B C 
B C sen a ' 

lo cual nos indica que la recta CC es horizontal, como 
era fácil de preveer. 

Movimiento dé dos puntos, cuya distancia es invariable, sujetos 
á permanecer sobre dos curvas dadas. 

618. Este problema es muy á propósito para com
prender el uso de sus multiplicadores [JL, v, , in t ro
ducidos en las ecuaciones del movimiento para verificar 
la eliminación. 

Sean mym dos puntos materiales solicitados por dos 
fuerzas P y P' (fig. 270), constantes 
ó variables, mm'—l, la distancia i n 
variable de estos puntos, sujetos á 
permanecer sobre las curvas dadas 
^ A y m'Pi!. Supondremos, para ma
yor sencillez, las curvas y las fuer
zas situadas en un mismo plano, 

Fig. 270. R 

que tomaremos por plano X Y . 
Sean X , Y , X ' , Y ' las componentes paralelas á los ejes 
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4e las fuerzas P y P'. Según el teorema de d'Alambert, 
-empleando las notaciones usuales, la ecuación del movi 
miento será 

; w (x-»"í)8-+(Y—l̂ )̂  
( x ' - » ' 5 ' ) 5 x ' + ( Y W ^ ) 8 y = 0. 

Siendo/(¿c,^) = 0, Y^ i*^)—®-» âs ecuaciones de las 
curvas mA. y m'A', las ecuaciones de condición serán 

( / ( ^ ) = 0 , 
( 2 ) • c p ( ^ ) = 0. 

; El sistema es, como vemos, de ligaduras completas. 
Estas ecuaciones dan las siguientes: 

(3) ¡ ^ 
-(S x —8*0+^(8r— )= o. 

Multiplicando las ecuaciones (3) por los factores arbi
trarios X,p.,v, sumándolas con la ecuación ( 1 ) , é igualando 
á. cero las coeficientes de las variaciones Ŝ c, Sjy', 
tendremos 

/ d ^ X - x r , \ d f , x — x ' 

m - r = X H- -7^ + v — 7 - , 
d t * d x l 

d ^ u , d f , y — y ' 

/ d ^ x ' ~ r / , d x x — x ' (4) 
d i 2 1 ^ d x ' l 7 

d t 2 ~ ^ d y ' l ' 

Estas ecuaciones indican que los puntos m j m' sz mo-
verian como puntos libres, si se aplicaran al punto m dos 
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nuevas fuerzas, cuyas componentes paralelas á los ejes, 
fueran respectivamente 

K~dx' A"%,V"T"> V"T~ ' 
y al punto frí dos fuerzas cuyas componentes fueran 

tícp í f tp x—xe y—y' 
v - n ¿ > — y — r ' — ' " - r -

La resultante de X ̂  y X | es X S/(^f+{±^ y 
es normal á la curva Am. Esta fuerza es igual y contraria 
ala presión, que experimenta la curva Am, por el [mo
vimiento del punto m. 

Del mismo modo, la resultante de v ^ ~ ^ y es una 

fuerza dirigida según mm' y cuya intensidad es v. Las 
mismas observaciones pueden hacerse respecto al pun
to m'. 

Las dos fuerzas iguales y contrarias dirigidas según 
expresan las acciones que los dos puntos m' ejer

cen el uno sobre el otro por medio de la ligadura mm': 
cada una de estas fuerzas es igual á la tensión ó presión 
que experimenta esta ligadura. 
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Teoremas generales del movimiento.—Teorema del movimiento del 
centro de gravedad.—Velocidad inicial del centro de gravedad de 
un sistema puesto en movimiento por fuerzas instantáneas , — C o n 
servación del movimiento del centro de gravedad.— Consecuencias 
de la ley del movimiento del centro de gravedad,—Teorema de las 
cantidades de movimiento proyectadas sobre un eje. 

Teoremas generales del movimiento. 

619. Los teoremas generales demostrados para el 
movimiento de un punto material, se verifican también 
«n el movimiento de un sistema compuesto de un núme
ro cualquiera de puntos materiales; y para probarlo, bas
ta establecer para cada punto la ecuación qué es la tra
ducción analítica del teorema general correspondiente, y 
sumar todas estas ecuaciones miembro á miembro; la 
ecuación final, hecha la reducción de los términos que se 
destruyen, es la expresión del teorema extendido al sis
tema dado. 

E l teorema de d'Alatnbert, por medio del cual toda 
cuestión de movimiento se reduce inmediatamente a una 
cuestión de equilibrio, y que nos da todas las ecuaciones 
necesarias para definir el movimiento de un sistema ma
terial, comprende como corolarios todos los teoremas ge
nerales del movimiento. Esto no obstante, el teorema de 
d'Alambert no da á conocer inmediatamente ninguna 
propiedad del movimiento del sistema material á que se 
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aplica, mientras que los teoremas generales que vamos 
á exponer, y que son los cuatro establecidos en la prime
ra parte de la Dinámica, cada uno de ellos nos da á cono
cer una propiedad general del movimiento. 

Antes de exponer estos teoremas,'conviene recordar, 
que las fuerzas que actúan sobre los diferentes puntos de 
un sistema material, son de dos clases: fuerzas exteriores r 
que provienen de puntos que no forman parte del siste
ma material que se considera, y fuerzas interiores, qÚQ 
provienen de puntos que forman parte del sistema ma
terial, y son entre sí dos á dos iguales y contrarias, en 
yirtud del principio de igualdad de la acción y la reacción. 
También las fuerzas pueden ser fuerzas ¿/̂ ¿/¿w, y fuerzas 
que reemplazan á las ligaduras, pudiendo ser estas últimas 
interiores ó exteriores. 

Teorema del movimiento del centro de gravedad. 

620. Consideremos un sistema de puntos materiales 
m, m', m'\ , solicitados respectivamente por fuerzas 
P, P',?", , cuyas componentes paralelas á los ejes son 
X, Y , Z , X ' , T , Z ' , . . . . . Por el teorema de d'Alambert, si 
aplicamos al punto m fuerzas paralelas á los tres ejes, é 

iguales respectivamente, a X—w-jpy m~ĝ '>̂ i—m~de' ^ 
á los demás puntos fuerzas análogas, todas estas fuerzas 
deben equilibrarse por medio de las ligaduras del siste
ma. Las condiciones de este equilibrio están comprendi
das en la ecuación general del teorema de las velocida
des virtuales; pero podemos llegar á propiedades impor
tantes sin necesidad de expresar todas estas condiciones. 

Así, existiendo el equilibrio entre las fuerzas mencio
nadas, en el sistema cuyo movimiento estudiamos, su1>-
sistira introduciendo entre los diferentes puntos nuevas 
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ligaduras de la clase que se quiera, siempre que no sean 
incompatibles con las condiciones dadas: se puede supo
ner, por ejemplo, que las distancias de los diferentes 
puntos del sistema vienen á ser invariables, si las ligadu
ras son tales, que los puntos puedan moverse sin que 
sus distancias cambien. De aquí resulta que las fuerzas 
deben satisfacer á las seis ecuaciones del equilibrio de un 
sistema sólido, siempre que después de la solidificación no 
haya ningún punto fijo ni ningún punto sujeto á perma
necer sobre una curva ó superficie dada. Entónces el 
sistema podrá moverse como un sólido invariable y se 
verificarán, teniendo presente esta restricción, las tres 
primeras ecuaciones del equilibrio, y tendremos las si
guientes: 

l ( X - » ^ ) = 0 . tó^X,: 

- ( Y - « 9 0 = O , ó (•) M = S Y . 

Para que el sistema pueda moverse como un cuerpo 
sólido, es decir, sin que sus distancias varíen, es necesa
rio y suficiente que cada ecuación de condición se reduz
ca á una relación entre las distancias de sus diferentes 
puntos. 

E n efecto, sea L = 0 , una ecuación que debe existir 
siempre entre las coordenadas x , y , z , x\ y cuyo 
primer miembro L es una función / de / y de ^c, Z% 
•*'>•.!Ai • „ . , ; , , . , ^ . . 

Representemos por^, r , las 3 « — 6 distancias de 
los diferentes puntos del sistema que deben permanecer 
constantes. Tenemos 

00 \q=V{x~x'')*+{y-yy+{z-z'')\ 
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Se puede reducir á seis el número de coordenadas ar
bitrarias é independientes, y supongamos que estas sean 

z'. Obtendremos todas las demás en función 
de éstas y de las cantidades ^, r , Y cada ecuación 
de condición como la L = 0 , tomará la forma 

Para un movimiento virtual cualquiera, j ) , ¿¡r, r, , 
permanecen constantes, no variando / , y por consiguien
te, puesto que la ecuación L = 0 , debe ser satisfecha cual
quiera que sean r , x", x \ z \ estas cantidades no de
ben entrar en la función f. Luego, eliminando de la 
ecuación L r = 0 , 3«-t-6 coordenadas por medio de las 
ecuaciones (a)r las otras seis deben desaparecer al mismo 
tiempo, y la ecuación L = 0 debe reducirse á una relación 
entre las distancias ^, r , . . . . . 

621.. Las ecuaciones (1) que se verifican en el movi
miento de todo cuerpo sólido libre, ó de todo sistema 
material que puede moverse como un cuerpo sólido, pue
den tomar otra forma. Sean xliyíf 2 ,̂ las coordenadas del 
centro de gravedad, y M la masa total del sistema; sabe
mos que 

M x l = l l m x , M r ^ S w r , M z ^ I i m z ; 
diferenciando estas ecuaciones, serán 

dé dt • 

dz. „ dz 

M - r - ^ S ^ — . 
dt [ dt 

Suponiendo que un punto material está siempre situa
do en el centro de gravedad, estas ecuaciones nos darán 
su velocidad al fin de un tiempo dado cualquiera, cuando 
se. conozcan las de todos los puntos del sistema. 

Volviendo á diferenciar las ecuaciones (2), tendremos 
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(3) 

comparando las ecuaciones ( i ) y (3), resultan las 

!

M <tJh—"SX 

M ^ - = S Z . 

De las cuales resulta el teorema siguiente: 
E l centro de gravedad de todo sistema libre se mueve 

como si las masas de todos los puntos materiales estuvie
ran reunidas en él, y todas las fuerzas- morrices fueran 
trasladadas á dicho centro paralelamente á sí mismas. 

Conviene observar, que las ecuaciones (4), que tienen 
la forma de las ecuaciones diferenciales del movimiento 
de un punto material de masa M , no contienen ias fuer
zas interiores en sus segundos miembros, porque siendo 
estas fuerzas iguales y opuestas dos á dos, sus proyeccio
nes sobre cada eje son iguales dos á dos y de signos con
trarios. Y también, que las fuerzas exteriores, que son las 
únicas que existen en sus segundos miembros, pueden 
trasportarse paralelamente á sí mismas á un punto cual
quiera', sin que dichos segundos miembros cambien de 
valor, porque las proyecciones de las fuerzas sobre un 
eje no cambian de valor ni de signo con esta traslación. 

En vir tud de esta propiedad, se llama resultante de 
traslación á la resultante de todas las fuerzas exteriores, 
que actúan sobre un sistema, trasladadas paralelamente 
á sí mismas á un mismo punto del espacio. La fuerza así 
obtenida, aplicada al centro de gravedad, donde se supo
ne concentrada toda la masa del sistema, actúa sobre este 
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punto como sí estuviera aislado. Hasta aquí hemos de
bido considerar el movimiento de un punto único, como 
una abstracción imposible de realizar; y ahora vemos que 
el centro de gravedad de un sistema es un punto geo
métrico, que posee las propiedades del movimiento de un 
punto material aislado. 

622. E l teorema del movimiento del centro de gra
vedad nos indica también, que cuando prescindimos de 
las dimensiones de un cuerpo, para reducirlo idealmente 
á un punto material, él centro de gravedad es el punto 
en que debemos suponer concentrada toda la masa del 
cuerpo. Y todo lo dicho en la primera parte de la Diná
mica, sobre el movimiento de un punto material, es apli
cable al movimiento del centro de gravedad de un siste* 
ma material. 

Velocidad inicial del centro de gravedad de un sistema puesto 
en movimiento por fuerzas instantáneas. 

623. Supongamos que el sistema, primitivamente en 
reposo, se pone en movimiento por la acción de fuerzas 
instantáneas, y vamos á determinar, en esta hipótesis, la 
velocidad inicial que debe tomar el centro de gravedad. 

Para ello sabemos, que si representamos por 9 el tiem
po durante el cual ejercen su acción las fuerzas instantá
neas, la primera de las ecuaciones (1). 

se convierte por la integración en la que sigue: 

Sean «,^,<r las componentes de la velocidad, que la fuer
za instantánea P(X, Y , Z) , aplicada al punto m, le daria 
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si estuviera libre; sabemos que 

x 
y por consiguiente 

o 

^ « f e S w — = S ma: dt ' 

y fórmulas análogas para los demás ejes. E n vir tud de 
las ecuaciones (2), tendremos 

, _ ífe| TI M -77 — Zma, dt ' 

(5) M l l = s ^ . 

fórmulas que dan las componentes^1, ^ de la ve
locidad , con la cual el centro de gravedad debe empezar 
á moverse. Esta velocidad es la que tomaría un punto de 
masa M , colocado en el centro de gravedad y solicitado 
por todas las fuerzas instantáneas del sistema, trasporta
das paralelamente á sí mismas á este punto. Consideran
do como otras tantas fuerzas las cantidades de movimien
to, que estas fuerzas instantáneas' imprimirían á masí?s 
libres, se concebirán estas fuerzas trasladadas paralela
mente á sí mismas al centro de gravedad, y se tomará su 
resultante. 

La velocidad inicial del centro de gravedad estará d i r i 
gida según esta resultante, y será igual al valor numér i 
co de la misma resultante, dividido por la masa M . 

Conservación del movimiento del centro de gravedad. 

624. El principio de la conservación del movimiento 
del centro de gravedad, se deduce fácilmente de las 
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ecuaciones (4) 

Supónganos que todas las fuerzas exteriores, que son 
las que entran en los segundos miembros de estas ecua
ciones , trasladadas paralelamente á sí mismas á un pun
to cualquiera se equilibran, tendremos 

(6) SX—O, S Y ^ O , 1 1 2 = 0 ; 
las ecuaciones (4) del movimiento del centro de gravedad 
se reducen en este caso á 

tf'gpt A £ ] h rv ££1 N. 
dt* * d? ' rfí2 — ' 

de las que se deducen, integrando, las siguientes 

W d t— ' d t— ' dt ' 
«iendo c, c\ c" constantes. E l movimiento del centro de 
gravedad, es por lo tanto uniforme y rectilíneo. Este caso 
se presenta cuando no hay fuerzas exteriores, reducién
dose todas las que . obran sobre el sistema a las acciones 
mutuas que se ejercen entre sus diferentes puntos. 

Puede presentarse esta ley bajo otra forma. En virtud 
de las ecuaciones (6), las (1) se convierten en 

S » ^ = 0 , S » ¿ = 0 , S « » ^ = 0 ; 

6 W - d T ^ * ^ i k ^ ^ 1 ^ = ^ 
es decir, que las sumas de las cantidades de movimiento 
de las masas del sistema, estimadas paralelamente á los 
ejes, son constantes; la resultante será también constan
te. Y si consideramos las cantidades de movimiento de 
todas las moléculas como fuerzas, y las trasladamos para
lelamente a sí mismas á un mismo punto, darán una re-
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sultante de magnitud y dirección constantes. E l centro de 
gravedad del sistema se mueve según una recta paralela 
á esta resultante, y con una velocidad igual á esta resul
tante, dividida por la masa total del sistema. 

Consecuencias de la ley del movimiento del centro de 
gravedad. 

625. Cuando un sistema no está solicitado más que 
por fuerzas interiores, su centro de gravedad se mueve 
como un punto material, que no está solicitado por nin
guna fuerza; su movimiento será debido á una velocidad 
inicial, y por lo tanto, este movimiento será uniforme y 
rectilíneo. Como caso particular, cuando no exista velo
cidad inicial, su movimiento será nulo, y el centro de 
gravedad permanecerá inmóvil. 

Lo primero es lo que sucede probablemente á nuestra 
sistema planetario. Este sistema, tomado en su conjunto,, 
está formado por el Sol, los planetas, sus satélites, los co
metas, aereolitos, bólidos, etc.; cuyas partículas ejercen 
unas sobre otras acciones iguales y contrarias. Y está co
locado, si no en el vacío absoluto, en un medio cuya den
sidad es sumamente pequeña, y á una distancia tan grande 
de los otros sistemas, que pueblan el espacio, quelas atrac
ciones que sobre él ejercen estos sistemas,pueden conside
rarse como nulas. E n estas condiciones, las fuerzas exte
riores son despreciables, y el sistema solar es un conjun
to de cuerpos sometidos únicamente á sus mutuas accio
nes interiores; luego su centro de gravedad está inmóvil, 
ó animado en el espacio de un movimiento uniforme y 
rectilíneo. La observación ha logrado comprobar este mo
vimiento común de nuestro sistema planetario, en vi r tud 
del cual, se dirige hacia la constelación de Hércules , di
rigiéndose el centro de gravedad del sistema hácia la es-
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trella z de esta constelación,, con un movimiento unifor
me y rectilíneo. 

626. Si durante el curso del movimiento, sufren cual
quiera alteración las fuerzas interiores, no se modifica por 
ello en nada el movimiento del centro de gravedad. Si se 
lanza un cuerpo pesado en el vacío en una dirección cual
quiera, siendo la gravedad la única fuerza que obra sobre 
sus moléculas, su centro de gravedad describe una pará
bola en el plano vertical trazado por la dirección de su 
velocidad inicial (386). Si el cuerpo de que se trata es una 
bomba, y esta bomba revienta antes de caer al suelo, como 
la explosión es producida únicamente por el desarrollo de 
fuerzas interiores, el centro de gravedad de la bomba 
continuará su movimiento, recorriendo la parábola según 
la cual ha principiado á moverse, sin experimentar ningu
na modificación por la ruptura del proyectil, hasta que 
alguno de los fracmentos encuentra un cuerpo extraño, 
ó cae en la superficie de la Tierra.' Entónces el movi 
miento del centro de gravedad se modifica, porque la 
reacción sufrida por dicho fracmento, es una nueva fuer
za exterior, que se combina con la gravedad para contri
buir á la modificación del movimiento. La presencia del 
aire atmosférico modifica también estos resultados; el aire 
atmosférico opone una resistencia sensible al movimiento 
de los cuerpos, animados de una gran velocidad; esta re
sistencia es una fuerza exterior, que depende de la velo
cidad, de la forma y de la extensión de los fracmentos; hay 
pues una modificación de las fuerzas exteriores debida á 
la presencia del aire, y por consiguiente, el movimiento 
del centro de gravedad de la bomba, será modificado á 
causa de la ruptura, aun ántes de caer al suelo sus frac
mentos. 

627. La conservación del movimiento del centro de 
gravedad, nos da la explicación de una porción de fenó-
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menos, como la marcha de los animales sobre el suelo, la 
propulsión de los barcos por medio de remos, de paletas 
ó de hélices, el vuelo de las aves, la natación, el retroceso 
de las armas de fuego, y otros muchos fenómenos; en to
dos los cuales hay desarrollo de fuerzas exteriores, que 
permiten sacar el centro de gravedad de su estado de i n 
movilidad. 

Concibamos que un ser animado, un hombre, por ejem
plo, se encuentra aislado en el espacio, sin estar someti
do á ninguna fuerza exterior y que su centro de grave
dad esté inmóvil; este sér no podrá por sí solo poner su 
centro de gravedad en movimiento; porque de cualquier 
modo que haga funcionar sus músculos, para mover las 
diversas partes de su cuerpo, no puede desenvolver más 
que fuerzas interiores, que no son capaces de sacar el 
centro de gravedad de su estado primitivo de inmovi
lidad. Pero si está situado sobre el suelo, la reacción que 
éste ejerce sobre sus pies es una fuerza exterior, que le 
permite poner en movimiento su centró de gravedad, y 
marchar en la dirección conveniente. 

La propulsión de los barcos por medio de remos, de 
peletas, ó de hélices, consiste en echar hacia atrás una 
cierta cantidad de agua, para producir el movimiento del 
cuerpo flotante hacia adelante; el centro de gravedad del 
sistema formado por el barco y por el agua desalojada, 
permanece inmóvil , porque no hay más que fuerzas inte
riores, pero el centro de gravedad del barco marcha há-
cia adelante, tanto como exige la cantidad de agua que 
8 2 ha echado hacia atrás. De una manera análoga se ex
plica el vuelo de las aves y la natación. En el disparo de 
una arma de fuego, el proyectil es lanzado hácia adelante, 
y el arma retrocede hácia atrás, y las velocidades que to
man las dos partes del sistema, son en los primeros instantes 
inversamente proporcionales á las masas; de tal suerte. 
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que el centro de gravedad de todo el sistema formado 
por el arma y el proyectil, permanece inmóvil en el pun
to en que se encuentra, al empezar amoverse el proyectil. 

Teorema de las cantidades de movimiento proyetadas sobre 
un eje. 

628. Si proyectamos el movimiento de un punto ma
terial sobre un eje fijo, se verifica para el movimiento pro
yectado (363), la ecuación 

t 
mv—mv 

en la cual F es la proyección de una cualquiera de las 
fuerzas que obran sobre el punto material; el signoH i n 
dica una suma de tantos sumandos como fuerzas obran 
sobre él; porque la proyección de la resultante de las fuer
zas aplicadas á este punto, es igual á la suma de las pro
yecciones de las mismas fuerzas; y por consiguiente, el 
impulso elemental ó total de la proyección de la resultan
te, es igual á la suma de los impulsos elementales ó tota
les de las proyecciones de las componentes. Si escribi
mos tantas ecuaciones análogas á la anterior, como puntos 
tiene el sistema, y las sumamos ordenadamente, obten
dremos la siguiente 

«/o 
E l signo 2 del primer miembro de esta ecuación se ex

tiende á tantos sumandos como puntos materiales tiene 
el sistema, y el del segundo, á todas las fuerzas que ac
túan sobre todos los puntos materiales de dicho sistema. 
Las proyecciones de las fuerzas interiores sobre el eje de 
que se trata, son dos á dos iguales y de signos contrarios, 
porfío qüe se destruyen mutuamente en el segundo miem
bro de la ecuación precedente; de modo, que se. puede 
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escribir prescindiendo de los términos correspondientes 
á las fuerzas interiores; podremos pues enunciar el teore
ma que encierra dicha ecuación en los siguientes t é r 
minos: 

E l incremento total de la suma de las cantidades de mo
vimiento de. un sistema material, proyectadas sobre un eje 
jijo cualquiera, durante un tiempo también cualquiera, es 
igual á la suma de los impulsos totales de las proyecciones de 
las fuerzas exteriores sobre este eje, durante el mismo 
tiempo. 

629. También este teorema nos facilita la explicación 
del retroceso de la? armas de fuego. Antes de la inflama
ción dé la pólvora, el canon y su carga forman un siste
ma inmóvil, en el cual la suma de las cantidades de mo
vimiento proyectadas sobre el eje del cañón es nula. 

Esta suma de cantidades de movimiento proyectadas 
debe permanecer constantemente nula, mientras no se 
desarrollen fuerzas exteriores, que proyectadas sobre el 
eje de la pieza, produzcan una suma de impulsos diferen
te de cero. La inflamación de la pólvora solo produce 
fuerzas interiores; luego el cañón y el proyectil toman 
al mismo tiempo movimientos necesariamente dirigidos 
en sentidos contrarios el Uno del otro; de manera, que la 
suma de las cantidades de movimiento del sistema, pro
yectadas sobre el eje de la pieza, conserve el valor nulo que 
tenía en un principio. Las velocidades contrarias del pro
yectil y de la pieza, están en razón inversa de sus masas, 
si despreciamos la masa de la pólvora, ó de las materias 
que producen por su inflamación el disparo; pero si no se 
puede despreciar la masa de estas sustancias, el retroceso 
de la pieza se verifica con una velocidad algo mayor, que 
la que encontraríamos por la indicada proporción. 

La ascensión de los cohetes voladores se. explica de una 
manera análoga. La inflamación del combustible que en-

MECANICA RACIONAL.—TOMO I I . 13 
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tra en la composición de uno de estos cohetes, hace salir 
una cantidad mayor ó menor de materia por un orificio 
abierto en su parte interior; el cuerpo del cohete debe 
pues retroceder, es decir, ponerse en movimiento hácia 
arriba; con el objeto de que la ascensión sea rápida, suele 
mezclarse con el combustible vidrio machacado ú otra 
sustancia muy pesada, para que la cantidad de movimien
to en el sentido inferior sea grande, y debiendo ser igual 
la que produce la ascensión, ésta se verifica con mucha 
rapidez según se va consumiendo el cartucho. La acción 
de la gravedad va destruyendo la cantidad de movimien
to ascensional, ó sea la velocidad del cohete, hasta que 
llega al punto más alto de su curso, en el que la velocidad 
es cero, y luégo desciende como todos los cuerpos pe
sados. 
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T e o r e m a de los momentos de las cantidades de movimiento.-—Teore
ma de las á r e a s . — T e o r e m a de las áreas en el movimiento relativo. 
—Plano del m á x i m o de las áreas ó plano invariable.—Aplicaciones 
del teorema de las áreas. 

Teorema de los momentos de las cantidades de movimiento. 

630. E l teorema de los momentos de las cantidades 
<ie movimiento para un punto material puede expresarse 
por la ecuación 

M{mv)—M(m;0)— f* 
en la que el signo M indica los momentos tomados con 
respecto á un eje fijo cualquiera; v 0 y v son las velocida
des del punto material al fin de los tiempos /0 y / , y F la 
resultante de las fuerzas que actúan sobre el punto. 

Esta ecuación es aplicable á cada uno de los puntos 
que componen un sistema dado, y puede ponerse bajo 
otra forma. Sean para ello F la resultante de las fuerzas ex
teriores aplicadas al punto, fiy f2i.é. fn\ las fuerzas inte
riores dirigidas de este punto á todos los demás del sis
tema; podremos dar á la ecuación precedente la forma 

M(mO--M(m;0)= /̂M ( F i / ) - } - AMC/^/) 

Para cada punto del sistema podemos escribir una ecua-
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cion como esta. Sumando ordenadamente todas estas 
ecuaciones, y observando que las fuerzas interiores son 
en el conjunto, iguales y contrarias dos á dos, por lo que 
se destruirán en la suma, obtendremos la ecuación 

(1) SM(m;)—SM(m>0)==S M ( F ^ ) ; 

que no contiene más que los momentos de las fuerzas 
exteriores, la cual puede enunciarse en los siguientes 
términos: 

E l incremento total de la suma de los momentos de las can
tidades de movimiento del sistema, con respecto á un eje fijo 
cualquiera, durante un tiempo también cualquiera, es igual 
á la suma de los momentos, con respecto á este eje, de todos 
hs impulsos elementales de las fuerzas exteriores, corres— 
pendientes á todos los elementos del tiempo que se considera. 

631. E l teorema de los momentos de las cantidades 
de movimiento se deduce con mucha facilidad del teore
ma de d'Alambert. 

Si el conjunto de puntos materiales puede moverse 
como un sistema sólido, las fuerzas perdidas 

• X — m — , 1—m—z, L ~ m — , X — m - T — . . . . . . 
d i" dt* dtiy din ' 

se equilibran, y deben satisfacer á las tres ecuaciones del 
equilibrio de ún sistema sólido, que expresan que las su
mas de los momentos de las fuerzas, con respecto á lós 
treá ejes, son nulas; se tiene pues, con respecto al eje z 

S [ ( Y - » S > - ( X - ^ > ] = 0 -

y ecuaciones análogas para los ejes de las^r, y de las 
Estas ecuaciones, pueden ponerse bajo la forma 
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Hemos dicho que suponiendo el sistema solidificado, 
no debe haber ningún punto fijo, ni sujeto á permanecer 
sobre una línea ó superficie fija. Sin embargo, las ecuacio
nes (2) y sus consecuencias subsisten si existe en el siste
ma un punto fijo, con tal que se le tome por origen de 
coordenadas; porque la condición de equilibrio del siste
ma solidificado, es en este caso, que la suma de los mo
mentos de las fuerzas, con respecto á tres ^jes que pasan 
por el punto fijo, sea nula para cada uno Je estos ejes. 

Multipliquemos la primera de las ecuaciones (2) por 
dtr é integremos, observando que d { x d y — j d x ) = . 
xd^y—^d^Xy resultará 

(3) ^ { x í l - y J ^ ^ m ^ x - m ^ j r ) 

= c + A Y X — X r ) * . 
e/¿o 

E l primer miembro de esta ecuación es la suma de los 
momentos de las cantidades de movimiento, con respecto 
a l eje de las al fin del tiempo /; la constante c en el se
gundo miembro es la misma suma al fin del tiempo /0, é 

C ( Y x — X ^ ) dt es la suma, entre estos dos tiempos, de 

los momentos de los impulsos elementales de las fuerzas 
exteriores, comprendidas entre ellas las que pueden re
presentar las ligaduras. Las fuerzas interiores desapare
cen por sí mismas déla ecuación (3), que representa, co
mo la (1), el teorema délos momentos de las cantidades 
de movimiento con respecto al eje de las el cual puede 
tomarse en cualquiera dirección. Lo mismo hubiéramos 
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deducido de las otras dos ecuaciones, con respecto á los eje^ 
de las # y de las y . 

632. Las sUmas 2 (Y*1—Xy) ,— que forman los se
gundos miembros de las ecuaciones (2), son cero, cuando 
suponiendo el sistema solificado,'las fuerzas que lo soli
citan se equilibran, ó se reducen á una fuerza única que 
pasa por el origen de las coordenadas. En estos dos casos,, 
integrando las ecuaciones (2), resulta 

(4) f m i z ^ - x ^ ) = c , > 

\ \ J dt dt ) 

Las constantes ¿r, c', c \ se determinan según las posi
ciones y las velocidades iniciales de los puntos del siste
ma. De las ecuaciones (4) resulta, que la suma de los mo
mentos de las cantidades de movimiento de las masas del 
sistema, con respecto á cada uno de los ejes coordenados, 
y por consiguiente con respecto a una recta cualquiera, 
es constante. s 

Luego si en un instante cualquiera, consideramos las 
cantidades de movimiento como fuerzas que animan los 
diferentes puntos del sistema, y las componemos como si 
estuvieran aplicadas á un cuerpo sólido, reduciéndolas á 
tres fueízas dirigidas según los ejes, y á tres pares para
lelos á los planos coordenados, se encontrará siempre la-
misma resultante y el mismo par resultante, con respecto 
al mismo origen. E l momento de este par resultante 
es k = j / c ^ c ' í - f c " » , y su plano, perpendicular á la rec
ta que forma con los ejes ángulos cuyos cosenos son 

o" c ' e • 

T* * T ' T ' tIene Por ecuacton 
c"!$-\-<CJ-{-CZ=:Q. 

633. Para ver esta trasformacion con claridad, ref i -
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ramos el movimiento del sistema á tres ejes fijos rectan
gulares OX, O Y , OZ , (fig. 271), Sea M un punto de 

masa m, cuya velocidad sea v 
en un instante dado, y que ten
ga la dirección M A ; tomemos 
sobre esta recta una longitud 
M A igual á la cantidad de mo
vimiento mv del punto, valua
da en una escala arbitraria. 
Consideremos M A como una 
fuerza, v apliquemos al origen 

Fig. 271. •' r ^ ° 

O, que supondremos unido i n 
variablemente al sistema, dosjfuerzas opuestas OB, OC 
iguales y paralelas á M A . Las dos fuerzas OC, M A , igua
les, paralelas y opuestas, forman un par, cuyo eje podemos 
representar por OD, proporcional al momento del par, per
pendicular á su plano y dirigido en el sentido definido 
por los convenios establecidos en la teoría de los pares. 
Así reemplazaremos las cantidades de movimiento efec
tivas, sin alterar sus proyecciones, ni sus momentos, por 
las mismas cantidades de movimiento trasportadas para
lelamente á sí mismas al punto O , y por una serie de pa
res cuyos ejes podemos suponer también aplicados en este 
punto. Componiendo todas las fuerzas, obtendremos una 
resultante OP; y haciendo lo mismo con los ejes de los 
pares, resultará un eje resultante OR. 

La suma de las proyecciones, en el instante considera
do, de las cantidades de movimiento sobre un eje cual
quiera, O X por ejemplo, estará representada por la pro
yección de OP sobre este eje; del mismo modo, la suma 
de los momentos de las cantidades de movimiento con 
respecto al eje O X , estará representada por la proyección 
del eje resultante OR sobre OX. 

La resultante OP, y el eje del par resultante OR, se-
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rán constantes, como hemos dicho arriba, en vir tud de las 
ecuaciones ( 4 ) . 

Teorema de las áreas. 

Este teorema ss deduce fácilmente de las ecua
ciones (4). Mientras que el pun
to M ( x , ^ , z) (fig. 272), descri
be su trayectoria M N , la pro
yección O M ' , de su radio vector 
O M sobre el plano X Y , describe 
el área X — M ' O N ' , cuya diferen
cial es 

Fig. 272. con lo cual, se puede escribir la 
primera de las ecuaciones (4), del siguiente modo 

é integrando, teniendo presente que para / :=0 ,X—0, y la 
constante de la integración es cero, será 

Designando por X' y V las áreas descritas por las pro-, 
yecciones del radio vector sobre los planos Z X , y Z Y , se 
tendrá del mismo modo 

Cada una de las constantes c}c\c", representa el duplo 
de la suma de las áreas descritas en la unidad de tiempo, 
por la proyección de cada radio vector sobre el plano 
coordenado correspondiente, multiplicadas respectiva
mente por las masas de cada uno de los puntos. De estas 
ecuaciones resulta el teorema de las áreas, cuyo enuncia
do es el siguiente: 

Si las fuerzas motrices aplicadas á un sistema se equili
bran, 6 tienen una resultante única que pasa por el origen 
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de las coordenadas, la suma de las áreas descritas por las 
proyecciones de los radios vectores sobre cada uno de los pla
nos coordenados, multiplicadas respectivamente por las masas 
de los puntos materiales correspondientes y es proporcional al 
tiemfo. 

E l enunciado del teorema de las áreas, se simplificaria, 
si las masas de los diversos puntos materiales fueran igua
les entre sí; porque se podría suprimir la masa de cada 
punto, quesería un factor común á todos los términos de 
la suma; y el teorema consistiría, en que la suma de las 
áreas descritas por las proyecciones de los radios vectores, 
sobre cada uno de los planos coordenados, sería proporcio
nal al tiempo / . Si quisiéramos hacer esta simplificación 
en el caso general, en que las masas m^m\m'r ., son des
iguales, escogiendo por unidad una masa mu que esté con
tenida un número exacto de veces en cada una de d i 
chas masas, de modo que se tenga 

m-=nmiy m'—n'm^ m"—n"mi 
siendo ;/,?/',... números enteros; podemos reemplazar 
el punto material de masa m, por « puntos materiales de 
masa que estén juntos los unos con los otros, el pun
to material ds masa w', por n' puntos materiales de masa 
mit y así sucesivamente; ds esta manera todos los puntos 
materiales tienen masas iguales á y por consiguiente 
se puede suprimir este factor común, y enunciar el teore
ma como ántes hemos indicado. Conviene, sin embargo^ 
observar que en realidad, en lugar de la suma de las 
áreas, es necesario tomar siempre la suma de los produc
tos de las áreas, que corresponden á los diversos puntos 
materiales del sistema, por las masas de estos puntos ma
teriales. 

635. E l teorema de las áreas se verifica en particu
lar, cuando las fuerzas motrices del sistema se reducen á 
las acciones mútuas entre sus diferentes puntos; ó son 
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fuerzas dirigidas todas constantemente hacia un punto 
fijo; con tal que se tome éste por origen de las coordena
das, porque en ambos casos estas fuerzas se destruyen. Si 
suponemos el Sol fijo, todas las fuerzas motrices de los 
planetas se reducen á fuerzas dirigidas hacia el centro del 
Sol, y a las atracciones y repulsiones mutuas, que se des
truyen dos á dos. 

Luego el teorema de las áreas se verifica en nuestro 
sistema planetario, con respecto á todo plano trazado por 
el centro del Sol. 

E l teorema de las áreas subsistirá, si sobrevienen en el 
sistema considerado choques ó explosiones, que provienen 
siempre de acciones mutuas entre sus moléculas, y se 
destruyen entre sí dos á dos, por ser fuerzas interiores. 

Teorema de las áreas en el movimiento, relativo. 

636. En lo dicho anteriormente hemos supuesto el 
origen de las coordenadas fijo en 
el espacio, y Vamos á ver que el 
teorema de las áreas . también se 
verifica cuando el origen es m ó 
vil con el sistema, es decir, en el 
movimiento relativo. Sean A 
( * i O ; i ^ i ) (fig- 273), el origen 
móvil, M un punto de masa m, 

Flg-273, cuyas coordenadas son ¿c ,^ , z , 
con respecto á los ejes fijos OX, O Y , O Z , y x \ y \ z con 
respecto á los ejes móviles A X ' , A Y ' , A Z ' , paralelos á 
los fijos. Sabemos, que 

(5) x ^ x ^ x ' , y — y ^ y , 2=^-1-2:'; 
sustituyamos estos valores en las ecuaciones (2), sin ha-

cer por ahora esta sustitución en - ¿ > •¿¡•2;laPrlrne" 
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mera se convierte en la 

(6) - ^ ^ ~ A ^ ^ ^ 9 . T y ^ ) • 

suponemos que no hay en el sistema ningún punto fijo, y 
entónces tenemos por las tres primeras ecuaciones del 
equilibrio del sistema solidificado (620) 

con lo que la ecuación (6) se simplifica, y queda reducida k 

(7) M ^ - y p ) = ^ ^ n 

De las ecuaciones (5) se deducen, — ' - f - — , y 
d t jL t c t t 

S==Sl+4l,; y sustituyendo en la resuita 
(8) ^ i ^ x - — s m r + s ^ ( x 

• = S ( Y ^ _ X y ) ; 
y obtendremos dos ecuaciones análogas á las dos ú l t i 
mas (2). Para que estas ecuaciones sean semejantes á 
las (2) del núm. 619, es necesario y suficiente que 

y lo mismo las dos cantidades análogas. Esto puede con
seguirse de varias maneras. 

Una de estas consiste, en tomar el centro de gravedad 
por origen de los ejes móviles, porque entónces, 2m:'==0, 
i : ^ ' = 0 , E¡W2;'=0; y tendremos en este caso las ecua
ciones 

(9) ^ - * ' ^ ) = S ( X * ' - Z A 
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TamSíen desaparecen los citados términos, y resultan 
las ecuaciones (9), si tomamos por origen móvil un pun
to que tenga en el espacio un movimiento rectilineo y 

uniforme, porque entónces ^ ^ = ± = 0 , 4 ^ ' = = 0 , 4 ^ = 0 . 

Y por últ imo, existe otra manera, pero mucho menos 
útil, de llegar al mismo resultado, que consiste en deter
minar el punto A por las condiciones siguientes: 

¿y, 
dt? dt2 d v ' 

Lmx ^my' Swz' 
Estas ecuaciones dignifican, que la fuerza aceleratriz 

del punto A , ó la que habria que aplicarle en cada ins
tante, para que tomara el movimiento que tiene realmen
t e , debe estar constantemente dirigida hacia el centro de 
gravedad del sistema; puesto que SWA:' , ^mz' son 
proporcionales á las coordenadas móviles del centro de 
gravedad del sistema. 

637. . Si el origen de las coordenadas móviles se esco-
je de una de estas tres maneras, se tendrán, con respec
to á los ejes móviles, propiedades semsjantes á las en
contradas para los ejes fijos, porque las ecuaciones (9) 
tienen la misma forma que las ecuaciones (2) del n ú 
mero 631. As i , si las fuerzas se equilibran, suponiendo 
el sistema solidificado, ó se reducen á una sola que 
pasa por el origen móvil, los segundos miembros de las 
ecuaciones (9) son cero, y se deduce también que la suma 
de las áreas descritas por las proyecciones de los radios 
vectores sobre uno de los planos coordenados, mult ipl i 
cadas por las masas correspondientes, es proporcionar al 
tiempo, ó crece de cantidades iguales en tiempos iguales; 
y el teorema de las áreas es cierto con respecto á este 
plano móvil. En nuestro sistema planetario, por ejemplo, 
se puede tomar por origen de las coordenadas su centro 
de gravedad; porque suponiendo que las estrellas no ejer-
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cen ninguna acción sobre el sistema, el movimiento de 
este punto es rectilíneo y uniforme. Por otra parte, las 
fuerzas motrices del sistema se reducen á las acciones mu
tuas entre sus diferentes puntos, de suerte que se verif i
ca el teorema de las áreas con respecto á un plano cual
quiera que pasa por su centro de gravedad. 

Plano del máximo de las áreas ó plano invariable. 

638. E l plano del máximo de las áreas es un plano 
tal, que la suma de los productos de.las masas de los pun
tos materiales por las áreas que describen las proyecciones 
de sus radios vectores sobre este planQ, es un máximo. 

Para determinarlo consideremos un sistema de puntos 
en movimiento, para el cual se verifica el teorema de las 
áreas, tomando por origen un punto O, fijo ó móvil, se
gún las condiciones anteriormente establecidas. 

E l radio vector O M del punto M (fig. 274), describe 
en el espacio una super
ficie cónica, cuyo elemen
to M O N coincide con el 
plano tangente; sean ds 
este elemento, a, 6, y los 
ángulos que la perpendi
cular O L á su plano forma 
con los ejes OX, OY,OZ; 
(oel área O M ' N ' descrita 
por la proyección del ra
dio vector O M sobre u n 

plano cualquiera P, perpendicular á una recta O H , que 
forma con los ejes los ángulos ^, ¿, /. Llamando c p = L P H , 
al ángulo del plano de la área, con el plano de proyección 
P; tendremos 

Fig. 274. 
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porque es la proyección del área ds sobre el plano P. 
Las proyecciones de ds sobre los planos coordenados son 
d)'.yák\d'k"> y se tiene, 

d'k"z=dscosa.i d'k,=dscos6i d'k=dscosyi 
y coscp —cosacos¿7+cos§cos^H-cosycos/; 
•multiplicando esta última por ds, y teniendo en cuenta 
las precedentes, se tiene 

du)=dl"cosa-\-dl'cosl>-\-dlcosl, 
de donde integrando, 

eos «-í-Veos ¿ - j -^ eos/; 
por consiguiente, multiplicando esta ecuación por m, y 
sus análogas por m'ym", y sumándolas ordenadamen
te, tendremos 

S müi=cos dZmX'+eos FZmh!+eos /EwX. 
Pero sabemos (634) que 

Vmk'—le't, Zmk"—^"*} 
luego 

(10) S^w == eos ̂ + ^ eos ¿ - f - ¿: eos /) 4 • 

En esta ecuación el coeficiente de / es constante, siendo 
dada la posición del plano P. Hagamos 

podemos escribir la ecuación anterior Bajo la forma 

(c" c c \ h 
j-eos a -4--^-cos^-f-eos c J—./. 

Las cantidades J-» son menores que la unidad, y 
pueden representar los cosenos de los ángulos formados 
por una cierta recta O K con los ejes coordenados, recta 
cuya dirección es independiente de la posición del plano P. 
Por consiguiente, si concebimos un plano iz perpendicular 
á OK, la posición de este plano no depende de la del plano 
P. Siendo 0 el ángulo H O K de los planos P y se tiene 

c" c' 
COS 0=yCOS^ + y COŜ  + ~COS/, 
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por consiguiente 
(12) Sw(o=^/cos9 . 

Así, la suma de las áreas descritas sobre el plano P, m u l 
tiplicadas respectivamente por las masas de los puntos 
correspondientes, es igual al producto de %kt por el co
seno del ángulo de los dos planos P y TC. 

Como la cantidad constante k es independientemente 
de la posición del plano P, la ecuación (12) nos dice, que 
la cantidad S^w es un máximo, cuando eos 9 = 1 , 9 = 0 ; 
es decir, cuando el plano de proyección P coincide con el 
plano TC; entónces tendremos 

(13) 2wto=iK/ . 
Existe, pues, un plano fijo tal, que la suma délas áreas 

descritas durante un tiempo cualquiera por las proyeccio
nes de los radios vectores de los puntos móviles sobre 
este plano, multiplicadas por sus masas, es mayor que para 
otro plano cualquiera de proyección. Este plano está 
siempre fijo en el espacio, cualquiera que sea el tiempo 
trascurrido, como que su dirección depende de las canti
dades constantes —, -r-, y se le llama por esta razón 

plano del máximo de las áreas, ó plano invariable. 
. Su ecuación es como vimos (632) 

y la suma Sww relativa á otro plano de proyección, se de
duce de laque se refiere al plano TC, multiplicándola por"el 
coseno del ángulo de los dos planos. Este plano es el mis
mo que el del par resultante de, las cantidades de mov i 
miento del sistema solidificado, que determinamos en el 
citado núm. 632. 

É n nuestro sistema solar, una vez determinado el pla
no invariable, se pueden referir á él los movimientos de 
todos los cuerpos del sistema, y comparar entre sí, todas 
las observaciones astronómicas hechas en los tiempos pa-
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sados, presentes y futuros. La determinación del plano in
variable del sistema solar es una de las cuestiones más 
importantes de la Mecánica celeste. 

Aplicaciones del teorema de las áreas. 

639. E l teorema de las áreas nos explica, porqué el 
movimiento anual de la Tierra alrededor del Sol no es 
uniforme. En efecto, siendo este teorema aplicable al 
movimiento de los planetas en sus órbitas, las cuales son 
elipses que tienen el Sol en uno de sus focos,* los radios 
vectores, que unen el centro del Sol con el centro del 
planeta, son desiguales; y en elperihelio, que son meno
res , deberá el centro del planeta estar animado de ma
yor velocidad, que en el afhelio, en que son mayores, para 
que las áreas descritas por el radio vector en tiempos 
iguales sean iguales, como deben serlo en virtud del teo
rema de las áreas. 

640. Las fuerzas interiores no tienen, como hemos 
dicho, influencia alguna sobre la suma de los momentos 
de las cantidades de movimiento con relación á un eje 
cualquiera, ó lo que es lo mismo, sobre las sumas de los 
productos de las masas, por las áreas que describen du 
rante la unidad de tiempo^ las proyecciones de los radios 
vectores sobre planos fijos. 

Así, si un cuerpo gira al rededor de un eje fijo, y por 
un esfuerzo interior ciertas partes del cuerpo se aproxi-, 
man al eje, la suma de los productos de las masas por las 
áreas descritas durante la unidad de tiempo, en proyec
ción sobre un plano normal al eje, no experimentará cam
bio ninguno en vir tud de esta acción interior; de donde 
resulta, que la velocidad angular w aumenta, porque el 
área descrita en la unidad, de tiempo por un radio vector 
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r tiene por valor | w r 2; si r disminuye, w debe aumentar 
para que el producto ^ wr2 permanezca constante. 

E l enfriamiento de un cuerpo produce una contracción 
ó disminución de volumen, debida á la acción de fuerzas 
interiores; luego un cuerpo que gira al rededor de un 
eje debe adquirir velocidades angulares más y más gran
des á medida que se enfria. 

Apliquemos este resultado á la Tierra, que gira alrede
dor de su eje. 

Las observaciones meteorológicas han demostrado que 
la temperatura de la Tierra disminuye aunque, muy len
tamente; luego la velocidad angular de la rotación de la 
Tierra aumenta también lentamente. Por otra parte, las 
observaciones astronómicas, desde Hiparco hasta nues
tros dias, prueban que, en un período de más de dos mil 
años, la velocidad de la rotación de la Tierra ha variado 
muy poco; lo que demuestra que la temperatura de nuestro 

. globo ha variado también muy poco. 
641. En vir tud del teorema de las áreas, un ser ani

mado, aislado en el espacio, y que no recibe la acción de 
ninguna fuerza exterior, y está primitivamente en reposo, 
no solo no podrá mover su centro de gravedad, sino que 
le será imposible darse á sí mismo un movimiento de ro
tación al rededor de dicho punto; porque de cualquier 
modo que haga funcionar sus miembros, no puede des
arrollar más que fuerzas interiores, que no alteran la suma 
de las áreas descritas por las proyecciones de los radios 
vectores, que parten de dicho punto, sobre un plano 
cualquiera que pase por su centro de gravedad, la cual 
debe conservar siempre el mismo valor; y si al principio 
era nula, después debe también serlo. Así, cuando mueve 
algunas partes de su cuerpo, de manera que la suma de 
las áreas que les corresponden, proyectadas sobre un pla
no determinado, tiene un valor positivo, hay precisamen-

MECÁNICA R A C I O N A L . — T O M O IT. 14. 
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te otras partes del cuerpo que se mueven al mismo t iem
po en sentido contrario, de manera que describan áreas 
cuya suma de proyecciones sea negativa, á fin de que la 
suma total de las áreas^ relativas á todas las partes del 
cuerpo, sea igual cero. 

Cuando un hombre puesto de pié sobre el suelo, y es
tando en reposo, empieza á marchar háciá adelante, hace 
pasar su centro de gravedad del estado de reposo al de mo
vimiento; vamos á explicar cómo. Mientras que el hom
bre se encuentra en reposo, está sometido á dos fuerzas 
exteriores que se equilibran, que son, la acción de la gra
vedad que obra sobre las moléculas de su cuerpo, y la 
resultante de las presiones que sufre de parte del suelo, 
en los diferentes puntos en que le toca; cuando el hombre 
quiere ponerse en marcha y adelanta un pié, solo desarro
lla fuerzas interiores, que no pueden poner su centro de 
gravedad en movimiento; pero en virtud de teorema de 
las áreas, y conforme á lo que acabamos de decir, al mismo 
tiempo que adelanta un pié, el otro pié y el resto del cuerpo 
tienden á retroceder, retroceso que no se verifica por el 
rozamiento que se desarrolla, y lo impide hasta un cier
to límite, y como este rozamiento es una fuerza ex
terior, el centro de gravedad del cuerpo adelanta; de ma
nera que el rozamiento, que el suelo ejerce sobre la plan
ta del pié, es la fuerza que determina el movimiento del 
cuerpo. Es sabido, que sobre un piso resbaladizo, para el 
cual el coeficiente de rozamiento es pequeño, al adelantar 
un pié, el otro resbala hácia atrás, y hay peligro de caer 
si no se tiene cuidado; lo cual se observa frecuentemente 
al marchar sobre un piso de hielo, ú otra superficie lisa, 
y áun más si se tienen puestos patines. 
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T e o r e m a de las fuerzas vivas . —Consecuencias del teorema de las fuer
zas v i v a s . — T e o r e m a de las fuerzas vivas en el"movimiento relati
vo .—Teorema de la menor a c c i ó n . — I m p o r t a n c i a relativa de los 
teoremas generales que rigen el movimiento de un sistema material 
cualquiera. 

Teorema de las fuerzas vivas. 

642. En el movimiento de un punto material se ve
rifica, que el incremento de la fuerza viva del punto so
licitado por una fuerza F, durante un intervalo de tiempo 
cualquiera, es igual al duplo del trabajo desarrollado por 
la fuerza durante este tiempo. Como el trabajo de la re
sultante de varias fuerzas es igual á la suma de los traba
jos de las componentes, si el punto está solicitado por vá -
rias fuerzas, el incremento de la fuerza viva del punto 

«es igual al duplo de la suma de los trabajos desarrollados 
por todas estas fuerzas. 

Ssan V 0 y v las velocidades de un punto de masa m al 
principio y al fin del tiempo /; F'v F ^ , las com
ponentes tangenciales de las fuerzas F, F ' , F" . , . . . que 
«obran sobre el punto, en un instante cualquiera, ds el ele
mento de trayectoria descrito por el móvil en el tiempo 
J í , contado á partir de este instante. La ecuación de las 
fuerzas vivas en el movimiento de este punto, será, 



2 1 2 TEOREMAS GENERALES D E L MOVIMIENTO. 

el signo suma se extiende á tantos sumando como fuerzas 
actúan sobre el punto, y los límites S Q Y s son los arcos, 
correspondientes á la posición inicial y final del punto. 

Escribamos tantas ecuaciones análogas á la anterior, co
mo puntos tiene el sistema material en movimiento, con
siderando un mismo intervalo de tiempo para todos, y 
sumemos miembro á miembro todas estas ecuaciones, el. 
resultado final será 

( i ) H ^ 2 _ _ S m ; 0 2 = 2 S J* F j i r , 

en la cual los signos S del primer miembro se extiendeiií 
á tantos sumandos como puntos materiales tiene el siste
ma, y el mismo signo en el segundo miembro á tantos su
mandos de la misma forma, como fuerzas obran sobre to
dos los puntos del sistema. 

E l primer miembro de esta ecuación expresa el incre
mento de la suma de las fuerzas vivas del sistema al pasar 
de la posición inicial á la posición final; y el segundo la 
suma de los trabajos desarrollados por todas las fuerzas 
que obran sobre el sistema, al pasar éste de una posición 
áotra; entre estas fuerzas se encuentran á la vez las fuerzas 
exterioreá*y las interiores, ya sean fuerzas dadas, ya re
presenten las ligaduras del sistema. Sólo desaparecen las 
fuerzas en el segundo miembro'de la ecuación anterior, en 
los casos particulares en que su trabajo individual es cera 
por sí mismo. 

La ecuación ( i ) es la expresión analítica del teore
ma de las fuerzas vivas, el más importante de toda la 
Dinámica, en lo que se refiere al movimiento de las m á 
quinas, .el cual se enuncia en los siguientes términos: 
. E l incrementó total de la fuerza viva de un sistema ma

terial en movimiento, durante un intervalo de tiempo cual
quiera, es1 í ^ a d a l duplo de la suma de los trabajos de todas 
las fuerzas, tanto exteriores como interiores, que actúan sobre-
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dos diversos puntos del sistema y durante el mismo tiempo. 
Es muy esencial observar que las fuerzas interiores no 

«desaparecen por sí mismas de la ecuación de las fuerzas 
vivas, como sucede en los tres primeros teoremas gene
rales, lo cual constituye una diferencia importante entre 
•esta ecuación y las que expresan analíticamente los otros 
tres teoremas. Por consiguiente, siempre que se trata del 
estudio de las fuerzas interiores, se usa el teorema de las 
fuerzas vivas. 

643. E l teorema de las fuerzas vivas está comprendi
do, como todos los teoremas generales, en el teorema de 
d'Alambert. 

La ecuación general del movimiento, que expresa este 
teorema, es 

<*) £ [ ( x - ^ ) 8 . + ( Y - ^ ) a r + ( z - ^ ) t o ] = o ; 

en la cual m^m'^m"...... son las masas de los puntos ma
teriales del sistema, solicitados por las fuerzas P,?',?", 
cuyas componentes paralelas á los ejes son X , Y , Z , 
X ' , Y ' , Z ' , 

Las ligaduras del sistema estarán expresadas por cierto 
número de ecuaciones. 

(3) L = 0 , M=0 , N = 0 , 
que deben ser satisfechas durante todo el movimiento, 
por las coordenadas de los puntos del sistema, en todas sus 
posiciones. 

Dando un movimiento virtual al sistema, durante el 
•cual puede suponerse el tiempo constante, deduciremos 
de las ecuaciones (3) las siguientes: 

iduc dy ^ dz dx 

(4) tex+^+^52+lM5y+ =0. 
dx 1 dy ^ dz dx' 
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E n el movimiento efectivo del sistema las coordenadas-
de sus diferentes puntos deben satisfacer á las ecuaciones 
de condición (3), y se tiene, diferenciándolas con relación 
á / como variable independiente, 

i d L j d L j . d L j dL j , dh , , . „ 
\ < ü d t + - s i d x + — y d s + - d ; d z + M d x + = 0 -

(s) \ ^ d t + ^ d x + ^ é . + ^ d z + f 4 x ' + _ 0 > 
i d t dx dy J dz ' dx' 1 ** 

Supongamos qué las ecuaciones de condición no con
tienen el tiempo explícitamente; entónces 

dL n dlá. n 

y de la comparación de las ecuaciones (4) y (5) deduci
remos 

^x — dx̂  ty-zz^dy^ liZ-^dZ) lx'=zdx\. 
Así, entre todos los movimientos virtuales, compatibles 

con las ligaduras del sistema, podremos escoger el que se 
refiere al movimiento real de cada punto, para el cual 
la ecuación (1) será 

í(x-»S)^+(Y-^)^+(z-»S)¿+0^ 
que se puede poner bajo la forma 

(6) S;J 

Pero de 

( 6 ) ^ d X d ^ d y d * y + d z d H ^ s ( x ^ + + Z d z l 

se deduce 

dx^+dy2)- dz2 

dxd?oe -4- dy d^y+dzdh 

(7) dYimv^=^(X.dx+Ydf- \ -Zdz); 
ó llamando ^ ) á la proyección del camino recorrido por 
el punto de masa sobre la dirección de la fuerza P, será. 

' (8) dZmv*=%Wdp. 
Luego la diferencial de la suma de las fuerzas vivas, de-
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todos los puntos del sistema, es el duplo de la suma de las 
cantidades .de trabajo elemental de las fuerzas motrices. 

Integrando la ecuación (7) entre los límites t0 y ten
dremos, designando por ^ Ia velocidad inicial y por v la 
velocidad final para cada uno de los puntos, 

(9) S ^ 2 _ E ^ i ; 0 2 r = 2 r ^ d x + Y d j + Z d z ) , 
' ¿% 

que es la ecuación de las fuerzas vivas y puede enunciar
se en los mismos términos que la ecuación (1), en razón 
á q u e el trinomio del trabajo, X dx-\-Ydy -+-Zdz, es equi
valente á F ^ s . 

644. Puede demostrarse directamente, de una manera 
muy sencilla, el teorema de las fuerzas vivas. La fuerza 
P que actúa sobre un punto de masa m, tiene por compo
nentes tangencial y centrípeta, y siendo peí radio 
de curvatura. Introduciendo con la fuerza P dos fuerzas 
iguales y contrarias á estas componentes, deben equili
brarse con ella, y por consiguiente, la suma de los mo
mentos virtuales de las tres debe ser cero. 

Gomo en la demostración anterior, si las ligaduras del 
sistema no dependen explícitamente del tiempo, podemos 
tomar el movimiento real ds, por el movimiento virtual 
8J. Sea dp la proyección de ds sobre la fuerza P, el mo
mento virtual de esta fuerza es Pd/), el de la fuerza tan
gencial tomada en sentido contrario es 

dv , ds j j —m — as——m -T~av=—mvav; dt dt » 
el de una fuerza igual y contraria á la fuerza centrípeta 
es cero; luego tendremos 

Vd-p—mvdv—O) ó ^Pdp—I¡mvdv=Oi 
que puede ponerse bajo la forma 

dZmv%=2ZFdp 
que es precisamente la ecuación (8), y se puede deducir de 
ella la ecuación (9). 
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Consequencias del teorema de las fuerzas vivas. 

645. E l teorema de las fuerzas vivas suele denomi
narse algunas veces teorema del efecto del trabajo. E n él 
vemos que el trabajo positivo de las fuerzas tiene por 
efecto aumentar la fuerza viva total de un sistema móvil, 
mientras que el trabajo negativo produce una disminu
ción de dicha fuerza. E l trabajo motor, gastado por las 
fuerzas durante un cierto recorrido de los puntos móv i 
les, se vuelve á encontrar bajo la forma de fuerza viva, 
al cabo de este recorrido, en el sistema que se mueve, y 
la fuerza vivaque el sistema pierde, para vencer las resis
tencias que se oponen al movimiento, aparece del mismo 
modo en el trabajo negativo desarrollado por estas resis
tencias. Bajo este punto de vista, puede decirse que el 
movimiento de un sistema material es una serie no interrum
pida de cambios de trabajo en fuerza v i v a j de fuerza viva 
en trabajo. 

Sea T la suma algébrica de los trabajos de las fuerzas 
motrices ó resistentes; apliquemos la ecuación de. las fuer
zas vivas, será 

(10) S m ; 0 2 = 2 T , 
al cabo de un cierto intervalo de tiempo, y supongamos 
que al principio y al fin dé este intervalo las velocidades 
de los mismos puntos son las mismas, ó lo que es lo mis
mo, que v=zVfr resultará que Sw^^Sm'Q2, y T s e r á p o r 
lo tanto cero; luego el trabajo total de las fuerzas es nulo 
durante el intervalo de tiempo considerado. 

Esta conclusión se aplica principalmente á los mov i 
mientos periódicos, es decir, á los movimientos en vir tud 
de los cuales los diversos puntos materiales que componen 
un sistema, vuelven al cabo de tiempos iguales á las posi
ciones precedentemente ocupadas, y se vuelven á encon-
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trar animados de las mismas velocidades. Cuando esto se 
verifica, el trabajo total de las fuerzas es nulo para cada 
uno de los períodos. 

E n una máquina que empieza á trabajar partiendo del 
reposo, y vuelve al reposo cuando su trabajo cesa, se tie
ne al principio del movimiento i ' 0 = 0 , y al fin ^=0, para 
todos los puntos de la máquina. Luego T=:0, es decir, 
que la suma de los trabajos de todas las fuerzas que ac
túan sobre la máquina, desde que empieza á marchar, has
ta que para, es idénticamente nula; el trabajo positivo de 
ias fuerzas motrices es por lo tanto, durante este interva
lo, igual en valor absoluto al trabajo negativo de las re
sistencias. 

646. Si no hay fuerzas motrices aplicadas al sistema, 
ó si las fuerzas se equilibran, se tiene en la ecuación (8) 
2 P ^ = 0 , integrada aquella ecuación, da 

(11) 2W=:cons . t e . 
De manera, que en un sistema sujeto á condiciones cua

lesquiera , pero que no dependan del tiempot si no hay fuer
zas motrices, ó si las fuerzas motrices se equilibran conti
nuamente, la suma de las fuerzas vivas permanece cons
tante. Este principio se conoce con el nombre á&prin
cipio de la conservación de las fuerzas vivas. Debemos 
-observar que en los sistemas en que tiene lugar , no 
estando sometidos los puntos á la acción de ninguna fuer
za motriz, las velocidades no varian más que á causa de 
sus ligaduras y de la precisión de moverse sobre superfi
cies ó curvas fijas. 

647. Si la función ^(X.dx-\-^ídy-\-lLd'z) es la diferen
cial exacta de una función de las variables x ,y ,z ,x ' .y ' j¿ 
consideradas como independientes, ó como ligadas entre 
s í por las ecuaciones L = 0 , M=0, N=0,...; de modo 
que se tenga 

(12) ^ { d x + ^ d l + r L d z ) = d ] { x y , z ¿ y \ z \ ) , 
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tendremos, integrando la ecuación (7) con relación ai 
tiempo ¡ 

[ (] 3) Z m v * = f { x ^ z, x' J , z \ ) + G; 
al principio del tiempo ^, la velocidad es y las coorde
nadas x0, ro, ^o^o' , y tendremos 

s^o2=/(^o-ro> m y'<s> ) + c; 
por consiguiente 
(14) Emv\—^mv^~f{x,v ,%,xy. . . )—j{x^Y{)^x^. . . ) . . 

Así , que cuando el sistema pasa de una posición á otrar 
el incremento de la suma de las fuerzas vivas solo depen
de de las coordenadas de sus puntos en estas dos posicio
nes. No hay necesidad, para calcular este incremento, de 
conocer ni las ligaduras de los puntos en este intervalo, 
ni los caminos que han seguido, ni el tiempo empleado en 
recorrerlos. 

La ecuación (14) prueba también, que si los puntos 
móviles vuelven al fin del tiempo / á ocupar las posicio
nes que tenian al fin del tiempo /0, la suma de las fuerzas 
vivas tiene el mismo valor en estas dos épocas. En este 
caso 

porque7(^,r,-3',^... . .)y/(^o^o^0'-x:'o----)tienen elmis-
mo valor generalmente. Decimos generalmente, porque 
hay algún caso en que la función aumenta en una canti
dad constante, y entónces no se verifica la consecuencia 
sino teniendo en cuenta esta constante. 

La expresión ^(Xdx-^-Ydx-i-Zdz) es la diferencial 
exacta de una función de x.j^, z, x \ y \ cuando las. 
fuerzas motrices están constantemente dirigidas hacia 
puntos fijos, y son funciones de las distancias de los pun
tos de aplicación á dichos puntos fijos. Lo cual sucede 
cuando las fuerzas provienen de atracciones y repulsio
nes mutuas, cuyas intensidades son funciones de las dis
tancias, de los puntos entre los cuales se ejercen. 
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Dicha expresión no es una diferencial exacta cuando 
hay rozamiento a la resistencia de un medio. Todo lo 
cual está conforme con lo que dijimos al tratar esta mis
ma cuestión en la primera parte dé la Dinámica, y se prue
ba del mismo modo. 

648. En el caso de un sistema de n puntos y 3«—1 
ecuaciones de condición, es decir, que las ligaduras del sis
tema son completas, cada punto se mueve, en un mismo 
instante, sobre una curva completamente determinada, y el 
movimiento puede definirse por medio de una variable úni
ca, expresada en función del tiempo. En este caso, cuando 
se prescinde del rozamiento y de la resistencia del medio 
en que se mueve el sistema, la ecuación de las fuerzas 
vivas bas.ta para determinar el movimiento de cada punto, 
porque uniendo esta ecuación á las 3 « — 1 , que expresan 
las ligaduras, resultan 3» ecuaciones para determinar las 
3/2 variables x^r , z, x ,y \z! , Antes de emplear la ecua
ción de las fuerzas vivas, conviene expresar todas las va
riables en función de una de ellas, convenientemente es
cogida, la cual se determina luégo por medio de dicha 
ecuación. 

Cuando no se prescinde del rozamiento ni de la resis
tencia del medio, que suelen llamarse resistencias pasivas, 
éstas permanecen desconocidas en la ecuación del trabajo; 
mas no por eso dejará de verificarse ésta, y siempre ten
dremos, llamando T al trabajo total durante el tiempo que 
se considere, la ecuación 

Sw.^—Sm^2—2T. 

Teorema de las fuerzas vivas en el movimiento relativo. 

649. El teorema de las fuerzas vivas se verifica también 
en el movimiento relativo de un sistema cualquiera, y lasuma 
de las fuerzas vivas se descompone en dos partes: una, la 
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fuerza viva de la masa entera, concentrada en el centro de 
gravedad, y otra la fuerza viva correspondiente al movi
miento relativo del sistema, con respecto á ejes de direc
ción constante trazados por el centro de gravedad. 

Sean Gx^Gy^Gz^ tres ejes paralelos á tres ejes fijos 
O X O Y , O Z , y trazados por el centro de gravedad 
G{xlfyi1 z^, al fin de un tiempo cualquiera; x ' z ' las 
coordenadas de un punto cualquiera A (x, z) , con res
pecto á estos ejes móviles; tenemos 

(15) x z ^ x i + x , j ^ r ^ j , z = z i - { - z f ; 
de las que, diferenciando, se deducen 

, dx dxi | dx' dy d y 1 . d y ' dz d ^ í . d ^ , 
( I b ) — , - J l "^""f""^"' dT 'dt^~~dt ' 
Sean v la velocidad del punto A , vr la velocidad relati

va, es decir, su velocidad aparente para un observador 
situado en el centro de gravedad y participando del mo
vimiento de los ejes móviles, y 1^ la velocidad del centro 
de gravedad G. 

Sabemos que 
2 dxs-*-dy2-hdz2 d # 1 , dy2 . dz] 

V dt2 " 'dt2'f~ ' d i 2 ^ " d t i ' 
elevando al cuadrado las ecuaciones (16), y sustituyendo, 

„ dxS + dyf + dz? . dx'*-{ dy'2+dz'2 , 
sera ^ = ^ — h ^ - h 

, yídXjdx' , dyj dy' • dzl dz' \ 
v d¿ dt dt ' d t ' * ' dt ' d t ) ' 

(,~\ ^ — v 2 - 4 - 2 ^ .^ . ' -U^.1 . ^ - J - ^ i . • (17; v ~irvr 4 - ^ ^ dt - t -^ " ^ - T dt dt ) * 

multipliquemos por m los dos miembros de esta ecuación, 
y sumando ordenadamente todas las ecuaciones así obte
nidas para todos los puntos del sistema, obtendremos la 
siguiente: 

(18) Vmv'Z—ZmvP+^mv?; 
observando que 

W¿ dt2 J dt dt dx dt dt dt » 
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por ser el origen G el centro de gravedad del sistema, 
para el cual Ilmx'=Oi1Elmy=0 y por lo tanto 

^ ^ = 0 . ^ ^ = 0 , 
Podemos poner en vez de S»2^12=Mx'12, siendo M la 

masa total del sistema, y la ecuación ( i 8) toma la forma 

que nos dice, que la suma de las fuerzas vivas de los puntos 
en su movimiento absoluto es igual, en cada instante, al pro
ducto de, la masa total del sistema multiplicada por el cuadra
do de la velocidad del centro de gravedad, más la suma de 
las fuerzas vivas en el movimiento relativo alrededor del 
centro de gravedad,. 

Suponiendo, como al principio, que el sistema es ente
ramente libre, sustituyamos el valor anterior de ^mv^ en 
la ecuación 

i : S ^ 2 = 2 S ( X Í J C + Y ¿ r + Z Í 2 ; ) ; 
obtendremos 

(19) d ^ í v ^ + d ^ m v ? 
= 2 I i ( X d x i - \ - Y dfi + Zdz^ -{-2ll(Xdx - i - Y d y -\- Zdz'); 
de las ecuaciones del movimiento del centro de gravedad 

se deduce 

dt* 1 
= 2 2 (XÍXÍ -f- Y^Ti - f Zd%¿); 

y simplificando la (19), resulta, 
dZmvr^ZZÍXdx' + Ydy+Zdz ' ) ; 

que expresa, que en el movimiento relativo de un sistema 
absolutamente libre, alredor de su centro de gravédad, lá 
diferencial de la suma de las fuerzas vivas de los puntos 
del sistema es igual al duplo de la suma de las cantidades 
de trabajo aparenté de las fuerzas motrices* 
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Teorema de la menor acción. 

650. Cuando las ecuaciones de condición son inde
pendientes del tiempo, y la función 

2 ( X ^ -4- d j + Z d z ) = d f , 

siendo / una función de las coordenadas, se verifica el 
teorema de la menor acción, que se enuncia así: Eníre 
iodos los movimientos por los cuales se puede imaginar 

que el sistema pasa de una de sus posiciones á otra, satisfa
ciendo a las ecuaciones de condición^ el movimiento efectivo es 
el que reduce á un mínimo la suma de los productos de las 
cantidades de movimiento de cada punto material por los a r 
cos elementales que describe sobre su trayectoria real ó efec
tiva. 

O lo que es lo mismo, para el movimiento efectivo se 

verifica que 2 mvds es un mínimo, y satisface á la con

dición 

Bs J^mvds—0. 
Efectuando la diferenciación tendremos" 

82 m v d s = i mlvds-{-'z J*mvlds\ 
el primer sumando, poniendo por ds su valor vdt, será 

2 mlvds—'z J* mvhjdt— dt 'Zmvlv=% dí^mv^y, 

teniendo presente que dt es factor común, y los signos 2 
y S pueden permutarse. 

La ecuación de las fuerzas vivas en el supuesto en que 
procedemos, es 

2^2^,2 J 2 Í x ^ + Y ^ r - f Z ^ j = ¿ = / - f C, 
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tomando las variaciones en esta ecuación, resulta 

luego 

2 J^mlvds =J¡'i(Xt'x+YSr - h Zhz)dt. 
El segundo sumando se trasforma como si se tratase de 

un punto único. De 

se deduce 
dsñds—dx&dx+dyhdj- -4- dzZdz; 

dividiendo por dt y multiplicando por m, se convierte en 

mvúds-=m^Zdx + m^}>djs ^ m ^ l d z , 
CtC ( t t ( l o 

y 2 ^ mvZds—Z J* w^Six-f-s viv^pdj-\-^ J*m^pdZy 

integrando por partes estos términos, será 

2 J* m~%dx=^m^hx—2 l xn¿^dt , 

y del mismo modo se trasforman los otros términos. Y 
por fin 

Reuniendo los resultados, se tiene 

tefmvds=iLm\^dtlx+^y+%Zz} + 

+J*z{X.Zx + YhrA-ZZz)dt. 

P í d-x^ dy"- dz*^ \ . 

+ / - [ ( x - M < s } > * ( Y - " ^ y + ( z - « i ) & > -
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La suma fuera del signo es nula en los límites, 

puesto que la posición inicial y final de los puntos se supo
nen fijas; ademas, el movimiento efectivo por el cual el 
sistema pasa de la primera posición á la segunda, exige 
que en cada instante se verifique la ecuación 

s[(x-̂ )&+(Y-wS)5-r+(z-'K5)&]=0' 
luego 

mvds=0; 

condición que basta, salvo ciertos casos excepcionalesr 

para que S mvds sea mínimo. Esta función no pue

de ser nunca un máximo, como vimos al tratar de este teo

rema con relación á un solo punto material. 

Importancia respectiva de los teoremas generales que rigen 
el movimiento de un sistema material cualquiera. 

651. Los cinco teoremas generales que acabamos de 
exponer, no tienen la misma importancia: el primero se 
refiere únicamente al centro de gravedad, del sistema, y 
nos da una idea clara y sencilla de la manera de moverse 
en el espacio el-conjunto del sistema, permitiéndonos es
tudiar el movimiento del centro de gravedad como si se 
tratase de un punto material. 

Los teoremas segundo y tercero que se refieren á las 
cantidades de movimiento proyectadas sobre un eje, y á 
los momentos de estas cantidades de movimiento, también 
con respecto á un eje, expresan relaciones entre las fuer
zas aplicadas al sistema material, y los efectos producidos 
por ellas sobre las diferentes partes del sistema; relacio
nes ó ecuaciones que sirven para determinar los valores 
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de algunas de las cantidades que contienen en tuncion de 
los demás. E l número de ecuaciones que producen, pa
rece que es indefinido, como lo son los ejes á que pueden 
referirse uno y otro; pero fácilmente se ve que de ellas solo 
son distintas seis, tres relativas á cada uno; lo cual se com
prende con solo considerar las cantidades de movimiento 
como fuerzas, proyectar estas sobre los tres ejes coor
denados, y tomar los momentos de ellas con respecto á 
los mismos ejes, como si se tratára de establecer las condi
ciones del equilibrio de un sólido invariable; de modo 
que según esto, el segundo teorema da tres ecuaciones dis
tintas, y el tercero otras tres, en junto seis. 

E l teorema de las fuerzas vivas solo da una ecuación, 
la cual contiene todas las tuerzas del sistema, lo que no 
sucede en los tres primeros, que solo contienen las fuerzas 
exteriores. Conviene tener presente que en este teorema 
Sm;2 es una cantidad esencialmente positiva, como todos 
los sumandos que comprende. 

E l teorema de la menor acción ya hemos dicho en la 
primera parte de la Dinámica (38 ,̂ que su importancia 
hoy es más histórica que científica. 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 15 
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Movimiento de rotac ión de un sól ido alrededor de un eje fijo,—Caso 
en que el cuerpo se pone en movimiento por la acc ión de f uerzas 
instantáneas ó percus iones . -^-Cálculo de las percusiones ejercidas 
sobre el eje fijo.—Condiciones para que el eje no experimente n in 
guna p e r c u s i ó n . — C e n t r o de p e r c u s i ó n . — C o n d i c i ó n para que solo 
obre la percus ión,sobre un punto del eje. 

Movimiento de rotación de un sólido alrededor de un eje fijo. 

652. Habiendo establecido en las lecciones anteriores 
los teoremas generales del movimiento de un sistema ma
terial cualquiera, vamos a aplicar estos teoremas á los 
diferentes casos de movimiento que puede presentar un 
cuerpo sólido. 

E l problema general que vamos á resolver, consiste en 
determinar el movimiento de un sólido sometido á la ac
ción de fuerzas dadas. Los casos de movimiento que pue
de presentar son cuatro: i.0 Que el sólido esté sujeto á g i 
rar alrededor de un eje fijo. 2.0 Que esté sujeto á girar 
alrededor de un punto fijo. 3.0 Que esté libre en el es
pacio. 4.0 Que esté sujeto á permanecer en contacto con 
una superficie fija. 

Empecemos por el primer caso. 
653. En la Cinemática hemos visto, que en el movi 

miento de rotación de un sólido alrededor de un eje, todos 
los puntos del sólido describen arcos de círculo semejan
tes , cuyos radios son sus distancias al eje; y que llamando 
w á la velocidad angular, la velocidad absoluta es v—ro). 
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hiendo r la distancia del punto de que se trata al eje. 
Aplicando á la resolución de este problema el teorema 

de d'Alambert, según el cual, todas las fuerzas motrices 
del sistema se equilibran en cada instante con las fuerzas 
efectivas tomadas en sentido contrario, se obtendrá la 
ecuación única que lo resuelve, porque el sistema es de 
ligaduras completas, y basta una sola ecuación para re
solverlo. 

Para ello, sea P la fuerza motriz de un punto m , que 
^describe alrededor del eje O Z (fig. 275), un arco M w M ' 

de radio K w = r ; la fuerza que ha
bría que aplicar á este punto, si 
estuviera libre, para darle su mo
vimiento efectivo, es la resul
tante de dos fuerzas; la fuerza tan 
gencial 

m-
dv 
dt 

dm 
mr-dt : 

Fig. 275. 
y la fuerza centrípeta, dirigida 
según el radio ^ K , 

Descompongamos la fuerza P en dos, una Z paralela 
al eje O Z , y otra Q situada en el plano del círculo 
• M ^ M ' , á una distancia K L — ^ del eje de rotación. Para 
todos los puntos del cuerpo las Componentes Z , y ^ rw2, 
están siempre destruidas por la resistencia del eje fijo. 

Todas las otras componentes, Q,y están situadas dos 

3. dos en planos perpendiculares al eje, y para el equili
brio, la suma de sus momentos con respecto al eje debe 
ser nula, y tendremos 

9 doi 
~dt~~ 

Gomo - í - es constante para todos los puntos del sólido. 
dt 
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se podrá sacar del signo 2 , y resultará 

dt 
y por lo tanto 

Esta ecuación determina la velocidad angular en una 
época cualquiera, y es por consiguiente la ecuación del 

movimiento de rotación; - ~ es la aceleración angular del 

movimiento, y puede enunciarse la ecuación anterior en lo& 
siguientes términos: 

L a aceleración angular de un sólido^ sujeto á girar aire— 
dor de un eje fijo, es en cada instante igual á la suma de los 
momentos de las fuerzas motrices, con respecto á este ejey di
vidida por el momento de inercia del cuerpo. 

Si las fuerzas motrices son nulas,——0, to== constan-
ut 

te; y el movimiento de rotación es uniforme. Si S Q ^ = 0 , 
ó lo que es lo mismo, si las fuerzas motrices se equilibran 
alrededor del eje, también el movimiento es uniforme, 
porque no pudiendo ser cero Swr2, se t e n d r á ^ . — Q , y 

la velocidad angular será constante. Si la suma 2 Q^, sin 
ser constantemente nula, viene á ser cero para una cierta 

posición del móvil, la aceleración se reduce ácero al 

mismo tiempo, y en general cambia de signo cuando el 

sólido pasa por esta posición; ántes de llegar á ella, 

es positivo, por ejemplo, y la velocidad angular aumen

ta; después ~ es negativo, y la velocidad angular dis

minuye. Luego la posición para la cual la suma de los 

momentos de las fuerzas es nula, es, en general, la que 

reduce á un máximo ó á un mínimo la velocidad angular. 
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Caso en que el cuerpo se pone en movimiento por la acción 
de fuerzas instantáneas ó percusiones. 

654. Supongamos que todos los puntos del sólido se 
ponen en movimiento por percusiones simultáneas; des
compongamos cada percusión ó fuerza instantánea en dos, 
una Z paralela al ejeOZ (fig. 275), y que es destruida por 
la resistencia de este, y otra Q situada en el plano del 
círculo MmM.' perpendicular al eje. Sea •y la velocidad que 
esta última componente sería capaz de imprimir al punto 
m si estuviera libre; mv será la cantidad de movimiento cor
respondiente. Siendo w la velocidad angular del cuerpo, |a 
cantidad de movimiento efectiva del punto m, situado á 
una distancia r de este eje es wno; luego si llamamos q á 
la perpendicular K L , tendremos, expresando que existe el 
equilibrio entre las cantidades de movimiento impresas 
y las cantidades de movimiento efectivas, tomadas estas 
últimas en sentido contrario, 

¿umvq—wS^r2=0-

- y — ~mvq d ) 

655. Si todas las velocidades v,v\v", . . . comunicadas 
á los diferentes puntos del sistema son iguales y parale
las, puede darse otra forma á la ecuación anterior. Para 
¡ello, sea p. la suma de las masas á que se comunica directa
mente esta velocidad común v, que por las ligaduras del 
sistema no pueden tomar realmente; llamemos / á la dis
tancia del centro de gravedad de la masa p. á un plano 
que pasa por el eje, y es paralelo á la dirección de las ve
locidades. Como el momento de la resultante con respec
to á este plano, es igual á la suma de los momentos.de las 
componentes, tendremos 

S.wz; q ==.v qz=v^f\ 
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con lo cual, la fórmula (1) toma la forma 

en la que p. puede no ser la masa total del sistema, pero 
Swr2 es su momento de. inercia total. 

Esta fórmula es aplicable á un cuepo sólido C (figu
ra 276), móvil alrededor de un eje fijo O Z , contra él 

cual viene á chocar otro cuerpo 
cuyos puntos van animados de ve 
locidades iguales y paralelas, y que 
después del choque queda unido en 
c.2 al primero. Entónces debemos 
suponer, que [x és la masa del cuer
po ¿j, v su velocidad, / la distancia-

Fig. 276. de su centro de gravedad á un plano 
que pasa por el eje OZ y es paralelo 

á la dirección de la velocidad v\ y que Swr2 es el momen
to de inercia del sistema invariable, formado por los cuer
pos G y fj . Es evidente que esto equivale, á imprimir a 
los puntos de la parte £ 2 , del sistema C, ĉ , percusiones ca
paces de dar á todos los puntos de esta masap., velocida
des iguales y paralelas á v. 

Si el cuerpo C es chocado simultáneamente por varias 
masas [x, [ / , [ / ' animadas de velocidades diferentes, j 
que quedan unidas á él, después del choque de todas.ellas, 

se tendrá w — v — \ \ 
¿i mr* 

siendo Z p v f h suma de todas las cantidades análogas á-
puf, relativas á las masas jx. JA,', [X" 

Si el cuerpo, en lugar de experimentar percusiones si
multáneas, recibe una serie de choques, que se suceden 
en épocas cualesquiera, la velocidad angular estará siem
pre determinada por la fórmula 

w:__ ¡xtt/+ixV/'+¡xV:r-f-.... 
Smr2 ' 
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porque, después del primer choque, el movimiento es el 
mismo que si el choque tuviera lugar en cualquiera de 
los instantes siguientes, estando el cuerpo en reposo; por 
consiguiente, se puede suponer que el cuerpo recibe el 
primer choque y el segundo, en el mismo instante, para 
determinarla velocidad angular después de la segunda 
percusión, y lo mismo sucederá para las percusiones su
cesivas. 

656. La fórmula ( i ) puede deducirse de la ecua-
1 cion del movimiento de rotación (653) 

dio SQQ-
dt Sww2 * 

por una integración. Basta suponer que la fuerza Q, que 
actúa perpendicularmente al eje, es una percusión. Siendo 
el tiempo 6 muy pequeño, podemos suponer que q per
manece constante durante este intervalo de tiempo. E n -
tónces, integrando la ecuación, desde / = 0 , hasta í=H> 
se tiene 

pero sabemos, que 

Qdí=MV% 
o 

por estar la fuerza impulsiva medida por la cantidad de 
movimiento (604); luego 

^mvq 
Smr2 * 

Cálculo de las percusiones ejercidas sobre el eje fijo. 

657. Tomemos el eje fijo por eje de-las 2 , y por pla
no X Y , el plano perpendicular al eje fijo, trazado por 



2 32 MOVIMIENTO DE ROTACION DE UN SOLIDO. 

el punto del cuerpo al que está aplicada la fuerza instan
tánea; y llamemos a y. 6 las coordenadas de este punto de 
aplicación. Supongamos que el cuerpo se pone en movi
miento por la acción de una fuerza instantánea, que im
prime una velocidad V á una cierta masa [x, en cuyo cen
tro de gravedad está aplicada; la medida de esta fuerza 
instantánea es la cantidad de movimiento [ x V . Sabemos 
que las cantidades de movimiento impresas á los dife
rentes puntos , deben equilibrarse con las cantidades de 
movimiento eféctivas, tomadas en sentido contrario, y 
este equilibrio debe tener lugar en virtud de la fijeza del 
eje. Para que el eje esté fijo, basta que lo estén dos de sus 
puntos tomados á voluntad, tales como el punto O, o r í -
gen de las coordenadas, y otrp punto H cualquiera toma
do sobre el eje O Z (fig. 278). Suponiendo que estos pun

tos dejen de estar fijos, se podrán des
truir las percusiones ejercidas sobre 
el eje, y mantener este eje inmóvil, 
aplicando en los dos puntos O y H dos 
fuerzas instantáneas y R2, de inten
sidades y direcciones convenientes. Si 
se introducen estas dos fuerzas, que 
representan las resistencias de los pun
tos fijos, el equilibrio subsistirá conside
rando al cuerpo como enteramente l i 
bre. Debemos, pues, aplicará este sis

tema de fuerzas, las condiciones del equilibrio de un cuer
po enteramente libre. 

Para ello sean X , Y , Z las componentes de la cantidad 
de movimiento p.V; Z ^ las de la resistencia del 
punto O; Xa, Y 2 , Z2, las de resistencia del punto H ; y 

' m w"^r» Jas componentes de la cantidad de mo

vimiento efectiva del punto m\ hagamos O H = ^ . 
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Las seis ecuaciones del equilibrio serán las siguientes: 

0, dx 

Y-

dz 

^0, 

(3) 

Z a—X2/Z + S ^ ^ - x ^ \ = 0 , dx 
~di' 
dy 

az \ 
•xlü) 

dx\ 

Se pueden simplificar estas ecuaciones, observando que 
.z es constante, porque cada punto describe un círculo pa-
ralelo al plano X Y ; por lo tanto - £ = 0 . 

Podemos también reemplazar x é y por las coordenadas 
polares en el plano X Y ; llamando 0 al ángulo de w K con 
una paralela al eje de las xr serán 

x = r c o s 9 , ^ = r s e n 9 , — = — • r s e n Q — = — j ' w dx 
dt' 

dt dt 

teniendo presente que - ^ = 0 ) , ó sea la velocidad angular. 

Tendremos 
dx 

'm~dt 
2 m -2. —2WX0): dt • . t í ) '2mx=tíMxi, 

designando por M la masa total del cuerpo, y por las 
•coordenadas de su centro de gravedad. Con estas simpli
ficaciones se pueden escribir las ecuaciones (3) del modo 
si gruiente: (4) 

(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

X + w M ^ - H X i + X ^ O , 
Y — t o M ^ + Y i + Y ^ O , 

Z + Z i + Z ^ O , 
Y2h — Z6- i -wEwAr^=0, 
Za—X2h—o3^myz=0J 
X g — Y a 4 - w S w r 2 = 0 . 
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La última ecuación no contiene las componentes de las 
resistencias de los puntos O y H , y es la ecuación del 
movimiento, es decir, que determina la velocidad angu
lar w. De ella se deduce 

, \ Y a - X S 

valor que está conforme con el de la fórmula 

t o ; _ w _ 

designando por v la proyección de la velocidad V sobre 
un plano perpendicular al eje; porque p.i;/es el momento 
con respecto al eje O Z de la percusión aplicada al cuerpo, 
en el punto del plano X Y que tiene por coordenadas « y 6> 
y que está representado por Ya—X6. 

Las ecuaciones (7) y (8) determinan X2 é Y2; las ecua
ciones (4) y (5) determinan Xj, é Y ^ y la ecuación (6) nos 
dará la suma Z1-j-Z2. No se pueden determinar T.̂  y Z2 
separadamente, porque estas dos fuerzas actúan según 
la dirección del eje OZ y se componen en una igual á su 
suma. Si hacemos variar la distancia h, las ecuaciones (7) 
y (8) muestran que Xa é Ya varían en razón inversa de h. 

Condiciones para que el eje no experimente ninguna percusión. 
Centro de percusión. 

658. Para que el eje no experimente ninguna percu
sión, es necesario que las componentes de las resistencias 
X ^ Y j , Z ^ X g , Y2,Z2, sean todas nulas; y si introducimos 
estas hipótesis en las ecuaciones del número anterior, re
sultan las cinco siguientes 

(10) X + w M j ^ O , 
(11) Y — - w M x ^ O , 
(12) Z = 0 f ' . 
(13) SwX2í=rO, 
(14) Swy^ — 0 . 
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La ecuación Z = 0 , indica, que la percusión aplicada 
á la masa jx, debe actuar en un plano perpendicular al eje 
OZ; y las dos últimas expresan, que este eje debe ser uno 
de los ejes principales de inercia relativos al punto O. 

Para interpretar las ecuaciones ( i o) y ( n ) , hagamos 
pasar el plano de las Z X por el centro de gravedad del 
cuerpo, y entónces tendremos^r1=0, x i = G ' í = a ; con lo 
cual se convierten las ecuaciones citadas en 

X = 0 , Y=<*M.a. 
La primera nos dice que la percusión se reduce á su 

componente Y , puesto que ya hemos visto q u e Z = 0 ; es 
decir, que la percusión debe ser perpendicular al plano 
ZOG que pasa por el eje y por el centro de gravedad del 
cuerpo. La segunda nos da el valor de / ó de la más cor_ 
ta distancia de esta fuerza al eje; porque tenemos 

v — t, v-vf -

y poniendo estos valores de Y y de w en dicha ecuación, 
será 

de donde 

j _ % 1 
M a -

Sea MK2 el momento de inercia con respecto á un eje,, 
trazado por el centro de gravedad G del cuerpo, y paralela 
á O Z ; tendremos 

2wr2=M(tf2 + K2) 
y por lo tanto 

J = a-\ . 

Resumiendo, resultan las tres condiciones siguientes 
para que el eje no sufra ninguna percusión. 

1 .a La dirección de la percusión debe ser perpendicu
lar al plano que pasa por el eje fijo y por el centro de gra-
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vedad del cuerpo. 2.a Este eje debe ser uno de los ejes 
principales de inercia, para el punto en que encuentra al 
plano que contiene la fuerza instantánea, y es perpendicu
lar á dicho eje. 3.A La distancia de esta fuerza al eje debe 

ser igual á^H siendo a la distancia del centro de 

gravedad del cuerpo al eje, y MK2 el momento de inercia 
del cuerpo, con respecto á un eje paralelo al eje fijo, tra
zado por el centro de gravedad. 

659. Se llama centro de percusión^ el punto al cual la 
percusión debe aplicarse, en el plano que determinan el eje 
fijo y el centro de gravedad, para que no se ejerza n in
g ú n esfuerzo sobre el eje fijo: la distancia del centro de 

percusión á dicho eje es — . 
a 

Si el eje pasa por el centro de gravedad, experimenta 
siempre una percusión; porque para que no se ejerza ningún 
esfuerzo sobre el eje, la percusión debe ser igual á wM^; 
y debe ser nula, si azs nula; es decir, si el eje pasa pore^ 
centro de gravedad del cuerpo; pero entónces f=<=^>; y el 
centro de percusión debe estar por lo tanto en el infinito. 

Recíprocamente, si el cuerpo está en movimiento al
rededor del eje, se podrá pararle bruscamente, sin que 
experimente ninguna percusión el eje, aplicando al centro 
de percusión una fuerza instantánea igual á wM^z, per
pendicular al plano trazado por el eje y por el centro de 
gravedad del cuerpo. 

Condición para que sólo obre la percusión sobre un punto del eje. 

660. Si este punto es el H , es necesario que Y ^ Z j , 
componentes de la cantidad de movimiento debida á la 
fuerza aplicada en el punto O, sean nulas; y las ecuacio
nes (4), (5) y (6) dan suponiendo^=0, xf=a% 

X 2 = — X , Y ^ — Y + t o M ^ , Z 2 = — Z ; 
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Ya —X6 [xw/ 
P e r 0 ^ Smr^ — W - 5 

y si 2 = 0 , las (7) y (8) dan 
, w E wD 
^ a > M a — Y " ~ T ; 

haciendo E = S w x ^ , D—Hmj'z. 
La ecuación de condición es por consiguiente 

D Y + E X = u M a . 
Si O Z es un eje principal de inercia, respecto al punto 

O, D y E son nulas, y se tiene h = 0; lo que nos dice^ 
que la percusión está aplicada al punto O. 
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Rotación de un cuerpo solicitado por fuerzas cualesquiera 
alrededor de un eje fijo. 

661. E n la lección anterior hemos estudiado la rota
ción de un cuerpo, cuando es producida por fuerzas ins
tantáneas ó percusiones, vamos ya á examinarla en el caso 
de ser producida por fuerzas cualesquiera, que actúan so
bre el cuerpo de una manera continua. 

Sean X, Y , Z (fig. 278), las componentes de la fuerza 
motriz P, aplicada al punto m (x, j ' , z), que describe alre
dedor del eje OZ el círculo M02M'. Las componentes de 
la fuerza efectiva de este punto, tomadas en sentido con
trario, son 

d*x d?y d2z 

las cuales, según el teorema de d'Alambert, deben equil i
brarse con las fuerzas motrices por medio del eje; lo que 
exige que la suma de sus momentos, con respecto á este 
eje sea nula; y tendremos para ecuación del movimiento 

4 ( x - ^ > - ( Y - ^ ) - ] = 0 ' 
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que puede ponerse bajo la forma 

(0 M ^ - - ^ ) ~ ( Y * - X r ) - , 
E l símbolo 2 en esta ecuación se extiende á tantos su- ' 

mandos como puntos materiales tiene el sistema. Puede 
simplificarse esta ecuación cambiando las coordenadas 
rectilíneas ¿f é^r por las polares r y .9. Sean » 2 K M = 9 , 
^ K = r ; tendremos 

. - . cícc dy x=rcosO, j = z r senfj, • — - = . — j ^ w , - j - = i x ^ y 

teniendo presente que-^-r^w; de ellas resulta 

dt J dt K ^ J ' 
y también, volviendo á diferenciar, 

d̂ y d*x a diú 
X ~d i ' i~ '^ ~d^ ' " d t ' 

Por lo que la ecuación ( i ) se reduce á 

' S m r 2 — = S ( Y x — X r ) ; 
dt K f 

es constante para todos los puntos del cuerpo, y se 

puede sacar fuera del signo S, y tendremos, 

dt W 2 ' 
y. como Q q = Y x — X r , esta ecuacicm es la misma que 
obtuvimos en el núm. 653. 

Cálculo de las presiones que se ejercen sobre el eje. 

662. Para calcular estas presiones podemos conside
rar el cuerpo como enteramente libre, con tal que á dos 
puntos cualesquiera O y H , tomados sobre el eje, se apli
quen dos fuerzas Rj (X t , Y j , Z j ) , y R8:(X2, Y2, Z2), iguales 
y contrarias á las presiones ejercidas sobre estos dos pun
tos en cada instante del movimiento. Podremos aplicar 
las seis ecuaciones del equilibrio de un sólido invariable 
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libre, puesto que según el teorema de d'Alambsrt, debe 
existir el equilibrio entre las fuerzas motrices y las fuer
zas efectivas tomadas con signo contrario; y tendremos 
haciendo O H = ^ , las seis siguientes ecuaciones; 

(3) r 

S ( X - « | | ) + X 1 + X 2 = 0 > 

2 ( Y - ' * ¥ ) + Y ' + Y ' = 0 ' 

Siendo z constante, = 0,> 2 = 0 ; é introduciendo (i> 
dt di 

en vez x éj^y se simplifican las seis ecuaciones anterio
res; observando que 
dx -———rw, — = X M 
dt dt TI2 

dw . dx dio 

di} 
y dt ^ dt y dt ^ 

„• z=zx~—f-w—=x— no ; 
di2 d t ^ dt dt J ' 

y designando por M la masa del cuerpo, y por x ^ j i i z i las 
coordenadas de su centro de gravedad, podrán escribirse 
dichas ecuaciones como sigue: 

(4) 

s X + ^ M r . - h ^ M ^ - f - X . + X ^ O , 

2 Y — — + c o W ^ -f- Y i + Y2—0, 
dt 
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Estas seis ecuaciones dan las componentes de las pre
siones buscadas. La última no contiene dichas componen
tes, y es la ecuación de movimiento antes encontrada. 
Cuando se haya integrado esta ecuación, las ecuaciones 
4.A y 5.A darán X2 é Y2, cuyos valores están en razón i n 
versa de h\ porque X2^ é Y2^ son los momentos de los 
pares que resultan de la traslación al punto O, de las com
ponentes X2 é Y2 de R2. Ahora estos momentos deben 
ser independientes de la posición del punto H , puesto que 
cada uno de estos pares debe destruir otros pares que son 
por sí mismos independientes de dicha posición. Conoci
das Xa é Ya, las dós primeras ecuaciones darán X1 é Y1,. y 
la 3..a dará Zi-f-Z.2, sin determinar particularmente ningu
na de estas componentes, porque lo mismo es aplicar Z j 
y Z2 en los puntos O y H , que la fuerza Z1-f-Z2 en el 
punto O. 

Caso en que no hay fuerzas motrices. 

663. Cuando no hay fuerzas motrices, X, Y , Z , son 
cero para todos los puntos del cuerpo, y la ecuación (2) se 

r e d u c e á — = 0 , (o=constante; el movimiento de rota-
dt 

cion es uniforme, como ya sabíamos; y las ecuaciones (4) 
se reducen, despejando en ellas las componentes X2, Y2, 
X j , Y1,Z1/+Z2, á las siguientes: 

X,:== ~ ILmxz 
• h 

Y 2 = - H m y z 

\ ^ - h Z 2 = = 0 ; 
Esta última ecuación nos dice, que las resistencias Rj 

MECÁNICA R A C I O N A L .—T O M O I I . 16 
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y R2 se reducen á dos fuerzas perpendiculares al eje, 
puesto que sus componentes paralelas á este eje, dan una 
suma Z i + Za^^O; condición que se verifica siendo Z i = 0 , 
y Z 2 = 0 ; y también siendo Z i = — Z 2 . 

Como el movimiento de rotación es uniforme, la fuer
za tangencial es nula para todos los puntos del cuerpo, y 
las resistencias y R2 se equilibran con las fuerzas cen
trífugas de todos los puntos del cuerpo, que como sabe
mos, actúan sobre el eje perpendicular mente á su direc
ción. 

Según las ecuaciones (5), las resistencias Rj y R2 son 
proporcionales al cuadrado de la velocidad angular cons
tante 03, porque sus componentes son proporcionales t o 
das al cuadrado de dicha velocidad. 

664. Si X2 é Yg son cero, el punto H no experimenta 
ninguna presión, y para esto es preciso que 

(6) Hwc^r^O, l ! ^ r z = 0 ; 
es decir, que OZ sea uno de los ejes principales de iner
cia del cuerpo, relativos al punto O. Luego, si un cuerpo 
retenido por un solo punto fijo^ comienza á girar alrededor 
de uno de los ejes principales de inercia, relativos á este pun
to, continuará girando alrededor de este eje, como si estuviera 
fijo. 

E n este caso las ecuaciones (5) dan 
X ^ — t ó 2 M % , Y ^ — o A M r , , 

de las que se deduce 
R ^ / X ^ H - Y ^ c ^ M ^ , 

siendo a la distancia del centro de gravedad al eje; es de
cir, a-=Vx^-\- j^. También tenemos dividiendo 

lo que nos indica que la fuerza Rj , ó la presión sobre el 
punto O, está situada en el plano ZOG, que determinan el 
eje U Z y e l p u n t o G . Obtendremos este resultado, toman-
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do este plano por plano, de las Z O X , en el instante que 
•se considera. 

665. Puede hacerse de manera que el punto O no 
experimente ninguna presión, y entonces el eje no sopor
tará ninguna. Para lo cual, es necesario y suficiente que 
X1=0, é ¥¿=0, y por consiguiente A ^ ^ O , é j ^ í = 0 ; es 
decir, que el centro de gravedad debe estar situado en el 
eje de rotación, y entónces habiendo empezado el. movi
miento alrededor de este eje, supuesto fijo, continuará 
cmifor me mente alrededor del mismo eje cuando éste ven
ga á ser enteramente libre. E l eje, de rotación es entónces 
un eje principal de inercia para todos los puntos de su 
dirección. 

Caso en que las fuerzas motrices se reducen á un par. 

666. Las consecuencias precedentes subsisten, cuando 
las fuerzas se reducen á un par, cuyo plano es perpendi
cular al eje. En este caso, sabemos que se verifican las 
ecuaciones siguientes: 

S ,X=0 , SY=0, S Z = 0 , 
E(Zr—Y^)=0 , ^ ( X z — Z x ) = 0 . 

Para que el punto H no sufra ninguna presión, es pre
ciso que X2 = 0, Y2 = 0, Z2=0; y las ecuaciones 4,a y 
_5.a del sistema (4) núm. 662, darán 

—I,mxz-\-iú2mj'2=={), 

Eliminando 4 - entre estas dos ecuaciones, resulta 
dt 

lo cual exige, que 
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es decir, que el eje de rotación debe ser un eje principal 
de inercia, relativo al punto O. Entónces, las tres prime
ras ecuaciones (5) nos darán las componentes Xj, Yj, Z1 
de la presión ejercida sobre el punto O, presión perpen
dicular al eje, por ser Z l = 0 . Si en una época cualquiera 
este eje deja de estar fijo, y el cuerpo está solo rete
nido por el punto O, continuará girando uniformemente 
alrededor del mismo eje. 

667. Para que el punto O no sufra ninguna presión, 
es preciso que Xi^^O, Y1—0, 0; entónces las dos 
primeras ecuaciones del sistema (4), dan 

de las que se deduce eliminando ^J-, 

la cual exige que 

por lo tanto, el centro de gravedad está situado sobre el 
eje OZ, que es uno de los ejes principales de inercia para 
este punto O , y por consiguiente para todos los puntos 
de dicho eje. Luego, si un cuerpo empieza á girar alrede
dor de uno de los ejes principales de inercia, que se refieren 
á su centro de gravedad, y está solicitado constantemen
te por un par, situado en un plano perpendicular á este 
eje, su movimiento se continuará sin alteración alguna, 
cuando este eje venga á ser enteramente libre. 

Vemos, pues, que el sistema goza de las mismas pro
piedades que en el caso en que no hay fuerzas motrices. 

Si OZ no es uno de los ejes principales de inercia, 
relativos al punto O, estando fijo sólo este punto, la pre
sión en el punto H no será jamás nula, y el cuerpo no 
continuará girando alrededor del eje OZ. Vemos por esto, 
que un cuerpo retenido por un punto fijo O, y solicitado.^ 
por un par, no tiende á girar alrededor de una perpendi-



MOVIMIENTO DE ROTACION DE UN SÓLIDO. 24.5 

cular OZ al plano de este par, si esta perpendicular no es 
uno de los ejes principales de inercia, relativos al pun
to O. 

Aplicación á las muelas de molino. 

668. La muela móvil de un molino harinero ofrece 
el ejemplo de un cuerpo sólido, que gira alrededor de un 
eje, al cual está unida por un solo punto. 

Los granos de trigo, que se trata de convertir en hari
na, pasan entre la muela fija, ó muela durmiente, y lamno.-
la móvil, esparciéndose al mismo tiempo por las estrías prac
ticadas en las superficies de las dos; y el movimiento co
municado á una de ellas basta para producir la molienda 
del grano. Si la muela móvil estuviera invariablemente 
unida al eje de rotación,, el trabajo de la molienda sería 
muy desigualaos granos pequeños quedarían enteros en el 
intervalo uniforme de las dos muelas. Se obtiene mejor 
harina, dejando á la muela móvil la libertad de oscilar al
rededor de su punto de suspjns or, pero la oscilación debe 
5er muy pequeña. Para esto, se disponen las muelas de ma
nera, que el eje de rotación sea un eje principal de inercia 
relativo al punto de apoyo; entónces, la rotación uniforme 
tiende á persistir indefinidamente sin la intervención de 
faerzas exteriores. Es necesario para conseguirlo, que se 
tenga 11^x^=0, 2 ^ / ^ = 0 , con respecto á los ejes que pasan 
por el centrode suspensión. Estando la muela encentrada, si 
estas condiciones están satisfechas para un punto del eje de 
rotación O Z , lo estarán para todos las demás. Las alturas z 
de las masas influyen en los valores de las sumas ante-̂  
riores, y para reglar estos valores, y hacer que sean cero, 
se procura la posibilidad de hacer variar la altura z¡ para 
algunos puntos al menos de la muela; se hacen con este 
£ n en la superficie superior de la muela, á los extremos de 
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dos diámetros rectangulares, cuatro cavidades cilindricas,, 
en las que se introducen masas metálicas, móviles, á lo lar
go de una varilla vertical, recubierta de hilo. Se hacen 
subir ó bajar estas masas adicionales, sin que el centro de
gravedad general, salga del eje de rotación, y de manera 
que ILmxz y llmyzsz. aproximen á cero. Se conoce que la. 
disposición es conveniente, para la estabilidad del movi
miento de la muela, haciéndola girar sin trigo, y por me
dio de varios tanteos, se le llega á dar la disposición con
veniente. 

Péndulo compuesto. Ecuación de su movimiento. 

669. E l péndulo compuesto puede servir coma 
ejemplo de la rotación de un cuerpo sólido alrededor 
de un eje fijo. Se llama péncjulo compuesto un cuerpo 
sólido, que puede girar alrededor de un eje fijo hor i 
zontal. 

Sea el eje fijo horizontal el O Z (fig. 279), y tomemos 
por eje de las x , la horizontal 
OX perpendicular á O Z , y por 
eje dé las^r una vertical O Y di
rigida de arriba á abajo, en el 
sentido de la gravedad. La ecua
ción del movimiento es la ecua
ción (2) del núm. 661, 

Fig. 279. dv>_ S(Ya;—Xy) 
di Smra ' 

en la cual X, Y , Z , son las componentes de la fuerza, 
motriz aplicada á un punto cualquiera m del cuerpo, las-
cuales tienen los valores 

X = 0 , Y—mgy Z==0 ; 
y por consiguiente 

S ( Y x — X ^ r ) 1 = ^ S ^A:Z=¿-M 
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siendo M la masa total del cuerpo, y xl la coordenada de 
su centro de gravedad G. 

Tiremos GG perpendicular al eje O Z , la vertical C A 
y una perpendicular Gi A á ésta. Sea G la posición inicial 
del centro de gravedad es decir, su posición para 
t ~ 0 , G C = ¿ ? , ACG1=Q, ACG—a; tenemos 

<?c1=G1A=^senO, 
y por consiguiente 

2 (Yx—Xjr)=gMasQnQ. 

También O J = — - j - , por disminuir 9 creciendo el tiem-

po; y si llamamos MK2 al momento de inercia del cuerpo, 
con respecto á un eje trazado por el punto G, paralela
mente al OZ, será 

2 ^ 2 = M ( ^ + K2); 
poniendo estos valores en la ecuación del movimiento, 

teniendo presente que ——r^, se tendrá 

Esta ecuación determina 9 en función de/, y es la ecua
ción del movimiento angular del centro de gravedad. 
Multiplicándola por M para integrarla, resultará 

siendo U la velocidad angular inicial. 

Longitud del péndulo compuesto. 

670. En vez de integrar la ecuación (7), puede redu
cirse el movimiento del péndulo compuesto al del pén
dulo simple. Si el cuerpo se reduce á un punto material 
pesado, ligado á un eje por una recta rígida de longitud 
/, y prescindimos de la masa de esta recta, la ecuación del 
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movimiento será como vimos (413) 

^ + J L s e n e = 0 , 

que puede deducirse de la ecuación (7), haciendo K = 0 , 
y a — l . Supongamos la longitud / determinada de mane
ra, que ambas ecuaciones sean idénticas, ó que 

a « 4 - K 2 / ' 

de la que se deduce 

l-=a-{-
a 

Entónces el péndulo compuesto, ó mejor la recta CG, 
y el péndulo simple, tendrán el mismo movimiento angu-

lar, siempre que los valores iniciales de 0 y de— sean los 

mismos para los dos péndulos. De manera, que cuando 
un cuerpo gira alrededor de un eje fijo horizontal, se 
puede siempre determinar la longitud de un péndulo 
simple, cuyo movimiento sea idéntico al del cuerpo, cual
quiera que sea la amplitud de las oscilaciones. Si éstas 
son muy pequeñas, la duración de una oscilación estará 
dada por la fórmula 

que podrá servir para determinar^ por medio del pén
dulo compuesto, conociendo solamente la distancia del 
centro de gravedad del cuerpo al eje de suspensión, y el 
momento de inercia del cuerpo con respecto á un eje, 
paralelo al eje de suspensión, trazado por el centro de 
gravedad. 
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Eje de oscilación. Los ejes de oscilación y suspensión son 
recíprocos. 

671. Si en el plano que pasa por el eje y por el cen
tro de gravedad del péndulo, se 
traza una recta L H I (fig. 280), 
paralela á este eje y á una distan
cia de él igual á /, cada punto de 
esta recta se moverá como si no 
formára parte del cuerpo y que 
estuviera ligado al eje por una 
recta rígida y sin masa. 

Fig 280 Esta propiedad es consecuen
cia inmediata de la identidad del 

movimiento del péndulo compuesto y del péndulo sim
ple cuya longitud es /. Esto, no sucede en los demás 
puntos del cuerpo, más próximos ó más lejanos del eje. 
Estos oscilan más de prisa, y los primeros más despacio, 
que si no estuvieran ligados á los demás puntos del 
cuerpo. 

La recta L H I se llama eje de oscilación del cuerpo, cor
respondiente al eje de suspensión OZ. E l punto H de 
de esta recta situado sobre la CG perpendicular al eje de 
rotación, se llama centro de oscilación. Se le obtiene pro-

longando la CG en una cantidad igual á —-. 

672. Los ejes de oscilación y de suspensión son re
cíprocos; es decir, que si se hace oscilar el cuerpo alrede
dor de L I , el eje primitivo de suspensión OZ vendrá á 
szt el eje de oscilación. En efecto, las distancias del cen
tro de gravedad al eje de suspensión y al eje de oscila
ción, dan un producto igual K2; luego si se toma esta ú l 
tima recta por eje fijo, la primera vendrá á ser el eje de 
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oscilación. La longitud del péndulo simple, que verifica 
sus oscilaciones en igual tiempo, será la misma que ántes, 
y el movimiento del péndulo compuesto será idéntico en 
uno y otro caso. 

Según este principio, dado el. eje de suspensión de un 
cuerpo, se puede encontrar por la experiencia el eje de 
oscilación correspondiente. Basta para ello medir la dura
ción de las pequeñas oscilaciones, primero alrededor del 
eje primitivo, y después alrededor de diferentes ejes pa
ralelos, hasta encontrar uno tal, que la duración de las os
cilaciones sea la misma para los dos. La distancia de los 
dos ejes de suspensión, será la longitud designada por /, 
y hará conocer el eje de oscilación, relativo al primer eje 
de suspensión. 

Hay una infinidad de ejes de suspensión, alrededor de 
los cuales las pequeñas oscilaciones son de la misma du
ración. 

E l valor de / y la duración de las oscilaciones son los 
mismos, para todos los ejes de suspensión paralelos entre 
sí, y situados á igual distancia del centro de gravedad; por
que K y ¿z tiene los mismos valores para todos estos ejes. 
Ademas, llamando A , B, C, los tres momentos de inercia 
principales, relativos al centro de gravedad G;a, 6, y, á los 
ángulos que OZforma con losejes principales del punto G; 
el momento de inercia con respecto á GS, recta paralela 
á OZ , que está representado por MK2, será 

M K 2 = A eos2 a - i - B eos2 6 4- C eos2 y, 
y por consiguiente 

, , A eos2 a -t- B oos2 é -»- C eos2 Y 
+ Ma 

Se puede hacer variar á los ángulos a, 6, y de manera, 
que / permanezca constante; luego, hay una infinidad 
de ejes alrededor de los cuales la duración de las peque
ñas oscilaciones es la misma. 
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Eje de la más breve oscilación. 

673. Podemos proponernos encontrar para un cuerpo 
dado, el eje alrededor del cual la duración de una oscila
ción es la más corta, ó para el cual la longitud es la más 
pequeña. 

Supongamos que se tiene A<c;B<;G. Se sabe que el 
menor valor de 

A eos2 a - |-B cos26+C cos2y, 
es A . Hay pues, que hacer 

a=0,6=900,r=90.0 
en la ecuación anterior, y resulta 

7 1 A l = a 4- — . 
1 Ma 

Donde vemos que el eje de suspensión es perpendicu
lar al eje del menor momento de inercia relativo al cen
tro de gravedad. 

Ahora, para obtener el mínimo de / , igualaremos á 
cero ^ , lo que nos dará 

di -i A i . , A i ' _ n 
da M * a2' M* a2 ' 

di 
Se tiene un mínimo, porque haciendo variar ^ , ^ no 

se anula más que una sola vez pasando de negativo á po
sitivo 
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Movimiento de rotación de un sól ido alrededor de un punto fijo.— 
D e t e r m i n a c i ó n de los momentos de las cantidades de movimiento de 
un sólido con respecto á sus ejes principales de i n e r c i a . — D e d u c c i ó n 
de las ecuaciones del movimiento del sól ido por medio del teorema 
de los momentos de las cantidades de movimiento.—Deducir los va 
lores de las variables p, q,r, en función de las variables cp, ^ 6. — R e 
solución del problema por medio de las cuadraturas en el caso de 
que las fuerzas exteriores son todas nulas. 

IVlovimiento de rotación de un sólido alrededor de un punto 
fijo. 

674. Estudiado en las lecciones anteriores el mov i 
miento de rotación de un cuerpo alrededor de un eje fijo, 
vamos á ocuparnos ya del otro caso de rotación, ó sea de 
la rotación de un sólido alrededor de un punto fijo. E l 
estudio del movimiento de un cuerpo sólido, sujeto á g i 
rar alrededor de un punto fijo, es uno de los problemas 
más difíciles de la Dinámica, y puede resolverse analíti
camente, ó por medio de consideraciones geométricas; 
nosotros vamos á estudiarlo bajo este último aspec
t o , siguiendo el método de M . Poinsot, expuesto en sü 
célebre teoría de la rotación de los cuerpos, porque es 
mucho más sencillo, y da una idea mucho más clara 
del modo como se verifica la rotación de un cuerpo que 
tiene un punto fijo, que la colección de fórmulas que ex
plican analíticamente este movimiento. 



Fig. 281. 
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Por el punto fijo O (fig. 281), tracemos en el espacia 
tres ejes fijos rectangularesX)X', OY' , OZ' ; por el mismo 

punto tracemos en el cuerpo só
lido tres ejes rectangulares OX, 
OY, OZ, que coincidan con los 
ejes principales del elipsoide de 
inercia del cuerpo, relativos al 
punto O; estos ejes, unidos al 
cuerpo, se moverán con él. E l 
problema estará resuelto si se lle
ga á determinar en cada instante 

la posición de los tres ejes OX, O Y , OZ, con respecto á 
los tres ejes fijos OX', OY' , OZ'. Las variables que de
terminan esta posición son; el ángulo «]; que la traza O N 
del paño Y X forma con el eje fijo OX' ; el ángulo <p, que 
la misma traza, forma con el eje móvil O X ; y el ángulo 
diedro 0 que forman los planos X Y y X ' Y ' , que está me
dido por el ángulo que forman los ejes OZ y OZ' . 

Los ángulos ^ 7 ? son positivos, si mirados sus pla
nos en la dirección de los ejes Z 'O, NO y ZO, se ve á las 
rectas que los describen OX', O Z ' O N moverse de i z 
quierda á derecha; y negativos, si se mueven para descri
birlos de derecha á izquierda. 

Dados, en un cierto instante, estos tres ángulos en 
magnitud y en signo, se podrán construir las posiciones 
de los ejes móviles. En efecto, bastará construir en el 
plano X ' Y ' el ángulo N O X ' = « | s por el lado O N de este 
ángulo se traza un plano que forme con el fijo X ' Y ' un 
ángulo igual 9, y en este plano se traza un eje OX, que 
forme con O N un ángulo igual cp; se traza luego el eje 
O Y , perpendicular á OX, y en el punto O se levantará 
una perpendicular QZ , de manera, que el observador que 
mire, según ella, el ángulo de los otros dos ejes, vea el 
eje OX á la izquierda y al O Y á la derecha. 
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De suerte, que el movimiento será enteramente co
nocido,, cuando se conozcan en cada instante ^, Q y <p, en 
función de /. 

675. La figura contiene tres ejes OZ' , O N y O Z a l 
rededor de los cuales se verifican, para el cuerpo sólido, 
las rotaciones que producen las variaciones de los ángu
los ^, <f y 8. Porque, un pequeño incremento del ángulo ^ 
puede atribuirse á una rotación del sólido alrededor del 
eje OZ'; un pequeño incremento del ángulo diedro 9 pue
de atribuirse á una rotación del sólido alrededor de la 
recta O N , que es la arista de este diedro; y un pequeño 
incremento del ángulo cp puede considerarse que proviene 
de una rotación del sólido alrededor del ejeOZ. Por ana
logía con los movimientos de rotación de la Tierra y de 
la Luna, se llama rotación propia del sólido, la que se ve
rifica alrededor de su eje principal OZ; precesión, la r o 
tación que se efectúa alrededor del eje O Z ' , y que pro
duce el movimiento de la línea O N , llamada línea de los 
nodos\ y nutación, la rotación alrededor de O N , que hace 
variar el ángulo ZOZ' , comprendido entre los ejes de la 
rotación propia y de la precesión. Todo movimiento ele
mental del cuerpo, alrededor del punto fijo O, es una r o 
tación alrededor de un cierto eje instantáneo O I (214), 
y puede considerarse como la resultante de tres rotacio
nes componentes OR, OP,OS, alrededor de los ejes OZ, 
OZ' , O N . 

Para abreviar, representaremos por J/, 6', cp' las veloci

dades de los ángulos t|>, 6, <p; de suerte, que ¿'== •—-, será 

la velocidad angular de precesión, 6 simplemente la prece

sión, 6 ' = — j - , la velocidad angular de nutación, ó sinple-

mente la nutación, y y la velocidad angular de la 

rotación propia, ó sea simplemente la rotación propia 
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alrededor de su eje principal OZ. La resultante de las 
tres velocidades angulares <]/, G' y (pr, será en magnitud y 
dirección el eje O I de la rotación instantánea co del sólido. 

676. En lugar de descomponer la rotación instantá
nea to en sus tres componentes <]/, 6' y cp', la podemos des
componer en tres componentes^», ^, r dirigidas según los 
tres ejes rectangulares OX, OY, OZ; y si llegamos á ex
presar, en función del tiempo, las velocidades angulares 
p, q, r, será fácil pasar de estas velocidades á su resultante 
to, y después descomponer w en sus tres componentes 
4s ^ 7 ?'» clue conviene conocer para encontrar las varia
ciones de los ángulos ^, 9 y co. La cuestión queda así re
ducida á determinar^, r en función del tiempo / . E n 
contraremos las ecuaciones que ligan entre sí estas varia
bles, aplicando al movimiento del cuerpo los teoremas 
generales, y principalmente el teorema de los momentos 
de las cantidades de movimiento, alrededor de los ejes 
OX, O Y , O Z . 

Pero estos ejes, unidos al sólido, son móviles con él, 
y el teorema de las cantidades de movimiento exige, que 
el eje, con respecto al cual se toman los momentos, per
manezca fijo en el espacio; por lo que tomaremos los 
momentos con respecto á rectas fijas, que coincidan con 
las posiciones de los ejes O X , O Y , OZ, al principio del 
intervalo de tiempo, durante el cual se quiere aplicar el 
teorema de los momentos. 

Determinación de los momentos de las cantidades de movimien
to de un sólido con respecto á sus ejes principales de 
inercia. 

677. Designemos por OX, O Y, O Z , como antes, los 
los tres ejes principales de inercia del sólido con relación 
al punto O (fig. 281); vamos á calcular la suma de los 
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momentos de las cantidades de movimiento del sólido, 
con respecto á uno de ellos OX, teniendo presente, según 
lo dicho anteriormente, que el movimiento instantáneo 
del sólido es la rotación resultante de las rotaciones py 

r, alrededor de los mismos ejes. 
E l momento de una fuerza P, cuyas componentes pa

ralelas á los ejes son X, Y , Z , con respecto al eje OX, y 
que solicita á un punto, cuyas coordenadas son ,v, y , zy 
está representado por la fórmula (74) 

M 0 X ( P ) = Z r - Y ^ 
Para aplicar esta fórmula á las cantidades de movi-

dz 
miento, reemplazaremos P por mv, Z por m -̂ -t e Y por 

, llamando w á la masa del punto, ^ á la velocidad 

lineal, 7 » ^ sus componentes paralelas á los ejes 

O Y y O Z . La cuestión se reduce á determinar las compo

nentes • ^ > ^ ' » de la velocidad lineal del punto 

(̂ c, % z), conociendo las componentes^), ^, r de la rotación 
instantánea. 

En la Cinemática (273) hemos resuelto este problema, 
y encontrado que 

dx 

dy 

dt r * 
te * 

Sustituyendo estos valores en la fórmula de los mo<~ 
mentos, resultará 

Mox {mv)—m{py—qx)y—in{rx—ps)z— 
= P ' m (^H-^2)-—? • wxj"— r' wxz'y 

del mismo modo obtendremos 
M0Y (mv) =zq.m(z%-+- x^— r.myz—p. mxj . , 
Moz{mv)=r.M{x^-\-^)—p.mxz—q.mjZ. 
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Escribamos taritas ecuaciones análogas á éstas, como 
puntos tiene el cuerpo; sumémoslas ordenadamente, te
niendo presente que las rotaciones^», ^, r , son, en un mis
mo instante, factores comunes á todos los términos de las 
diferentes sumas, y podremos sacarlas del signo 2; y ob
tendremos las ecuaciones siguientes: 

2 Mox (mv) ~ p .2m(rl2-\-zT)—q ̂ mxy—r 2 mxz, 
2 M0Y (mv) — q . ^ m ^ -hx2) —-r 2 my z—p 2 mxj , 
2M0Z (wi;)=r.2w(x2-4^r2)—^>2MX^—q^myz. 

Sabemos que (577), 2w(r2H-<22) = A , 2w(z2-|-^2)=B, 
2m (x2-}^2) —C; siendo A , B y C los momentos de iner
cia del sólido con respecto á los ejes OX, O Y , O Z ; ade
mas S w j r r = : F , S^xs ' r^E , SM^2;=D ; con lo que las 
anteriores ecuaciones toman la forma 

^ M ^ { m v ) - = h p — — E r , 
2M0Y { m v ) — ^ — D r — F / , 
SMoZ [ m v ) = C r — — D q. 

Estas fórmulas se verifican cualesquiera que sean los 
ejes rectangulares OX, O Y , OZ; si estos ejes son los 
ejes principales de inercia del cuerpo, relativos al punto 
O, tendremos D — 0 , E = 0 , F = : 0 ; y las fórmulas se 
reducen á las siguientes. 

S M 0 X ( W ) = A A 
S M 0 Y ( ^ ) = B ^ , 
SM0Z(MI;)—O. 

Que expresan, que la suma de los momentos de las canti
dades de movimiento con respecto á uno de los ejes principales 
de inercia del cuerpo, que pasan por el punto fijo O, se obtie
nen multiplicando el momento de inercia del cuerpo respecto 
áeste eje por la componente de lavelocidad angular estimada 
según el mismo eje, O lo que es lo mismo, que para calcu
lar la suma de los momentos con .respecto al eje princi-

MECÁNICA R A C I O N A L .—T O M O I I . 17 
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pal OX, se puede prescindir de las rotaciones componen
tes alrededor de los otros ejes O Y , O Z ; todo pasa para 
esta suma, como si sólo existiera la rotación p. 

678. Sobre los tres ejes principales O X , OY, O Z 
(fig. 282), tomemos, á partir del origen O, las cantidades 

OP=Ap,OQ_=:B?, 0 1 1 = 0 , iguales 
respectivamente á las sumas délos mo
mentos de las cantidades de movimien
to, y hallemos la resultante OG de estas 
tres rectas consideradas como fuerzas. 
L a resultante OG es el eje del par re
sultante de los momentos de las canti
dades de movimiento, trasportadas 
paralelamente á sí mismas al punto O; 

el plano del máximo de las áreas^ en el instante considera
do, es un plano perpendicular á la recta OG. 

Deducción de las ecuaciones del movimiento del sólido por medio 
del teorema de los momentos de las cantidades de mo
vimiento. 

679. Las ecuaciones del movimiento del sólido son' 
tres, puesto que tres son las variables que hay que expre
sar en función del tiempo; las cuales vamos á obtener, 
aplicando el teorema de los momentos de las cantidades 
de movimiento, tomado con respecto á tres ejes distintos. 
Tenemos que expresar, que al cabo de un cierto interva
lo de tiempo, infinitamente pequeño, el incremento de la 
suma de los momentos de las cantidades de movimiento, 
con respecto á un eje, que permanece fijo durante este in
tervalo de tiempo, es igual á la suma de los momentos de 
los impulsos elementales de las fuerzas exteriores, con res
pecto al mismo eje. 

Sean />, ^, r , las componentes de la rotación instantánea 



MOVIMIENTO DE UN SOLIDO QUE TIENE UN PUNTO F I J O . 259 

alrededor de los ejes principales O X , O Y , O Z , (fig. 283), 
al principio del tiempo dt. A l 
cabo del tiempo dt, los ejes 
principales de inercia del sóli
do relativos al punto O, han 
venido a situarse en OXj, O 
OZ^ en vir tud de las rotacio
nes q, r; en el mismo tiempo 
las rotaciones del sólido alre
dedor de estos ejes, han to -

Fig. 283. mado los valores p-^rdp, q-\-dq 
j r-\-dr, tan poco diferentes 

«de J),^ y r como se quiera. Y resulta, que al principio 
<del tiempo dt, las sumas de los momentos de las cantida
des de movimiento son 

Ap, Bq, O , 
alrededor de 

OX, O Y , OZ; 
y que las mismas sumas al fin del tiempo dty se convier
ten en 

Kfy+dp) , B{q-irdq\ C{r-{-dr) , 
alrededor de 

OXi. OYi, OZi. 
680. Para encontrar el incremento de la suma de los 

momentos, alrededor de los ejes O X , O Y , O Z , que es'lo 
que nos proponemos, tomemos sobre OX^ O Y ^ OXi lon
gitudes OP1=A(^4-^),OQ.1=BfeH-^), O R ^ q r + i r ) ; 
compongamos estas longitudes, y obtendremos por resul
tado el eje OGi del par resultante de los momentos de las 
cantidades de movimiento; descompongamos luego la re
sultante OGi, según los tres ejes OX, O Y , OZ; las com
ponentes OP', OQ', OR', serán los momentos buscados al 
ü n del tiempo dt. 

La proyección OP' de la resultante OGj, es la suma a l -
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gebríca de las proyecciones sobre OX de sus componen
tes OPi, OQ^OR^ La recta O P ^ A ( ^ 4 - ^ > ) , que for
ma con OX un ángulo infinitamente pequeño, se proyec
ta sobre OX en su verdadera magnitud, prescindiendo de 
los infinitamente pequeños de órden superior. OQl forma. 

con OX un ángulo Q ^ O X — ^ - f - n / / ; porque este á n g u 
lo resulta de la rotación r del sólido alrededor del eje O Z , 
y las rotaciones ^) y q alrededor de los otros dos ejes,, 
no lo pueden alterar más que en cantidades infinita
mente pequeñas. Todo sucede como si se tira en el pla
no XY (fig. 284), una recta O Q 1 = B ( ^ - 4 - ^ ) , que for

me con O Y un ángulo rdt. La proyec
ción 0<? de OQ1 sobre OX es igual á la. 
distancia QiH, que tiene por medida el 
producto de este arco por el radio, es de
cir, B(q~{-dq). rdt; la cual debe tomarse 
negativamente. 

Falta proyectar ORi—C(r-f-¿/r) sobre 
OX; y veremos del mismo modo, que* 
ZiO forma con OX un ángulo igual á. 

^ —qdt, que la proyección de OR1 sobre OX debe tomar 

se positivamente y que es igual k C[r dr). qdt. Su
mando algébricamente las tres proyecciones, obtendre
mos para la proyección de OGi sobre OX 

A (p -\-dp)—B (q-\-dq)rdt-\-C(r-\~dr)q dt. 
Restando Ap, se obtiene para el. incremento de la suma, 

de los momentos de las cantidades de movimiento, alre
dedor de la recta fija OX, durante el tiempo 

Adp — B(q-\-dq)rdt-irC(r-\-dr)qdt; 
esta cantidad es igual á la suma de los momentos de los-
impulsos elementales de las fuerzas exteriores. Sea L la 
suma de los momentos de estas fuerzas, con respecta 

Fig. 284. 
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á OX;L¿fr será la suma délos momentos de sus impulsos, 
y tendremos la ecuación 

Adp—B H- dq) rdt -{-C (r -4- dr) q d t = L i / , 
reduciendo y suprimiendo los infinitamente pequeños de 
.ssgundo órden, será 

(«) A ( I ) - ( B - C ) ^ = L -
De una manera análoga obtendremos para los ejes 

O Y , O Z , llamando M y N á las sumas de los momentos 
«de las fuerzas exteriores, con respecto á estos ejes, las 
ecuaciones 

i B ( t H c - A ) ^ = M . 

' ( C ( ^ ) - ( A - B ) ^ = N . 

Estas tres fórmulas dan las aceleraciones angulares a l 
rededor de los tres ejes, en función de los momentos de 
las fuerzas y de las velocidades angulares. E l problema 
del movimiento del cuerpo queda reducido á la siguien
te cuestión de análisis; deducir denlas ecuaciones ( i ) los 
valores generales de ^, r en función del tiempo / . 

681 . Vamos á examinar particularmente el caso no
table, en que los momentos de las fuerzas exteriores, con 
respecto á los ejes, son constantemente nulos; es decir, en 
«que L = 0 , M = 0 , N = 0 . Entónces las fórmulas ( i ) to 
man la forma 

A ( f ) = ( B - c ) ? ' - . 

B ( ^ ) = ( c - A ) ^ 

c ( f ) = ( A - B ) ^ 
las cuales nos dicen, que la aceleración, alrededor de cada 
eje principal, es igual al producto de las velocidades an
gulares del sólido alrededor de los otros dos ejes, m u l t i -
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plicado respectivamente por los cocientes 

B - C C - A A — B 
A * B * C * 

Si el elipsoide de inercia, con relación al punto O, se re
duce á una esfera, se tiene A = : B = C ; y las aceleracio
nes angulares , -^ | - , ~ son separadamente nulas-

las velocidades angulares q, r son entónces constantes;., 
el cuerpo gira indefinidamente con una velocidad cons
tante alrededor del eje resultante, cuya dirección perma
nece fija en el espacio; este eje es en efecto principal en 
la esfera de inercia relativa al punto O, y la rotación, una-
vez comenzada alrededor de su dirección, persiste indefi
nidamente (665), á pesar de no tener el cuerpo más que 
un punto fijo. 

Si el elipsoide de inercia, relativo al punto O, es de re
volución, se tiene A = B , si O Z es el eje de la superficie.. 

La tercera ecuación nos advierte entonces, que ^ - — 0, 

y que la velocidad angular r es constante. 
En general, cuando no hay fuerzas exteriores, ó cuan

do tienen una resultante única, que pasa por el punto 
fijo, el eje resultante de los momentos de las cantida
des de movimiento tiene una longitud constante, y una. 
dirección fija en el espació (632); y sus componentes se
gún los ejes coordenados móviles son A/), B r̂, Gr (677)*. 
y se deduce la relación 

(2) A2pM. Wq 24. CV 2 = G \ 
en la cual G es la longitud invariable del eje resultante. 

682. E l teorema de las fuerzas vivas nos demuestra 
por otra parte, que la fuerza viva del sistema sólido es
constante. Llamemos H á esta fuerza viva, sea wla velo
cidad angular del cuerpo, alrededor del eje instantáneo-
dé rotación, I el momento de inercia alrededor de este 
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eje, la fuerza viva es Iw2, por ser 

luego (3) I t ó 2 = H , 
siendo H constante. 

Esta ecuación se trasforma por medio d é l a ecuación 
del elipsoide de inercia. La ecuación de este elipsoide es 

AX2 + B Y 2 + C Z 2 = r l . 
E l momento de inercia del sólido, alrededor de la recta 

que une el punto O al punto N (X, Y , Z ) , tomado sobre 

la superficie del elipsoide, es [ x = - ^ - - = I , designando por 

X la distancia O N== - 7=1 , comprendida entre estos dos 

puntos (577). 
Sean P (fig. 285), el polo de la rotación instantánea 

sobre el elipsoide, OP — 1, 
X , Y , Z , las coordenadas del 
punto P, ó las proyecciones 
sobre los ejes de la longitud 
X. La velocidad angular w al
rededor de OP, tiene por pro
yecciones sobre los¿ejeslas ve
locidades angulares ^, r; y 
por consiguiente los cosenos 
de los ángulos de OP con los 

Fig. 285. 

ejes, tienen los valores 
q_ _Y 
a) X 

, Y = : i ^ Z = - ^ ; 

relaciones que dan 

w 

sustituyendo en la ecuación del elipsoide, será 

1 = A 
Cú2 

ó dividiendo por — j - > 
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— ^ A p Z + B q Z + C r ^ ó A ^ + B ^ + C r 2 = z U 2 , (4) 

teniendo presente que - ~ = 1 . 

Las ecuaciones (2) y (4) pueden deducirse de las (1), 
después de hacer en ellas L=0, M=:0,N=0. Basta para 
ello multiplicar la i.a por Aj>, la 2.a por Bq y la 3.A por 
C r y sumar; resulta 

~dt ~ ' 

e integrando 

A2^2+B2^2+C2r2—constante=G2, 

ó sea la ecuación (2). 
La (4) se obtiene multiplicándolas (1) respectivamente 

por py q, r, y sumando; tendremos 

Apdp 4- Bqdq-h Crdr=0, 

que integrada es 

A2+B^2- | -Gr2=cons tan te=H. 

Deducir los valores de las variables/, q, r, en función de las 
variables «p,̂ , 9. 

683. Las ecuaciones (1) bastan para determinar ana
líticamente las variables / , r , en función del tiempo ty 
y con las tres constantes de la integración. 

E l problema no está aún resuelto enteramente con esta 
determinación, porque es preciso expresar, ademas, en 
función del tiempo, los ángulos cp, «j;, 0, que fijan en cada 
instante la posición exacta del sólido; para lo cual expre-
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saremos/, r, 'en función de los ángulos <p, <{> y G, y de 

las velocidades ^ j r , - ^ j , de estos ángulos. 

Las rotaciones py q, r, 
tienen lugar alrededor 
de los ejes O X , O Y , O Z , 
(figura 286), mientras 
que la rotación instan
tánea descompuesta se
gún los ejes O Z ' , O N , 
O Z , tiene por compo-

dty d<? dü 

Para obtener/, basta 
proyectar sobre O X- las 

^ - , ^ , 7 tendremos. 

Fig. 286. 

tres rotaciones 

/>= c o s Z m + ~ c o s N O X + eos Z O X ; 

di * dt ' dt 
dü df 

dt dt di 

proyectando las mismas tres rotaciones, sobre OY, y O Z , 
obtendremos los valores de ^ y r , que son 

q = ~ eosZ'O Y 4 - ~ eos N O ¥ - + - • — eos Z O Y 
2 dt ' dt dt 

r = ^ eos Z ' O Z + eos N O Z 4 - -5- eos Z O Z . 
dt dt dt 

Los ángulos Z O X , Z O Y , N O Z son rectos, y sus co

senos son cero; la rotacion-^J- se proyecta en su verdade

ra magnitud sobre O Z ; teniendo presente que NOX=<p, 

N O Y = 5 p + , se reducen á 

dü 

/ = — eos Z OX-f- eos y dt 
dty 

= -dtCOsZ'OY—dtSQn(? 
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Para calcular los cosenos de los ángulos Z ' O X , Z ' O ^ 
del punto O, como centro, describamos una esfera, que 
será cortada por los planos Z'OX, Z ' O N , X O N , según 
los arcos de círculo máximo QM, QP, PM. 

En el triángulo esférico MPQ, tenemos que 
eos QM = eos QP cosPM-f-sen QP sen PM eos QP M , 

y observando que Q P M = - ^ — - 0 , y que Q P = — , será, 

cosQM=cosZ/OX=rr:sen ^ sen 0. 
Para deducir cosZ'OY, basta aumentar el ángulo dé 

un ángulo recto, lo que nos dará 

eos Z ' O Y = sen ĉp +-^-^sen6=cos ¡psen 9 

Tendremos para pasar de las variables ^, r , á las va
riables cp, ̂  9, las tres ecuaciones 

cos cp sen sen (p. (5) ^ = r̂coscpsen 9 
d<¡> 

7 7 c o s G + 1 ¡ -

Resolución del problema por las cuadraturas, en el caso en que 
las fuerzas exteriores son todas nulas. 

684. Las seis ecuaciones ( i ) y (5) contienen la solu
ción general del problema propuesto, cuya resolución va
mos á terminar, en el caso particular en que las fuerzas 
exteriores son nulas, es decir, cuando L = 0 , M=0> 
N=0; condiciones que reducen las tres ecuaciones (1 )> 
á las que siguen: 

(a) ^ - ( C - A ) ^ ^ , 

* _ ( A _ B ) W = 0 . 



MOVIMIENTO DE UN SOLIDO QUE T I E N E UN PUNTO FIJO. 267 

Las ecuaciones (2) y (4) 

darán/) y ^ en función de r . Resolviéndolas con respecta 
á y j2, resulta 

A ( A — B ) 

2 G 8 - — H A - f - C ( A—C ) r 2 

^ B ( B — A ) ' 

sustituyendo estos valores en la tercera de las [a)t obten
dremos 
(3^1__/A / G ' - H B + C ( B - C ) r i ! V 4 / G a - H A + C C A - O ^ 

dt V V A ( A - B ) V B ( B - A ) 

ecuación en la que pueden separarse las variables, y que 
toma la forma 

dr 
l/(a+6rí)(a'-H6V2) ^ ' 

siendo ¿ , ¿ ' y / ^ cantidades conocidas. Esta ecuación 
se integra por las cuadraturas; y como el radical contiene: 
un polinomio de 4.° grado en r , la solución general no 
puede obtenerse sino por medio de las funciones elípticas. 

Cuando se conoce r en función del tiempo, p y q SQ ex
presan por medio de r , y las tres rotaciones serán conoci
das en función de / . 

Haremos para terminar la solución, una hipótesis sobre: 
la posición de los ejes fijos OX' ,OY' , OZ'; admitiendo, que 
el eje OZ'coincide al principio del movimiento, con eleje 
del par resultante de los momentos de las cantidades de 
movimiento; estando este eje inmóvil, la coincidencia será-
permanente. Ahora, el eje del par resultante tiene por 
componentes según los ejes OX, O Y , O Z , las cantidades-
Ap, Bqy Cr; obtendremos, pues, (fig. 286), 

A p = G c o s Z 'O X = G s e n y sen 9, 
B<7=G eos Z'O Y = G eos ? sen 0, 

C r = G c o s 9 . 
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De las cuales se deduce 

Conociendo/,^,r, en función de / , deduciremos ^ y 0. 

Para determinar ^, eliminaremos ̂  entre las dos primeras 

ecuaciones (5), y resultará 

>̂ sen «p + <7 eos 9 = ^ sen 6; 

ecuación, que integrada por una cuadratura, dará <|J, pues
to que ^>,̂ ,<p y 9, son conocidas; con lo cual quedará el 
problema completamente resuelto. 
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T e o r í a de la rotac ión de los cuerpos de Poinsot.—Poloide y herpo-
loide.—Ecuaciones de la po lo ide .—Trazado de la herpoloide.—r 
Medida de la estabilidad de la rotac ión alrededor de un eje p r i n c i 
p a l . — E f e c t o de un par instantáneo sobre un sól ido que tiene un 
punto fijo.—Efecto general de un p a r . — A p l i c a c i ó n al movimiento 
del p e ó n . 

Teoría de la rotación de los cuerpos de Poinsot. 

685. Por medio de consideraciones geométricas ha 
conseguido Poinsot, terminar la resolución del problema-
de la rotación de los cuerpos, cuando no hay fuerzas ex
teriores, y por consiguiente los momentos L , M , N , son 
los tres nulos. 

Empezaremos, para la exposición de la teoría, por su
poner que el elipsoide de inercia del cuerpo con respec
to al punto fijo O, está referido á sus ejes principales. La 
ecuación del elipsoide referido á estos ejes es 

(1) A X 2 + B Y 2 + C Z 2 = 1 , 
y el momento de inercia, alrededor del radio de longitud 

\ será igual á . 

Por la Geometría analítica sabemos: que el plano tan
gente al elipsoide, representado por la ecuación (1), en el. 
punto cuyas coordenadas son X , Y , Z , tiene por ecua
ción 

A X x + B Y r + C Z ^ = l ; 
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y la distancia de este plano al origen O, es 

/ A 2 X 2 + B 2 y 2 + C2Z2' 
Y que si sobre los ejes coordenados rectangulares (f igu

ra 287) , tomamos desde el origen 
longitudes O D = A p , O E = Bqy 
O F = C r , y componemos estas tres 
longitudes como si fueran fuerzas, 
cuya resultante sea OG; la ecuación 
del plano trazado por el origen, 
perpendicularmente á la OG, será 

Fig. ss?. A p x - \ - B q r - \ - C r z = 0 , 
686. Usto supuesto, sea en un instante dado O L la 

dirección del eje instantáneo de rotación, X , Y , Z , las 
coordenadas del punto L en el elipsoide de inercia repre
sentado por la ecuación (1), y llamemos wá la velocidad 
angular de la rotación del sólido alrededor de O L . 

En el punto L , tracemos un plano tangente al elipsoi
de; su ecuación será 

(2) A X x - f B Y r - i - C Z ^ r r r : ! . 

Representemos por 1 la longitud O L ; tenemos la se
rie de razones iguales 

, s w p q r Ap Bg O , 
^ T X Y Z " - A X BY ~CZ; 

de las que se deduce 

X / A ^ ^ B ^ ^ + C ^ 2 ' 
Pero J / A V + KV + CV2 es igual á la cantidad constan

te G; es decir, á la diagonal del paralelepípedo, ó al eje 
del par resultante de los momentos de las cantidades 

de movimiento (681); V / A ^ ^ ^ Y M ^ Z 2 ^ - ^ » ^ sea la 

cantidad inversa de la distancia S del origen O al plano 
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tangente al elipsoide, y la ecuación (4) será 

(5) l i i s i 
Como - i - es igual al momento de inercia I del solido/ 

alrededor del eje de rotación O L , tendremos 

- l l f e i l í • • ' 
siendo H la fuerza viva constante del sólido; luego 

(6) G ^ ^ H ; 
y como H y G son constantes, la distancia 8 será también 
constante. 

Délas igualdades (3) se deduce, reemplazando ~ por su 

valor / H . 

y sustituyendo estos valores en la ecuación (2), resulta la 
siguiente 

— x + - - — r - \ - — z — \ , 
/ H / H ' 

ó lo que es lo mismo 
(8) A ^ + B ^ r - | - C r ^ = = v / H . 

E l plano tangente al elipsoide en el punto L , es por 
consiguiente paralelo al plano A ^ x + B ^ - f - C r z = 0 , tra
zado por el punto O, perpendicularmente á la recta OG; 
mas este plano, es el plano del máximo de las áreas (678), 
que sabemos conserva en el espacio una fijeza absoluta. 

Por consiguiente, el plano tangente al elipsoide tirado 
-por el 'punto L , -polo instantáneo de rotación del sólido^ tiene 

una dirección constante en el espacio; ademas su distancia al 

punto jijo O ^ > - = e s invariable; luego dicho plano está 

jijo en el espacio. E l movimiento del cuerpo se ejectúa de ma
nera, que el elipsoide de inercia sea constantemente tangente á 

1 
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este plano Jijo; la rotación instantánea tiene lugar en cada 
instante alrededor del radio tirado del punto O al punto de 
contacto,y la velocidad angular, t o=Ái /H, es proporcional ó. 
la longitud 1 de este radio. Tal es el enunciado del teore
ma de Poinsot. 

La proyección de O L sobre la dirección del eje OG 
es una recta OP constante; y lo mismo sucede á la pro
yección sobre OG de la velocidad angular to, que es pro
porcional á OL; y por lo tanto, la velocidad angular deí 
sólido, estimada alrededor del eje de los momentos de 
las cantidades de movimiento, es constante. 

Poloide y herpoloide. 

687. Podemos concebir fácilmente la imagen del mo
vimiento del cuerpo. 

Sea O (fig. 288) el punto fijo; OS el eje instantáneo de 
rotación en una época dada; w la. 
velocidad angular del sólido en esta, 
época. 

En el punto S, donde el eje ins
tantáneo corta á la superficie del 
elipsoide 

A X 2 + B Y 2 + C Z 2 = 1 , 
tiremos un plano tangente T T á 

Fíg. 288. esta superficie. Del punto O baje
mos sobre este plano una perpendi

cular OP; ésta será la dirección constante del eje resul
tante de los momentos de las cantidades de movimiento. 

De estos datos se deducirá la fuerza viva H del cuerpo 
y la magnitud G del eje del par resultante. Se tiene, en 
efecto, llamando X al radio OS 

H = ~ , y G O ^ / H = - ^ 
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siendo S la distancia OP del punto al plano tangente. Se 
tiene, pues 

E l plano T T y el punto O están fijos en el espacio, y 
el elipsoide se mueve alrededor de su centro, de modo 
que permanezca siempre tangente al plano T T . E l mo
vimiento relativo del elipsoide con respecto al plano no se 
modificará suponiendo el elipsoide fijo,: y que se hace ro 
dar sobre su superficie el plano T T , bajo la condición de 
que permanezca constantemente á la distancia, B=OP, del 
centro O. 

En este movimiento, el punto de contacto del plano y 
del elipsoide, traza sobre el elipsoide una curva SS', á la 
que Poinsot ha dado el nombre de •poloidey ó sea la trajee-
torta del polo instantáneo de ro tación sobre el elipsoide; so
bre el plano tangente , el mismo punto traza una segunda 
curva llamada herpoloide, sobre el cual la poloide viene á 
rodar en el movimiento relativo. La poloide es por consi
guiente la base de un cono OSS', que tiene su vértice en 
el punto O v forma cuerpo con el sólido; y la herpoloide es 
la base de un segundo cono, del mismo vértice pero fijo en 
el espacio; el movimiento del sólido se resume en la ro
dadura del cono móvil sobre el cono fijo , como dijimos 
en la Cinemática; y también sabemos que esta rodadura 
es el movimiento más general de que puede estar animado 
un sólido que tiene un punto fijo (231). 

688. Cuando el elipsoide es de revolución, la poloide 
viene á ser uno de los paralelos de la superficie; los dos 
conos son conos rectos de base circular, y la velocidad 
angular del sólido alrededor de su eje instantáneo es cons
tante. En el caso general, la poloide es una curva cerra
da, que da la vuelta sobre el elipsoide , alrededor del ex
tremo del eje mayor, ó del extremo del eje menor; puede 

MECÁNICA R A C I O N A L . — T O M O I I . 18 
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reducirse por excepción á un sistema dedos elipses, cuan
do pasa por el extremo del eje medio. 

689. Sobre el plano T T , la herpoloide es en general 
una curva sinuosa, cuya forma media es un círculo que tie_ 
nepor centro el punto P; las sinuosidades de la curva ha
cen que entre en este círculo y que salga alternativamente 
por períodos iguales; la curva puede cerrarse al cabo de 
cierto número de espiras, ó en otros casos, prolongarse 
indefinidamente sin volver jamás á pasar por su punto de 
partida. 

Estas sinuosidades no desaparecen, sino en el caso de 
que el elipsoide es de revolución; entónces la herpoloide 
se reduce á su círculo medio. Otro caso notable se pre
senta cuando la poloide pasa por los extremos del eje me
dio. Entónces la herpoloide se trasforma en una espi
ral indefinida, que da una porción de veces la vuelta al 
punto P, y cuya longitud total es sin embargo finita. Su
pongamos que el sólido haya empezado á rodar alrededor 
del eje medio; si se le separa ligeramente de esta posición, 
en la que la rotación podría indefinidamente persistir 
(664), y que se tiene cuidado de llevar, en el sentido con
veniente, el eje de la nueva rotación instantánea á un 
punto de una de las elipses que constituyen la poloide cor
respondiente, el polo instantáneo tomará un movimiento 
indefinido, y podrá tener por posición límite el vértice 
opuesto del eje medio, después de la inversión completa 
del cuerpo; el eje medio tiende á tomar su orientación, in-
virtiéndose de extremo á extremo. Pero esta inversión 
exigirá un tiempo indefinido para terminarse. 

Ecuaciones de la poloide-

690. Para encontrar las ecuaciones de la poloide, ob
servaremos qu.e esta línea es la intersección de dos super-
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üc ies , una de las cuales es el elipsoide de inercia, cuya 
ecuación puede ponerse bajo la forma 

(9) + 
y la otra se obtendrá, recordando que la poloide es el lugar 
geométrico de los puntos del elipsoide, en que el plano 
tangente está á una distancia constante S del origen. 

La ecuación del plano tangente en el punto (x,^r, z) 
•de la superficie es 

x'x . y'y . z?: , 
a2 6S c2 * 

;su distancia al origen es 

Ésta ecuación, que expresa que la distancia del plano 
tangente al origen es constante, y la ecuación (9) del elip
soide de inercia, son las ecuaciones de la poloide. Esta 
-curva es la intersección de las superficies representadas 
por las ecuaciones (9) y (10), que las dos son elipsoides, 
que tienen los mismos planos principales. Las proyecciones 
de la intersección sobre los planos coordenados, son por lo 
tanto curvas de segundo grado. Eliminando sucesivamen
te z^x é_x, obtendremos las ecuaciones de las proyec
ciones: 
sobre el plano X Y , , , 

y } a2 \ c2 a2 b2 ( c2 b2 ) ca 8* ' 
sobre el plano Y Z 

^ J 62Va2 62 ~ c2 Vaa c2 J a2 

y sobre el plano Z X 
, N 2S / 1 M o. ^ T 1 M J L 
V 3 ) c2 V 'F Z"1" ~ a2J V 82# 
Supongamos a<Cb<ic\\d. distancia S deberá estar com

prendida entre a y c> pudiendo ser < ; ¿ , ó Por cóli

ca1 

1 J _ . 
32; 
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siguiente ^ r < ~ , - ~ > ~ , ~ > - i . ; luego los tres 

coeficientes de la ecuación ( n ) son negativos, y cam
biando los signos, será 

_ f l / j 1 ] + y L (1 L W - L J_ 
a2 [a2 c*) 62 Vt2 c2/ 82 c2 ' 

que representa una elipse. 
La ecuación (12) también representa una elipse; porque 

a2 ̂  62 ' a2 c2 ' ^ a2"^ S2 ' 

La ecuación (13) representa una hipérbola, porque los 

1 1 l* 1 • coeficientes — y ~ - ^ j - , son de signos contrarios; 

y representa dos rectas, cuando &=:¿?; entónces la poloide 
se reduce al sistema de dos elipses, intersección de la su
perficie del elipsoide de inercia con los dos planos que 
representa la ecuación (13). Las hipérbolas representadas, 
por esta ecuación en el caso general, están situadas en 
uno.ú otro de los ángulos formados por las rectas 

JVJ M - i _ - ^ l / - i L W o 
ca V62, 02 / ~ r a2 V 62 a2 >/ * 

1 1 1 1 • según que se t i e n e — ó - ^ <>-gi-; luego la poloide^ 

es, sobre el elipsoide, una curva cerrada queda vuelta al
rededor del vértice del eje menor, ó del vértice del eje ma
yor, según que 8 es menor, ó mayor que ¿. 

Si el elipsoide de inercia es de revolución, siendo por 
ejemplo a — f r , la poloide se reduce á un círculo alrede
dor á ú vértice del eje c. 
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Trazado de la herpoloide. 

691. Para trazar esta curva, sea O (fig. 289), el cen
tro del elipsoide, P el pié de la 
perpendicular bajada de este pun
to sobre el plano invariable T T ; 
M el punto de contacto, en un 
instante dado, del elipsoide con 
este plano. 

La rotación del elipsoide se 
verificará en este instante alrede-

Fig. 289. dor de la recta O M ; de manera 
que los arcos de la poloide M N se apliquen sucesivamen-
ts sobre el plano T T . E l resultado de esta aplicación su
cesiva será una curva M Q que da la vuelta alrededor del 
punto P, y en la cual los radios P M variarán generalmen
te entre dos límites; de suerte, que la herpoloide es en ge
neral una curva sinuosa, que se extiende alrededor del pun
to P , aproximándose y alejándose á intervalos iguales, y 
pudiendo en ocasiones no cerrarse, si el ángulo al centro, 
que corresponde á la aplicación del perímetro entero de 
la poloide, no es comensurable con el ángulo recto. 

692. E l caso en que la poloide es una de las elip
ses límites, pasando por los vértices del eje medio, pre
senta una excepción. En este caso, la herpoloide, en lugar 
de ser una curva ondulada, conservándosé á una distancia 
media del punto P, constante, es una espiral MP (fig. 290), 

que aproximándose más y más á este 
punto, no llega jamás á coincidir con él. 
Aunque esta curva se prolongue inde
finidamente, su longitudes finita; por
que como resulta de la aplicación sobre 

Fig. 290. el plano de los arcos sucesivos déla elip
se límite, tiene por longitud total la longitud de esta elipse. 
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E n fin., cuando la poloide se reduce á un paralelo del 
elipsoide de revolución, la herpoloide se reduce á un 
círculo que tiene por centro el punto P; y el movimiento 
del sólido consiste en la rodadura de un cono recto de 
base circular unido al cuerpo, sobre un cono recto de base: 
circular fijo en el espacio. 

Medida de la estabilidad de la rotación alrededor de un eje 
principal. 

693. Sean (fig. 291), OA el eje menor, OB el eje: 
medio y OC el eje mayor del el ip
soide de inercia. La rotación del só
lido, una vez comenzada alrededor 
de uno de estos tres ejes, continúa 
indefinidamente, si no interviene 
ninguna fuerza exterior. Sin em
bargo, la estabilidad de la rotación 
no es la misma alrededor de cada, 
uno de los tres. 

Tiremos por el eje medio BB' los 
dos planos GF, DE que corten la 
superficie según las elipses, á lo lar

go de las cuales, el plano tangente está á la distancia OB 
del centro. Todos los puntos de estas elipses podrán 
servir sucesivamente de polos de la rotación instantánea, 
de suerte, que el movimiento del sólido podrá consistir en. 
la aplicación sucesiva de los arcos de la elipse BGB' sobre 
el plano invariable. No sucede lo mismo con el eje ma
yor y el eje menor, porque las distancias OC, O A, son el 
máximo y el mínimo del radio vector tirado del punto O 
á la superficie, y de la distancia del plano tangente a l 
centro. 

Si mientras el radio vector gira alrededor del eje OC,, 

Fig. 291. 
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se hace intervenir una fuerza que lleve el polo instantá
neo al punto. L , próximo al punto C, el cuerpo tomará 
por poloide, á partir de este instante, una curva cerrada 
1/L que da la vuelta alrededor del vértice C, de la super
ficie;^ mismo sucederá, mientras que el punto L n o sea lan
zado por una fuerza, fuera del uso comprendido entre 
las dos semi-elipses BEB', BGB'. 

Del mismo modo, si la rotación se verifica alrededor 
de OA, y se le separa un poco, la poloide vendrá á ser 
una curva KK' , rodeando el punto A, y esta alteración se 
conservará, mientras que el polo instantáneo no sea lleva
do fuera del uso elipsoidal EBFB' . 

En cualquier punto que se coloque, el polo instáneo de 
la rotación, con tal que no caiga sobre las elipses límites 
E D , FG, la polóide será una curva cerrada que rodea al 
vértice C, ó al vértice A , según que el polo inicial cae en 
el uso GBB'E, ó en el uso EBB'F. 

Luego se puede tomar por medida dé la estabilidad de 
la rotación alrededor del eje mayor, ó alrededor del eje 
menor, la superficie de los usos que contienen los vér t i 
ces de estos ejes, de suerte, que la estabilidad del eje ma
yor está medida por la superficie GBB'E, y la del eje me
nor por la superficie EB'BF. 

694. La estabilidad de la rotación alrededor del eje 
medio es nula; porque si la rotación alrededor de OB 
empieza, y se le separa un poco moviendo el eje instan
táneo de rotación, el polo instantáneo será llevado al uso 
GBB'E, ó al uso adyacente EBB'F; en el primer caso, la 
nueva poloide rodeará al punto C, vértice del eje mayor; 
en el segundo, rodeará el punto A, vértice del eje menor. 
La'rotacion.alterada se efectuará, por consiguiente, alrede
dor de uno de los ejes extremos, abandonando al eje 
medio. 

Hay un caso excepcional, que es aquel en que el moví-
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miento del eje instantáneo lleva el polo de la rotación 
sobre una de las elipses límites; porque entónces lapoloi-
de viene á ser esta misma elipse; el cuerpo se moverá por 
lo tanto, ya de manera que vuelva el polo al punto B, que 
acaba de abandonar, ya de manera que se aleje más y 
más de este punto, á lo largo de la elipse límite, y lleván
dolo más y más cerca del vértice opuesto B'. 

Efecto de un par instantáneo sobre un sólido que tiene 
un punto fijo. 

695. Hemos llamado fuerza instantánea al impulso 

total , P— C ¥dt=mvt de uná fuerza F, variable y de 
Jfo 

mucha energía, que actúa durante un tiempo muy peque
ño /—jf0 (604). Un par instantáneo es un par formado por 
dos fuerzas instantáneas ( P , — P ) , ó por dos impulsos 
totales, iguales, paralelos y contrarios, actuando durante 
un tiempo muy corto. 

Supongamos que un cuerpo sólido, que tiene un pun
to fijo, está en reposo, y que se aplica á este cuerpo, un 
par instantáneo (P,—P); vamos á ver qué movimiento 
tomará el cuerpo. Descompongamos este par según los 
tres planos principales del sólido, relativos al punto O, y 
llamemos L ' j . M ^ N ' , á sus tres pares componentes. Por el 
teorema de d'Alambert, extendido á las fuerzas instan
táneas (605), existe el equilibrio entre las percusiones, 
las cantidades de movimiento iniciales y las cantidades de 
movimiento finales, tomadas en sentido contrario. A p l i 
quemos el teorema de los momentos; sip't q\ / , son las 
componentes de la rotación instantánea alrededor de los 
ejes principales al fin de la percusión, Ap\ B^', Cr, son 
los momentos de las cantidades de movimiento con res-
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pecto á estos ejes, y por consiguiente, el equilibrio exige 
las tres ecuaciones 

A / = : L ' , B / = : M ' , G / = N ' ; 
es decir, que cada par instantáneo componente se condu
ce como si estuviera solo. Basta, por lo tanto, componer 
las velocidades^)', / , para obtener en dirección y mag
nitud la velocidad angular t o . Sea O I (fig. 292}, el eje 

instantáneo, I el punto en que este eje 
encuentra al elipsoide de inercia. Las 
coordenadas X , Y , Z del punto I serán 
proporcionales álas componentes^', ^ , r ', 
de la velocidad angular: luego el plano 
tangente al elipsoide en el punto I , plano 

Fig. 292. cuya ecuación es (685) 
A X j c + B Y r - t - G Z z ^ l , 

es paralelo al plano 
A / x - f - B ? > + 0 / ^ = 0 , 

ó al plano L ^ + M > - l - N ' ; 2 ; = 0 , 
el cual, siendo perpendicular á la dirección cuyas com
ponentes, según los ejes, son L ' , M ' , N ' , es paralelo al 
plano del par dado. 

O lo que es lo mismo, el eje de rotación alrededor del 
cual el sólido empieza á rodar por la acción del par ins
tantáneo (P,—P), es en el elipsoide de inercia el d iáme
tro conjugado del plano de este par. Entónces , cesando 
la acción del par, el cuerpo vuelve á quedar libre, y co
mo posee una velocidad 0 / alrededor del eje instantáneo 
O I , sigue á partir de este instante el movimiento definido 
por el teorema de Poinsot. La rotación no persiste alre
dedor de la recta O I , si esta recta no es un eje principal. 

Efecto general de un par. 

696. Hagamos actuar sobre el sólido un par (F,—F) 
formado por dos fuerzas finitas F dadas en cada instante 
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en magnitud y en posición. Sea OS (fig. 293) el eje de ro
tación del cuerpo, en un cierto instante, en virtud de su 
movimiento anterior. 

Si se suprime en este instante el par (F, — F) durante 
un tiempo dt, el cuerpo seguirá durante este tiempo la. 
ley de Poinsot, y al cabo del tiempo dt tendrá por eje de 
rotación una recta O L , distinta de OS, y que terminará 

sobre el elipsoide en un punto L de 
la poloide, á una distancia infinita
mente pequeña del punto S. En este 
instante hagamos actuar sobre el só
lido el par instantáneo (F¿//,—F¿//); 
si el sólido estuviera en reposo 
resultarla una rotación alrededor 

de un eje instantáneo O I , diámetro conjugado del pla
no del par en el elipsoide (686). En vir tud del princi
pio de la independencia del efecto de las fuerzas, se ob
tendrá el movimiento efectivo del sólido, componiéndo la 
rotación alrededor de OS, debida al movimiento ante
riormente adquirido, con la rotación O I , debida al efecto 
de las fuerzas exteriores. 

Luego el eje de la rotación resultante será una recta 
O K comprendida en el plano L O I , y el efecto del par 
habrá sido hacer marchar el polo instantáneo sobre el 
elipsoide de inercia de una cierta cantidad SK. La poloi
de SL del teorema de Poinsot, será reemplazada por otro 
camino SK del polo instantáneo, que será debido á los efec
tos combinados de la inercia y de las fuerzas exteriores. 

697. Cuando el elipsoide de inercia es una superficie 
de revolución alrededor del eje O Z (fig. 294), la poloi 
de de Poinsot es un paralelo L L ' de la superficie, y en 
vir tud de la inercia toma el cuerpo un movimiento unifor
me de precisión. Tomemos, en efecto, por eje fijo OZ ' , 
el eje OG del par de las cantidades de movimiento; 
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sea M N el plano fijo sobre el cual rueda el elipsoide, y 
L L ' la poloide. E l mo
vimiento del cuerpo será, 
una rodadura del cono 
recto O L L ' , sobre el 
cono recto O L L " , y en 
este movimiento la línea 
de los nodos O N estará ani
mada en el plano Y ' O X ' 
de una velocidad angu— 
lar constante. La gene-

Fig. 294. ratriz común O L de los 
dos conos.está en cada instante en el plano de los ejes OP y 
OFde.las dos superficies, y la línea délos nodos es per
pendicular á este plano; el plano L O N es el plano tangen
te á los dos conos según la generatriz O L . 

698. Siendo siempre el elipsoide de inercia de revo
lución, el etecto de un par, puede'aún ser un movimiento-
de precesión uniforme. Sea OZ (fig. 295), el eje de revo
lución de elipsoide, y el ecuador de la superficie EE. Su
pongamos que el movimiento del cuerpo sea el resultada 
de la rodadura del cono recto O L L ' , unido al elipsoide, 

sobre el cono fijo O L L " . E n 
este caso la línea de los nodoŝ  
O N , intersección del plano del 
ecuador con el plano Y ' O X ' , 
perpendicular al eje OZ' del 
cono fijo, estará animada de un 
movimiento de rotación un i 
forme alrededor del punto O;, 
es normal al plano Z 'OZ de 
los dos ejes de los conos, y á 

Fig. 295. la generatriz O L de contacto^ 
Seaw la velocidad angular del sólido, alrededor de O L ; 
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busquemos el eje dé los momentos de las cantidades de 
movimiento, y descompongamos para esto la velocidad 
'«o, según los tres ejes principales del elipsoide de inercia 
relativo al punto O. Siendo el elipsoide de revolución al
rededor de OZ, se pueden tomar arbitrariamente por ejes 
principales dos rectas perpendiculares, tiradas por el pun
to O en el plano del ecuador; escogeremos la recta O N 
y su perpendicular OX, trazada en el plano ZOZ' . Sea A 
el momento de inercia del sólido alrededor del eje OX; 
A será también el momento de inercia alrededor de O N ; 
y sea C el momento de inercia alrededor de OZ. La ve
locidad angular to nos dará las componentes^) y r según 
OX y OZ; la tercera componente según O N es cero por ser 
O N perpendicular á O L . Obtendremos las componentes 
del eje de los momentos, tomando sobre OX una longitud 
O A = A p , y sobre O Z una longitud O G = C r ; el eje bus
cado OG es la resultante de estas longitudes (678). Se ve 
que este eje está contenido en el plano ZOZ'; que ademas 
siendo la rotación to constante y formando siempre los 
mismos ángulos con las rectas OX y OZ, OG será una 
longitud constante y formará un ángulo constante con el 
eje OZ' ; es decir, OG describirá alrededor de OZ' un co
mo recto, con la misma velocidad angular que el eje OZ 
del elipsoide móvil. E l extremo G describe en este mo
vimiento una circunferencia GG' , con una velocidad 
constante, normal al plano Z'OG y por consiguiente pa
ralela á la línea O N . Ahora, la velocidad del extremo 
del eje del par resultante de los momentos de las cantida
des de movimiento, es en cada instante igual y paralela al 
eje del par resultante de los momentos de las fuerzas ex
teriores. Luego para imprimir al sólido el movimiento 
de precesión uniforme, definido por la rodadura del cono 
O L L ' sobre el cono O L L " , con una velocidad w, basta apli
car al sólido un par cuyo eje sea, en cada instante, para-
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lelo á la línea de los nodos O N , y que tenga por medida; 
la velocidad lineal constante del punto G. 

Aplicación ai movimiento del peón. 

699. E l movimiento cónico uniforme del p-íon, con
firma la teoría anterior. 

E l peón, que sirve como juguete á los niños, es un 
sólido de revolución alrededor del eje Q Z , (f ig. 296), 

terminado en su parte inferior 
por una punta de hierro O, que 
descansa sobre un plano h o 
rizontal Y ' O X ' . E l elipsoide 
de inercia del peón, con res
pecto al punto O, es también 
de revolución alrededor del eje 
O Z . 

Supongamos que el mo
vimiento cónico del peón-se 
realice, y que gire alrededor 
de su eje con una cierta velo

cidad angular 9, y que al mismo tiempo el eje O Z gira, 
alrededor de la vertical O Z ' con una velocidad angular cp, 
que hemos llamado velocidad de precesión. 

Para encontrar el eje instantáneo de rotación, compon
gamos la rotación, alrededor de O Z ' , con la rotación ^ 
alrededor de O Z ; la resultante Ow será, en magnitud y 
dirección, el eje de la rotación instantánea; la direccion 
Ow será la generatriz de contacto de dos conos circulares, 
que ruedan uno sobre otro en el movimiento del sólido. 

Veamos lo que sucede en el instante en que el eje O Z 
del peón atraviesa el plano Z ' O X ' . En el punto O 
elevemos en este plano la O X perpendicular á la O Z , la 
cual será un eje principal del sólido. Descompongamos la. 

Fig. 296. 
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rotación instantánea Oto según las dos direcciones rectan
gulares OZ y O X , y obtendremos las componentes p = O p 
alrededor de OX y r = O r alrededor de OZ, y formemos 
los productos 

A p = O A , Crr=:OC; 
la resultante OG de las dos rectas O A , O C , será el eje de 
los momentos, queseguiráel movimiento del plano Z 'OZ. 
La velocidad lineal del punto G alrededor de OZ ' será igual 
al producto cp X G H ; que es la medida del par que debe 
aplicarse al sólido, y cuyo eje debe ser en cada instante para
lelo á la línea de los nodos. Ahora, la única fuerza que so-, 
licita al cuerpo, prescindiendo de la reacción del punto O, 
cuyo momento es nulo, es el peso P del peón aplica
do en su centro de gravedad I ; el plano del par formado 
por las fuerzas exteriores trasladadas al punto O, es por 
consiguiente el plano Z 'OZ, y el eje del par está en efecto 
dirigido según la línea de los nodos O Y ' . E l momento 
del par es igual á PxOi. La condición necesaria y sufi
ciente para que haya precesión uniforme, es por lo tanto, 

P X O / = G H X < F . 
Hemos prescindido del par debido al rozamiento del 

punto O sobre el plano fijo; este par influye en. el movi 
miento, porque se observa una reducción gradual de la 
velocidad de la rotación propia G del peón, reducción 
debida al trabajo negativo del rozamiento sobre el plano 
de apoyo. Las reacciones del plano Y 'OX' sobre el peón, 
comprenden en realidad una fuerza y un par; el par es 
debido al rozamiento del punto O. La fuerza puede 
descomponerse en dos: una vertical é igual al peso P; 
la otra horizontal, y que se equilibra con las fuerzas cen
trífugas desarrolladas' por la rotación y del peón alre
dedor del eje O Z . 
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Movimiento de. un cuerpo sól ido l ibre.—Movimiento de la T i e r r a en 
el espacio.—Efecto de una fuerza instantánea sobre un cuerpo só l i 
do l ibre.—Caso en que la percusión sea perpendicular al eje instan
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Movimiento de un cuerpo sólido libre. 

700. Estudiado en las lecciones anteriores el movi 
miento de rotación de un sólido, ya alrededor de un eje, 
ya alrededor de un punto, vamos, según el órden que nos 
propusimos, á estudiar el movimiento de un cuerpo sólido 
libre. 

Guando un sólido libre se mueve en el espacio, su cen
tro de gravedad se mueve como un punto material cuya 
masa sea la masa total del sólido, y que esté solicitado por 
todas las fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo trasporta
das á este punto paralelamente á sí mismas (621). De ma
nera, que el movimiento del centro de gravedad puede 
determinarse de antemano, y sólo falta encontrar el mo
vimiento del cuerpo con respecto á su centro de gravedad. 

Para encontrarlo, tracemos por este punto tres ejes de 
dirección constante, y busquemos el movimiento del sóli
do con respecto á estos tres ejes, supuestos fijos; este mo
vimiento, será el movimiento de rotación del cuerpo a l -
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rededor de su centro de gravedad, considerado como fijo, 
por la acción de las fuerzas realmente aplicadas al cuerpo, y 
las fuerzas ficticias que hay que introducir para tratar el 
movimiento relativo como un movimiento absoluto. T e 
niendo los ejes móviles, por hipótesis, un movimiento de 
traslación, las fuerzas aparentes se reducen á las fuerzas 
de reacción del movimiento de arrastre (440), que son to
das paralelas y proporcionales á las masas, y por consi
guiente tienen una resultante igual á su suma aplicada al; 
centro de gravedad del cuerpo sólido. 

De aquí resulta, que la suma de los momentos de las 
fuerzas aparentes, con respecto á cualquier eje trazado, 
por el centro de gravedad, es nula, por consiguiente, el 
movimiento relativo del sólido, alrededor de su centro de 
gravedad, es solo debido á las fuerzas que realmente se le 
aplican, y no difiere del movimiento absoluto que tomaria 
el cuerpo por la acción de las mismas fuerzas, si el centro 
de gravedad estuviera realmente fijo. Y de lo expuesto 
se deduce este teorema: Ün cuerpo'sólido gira alrededor 
de su centro de gravedad^ como si este centro estuviera 
fijo. 

E l problema del movimiento general de un sólido libre,, 
se divide claramente en dos cuestiones, que pueden resol
verse independientemente una de otra: movimiento del 
centro de gravedad, y movimiento alrededor del centro 
de gravedad considerado como un punto fijo. 

701. Si las fuerzas aplicadas al sólido son todas nulas, 
el centro de gravedad del sólido se mueve en línea recta 
y con una velocidad constante, y al mismo tiempo el mo
vimiento del sólido alrededor del centro de gravedad se
guirá las leyes del teorema de Poinsot; el elipsoide cen
tral de inercia rodará, sobre un plano de dirección cons
tante, trazado á una distancia invariable del centro de gra
vedad. No habiendo fuerzas exteriores, el sólido libre se 
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moverá en virtud de la inercia, que produce este comple
jo resultado. 

Si las fuerzas exteriores se reducen al peso del ¡cuerpo, 
su centro de gravedad describirá una parábola (385); el 
momento de la resultante, representada por el peso del 
cuerpo, es nulo con respecto á todos los ejes que pasan por 
el centro de gravedad. En el movimiento con respecto al 
centro de gravedad, el cuerpo se encontrará en las con
diciones necesarias para que pueda aplicársele el teorema 
de Poinsot. 

Si el sólido es una esfera homogénea, cuyos puntos son 
atraídos por un centro fijo, en razón inversa de los cua
drados de sus distancias y en razón directa de sus masas, 
el centro de gravedad describirá una sección cónica; ade
mas, pasando siempre la resultante de las atracciones por 
el centro, la esfera conservará un movimiento de rotación 
uniforme alrededor de un eje fijo, constantemente para
lelo á un plano dado. 

Si en lugar de ser una esfera homogénea, el cuerpo 
atraído es un elipsoide de revolución, este resultado se 
modifica como vamos á ver, aplicando lo expuesto al com
plicado movimiento de la Tierra. 

Movimiento de la Tierra en ei espacio. 

702. Ya digimos que la Tierra en el espacio va ani
mada de dos movimientos principales, uno de rotación 
uniforme alrededor de la línea de los polos, llamado mo
vimiento diurno, y otro de traslación llamado movimien
to anual, en virtud del cual describe en un año una elip
se alrededor del Sol, que ocupa uno de sus focos; pero 
ademas de estos movimientos, los astrónomos han des
cubierto en nuestro globo otros movimientos, más difí-
les de estudiar. Considerando sólo los dos movimientos 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . ig 
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principales, hemos admitido implícitamente que el eje 
terrestre se trasladaba en el espacio, paralelamente á sí 
mismo; pero este movimiento no es el más general de un 
cuerpo sólido. Descompusimos el movimiento de la Tier
ra, en una traslación y una rotación alrededor de un 
eje que pasa por su centro; y haciendo abstracción del 
primer movimiento, el segundo, que se verifica alrede
dor de un punto fijo, puede consistir en una serie de ro
taciones instantáneas alrededor de ejes sucesivos que pa
san por este punto; y este movimiento continuo de rota
ción se realiza por la rodadura de un cono unido al cuer
po móvil, sobre la superficie de un segundo cono fijo en 
el espacio. 

No siendo la traslación del eje de rotación, paralela
mente á sí mismo, el movimiento más general de un cuer
po libre, es' probable que la Tierra esté animada de un 
movimiento más complicado. 

Se ha demostrado, en efecto, que el eje de la Tierra no 
está ni rigurosamente fijo en el globo, ni es rigurosa
mente paralelo á una dirección fija en el espacio. Hipar-
co reconoció el primero que el eje de la Tierra describe, 
en 26000 años, un cono recto alrededor de una perpen
dicular al plano de la eclíptica: este movimiento, suma
mente lento, produce otro, de cerca de 50 segundos por 
año, de la línea de los equinoccios, ó sea la intersección 
de la eclíptica con el ecuador, que se denomina en astro
nomía ^r^íw/í?» de los equinoccios. 

Más tarde ha demostrado Bradley que el eje de la Tier
ra no sigue exactamente la superficie del cono recto i n 
dicado por Hiparco, sino que oscila de algunos segun
dos á una y otra parte de esta superficie en un período 
de cerca de 18 años; este movimiento se llama nutación. 
Estos movimientos se explican imaginando un cono muy 
poco abierto, que tenga su vértice en el centro mismo de 
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la Tierra y forme cuerpo con ella, y un segundo cono del 
mismo vértice fijo en el espacio, y suponiendo que el pri
mer cono ruedft sobre el segundo, dando cada dia una 
vuelta entera. Si se desprecia la nutación, pequeño ba
lanceo del eje terrestre á una parte y otra de una posición 
media, y se considera sólo la precesión, se puede definir 
<el movimiento, así simplificado, tomando por cono fijo y 
cono móvil dos conos de revolución. E l polo real del 
globo, en lugar de ser un punto rigurosamente fijo so
bre la superficie de la Tierra, es un punto móvil que, en 
«sta hipótesis, describe cada dia alrededor del polo medio 
un círculo de cerca de 0m,26 de radio, 

703. La precesión de los equinoccios, movimiento de 
la línea equinoccial de cerca de 50" por año, en sentido 
inverso del movimiento aparente del Sol, combinado con 
el movimiento diurno ds la Tierra, dan un eje instantá
neo del globo terrestre, que no está rigurosamente fijo en 
la Tierra: el movimiento real de ésta consiste en la roda
dura de un cono muy poco abierto, unido á ella, dentro 
de un cono fijo, cuyo eje es perpendicular á la eclíptica, 
y en el que el ángulo de la generatriz con el eje es igual 
á la oblicuidad de la eclíptica. Aplicando la teoría expues
ta en la lección anterior se ve que la precesión unifor
me del globo es debida á un par, cuyo eje coincide con 
la línea de los nodos, es decir, con la línea equinoccial. E l 
momento de este par es muy pequeño. La teoría de la 
gravitación universal conduce, en efecto, á demostrar la 
existencia de este par, el cual es debido á la atracción del 
Sol sobre el abultamiento ecuatorial de la superficie ter
restre. Si la Tierra fuera perfectamente esférica, la resul
tante de las acciones del Sol sobre todos los puntos ma
teriales que la componen, sería una fuerza que pasaría 
constantemente por el centro de gravedad del globo, y 
esta fuerza no contribuiría á imprimirle una rotación al-



292 MOVIMIENTO DE UN SOLIDO LIBRE. 

rededor de este punto. Pero el globo terrestre tiene la 
forma de un elipsoide de revolución ligeramente aplas
tado por los polos y abultado en la región ecuatorial. Re
sulta de aquí una pequeña desviación de la resultante de 
las acciones solares: esta fuerza, trasportada al centro de 
gravedad de la Tierra, da origen á un par que produce 
la precesión observada. 

La gravitación explica también el fenómeno de la nu
tación, debida á la atracción de la Luna; pero esta ex
plicación, mucho más complicada, es ya del dominio de 
la Mecánica celeste. 

Efecto de una fuerza instantánea sobre un cuerpo sólido libre-

704. Sea C(fig. 297), un sólidolibre en el espacio, el cuaí 
supondremos en reposo, seaG su centro 
de gravedad. Apliquemos á este cuer
po en un punto dado una fuerza im
pulsiva P:==j/^ Fdt; siendo la fuerza F 

muy grande, y actuando durante un 
tiempo muy pequeño /—/0. Para en
contrar el movimiento que tomará el 

Fig. 297. • . 
cuerpo, busquemos primero el movi

miento del centro de gravedad, y luego el movimiento 
del sólido alrededor del centro de gravedad. 

Llevemos la fuerza P paralelamente á sí misma al cen
tro de gravedad G, lo cual equivale á reemplazar la fuer
za P por una fuerza P', igual y paralela á P, y un par 
(P,—P'). El movimiento del centro de gravedad será pro
ducido por la fuerza P', actuando sobre la masa entera M 
del cuerpo, concentrada en el punto G. Siendo P' el im
pulso total, el teorema de las cantidades de movimiento 
enseña, que este impulso es igual al incremento de la can
tidad de movimiento, tomada en su dirección. Siendo nula 
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la velocidad inicial, la velocidad v al fin de la percusión, 
será (1) M'u=P, 
ecuación que nos dará la magnitud de la velocidad v\ su 
dirección es paralela á la fuerza P; de modo, que esta 
velocidad queda completamente determinada. 

El movimiento del sólido con relación al centro de gra
vedad, supuesto fijo, es producido por el par instantáneo 
(P,—P'); por lo tanto, el cuerpo empieza á girar alrede
dor de un eje GI, que es en el elipsoide central, el diáme
tro conjugado del plano del par, ó del plano que determi
nan el punto G y la percusión ?; también conocemos la 
velocidad angular del sólido en esta rotación, pues sabe
mos encontrar las componentes de esta velocidad, alrede
dor de los ejes principales del elipsoide central (686). 

Desde el instante en que cesa la percusión, no actuan
do ninguna fuerza sobre el sólido, éste se mueve según la 
ley de Poinsot, alrededor de su centro de gravedad su
puesto fijo, y al mismo tiempo el centro de gravedad se 
mueve en línea recta con la velocidad constante ir, en la 
dirección de la percusión recibida. 

Caso en que la percusión sea perpendicular a! eje instantáneo. 

705. En el caso particular en que la fuerza P sea per
pendicular al eje instantáneo GI (fig. 298), podemos ha

cer pasar por esta recta un plano 
IGM perpendicular á la dirección de 
P; para lo cual basta trazar desde 
el punto M una paralela M A á GI, 
que será perpendicular á PM por el 
supuesto; y por consiguiente PM es 
perpendicular al plano IGM deter
minado por las rectas GI y MA. 
Entónces los dos movimientos ele

mentales, de traslación paralelamente á PM y de rotación 
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alrededor de GI, se pueden componer en una sola rotación 
como hemos visto en la Cinemática (260). El momento de. 
Ja fuerza P, con respecto al eje GI, es Pp; siendo/'rrrCM, 
ó sea la distancia de P al eje; y llamando K al radio de 
giro del sólido con respecto al eje GI, la ecuación del. 
movimiento de rotación será 

La rotación w y la traslación v , que son perpendicula
res, se componen en una rotación cuya velocidad angular 
es w, alrededor de un eje OL paralelo al primero, y situa
do á una distancia O H de éste, igual á —. También de 

P 

la ecuación (1) sale, 1 ; = - ^ dividiendo esta relación por 
la ecuación (2), resulta 

luego 

K* 
V ; 

v 
De manera, que si OL es el eje de suspensión del só

lido, considerado como un péndulo compuesto, M A es el 
eje de oscilación conjugado (671). Entónces el movimien
to inicial del sólido, es una rotación instantánea alrede
dor del eje OL, con una velocidad w. 

Si suponemos fijo el eje OL, alrededor del cual empieza 
á girar el sólido, la percusión P no ejercerá esfuerzo 
alguno sobre este eje, porque le imprime un movimien
to inicial compatible con la ligadura supuesta, y como 
esta ligadura no impide en nada el movimiento que P 
tiende á producir, el eje no experimenta ninguna presión. 

Si invertimos el problema, y queremos saber las condi
ciones á que debe satisfacer la percusión P, para que un 
eje fijo OL no experimente ningún esfuerzo, mientrasella 
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ejerce su acción, veremos, que es suficiente que la percu
sión P esté contenida en el plano diametral conjugado del 
diámetro GI, trazado en el elipsoide central de inercia 
paralelamente al eje dado OL, y que sea perpendicular al 
plano IGM determinado por dicho eje y por el centro de 
gravedad G; condiciones que indican, que la percusión P 
está aplicada en un cierto punto Mde la recta GM, según 
la cual, el plano OGL corta al plano diametral conjugado á 
la dirección OL; y por último, el producto CMX OH^K2, 
siendo K el radio de giro del sólido alrededor del eje 
GI; lo cual puede enunciarse diciendo, que el punto M 
pié de la perpendicular en el plano L O G , pertenece al 
eje de oscilación conjugado á la recta L O, considerada 
como eje de suspensión del péndulo formado por el cuer
po. El punto M es el centro de percusión correspondiente 
al eje O L . 

Condiciones para que persista el movimiento. 

706. Hemos estudiado hasta aquí el movimiento in i 
cial; para que este movimiento pueda persistir alrededor 
del eje GI, es necesario y suficiente que este eje sea uno 
de los ejes principales del elipsoide central de inercia* 
Ahora, GI (fig. 299), es un eje conjugado al plano GmPy 

y para que sea principal es nece
sario y suficiente que el ángulo 
IGm sea recto; porque la recta GI 
es por hipótesis, perpendicular á 
Pw, y será perpendicular á su 
plano conjugado si es también 
perpendicular aGm. En este caso 
las tres rectas GI y Gw, y GP', 

Fig. 899. trazada paralelamente a mP, son 
los tres ejes principales del elip

soide central. La traslación v y la rotación w, se compo* 
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nen en una rotación única alrededor del eje OE, deter
minado por la ecuación 

OG X Gm=KK 
La recta OL es un eje principal de inercia con relación 

al punto O. Para probarlo, sabemos que las tres rectas 
G»2, GPVGI son los ejes principales del elipsoide central, 
y tomándolos por ejes coordenados, se tendrán las tres 
ecuaciones siguientes 

Hmxj'—O, ^myz=0, '%mxz—-0. 
Traslademos los ejes coordenados paralelamente á sí 

mismos al punto O; las ^ y \a.sf no varian, las x se con
vertirán en x' y y se tendrá x'—x—a, siendo tí—GO; y 
las ecuaciones anteriores se convierten en las siguientes: 

6 • - [i i v f , ' 
Hmx' j—Stíwr^O; l!w) '^=0, ILmxz—a^Lm'z—^ 

a sale del símbolo 2 por ser constante. Por ser G el cen
tro de gravedad del cuerpo 2;zzyr=0 y E ^ = 0 , conlo.cual 
se reducen las anteriores ecuaciones á las que siguen: 

E ^ y — O , Sw^—0, lumxz—Q; 
que expresan, que los ejes OL,OG, OP", son los ejes 
principales del elipsoide de inercia relativo al punto O. 

707. El movimiento continuo consiste entónces en 
una serie de rotaciones instantáneas alrededor de ejes OL 
paralelos á GI, trazados en el plano perpendicular á la 
dirección de la percusión, á la distancia constante OG del 
centro de gravedad. Podemos imaginar el movimiento 
continuo del sólido, suponiendo que las diversas posicio
nes del eje forman una superficie cilindrica cuyo eje sea 
GI, y su radio sea GO, y que esta superficie arrrastra el 
cuerpo rodando uniformemente sobre un plano fijo tra
zado por OL paralelamente á la fuerza P. 

Este resultado no depende de la magnitud de la fuer
za P; la cual influye en el valor de la velocidad angular w. 
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pero no en la posición del eje OL. Ademas, los puntos 
O y m son conjugados, es decir, que si la fuerza obra so
bre el cuerpo en el punto O, perpendicularmente al pla
no OGI, girará alrededor del eje mA. Se puede reempla
zar la percusión P, sin cambiar la posición del eje instan
táneo, por tantas percusiones como se quiera, con tal que 
tengan todas una resultante perpendicular al plano LOG, 
y aplicada en el punto m. 

Si el sólido estuviera fijo por el punto O, una percu
sión P, ejercida en el punto no determinará ninguna 
presión sobre este punto O, y el sólido girará indefinida
mente alrededor del eje OL. Cuatro son las condiciones 
para que esto se verifique: i.a, que la dirección de P esté 
situada en el plano diametral conjugado del eie OL, en 
el elipsoide de inercia relativo al punto O; 2.a, que el eje 
O L sea un eje principal de este elipsoide, lo que exije, que 
su plano diametral conjugado, sea también un plano prin
cipal; 3.a, que la percusión P sea perpendicular al plano 
LOG, ó paralela al eje principal OP"; y 4.a, que se tenga 
siempre G»2 .GO=K2, siendo Kel radio de giro del só
lido alrededor del eje GI. 

Rotación de ios proyectiles lanzados por armas rayadas. 
Su desviación del plano del tiro. 

708. Los proyectiles lanzados por las armas rayadas 
son cuerpos que se mueven libremente en el espacio, á 
los cuales puede aplicarse todo lo que llevamos dicho en 
esta lección. El uso de las armas rayadas tiene por ob
jeto aumentar la precisión del tiro, que era muy escasa 
con las armas lisas. En vez de los proyectiles esféricos 
usados hasta mediados de este siglo, ss usan proyectiles 
cilindro-cónicos, que á igualdad de peso, experimentan 
menor resistencia del aire que aquellos; y ya forzándolos 
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en el arma al tiempo de colocarlos, ya guarneciéndolos 
de unos apéndices de plomo, que encajan perfectamente 
en las rayas ó estrías que lleva la pieza, se los sujeta á 
tomar en el ánima del canon un movimiento helizoidal 
prolongado, que les comunica una rotación rápida alre
dedor de su eje de figura. 

Dos fuerzas principales actúan sobre el proyectil, en 
cuanto sale de la pieza, su propio peso y la resistencia del 
aire; la primera, aplicada á su centro de gravedad, no in
fluye en el movimiento de rotación de que va animado 
el proyectil, y la segunda, á causa de la forma oblonga de 
éste, se reduce á una fuerza que no pasa por su centro 
de gravedad. Llevemos esta fuerza paralelamente á sí 
misma al centro de gravedad; esta traslación producirá 
un par, el cual actuará para alterar la dirección y la inten
sidad de la rotación del proyectil. El eje resultante de los 
momentos de las cantidades de movimiento se compone 
en cada instante, con el impulso elemental de este par; 
de donde resulta una desviación continua, que altera la 
trayectoria y la hace salir del plano vertical del tiro, ó sea 
el determinado por el eje de la pieza y la vertical del 
punto de partida. 

Esta desviación lateral, muy pequeña en general, pue
de determinarse por el cálculo ó por la experiencia; su 
sentido depende del sentido de las rayas de la pieza. Por 
este medio se reemplaza por un movimiento definido y 
estable, el movimiento, caprichoso digámoslo así, de los 
antiguos proyectiles, que experimenta todas las perturba
ciones debidas á las resistencias variables que encuentran 
en su camino al través de la atmósfera. La operación de 
apuntar es más delicada, porque el proyectil sale del pla
no en que primitivamente fué lanzado. Así, paralas pie
zas de artillería de gran alcance, hay que emplear dos 
alzas, una horizontal y otra vertical, que sirve para tener 
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en cuenta esta desviación, las cuales están graduadas se
gún las distancias á que se quiera que llegue el tiro. La 
alza horizontal debe ademas corregirse del efecto del 
viento. 

La precisión del tiro con las armas perfeccionadas, su
pone una apreciación exacta de las distancias; el error co
metido en esta apreciación es tanto más probable, cuan
to mayor es la distancia; así, el alcance práctico de las pie
zas de artillería está limitado por esta circunstancia, que 
no hay que tener en cuenta, cuando los proyectiles no han 
de ir á un punto preciso. En este último caso el alcance 
no está limitado más que por la resistencia de las piezas á. 
las cargas de pólvora, exigidas por el camino que se quie
re hacer recorrer al proyectil. 

Movimiento oscilatorio de una barra elástica. 

709. Para terminar esta lección, vamos á examinar 
esta cuestión de movimiento. Sea MN (fig. 300), una bar

ra elástica homogénea de longitud /, y de sec-
IMHfe cion recta w, vertical y sujeta invariablemente 

por el extremo M, y que lleva un peso P en el 
H j H extremo libre N , siendo el peso de la barra muy 
• H H pequeño con respecto á este peso adicional. La 
I oarra se alarga por la acción del peso P, que 

toma un movimiento y llega con una cierta 
H velocidad á la posición de equilibrio, ó sea á la 

Fig. 300. posición en que este peso se equilibra con la 
tensión desarrollada en la barra, en virtud de 

la tracción que sobre ella ejerce el peso; éste pasa por 
consiguiente de ésta posición de equilibrio, y cuando se 
anula la velocidad, sube por la tensión de la barra, vuelve 
á descender, produciéndose una serie de oscilaciones que 
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teóricamente se prolongan de un modo indefinido. Va
mos á buscar la ley de este movimiento oscilatorio. 

Para calcular el aumento de longitud, sabemos (543) 
•que siendo x este aumento, T la tensión de la barra y E 
el coeficiente de elasticidad, se tiene 

En la posición de equilibrio la tensión es igual al peso, 
y llamando / al aumento de longitud correspondienter 
será 

P=Eto4- , ó i = ^ - . 
I ha) 

Tomemos sobre la prolongación de la recta M N = / , 
(fig. 301), NO=:/; el punto O será la po
sición de equilibrio del extremo N ; si se 
colocára, sin velocidad inicial, el peso P 
en el extremo de la barra, previamente 
estirada, de modo que su longitud haya 
aumentado en la cantidad NO, manten-
dria este aumento de longitud sin tomar 
ningún movimiento oscilatorio. 

Guando la extremidad libre de la barra 
está en A , á una distancia cualquiera 

N A = . x de su posición primitiva y á una distancia 
OA=<x'=/—x de la posición de equilibrio, el peso móvil 
está solicitado hácia arriba por la tensión T—Eto-y- , y 
hácia abajo por el peso P; la resultante de estas dos fuerzas 
P—T, ó Eco-Í E Ü ) - ^ = E Ü > ^ = E 1 O ^ - . 

Este es el valor de la fuerza que tiende á llevar el peso 
móvil hácia el punto O; la cual está dirigida hácia abajo 
cuando el punto móvil A está sobre el punto O, y hácia 
arriba cuando el punto está debajo del punto O. Luego la 
fuerza que produce el movimiento buscado, está constan-
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temente dirigida hacia el punto O, y es proporcional á la 
distancia x del móvil á este punto. Hemos estudia
do (350) el movimiento producido por una fuerza de 
esta clase: este movimiento es la proyección sobre NC del 
movimiento uniforme del punto A', que recorre la cir
cunferencia descrita del punto O como centro con un 
radio ON. Así se encuentra, que el límite del aumento de 
longitud de la barra, es NC, duplo del que correspon
de al equilibrio, y que se llama por esta causa alarga
miento estático. La duración de la oscilación simple, que 
hace recorrer al peso P la distancia NC, es igual al tiem
po que emplea el punto A' en recorrer la semi-circunfe-
rencia NA'C. La velocidad del punto A sobre la trayec
toria, es igual á la velocidad V del punto A, cuando pasa 
por el punto O. Podemos calcular esta velocidad por el 
teorema de las fuerzas vivas; porque la mitad de la fuer-

P ^ • • za viva |—V2, del peso P á su paso por O, es igual al 
trabajo de las fuerzas P y T en el recorrido NO; el tra
bajo de la fuerza P es positivo, é igual á Pz; la fuerza T , 

cuyo valor en el punto A es Ew y , desarrolla un trabajo-

elemental Ew -—^̂  por el recorrido dx; y por el recorri

do x el trabajo total es Eco ̂ -; y por el recorrido z, Ew 

luego el trabajo de las fuerzas P y T es 

de consiguiente 

de donde 

v = 
P 

^ 
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Poniendo en vez cb Ew-^-, su valor P, en el segun
do término del numerador del radical, y simplificando re
sulta 

El punto A' tiene una velocidad igual á \/gi, el tiem
po / empleado en recorrer la semicircunferencia NA'C, 
será 

^ = V T ; 
que es la duración de una pequeña oscilación del péndu
lo circular de longitud /; por lo que pueden aplicarse á 
estas oscilaciones, las leyes de las del péndulo simple, ex
puestas en la lección X X X I I . 



L E C C I O N L I X 

Movimiento de un cuerpo sujeto á permanecer en contacto con una 
superficie fija.—Movimiento de un cuerpo redondo sobre un plano 
inclinado.—Movimiento rectilíneo de una boía de marfil sobre una 
mesa de billar.—Movimiento curvilíneo de una bola de marfil so
bre una mesa de billar. 

Wlovimiento de un cuerpo sujeto á permanecer en contacto con 
una superficie fija. 

710. El último caso de movimiento que debemos 
examinar es el de un cuerpo que permanece en contacto 
con una superficie fija. 

Un cuerpo sólido que se mueve tocando siempre la 
superficie de otro sólido, por uno ó varios puntos, pue
de considerarse como libre, con tal que entre las fuerzas 
que lo solicitan, introduzcamos las reacciones que se des
arrollan en los puntos de contacto, y aplicar á su movi
miento las leyes expuestas en la lección anterior para el 
movimiento de un cuerpo sólido libre. 

Cuando dos sólidos naturales resbalan uno sobre otro, 
ya esté uno de ellos fijo, ya se muevan los dos, se des
arrollan en la inmediación de los puntos de contacto, ac
ciones que tienden á aproximar las moléculas del uno á 
las del otro; estas moléculas así desviadas de sus posicio
nes naturales de equilibrio, vuelven á sus primitivas po
siciones, después de haber ejecutado un número más ó 
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menos grande de oscilaciones, alrededor de su posición de 
equilibrio, en virtud de la velocidad adquirida; movi
miento oscilatorio que se trasmite á todo el cuerpo, y es 
análogo al que hemos estudiado en el núm. 709. 

711. En cada uno de los puntos de contacto pueden 
reemplazarse todas las acciones moleculares por una sola 
fuerza, y descomponer ésta en dos componentes; una si
tuada en el plano tangente común á las superficies de los 
dos sólidos, y otra normal á sus superficies. Esta queda 
destruida por la resistencia que oponen los sólidos á la 
penetración, y la componente situada en el plano tangen
te se opone al resbalamiento de los dos sólidos; y esta re
sistencia al resbalamiento, es lo que hemos llamado roza
miento. En el núm. 560 hemos expuesto las leyes experi
mentales del rozamiento, considerado como la resistencia 
que se desarrolla al resbalar un cuerpo sobre otro, al 
principio del movimiento; las cuales son aplicables tam
bién al rozamiento durante eL movimiento, como se ha 
probado por la experiencia. De modo, que también aquí 
se verifica: 1.0 Que el rozamiento es proporcional á la pre
sión; 2.0 Que es independiente de la extensión de las su
perficies en contacto; y 3.0 Que también es independiente 
de la velocidad de los dos sólidos. Ya dijimos (561), que 
el rozamiento durante el movimiento es algo menor que 
el rozamiento al principio del movimiento, ó rozamiento 
de partida. 

Guando dos sólidos naturales sólo tienen un punto de 
contacto, puede prescindirse de las acciones moleculares 
producidas por el resbalamiento, con tal que se considere 
á cada uno, sometido á la acción de un rozamiento de
bido á su contacto con el otro sólido. Estas dos fuerzas 
de rozamiento aplicadas á los puntos de contacto de los 
sólidos, son iguales y directamente opuestas, y su direc
ción coincide con la del resbalamiento elemental, que tiene 
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lugar á partir del instante considerado, y se encuentra 
en el plano tangente común a los dos sólidos en el punto 
de contacto. 

Si dos sólidos naturales resbalan uno sobre otro,, 
teniendo varios puntos aislados de contacto, ó gran nú
mero de ellos, que forman una línea ó una superficie de 
contacto, podemos aplicar á cada uno de ellos lo que aca
bamos de decir para uno solo; en cada uno se pueden 
considerar dos fuerzas iguales y opuestas, aplicadas ácada 
uno de los sólidos, y cuya dirección coincida con la del 
resbalamiento elemental de los dos sólidos en el punto de 
que se trata. 

SÍ los dos sólidos que resbalan el uno sobre el otro, se 
tocan por una superficie plana, y su movimiento es de 
traslación paralelamente á la superficie plana de contacto, 
todas las fuerzas de rozamiento que obran sobre cada uno 
de estos dos sólidos, son paralelas entre sí y están dirigi
das en el mismo sentido; y pueden reemplazarse por una 
sola, igual á su suma, paralela á ellas, y dirigida según el 
resbalamiento elemental de los dos sólidos. En este caso 
pueden considerarse los dos sólidos, como sometidos cada 
uno á una sola fuerza de rozamiento, cuya intensidad 
constituirá el rozamiento total de cada uno de los dos só
lidos sobre el otro; estas dos fuerzas están ademas en 
iguales condiciones á las que corresponden á cada punto 
de contacto, considerado separadamente. 

712. Ya sabemos qué coeficiente de rozamiento es la 
relación del rozamiento á la presión; y ángulo de roda
miento, es el ángulo cuya tangente es igual al coeficiente 
de rozamiento; definiciones que dimos en el núra. 562. 
Esta relación depende únicamente de la naturaleza de 
las superficies de los cuerpos que resbalan el uno sobre el 
otro. Se prueba por la experiencia, que para los mismos 
cuerpos el coeficiente de rozamiento durante el movi-

MECANICA RACIONAL.—TOMO I I . 20 
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miento, es menor generalmente que el correspondiente al 
rozamiento de partida, según se ve en la tabla del nú
mero 565-

Expuestas estas indicaciones generales sobre el movi
miento de un cuerpo sólido, sujeto en su movimiento á 
permanecer en contacto con la superficie de otro sólido, 
vamos á estudiar algunos casos particulares de este mo
vimiento. 

Movimiento de un cuerpo redondo sobre un plano inclinado. 

713. Un cuerpo redondo homogéneo O, cilindrico ó 
esférico, colocado sin velocidad inicial sobre un plano in 
clinado AB, y solicitado por su propio peso, desciende á 
lo largo de este plano; vamos á estudiar las leyes de este 
movimiento 

Se ve desde luégo, que el cuerpo desciende a lo largo 
de la línea de máxima pendiente del plano; pero no po
demos asegurar ^ m r / , si el movimiento será un resba
lamiento-simple, ó una rodadura simple, ó una combina
ción de é^tos dos movimientos. El cuerpo está solicitado 
por dos fuerzas, su peso P (fig. 302), aplicado en su cen

tro de gravedad, y la reacción 
del plano aplicada en el punto 
de contacto C del cuerpo con 
el plano; esta reacción puede 
descomponerse en dos compo
nentes; una N , normal al plano, 
y otra R, tangencial, que es el 

Fig> 302. rozamiento; el peso P puede 
también descomponerse en dos 

fuerzas, una F paralela al plano, y otra H normal á él. 
Sean ̂  la aceleración lineal del centro de gravedad, y 
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~ la aceleración angular del cuerpo, en su rotación alre
dedor del eje, que se proyecta en O; la primera está diri
gida paralelamente al plano en el sentido descendente; y 

la segunda - ^ j , que es debida á la fuerza R, está dirigida 

en el sentido en que esta fuerza tiende á hacer girar al 
cuerpo alrededor del punto O, esto es, en el sentido de la 
flecha a. 

Obtendremos las ecuaciones del movimiento del cen
tro de gravedad, proyectando él movimiento sobre dos 
ejes, uno normal al plano, y otro paralelo á la línea de 
máxima pendiente del plano. De este modo resultará 

(1) N — H = 0 , 
(2) F ~ R = - L . t 

P 
teniendo presente que la masa del cuerpo es—,yquela 
aceleración del centro de gravedad en el sentido de la 
normal es nula. 

La ecuación del movimiento alrededor del centro de 
gravedad, considerado como un punto fijo, ó alrededor 
del eje que se proyecta en O, y que es un eje de simetría 
del cuerpo, es 

/ \ J 

g 
siendo r el radio de la esfera ó del cilindro, y K el radio 
de giro del sólido alrededor del eje O; sabemos (575) que 
K 2 = ^ r2 para el cilindro, y K2===-§-r2 parala esfera. De 
la ecuación (1) podemos deducir el valor de la reacción 
formal N ; y las ecuaciones (2) y (3) contienen las tres 
incógnitas , y R, que se determinan del modo si
guiente en los diferentes casos que pueden ocurrir. 

714. 1.0 Si el cuerpo rueda en el punto C, el roza-
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miento R no llega á su límite superior / N , siendo / el 
coeficiente de rozamiento; porque este límite supone que 
el resbalamiento se verifica efectivamente. Pero entónces-

entre - r - y - 7 - existe la relación 
dt •' d t m 

/ x dv doy 

deducida diferenciando la relación-u^no; porque la velo
cidad del punto C en el movimiento de traslación es igual 
y contraria, en cada instante, á la velocidad lineal del mis
mo punto, en el movimiento de rotación alrededor del 
centró de gravedad. 

En este caso, el problema está determinado por las tres, 
ecuaciones siguientes: 

g dt y 
día 

dt P 

9 
dv dtú 

~ d t ~ r H i * 
debiendo verificarse ademas la condición R<</N, ó^c^/H. 
Eliminando y-^", entre estas tres ecuaciones, tendré-
mos para determinar R, la ecuación, 

F - R Rr2 

ó (F—R)K2=Rr2; 
y por fin 

R = F X K2-+-rs * 

Para que haya rodadura, es necesario y suficiente, que 

F X K Ñ ^ < / H , 
<5 que 

H < C / X KJ • 



MOVIMIENTO DE UN SOLIDO SOBRE UNA SUPERFICIE FIJA. 309 

Pero la razón ~ de las componentes del peso P, es 
AD 

igual á la razón ^ de la altura del plano á su base, ó 
sea la inclinación sobre el horizonte del plano dado. Tam
bién / es la inclinación del plano que forma con el hori -
zonte un ángulo igual al ángulo de rozamiento. Un pun
to único, colocado sobre el plano, empezará á resbalar en 
cuanto su inclinación sea mayor que la inclinación / • 
mientras que un cuerpo redondo colocado en la misma 
situación sobre el plano, no resbalará hasta que su incli
nación no exceda á / X ; y poniendo por K su va
lor, no sea mayor que 3/, si el cuerpo es cilindrico, y 
-^-f , si el cuerpo es esférico. 

715. 2.0 Si el cuerpo redondo resbala sobre el plano, 
R es igual á su límite / H , y el problema sólo contiene 
las dos incógnitas ^ y w, no existiendo entónces la ecua-

dv doi 1 1 1 1 

cion ~ =z r -¿¡jy puesto que no hay rodadura; las ecua
ciones del problema, son en este caso, 

' d i P 

. g 

Este caso supone necesariamente, que la inclinación del 
plano es superior al límite, que hemos determinado para 
€l anterior; porque para que el. rozamiento R, tenga la 
dirección que hemos supuesto, es preciso que la velocidad 
absoluta del punto de contacto C esté dirigida en sentido 
contrario, es decir, en el sentido de la fuerza F; ahora, 
esta velocidad es la diferencia entre la velocidad lineal 
del centro de gravedad, y la velocidad lineal, debida al mo
vimiento alrededor del centro de gravedad. Esta diferen
cia debe permanecer positiva; lo mismo debe suceder con 
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las aceleraciones correspondientes, y por consiguiente: 
dv ^ </Ü) 
d t ^ dt * 

y poniendo en esta desigualdad p o r , y ~ , sus valo

res, y suprimiendo en ambos miembros, será 

de la que se deduce 

l _ > £ ± r v f 
H K2 

716. 3.0 Para que el sólido resbale sin ninguna ro
dadura sobre el plano, es necesario que la velocidad an
gular a) sea igual 0, lo que supone H = 0 , y que el pla
no inclinado venga á ser vertical; el cuerpo cae como un 
cuerpo libre, rasando al plano sin tocarlo. La aceleración 
angular del sólido es entónces nula, y su velocidad angu
lar es constante. 

717. Vamos á ver las condiciones del movimiento 
en el primer caso. Este movimiento es enteramente co
nocido, cuando se conoce la ley del movimiento del cen
tro de gravedad; ley conocida desde luego, porque este 
punto está animado de un movimiento uniformemente 
acelerado, pues si entre las ecuaciones (2), ( j ) y (4), del 
movimiento en este caso, diminamos R y w, se deduce 

para la aceleración ^ un valor constante 

dt g X r* ' 

Para encontrar la velocidad 1; del centro de gravedad, 
cuando el cuerpo ha llegado áuna posición O' (üg. 303), 
podemos valemos del teorema de las.fuerzas vivas. Al pa
sar el cuerpo de la posición inicial O á la posición final O', 
la única fuerza que produce trabajo es la gravedad, por-
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que el rozamiento R y la reacción normal N , están apli
cadas en cada instante al 
punto de contacto C, alre
dedor del cual el cuerpo gira 
en su movimiento absolu
to; y podemos suponer fijo 
este punto durante un ins-

Fig 3^ tante, y que el camino que 
recorre es nulo, luego el 

trabajo de estas dos fuerzas es nulo en este instante y 
en todos los sucesivos; es decir, que el trabajo total del 
rozamiento R y de la presión normal N es rigurosamente 
nulo. Sea ^ = 0 ' H , el camino vertical recorrido por el 
centro de gravedad en el descenso de O á O'; el trabajo 
de la gravedad será P^, el cual es igual á la mitad de la 
fuerza viva del cuerpo, por ser nula la velocidad inicial. 

Esta fuerza viva es la suma de las fuerzas vivas —-ÍA de la 
masa entera condensada en su centro de gravedad^ y de la 

. P V* 
fuerza viva — K2 —r, debida al movimiento del sólido al-

g r* 

rededor de su eje O'. La ecuación de las fuerzas vivas es 
en este caso 

g g r* 

de donde se deduce 

V 2nh 

K2 

718. Si el cuerpo ha sido lanzado de abajo á arriba, á 
lo largo del plano inclinado, con una velocidad inicial 
al llegar á una altura ̂ ', elev^dose, tendrá una velocidad 
v' que se deduce de la ecuación 

\ g g r? ' \ g y g r¿ J 
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Si quisiéramos saber hasta qué altura se elevaria, no 
habría más que hacer " i /^O en la ecuación anterior, 
despejar h', y resulta 

Esta altura ^' es mayor que la altura debida á la 
velocidad v^lo cual no se opone á loŝ  principios estable
cidos, porque hemos supuesto que el cuerpo rueda sobre 
el plano inclinado, y á la velocidad Vq del centro de gra
vedad, debemos añadir la velocidad angular w0=-^-del 
sólido alrededor de su centro de gravedad, por consi
guiente, la fuerza viva inicial del sólido es superior á la 
fuerza viva de un punto material de la misma masa, ani
mado de la velocidad Vn. 

Movimiento rectilíneo de una bola de marfil sobre una mesa 
de billar. 

719. Sea O esta bola, colocada sobre su correspondien
te mesa AB (fig. 304), á la que se aplica una percusión T 

en su plano vertical medio, 
á una distancia O H por de
bajo de su centro. Esta per
cusión da á su centro de 
gravedad O una velocidad 
Vq, y al mismo tiempo im
prime a la bola un movi
miento de rotación to0, en el 
sentido de la flecha, alrede

dor de la horizontal que se proyecta en O perpendicular-
mente al plano del dibujo; esta horizontal es en efecto. 

Fig. 304. 
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en la esfera central de inercia de la bola, el diámetro 
conjugado del plano trazado por el centro de gravedad O 
y la percusión T; y en la esfera todo diámetro es un eje 
principal de inercia. 

Una vez lanzada la bola, sólo está solicitada por dos 
fuerzas exteriores, el rozamiento déla bola contra el tapiz 
de la mesa y la gravedad; pero la gravedad, siempre ver
tical y pasando por el centro de gravedad O, en nada con
tribuye á modificar la velocidad del centro de gravedad, 
ni á la rotación alrededor del diámetro que se proyecta 
en O. Sean v la velocidad del punto O, to la velocidad 
angular alrededor de este eje al cabo de un tiempo cual
quiera y r el radio de la bola. El rozamiento entre la 
bola y el tapiz es igual al producto /P del peso P de la 
bola por el coeficiente de rozamiento. La fuerza RrrryP 
que actúa sobre la bola, está dirigida en sentido contrario 
del movimiento del punto de contacto C; mas este punto 
tiene por velocidad absoluta la suma v-^-no, de la velo
cidad de traslación, común á todos los puntos de la bola, y 
de la velocidad debida á la rotación alrededor del punto 
O; el sentido del rozamiento R depende del signo de la 
cantidad •y + rw; si esta es positiva, el rozamiento está 
dirigido á la izquierda, que es lo que suponemos en la 
figura 304; si es negativa, está dirigido á la derecha. El 
primer caso se verifica en el origen del movimiento, 
porque v§ y WQ, son las dos positivas; desde que éste em
pieza, la fuerza constante R actúa para disminuir á la vez 
las velocidades y w; la aceleración que esta fuerza im
prime al centro de gravedad O, es negativa é igual 

á = - — - , y como R = / P ) es igual á—fg. La ace-

leracion angular que R comunica á la bola, alrededor del 
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5 g 

eje O, es negativa é igual á- De mo

do, que al cabo del tiempo / las velocidades i ; y to tienen 
los valores siguientes: 

5 f'jt 

quitemos el denominador r en la segunda ecuación, y ha
gamos u=ro), y u0=r(jÍQ, que es lo mismo que llamar w á 
la velocidad lineal del punto G, debida á la rotación de la 
bola, prescindiendo de la traslación v; las dos ecuaciones 
anteriores , se reducen á las que siguen. 

(5) 
7¿A 

720. Para discutir estas ecuaciones, establecidas en eí 
supuesto de que R está dirigida á la izquierda, es decir, 
que v-\-r(ú, ó v-\-u positiva, tracemos dos ejes rectangu
lares OT, OV(fig. 305), uno que represente los tiempos». 

y otro que represente las velo
cidades. Sobre OV tomemos 
OK—v^, OB=«0; sobre el eje 

Y 

Fig. 305. 

tracemos A L y BH; las orde
nadas de estas rectas represen
tarán los valores sucesivos de 
v y u. 

En la figura vemos, que se anula ántes que f, y la 
suma u-i-v se anula para un cierto valor del tiempo 
/=OS, comprendido entre / = O H y í = O h . En el mo
mento en que u-\-v se hace nula, ó cuando las ecuacio-
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nes anteriores dejan de ser aplicables, v tiene el valor po
sitivo SX, y u el negativo SY; las velocidades wy vde ro
tación y traslación, tienen entónces exactamente los va
lores convenientes para asegurar la rodadura sin resbala
miento de la bola sobre el tapiz; el rozamiento de resba
lamiento es nulo, y las velocidades u y v se conservan 
desde este instante, puesto que no interviene ninguna 
fuerza para modificarlas. Las rectas BY y A X , se prolon
gan según las rectas YY' , y XX', paralelas al eje de los 
tiempos, y á igual distancia hacia arriba y hacia abajo de 
este eje. 

721. Puede presentarse otro caso, que es aquel en 
que la velocidad v se anula antes que la velocidad u>y 

como vemos en la (fi
gura 3 0 6 ) ; entónces 
desde la época definida 

por el valor lave-

locidad v cambia de sig
no, pasando por cero, y 
el centro de gravedad 
toma un movimiento re
trógrado; la ley del mo
vimiento no se altera sin 

embargo, hasta que el tiempo llega á tener el valor 
/=:OS, que anula la suma v-\-u. En este momento la 
rodadura simple tiene lugar, por ser iguales u y y 
dejando de producirse el rozamiento R, estas velocida
des conservan sus valores, que están representados por 
las rectas Y Y' y XX'; pero habiendo venido á ser v ne
gativa, el movimiento de la bola es retrógrado, es decir, 
de sentido contrario al primitivo. 

722. Existe un caso singular muy notable, que es 
aquel en que las velocidades v y u se anulan á la vez, ó 
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en el mismo instante. En este caso, representado en la 
(figura 307), el resbalamiento cesa 
y el rozamiento se anula cuando 
/ = OS. La bola no está entónces 
solicitada por ninguna fuerza, y las 
velocidades v y u conservan indefi
nidamente los valores que tienen en 
este instante; y como las dos son 
nulas, la bola permanece en reposo. 

Fig- 307- Las paralelas Y Y', y X X ' se confun
den en este caso con el eje de los tiempos. 

Vamos á buscar la distancia OH, del centró (fig. 304), 
á que debe picarse la bola, para qué se produzca este efec
to. Llamando T á la fuerza instantánea que actúa sobre 
la bola, tendremos 

T T 

• 'j 
T x O H 

Para que la bola se pare, es necesario que se verifique 
la igualdad 

-2L 
P 
g 2r 

T x O H 50H 

Luego la distancia OH debe ser igual al radio r, y hay 
que picar la bola al nivel mismo del tapiz. Estos resulta
dos sólo son aproximados, porque no hemos tenido cuen
ta de la resistencia ála rodadura, que es suficiente para 
producir al cabo de poco tiempo la parada de las bolas. 
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Movimiento curvilíneo de una bola de marfil sobre una mesa 
de billar, (a) 

, • i \ ' • - k ^ 
723. Supongamos que al principio del movimienta 

la bola va animada de un movimiento de rotación alrede
dor de una recta inclinada, que pasa por su centro de 
gravedad; se podrá descomponer esta rotación en tres 
rotaciones según tres ejes trazados por este punto, uno 
vertical y dos horizontales, de dirección constante; ejes-
que son en cada instante, ejes de simetría de la esfera. 

La primera rotación alrededor de la vertical, se con
servará sin alteración, porque el rozamiento de resbala
miento, única fuerza que modifica las velocidades, tiene 
un momento cero con respecto al eje alrededor del cual 
se verifica. Prescindimos aquí del trabajo negativo debido 
al rozamiento, producido por la rotación de la bola en las 
inmediaciones del punto de contacto, análogo al que ex
perimenta un pivote vertical sobre su gorrón; rozamien
to que la experiencia prueba que es muy pequeño, puesto 
que la rotación de una bola de billar, alrededor de un eje 
vertical, puede prolongarse por mucho tiempo. 

Las otras dos rotaciones, combinadas con la traslación 
de la bola, producen rozamientos de resbalamiento, que 
tienden á reducir á la vez la velocidad lineal del centro de 
gravedad, y las velocidades angulares alrededor de los 
ejes horizontales trazados por este punto. 

Sean P el peso de la bola,/el coeficiente de rozamien
to entre el marfil y el tapiz de la mesa, P / representará-
el rozamiento total, en el caso en que haya resbalamien-

{a) La solución de este problema, que vamos á exponer, es debida 
á M . Resal. 
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to, OX, OY, OZ (fig. 308), tres ejes rectangulares sien
do el OZ vertical; GX', GY', 
GZ', tres ejes paralelos á 
los anteriores trazados por 
el centro de gravedad G de 
la bola; C el punto de con
tacto entre la bola y el ta
piz, y r el radio de la bola. 

Descompongamos el ro
zamiento / P aplicado en C 
en dos componentes X" y K, 

paralelas á los ejes OX y OY; representemos por u y v 
las velocidades del centro de gravedad en los sentidos de 
los ejes OX y OY, por^ y q las velocidades angulares de 
la bola alrededor de los ejes GX' y GY', y por m la masa 
de la bola, su momento de inercia p., con respecto á un eje 

trazado por su centro , es-—wr2. 
Las ecuaciones del movimiento del centro de grave

dad son 
d u 

Fig. 303. 

;6) 
dt 

y las ecuaciones del movimiento de rotación alrededor 
del centro de gravedad son 

dp Y r 
dt 

- X r 
dt 

-mr¿ 
que pueden ponerse bajo la forma 

(7) 

2 dp v 

2 da v — mr -—==—X. 
5 dt 
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Eliminando X é Y entre las ecuaciones (6) y (7), ob
tendremos 

i d n 2 da ii 

/0n | dt 5 dt 
(8) \ dv 2 dp ^ 

suprimiendo m, é integrando estas ecuaciones, serán 

(9; 2 w ' 

siendo c y c las constantes de la integración 
724. Tomemos sobre la vertical GZ' una longitud 

2 
G H = — r; el punto H , que participa ala vez de las tras
laciones u j V y j á t las rotaciones^ y q, tendrá una velo
cidad paralelamente al eje OX, igual u I 1 ^ <y, y una ve-
lpcidadi;——~^> paralelamente al eje OY. Siendo cons
tantes estas velocidades, la velocidad total del punto H 
es también constante en magnitud y dirección, y está 
representada por la diagonal del rectángulo construido 
sobre ellas. Tenemos evidentemente, que 

G H X G C = - | . r X r = 4 - r 2 > 

ó G H X G C = A _ = ü ; 
luego el punto H es el centro de percusión de la bola con 
respecto á un eje horizontal cualquiera trazado por el 
punto de contacto C; es decir, HCes la longitud del pén
dulo simple que oscilará en el mismo tiempo que el pén
dulo compuesto que resultará suspendiendo la bola por el 
punto C. El movimiento de la bola lleva en cada instan
te nuevos puntos materiales á ocupar la posición del pun
to* H , y cada uno de ellos, en el instante en que pasa por 
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este lugar, posee la velocidad constante, que resulta de 
componer las velocidades constantes c y c. 

725. Conocemos la magnitud del rozamiento /P, va
mos a buscar su dirección. 

Esta fuerza se desarrolla en el punto de contacto de la 
bola con el tapiz de la mesa, en una dirección opuesta al 
resbalamiento, es decir, en la dirección opuesta á la velo
cidad del punto G. Mas este punto tiene en la dirección, 
CX" una velocidad u—qr, y en la dirección CK una ve
locidad v-\-pr. Estableceremos la condición de que el ro
zamiento, hecha abstracción de su signo, tiene la misma-
direccion que el resbalamiento, la cual estará expresada. 
por la proporción 

IO) - = _ — i - . 

De ías ecuaciones (6) y (7) se deduce 
X du — dq — r d q d u — r d q d(u—rg) 

Y dv d p ~ r d p d v + rdp div + vp)"* 

de esta y la anterior resulta 
11—qr d { u — q r ) 

( " ) v + p r d{v + p r ) 

lo que nos indica, que la r e l a c i ó n p e r m a n e c e cons

tante, y lo mismo sucede á su igual ^ ; y la fuerza de ro

zamiento/P, permanece paralela á una misma dirección.. 
El centro de gravedad de la bola, solicitado por la fuer

za/P, constante en dirección y magnitud, describe un 
arco de parábola, mientras que el rozamiento conserva 
la dirección que hemos supuesto. Esta dirección está de
terminada por los valores simultáneos de las cantidades 
uo—í?or» 7 ̂ o-K^o^ â  principio d^l movimiento. Conoci
dos estos valores, podremos determinar X é Y, y luego 
por medio de las cuatro ecuaciones (6) y (7) los valores 
de u,v,j} y q. Para simplificar, podemos tomar el eje OY 
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paralelo á la dirección constante de la fuerza / P y d i 
rigido en sentido contrario; y por consiguiente, X = 0 , 
y z¿ — q r = 0 . El resbalamiento está entónces dirigido 
paralelamente al eje de las ^r. Las cantidades^ Y p va
rían en cada instante, y disminuyen las dos proporcional-
mente al tiempo; porque Y actuando en sentido contrario 
de lasj' positivas, tiene el valor negativo —-/P; luego la 
suma v-\-pr disminuye, y llegará un momento en que 
será nula. ; 

En este instante el resbalamiento cesa, y el centro de 
gravedad de la bola, que aún posee una velocidad igual 
á la resultante de « y i ; , continúa moviéndose según la 
recta tangente á la trayectoria que acaba de recorrer. 

Podemos notar como caso particular, aquél en que, en 
el mismo instante, s e a « = 0 , i ; —0, y ̂ = 0 ; la ecuación 
u — qr—0, prueba que también ^—0; la bola estará en 
reposo, y en él continuará, pues no hay ninguna fuerza 
que vuelva á ponerla en movimiento. 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 



LECCION LX. 

Choque de los cuerpos.—Choque directo de dos cuerpos esféricos.— 
Choque de dos cuerpos no elásticos.—Fuerzas vivas durante el 
choque.—Choque de los cuerpos perfectamente elásticos.—Casos 
particulares.—Teorema de Carno t .—Péndu lo balístico. 

Choque de ios cuerpos. 

726. Para el estudio del choque de los cuerpos estos se 
dividen, en perfectamente elásticos y no elásticos. Cuer
dos perfectamente elásticos, son aquellos que recobran exac
tamente su forma primitiva cuando cesa la fuerza que les 
obligó á cambiar de forma; y cuerpos no elásticos, son los 
que no tienen la propiedad de recobrar su forma primiti
va una vez deformados. Los cuerpos en la naturaleza, ni 
son perfectamente elásticos, ni están completamente des
provistos de elasticidad, estando todos comprendidos en
tre los dos casos extremos que acabamos de definir. T o 
dos los sólidos naturales son elásticos, mientras los es
fuerzos que se les aplican, no exceden de un cierto límite, 
llamado límite de elasticidad-̂  más allá de este límite, los 
cuerpos se deforman como si fueran no elásticos, sus de
formaciones persisten, ya total, ya parcialmente. 

El choque se produce, cuando dos cuerpos en movi
miento van á ocupar al mismo tiempo el mismo lugar del 
espacio; siendo imposible que los cuerpos ocupen á la 
vez el mismo lugar del espacio, las leyes de sus movi-
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mientos se modifican por la acción de las fuerzas repulsi
vas que se desarrollan al contacto de los dos cuerpos, las 
•cuales cambian la magnitud y la dirección de sus respec
tivas velocidades. Gomo la duración del choque es muy 
corta, podemos considerar las fuerzas que se desarrollan 
durante él, como instantáneas ó percusiones de gran i n 
tensidad para modificar en este corto intervalo las velo
cidades de los puntos, sin alterar sensiblemente sus posi
ciones. También en este corto intervalo podemos pres
cindir del efecto de las fuerzas exteriores continuas, por 
ser relativamente muy pequeño. 

La pequeña duración del choque, la dividiremos en 
dos períodos: el primero desde el principio del choque, 
hasta el instante en que los cuerpos adquieren una velo
cidad común; y el segundo desde este instante, hasta aquél 
en que los cuerpos recobran su forma primitiva, si son 
elásticos; sino lo son, conservan la velocidad común, y 

-caminan juntos después del choque, de manera que en 
éstos, el choque no tiene más que el primer período. 

Choque directo de dos cuerpos esféricos. 

727. Consideremos dos cuerpos esféricos C y C, cu
yos centros se mueven sobre la recta Ox; sean m y m sus 
masas, v y v' las velocidades de que van animados, y su
pongamos que se mueven en el mismo sentido Ôc (figu_ 
ra 309); será necesario para que los dos cuerpos se en

cuentren, que la veloci
dad de C sea mayor que 
la de C, y tendremos 
v ^ v ' \ entonces llegará 
un instante en que los dos 
cuerpos estarán en con-

Fig. 309. ' ' \ v. 

tacto y empezara el cho-
.que. Desde este instante ss desarrollan las fuerzas mole-
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culares, y los cuerpos se deforman; la velocidad del cuer
po C disminuye por la resistencia que le opone el cuerpo C ,̂. 
y la de éste aumenta en virtud del empuje que recibe del 
cuerpo C; este cambio recíproco de velocidades subsiste 
hasta el instante en que las velocidades v y v' llegan á ser 
iguales; en este instante termina la duración que hemos 
llamado primer período del choque. Considerando á los 
dos cuerpos como sistemas de puntos materiales de forma 
variable, la determinación del movimiento de cada uno 
de estos puntos sería muy difícil; pero se puede obtener 
con mucha facilidad el movimiento del centro de grave
dad de cada uno de los cuerpos, por medio del teorema 
del movimiento del centro de gravedad de un siste
ma (621), y del principio de que la acción es igual y con
traria á la reacción; en virtud de este principio, debemos 
suponer aplicadas en los centros de gravedad dos fuerzas 
iguales y contrarias dirigidas según la recta Ox, y que son 
las resultantes de todas las acciones moleculares que se 
desarrollan por el choque. 

Sean O el origen de las coordenadas, O C = x , O C ^ x ' , 
R el valor común de las dos presiones iguales y contra
rias aplicadas á los centros de las esferas que provienen de 
los acciones mutuas de sus moléculas. Las ecuaciones del 
movimiento de los centros C y C de las esferas, son 

/ \ dfx -p, ,d*x' -r, 
( 0 ^ ^ - ^ m 7 F = R ' 

Sumándolas, se tendrá 
d^x , , d?x' r. 

m l l ¿ + m ' d J = 0 > 

é integrando 
dx , ,dx' u ^ — - f - ^ - 3 - = c o n s . ; 
dt dt » 

siendo 1; y 1/ las velocidades iniciales de los centros de 
las esferas, tendremos 

m» V=cons.ie, 
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y por consiguiente 

(2) m—-\-m—z=mv-¡rmv^ 
écuacian que expresa, que la suma de las cantidades de 
movimiento permanece constante en toda la duración del 
movimiento. 

Choque de dos cuerpos no elásticos. 

728. Si los cuerpos están desprovistos de elasticidad, 
caminan unidos después del choque, animados de una ve
locidad común que designaremos por ^, cuyo valor va
mos á encontrar. 

En este caso ——u, y — y k ecuación (2) toma

rá la forma 
(3) {m + w') u='mv + mv\ 

de donde 

(4) U ~ — — 

Esta fórmula indica ,̂ que si los cuerpos ántes del cho
que van en el mismo sentido, después del choque camina
rán unidos en el mismo sentido. Si van en sentido con
trario, v y v' serán de signo contrario, y la velocidad co
mún u, tendrá el signo de la velocidad de la esfera que 
tenga mayor cantidad de movimiento; y si las cantidades 
de movimiento de los dos cuerpos son iguales, «—0, y 
los dos quedan en reposo después del choque. 

La ecuación (3) puede ponerse bajo la forma 
m(v—u)=m\u—1/) . 

El cuerpo G ha perdido una velocidad representada 
por v—^, y una cantidad de movimiento igual áw^-^-^); 
el cuerpo C ha ganado una velocidad representada por 
u—v', y una cantidad de movimiento igual á m{u—v'y, 
en virtud ds la ecuación anterior, estas cantidades 
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de movimtmiento son iguales; es decir, que la canti
dad de movimiento que pierde el cuerpo C, es igual á la
que gana el segundo; cosa evidente por otra parte, 
puesto que, según antes hemos dicho, la suma de las can
tidades de movimiento permanece constante en toda la. 
duración del choque. 

Fuerzas vivas durante el choque. 

729. Las ecuaciones (1) 

m ~ d ¿ 3 = = ~ ~ * m - M ^ R > 

se verifican en toda la duración del choque, y como con
tienen la reacción R, es necesaria otra ecuación para de-

terminar las velocidades—, y —, después del choque-
Multiplicando la primera por y la segunda por 
sumándolas é integrando el resultado, tendremos 

»(w)2+w(̂ )=cons'*+2/R*; 
siendo, r=x—-x, la distancia de los centros de gravedad 
de las esferas, y por consiguiente dr=dx'—-dx. 

Determinaremos la cons.'8, contando el tiempo desde el 
principio del choque, y empezando á contar la integral 
desde este valor inicial del tiempo; entónces R—0, por 
no haberse desarrollado aún las acciones moleculares que 
representa, y resultará 

^S-j-^'^'a—Cons.te; 
sustituyendo este valor, tendremos 

(5) m ^ ^ ^ n í ^ ^ ^ m v ^ ^ r m ' v ' ^ ^ ^ K d r . 

Esta ecuación expresa, que la suma de las fuerzas v i 
vas en una época cualquiera, es igual á esta suma toma
da al principio del choque, más el duplo de la integral 
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RJr, tomada desde el principio del choque. En el primer 
período del choque la suma de las fuerzas vivas es siem
pre menor que antes del choque, porque disminuyendo 
en él la distancia de los centros, ¿/r<CO, y los elementos 

de la integral 'Rdr son todos negativos en este pe
ríodo. En el segundo, la distancia de los centros aumen
ta y los elementos de la integral son todos positivos. Pero 
como R tiene valores menores que en el primer período, 

la integral Kdr, tomada en toda la duración del choque 

es negativa. Por consiguiente, la suma de las fuerzas vi
vas es siempre menor que antes del choque, y la diferen
cia va disminuyendo en el segundo período. 

Choque de dos cuerpos perfectamente elásticos. 

730. Si los cuerpos son perfectamente elásticos, los 

elementos de la integral Kdr se destruyen dos á dos,, 

porque la resultante R de las acciones moléculares, vuel
ve á tomar el mismo valor, cuando la distancia r es la 
misma, y los dos cuerpos pasan en el segundo período 
del choque, por las mismas fases que en el primero, pero 
en sentido inverso, siendo los dos períodos, digámoslo así, 
simultáneos, y los efectos producidos iguales y opuestos 
el uno al otro; por consiguiente, la integral tomada para 
toda la duración del choque, es igual cero. En este caso, 
la ecuación (5) es 

(6) m ( - J ) ' - r w =mv''2-^rmv''2. 
Podemos determinarlas velocidades de los centros de 

gravedad de los cuerpos después del choque; llamando-
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las, V==~^, 7 ^7' tendremos, por las ecuaciones, 
(2) 7(6), las 

(7) mY-\-m'V=mv-\-'mv\ 
(8) mYZ+.m'y^^mv^ + mv'*; 

que darán las velocidades V y V después del choque. 
Para obtenerlas, escribanoslas bajo la forma 

m ( y — v ) = m (vf—V), 

dividiéndolas, resulta 

De las ecuaciones (7) y (9), que son de primer grado, 
se deduce 

(10) V = = J — ; , 

(11) V = 4—, * 

731. Veamos las consecuencias que se deducen de 
estas fórmulas. Añadiendo y quitando mv en el numera
dor de la (10), se puede poner bajo la forma 

V = -r-7 

y siendo u la velocidad común de los centros de grave
dad, en el momento de la máxima compresión, su valor 
por la (4) es 

mv' •+-m'v' 
m-fm 

y sustituyendo, la anterior se puede escribir como sigue: 
• Y—2U—V, 

Por una trasformacion análoga, encontraremos 
y = 2 u — v ' \ 

de las cuales deduce u=. -—~~5 Y u = —̂ —. Luego la 
velocidad de cada cuerpo, en el instante de la máxima 
compresión, es el promedio de sus velocidades ántes y 
«después del choque. 
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Restando las ecuaciones anteriores, resulta 
Y '—Y=v—v' ; 

*que nos dice, que la velocidad relativa con la que el cen
tro de gravedad C se aleja de C, después del choque, es 
igual á aquella con que se aproximaba en el instante en 
-que se ha verificado el choque. 

Casos particulares. 

732. Si el cuerpo C está en reposo, cuando choca con 
el cuerpo C, la velocidad v'==Qy y si los cuerpos no son 
-elásticos, la fórmula (4) dará la velocidad común 

m-fm' 
Si la masa m' es infinitamente grande con respecto á la 

masa m, la velocidad « = 0 ; es decir, que los dos cuerpos 
quedan en reposo después del choque. Esto es lo que su
cede, cuando los cuerpos no elásticos caen chocando á la 
Tierra. 

Si los cuerpos son elásticos, siendo como antes i /—0 
las velocidades, después del choque, son, según las fór
mulas (10), y (11), 

Y__(m—m') í ; y- , Qmv' _ 

Si m es infinitamente grande con respecto á m, ten
dremos 

Y ^ — v ' , ¥ ' = 0; 
lo que nos dice, que el cuerpo chocado permanece en 
reposo, y el otro es reflejado en sentido contrario con una 
velocidad igual á aquella con que ha venido á encontrar 
al primero. Tal sucede cuando una esfera elástica pesa
da, cae de una cierta altura sobre un plano fijo horizon
tal, que es también elástico; la esfera vuelve á subir por 
la reacción del plano fijo, hasta la misma altura de donde 
•cayó. 
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Cuando las masas m y m son iguales, si los cuerpos no 
son elásticos, su velocidad común después del choquer 
será 

es decir, la media aritmética entre las velocidades de Ios-
dos cuerpos ántes del choque. 

Si en el mismo caso de ser m = n i , los cuerpos son per
fectamente elásticos, las fórmulas (10) y ( n ) , dan 

Y = v \ Y ' = v ; 
los cuerpos, en este caso, no hacen más que cambiar de
velocidad. Y si uno de ellos, tal como el C está en repo
so, el otro quedará inmóvil después del choque, y le traŝ -
mitirá su velocidad; porque, para v'—0y tendremos 

V=:0, Y ' = v . 
733. Este resultado puede verificarse por la expe

riencia del siguiente modo: 
Dos bolas de marfil del mismo diámetro, están suspen

didas á los extremos de dos hilos iguales ca, cb, (fig. 310), 
formando un doble péndulo. Separa
da la bola a de su posición de equili
brio á la posición a', se la deja caer 
y viene á chocar á la bola h\ siendo 
el marfil muy elástico hay comuni
cación de movimiento de la bola a 
á la ¿; la primera queda en reposo. 

Fig. 310. en su primitiva posición, y ¿la recor
re el arco hb', con la misma veloci

dad que poseia la bola a\ es decir, con la velocidad de
bida á la altura del punto d sobre el punto a. Por con
siguiente se elevará hasta el punto b\ situado á la mis
ma altura; después volverá á caer de la posición b\ á la. 
posición ¿, chocará con la ¿z, quedando ella en reposo; se 
elevará ésta, volverá á caer, y se repetirá el fenómeno,,. 
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produciéndose una serie de movimientos oscilatorios dé
los dos péndulos, cada uno de los cuales efectúa dos se-
mi-oscilaciones, una ascendente y otra descendente, á uno-
y otro lado de la vertical media del aparato. 

Lo mismo sucederia si un número cualquiera de bolas 
de billar iguales c\ c", c"\ (fig. 311), en reposo, vienen a. 

ser chocadas por otra bola c 

I Wk según la recta que une sus cen-
n tros. Todas las bolas excepto 
• la última c"\ permanecerán en 

Fig. SÍI. reposo; y ésta se moverá con 
la misma velocidad que tenía 

la primera cy en el momento del choque. 
Todas estas experiencias nos dan cuenta de la propa

gación del movimiento por medio de los cuerpos elásti
cos. La duración del choque de dos. bolas es muy peque
ña y no puede apreciarse por la observación directa. Pero, 
si el número de bolas intermedias es suficientemente 
grande, las duraciones de los choques sucesivos se acu" 
muían, y es posible apreciar la duración, desde que choca 
la primera, hasta que empieza á moverse la última. 

La trasmisión del sonido en los medios elásticos, de 
lugar á un fenómeno análogo; las moléculas de aire co
locadas á lo largo de un rayo sonoro, son conmovidas su
cesivamente, y cada una comunica á la molécula que le 
sigue, la velocidad que ha recibido de la molécula que pre
cede. La velocidad de la propagación de la conmoción, ó 
sea la velocidad del sonido, depende de la densidad y de 
la elasticidad del medio. 

Teorema de Carnot. 

734. Guando los cuerpos son perfectamente elásticos^ 
la suma de las fuerzas vivas no cambia por efecto del cho-
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•que, como aparece de la ecuación (6). Pero si los cuer
pos no son elásticos, hay pérdida de fuerza viva, y por 
consiguiente de trabajo, como aparece de la ecuación (5), 

en la cual, la integral^5 R^/r, no es nunca cero en estos 

•cuerpos; y el teorema de Carnot tiene por objeto calcu
lar la pérdida de fuerza viva en este caso. 

Este teorema es una consecuencia inmediata del teore
ma de d'Alembert, extendido á las fuerzas instantáneas; 
y sólo es cierto cuando se prescinde del rozamiento de los 
-cuerpos unos sobre otros, ó cuando se supone que las 
reacciones desarrolladas por el choque, son normales á las 
superficies de contacto. Según el teorema de dAiembert* 
existe el equilibrio entre las fuerzas instantáneas que ac
túan realmente sobre los cuerpos, las cantidades de mo-
vimiento iniciales, y las cantidades de movimiento finales 
tomadas en sentido contrario. 

Sean m la masa de una molécula del sistema; u , z/'las 
componentesdesuvelocidadántesdel choque; V , V", V " , 
las componentes de su velocidad después del choque; 
X, Y, Z, las componentes de las fuerzas instantáneas des
arrolladas por el choque; la ecuación del teorema de 
d'Alembert es 

S [ (X—^(V—«))Bx + ( Y — ^ ( V — « ' ) ) S r + 
+ (Z—^(V; '—«"))§%]=() ; 

-esta ecuación tiene lugar para todos los movimientos vir
tuales del sistema; entre los cuales, escogeremos el que 
coincide con el movimiento real que experimentan los 
puntos del sistema al fin del choque, y que se verifica con 
las velocidades V',V",V"' , para el cual se tendrá que 

l x = Y ' d t , ljr=Y"dty lz=.Y"'dt . 
El trinomio del trabajo, S(X§x-4-Y8^-i-ZS^)=0, en 

£ste movimiento; porque estando la acción y la reacción 
que los dos cuerpos ejercen el uno sobre el otro, dir i-
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gidas según la normal común á sus superficies, en el 
punto de contacto, el trabajo de estas fuerzas es nulo. Con 
estas simplificaciones y dividiendo por dt la ecuación del 
equilibrio, se reduce á 

S ^ í í V — V , / + ( V ' " — ^ ) V , , / ] = 0 , 

Designemos por v la velocidad absoluta del punto m 
antes del choque, por V la velocidad del mismo punto 
después del choque, y por v\ la velocidad perdida, es de
cir, la velocidad que compuesta con la velocidad v da. 
por resultante final V. Tendremos 

==(V'2+VVH V ' ' / 2 )+ (a2 - f^2^« ' ' ^_2 (V '« -HV^ ' + V " V ' > 
= V 2 + -z;2 2 ( + Y"U ' - f V '"ü" ). 

De donde 
\ u -\-V u H - V U = ~ ; 

y sustituyendo en la ecuación, será 

ó X ^ V 2 — S w ^ + S ^ s — o , 
ó lo que es lo mismo 

que es la ecuación del teorema de Carnot, y se enuncia 
diciendo: 

Que la pérdida de fuerza viva^ que ocasiona el choque, 
es igual á la suma de las fuerzas -vivas debidas á las velo
cidades perdidaŝ  ó lo que es lo mismo, que la suma de las 
fuerzas vivas después del choque de los cuerpos no elásticos 
es igual á la suma de las fuerzas vivas antes del choque, 
disminuida de la suma de las fuerzas vivas debidas á las 
velocidades perdidas durante el choque. 

Estando comprendidos todos los sólidos naturales entre 
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ios cuerpos no elásticos y los perfectamente elásticos, en 
el choque de dos sólidos naturales hay siempre una pér
dida de fuerza viva, que puede calcularse por. este teore
ma; y que será mayor ó menor, según que los cuerpos se 
acerquen más á los no elásticos ó á los perfectamente elás
ticos. Y como una pérdida de fuerza viva representa 
siempre, como sabemos, una pérdida de trabajo, deben evi
tarse los choques en las máquinas para que no tengan lu 
gar estas pérdidas de trabajo.. 

Péndulo balístico. 

735. En la teoría del choque de los cuerpos está fun
dado qYpéndulo balístico, que es un péndulo compuesto, 
que se emplea para medir la velocidad inicial de los pro
yectiles, es decir, su velocidad al salir de la boca del ca
ñón. Este aparato se compone esencialmente de un cuer
po blando, no elástico por consiguiente, unido á un eje ho
rizontal; el proyectil viene á chocar con este cuerpo al salir 
de la pieza, y penetra en él hasta una cierta profundidad; 
al fin del choque, el proyectil y el péndulo forman un mis
mo sistema material, animado de cierta velocidad angular 
alrededor del eje de suspensión; el péndulo se separa de la 
vertical en virtud de la velocidad que le comunica el pro
yectil, y su centro de gravedad se eleva hasta que el tra
bajo negativo de la gravedad destruye su fuerza viva, en 
este instante el péndulo llega al estremo de la semi-osci-
iacion ascendente, y desciende luégo en sentido contra
rio. Una corredera, arrastrada por el péndulo durante el 
movimiento ascendente, y abandonada en el punto que 
ocupa cuando el péndulo empieza á descender, sirve para 
determinar el ángulo de separación, y por consiguiente 
el trabajo negativo de la gravedad; el valor absoluto de 
este trabajo es igual á la mitad de la fuerza viva del siste-
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ma. Conocida esta fuerza viva, se deduce sucesivamente 
la velocidad angular inicial del péndulo, la velocidad l i 
neal del proyectil al fin del choque,, y la velocidad lineal 
de éste al principio del choque, que es la verdadera in
cógnita del problema. 

Para resolverlo, sean PM (fig. 312). el cuerpo del pén
dulo, O su eje de suspensión y 
G el centro de gravedad del sis
tema oscilatorio; la recta BA tra
zada en el plano medio del pén
dulo perpendicularmente al eje 
O, y un poco debajo del punto G, 
representa la trayectoria del pro
yectil, que supondremos ha pe
netrado hasta el punto A en la 
tierra que llena el cuerpo del pén
dulo. Designemos por v la velo
cidad del proyectil antes del cho

que, por V la velocidad lineal que conserva después del 
choque, cuando forma con el péndulo un mismo sistema 
material; por^» el peso del proyectil; por [/. el momento 
de inercia con respecto al eje O, y por w la velocidad an
gular de la rotación que sucede al choque, en virtud de 
la cual, el punto A tiene la velocidad V. La punta C ar
rastra la corredera á lo largo del arco CD á medida que 
el péndulo se aparta de su posición de equilibrio, y la 
abandona en el punto D en el momento en que viniendo 
á ser cero su velocidad, empieza á descender. En este 
movimiento ascendente el centro de gravedad describe el 
arco GF, y se eleva verticalmente de la cantidad G¥í — hy 
que puede medirse. 

Siendo O A = / , O G = < J , C O D = a , será 
^—OG—OH=¿2—<3cosa=^( l—cosa) . 

Representemos por Ría reacción media, desarrollada en 
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el tiempo que dura el choque del proyectil con el péndu
lo, y por 9 ésta duración; el impulso de la fuerza R esta
rá representado por R9; actuando este impulso sobre el 
proyectil en el sentido AB, es decir, en sentido contrario al 
movimiento, redúcela velocidad ,̂ del valor inicial i ; , al valor 
final V. Por el teorema de las cantidades de movimiento, 

y teniendo presente que la masa del proyectil es ^-, ten
dremos 

Esta misma fuerza, actuando sobre el péndulo, le i m 
prime un movimiento de rotación, cuya ecuación es 

j m 

Reemplazando R9 por su valor en la anterior, resulta 

de esta se deduce 

y como V = w / , tendremos 

736. La fuerza viva del sistema, se compone de la, 
fuerza viva puo2 del péndulo, y da la fuerza viva del pro
yectil - Ao2; y es por consiguiente igual á 

La cual se reduce á 0, cuando el ángulo de separa
ción llega al valor a; entónces, el centro de gravedad del 
péndulo se ha elevado déla cantidad ^=^(1-—cosa), y el 
centro de gravedad del proyectil de la cantidad A L , que: 
se deduce de la proporción -g^ — ~ — - i - . El trabajo de 
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la gravedad es por consiguiente, llamando P al peso del 
péndulo 

P A + í x £ = A ( P + ^ > = « ( l - c o s a ) ( P + £ ) ; 
de modo, que la ecuación del teorema de las fuerzas v i 
vas será 

^ + JL/2 ̂ 2 ^ 2 ^ ( 1 — cosa) (P + ^ ) ; 

ecuación que nos dará w; y conocida ésta, la ecuación 
(a) da. el valor de T>, que es la incógnita del problema. 

Es necesario que el proyectil hiera al péndulo en el 
centro de percusión correspondiente al eje O; de otro 
modo, este eje experimentará presiones durante el choque 
que podrian descomponer el aparato. Sabemos que la dis-
tancia del centro de percusión al eje es ^4- siendo a 
la distancia OG del centro de gravedad al eje, y K el rá-
dio de giro, alrededor de un eje paralelo al eje O, trazado 
por el centro de gravedad G; es decir, que la distancia / 
es la longitud del péndulo simple, que oscilará en el mis
mo tiempo que el péndulo balístico. í)e esta manera, la 
adición del proyectil en el punto A no alterará la duración 
de las oscilaciones del péndulo. Luégo se podrá determi
nar empíricamení^ el punto A, en donde el proyectil debe 
dar, colocando el proyectil á diferentes alturas en el 
plano medio trasversal del péndulo, y haciéndole oscilar 
cada vez en las diversas posiciones; la posición buscada 
es aquella para la cual la adición del proyectil al péndulo,, 
no altera la duración de las oscilaciones. 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 22 



LECCION LXI. 

Movimientos vibratorios.—Movimientos vibratorios de las cuerdas. 
Ecuaciones de este movimiento—Su integración.—Vibraciones 
trasversales.—Duración de una vibración.—-Nodos de vibración. 
—Vibraciones longitudinales. 

Movimientos vibratorios. 

737. Se llama vibratorio el movimiento de un punto 
material que oscila á uno y otro lado de su posición de 
equilibrio, ejecutando un número indefinido de oscilacio
nes. En el núm. 709 hemos visto un ejemplo de esta cla
se de movimientos. Un sistema de puntos posee un mo
vimiento vibratorio, cuando cada uno de ellos se mueve 
en las condiciones que acabamos de indicar para uno sólo. 

Consideremos un sistema de n puntos materiales, suje
tos á ciertas condiciones ó ligaduras; sean mi la masa, 
y x ^ j ^ %, las coordenadas de uno de ellos; x 2 , ^ , las 
coordenadas del punto de masa y en general xn,jrn,zK, 
las coordenadas del de masa m 

ÍM "̂ i> ^1» las componen
tes de la fuerza que actúa sobre el primero, X2,Y2, Z2 las 
de la que actúa sobre el segundo, y X ^ Y ^ Z ^ las de la que 
actúa sobre el enésimo. Las ligaduras las supondremos 
expresadas por las k ecuaciones de condición 

(1) . L ^ O , L 2 = 0 , Le^O, L ^ O . 
Las fuerzas X, Y, Z las supondremos expresadas por 

funciones de las coordenadas x , ^ , . ^ de los diferentes 
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'.puntos, independísntemente del tiempo y de las veloci
dades. 

La ecuación general del movimiento del sistema es, 
•como sabemos, según el teorema de d'Alembert. 

43biendo las variaciones B satisfacer á las ecuaciones de 
condición 

¡ p 8̂  - ^ ^ g ^ 4 . ^ 4 . 4 . ==0, 

^ : a . 1 + ^ s r i + . , : . = 0 , 

<3) fe^+t^^' • • • • • • • • ^ 0 > 

^ ^ + ^ 1 + = 0 . — OXt-i 
738. Supongamos, que para valores particulares de 

las coordenadas xi^=duj ' i=kL,Zl=ciy x.2—a2yjr.¿=b2r 
,^=^2^.. . . . x.n—an,jyn=¿>n, zn=cn, esté elsistema en una 
posición de equilibrio estable; las fuerzas X, Y, Z, toma
rán en esta posición ciertos valores constantes que repre
sentaremos por las letras A, B, G, afectadas dé los mismos 
índices. 

Cuando por un medio cualquiera se separa el sistema, 
infinitamente poco, de esta posición de equilibrio, tende
rá por. sí mismo á volver á la posición primitiva; cada 
punto adquirirá una pequeña velocidad de sentido Con
trario á la que se le imprimió, en virtud de la cual, cada 
punto pasará; en sentido contrario, más allá dé la posi
ción de equüibrió; volverá á la posición primera , pasará 
más allá, volverá y así sucesivamente. Tal será el movi
miento oscilatorio del sistema. , 
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Su estudió, que será más órnenos complicado, se hará, 
en general por medio de las ecuaciones ( i ) , (2) y (3), quer 
acabamos dé establecer; pero nosotros sólo vamos á exa
minar algunos casos particulares de este problema. 

Movimientos vibratorios de las cuerdas. Ecuaciones de este 
movimiento. 

Las cuerdas de piano, de violin, de guitarra, etc., eje
cutan vibraciones, alrededor de sus posiciones de equili
brio, cuando por un medio cualquiera se las separa de 
estas posiciones. Vamos á estudiar estos movimientos 
vibratorios de las cuerdas. 

739. Sea OA (fig. 313), una cuerda homogénea per
fectamente flexible, elástica y 
un poco estensible, de diáme
tro constante y muy peque
ño, de longitud /, extendida em 
línea recta del punto fijo O ab 
punto fijo A, por una fuerza 

Fig. 313. equivalente á un peso P, que 
desarrolla en ella la tensión T0, 

Prescindiremos de su peso con relación á P, y por consi
guiente afectará la forma de una recta ONA en su posi
ción de equilibrio. Supongamos que se la separa un poca 
de la posición de equilibrio ONA, imprimiendo al mis
mo tiempo á todos sus puntos pequeñas velocidades, en~ 
tónces la cuerda vibrará alrededor de su posicion de equi
librio O A; se trata de determinar la posición y la veloci
dad dé cada uno de sus puntos en un instante cualquiera. 

Sea OM'A la curva plana ó alaveada que represéntala 
forma de la cuérda en una época cualquiera; tomemos 
tres ejes rectangulares, OX en la dirección O A de la cuer
da en equilibrio, O Y y OZ perpendiculares á él. Laa 
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«coordenadas de un punto material M son en el estado de 
•equilibrio, x, 0, 0; y en estado de movimiento 
Z', siendo los movimientos de la cuerda muy pequeños, 
u^jy, % tienen siempre valores muy pequeños, y son fun
ciones del tiempo / y de AT. El problema se reduce á en
contrar los valores de a,^, en función de estas varia
bles independientes. 

Sea M'N'=ds el elemento de la cuerda, que corresponde 
en la posición de equilibrio al elemento MNí==¿/x; existe 
una relación muy sencilla entre dxyds, que expresa, que 
MN y M'N7 tienen la misma masa. Seâ > el peso de toda 
la cuerda, / su longitud, p su densidad en el punto M , y 
w la sección normal constante; se tendrá que ^ds es la 

masa de M'N', y la de M N es dx, luego será 

( i ) a(j)ds=~-dx. 
Las fuerzas que actúan sobre un elemento M'N' de la 

cuerda, son las fuerzas exteriores y las tensiones. Sean 
X , Y , Z las componentes, por unidad de masa, délas 
fuerzas exteriores para cada porción de la cuerda; T y Tr 
las tensiones que actúan tangencialmente en los extre
mos del elemento M'N', dependientes del aumento de 
longitud que ha sufrido este elemento; m la masa del ele
mento M'N', T la tensión en M ' , dirigida en el sentido 
N'M'; T ' la tensión en N ' dirigida en el sentido M'N' ; 
a, 6, y los ángulos de T con los ejes coordenados; a',6',, y', 
los ángulos de T ' con los mismos ejes. 

Las ecuaciones del movimiento son por consiguiente: 

Sm^i^zmX+T'cosa—Teosa,? 

^^ |=:^Y4-T'cos6 '—Tcos6, 

^ ~ —«/Z-f-T'cos/—Tcosy; 

«que vamos á trasformar en otras, que no contengan más 
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que X , Y , X^ u^y^ z, y las variables independientes x y t... 
740. Los ángulos a y a' son muy pequeños y sus co

senos son casi iguales á la unidad; la diferencia T'-—T 
viene a'ser la diferencial de T con respecto á de suer
te, que teniendo presente que ^=-~¿ /x , la primera ecua
ción toma la forma 

9l ^ dt* g l ^ ^ ^ d x ^ ' 

, d?u v . g l d T 

Por medio de la fórmula del núm. 543. 

podemos eliminar T de la ecuación anterior. Para otra-
tension T0 se tendrá, siendo i0 el aumento de longitud 

de !las cuales se deduce restando 
i—iñ T — T 0 = E c 

En esta ecuación vemos que la relación entre el incre
mento de la tensión T—T0, y el incremento de la longi
tud es constante é igual á Ew. 

El incremento total del elemento.MNes igual k ~ dx 
Cu OG 

y el incremento proporcional del mismo elemento es 
d u 
dx 

- d u 
igual a - 7 - , de suerte, que 

T - T o ^ — ; 

de donde T = T 0 4 - Ew-^ • 

que diferenciada con relación á x , y multiplicada por 
~ , dará P 

g l JT g l d*u 
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Y la ecuación primera de las (2) tómala forma 

di', ^ J ' dx*' 

m-y- — mY-\-T ' eos 6'—Teos 1 
741. La segunda de dichas ecuaciones 

dy* 

puede ponerse bajo la forma 
4 ^ = 4 ^ Y - h (Tees 6) dx, 
gl dt* gl 1 d x K J ' 

ó bien 

f | = Y + l i 4 (TcosS). 
dt% p d x x ' 

Hemos encontrado 

pero eos 6 es igual á la diferencia de las ordenadas de 
N ' y M', dividida por la distancia M'N' de estos dos pun
tos, es decir 

dy dij 
— r - d x — 

p dx dx 
eos dxA-—dx 

a X ^ d x d X l ^ d x 
y multiplicando por la anterior, resulta 

dy du di) 

cosg — i 0 — -f- Ew •—, 
Citó 
doc * d x 

ecuación que puede simplificarse observando, que-^ 
se puede despreciar con respecto á la unidad, y que 
— es infinitamente pequeño de segundo órden, y 
entónces la ecuación se reduce* á 

TcosS—TQ-^-; 
w da? 

luego 
d4(W)=T0g; 
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y tendremos la ecuación 
y i ql T diy 

dt* ^ p Q d x ' 
Del mismo modo obtendríamos la tercera ecuación 

d^Z y (// rp d22 

dts p 0 d x 2 ' 

742. Las tres ecuaciones del movimiento son 

Í
d2u v . g l ^ dsu 
- 7 - . H il«w —-r , 
c¿í2 J9 «fí2' 
d^y v _ 1 _ gr? dfy 

bajo cuya forma se ve, que los movimientos proyectados 
sobre los tres ejes, son independientes los unos de los 
otros. 

Las ecuaciones del problema son ecuaciones lineales 
de segundo órden, con derivadas parciales; la integración 
es posible cuando las fuerzas X, Y, Z son constantes, lo 
que tiene lugar, cuando la cuerda sólo está solicitada por 
su propio peso. 

Si la cuerda no estuviera extendida horizontalmente, 
supondremos que la vertical forma con los ejes los ángulos 
dados X, pi, v) y tendremos 

X^g-cosX, 
Y==g-cos^, 
Z=^cosv; 

y habrá que integrar una ecuación de la forma 

(4 ) ^ = A + B 0 . 
siendo A y B cantidades constantes. 

Sea «=/(:*:) una solución particular, independiente 
del tiempo /, de la ecuación (4), que queremos integrar; 
de suerte, que se tenga 

B ? ^ + A = 0 . 
dsc 
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Cambiaremos de variable, haciendo 

«que diterenciada, da 
d ? u d*f{x) d*u' 

dx* dx* "̂ ""rfcĉ * 
d?u dHi' m 

dt* dx* V 
por consiguiente, sustituyendo estos valores en la ecua
ción (4), resulta 

_ ^ A + B — r 4 - B ^ , 

y como A + B ^ — = 0, será 

(5) 7 m = ^ d # dx* * 

ecuación de la misma forma que la (4), pero sin el térmi
no independiente. Es de notar que u—f{x), es la ecuación 
<le equilibrio de la cuerda solicitada por la fuerza A; por
que la aceleración ^ es nula para todos los puntos de la 
cuerda, cuando ésta ocupa la posición de equilibrio; de 
suerte, que u es la porción de la ordenada u que varía 
con el tiempo /; medida esta porción á contar desde la 
posición de equilibrio; luego las fuerzas constantes en 
nada modifican el movimiento de la cuerda. 

743. La ecuación diferencial 

se integra resolviendo la ecuación de segundo grado 
A- | -Br2=0 , 

que resulta da 

' • ^ V ' I v ' - 1 ; , 
y por consiguiente la integral de dicha ecuación es 
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Si A y B son del mismo signo, las esponenciales ima
ginarias se trasforman en senos y cosenos. 

Del mismo modo encontraríamos %Sj¡>. En las aplica
ciones á las cuerdas vibrantes, las componentes X , Y, Z,. 
de. la gravedad son muy pequeñas con respecto álos coe
ficientes — Ew — T y como no cambian en nada las le-
yes de las vibraciones de las cuerdas, podemos prescindir 
de ellas, y las ecuaciones del movimiento de la cuerda 
son 

d2u gl -[-i d̂ u Q(1 u 
df1 p dx1 dx 2 > 

w \de~~ p 0 dt1 dx** 
d̂ z m ^ H ^ 
Hi? d x " 

siendo tí2=-y-Eco, y fó-=—TQ, Según estas ecuaciones-
u ^ y , Zy deben contarse desde posición de equilibrio que 
tomaria la cuerda por la acción de la gravedad, si su mo
vimiento se redujera á cero. 

744. Las vibraciones que se producen según OX, se 
llaman longitudinales, y las paralelas á los ejes OY y OZ 
se llaman vibraciones trasversales. Como las ecuaciones 
en y, y en z, son de la misma forma, las vibraciones tras
versales son las mismas paralelamente á OY, que parale
lamente á OZ; bastará pues integrar cualquiera de las ú l 
timas ecuaciones (6) para obtenerlas. 

Vibraciones trasversales. 

745. Para determinar las vibraciones trasversales te
nemos que integrar la ecuación con diferenciales par
ciales 

dt2 dx*' 
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la cual tiene por integral general 
(7) J = ^ { x + h t ) ^ { x — b t ) , 

como se prueba fácilmente diferenciando sucesivamente-
la función y con respecto á las variables / y x. . 

746. Las funciones cp y ^ son dos funciones entera
mente arbitrarias, que vamos á determinar. Para conse-í 
guirlo, es preciso conocer, para / = 0 , la curva formada. 
por la cuerda y la componente de la velocidad de cada 
punto paralela al eje de las y . 

Sean para / = 0 , 
(8) r = : / W > ^ / . ( x ) ; , 

introduciendo esta hipótesis en la ecuación (7), y en su 
derivada con relación á / , resulta 

\ A [ x ) = b ^ { x ) ~ ^ { x ) ] -
de la última de las (9), se deduce 

que integrada con relación a y haciendo para abreviar 

(9) 

0 ° ) T J AW^—F(vr), 

(12) 

sera 
( I I ) c p ^ c ) — K * ) = F ( * ) + C -

De la primera de las ecuaciones (9) y de la (11) se-
deducen 

¡cp(x)=:H/W4-F(x)+C], 
I 4 ( ^ = i f / W - < F W + C ) j . 

Poniendo en vez de x,x-\-bt y(x),y x—bt 
y sumando después las dos funciones, obtendremos el 
valor de^r, sin la constante C. 

747. Conviene observar, que por las dos ecuaciones-
(12), las funciones <p y ^ no son conocidas como f (x) y 
F(JC), más que para los valores de la variable x com-
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prendidos entre 0 y /; y debemos conocerlos más allá 
de estos límites, porque debiendo poner por x^x + ht 
y x—-bt, estas nuevas variables podrán exceder á los lí
mites 0 y /, porque el tiempo / puede crecer indefini
damente. Para determinar las funciones 'f y para valores 
de x, no comprendidos entre estos límites, vamos á ex
presar que los puntos O y A son fijos. 

Para el punto O (0,0,0), tendremos, cualquiera que 
sea el valor de /, 

Haciendo bt¿=z\ esta condición se reduce á 
(13) c p ( y ) + ^ ( - ^ ) - = 0 . 

Para el punto A tendremos, para un tiempo cualquiera, 
(14) ( F ( / + / ) - f - ^ ( / — y ) = 0 . 

Las funciones ^{z') y ^{z'), son conocidas para los va
lores de z'=bt1 comprendidos entre 0 y /, la última ecua
ción da 

•4(7—z') es conocido para los valores de z' comprendidos 
centre 0 y /, pues /—z' se encuentra entre estos límites; 
luego <p (J-\-zf) será también conocida para los mismos 
valores de z'. Por consiguiente, si hacemos para abreviar 
l + z ' = . z ' \ y ( z " ) será conocida para los valores de z" 
•comprendidos entre / y 2/; y la función y será conocida 
para todos los valores comprendidos entre 0 y 2/. 

748. Si en la ecuación (14) ponemos en vez de 2;', 
y - f - / , se reduce á 

y restando de esta la (13), resulta 
? (2 / -M ' )=? (¿0 -

Luego la función y{z') es periódica, y tiene por perío-
¿do 2/; y como se conoce esta función para todos los valo
res de la variable, comprendidos entre 0 y 2/, será cono
cida para todos los valores de z' positivos ó negativos. 
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La otra función ^ esta determinada por la ecuación ( i 3),. 
que da 

es periódica como la primera, y su período es también 2/~ 
En efecto, la ecuación anterior da 

(p(2/-|-2;')-t-^(—2/ —Z')r=:0, 

y como ^ ( 2 / - f - 2 ; / ) = c p ( 2 ; , ) = — ^ C 2 ' ) » resulta 

y poniendo —2/—z '=z" se tiene la función periódica 

Resulta de esta discusión, que cuando bz aumenta ert-

la cantidad 2/, ó / en ^ la ordenada^ vuelve á tomar el 

mismo valor, lo mismo que la velocidad Lo mismo 

sucede z. z y á. Luego la cuerda ejecuta una serie de 

vibraciones todas iguales é isócronas, cuya duración 

eS-6-

749. Suponiendo los puntos O y A absolutamente 
fijos, y prescindiendo de la resistencia del aire, la cuerda 
ejecutará una serie indefinida de oscilaciones de esta cla
se. Pero la resistencia del aire y la comunicación de una 
parte del movimiento de la cuerda á los puntos fijos O 
y A, disminuirá gradualmente la amplitud de las vibra
ciones, concluyendo por aniquilarlas, sin alterar sensible
mente su isocronismo. Este último hecho, análogo al que 
tiene lugar en el péndulo simple, puede demostrarse por 
el cálculo y comprobarse por la experiencia. 

Duración de una vibración. 

750. La duración T de una vibración de la cuerda, 
se obtiene contando el número », de las que ejecuta en la 
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onidad de tiempo; tenemos 

pero ¿ 2 — ^ T 0 , luego 

v1 
n - ~ 21 P l 

La cuerda, en su movimiento, comunica sus vibraciones 
al aire, que ejecuta entónces el mismo número de vibra
ciones en igual tiempo. h,\ sonido producido tiene por 
medida n; y es tanto más elevado, cuanto mayor es el 
•n amero de vibraciones que la cuerda ejecuta en un tiem
po dado. 

Este número es independiente de la amplitud de las 
vibraciones, de la forma inicial de la cuerda, y del modo 
•de hacerla vibrar. 

Para una misma cuerda, este número es proporcional 
á la raíz cuadrada de la tensión T0; para cuerdas de la 
mis na materia y del mismo grueso, siendo el peso ̂  pro
porcional á la longitud /, los números de vibraciones es
tán en razón inversa de las longitudes; y para cuerdas de 
igual longitud é igualmente tensas, n está en razón i n 
versa de las raíces cuadradas de los pesos. Todas estas le
yes son confirmadas por la experiencia. 

Nodos de vibración. 

751. En algunos casos la cuerda, por razón de su es
tado inicial, se divide espontáneamente en un cierto nú
mero de partes iguales, que vibran unísonas, y cuyos 
puntos de separación llamados mdos, permanecen inmó
viles en toda la duración del movimiento. Entónces el 
sonido se eleva proporcionalmente al número de estas par
tes, como vamos á ver. Siendo dadas la tensión y las d i 
mensiones de la cuerda, se puede disponer de su forma y 



VIBRACIONES DE LAS CUERDAS. 35 I 
<le la velocidad inicial de cada uno de sus puntos, de 
suerte, que su movimiento esté representado por la 
cuacion jyr=QX, siendo 0 función de /, y X una función 
<ie x sola. En efecto la ecuación 

dt* dx* 
se verificará haciendo 

(15) 
1 l__l_rf20 

Como el primer miembro es solo función de x, y el se
gundo de / , esta ecuación no puede existir si los dos 
miembros no se reducen á una misma constante—K2. 
Luego tendremos 

(.6) g + K ^ = 0 , 
q̂ue tendrá por integral particular 

(17) X —senKx. 
Después se determina la función G por la ecuación 

(18) ^ ! H - ^ K 2 . 2 0 ^ 0 , 

•déla que integrando se deduce 
e = C eos ̂  K/H-Csen^K/, 

y por consiguiente, la relación = 6 X se convierte en 
^r=senK x(Ccos¿K/H-Csen^K / ) . 

Haciendo / = 0 , tendremos la forma inicial de la cuer
da representada por la ecuación 

(19) r^CsenKA"; 
también podemos hacer que la velocidad inicial sea nula, 
suponiendo nula la constante C; entónces el movimiento 
de la cuerda está representado por 

(20) j '—GsenKxcosi'K/1. 
Ademas debemos expresar que los puntos O y A per

manecen siempre fijos; en el primero para x = 0 , será 
j - — 0 , cualquiera que sea /; mas en el segundo en que 
x = . l , para que sea ;'==:0, es necesario que K / = w ^ , sien-
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do m un número entero cualquiera; de esta relación sale 

K = y la ecuación del movimiento de la cuerda es,, 

sustituyendo, 

{21) ^r=Lsen —r—eos —7—. 
De modo, que la cuerda, que sin velocidad inicial, tie

ne la forma de la curva^ — Csen^j^, si se la abandona. 
á sí misma, efectuará una serie indefinida de vibraciones-
isócronas, cuya ley expresa la ecuación (21). 

752. Se sabe que ^ debe ser una función periódica 
del tiempo. En efecto, en cada ecuación toma el mis
mo valor, cuando / aumenta en la cantidad—.-^-. E n 

este ejemplo ^r, y -^ , tienen los mismos valores cuando 

el tiempo aumenta en el período ' ¿ - -y- > y el número de 

vibraciones efectuadas en la unidad de tiempo es w ~ , 
es decir, m veces el que corresponde al sonido más grave 
de la cuerda, determinado por la teoría general, 

753. Vamos á demostrar que en este caso la cuerda 
se divide espontáneamente en m partes iguales, que v i 
bran como si estuvieran separadas, de suerte, que hay 
m—1 nodos de vibración. En efecto, se obtendrán todos-
Ios puntos que permanecen inmóviles en toda la dura
ción del movimiento, haciendo ,7 = 0, lo que exige que 

mT:x r. , i 1 
sen—7—=0, ó x = — / , 

siendo i un número entero cualquiera menor que m. En^ 
tónces_^=0, para 

R A J_ JÜ ÜL=1; / 

cualquiera que sea /. 
Sin considerar un ejemplo particular, hubiéramos po-
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dido escoger las funciones f { x ) y f ^ x ) , de suerte, que 
TC2') 7 ${z') vuelvan á ser las mismas, no sólo cuando z' 
crece de 2/, sino cuando esta variable crece en un sub-
múltiplo cualquiera —, de 2/; y obtendremos como 
antes comprobada la existencia de m— 1 nodos de v i 
bración. 

Vibraciones longitudinales. 

754. El movimiento longitudinal de la cuerda, es 
decir, en el sentido del eje OX, está dado por la ecuación 

du* g d^u 
di* a I x * ' 

que tiene la misma forma que la ecuación de las vibra
ciones trasversales 

d*y 10 diy 
dt* dx2> 

y se resuelve del mismo modo. 
Resulta, pues, que si designamos por rí el número de 

vibraciones longitudinales efectuadas en la unidad de 
tiempo, tendremos {750) 

n 2/ ' 

y por ser 

resultará 

( " ) « ' = V f ; 
luego se tendrá 

(23) — = v / l i . . 

La cantidad ~ es una cantidad muy pequeña; porque 

de la ecuación 

(24) T - T 0 = E M ^ , 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 23 
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en la que Ew es el incremento de la tensión que habrá 
que dar á la cuerda, para doblar la longitud de cada ele
mento; pues haciendo ds—'Hdx, tendremos T—T0=Eto. 
Luego la cantidad constante Ew, es mucho mayor que 
T0; y por lo tanto es muy pequeña: pOr consiguiente, 

de los dos sonidos más graves dados por una misma 
cuerda, el que corresponde á las vibraciones longitudina
les es mucho más agudo. 

755. También tendremos la fórmula, 

siendo / la longitud de la cuerda cuya tensión es T0, y X 
el aumento de longitud que produce un aumento de ten
sión igual á T0; lo cual se deduce de la ecuación (24), ha-
haciendo T=i2T0, y observando que los aumentos de lon
gitud \y y ds—¿¿v, de / y dx> son proporcionales á estas 

longitudes; y se tiene j ^ —"¿"Í Y como X es muy peque-

ña con relación á / , también j ^ - es muy pequeña. 



HIDROST ATICA 

LECCION LXII . 

Mecánica de fluidos.—Constitución molecular de los fluidos.— Qué 
se entiende por presión en el interior de un fluido.— Teorema 
fundamental de la Mecánica de fluidos.»—Distribución de las pre
siones en una masa fluida, en equilibrio, sometida á .la acción de 
fuerzas exteriores dadas.—Principio de la trasmisión de las presio
nes.—Presiones en los líquidos pesados.—Presiones en. un fluido 
sometido á fuerzas cualesquiera. 

Mecánica de fluidos. 

756. Las leyes generales de la Mecánica son aplica
bles á todos los sistemas materiales, cualquiera que sea 
la manera como estén agrupadas sus moléculas; por con
siguiente, á los cuerpos líquidos y gaseosos que sólo d i 
fieren de los sólidos por su constitución molecular. Los 
líquidos y los gases se designan colectivamente con el 
nombre de fluidos. 

La Mecánica de fluidos tiene por objeto el estudio 
de las leyes del equilibrio y movimiento de los fluidos. 
Ya dijimos que tiene, como la Mecánica de sólidos, dos 
partes, Hidrostática é Hidrodinámica; la primera trata 
del estudio de las leyes de equilibrio de los fluidos y la 
segunda dé las leyes de su movimiento. 
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Constitución molecular de los flúidos. 

757. Los cuerpos en la naturaleza se presentan, co
mo dijimos en la primera lección, en tres estados, solido,, 
líquido y gaseoso, dependientes de las condiciones de 
temperatura y presión en que se encuentran. Para expli
car la constitución molecular de los cuerpos, se admite 
que sobre sus moléculas obran dos fuerzas; la atracción-
molecular, y la fuerza repulsiva debida al calor. Si pre
domina la atracción molecular, los cuerpos se presentan 
en estado sólido, tienen forma definida, y es necesario un 
esfuerzo más ó ménos grande, para separar sus moléculas.. 
Si la atracción molecular es muy poco superior á la fuer
za repulsiva, los cuerpos se presentan en estado líquido» 
no tienen forma definida y toman las de las vasijas que los 
contienen, siendo necesario muy pequeño esfuerzo para 
separar sus moléculas unas de otras. Si predomina, por 
el contarlo, la fuerza repulsiva, los cuerpos se presentan, 
al estado gaseoso, no tienen forma definida, sus molé
culas están en un estado constante de repulsión y tien
de á ocupar todo el espacio que se les presenta. 

Todos los cuerpos toman los tres estados que acabamos 
de definir, cuando se les coloca en condiciones convenien
tes de temperatura y presión. 

Hasta últimos del año 1877 no se habia conseguido-
liquidar algunos gases, los cuales se llamaban gases per
manentes; que eran el oxígeno, el hidrógeno, el ázoe, el 
aire atmosférico, el óxido de carbono y el bióxido de 
ázoe. Mas en el mes de Diciembre de dicho año dos físi
cos, llamados M. CaUletet y M. Pictet, francés el primero 
y suizo el segundo, lograron liquidar dichos gases, casi 
al mismo tiempo, sometiéndolos , por procedimiento» 
algo distintos, á presiones enormes, de centenares de at-
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inósferas, y á una temperatura muy baja. Se llaman vapo
res los gases que están á una temperatura próxima á la 
en que se verifica su cambio de estado. 

758. Los líquidos y los gases se distinguen por su 
compresibilidad, es decir, por la mayor ó menor facilidad 
con que se les puede hacer disminuir de volumen. Los 
líquidos son casi incompresibles, ó son muy poco com
presibles, siendo necesarios los esfuerzos más enérgicos, 
para hacerles ocupar un volumen menor. Durante mucho 
tiempo se les ha tenido por absolutamente incompresi
bles; pero por medio del aparato llamado Piezómetro ^ se 
ha demostrado experimentalmente, que todos son com
presibles; y también se han determinado los coeficientes 
de compresibilidad de los diversos líquidos, coeficientes 
que están expresados por números sumamente pequeños. 
Teóricamente se reconoce también su compresibilidad, 
porque todos pueden trasmitir las vibraciones sonoras, 
lo que prueba su elastidad y porosidad, y que son suscep
tibles de sufrir pequeñas compresiones y dilataciones. Su 
dilatabilidad es, por consiguiente, muy pequeña. 

Los gases, por el contrario, son muy compresibles y 
muy dilatables, obedeciendo, en sus cambios de volumen, 
;á las leyes de Mariotte y de Gay-Lussac. 

Si el volumen de una masa gaseosa es igual á 1, bajo 
una presión también igual 1, la misma masa ocupará un 

x- 1 1 1 
volumen — , — —, cuando la presión sea 2, 3...«; 

y cuando la presión sea -i-> - i - .... —, el volumen que ocu

pará la masa gaseosa será 2,3, «; en otros términos, el 
volumen que ocupa una masa gaseosa está en razón inversa 
de la presión que soporta. Tal es la ley de: Mariotte, la 
cual supone que la temperatura es constante. Guando 
cambia la temperatura, es preciso tener en cuenta la ley 
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de Gay-Lussac, que consiste, en que el aumento de volu
men que experimentan todos los gases por un mismo aumento-
de temperatura es constante. Se llama coeficiente de dilata
ción de los gases, el aumento de volumen que experi
menta la unidad de volumen de un gas, cuando su tem
peratura se eleva de 0o á Io. Se designa por a, y su valor 
es a—0,00 367. 

Las leyes de Mariotte y de Gay-Lussac se demuestran 
por la experiencia, y se representan analíticamente por 
la fórmula. 

(1) H V = K ( l + a / ) ; 
en la cual, H representa la presión á que está sometida la. 
masa gaseosa, V el volumen que ocupa, a el coeficiente 
de dilatación, y / la temperatura. 

Estas leyes no son rigurosamente exactas, siendo tan
to más aproximadas á la verdad, cuanto más lejos se en
cuentran los gases de la temperatura y presión á que cam
bian de estado. 

759. El cambio de estado de un gas tiene lugar cuan
do la presión H «s una función determinada de la tem
peratura /. Sea 

(2) H = / ( / ) , 
la ecuación que expresa las condiciones del cambio de es
tado; la ecuación (1) no será aplicable más que para los 
valores de las variables que correspondan al estado gaseo
so, ó sea para los que satisfagan á la condición H<</(/). 

Podemos expresar gráficamente esta condición; sean 
OT y O H (fig. 314), dos ejes rectangulares, tomemoŝ  
OT por eje de las temperaturas, y OH por eje de las 
presiones. Apliquemos la ecuación (1) á una masa de 
gas cuyo peso sea igual á la unidad, el peso específico P 
del gas, está en razón inversa de su volumen V; por
que el producto PV es igual al peso total del gas 
que permanece constante é igual á la unidad durante: 
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toda la serie de experiencias; luego podremos reemplazar 

H V , por -íí, y escribir la 

ecuación (1) como sigue: 

(3) - p = K ( l + a/). 
Dada esta forma á la ecua

ción (1), si damos á P un 
valor arbitrario, la ecua
ción (3) representa una rec
ta AM, que corta al eje OT 

en el punto A, dado por la relación 1-j- a / = 0 , corres
pondiente á H = : 0 , y al eje OH en el punto B para el 
cual H=:PK, correspondiente á / = 0. Haciendo variar 
á P, se tendrán para los diferentes valores de esta canti
dad, rectas AM, AM', AM" , . . . . que pasan todas por el 
punto A, y cuyas ordenadas en el origen serán OB, OB' 
OB", proporcionales á los valores sucesivos de P. 

Construyendo la curva que representa la ecuación 
H ^ / ^ ) del cambio de estado, obtendremos una curva 
QR, que define el estado de saturación del vapor, es de
cir, la curva del paso del estado gaseoso al estado líqui
do. Para todo punto G, tomado á la izquierda de esta 
curva, se tiene H>»/(/) , y el fluido está en estado líqui
do; para un punto D tomado á la derecha de la curva» 
H < ; / ( / ) , el fluido está en estado gaseoso, y sólo entón-
ees es aplicable la ecuación ( i ) , ó su equivalente la ecua
ción (3). Esta ecuación no es aplicable más que á los va
lores simultáneos de H y /, que satisfagan, como ántes 
hemos dicho, á la condición H < ; / ( / ) ; la cual sólo se 
verifica en la región situada á la derecha de la curva QR. 

Para los gases, que hasta aquí se han llamado perma
nentes, las curvas QR que limitan la aplicación de las 
leyes de Mariotte y de Gay-Lussac, están muy cerca del 



360 PRESIONES EN LOS FLUIDOS. 
punto A; este punto corresponde á una temperatura de 
—273o cintígrados, como veremos más adelante, y en las 
experiencias ordinarias rara vez la temperatura es infe
rior á^—50o; de suerte, que sin inconveniente alguno, 
pueden aplicarse dichas leyes á estos gases, y tratarlos 
como si realmente fueran permaríentes. 

760. Lo que acabamos de decir, se refiere á los flui
dos naturales; pero en Mecánica racional se consideran 
éstos, como si fueran fluidos perfectos, formados por 
un conjunto de moléculas materiales sin adherencia al
guna entre sí, y que ceden al menor esfuerzo que tienda 
á separarlas unas de otras, y no se observa ninguna re
sistencia análoga al rozamiento, cuando una porción de 
la masa fluida resbala sobre la otra. Un líquido perfecto 
es un líquido hipotético, que no presenta ninguna visco*-
sidad ó adherencia entre sus moléculas, que dé lugar á 
un rozamiento cuando resbalan unas sobre otras, y que 
eá ademas incompresible. Se llama gas perfecto ^ un gas 
sin adherencia entre sus moléculas, que sigue indefinida
mente las leyes de Moriotte y de Gay-Lussac. 

Qué se entiende por presión en el interior de un fluido. 

761. Hemos considerado en los párrafos anteriores 
la presión exterior, que se ejerce sobre una masa fluida, 
de la cual podemos formarnos una idea exacta, suponien
do la masa encerrada en una vasija, que tenga sólo mo
vible una pared, la cual será empujada hacia fuera por la 
acción del fluido; y para mantenerla en equilibrio, habrá 
que aplicarle una cierta fuerza, que medirá la presión su
frida por la masa flúida. Trazando una superficie infini
tamente pequeña, sobre la envolvente de una masa flúida 
cualquiera, la presión ejercida por este elemento de su
perficie sobre el fluido contiguo es igual y contraria á la 
presión ejercida por el fluido sobre este elemento ; y es 
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la fuerza que habría que aplicar al elemento supuesto mó
vil , para equilibrar la acción que el fluido ejerce sobre este 
elemento. ^ 

Para extender esta definición á la presión ejercida so
bre cualquier elemento de la superficie, tomada en el in
terior de una masa fluida, basta concebir una superficie 
que contenga este elemento y que divida la masa en dos 
partes, iguales ó desiguales; y que una de éstas se solidi-
üque, sin que sufran alteración ninguna las moléculas 
materiales que la constituyen. El elemento de superficie 
interior viene á. ser entónces un elemento de pared, y su
fre de parte del fluido que la toca una cierta presión, que 
no ha cambiado por la solidificación imaginada; la presión 
se ejerce, por consiguiente, sobre las dos caras de este ele
mento, cuando las dos están en contacto con el fluido. 
Según esta definición, la presión depende á la vez de la 
extensión de este elemento y de su dirección. 

762. Podemos determinar la magnitud de la presión, 
que se ejerce sobre un elemento de superficie, teniendo en 
cuenta elagrupamiento molecular de los fluidos. Un flui
do está formado de moléculas sumamente pequeñas, se
paradas más unas de otras por los intervalos, también muy 
pequeños, llamados poros, sobre cada una de las cuales 
ejercen las que la rodean acciones atractivas ó repulsivas, 
cuya intensidad varía con su distancia. Tomemos en el inte
rior de un fluido un pequeño elemento de superficie plana 
S (fig. 315); cada molécula del fluido comprendida en este 

elemento, recibe ciertas acciones de las 
moléculas próximas situadas á un lado de 
esta superficie, y otras acciones de las 
moléculas situadas al ladô  opuesto. Con-

Fig. 315- sideremos primero las acciones que pro
vienen de las moléculas situadas sobre la 

parte superior de la superficie S; sus resultantes, toma-
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das separadamente para cada una de las moléculas, serán 
sensiblemente paralelas, y se compondrán en una fuerza 
única P, que será la presión ejercida por el líquido sobre 
el elemento; la resultante de las acciones de las molécu
las situadas en el lado opuesto, será una fuerza P', igual 
y opuesta á P; porque ya esté el flúido en reposo, ya en 
movimiento, habrá siempre equilibrio entre las fuerzas. 
P y P', en razón á la disposición simétrica que tienen 
las moléculas, situadas á uno y otro lado del elemento de 
superficie S. 

763. Definida la presión P sobre un elemento de su
perficie co, tan pequeño como se quiera, con una direc-
cion determinada, el cociente es la presión media del» 
flúido sobre la unidad de superficie, en la extensión del 
área plana S. Se llama presión de un fluido en un punto 
M (fig. 316), según un plano S, el límite, ó verdadero 
valor p de la relación — , cuando se reduce aradual-

(i) 0 
mente la superficie (o, de modo, que 
siempre comprenda el punto M. Es
tablecidas estas definiciones, vamos á 
establecer el siguiente principio. 

En un flúido perfecto la presión p-
en un punto dado M, para una dirección dada del plano 
S, es normal á este plano. Este principio resulta de la. 
carencia de viscosidad del flúido; porque si la presión 
pdu, fuera oblicua al plano del elemento, podría descom
ponerse en dos componentes; una normal al plano, y otra, 
situada en él, y ésta produciría un rozamiento ó un 
efecto de viscosidad, lo cual es contrario al supuesto de 
ser el flúido un flúido perfecto. 

I 
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Teorema fundamental de la Mecánica de fluidos. 

764. Kn un fluido per fe cto en equilibrio, la presión por 
unidad de superficie en un punto O, es la misma en todas las 
direcciones alrededor de este punto. 

La demostración de este teorema se funda en que las 
presiones que experimentan las caras de un poliedro su
mergido en el fluido, sún del mismo órden de magnitud 
que estas caras, mientras que la fuerza exterior que lo 
solicita, es del mismo órden de magnitud que su volu
men. Tracemos en el punto O tres ejes rectangulares OX,. 
OY, OZ, (fig. 317), y tomemos sobre estos tres ejes lon

gitudes ¿z=OA, fcOB, ^ = 0 0 ^ 
infinitamente pequeñas. Podemos, 
considerar el tetraedro material,, 
cuyas caras son OAB, OBC, OAC, 
ABC, como en equilibrio bajo la. 
acción de una fuerza exterior, tal 
como la gravedad, que obre sobre-

n% 317 él, y las presiones desarrolladas so
bre estas cuatro caras, presiones, 

normales á ellas, en virtud del lema que acabamos de esta
blecer. SQÜXÍ p, p\p",p"' las presiones medias sobre d i 
chas caras ABC, OBC, OAC y O AB; a, g, y, los ángulos que 
la normal al plano ABC forma con los mismos ejes coorde
nados;)., jx, v, los ángulos que la fuerza exterior forma con 
los mismos ejes. Expresaremos esta fuerza en virtud de la 
fórmula F — »?/, por el producto ^Xp- V, llamando p á 
la densidad ó masa específica del fluido, V al volumen 
del tetraedro O ABC, y j á la aceleración que la fuerza, 
imprimirla á la masa del tetraedro, si estuviera libre en 
el espacio. Del mismo modo llamando £•, c\c\c"'y las áreas-
de las caras ABC, OBC, OAC, O AB, las presiones totales.. 
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sobre dichas caras estarán representadas por los productos 

p x c , / x / , y ' X ' V / " X ' " ' ; 
ia primera, forma con los ejes los ángulos a,6,y;p',/',y,, 
son respectivamente paralelas á los ejes OX,OY,OZ. 
Proyectemos estas cinco fuerzas sobre los ejes, y esta
blezcamos las condiciones de equilibrio S X = 0 , S Y = 0 , 
- I ¡Z=0; tendremos 

p X ccosv.=p' X c + j X p. Veos). 
^ X eos 6 X X p. V eos [x 

p X ¿"cosy —p'"Xc"-\-j X p. Veosv. 
Pero ABC^TÍ-, forma con los planos coordenados los 

mismos ángulos a, S,y, que la normal á esta cara forma 
con los ejes, luego se tiene 

c. eos 6 = / ' , 
c. eos y 

•dividiendo la primera ecuación por c, la segunda por cf 
y la tercera por c"\ después de sustituir, se reducirán a 
las-siguientes 

pz=p' 4.ypcosX.4- — / • + • -^/pcos^X ^, 

•p=.p"-\-j%eos ^ . - p — f -4-l-ypcos^ X ¿, 

t = P + J ? eos v -jr,-=zp -i-^-;pcosvXq. 
Estas ecuaciones son ciertas siendo ^, ̂ , cíy tan peque

ñas cono se quiera; luego serán ciertas en el límite, cuan
do ¿z,¿.¿i, se reducen á cero; y resultará 

. .1 ^ / / . n i . 
p—p = P = p ; 

luego la presión, por unidad de superficie del fluido en 
el punto O, es constante para todos los planos que pasan 
por dicho punto; porque puede disponerse de las reía-
ciones —, de mansra, que el plano ABC tenga una 
dirección cualquiera. 
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765. La presión por unidad de superficie es también 

la misma en todos sentidos, alrededor de un punto toma
do en el interior de un fluido perfecto en equilibrio, y no 
depende de la dirección del plano que se considera. 

Lo mismo sucede para un fluido natural en reposo, 
porque las presiones en éste, son también normales, como 
supone el lema en que se funda el anterior teorema. Tam
bién se verifica para un fluido perfecto en movimiento: 
en virtud del teorema de d'Alembert, el tetraedro infini
tamente pequeño se encuentra en equilibrio, en cada ins
tante, bajo la acción de las presiones, de la fuerza exte
rior que le está realmente aplicada, y de la fuerza de reac
ción—mj\ .áe\ mismo órden de magnitud que la masa; por 
lo cual desaparece esta última, como toda fuerza exterior,, 
cuando se reducen indefinidamente las aristas del te
traedro. 

Solo en los fluidos naturales en movimiento, no es apli
cable rigurosamente el teorema sobre la igualdad de pre
sión en todos sentidos. Se le admite sin embargo coma 
aproximado, cuidando de corregir los resultados que se 
obtienen al aplicarlo; lo cual complica más el difícil pro
blema dpi movimiento de los fluidos, cuando se quiere 
tener en cuenta la viscosidad. 

Distribución de ias presiones en una masa Adida en equilibrio 
sometida á la acción de fuerzas exteriores dadas. 

766. La resolución de este problema, que es el obje
to principal de la Hidrostática, puede conseguirse por dos 
métodos; el uno fundado en el teorema del trabajo v i r 
tual; y el otro, fundado en la aplicación de las ecuaciones 
generales del equilibrio; primero vamos á resolver el pro
blema por el primer método, y más adelante haremos uso* 
del segundo. 
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Si se ejerce una presión sobre una masa fluida, ésta 

se trasmite íntegra en todas direcciones. Supongamos un 
tubo AB (fig. 318), de sección constante y muy pequeña, 

que contiene una masa flui
da en equilibrio, sometida 
únicamente á las presiones 
que sobre ella ejerce la va
sija, y que esca cerrada por 
dos pistones movibles, á los 
que se aplican dos fuerzas 
normales r y Jh ; el equili

brio exije que la fuerza F ssa igual á la presión total ejer-
cida por el fluido sobre la superficie del pistón A; y que 
la fuerza F' sea también igual á la presión total del flui
do sobre la superficie del pistón B; vamos á demostrar que 
F ~ F ' . 

Para demostrarlo, tenemos que el sistema material for
mado por el fluido entre los planos A y B está en equili
brio, y por consiguiente, la suma de los trabajos virtua
les de todas las fuerzas aplicadas á sus diferentes puntos es 
nula para todo movimiento virtual que se le imprima; 
estas fuerzas son las acciones moleculares del fluido, y las 
presiones de las paredes que lo envuelven. Si imagina
mos que todas las moléculas avanzan á lo largo del tubo 
de una cantidad infinitamente pequeña ^—SS', los traba
jos de las fuerzas interiores desaparecerán , porque'este 
movimiento virtual no altera las posiciones relativas de 
las moléculas; el pistón A avanzará de la cantidad A A ' — ^ , 
y el pistón B de la misma cantidad BB'—^. En este mo
vimiento virtual son nulos, no solo los trabajos de las 
tuerzas interiores, sino también los trabajos de las presio
nes de toda la pared curva del tubo; porque estas presio
nes normales á su superficie, son perpsndictüares á los 
caminos recorridos por los puntos de aplicación. Las úni-
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cas fuerzas, cuyo trabajo no se anula, son F y F'; el de la 
primera es F X y el de la segunda— F' X ^ ^ suma de 
estos trabajos es cero, por el teorema del trabajo virtual, 
luego 

F X ^ — F ' X ^ O , 
<5 F = r . 

De manera, que la presión ejercida por el pistón A se 
ha trasmitido íntegra al pistón B, y por consiguiente, 
•siendo iguales las presiones en la sección A y en la sec
ción B, las presiones por unidad de superficie son tam -
bien iguales en los dos extremos del tubo. Del mismo 
modo se veria, que la presión por unidad de superficie es 
la misma en una sección S cualquiera del tubo; de suer
te, que la presión es constante en toda la extensión del 
tubo. 1 

Principio de la trasmisión de las presiones. 

767. En una masa fluida en equilibrio, sobre la cual 
no actúa ninguna fuerza, y que está sometida únicamente á 
las presiones de la vasija que la contiene, la presión por uni
dad de superficie es constante. > 

Para demostrarlo, imaginemos en la masa fluida un 
tubo de sección constante AB, que comprenda en una de 
sus secciones S un punto cualquiera M . En virtud del 
lema precedente, la presión es constante en toda la ex
tensión del tubo, y por consiguiente, la presión en el 
punto M es igual á la presión en A ó en B, puntos toma
dos arbitrariamente en la masa fluida. 

768. Hemos prescindido en los párrafos anteriores 
del peso de los fluidos, vamos ya á resolver el problema 
de la distribución de las presiones en el interior de un lí
quido pesado, cuya densidad P sea conocida. 

Imaginemos un tubo sumamente delgado de sec-
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cion constante w, que une, en el interior del líqui
do, dos puntos cualesquiera A y B (fig. 319), y exprese

mos que él líquido contenido en este 
tubo, entre las secciones A y B, está en 
equilibrio bajóla acción de las presiones-
PyP', que se ejercen sóbrelos pistones 
móviles A y B, y de la gravedad que 
solicita todas las moléculas del líquido 
comprendidas entre los dos pistones.. 
Para esto demos un movimiento v i r -

Fig. su. tua^ ^ ^ jo largo del tubo, á los dos pis
tones y al líquido que comprenden; las reacciones de la 
parte curva del tubo no producen, como en el núm. 766, 
ningún trabajo; la suma de los trabajos virtuales de las 
presiones P y P' sera Fe—F'e, á la cual hay que añadir el 
trabajo de la gravedad. 

El trabajo de la gravedad es igual al producto del pe
so total del sistema, por el camino positivo ó negativo-
recorrido por su centro de gravedad. Puede también ob
tenerse este trabajo, multiplicando el peso de uno de 
los pequeños cilindros iguales A A' ó BB' (fig. 320),, 
por el camino vertical que recorre el centro de gra« 
vedad de esta pequeña masa al pasar del extremo A 

del tubo al extremo B, ó al 
contrario; porque el centro, 
de gravedad conserva la mis
ma posición, ya se suponga 
que el cilindro líquido entero, 
pasa de la posición AB á la 
posición^A'B', ya se suponga 
que^el [pequeño cilindro AA^ 
se traslada y viene a ocupar la 
posición de su igual BB', ó al 

revés si el movimiento virtual es ascendente. El peso de 

Fíg. 380. 
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este pequeño cilindro es pw ,̂ y los centros de gravedad 
de estos pequeños cilindros están muy próximos á los 
centros de gravedad de las secciones A y B; sean z j z ' 
las alturas de estos últimos puntos sobre el plano hori
zontal L T ; el trabajo de la gravedad, debido al movi
miento virtual Í?, estará expresado por pw^z—z') y la 
ecuación del teorema del trabajo virtual, es 

P^— P V + pto <? {z—z') = 0; 
de la que se deduce 

— = — - { - o (z—z'), 

ó ])'—p-*r%h, 

designando por p y p' las presiones por unidad de super
ficie en A y en B, y por h la diferencia de nivel de los 
puntos A y B. 

Si A—0, los puntos A y B están al mismo nivel y re
sulta p=p' ' Luego en un líquido pesado en equilibrio, la 
presión es constante para todos los puntos situados en un 
plano horizontal. 

769. El teorema que acabamos de establecer es apli
cable también á los gases pesados, pero no puede demos
trarse de la misma manera, porque la densidad p de un 
gas, no es constante como la de un líquido, y varía con 
la presión en la relación que expresa la ley de Mariotte. 
Para establecer el teorema en este caso, razonaremos so
bre pequeñas diferencias de nivel; y como la presión en 
el interior de un gas en equilibrio varía de una manera 
continua, dos puntos muy próximos A y B tienen presio
nes muy poco diferentes, y la densidad p del gas es sensi
blemente constante en todo el intervalo AB. En este caso 
el gas se conduce como un líquido en esta extensión, y 
podremos aplicar la ecuación 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 24 
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ó lo que es lo mismo 

llamando^ á la presión, en el punto A,p-\-dp á la pre
sión en el punto B, y ¿fe a la diferencia de alturas éntrelos 
puntos A y B; y será 

dp=pdz. 
La densidad p es una función déla presión^; luego^ 

es una función de la altura 2y y el teorema de la trasmi
sión de las presiones queda demostrado.para los gases pe
sados como para los líquidos. 

Vemos que en el interior de los fluidos pesados en 
equilibrio existen superficies de igual presión, que son 
planos horizontales; la presión es constante para cada uno 
de ellos; y varía de uno á otro. Estas superficies se llaman 
superficies de nivel en Hidrostática, de las cuales nos ocu
paremos luego. 

Presiones en un fluido sometido á fuerzas cualesquiera. 

770. Vamos á estudiar en general la presión que se 
ejerce en un punto de una masa fluida en equilibrio, so
metida á fuerzas cualesquiera. Supongamos los diversos 
puntos de la masa fluida referidos á tres ejes rectangula
res OX,OY,OZ, (fig. 321); sea p la presión por unidad 

de superficie en el punto A(x,jry z,) 
y p la masa específica. Consideremos 
el paralelepípedo rectángulo AH, cu
yas aristas paralelas á los ejes son 
A B = d x , AD=djr> A ¥ = d z ; y ex
presemos, que la masa fluida com
prendida dentro de este paralelepí
pedo está en equilibrio, bajo la ac
ción de la fuerza exterior directa

mente aplicada á este paralelepípedo y de las presiones 
que se ejercen sobre sus caras. La fuerza exterior estará 

Fig. 321. 
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expresada por el producto mj de la masa por la acelera-
-cion dada / , y será igual á jpdxdydz; proyectando esta 
fuerza sobre los tres ejes, y llamando X, Y, Z, á las com
ponentes de la aceleración, las componentes de la fuerza 

;9on 

p^dxdydz, pYdxdfdz, pZdxdydz. 

La presión sobre la cara ADEF actúa paralelamente al 
-eje OX, y en el sentido positivo; la presión sobre la cara 
opuesta actúa paralelamente á la misma jrecta, pero en 
sentido negativo; y si >̂ es la presión por unidad de super
ficie sobre AE, ^-h^-- dx es la presión por unidad de su
perficie sobre la cara opuesta B H ; las presiones totales 
por lo tanto, son con sus signos 

p d j d z , —^p + ^dxyydz . 

La ecuación del equilibrio SX—0, será en este caso 

pdydz—i^-\-^dx^djdzi-\-^K.dxdydz=0. 

la cual simplificada se reduce á la 

W : | = P x . ; ; 

Del mismo modo, sobre los ejes OY y OZ, de las ecua-
•ciones S Y = 0 , EZ—0, se obtienen las ecuaciones 

(3) t = ? Z . 
Estas ecuaciones, obtenidas representando porJ) la pre

sión media sobre la unidad de superficie, son ciertas cuan
do estas caras se hacen tan pequeñas como se quiera, y 
son por lo tanto aplicables al caso en que representemos 
por p la presión del flúido por unidad de superficie en el 
punto A. 

Multiplicando respectivamente las ecuaciones ( i ) , (2) 
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y (3)por¿/x,dy,dz, ysumando , l a suma^¿ /x+^^r - | - ^¿ /^ 
es k diferencial total de la presión total ̂ , cuando las va-
riables x,^,^, reciben los incrementos dxydy,dz, y lapo-
demos representar por dp̂  y obtendremos la ecuación 

(4) í^=p(Xi.x-l-Yí/r-j-Z¿^); 
que es la ecuación general del equilibrio de los fluidos, y 
suele llamarse la ecuación de la Hidrostática. 

771. Las ecuaciones de los momentos S"(Y£—-Zf )r=0, 
2(Zx—X2;)=0, S(X^r—Yx)=0, se verifican por sí 
mismas, y no dan ninguna nueva condición; porque las 
presiones son todas normales á las caras del paralelepí
pedo, y la resultante sobre cada una de ellas, pasa sen
siblemente por su centro de gravedad', y todas por con
siguiente por el centro de gravedad del paralelepípedo. 

Las fuerzas exteriores, paralelas y proporcionales á las 
masas de las diversas moléculas, se componen en una fuerza 
única,^ue pasa también por el centro de gravedad; luego 
todas las fuerzas tienen el mismo punto de aplicación, y 
basta para el equilibrio, que la resultante de traslación sea 
nula, lo cual expresan las ecuaciones (1), (2) y (3), ó me
jor la (4), en las que los factores dx, dy, dz, permanecen, 
arbitrarios. 
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Cómo varía la presión en una masa fluida. Superficies de nivel. 

772 Supongamos un fluido en equilibrio, solicitado 
por fuerzas cualesquiera aplicadas en cada uno de los pun
tos que le componen, y dadas para cada uno en magni
tud y dirección; la presión varía de una manera continua 
en el seno de la masa fluida. Esto supuesto, el lugar geo
métrico de todos los puntos en que la presión es constan
te, se llama superficie de nivel. 

Según esta definición, p será constante para todos los 
-puntos de una superficie de nivel, ^ = 0 ; y la ecuación (4) 
•del número anterior se reduce á 

(1) X i x 4 - Y ¿ / r + Z ^ = 0 , 
que es la ecuación diferencial de las superficies de nivel. 
Pe esta ecuación se deduce inmediatamente, que las su
perficies de nivel son normales á las fuerzas exteriores que 
solicitan sus diferentes puntos. Esta propiedad de las su
perficies de nivel, se demuestra del mismo modo que en el 
.número 376. 
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773. Variando la presión en el interior de un fluido^, 
de un punto á otro infinitamente próximo, no situado en 
la misma superficie de nivel, hay en él infinitas superficies-
de nivel. Vamos á ver cómo varía la presión de una su
perficie de nivel á otra infinitamente próxima. 

La ecuación (4) de la lección anterior 

dará esta variacton, cuando se pasa del punto K{x^jyz) a l 
punto B(x+¿/A:,j^+^r, z~{-dz). 

Puede también calcularse esta variación directamente. 
Sean Sy S^fig. 322), dos superficies de nivel infinita

mente próximas, definidas la primera 
por la presión p, y la segunda por la. 
presión ^>-4-^. En un punto A de la 
primera tracemos la normal A F , que
sera la dirección de la fuerza que soli
cita al punto A. Las direcciones de las 
fuerzas que obran sobre las moléculas 

Hg. B22. próximas á este punto, son paralelas á 
la recta A F , y como las superficies S-

y S'son infinitamente próximas, esta recta es próxima
mente normal á la superficie S' en el punto B. 

Tracemos un cilindro recto infinitamente pequeño AB, 
de sección w, y longitud AB—¿&, y expresemos que esta 
en equilibrio, bajo la acción de las presiones que se ejercen 
en su superficie, y de la resultante de las fuerzas aplica
das á sus diversas moléculas; para lo cual, la suma algé
brica de las proyecciones de todas estas fuerzas sobre la. 
dirección AF debe ser igual á cero. Las presiones que se-
ejercen sobre la superficie convexa de este cilindro, son 
normales al eje de proyección, por consiguiente, sus pro
yecciones sobre él son nulas; y la suma contendrá las pre
siones sobre la basfe A, las presiones sobre la base B, y la 
resultante de las fuerzas. La presión total en A es^w, la pre— 
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sion total enB es y actúa en sentido contrario á la 
anterior. 

La resultante de las fuerzas está expresada por j .pojds, 
6 sea el producto de la masa poids, siendo p la masa espe
cífica, por la aceleración j , que representa la fuerza refe
rida a la unidad de masa. Todas estas fuerzas actúan pa
ralelamente al eje del cilindro, y se proyectan sobre él en 
su verdadera magnitud, y tendremos la ecuación 

^ c o — ( ^ ) - f - w + 7 p co i j = : 0; 
que simplificada es 

la cual sirve piara calcular la variación déla presión, al pa
sar de la superficie de nivel S á otra infinitamente próxi
ma S'. 

Teniendo presente que jds es el trabajo de la fuerza 
X¿/x, Y^r, Z ^ , los trabajos de sus componentes X , Y, Z , 
será ^ W J ^ X ^ + Y ^ T + Z ^ ; y la ecuación anterior ¿ 
convierte en la ecuación de la Hidrostática 

(2) dj)=?(X.dx + Ydy + Zdz). 

Discusión de la ecuación de la Hidrostática. 

774. Si el equilibrio existe, la presión^ es determi
nada en cada punto del flúido, y por consiguiente p es 
una función determinada de las coordenadas xy ^r, jzy del 
punto que se considera; las componentes X , Y, Z , y la 
densidad p son funciones dadas de las mismas variables. 
Entónces el primer miembro de la ecuación anterior es 
una diferencial exacta, luego el segundo debe serlo tam
bién; y la primera condición del equilibrio es que la fun
ción 

p l X ^ x + Y i r - K Y ^ ) , • 
sea la diferencial exacta, de una cierta función f{xy y, z) 
de las variables x , ^ , zapara lo cual es necesario que se 
verifiquen en ella las condiciones de integrabilidad; y las 
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condiciones del equilibrio del fluido, vienen á reducirse a 
las condiciones de integrabilidad de la función anterior. 

775. Estas condiciones son, según sabemos, que si 
la función Mdx-^'Ndy-\-Fdz^ es la diferencial exacta 
de una función f { x , y , z), se verifiquen las identidades 

" N = - ^ P = Í Í . 

ote ' • dy '1 ~ dz ^ 
y por consiguiente 

rtM d'f d$_ 
dy • doedy : dx' 
dM ü*f_ dF̂  
dz dxdz dx ' 
cíN jP¿ _ dP > 
dz dydz dy "* ' •, , ' 

ó dM m d l i _ di3 d N dF_ _ 
c¿¿/ dx"* dz dx ' dz dy "* 

que son las condiciones nesesarias y suficientes para que 
la función dada sea una diferencial exacta; estas condi
ciones son también suficientes, y si se verifican, se podrá 
determinar la función/". Hagamos para ello 
representando U una función de las tres variables^:, jy, %; 
V una función de^r, ^; y W una función de z. 

Tomemos las derivadas parciales de esta ecuación con 
relación á x, a r̂, y á y comparemos con las funciones 
dadas; resultará 

d̂x dx ' 
]dy dy dy ' 
^ _ d [ J , d V , dW_ p 

dz' dz dz dz ' 
dx m' 

) c £ V _ _ N _ _ dü , 
dy 4 dy "* 

'dW p _ _ r f U dY 

dz ~ dz dz 
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Luego la función U se obtendrá integrando Mdx, con
siderando á como única variable; la función V es la 

integral de ( N — ^ ) dj- con respecto á la sola variable 
js , y la'función W es la integral con respecto á z de 

^ — — ~c¡¿^z' >̂Qro es necesari05 para que la hipó
tesis en que procedemos se verifique, que V no conten
ga x, y que W no contenga ni x ni jy, lo cual resulta de 
las ecuaciones de condición; porque diferenciando bajo 

el signo J , se tiene 

dx dx J y * dy] d y — J ydx dxdy j ^ ' 
pero 

rfN d M c?2U 

dx dg dxdy'* 
-—0 v la 

dx 
luego = 0 , y la función V no contiene x. Del mismo 
modo 

dy dxj y dz dz ) d Z — J dzdx dzdx)dZ 

d'Y d (áN\ A . , • J 
por ser, ¿ ^ r ^ ^ dz)~ ' a cai;isa ^ ser indepen
diente de x\ y también 4? = —r-- Por último. 

d y J \ dcc dzJ — J \dy dydz dydz) 

De la relación U = M ¿ / x , se deduce 

¿h= r d ^ d x = T ^ C - n 
dy J dyax—J dxax—^ 

(¿*U cíN rfP _ 

dydz dz dy * 
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dydz d z \ d y J dz dy dz dz d y d z j * ' 

d ¿ r d j ^ _ ¿ x ± _ r ^ E . ¿ x ^ ^ 
dz dy I dz dz dy I dx dz dy *" 

y siendo -3 r— — -—7=0, por si misma, tendremos 
dy dy dz dy dz r 

— — 0 , y la función W, no contiene ni x nij^, y la fun

ción /se determina por las tres cuadraturas indicadas. 
Canchy ha dado á esta función la forma de la suma de 

las tres integrales definidas siguientes, designando en 
ellas, X0,̂ K0, Zq, tres constantes arbitrarias, 
/= f M{x^,z)dx+ lN{x0)r)z)dy+ f F(x0,jr(i,z)dz'> 

t/xo t/yo *Jzo 

cuya forma puede verificarse fácilmente por la diferen
ciación. 

776. En la cuestión que nos ocupa, conociendo las. 
funciones p, X , Y, Z, podremos encontrar la función que 
representa la presión^, siempre que se verifiquen las con
diciones de integrabilidad 

,d(pX) d(PY) 

(3) 

dy dx 1 
\d{pX) (̂pZ) 

dz dx 
Id ipY) a(pZ) 

dz ~ ~ dy ' 

Dos casos pueden ocurrir: 1.0, aquel en que el trinomio 
X.dx-\-Ydy-\-7Jdz por sí mismo la diferencial exacta 
de una cierta función, en el cual las condiciones (3) se; 
reducen á las 

^ dy dx"* dz dx ' dz % ' 

2.0 el caso en que el factor p, reduce á la función 
?{Xdx-\-Ydj'-\-Zdz)) á una difrencial exacta; en este 
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caso, las condiciones de integridad son las (3), que des
arrolladas serán 

l di/ cfo / dy dx ' 

(5) p ( ^ - ^ ) + Y ^ — Z $ - = 0, 
j " ^ dz dy y dz dy ' 

^ dx dz ) dx dz 

Multiplicando la primera por Z , la segunda por X , la 
tercera por Y, y sumando, todos los términos que contie
nen las derivadas-j^-, -J-, -^-desaparecen, lo mismo que 

el factor común p. Y la condición para que se pueda en
contrar un factor común p, que haga integrable el trino
mio X^x-f-Y^r-f-ZJ^, cuando las condiciones (4) no se 
verifican, es 

(6) Z ( f - f ) + X ( f - f ) + Y ( f - i ? ) = 0. 

Caso en que Xix+Yiy-4-Z¿fe es integrable/ 

777. Primer caso: X¿/x-f-Y¿/r-f- Zdz diferencial exac
ta; las ecuaciones (4) se verifican y podremos encontrar 
una función fix.Jy'z), cuya diferencial sea X¿/x-f-Y¿/r 
-\-Zdz. La ecuación general de las superficies de nivel 
será 

(7) / ( v ^ ) » = c , 
y la ecuación ¿^)—p(Xí¿?c-l-Y¿/r-{-Z¿/z), se reduce á 

dp=^d j . 
En esta ecuación vemos que p es constante ó función de 

$\ porque en todos los puntos de una superficie de nivel 
•p es constante, y la función / también; dp j dj tiene el 
mismo valor, cada una en toda la extensión de la capa 
infinitamente delgada, comprendida entre las superfi
cies de nivel / = C > y / + d / . = C-f-¿/C; luego p es cons-
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tante en toda la extensión de esta capa; si la densidad no 
es constante en todos los puntos de la masa flúida, varia
rá de una capa á la inmediata, p será función de / , ó lo que 
es lo mismo, de ^ 

En todos los puntos de una superficie de nivel, la den
sidad es por consiguiente constante. También de la ecua
ción dp—pjds, se deduce que la distancia ds de dos su
perficies de nivel, infinitamente próximas, varía en razón 
inversa de la intensidad de la fuerza/. 

778. Cuando el fluido es un líquido perfecto homo
géneo, p es constante. Cuando él fluido es un gas perfec
to, á temperatura constante /, p es una función de / se
gún las leyes de Mariotte y Gay-Lussac; pues de la 
ecuación (3) núm. 759 

. | = K ( l + a / ) , 

SÍ deduce reemplazando H por/, y Ppor p -̂, 

^ = K £ ( l + a / ) = : ^ 

siendo k constante, si / es constante. La ecuación dp=$df, 
1 V i r r dp d / o- 1 

se convierte en dp^-^df, o — = — . bi la temperatura 
del gas no fuera constante en todos sus puntos, ten
dríamos 

y por consiguiente 

ecuación en la que vemos, que / es función / , es decir, 
•que la temperatura es constante en todos los puntos de 
una superficie de nivel, y solo varía de una á otra. Las 
superficies de nivel, ademas de ser superficies de igual 
presión, son también superficies isotermas, ó de igual tem-
temperatura. 
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Aplicación á los líquidos pesados. 

779. Tomemos al eje OZ vertical y de abajo á arriba. 
Las componentes de la gravedad referida á la unidad de 
masa, son X — 0 , Y = 0 , Z = — ^ luego 

X ¿ /x+Ydj - f - == —gdz, 

que integrada será 

y las superficies de nivel son planos horizontales, como 
ya sabíamos (378). 

Si se trata de un líquido, la superficie libre es una su
perficie de igual presión, será por consiguiente una su
perficie de nivel, es decir, un plano horizontal. 

Si varios líquidos de densidades diferentes, no suscep
tibles de mezclarse, están superpuestos en la misma vasi
ja, las superficies de separación son planos horizontales; 
pues de otro modo la densidad no sería constante en toda 
la extensión de una misma superficie de nivel, que como 
acabamos de decir es un plano horizontal. 

780. La presión en un punto dado, se obtendrá inte
grando la ecuación 

dp—%df——%gdz=—'Pdz, 

que da 

cuando p es constante en todos los puntos de la masa lí
quida. Si esta masa se compone de varios líquidos super
puestos, debemos dar á P los valores sucesivos que cor
responden á cada uno de ellos. Sea Sla superficie libre, y 
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sean S', S",S'", (fig. 3^3), las superficies de separación de 
los diferentes líquidos. De
signemos por pQ la presión 
que se ejerce sobre la su
perficie libre, que será, por 
ejemplo, lapresion atmosfé
rica, la presión en B será 
igual á 

^ o + P X A B . 
De este punto en adelan

te calcularemos la presión 
F'dz, la cual dará para el punto C 

Fig. 323 

por la fórmula dj )= ' 
una presión igual 

0̂ + PXAB-} -P 'XBG. 
Se calculará dú mismo modo y por la misma fórmula 

la presión en D, que es 
^ 0 + P X A B - i - P ' X B C H - P " x C D ; 

P, P',P", son los pesos específicos de los diferentes lí
quidos. 

Para representar las presiones en los diferentes puntos 
de la vertical AD, se puede construir una línea cuyas or
denadas horizontales, sean proporcionales á estas presio
nes. Tomemos en una escala arbitraria 

A^=i>o, 
B ¿ = ^ 0 + P X A B , 
O + P X AB-I-P 'X BC, 
D i ^ o + P x A B h - P ' x B C + P " x C D , 

y uniendo por rectas los puntos <2, ^, Cy d, la línea poligonal 
abcd es la línea pedida. Vemos en la figura que el contor
no abcd es convexo respecto de AD; esta condición es ne
cesaria para la estabilidad del equilibrio; ó en otros tér
minos, es necesario que los líquidos estén dispuestos de 
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abajo arriba por órden de creciente de pesos específicos, 
€s decir, que P"^>P'>P De todo lo cual daremos 
la razón más adelante. 

Representación de las presiones por la altura de una 
columna líquida. 

781 . Hemos determinado hasta aquí la presión^, por 
unidad de superficie, por el peso que se ejerce sobre un 
área dada, un centímetro cuadrado por ejemplo, estima-
ida en kilógrajiios; pero es más cómodo y más usado en 
Hidrostática, definir esta presión por la altura de una co
lumna líquida de densidad conocida. La presión p está re
presentada por el producto p = P y ^ h f del peso especí
fico por una altura h; si dividimos esta igualdad por el 
peso específico P' de un líquido determinado, resulíará 

p-—p X ^, que representa una altura equivalente á la 

presión que se trata de determinar. Por ejemplo, la pre
sión normal de la atmósfera es igual al nivel del mar, 
á 103 ,^30 por decímetro cuadrado; si dividimos por el 
peso i3,ks596, del decímetro cúbico de mercurio, en
contraremos que la presión está representada por una co
lumna de mercurio de 0,m76; que equivale á una columna 
de agua de IO^JJ. Esta representación es conveniente, 
sobre todo, cuando no hay que considerar más que un 
solo líquido, tomándole por líquido tipo, las presiones, 
abstracción hecha da la presión atmosférica, estarán repre
sentadas por la altura misma de la superficie libre del lí
quido, sobre los puntos en que se la quiera valuar. Sea S 
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(fig. 324), la superficie libre de un líquido pesado, la 
presión en B, hecha abstracción de la 
presión exterior que se ejerce en A , 
está representada por la columna AB, 
y la línea, cuyas ordenadas horizonta
les representan las presiones á diver -

Fig. 324. sas alturas, será la bisectriz AG del 
ángulo en A. Para volver á la presión 

en peso, basta multiplicar AB por el peso de la unidad de 
volumen del líquido. 

Caso en que X d x + Y d y + Z d z no es integrable. 

782. Cuando la función 'Kdx-{-Ydj'-i-rZdz no es la 
diferencial exacta de una función, el equilibrio del fluido 
es posible, si el factor p hace integrable la ecuación 

(17) X i x + Y i r + Z¿ /x=0 . 
Hemos visto que para que esto suceda, debe verificarse 

la identidad 

z ( f - S ) + x ( f - f ) + Y ( S - f ) = o -
Por ejemplo, s \ X = y i Y = — x , Z = 0 , la ecuación de 

condición queda satisfecha por estos valores, y por consi-
•guiente, la ecuación (17), que es en este casojydx—xdj'=09 
es integrable. El factor que hace esta ecuación integra
ble es — r , ó -4-, ó— En general, la ecuación d i -
ferencial (17) es siempre integrable, si se tiene Z ^ r Q , 
y X ó Y no contienen z, porque entónces se reduce á una 
ecuación diferencial con dos variables. 

783. El método general, que se puede seguir para in
tegrar la ecuación (17), consiste en tratar primero una de 
las tres variables, % por ejemplo, como una constante, la 
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que equivale á hacer d z = 0 , y á integrar la ecuación con 
dos variables 

Esta ecuación siempre es integrable; sea U ~ C su in 
tegral general, siendo U una función conocida de las va
riables x éjy, de la constante z, y C una constante ar
bitraria. Diferenciándola en este supuesto será 

ecuación que debe ser igual á la propuesta, multiplicada 
por un cierto factor \ j comparándolas tendremos 

doe * 

el factor 1 será una función de las variables x é j r , y del 
parámetro constante z. 

Para pasar á la integral de la ecuación dada, diferen
ciemos la ecuación U = C , considerando como variables 
íLX,y% z, y á C como una función de z; resultará 

d ü j . dJJ , , d ü , d C , —dx-l—r-dr H——dz~ — dz> 
dos dy ^ dz dz ' 

ó sustituyendo 
XlLdx + \ Y d j + < ^ d z = ~ d z , 

ecuación, que debe ser idéntica á la ecuación (17). M u l 
tiplicando aquella por >., y restando, resulta 

d ü ^ z dO 

dz d z ' 

De la cual integrando, se deduce 

y la cuestión estaria resuelta, si la función bajo el signo 

J*no contuviera más variables que z, lo cual exije las 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 25 
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dos condiciones siguientes: 
d * ü d ^ Z ) _ _ d(kX) _ d Q . Z ) 0 

dzdx dx dz d x * 

(¿2 U á.{VL) d(kY) ~d{VL) Q 

dzdy dy dz dy 

Mas — > Por ser ^(Kdx-\-Ydy) la diferen
cial de la función U ; y el factor A hace integrable no so
lamente la función XtíOc + Y¿/y, sino también la función 
ILdx + Ydy-^rTLdz. Pero la dificultad para determinar 
este factor 'k, es por lo menos tan grande, como loque 
presentad encontrar el factor p. Este método nó siempre 
conduce al resultado apetecido. Para saber si resuelve el 
problema, en la ecuación U—C, despejaremos x en fun
ción dejy, .s- y C; sustituiremos este valor en la ecuación 
diferencial 

d U ^ z d C 
dz dz ' 

y será eficaz el método, si la variable^ desaparece por 
sí misma de la ecuación final. Entonces se determinará 
C,* integrando la ecuación diferencial, que no conten
drá más que las variables C y ^. El resultado sólo tiene 
ínteres analítico, pero no tiene ninguna aplicación físi
ca. La densidad p de un fluido, ó es constante, ó fun
ción de la presión; en los dos casos ~ es una diferencial 

exacta, y por consiguiente, 'X.dx-\-Ydy-¡r7.dz es también 
una diferencial exacta, sin intervención de ningún factor 
función de las coordenadas. 

Forma de la superficie de la Tierra. 

784. La forma general de la superficie terrestre es la 
superficie del mar, idealmente prolongada por todos los 
continentes. La superficie del mar, como la superficie l i -
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Ibre de un líquido en equilibrio, es una superficie de ni -
"vel, normal alas direcciones de las fuerzas que solicitan 
todos sus puntos. Las fuerzas principales que. actúan so
bre un punto material, situado en la superficie del globo, 
son la atracción terrestre y la fuerza centrífuga, cuya re
sultante es la gravedad; la dirección de la gravedad es la 
vertical, por consiguiente, la superficie libre de las aguas 
tranquilas del mar es normal á las verticales de sus dife
rentes puntos. Según la hipótesis generalmente admitida, 
el globo terrestre ha pasado por el estado fluido, antes que 
la corteza exterior, ó toda su masa se haya solidificado 
por el enfriamiento; por lo tanto, la superficie general 

-del globo terrestre debe ser una superficie de nivel, pro
longación de la superficie libre de los mares. Las depre
siones , elevaciones y dislocaciones que se observan, son 
pequeñas modificaciones," que no alteran profundamente 

Ja forma general de la superficie de la Tierra. 
Si la atracción fuera la única fuerza que solicitara las 

moléculas de la superficie terrestre, la forma de equilibrio 
de esta superficie sería esférica; porque la atracción de 
una esfera homogénea sobre un punto situado en su su
perficie, está dirigida hácia el centro de la esfera, y es 
normal á dicha superficie (161). Pero la atracción está 
modificada por la fuerza centrífuga, y por otras fuerzas que 
producen una desviación de la vertical; la primera en el 
plano meridiano, y las otras la separan un poco de este pla
no; luego la forma esférica no es la forma de equilibrio en 
virtud de estas acciones, y el problema de la determina-
•cion de la figura de la Tierra, viene á ser un problema 
muy complicado. La observación ha demostrado que la 
^Tierraes próximamente un elipsoide de revolución, acha
tado por los polos y abultado por el ecuador, cuyo acha— 

tamiento es — . El cálculo prueba, en efecto, que la for-
299 r. 
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ma de elipsoide de revolución satisface á las condiciones 
de equilibrio de un fluido, que gira alrededor de un eje» 
También el elipsoide de ejes desiguales satisface á las 
condiciones de equilibrio en algunos casos. 

785. Ya vimos (457), que el fenómeno de las ma
reas que se observa en las costas del Occéano, es debido 
al cambio periódico de la dirección de la vertical de cada 
lugar, producido por la acción atractiva de la Luna y de 
el Sol. 

La superficie de las aguas tranquilas, tendiendo siem
pre á ser normal á la vertical de cada punto, si cambia 
la dirección de la vertical, el equilibrio se alterará, y la 
superficie libre del mar tomará una nueva forma. La 
desviación de la vertical producida por las acciones del 
Sol, de la Luna y de las fuerzas aparentes, debidas á la 
traslación de la Tierra, es muy pequeña; por lo que la 
deformación del elipsoide medio será muy pequeña. Cal
culando, como lo hicimos en el núm. 459, separadamen
te la acción del Sol y la acción de la Luna, á cada uno cor
responderá una nueva forma del elipsoide; y la forma de
finitiva se obtendrá componiendo estas dos formas, es 
decir, sumando algébricamente las alturas correspondien
tes. Ya dijimos en el lugar citado que la acción de la Luna 
es casi el doble dé la del Sol, porque su proximidad á la 
Tierra compensa la pequeñez de su masa. El mar no se 
pone en equilibrio instantáneamente por las acciones varia
bles que experimenta, sino que estas obran con lentitud,, 
y la observación señala un retraso de 36 horas próxima
mente á cada marea, con respecto á las posiciones del Soí 
y de la Luna que la producen. La alta mar tiene lugar a 
la vez para dos puntos situados en los extremos de un 
diámetro; el mar baja para todos los puntos del círculo 
máximo cuyos polos son estos dos puntos. Las mareas 
son mayores cuando la acción del Sol y la de la Luna 
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se suman, es decir, cuando los dos astros están en opo
sición, Luna llena; ó en conjunción. Luna nueva; y son 
menores cuando dichas acciones se restan, lo cual tie^ 
ne lugar en las cuadraturas, cuarto: creciente y cuarto 
menguante. La elevación y depresión de las aguas es muy 
pequeña en alta mar, y sólo se manifiesta con alguna, in 
tensidad en las costas, sobre todo en los puntos en que 
éstas oponen un obstáculo á la propagación de las olas, 
como sucede en nuestras costas del Cantábrico. La hora 
déla marea alta, y la altura media de la marea son elemen
tos muy variables de un punto á otro de la costa, y las 
leyes de las oscilaciones de la superficie de las aguas son 
peculiares de cada localidad. 

Equilibrio relativo de un líquido que gira alrededor de un eje 
vertical. 

786. Examinemos, como ejemplo de equilibrio de los 
fluidos, el de un líquido solicitado por su propio peso y 
por la fuerza centrífuga, que gira uniformemente con 
.una velocidad w, alrededor de un eje vertical OZ(fig. 325), 

y determinemos la forma que toman 
las superficies de nivel. 

Las fuerzas que solicitan una molé
cula M(x,^, z) del líquidQr son, su peso 
mg, que actúa en el sentido dé las ^ ne
gativas, y la fuerza centrífuga ^coV, 

Fig 325. dirigida según la prolongación de la 
perpendicular PM á OZ, siendo P M = r . 

Las componentes de la fuerza centrífuga, según los ejes 
X , Y, Z, son muPx, mufy, y cero; y tendremos, suponien
do que la masa m se toma por unidad de masa, 

X=co2x, Z = — g ; 
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y la ecuación de las superficies de nivel es 
txPxdx - i - w 2j ¿/r —gdz=0; 

integrando resulta 
(1) i w 2 ( ^ - j _ r 2 ) _ ^ = c . 

Esta ecuación nos dice que las superficies de nivel som. 
paraboloides de revolución, alrededor del eje OZ. 

787. Determinemos según estos principios, y pres
cindiendo de la presión atmosférica, la superficie libre del 
líquido, cuyo volumen es V , contenido en un vaso ci
lindrico ABCD (fig. 326), de páredes verticales que tiene 

por base el círculo CD, de radia 

, La superficie libre del líquido es~ 
un paraboloide, las secciones de éste 
por los planos coordenados son las 
parábolas AKBjHKH' , y su ecua
ción es la (1 ). La constante C se 
determina por la condición de que 
el volumen comprendido entre el 
paraboloide y el cilindro es constan

te, é igual á V . 
La ecuación de la parábola AKB, situada en el plana 

ZX, se obtiene, haciendo^=0, en la ecuación (1), y será 
(2) l ^ x ^ — g z ^ C . 

Dividiendo el área OKBD en elementos verticales^ 
tuya superficie es zdx, y haciéndola girar alrededor de 
OZ, obtendremos el volumen del líquido; el volumen 
engendrado por el elemento^ es zdxyCZKx^ y el volu
men total es 

'y"-vi D 

Fig. 326. 

De la ecuación (2) se deduce 2 = 

•zxdx. 

\\IQVO zxdx==~-x'5dx-— —-xdx;, 
5 2̂  g 
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que integrada entre los límites Ó y r, da, después de mul
tiplicar por 2^, 

de donde 
p í'2 co2 g V 

lúa. altura OK del líquido, en el centro del vaso, se ob
tiene haciendo x = 0 , 6^=0, en la ecuación ( i ) ; y resulta 

(4) O K = ^ - ^ ; 

como Tcr2 es el área del círculo de la base, — es la 

altura del líquido cuando no hay rotación, ó cuando w=0; 

luego ^-es la depresión que la rotación o) produce en 
el líquido en el centro del vaso. Si designamos por v = r ^ 
la velocidad de la superficie exterior del vaso, ten
dremos, que la depresión formada en el centro del vaso 

por la rotación es igual á , ó \ . — , ó sea la mitad 

de la altura correspondiente á la velocidad v, para expre
sar la altura de la depresión. 

La fórmula (4) es aplicable mientras que OK sea po
sitiva. Pero si 

OK será negativa, la constante C será positiva, y la de
presión formada dejará al descubierto el centro del fondo 
del vaso; entónces las fórmulas establecidas deben mo
dificarse. 
, 788. Si C—— g—\zs positiva, lo que indica 
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que OK (fig. 327) es negativa, y que el fondo del vaso se 
descubre en parte por la rotación; el 
límite inferior x = 0 , debe reempla
zarse por x = OS = X Q , al deter
minar el volumen V del líquido, y 
será 

V = I ^Tzzxdx-, 

la ecuación \ w^x^ — g z = C , dará 

para x0, valor de x cuando z = 0, x 0 = V / — , y la i n 

cógnita C entrará en el límite inferior de la integral an

terior. . v 
El valor de esta integral definida es, hechos los cálculos 

y se obtendrá C resolviendo la ecuación de segundo grado 

lí ig. 3Í;7. 

C2- 2C + • 
cuyos tres primeros términos son el cuadrado de G— 
por consiguiente sus raíces son reales, y serán 

c = ^ ± ( o V / ¿ v 
• 2 V ^ 

Estas raíces son del mismo signo, porque el término 
independiente de C es positivo, por la condición 

4 t í t 

y ademas son positivas, porque su suma r2w2 lo es. 
La ecuación de la parábola límite es en este caso 

Para x = r i debemos tener para z un valor positivo; 
de modo, que debemos tomar el signo menos del radical 

de este modo obtendremos z—BD=:—i / € L . 
0 V Tt 



LECCION LXIV. 

'Presiones en'los gises pesados. Nivelación barométrica.—Equilibrio 
de una mezcla de gases pesados.—Equilibrio de los fluidos en vasos 
comunicantes.—Presiones de los fluidos sobre las paredes de las va
sijas que los contienen. Problemas.—Determinación analítica del 
centro de pesesion de un área plana. 

Presiones en los gases pesados.—Nivelación barométrica. 

789. Si la temperatura de un gas es constante en toda 
su masa, podemos calcular la presión por la fórmula 

en la que k=Kg{] . - { -a . t ) . La ecuación 
dp=pdf, 

•se trasforma, dividiéndola por la anterior, en 

<fy l . j f — j L j r ch -
V . ~ Je J ~ / ^ — " K d + a í ) ' 

integrando esta ecuación, y llamando >̂0 á la presión cor
respondiente á la altura z, resultará 

y pasando de los logaritmos á los números, será 
Z—Zo 

(9) P=PoXe Krl+C^ 
-en la que vemos, que la presión^ disminuye á medida que 
la altura z—ZQ aumenta; y es próximamente constante 
en todos los puntos de una masa gaseosa de poca altura. 
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porque siendo z — Z Q muy pequeño, e Ku+aí) es próxi
mamente igual á 1. 

790. En este cálculo hemos supuesto que g es cons
tante, lo cual no es cierto, sino cuando la altura de la-
masa gaseosa es pequeña. Cuando se trata de la presión 
atmosférica, como la altura déla atmósfera es muy gran
de , no puede aplicarse el procedimiento que acabamos de 
exponer. Entónces el peso^' de la unidad de masa, ó la 
aceleración debida á la gravedad á la altura z , estará dado 
por la fórmula 

g {r + s)* 

siendo r el rádio de la Tierra. La ecuación del equilibrio 
del aire es 

y la densidad p, á la temperatura /, bajo la presión^), está-
siempre expresada por 

en la que g es la aceleración debida á la gravedad en la es
tación inferior, habiéndose determinado K para esta 
misma estación. 

Por consiguiente 
P 9' _ P __r!__. 

^ K(i + aO* 9 K(l-f ort) * (r-H)2 ' 
sustituyendo y dividiendo por resultará 

(IO) K d + a í ) * I r + T ) ^ ' 
La temperatura / varía con la altura pero se ignora; 

la ley de esta variación; y hasta que se conozca esta ley, 
no se podrá integrarla ecuación (10). Se orilla esta difi
cultad, reemplazando / por el promedio de las tempera
turas /0 y / j , observadas en la estación inferior y en la es— 

tacion superior, es decir, haciendo / = 2-z-L' El coefi-
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cíente de dilatación de los gases a=0,00306, que multi
plica á /, es bastante pequeño, en su consecuencia, el re
sultado que obtengamos será muy aproximado al verda
dero; ademas, para tener en cuenta la presencia del vapor 
de agua contenido en la atmósfera, se fuerza un poca-
este valor, y se pone a—0,004; y será 

1000 

La integral definida de la ecuación (10) , después de 
sustituir este valor, tomada desde 2:=0,,hasta 2 = ^ , y 
siendo respectivamente las presiones y ̂ , es 

P0 r z ( I I ) /, 
K / 1 + a ^ + ^ j ) \ r ^ - z 

\ 1000 / 
791. Las presiones atmosféricas y ^) se miden por 

las alturas délas columnas barométricas correspondientes, 
determinadas en la estación inferior y en la estación su
perior. Conocidas estas presiones, la fórmula (11) dará 
la altura vertical que separa las dos estaciones; este es elü 
fundamento de la nivelación barométrica, ó sea de la de
terminación de alturas por medio del barómetro. 

Al llevar el barómetro de una estación á otra disminuye 
la gravedad á medida que nos elevamos, y debemos tener 
en cuenta esta disminución, y también de las diferencias 
de temperatura; circunstancias que alteran la densidad del 
mercurio, y las alturas de las columnas barométricas que 
miden las presiones. El coeficiente de dilatación absoluta 

del mercurio es 6— ; sea h la altura barométrica 
5412 ' 

leida en la estación inferior, á la temperatura /0 del ter
mómetro unido al barómetro, p0 la densidad del mercurio 

á 0°;^°^, • será el peso de la unidad de volumen del mer

curio á/'o, la altura h corresponde ála presioni>0= j ^ r . ¿ . 
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Del mismo modo,.^— • ^^ , . siendo A'la altura del bar 
rómetro, observada en la estación superior. De estas re
laciones se deduge 

joo g • h (r-+-2)2 l-h&t'j h ; ' 
p g' ' l-h&t'Q ' ~W r:! * l - f 60í' ' K ' 

Gomo 6 es muy pequeño, podernos reemplazar la frac
ción —l̂ r1, por su valor aproximado 1 .V^ _t, ^; obte
nido, multiplicando los dos términos de aquella por 
1-—6// y despreciando en el numerador — S 2 / , ^ y en el 
denominador — S S / Q / / ; que bajo esta forma nos indica, 
<|ue la corrección de las temperaturas del mercurio se re
duce.á reemplazar la altura A'por // (l-i-é> ( / '0—Z^)) , sin 
cambiar en nada la altura h observada en la estación in
ferior. Llamemos H á este producto, ó á la altura baro
métrica de la estación superior corregida, y tendremos ; 

^ o „ ( r + 2)2v h 
p r2 H ' 

i ' 11 r H \ r / 
y la ecuación (11), de la que hemos de deducir él valor 
de zy será 

/. A.+2 /.(14- - f ) = —̂  ^ 2 N • ¿ ' 
v 1000 / 

Pasando de los logaritmos neperianos designados por 
i . á los vulgares designados por log., para lo cual basta 
multiplicar por el módulo jx—0,434295 , la ecua
ción toma la forma -

iQg. 4+21og. (l+X)^ ^ ¿ ^; 
despejando la ^ del numerador del segundo miembro, 
suponiendo las demás z conocidas, resulta 
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792. Esta fórmula es á propósito para el cálculo por 
aproximaciones sucesivas. Observaremos en ella, que Z' 
es muy pequeña con relación al radio de la Tierra, 
r=6366200m, próximamente; podremos, pues, hacer 2 = 0 
en el segundo miembro, y tendremos un valor aproxi
mado para z\ sustituiremos este primer valor en el se
gundo miembro de la ecuación (12), y obtendremos un 
segundo valor de 2, más aproximado que el primero y 
así sucesivamente. Limitándonos á la primera aproxima
ción, la fórmula se reduce á 

(14) ^ A ( l + 2 i ^ ) l o g . 4 . 
K ^ ' \ ^ 1000 / 5 H 

La cantidad constante A, se. ha determinado por repe
tidas experiencias, y varía con la latitud <p del lugar de la. 
observación. Ramond ha deducido de muchísimas obser
vaciones, hechas en los Pirneos, la fórmula 
2 ;= 18393mX(l-l-0,002837 cos2cp)(l-{-2-Míil)log. A • 

Para más exactitud se usa la fórmula completa, en que-
el Coeficiente numérico tiene un valor un poco diferente 

(15) zr=18336mX(l 4-0,002837 c o s 2 ? ) ( l 4 - ^ ^ ) ) 

X [ l o g . A + 2 1 o g . ( l + ^ ] ( l + ^ ) . 

Desarrollando en serie l-f- ~ ,y tomando sólo el pri
mer término de la serie, resulta la siguiente ecuación, dada 
por Laplace en su Mecánica celeste,, 

¿ = l o g ~ X18336f X (1 +0,002871 cos2?) ( l + 

En esta ífórmula H — A ' ( l - f - ~ 2 ( / 0 — / j ) . Las tempe
raturas Í'Q y t'i del mercurio, al hacer las dos observacio
nes, se determinan por el termómetro unido al baróme-
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tro, es decir, por un termómetro sumergido en el mer
curio de la cubeta del barómetro. Las temperaturas /Q Y 

. Ji se determinan en las dos observaciones por un termó
metro libre. 

De estas fórmulas se han deducido otras por simples 
trasformaciones, las cuales se han reducido á tablas, que 
facilitan considerablemente la determinación de alturas 
por medio del barómetro. Tales son lasdeLitrow inser
tas en el Anuario del Observatorio de Madrid del año 
1860, y las de Gauss insertas en el del año 1877. 

793. Para la aplicación de las fórmulas establecidas á 
la nivelación barométrica, debe tenerse presente, que las 
superficies de nivel en la atmósfera, son superficies para
lelas á la superficie del mar, cuando se supone que la at
mósfera está en equilibrio; este equilibrio exije que todos 
ios puntos de una superficie de nivel tengan la misma 
temperatura, lo cual no puede suceder, porque en cada 
instante el Sol calienta una región de esta superficie, 
mientras que el enfriamiento de la noche hace bajar la 
temperatura de la región opuesta. Luego es imposible el 
equilibrio de la atmósfera. El desigual caldeamiento de 
las capas atmosféricas hace que se eleven las más calien
tes, y por consiguiente menos densas, y que se precipi
ten á ocupar su lugar las más frias y más densas , resul
tando de estas desigualdades de temperatura las cor
rientes que se llaman 'vientos. De aquí resulta, que las 
-fórmulas de nivelación barométrica no son absolutamente 
exactas, porque se fundan en la hipótesis del equilibrio 
de la atmósfera, y de la constancia de la presión en cada 
uno de sus puntos; y en efecto, las presiones observadas 
no son rigurosamente constantes. 

A pesar de esta falta de exactitud de las fórmulas, pro
ducen resultados muy próximos á la verdad, porque las 
causas que hacen variar las presiones de la atmósfera, ac-
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túan probablemente en el mismo sentido cuando las dos 
-estaciones en que se observa el barómetro están próximas, 
y las observaciones son simultáneas, ó trascurre poco 
tiempo de una á otra. 

Guando se quiere una altura muy aproximada á la ver
dadera, se repiten las observaciones en las dos estaciones, 
procurando que sean simultáneas, y de este modo se ob
tendrá en cada una la presión media del aire, ó la presión 
•en cada úna de ellas, y la fórmula dará la altura buscada. 

Equilibrio de una mezcla de gases pesados. 

794. Guando varios gases pesados están unos en pre
sencia de otros, no se superponen como los líquidos, sino 
que cada uno, como si estuviera solo, llena todo el espacio 
que se le ofrece, y la presión de la mezcla que resulta es 
igual á la suma de las presiones de todos ellos. 

Seâ =:̂ p la relación entre la presión y la densidad en uno 
de estos gases; la ecuación del equilibrio será para este gas 

P k 
de la que se deduce, tomando la integral definida, y des
pejando p 

g(z-z.i) 

y haciendo ^ — z 0 = h 

p=pQe~~ k 
La densidad á la altura p será 

_9h 
> Pcfi k , 
k k 

Para una mezcla de gases, cuyas relaciones entre sus 
presiones individuales^o,^',^",/'Q .... y sus densidades, 
sean ; á la altura Zq , la presión total, será 
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en la base de la columna gaseosa 
^ O + / O + / ' O - ^ " O - H - . - - ; 

y á la altura h 
gh_ gh_ 

k + P ¿ e ^ - ¥ í ¿ ' e ^MH ; 
gfe 

la densidad del primer gas es ~ * , • la del segunda-

•e—lhr "e—-h 
V '•> la ^ tercero k , , todas á la altura 

^; por ser sus densidades en la base 
I i . EsL i í l 

k ' ¿ " h" 1 ' 
ala altura h las densidades serán éstas multiplicadas por 
los números 

e * ,<? *' , Í *" 
Estos números desiguales, son tanto más pequeños^ 

cuanto menores son ^, ; y ^ es tanto menor 
cuanto más denso es el gas considerado como se ve en la 
relación k = — . La disminución de la cantidad de un 

P 
gas, á una altura dada, es tanto más sensible cuanto ma
yor es su densidad. Esto explica porqué algunos gases 
muy pesados, como el ácido carbónico, el ácido sulfuro
so, el cloro, etc., se condensan en los sitios más bajos de; 
los lugares en que están mezclados con el aire atmosfé
rico, el vapor de agua y otros gases más ligeros. 

Equilibiro de los fluidos en vasos comunicantes. 

795. Las superficies de nivel, cuya ecuación diferen
cial es 

no existen realmente donde no hay continuidad del fíúido; 
más allá de las paredes sólidas que limitan el espacio que 
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ocupa, vienen á ser ficticias. La presión p es constante en 
toda la extensión real de la superficie de nivel, y la pared 
debe ejercer, para el equilibrio, esta misma presión^ por 
unidad de superficie en el punto en que está en contacto 
con el fluido. Luego el equilibrio no existirá, si cada pun
to de la pared no tiene una resistencia suficiente para des
arrollar la presión p. 

796. Apliquemos estos resultados á los líquidos. Con
sideremos, primero un sólo líquido en dos vasos comu
nicantes: en el tubo de comunicación el líquido estará en 
las mismas condiciones que si estuviera en un sólo vaso; 
el plano horizontal SS' (fig. 328), será una superficie 
de nivel, y lo mismo lo será todo plano que pase por el 

tubo de comunicación; en los vasos 
M y N las superficies libres del lí-

• quido, AByCD, estarán en un plano 
horizontal, que es también la super
ficie de nivel, para la cual, fuera de 
la presión atmosférica,- la presión es 
nula; de modo que el líquido se ele

va en los dos vasos á la misma altura. 
Supongamos que sobre AB en el vaso M y sobre CD 

en el vaso N , se vierten dos líquidos de densidades dife
rentes p, y p', elevándose en el primero hasta la altura 
A A ' = ¿ , y en el segundo hasta C C ' = k ' . Será necesario 
para el equilibrio que estas columnas líquidas ejerzan 
presiones iguales sobre la unidad de superficie de AB y 
CD, que están en una misma superficie de nivel, y ten
dremos 

es decir, que las alturas á que los líquidos se elevan en los 
dos vasos están en razón inversa de sus densidades. 

Veríamos del mismo modo que si se añade un núme-
MECANICV RACIONAL.—TOMO I I . 26 
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ro cualquiera de líquidos en los dos vasos, será necesario 
para el equilibrio, que la suma de los productos de las 
densidades délos líquidos contenidos en el vaso M, por 
sus respectivas alturas, sea igual á la suma de los produc
tos de las densidades, por las alturas de los líquidos con
tenidos en el vaso N . 

Presiones de los flúidos sobre las paredes de las vasijas que los 
contienen. 

797. En las lecciones anteriores hemos estudiado las 
presiones que se desarrollan en los flúidos por la acción 
de las fuerzas que solicitan sus moléculas. Vamos á estu
diar ahora las presiones que se ejercen sobre las paredes 
de los recipientes en que están contenidos. 

Para encontrar la presión que ejerce un fluido en equi
librio sobre una porción de pared, terminada en un con
torno cerrado, se divide el área de esta porción en ele
mentos superficiales, infinitamente pequeños, se cono
ce (763) para cada uno de estos elementos, la presión p 
por unidad de superficie, la cual se ejerce normalmente á 
su plano; por consiguiente, el problema se reduce á com
poner estas fuerzas infinitamente pequeñas ^¿/co, aplica
das á cada uno de estos elementos y cuya posición y mag
nitud son conocidas. Si la porción de pared de que se trata 
es plana, todas las fuerzas son paralelas, por ser nor
males á la superficie, y tienen una resultante única; el 
punto de aplicación de esta resultante se llama centro de 
presión de la superficie dada. Cuando la superficie que 
recibe la presión es una superficie esférica, todas las pre
siones elementales pasan por el centro de la esfera, y se com
ponen en una sola fuerza, que pasa por este punto, el cual 
es en este caso el centro de presión. 
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798. Ordinariamente no se consideran las presiones 
•de una manera tan general, y se estudian solo las que 
ejercen los líquidos pesados y homogéneos prescindiendo 
•de la presión atmosférica, entónces el centro de presión 
es un punto bien determinado que depende únicamente 
de la forma y de la posición de la superficie sobre que se 
ejerce la presión. 

La determinación del centro de presión, así definido, 
se reduce á la determinación del centro de gravedad de 
un volumen homogéneo. Sea AB (fig. 329), la superficie 

libre del líquido que sa
bemos es un plano ho
rizontal, CD una por
ción de pared plana; to
memos en esta porción 
de pared un elemento 
superficial infinitamen
te pequeño <?; la presión 

sobre este elemento, referida á «la unidad de superficie, 
prescindiendo de la presión atmosférica, está representa
da por la altura í /de la superficie libre del líquido sobre 
el punto Í?, y está dirigida según la normal e f al elemen
to; por consiguiente, su magnitud es igual al peso de una 
columna líquida e f \ cuya base sea el elemento ¿/co de su
perficie, y cuya altura es la <?/', igual (f/"trasportada sobre 
la normal á la pared. Hagamos esta operación para todos 
los elementos de la superficie dada; obtendremos un tron
co de cilindro Có/D, que tendrá por base el área dada y por 
altura en cada punto, la distancia de este punto á la super
ficie libre. Las extremidades de todas las columnas líquidas, 
así obtenidas, estarán situadas en un plano c d \ que pasa 
por la recta que se proyecta en A , según la cual el plano 
de la pared corta á la superficie libre del líquido. 

La presión total que designaremos por P, es igual al 

Fig. 329. 



404 PRESIONES DE LOS FLUIDOS EN LAS PAREDES DE LAS VASIJAS. 

peso de este cilindro líquido y pasa por su centro de gra
vedad G; luego se obtendrá el centro de presión O á e h 
área dada, proyectando el punto G sobre el plano de la 
pared. 

Observaremos que al llevar las columnas verticales ef, á 
la posición e f normal á la pared, los volúmenes de estas 
columnas están todos multiplicados por - i - , siendo a el 

r r coea 

ángulo de que han girado las verticales para venir á ser 
normales á la pared; es decir, el ángulo de la pared con el 
horizonte. El centro de gravedad G del cilindro defor
mado, se obtendrá del mismo modo haciendo girar del 
ángulo a la vertical O.g', que pasa por el centro de grave
dad g del cilindro primitivo CcdD. Luego el centro de 
presión es el pié de la vertical bajada sobre la pared del 
centro de gravedad g del cilindro de aristas verticales 
CcdD. Es preferible la primera construcción á la segun
da, porque es más general y da el centro de presión en 
todos los casos, mientras que la segunda no es aplicable 
al caso en que la pared sea vertical. 

Problemas. 

799. Apliquemos esta teoría á algunos problemas. 
—i.0 Pared rectangular, de la que un lado está dirigido* 
según la recta horizontal que se proyecta en A, (figu
ra 330); el lado opuesto se proyecta en D, y los otros dos 

lados están dirigidos se
gún las líneas de máxi
ma pendiente de la pa
red. El tronco de cilin
dro se obtendrá, toman
do sobre la normal á la 

Fi«- 330- pared en el punto D, una 
longitud D / = D ¿ / , y trazando la A / ; obtendremos asi 
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un prisma recto, cuya base es el triángulo A D / y cuya 
altura es la dimensión del rectángulo que se proyecta en 
A . SeaAD=r=^, y Ma otra dimensión del rectángulo, ten
dremos V>d— a sena; el área del triángulo AD/=|¿z2sena, 
y el volumen del prisma es f^sena. La presión total P, 
ŝiendo p la densidad del líquido, será 

P=—-^^sena 
2 

El centro de gravedad G del prisma, está en su plano 
vertical medio, á los dos tercios de la mediana A I del 
triángulo A D / , contando desde el punto A. Luego el 
-centro de presión O está sobre la mediana del rectángulo, 
á los dos tercios de la dimensión AD á partir del punto A. 

800. 2.0 Triángulo, cuyo vértice es el punto A situa
do sobre la superficie libre del liquido, y cuya base ho-
Tizontal ¿ se proyecta en D , (fig. 330). El tronco de ci
lindro se convierte en este caso en una pirámide cuadran-
gular, cuyo vértice está en A, y su base se proyecta se
gún la recta D / . El pesoP de esta pirámide es 

P = 4 - p. ADX D / . ¿ = £~ ¿2¿sena. 
El centro de gravedad G está á los tres cuartos de la rec

ta que une el vértice A al centro de gravedad de la base I . 
E l centro de presión O está sobre la mediana que pasa 
por D, á tres cuartos de esta mediana contando desde A. 

801. Triángulo cuya base AB (fig. 331), está en la 
superficie libre del líquido y su vértice en el punto D. 

Desde este punto tracemos la 
perpendicular D¿/ al plano 
DAB, igual á la distancia des
de el punto D á la superficie 
libre; el tronco de cilindro se 
reducirá en este caso á la pi
rámide triangular ABiD. Re

presentando por S el área del triángulo A B D , y por 

Fig. 331. 
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la distancia del vértice D al nivel del líquido el volómen 

de la pirámide es ~ S ^ , y su peso 

P = - | - S . . 

El centro de gravedad G de la pirámide está en medio 
de la recta 11', que une los puntos medios de las aristas 
opuestas AB y D¿/. Proyectando sobre el plano de la pa
red la recta 11', se obtiene la mediana ID del triángulo, y 
al centro de presión es su punto medio O. 

Determinación analítica del centro de presión de un área plana. 

802. Sean L T (fig. 332), la intersección del plano de 
la pared con la superficie libre del líquido, que se suele 

llamar línea de agua\ AB el con
torno de la porción de pared da
da, y G su centro de gravedad. 
Tracemos por este punto dos ejes 
rectangulares en el plano de la 
pared, el GX horizontal y el 
GY, según la línea de máxima 
pendiente de este plano; sean 

M { x , / ) un punto cualquiera de la pared, y G Y = ^ la 
distancia conocida del centro de gravedad á la línea de 
agua. También conocemos la densidad p del líquido, y el 
ángulo a que mide la inclinación del plano de la pared. 

Descompongamos el área dada en rectángulos dxdy\ la. 
presion por unidad de superficie, sobre uno de estos rec
tángulos, es p/̂ , siendo h la distancia del punto M á la su
perficie libre; pero ^=MNsena, y M N = ^ — ^ Luego la 
presión elemental sobre el rectángulo infinitamente pe
queño M es 

p(a—y)sena!.dxdy. 
Para obtener la presión total P, sumaremos las presio

nes sobre todos los elementos de que se compone el área;. 
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la suma será una integral doble, que se extiende á todos 
los elementos de la porción de pared dada; y tendremos 

P = Ĵ p sen a { a — y ) d x d y . 

El punto de aplicación O, de esta resultante, lo obten
dremos aplicando el teorema de los momentos con res
pecto á los ejes coordenados, y llamando x l éj^i á las coor
denadas de este punto, resultará 

P>v1=: ^ sen a { a — y ) x d x d r , 

Vjy i=z J* 1̂  psena(^— 

a es constante, lo mismo que p, si el líquido es homogé
neo, Y tendremos 

Í
P^psena^^y^ d x d j r — ^ J^ j d x d j ) , 

Pjq^psena^ x d x d y — J * J* x / d x d / ^ 

P^r1=psena(^ J J^jdxdy— y ^ d x d j ) . 

La mtQgrú d x d y representa el área total AB, y 

por abreviar la representaremos por S. Las integrales 

J* jdxdy , J*xdxdy son cero por ser el origen el 
centro de gravedad. La integral ^ J ^ r 2 ^ ^ puede defi
nirse como en la Dinámica, el momento de inercia ¡JL del 
área AB con respecto al eje GX; y las ecuaciones ( i ) se 
reducen á 

ÍP = psena.¿zS 

Px1=—psQYía.J* x y d x d y 

—psena. p.. 
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La primera de estas ecuaciones prueba que la presión 
P . • . media -g- , es igual á la presión por unidad de superficie 

en el centro de gravedad, p. ¿zsena. 

La integral xydxdy es nula, cuando la superfi

cie plana es simétrica con respecto á cualquiera de los ejes 
coordenados; porque entónces los elementos del área son 
iguales y simétricos dos á dos, y los elementos corres
pondientes xydxdy de la integral se destruyen, por ser 
los .mismos los elementos^ siendo las x iguales y de 
signo contrario; ó xdxdy siendo las^r iguales y de signo 
contrario. 

803. Las coordenadas ^ é j ^ determinan un punto 
O, cuya posición es independiente de los factores p y sena, 
pues al dividir los dos sistemas de ecuaciones (2) por la 
primera desaparecen dichos factores. El momento de 
inercia producto de cuatro factores puede hacerse igual 
á SK2, siendo K el radio de giro de la porción de pared 
con respecto al eje GX, y dividiendo la tercera ecuación 
por la primera, resulta 

|x_ K* 
Si «S a ' 

Por el punto O tiremos la horizontal OO'; la distancia 
GO' será igual á — p o r consiguiente, el producto 
G O ' X G Y ^ K 2 . Encontramos aquí la relación que liga, 
en el péndulo compuesto, las distancias del eje de oscila
ción y del eje de suspensión al centro de gravedad (672). 
Si suponemos que la área AB sea pesada, y su peso distri
buido en toda ella con igualdad, O'Y será la longitud del 
péndulo simple que oscila en el mismo tiempo que el pén
dulo compuesto, que se obtendria haciendo oscilar esta 
porción de pared alrededor de la horizontal L T . 

804. Ademas, el centro de presión O es para la área 
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material AB el centro de percusión conjugado de la lí
nea de agua L T . Para probarlo, busquemos directamen
te el punto O en que debe aplicarse una percusión nor
mal Q a la área material, supuesta en reposo, para que el 
movimiento inicial sea una rotación alrededor de L T . 

Sean x i é ̂  las coordenadas del punto O buscado; la 
velocidad de traslación impresa al centro de gravedad, 

será, por ser Q=pS^, igual á -^ - j siendo p la masa por 

unidad de superficie del área AB. La rotación alrededor 
del centro de gravedad, debe verificarse alrededor de 
una recta GX paralela á L T ; la velocidad angular tendrá 
un valor w tal, que la recta L T permanece inmóvil en vir
tud de la coexistencia de los dos movimientos; para lo 
cual es necesario y suficiente que 

c o X G Y = ^ . 

Por el teorema de las cantidades de movimiento te
nemos 

Qx(—yt) ' Qy, 

poniendo este valor de w en la ecuación anterior, resulta 
ay i=—K2, que es una de las relaciones que se trata de 
verificar. 

Para buscar el valor de apliquemos el teorema de 
d'Alembert extendido á las fuerzas instantáneas y expre
semos que el momento de la presión Q x ^ con respecto á 
la recta GY, es igual á la suma de las cantidades de mo
vimiento finales con respecto á esta recta. La cantidad de 
movimiento del elemento M , es 

p ¿/x X (w • NM ) = p ífo i r • w (¿z—7-); 

su momento con respecto áGY Q s p . u x { a — r ) d x d v . La 
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suma de todos estos momentos es 

J * $ux{a~y)dxdy=pu^J*, j * a x d x d y - x j d x d y ^ 

=—pw ^ xydxdfy 

suma que en virtud del teorema es igual á Q^; luego 

— pw J * xydxdy xydxdy 

ecuación que está conforme con las ecuaciones 

Px1=—psena ^ xydxdv, 

P—psenaX^S. 



LECCION LXV. 

Sólidos sumergidos en los fluidos. Presiones sobre su superficie exte
rior.—Principio de Arquímedes. — Cuerpos flotantes.—Equilibrio 
de un prisma recto.—Estabilidad del equilibrio de los líquidos su
perpuestos.—Estabilidad del equilibrio de los sólidos sumergidos en 
los fluidos pesados.—Teoría de la estabilidad del equilibrio de lo& 
cuerpos flotantes. 

Sólidos sumergidos en ios flúidos. Presiones sobre su superficie 
exterior. 

805. Un sólido sumergido en un fluido, experimen
ta presiones de parte de éste en todos los elementos de su 
superficie exterior, que satisfacen al teorema siguiente: 

Las presiones ejercidas sobre la superficie exterior de un 
cuerpo sólido de dimensiones finitas por un fluido no pesado, en 
que se halla sumergido y se equilibran. 

Para demostrar este teorema tomemos en la superficie 
del cuerpo un elemento infinitamente pequeño ¿/w; sean 
a, ^ y , los ángulos que la normal á este elemento forma 
con tres ejes rectangulares OX,OY, OZ. La presión^/w, 
que se ejerce sobre este elemento, la podemos descompo
ner en tres componentes paralelas á los ejes, é iguales a 

^ ¿ / w eos a , ¿̂/w eos 6,^00 eos y . Proyectemos el elemento ¿/a> 
sobre los planos coordenados, el cilindro proyectante, pa
ralelo al eje OX, encontrará una segunda vez á la superfi
cie exterior del cuerpo según un elemento superficial ¿/w'; 
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la normal á este elemento formará con OX un ángulo a', 
y tendremos, por ser las proyecciones de estos elementos 
sobre el plano Y Z iguales, ¿/(ocosa=^(o'cosa'. La com
ponente ̂ >dco eos a paralela al eje OX es igual y opuesta á la 
componente pducósa; son opuestas estas componentes 
porque ambas están dirigidas hácia el interior del cuerpo. 

Si el cilindro proyectante encuentra á la superficie del 
cuerpo más de dos veces, el número de veces que la en
cuentre será par, y las correspondientes á la entrada po
drán agruparse una á'una con las de la salida, y la suma 
de todas las presiones paralelas al eje OX será igual cero; 
lo mismo será para todas las presiones paralelas á los de
más ejes OY,OZ; y como el sistema de los tres ejes rec
tangulares puede tomar en el cuerpo una posición cual
quiera, sin que deje de ser cierto el resultado anterior, la 
suma de todas las presiones sobre toda la superficie exte
rior del sólido es cero, ó estás presiones se equilibran. 

Principio de Arquímedes. 

806. Ün cuerpo sólido, sumergido en un fluido pesado 
en equilibrio, está en equilibrio cuando su peso es igual a l 
peso del fluido désalojado, y cuando el centro de gravedad del 
solido y el de la masa fluida que desaloja están en una mis
ma vertical. 

Tal es el enunciado ^ p r i n c i p i o de Arquímedes. Para 
demostrarlo, imaginemos en el seno de un fluido en equi
librio sometido á fuerzas dadas, una superficie envolven
te cerrada que rodea por todas partes una porción de la 
masa fluida; estando esta masa en equilibrio, las fuerzas 
exteriores se equilibran- con las presiones desarrolladas 
sobre toda la superficie de la envolvente; luego si se reem
plaza la masa fluida contenida en la envolvente imagina-
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da, por^un cuerpo sólido de la misma forma, y solicitado 
por las mismas fuerzas, el equilibrio subsistirá. 

Apliquemos el resultado que acabamos de obtener á 
los cuerpos sólidos sumergidos en un líquido ó en un gas 
pesado. En este caso las fuerzas exteriores que solicitan 
el fluido contenido en la envolvente se reducen a la gra
vedad, representada por el peso del fluido, aplicado en su 
centro de gravedad. Las presiones desarrolladas sobre la 
superficie de la envolvente tienen por consiguiente tam
bién una resultante vertical, igual al peso del fluido, apli
cada en su centro de gravedad; pero dirigida de abajo 
arriba. 

El cuerpo sólido sumergido en el fluido, en el que ocu
pa el lugar de la envolvente, está también sometido á dos 
fuerzas verticales, el peso del cuerpo, aplicado en su cen
tro de gravedad y dirigido de arriba á abajo, y la resul
tante de las presiones, dirigida de abajo á arriba, igual al 
peso del fluido desalojado por el cuerpo y aplicada en el 
centro de gravedad del fluido. El cuerpo estará en equi
librio si estas dos fuerzas son iguales y directamente 
opuestas; lo cual demuestra el principio de Arquímedes, 

Cuerpos flotantes. 

807. Hemos supuesto que el sólido está enteramente 
sumergido en el fluido, y puede suceder que sea flotante 
en su superficie, es decir, que una parte del cuerpo que
de fuera del fluido; entónces es necesario que el fluido 
bañé por todo su perímetro las secciones horizontales de 
la parte sumergida. Las componentes horizontales de las 
presiones se destruyen dos á dos, en este caso, y las com
ponentes verticales dan lugar á una diferencia siempre 
dirigida de abajo á arriba, é igual al peso del líquido des
alojado; y se puede enunciar el principio de Arquímides,. 
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con más generalidad, del siguiente modo: Todo cuerpo 
sólido, sumergido ó flotante en un liquido pesado en equili
brio, recibe de este liquido una presión vertical dirigida de 
abajo á arriba, igual al peso del líquido desalojado, y apli
cada en el centro de gravedad de este liquido: esta presión de 
abajo á arriba suele llamarse pérdida de peso. 

Guando las secciones horizontales de un cuerpo sólido, 
en parte sumergido, no son bañadas por todo su contor
no, la superficie mojada del sólido viene á ser una pared 
lateral para el líquido, y el principio de Arquímides no es 
aplicable. 

Equilibrio de un prisma recto. 

808. Supongamos un prisma recto, homogéneo y 
flotante en la superficie de un líquido en equilibrio; este 
prisma podrá tener diferentes posiciones de equilibrio, y 
en todas, los centros de gravedad del cuerpo y del líqui
do desalojado deben estar situados en la misma vertical, y 
el peso del cuerpo debe ser igual al peso del líquido des
alojado. 

De várias maneras puede satisfacerse la primera con
dición: i.a, colocando horizontalmente las aristas laterales 
del prisma y haciéndole girar hasta que los dos centros de 
gravedad estén en la.misma vertical; posición á que siem
pre llegaremos, porque la posición horizontal de las aris
tas coloca al centro de gravedad de la parte sumergida 
en el plano medio del prisma, que contiene el centro de 
gravedad del cuerpo: 2.a, colocando el prisma vertical-
mente; los dos centros de gravedad están entónces en la 
vertical que une los centros de gravedad de las .bases. 

Sólo nos ocuparemos de la primera solución, pues la 
segunda no tiene aplicaciones. En la primera distingui
remos dos casos, según que el prisma tenga sumergidas 
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una ó dos aristas, los euales conducen á la misma ecua
ción . 

" 809. 1.0 Sea ABC (fig. 333), la sección recta del 
prisma, que contiene su centro de gravedad, en una po
sición de equilibrio; sumergido el prisma hasta la línea 

DE. El centro de gravedad del 
prisma está situado en el punto G, 
centro de gravedad del triángu
lo ABC. El centro de gravedad 
de la parte sumergida está situa
do en Gj, centro de gravedad del 

big. 333 . 

triángulo ADE. El equilibrio exi
ge: 1.0, que la recta GGi sea verti
cal; 2,.0, que la relación de las sec-

ABC • , , , • clones -r-Tr̂  sea igual a la relación ADE & 

inversa de las densidades —del 11-
P 

quido y del prisma, por ser ABCX A.DEX p', es de
cir, que 

A B C _ 
ADE "p ' 

El triángulo ABC es conocido; designemos por b y c 
ios lados que comprenden el ángulo A, y sea AD—x, 
A E = r , los lados que comprenden el mismo ángulo en 
el triángulo ADE; tendremos 

, . ABC ab_ j / _ 
ADE' xy p * 

Para expresar que la recta GGi es vertical, expresare
mos que su paralela I H l o es, es decir, que esta es per
pendicular á DE; y como H es el punto medio de DE, 
el punto T equidista de D y de E. Sean^=: AI , I A C = a , 
IAB-—^ los triángulos DIA y EIA, darán las ecuaciones 

D i 2 : -2px eos a, 
•2/^rcos S; 
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y restándolas, resulta 
(2) x2—r2—2/wcosa+2^>ycos6=0. 

Délas ecuaciones (1) y (2) deduciremos los valores de 
las incógnitas x é y . 

Considerando estas incógnitas como coordenadas, las 
ecuaciones (1) y (2) representan dos hipérbolas, y sus i n 
tersecciones serán las soluciones del problema; que á la 
más serán cuatro. 

Eliminando^ entre las ecuaciones ( i ) y (2) y reducien
do, resulta 

(3) p'2x4__2i'p'2cosax3H-2^pp/^cos6x—pV^=0. 
Siendo esta ecuación de grado par, y su último término 

negativo, tiene por lo ménqs dos raíces reales, una posi» 
tiva y otra negativa. La regla de los signos de Descartes 
prueba que esta ecuación puede tener á lo más tres raí
ces positivas y una negativa; pero puede tener dos raíces 
imaginarias. 

Ademas es necesario que x<Zb é y<ic. BLesumiendo, el 
problema puede tener tres soluciones ó una sola; y habrá 
a lo ménos una, siempre que p'>» p, que es la condición 
necesaria para que el prisma pueda flotar. 

810. 2.0 El prisma tiene dos aristas sumergidas (figu
ra 334). Será necesario que 

A B C x p = B D E C X p V 
ó que 

ABC 9' , ABC p' 
BDEC p ' ADE p' —P* 
La otra condición de equilibrio 

exije, que el centro de gravedad del 
triángulo total y el centro de gra
vedad del trapecio sumergido, estén 
situados en la misma vertical. Sea G ^ 1 

Fíg. 334. el centro de gravedad del triángulo 
que queda fuera del líquido; el centro de gravedad del 

'- D / K/ i \E T 

\ i /e . / , 
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triángulo ABC, se obtendrá componiendo los pesos del 
triángulo ADE y del trapecio BDEC aplicados respecti
vamente á los puntos G2y siendo G2 el centro de gra
vedad del trapecio; luego el punto Gi está situado en la 
vertical GG2, y la condición de equilibrio será también, 
que la recta GG1 sea perpendicular á DE, ó que DIr=EI. 

La ecuación (2) subsiste como en el primer caso, y en 
la ecuación (1) bastará poner en vez de p, pf—p, para que 
también se verifique. Y tendremos como ántes, álo más, 
tres soluciones para esta disposición de la figura. 

Un vértice sumergido, da á lo más tres soluciones, el 
mismo vértice fuera del líquido da á lo más otras tres; de 
modo que cada vértice da á lo más seis; los tres vértices 
darán á lo más diez y ocho posiciones de equilibrio del 
prisma, ó del triángulo ABC que contiene su centro de 
gravedad. 

Estas soluciones pueden no ser todas admisibles; el 
mínimo del número de soluciones es seis, porque cada 
vértice puede estar en equilibrio lo ménos en una posi
ción sumergido y en otra fuera del líquido, y los tres vér
tices dan lo ménos seis soluciones; de estas seis posicio
nes, tres corresponden á un equilibrio estable, y tres á un 
equilibrio inestable; las cuales alternan en el órden en que 
se las obtiene, haciendo girar el prisma en la superficie del 
líquido. Porque entre dos posiciones estables consecuti
vas, posiciones á las cuales el prisma tiende á volver, 
cuando se le mueve, hay una posición de equilibrio ines
table, aquella en que el prisma tiene tendencias iguales y 
contrarias á volver á las posiciones estables próximas. E l 
número de soluciones es necesariamente par, de otro modo 
esta alternativa llevará consigo la estabilidad y la instabi
lidad del equilibrio para una misma posición, lo que in 
dicaría un equilibrio indiferente. 

MECANICE RACIONAL.—TOMO I I . 27 
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Estabilidad del equilibrio de los líquidos superpuestos. 

811. Ya vimos que para el equilibrio de los líquidos 
pesados superpuestos, es necesario que las superficies de 
separación sean planos horizontales; y vamos á ver ahora, 
que para que este equilibrio sea estable, es necesario que 
los líquidos más densos estén debajo de los líquidos me
nos densos. 

Para probarlo turbemos un poco el equilibrio, alteran
do las superficies de separación, haciendo penetrar pe
queñas masas de uno de los líquidos en el espacio ocupa
do por el líquido próximo; supongamos para fijar las ideas, 
que una porción del líquido superior viene á ocupar el 
espacio del líquido inferior. Si la densidad del primer lí
quido es menor que la del segundo, la presión de éste de 
abajo arriba, sobre la masa extraña que en él ha penetra
do, será mayor que el peso de esta masa, y la resultante 
de estas dos fuerzas tenderá á hacer elevar esta masa so
bre el líquido inferior, es decir, á restablecer la superpo
sición tal como existia al principio. Si, por el contrario, la 
densidad del líquido superior es mayor que la del líqui
do inferior, la masa del primer líquido atravesará el se
gundo, y el equilibrio no se restablecerá, ó lo que es lo 
mismo, el equilibrio será inestable. Luego para que el 
equilibrio sea estable, es necesario que las densidades 
sean decrecientes de abajo á arriba. 

Estabilidad del equilibrio de los sólidos sumergidos en los lí
quidos pesados. 

812. Si un cuerpo sólido está en equilibrio en el i n 
terior de un fluido pesado, el peso del cuerpo es igual 
al peso del fluido desalojado, y los centros de gravedad 
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<iel cuerpo sóliJo.y del volúmen del fluido desalojado es
tán situados en la misma vertical. Estas condiciones son 
•suficientes para el equilibrio; mas para qus este sea esta
ble, es necesario ademas, que el centro de gravedad del 
-cuerpo sólido esté más bajo que el centro de gravedad del 
Huido desalojado. Saparemos un poco el cuerpo de supo
sición de equilibrio, de manera que la recta que une los 
centos de gravedad se incline; la presión del líquido de 
abajo á arriba y el peso del cuerpo, forman un par que 
tenderá á volver al cuerpo á su posición primitiva, si el 
punto de aplicación de la presión está más alto que el 
punto de aplicación del peso; y en el caso contrario ten
derá á dar la vuelta al cuerpo y á"colocar el centro de 
gravedad debajo del punto de aplicación de la presión. 

El equilibrio es indiferente para todo movimiento del 
cuerpo que no altere el paralelismo de la recta que une 
los centros de gravedad. Si estos centros coinciden, el 
equilibrio es completamente indiferente y el cuerpo sóli
do está en equilibrio en cualquiera posición en el interior 
del líquido. 

Teoría de la estabilidad del equilibrio de los cuerpos flotantes. 

813. El equilibrio de un cuerpo flotante es estable ó 
-inestable, según que este cuerpo tiende á volverá su po-
.sicion de equilibrio, ó á alejarse de ella, cuando se le se
para un poco de esta posición. 

El estudio de la estabilidad del equilibrio de los cuer
pos flotantes se funda en los problemas siguientes: 

1.0 Determinar el trabajo de la gravedad y de las pre
siones, desarrollado por un sólido pesado enteramente su
mergido en un líquido pesado en equilibrio, cuando se 
mueve el sólido, sin que deje de estar enteramente su
mergido. 

Sea C el cuerpo en la posición primitiva en el inte-
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rior del líquido, cuya superficie libre es L T (fig. 335);; 
sean G el centro de gravedad del 
cuerpo, O eLcentro de gravedad 
del líquido desalojado, ó sea el 
centro de presión, que llama
remos centro de empuje; sea P el 
peso del cuerpo aplicado en G y 
P' el empuje del líquido aplicado 

Fig. 335. en O. Sean C la segunda posi
ción del sólido; G' y O' las posi

ciones que toman en ella los puntos G y O. 
El trabajo del cuerpo estará medido por el producto-

del peso P por el camino vertical recorrido, descendiendo, 
por su centro de gravedad G; es decir 

P X ( G V — G ¿ ) , 
siendo Qa y GV las distancias de los puntos G y G' al 
plano de comparación L T . El trabajo del empuje es 
asimilable al de un peso que actuará de abajo á arriba, y 
será igual á—P^O^ '—0¿) , siendo O^'y O'V las distan-
cias de los puntos O y O' á la superficie libre. 

El trabajo total de estas dos fuerzas es 
P(GV—G^) —P'(OT—O^), 

ó llamando V al volumen del cuerpo y p al peso específi
co del líquido. 

P(GV—G^)—p V (O^-—O^). 
814. 2.0 Determinar el trabajo de la presión ejercida 

por un líquido sobre un prisma recto, que se hunde verti-
calmente en el líquido. 

Supondremos que la sección recta del prisma sea bas
tante pequeña, con respecto á la sección del vaso que con
tiene el líquido, para que la superficie libre de éste per
manezca á la misma altura, al hundir más ó ménos el 
prisma. 
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Sean a l (fig, 336), el prisma ya hundido de la cantidad 
C l = X ) y (o su sección recta. El empuje del lí
quido sobre el prisma en esta posición será 
pco^r, siendo p la densidad del líquido, y está 
dirigido de abajo á arriba. Si se hunde el pris
ma . de la cantidad infinitamente pequeña 
l b = d X ) el trabajo de la presión será 

y para un hundimiento h, el trabajo buscado 
Fig. 336. 

;sera 

/ — ^ i ú x a x = - — p w - j - -

En esta fórmula se supone que h es menor que la altu

ra total del prisma dado al . También— pw-

en cuya expresión pto/^ es el peso del líquido desalojado, 

y — la distancia de su centro de gravedad á la superfi-

•cié libre del líquido; luego pw /̂  X — es el momento del 

peso del líquido desalojado con respecto al plano L T . 
Si en lugar de hundir el prisma en el líquido, se le re

tira enteramente, conservándole siempre vertical, el tra-
, . , # 2̂ 

bajo de la presión del líquido será positivo é igual pw — 

siendo h la cantidad de que el prisma estaba sumergido al 
principio. 

Esta demostración supone que el prisma permanece 
vertical durante el hundimiento, pero el resultado obte
nido es independiente de esta hipótesis. En efecto, el tra
bajo de la presión durante el hundimiento, es la suma de 
ios trabajos desarrollados por cada elemento m infinita-
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mente pequeño deVprisma, (fig. 337), a partir da la posi
ción ni que este elemento ocupaba en la-
superficie del líquido, y cualquiera que sea. 
el camino seguido por este elemento, 
el trabajo de la presión será el producto 
del peso del líquido desalojado por la dis
tancia J)r á la superficie libre. El trabajo 

Fig. 337. total, es por consiguiente la suma de 0 á 
^, de los productos —pw<¿xX siendo xla distancia j)r 
y ¿/x la altura del elemento m. Integrando, resultará, como 
. ^ h? antes — o t o — . 

815. Estudiadas estas, dos cuestiones preliminares, 
vamos ya á resolver la cuestión general siguiente: deter
minar el trabajo de la gravedad y de las presiones sobre 
un cuerpo flotante en la superficie del líquido, al que se-
imprime un movimiento infinitamente pequeño á partir 
de su posición de equilibrio. 

Supondremos que el cuerpo 
flotante AD(fig. 338), está en 
equilibrio, cuando está sumer
gido hasta la sección AB. De
mos al cuerpo un movimiento 
infinitamente pequeño, tal que 
la sección que limita la nueva 
porción sumergida sea A'B'. 
Para calcular los trabajos de las 
presiones debemos tener en 
cuenta el mayor hundimiento 

impreso á la porción ya sumergida ADB, y del nuevo 
hundimiento de lá capa comprendida entre las secciones 
AB y A'B'. 

Sean G el centro de gravedad del cuerpo, O el centro 
de empuje, ó centro de presión. El sólido está en equili-

Fig. 338. 
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brío por hipótesis, cuando la sección AB está en el pla
no L T , la recta GO es perpendicular al plano AB. Sean 
G O = ^ , y 9 el ángulo que mide la inclinación de la recta 
GO con la vertical, que es también la medida de la incli
nación del plano AB con respecto al horizonte; daremos 
á la cantidad a el signo + , si el punto O está más alto que 
el G, y el signo menos si está más bajo. 

De los puntos O y G bajemos al plano L T las perpendi
culares Or y G/; sean G ¿ — y G E ^ ^ ; se tendrá OE=z—a 
y O r ~ z i — ¿?cos9. Sean F el centro de gravedad de la 
sección AB, y F H = / , la distancia de este punto al pla
no L T . El trabajo buscado podrá determinarse en fun
ción de 9 y z'. Sea p la densidad del líquido y, V el vo
lumen ADB del líquido desalojado en la posición de equi
librio. El peso del cuerpo será igual á pV. 

El trabajo de la gravedad, correspondiente al movi
miento del cuerpo, es 

pVfo —2); 
y el trabajo de las presiones ejercidas por el líquido sobre 
la carena ADB será del mismo modo 

— p V ( O r — O E ) = — p V ^ — ^ c o s 9 — ^ ) ] , 
=—p V f o — ¿r)—pVtí (1—eos 9) 
=—pV^—.2)—-SpV^senHO. 

Para determinar el trabajo de las presiones sobre la 
porción AB B'A' nuevamente sumergida, descompongá
mosla en prismas verticales ql infinitamente pequeños. 
Sea dio el área de la sección hecha en el prisma ql por el 
plano AB, vamos á encontrar la altura. Para lo cual por 
el punto F, centro de gravedad de la sección AB, trace
mos un plano A"B" paralelo á A'B', que cortará al plano 
AB según la recta KS; el cual cortará al prisma ql según 
la sección recta^>:=^cocosO. Del punto q bajemos la per
pendicular Qq á KS; la recta p Q será también perpendicu
lar á KS, y el ángulo pQg será igual á 9. Hagamos Q í p ^ ; 
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tendremos sen 8, y ̂ /^xsenO-j-FH 
^jJcsenO-l-^'. 

El prisma ^Z, estando primero fuera del líquido, se ha 
sumergido de la cantidad y-f-^senO; el trabajo corres
pondiente de la presión del líquido será 

j r i ( 3 f + « 8 e u 9 ) 2 —p̂ fcocosa ^ -; 

á cada elemento ¿¿co de la sección AB corresponde una ex
presión análoga á la anterior, y la suma de todos ellos será 
el trabajo total. El error que se comete sustituyendo ála 
capa ABB'A', el cilindro que proyecta la sección AB 
sobre el plano horizontal, es infinitamente pequeño con 
respecto á la cantidad buscada. La suma de todos estos 
elementos es la integral doble 

-4-2 z xstn§cos§dhi-\- ^y^x^cocosSsen2^ 

Por ser constantes ^ y 9 en estas integraciones salen 
fuera del signo integral, y tendremos el segundo miem
bro bajo la forma 

-—|̂ '2GOS6 J*—p/senQcosO ^ x d u 

^ J do) es el área de la sección AB, que designaremos 

por L ; ^ xdiú es la suma de los momentos de los ele

mentos de superficie du con respecto á la recta KS, que 

pasa por su centro de gravedad, y es nula por lo tanto; 

x^d^ es la suma de los momentos de inercia de los 
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mismos elementos con respecto á la misma recta, y la re
presentaremos por [JU 

La suma de los trabajos de las presiones sobre la capa 
ABB'A' es por fin 

—^V2C0S9 _ ?1 COSQ 

y como el ángulo 9 es infinitamente pequeño eos 0 = 1 , y 
sen 9=0, sin grande error, y la suma anterior se reduce á 

2 * 2 * 

Reuniendo las tres partes del trabajo T , que acaba
mos de determinar, resulta 

T = p V ( Z l - ^ ) - p V ( 2 l _ z ) - 2 o V ^ s e n ^ _ ^ _ _ í * £ j 
. , • • • . ' 62 

reduciendo y poniendo por sen29, —-, será 

/a 

Esta fórmula es general cualquiera que sea el movi
miento infinitamente pequeño impreso al sólido, con tal 
que las secciones del cuerpo por planos verticales varíen 
de una manera continua en la proximidad del plano de 
flotación. 

816. La estabilidad del equilibrio de un cuerpo flo
tante se deduce discutiendo la ecuación de las fuerzas 
vivas (643). Supongamos el cuerpo en equilibrio; impri
mámosle un movimiento muy pequeño. Este movimien
to puede siempre reducirse á tres traslaciones y tres rota
ciones simultáneas, en sentido de tres ejes rectangulares, 
dos de ellos horizontales, y el tercero vertical, y las rota-
clones se verifican alrededor de los mismos ejes. Las tras
laciones horizontales y la rotación alrededor del eje vertical 
no producen ningún trabajo de las presiones del líquido so
bre la parte sumergida; y sólo dan lugar á una producción 
de trabajo la traslación vertical y las rotaciones alrededor 
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de los ejes horizontales, que se pueden reducir á una 
sola rotación alrededor de un eje horizontal. 

Las cantidades z ' y 9, que miden el camino recorrido á 
lo largo de la vertical y al ángulo descrito alrededor de la 
horizontal, serán las únicas que entran en la ecuación 
del trabajo. 

Sea ^ m v ^ la suma de las fuerzas vivas impresas ai 
cuerpo en una posición inicial, definida por los valores in
finitamente pequeños z \ y 6Q de las variables z ' y 0; po
demos suponer la S^i^2 tan pequeña como queramos; 
llamando Em>2 á la suma de las fuerzas vivas del 
cuerpo en una posición cualquiera, definida por -S7 y 9, la 
ecuación de las fuerzas vivas será 

W 2 _ ^ m ; 0 2 = 2 (T—T0) 
P (W+F0e2_pL2;/2 4- PO v - f ^ 2 + p L / 2 o ; 

luego 
Umv'2 = C—p(¿zV + [j.)92—p Lz'2, 

siendo la constante 
C = S mv^ H- pOV -h pOV + p L z'0\ 

correspondiente á las condiciones iniciales^ y que es ne
cesariamente positiva é infinitamente pequeña. 

La suma Ewy2 es siempre positiva, luego el segundo 
miembro es positivo, y por consiguiente 

0 ^ V - H ^92 4-pL¿r'2< C. 
Las cantidades p,-V, p. y L son cantidades absolutas; 92 

y r/2 son siempre positivas; y sólo a puede cambiar de 
signo en la ecuación precedente. Si ¿C>0, ó si el punto O, 
centro de careng,, está más alto que el punto G, centra 
de gravedad del sólido, el primer miembro es la suma de 
los dos términos positivos, y para que sea siempre me
nor que la constante C, que es infinitamente pequeña, es 
necesario que 9 y z' sean infinitamente pequeñas. Luegá 
si el centro de carena está más alto que el centro de grave
dad, A equilibrio es estable; porque 9 yz' no pueden ere-
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cer indefinidamente, y tienen por límites superiores, en 
valor absoluto, 

= ^ 1 ' 9=0-z 

Si a es negativo é igual á—¿z', la desigualdad toma la 
forma 

p( tx_^V)92-4-pL^2<C, 
y la conclusión que acabamos de obtener subsiste con tal 
que pi—a Y sea positivo, ó que a < i ^ r . Luego e l equilibrio' 

es también estable, y los valores absolutos de 6 y ^ tienen 
límites, cuando el centro de gravedad está más alto que 
el centro de presión^ con tal que la distancia de estos dos 
puntos sea menor que el momento de inercia de la sección de 
flotación, con respecto á una recta trazada por su centro de 
gravedad, dividida por el volumen de la carena. 

Si ¿z' , el signo del primer miembro de la desi
gualdad no estará determinado, y se podrá satisfacer á la 
desigualdad por valores de las cantidades 9 y 2'. E l equi
librio será entonces inestable. 

La condición ^'^^-debe ser satisfecha para todos loŝ  
valores del momento de inercia ¡x, que varía con la posi
ción de la recta KS, que es el eje de este momento. Luego 
es necesario que sea satisfecha para el menor valor de este 
momento de inercia. 

Esta teoría de la estabilidad, que reemplaza la antigua-
teoría á s \ metacentro, no es tampoco completa, porque 
prescinde de las acciones dinámicas del fluido, es decir, los 
excesos de presión debidos al movimiento relativo del só
lido. Estas acciones dinámicas contribuyen á aumentar la 
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estabilidad cuando proviene del movimiento del sólido'en 
el líquido en reposo; y pueden, al contrario, comprometer 
la estabilidad del cuerpo flotante, cuando son debidas á 
un movimiento propio del fluido. La experiencia de la na
vegación marítima ha hecho conocer, desde hace mucho 
tiempo, las formas que aseguran la estabilidad de los 
cuerpos flotantes, y verifica la regla deducida de la teo
ría que acabamos de exponer. 

Metacentro, 

817. En los primeros estudios sobre la estabilidad de 
ios cuerpos flotantes, se daba mucha importancia al punto 
particular llamado metacentro, sobre el cual vamos á de
cir cuatro palabras, porque aunque la teoría anterior 
es independiente de este punto, tiene siempre un interés 
histórico, y aun hay algunos autores que usan la teoría 
del metacentro para establecer á las condiciones de esta
bilidad de los cuerpos flotantes. 

Si un cuerpo flotante, simétrico con respecto á un pla
no vertical, se separa un poco de su posición de equili
brio, estará solicitado por su peso, aplicado en su centro 
de gravedad, y por la presión del líquido desalojado, 
aplicada en su centro de presión. La recta que señala la 
dirección de la normal del centro de gravedad á la super
ficie libre del líquido en la posición de equilibrio, toma 
una posición inclinada en la nueva posición, y el punto 
de encuentro de esta recta inclinada con la vertical del 
centro de presión, en la nueva posición del cuerpo flo
tante, es el metacentro. Es claro, que si el metacentro está 
más alto que el centro de gravedad, el equilibrio será 
estable, y el cuerpo tenderá por sí mismo á la posición de 
-equilibrio; y si el metacentro está más bajo que el centro 
de gravedad, el equilibrio será inestable y la presión del 
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líquido y el peso del cuerpo, tenderán las dos á separarle 
de su primitiva posición y á que, dando una vuelta, ven
ga á colocarse el centro de gravedad más bajo que el 
centro de presión, y el cuerpo se coloque en una posición 
de equilibrio estable. 

El metacentro se determina suponiendo, que el volu
men del fluido desalojado en la segunda posición del cuer
po flotante, es equivalente al que desaloja en la posición 
de equilibrio, ó por lo menos, que el incremento de vo
lumen es infinitamente pequeño y puede despreciarse sin 
gran error sobre la posición del metacentro. Esta hipó
tesis no es admisible, porque aunque el volumen infini
tamente pequeño que se desprecia, hace variar muy poco 
el centro de presión del líquido, hace sin embargo variar 
en una cantidad finita la posición del punto de encuentro 
de las rectas, que llamamos metacentro. Por consiguien
te, la teoría de la estabilidad de los cuerpos flotantes, fun
dada en el metacentro, es defectuosa, y para poderla apli
car, habría que seguir las diferentes posiciones del meta
centro en el movimiento del cuerpo, lo que no es posible 
sin conocer de antemano las posiciones de equilibrio del 
cuerpo flotante; y entónces no presenta utilidad alguna 
dicha teoría. Ademas, como ántes hemos visto, puede ser 
el equilibrio estable aunque el centro de presión esté más 
bajo que el centro de gravedad, y entónces el metacen
tro puede estar más bajo ó más alto que el centro de gra
vedad, sin que deje de ser estable el equilibrio. 





HIDRODINÁMICA 

LECCION LXVI. 

Hidrodinámica. Ecuaciones generales del movimiento de los fluidos. 
—Simplificación de estas ecuaciones en varios casos particulares.— 
Pequeñas oscilaciones de un fluido.—Integración de la ecuación 
¿•scp ¿acp ¿2CP 

~dô ~̂ '~dy'1~̂ ~~dẑ  = 0 .—Régimen permanente. Teorema de Daniel 
Bernoull i .—Demostración directa del teorema Bernoulli. 

Hidrodinámica. Ecuaciones generales de! movimiento de los 
fluidos. 

818. La Hidrodinámica es la parte de la Mecánica 
que trata del movimiento de los fluidos. Esta parte de la 
ciencia está poco adelantada, por ser muy complicado el 
estudio del movimiento de los fluidos. 

Las condiciones de equilibrio de los fluidos se fundan 
en el principio de igualdad de presión, en virtud del cual, 
una presión ejercida sobre la superficie de un fluido, se 
trasmite íntegra en todas direcciones; y sobre cada ele
mento de superficie, tomada alrededor de un punto cual
quiera ds su masa, se ejerce una presión igual en todos 
sentidos, y normal al elemento de superficie que se con
sidera. Este principio se funda esencialmente en la h i 
pótesis de la fluidez perfecta, hipótesis que no puede ad
mitirse en absoluto, cuando se trata del movimiento de 
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un fluido; porque la experiencia enseña, que se desarro
lla la resistencia que hemos llamado rozamiento, al res
balar unas sobre otras las moléculas del fluido; y este ro
zamiento es tanto mayor, cuanto mayor es la velocidad 
de resbalamiento. Sin embargo, cuando el movimiento 
no es muy rápido, puede suponerse que los fluidos conti
núan sujetos al principio de igualdad de presión; y la ex
periencia demuestra, que los resultados obtenidos, se apro
ximan mucho á los que se deducen de esta hipótesis. 

El problema del movimiento de los fluidos es mucho 
más complicado que el del equilibrio, porque en éste la 
ecuación de la Hidrostática da la presión del fluido para 
cualquiera de sus puntos, en función de las coordenadas 
de este punto; pero cuando se trata del movimiento es 
preciso determinar para cada valor del tiempo /, y para 
cada punto z) del espacio ocupado por el fluido, no 
sólo la presión^, sino también la magnitud y dirección 
de la velocidad del punto material fluido, que ocupa este 
lugar del espacio, y ademas la densidad p de este punto 
material. La velocidad será conocida cuando se conozcan 
sus componentes, a, uiy a2 paralelas á los ejes OX, OY, 
OZ. De modo, que el problema se reduce á determinar 
las cinco funciones 

p, /), U , U i a2, 
en valores de las cuatro variables independientes /, x^y, 

Supongamos al problema resuelto; para encontrar la 
trayectoria de un punto material, basta observar que 
udt, û dt̂  u<¡¡dt son los incrementos de las coordenadas 
x,^r, z en el tiempo ¿//; de suerte, que las ecuaciones del 
movimiento considerado resultarán de la integración de 
las ecuaciones diferenciales 

\dx=.udt, 
( i ) \dy=uidty 

\dz=u9dt. 
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Vamos á buscar la densidad p y la presión p del mismo 
punto material. Sea f { x , j , t) una cierta función para 
el punto { x , y , z ) y un valor determinado del dempo /; si 
las variables x, yy z , /, reciben los incrementos dx, dy, 
dz, dt̂  el incremento de la función será en general 

Pero si en lugar de tomar arbitrariamente dx, dy, dzy 
los tomamos á lo largo de la trayectoria del punto mate
rial M , cuando pasa de M á M', en el tiempo dt, se veri
ficarán las ecuaciones ( i ) , y la ecuación anterior será 

Esta fórmula es aplicable á toda función de las variables 
/, y por consiguiente á las funciones 

que queremos determinar; tendremos, pues 

, / du du d u , du\ 
d u = \ d ¿ u + W U i + ' d ; U 2 ' h ~^)dt' 

Las relaciones - ^ j - , y ^ son las proyecciones de 
la aceleración del punto M , sobre los ejes de las x, de las 
7 y de las z. 

819. El teorema de d'Alembert nos da tres ecua
ciones, de las cinco que resuelven el problema de la H i 
drodinámica. Las ecuaciones del equilibrio de una molé-

MECANICA RACIONAL.—TOMO I I . 28 
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cula fluida son (770) 

\dz —P^ ' 
que se pueden poner bajo la forma 

( x — ^ i p = 0 , 
1 

(2) <Y — ^-rr=0. 
P di 

en las cuales X , Y, Z, son las componentes de la fuerza. 

referida á la unidad de masa, ó sea las componentes de la 
aceleración. Vemos en las ecuaciones (2), que las presio
nes desarrolladas alrededor de la molécula equivalen, bajo 

el punto de vista del equilibrio, á las componentes— 

p " " ^ Para^as a ôs ejes, y aplicadas á la 
unidad de masa, supuesta libre. 

Por el teorema de d'Alembert, los primeros miembros 
délas ecuaciones (2) son iguales á las aceleraciones pro
yectadas sobre los mismos ejes, y resultarán las siguien
tes ecuaciones 

Í
r̂ 1 dp du . du . du . du 

p dx dx dy 1 dz dt 
V ) 1 dp dux , dui dui , du, 

<? dy dx ' dy 1 * dz 2 r dt 
ry 1 dp dut . du2 . dut . du. 

$ dz dx dy 1 1 dz ¿ dt 
Se tiene otra ecuación, expresando que el lugar que 

abandona por el movimiento una porción del fluido, es 
inmediatamente ocupado por otra porción igual, sin que 
quede eritre ellas ningún espacio vacío; esta ecuación se 
Warna ecuación de continuidad. K prior i nada indica esta 
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continuidad en el movimiento de la masa fluida, pero la 
experiencia la confirma continuamente. 

Concibamos en el espacio ocupado por el fluido, el pe
queño paralelepípedo ABCDEFGH (fig. 340); en cada 

instante una parte del fluido sale de 
este volumen, y otra igual entra; la 
velocidad u paralela á OX es cons
tante para toda la cara ADEF y per
pendicular á ella. La masa fluida 
contenida en el paralelepípedo es 
pdxdydz al fin del tiempo / , y se 
convierte en (̂  - \ -^)dxdj 'dz al fin 

del tiempo t-\-dt\ y el incremento 
de la masa en este tiempo es — d x d j d z . En virtud de 
la velocidad «, pasa por la cara dydz perpendicular á 
OX, en el tiempo dt, una masa fluida p idtdydz ; mas en 
el mismo tie npo sale por la cara opuesta una masa fluida 
igual á la m-asz.^udtdydz, au nentada en su diferencial, es 
decir, una masa u - \ -(~dx^dtdydz. El exceso de la can
tidad que entra,- sobre la que sale, es 

~d^u dxdydzdt. 
(tos 

En virtud de las velocidades ui y u2 los aumentos de 
masa del paralelepípedo, son 

d¡) 
• dxdydzdt 

ZÉ^tLdxdydzdt , 

La suma de estos tres incrementos es igual al incre
mento total de la masa durante el tiempo dt\ la variación 

de la densidad es-̂ r y multiplicándola por el volumen, 

tendremos la variación total de masa, ^dxdydzdt^ luego 
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igualando y "dividiendo por dxdydzdt^ resulta la ecuación-
de continuidad 

(V) A^í' i d'?ui i d'Pu* i ^ P — A 
w «!x (Í2 ^ ' 

y efectuando las diferenciaciones indicadas 

El primer paréntesis es igual á — ¿/p, y la ecuación (4)5 
toma la forma 

(6) 4 - + p ^ + * . + ^ ) = o; 

820. Si el fluido es un líquido homogéneo, ó una 
mezcla de líquidos, p es constante, y ¿/p^O, porque una 
molécula líquida no cambia de densidad á lo largo de sil; 
trayectoria, y la ecuación (5) se divide en las dos si
guientes 

\ du , d u i d u í ^ 

( <te H"^'"+" dt > 
que con las ecuaciones (3) resuelven el problema. 

Si se trata de un gas, á temperatura constante, tendre
mos entre / y p la relación 

(8) p = k ? i 
qp.Q con las ecuaciones (4) y (3) resuelven el problema. 

Las ecuaciones (3) y (7), ó las (3), (4) y (8), son, como 
ha dicho Lagrange, tan rebeldes á la integración, que no 
han podido lograrla los esfuerzos de los más célebres ana
listas; y se ha renunciado á buscar sus integrales generales^ 
que acaso no puedan expresarse por los signos del análisis;, 
y sin embargo, se ha logrado deducir algunos resultados 
útiles restringiendo la generalidad de aquellas ecua
ciones. 

Simplificación de las ecuaciones en varios casos particulares. 
821. Para conseguir la simplificac'on, supongamos-
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-que X d x + Ydjr+ZdZy es la diferencial exacta de una 
función T de las coordenadas .v,j^2;; es decir, que 

También supondremos que al fin de un cierto tiempo/ 
la función u d x - ^ - u ^ j - \ - u 2 d z , sea la diferencial exacta, con 
respecto á Ár,^, ¿r de una función <f>' de las cuatro variables 

¿csyyZy t . Vamos á ver que, si esto se verifica, la función 
u d x - ^ - U i d y - { - U z d z , es .una diferencial exacta en todo 
tiempo, ó para cualquier valor de /. 

En efecto, sea para un valor /' del tiempo 
u d x - \ - u i d y - \ - U 2 d z - = d y \ 

siendo <p' una función de x ^ j . z j - ^ d ^ la diferencial total 
esta función, en la que t se ha considerado como cons

tante, ó se ha hecho / • = / ' . 
Entónces tendremos 

c f o ' d'd dy' 
u = - ~ . u L = ~ , U 2 = - j - -

dv * 1 dy ¿ dz* 

y para el tiempo z'+O, siendo 9 infinitamente pequeño, 
dv' , Ldu d'J>' . f. du . dy' A C?MS 

siendo ~ , las derivadas parciales de u y u ^ u i y 

•con respecto á 
La suma u d x - \ - u i d j r - \ - U z d z i se convierte, 1̂ cabo del 

tiempo 9, en 

ó lo que es lo mismo 

Este nuevo valor de la función es, por consiguiente, 
una diferencial exacta con respecto á las variables x,;^, Z , 
si el paréntesis es una diferencial exacta con respecto á 
estas mismas variables. 

Sustituyamos los valores de «,^,«2 en las ecuaciones 



43^ * M O V I M I E N T O D E L O S F L U I D O S . 

(3), las cuales al fin del tiempo /' serán 
^ i _ d p d y c í / « / y , <¿M 

p dx dx ' dx* dy ' dydz dz ' dzdx dt y 
y 1 <2p d W dy' diy' dy' d H ' dut 

p dy d x ' dydx d y ' dz2 dz ' dzdy dt * 

p d i~~~ dx ' dxdz dy ' dydz dz ' dz2 dt ' 

multipliquemos la primera por dx, la segunda por dyy la-
tercera por ¿¿sr, y sumemos; resultará haciendo las reduc
ciones convenientes 

4---^=^P)-(f)-(?)2] 
to nando las'diferenciales sin,hacer variar al tiempo. 

El priner miembro de esta ecuación es una diferenciali 
exacta, si p es constante, lo cual se verifica si el fluido es. 
un líquido homogéneo, ó si p es función de^>, lo que tie
ne lugar para un gas á temperatura constante. El primer 
término del segundo miembro, es también una diferen
cial exacta; luego, el segundo término lo es igualmente, 
y por consiguiente, udx-\-uidy-\-u.¿dz qs una diferencial 
exacta al fin der tiempo /-f-^, si lo es al tiempo / ; luego 
lo es para un valor cualquiera del tiempo. 

Por ejemplo, si el fluido parte del reposo, se tiene en. 
esta época « = 0 , u l = 0 , «2—0 , valores que hacen á 
«¿/x-f-^i^ 4-«¿^ diferencial exacta; y estamos seguros^ 
entonces, de que la condición se verifica durante todo et 
movimiento. 

822, Luego si tenemos á la vez 
X d x + Y d y + Z d s d z z d F , 
udx ü^dy -^u^dz = d f ; 

se deduce de la segunda 
do dv dy 

U dx* **1 dy"* U i ~dz'> 
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y la ecuación de continuidad (4) toma la forma 

dÛ \ d(íl\ d(^) 
/ \ , \ ' d x ) ^ \ ' d y ) t W d z ' n> 

y la trasformacion del párrafo anterior nos da para cual
quier época 

estando tomadas las diferenciales solamente con relación 
á ^c,^, ^, sin hacer variar el tiempo. Integrando bajo el 
mismo supuesto, resulta 

dt' ( . o T - / ^ [ ( ± ) % ( ^ ( ± y 
Si p es constante ó función de j>y puede integrarse 

/ íp, y también si p es función del tiempo /, puesto que 

el tiempo, en todos estos cálculos, se considera como 
constante. 

La ecuación (10) podria completarse con una función 
arbitraria del tiempo pero esta función puede suponer
se co nprendida en la función cp, que está solo definida por 
su diferencial afy, relativa á ^, sin tener en cuenta el 
tiempo /. 

823. En el caso de los líquidos homogéneos, p es 
constante y la ecuación (9) se reduce á 

Cu) ^ i + ^ I + ' ^ o 

y la ecuación (1 o) á 

r dt' 

La resolución analítica del problema se reduce á inte
grarla ecuación con diferenciales parciales (11); después 
de haber encontrado la expresión más general de f, en 
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función de x ^ y ^ y /, la ecuación (12) nos dará p . Des
pués las ecuaciones 

cfrp rfcp á c p 

U ~ d x ' " t — ' d y * U * — d z ' 

darán uy u*. 

Pequeñas oscilaciones de un fluido. 

824. Cuando un Mido está animado de un movi
miento oscilatorio muy pequeño, las ecuaciones del mo
vimiento se simplifican considerablemente. Se pueden 
, , . 1 1 . 1 t du du du despreciar desde luego los productos u —, Mi^> u^¡-> 

cuyos valores son muy pequeños en las ecuaciones (3); 
que se reducen aproximadamente á la forma, 

X — 1 dp__ 
p dx~~~ dt * 

y 1_ dp du^ 
p dy dt ' 

p efe dt ' 

multiplicando la primera por d x , la segunda por ^r, la 
tercera por d z y sumando, resulta 

d T ~ ± . d p = d ^ d x + d 4 ± d j + d - ^ d z . 

p r dt dy dz 

Luego u d x - ^ - U i d y - i r ^ d Z ) es una diferencial exacta con 
respecto á porque la ecuación anterior puede es
cribirse como sigue, 

1 d 
d T d p = - r ( u d x - \ - u i d ^ - \ - u . 2 d z ) > 

Y por consiguiente, u d x - ^ - u ^ j - - \ - u ^ d z es la integral de 
tomada con respecto á / sola, ó lo que es lo 

mismo, la diferencial con respecto á .x, r, ^ de la función 

J * T d t - r - ^ d í . H a g a m o s u d x + U i d y + U z d z ^ d y i 
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resultará d T — ^ = ~ ( ¿ < P ) ^ ( ^ ) ; 

tomando las diferenciales indicadas, solamente con res
pecto á x, y , z. 

Integrando la anterior, será 

' ( • 3 ) T - / ^ - * ' 

ecuación que debemos unir á la ecuación (8), si se trata 
de un gas á temperatura constante, en cuyo caso 

j * — • = l ~ = k l . p \ por ser p=-^-. Si se trata de un 

líquido homogénso / — — y debemos unir laecua-
4 t / P P 

cion (13) á la ecuación (11). 

Integración de la ecuacion—H--^-!-—f—0. 

825. Esta ecuación, que es la (11), tiene una forma 
lineal, y si se tienen várias soluciones,(p^^cp^^cp^í.;i . . . 
se tendrá otra poniendo y=a- \ -&- i -c~ \ - , y también 
igualando <p á la suma de los productos de cada solución 
por las constantes arbitrarias A,B,G.. . . . ; y tendremos 

1 <p=A¿-Í-B¿-f O-t-
Vamos á encontrar las soluciones particulares; sea 

A (fig. 341), un punto cuyas 
coordenadas son x , j^ , ̂ ; y M un 
punto arbitrario cuyas cordena-
das sean x ' , ^ , / , y al cual supon
dremos una masa m cualquiera. 

Siendo la distancia A M = A , es 
Al=:(^—y)?-j-C^-y)2H-(^.T/)2. 

Fig. 341 . La función-™ , considerando 

en ella á xy y , z, como variables, satisface á la ecuación 
propuesta (11). 
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En efecto, se deduce tomando la derivada parcial con 
respecto á 

d m 
A m d \ m x-— 

dx A*" ' Hx A7 * A » 

y también 

A m y—y 

dy A2 A ' 
, m m 2—s' 

Las cantidades , ^ — , son los cosenos de 
A * A ' A 

los ángulos que la recta AM forma con los*ejes coordena
dos;-^ es proporcional á la atracción que el punto A ejer
ce sobre la masa m colocada en M , según la ley de la gra
vitación universal. Luego la función tiene la propie
dad de que sus derivadas parciales, con respecto á x,^,^, 
dan respectivamente las componentes de la atracción que-
el ounto A ejerce sobre el M. 

Las segundas derivadas, 

A • 3m(a5—a;')2 m * 
díx2 A3 A5"' 

d ^ L . 
A 3 m {y—y') m 

dyt As A* * 

dVm 
A _ Zin{z—z') 

dz' A5 A» » 

sumadas, darán 

A A 
j A_ , A _ z m [ { x - x ' ) * - ) - { y - y ' ) * + ( e - z ' Y \ 3?w 0 

•Ax% dy2' dz2 

y por consiguiente -̂ -es una solución de la ecuación (n ) -
Del mismo modo se obtendrán tantas como se quieran. 
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Luego considerando varios puntos M , de masa distin
ta, quedará satisfecha la ecuación (i i ) poniendo 

v m 

Podemos suponer que los puntos M se tocan y consti
tuyen un medio atractivo, cuya densidad ó^masa es
pecífica p', es función de las coordenadas x \ j ^ \ s \ de cada 
punto; la masa elemental será entonces ^dx dy dz' y el 
símbolo £ se convertirá en una integral triple 

* j , i J — — • 

La función y es entónces la función potencial (167) del 
sistema, con respecto al punto cuyas coordenadas son 
v̂̂ »"8» â propiedad fundamental de la función potencial 

es que sus derivadas parciales con respecto á x^y, zf son 
ks componentes de la atracción ejercida por el punta 

T , s o b r e el sistema { x \ y i z') según la ley der 
Newton. 

En el problema especial que consideramos, x ,y',z'y 
pueden suponerse funciones de /; y p' es una función ar
bitraria de las variables x' , / ,-2' , / ; los límites de la inte
gración son funciones enteramente arbitrarias de las va
riables x \ y \ z'. Solo faltará en cada caso particular, deter
minar estas arbitrarias cuya determinación constituye un 
problema muy difícil de análisis. 

Régimen permanente. Teorema de Daniel Bernoulii. 

826.» Se dice que un fluido que se mueve está en r é 
gimen permanente, cuando por cada punto, pasa en cada 
instante una molécula de la misma densidad, sometida á 
la misma presión, y animada de la misma velocidad. Ana
líticamente está definido el régimen permanente por la con
dición deque las cinco variables uy u^ « 2 , / > , p sean indepen-
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dientes del tiempo; el moviniento del sistema reproduce 
en cada instante el estado que existia en el instante ante
rior, lo que constituye una especie de equilibrio m^vil. 
Una corriente de agua, en la cual una porción del líqui
do que pasa, es inmediatamente reemplazada por otra por
ción idéij^ica, y animada del mismo movimiento, ofrece 
una imagen del régimen permanente. 

En el caso actual, se tiene 

i ^ ~ u ' n r * 7 Í ~ U ' ~ d r ~ ~ " ' ' d i ~ ' v ; 

y las ecuaciones (3) se reducen á las siguientes; 
v l dp du , du , du r 
X -f- = u - — h ^ i -TÍ—\- U 9 - T - = U y 

p dx a x 1 dy 6 dz 

Y — y i ^ — u H Ü ^ - d g ^ — z — u * 

Z - f = u 2 4- «1 - r 4-«2 - T ~ U 2» 
p cfó d x 1 dy 35 dz ^ 

llamando u', uif u \ á las proyecciones de las aceleraciones 
sobre los ejes coordenados. Porque en general (819) 

/ 1 , du t d u , du 

U ^ l ü d u = U l ¿ + U i d í + U * — z ' 

por ser ^ ~ 0 , y reducirse el valor de u' á suis tres pr i -
meros términos. 

Multiplicando estas ecuaciones por dx, dy, dz respec
tivamente, sumando, y recordando que X.dx-\-Ydy-\-TLdz 
= ¿ / T , resulta 

(14) d T —-d$ — u ' d x u i d : / - \ - u . 2 d z . 

Sabemos que d x = u d í f dy—uldt,dz=u^dt; sustituyen
do en el segundo miembro, se reduce á 

^udt-\-u xulidt-\-u%u i d t ~ u d u '^-uidui -{ -Uídu2 

puesto que u ' d t = ^ d t = d u , y lo mismo los demás. Y la 
ecuación (14) puede ponerse bajó la forma 

d T — — d p — u d u 4- Uidui -f- u%du%— i ¿/( «2 4- «i2 •+• « 2 2 ) ; P 
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pero í f i - { -up • \ - ü £ ' = v ' * , cuadrado de la velocidad de la 
molécula que pasa por el punto {xyj^^z)\ luego será 

Integrando se tiene 

(15) T — J ^ y cons.te 

En el caso de los líquidos homogéneos, seráJ^^==zj' 

en el caso de un gas á temperatura constante J ^ ^ ^ i k l . p , , 

por ser p=:-p. 
827. El teorema de Daniel Bernoulli que es el fun

damento de la Hidráulica, es una consecuencia de la ecua
ción (15), aplicada á los líquidos homogéneos pesados. En 
estos fluidos la única fuerza que actúa sobre ellos es la 
gravedad, y tendremos 

X = 0 , Y = 0 . Z = ~ g y 
luego d T — — g d z y 

T — — g z . 

La ecuación (15) se reduce cambiando los signos, á la 
siguiente: 

' V . v* „ H — - — =cons. 

y determinando la constante 

K ' Pg %g 0 Pg 2g 

Siendo H una altura constante, JZ0 la altura de un pun
to del líquido sobre el plano horizontal de comparación; 
la relación —, de la presión á es la altura que repre

senta la presión; v0 es la velocidad de las moléculas que 

pasan por este punto, y-^-, es la altura debida á esta ve

locidad. 
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Sumando estas tres alturas en todo punto de un mismo 
filete líquido, sometido al régimen permanente, se obtie
ne un nivel constante, que se llama en Hidráulica, plano 
•de carga. 

Esto, supuesto, el enunciado del teorema de Daniel 
Bernoulli es: que en todos los puntos de un filete liquido pe
sado, que satisface á las condiciones de la permanencia del ré . 
gimen, la altura del plano de carga es constante. 

Esta conclusión supone que el líquido es perfecto, ó 
que no tiene viscosidad, de lo contrarío la presión alre
dedor de un punto, no s^rá la misma en todas direccio
nes; las ecuaciones generales del movimiento deberán 
modificarse, y resultarán, de un punto á otro del mismo 
filete, diferencias de nivel para el plano de carga, debidas 
al trabajo de los rozamientos interiores. Estas diferencias 
S Í llaman en Hidráulica pérdidas de carga. 

Demostración directa del teorema de Bernoulli. 

828. Este teorema puede demostrarse directamente, 
^in el auxilio de las ecuaciones generales de la Hidrodi
námica, aplicando al filete líquido pesado el teorema de 
las fuerzas vivas. 

Sea AB (fig. 342), el filete considerado, animado de un 
movimiento permanente en virtud 
del cual, un pequeño volumen del 
líquido se mueve ocupando su l u 
gar el volumen igual siguiente. To
memos dos puntos A y B sobre este 
filete; en el punto A sean w la sec
ción, p la presión, v la velocidad, y 
Z la altura A^, sobre un plano ho
rizontal P; en el punto B sean 0/ la 
sección, y la presión, v la veloci

dad y Z' la altura BO sobre el mismo plano. 
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Los productos uv, toV, representarán cada uno el gasto 
del filete, es decir, el volumen que pasa en la unidad de 
tiempo por las secciones A y B. Este volumen es el mis
mo en estos dos puntos, á causa de la incompresibílidad 
del líquido y de la permanencia del régimen; representé
mosle por Q, el volumen que pasa durante el tiempo dt 
será igual á Qi / , en cualquier punto del filete AB. 

A l filete AB, que pasa de la posición AB á la posición 
A'B', durante el tiempo dt, apliquémosle el teorema de 
las fuerzas vivas entre estas dos posiciones. La porción 
A'B común á estas dos posiciones, está ocupada en las 
dos épocas por moléculas de la misma masa, y animadas 
de la misma velocidad; luego las fuerzas vivas correspon
dientes, son iguales en estas dos épocas y ss destruyen en 
la diferencia. Veamos la diferencia entre la fuerza viva de 
la masa BB' y la fuerza viva de la masa AA'; el volumen 
común ocupado por estas masas es Ha nando pal peso 

específico del líquido, ^—es la masa, y —^ (t/2—i;2), es 

el incremento de la fuerza viva del sistema, al pasar de la 
posición AB á la posición A'B'; y este incremento de la 
fuerza viva es igual al duplo del trabajo de las fuerzas 
que son aquí la gravedad y las presiones. 

Para calcular el trabajo de la gravedad, supondremos 
como en Hidrostática (768), que el peso A A' pasa á la po
sición BB', permaneciendo la parte A'B inmóvil, el tra
bajo buscado será pQdt^z—2'). 

Las presiones laterales al filite producen un trabajo 
nulo, porque son normales á las trayectorias de sus pun
tos de aplicación. Basta considerar la presión en A y la 
presión en B, en sentido del filete; la primera es igual á^w, 
y el camino descrito por su punto de aplicación en la d i 
rección misma de la fuerza es AA.'=vdt; luego su trabaja 
es p u v d í —pQdt. El trabajo de presión en B es negativa 
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é igual a —p'Qdt. Reuniendo todos estos trabajos, tendré 
mos por el teorema de las fuerzas vivas 

suprimiendo fel factor común pQdt y trasformando, re
sulta 

que es la ecuación (16), que antes hemos obtenido y que 
da el teorema de Daniel Bernoulli. 
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Salida de un líquido pesado por un orificio horizontal.—Nivel cons
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Salida de un líquido pesado por un orificio horizontal. 

829. En la lección anterior hemos establecido las 
ecuaciones generales que rigen el movimiento de los 
fluidos, ecuaciones muy complicadas, que sólo pueden 
integrarse en casos particulares; allí hemos examinado 
algunos de estos casos, y vamos en esta lección á exami
nar algunos otros. 

Cuando un líquido pesado, homogéneo, contenido en 
un vaso, sale por un orificio horizontal practicado en el 
fondo del vaso, la experiencia enseña que las moléculas 
situadas en una misma capa horizontal en un cierto ins
tante, siguen en esta capa hasta que están próximas al 
orificio; de manera que las capas horizontales infinita
mente delgadas se reemplazan sucesivamente unas á otras, 
permaneciendo paralelas entre sí. Se pueden despreciar 
las velocidades horizontales , cuando las secciones varían 
poco en toda la extensión del vaso, y sus dimensiones son 
muy pequeñas con respecto á la altura. Entónces sólo hay 
dos incógnitas en el problema, la velocidad vertical de 

MECÁNICA RACIONAL.—TOMO I I . 29 
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una capa, y la presión, las cuales vamos á determinar, en 
función de la distancia de la capa á un plano horizontal, 
y del tiempo. 

Tomemos el eje de las z vertical y de arriba á abajo; 
tendremos 

X = 0 , Y = 0 , Z ^ s , 
y la última de las ecuaciones (3) ñ.0 819, 

v l dp dut dut du2 dut 

p ¿2 dx dy 1 dz dt 1 

se convierte en la siguiente 
z v dp / du^ du* \ 

(O - i = p ( ^ - ^ - ^ - ) ' 
por ser u = 0 i u l = 0 . Las otras dos ecuaciones se redu
cen á 

d x ' dy 

830. Expresaremos fácilmente la hipótesis del parale
lismo de las capas, igualando la cantidad de líquido que 
pasa por una sección horizontal cualquiera del vaso, á la 
que sale por el orificio durante el tiempo di; sea w el área de 
lá sección, cuya altura es S el área del orificio y v la 
velocidad de las moléculas en este orificio. Las cantidades 
de líquido que pasan por las áreas^y S, en el tiempo dty 
son MU2dt y Svdt, 

luego 
M t í t d t ^ ^ S v d t , 

de donde 

(2) u 9 = — . 

Las velocidades u* y v dependen del tiempo / ; v es 
función solamente de í, y «2 es función de ^ y de /k E l i 
minemos «s entre las ecuaciones (1) y (2,), tendremos 



SALIDA DE LOS LÍQUIDOS POR ORIFICIOS. 45 l 

integrando esta ecuación con respecto á 2, resulta 

(4) i>=c+g?*—?sdtj ñ—?ár*' 
la constante C es independiente de z, pero puede ser 
función de /. 

Sean P la presión constante ejercida sobre la superficie 
superior del líquido y P' la presión en el orificio, se ten
drá P—P', si todo el aparato está en el mismo medio, por 
ejemplo, en el aire, ó en el agua. Sean h la distancia de 
la superficie libre del líquido al plano ^ 7 , / la distancia de 
dicha superficie al orificio; tendremos />=P,para Z — h, y 
la ecuación (4) nos dará 

representando por O el área de la sección del vaso en la 
superficie libre del líquido; por consiguiente 
, ' T> , / 7 \ 0 dv P dz S V / 1 1 \ 

<5) í = P + ^ - A ) - P s ^ y - ¡ T - P — s ) -
Par z — h - \ - l , se tiene P'=/>, w==S, y por consiguien

te, si hacemos 
d,z 

resulta 

(6) ^ ( / + 5 ) = w S ± . + é ( l — 

Ahora conviene distinguir dos casos, según que el nivel 
del líquido sea constante ó variable. 

Nivel constanté. 

831. En este caso, despejando di la ecuación (6), 
resulta 

(7) ¿ ' = r a -
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Poniendo para abreviar 1—~=a2, 2g( l - \ -S)=kK 
Integrando la ecuación (7), resulta 

Jca ' c ^ k—av' ' 

Suponiendo las velocidades nulas para / = 0 , y la cons
tante c = l ; y resolviendo la ecuación con respecto v , será 

aM 
h l — e mS 

(8) v = - T — ^ 

Conocida v, la ecuación (2) dará uh y la ecuación (5) 
daráj). 

En la expresión del valor de v vemos, que al cabo de 
un cierto tiempo, tanto más pequeño cuanto menor sea. 

S, v será constante é igual á z = ^ ' ^ £ ! t ^ ; y los valo-

1 "o* 
res de u2 y p convergen hácia los límites correspon
dientes. 

Si despreciamos el cuadrado d e , el límite de v será. 

1/20 (/+8). ó cuando 3 = 0 , v = [ / 2 g i ; es decir, cuando la. 
presión exterior es la misma en el orificio y sobre la su
perficie libre del líquido. Luego esta velocidad es la 
misma que la que adquirirla un cuerpo pesado cayendo en-
el vacío de una altura igual á la del líquido en el vaso. E l 
resultado que expresa la fórmula v = \ / ' 2 ^ i y es lo que se 
llama teorema de Torricelli. 

832. Cuando la velocidad v llega á ser constante,. 

-^-==0, y la ecuación (5) se reduce á -

pero en el caso de equilibrio, la presión es igual á 
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por ser ^ = 0 , la cual es menor, en el estado de movi
miento, para las secciones en que se tenga to<CO; es decir, 
para aquellas cuya área es menor que la superficie libre 
del líquido; por el contrario, es mayor para las secciones 
cuyas áreas son mayores que O. 

El volumen V del líquido, que sale de la vasija al cabo 
de un tiempo /, se obtiene integrando SW/ entre los lí
mites 0 y / , después de poner por v su valor (8); se 
tendrá 

aM yjct 
irriÁ 2mS 

S2 O2 
Al cabo de cierto tiempo se podrá despreciar la segun

da esponencial y se tendrá aproximadamente, poniendo 
por h su valor /i^fSjT, 

. / 1 1_ _1 
V S2 O2 S2 O2 

El primer término del segundo miembro es el volu
men que hubiera salido, si la velocidad hubiera sido desde 
el principio igual á su límite. 

Nivel variable. 

833. En este caso m y O son funciones conocidas de 
Jt, por la ecuación 

siendo ¿ la distancia constante del orificio al origen de las 
z . Será necesario expresar que el líquido, que sale en un 
intervalo de tiempo dt, es igual al volumen comprendido 
entre los dos niveles correspondientes al principio y al fin 
de este intervalo. De este modo obtendremos, Odk=Svdty 

. f \ dh Sf 
ó fe) a r = ~ . 
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La ecuación (6) se reduce á 

(lo) ^ + 5 _ A ) = w S § + i S ^ ( i r - i ) . 

Eliminando ¿//entre las ecuaciones (9) y (10) y po
niendo 'z;2=2<g-̂ , resulta 

dz 

ecuación lineal que podemos integrar. Cuando z sea co
nocido en función de ^ se conocerá v en función de /. 
La cantidad de líquido, que ha salido del vaso, se determi
nará calculando el volúmen del vaso comprendido entre 
el nivel inicial y el nivel variable. 

Si el área S del orificio es muy pequeña, la ecuación 
6) se reduce á 

lo que da para v la velocidad límite que hemos obtenido 
para /— 0 0 . La velocidad qüe da la experiencia, es me
nor que la teórica calculada por esta fórmula, en la rela
ción casi constante de 0,62 á 1. 

Aplicación del teorema de Bernou lli á la salida del líquido por 
orificio practicado en pared delgada. 

834. El teorema de Bernoulli permite también deter
minar de un modo muy sencillo, la velocidad v de un punto 
de un filete líquido, animado de un movimiento perma
nente, cuando es conocida la presión en este punto. Sea 
PQRT (fig. 343), un vaso de forma cualquiera en el cual 
el líquido conserva un nivel constante L T ; en cuya 
pared, que supondremos delgada, se practica un orificio» 
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CD por donde sale el líquido; al cabo de un tiempo muy 
corto, se establece el régimen 
permanente. Se pide la veloci
dad v en la sección as, donde 
la salida se verifica por filetes 
paralelos, y que se llama sec~ 
cion contraída de la vena líqui
da; esta sección está muy pró
xima al orificio CD cuando la 

j í i g , 343. pared es suficientemente del
gada. 

La presión en todos los puntos de la sección as es igual 
á la presión atmosférica; porque si no lo fuera, la vena lí
quida tendería á contraerse ó á dilatarse, por la presión 
atmosférica que se ejerce á su alrededor. Consideremos 
en particular el filete que pasa por un puntos de esta sec
ción; sea A n la traza del filete en el interior del vaso, 
que supondremos prolongado hasta una porción del lí
quido en que la velocidad es muy pequeña. La ecuación 
del gasto 

prueba que las velocidades v y v' varían en razón inversa 
de las áreas de las secciones w, w'. Siendo la sección del 
vaso mucho mayor que la sección de la vena en as, las 
velocidades en el interior del vaso son necesariamente 
mucho menores que la velocidad á la salida; de modo que 
podemos suponer que la velocidad en el punto A se pue
de despreciar sin error sensible. 

Sean ^ = A A ' la altura del punto A sobre un plan ho
rizontal SS', p la presión en el punto A; llamemos v a l a 
velocidad en el punto nyz'==nm, á la altura de n sobre 
el mismo plano, y PQ á. la presión en n, igual como sa
bemos á la presión atmosférica. Aplicando la ecuación de 
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Bernoulli, tendremos 

P 2(7 p 
Son desconocidos p\ mas como en el punto A la ve

locidad es casi nula, la distribución de las presiones difie -
re muy poco de la presión de un líquido pesado en equili
brio, que es según la Hidrostátíca z + Esta función es 
entonces independiente de la posición del punto A; to
mémosla para un punto M de la superficie libre L T ; eh 
este punto, la presión es igual á la presión atmosférica ó 
á />0, si el vaso está abierto al aire libre, y los niveles L T 
y as no distan mucho uno de otro; sea Z la altura de la 
superficie libre del líquido L T sobre el plano de compa
ración SS'; tendremos 

p P 
y la ecuación anterior se convierte en 

P. 2sr p 
de la que se deduce 

^ = / 2 ^ ( Z ^ 7 ) = l / Í ^ , 
llamando ^ á la altura vertical desde L T á la sección con
traída. Volvemos á encontrar el teorema de Torricelli. 

gasto Q es ^w, siendo w el área de la sección contraí
da, y ^ la velocidad del líquido en dicha sección, y será 

Q==cov/i^. 
Por la experiencia se ha determinado la relación g del 

área de la sección contraída al área del orificio, esta rela
ción que se llama coeficiente de contracción, es ^ = 0 , 6 2 , y 
la expresión del gasto toma la forma 

Q = 0 , 6 2 S / i ^ . 



PASO DE UN LIQUIDO POR UN CANAL. 4.57 

faso de un líquido en filetes rectilíneos paralelos, por un canal 
ó por un tubo. 

835. Cuando un líquido, animado de un movimiento 
que satisface á las condiciones de permanencia, corre por 
un canal ó por un tubo, en filetes sensibles rectilíneos y 
paralelos, las presiones se distribuyen en una misma sec
ción trasversal según las leyes de la Hidrostátira, es de
cir, como si el líquido estuviera en equilibrio en el vaso 
que lo contiene. 

Para demostrarlo, tomemos las ecuaciones del movi
miento de un líquido homogéneo 

}_(lV , 
P d® 

v 1 ^ — .Z 
P d y 

p ds 

y la ecuación de continuidad 
du diii j . dut Q 

. dx dy dz 

Las cantidades u \ u'u ti^ representan las proyecciones 
de la aceleración sobre los ejes. Supongamos que el eje 
de las x es paralelo á la dirección de los filetes; las velo--
•cidades y u2 son cero, lo mismo que las aceleraciones 

41 i y u'%. Luego ~ — 0 , ^ = 0 , y la ecuación de conti

nuidad se reduce ~ = 0 ; y como siempre 
9 d u t d u . d u . d u 

" ^ T x + ^ + ^ - d r + d T ' 

«n la cual —•=0, por ser el régimen permanente; tam

bién ^ = 0 , ^ = 0 y «2=0, luego u=0y y la velocidad 
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u es constante para un mismo filete, y el movimiento es: 
uniforme. 

Las tres ecuaciones del movimiento se reducen á las 
siguientes: 

nY 

t ^ 
es decir, á las ecuaciones del equilibrio, ó de la Hidrostá— 
tica, y las presiones se distribuyen en el interior de la ma
sa líquida como si estuviera en equilibrio. Esta conse
cuencia sólo se verifica para una longitud infinitamente 
pequeña de la corriente, si se trata de un líquido natural; 
pues para mayor extensión deberíamos tener en cuenta la 
viscosidad. Por fin, esta proposición sólo se verifica para 
la distribución de las presiones en una misma sección 
trasversal. 

836. Apliquemos este teorema a la salida de un lí
quido por un orificio que lleva un tubo adicional. Por 

el orificio CD (figu
ra 344), sale un líqui
do contenido en el va
so LCD, mantenido á 
un nivel constante 
L T ; el líquido corre 
en filetes paralelos por 
un canal, cuyo fondo 
está representado en 

la figura por H D . 
Sea EF la sección más aproximada al orificio, en donde 

la corriente por filetes paralelos se establece; designemos 
por v la velocidad del filete líquido que atraviesa dicha, 
sección en el punto sea^' la presión en este punto y 
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la altura -pp' sobre el plano de comparación SS'; z y p las 
cantidades análogas en otro punto A del mismo filete, 
tomado en el vaso bastante lejos del orificio para que la. 
velocidad sea sensiblemente nula. Por el teorema de Ber
noulli, tendremos 

z - \- J — = — -\ h Z . 
P 2.7 p 

Sabemos que 2; + —-rr=Z-f-— siendo Z la altura 
• f ^ • ^ R ^ ~ 

del nivel libre del líquido L T , y p0 la presión atTiosfe-
rica. También el paso por la sección EF se verifica por 
filetes paralelos, y las presiones en esta sección están dis
tribuidas como si el líquido estuviera en reposo. Luego 

^ - | _ i L — Z ' - j - — , siendo Z' la altura de la superfi-
. p P . r 

cíe libre en el tubo adicional, y la fórmula se reduce á. 

Z - 4 - ü i = Z ' - f ^ + - ^ , 
f> p , 2¡7 ' 

de donde se deduce 

siendo k la diferencia de nivel entre la superficie libre del 
líquido en el vaso y la superficie libre en el canal de salida. 
Todos los filetes líquidos que atraviesan la sección EF, 
están animados de la misma velocidad. 

Del mismo modo probaríamos, que cuando un líquido 
pesado sale por un orificio sumergido, es decir, cuando 
la vena líquida penetra en un líquido en equilibrio, la ve
locidad de salida es igual á la velocidad debida á la d i 
ferencia de altura comprendida entre el nivel del líquido 
en el depósito superior y el nivel del líquido en el depósi
to inferior. 
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Aplicación del teorema de las fuerzas vivas á las máquinas 
1 hidráulicas. 

Sjy. Las máquinas hidráulicas se ponen en movi
miento por la fuerza del agua. Sea para fijar las ideas C 
una rueda hidráulica de paletas curvas (fig. 345), en la 

cual el agua 
obra sobre 
las paletas, 
pasando del 
depósito su
perior al de
pósito infe-
rior; el mo-
vimiento 

Fig. 345. de l H ™ d o 
es sensible

mente permanente, el sistema móvil se volverá á encon
trar en una situación exactamente semejante á la que te
nía; al cabo de un tiempo muy corto, que la paleta ab i n 
vierte en pasar al lugar de la paleta siguiente afr'. Sea 8 
este tiempo, y apliquemos el teorema de las fuerzas vivas 
á la masa líquida durante este intervalo de tiempo. Con
sideremos dos secciones trasversales, unaFF'en el depó
sito superior, y otra G H en el inferior. 

Todo filete líquido que atraviesa la primera en un pun
to^ se encontrará en la segunda en un cierto punto q; sea 
w el área de la sección del filete y v la velocidad del líqui
do en el punto p . 

El volumen que ha pasado durante el tiempo 0 por una 
sección de este filete será owO; el volumen que pasa por la 
sección total en el mismo tiempo, será Stoí;0=0Stóz;r=Q9, 
llamando Q al gasto total de la corriente de agua en una 
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unidad de tiempo. En el tiempo 9 la sección FF', pasa á 
ocupar la posición EE', y si admitiinos que la velocidad u 
sea común á todos los filetes, el camino recorrido es igual 
& d s = v § . Designemos por las cantidades análogas 
relativas al filete q en la sección GH; el volumen gastado 
en el tiempo 0 será también Q9, y la sección GH ocupará 
la posición G'H', recorriendo el camino i/O. 

La parte del sistema líquido comprendido entre las-
secciones FF' y GH se compone en las dos épocas de las 
mismas moléculas animadas de las mismas velocidades; el 
incremento de la fuerza viva entre las dos épocas es, por 
consiguiente, la diferencia entre la fuerza viva de la masa-
GHH'G', y la fuerza viva de la masa FF'EE', es decir,, 

esta diferencia será igual al duplo de la suma algébrica de 
los trabajos desarrollados por el sistema. Ahora las fuer
zas que solicitan al sistema son la gravedad, la presión 
atmosférica, las presiones propias del líquido, la resisten
cia opuesta por la rueda, y ciertas resistencias accesorias, 
análogas á las resistencias pasivas. 

El trabajo de la gravedad es igual al que desarrolla la 
masa FF'EE' al pasar á la posición GHH'G'; el peso de 
esta masa es pQO. Sean h y ti las profundidades de la cor
riente de agua en las secciones FF', GH; Z y Z' las altu
ras de los niveles L T y L'T ' sobre un plano horizontal SS';. 

h 
el centro de la masa superior será la cota Z — y , y el de 
la masa inferior la cota Z '—supuestas las secciones 
rectangulares. Luego el trabajo de la gravedad es 

• pQfr(z-l-z;+4-). 
La presión atmosférica puede considerarse como ac

tuando sobre todo el volumen líquido, porque se ejerce 
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en la sección superior, en la inferior y en las paredes la
terales. Su trabajo es nulo, puesto que el líquido no cam
ba de volú nen. 

Las presiones laterales no desarrollan ningún trabajo, 
suponiéndolas normales á los caminos recorridos por sus 
puntos de aplicación; no hay, pues, que tener en cuenta 
más que las presiones de arriba y de abajo en las seccio
nes FF'y GH, haciendo abstracción de la presión atmos-
íerica, las cuales se distribuyen según la ley de la H i -
drostática (766). La presión media en la sección FF' es 
igual á la presión sobre el centro de gravedad, ó á p — ; 
y está aplicada á toda la sección F'F, su trabajo se obten
drá multiplicando p — por el área de la sección FF', y por 

el camino descrito ^0, lo que equivale á multiplicar o— 
por Q9; luego el trabajo de la presión de arriba es igual 
á -f-p—QO; del mismo modo el trabajo de la presión 

de abajo, que es resistente, es—p 

El trabajo de la resistencia de la rueda es igual y con
trario al trabajo de las acciones normales ejercidas por el 
agua sobre la rueda, ó al trabajo motor trasmitido al apa
rato; designemos por TTO9 este trabajo, llamando Tm el 
trabajo trasmitido á la rueda en la unidad de tiempo. 

Por fin, designemos por —T -̂ la suma de los trabajos 
resistentes accesorios, referidos á la unidad de tiempo. 

El teorema de las fuerzas vivas, da la ecuación 
|_Q9(^W)=pQ9(Z--A-Z'+4)+pA.Qe_pZQ9 

— T 0—TO 
y reduciendo 

t . = f Q ( Z - Z ' + ^ ) - f Q ^ - T / . 
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Tal es la ecuación de las fuerzas vivas para una máqui-
na hidráulica. En ella pQ — es la mitad de la fuerza viva 
"gastada en la unidad de tiempo por el canal de llegada; 
(Z—Z'jX pQ es el trabajo debido al salto; es decir, el pe
so del agua por la altura Z—Z'-^Q— es la mitad de la 
fuerza viva conservada por el agua cuando deja la rueda, 
y'Tj es el trabajo debido á la viscosidad, á los rozamien
tos del líquido con el lecho del canal, con la rueda y consi
go mismo. 

El trabajo utilizado por la rueda aumenta con la altura 
del salto Z—Z'; y también aumenta cuando la velocidad v' 
y el término T̂ - disminuyen. Así, el mejor receptor h i 
dráulico será aquel en que el agua entre sin choque, y 
salga sin velocidad. 

Si entra sin choque, el término T̂ - es sensiblemente 
nulo; si sale sin velocidad ^ '=0 . Pero es imposible satis
facer completamente á estas condiciones. 

El término pQ ^Z — Z' -f- - ^ ) representa la fuerza ab
soluta del salto, y el trabajo utilizado por el receptor no 
es más que una fracción del trabajo desarrollado por esta 
fuerza. Esta fracción es la medida del rendimiento de la 
máquina. 

Fórmula de Gérardin. 

838. La nueva fórmula de los motores hidráulicos de 
M . H . Gérardin, dada en su teoría de los motores hidráu
licos, está fundada en el teorema de los momentos de las 
cantidades de movimiento, aplicado á la masa fluida^ con 
respecto al eje de rotación del receptor; este método tie
ne la ventaja de eliminar las fuerzas interiores. 

Consideremos en el instante t una porción del líquido 
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actuando sobre la rueda y comprendido entre una sec
ción del canal de arriba y una sección del canal de abajo. 

Sean m la masa de una molécula, v su velocidad, r su 
distancia al eje del receptor, a el ángulo que forma la ve
locidad v con el arco infinitamente pequeño que descri-
biria en el tiempo dt el punto geométrico ocupado por la 
molécula 7», si fuera arrastrado por la rueda, y w la velo
cidad angular, constante ó variable, de la rueda. 

El producto mvr eos a será el momento de la cantidad 
de movimiento de la masa m con respecto al eje; ümvrcosa 
representará la suma de los momentos de todas las mo
léculas comprendidas entre los límites indicados. Llame
mos M á la suma de los momentos, con respecto al eje 
de la rueda, de las fuerzas exteriores que solicitan la. 
masa fluida, prescindiendo de las reacciones ejercidas por 
la rueda sobre las moléculas que la tocan; las fuerzas 
comprendidas en la suma M son por consiguiente la gra
vedad, las presiones del fluido que rodea á la máquina», 
las presiones normales de las paredes fijas, la resistencia 
del aire y los rozamientos de las paredes. 

Sea [x la suma de los momentos con respecto al mismo 
eje de las acciones ejercidas por la rueda sobre la masa 
fluida;-—será la suma de los momentos de las reaccio
nes del fluido sobre la rueda. 

Aplicando el teorema de los momentos de las cantida
des de movimiento á la masa fluida, durante un interva
lo de tiempo dt, tendremos 

i . (Sarcos a)==(M— 

ó ¡JL—M ^ j - % mvr cosa; 
; CÍO 

multipliquemos por udt, ángulo descrito pOr la rueda en 
el tiempo di; el producto ik.udt será el trabajo elementa^ 
dT trasmitido á la rueda, y tendremos 

- d'V=Miúdí—-W^S mocosa), 
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fórmula muy notable, que no se funda en ninguna h i 
pótesis, y que no supone ninguna permanencia de régi
men, ni de continuidad de la masa fluida en movimiento. 

El trabajo trasmitido dT no es tampoco utilizado en
teramente por la rueda; el mejor aprovechamiento corres
ponde al caso en que la velocidad angular w es constante; 
de otro modo, una porción del trabajo motriz se consume 
en pura pérdida, para producir las variaciones de veloci
dad del cuerpo que gira. 

MEC/NÍCA RACU)NAI,—TOMO I I . 30 



LECCION LXVIII . 

Vibraciones de los gases en tubos cilindricos. Ecuación del mov i 
miento.—Integración y discusión de esta ecuación.—Tubo cerrado 
por un extremo é indefinido por el otro.—Tubo indefinido en un 
sentido y abierto en un medio gaseoso de densidad constante.— 
Tubo cerrado por sus dos extremos.—Tubo limitado abierto por sus 
dos extremos.—Tubo limitado abierto por un extremo y cerrado por 
el otro.—Velocidad del sonido en los gases. 

Vibraciones de los gases en tubos cilindricos. Ecuación del 
movimiento. 

Fig. 346. 

839. Para estudiar el movimiento vibratorio de los 
gases en tubos cilindricos sea PQ (fig. 346), un tubo ci

lindrico lleno de 
aire á presión y tem
peratura constan
tes y cuya sección 
recta es arbitraria; 
tomemos el eje del 

cilindro O X por eje de las x , y por origen el punto O 
de esta recta. Supondremos que en el movimiento del gas 
en el interior del tubo, las moléculas situadas al principio 
del movimiento en una sección trasversal se trasladan 
todas juntamente, de manera que en cada instante se en
cuentran en un plano normal al eje OX. Esta condi
ción puede satisfacerse al principio del movimiento, y el 
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cálculo que vamos á verificar prueba que puede admitirse 
durante todo el movimiento. 

Sea en el origen del movimiento, ó para / = 0 , A una 
capa trasversal cuya abscisa es x; al fin del tiempo /, esta 
capa se encuentra en A' sin dejar de ser normal áOXy su 
abscisa e.sx-\-u\ consideremos al principio del movimien
to una segunda capa B cuya abscisa será x-\-dx, al fin de 
tiempo / , se habrá trasladado á B' , y su abscisa será 

x-^-dx -^-u-^-^dx. Establezcamos la ecuación del movi
miento de la masa gaseosa comprendida, al fin del tiem
po entre las capas A y B, y al fin del tiempo entre las 
capas A' y B'. 

Para no tener en cuenta el peso del aire, supongamos 
el tubo horizontal; la pequeña densidad de los gases 
nos permitirá despreciar la gravedad con respecto á las 
presiones, y también despreciar las variaciones de presión 
y de densidad que resultarán en el estado de equilibrio, 
para una inclinación dada del tubo, y los resultados que 
obtengamos serán generales. El movimiento de la capa 
gaseosa estará definido por el valor de u en función de /; 
y la aceleración será igual á Sea m la masa de la canti
dad de aire comprendida entre los planos A y B al fin de 
tiempo /, ó entre los planos A' y B', y p, p' las presiones por 
unidad de superficie en los planos A' y B', la ecuación 
del movimiento representando por to el área de la sección 
será 

( 0 

840. Sea p la densidad del gas en el estado de reposo, 
y á la temperatura que posee al principio del movimiento, 
será pw¿/.r. Para determinar completamente la ecua
ción ( i ) , debemos expresar / y/)' en función de las varia-r 
bles u y x\ lo cual conseguiremos por medio de las leyes 
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de Mariotte y Gay-Lussac. Sean al efecto pQ la presión 
del gas al estado de reposo en la sección A, OQ SU tempera
tura, a su coeficiente de dilatación, 9 su temperatura al 
estado de movimiento al fin del tiempo /, en el interva
lo A'B' y la presión en la sección AV Entre las presio
neŝ ) y /)0 existe, según las leyes de Mariotte y Gay-Lus
sac, la relación 

p vol . ABx(l-f-aQ) d x l-j-gQ 

V2) i>0 vol . A 'B'x(l+oc9o) d x ^ — d x ^ ^ ^ 
dx 

a y ^ - son cantidades muy pequeñas, y desarrollando 

por la división, podemos poner en su lugar los dos 

primeros términos del cociente, l-f-a(Q—0o); y del mis

mo modo, en vez de ^—r , 1 — ; resulta 
» . . dx ' 

(3) í = Á ( 1 + ^ («-«o))(l - s - ) = ^ o [ l - ^ C -

despreciando el término—a(9o—9), que es muy pequeño.-

La diferencia áz las presiones/»—p', es la diferencial 
parcial de j), tomada con relación á la variable x , y con. 
signo contrario; bastará, pues, para obtener p—p', dife
renciar con respecto á x la ecuación (3), y cambiar el sig
no al resultado. Pero ántes de diferenciar conviene ex
presar la diferencias—90 en función de las variables x y u. 

841. La temperatura de una capa gaseosa crece con 
la presión que experimenta esta capa, y se encuentra la 
relación que existe entre estas dos cantidades, por medio 
de las siguientes consideraciones de Termodinámica. 

Se sabe que el calor produce trabajo, y el trabajo mecá
nico produce calor; y bajo este punto de vista el calor es 
análogo á la fuerza viva, porque el movimiento de todo 
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sistema material presenta una serie de cambios entre la 
fuerza viva y el trabajo de las fuerzas interiores y ex
teriores. 

h\ calor latente de fusión de los sólidos, y el calor la
tente de vaporización de los líquidos no son sensibles al 
termómetro, ó no producen aumento alguno en la tempe
ratura de estos cuerpos. La cantidad de calor qu.e reciben 
estos cuerpos verifica un cierto trabajo, que consiste en. 
la disgregación de las moléculas, que de sólidas se con
vierten en líquidas ó gaseosas, y este trabajo equivale al 
calor empleado en producirlo. Guando se calienta un gas 
en vasija cerrada, sucede una cosa análoga; si no se le 
permite ocupar un volumen mayor, su temperatura se ele
va de un cierto número de grados, para una cantidad de
terminada de calor que se le comunica, y al mismo tiem
po su presión aumenta. SÍ se calienta del mismo número 
de grados, dejando que aumente su volumen, de manera 
que su presión permanezca constante, se observa que.es 
preciso comunicarle una cantidad de calor mayor que en 
el caso de ser su volumen constante. En el primer caso, 
el calor sólo ha producido el efecto de calentar el gas; en, 
el segundo, una parte ha producido el caldeamiento, y la 
otra se ha trasformado en el trabajo molecular de la ex
pansión del gas. • , 

La cantidad de calor contenida en un cuerpo, se mide 
por la suma de las fuerzas vivas de las moléculas, corres
pondientes á sus pequeños movimientos vibratorios. De 
suerte, que la fuerza viva total de un sistema material 
consta de tres partes: la fuerza viva debida á la traslación 
del sistema, suponiéndole concentrado en su centro de 
gravedad; la fuerza viva en el movimiento con relación a, 
ejes de dirección constante, trazados por su centro de gra
vedad; y la fuerza viva debida a las pequeñas vibraciones 
de las moléculas materiales alrededor de sus posiciones 
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medias, que mide como hemos dicho, la cantidad de calor 
contenida en el sistema en el instante considerado. 

842. La unidad usada para medir las cantidades de 
Calor se llama caloría, que es la cantidad de calor nece
saria para elevar de cero á un grado centígrado la tempe
ratura de un kilógramo de agua líquida. 

Se llama calor específico de un cuerpo el número de 
Calorías que hay que emplear para elevar la temperatura 
de un kilógramo de este cuerpo, de cero a un grado cen
tígrado. Como al calentarse el cuerpo, se dilata y verifica 
un cierto trabajo, la cantidad de calor necesaria para elevar 
de un grado su temperatura es superior á la que produ
ciría el mismo efecto, si el volumen del cuerpo permane
ciera constante. Hay, por consiguiente, para un mismo 
cuerpo dos calores específicos, el uno á volumen constantey 
y el otro z.-presión constante-, estas cantidades son diferen
tes para todos los Cuerpos; pero la diferencia es muy pe
queña para los sólidos y los líquidos, que son muy poco 
dilatables, y es muy considerable para los gases, que son 
muy dilatables. Para encontrar con exactitud la relación 
del trabajo al calor que lo produce, conviene escoger, como 
ejemplos, cuerpos cuyas dilataciones no den lugar á nin
gún trabajo interior; los gases son los que mejor satisfa
cen á esta condición, porque sus moléculas son más inde
pendientes y tienen menos viscosidad. 

843. Sea V un cierto volumen de gas, á la tempera
tura cero, bajo la presión p, sea P el peso específico de 
este gas á esta temperatura y á esta presión. Designemos-
por c su calor específico á presión constante, por ci su 
calor específico á volumen constante, siendo a su coefi-
dente de dilatación. 

Sí elevamos la temperatura del gas á / grados, la canti
dad de calor que habrá que comunicarle, para este efecto, 
será,PV"X ¿i*» cuando su volumen permanezca constante.. 
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Cuando el volumen aumenta y la presión es constante, 
el aumento de volumen está representado por V X a/, y 
el trabajo producido por la dilatación es X a^ La can
tidad de calor empleada en producir este resultado es 
PV X ct. De esta cantidad, la parte PV X ^ se emplea en 
calentar el gas; el resto P V ^ —c ĵt̂  se trasforma en tra
bajo, y la relación del trabajo producido al calor corres
pondiente, es 

Este número es independiente del volumen V consi
derado, y de la temperatura / á que se ha llevado el gas. 
La ecuación de Mariotte y Gay-Lussac (759) 

| = K ( H - a O , 
haciendo en ella / = 0 , es 

| . = K, ó & = K a = R ; 

y la fórmula de Mariotte y Gay-Lussac puede pasarse bajo 
la forma 

que es muy cómoda, y conduce á expresar la temperatura 

por el número -f-/, en vez del número /. Esto equiva

le á bajar el cero de la graduación centígrada á - i - , óá 273o 
bajo cero. Este nuevo cero se llama cero absoluto-, si la 
temperatura del gas pudiera descender á este grado del 
termómetro ordinario, su fuerza, elástica vendría á ser 
rigurosamente nula. 

Sea 0 la temperatura contada á partir del cero absolu
to, ó la que se llama la temperatura absoluta, se tendrá la 
sencilla ecuación: 
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para enlazar la presión, el peso específico y la temperatu
ra de una masa gaseosa. La relación del trabajo produci
do al calor empleado en producirlo es por consiguiente 

Pfc—cj C — C j * 

Esta relación se llama equivalente mecánico del calor̂  y 
su recíproca -Ü—*, es el equivalente calorífico del trabajo. 
Estos números, como los acabamos de definir, pueden 
considerarse como constantes específicas, que varían con 
el cuerpo que se considera. A pesar de esta restricción, 
se demuestra en Termodinámica que el equivalente me
cánico del calor es absolutamente constante, cualquiera 
que sea el cuerpo sometido ala experiencia. 

844. Esto supuesto, el volumen de gas oidx, tomado 
á la presión »̂0, experimenta una dilatación que aumenta 

su volumen, en la relación de 1, á 1 - f - ^ j ; luego la varia
ción relativa de volumen está medida por la expresión 
-—. Supongamos que esta relación sea bastante pequeña 
en valor absoluto, para que la presión />0 no varíe sensible
mente á causa de la dilatación del gas. El trabajo des
arrollado por este volumen de gas es 

Admitiremos que este trabajo es enteramente produ
cido á expensas de la cantidad de calor interno del gas, 
y que corresponde á un descenso de temperatura 0o — 0; 
esta hipótesis equivale á despreciar la cantidad de calor 
producida ó absorbida por el tubo. La cantidad de calor, 
perdida por unidad de peso, es (̂OQ—9), la que pierde el 
peso considerado es 

cii%—$)X?gudx. 
Designando por C el equivalente mecánico del calor. 
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tendremos 

pero C — —5—, siendo R la constante de la ecuación de 

ios gases, -p- = R (-—-H ); y despejando en la ecuación 
anterior 6—0o, será 

0 . P!7K c, tía? » 

ecuación que se simplifica observando que 

y resulta 

y por fin 

(4) a ( e 0 - 9 ) = ( l + a 9 0 ) ^ - g . 

Sustituyendo en la (3), será 

y despreciando el término que contiene a, por ser muy 
pequeño, tendremos 

(5) í > = n - J > o ^ ' ~ . 

Hay que tener en cuenta la variación de la temperatura 
de las capas sucesivas, según su grado de rarefacción ó 
de condensación; porque los cambios de presión son bas
tante rápidos, para que no haya tiempo de establecerse 
una temperatura uniforme en toda la masa gaseosa en 
movimiento, en virtud de la conductibilidad y de la ra
diación del calor. Ademas el factor-^- es muy superior 
a la unidad. 
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Diferenciando la ecuación (5), sólo con relación á xy, 
obtendremos 

y sustituyendo en la ecuación (1) por m yj)—p' sus valo
res, la ecuación del movimiento se convertirá en la 

haciendo a = \ ¡ / ^ X—> se reduce á la forma 
V P c, 

Integración y discusión de esta ecuación. 

845. La integral general de esta ecuación, con dos 
funciones arbitrarias, es 

Las funciones ^ é (l» se determinan por medio de los 
valores iniciales, para / = 0 , de « y que son funciones 
dadas de x. En vez del valor inicial de supondremos 
conocido el valor de la dilatación ~ , para /—O; de suer
te, que debemos conocer, para / = 0 , las cantidades 

dx—JKxh d 6 ~ ~ f i [ 

De la fórmula (9) se deduce 

(l0) f ^ a i - y ' i x — a í W i x + a í ) ] . 

Haciendo / = 0 en estas ecuaciones, obtendremos 
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que dan los siguientes valores de cp' (x) y ^'{x), 

j f ( x ) = i ( / ( x ) + - l - / i ( x ) ) . 
846. Supongamos que la parte puesta primitivamente 

en movimiento se extiende sólo desde x = 0 , á x = l . 
Entónces las funciones^) J f¿x)-> y ^ T V ) Y ̂ 'W <\}1Q 
dependen de ellas, son cero para todos los valores de .r 
no comprendidos entre 0 y /. 

Tomemos en un punto situado á la derecha, y más allá 
de la conmoción inicial OL (fig. 347); siendo su abscisa x 

mayor que /, 
x-\-aí será ma
yor que /, sien
do />>0, y ten
dremos por con-̂  Fig 347. 

siguiente en las ecuaciones (10) 

—=r=cp ( x ^ / ) , —=—a<? {x—atyy 
, , du du 

y para que estos valores de ~ y — no sean cero, es nece
sario que x—a¿ esté comprendido entre 0 y /, ó que x^>at 
y A:<>¿-4-/; es decir, que al cabo del tiempo / no haya 
movimiento más allá de OL, más que en una porción 
AB==/del tubo. Esta porción, que se llama ¿wd¿z, está 
constituida de una manera invariable que sólo depende 
de la función y , y se aleja indefinidamente de O L 
con una velocidad constante este movimiento de la 
onda no debe confundirse con el movimiento de una mo
lécula del gas, que sólo dura el tiempo —; porque de 
x — t f / X ) y resulta que una molécula no principia 

x 1 
á moverse, sino después de un tiempo igual á , y no 
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vuelve al reposo sino al cabo de un tiempo igual á —. 

Para una capa cualquiera de la onda existe una relación 

constante —a éntrela velocidad ~ y la dilatación, porque 
du 
dt ^ ^ du ^du 
du dt d x ' 
dx 

847. Para los puntos situados én la parte de las x ne
gativas, se tiene 

y también <\)'(x-\-at) es cero cuando x no está comprendi
da entre —¿z/, y—at-\-l. 

El movimiento se propaga también hacia las x negati
vas, por una onda A'B', cuya naturaleza depende de la 
función y que se mueve á la izquierda del origen O, 
con una velocidad constante a. 

Una molécula á ú gas está en movimiento durante un 

intervalo de tiempo igual á desde hasta/</—^. 
Ct (t IX 

En cada capa se verifica la relación 
du du 
dt dx' 

848. Con respecto álos puntos situados entre O y L , 
du 

dso Y dt 
U J^n dependen de las dos funciones <p'(x—af)y y y{x-\-at). 

Estas dos funciones se anulan, desde que t excede á 

de suerte, que trascurrido este tiempo, toda la parte O L 
queda en reposo, y hay dos ondas que se alejan á derecha 
y á izquierda, como acabamos de ver. 

El movimiento se propagarla por una sola de estas dos 
ondas, si la conmoción inicial fuera tal, que se verificara, 
en la parte OL cp'(x)=0> ó t l ' ( ^ )=0 , lo que según las 
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fórmulas ( n ) , equivale á suponer 

Si la conmoción inicial tiene lugar en varias partes del 
tubo, separadas por intervalos en reposo, bastará suponer 
las funciones ^'(x) y ty'(x) nulas en estos intervalos, para 
que esté comprendido este caso en el que precede de una 
conmoción limitada; cada porción conmovida debe pro
ducir las ondas que se propagan á derecha e izquierda 
con la velocidad constante a . 

Tubo cerrado por un extremo é indefinido por el otro. 

849. Tomando por origen de las x el extremo cerra
do' del tubo, se tendrá la condición ^ = 0 , para x = 0 , 
cualquiera que sea el valor de /; las funciones f { x ) y ty{x) 
sólo serán dadas para valores positivos de x . 

La condición ^ = 0 , pa rax=0 , dará, cualquiera que 
sea el valor de /, positivo ó negativo, según la segun
da ecuación (10). 

y representando por una nueva variable j - positiva ó ne
gativa, la cantidad a i \ tendremos 

(.2) f ( r ) = ? ' ( - j - ) . 
Esta ecuación determina las funciones ^' y <p' para los 

valores negativos de la variable, siendo estas funciones 
conocidas para los valores positivos. 

Los valores ^ 7 de , que dan las fórmulas (io), 

así determinados para valores cualesquiera de x y dt son 
los mismos que si el tubo no estuviera cerrado en su orí-
gen O, y ss extendiera indefinidamente en los dos senti
dos, escogiendo el estado inicial del tubo del lado hacia 
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el cual ss prolohga el tubo como acabamos de indicar. 
En esta hipótesis, cambiando x en —x en las fórmu

las (10), se tendrá, para la dilatación y la velocidad de la 
capa correspondiente á la abscisa —x, teniendo en cuen
ta la ecuación (12), 

= o \ x - a t ) * W f a ^IIÉ 

(̂ r) ^=^1"—? ' (—x—«O+fC—^+^O jj 

Así en las dos secciones equidistantes del origen O, la 
dilatación es igual, y las velocidades son iguales y de sig
no contrario. 

Basta que esta propiedad se verifique cuando principia 
á contarse el tiempo, para que tenga lugar en una época 
cualquiera, porque para que se verifique cuando / —-O, se 
vuelve á encontrar la condición que expresa la ecua
ción (12). 

850. Si la conmoción inicial está contenida en un es
pacio limitado AB, entre las abscisas h y /¡-f-/, producirá 
•dos ondas animadas de velocidades a y—a\ y según lo que 
precede, habrá dos ondas simétricas de éstasj separándo
se á derecha y á izquierda del intervalo A'B', simétrico de 
AB. Las que se alejan del origen O, no experimentan nin-^ 
guna alteración; y las otras dos, llegan al mis no tiempo 
al punto O, y continuando su camino, se componen pe
netrándose, de suerte, que los valores de y en un 

mismo punto, común á las dos ondas, serán las sumas de 
los valores qüe tienen en cada onda; estas dos ondas, des-
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pues de haberse atravesado, se separan y continúan su 
marcha sin alteración. 

Resulta, según la simetría de las ondas, que el efecto 
producido en el tubo es el mismo que si las diversas capas 
de la onda, que se aproxima al plano fijo O, se replegan 
sobre sí mismas conservando la misma densidad y toman
do una velocidad igual y contraria a la que antes tenian. 
Después que todas las capas hayan llegado al punto O, 
se tendrá una onda que marcha en sentido de las x posi
tivas, y que no será más que la primera invertida. En esto 
consiste la reflexión del movimiento sobre un plano fijo. 

Tubo indefinido en un sentido y abierto en un medio gaseoso 
de densidad constante. 

851. En este caso se admite que la fuerza elástica del 
gas en la abertura O del tubo, es la misma que la del gas 

exterior en reposo, y por consiguiente la dilatación = 0 , 

p a r a ^ O , por s e r ^ ^ 0 ( l — - ^ ) . 

Cualquiera que sea /, la primera de las ecuaciones (10) 
da con estos supuestos 

f (^H-^-—^)===0, 
ó haciendoj^=<2/. 

(13) V ( j r ) = — y ( - - s ) -
Suponiendo el tubo y el fluido prolongados indefinida

mente á la izquierda del punto O, se tendrá, teniendo en 
cuenta las fórmulas (12) y (13), para la capa cuya absci
sa es — x , 

( í ) — — x — a í ) 
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De manera, que en dos secciones equidistantes del orí-
gen, las velocidades son iguales y del mismo signo, y las-
dilataciones iguales y de signo contrario. 

Se deduce de aquí, que si la conmoción inicial no tie
ne lugar más que en una extensión limitada, habrá en el 
'tubo real una onda que se alejará indefinidamente del 
origen, y en el tubo prolongado indefinidamente otras 
dos ondas marchando hácia el origen, penetrándose y atra
vesándose sin alterarse; de suerte, que en el tubo real, 
en un instante cualquiera, se encontrará la onda que se 
dirigía primero hácia el origen, y que se refleja después 
para formar una nueva onda dirigida en sentido contra
rio; las velocidades en las diferentes secciones son las mis
mas y del mismo sentido que cuando la onda se aproxi
ma al origen, mientras que la dilatación cambia de signo. 

En esto consiste la reflexión del movimiento sobre u n 
medio de densidad constante. 

Tubo cerrado por sus dos extremos. 

852. El estado del gas en este tubo cerrado está siem
pre representado por las ecuaciones (10), suponiendo el 
tubo y el fluido prolongados indefinidamente en ambos 
sentidos. Pero en este caso es necesario determinar, para 
valores cualesquiera de la variable las dos funciones 
y(x) y ^(x), que no son conocidas más que para los valo
res de x comprendidos entre 0 y /, siendo / la longitud 
del tubo cerrado. 

Expresando en las ecuaciones (10), que la velocidad 
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~ es nula para x = 0 , y parax=/ , cualquiera que sea /, 
obtendremos, haciendo = K . 

Se conoce cp'(/—-:̂ ), estando^ comprendida entre 0 y 
luego se conocerá también <]/ (l-hjK). Y ^ j - - ) será conoci
da para los valores dejy menores que 21. Cambiando y 
en l - ^ - j " en la segunda de estas ecuaciones, resulta 

de esta y de la primera de las anteriores, se deduce 

luego la función <l/(^r) toma el mismo valor cuando la 
variable jy aumenta en la cantidad 21. Lo mismo sucede 
á la función (p'(jK), porque la fórmula ^,(y) = o(-—j^)i da 

cp'(-^-2/)=^(jr+2/)=fW=?'(-^). 
Resulta de la periodicidad de las funciones o' y (j;', que 

la dilatación y la velocidad vuelven á ser las mismas en un 
punto dado del tubo, en épocas distantes unas de otras, de 

un intervalo / = — . 
a 

Puede establecerse este hecho observando que la con
moción inicial da origen á dos ondas, que marchan en 
sentido inverso y van sucesivamente á reflejarse á los ex
tremos del tubo, según las leyes que acabamos de indicar. 
Después de haber sufrido dos reflexiones, y recorrido ca
minos iguales á dos veces la longitud del tubo, vuelven, 
al cabo de un intervalo de tiempo igual a — , á repro
ducir, componiéndose, el estado inicial; y este efecto se 
repite de nuevo indefinidamente. 

MECÁNICA R A C I O N A L . — T O M O II. 31 
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Tubo limitado abierto en sus dos extremos. 

853. Para x=01 y x = l , debe ser en este caso^=0? 
cualquiera que sea /, y tendremos , siendo cualquiera el 
valor de^r, 

f ( r ) 4 - ? ' ( - r ) = o , f ( /+^ )+? ' a -~_ r )=o . 
Para valores de^r comprendidos entre 0 y l , ^'(^r) y 

son conocidos; luego ^'(/-hr) es conocida para es
tos mismos valores, por la segunda de las condiciones an
teriores, ypor consecuencia ^ ( j ^ ) es conocida desde^r=0 
hasta^r=:2/. Cambiando^ enj-f-/, esta segunda ecua
ción da 

^(2/- |-^) + ?'(—r)=o, 
y como'h'(j/:)-h^{—jr)=0, resulta 

y del mismo modo 

Luego el estado del tubo es también periódico, y vuel
ve á ser el mismo al cabo de cada intervalo de tiempo 
iguala—, consecuencia que también podíamos haber 
obtenido de la reflexión de las ondas. 

Tubo limitado abierto por un extremo y cerrado por otro. 

854. En este caso, cualquiera quesea /, debe ser 
- ¡ | = 0 , para x—0, y J = 0 , para x ~ l ; de lo cual re
sulta 

f M + ?'(—r) = 0 , <{/(/ + j ) - T ' ( / _ r ) = 0 , 
cualquiera que sea j r . Estas ecuaciones dan los valores 
de cpXr) y 'KOO Para tocios los valores positivos ó negati
vos de y , cuando son conocidos para valores positivos 
menores que /. 
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De la segunda ecuación sé deduce 
f ( 2 / - h r ) = ? ' ( - ^ y ; 

que teniendo en cuenta la primera se convierte en 
f ( 2 / + ^ ) = - ^ ( r ) ; 

^e modo que la función cambia de signo cuando la 
"variable aumenta de 2/; por consiguiente, sí aumenta de 
41; la función volverá á tomar su primitivo valor, porque 

f ( 4 / - h r ) = = " - ^ ( 2 / - K r ) = = f W . 
La función <p'(ĵ ) tiene el mismo período 4/, por ser 

Por consiguiente, el estado del tubo no vuelve á ser el 
mismo, sino después de un intervalo de tiempo igual 
. Al n —. 

a 
Llegaremos á la misma conclusión, considerando el mo

vimiento á z las dos ondas que provienen de la conmoción 
inicial, sus reflexiones sucesivas en los dos extremos del 
tubo, y su vuelta á las partes primitivamente conmovidas, 
•después de haber reccorrido un camino 4/, en un tiempo 
isrual a—. 
& a 

Velocidad del sonido de los gases. 

855. Hemos visto en toda la discusión anterior, que 
~a representa la velocidad constante de propagación del 
movimiento vibratorio del gas en el tubo, y es por con
siguiente la velocidad del sonido en el tubo. Vamos á ver 
cómo se determina esta velocidad. 

Hemos visto (844), que 

(I4) « = V 7 > < I ' 
ecuación que da la ^velocidad del sonido en un gas, á la 
presión jp, y cuya masa específica es p. Esta velocidad es 
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el producto de dos factores, el uno es â velocidad 

del sonido según la teoría de Newton; y el otro y / 

introducido por Laplace, representa el efecto de las va
riaciones de temperatura debidas á las condensaciones y 
rarificaciones alternativas de las capas gaseosas. El valor 
de este último que viene á ser un coeficiente de correc
ción, es próximamente ^ ~ =?=SJ\/$ — \ / l ,41 = 1,28. 

Newton suponía que este coeficiente era igual a la unidad. 
La masa específica p es igual al peso específico P dividi

do por g, y la fórmula (14) toma la forma, poniendo 
P 

p v G (15) a = ^ / 1 

Pero, - Y — R (-^—N ) > siendo 9 la temperatura del 
gas; sustituyendo en la (15), resulta 

(16) ^ i M ( l 4 - a Q ) A 

que da la velocidad del sonido en un gas en función de 
su temperatura. 

Para el aire atmosférico, por ejemplo, á la temperatura 0° 
centígrado, y bajo la presión normal de O111,760, se tiene 

P a 1,299 
luego á 0 grados, 

a = [/g. 7960.1,41 = 346 .m, 
y á 9 grados ^=346.mX / i + ae; 
fórmula que dará la velocidad aproximada del sonido en el 
aire, cuando se conozca la temperatura y cuando la dila
tación de l̂ s capas gaseosas ~ es infinitamente pequeña* 
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DE LAS MAQUINAS. 

TEORÍA DEL TRABAJO DE LAS MÁQUINAS. 

•Defmieion de las máquinas. Máquinas simples y compuestas.—Palan
ca. Sus condiciones de equilibrio.—Balanza. Teoría de la balan
za.—Romana —Poleas. Polea fija y polea móvil. Ley de equilibrio 
de la polea.—Rigidez de las cuerdas.— Equilibrio de la polea te
niendo en cuenta el rozamiento y la rigidez de la cuerda.—Torno. 

•Ley de equilibrio en el torno.—Equilibrio del torno teniendo en 
cuenta el rozamiento. — Equilibrio de un sistema de palancas.— 
Equilibrio de un sistema de tornos.-—Equilibrio de un sistema de 
ruedas dentadas.—Plano inclinado y su ley de equilibrio.—Plano 
inclinado teniendo en cuenta el rozamiento.— Rosca ó tornillo. Su 
ley de equilibrio,—Equilibrio de la rosca teniendo en cuenta el 
rozamiento.—Teoría del trabajo de las máquinas. Trasmisión del 
trabajo en las máquinas. 

Definición de las máquinas. Máquinas simples y compuestas. 

856. Las máquinas son instrumentos destinados á 
trasmitir la acción de las fuerzas. Bajo este punto de 
vista general, todo cuerpo ó conjunto de cuerpos que 
sirva para trasmitir la fuerza de que se dispone, llamada 

potencia, á la resistencia ó fuerza que se trata de vencer, 
es una máquina. 

Por medio de las máquinas se modifica la acción des las 
fuerzas de una manera conveniente al objeto que nos 
proponemos. Estas modificaciones se verifican por medio 
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de obstáculos que sujetan los movimientos y no permi
ten que se verifiquen más que en ciertos sentidos y den
tro de ciertos límites. 

Las máquinas son simples ó compuestas. Las primeras 
constan de un sólo cuerpo ordinariamente, y las segun
das se componen de combinaciones muy variadas de las 
primeras. 

Las máquinas simples, según el obstáculo que se opo
ne á que se muevan en todas direcciones , pueden redu
cirse á tres, la palanca, el torno y el plano inclinado. En 
la primera el obstáculo es un punto fijo, alrededor del 
cual puede girar libremente el cuerpo en todos sentidos;, 
en la segunda el obstáculo es una recta fija, alrededor 
de la cual puede girar el cuerpo; en la tercera el obstá
culo es un plano fijo, contra el cual se apoya el cuerpo, 
y sobre el cual puede deslizarse ó rodar libremente. 

A l estudio de estas tres máquinas debemos agregar ei-
de la cuerda ó máquina funicular, que sirve en muchas 
ocasiones para aplicar las fuerzas , y que hemos estudia
do en la segunda parte de la Estática; y las combinacio
nes más sencillas de ellas, tales como la polea, el tornillo, 
las combinaciones de palancas, de tornos y de ruedas 
dentadas, y la rosca. 

Palanca. Sus condiciones de equilibrio. 

857. La palanca es una barra sólida, recta, curva 
ó angular AB (fig. 348), sujeta á girar alrededor de 
un punto fijo O. Se aplica una fuerza P, llamada po
tencia, á uno de los extremos B de la barra, y otra fuer
za R, llamada resistencia, al otro extremo A. El pun
to O se llama punto de apoyo, y divide á la palanca 
en dos partes, que se llaman brazos de palanca, el OB 
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Fig. 348. 

correspondiente á la potencia, y el O A á la resistencia. 
Descrita la palanca, vamos á ver las condiciones de equi

librio de esta máquina. Ya 
vimos (538), que para el 
equilibrio de un sólido in
variable que tenga un pun
to fijo, las condiciones de 
equilibrio son, que la suma 
algébrica de los momentos 
de las fuerzas P y R, con 
respecto á tres ejes coorde

nados rectangulares trazados por el punto fijo O, sea nula; 
y la carga de este punto es la resultante de las fuerzas P 
y R, trasladadas á él paralelamente á sí mismas. 

Pueden también establecerse las condiciones de equi
librio de la palanca directamente. Para ello aplique
mos en el punto O dos fuerzas, P y — P paralelas é 
iguales á P; y dos fuerzas R y—R, iguales y paralelas 
á R; con lo cual no se altera el equilibrio. Las fuerzas 
OR y OP dan una resultante OF, que es destruida por 
la resistencia del punto O y que mide la presión ó carga 
que sufre el punto de apoyo. Quedan los dos pares (R,~-R) 
(P,—P), que deben equilibrarse; los ejes de estos pares, 
el primero perpendicular al plano OAR, y el segundo al 
plano OBP, son proporcionales á sus momentos R x O H 
y PXOK, los cuales se componen como las fuerzas; y 
para que haya equilibrio es necesario y suficiente que es
tos ejes sean iguales, y que estén dirigidos uno en la 
prolongación del otro. 

Luego las condiciones de equilibrio de la palanca son: 
1 .a, que las fuerzas P y R que ta solicitan, estén en un mis
mo plano que pase por elpunto de apojo^n^ que sus momen
tos con respecto á este punto, sean iguales;y s.*, que tiendan 
á hacer girar la palanca en*sentidos contrarios. 



La condición P x O K r = R x O H , ó — « = ^ 5 , seenun-
cía diciendo, que la potencia y la resistencia están en razón 
inversa de sus brazos de palanca. 

La palanca puede ser á.Qprimero^ segundo y tercer géne
ro-, según que el punto de apoyo esté situado entre la 
potencia y la resistencia; la resistencia esté entre la po
tencia y el punto de apoyo, y la potencia esté entre el 
punto de apoyo y la resistencia. Las condiciones de equi
librio en todas ellas son las que acabamos de deducir 
para la palanca en general. 

Balanza. Teoría de la balanza. 

858. La balanza común se compone de una palanca 
de primer género de brazos iguales, que se llama Jiely 
en cuyos extremos lleva dos platillos, destinados á reci
bir los cuerpos que se quieren pesar. Se dispone ordina
riamente esta máquina de manera, que su centro de gra
vedad esté situado en la vertical trazada por su punto 
de apoyo, y que los brazos de palanca sean iguales en 
todas las posiciones que tome el fiel, oscilando á uno y 
otro lado de su posición de equilibrio: entónces estamos 
seguros de que dos cuerpos pesados, que se equilibran en 
los platillos, tienen pesos iguales, y por consiguiente, 
contienen masas iguales. De modo, que tomando por uni
dad de masa la de un cuerpo que tenga un peso determi
nado, peso que tomaremos por unidad de peso, se de
terminarán las masas respectivas de diferentes cuerpos, 
buscando el número de unidades de peso que se equili
bran con ellos. 

859. Si los pesos colocados en los platillos son des
iguales, el equilibrio no puede subsistir en la posición 
horizontal del fiel, porque la resultante de dos fuerzas 
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paralelas desiguales no pasa por el punto medio de la 
recta que une sus puntos de aplicación. Para buscar en 
<este caso la posición de equilibrio del fiel, sea H K esta 
posición, E el eje de suspensión, G el centro de grave
dad; representemos por a el ángulo que la recta H K 

forma con la horizontal, ó el án
gulo GEJJ- de la recta GE con la 
vertical; y sea Q el peso de cada 
uno de los platillos comprendidas 
en él las cadenas y el gancho de 
suspensión, siendo q el peso del 
fiel. E l centro de gravedad G ha 
salido del plano vertical ZZ que 
pasa por el eje de suspensión E. 

Vig. 349. Supongamos que se pone un pe-
«o P-f-/> en el platillo de la izquierda y un peso P en el 
de la derecha; las fuerzas que actúan sobre el aparato 
son, Q-f - F en el punto H , Q-j-P en el punto K; el 
peso q del fiel aplicado en el punto G, y la reacción que 
obra sobre el eje de suspensión, que es igual á la suma 
-de todas las demás 2Q + 2P -i-p -\- q. 

Todas estas fuerzas se equilibran sobre el aparato, y 
para encontrar la condición de equilibrio que determina 
la posición del fiel, tomemos los momentos con respecto 
al eje que se proyecta en E; tendremos, trazando las 
perpendiculares He y K / á la vertical ZZ, 

(1) (Q + P - 1 - ^ X H . = ? X G ¿ - + ( Q + P ) X K / 
pero H Í = K / , luego 

Pero H<?=HEcosa, y G^—EGsena; sustituyendo 
estos valores en la relación anterior y despejando, resulta 

j».HE 

que determina la inclinación del fiel. 
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El ángulo a crece, cuando la distancia EG disminuye;, 

luego la inclinación que toma el fiel es tanto mayor, para 
la misma diferencia de pesos colocados en los platillos, 
cuanto más cerca está el centro de gravedad del fiel, del 
eje alrededor del cual oscila, y la sensibilidad de la balanza 
crece á medida que esta distancia disminuye, porque la 
diferencia de los pesos se manifiesta por la inclinación 
más ó menos grande que toma el fiel. Así, para hacer va
riar á voluntad la sensibilidad de una balanza, suele co
locarse sobre el fiel, encima del eje de suspensión, un 
tornillo, sobre el cual suele hacerse mover una tuerca 
pesada, cuyo peso se agrega al peso q. Haciendo subir* 
esta tuerca, se aproxima al eje el centro de gravedad G 
del sistema, y se le aleja haciendo descender la tuerca. 

360. Mas al aumentar la sensibilidad de la balanza,, 
disminuyendo la distancia EG, hay que tener presente 
que no es conveniente que esta distancia sea nula, por
que si lo fuera, íg a = 00, y el fiel HK tomaría una posi
ción vertical, es decir, que ¿^mVpor una diferencia de 
peso^ tan pequeña como se quiera. La sensibilidad del 
aparato sería infinita, pero el aparato no serviría para 
nada, por ser la variación de la inclinación del fiel la que 
indica el exceso de los pesos colocados en los platillos. 
El fiel, suspendido por su centro de gravedad, formaría 
un sistema en equilibrio indiferente bajo la acción de 
pesos iguales en ambos platillos, el centro de gravedad 
estaría inmóvil en todas las posiciones sucesivas del apa
rato; luego es necesario, para que la balanza pueda u t i 
lizarse, que el centro de gravedad G esté más bajo que 
el centro de oscilación del fiel, en una cantidad arreglada 
al grado de exactitud que se quiere obtener en las pe
sadas. 

Si el centro de gravedad estuviera más alto que el eje 
de suspensión, el fiel estará en equilibrio inestable; por— 
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que el peso q contribuiría á aumentar, y no á limitar la 
inclinación que tiende á tomar bajo la acción del exceso 
de peso p. En este caso se dice que la balanza es loca. 

En esta discusión hemos supuesto que los tres pun
tos H , E, K , están en línea recta y que E es el punto 
medio del fiel para establecer la ecuación de equilibrio 
de la balanza. 

861. Según esta discusión, para que una balanza sea 
exacta, deb^ satisfacer á las condiciones siguientes: 

1.a Los dos brazos del fiel, ó sean las distancias del 
punto de apoyo E á los puntos de suspensión de los pla
tillos, deben ser rigurosamente iguales; esta es la condi
ción más importante. 

Para reconocer si se verifica, no hay más que colocar 
pesos en los dos platillos, de manera que se equilibren; 
se cambian después los pesos de platillo, llevando al de 
la de la derecha los pesos que estaban en el de la izquier
da, j a l contrario; el equilibrio subsistirá si los brazos 
son iguales, y si no el fiel se inclinará del lado del brazo 
más largo. 

2.0 El (¿entro de gravedad de la balanza debe estar 
situado en la vertical que pasa por el punto de apoyo, y 
un poco más bajo que este punto. 

Se ve inmediatamente si se verifica esta condición 
examinando si la balanza está en equilibrio por sí misma, 
es decir , cuando los platillos están vacíos; cuando no se; 
verifica, se rectifica fácilmente la balanza, agregando un 
peso conveniente al brazo de palanca que se eleve, de 
modo que el fiel venga á quedar horizontal. 

3.* La balanza debe ser suficientemente sensible, eŝ  
decir, oscilar por pequeñas diferencias de peso en los 
platillos, lo que exige que el fiel sea muy movible. Para 
conseguirlo, ademas de dar al centro de gravedad la po
sición conveniente, según acabamos de indicar, se pro— 
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cura por diferentes medios disminuir el rozamiento en 
el punto de apoyo. Uno de ellos consiste en fijar, tras-
versalmente en el medio del fiel, un cuchillo de acero, 
cuya arista no cortante está vuelta hácia abajo, y por la 
cual descansa sobre dos pequeños planos de acero ó de 
ágata, dispuestos horizontalmente. 

La disposición de la balanza de precisión está fundada 
en los mismos principios que la balanza común, pero su 
construcción es mucho más esmerada y tiene diferentes 
accesorios, que según la teoría expuesta, permiten au
mentar su sensibilidad, para que se puedan apreciar con 
ella diferencias de pesos sumamente pequeñas. 

862. Se puede determinar el verdadero peso de un 
cuerpo, aunque la balanza sea inexacta. Sea para ello P el 
peso desconocido del cuerpo, x é j " , las longitudes de 
los dos brazos de la balanza, y supónganos el peso P 
colocado en el platillo correspondiente al brazo que 
se equilibra con pesos conocidos A, colocados en el otro 
platillo; tendremos 

P ^ = A r . 
Pongamos el peso P en el otro platillo; se equilibrará 

<on otros pesos conocidos B, y tendremos 
Py—Bx. 

Multiplicando estas ecuaciones, resulta 
P2=AB, ó P ^ / A B ; 

es decir, que el peso del cuerpo es medio proporcional 
entre los pesos con que se ha equilibrado en los dos pla
tillos de la balanza. 

Puede también resolverse este problema por el mi-
Jodo de las dobles pesadas. Este método, debido á 
Bordá, da el medio para determinar el verdadero pes© 
de un cuerpo, con una balanza inexacta. Para lo cual 
se coloca el cuerpo cuyo peso se quiere conocer en uno 
«de los platillos, y en el otro se colocan perdigones ó 
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arena hasta que se establezca el equilibrio; después se 
quita del primer platillo el cuerpo cuyo peso se busca, y 
se ponen en su lugar pesos conocidos, kilógramos, gra
mos, etc., hasta que se restablezca el equilibrio. Esto^. 
pesos conocidos son exactamente el peso del cuerpo; 
porque en esta doble pesada, el cuerpo y los pesos cono
cidos han obrado sucesivamente sobre el mismo brazo 
del fiel de la balanza y en las mismas condiciones, para 
equilibrar la misma resistencia; luego los dos pesos son 
iguales, ó el peso del cuerpo está expresado por los k i 
lógramos, gramos, etc., que se^han colocado en su 
lugar. 

Romana. 

863. La romana es una palanca recta de primer gé
nero, de brazos desiguales, OA, OB (fig, 350), que 

permite pesar los cuer
pos con un peso úni
co P, móvil á lo lar
go del brazo gradua
do OB. La romana es 
muy cómoda, porque 

Fig, 350. con un solo contrape
so pueden determinar

se los pesos de muchos cuerpos. 
La barra AB es móvil alrededor de un eje O que se 

tiene en la mano ó se suspende de un punto fijo C. Del 
lado A lleva un gancho destinado á suspender el cuerpo, 
cuyo peso Q se quiere hallar; del otro B un peso P en
ganchado á un anillo, que puede deslizarse á lo largo de 
la barra graduada OB. El centro de gravedad del apa
rato con todos sus accesorios, cuando la barra AB está 
horizontal, se encuentra en la vertical que pasa por el 
punto O y debajo de este punto. 
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Cuando se ha obtenido el equilibrio, la barra AB es 
horizontal, los pesos P y Q y el peso ^ de la barra se 
•equilibran con la resistencia del punto fijo, el cual sufre 
una carga igual á la suma P-f- de todos estos pe
sos; y por el teorema d3 los momentos tenemos 

( i ) P x O L = Q.XOA; 

4e donde Q = OL X ^ 

El peso P y la longitud OA no varían, luego el pe
so Q es proporcional á la distancia variable OL. Trazan
do sobre la barra OB9una graduacion.conveniente, se po
drá leer el peso buscado sobre la barra graduada. Para 
graduar la barra OB se pondrá el cero de la escala en el 
punto O; después se haráQ=: ikg , por ejemplo, y la 
ecuación ( i ) , dado P, dará el valor correspondiente 
de OL, ó sea la relación de OL á O A. Cuando no es 
conocido el peso P, se busca empíricamente la posición 
que conviene darle para equilibrar un peso conocido de 
un kilógramo. Conocidos dos puntos de la escala, se con
tinúa la graduación con facilidad. 

864. Si el cen
tro de gravedad G 
de la barra no se 
encuentra en la ver
tical del punto O, 
es necesario intro-

Flg' 351, ducir un nuevo tér
mino en la ecuación (1), para tener en cuenta el momento 
del peso q que obra según SQ' (fig. 351). El teorema de 
los momentos, nos dará en este caso 

Q X O A = ? X OS-f-P X OL; 
y por consiguiente 
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OS 
El término ? X no varía de valor; el segundo tér-

P 
mino O L X es proporcional á OL, como hemos 
visto en el caso anterior. El peso buscado Q depende de 
la distancia OL; la graduación de la barra se hará como 
en el caso anterior, pero el cero de la escala no se en
contrará en el punto O. Cuanto más cerca esté el pun
to G de la vertical que pasa por el punto O, tanto más 
sensible será el aparato y más estable será el equilibrio, 
estando siempre el centro de gravedad G más bajo que 
el punto O. 

Poleas. Polea fija y polea móvil. Ley de equilibrio en ia polea. 

865. La polea es una rueda ó cilindro de poca altura, 
sujeta á girar alrededor de un eje A (fig. 352), soste

nido por unas armaduras O A, y que lleva 
en la superficie convexa un carril ó gar
ganta por donde pasa un cordón que la 
rodea según un arco más ó menos gran
de; la potencia P y la resistencia R están 
aplicadas á los extremos del cordón. 

La polea puede ser fija ó móvil. La 
polea fija es la que está suspendida de un 
punto fijo O, en la cual el eje de rota
ción A permanece fijo (fig. 352). La po

lea móvil es la que tiene fijo un extremo del cordón, y 
en la que el eje A se mueve (fig. 353). 

866. La ley de equilibrio de la polea se refiere na
turalmente á la ley de equilibrio de la palanca. En la 
polea fija si trazamos los radios Ar y A/>, á los puntos ex
tremos de contacto del cordón, se pueden considerar las 
fuerzas P y R como aplicadas á los extremos de la pa
lanca angular jpAr, cuyos brazos de palanca son perfecta-

Fig. 352. 
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mente iguales; y por consiguiente, es necesario para el 
equilibrio, que la potencia P y al 
resistencia R sean iguales. 

Para calcular la carga sobre el eje 
A de la polea, trasladaremos las 
fuerzas P y R paralelamente á sí 
mismas al centro de la polea, y si 
son paralelas, la carga será igual 
a la suma de la potencia y la resis
tencia, y si no son paralelas, cons
truiremos sobre ellas un paraleló-
gramo, y su diagonal expresará la 
carga del eje A. Los pares que na
cen de la traslación de las fuerzas, 

P y R, son iguales y de sentidos contrarios, y no produ
cen efecto alguno. 

En la polea móvil el extremo Q del cordón está fijo,, 
y si el cordón tiene la posición Q ^ P , es decir, que las 
dos porciones del cordón rio son paralelas, tendremos 
trazando el radio A.q=.r, que podemos considerar la 
potencia P y la resistencia R como aplicadas en los pun
tos y A de la palanca angular A ^ , cuyo punto de 
apoyo es q\ la ley de equibrio será por la teoría de la 
palanca, llamando a al ángulo ^ A 

R qp 2 r sen + a , _— 2 sen 1 a 

que expresa, que la resistencia H es á la potencia P, como 
la cuerda que abraza el cordón es al radio de la polea. 

Cuando el arco es igual á la sexta p^rte de la circun
ferencia, su cuerda es igual al radio, y la potencia es 
igual á la resistencia. 

Si Q.y Pson paralelas, a=180o, sen i a = 1, y R=:2 P; 
es decir, que cuando las dos partes del cordón son para
lelas, ó cuando tienen la posición QYP'y, el cordón 
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abraza media circunferencia y la cuerda es su diáme
tro q la potencia, en este caso, es la mitad de la resis
tencia. Caso el más favorable á la potencia porque el diá
metro es la mayor de las cuerdas. 

Si llamamos Q á la resistencia del punto fijo á que está 
sujeto el cordón, la carga sobre el eje será la suma 
P + Q , y como son iguales, esta carga es R = 2P, ó sea 
el duplo de la potencia, en el caso de ser paralelas las 
dos partes del cordón. Si no son paralelas, la carga será 
la resultante de P y Q, y se obtendrá por la regla del 
paralelógramo de las fuerzas. 

Rigidez de las cuerdas. 

867. Las fuerzas se aplican á las máquinas en mu
chos casos por medio de cuerdas, que se suponen per
fectamente flexibles; tales las hemos considerado al tra
tar de las poleas; pero las cuerdas oponen siempre cierta 
resistencia al ser arrolladas, análoga á la que oponen á 
la flexión las varillas sólidas, y esta resistencia proviene 
de la rigidez de las cuerdaŝ  que conviene tener en cuenta 
en el estudio de las máquinas. 

Para ello supongamos que una cuerda SL se arrolla 
sobre un cilindro C, (fig. 354), al" 
cual hace rodar en el sentido de la 
flecha f. El cabo LB, rectilíneo hasta 
llegar al cilindro, no se aplicará exac
tamente en el punto B sobre el cilin
dro , y la rigidez de la cuerda obligará 
á ésta, á separarse un poco del cen
tro C, extendiéndose la variación de 

Fig. 354. curvatura sobre una cierta longitud de 
ella; del mismo modo, el cabo AS no 

pierde bruscamente en el punto A la curvatura que ha 
MECÁNICA R A C I O N A L . — T O M O II. 32 
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tomado sobre él cilindro, y la rigidez lo aproxima al pun
to C.De aquí resulta que el equilibrio de la potencia P 
y de la resistencia Q lleva consigo la desigualdad 

Coulomb ha sido el primero que ha determinado por 
la experiencia la diferencia P—-Q, y ha encontrado que es 
inversamente proporcional al cuadrado del diámetro D 
del cilindro, directamente propórcionál al cuadrado^ del 
diámetro dé la cuerda, y que crece con la resistencia £). 

Estas leyes no son aún perfectamente conocidas, y se 
calcula la rigidez R de las cúerdas, ó la diferencia P—-Q, 
por la siguiente fórmula empírica 

en la que A y B son dos constantes determinadas por la 
experiencia, y que dependen de la naturaleza, de la es
tructura y del diámetro de la cuerda. La siguiente tabla 
contiene algunos valores de estas constantes: 

Caerda blanca de 30 cábos. . . 

n 1 »' ' de 15 . . , . . . . . . 

» » de 6 , . 
Cuerda etnbreada de 30 cabos. 

^ " de 15. 

» '•>•> de 6. . . . . . 

Diámetro, 
de la 

cuerda. 

'Milímetros. 

15 

9 

24 

lo 

de la cuerda 
por metro. 

Kilógramos 

0,283 

0,145 

0,052 

0,163 

0,069 

0,222 

0,064 

0,011 

0,350 

0,106 

0,021 

B. 

0,0097 

0,0055 

0,0024 

0,0126 

0,0061 

0,0026 

Para aplicar la fórmula anterior, P, Q y R deben estar 
expresados en kilógramos, y el diámetro D en metros. 
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Iquílibrio de la polea teniendo en cuenta el rozamiento y la 
rigidez de la cuerda. ' 

868. Sea C (fig. 355) el centro, y AB la circunferen
cia de una polea sobre la cual pasa 
la cuerda SS', en cuyos extremos 
actúan la potencia P y la resistencia 
Q. Podemos considerar la fuerza 
P como tangente á la polea en el 
punto A, y la fuerza Q.á una dis
tancia CB, un poco mayor que el 
radio GA de la polea, á causa de 
la rigidez de la cuerda; sean 
CA = r, y CB = r'. 

Fig- 355. • - 'v 

El eje de la polea puede estar 
invariablemente unido, formando cuerpo con ella, y g i 
rar sobre dos cojinetes, ó puede permanecer fijo des
arrollándose el rozamiento entre el ojo de la polea y el 
eje alrededor del cual gira; supondremos este último 
caso, y que el movimiento se va á producir en el sentido 
de la flecha / 

Sea M la generatriz de contacto del eje y del ojo; la 
reacción total del eje sobre la polea será una fuerza R, 
•que forma con la normal GN, en sentido contrario á la 
rotación, un ángulo a igual al ángulo de rozamiento. 
Esta fuerza R, equilibrándose con las P y Q pasa por el 
-punto E de encuentro de estas fuerzas, y forma un án
gulo a con la normal MN, trazada por él punto de con
tacto M; sea p el radio GM del árbol fijo. Del punto C 
como centro y con un radio igual á p sena describamos 
una circunferencia; la dirección de la fuerza R será tan
gente á esta circunferencia. La solución consiste, por lo 
tanto, en trazar por el punto E una tangente EK al círcu-
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lo descrito del punto C como centro con un radio psena-
Conociendo la magnitud de la fuerza Q, bastará descom
ponerla, según las direcciones EK, EP, para tener los 
valores de las fuerzas P y R. 

Del punto E se pueden tirar dos tangentes EK y EK' 
al círculo CK (fig. 356); una de estas tangentes EK cor

responde al caso en que la polea gira 
en el sentido de la flecha f* El con
tacto tiene lugar entónces en el pun
to M, si la polea gira sola sobre un 
eje fijo, y en el punto lA^ si la polea-
forma cuerpo con el eje girando en el 
gorrón. La segunda tangente EK', 
corresponde al caso en que la polea 
gire en sentido contrario; el contacto 
se verifica entónces en M'y en M ^ , se

gún que el eje es fijo ó móvil con la polea. 
Se puede obtener por el cálculo la relación entre la 

potencia P y la resistencia Q. El rozamiento de la polea 
' - • • • •/•••M ' .-.tr [j f :. \h , 

sobre el eje es igual al producto R , , y la ecuación. 

de los momentos dará 

( 0 Pr = Gr ' + R 7 = P = Q r ' + R / 1 P > 

Fig. 356. 

haciendo _ f 
V/H-/2 

869. El valor numérico de r' se deduce de la fórmu
la que da la rigidez de las cuerdas, del siguiente modo. 

Sea F la porción de la potencia P capaz de equilibrar la 
resistencia Q, en el supuesto que no hay más resistencia 
pasiva que la rigidez de la cuerda; la ecuación que da esta 
rigidez (867) es 

F - Q = ^ - Q , ó F r = Q r + A + B Q 
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Mas Fr es igual al producto Qr', porque por el aumen
to del brazo de palanca de la fuerza Q apreciamos la rigi-
«dez de la cuerda, á su paso por la polea; luego 

^ , ^ . A+BQ , , , A . B 

Sustituyamos este valor en la ecuación (1), será 
P r = Q r + i ( A + B Q ) + R / 1 p ; 

el valor de R, resultante de las dos fuerzas P y Q, es 
R=/P2+-QM-2PQC08PEQ) 

Y sustituyendo en la anterior, tendremos la ecuación 
Fr t=Qr + é (A + 6 2 ) + / ^ / ^ + Q«+2PQcosPEQ. 

Si eliminamos el radical obtendremos una ecuación de 
segundo grado que dará la potencia P en función de la 
resistencia Q. 

Cuando las fuerzas P y Q son paralelas, el valor del 
radical es P+Q, y resultará 

P ( r - / 1 p ) = Q r - h l ( A + B Q ) - i - / l p Q , 
que da entre P y Q una relación de la forma 

P:=^H-¿Q? 
que puede servir para establecer la ley de equilibrio en 
los polipastros. 

Torno. Ley de equilibrio en el torno. 

870. El torno es un cilindro terminado en sus dos 
•extremos por otros dos cilindros de menor diámetro, pero 
del mismo eje, llamados gorrones, móvil alrededor del eje 
común de estos cilindros; una cuerda parcialmente arrolla
da en la superficie de este cilindro, lleva un peso en su ex
tremidad libre. Para equilibrar este peso, se aplica una 
fuerza tangencialmente á una rueda cuyo centro está en 
el eje del cilindro, y montada perpendicularmente á este 
eje. 
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Sean O',O, (fig. 357) los gorrones, BDel cilindro, AAr 
el plano de 
la rueda, 
que supon-
d r e m o s 
proyectada 
en su ver-
d a d e r a 
magnitud, 
ala derecha 
de la má

quina en OW; BG la porción libre de la cuerda que lleva 
en el punto C el peso R, y que se prolonga de B hacia E, 
y más allá, dando vueltas al cilindro. Supondremos que 
la porción BC de la cuerda coincide con la sección recta, 
del cilindro en el punto B, y que el diámetro déla cuer
da es muy pequeño con respecto al del cilindro, cuando da 
varias vueltas alrededor de éste; cada espira viene á colo
carse al lado de la espira próxima, de suerte, que el eje 
de la cuerda dibuja sobre la superficie del cilindro una hé
lice de pequeño peso. Prescindiremos de la rigidez de la 
cuerda, y la supondremos aplicada sobre el cilindro, se
gún el arco de círculo que tiene por tangente la verti
cal BG. 

En la proyección lateral del aparato la cuerda se pro
yecta según ¿C, la resistencia R obra en el punto hy y la. 
potencia P, aplicada en el punto a dé la rueda, actúa tan-
gencialmente á su circunferencia; el pequeño círculo O re
presenta la proyección de los gorrones, y las rectas Oa y 
Oh son los rádios de la rueda y del cilindro. 

871. Para hallar la ley. de equilibrio del torno, tene
mos en la proyección, que la potencia P y la resistencia R 
actúan en los extremos de la palanca angular aOb, cuyo 
punto de apoyo es el punto O, y los brazos de palanca son 
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los radios Oa y Ob de la rueda y del cilindro. Por consi
guiente, la ley de equilibrio de la palanca nos dará la 
proporción . 

,; : i (• .... R : '•••i' v " • ÍKIEC 

es decir, que la potencia y la resistencia son proporcióna
les á los radios del cilindro y de la rueda. 

Asi,por ejemplo, si 0^=—0^,P=— R. La potencia 

estará tanto más favorecida, cuanto menor sea el radio del 
cilindro y mayor el radio de la rueda. 

872.- Calculemos ya las presiones ejercidas sobre los 
apoyos. 

Estando el sistema en equilibrio, podemos sin alterarlo, 
considerar la porción BE de la cuerda como fija invaria
blemente á la superficie del cilindro; la tensión de la 
cuerda BC, es igual al peso R; y podemos considerar la 
fuerza R como aplicada en B al sistema invariable forma
do por el torno. En el plano normal al eje OO', trazado 
por la recta BC, apliquemos al eje dos fuerzas paralelas, 
contrarias é iguales á R; y sin alterar el equilibrio po
dremos reemplazar la fuerza R aplicada en B por la fuerza 
R aplicada al eje y el par (R,—R), cuyo momento es 
RXO^. 

También en el plano de la rueda, llevamos la fuerza P 
paralelamente á sí misma, y tendremos en vez de la fuer
za P aplicada en ^, la fuerza P, aplicada en un punto del 
eje, y el par (P,—P); cuyo momento es PxO^- Los dos 
pares se equilibran, y sólo tenemos que considerar las fuer
zas que se equilibran con las reacciones de los gorro
nes O, O'. 

Para encontrar estas reacciones, descompongamos la 
fuerza R en dos fuerzas R' y R" paralelas, aplicadas al 
centro de las secciones medias de los gorrones O y O'. La 



504 T O R N O . 

-T? 
00' 

fuerza R', aplicada en O, es R'=r=R—-7; y la aplicada en 

O', R"=R X QQ7. Del mismo modo reemplazaremos la 
fuerza P, aplicada al eje en el plano de la rueda, por dos 
fuerzas paralelas P' y P", aplicadas en O y O' é iguales. 

Componiendo las fuerzas R'y P' obtendremos por re
sultante la presión Fit ejercida por el gorrón O sobre su 
cojinete, y la composición de las fuerzas R" y P" aplica
das en O', nos dará la presión P2, ejercida sobre el coji
nete O'. Las fuerzas P1 y P2 no son paralelas, pero son 
las dos perpendiculares al eje del cilindro. 

Equilibrio del torno teniendo en cuenta el rozamiento. 

873. Para el equilibrio del torno, teniendo en cuenta 
el rozamiento de los gorrones sobre los cojinetes, basta 
que la resultante de las fuerzas que comprimen el gorrón 
sobre la superficie del cojinete, forme con la normal á 
esta superficie un ángulo menor que el ángulo de roza
miento (562). Entónces la solución del problema está 
dado por una desigualdad, y pueden hacerse variar las 
fuerzas exteriores, dentro de ciertos límites, sin que se 
altere el equilibrio. Puede hacerse el problema determi
nado, suponiendo que el torno está á punto de ponerse 
en movimiento, por la acción de las fuerzas que lo solici
tan, lo cual equivale á suponer que la resultante de estas 
fuerzas forma con la superficie del cojinete un ángulo 
igual al ángulo de rozamiento, al empezar el movimiento. 
Se puede suponer también que el torno está animado al
rededor de su eje de un movimiento uniforme; en este 
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«caso las fuerzas exteriores se equilibran, como si la má
quina no se moviera, y ademas el rozamiento es igual á 
su límite, puesto que el resbalamiento de las superficies 
en contacto se verifica; la resultante de las fuerzas exte
riores forma por consiguiente, con la normal á las superfi
cies en contacto, un ángulo igual al ángulo de rozamien
to durante el movimiento. No se puede asegurar ápriori, 
que el estado de movimiento no altera las reacciones de 
ios puntos fijos, y habrá necesidad de conocer estas reac
ciones, para deducir los rozamientos que deben introdu
cirse en las ecuaciones del equilibrio. Veamos sólo el caso 
en que el movimiento está á punto de empezar en un sen
tido determinado. 

874. Sean OA y OB los radios de la rueda y del c i 
lindro (fig. 358), P y Q l a potencia 
y la resistencia, OC el radio del gor
rón, que toca en C al cojinete LS. 
El movimiento de la máquina se 
verifica en el sentido de la potencia 
y gira la rueda en el sentido de la 
flecha; el rozamiento que experi
menta el torno está dirigido en sen
tido contrario, y podemos repre
sentarlo por una fuerza F aplicada 

en el punto C, tangencialmente á la circunferencia del 
.gorrón. Ademas de esta acción tangencial, la superficie 
de apoyo LS ejerce sobre el gorrón una acción N; y por 
la hipótesis en que procedemos, se tendrá la relación 
F = : N / , siendo / e l coeficiente de rozamiento. 

Sobre el otro gorrón se ejercerá también un rozamien
to F ' — N ' / , y una reacción normal N ' . 

El equilibrio de la máquina exije que las fuerzas P, 
N , N ' , F y F' se equilibren sobre ella. Tomando los 

momentos de tocias estas fuerzas, con relación al eje que 
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se proyecta en O, obtendremos la ecuación de equili-

(i) P.OA = Q . O B + ( F + F ' ) . O C = Q . O B 
^ ( N - f N O . / O C , 

ecuación que contiene la suma desconocida N-f" ]^ , y en 
la cual podrá despejarse. 

875. Para determinar separadamente N y N ' , tras
ladaremos las fuerzas P y Q á los puntos del eje O, sitúa • 
dos en los planos medios de cada uno de los gorrones; y 
resultaránlosparescorrespondientes á estás traslacionss y 
las«fuerzas P', P", y Q', Q"; también trasladaremos las 
fuerzas F y F' á los mismos puntos, y resultarán otros 
dos pares y otras dos fuerzas. 

Los cuatro pares están situados en pianos parale
los, y sus momentos son P X O A , QXOB, F x O C y 
F'XOC. El momento del par resultante, que es igual á su 
suma, debe ser cero para el equilibrio; y en efecto, lo es 
en virtud de la ecuación (1); en el centro del primer gor
rón están aplicadas las cuatro fuerzas P', Q.', N y F; y en 
el centro del segundo las P", Q", N ' y F'; estas ocho fuer
zas deben equilibrarse también para que la máquina este 
en equilibrio, según las condiciones establecidas (70), para, 
el equilibrio de un sólido invariable. 

También cada uno de estos grupos de cuatro fuerzas,, 
considerado por separado, está en equilibrio; porque si las 
fuerzas P', Q', N y F, aplicadas en un punto del. eje O, 
tuvieran una resultante, ésta deberla equilibrarse con la 
restante de las otras cuatro fuerzas P", Q", N ' y F', apli
cadas en otro punto del eje, lo cual es imposible, porque 
son dos fuerzas situadas en los planos medios de los gor
rones, normales al eje O y paralelas entre sí, que no pue
den ser iguales y opuestas, como debían serlo para el 
equilibrio. Luego la resultante de N y F debe ser igual 
y opuesta á la resultante de las fuerzas P' y Q.'; y del 
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mismo modo la resultante de las fuerzas JN' y F' debe ser 
igual y opuesta á la resultante de las fuerzas P" y Q". 

La resultante de la fuerza normal N y de la tangencial 
F, que son perpendiculares, es v/N2+F2=N|/i-fr'^; del 
mismo modo la de N ' y F' es N'y'i^Tfí. De estas expresio
nes y de las que representan las resultantes de P' y Q', de 
P" y Q", resultan las ecuaciones 

N / IT/2 ~ V P^W-t-^'Q' co8(P",Q"), 
JSíV 1 -H/» =|/p"2+Q"2^p"Q« c0S (P"}Q"). 

Sustituyendo en la ecuación (1) los valores de N y N \ 
deducidos de estas ecuaciones, resulta 

(2) P.O A =QOB- | - OC. -X_ri/p'2+Q'2+2p'Q'eos(P^> 

4- l/P"2+Q"2-f2P"Q"cus (P",Q") |-

876. En esta ecuación OA, OB, OC, son conocidos; 
la fuerza Q es conocida en magnitud y dirección y po
dremos deducir y Q". La potencia P es desconocida 
en magnitud, y conocida en dirección, y actúa en el plano 
de la rueda del torno; y descomponiéndola en dos com
ponentes, P' y P", situadas en los planos medios de los 
gorrones, se Conocerán las relaciones de estas componen
tes con la fuerza; y podremos expresarlas por las igual
dades P '=KP y P"=K'P, siendo los factores K y K ' 
conocidos, pues se conocen las dimensiones de la máqui
na. Los ángulos (P', Q.') y (P", Q"), son también conoci
dos y la ecuación (2) no contendrá más incógnita que la 
potencia P, cuyo valor podrá determinarse por ella. 

Para obtenerlo, lo mejor es proceder por aproximacio
nes sucesivas; se desprecia primero el término que con
tiene los radicales, que está multiplicado por el coeficien
te de rozamiento que es siempre muy pequeño, si la 
máquina está en buen estado. Con esta hipótesis resulta. 
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OB 
P = Q ^ Q ^ , que es el valor que obtuvimos prescindiendo 
del rozamiento. Con este valor de P se calculan los va
lores de P' y P", que sustituidos en los radicales, dan un 
primer valor aproximado. Con este valor, la ecuación (2) 
da un segundo valor de P, más aproximado, que sirve 
luego para calcular un tercero, y así sucesivamente; pu
diéndose obtener por aproximaciones sucesivas un valor 
de P, tan aproximado como se quiera. 

Equilibrio de un sistema de palancas. 

877. Las palancas pueden combinarse de muchas 
maneras, y producir los efectos más variados; estas com
binaciones se llaman sistemas de palancas. En general, 
para hallar la ley de equilibrio de un sistema de palancas, 
,se establece la ley de equilibrio en la primera palanca, so
bre la cual obra la potencia que se aplica á todo el siste
ma; la resistencia en la primera palanca obra como po
tencia en la segunda; la resistencia de ésta obra como po
tencia en la tercera, y así sucesivamente. Se escriben las 
igualdades que expresan las leyes de equilibrio en todas 
las palancas del sistema; se multiplican ordenadamente 
todas estas igualdades, y suprimiendo factores comunes, 
la igualdad que resulte expresará la relación entre la po
tencia y la resistencia del sistema, ó sea la ley de equili
brio del sistema de palancas. Es cuanto puede decirse de 
¡una manera general sobre los sistemas de palancas. 

Equilibrio de un sistema de tornos. 

878. Un sistema de tornos A, A', A", (fig. 359), que 
reaccionan unos sobre otros, se dispone de suerte, que la 
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resistencia del primero sea la potencia del segundo, la resis

tencia de éste sea la potencia del tercero, y 
así sucesivamente; el último eleva el peso 
R, que es la resistencia de la combina
ción. La cuerda aplicada tangencialmente 
al primer cilindro, lleva un peso R, y la 
cuerda aplicada á la rueda está atada 
al cilindro del segundo torno A'; la rue
da de éste está tirada por una cuerda. 
que se plega sobre el cilindro del tercer 
torno A", y así sucesivamente hasta el 
último, que es tirado por la potencia P. 

Para establecer la ley de equilibrio del 
sistema, sean /, los radios de los ci
lindros, y L , L ' , L " los radios de las rue

das. Si el sistema está en equilibrio, cada torno lo estará 
también en virtud de las tensiones de las cuerdas que 
solicitan el cilindro y la rueda. Sea T la tensión de la 
cuerda que va del torno A' al A", tendremos, para ex
presar el equilibrio de este torno, la proporción 

Fig. 359. 

_P_ 
T 

l " 

llamando T ' á la tensión de la cuerda siguiente, se tendrá 
JT 
T' L' ' 

y para el tercero 

B, L ; 
multiplicando ordenadamente estas proporciones, resulta 

_P_ I x l ' x l " 
R L x L ' x L " ' 

es decir, potencia es á resistencia como el producto de 
los radios de los cilindros es al producto de los radios de; 
las ruedas. 
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Equilibrio de un sistema de ruedas dentadas. 

879. Si aproximamos unos á otros los tomos del sis--
tema anterior, de manera que k rueda del primero sea 
tangente al cilindro del segundo, y que la rueda de éste 
ssa tangente al cilindro del tercero, y así sucesivamente; 
suponiendo ademas, que cada rueda se adhiere al cilindro 
contiguo, de suerte que no pueda girar sin hacer girar á 
este cilindro y recíprocamente, se podrán suprimir las 
cuerdas que ligan todos estos tornos y se tendrá siempre 
la misma ley de equilibrio, ó la misma relación entre la 
potencia y la resistencia. 

Para adherir sólidamente cada rueda con el cilindro del 
torno siguiente, se ponen dientes igualmente distribuidos 
que los unos engranen con los otros, de manera que cada 
rueda, que se llama entónces rueda dentada, no pueda 
girar sobre su eje, sin que el cilindro con quien engrana, 
que se llama ^/«¿w, gire sobre el suyo en sentido con
trario. 

La ley de equilibrio en un sistema de ruedas dentadas 
es, que la potencia es á la resistencia como el producto de 
los radios de los piñones es al producto de los radios de 
las ruedas. 

Plano inclinado. Su ley de equilibrio. 

880, Ya sabemos que plano inclinado es el que for
ma con el plano horizontal un ángulo menor que un án
gulo recto. Vamos á ver cuál es la ley de equilibrio de un 
cuerpo pesado colocado sobre un plano inclinado, pres
cindiendo del rozamiento. 
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Sea AB (fig. 360), la línea de máxírria pendiente del 
plano, qué forma con la hori
zontal A L urt ángulo dado 
B A L = a . El cuerpo C des
cansa sobre el plano por una 
cara plana, y tiene un peso P 
aplicado en su centro de gra
vedad G; y se pide la fuerza 
que se debe aplicar para que 

Flg'360' esté en equilibrio. 
La resultante de las acciones ejercidas por el plano so

bre el cuerpo es una fuerza R, normal al plano, puesto 
que suponemos que el rozamiento es nulo; esta fuerza 
R encuentra á la vertical PG en un punto I , en el que po
demos suponer aplicadas las fuerzas P y R; la fuerza P es 
conocida en magnitud y dirección, y la fuerza R sólo en 
dirección, siendo desconocida su intensidad; el plano RIP 
coincide con el plano del bibujo. 

881. Para que exista el equilibrio debemos aplicar 
una fuerza F en el punto I , cuya dirección y magnitud son 
desconocidas. Para determinarlas, por el punto I trace
mos en el plano de la figura dos ejes rectangulares Le, I r , 
el primero normal al plano y el segundo paralelo á él. Des
compongamos, según estos ejes, la fuerza F, y sean X é Y 
sus componentes, y la P en dos P' y P". 

Las tres fuerzas F, P, R, se equilibran, la suma algé
brica de sus proyecciones sobre los ejes es nula, luego < 

j Y—P"—0 \ Y = P " 
j X 4 - R ~ P ' = 0 ) X + R = : F ; 

la primera de estas ecuaciones determina la componente 
Y; y la. segunda la suma de las incógnitas X-f-R, quedan
do Una d i ellas arbitraria. 

Si queremos hallar el menor valor posible de la fuerza 
F, hay que hacer X = 0 ; porque la ecuación F2=X2-f-Y2, 
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en la cual Y:=P", exije, que para que F sea mínima, que 
sea X = 0 . En este caso R=P ' . 

Luego se equilibrará el peso P con una fuerza F, para
lela al plano inclinado, y dirigida de abajo á arriba, según 
la línea de máxima pendiente; esta fuerza será igual á la 
proyección IP" del peso P sobre la línea de máxima pen
diente. Siendo los triángulos IPP", ABL semejantes, ten
dremos 

_Y_ BL^ 
P " ~ A B ; 

BL es la altura del plano, y AB su longitud, y la propor
ción anterior se enuncia diciendo, potencia es á resisten
cia como la altura es á la longitud. Enunciado que su
pone, que Y es la potencia que eleva el peso R, que viene 
á ser la resistencia. 

También tenemos que Y=Pcosa, y la presión sobre el 
plano es R = P sen a. 

Plano inclinado teniendo en cuenta el rozamiento. 

882. Para que la ley de equilibrio en el plano incli
nado, contando con el rozamiento, sea determinada^ es. 
preciso suponer que el resbalamiento del cuerpo sobre el 
plano está á punto de empezar, en un sentido definido, 
ó que se produce realmente, estando animado el cuerpa 
de un movimiento uniforme á lo largo de la línea de má
xima pendiente A L del plano (fig. 361). 

Supongamos que el cuerpo resbala ó va á resbalar del 
punto L al punto A , es decir, subiendo. El rozamiento 
que se desarrolla al contacto del cuerpo y el plano es una 
fuerza F paralela al plano y dirigida en el sentido A L . La 
resultante de las acciones del plano sobre fel cuerpo esta 
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Fig. 361. 

dirigida según una recta IR, que forma con la normal 
IS, en el plano déla figu
ra, un ángulo RIS igual 
al ángulo de rozamiento. 
Esta reacción total R se 
descompone en dos fuer 
zas, una normal S, y una 
fuerza F, que es el roza
miento. Tracemos ' los 
ejes IX é IY, y llame
mos á las componentes 

del peso Q del cuerpo, según estos ejes, Q' y Q'\ y sean 
también las componentes de la potencia desconocida P, 
según los mismos ejes, X é Y. Tendremos las ecuaciones 
del equilibrio 

Y - F - Q ' ^ O , (Y = F+Q" , 
X + S - Q ' = 0, Ó W Í X = Q : - S ; 

y ademas la ecuación del rozamiento, siendo /"su coefi*-
ciente; 

(2J _ F = S / 
Tenemos las tres ecuaciones (1) y (2) para determinar 

las cuatro incógnitas X, Y, S y F. Luego una de estas 
cuatro incógnitas es arbitraria, y puede servir para que el 
problema satisfaga á alguna nueva condición. Suponga
mos que ésta sea, que la potencia P sea un mínimo. 

883. El problema puede resolverse geométrica y 
analíticamente. Para resolverlo geométricamente, te
nemos, que el peso Q y las fuerzas P y R, se 
equilibran en el punto I ; Q es la resultante de IP' é 
IR' iguales y contrarias á P y R, luego la recta I Q es la 
diagonal del paralelógramo IR^QP', construido sobre 
ellas. En este paralelógramo, el lado IR' tiene una d i 
rección conocida, la fuerza P está representada en mag
nitud por la recta QR', que une el punto Q al punto Rf, 

M E C Á N I C A R A C I O N A L . — T O M O I I . 33 
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extremo de la recta IR/. El mínimo de la fuerza P corres
ponde al mínimo de QR', ó á la perpendicular bajada del 
punto Q sobre la recta IR'; es decir, obtendremos el 
mínimo buscado cuando la potencia P sea perpendicu
lar á la recta IR, ó cuando tenga una dirección que for
me con la línea de máxima pendiente del plano un ángulo 
PIY igual al ángulo de rozamiento. 

884. Se obtendrá la solución algébrica del problema 
estableciendo la ecuación 

(3) X = / Y ; 
de las ecuaciones (1), (2) y (3), se deducen los valores 
siguientes de las cuatro incógnitas del problema, 

o Q ' - Q " / Y—Q/,-FQ,/ 
1+/2 ' A - " 1+/3 ' 
Q ' - Q " / Y _ f Q " + Q ' f 

r — J ' , ^ J' 1+/2 ' 

Representando por i la inclinación A L T del plano so
bre el horizonte y por a el ángulo de rozamiento, ten
dremos 

Q^Qcos i , Q"=Qsen¿, /= tga ; 
y sustituyendo en las anteriores, serán 

o ^ coa*—senatga ~ /• , \ 
S^Q-- — T T ^ r - =Qcos(z-|-a)cosa, 

(4) 

coat —senatga 
H-tg2a 

Q eos (i-{-a) sen a. 
i v r\ sen ¿-f-eos¿tga ^ , . \-
' Y = = ^ i+tg-a =Q.sen(?-ha)cosa, 
( X = Q sen (¿4-a) sena. 

Hemos supuesto que el cuerpo resbala subiendo; si res-
balára descendiendo, las fórmulas anteriores, cambiando 
en ellas el signo de F, y a en — a , resuelven el problema, 
teniendo cuidado, ademas, de dar á las fuerzas F, X é Y 
los signos convenientes. 

En todos los casos las fórmulas (4) resuelven el pro
blema, dando á las fuerzas y al ángulo a los signos corres
pondientes. 
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Rosca ó tornillo. Su ley de equilibrio. 

885. La rosca es una máquina que se refiere á la vez 
á la palanca y al plano inclinado, porque en ella se con
sidera en general el equilibrio de un cuerpo, que se en
cuentra al mismo tiempo sujeto á girar alrededor de un 
eje fijo, y á descender uniformemente á lo largo de este 
eje, apoyándose sobre una superficie inclinada. 

La rosca se compone de un cilindro recto A (fig. 362), 
rodeado de un filete saliente, en
gendrado por el plano de un trián
gulo ó de un paralelógramo, que 
apoyándose por su base sobre una 
generatriz, gira alrededor del ej? 
del cilindro, descendiendo á lo largo 
de una hélice trazada sobre su super
ficie. Paso de la hélice es la porción 
de una generatriz del cilindro com
prendida entre dos espiras conse
cutivas. Todos los puntos, que com
ponen el filete del tornillo, pueden 
considerarse como perteneciendo á 
hélices descritas sobre cilindros del 
mismo eje, pero de radios diferen
tes; mas todas estas hélices tienen 

el mismo paso, que es el que se llama paso de la rosca. 
La rosca penetra en una pieza hueca B, llamada tuerca, 

horadada interiormente de manera, que presente en 
hueco la misma forma que el filete de la rosca. La genera
ción de la tuerca es idéntica á la de la rosca/Concibamos 
que el triángulo ó paralelógramo generador, que pro
duce sobre el cilindro el filete de la rosca, penetra en el 
cilindro; producirá en el interior de él un carril hueco, 

Fig. 362. 
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perfectamente igual al filete, y que éste llenará exactamen
te; esta segunda pieza, que puede ser considerada como 
el molde de la primera, forma la tuerca de la rosca. 

Ahora, es claro, si una de estas piezas es fija, que la 
otra estará sujeta de manera que no tendrá más que la 
libertad de girar alrededor del eje del cilindro y de des
cender ó ascender al mismo tiempo sobre la segunda, co
mo sobre una superficie inclinada; luego existen entre las 
fuerzas que se equilibran sobre la pieza móvil, relaciones 
que dependen de su unión á la otra, y estas relaciones 
constituyen las condiciones de equilibrio del tornillo. 

886. Para encontrarlas, supongamos que la tuerca sea 
fi)a fis- 3^3)' y (iue se apfó~ 
ca un par (P,—P) en un 
plano perpendicular al eje 
OO' de la rosca, en los ex
tremos de una barra M N 
que atraviesa la cabeza de 

Flg"363' la rosca y es perpendicular 
á su ej e, sea R el esfuerzo resultante desarrollado contra 
un obstáculo, en el sentido del eje OO'; el par (P,—P), la 
R tomada en sentido contrario y las reacciones desarro
lladas entre la rosca y su tuerca, deben equilibrarse, y se 
podrá por consiguiente determinar el valor de la fuerza 
R. Prescindamos por de pronto del rozamiento, y apli
quemos el teorema del trabajo vertical. Un pequeño mo
vimiento angular % de la rosca, producirá un pequeño 
movimiento longitudinal e. Los trabajos verticales de las 
fuerzas P,—P, que corresponden á la rotación 6 de la ros
ca, son iguales á los productos de los momentos de estas 
fuerzas por el ángulo 9; luego si suponemos las fuerzas 
P y —P, aplicadas á distancias iguales O M , ON del eje 
de la rosca, y representamos estas distancias por ^, la su
ma de los trabajos de las fuerzas será 2 P ^ , el trabajo de 
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la resistencia R, es negativo é igual á—R^; la ecuación 
del teorema del trabajo vertical es 

¿ P ^ O — R * = 0 , 
de la que se deduce 

R = 2 P ^ J L . 

Si llamamos h al paso de la rosca, para una vuelta en
tera de ésta la traslación es ^, y tendremos la proporción 

0 2 ^ 
T — " T ; 

y sustituyendo, tendremos la siguiente ecuación del equi
librio de la rosca 

h 
La resistencia R, vencida por la máquina, está en ra

zón inversa del paso de la rosca h\ y tomando este paso 
suficientemente pequeño, se podrá ejercer un esfuerzo 
tan grande como ss quiera, con un par 2P^, de intensi
dad dada. Este resultado manifiesta la conveniencia de 
treducir cuanto se pueda en esta máquina el paso de la 
j-Osca; pero es imposible en la práctica llevar esta reduc
ción más allá de un cierto límite. Se obtiene una dis
posición ventajosa de la máquina, colocando sobre un 
mismo cilindro dos filetes de rosca, de pasos diferentes 
Mi Y h\ y haciendo pasar el primero por una tuerca fija y 
x l segundo por una tuerca que puede moverse longitudi
nalmente; la rosca, al girar, producirá una traslación de 
Ja tuerca móvil; esta tuerca avanzará de la diferencia /;—hr 
de los dos pasos, por una vuelta 2^ de la rosca. El esfuer
zo desarrollado contra un obstáculo por la tuerca móvil, 
.será 

que podrá hacerse tan grande como se quiera, haciendo 
la diferencia h—tí tan pequeña como exija el caso. 
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Equilibrio de !a rosca, teniendo en cuenta el rozamiento. 

887. Vamos á encontrar ya esta ley de equilibrio, es; 
decir, la relación entre la resistencia R y el momento del 
par motor 2P^, teniendo en cuenta el rozamiento des
arrollado por el contacto del filete de la rosca con la. su
perficie interna de la tuerca, y suponiendo que la rosca 
recibe un movimiento ascendente. 

Para simplificar la cuestión, admitiremos que el contac
to de estas dos piezas está concentrado á lo largo de una 
hélice media, trazada, por ejemplo, á igual distancia en
tre el cilindro sobre que se arrolla el filete, y el cilin
dro tangente exteriormente al filete. SeaOM=r(fig. 364),. 

el radio de esta hélice media, 
que representaremos por 
la curva AB; en un punto 
M de esta hélice, tracemos 
para mayor sencillez una 
normal á la superficie heli-
zoidal, y supongamos que 
el filete de la rosca es ,cua-

111S* 364" drado, entónces la normal 
M N estará contenida en un plano NMY, tangente al ci
lindro sobre el que éstá trazada la hélice AB; tracemos 
también la tangente á la hélice en el punto M. En el mo
mento en que va á empezar el movimiento, la reacción 
total, ejercida sobre el punto Mpor la tuerca, se descom
pone en una componente normal N? y una componente 
tangencial, que es el rozamiento/N; estas dos componen
tes forman el mismo ángulo i con las rectas MY, M L , 
trazadas por el punto M en el plano tangente al cilindro 
que contiene la hélice AB, una paralela al eje O O', y la.. 
otra perpendicular á ésta 
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Podemos descomponerlas según estas direcciones; las 
componentes de la fuerza N son Ncosz, según M Y , y 
IŜ senz, según M L ; las componentes de / N son, /"Nsenz 
y /Ncosz. Tendremos, según MY una fuerza Neos?— 
/Nsenz, y según ML una fuerza Nsenz-|- /Ncos¿. 

En todos los puntos de la hélice AB podemos hacer la 
misma descomposición; en cada uno encontraremos la 
fuerza N(COSÍ?—fseni) paralela al ejeOO', y N(sen/-f-/cos0 
perpendicular á dicho eje, y cuyo momento, con relación 
á él, es N r (senz-i-/cosz). La suma de las componentes 
paralelas á OO' es (cosi—/sen/)2N; y la suma de los 
momentos con respecto al mismo eje es r(senz-|-/cosz) SN. 
El signo 2 se extiende á todos los puntos de la porción 
de la hélice AB, comprendida dentro de la tuerca. 

Las seis ecuaciones del equilibrio de un sólido inva
riable se reducen en este caso, á las dos siguientes 

R r=r(cos i—/sen /) S N , 
-2R¿=r (sen /-f-/cos i) SN; 

que son las ecuaciones del equilibrio de la rosca; las otras 
cuatro se verifican por sí mismas en virtud de los su
puestos establecidos. 

Podemos eliminar SN en estas ecuaciones dividiéndo
las una por otra, y resulta 

Hr eos*'—/pen¿ ^ 
2P6 8en¿+/co8* ' 

y como / = : t g a = : , sustituyendo y reduciendo será 
cosa 

Er COS(¿-+-a) , / • 1 \ 
=COt(z- l -a) . 

2P6 
Siendo las fuerzas P y R positivas, cot (¿4-a) es positi

va, lo cual exije que ot.<C — ; luego/<C!-^ a . 
La fórmula obtenida está conforme con la obtenida 

para el plano inclinado (881), cuando se emplea una fuer-
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za horizontal 2P^ para hacer elevar un peso Rr á lo lar
go de la línea de máxima pendiente. 

888. Supongamos que el movimiento de la rosca se 
produce en sentido contrario, es decir, descendente, y 
que por la acción del par 2 P ¿ , la rosca desciende en su 
tuerca bajo una presión R, ejercida de abajo á arriba en 
su extremo. Para pasar del caso anterior á este, basta 
"cambiar a en —a, porque el rozamiento cambia de senti
do; luego la fórmula para este caso será 

• F ^ g (*-«); 
y para que las fuerzas P y R continúen positivas, es nece
sario que 

Para que los dos movimientos sean igualmente posi

bles, es necesario quea<0<C-^—a> Para 1° cual, debe 
. ir 

ser • 

Teoría del trabajo de las máquinas. 

889. El objeto de las máquinas en general es no sólo 
equilibrar las fuerzas, sino vencerlas, es decir, hacer mo
ver sus puntos de aplicación en un sentido opuesto al 
sentido de las acciones de estas fuerzas. Así, cuando se 
emplea una máquina para elevar un peso, nos propone
mos hacer reccorrer á este peso un camino vertical de 
abajo á arriba, es decir, en sentido contrario al sentido en 
que tiende á llevarlo la gravedad. La máquina no es 
más que un cuerpo intermedio entre la potencia que se 
emplea y la resistencia que se trata de vencer. La poten
cia se llama también fuerza motriz y la resistencia fuerza 
esistente. Guando una máquina está en movimiento, la 

potencia hace mover su punto de aplicación, según su di
rección y en su propio sentido, mientras que el punto de 
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aplicación de la resistencia se mueve según su dirección 
y en sentido contrario al suyo; ó lo que es lo msimo, una 
fuerza motriz produce un trabajo positivo, y una fuerza 
resistente produce un trabajo negativo. 

En el estado de equilibrio, cuando la máquina está en 
reposo, no hay más trabajos que considerar, que los tra
bajos virtuales correspondientes á los movimientos v i r 
tuales; y entónces la distinción entre la potencia y la resis
tencia no es necesaria. En el caso de la palanca podríamos 
llamar R á la potencia, y P á la resistencia, sin ningún 
inconveniente; porque un movimiento angular de senti
do contrario al que se trata de producir, justificaría estas 
denominaciones, haciendo positivo el trabajo de la resis
tencia, y negativo el de la potencia. 

Ordinariamente una máquina está destinada á vencer 
una resistencia bien definida, de consiguiente, no hay nin
guna ambigüedad entre las fuerzas motrices y las fuer
zas resistentes. Ademas, el equilibrio entre estas fuerzas 
puede tener lugar estando en marcha la máquina, lo mis
mo que estando parada, y siempre existe en el primer 
caso, cuando la máquina posee un movimiento uniforme; 
de consiguiente, el estudio de las condiciones de equili
brio de las máquinas debe hacerse, considerándolas al es
tado de equilibrio, ó al estado de movimiento. 

890. Vamos á demostrar que se pueden aplicar las 
ecuaciones del equilibrio á una máquina al estado de mo
vimiento uniforme, como si esta máquina estuviera en 
reposo, haciendo uso del teorema de las fuerzas vivas, 
que define en general su movimiento. Sea T el trabajo 
total de las fuerzas, tanto motrices como resistentes; ten
dremos la ecuación 

S m ^ — S m ^ ^ g T ; 
diferenciando esta ecuación, resulta 
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Si entre las velocidades v de los diferentes puntos, exis*-
ten relaciones constantes, como acontece en la mayor 
parte de las máquinas, entre sus diferenciales existirán 
las mismas relaciones, y por consiguiente, se reducirán k 
cero todas á la vez; luego las velocidades de todos sus 
puntos pasan á la vez por sus máximos y mínimos valo
res. Si dv=0, será al mismo tiempo ^ T = 0 en la ecua
ción anterior; pero ¿fT es la suma de los trabajos elemen
tales délas fuerzas, y la relación ^ T = 0 , indica que por 
medio de las ligaduras, las fuerzas se equilibran; luego/ 
el máximo y el mínimo de las velocidades de los diteren-
tespuntos móviles, tiene lugar cuando la máquina pasa por 
una posición de equilibrio. 

Si el trabajo T es constantemente cero, dT es también, 
constantemente cero, y se verifica en cada instante 
S^ x;2—S»2T;02; luego la fuerza viva de la máquina es 
constante, cuando las fuerzas se equilibran constantemen
te. La recíproca es cierta, por consiguiente, si se tiene 
V=:VQÍ es decir, si el movimiento de cada punto es uni
forme sobre su trayectoria, las fuerzas que actúan sobre 
la máquina se equilibran constantemente; luego las leyes, 
de equilibrio de las máquinas son aplicables cuando el 
movimiento de que van animadas es uniforme. Esta ex-*-
tensión de las ecuaciones del equilibrio, sólo se aplica r i 
gurosamente á las que expresan las condiciones de equi
librio, y no es aplicable á las ecuaciones que conducen á, 
la determinación de las reacciones de los puntos fijos, y 
de las tensiones de las ligaduras, las cuales pueden ser 
muy diferentes al estado de movimiento, que al estado de 
reposo de la máquina. 

891. Todas las máquinas que se emplean en la i n 
dustria pueden reducirse á dos clases muy diferentes: 
unas que sirven para vencer resistencias más ó menos 
considerables, tales como las que sirven para elevar far-
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dos, comprimir ó pulverizar los cuerpos, tornear, cortar 
ó taladrar maderas, metales y sus análogas; y otras desti
nadas á producir obras que exijen más delicadeza que 
fuerza, como las que sirven para hilar y tejer las materias 
textiles, fabricar encajes, abanicos y otras obras deli
cadas. 

Las máquinas de la primera clase, cuando están en 
movimiento, vencen las resistencias á que se aplican, y 
hacen recorrer á los puntos de aplicación de estas resis
tencias un cierto camino en sentido contrarío de la ac
ción, como ántes hemos dicho. El trabajo desarrollado 
por la resistencia, es como sabemos, igual al producto de 
la resistencia por el camino que recorre su punto de apli
cación, estimado en la dirección de esta resistencia. Mas 
para que una máquina pueda vencer una resistencia, y 
hacer marchar su punto de aplicación en sentido contra
rio de su acción, es necesario que le este aplicada una 
fuerza motriz ó una potencia, y que el punto de la má
quina, sobre el que obra la potencia, marche en sentido 
de su acción; es, pues, necesario que la potencia desarro
lle también un cierto trabajo. Este trabajo desenvuelto 
por la potencia hace funcionar la máquina, y se puede 
decir que la máquina está destinada á |trasmitir el trabajo 
de la potencia al punto de aplicación de la resistencia. 

Las máquinas de la segunda clase no están destinadas 
á vencer directamente resistencias, pero la obra que eje
cutan, hace que se desarrollen rozamientos y otras resis
tencias accesorias, y exije para sostener el movimiento la 
acción de la potencia correspondiente. 

Podemos, pues, decir en general, que las máquinas 
son aparatos destinados á trasmitir el trabajo de las fuer
zas, y vamos á ver cómo se verifica esta trasmisión. 
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Trasmisión del trabajo en las máquinas. 

892. Ordinariamente una máquina no puede tomar 
más que dos movimientos, opuestos uno á otro, en los 
cuales el movimiento de un sólo punto determina el de 
todos los demás; de consiguiente, una sola ecuación bas
ta para determinar la ley de este movimiento, una vez 
conocido el sentido en que se verifica; esta ecuación es 
la del teorema de las fuerzas vivas, 

como dijimos en su lugar. Para aplicar esta ecuación y 
ver cómo se trasmite el trabajo en una máquina, observa
remos que las fuerzas que obran sobre la máquina son 
de dos clases; fuerzas motrices y fuerzas resistentes, ó 
sean fuerzas cuyo trabajo es positivo, y fuerzas cuyo tra
bajo es negativo; las primeras, cuyas direcciones forman 
-en todos los casos ángulos agudos con los caminos ele
mentales que recorren sus puntos de aplicación, y las 
segundas forman ángulos obtusos con los caminos re-
-corridos por sus puntos de aplicación; el trabajo de una 
fuerza motriz se llama trabajo motor-yQ\ de una fuerza re
sistente, considerado en su valor absoluto, se llama tra
bajo resistente-̂  la suma de todos los trabajos desarrollados 
^durante uñ tiempo cualquiera por las fuerzas motrices 
que obran sobre una máquina, constituye lo que se llama 
«1 trabajo motor total, ó simplemente el trabajo motor cor
respondiente á este tiempo; del mismo modo se da el 
nombre de trabajo resistente total, ó trabajo resistente, á 
la suma de los valpres absolutos de los trabajos debidos 
á las fuerzas resistentes durante el mismo tiempo. , 

893. Establecidas estas definiciones, si consideramos 
-el movimiento de una máquina durante un intervalo de 
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tiempo cualquiera, y designamos por el trabajo motor 
total desarrollado durante este tiempo, y por Tr el resis
tente total correspondiente; T=zTm—Tr será el valor de 
la suma de los trabajos de todas las fuerzas que obran 
sobre la máquina, durante el tiempo de que se trata; y la 
ecuación de las fuerzas vivas tomará la forma 

(2) S^2— Z m v * ^ ^ —TrJ; 
la cual expresa, que el incremento total de la fuerza viva 
de la máquina durante el tiempo que se considera, e& 
igual al duplo del exceso del trabajo motor sobre el re
sistente, durante el mismo tiempo. Esta ecuación encier
ra toda la teoría de la trasmisión del trabajo en las má
quinas. 

Supongamos en primer lugar que el movimiento de la 
máquina es uniforme, ó que la velocidad de cada uno de 
sus puntos es constante; el primer miembro de la ecua
ción (2) es nulo, cualquiera que sea el tiempo que se 
considere; luego Tm=.Tr, el trabajo motor es constante
mente igual al trabajo resistente; por consiguiente, la 
máquina trasmite el trabajo desarrollado por las fuerzas, 
motrices á los puntos en que obran las fuerzas resisten
tes sin modificar su valor. En el caso de que no actúen 
sobre la máquina más que una sola potencia y una sola. 
resistencia, la uniformidad del movimiento exije que el 
trabajo de la potencia sea igual al de la resistencia; ó que 
la potencia y la resistencia estén en razón inversa de los 
caminos recorridos, en el mismo tiempo, por sus puntos 
de aplicación, y según sus direcciones respectivas. De 
aquí resulta el conocido principio de que, lo que se gana 
en fuerza se per de en velocidad, que es muy importante 
en la teoría de las máquinas. 

894. Si el movimiento de la máquina no es uniforme, 
el trabajo motor y el trabajo resistente no son iguales en 
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•un tiempo cualquiera; pero en este caso el movimiento 
déla máquina es generalmente periódico, es decir, que 
las velocidades de los diferentes puntos de la máquina 
•que aumentan ó disminuyen alternativamente, y vuelven a 
tener valores iguales á los primitivos, al cabo de un cier
to tiempo Mamado período. Al fin de uno de estos perío
dos, el primer miembro de la ecuación (2) es cero, por 
consiguiente, el segundo lo es también, y el trabajo motor 
Tm, desarrollado durante este tiempo, es igual al trabajo 
resistente T,. durante el mismo período. Y aunque Twy Tr 
no son iguales en cada elenento del tiempo, puede con
siderarse que por término medio, existe la igualdad du
rante toda la marcha periódica de la máquina; puesto que 
se verifica para cada uno de los períodos del movimiento, 
y por consiguiente, para un número cualquiera de pe
ríodos. 

Aplicando la ecuación (a) á todo el tiempo que dura 
el movimiento de la máquina, ó sea al tiempo trascurrido 
desde que empieza á moverse hasta que se pára, el pr i 
mer miembro de la ecuación es cero; luego durante todo 
el tiempo del movimiento será T ^ ^ T , , , de modo, que 
cualesquiera que sean las variaciones del movimiento de 
la máquina, el trabajo motor desarrollado por las fuerzas 
motrices es igual al trabajo resistente desarrollado por 
las fuerzas resistentes. 

También vemos en la ecuación (2), que si la fuerza 
viva Iimv1* de la máquina, al fin de un intervalo de tiem
po, es mayor que la S W Q̂2, correspondiente al principio 
del mismo intervalo de tiempo, Tm es mayor que TV; y 
•si Sw!i;2<lSwi;02,TOT<CTr. 

895. De aquí se deduce el modo de variar el movi
miento de la máquina, según que el trabajo motor es 
mayor ó menor que el trabajo resistente: si T^r—T,. la 
fuerza viva es constante; si T ^ ^ T , , , el movimiento de 
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la máquina se acelera; y si Tm<<Tr) el movimiento se re
tarda, y su fuerza viva disminuye en el duplo del exceso 
de Tr sobre Tm. Según esto, cuanto Tm>>Tr, el trabajo 
motor TTO se descompone en dos partes T r y Tm—Tr; la 
primera de estas dos partes del trabajo motor se emplea 
en ejecutar el trabajo T,., correspondiente á las resis
tencias que obran sobre ella, y la segunda produce el au
mento de la fuerza viva de la máquina; cuando, por el 
•contrario, T ^ T ^ , el trabaío motor Tm no puede produ
cir más que una parte del trabajo resistente que es igual 
á Tm; la otra parte T,.—TOT del trabajo resistente se pro
duce á expensas de la fuerza viva de la máquina, que dis
minuye en la cantidad correspondiente. 

Todo se verifica como si en el primer caso el exceso 
del trabajo motor sobre el resistente se acumulase en la 
masa total de la máquina, bajo la forma de fuerza viva, y 
si en el segundo caso, el exceso del trabajo motor así acu
mulado anteriormente, se restituyese para producir'una 
cantidad de trabajo resistente, precisamente igual á la que 
el exceso de trabajo motor habria producido directamen
te. Se deduce de aquí el porqué no es necesario que el 
movimiento de la máquina sea uniforme, para que tras
mita el trabajo sin cambiar su valor total. 

Al empezar el movimiento de una máquina, durante 
•el tiempo comprendido entre el instante en que parte del 
reposo, y aquel en que llega al estado de movimiento re
gular, que debe conservar, el trabajo motor Tm excede 
al resistente, en una cantidad igual á la mitad de la fuerza 
viva que posee la máquina al fin de este tiempo; desde 
este instante, y durante todo el tiempo que la máquina 
conserva su movimiento regular ó periódico, los trabajos 
motor y resistente son iguales, como hemos dicho; pero 
al fin, cuando la máquina parte de su movimimiento re
gular, para volver al estado de reposo, .Tr excedeá TTO,en 
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una cantidad igual a la mitad de la fuerza viva que pier-
de la máquina. La parte de trabajo motor que se habia. 
empleado al principio, para poner la máquina en su esta
do de movimiento regular, y que estaba en ella bajo la 
forma de fuerza viva, reaparece y produce una cantidad 
de trabajo resistente. 

896. Según lo que acabamos de exponer, en todos los 
casos una máquina trasmite todo el trabajo que se le apli
ca, sin alterar su valor. Si esta trasmisión íntegra del tra
bajo por medio de la máquina, no se efectúa completamente-
en cada uno de los elementos del tiempo total que dura su 
movimiento, se verifican en los diversos elementos com
pensaciones tales, que en último resultado no se pierde 
parte alguna del trabajo motor, aplicado á la máquina; 
pero es preciso, para llegar á este resultado, que se tengan 
en cuenta todas las fuerzas aplicadas á la máquina, sin 
excepción alguna; y sabemos que para esto se deben con
siderar lo mismo las fuerzas exteriores que las interiores. 
Entre las fuerzas resistentes las hay de dos clases: prime
ra, las que están precisamente aplicadas á la máquina,, 
según el objeto á que se la destina, ó sea las que corres
ponden al trabajo que produce' la máquina; segunda, las. 
que se desarrollan en las diversas partes de la máquina, á 
causa de su movimiento, como los rozamientos entre las 
piezas sólidas de que está formada, y que son indepen
dientes del trabajo para que se destina la máquina. Las. 
fuerzas resistentes de la primera clase se llaman resisten
cias útiles, y las segundas se llaman resistencias pasivas. 
El trabajo producido por las primeras se llama trabajo 
útil. 

Designemos el trabajo útil por TM, y por Tp el trabajo 
debido á las resistencias pasivas, que se llama trabajo per
dido, tendremos 

T — T — T 
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Hemos visto que si se considera el movimiento de una 
máquina en conjunto, T r = T m y y la igualdad anterior 
será 

l u— Tm—X 

que nos dice, que siempre el trabajo útil Tu es menor que 
el trabajo motor Tm, en la cantidad T ,̂, que representa el 
trabajo perdido; de modo, que se puede decir que las 
máquinas trasmiten todo el trabajo motor sin que se 
pierda cantidad alguna; pero se pierde una parte del tra
bajo T^, que se llama trabajo perdido. La relación 

del trabajo útil al trabajo motor, se llama rendimiento de 
la máquina; esta relación es siempre menor que la uni
dad, y la máquina es tanto más perfecta, cuanto más se 
aproxima su rendimiento á la unidad. Se considera ex
celente una máquina en la industria, cuando su rendi
miento es 0,75, ó mayor. 

897. En toda máquina deben evitarse en cuanto sea 
posible las pérdidas de fuerza viva, porque toda pérdida 
de fuerza viva equivale á una pérdida de trabajo motor. 
Si las moléculas de algunas piezas de la máquina adquie
ren un movimiento vibratorio, ademas del movimiento 
general de la máquina, este movimiento se trasmite á los 
cuerpos próximos por medio de los soportes y del medio 
que rodea la máquina, tal como el aire ó el agua, conclu
yendo por perderse en la masa total de la Tierra, sin pro
ducir ningún trabajo útil. Por consiguiente, debe procu
rarse que no se produzcan movimientos vibratorios en 
las moléculas de la máquina. Ya hemos visto en el teo
rema de Carnot (734), que en el choque de los cuerpos 
naturales hay siempre pérdida de fuerza viva; pérdida 
que en una máquina es debida á la comunicación del mo-

M E C Á N I C A R A C I O N A L . — T O M O I I . 34 
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vimiento de las piezas de la máquina á los soportes y ai 
medio en que se mueve. 

Las principales causas de pérdida de fuerza viva en las 
máquinas, provienen de los movimientos vibratorios de 
sus moléculas, de los choques de unas piezas con otras, y 
del rozamiento que constantemente se desarrolla, al res
balar ó rodar unas piezas sobre otras. 

898. A l proyectar una máquina, se procura siempre, 
que el trabajo perdido Tp sea muy pequeño, con relación 
al trabajo útil T^. Se disminuye el rozamiento pulimen
tando ó engrasando las superficies de los cuerpos, que de
ben resbalar unos sobre otros, procurando que sean muy 
duros, y haciendo que la velocidad del resbalamiento sea 
pequeña; pero de cualquiera manera que se construya la 
máquina, nunca puede conseguirse que el trabajo útil TM, 
sea igual ó mayor que el trabajo motor Tm, siempre hay 
una porción de trabajo perdido T^, que no puede ser 
nunca cero. 

Resulta de aquí, que los que buscan el llamado vulgar
mente movimiento continuo, y que en rigor debia llamarse 
movimiento perpetuo^ buscan una cosa imposible; porque el 
objeto que se proponen estos investigadores, es cons
truir una máquina que produzca trabajo útil sin gasto de 
trabajo motor, ó al ménos que el trabajo útil producido 
sea igual ó mayor que el trabajo motor emplado, proble
ma evidentemente absurdo, según lo que acabamos de 
decir. 
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currentes, I , 12 y siguientes;—pa
ralelas, I , 26 y siguientes. 
Composición de los pares, I , 43 y 
siguientes. 

Composición de movimientos, I , 234; 
—de las velocidades. I , 235 

Continuidad de una masa fluida, 433. 
Contracción de la vena líquida, 455; 

—coeficiente de, 456. 
Conservación de las fuerzas vivas, 

principio de la, 217. 
CORIOLIS, I , 30, 317, 321 y 408. 
Cuerda, tensión de una, 2. 
Curva formada por un hilo flexible é 

inestensible, 21. 
Curva de los espacios, I , 185;—de las 

velocidades, 1,193;—de las acelera
ciones, I, 301;—comparación de las 
curvas de los espacios, de las velo
cidades y de las aceleraciones, I , 
302. 

Curva de los puentes colgantes, 35; 
construcción de la, 37. 

GH. 
CHASLES, teorema de, I , 88. 
Choque, de los cuerpos, 322;—directo 

de dos cuerpos esféricos, 323; —no 
elásticos, 325;—perfectamente elás
ticos, 327. 

D. 
D'ALBMBERT, (teorema de), I , 210;— 

147;—aplicaciones del teorema de, 
162. 

Densidad media de la Tierra, I , 543. 
Descomposición de una fuerza en dos 

ó más concurrentes, 1, 24;—en dos 
ó más paralelas, I , 31. 

Descomposición de las velocidades, I , 
237. 

Descomposición de un movimiento en 

tres traslaciones y tres rotaciones, 
I , 267. 

Desviación al Este de los cuerpos que 
caen de una gran altura, I , 493. 

DINÁMICA, I , 5;—división de la, I , 
327-

Dinamómetro, 89. 
D'lvori, teorema, I , 178. 
Dirección de una fuerza, I , 3. 

Ecuaciones del movimiento de un 
punto, I, 238, 239, 240 y 373. 

Ecuación general del movimiento de 
un sistema, 151 

Ecuación de la Hidrostática, 372;— 
discusión de la, 375;—caso en que 
es integrable la, 384-

Ecuaciones generales del movimiento 
de los flúidos, 431. 

Efecto de una fuerza de magnitud y 
dirección constantes sobre un pun
to material, I , 330 y siguientes. 

Eje de un par,T, 47;—central, 55. 
Ejes principales de inercia, 122;—de

terminación de los, 125;—relativos 
á diferentes puntos, 128. 

Eje de rotación, I , 203;—instantáneo 
de rotación, 1,209;—instantáneo de 
rotación y traslación, determinación 
analítica, I , 269. 

Elasticidad, coeficiente de, 72;—lími
te de 72;—momento de, 76. 

Elásticos, cuerpos perfectamente, 322; 
—cuerpos no, 322. 

Elipsoide de inercia, 122. 
Equilibrio, leyes de, I , 59;—de fuer

zas paralelas, I, 61 y 66;—de fuer
zas cualesquiera, I , 70, y 76;—de 
fuerzas aplicadas por medio de 
cuerdas, 2. 

Equilibrio de un hilo flexible é ines
tensible, 13 y siguientes. 

Equilibrio de los sólidos naturales, 
70;—de un sólido prolongado, 74;— 
de los sólidos prismáticos empotra
dos , 78; — de los sólidos reteni
dos, 80. 

Equilibrio de dos sólidos que se to
can, 100;—de un sólido pesado so
bre un plano, 103;—presiones sobre 
los apoyos, 104. 

Equilibrio relativo de un punto mate
rial, I , 489;—de los cuerpos en la 
superficie de la Tierra, I , 485. 

Equilibrio estable, inestable é indife
rente, 67. 

Equivalentes, sistemas de fuerzas, 
I , 85. 

Equivalente mecánico del calor, 472; 
—calorífico del trabajo, 472. 
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Espiral logarítmica, ecuación déla, 

i , 223. 
Estabilidad del equilibrio de los lí

quidos superpuestos, 418;—de los 
sólidos sumergidos en los líquidos 
pesados, 418;—de los cuerpos flo
tantes, 419. 

Estados de los cuerpos, I , 5. 
ESTÁTICA, I , 5 y 8;—segunda parte de 

la, 1. 

Flecha, 79 y 80. 
Flúidos, Mecánica de, 355;—constitu

ción molecular de los, 356;—teore
ma fundamental de la Mecánica de, 
363;—en vasos comunicantes, 400. 

Flotantes, cuerpos, 413;—equilibrio 
de un prisma recto, 414. 

FOTTCATJLT, experimento de, I , 503. 
Fuerza, I , 3;—tangencial, centrípe

ta, I, 370;—centrífuga, 1,424 y 487; 
—centrífuga compuesta, I , 481. 

Fuerza de reacción, I, 473;—compo
nentes de la, 1,475;—trabajo de la, 
I , 476. 

Fuerza viva,- I , 376;—diferencial de 
la, I , 384. 

Fuerzas paralelas, aplicaciones de la 
teoría de las, I , 32 y siguientes. 

Fuerzas efectivas y fuerzas perdidas, 
148;—interiores y exteriores, 182;— 
instantáneas, impulsivas ó percu
siones, 157 y 158. 

Fuerzas aparentes en el movimiento 
relativo (Teoría de las), I , 478. 

Fuerzas centrales y movimiento de 
los planetas, I , 514 y siguientes. 

OALILEO, I , 329 y 427. 
GAY-LTTSSAC, ley de, 358. 
GATJSS, tablas de, 398. 
Gases permanentes, liquefacción de 

los, 356. 
GÉBAKDIN, fórmula de, 463, 
GULDIN, teoremas de, I, 131. 

H. 
Herpoloide, 272;—trazado de la, 277. 
HIDRODINÁMICA, I , 6;—431. 
HIDROSTÁTICA, I , 6;—355. 
HIPAECO, 290. 

I . 
Importancia respectiva de los teore

mas generales del movimiento, 224. 

Independencia de los efectos de las 
fuerzas, I , 329 y 335. 

Inercia, I , 2. 
Influencia de la traslación de la Tier

ra en el equilibrio y movimiento de 
los cuerpos situados en la super
ficie, I, 506 y siguientes. 

Intensidad de una fuerza, I , 4. 
Isotermas, superficies, 380. 

JACABI, fórmulas de, I , 174. 

K. 
KEPLEBO, í, 2;--leyesde, 520. 
Kilográmetro, 1, 343. 

L. 
LAPLACE, teorema de, I , 165;—397-
Ligaduras, 39; completas, 40. 
Líquido que gira alrededor de un eje 

vertical, 389. 
LITTEOW, tablas de, 398. 

M. 
Marcha del hombre sobre el suelo, 

210. 
Mareas, I , 508 y siguientes;—338. 
MABIOTTE, ley de, 357. 
MANNHEIM, I, 247. 
Máquinas,—485; hidráulicas, 460. 
Materia, cuerpo, I , 1. 
Masa, I, 338;—de los planetas acom

pañados de satélites, I , 539; —de la 
Tierra, I , 540;—délos planetas que 
no tienen satélites, I , 542. 

MECÁNICA, I , 5;—racional, 1,5;—apli
cada, I , 5. 

MOBIUS, I , 93. 
Metacentro, 428. 
Mezcla de gases pesados, equilibrio 

de una, 399. 
Momentos de las fuerzas, I , 63. 
Momento virtual de una fuerza, 43. 
Momentos de inercia, 116;—de un 

cuerpo con respecto á ejes parale
los, 117;—con respecto á ejes con
currentes, ll9. 

Momentos principales de inercia, 122; 
determinación de los, 125;—puntos 
que tienen iguales los, 129. 

Momentos de inercia (determinación), 
132 y 145;—de un prisma ó cilindro 
rectos, 134;—del elipsoide, esfera y 
capa esférica, 137;—de los sólidos 
de revolución, 138;—del cilindro, 
capa cilindrica, segmento esférico. 
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esfera, cono, tronco de cono y seg
mento de paraboloide, 139;—con 
relación á los planos coordenados, 
141. 

Movimiento curvilíneo de un punto 
material libre, I , 369-

Movimiento uniforme, 1,186;—varia
do, I , 188;—uniformemente varia
do, I, 191;—de traslación, I , 202;— 
de rotación, I , 203;—elemental de 
una figura plana en su plano; I , 205; 
—de una figura esférica sobre su es
fera, I , 209;—de un sólido que tiene 
un punto fijo, I , 210;—252;—ele
mental de un sólido, I , 21 í;—con
tinuo de una figura plana en su pla
no. I , 217;—epicicloidal, I , 219 y 
220;—absoluto, 1, 231;—relativo, I , 
231. 

Movimiento rectilíneo de un punto 
material libre, h 344 y siguientes. 

Movimiento vertical de los cuerpos 
pesados, 1,348 y siguientes;—en un 
medio que resiste como el cuadrado 
de la velocidad, I, 352 y siguientes; 
—de un cuerpo pesado lanzado de 
abajo á arriba, I , 357 y siguientes; 
—de un cuerpo pesado en an medio 
que resiste como la velocidad, I , 
360;—de un cuerpo no pesado en un 
medio que resiste como la raíz cua
drada de la velocidad, I , 361. 

Movimiento de un punto atraído por 
una fuerza que varía en razón in
versa del cuadrado de su distancia 
á un punto fijo, I , 523 y siguientes; 
—de dos puntos que se atraen en 
razón inversa del cuadrado de su 
distancia, I . 326. 

Movimiento de dos puntos cuya dis
tancia es invariable, sujetos á per
manecer sobre dos curvas dadas, 
179;—de un sistema cualquiera de 
puntos, 147-

Movimiento de un punto material, no 
libre, I , 419; — sobre una curva 
dada, I , 421;—de un punto matei'ial 
pesado sobre una recta inclinada, 
426;—de un punto material pesado 
sobre una curva, 1, 430;—oscilato
rio, Ij 435. 

Movimiento de los proyectiles en el 
vacío, I . 402 y siguientes;—en el 
aire, I . 408 y siguientes;—cuando 
el ángulo de proyección es muy pe
queño, I , 414;—cuando la resisten, 
cía del aire se representa por una 
función cualquiera de la velocidad. 

Movimiento de un punto atraido por 
un centro fijo en razón directa de su 
distancia, 1, 364;—de un punto re
pelido por un centro fijo en razón 
directa de su distancia, I , 366. 

Movimiento de un sólido libre. 285; 
—de la Tierra en el espacio, 289;— 
efecto de una fuerza instantánea 
sobre un sólido libre, 292;—caso en 
que sea perpendicular al eje instan
táneo, 293;—condiciones para que 
persista el movimiento. 295. 

Movimientos simultáneos de un sóli
do. I , 254. 

Movimientos relativos (teoría de 
los), I , 275. 

Movimiento relativo de un punto ma
terial. 1,483;—de los cuerpos en la 
superficie de la Tierra. 

Movimiento de un cuerpo en contacto 
con una superficie fija, 307;—de un 
cuerpo redondo sobre un plano in-̂  
clinado, 306; — rectilíneo de una 
bola de marfil sobre una mesa de 
billar, 312;—curvilíneo de una bola 
de marfil sobre una mesa de billar, 
317. 

Movimiento oscilatorio de una barra 
elástica. 229. 

Movimiento de rotación de un sólido; 
226;—producido por fuerzas instan
táneas, 229; — por fuerzas cuales
quiera, 238;—caso en que no hay 
fuerzas motrices, 241;—caso en que 
las fuerzas motrices se reducen á un 
par, 243. 

Movimiento de rotación de un sólido 
alrededor de un punto fijo, 252;— 
rotación propia, precesión, nutación, 
línea de los nodos, 254;—determina
ción de los momentos de las canti
dades de movimiento con respecto 
á sus ejes principales de inercia, 
255;—deducción de las ecuaciones 
del, 258 y siguientes. 

Movimiento de traslación de dos 
cuerpos unidos por una varilla rígi
da, 165;—de varios cuerpos ligados 
por cuerdas, 167;—de un tren sobre 
una vía férrea, 169;—de dos cuerpos 
sobre dos planos inclinados, 174; — 
de una cadena sobre dos planos in
clinados, 176 

Muelas de molino, 245. 

N. 
NEWTON, teorema de, I, 177. 
Nivelación barométrica, 393. 
Nodos de vibración, 350. 
Nutación, 290. 

O. 
Órbita elíptica, I , 527;—circular ó. 

casi circular, I , 530;—parabólica,. 
I , 532. 
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Oscilaciones de un fluido, pequeñas, 

440. 
Onda, 475. 

Palanca; sus condiciones de equili
brio, 486;—equilibrio de un sistema 
de palancas, 508. 

PAPPUS, teoremas de, I , 191. 
Paralelepípedo de las fuerzas, I , 23; 

—de las velocidades, I , 237. 
Paralelógramo de las fuerzas, 1, 12; 

—de las velocidades, I , 236;—de 
las rotaciones, 1, 265. 

Par de fuerzas, I , 28; de rotaciones, 
I , 262. 

Pares, teoría de los, I , 37;—trasfor-
macion de los, I , 38;—trasforma-
cion de los, 1,40;—medidade los, I , 
42;—composición de los, I , 43 y 44; 
—descomposición de los , I , 45. 

Paso de un líquido por un canal, 457. 
Percusiones ejercidas sobre el eje íijo, 

231 y 239;—condiciones para que el 
eje no experimente ninguna percu
sión, 234;—centro de percusión, 
236;—percusión sobre un sólo pun
to, 236. 

Perihelio, I , 528. 
Péndulo simple, drcular, I , 434 y si

guientes;—teoría general del i , 440; 
—tensión del hilo del, I , 444;—ci
cloidal, 1, 446;—en un medio resis
tente, T, 450 y siguientes;—cónico, 
T, 465 y siguientes. 

Péndulo cónico, teniendo en cuenta 
el movimieato de la Tierra, I , 501. 

Péndulo compuesto, 246;—longitud 
del, 247;—eje de oscilación del, 
249;—centro de oscilación del, 249; 
—eje de la más breve oscilación, 
251. 

Peón, movimiento del, 285. 
Planoinclinado, su ley de equilibrio, 

510;—equilibrio del planoinclinado, 
teniendo en cuenta el rozamiento, 
512. 

Plano invariable ó del máximo de las 
áreas. 205 y 207. 

POINSOT, I , 37;—teoría de la rotación 
de los cuerpos, 269;—estabilidad de 
la rotación alrededor de un eje prin
cipal, 278;—efecto de un par ins
tantáneo sobre un sólido que tiene 
un punto fijo, 280. 

POISSON, teorema de, I , 168. 
Poleas, 495;—ley de equilibrio de las, 

495;—equilibrio de la polea tenien
do en cuenta el rozamiento y la ri
gidez de la cuerda, 499. 

Polígono de las fuerzas, I , 22;—de las 

velocidades, I , 236;—de apoyo, 102; 
—funicular, 4, 7 y 11. 

Poloide, 272;—ecuaciones de la, 274. 
PONCELET , dinámometro de, 89. 
Potencial, I , 163 y siguientes. 
Precesión de los equinocios, 290. 
Presiones ejercidas sobre el suelo pol

los cuatro piés de una mesa, 106;— 
por un sólido pesado que se apoya 
por una cara plana rectangular. 

Presiones en el interior de un liúido. 
360 y 365;—principio de la trasmi
sión de las, 367;—en un flúido so
metido á fuerzas cualesquiera, 370; 
— representadas por la altura de 
una columna líquida, 383;—en los 
gases pesados, 393. 

Presiones de los fluidos sobre las pa
redes de las vasijas que los contie
nen, 402;—sobre la superficie de 
los sólidos sumergidos, 411. 

Principio de igualdad de la acción y la 
reacción, I , 328. 

Proyección del movimiento, I , 199; — 
sobre un plano fijo, I , 372;—sobre 
una recta fija, I , 373. 

Proyectiles lanzados por armas raya
das; su desviación del plano del 
tiro, 297. 

Punto de aplicación de una fuerza, 
I , 3 

R. 

Radio de curvatura de ciertas curvas 
(deterninaciou),!, 307;—de la héli
ce, I , 308;—de una curva epicicloi-
dal plana, I , 251. 

Eeduccion de las fuerzas, I , 53 y 57. 
Régimen permanente en un flilido, 

443. 
Relaciones entre las fuerzas, las ace

leraciones y las masas, I , 336;—en
tre las fuerzas, las velocidades y las 
masas, I , 342. 

Resistencia de los sólidos á la exten
sión y la compresión, 72. 

Resultante de várias fuerzas, I , 9. 
Retroceso de las armas de fuego, 191 

y 192. 
Rigidez de las cuerdas, 497. 
ROBEJIBAL, 1, 242. 
Rodadura y resbalamiento de los só

lidos, I , 281 y siguientes. 
Romana, 403. 
Rotación aparente del plano de osci

lación del péndulo, 503. 
Rosca ó tornillo, su ley de equilibrio, 

515;—equilibrio de la rosca, tenien
do en cuenta el rozamiento, 518. 

Rozamiento, 92;—leyes del, 94;—coe
ficiente de, 94;—ángulo de, 96. 
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Ruedas dentadas, equilibrio de un sis
tema de. 510. 

Euptura, resistencia de los sólidos á 
la, 84;—sección de, 85. 

s. 
SALADINI. I , 428. 
Salida de un líquido pesado por un 

orificio horizontal, 449;—nivel conŝ  
tante, 451;— nivel variable, 453. 

Salida de un líquido por orificio prac
ticado en pared delgada, aplicación 
del teorema de Bernoulli, 454;— 
gasto, 455. 

SAVARY, construcción de, I , 251. 
Sólido invariable, I , 8;—de igual re

sistencia, 86. 
Superficie de nivel y sus propiedades, 

I , 389;—en los fluidos, 373;—en los 
flüidos pesados, 381. 

Tabla de los valores del coeficiente y 
del ángulo de rozamiento, 99. 

Tangentes, á las curvas, I , 242;—á la 
elipse, I , 243; á la Hipérbola I , 244; 
—á una sección cónica, I , 245; á la 
concoide, I , 246, 

Tendencia lateral de los cuerpos en 
movimiento en un plano horizontal, 
I , 498. 

Tensión de un hilo flexible é inesten-
sible, 18. 

Teoremas generales del movimiento 
de un punto, I , 375,—de las canti
dades de movimiento I . 375,—de 
las áreas, 1, 382;—de las fuerzas 
vivas, I , 387;—de la menor acción, 
I , 396. 

Teoremas generales del movimiento 
de un sistema, 181;—teorema del 
movimiento del centro de gravedad, 
182;—velocidad inicial del centro de 
gravedad, 186; — conservación del 
movimiento del centro de gravedad, 
187 y siguientes 

Teorema de las cantidades de movi
miento proyectadas sobre un eje, 
192;—de los momentos de las can
tidades de movimiento, 195;—délas 
áreas, 200;—de las áreas en el mo
vimiento relativo, 202;— aplicacio
nes del teorema de las áreas, 208; 
—de las fuerzas vivas, 211;—del 

efecto del trabajo, 216;—de las fuer' 
zas vivas en el movimiento relati
vo, 219;—de la menor acción, 222. 

Tierra, forma de la superficie de la^ 
386. 

TOERICELLI, teorema de, 452 
Torno, su ley de equilibrio, 501;— 

equilibrio del torno, teniendo en-
cuenta el rozamiento, 504;—equili
brio de un sistema de tornos, 508. 

Trabajo, definición del, IT 386; trio-
nomio del, I , 389. 

Trabajo de las máquinas, teoría del,. 
520;—trasmisión del. 524, 

Tracción á distancia, 171. 
Trayectoria, I , 184. 
Triángulo de inercia, 142. 

u. 
Unica, condición para que un sistema 

de fuerzas tenga resultante, I , 67 y 
82. 

V . 

Variaciones de la presión en una masa , 
fiúida, 373. 

VATIIGNOK, polígono de. 10. 
Velocidad, I , 187 y 189; angular, I , 

197;—del enfriamiento, I , 196,— 
de circulación, I , 197;—de desliza
miento, I , 197;—aereolar, I , 198;-— 
lineal. 

Velocidad del sonido en los gases, 483. 
Velocidad virtual, 43;—velocidadeŝ  
virtuales, teorema de, 44 y siguien
tes;—ecuación del teorema de las 
velocidades vituales, 53; — aplica
ciones del teorema de las velocida
des virtuales, 54 y siguientes. 

Vertical, 1, 487. 
Vibratorios, movimientos, 338. 
Vibración, duración de una, 349. 
Vibraciones de las cuerdas, 340. — 

trasversales, 346;—longitudinales, 
353. 

Vibraciones de los gases en tubos ci
lindricos, 466;—tubo cerrado por un 
extremo é indefinido por el otro, 
477.—tubo indefinido en un senti
do y abierto por el otro, 479;—tubo 
cerrado por sus dos extremos, 480j 
—tubo abierto por sus dos extre
mos, 482. 

Volumen de un cilindro, 1,134. 
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