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Cémo se aplican las fuerzas 4 los sistemas materiales.

484. En la primera parte de la Estatica hemos estu-
diado las leyes de equilibrio de los sélidos invariables 6
sistemas materiales invariables, suponiéndoles entera-
mente libres, 6 lo que es lo mismo, no sujetos @ nin-
guna condicion. En esta segunda parte ‘vamos a estudiar
las mismas leyes, cuando los sélidos 6 sistemas materiales
estan sujetos a condiciones dadas.

Pocas veces se aplican las fuerzas 4 los sistemas mate-
riales directamente; lo méas general es emplear para ello
cuerpos apropiados, como varillas 6 barras rigidas € in-

flexibles, pero movibles, 6 cuerdas flexibles, pero inse-
Mzecinica Racionar.—Tomo II, : 1



2z EQUILIBRIO DE FUERZAS APLICADAS PDR CUERDAS.

tensibles. Aunque ningun cuerpo es perfectamente rigido,
ni perfectamente flexible, nosotros los supondremos por
ahora, ya dotados de una rigidez absoluta, ya de una
flexibilidad perfecta; y mas adelante expondremos la ma-
nera de tener en cuenta la pequefia flexibilidad de los pri-
meros y la rigidez de los segundos.

Equilibrio de fuerzas aplicadas por medio de cuerdas. Caso en
que una de las cuerdas puede deslizarse por un anillo.

485. Sean P y Q dos fuerzas aplicadas en las ex-
tremidades de una cuerda flexible € inestensible; si estas
fuerzas se equilibran, la cuerda debe estar tendida en li-
nea recta, y las fuerzas deben ser iguales y contrarias;
porque si estas dos fuerzas no tuvieran la misma direc-
cion que la cuerda, la harian girar; y si estando enlamisma
direccion no fueran iguales y contrarias, harian marchar
la cuerda en su direccion y en el sentido de la mayor.

Se llama fension de la cuerda en un punto dado el valor
de cada una de estas fuerzas iguales, 6 la reaccion mi-
tua de las dos porciones de la cuerda que se reunen en
este punto.

486. Si tres fuerzas P, Q,R (fig. 219), que actan
sobre un punto A, por medio de cuer-
das que concurren en este punto, se
equilibran, una cualquiera de estas
fuerzas esigual y directamente opues=
ta 2 la resultante de las otras dos; de
donde se deduce que estas tres cuer-
das estan en un plano, y que cada
fuerza puede representarse por el seno

Be i del angulo formado por las otras dos.
Imaginemos que se fija un punto
B de la cuerda AP; la fuerza P viene 2 ser iniitil, y su-




EQUILIBRIO DE FUERZAS APLICADAS POR CUERDAS, 3
primiéndola no se turbara el equilibrio. La presion que
sufre el punto B, igual y directamente contraria ala fuer-
za P que habria que aplicar en este punto, si llegase @ ser
libre, para restablecer el equilibrio, es por lo tanto igual
y contraria 4 la resultante de las fuerzas Q y R. Sise
fija 4 la vez un punto B de la cuerda AP y un punto C
dela cuerda AQ, la presmn sobre el punto C serd igual
y contraria & Q.

487.  Cuando dos fuerzas P y Q (fig. 220), estin
aplicadas a los extremos de una
cuerda PAQ, que pasa por un
anillo sujeto por una tercera
fuerza R, si el equilibrio exis-
te, no se destruira suponiendo
el anillo fijo. Enténces, pu-
diendo deslizarse la cuerda PAQ
por este anillo, si las fuerzas P

Bk, 250 y Q son iguales se equilibraran;

h y si son desiguales descompon-—

dremos la mayor en dos partes, una igual a la menor,

que: destruira 4 ésta, y otra igual asu diferencia, que hara

mover la cuerda segun su direccion; de donde resulta,

que P=Q), es la condicion necesaria y suficiente para el
equilibrio cuando el anillo esta fijo.

Puede demostrarse tambien este resultado del modo
siguiente: si el equilibrio existe, no se turbara fijando
dos puntos tomados respsctlvamente sobre las cuerdas
AP y AQ. En todas las posiciones que el punto A
puede tomar, la suma de sus distancias 2 Jos dos puntos
B y C permanece constante; de manera, que en todas
ellas, el punto A esti sobre un elipsoide de revolu-
cion. Se puede, pues, suprimir la cuerda BAC, con tal
que se considere el punto A como sujeto @ permanecer
constantemente -sobre esta superficie. Pero entdnces,




4 EQUILIBRIO DEL POLfGONO FUNICULAR,
para que este punto esté en equilibrio, es necesario que
la cuerda AR, segun la cual estd dirigida la fuerza R,
sea normal 2 la superficie; y como ésta es de revolucion,
la normal esta dirigida en el plano de la elipse meridiana
segun la bisectriz del angulo PAQ; y siendo la bisectriz
la direccion de la resultante de las fuerzas P y Q, se ten-
dra por consiguiente P=Q.

488. Si representamos estas dos fuerzaspor las rectas
iguales AE y AG, tomadas sobre sus direcciones, su resul-
tante estard representada por la diagonal AD del rombo
AEDG. Si llamamos « al angulo BAC, tendremos

AD=2AE cos } «;
y como R es igual y directamente opuesta 4 esta resul-
tante, sera
R=2Pcos } .
R representa tambien la presion que experimenta el
punto A cuando se fija el anillo.

Equilibrio del poligono funicular. Poligono de Varignod.

489. Consideremos virias fuerzas aplicadas 4 los di-
ferentes vértices de una porcion de poligono cuyos dife~
rentes lados son rectas inflexibles, pero movibles al rede-
dor de los puntos de union,
y busquemos las condicio-
nes de su equilibrio, supo-
niendo que los vértices del po-
ligono son libres, inclusos los
de los extremos.
~ Sea ABCDEFG (fig. 221), el poligono de quesse trata.
Designemos los vértices B, C, D,..... por los nimeros

(1), (2), (3)eeeees (B—1),
las fuerzas aplicadas en el!os por
‘ P » Py, Ps,... Pm-m -

. Fig. 291



EQUILIBR10 DEL POLIGONO FUNICULAR. s
) y los angulos que forman con los ejes por
g A3 s
P45 P2y trgeeeee s Pao
Vi Vgs Vgaeewns Vs
Si los extremos A y G no estan fijos, sera preciso, para
que el poligono esté en equilibrio, aplicar en el punto B
una fuerza en ladireccion BA, y en el punto F una fuer-
za en la direccion FG; estas dos fuerzas seran las tensio-
nes de los lados AB y FG que designaremos por Ty
T,. Cada lado inflexible del poligono no podra permane-
cer en equilibrio sino es solicitado en sus extremos por -
dos fuerzas igualesy dirigidas en sentido contrario. Cada -
una de estas dos fuerzas representa la tension del lado cor-
respondiente, que designaremos por T,, T, Ty.....,
T,—, para los dados (1), (2), (2),(3),:.., hasta (n—1),
(#). Designemos por
Uy Oy gy Ugernny Oy B0, B, Baunniey 6y Yor Yis YzeereesYn—1 Tns
los angulos que forman con los ejes los lados del poligo-
no cuyas tensiones son Tg, T, Ts....., T, _, T, contadas
sus direcciones 4 partir del vértice mas préximo al extre-
mo A. En cada vértice debera existir el equilibrio entre
las fuerzas aplicadas 4 este vértice y las tensiones que so-
licitan los lados que lo forman. Por consiguiente tendre-
‘mos en el vértice (1)

—Tcos oy +P, cos )\1'-1-’1{‘i cosa,—0,
—T,cosby+ P,cospy -+ T,cos6, =0,
—T,cosy,+P,cosv, + T, cos y,=0;
en el vertice (2) /
—T, cos a; 4P, cosh, + T; cos =0,
—T, cos6, -+ P, cos py T, cos 6,=0,
— T, cosy, 4P, cosy, T, cosy,—0;
y ecuaciones analogas para los vértices (3)yeeesy (7). Su-
mando todas las ecuaciones que s¢ refieren a cada eje, se



6 EQUILIBRIO DEL POL{GoNO FUNICULAR.

eliminaran las tensiones intermedias desconocidas, y en—
contraremos para el equilibtio las ecuaciones siguientes:

— T ycosxy+ P, cos N+..+P, cosh,—+T,, cosa,—0,
(1 )37—Tycos6~+P cosp~+...4+P cosu,+T ,cos6,=0,
—T,cosy,4P,cosv,~+... +P, cosy,~+T, cosy,=0.

Las ecuaciones (1) expresanl, que para el equilibrio del
poligono funicular es necesario en todos los casos, que
todas las fuerzas del sistema, es decir, las tensiones de
los lados extremos, y las fuerzas aplicadas a los vértices,
trasportadas & un punto cualquiera del espacio, se equi-
libren; lo cual se demostraria facilmente por un simple:
razonamiento. Cuando esta condicion esté satisfecha, se
podra siempre dar al poligono una forma tal, que el equi-
librio exista, suponiendo como hemos dicho, que los la-
dos son inflexibles. En efecto, sea #—1 el nimero de
vértices del poligono, # el nimero de sus lados; tendre-
mos que determinar, »— 1 vértices, 3#—3 angulos que
los #—1 lados que siguen al primero forman con los tres
ejes coordenados, y sus #—1 tensiones; es decir, 57—5
cantidades. Hemos visto que cada vértice da 3 ecuacio=
nes de condicion, y todoes los vértices daran 3 #—3 ecua-
ciones de condicion; ademas los #— 1 lados del poligono
dan para los a.ngulos que forman, las #— 1 relaciones

cos 2\, +-cos?y, +cos?y,=1; -

y en fin,.n—1 ecuaciones expresan la inestensibilidad de
los lados del poligono, y tendremos en junto 5z2—5
ecuaciones; es decir, tantas como incégnitas. Si P,, P,...
son pesos, y suponemos el eje de las x horizontal, el de
las y vertical, y ademas el poligono esti en un plano
vertical, cosy,, €OS'Yy, « « « +« COSY,, serdn nulos, y ademas
c0s By=sen «,... cos 6,=—=senay; cos *=0,.. cos ), =0;
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la tercera de las ecuaciones (1) desaparece por si misma,
. ylas otras se reducena

—Tycose,+ T, cosa, =0,
— Tysenoyg+ (P, +Po+Py+.....)+ T, sena,—0.

Supongamos que estos pesos se reducen 4 los pesos
P> Pgs Pyrevves Dy de los lados pesados del poligono; ten-

dremos

—E”(Pi"!".?g); 2'—4(}){'{_ 3)"‘"; Rr=f == é(Pn_l_"‘Pn’)
y las condiciones de equilibrio seran
T cos . —T sc05 as,

T, sena, ——3} (P1+°p2+2p3-]- -l—p2)+T Sen o,

490. Tambien pueden determinarse graficamente,
con mucha facilidad, las condiciones de equilibrio del po-
ligono funicular formado por cuerdas.

Sea ABCDEF(fig. 222), el poligono funicular. Pa-
ra el equilibrio es necesario
que el primer lado AB y el
altimo EF estén solicitados
por fuerzas P,y Py dirigidas
segun la prolongacion de estos
lados. En los diferentes vér-
tices B, C,D..... actlian fuer-
zas P,, Py, P,..... por medio
de cuerdas atadas 2 estos pun-
tos. Es initil suponer mas de
tres cuerdas reunidas en un mismo vértice, porque
sien cualquiera de ellos actuasen dos 6 mas fuerzas,
las podriamos representar todas por su resultante, que
actuara por medio de una sola cuerda; de manera que las
fuerzas P;, P;, P,,..... representaran las resultantes

de todas las fuerzas que actuaran sobre los vértices
BiG=DE it

Fig. 222.
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491. En el estado de equilibrio, cada lado del poli-
gono tal como el BC, debe estar tirado por fuerzas
iguales y contrarias, aplicadas en sus extremos; porque en
efecto, cortando la cuerda que lo forma por uno de sus
puntos, el equilibrio se destruira, y cada uno de los pun-
tos B y C sera arrastrado en una cierta direccion. Las
* dos fuerzas que solicitan estos dos puntos, estando des-
truidas por la ligadura que establece la cuerda entre
ellos, son necesariamente iguales, contrarias y dirigidas
segun la prolongacion de BC; cada una de estas fuerzas
representa la tension de la cuerda BC.

De este principio se deducen las condiciones de equi-
librio del poligono funicular. La fuerza P, cuyo punto
de aplicacion puede suponerse trasportadode A 4 B, yla
fuerza P, tienen una resultante X, dirigida segun la pro-
longacion de la cuerda BC. En efecto, puesto que el
equilibrio existe, cada uno de los vértices debe estar en
equilibrio , el cual no s¢ alterera suponiendo el punto C
fijo; y entonces la resultante X tendra la direccion de BC.
La fuerza X mide, al mismo tiempo, la tension de la cuer~
da BC, porque, si hay equilibrio, ésta debe estar tirada en
C por una fuerza igual y contraria @ X, Trasladando X al
punto C, se ve que la resultante Y, de X y P,, esta diri-
gida segun la prolongacion de CD y mide la tension de
esta cuerda. Esta tension Y es la resultante de las fuer-
zas Py, Py, P, trasladadas paralelamente 2 si mismas al
punto C, Continuando de esta manera se verd; que la
tension V de la Gltima cuerda se obtiene componiendo
las fuerzas Py, P,, P,, P;, P,, trasladadas paralelamente
a si mismas al punto E, y como existe el equilibrio, esta
fuerza V es igual y directamente opuesta 2 la dltima
fuerza P, :

Asi, todas las fuerzas inmediatamente aplicadas al po-
ligono funicular trasladadas paralelamente a si mismas,
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a un punto cualquiera, se equilibran alrededor de este
punto; y la tension de cada cuerda es la resultante de
todas las fuerzas que actdan de un mismo lado de esta
cuerda. '

492. Puede obtenerse este resultado de otra mane-
ra,” suponiendo el poligono solidificado, de suerte, que
las rectas que unen los puntos consecutivos, no puedan
cambiar de longitud Todas las fuerzas trasladadas para-
lelamente 2 si mismas 2 un punto, ‘deben equilibrarse;
el equilibrio no debe alterarse;, si suprimiendo la parte
DEF, se aplica el punto D, segun la prolongacion de
CD, una fuerza igual 4 la tension Y de esta cuerda; y es
preciso que la fuerza Y y todas las que actGan sobre la
parte conservada ABCD, se destruyan. La tension de la
cuerda CD es, por lo tanto, igual 4 la resultante de las
fuerzas Py, P,, P,, como hemos visto por el otro mé-
todo. :

493. Cuando se conoce la figura del poligono en
equilibrio, se puede determinar la relacion de dos fuer-
zas 6 de dos tensiones cualesquiera.

En efecto, como cada vértice debe estar separada-
mente en equilibrio bajo la accion de las fuerzas y de las
tensiones que le estin aplicadas, se tiene

P,__senP,BC BC P, __sen ABC
P‘ Ben ABC . 3.4 Ben ABPl
X __senP,CD P, __ sen BCD
P, enBCD’ Y ~ genP,BC’

Y asi sucesivamente,

Si se quiere tener la relacion de dos fuerzas 6 tensio- -
nes cualesquiera, se multiplicarén ordenadamente cierto
nimero de estas proporciones,

494. Las cond:cxones de equilibrio del poligono fu-
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nicular pueden representarse por la siguiente construc-
cion grifica, que se llama poli-
gono de Varignon. Por un punto
cualquiera O (fig. 223), trace=
mos una recta OL, igual y pa-
ralela 2 la fuerza Py, y en el mis=
mo sentido que ella, por el punto
L una recta LM igual y para-

Fig. e5s. lela 2 la fuerza P,; la recta OM

es igual y paralela a la resultante

de Py y Pi , por lo tanto, el lado BC debe ser paralelo
a OM, y la tension de este lado es igual 2 la fuerza que
representa dicha recta. Por el punto M tracemos una
recta MN igual y paralela 4 la fuerza P,, la recta ON
es paralela al lado CD € igual a la tension de este lado.
Por el punto N tracemos una recta NR igual y paralela
a Py, larecta OR es paralela al lado DE € igual a la ten=
sion de este lado. Por el punto R tracemos una recta
RS igual y paralela 2 P,; la recta que una el punto S con
el punto O, debe ser paralelaa P,, 6 lo que es lo mismo,
si por el punto S trazamos una recta igual y paralela 2
P;, el extremo de esta rectadebe coincidir con el punto O

De aqui resulta, que si partiendo de un punto cual-
quiera, construimos el poligono de Varignon, las condi-
ciones de equilibrio se reducen 4 las dos siguientes:
1. El extremo T del poligono debe coincidir con su
- origen O; 2." Los lados intermedios del poligono funicu-
lar deben ser paralelos 2 las diagonales OM, ON, OR
del poligono de Varignon.

Las tensiones de los lados BC, CD... estan represen—
tadas por las longitudes de estas diagonales; los valores
de estas tensiones no deben ser negativos; es decir, no
deben tender 4 aproximar los extremos del hilo que for=
ma el lado del poligono. Si resultira alguna tension: ne-
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gativa, seria preciso para el equilibrio reemplazar el cor-
don corrcspondnsnte por una varilla rigida, capaz de
resistir las acciones de las fuerzas que tienden @ aproxi=
mar sus extremos. _

En el caso en que las fuerzas Py, P,, P,, P,, P,, P,
que actdan sobre el poligono funicular, son todas para=
lelas 4 un plano, el poligono de Varignon es plano; el
poligono funicular, cuyos lados son paralelos @ los de
éste, es tambien plano, y el plano de este poligono con-
tiene las fuerzas Py, Py, P,.... Tambien lo es cuando todas
las fuerzas intermedias P,, P,, Py, P,, son paralelas en-
tre si, sean las que fueren las direcciones de P, y Py;
porque enténces los lados LM, MN, NR, RS, del poﬁgono
de Varignon'estan en linea recta, y este poligono se re=
duce enténces 2 un tridngulo; el poligono funicular esta
situado todo en un plano paralelo al de este triangulo.

Caso en que hay anillos.

495. Si hay en el vértice B un anillo tirado por la
fuerza P,, y por el cual pasala cuerda ABC, tendre-
mos (487), P=X, y la prolongacion de la fuerza P, sera -
la bisectriz del angulo ABC. Lo mismo puede decirse de
todos los demas anillos; de modo, que si todos los vértices
llevan anillos, las tensiones de todas las cuerdas son
iguales, de donde resulta, que P=P;. Todas las fuer-
zas pueden enténces expresarse por medio de la tension
P, y de los angulos B, €, D... del pohgono por las
férmulas

P=2P cos } B, P,—2P} cos } C, P;=—2Pcos }D...

Si es dada la forma del poligono, se conocera por estas
férmulas la magnitud y direccion de las fuerzas que ha-
bra que aplicar a cada vértice, para que el poligono esté
en equilibrio. Estas fuerzas tomadas en sentido contrario
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seran las presiones ejercidas sobre los puntos B, C, D...,
si fueran puntos fijos, sobre los cuales descansara la
cuerda ABCD... E. :

496. Supongamos que las direcciones de las cuer=-
das extremas ABy EF (fig. 224),
se encuentran. Sea I el punto de
encuentro y sea V una fuerza
igual y contraria 2 la resultante
de P, y P;. Segun el princi-
pio (491), V es la resultante de
P,, Py, Py, Py por consiguien-
te, para obtener la tension de
las cuerdas extremas, basta des-
componer, segun sus direccio-
nes, la resultante de todas las
fuerzas trasladadas paralelamente a si mismas al punto
de encuentro de estas cuerdas.
 497. Sitodas estas fuerzas son paralelas, por ejem-
plo, si representan pesos, todo el poligono esti com-
prendido en un plano vertical, Para expresar que to-
das las fuerzas trasladadas paralelamente 4 si mismas &
un punto, se equilibran, bastaran dos ecuaciones. To-
mando dos ejes en el plano de las fuerzas, uno horizon-
tal y otro vertical, y si o y 6, «; y €, son los, angulos

formados con los ejes por las cuerdas extremas, ten-
dremos

Fig. 224.

P cos ay—+ P, cos a;=—0,
Py cos 6y—+P; cos 6,4+ Py + Py +Py+-...=0.

La primera ecuacion expresa que las componentes ho-

rizontales de las tensiones Py y Py, son iguales y con~-
trarias,
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Caso de vérias cuerdas en un mismo vértice del poligono.

498. Hemos supuesto que no habia més que tres
fuerzas aplicadas en un mismo vértice del poligono.
Cuando un nimero cualquiera de cuerdas solicitadas por
fuerzas se reunen en un punto, es necesario para el equi-
librio, que una cualquiera de ellas sea igual y directa-
mente opuesta a la resultante de todas las demas. Si fija-
mos un punto sobre cada una de las cuerdas, excepto
sobre una AP (fig. 225), podemos
proponernos encontrar las presiones
que la fuerza P ejerce sobre los puntos
fijos.

Si no hay mas que tres cuerdas, no
situadas en el mismo plano, la cuestion
se resolvera descomponiendo la fuerza
P en tres que actGan segun las pro-
longaciones de las cuerdas. Si hay mas
de tres, no se podran determinar las presiones que la
fuerza P ejerce sobre los puntos fijos. Esta indetermina-
cion es analoga 4 la que se encuentra cuando se bus-
can las presiones ejercidas por un cuerpo contra un
plano, sobre el cual el cuerpo descansa por mas de tres
puntos,

- Pig. 225.

il |

Equilibrio de un hilo flexible é inestensible solicitado en sus
diferentes puntos por fuerzas dadas. Ecuaciones de este
equilibrio.

499. Considerando la curva formada por el hilo en
equilibrio, como un poligono funicular de infinito ni-
mero de lados, tendremos que la direccion de la tension
en cada uno de los puntos del hilo, sera la del elemento
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correspondiente prolongado indefinidamente, es decir, la
direccion de la tangente a la curva que forma el hilo en
dicho punto.

Sea AMB (fig. 226), un hilo en equilibrio‘solicitado en
sus diferentes puntos por fuerzas
dadas. Un punto cualquiera M
de este divide el hilo en dos
partes AMy BM que ejercen
una sobre- otra en el estado de
equilibrio acciones iguales y
contrarias, cuya naturaleza es desconocida; pero se ad-
mite que todas las que provienen de AM actuando so-
bre MB, sereducen 2 una sola fuerza T aplicada en el
punto M, y del mismo modo la accion de MB sobre AM
se reduce a una fuerza igual y contrariaa T. El valor
comun de estas dos fuerzas es lo que se llama la tension
del hilo en el punto M.

La direccion de esta tension, es, segun acabamos de
ver, la dela tangente ML 2 la curva‘del hilo en el
punto M.

500. Esto supuesto, para encontrar las condiciones
de equilibrio de un hilo flexible &€ inestensible solicitado
en sus diferentes puntos por fuerzas dadas, haremos uso
del siguiente principio, muy sencillo y fecundo, y que
podemos formular en los siguientes términos:

Concibamos que se solidifica un elemento s’ del hilo;
es evidente que por esto no se turbara el equilibrio, si
existia de antemano; es necesario, pues, que este elemen-
to considerado aisladamente se encuentre en equilibrio
bajo la accion de las fuerzas que-le solicitan. Reciproca-
mente, si los diversos elementos del hilo estan en equi-
librio bajo la accion de las fuerzas que les solicitan, es
‘incontestable que el sistema entero estari en equili-

brio. -

Fig. 295.
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Sean X, Y, Z, las componentes dela fuerza P (fig. 227),
que solicita al elementom’ en cada
uno de sus puntos. Este elemento
estara sujeto ademas a la accion de
las dos tensiones T'y T” desiguales
y contrarias, que se ejercen segun
las tangentes en los puntos m y #'.

Pig. 221, En toda la longitud del elemen-

to infinitamente pequefio mm'—4ds,

se puede suponer el hilo homogéneo; la densidad del ele-
mento sera constante y su masa sera proporcional a su’
longitud.

Llamando p 2 esta densidad,, que permanece constante
en todo el elemento, su masa serd pds, y como éste ele-
mento es muy pequefio, las fuerzas que le solicitan pueden
suponerse paralelas; la accion total de estas fuerzas, pro-
porcional a la masa’, tendra por componentes pXds,
o Yds, ¢Zds, 4 las cuales habra que agregar las tensiones
T y T, dirigidas segun las tangentes @ los extremos del
elemento. Deberd, pues, existir el equilibrio entre estas
cinco fuerzas, que pueden considerarse aplicadas al mis-
mo punto, y llamando (x, 5, 2), y (+', /", 2) a las coor-
denadasde los puntos m y #/, las tres ecuaciones del equi-
librio, seran '

(T'E—T22) 4 ¢X ds=0,
(T E—T3) +eYds=0ur)

(TE —TE)+pZds=0.

i

Conviene notar, que 1# tension varia al pasar de un
punto a otro del hilo, y puede representarse por una
funcion continua de las coordenadas x, 5, 2, que desig-
naremos por f{(x,y, 2).

Puesto que la longitud del elemento m #/, 6 la distan-
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cia de los dos puntos m y #’ es infinitamente pequefia, las
tres diferencias

r 'd__:&’ o _CZE 'd y' dy ’ dz" dz
R G B B i A
pueden reemplazarse por las diferenciales

ATE), dTL), TS
y las ecuaciones (1) se reducena

d(T5)+pXds=0,

AT +oYds=0, ((2)

d(T5)+pZds=0.

Estas son las ecuaciones que expresan el equilibrio del
hilo flexible & inestensible,

Integracion de estas ectiaciones.

so1. Integremos la primera de las ecuaciones (2) con
respecto a s, entre los limites correspondientes 4 los ex-
tremos del hilo, cuya longitud es /, es decir, desde s=0,
a s—/; tendremos

A : d(T%)-_i- b4 S I

Sean A, p,v; N, 'y ¥ los angulos que las tangentes en
los puntos A y B forman con los ejes, y Py, P; las fuerzas
que provienen de la fijeza de los puntos A y B, que son
iguales y directamente opuestas a las tensiones de los
elementos extremos del hilo. Tendremos

L
'ﬁ d(T %’):Po?osm +Pycos;

y la ecuacion sera

l
(4) PycosA+P;cos l’+£ e Xds=0;
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que expresa que la suma algébrica de las componentes pa-
ralelas al eje OX, de todas las fuerzas que actian sobre
el hilo es nula.

La integracion de las otras dos ecuaciones (2) daré las
siguientes:

.
P, cosp—+P, cosp’ + JG o Yds—0,

l
P,cosy+P, cosv’—l—[ o Zds=—0;

que unidas a la anterior, indican, que las tres primeras
ecuaciones del equilibrio se verifican en este caso.

502. Podemos tambien deducir de las ecuaciones (2)
las ecuaciones de los momentos. Multiplicando las dos
primeras ecuaciones por y, x, y restando la primera de la
segunda; resulta

xd(T ) _ya’( )-l—(Yx—-—X_y)pds __0

Pero

dy dx dx \
xd(TE;)——yd(T ds) a'(xT yTZ).

luego integrando entre los limites 0y /, tendremos, sien-
do a,b,¢, las coordenadas del punto A, y, &, ¢ las del
punto B,

(5) Py(a cosp—>acos))=+P;(a’ cosp’—& cos)’)

!
—§—£ (Yx—-X_}/)Ptf.F: 0.

Esta ecuacion expresa que la suma de los momentos de
todas las fuerzas que actGan sobre el hilo, con respecto
al eje OZ, es nula. Del mismo modo se obtendrian las
ecuaciones de los momentos con respecto a los otros dos
ejes.

Lo que acabamos de decir de todo el hilo, es aplicable
a cualquiera porcion de €l, con tal que agreguemos a las

fuerzas que solicitan todos sus puntos, dos fuerzas apli-
Mecdnica Racronar,—Tomo IL. 2
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cadas tangencialmente 4 sus extremos y equivalentes &
las tensiones que esta porcion experimenta por la accion
del resto del hilo.

503. Efectuando la diferenciacion indicada en la pri-

mera de las ecuaciones (2), resulta

dp dx
7 @T+Td —+pXds=0. ‘
Sean «, 6, v los angulos que la tangente en el punto m
forma con los ejes; y Ay, py, vy, los angulos que el radio de

curvatura 7 forma con los mismos ejes, se tiene
der do __ dscos ),

— ——COS a. —_—
ds LD A
en su consecuencia, las ecuaciones (2) pueden escribirse

del modo siguiente:

ng com-—!—?cos-}ri +p X ds=0,

(6){dT cosb+-—cosp,+p Y ds=0,
\’chos Y -{-—T—? cosy, ~+pZds =0.

Escritas en esta forma, expresan que existe el equilibrio
entre la fuerzadT , dirigida segun la tangente, la fuerza

T;.is dirigida segun el radio de curvatura y la fuerza mé-

triz P ds del elemento de masa ds. De donde se deduce,
que el plano osculador de la curva estd determinado por
la tangente y por la direccion de la fuerza P.

Valor de la tension en cada’punto del hilo.

504. Para obtener la tension, multipliquemos las

ecuaciones (6) respectivamente por cos o, cos 6, cos 7,
dr dy dz . :
i pat W B el Teniendo presente que
cos? a4 cos? 6+4-cos2y=1,
cos a €os Ay—cos [3 cos {2y + cos y cos v, =0,
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y sumando, tendremos
AT 4 p (Xdx+Ydyr+Zdz)=0,
6 (7) dT=—p (Xdx+Ydy—+2Zdz).

La diferencial de la tension esta expresada en funcion
de las componentes de la fuerza Que actiia en el punto
considerado. )

Si la cantidad p (Xdx+Ydy—+Zdz), producto del tri-
nomio del trabajo por la densidad p, es la diferencial
-exacta de una funcion de x, y, z, tal como £ (x, s, 2),
podremos integrar la ecuacion (7), y tendremos

et f o (Xdx+Ydy+Zdz),

6 haciendo f e (Xdx+Ydy+Zd2)=f(x, v, 2);

T=C—f(x, 7, 2).
P::tra un punto cuyas coordenadas sean xy, 7, %, y la
tension T, tendremos

T[):C_'f (x[)’ 0 x[));
de donde

T—To=/f(xp 10 20)—f (%, 2),
(8) T=T\—|f(xr, 2)—f (%000 Z0)}-

De modo que cuando p(Xdx+Ydy+Zdz) es una di-
ferencial exacta, conociendo la tension en un punto
cualquiera del hilo en equilibrio, se podra calcular ésta
para todos los demas puntos.

Si el hilo es homogéneo en toda su longitud, p sera
constante, y bastara que Xdx-+Ydy—+Zdz, sea una dife-
rencial exacta, para que se pueda calcular directamente
la tension T, :

505. La tension sera. constante en los dos casos si-
guientes, s2a 6 no el hilo homogéneo:

1.° Cuando X—=0, Y=0, Z=0, 6 sea cuando P=0;
pero enténces no actuando sobre el hilo ninguna fuerza,
esta necesariamente en equilibrio, y la tension es nula.



20 EQUILIBRIO DE UN HILO FLEXIBLE ﬁ INESTENSIBLE.
2.° Cuando la fuerza P es, en cada punto, perpen—
dicular 2 la tangente.

En efecto tendremos

§ . ‘g’ = + :ﬂ 6 Xdx+Ydy+Zdz—0,
Y. por cons:gmente
T:TO'
En este caso las ecuaciones (6) se reducen 2
T
—- cos A= —pX,
T
(9) {7~ cos py=—r¢Y,
T cos vy=——aZ.
p ;
Elevando al cuadrado y sumando, tendremos
T —oxx24+Y24-22);
”
y como
X24Y24-72—P2,
resulta

A'=PFrp, Bl
! e
Como la tension es constante, vemos, que la fuerza

motriz estd en razon inversa del radio de curvatura.
Siendo «, @, 7', los angulos de P, con los ejes, se
tiene

X:Pcosi:%cos o,

(10){Y =P cos ?;’:%cos &,
q

e (e [

&—Pregsv— o SO Y s

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (g), re~
sulta
- cos o'=——cos},, cosP'=——cosp, cosy=—rcosv,,
lo que nos dice que la fuerza P esta dirigida segun la
prolongacion del radio de curvatura en el punto M.
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Curva formada por el hilo.

s506. Es muy interesante en este problema deter-
minar la forma de la curva, que debe tomar el hilo, para
«que exista el equilibrio. Para obtenerla, integremos las
ecuaciones (2), y tendremos, siendo A, B y C las cons-
tantes de la integracion,

/ d
.__T_di";:A-z-prds,
d
__TI#=B+'/}Y41;,
d
-—-T%:C-{—prd:;

de las cuales se deduce
da oy dy dz

A+ f pXds B+ pYds C+ pYds

que son las ecuaciones de la curva que el hilo debera
formar necesariamente para estar en equilibrio.

Si queremos obtener estas ecuaciones bajo forma pu-
ramente diferencial, eliminaremos T y 4T entre las ecua-
<iones (2), puestas bajo la forma

pe=s a'T == Ti2 +de5—
“” 4T + Td 2L +de;

La climinacion de 4T da las ecuaciones

dy ,dz_ de ,dy 5 Ay
ame el e

{11) T( d%—ﬁldi“i)_;_s(wz—zay):o

T(Zd5—% d92) +p(Zdx—Xdz)=0;
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una de estas ecuaciones es consecuencia de las otras dos.
Poniendo en dos de ellas por T su valor, € integrando,
obtendremos las ecuaciones

F(x, 3, 2)=0, f(x,, 2)=0,
que son las ecuaciones de la curva.-

En el caso en que, en cada uno de los puntos del hilo
‘la fuerza P que lo solicita, estd dirigida segun la tan-
gente, el hilo se extiende en linea recta. Enténces, tene~
mos en efecto,

4
dz?
d

s =
SIS

dy
ds
por consiguiente

dy

dx e
de Yds_O X— —Z - —*0 Y-—-—Zg__O,

y las dos altimas ecuaciones (1 1) se reducen a
dz ; d d do ;dz dz ; dw
e i N e
que integradas, daran las ecuaciones de la recta
J =% + G,
w=mtly by

Asi en este caso, el hilo se extiende en linea recta, lo
que hubiéramos podido preveer inmediatamente,

La reciproca es cierta; es decir, que si el hilo se extien-
de en linea recta, la fuerza que lo solicita en cada unode
sus puntos esta dirigida segun esta misma recta; por
esta razon, la plomada da la direccion de la gravedad,
como digimos al tratar de la gravedad.



. LECCION XILI.

Catenaria, Su ecuacion diferencial,—Ecuacion de la catenaria en tér-
minos finitos.—Propiedades de la catenaria,—Determinacion de la
tension en un punto cualquiera de esta curva.—Catenaria de igual
resistencia. — Construccion de la catenaria.— Curva de los puentes
colgantes.—Construccion de esta curva,

Catenaria. Su ecuacion diferencial.

507. Los principios expuestos en la leccion anterior
nos van a servir para dar la solucion del célebre problema
que ha ocupado por mucho tiempo a los geémetras, el
problema de la catenaria. La ecuacion de esta curva se
deduce facilmente de las férmulas generales en ella esta-
blecidas; pero es preferible resolver el problema directa-
mente.

La catenaria es la curva ABC (fig. 228), formada por.
' un hilo pesado y homogéneo per-
fectamente flexible, suspendido por
sus extremos de dos puntos fijos;
y abandonado 4 si mismo bajo la
accion de su propio peso.

Supondtemos, para no complicar
intitilmente la cuestion, que el hilo
es homogéneo en toda su longitud.
Esta curva esta contenida en el
plano vertical que pasa porjlos puntos de suspension A
y C; porque si una porcion de ella estuviera fuera de

Fig. 228,
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él, suponiéndola solidificada, y fijos los puntos en que
encuentra al plano, giraria alrededor de la recta que une
estos puntos, en virtud del peso de sus moléculas.

Tomemos en este plano por ejes coordenados dos ejes
rectangulares, uno horizontal OX, y el otro vertical OY.
Solidificando un elemento mm', y repitiendé el mismo
razonamiento hecho en el caso general, obtendremos
inmediatamente, para expresar el equilibrio del hilo, las
dos ecuaciones

(1) d( ) —i( d(T =—pds;

siendo p el peso de la unidad de longitud del hilo, can-
tidad que es constante en toda la curva; pds sera el peso
del elemento ds.

508. Integrando la primera ecuacion, sera
dz
T —=C.
ds

En el punto mas bajo, la tangente es necesariamente

horizontal 6 paralela al eje de las «x, lo que exige que
9 1,71 4 la tensi
=1y amando T, 4 la tension en este punto, ten-

dremos Ty=—C; la constante C representa por lo tanto

la tension en el punto mas bajo del hilo. Hagamos
To=C=p 4,

siendo %4 la longitud del hilo, cuyo peso es igual a la

tension en el punto mas bajo, y que mas adelante apren-
deremos a determinar, tendremos

dm_ ok, = phds

ds “dx ’

sustituyendo en la segunda ecuacion (1) resultara !
d (&pdm)—pds 6 lzd-—-—‘ds (2)

que es la ecuacion diferencial de la catenaria.
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Ecuacion de la catenaria en términos finitos.

§09. Hagamos -g—-; —y', tendremos ds —dx /147,

y la ecuacion (2) se convertira en

’ ———— ;ldy'
hdy=dxyizyi, 6 dx= i
J . +y V 1+yrl 2 (3)
tambien dx— -?}-y- , luego sustituyendo, tendremos
hy'dy’ I
dyiee Y
Vi @

Integrando las ecuaciones (3) y (4) resulta
x=h (' +Viryr)ta r=hvizyi+os
de la ecuacion (2) sale
hdy'=ds, 6 hy'=s—c¢;.
Tomando por eje de las » la vertical que pasa por el
punto mas bajo de la curva, tendremos, para x=0, ¢é

d -~
9 =Tz=0' la constante ¢,=0. La constante ¢, sera cero,

colocando el origen de las coordenadas en un punto O
del eje de las y para el cual sea =42, punto que pronto
aprenderemos a determinar. Si convenimos en contar los
arcos s desde el punto mas bajo, la constante ¢, sera cero,
porque s debera ser cero para x=0, y=14#, € y'=0; las
tres ecuaciones anteriores seran

*=L(y +VTT7)

(5) (r=hy/i+y"
v/
De la primera de estas ecuaciones se deduce, poniendo

or y' su valor i 5
p dx
ety T
N__ oy \/ i
e _—m—l— 1+de‘

x
L _d_?f__|_\/ ay’.
¢ =i i +d-'~"‘
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la segunda de estas Gltimas es el resultado de cambiar el
signo de x. Sumandolas y restandolas sucesivamente, se
tiene

dJ’ __ T::- _%);
\/1 d.n‘ _‘”}(E e

integrandolas, seran

La primera es la ecuacion de la catenaria en términos
finitos. La segunda expresa la longitud del arco s en
funcion de x. Las constantes de la integracion son cero
por la manera como se han escogido los ejes; pues debe
ser para x==0, y =0B=4, s=0.

Propiedades de la Catenaria.

s10. Dela forma de laecuacion de esta curva,

il enah

se deduce, que la catenaria es simétrica con respecto al
eje de ordenadas.

Esta ecuacion no tiene mas que un sélo parameiro h,
como las del circulo, la parabola, la cicloide, la Iogarlt-
mica; y por consiguiente, todas las catenarias son curvas.
semejantes.

La segunda y tercera de las ecuaciones (5) se pueden
escribir como las dos primeras que siguen, observando

que 5’ __— \/1+.-_—._., la tercera es el resultado
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de elevarlas al cuadrado y restarlas,
ds
=" =
%
(7Ns=aL,
y?_,JE: &2 4 <

Cada una de estas ecuaciones expresa una pfopiedad
de la catenaria.

La primera significa que en cada punto M de la cate-
naria (fig. 229), la proyeccion MK de la ordenada dela
curva sobre la normal MN es constante, € iguala /4.

En efecto,

MK =y cos PMK:—y——s:_;’?:ﬁ-
¥ o az

La segunda expresa, que la proyeccion MIde la orde-
nada sobre la tangente M T es
igual al arco BM, contado a-par-
tir del punto mas bajo de la cur-
va. En efecto

d;
MI=IP tg T=h—f =s.

Laecuacion tercera, consecuen-
cia de las otros dos, nos dice que
laordenada y es la hipotenusa de
un triangulo rectangulo que tie-

Fig. 299.

ne por catetos s y /.

Lacurva, lugar de los puntos I tales que MI=arco BM,
es una evoluta de la catenaria. La recta IP es tangente a
esta curva en el punto I, yla longitud IP de esta tan-
gente comprendida entre el punto I yel eje de las x es
constante € igual a 4.

s11. El radio de curvatura dela catenaria es igual
a la normal MN, pero esta dirigido en sentido contrario. -
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En efecto »=MNcos. PMN=MN

/ dy'
\/l-l- =
Pﬂ— |~ _,—y ;y_’_.'
tambien, siendo 7 el radlo de curvatura,
dy®,
&y Vl + o
dat™ h

d\/l-i— _im' 6

( 144 ) , :
e SN
d'J _;z(l+d:€!)_ﬁ BRI
dx*?
luego MN=—r.

Ademas, el radio de curvatura esta dirigido en sentido
contrario de la normal MN, porque aquel esta siempre
en la concavidad de la curva, y ésta vuelve su convexi-
dad al eje de las x; por ser su ecuacion ds = Ad 5{3{_ en
la que crec1endo s al mismo tiempo que x, la segunda
derivada 2 3,, es siempre positiva.

§12. Se puede encontrar con mucha facilidad el area

del secmento BOMP (fig. 230), su

expresion general es A= f ydx; la
segunda de las ecuaciones (7), es
hd
| .5‘:}1 %, (0] dx = 2;3,
Fig. 230. , Viy—h
por lo tanto

A*—fydx—fy e h!_lﬂ/ﬂ— 2= /5.

La constante de la integracion es cero, Esta area
BOPM=—#.s—0B. BM; es decir, que el area es igual al
rectangulo construido sobre la ordenada constante OBy
sobre el arco BM.
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Con la misma facilidad se encuentra el volimen V de
revolucion engendrado por el secmento BOPM, cuya

expresion general es = f y2dx. Se tiene

f ydx=hs, 6 ydx=hds;

luego V=n f yﬁdx=2ﬂ%— f yds.

Pero 2= ‘/_‘;'ds es el rea de revolucion engendrada

por el arco BM, llamandola S, se tendra
V=218

Esta ecuacion establece entre la superficie y el vola-
men de revolucion una relacion analoga a la relacion
A=/s, que existe entre el arco generador y el area plana
correspondiente. _

La catenaria goza de otras muchas propiedades, en
cuya exposicion no podemos detenernos. Sélo indicare-
mos que por el cilculo de variaciones se demuestra:
1.° que es la curva plana por la cual deben unirse dos
puntos dados, para que la superficie engendrada por su
revolucion al rededor de un eje dado, sea un minimo;
2.% que entre todas las curvas de igual longitud, ella es
la que por su revolucion al rededor de un eje dado, en-
gendra la mas grande y la mas pequefia superficie;
3.2, de todas las curvas trazadas entre dos puntos dados,
la catenaria es la que tiene el centro de gravedad mas bajo.

Tension en un punto de la catenaria.
513. Hemos visto (508), que T:pfz%;-, y como

ds
y=h— tendremos
(®) T=pr.
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De manera, que la tension de la catezaria en cada
punto es proporcional 4 la ordenada de este punto. En
el punto mas bajo y=#, y resulta Ty=—p/, para la ten-
sion T, en este punto, como vimos al principio de esta
leccion.

Tambien puede obtenerse la tension por la férmula

AT = (Xdx+Ydy+Zdz);

en la cual en este caso son X=0,Z=0, ;Y=—¢;
luego

dT=pdy, T=;y.

No agregamos constante porque Pa.l'a.f:k, se tiene
Tozp}z-

Catenaria de igual resistencia.

514. Coriolis ha considerado el primero el caso en
_que el espesor del hilo pesado y perfectamente flexible,
varia de un punto a otro proporcionalmente a la tension,
lo que constituye el caso de una catenaria de igual resis-
tencia, no ofreciendo mas probabilidad de ruptura en un
punto que en otro.

Sean p la relacion entre el peso de un elemento s y su
longitud, 6 sea el peso de la unidad de
longitud del hilo, T la tension, cuyo
valor en el punto mas bajo B(fig. 231),
representaremos por Ty; x € y las
coordenadas horizontal y vertical. Las
ecuaciones de equilibrio para un punto
cualquiera M de la curva son '

d. d;
%-:T{J- T%'———fpd;;

la integral debe contarse desde el punto mis bajo de la

Fig. 23t
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curva, en el cual dy=—0. Eliminando T entre estas dos
ecuaciones, resulta

G e by T o i
dz = J. T’ dws T, da’

Por la condicion de -igual resistencia debe existir la
relacion
T:};p 5
siendo /4 una constante; por medio de esta ecuacion se
climina p en la segunda de las anteriores, y se obtiene la
ecuacion de la curva

drs T, dx ;
Poniendo por T su valor, deducido de la primera de
las ecuaciones precedentes, se tendra
Y @:dj:
dz*  do’
haciendo -j—'z- =)', resulta, observando que
42 = dx®+dy2,

dy’ s, ] ddﬁ__, d’y' -
bdx_l—l—f % kD Ayl

Integrando y tomando por origen de las x el punto
mas bajo de la curva, para el cual x=0, »'=0, resulta

kel ’ r_.d_y_ 1_
h =atrctg i, j_-dx—tg 7

volviendo 2 integrar, siendo tambien el punto mas bajo
el origen de las y, obtendremos :

¥ :
Y —y 1 6 e ™ cos (_“.') —= s
h ’ h

cos —

h
Tal es la ecuacion de la catenaria de igual resistencia,
referida a su punto mas bajo como origen de coordena-
das. El valor de la'constante 4 se deduce de la ecuacion
T=/p; aplicada al punto mas bajo, se tiene Tj=hp,. De
manera que % sera la longitud de una porcion de cadena,
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que tenga el espesor constante del punto mis bajo, para
que su peso %py=T,; es decir, la componente horizon—
tal de la tension en los puntos de suspension C 6 A. La

. ” 1
mayor abscisa de esta curva corresponde 4 '— — , &
. [ w4 el

luego el limite X de », 6 la mitad de la amplitud de la
curva, sera

X k ‘—-—-—To i .
2 Yo 2
Este limite es tal, que una cadena teniendo esta semi-

amplitud de larga y la misma fuerza que en el punto mis
bajo, tendra por peso T{,-g:-; la altura correspondiente es

—oo. Luego la curva, cualquiera que sea la longitud
de la cadena, no llegara jamas a la amplitud /=, que es
por lo tanto, un limite. Si queremos tener el espesor p de
la cadena en funcion de la abscisa, encontraremos

Podemos observar que llamando « al angulo que forma
la tangente a la curva con el eje de las x, 6 arctg 5/,
tendremos la ecuacion

Eo—x,

Por consiguiente, el arco de circulo descrito del pun—~
to A como centro, con un radio % y comprendido entre
el eje de las x y 'una paralela AN a la tangente en el punto
M, sera igual a la abscisa de este punto M.



CATENARITA, 33

Construccion de la catenaria.

515. Este problema tiene por objeto, dados los dos
puntos de suspension A y C del
hilo (fig. 232), y la longitud de
este ABC—/, determinar el va-
lor de la constante /z que entra en
la ecuacion de la catenaria y la
posicion del origen O, con res-
pecto al cual la ecuacion de esta
curva es

Fig, 232 fz-%( 3 %—l-b’ *%)
Los datos -de este problema son
CE=—a, AE—%, ABC—/,
y las incégnitas )
OBV, AD=IK, EF=—K. BF—=F

Deduciremos la primera relacion, expresando que la
suma de los arcos CB y BA es igual 4 /. De la ecuacion

h — -
=, _2_( £ Aol £ I ) 3
resulta que

i 1 ¥ e gl i
CB:T(e?‘——-e ?*), BA:——;—(e"‘—e *);

oo Aol .
y (1) ;’=—2—(eT—e h g hiemg 2 )

Calculando las ordenadas de los puntos A y C € igua-
lando su diferencia 4 &, tendremos la ecuacion

E Kol _Ef)

(2) 5:-%-(.9’ e h—g h—gh

Mecinica Racionar,—Tomo II, 3
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De estas ecuaciones se deducen las siguientes:

K _E
I4-b=h ( —p )

I—-é:.’;(a h —eg )
%

ﬁ——é—/z-(e’*-l—e ),-_

- & sl
‘/P—Eﬁ:'& ( e ?}b_g 2.’&);

teniendo presente que K 4+ K’'=—a, y que el segundo
miembro de la tercera es un cuadrado perfecto. Esta ul-
tima ecuacion no contiene mis que la incégnita 4, la cual
podremos calcular al ménos por aproximacion cuando &,
&, y I sean conocidas.

Para ello, hagamos .é‘_:: =1, y/B=p*==an, con lo cualla

altima ecuacion toma la forma

f —b
&.=—=="F

20

=

]

desarrollando el numerador en serie, se convierte en

09 ﬁ‘
CIRE LW R voene=0—1.

En esta ecuacion #>>1, porque

n:l/t‘—b‘>l/AC’ — b
a . a

=1;

ahora el primer miembro de la ecuacion (3) es nulo para
§==0, é infinito para b=—<=, y crece con §, de una manera
continua. Existe por lo tanto siempre un valor def, y
uno s6lo, que hace el primer miembro igual 4 n—1.

Si / es poco superior 2 la cuerda AC, #»—1 y por con-
siguiente 0, es una cantidad muy pequefia; podemos con
grande aproximacion tomar sélo el primer término del
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primer miembro de la ecuacion (3), qu= sera en este caso

62 Ay
B B
6 =y 6ln—1)=—\ / B —
V 6(n—1) \/6 (\/_a____l);
en seguida obtendremos % por la férmula };z—;fa-.

Deduciremos K de la ecuacion
K b
l4+b=—h ( e h—p¢ T)
que por ser K+ K'=ag, se reduce 2
A
1—1—5:)1(1—8 A )e h

y K'de la relacion

) K'=g¢—K.
Y se obtendra finalmente la incégnita f por medio de
la ecuacion

P e e
lz-}-f,—_?( el —e '*’*),
Si los dos puntos C y A estan a la misma altura, se
tendra 4=0, y las férmulas se simplifican; enténces

f& . , =
R — —- porque la curva es simétrica con respecto

al eje de las 5.
Curva de los puentes colgantes.

516. En la construccion de los puentes colgantes se
supone la condicion de que el peso del puente estd sos-
tenido por barras equidistantes, y cada una de las barras
equidistantes que sostienen la cadena, soporta una parte
igual del peso total del puente; de manera, que sus dife-
rentes elementos estan solicitados por fuerzas verticales
proporcionales @ las proyecciones horizontales de: estos
elementos. Busquemos la curva de equilibrio de una ca-
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dena solicitada por pesos distribuidos uniformemente so-
bre la proyeccion horizontal de esta cadena, a razon de p
kilégramos por unidad de longitud.

Sea AOC una cadena homogénea, suspendida de los
dos puntos fijos A y C (fig. 233),.
prescindamos del peso de la ca-
dena, y supongamosla solicitada
en los diferentes elementos por
fuerzas que satisfacen 2 las con-
diciones que acabamos de expre--
sar; vamos a determinar la for-
ma de lacurva COA, Esta curva
esta en el plano vertical que pasa por los puntos de sus-
pension A y C. Tomemos en este plano dos ejes coor-
denados, uno horizontal y otro vertical, llamemos T 2 la
tension en el punto My p a la fuerza total que solicita
una porcion de cadena cuya proyeccion horizontal es igual
a la unidad de longitud, por las férmulas generales (500),
tendremos '

(1) d(T%}:O, d(T %) =pdx.

Si llamamos p/% 4 la tension de la curva en el punté
mas bajo, tendremos integrando la primera de estas
ecuaciones

Pig. 233,

(2) d_x_'.?]‘v
en la que vemos, que la componente horizontal de la ten-
sion es constante.
Sustituyendo el valor de T, deducido de la (2) en la
segunda de las (1), resulta
dy d;
hZE=dx, h=x. (3)

'Si tomamos por ‘origen el punto més bajo de la curva,
la constante de la integracion es cero, por ser enténces
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x==0, ¥ :—i-:{). Volviendo a integrar la (3), se tiene la
(4) **=2Mk,
que es la ecuacion de la curva formada por la cadena. Esta
curva es una parabola, cuyo eje esvertical y cuyo vértice
es el punto mas bajo de la cadena,
517. La tension se deduce de la ecuacion (2), que
nos dara i
8
T:pﬁ?;

La ecuacion (4 ) de la parabola da a‘% - '/";:"m , por
lo que
(5) T=pvta.
De manera, que la tension, igual 2 p4, para x=0, au-
menta con la abscisa x.

Construccion de la curva,

518. Este problema es analogo al que ya resolvimos
para la catenaria, y empleando la misma figura y notacion,
los datos son

AF=a, | CE=5, . COA=)
las incégnitas son
BE—F A=K CF=K’
'y la tension 4.
De la ecuacion de la curva x2=2 Jy, deduciremos
2/zf_—_.K'2, Qﬁ(f—blzl{z
6 R2h=K?—K2=(K'4+K)(K' —K)=4(K'—K),
por ser K 4+ K'=4. Tendremos pues
K +K’—_—-a, K.'——I(:W"-----é

a

" .de donde
' a hb a hb
K =+ K_'E'—T'

Para encontrar 4 expresaremos, que la curva CBA=l.



38 CURVA DE LOS PUENTES COLGANTES.
Sabemos que ds :dx\/ 1 +f_9;=+ AV B2 x%
2 J b

€ integrando

e h 1 VO
determinando la constante por la condicion de que s=0,
para x=0,

Poniendo en esta férmula x—=K y x=K’, y sumando
los resultados, se tendra

2hl=Ky i +K'vigr i+ 2L (K4 yirK?)
+/2L (K + v oK) — 27421 h.

Sustituidos en esta ecuacion por K yK’sus valores, ob-
tendremos una ecuacion trascendente para determinar 4.
Como esta ecuacion es de una forma muy complicada,
se simplifica cuando los puntos C y A estan a la misma

altura: enténces /=0, K=K'— -f;— , Y se tiene para
encontrar /4 la ecuacion
BI=Ky g+ hol ST VIR
Conocidos % y K, la ecuacion 25 f=K2,da f= -%:-

y queda completamente resuelto el problema.
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Qué se entiende por ligaduras en Mecénica, — Definiciones de la ve-
locidad virtual de un punto material, y del momento virtual de una
fuerza,—Enunciado general del teorema de las velocidades virtua-
les, 6 del trabajo virtual.—Demostracion de este teorema en los ca-
sos de un punto material; de dos puntos materiales unidos de ma-
nera que el movimiento del uno determine el del otro; y en el caso
general de un nimero cualquiera de puntos sujetos 4 un sistema de
ligaduras completas. — Caso en que el sistema de ligaduras es in-
completo, — Caso en que las ligaduras estdn expresadas por des-
igualdades. — Qué forma suele darse ordinariamente 4 la ecunacion
del teorema de las velocidades virtuales,

Qué se entiende por ligaduras en Mecéanica.

519. Hemos dicho en la primera parte de la Dina-
mica, que un punto material es libre cuando se le puede
atribuir indiferentemente en el espacio la posicion que
se quiera, y hacerle pasar de esta posicion 4 otra por un
camino enteramente arbitrario, en el cual no encuentre
resistencia alguna.

Cuando esto no se verifica, el punto material no-es
libre, y se dice enténces que estd sujeto a ciertas condi-
ciones llamadas ligaduras. En el niim. 398 hemos visto
los ejemplos de un punto material sujeto 2 moverse en
una linea dada 6 en una superficie dada.
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Los puntos materiales que constituyen un sistema,
pueden tambien estar sujetos a diversas ligaduras. Toma-
remos como ejemplo un sélido invariable, que es un
sistema material en el cual las distancias mituas de los
puntos materiales, tomados dos 2 dos de todas las mane-
ras posibles, son constantes. Uno 6 varios puntos del
sistema pueden estar sujetos 2 permanecer sobre lineas
6 superficies dadas, 6 tambien a permanecer fijos. Puede el
sistema material componerse de dos partes, una de las
cuales esté sujeta 4 rodar ¢ deslizarse sobre la otra en su
movimiento relativo. Si el sistema es sélido, y supo-
nemos que uno de sus puntos esta fijo, todos los de-
mas puntos del sistema podran moverse sobre superficies
esféricas que tengan este punto por centro; si el sélido
tiene dos puntos fijos, el movimiento seri una rotacion
al rededor de la recta que pasa por estos puntos.

Bastan estos ejemplos para comprender lo que se en-
tiende por /igadura en Mecanica. El caracter comun de
las ligaduras 6 condiciones a que se sujeta un sistema, es
la restriccion de los movimientos que puede tomar el sis-
. tema. Se dice que las ligaduras son completas, cuando
bastan para definir las trayectorias de todos los puntos
del sistema, y las velocidades simultaneas de los puntos
sobre estas trayectorias. Asi, un cuerpo sélido, sujeto a
girar alrededor de un eje fijo, es un sistema con ligadu-
ras completas; porque cada punto, en virtud de las li-
gaduras, describe alrededor del eje fijo una circunfe-
rencia; y en un instante cualquiera, las velocidades de
los diferentes puntos son entre si como sus distancias al
eje. En este caso basta una sola ecuacion para definir el
movimiento del sistema.

520. Las condiciones 4 que estan sujetos los puntos
que forman un sistema material, y que se llaman ligadu-
ras en Mecanica, pueden expresarse analiticamente.
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Sean A (x,y, &), A'(x',.//, 2), A” (x", 5", 2").. (fig. 234),
# puntos materiales sujetos
a condiciones dadas. Estas
condiciones estaran ordinaria-
mente expresadas por un cierto
nimero de ecuaciones, entre
las coordenadas de estos pun-
tos; el nimero de estas ecua-
ciones debe ser siempre me-
nor que 3#; de lo contrario,
cada punto tendria una posicion fija, y permaneceria en
ella, cualesquiera que fueran las fuerzas aplicadas al sis-
tema; pero puede ser igual 4 37— 1. En este caso el sis-
tema es de ligaduras completas, y todos los puntos estan
sujetos a permanecer sobre las curvas dadas AL, A'L’...;
y el movimiento de uno de los puntos, determina el de
todos los demas. Porque eliminando todas las coordena-
das, ménos las tres del punto A, vendremos a parar a
dos ecuaciones de la forma
r=f(), ==F();

que son las de la curva AL, sobre la que el punto A
debe permanecer. Del mismo modo veriamos que los
demas puntos no pueden moverse mas que sobre curvas
determinadas. Ademas, todas las variables, ménos una,
x, pueden expresarse en funcion de ésta, y cuando sea
conocida la posicion de uno de los puntos, A por ejem=
plo, seran determinadas las de todos los demas; los movi-
mientos infinitamente pequefios que se pueden hacer expe-
rimentar 4 los puntos del sistéma, tienen con uno de ellos
las relaciones que resultan de las 3»—1 ecuaciones dadas.

Cada punto puede evidentemente moverse ‘sobre su
trayectoria en dos sentidos contrarios; pero la naturaleza
de la cuestion bastara para determinar en cual de estos se
verifica el movimiento

Fig. 234,
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521. Las ligaduras que pueden imaginarse en un sis-
tema son muy variadas, pero nosotros las supondremos
reducidas 4 las tres clases siguientes:

1. Que ciertos puntos del sistema permanezcan a
distancias invariables los unos de los otros.

2." Que ciertos puntos del sistema estén sujetos a
permanecer sobre curvas fijas, 6 sobre superficies fijas,
sin experimentar rozamiento de parte de estas curvas 6
de estas superficies.

3." Que ciertas partes del sistema, consideradas como
sélidos invariables, estin sujetas 4 permanecer en con-
tacto los unas con los otras, sin que se desarrolle roza-
miento entre sus superficies.

Estas ligaduras pueden reemplazarse por fuerzas ca-
paces de obligar al sistema a satisfacer a las mismas con-
diciones. En el caso en que dos puntos deben permane-
cer 4 una misma distancia el uno del otro, fuerzas igua-
les y contrarias introducidas entre estos dos puntos, y de
una intensidad conveniente, podran mantener esta inva-
riabilidad de distancia. En el caso en que un punto debe
permanecer sobre una curva 6 sobre una superficie fija,
sin rozamiento, una fuerza igual a la reaccion normal de
la curva 6 de la superficie sobre el punto, puede pro-
ducir el mismo efecto. En el caso en que dos partes del
sistema, consideradas como sélidos invariables, estin
sujetas 4 permanecer en contacto sin que haya roza-
miento entre sus superficies, podemos considerar este
resultado como producido por dos fuerzas iguales y
contrarias, actuando sobre los dos sélidos en los pun-
tos de contacto y segun la normal comun a sus super-
ficies; estas fuerzas deben ser atractivas 6 repulsivas,
segun que los dos sélidos tiendan i separarse el uno
del otro, 6 por el contrario, & penetrar uno en el otro.
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Definiciones de la velocidad virtual de un punto y del momento
virtual de una fuerza.

522, Sean A, A’, A”....., (fig. 235), puntos mate-
riales cualesquiera, sujetos a ciertas condiciones 6 ligadu-
ras de las anteriormente descri-
tas. Supongamos todo el sistema
trasportado de la posicion que
ocupa, a2 una posicion infinita-
mente préxima, que satisfaga &
todas las condiciones dadas. Se
llama welocidad wvirtual & movi-.
miento virtual de uno cualquie-
ra de estos puntos A, por ejemplo, la recta infinitamente
pequefia Aa, que une su primera posicion a la segunda.
La palabra virtual indica que el movimiento atribuido al
sistema es solamente posible, pero no ha tenido lugar
realmente, y no hay que considerar las fuerzas que serian
capaces de producir este movimiento.

523. Supongamos aplicadasa los puntos A, A’, A”...,
las fuerzas P, P', P"....., y designemos por p, 7', p".....,
las proyecciones AC, A" C"....., de las velocidades vir-
tuales sobre las direcciones de las fuerzas. Convendremos
en considerar como positivas 6 negativas estas proyec-
ciones, segun que estén dirigidas a partir del punto A
en el mismo sentido que la fuerza, 6 en sentido contrario;
6 segun que el angulo PAg sea agudo 1 obtuso. En la
fig. 235, p serd positiva, p'=0, y p" negativa. Se lla-
ma momento virtual de la fuerza P al producto Pp del
valor absoluto de la fuerza P por la proyeccion p de la
velocidad virtual Az de su punto de aplicacion. Este mo~
mento serd nulo si la velocidad virtual es perpendicular
a la direccion de la fuerza, asi Pp'=—0, por ser p'=0.

Fig. 835.
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Sz puede dar otra forma al momento virtual; porque
Pp=—P. Aa.cos PAa=Pcos PAa X Aa;
v llamando T 4 la componente de la fuerza segun la ve-
locidad virtual Aa, tendremos T—P cos PA 4, de mane-
ra que
Pp=—=T % Aa;

En donde vemos que el momento virtual es igual al
producto de la velocidad virtual por la componente de la
fuerza segun la direccion de esta velocidad. Resulta,
pues, que el momento virtual de una fuerza y el trabajo
elemental de la misma fuerza (371), tienen la misma ex-
presion; pero la primera cantidad no supone ningun mo-
vimiento del sistema, debido a las fuerzas que le soli-
citan, y la segunda supone este movimiento. Cuanto
dijimos en el parrafo citado de los trabajos elementales
de las fuerzas, es aplicable a los momentos virtuales de
las mismas; y el teorema general de las velocidades vir-
tueles se llama tambien por esta causa ‘teorema del tra-
bajo virtual.

Enunciado general del teorema de las velocidades wrtuales, 6
del trabajo virtual.

524. Siun nimero cualquiera de fuerzas se equili-
bran sobreunsistema de puntos materiales, sujetos a con-
diciones dadas, la suma de los momentos virtuales de las
fuerzas es cero, para todo movimiento virtual compatible
con las condiciones dadas; y reciprocamente, existira el
equilibrio si la suma de los momentos virtuales es nula
para todos los movimientos posibles del sistema.

De manera, que la condicion necesaria y suficiente
para el equilibrio, es que

Pp+Pp' +P'pi4......=0.

Demostraremos este teorema en los casos, de un
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punto material, de dos puntos materiales unidos de ma-
nera que el movimiento del uno determine el del otro, y
en el caso general de existir un ndmero cualquiera de
puntos materiales y un sistema completo de ligaduras.

425. 1.% caso. Sea R la resultante de un namero
cualquiera de fuerzas P, P', P"....., aplicadas 2 un mismo.
punto A (fig. 236); tiremos por este punto una recta cual-
quiera Ag finita ¢ infinitamente pe-
queiia; llamemos 7, p, p’, p"..... a las
proyecciones de Ag sobre R, P, P',
P”....., afectando a estas cantidades de
los signos correspondientes, segun los
convenios anteriormente establecidos;
vamos @ demostrar que el momento
virtual de la resultante es igual a la
_suma de los momentos virtuales de los componentes.

Llamande 3, «, o', «”....., & los angulos que las fuer-
zasR, P, P/, P"....., forman con Ag, tendremos
R cos h=Pcosa—+ P’ cos &' 4 P" cosa”’+4-.....
Haciendo Ag—1/ y multiplicando por /, sera

R/cos)=Plcosx 4+ P'lcoss’ +P"lcosa” .....;

Yig. 236,

pero

lcosh=r, lcosa=7p, lcosa'=p', lcosa"=p".....;

y sera por lo tanto
Rr:Pp-—I— P’P'+PF’P»+----,-

De esta ecuacion resulta, si las fuerzas P, P/, P"...,
se equilibran, siendo el punto A libre en el espacio, que
para todo movimiento virtual del punto A, R=0; por
lo que

Pp+Pp 4P 4. =05 .
que demuestra el teorema de las velocidades virtuales en.
el caso particular de un sélo punto material enteramente
libre en el espacio, -
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526. Este principio sz extiende facilmente al caso en
que el punto A esté sujeto a per-
manecer sobre una superficiedadaS
(fig. 237). Todo movimiento infi-
nitamente pequefio Az de este
punto, se efectia ‘enténces en el
plano tangente a la superficie. De
donde resulta que para el equilibrio
del punto A, es necesario y sufi-
ciente que la resultante R sea cero, 6 normal a la super-
ficie, porque enténces Rr=0, por ser »—=0, 6 R—=0; de
modo que

Fig. 237.

Pp+Ppr 4+ P'pr 4...—0.

D:l mismo modo demostrariamos el teorema si el
‘punto A estuviera sujeto & permanecer sobre una curva
da da.

527. 2.° taso. Consideremos el caso de dos puntos

- A, A’ (fig. 238), unidos entre si,
de manera que el movimiento
de uno de ellos determine el del
otro; sean P, P’ las resultantes
de las fuerzas aplicadas a cada
uno de estos puntos; vamos a
demostrar que si las dos fuer-
zas se equilibran, se tendra
Pp+ Pp’=0. En efecto, una-
mos los puntos A, A’ por rectas

Fig, 235 inflexibles AB, A'B 2 un tercer

punto B que arrastraran en sus
movimientos; apliquemos en los puntos B y A por una
parte, By A’ por otra, segun las rectas BA, BA', dos
fuerzas iguales y directamente opuestas Q,—Q; Q',—0Q5
evidentemente, estas fuerzas no turbaran el equilibrio,
si existia, ni cambiaran en nada la suma de los mo-
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mentos virtuales, porque los momentos virtuales iguales
y opuestos de las fuerzas introducidas, se destruyen.
Luego si la suma de los momentos virtuales era nula
antes de la introduccion de las fuerzas, lo sera despues;
y si es nula despues de la introduccion de las fuerzas. es
que lo era antes. Como las fuerzas introducidas son ar-
bitrarias, podremos escoger la fuerza Q, de manera que
equilibre @ la fuerza P; y la fuerza Q, de manera que
equilibre a la fuerza P'; escogidas asi, es muy facil pro-
bar que la suma de los momentos virtuales de las dos
fuerzas P, P’ es cero. Sean para ello #, 7, los angulos
que las fuerzas P, P’ forman, con las tangentes a las
curvas descritas por los puntos A, A'; #,, #," los angulos
que estas mismas tangentes forman con las fuerzas auxi-
liares Q, Q; y #,. #5 los angulos que forman las fuerzas
—Q,—, con la tangente 4 la curva descrita por el
punto auxiliar B. Para que la fuerza Q se equilibre con
la fuerza P, es necesario y suficiente que la resultante de
estas dos fuerzas sza perpendicular 4 la curva que des-
cribe el punto A, 6 lo que es lo mismo, que la compo-
nente de esta resultante, ssgun la tangente, sza nula, es
decir, que
Pcos 14 Q cos 7,—=0.
D:l mismo modo el equilibrio de las fuerzas P"y Q)
exige, que
P’ cos # +Q' cos ', =0,
y el equilibrio de las fuerzas—Q, —Q/, nos dara
' Q cos 2, +Q cos #;=0.

Multipliquemos respectivamente estas ecuaciones por
las diferenciales ds, ds’, ds; de los arcos descritos por los
méviles A, A’, B, y sumemos, resultard

(1) Pdscosz+-P'ds cost’ 4 Q (cos #, ds 4-cos £, ds,)

~+Q' (cos ¥ ds'4-cos #'4ds,)=0;
la invariabilidad de las rectas AB, A’ B, nos dara siendo
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A(x, . 2), AW, ¥, 29, B(a, 4, ¢) y I, I' las distancias
A B, A’'B,

(s— (P (—e P12,

(¥ —a-+ (5P — =t
diferenciando, se tiene
(x—a) (dx—da)+(y—b) (dy—db)+ (z—) (d2—dc) =0,
(x'—a) (dx'—da)+(y'—b) (&Y' —db)+(Z'—c)(dz'—dc)=0),
que pueden ponerse bajo la forma

e e

— Ja, b—-y db —z
ds a—x ¢ b | c—2 0,
sy ( ds, Al ds \ ds, )

4,("_—3.‘_”{ . i 3;"..'5’3.
#eSidy” oS ! de
a=x' da  b—y db |, e=z' de
e A e RS Y R
Pero las cantidades que multiplican a ds y 45, en la pri—
mera de estas ecuaciones, y 4 4s" y ds, en la segunda, re-
presentan respectivamente cosZy, COSZ y cos#y, cos 'y
luego
cos £,ds—+ cos £yds; =0,
cos 'y ds' +cos #'yds;=0;
* por lo que la ecuacion (1), se reduce 2
Pds cos t + P’ ds’ cos #=0;
y como Pdscos t=Pp, P'ds’ cos ¥/=P’p’ , se tendra ne—
cesariamente para el equilibrio
Pp 4 Pp=0.
Reciprocamente, si se verifica esta ecuacion el equili-
brio existe. En efecto, si se tiene
Pp+Ppr=0, 6 Pdscost—+P'dscos =0,
y si despues de haber unido los puntos A y A’ por las
rectas invariables BA y BA’ se aplican en los puntos
A, A’ cuatro fuerzas Q,—Q, Q,—(Q, iguales dos 4 dos
y opuestas, escogidas de manera que equilibren a las fuer—
zas Py P, se tendra '
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P cos 4+ Q cos ;=—0, P’ cos '+ Q' cos #';=0.
Y si, despues de haber hecho :
Q cos 7, Q' cos #,—=K,
se suman estas ecuaciones, multiplicadas respectivamente
por ds, ds'y ds;, se tendra
Pds cos t 4+ P'ds’ cos ' + Q (cos ¢, ds—+ cos t,ds,)
—+ Q/(cos #', ds"4-cos 75 ds, ) =Kds,.
Siendo invariables AB, A'B, tenemos
cos £yds 4cus tyds;=—0, cos 2, ds'+cos £yds, =0,
y por hipétesis
Pcostds+P' cos t'ds'—= 0,
luego Kds;=0,
y por consiguiente -
ds;=—=0, 6 K=Q cosz~+Q cosy=—0.

Pero ds,, arco descrito por el punto B, no puede ser
cero, 6 la suma K de las componentes de las fuerzas que
solicitan el punto B, segun la tangente a la curva que
describe, no puede anularse sin que este punto esté en
equilibrio; por otra parte, el equilibrio del punto B exije
evidentemente el de los puntos A y A’ que estan unidos
a €l invariablemente, y no estan solicitados por ninguna
fuerza ; luego no podemos tener Pp 4 P'pr = 0, sin que
las fuerzas que soliciten  los puntos A y A’ se equilibren,

528. 3. caso. Sean A, A/, A”... un nimero cual-
quiera de puntos sujetosa un sistema completode ligadu-
ras; es decir, tal, que el movimiento de unode ellos deter=-
mine el de todos 16s démas, y que no haya para todo el sis~-
tema mas que un s6lo movimiento posible, en el cual, los
puntos recorrerdn curvas completamente determinadas;
P, P, P"... las resultantes de todas las fuerzas aplicadas
a cada uno de estos puntos; si el equilibrio existe en el
sistema, la suma de los momentos virtuales sera cero y
se verificara que

Pp+P'p. +P"p".....=0.

Mecinica Racronar,—Tomo II, 4

V
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Habiendo demostrado esta proposicion para un siste-
ma de dos puntos, basta probar, que si es cierta para un
sistema de 7 puntos, sera tambien cierta para un sistema .
de m—+ 1. Para probarlo, designemos por A, A/, A”.....,
los m=-1 puntos, y por P, P/, P”...| las fuerzas que actiian
sobre ellos; se podranaplicar a uno de ellos, A’por ejemplo,
dos fuerzas iguales y opuestas Q,—Q, y determinadas de
tal suerte, que una de ellasQ se equilibre con la fuerza P,
aplicada a otro punto A del sistema: bastara para esto que
la suma Pp+ Qg=—0. Se podri entbénces suprimir las
dos fuerzas P, Q, y prescindir del punto Aj asi no que-
daran mas que m puntos A’, A", A"”....., sometidos 4 la
accion de las m—1 fuerzas—Q, P/, P”, P”.....; ahora,
siendo cierto el teorema para m puntos, €l equilibrio dara

—Qg+Pp' 4Py 4.....=0;
tambien tenemos _
: Q¢+Pp=0.

Sumando estas dos ecuaciones, resulta

_ Pp4Pp' +Pp +.....=0.

Reciprocamente, si la ecuacion anterior se verifica, el
equilibrio existe. Esta reciproca se demuestra de un mo-
do enteramente semejante al empleado para un sistema
de dos puntos.

Ahora, hemos demostrado el teorema de las velocida-
des virtuales para el caso de dos puntos, luego sera cier-
to para tres, para cuatro y en general para cualquier ni-
mero de puntos, y un sistema’completo’de ligaduras.

‘Demostracion del teorema de las velocidades virtuales en el
caso de un sistema incompleto de ligaduras.

§29. Cuando el sistema’ de ligaduras de los puntos

A, A, A"....., es incompleto, el movimiento de uno
de ellos no determina el de todos los otros, se veri-
fica el teoremade las velocidades virtuales, y es necesario,
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si el equilibrio existe, que la suma de los momentos vir-
tuales sea cero, 6 lo que es lo mismo, que

Pp+Pp' +P'pr ~+.....=0;

para todos los movimientos que puede tomar el sistema.
En efecto, supongamos que existe el equilibrio, y que
‘para un cierto movimiento, la suma de los momentos
~virtuales no sea nula; haciendo este movimiento al Gnico
posible por nuevas ligaduras, no destruiremos el equili-
brio existente, y como el sistema de ligaduras sera entén-
«ces completo, el equilibrio no podra tener lugar sino sien-
do la suma de los momentos virtuales nula; luego la

.ecuacion ,

Pp+P'p +P"p" +.....=ZPp=0

debe ser satisfecha, cuando hay equilibrio, sean las que
fueren las ligaduras del sistema material.

Reciprocamente, si la suma Pp+P'p’'+P"p' +-.....
es nula para todos los movimientos posibles del sistema,
habra equilibrio; porque si el movimiento tuviera lugar,
no se le impediria ligando los puntos de manera que este
movimiento fuera sélo posible; y resultaria, que en un
sistema cuyas ligaduras son completas, la suma de los
momentos virtuales podra ser nula, sin que haya equili-
brio, lo cual es contrario 4 lo ya demostrado.

Resumiendo, cualquiera que sea el sistema de puntos
-que se considere, se tendran todas las condiciones del
equilibrio, igualando 4 cero la suma de los momentos
wvirtuales de las fuerzas, para todos los movimientos com-

“patibles con las ligaduras del sistema, que es lo que que-
riamos demostrar.

Caso en que las ligaduras estdn expresadas por desigualdades.

530. Cuando las ligaduras, que existen entre los di-
ferentes puntos de un sistema, estan expresadas por ecua—
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ciones, cada uno de ellos puede experimentar dos movi-
mientos iguales y de signo contrario. Pero hay sistemas
en que esto no sucede. Concibamos un punto A situado
sobre una superficie fija S (fig. 239), en cuyo interior no
le es posible penetrar, es decir, que:
puede moverse sélo 4 un lado del
plano tangente TT. Es claro que
si se mueve en el plano tangente
podra marchar en dos sentidos
opuestos Aay Ad', pero para cual-
quier otro movimiento, su marcha
serd posible en un sentido € imposible en el otro.

Las condiciones de esta especie estin ordinariamente
expresadas por desigualdades. Asi, si un punto situado
en un plano fijo no puede moverse méas que de un lado
de este plano, tomando éste por plano de las XY y el eje
Z en el sentido de su movimiento posible, se tendra para

Fig. 239,

este punto, 250, y habra que expresar que ld variacion
de z es nula 6 positiva, es decir

_ §z=.0.

Se expresara que un punto no puede penetrar en el in-
terior de una esfera fija, cuyo centro es el origen de las
coordenadas, por medio de la relacion

x24 24 22ZR2,
siendo R el radio de la esfera, y si el punto esta situado
sobre la superficie esférica, tendremos, dandole un movi-
miento virtual :
x8x -8y 4+ 2823 0.

Siel sistema A, A’, A”..., esta sujeto i condiciones de
este género, el teorema de las velocidades virtuales expe—
rimenta una modificacion,

Basta, enténces, para el equilibrio, que la suma de los.
momentos virtuales de las fuerzas sea nula 6 negativa
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‘para cada movimiento virtual del sistema. Si el sistema es
de ligaduras completas, esto resulta de lo que hemos di-
cho antes en el caso en que el movimiento del punto A
no .puede verificarse en un cierto sentido. Si el sistema
es de ligaduras incompletas, el teorema se demuestra
introduciendo un cierto namero de condiciones tales,
que el sistema venga 4 ser de ligaduras completas.

Qué forma suele darse ordinariamente 4 la ecuacion del teore-
ma de las velocidades virtuales.

53r. La ecuacion
(1) Pp+Pp +Ppr4...=0,

‘puede ponerse bajo otra forma mas cémoda para las apli-
ciones.

Sean X, Y, Z (fig. 240), las componentes de la fuerza
P aplicada al punto A (x, 7, 2),
8x, %, Oz, las variaciones de las
coordenadas de este punto por un
movimiento virtual Az, compatible
con el estado del sistema, de suerte
que las coordenadas del punto «
sean x—+-0x, y =93y, z+40z. El mo-
mento virtual de la fuerza P, es
igual 2 la suma de los momentos
virtuales de sus componentes por lo que

Fig. 240.

Pp=Xbx—+ Yoy + Yoz,
-del mismo modo Ppr =X'0x" 4+ Y8 4+ Z'32;
y de la misma manera pueden expresarse Pp, P“p....

Sustituyendo estos valores en la (1), serd
(2) ZE(X8x—+Yoy+7Z82)=0.

El signo X se extiende 4 tantos trionomios de esta
forma como puntos materiales tiene el sistema. Bajo esta
forma se usa ordinariamente la ecuacion del teorema de
las velocidades virtuales.



LECCION XLIII.

Aplicaciones del teorema de las velocidades virtuales, Cémo se en—
cuentran por medio de este teorema las ecuaciones del equilibrio de
un sistema cualquiera.—Equilibrio de un sélido invariable.—Deduc-
cion de las ecuaciones del equilibrio de un s6lido invariable por una
trasformacion de coordenadas. — Caso en que el sélido invariable:
tiene uno, dos 6 mds puntos fijos. — Equilibrio del polfgono funi-
cular, — Equilibrio estable, inestable ¢ indiferente.

Aplicaciones del teorema de las velocidades virtuales, Cémo se
encuentran por medio del teorema de las velocidades virtua--
les las ecuaciones del equilibrio de un sistema cualquiera.

532. El teorema de las velocidades virtuales encierra
todas las verdades de la Estatica; asi que, todos los teo-
remas de esta parte de la Mecénica, no son mis que casos
particulares de éste; por lo cual vamos a dedicar esta lec-
cion 2 la exposicion de sus aplicaciones principales, em-
pezando por exponer el método general para deducir las
ecuaciones del equilibrio de un sistema cualquiera.

Supongamos que las ligaduras que existen entre los
diversos puntos del sistema, estan expresadas por las 7
ecuaciones

(1) L=0, M=0, N=O0.....

Debiendo estas ecuaciones quedar satisfechas por las
nuevas coordenadas de los puntos despues de un movyi-
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miento infinitamente pequefio compatible con las ligadu-
ras del sistema, se tendra

Saxto az—i—éﬂjax'—}-iljgy’-l-.....:o,
aM o sl

(2) szx—F—' 8y 4 — = oz+ S et s =)
%a +“Naf+ -I-Eﬁx-l-....'.—_*(],

. . . . - - . . . . - - . . . »

Parala inteli gencia de estas ecuaciones, es preciso con-
cebir, que 2 las 7 ecuaciones de condicion dadas, se afia-
den 3#—1—i, ecuaciones nuevas, tales, que el movimien-
to considerado sea el Gnico posible, 6 que el sistema de
ligaduras sea completo. - Enténces todas las variables, mé-
nos una, vienen 4 ser funciones de ésta, y se pueden bajo
este punto de vista diferenciar las ecuaciones (1); con
esto no se restringe la generalidad de la cuestion, puesto
que el movimiento particular que se considera puede
ser uno cualquiera de los que son compatibles con las
ligaduras del sistema. '

Las 7 ecuaciones de condicion contienen 3# variaciones

X, By, oa bRl
siendo 7 el nimero de puntos materiales del sistema, de
las cuales 3#—i son arbitrarias, y las otras en niimero de
i, dependen de éstas. Sustituyendo los valores de estas Gl-
timas, deducidas de las ecuaciones (2), en la ecuacion del
teorema de las velocidades virtuales
(3) EZ(Xéx—+ Y3+ Zd2)—0,

la ecuacion que resulte contendra solamente 3n—i tér-
minos que tendran cada uno como factores una de las
3n—i variaciones arbitrarias, y como la ecuacion debera
verificarse cualesquiera que sean estas variaciones, habra
que igualar 4 cero sus 8#—i coeficientes.. Obtendremos
de este modo 37— ecuaciones, que unidas a las 7 ecua-
ciones (1), seran las 3 » ecuaciones, entrelas componen~
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tes de las fuerzas y las coordenadas de sus puntos de apli-
cacion, necesarias y suficientes para el equilibrio.

533. La eliminacion de las 7 variaciones por medio
de las ecuaciones (2), puede hacerse por el método de
los factores indeterminados.

Multipliquemos la primera por A, la segunda por p.,
etcétera, y sumémoslas miembro 2 miembro con la ecua-
cion (3) desarrollada, € igualemos a cero los 3# coefi-
cientes de las variaciones; resultaran las 3# ecuaciones
siguientes: o i vy

X—l—lgx-—f-t’-ﬁ_‘l“’g-l-...:o,
dL aM dN
Y+h— +l-’-?y'+"‘ -&;—I——Os
@ (z422k 4 d_l‘{+vd_“—|-...=0,

X'-—i— -l-p.dx —|—vdx,+...—0,

~en ellas determinaremos los factores A, p, v, por medio
de otras tantas de estas ecuaciones; quedaran 3z—7ecua-
ciones, que unidas con las (1), daran los valores de las 3#
incégnitas para el caso del equilibrio.

Reciprocamente, si estas ecuaciones se verifican, las fuer-
zas se equilibran; porque multiplicando estas ecuaciones
por 6x, 8y, 8z, 8x’..., y sumando, resultara la ecuacion

(x_;_xd et Pt (Y =0,

que sg reduce 4 la ecuacion (3), tcmendo en cuenta las re-
laciones (2); y la ecuacion (3) expresa, como sabemos, que
la suma de los momentos virtuales de las fuerzas es nula.

§34. De las ecuaciones (4) se deduce una importante
consecuencia. Vemos que ellas no variaran; y el equili-
brio actual del sistema subsistira, si suprimimos la con-
dicion L—0, 4 la cual el sistema debe satisfacer en todos
sus movimientos, y agregamos al mismo tiempo 4 las
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fuerzas primitivas, nuevas fuerzas que den los mismos
sumandos para aquellas ecuaciones; a saber, una fuerza
aplicada en A, cuyas componentes paralelas 4 los ejes sean

Sl s e S L ‘
dz dy dz’
una fuerza aplicada en A’, cuyas componentes sean
. 14X, 2 %I-j Fatk
y asi sucesivamente. La ligadura expresada por la ecua-
cion L=0, equivale, por lo tanto, 4 estas fuerzas.
La intensidad de la fuerza que debe aplicarse en el

punto A, por ejemplo, es igual‘a

\/(4LY | (2LY, (aLY
V) (3)+(3):
y su direccion es la de la normal 4 la superficie repre-
sentada por la ecuacion L=0, cuando se consideran
X, , %, como Unicas variables, puesto que los cosenos
de los angulos que la normal forma con los ejes, son
dL dL dL
W Ty &

Las condiciones M=0, N=0, etc., pueden del mismo
modo reemplazarse por fuerzas convenientes, aplicadas
2 todos los puntos del sistema. Estas fuerzas auxiliares,
que pueden reemplazar las ligaduras que existen entre
todos los puntos, son las que producen las tensiones y
las presiones en los puntos del sistema.

En fin, si suprimimos todas las ligaduras, todos los
‘puntos quedan libres, y las fuerzas P, P, P”,..., aplica-
das 2 ‘estos puntos libres, son destruidas por las fuerzas

dL dM dN
A—, p—, v —
dx da dx
dL dM dN
a’ Y Ty
A gL l"'@ v(.z_E .
dz ’ ds’ d:’

proporcionales a

youe
1
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aplicadas al punto A;
2 dL dM ” aN
dml ] H dxf 3 dxf ’ e

AL aM " dN

dy’, F.dy’, dyr"“'

5 4L aM aN
dL e

@’ Yar? Tz
aplicadas al punto A’; y asi sucesivamente.

Equilibrio de un sélido invariable.

535. Para deducir las ecuaciones del equilibrio de un
s6lido de esta clase del teorema de las velocidades vir-
tuales, debemos tener presente que para un sistema de
puntos materiales sometidos 2 la accion de varias fuerzas,
el nimero de ecuaciones de equilibrio es necesariamente
igual al niimero de variables independientes; es decir, al
- namero de coordenadas variables, cuyo valor habra que
determinar para que cada punto quede enteramente fijo.

Consideremos primero un punto aislado; si es libre,
sus tres coordenadas podran variar independientemente
una de otra, y habra, por lo tanto, tres ecuaciones de
equilibrio. Siel punto esta sujeto a peérmanecer sobre una
superficie, una de las coordenadas sera funcion de las
otras dos, y el nimero de variables independientes se
reducira & dos, y no habrda mas que dos ecuaciones de
equilibrio. En fin, si el punto esta sujeto 2 permanecer
sobre una curva, dos coordenadas seran funciones de la
tercera, que sera la Gnica variable independiente, y no
habra mas que una ecuacion de equilibrio.

Examinemos ya un sélido 6 sistema invariable y libre
en el espacio, formado por # puntos materiales unidos
entre si de una manera invariable, Segun la manera de
definir la forma de un sélido invariable (202), seran ne-
cesarias tres ecuaciones para expresar que las distancias
miituas de tres puntos tomados arbitrariamente en el
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cuerpo, son constantes; 3(z—3), 6 3n—9 ecuaciones,
expresarﬁn que.los n—3 puntos restantes, permanecen a
distancias invariables de los tres primeros; de modo, que
el namero de condiciones 6 ligaduras del sistema sera
3n—9-+4-3, 6 3n—6 ecuaciones entre las coordenadas de
todos sus puntos; ahora se necesitan 3# ecuaciones para
determinar las coordenadas de los 7 puntos del sistema,
luego el niimero de ecuaciones de equilibrio, sera seis;
resultado conforme con lo que digimos en la primera
parte de la Estatica.

Si el s6lido 6 sistema invariable tuviera un punto fijo,
“sus tres coordenadas serian constantes, las seis variables
independientes se reducirian a tres, por consiguiente,
no hay mas que tres ecuaciones de equilibrio para un sis-
tema invariable sujeto 4 girar alrededor de un punto fijo.

Si el sistema esta sujeto a girar al rededor de un eje
fijo, las seis coordenadas de dos de sus puntos seran cons=-
tantes, y como la fijeza de estos dos puntos lleva consigo
la invariabilidad de su distancia, no habra mas que una
sola variable independiente, y por consxgumente una sola
ecuacion de equilibrio.

536. Para obtener las seis ecuaciones del equilibrio
en el caso de un séhdo invariable, podiamos seguir el mé-
todo general (532) pero es mas
sencillo imprimir al sistema seis
movimientos virtuales arbitrarios
€ independientes los unos de los
otros, de suerte, que las seis re-
laciones que resulten entre las
fuerzas, no puedan deducirse
unas de otras, y estas relaciones

Pie. 24t serdn precisamente lasseis ecua-
ciones del equilibrio.
Demos al sistema un movimiento virtual paralelo al eje
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de las x, por ejemplo, de manera que sus puntos A, A'...
(fig. 241 ), describan rectas iguales Ag, A'4’..... enténces
35,82, &', 04'......, son nulos, y Sx=3x"=3a".....

En este caso, la ecuacion general

(X8 x+ Yoy + Z3z)—0,

se reduce, suprimiendo el factor comun 8x, aXX—=0; por
medio de movimientos analogos, paralelosa OY y 2 OZ,

deduciremos las ecuaciones que se refieren a estos ejes,
y las tres ecuaciones del equilibrio seran

BX=0,
‘ (5) =Y=0,
=0

Obtendremos las otras tres ecuaciones del equilibrio,
haciendo girar el cuerpo sucesivamente alrededor de los
tres ejes. Hagamosle girar primero alrededor de OZ. El
punto A describira un elemento A ¢, de una circunferen-
cia /AH de radio AC—r~ y paralela al plano X Y. Sea
ACi=uw, tendremos 82=0, y de

X =r cosv, y=rsenuw;
se deduce variando y siendo %w el angulo que mide la
rotacion
Sx=—=—rsenwiw Oy==r COS WO
6 bien

y sustituyendo
Xox+Yoy+Ziz—=(Yxa—Xy)dw
y del mismo modo
X'3x' o Yoy 4-Z02—=(Y'x' —X'y Yo,
y asi sucesivamente. Sustituyendo estos valores en la
ecuacion (1) y suprimiendo el factor 8w, tendremos
Z(Yx—Xy)=0.
Por rotaciones al rededor de OY y OX se obtienen las
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ecuaciones correspondientes, anilogas 4 ésta, y las tres:
ecuaciones del equilibrio seran

2(Yx—Xyp)=0,
(6) (Z(Zyr—Yz)=0,
2(Xz—Zx)=0. !
Las seis ecuaciones (5) y (6) son las del equilibrio de un
sélidoinvariable libre; y vemos que son las mismas que ob-
tuvimos directamente en la primera parte de la Estatica.

Deduccion de las ecuaciones del equilibrio de un sélido invaria-
ble por una trasformacion de coordenadas.

537. ‘Supongamos los puntos del sélido referidos a
un nuevo sistema de coordenadas rectangulares; las coor-
denadas antiguas de un punto x, y, 2, estaran ligadas con
las nuevas xy, ¥y, %, por las ecuaciones,

§x=a+axi+lw_y1+ £%iy
(7) w=b+a'x,+by+dz,
z=y+d"x, + 5y, +"2;
entre los cosenos @, @, a”,.... se verifican las ecuaciones-
de condicion '
@2 4-ad24a"2=1,

(8) 2442 4-4"2=1,
2221
ab+ad't' +a"t" =0,

(9)jac+a ' +a" '=0,
be4b 48" "'=0.

Si concebimos que losejesde las x,, 7,,2;, forman parte
del sistema sélido, un cambio cualquiera del sistema,.
cambiara la posicion de estos ejes, ylos valores de xy, 4, 2.
no cambiaran; luego variando las (7) se tiene

bx=8a+wda+y, 86+ 23¢,
(10)8y=064x,84'+r 30" +2 ¢,
eﬁz =8y+4x,04"4y 86"+ 23",
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Supongamos que antes del movimiento los nuevos
ejes coincidian con los antiguos, tendremos enténces

X=Xy, V=3 T=233
lo cual exige, que
: a:l, Z?:O, c:O,
g ==0 so =1 dr=0
d==0, 0=0. =1,
8a=0, 8¥'=0, 5¢"=0;
y las ecuaciones de condicion (g) daran variando
3b+84'=0, Bdc+3a"=0, 3/4+54'=0.
Hagamos '
3 =—0b=0w, Je=-—08d'=03Y, '=—10'=dq,
y tendremos en las (10) "
Sx=—=8a—y s w- 254,
=086+ x0w—=23d7,
82=8y—x3Yy dop;
sustituyendo estos valores en la ecuacion general
E(Xex+Yoy—+Zs)=0,
se reduce 4
523X 4-562Y+8yEZ 40X (Yx—Xy)+802(Zyr—Y2)
+ XXz —Zx)=0.

Siendo las variaciones 3«, 86....., arbitrarias, para que
esta ecuacion se verifique, es necesario que sean cero los
coeficientes de estas variaciones; y tendremos de una vez
las seis ecuaciones del equilibrio anteriormente encon-
tradas

2X=0%" T¥=0, 2Z=0;
2(Yx—Xy)=0, X(Zr—Yz)=0, I(Xz—Yx)=0.

Caso en que el s6lido invariable tiene uno, dos 6 mds puntos
fijos.

538. Siun solido invariable estd retenido por un
punto fijo, los movimientos de traslacion dirigidos para-
elamente a los ejes no podran tener lugar, sin romper
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las ligaduras establecidas. Pero tomando el punto fijo
por origen de las coordenadas, podremos imprimir al sis-
tema un movimiento de rotacion alrededor de cada uno
de los ejes, y obtendremos para el equilibrio las tres ecua-
ciones (6); estas ecuaciones, cuyo niimero es precisamen-
te igual al de variables independientes, bastan para ase-
gurar el equilibrio.

Si el sistema invariable esta retenido por dos puntos
fijos, su movimiento virtual no podrd ser mas ‘que un
movimiento de rotacion alrededor del eje fijo que pasa
porestos dos puntos, y el teorema de las velocidades vir-
tuales nos dara una sola ecuacion para el equilibrio. To~
mando por eje fijo el eje de las 2, la ecuacion Gnica del
equilibrio serd X(Yx —X)=0, que es la primera de las
(6). En este caso no hay més que una sola variable inde-
pendiente, bastando la ecuacion anterior para el equili-
brio del sistema. '

Si el sistema invariable pudiera recibir no solamente
un movimiento de rotacion alrededor del eie de las 2,
sino tambien un movimiento de traslacion paralelamente
a este eje, el equilibrio exigiria las ecuaciones, £ Z—0, y
3(Yx—Xy)==0, que bastaran para asegurar el equilibrio.

Si los puntos contenidos en el plano XY estan sujetos
4 no salir de €l, €l movimiento de rotacion alredzdor del
eje de las z, y los movimientos de traslacion paralelos 2
los ejes X € Y, daran para el sistema invariable las tres
ecuaciones de equilibrio _

MR =02 BY =20, E(Yx—X_y)__
y como en esta hip6tesis, el namero de vanables inde-
pendientes es tres, las ecuaciones anteriores espresaran
las condiciones de equilibrio.

En fin, st el ndmero de puntos fijos fuera de tres 6
mas, el sélido invariable estaria por si mismo en equilibrio
y no haria falta ninguna ecuacion para expresarlo.
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Equilibrioadel poligono funicular.

539. Pueden deducirse con mucha facilidad las leyes
de equilibrio del poligono funicular, por medio del teo-
rema de las velocidades virtuales.

Sean A, B,C,D,E, F, (fig. 242), los# puntos unidos por
cuerdas, formando un poligo~
no de n—1 lados, cuyos vér-
tices estan solicitados por =
fuereas P ol Plels wons P
Lo primero debemos expre-
sar que las longitudes de es-
tos lados /, 7/, ”...... son cons-
tantes; designando por x,y, 2,
x', ', #'yi.uue, las coordenadas
de los puntos A, B....., refe-
ridos 4 tres ejes rectangulares, tendremos las #—1 ecua~
ciones

Fig, 242.

I—V &= =P Fe—ap =0,
V== + =y e —2ar =0,

. . - . . . . - . . . -

Variando estas ecuaciones, se tiene

:a:--x +y yﬁ]’ +s -z + x_[_____q),

y ademas »—2 ecuaciones de esta forma. A estas n—1
ecuaciones debemos unir la del teorema de las velocidades
virtuales

E(Xox 4+ Zyy+Z32)=0.
Empleando para la eliminacion de » —1 variaciones,
el método de los multiplicadores, y usando las mismas no-
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taciones, obtendremos las 3 # ecuaciones:

X 42 ”"l‘” =0,
(11) Y+1y'_“1’=0,

8—2‘

Z-i-l—__O

Xr+l +Pm;x=0’

(12){Y" +1”—J +p y‘y_o,

2—z'

Z' 4+ 7 —|—p; ‘, =0;

o _xl'!' x!’!!_‘.xlf
X + + L4 £u - O 3

(13| Y e 5L + vi;i =,

-z gz =0.

Z"+IJ' 2 Ay

Se ve inmediatamente la ley de formacion de estas
ecuaciones. Eliminando entre ellas las »—1 indetermi-
nadas X, p,v...., tendremos 37— (» —1)=2n- 1 con-
diciones de ethbrm

540. Los factores ausiliares ), y, v... representan Ias
tensiones de las diversas cuerdas que forman los lados
del poligono, suponiendo a estas cantidades positivas. En

efecto, % x’_-t-z, )\w, lz;?i, son las componentes

de una fuerza igual 2 ), actuando segun AB, de A hacia
B; y las relaciones (11) hacen ver que esta fuerza ) y la
fuerza P, aplicadas al punto A, se destruyen; de manera,
que A mide la tension de la cuerda AB. Tambien se de-
duce, como sabemos, que la fuerza P esta dirigida se-
gun la prolongacion de AB, cuando el poligono esta en
equilibrio.

Las ecuaciones (12), ademas de las componentes de

P,, contienen las de una fuerza igual y directamente
Mecinica Racionar.—~Tomo II, 5
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opuesta a A, es decir, actuando en el punto B, segun
AB, de B hacia A, y ademas contienen los valores de
las componentes paralelas 4 los ejes de una fuerza igual
a p, dirigida segun BC, de B hacia C, si la cantidad p es
positiva; estas tres fuerzas se equilibran en el'punto B,
de manera que y. mide la tension de la cuerda BC. Del
mismo modo veriamos que v es la tension de la cuerda
CD, y asi sucesivamente.

Es facil probar que la tension de una cuerda cual——
quiera es la resultante de las fuerzas que actian a un
mismo lado de ella, trasladadas paralelamente 2 si mis-
mas 2 un punto de su direccion.

Lo que precede, lo demuestra para la primera cuerda.
Para la segunda, basta sumar las ecuaciones (11) y (12),
lo que da '

XX T 2l

éi’

Y""_Y"‘i'}’- y”“"y, ﬁ,

Z—'Z

242"+ 2 =0.

De aqui resulta que las fuerzas P, P, y la tension i de
la cuerda BC, actuando esta dltima de B hacia C, se
equilibran; luego una fuerza igual y contraria a 1., que
mide la tension de la cuerda BC, es la resultante de las
 fuerzas P; y P;. Despues veriamos, sumando tresa tres las
ecuaciones (11), (12) y (13), que la tension de la cuerda
siguiente es la resultante de las fuerzas P, P,, traspor-
tadas 4 C, y de la fuerza P,, y asi sucesivamente.

St %, j#, v... no fueran todas positivas, el poligono fu-
nicular no estaria en equilibrio; porque si p, por ejem-
plo, fuera negativa, los puntos By C estarian tirados
por dos fuerzas iguales y contrarias que tenderian a
aproximarlos. Aun en este caso, podria existir el equi-
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librio si las cuerdas se reemplazaran por varillas rigidas,
porque hemos dicho que las distancias AB, BC,... deben
permanecer constantes. '

Equilibrio estable, inestable é indiferente.

541. Supongamos que el primer miembro de la

ecuacion

= (Xex+Y8 y+2Z8z)=0,
s2a la variacion exacta de'una funcion V de «x, », z,
x'y ', 2,..., consideradas como variables independientes,
6 como variablesligadas entre si por las ecuaciones L—=0,
M=—0,...; tendremos

3 (Xsx—+ Y8 y+2Z32) =3V,

Para esto es necesario y suficiente que X, Y, Z, X/,
Y'... szan las derivadas parciales de la funcion V' con
respecto a x, 7, %, «, ;... Enténces, para la posicion de
equilibrio, y sélo para ella,3V =0, y el valor correspon-
diente de la funcion V, es un maximo 6 un minimo, si
esta funcion es susceptible de miximo 6 minimo; porque
para toda otra posicion del sistema su variacion es dife-
rente de cero. '

La expresion

T (Xox+Y 8r+7Z3z),
analoga a

2 (Xdx+Ydr+Zdz),
es una variacion exacta, en los mismos casos que esta
tltima es una diferencial exacta, y particularmente cuando
las fuerzas motrices estin dirigidas a centros fijos, y son
funciones de las distancias de sus puntos de aplicacion a
estos centros. Lo cual se demuestra como lo hicimos
para la segunda expresion en el nim. 380.

Consideremos que los puntos A, A’, A”... sujetos &
ligaduras cualesquiera, estan solicitados sélo por sus
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propios pesos p, 2, p”..., tomemos el eje de las z verti—
cal, se tendra

KOsy =l — ~ X':O, Y’:O, Z!——_P'...,
la ecuacion
% (X8x Y8 yr+ Z32)=—0,
se convertira en
piz+plez'+p"32"...=0,
que puede ponerse bajo la forma
8 (pz+p'2+p"2"+...)=0.

Sca P la suma de estos pesos y 2; la ordenada del cen—
tro de gravedad del sistema, se tiene
: pr4p'dp "2 .. =Pz,

Y 8 (Pz,)=0,

de donde -

g
que nos dice; que en todo movimiento compatible con las:
ligaduras del sistema la velocidad virtual del centro de
gravedad, proyectada sobre el eje de las z, es nula.
Luego para el equilibrio entre diferentes pesos, es nece-
sario y suficiente, que en cada movimiento virtual la di-
reccion primitiva de la velocidad del centro de gravedad
sea horizontal, 6 que la ordenada del centro de gravedad
sea un maximo 6 un minimo.

Tambien se tiene en este caso, que

8 V=0,

6 que el equilibrio corresponde & un valor maximo 6
minimo de la funcion V. Pero hay entre el maximo y
minimo de esta funcion una diferencia esencial, que con-
viene sefialar. |

Se dice que elequilibrio de un cuerpo 6 de unsistema
de puntos es estable, cuando separandole, por poco que
sea, de la posicion de equilibrio, tiende por si mismo.
a volver a ella. El equilibrio es inestable, cuando sepa-
rado el sistema, de su posicion de equilibrio y abando-
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nado 2 si mismo, tiende 2 alejarse mas y mas de su pri-
mitiva posicion. En fin, el equilibrio es indiferente, 6 el
cuerpo es astdtico, cuando separado de la posicion de
equilibrio, no tiende por si mismo ni 2 aproximarse ni a
alejarse de su primitiva posicion. En el caso que consi-
deramos de los sistemas pesados, la ordenada del centro
de gravedad es, como hemos visto, la cantidad que debe
ser maximo 6 minimo, cuando hay equilibrio y recipro-
«camente; ademas, el maximo de la ordenada corresponde
al caso de equilibrio estable, y el minimo al de equilibrio
inestable.

Resumiendo, la condicion de equilibrio de un sistema
«cualquiera de cuerpos pesados consiste en que el centro
de gravedad del sistema entero esté lo mis bajo, 6 lo mas
alto posible; si esta lo més bajo posible, el equilibrio es
-estable, y si esta lo mas alto posible, el equilibrio es ines-
table. En otros términos, si cuando se separa infinita-
mente pocoel cuerpo de su posicion de equilibrio, el cen-
tro de gravedad sube, el equilibrio es estable, y el cuer-
po recobra por si mismo su primitiva posicion; si el cen-
tro de gravedad desciende, el equilibrio es inestable, y el
cuerpo se apartara mas y méas de su primitiva posicion;
siel centro de gravedad ni asciende ni desciende, el cuer-
po permanecera en la segunda posicion que se le ha dado,
y enténces el equilibrio es indiferente, 6 lo que es lo mis=
mo, el sistema es astético,



LECCION XLIV.

Equilibrio de los sélidos naturales.—Resistencia . de un sélido prismd~
tico 4 la extension y 4 la compresion, Coeficiente de elasticidad.
—Equilibrio de un sélido prolongado solicitado por fuerzas que tien-
den 4 doblarlo trasversalmente, — Aplicaciones de esta teorfa.
Equilibrio de los sélidos prisméticos empotrados,—Equilibrio de
un s6lido prismdtico retenido por dos apoyos y sometido trasversal—
mente 4 una fuerza, 6 4 dos, teniendo 6.no en cuenta su propio peso..

Equilibrio de los sélidos naturales.

542. Los sélidos naturales estin compuestos, como
sabemos, de moléculas materiales que unas vecesseapro-
ximan unas a otras, disminuyendo en consecuencia el
volimen del sélido, y otras se alejan unas de otras,
aumentando dicho volimen, segun la preponderancia de
la cohesion 6 de la fuerza repulsiva debida al calérico; en
una palabra, que los sélidos naturales no son sélidos in-
variables, tal cual hasta aqui los hemos considerado, y
son necesarias- nuevas consideraciones y algunos datos
experimentales, para establecer las leyes de equilibrio de
estos cuerpos.

Las seis ecuaciones del equilibrio de los s6lidos inva-
riables se verifican tambien para los sélidos naturales,
pero en éstos no son suficientes para asegurar el equili-
brio como en los primeros; y es necesario tener en cuen-
ta nuevas consideraciones para establecer las ecuaciones
del equilibrio de los sélidos naturales.
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Las condiciones de equilibrio de un sélido natural se
deducen de las de un sélido invariable, ya considerando
aquél 'con la forma que tenia antes de estar sometido
a la accion de las fuerzas que se le aplican, 6 bien conla
que toma bajo la accion de estas fuerzas. En el primer
caso, no se comete generalmente mas que un error pe-
quefio, tanto menor, cuanto ménos deformable sea el
s6lido; en el segundo caso, no se comete absolutamente
error alguno. Pero esta segunda manera de aplicar las
condiciones del equilibrio de un sélido invariable al de
un sélido natural, no puede emplearse méis que para es-
tudiar un equilibrio, que ya se sabe que existe, y cuando
sélo se trata de determinar los valores de algunas de las
fuerzas que actian sobre el'sélido considerado.

Si dado un sélido natural, queremos averiguar si po-
dra estar en equilibrio bajo la accion de fuerzas cono-
cidas, aplicadas a puntos determinados de €l, no sabiendo
de antemano la forma que tomara éste, cuando exista el
equilibrio de que se trata, si puede existir, es necesario,
6 bien despreciar la deformacion que las fuerzas haran
sufrir al sélido, 6 que se sepa cémo se deforma bajo la
accion de estas fuerzas. En la mayor parte de los casos
se procede del primer modo, es decir, que para buscar
las condiciones de equilibrio, se considera que conserva
la forma que tenia el sélido antes de estar sometido a la
accion de las fuerzas que se le aplican; cuando se sigue
este método, se deben determinar las tensiones y pre-
siones que se desarrollan en las diversas partes del s6li-
do, para ver si pueden sufrirlas sin romperse: las cues-
tiones siguientes daréan una idea exacta de este procedi-
miento.
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Resistencia de un sélido prismatico 4 la extension y 4 la
compresion. Coeficiente de elasticidad.

543. Si un sélido homogéneo prismatico, como una
viga 6 una barra de hierro, esta fijo por uno de sus ex-
tremos, y sometido en el otro a la accion de una fuerza
F, que tiende a alargarlo, experimenta, en efecto, un
aumento de longitud, que varia con la energia de la
fuerza F. Designando por / la longitud primitiva del s6-
lido, por 7 el aumento de ésta debido & la accion de la
fuerza F, y por o el area de su seccion trasversal, la ex-
periencia ensefia que existe entre estas cantidades la si~
guiente relacion empirica

F=Eu—;

en la que E es una constante que depende sélo dela na-
turaleza del cuerpo, y se lama coeficiente de elasticidad.
La relacion anterior indica que F es proporcional al 4rea

w de la seccion trasversal del sélido, y al incremento—:

de la unidad de longitud del mismo. La relacion anterior
subsiste miéntras el aumento de longitud 7 no pase de
un cierto limite, que se llama limite de elasticidad, porque
de €l en adelante se deformael sélido de una manera per-
manente, y no vuelye a tomar su longitud primitiva cuan-
do cesa la accion de la fuerza F; de manera, que al ha-
cer uso de ella, debe tenerse en cuenta esta restriccion.
Si el mismo sélido prismatico, fijo por uno de sus ex~
tremos, esta sometido en el otro a la accion deuna fuer-
za que tiende a comprimirlo 6 4 disminuir su longitud,
la intensidad de la fuerzay la disminucion de longitud,
que experimenta el sélido, estan tambien ligados por la
ecuacion anterlor de modo, que considerando que 7 re-
presenta un aumento de longitud positivo 6 negativo,
segun que la fuerza F tienda 2 aumentar 6 4 disminuir la
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longitud del sélido, la férmula anterior abraza los dos
casos. Tampoco puede aplicarse dicha férmula, cuando y
F son negativos, al caso en que 7 excede el limite de elas-
ticidad. Los limites de elasticidad suelen ser diferentes para
la extension y para la compresion de un mismo cuerpo.

Por medio de la relacion experimental, que acabamos
de establecer, vamos 2 estudiar algunos casos de equili-
brio de los sélidos naturales.

Equilibro de un sdlido prolongado solicitado por fuerzas que
tienden 4 doblarlo trasversalmente.

544. Consideremos un sélido, que tenga la forma de
un prisma simétrico con respecto & un plano, sometido a
la accion de fuerzas que tienden 2 doblarlo paralelamen-
te 2 este plano; y vamos 4 determinar la forma que toma-
ra bajo la accion delas fuerzas que lo solicitan, suponien-
do que la deformacion que experimenta es muy pequefia.

Sea ah (fie, 247). una seccion normal del sélido en es-
tado de equilibrio, la cual divide
a éste en dos partes My N; su-
pondremos que la fuerzas exte-
riores, que obran sobre la parte
N del sélido, se reducen 2 un par
(P,—P) cuyo plano es paralelo
al de simetria; 6 2 una sola fuer-
za F dirigidaen el plano de sime-
tria paralelamente a la seccion 2.

Consideremos por separado la
parte N del s¢lido, y tratémosla
como si fuera un sélido invaria-
ble (542). En €l se equilibran las
fuerzas que le estan aplicadas, es
decir, el par (P,—P), 6la fuerza F, y las diversas fuerzas

big. 243.



T4 EQUILIERIO DE LOS 50LIDOS NATURALES,
molecualres que provienen de la accion de la parte M del
sélido sobre la N que consideramos. Actuando cada una
de estas altimas fuerzas sobre una de las moléculas de M
préximas a la seccion a4, puede descomponerse en dos,
una dirigida perpendicularmente a a4, y la otra situada
en el plano de esta seccion. De las condiciones de equili-
brio de un sélido invariable se deduce: 4

1.° Que la suma de las componentes de las acciones
moleculares normales a 44, ejercidas por M sobre N, es
nula; porque la suma de las proyecciones de la fuerza F,
6 del par (P,—P), sobre una perpendicular a 25, es nula
por la situacion que les hemos supuesto.

2.” Lasuma de las componentes paralelas a 22, de es-
tas mismas acciones moleculares, es nula, si las fuerzas ex-
teriores que obransobre Nsereducen aun par(P,—P); esta
suma es igual @ la resultante F de dichas fuerzas, si tie-
nen una sola resultante, puesto que hemos supuesto que
la resultante F esta dirigida paralelamente a 4.

3.% Por fin, la suma de los momentos de las compo-
nentes normales 4 4 de las acciones moleculares, toma-
das con respecto a un eje cualquiera, trazado en el plano
ab perpendicularmente al de simetria, es igual al momen-
to de la fuerza F, 6 al del par (P,—P); con respecto al

- mismo eje. '

545. Para deducir de estas tres proposiciones, las con-
secuencias @ que dan lugar y que nos han de conducir 2
la determinacion de la forma de equilibrio del sélido pris-
matico de que se trata, consideremos unasegunda seccion
a'¥’ infinitamente préxima a la 44, y concibamos que la
porcion aba'? del sélido estd dividida en una infinidad
de prismas elementales que tengan sus aristas dirigidas
perpendicularmente a 2. Estos prismas elementales pue~
den considerarse como otras tantas fibras, cuya reunion
constituye el s6lido entero, y que en toda su longitud son
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paralelas a las aristas; pero estas porciones de las fibras,
comprendidas entre lassecciones 24y 2’4, unas se alargan,
y otras se acortan, al deformarse el sélido; porque st todas
se alargasen 6 todas se acortasen, la suma de las compo-
nentes normales a ¢4 de las acciones moleculares ejerci-
das por M sobre N, no podria ser nula como lo exige la
primera de las tres proposiciones anteriores.

Por lo tanto, entre las fibras que se alargan y las que se
acortan, debe haber algunas que nise alarguen ni se acor-
ten : estas fibras intermedias que no varian de longitud a
pesar de la deformacion del sélido, se llaman fibras neu-
tras. Admitiremos que los puntos en que las fibras neutras
encuentran al plano de la seccion ¢/ estan situados en una
recta XX/’ (ﬁg 244), perpendicular al plano de simetria;
tomaremos esta recta y otra YY', in-
terseccion del plano 24 con el de sime-
tria, por ejes coordenados en el plano
de la seccion @4, y x €y seran las coor-
denadas de un punto cualquiera de es-
ta seccion con respecto  estos ejes.

Sean nn’ (fig. 243), la fibra neutra
situada en el plano de simetria, p el
. radio de curvatura # C de la fibra cor-
respondiente al punto #, despues que el sélido haya sufri-
do la deformacion; consideremos un elemento zm’ de una
fibra cualquiera que encuentra 2 la seccion @/ en el punto
m(¥,y), y cuya seccion trasversal tiene por area w; la lon-
gitud primitiva de este elemento era z#’, por ser los pla-
nos ab, a'¢’ paralelos; su longitud despues de la deforma-
cion, se deducira de la proporcion:

Fig. 244,

pipyunn's mm __nn'PH’(

el aumento de longitud del elemento 7mm’ es en conse-
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i) 2 i
cuencia ?m’—!;; de manera, que-%- es la relacion I (543)

entre su aumento de longitud y su longitud primitiva,

y si llamamos f 4 la fuerza normal 4 44, que produce el
aumento de longitud del elemento m#/, tendremos:

—Eo.
if (3] ]

La fuerza fes una de las componentes normales 2 44
de las acciones moleculares ejercidas por la parte M so-
bre la N: la suma de estas componentes sera

EEM];

esta suma debe ser cero por lo dicho anteriormente, de
modo, que
Tuyr=—20;

lo que nos dice, que el centro de gravedad de la sec-
cion ab esta situado en el eje XX’, y como por la sime-
tria se encuentra tambien en el eje YY', estara necesaria-
mente en el puntoO de interseccion delosdos ejes; luego
la fibra neutra, situada en el plano de simetria, pasa por
el centro de gravedad de una seccion normal cualquie-
ra ab.

546. De la tercera de las proposiciones enunciadas
anteriormente se deduce, que la suma de los momentos
de las fuerzas analogas 4 la f] con respectoal eje XX, es
igual al momento de la fuerza F, con respecto 4 este eje,

6 al momento del par (P,—P); el valor de esta suma de
momentos es

-Epi Swry

y se llama momento de elasticidad. Igualando el momento
de elasticidad al de la fuerza F, con respecto 4 XX' 6 al
del par (P,—P) obtendremos una ecuacion que nos dara
¢l radio de curvaturap de la fibra neutra ##, en el punto 7,
y que por consiguiente determinara la forma de esta fibra
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en toda su longintud, que es lo que buscabamos. Si la
fibra neutra esta referida a ejes coordenados rectangu-
lares trazados en su plano, el radio de curvaturap es

dy\2' )%
[ ]
i e A
de*
pero por el supuesto, la deformacion del sélido es muy
pequefia, de modo, que si tomamos por eje de las x la li-
nea recta segun la cual esta dirigida al principio la fibra

d - -
neutra, - tangente del angulo que la tangente 4 la cur-

va forma con el eje de las x, es una cantidad pequefia,
cuyo cuadrado podemos despreciar con relacion 4 la uni-
dad, y el valor anterior de p se convierte en
e L
=a,
da®

y haciendo p==Xw 2, el momento de elasticidad que
podemos designar por M, sera

0
M-—Ep. @ .
La cantidad p—=2uw 2, depende Gnicamente de la for-
ma de la seccion trasversal @ del sélido; se la puede de-

terminar tomando por elemento w de esta seccion el rec-
tangulo dx dy, de modo que sera

s f f gy

los limites de esta integral seran los correspondientes a
la forma del contorno de la seccion 44, Esta cantidad es
lo que se llama momento de inercia de la seccion @b con
respecto al eje XX'; pronto veremos lo que significa
este momento cuando expongamos la teoria general de
los. momentos de inercia; por ahora daremos a conocer
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los valores de 1, en varios casos particulares, 'y al tratar
de dicha teorfa, veremos c6mo se determinan.

Si @b es un rectangulo de base & y altura 24, siendo la
base paralela 2 XX/, se tiene

gl el
1.1.:?53-’:-3 Sa?,

designando por S el area del rectangulo. Siad es un trian-
gulo isésceles de base 4 y altura g, siendo la base paralela
a XX', sera
B -él-g-bﬁ:%Sa? :
representando por Seel area del triangulo. Si 4/ es un
circulo de radio 7,
—inri=1Sr2,

Finalmente, si ab es el espacio comprendido entre dos

circunferencias de circulo concéntricas, de radios ry 7/,

P_:z}ﬂ(?“‘-—- '4) :%S(?‘e-—l—?"g).

Aplicaciones de esta teoria. Equilibrio de los sélidos prisméticos
empotrados.

547. Supongamos que el sélido esta empotrado por
un extremo (fig. 245), de manera que no sélo el extre-
mo O de la fibra neutra esta
fijo, sino que la tangente 2 esta
fibra en el punto O no puede
cambiar de direccion, y que por
el otro extremo obra la fuerza
F perpendicularmente 2 la di-
reccion primitiva OX de la fi-
bra neutra; para el equilibrio

W debemos expresar que el mo-

mento de la fuerza F con

respecto al punto #, en que la fibra neutra corta al plano
ab de una seccion trasversal cualquiera , es igual al mo-
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mento de elasticidad del prisma con respecto 2 la misma
seccion. )

Sean x éy las coordenadas del punto # con respscto i
los ejes OX, OY; / la longitud primitiva del prisma, lon-
gitud que sin error sensible podemos tomar por la absci-
sa d:l punto dz aplicacion de la fuerza F; tendremos, ob-
servando que la distancia dzl punto de aplicacion de F al
punto # es/—x, )

EyTt=F(l—x),
integrando esta ecuacion, y teniendo presente que para

x=0, sony=0,y %:0 resultara

Y ity TR }&:1- hﬂ G )

que es la ecuacion de la curva formada por la fibra neu-
tra en virtud de la accion de la fuerza F. La flecha £ que
marca la flexion producida por la accion de la fuerza F, es
decir, la cantidad que el extremo de la fibra neutra se sz-
para del eje OX, se obtiene haciendo x=/en el valor d=
y; lo cual, verificados los calculos, dara
e
Ut oo
548. Supongamosque encontrandose el prisma en las

mismas condiciones, esta Gnicamente sometido a laaccion
de su propio peso, que obra paralelamente al eje OY. La
resultante de los pesos de todas las moléculas de la parte
del prisma situada 2 la derecha de la seccion 4, tiene por
valor p(/—x), designando por p el peso de la unidad de
longitud del prisma, y esta aplicada en el punto medio de
la recta que une los cantros de gravedad de las bases del
prisma, separado del total por la seccion 42; el momento
de este peso con respecto al punto # es igual a § p(/—x)2;
y se tendra que la ecuacion de equilibrio es

Ep%’ =ip(/—x)2;
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integrandola, y observando que =0, y 5 —0, para

x==0, se obtendra la siguiente ecuacion de la curva,
formada por la fibra neutra,

BN ) L Lo
J __si'i:F( 2 3 ﬁ) ’
La flecha producida por la accion del peso del prisma

se obtiene, como en el caso anterior, haciendo x=/, yes
f=5
8B
549. Si el prisma, siempre en las mismas condiciones
que en los casos anteriores, esta sometido 2 la vez 4 su
propio peso y 4 una fuerza F aplicada 2 su extremo, y
que obra en el mismo sentido que el peso, es claro que
se obtendra la ecuacion de la ¢urva que forma la fibra
neutra, igualando » a la suma de los valores que aca-
bamos de encontrar para esta ordenada en los dos ca-
sos anteriores. La flecha f serd igualmente la suma de las
flechas correspondientes a estos dos casos.

Equilibrio de un sélido prismatico retenido por dos apoyos y
sometido trasversalmente 4 una fuerza, 6 4 dos, teniendo 6
no en cuenta su propio peso.

550. Supongamos un prisma que descansa simple-
mente sobre dos apoyos M y N (fig. 246), y sometido 2
la accion de una fuerza F di-
rigida perpendicularmente
a su longitud. Las reaccio-
nes paralelas Qy Q', que los
apoyos M y N ejercen so-
bre el sélido, compuestas
entre si, en el supuesto de
ser éste invariable de for-
ma, deben evidentemente
tener por resultante una fuerza igual y directamente

Fig. 248.
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opuesta 2 la fuerza F; los valores de estas reacciones son

I+Z' X Q‘ l+£’ !

designando por Z y 7 las distancias de los puntos M y N
4 la vertical OY, 6 bien, lo que con poca diferencia es
lo mismo, las longitudes de las dos partes del sélido si-
tuadas 2 derecha € jzquierda del punto de aplicacion O
de la fuerza F. Ocupémonos primero de la parte del s6-
lido situada a la derecha del punto O, y que esta some-
tida en su extremo 2 la accion de la fuerza Q, tendremos
para un punto cualquiera de la fibra neutra de esta parte,
referida a los ejes OX,OY, la ecuacion de equilibrio

Ep%:Q(f—x)

que integrada, teniendo en cuenta que 3 =0, para x=0,
dara

z L
— e
en la que la constante C es el valor de para 1)

Para la otra parte del sélido refendo a los mismos
ejes, obtendremos del mismo modo
' o Mo s
Grs TEQT(T_ —) +C'x'.
Para determinar las constantes C y C' debemos obser—
var que C——C; y ademas que para x—=/, y x'=1//, debe
ser y=—y"; introduciendo estas condiciones en las ecua-

ciones, y poniendo por Q y Q' sus valores, obtendremos

p FH’EE—E’)
G 3Ep(l+l)
con lo cual, recordando que C’ ——C son completa—

mente conocidas las dos ecuaciones anteriores, que deter-
minan la forma de la curva de cada una de las partes de
la fibra neutra.

s51. Sien lugar de una sola fuerza F, que obra en

un punto cualquiera del prisma sostenido en sus extremos
Mecinica Racionan.—Tomo II, 6
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por dos apoyos, hubiese dos fuerzas iguales F y F', para-
lelas y aplicadas en dos puntos equidistantes del medio
del prisma, estando ademas estas dos fuerzas dirigidas
perpendicularmente 2 su longitud, es claro que las reac-
ciones Q y Q' de los dos apoyos serian iguales 4 cada una
de las fuerzas F y F* de que se trata. Para toda la parte
del prisma comprendida entre los puntos de aplicacion de
estas fuerzas F y F’, el momento de elasticidad debe ser
igual al momento del par formado por la fuerza F y la
reaccion QQ, situadas @2 un mismo lado de laseccion tras-
versal, con respecto al cual se considera el momento de elas-
ticidad ; como el momento de este par es constante, y el
valor del momentode elasticidad es, segun sabemos (546),

By | tendremos que el radio de curvaturap de la fibra
P

neutra es constante en toda la parte comprendida entre
los dos puntos de aplicacion de las fuerzas F y F'; es de-
cir, que esta parte de la fibra neutra afecta la forma de
un arco de circulo; en cuanto a las otras dos partes del
prisma, situadas fuera de los puntos de aplicacion de las
fuerzasF y F', se determinara facilmente su forma, por el
procedimiento antes expuesto, y expresando que se unen
con la parte intermedia en los puntos de aplicacion de las
fuerzas F y F'.

552. Si el prisma, descansando sobre dos apoyos de
la misma altura, esta sometido Unicamente a su propio

. . - pl
peso, las reacciones de los apoyos son iguales 2 1?2_’

siendo 2 el peso de la unidad de longitud del prisma y /
la longitud total. Tomando por origen de cordenadas el
punto medio de la fibra neutra, y expresando que la

parte del prisma situada a la derecha de una seccion tras-

versal cualquiera, estd en equilibrio bajo la accion de su

propio peso, y de lafuerza 1—;;5 aplicada verticalmenteen su
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extremo de abajo @ arriba, deduciremos facilmente que
la ecuacion de equilibrio es

Bl ) =hp ()
de la que resulta integrando

y=—2—(8/2x2—2x14),

48 B .

: d
teniendoen cuentaque_y:ﬂy%zﬂ, para x=0), en ra-
zon 2 la simetria.

Todas las cuestiones de este género que se pueden
presentar , se resuelven de un modo analogo.



LECCION XLV.

Resistencia de los sélidos 4 la ruptura. Seccion de ruptura.—Sélido
de igual resistencia y su forma de equilibrio cuando la fuerza apli-
cada es menor que la que determina la ruptara.—Dinamémetro de
Poncelet,—Acciones mituas de dos sélidos que se tocan.— Roza=
miento y sus leyes experimentales. Coeficiente de rozamiento, An=-
gulo de rozamiento.

Resistencia de los sélidos 4 la ruptura. Seccion de ruptura.

§53. Para el estudio de la resistencia de los sélidos
naturales, que se emplean en las construcciones, en las
maquinas y en la industria, es muy importante la deter-
minacion de lo que en la leccion anterior hemos llama-
do limite de elasticidad, y de la fuerza, que pasando de’
este limite, determina la ruptura del sélido natural.

Al efecto, sea R la fuerza capaz de romper un prisma
cuya seccion trasversal tenga por area la unidad de su-
perficie, obrando en uno de sus extremos y en sentido
de su longitud, de modo que tienda 4 estirarlo; la fuer-
za capaz de romper una fibra de seccion w, actuando de
la misma manera, sera igual a Rw. Para que un prisma,
sometido 4 la accion de las fuerzas que le hacen doblar
trasversalmente , no se rompa en ninguna de sus partes,
es necesario que para una fibra cualquiera, la fuerza f
(545), sea menor que R w; es decir, que '

f:Ew% <Rw, 6 E%<R;

para satisfacer 4 esta condicion, basta evidentemente que
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quede satisfecha en cada seccion trasversal para la fibra
correspondiente al mayor valor de la ordenada y-; si lla-
mamos Y a este mayor valor, debera verificarse para una
seccion cualquiera del prisma, que

E%{R. ’
El momento M de elasticidad tiene por valor
M-—_“]::B,
P

despejando en esta igualdad%, y sustituyendo en la des-
igualdad anterior, tomara la forma
R
M<—-

Para que el prisma que consideramos no se rompa en
ninguna de sus partes, en virtud de la accion de las fuer-
zas que le estan aplicadas, basta que la condicion ante-
rior quede satisfecha para la seccion 4 que corresponde el
mayor valor del momento de elasticidad M; y esta sec-
<ion es por la que el prisma principiaria 4 romperse, si las
fuerzas que le hacen doblar fuesen suficientemente gran=
des: por esta razon se le da el nombre de seccion de rup-
tura.

Facilmente podemos encontrar, en cada uno de los ca-
sos estudiados en la leccion anterior, la seccion para la
cual el momento de elasticidad es el mayor, 6 sea la sec-
cion de ruptura; en etecto, sabemos que para una seccion
cualquiera el momento de elasticidad es igual al momento
de la resultante F de las fuerzas aplicadas 2 la parte del
s6lido que se encuentra 4 un lado de la seccion, tomado
con relacion al centro de gravedad de la misma seccion, 6
bien al momento del par (P,—P), 4 que se reducen estas
fuerzas (546). En el caso de que un prisma empotrado por
uno de sus extremos, esté sometido 4 la accion de su propid
peso, 6 a la de una fuerza aplicada enel otro extremo, la
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seccion de rupturaes la que se encuentra tocando a la parte
empotrada, para la cual se tiene x=0. En el caso de un
prisma retenido en dos apoyos y sometido 2 una fuerza
que obra en un punto cualquiera del prisma, la seccion
de ruptura es la que contiene el punto de aplicacion de
esta fuerza.

Sélido de igual resistencia y su ferma de equilibrio cuando
la fuerza que se le aplica es menor que la que determina la
ruptura.

554. Lo que acabamos de exponer puede aplicarse,
sin error sensible, a2 un sélido no prismatico prolongado,
cuyas secciones trasversales varien muy poco de un punto
a otro, con tal que este sélidosea simétrico con respecto
a un plano, y que la fibra neutra situada en el plano de
simetria sea rectilinea, cuando el sélido no haya sufrido
deformacion alguna; debe tenerse presente la variacion
de dimensiones de las secciones trasversales, que son
constantes en el prisma que antes hemos estudiado. Se
llama sélido de igual resistencia a un sélido que cumple con
todas estas condiciones, y para el que se verifica en todas
las secciones, que

M=ZE;
la cual podra cumplirse eligiendo convenientemente las
fuerzas que le estén aplicadas.

Particularmente consideremos un sélido empotrado por
un extremo, y sometido’en elotro 4 la accion de una fuer-
za F dirigida en el plano desimetria perpendicularmente
a su longitud (fig. 245). Supongamos gque la seccion
trasversal sea un rectangulo cuyo lado 4, perpendicular
%l plano de simetria, conserva el mismo valor en toda su

-longitud, miéntras que el lado 2z paralelo 2 este plano
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varia de una seccion a otra. El momento de inercia para
una seccion de esta forma, es (546).

2
— = )25
p= 523,
ademas Y=z; por lo que
B 2p;.9
=v=3 R 422,

Por otra parte sabemos, que el momento de la fuerza
F con respecto al centro de la seccion que consideramos
es F (/—x), siendo / la longitud total del sélido, y x la
abscisa del centro de la seccion de que se trata, y como
este momento es igual al de elasticidad M del sélido re-
lativo 4 dicha seccion, se sigue que si el sélido ha de ser
de igual resistencia, es necesario que cualquiera que sea
el valor de x, se verifique la relacion

F (l—x)==Ré2,

para un valor conveniente de la fuerza F. Despejando 22
resulta :

% ol g e e SIS ) e
2= F(l—x)= 5 F—,
y haciendo :IZ{F(; — 42, serd
] E
22="(l—x);

esta ecuacion expresa de qué modo debe variar el espe-
sor 22, con la abscisa x del punto a que corresponde: ve-
mos, pues, que el plano de simetria debe cortar la super-
ficie del sélido, antes de la deformacion, segun una para-
bola de segundo grado que tenga la fibra neutra por eje,
y el punto de aplicacion de la fuerza F por vértice; el
mayor espesor del sélido que corresponde 4 la extremi-
dad empotrada, tiene por valor 22.

555. Para determinar la forma que toma un sélido de
igual resistencia, cuando estd en equilibrio, y la fuerza F
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tiene un valor cualquiera, inferior al que determina la
ruptura del sélido, tenemos la ecuacion

EpZd=F (—x);

en este caso p. no es constante, sino que varia de una

seccion trasversal del s6lido 2 otra. Haciendo uso de la re-
lacion anterior entre z y x, deduciremos
l—z

p=— 533——543( . ] 1

sustituyendo este valor de u en la precedente, obtendre-

mos la ecuacion diferencial de la curva que forma la fibra

neutra, que sera
3
dy__3F1T 1
& gBba |

Integrando esta ecuacion, teniendo presente que para

x=0, son =0, yj—i:{], resultara

3
FiI 2 e
I= g * 3"‘“"3;@« 2Erar

que eslaecuacion finitadela curva, segun la cual esté diri-

gida la fibra neutra. Haciendo en ella x=/, tendremos el

valor de la flecha producida por la accion de la fuerza F,
que es

Fi2
f: Ebal;
esta flecha es doble de la que la misma fuerza produciria

si el sélido fuese prismitico y tuviese en toda su longitud
una seccion trasversal igual a la del extremo empotrado;

porque poniendo por p su valor _2.5 43, en la férmula
S ; f;l , que da la flecha en aquel caso, resulta

e 1Fis
2 Ebas’

Es claro, que tanto la ley de la variacion del espesor
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del sélido desde un extremo a otro, para que sea de igual
resistencia, como el valor de la flecha producida por la
accion de una fuerza F aplicada al extremo libre, perpen-
dicularmente 4 la longitud del sélido y en el plano de si-
metria, pueden aplicarse, sin gran error, 4 un sélido pro-
longado, cuyas secciones trasversales no tengan sus cen-
tros de gravedad en linea recta antes de la deformacion,
con tal que la linea de estos centros se aproxime mucho
a una recta. En este caso, de todos los resultados ob-
tenidos, sélo la ecuacion que determina la forma de la
fibra neutra despues de la deformacion, es lo que no
podra aplicarse.

Dinamémetro de Poncelet.

556. El dinamémetroes un aparato destinado a me-
dir de la intensidad 6 energia de las fuerzas. Hay muchas
clases de dinamémetros, todos fundados ordinariamente
en la mayor 6 menor flexion que producen las-fuerzas que
obran sobre ellos.

El dinamémetro de Poncelet (fig. 247), fundado en la
teoria del sélido de igual resistencia, se compone de dos
laminas de acero, cuyas extremidades estan unidas por
medio de otras articuladas AA’, BB’. Cada una de las mi-
tades MA, MB,NA’, NB' de las primeras tiene la forma
del s6lido de
igual resis-
tencia arriba
descrito.
Conforme 2

5. 945 la obserya-

cion hecha,

no esnecesario que estén en linea recta los centros de gra-
vedad de las diversas secciones trasversales, al contrario,




go ACCIONES DE DOS sOLIDOS QUE SE TOCAN.

se las construye de modo que el lado interior de su con-
torno esté en linea recta, y el exterior esté formado por
dos arcos de parabola, que tengan por vértices respecti-
vos los extremos de la lamina y el costado inferior por eje
comun; tacilmente se comprende que para esto debe de-
crecer el espesor de la lamina desde el medio hacia cada
una de las extremidades, segun la ley antes encontrada
para un sélido de igual resistencia. Cuando el dinamé-
metro esta en equilibrio bajo la accion de fuerzas iguales
y contrarias, aplicadas en los puntos medios M y N de las
laminas, y que tienden a separar estos puntos entre si, es
claro, que cada una de las cuatro partes MA,MB,NA’,NB/,
de ellas, se encuentra en las mismas condiciones que el
s6lido empotrado por uno de sus extremos, que hemos
considerado al principio; el incremento total que experi-
menta la distancia entre los puntos medios M y N de las
dos laminas, es proporcional 4 la intensidad 6 energia de
las fuerzas que obran sobre estos dos puntos; y es doble
del que resultaria, si las laminas fueran prismas del espe-
sor que tienen en sus puntos medios. El empleo de la-
minas de caras parabélicas, tales como las acabamos de
describir, en vez de laminas prismaticas, presentala ven-
taja de duplicar la sensibilidad del aparato, sin disminuir
su resistencia a la ruptura.

Acciones m(tuas de dos sélidos que se tocan.

557. Cuando dos sélidos naturales, en equilibrio, se
tocan por uno 6 muchos puntos de sus superficies, las
moléculas de cada uno de los dos sélidos, situadas en la
proximidad de los puntos de contacto, ejercen acciones
sobre las del otro sélido, que se encuentran igualmente
en la proximidad de dichos puntos. No es posible consi-
derar separadamente cada una de estas acciones molecu-
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lares, para hacerlas entrar con todas las demas fuerzas en.
las ecuaciones que expresan el equilibrio de los dos sé-~
lidos; por lo que, las consideraremos en conjunto reem-
plazandolas por un pequefio nimero de fuerzas, capaces
de producir el mismo efecto. Vamos a ver qué idea nos
podemos formar de estas Gltimas fuerzas, que representan
las acciones que los dos sélidos ejercen el uno sobre el otro.

Supongamos un sélido pesado, como una bala de hier-
ro, por ejemplo, colocada sobre una mesa que no toca mas
que por un sélo punto. En realidad la bala toca alamesa
en gran nimero de puntos, que constituyen una fa-
ceta 6 pequefia cara de contacto, 4 causa de la deforma-
cion que experimentan la bala y la mesa; una pequefia par-
te de la superficie de la bala se aplasta ligeramente y se
adapta sobre unas parte correspondiente de la superficie
de la mesa, que se hace ligeramente céncava por la pre~
sencia de la balaj pero prescindiremos de esta deforma-
cion y supondremos el contacto de la bala con la mesa
por un sélo punto, como si fuera simplemente el de una
superficie esférica con un plano. Estando la bala en equi-
librio sobre la mesa, cuya superficie supondremos hori-
zontal, es claro que su peso queda equilibrado por el con-
junto de las acciones que sus moléculas experimentan de
parte de la mesa, en la proximidad del puntode contacto;
estas fuerzas moleculares aplicadas 4 la bala pueden evi-
dentemente reemplazarse por una fuerza tGnica, igual y
contraria al peso de la bala, y por consiguiente dirigida
verticalmente de abajo 4 arriba: esta fuerza Gnica, capaz
de producir sobre la bala el mismo efecto que las acciones
moleculares de que se trata, constituye lo que se llamala
presion de la mesa sobre la bala. Siendo las acciones que
las moléculas de la bala ejercen sobre la mesa respectiva~
mente iguales y contrarias 4 las que experimentan de par-
te de estas mismas moléculas, claro es que se las puede
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igualmente sustituir por una fuerza {nica, igual y con-
traria 4 la anterior; esta segunda fuerza constituyelo que
se llama la presion de la bala sobre la mesa. Asi, en el
ejemplo que acabamos de considerar, cada uno de los
cuerpos ejerce sobre el otro una presion dirigida segun
la normal comun 4 sus superficies, trazada por sus puntos
de contacto: estas dos presiones son iguales y de senti-
dos contrarios, como las acciones que se desarrollan en-
tre dos moléculas cualesquiera.

558. Si el cuerpo pesado descansa sobre una mesa,
cuya superficie toca por muchos puntos, se puede consi-
derar que en cada uno se verifica lo que hemos dicho
para un s6lo punto de contacto; el cuerpo experimenta
departe de la mesa, en cada uno de sus puntos de contac-
to, una presion dirigida verticalmente de abajo 2 arriba,
y lo mismo se puede decir que el cuerpo ejerce sobre la
mesa, en estos diferentes puntos, presiones iguales y con-
trarias 4 las precedentes. Si el cuerpo toca 2 la superficie
de la mesa por una cara plana de extension determinada,-
puede considerarse 4 cada punto de esta superficie como
un punto de contacto; en tal caso, el cuerpo experimenta
de parté de la mesa, en cada punto de la superficie de
contacto una presion dirjgida verticalmente de abajo &
arriba, y ejerce al mismo tiempo sobre la mesa, en este
punto, una presion igual y contraria a la anterior.

Rozamiento y sus leyes experimentales. Coeficiente de
rozamiento. Angulo de rozamiento.

559. Un cuerpo pesado se encuentra en el estado de
equilibrio que acabamos de considerar, es decir, apoyado
sobre una mesa cuya superficie horizontal toca en niime-
ro determinado de putos; supongamos que se le aplica
una fuerza de traccion F, en direccion horizontal, que
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tiende 4 hacerle resbalar sobre la superficie de la mesa. St
esta fuerza es muy pequefia, no producira efecto alguno;
el cuerpo permanecera inmévil lo mismo que si la fuerza
no actuase. Si se aumenta progresivamente la intensidad
de la fuerza F, llegara pronto un instante en que el equi- .
librio dejara de existir y el cuerpo principiara a2 mover-
se. Para que continfe existiendo el equilibrio despuesdela
aplicacion de la fuerza F, miéntras ésta no tenga intensi-
dad para poner en movimiento el s6lido, es necesario que
se desenvuelvan nuevas acciones entre las moléculas del
cuerpo y las de la mesa, que se opongan a que la fuerza
F produzca su efecto. Estas nuevas acciones molecula-
res, nulas al principio, cuando el cuerpo no estaba some-
tido mas que a la accion de su propio peso, aumentan
progresivamente al mismo tiempo que la fuerza de trac-
cion F, a la cual equilibran constantemente; pero no pue-
den aumentar mas alla de un cierto limite; de manera, que
si la fuerza F, creciendo continuamente, las hace llegar
a este limite, el menor incremento que experimente la
fuerza F, produce elresbalamiento del cuerpo. Elconjunto
‘de las acciones moleculares que se desarrollan de este mo-
do,ly que se oponen’al resbalamiento del cuerpo, conside-
rado en el instante en que estas acciones llegan al limite
de que no pueden pasar, constituye lo que se llama resis-
tencia al resbalamiento 6 simplemente rozamiento; estas
expresiones designan en particular una fuerza Gnica, ca-
paz de reemplazar a las acciones moleculares de que se
trata, fuerza que esta dirigida en el plano horizontal que
forma la superficie de la mesa, y en sentido contrario 4 la
direccion del movimiento del cuerpo sobre dicha superfi-
cie, La intensidad de la resistencia que llamamos rozamien-~
to, es evidentemente igual 4 la de la fuerza de traccion F,
en el momento en que es suficientemente grande, para
que cediendo a su accion, el cuerpo principie a resbalar.
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560. El estudio experimental del rozamiento fué he-
cho por Coulomb, enel afio 1781 , del cual dedujo las
siguientes leyes, que son las que todavia se aplican:
Primera, ¢/ rozamiento es proporcional G la presion. Se~

-gunda, el rozamiento es independiente de la extension de
las superficies en contacto. Tercera, el rozamiento depende
de la naturaleza de las superficies frotantes. Para deducir-
las emple6 una caja en la que ponia pesos en mayor 6
menor cantidad, y encontré que lafuerza de traccion ne-
cesaria para producir el resbalamiento sobre la superficie
horizontal en que se apoyaba, variaba con arreglo 4 di-
chas leyes.

Sea N la presion ejercida por el cuerpo que se conside-
ra sobre la superficie en que se le tratra de hacer resbalar;
las leyes anteriores prueban que el rozamiento que se
desarrolla bajo la accion de la presion N, puede repre-
sentarse por /N, siendo fun coeficiente que depende tni-
camente de la naturaleza de las superficies en contacto.
Este coeficiente f, que es la relacion del rozamiento /N
ala presion N, se llama coeficiente de rozamiento.

s61. El rozamiento es el resultado de la deformacion
que experimentan 2 la vez, el cuerpo que resbala, y aquel
sobre cuya superficie resbala, por la accion de la presion
mutua N que se ejerce por el uno sobre el otro: las super-
ficies en contacto no conservan sus formas geométricas, y
la resultante de las acciones moleculares desarrolladas en
los puntos de contacto de las superficies, no sigue la di-
reccion de la normal, sino una direccion inclinada respec-
to de estas superficies.

Ademas de las tres leyes anteriores, se verifica la si-
guiente, que sélo es aproximada: e/ rozamiento es indepen-
diente de la velocidad del resbalamiento ; es decir, que el
coeficiente f de rozamiento es constante cualquiera que
seala velocidad. Pero recientes observaciones han demos-
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trado que para muy grandes velocidades el valor del coe-
ficiente fdisminuye sensiblemente; se sabe hace mucho
tiempo, que fes mayor al partir el cuerpo, que cuando el
movimiento esta ya establecido; por cuyas razones, la ley
de que tratamos es s6lo aproximada, y el coeficiente fes
una funcion de la velocidad v del mévil, y el valor de
esta funcion disminuye @ medida que v aumenta; pero
esta disminucion es poco sensible para grandes variacio-
nes de la velocidad o5 por consiguiente, se han determina-
do los valores del coeficiente fen doscasos: 1.°%, al empe-
zar el movimiento;y 2.°, durante la marchaordinaria del
mévil, sin tener en cuenta la velocidad.

§62. Apliquemos las nociones anteriores al caso de
dos sélidos S y §' (fig. 248), que solo tengan un punto
de contacto C; bajo la accion
de las fuerzas a que los dos
s6lidosestansometidossedes-
envuelven en C, nosélo pre-
siones normales Ny N', que
se oponen 4 que los sélidos
penetren el uno en el otro,
sino tambien reacciones tan-
genciales R y—R, que tien-
den @ oponerse a que resba-

e len el uno sobre el otro; es-

tas reacciones R y—R, igua-
les y contrarias la una @ la otra, como las presiones nor-
males Ny N’, no pueden tener una intensidad mayor que
el valor N del rozamiento correspondiente 2 dichas
presiones, siendo f el coeficiente de rozamiento propio
de la naturaleza de las superficies de los sélidos Sy S/,
pudiendo tener una intensidad cualquiera comprendi-
da entre 0 y /N, y una direccion cualquiera en el plano
tangente comun, en C, 4 los dos sélidos.
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Sea CA==N la recta que representa.la presion del s6-
lido S’ sobre el sélido S; tomemos sobre la direccion de la
reaccion tangencial R, que el s6lido S sufre tambien por la
accion de §, una longitud CD=fN, que representa el ro-
zamiento de estos s6lidos, y construyamos el rectingulo
CDEA, sobre las lineas CD y CA. Construyamos, del mis-
mo modo, ¢l rectangulo CKHA en el cual el lado CK re-
presenta lareaccion R, ladiagonal CH del segundo rectan—
gulorepresenta la resultante de las dosacciones normal y
tangencial que elsélido sufre de S'; se puede considerar &
esta resultante como la accion total que el sélido S’ ejerce
sobre S. Decir que el valor de la reaccion KC no puede
exceder a fN, es evidentemente lo mismo que decir, que
el angulo HCA no puede ser mayor que ECA; este an-
gulo ECA, que llamaremos «, se determina por la relacion

I B
por lo tanto, depende sélo del coeficiente de rozamiento,
6 sea de la naturaleza de las superficies de los dos s6li-
dos en la proximidad del punto C, y se le da el nombre
de dngulo de rozamiento. Asi la accion total CH, que el
sélido §' ejerce sobre el sélido S, forma precisamente con
la normal CA un angulo menor que el angulo de roza-
miento. Supongamos que la recta CE gira alrededor de
la normal CA, engendrara una supcrﬁc1e cénica de revo-
lucion que tcndra dicha normal por eje: podremos enun~
ciar de otro modo la condicion que acabamos de indicar,
diciendo, que la accion CH del sélido S sobre el S en el
punto C, esta precisamente dirigida en el interior de este
cono, cuyo angulo en el vértice depende Gnicamente de
la naturaleza de las superficies de los sélidos. Siendo la
accion total que el sélido S ejerce sobre ', igual y con-
traria 4 la que €] experimenta, esta accion de S sobre §
~ debe estar igualmente dirigida en el interior de un cono
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igual al anterior, que tenga el vértice en C y su eje coin-
cida con CA’, prolongacion de CA. Los dos conos de
que acabamos de hablar son evidentemente las dos hojas
de una mismasuperficie cénica, que tenga la normal comun
ACA’poreje, el punto C por vértice y el angulo de roza-
miento « por angulo de las generatrices con el eje.

563. Cuando dos sélidos tienen mas de un punto de
contacto, se puede repetir para cada uno de ellos lo que
acabamos de decir para uno sélo: las acciones iguales y
contrarias que los dos sélidos ejercen el uno sobre el
otro en cada uno de los puntos de contacto, estan nece-
sariamente dirigidas por dentro de las dos hojas opues-
tas de una superficie cénica, que tenga por eje la normal
comun en el punto de contacto, por vértice este mismo
punto, y por angulo de las generatrices con el eje, el de
rozamiento correspondiente.

El angulo de la superficie eénica, en cuyo interior
deben estar necesariamente dirigidas las acciones mutuas
de los dos sélidos en cada uno de sus puntos de contacto,
tiene un valor mayor 6 menor, segun que el coeficiente
de rozamiento correspondiente a las superficies tangentes
en este punto, es tambien mayor 6 menor, Si se supone
que el coeficiente de rozamiento sea nulo, la superficie
cénica se reducira @ su eje, y por consiguiente, las ac-
ciones mituas en los'dos .sélidos: no podrin tener mas
que una sola direccion, que es la de la normal comun a
sus superficies, trazada por el punto de contacto.

Este caso ideal es el que hemos supuesto, cuando he-
mos considerado el equilibrio.deun punto material sujetoa -
permanecer sobre una curva, 6 sobreuna superficie dadas.

§64.  El rozamiento es itil en ciertos casos y perju-
dicial en otros. Es Aitil para dar estabilidad a las cons-
trucciones, para proporcionar @ los animales puntos de
apoyo que les permitan marchar en la superficie de la

Mecdnica Racrowar,—Tomo II. 7
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Tierra; para dar a las ruedas de una locomotora un punto
de apoyo analogo sobre los carriles, para parar las ma-
quinas por medio de frenos; para realizar ciertas tras-
misiones de movimiento, etc. El rozamiento es general-
mente perjudicial en las maquinas, porque absorbe in-
Gtilmente una porcion del trabajo motor.

En el primer caso se procura aumentar el rozamiento,
y en el segundo disminuirlo. El estudio de los valores
del coeficiente f, contenidos en la tabla que termina esta
leccion, da sobre este particular noticias muy pre-
ciosas. De ella se deduce, por ejemplo, la grande in-
fluencia de las sustancias grasas interpuestas entre las
superficies frotantes. Para disminuir el rozamiento que se
desarrolla en las magquinas, debe cu idarse de en grasar los
apoyos sobre que giran los arboles de las ruedas, y ver-
ter aceite en las diversas articulaciones méviles. Un jugo
natural llamado sinobia hace ¢l mismo papel en las arti-
culaciones de los miembros de los animales. Experiencias
muy recientes de M. Girord, han demostrado que se ob-
tiene una reduccion considerable del coeficiente de roza-
miento, interponiendo entre las partes frotantes de los
6rganos de las maquinas, una capa de agua inyectada 2
una presion bastante grande, y se cree que la reduccion
serda mayor ain, si se logra reemplazar el agua por una
especie de colchon de aire. Mas estos perfeccionamien—
tos estan poco generalizados en la industria, y se atribu-
ye a la capa de agua el defecto de gastar rapidamente las
superficies metalicas frotantes. Las grasas, que se usan ge-
neralmente, tienen la ventaja de permanecer mucho tiem-~
po entre los dos cuerpos en contacto, 4 pesar de la ten-
dencia de los fliidos & escaparse lateralmente bajo la ac-
cion de las presiones que se les hace sufrir, pero se des-
componen rapidamente, por loque se les debe renovar con
frecuencia.
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Tetrminaremos esta leccion con la siguiente tabla que
-contiene los resultados de algunas experiencias de M. Mo-

rin sobre el rozamiento.

565. Tabla de los valores del coeficiente y del an-

gulo o de rozamiento.

Al ?jstadc Al empezar
| NATURALEZA DELAS SUPERFICIBS FROTANTES.|  movimiento. | moverse.
b o 2 %
AMadera sobre madera, en seco....[0,36| 19° 180,50 | 26° 34"
— engrasadas.. ., .....10,07| 4.° o' [0,20| 11° 1g’
Madera y metal, en seco,.. .. 4...l0,42| 22° 47" 0,60 | 3° 58"
— engrasados.. ce ... 0,08 4% 35 [o,12| 6° 51
Metal sobre metal, en seco.......fo,19| 10° 46’ [0,19| 10° 46
— engrasados....eansa10,09| 5% o' |o,101 5% 43’
Cuerda mojada sobre madera....-|o,35| 18° 16'|0,87 | 41° 2’
Cuerda sobre hierro fundido,..,..[o,15| 8% 32" | » "
Cuerosobre madera6 metal,ensecoio,30| 16° 42'|o,47| 25° 1t
— engrasados.. .......00,20| II° 1Q"| » »
qHierro forjado sobre piedra......|o,457 24° 14" | » »
Piedra sobre madera............]0,40| 21° 48" =» 9
Piedralsobre piedTa, e e s esmmnioes 0,761 37° 14°| = "




LECCION XLVIL

Equilibrio de dos sélidos que se tocan. Poligono de apoyo.— Equili-
brio de un sélido pesado sobre un plano, apeydndose por une, dos,
tres 6 mds puntos. Presiones sobre los puntos de apoyo.—Pre-
siones ejercidas sobre el suelo por los cuatro piés de una mesa.—
Presiones ejercidas por un sélido cualquiera que se apoya por una
cara plana rectangular,

Equilibrio de dos sélidos que se tocan. Poligono de apoyo.

566. Sidos sélidos Sy S’ (fig. 248), en equilibrio, somn
tangentes en un s6lo punto, debe existir el equilibrio entre
todas las fuerzas que obran sobre cada unode ellos; es de-
cir, entre las fuerzas que les estan directamente aplicadas y
la accion que experimenta en el punto de contacto de parte
del otro sélido; lo cual exige, que si se considera cada
uno de los sélidos como invariable de forma, y se com-
ponen entre si las fuerzas que le estan directamente apli-
cadas, prescindiendo‘de la accion que experimenta de
parte del otro sélido, se debera encontrar precisamen-
te para estas fuerzas una resultante Gnica, igual y di-
rectamente opuesta 4 dicha accion. Segun ésto, es facil
ver que para que los sélidos S y S’ estén en equilibrio,
es necesario: 1.°, que todas las fuerzas directamente
aplicadas @ uno cualquiera de ellos, tenga una resultante
finica que pase por el punto de contacto: 2.°, que la re-
sultante de las fuerzas directamente aplicadas al sélido S
sea igual y contraria 4 la resultante de las aplicadas al s6-
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lido S": 3.°% que estas dos resultantes estén dirigidas al in-
terior del cono de rozamiento: y 4.° que estas dos fuer-
zas actGen en un sentido tal, que tiendan 4 apoyar los s6-
lidos uno contra otro y no a separarlos.

§67. Cuando dos sélidos en equilibrio son tangentes
en muchos puntos, las fuerzas directamente aplicadas a
uno de ellos S, se equilibran con las acciones que experi-
menta de parte del otro S’ en los diversos puntos en que
se tocan; y como las acciones de §' sobre S no han de
tener precisamente una resultante Unica, resulta, que
para que exista el equilibrio no es necesario tampoco que
las fuerzas directamente aplicadas al sélido S tengan una
resultante fnica; todo lo que puede decirse en este caso
de una manera general, es que las fuerzas directamente
aplicadas al s6lido S, y las acciones que este sélido ejerce
sobre §', constituyen dos sistemas de fuerzas equivalen-
tes (93); porque uno y otro son equilibrados por el con-
junto de las acciones de S’ sobre S.

568. Consideremos en particular dos sélidos £ y §
tangentes en muchos puntos A, B, C, D....., (fig. 249),
situados todos en un mismo plano P.. Supongamos que
las partes materiales del s6-
lido S que se encuentran
sobre las perpendiculares
al plano PP, trazadas por
los puntos de contacto
A, B, C....., y en la proxi-
midad de estos puntos, es-
tan todas situadas 2 una
misma region del plano P;
y por consiguiente, que las partes materiales del sélido
S’ situadas sobre las mismas perpendiculares al plano P y
préximas 4 los puntos A, B, C....., estan todas situadas
en la otra region de este plano. Supongamos, ademas,

Fig. 249.
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que las fuerzas directamente aplicadas al sélido S’ tengan:
una resultante Gnica R, lo cual exige precisamente como-
consecuencia, que las fuerzas aplicadas al sélido §'tengan
una resultante Gnica igual y opuesta a la anterior.

La resultante R de las fuerzas, directamente aplicadas.
al s6lido S, es equivalente al sistema de las acciones que
este s6lido ejerce sobre el S"en los diterentes puntos de-
‘contacto A,B,C..., como acabamos de probar; esta fuerza.
R es tambien la resultante de las acciones de S sobre §',
¥y su momento, con respecto @ una recta cualquiera tra-
zada en el plano P, es igual 4 la suma de los momentos-
de las acciones de Ssobre §', con respecto 4 la misma recta.

Esto supuesto, construyamos un poligono convexo.
ABCDE que tenga por vértices puntos elegidos entre los.
de contacto de los dos sélidos, y que en su interior 6 en:
sus lados contenga todos los puntos de contacto que no-
estan en sus vértices. Por lo supuesto, las diversas accio-
nes de Ssobre S, tienden 4 empujar los puntos A, B,C...,
del sélido S, hacia una misma region del plano P, y por
consiguiente, laresultante R de estas acciones debe tender
a empujar el sélido S’ hécia esta misma region del plano;.
los momentos de estas acciones de S sobreS’, con respecto-
al lado AB del poligono que hemos construido, son por
lo mismo todos del mismo signo, y el momento de-
la fuerza R, con respecto 4 este lado, tiene por lo tanto el
mismo signo que cada uno de ellos: luego la direccion de-
la fuerza R debe cortar al plano P en un punto situado,,
con respecto 2 la recta AB, del mismo lado que los pun~
tos de contacto C,D, E....., que no eséin sobre esta li—
nea. Lo que acabamos de decir del lado AB del poligono
ABCDE, podemos repetirlo para cada uno de los otros
lados; y de aqui se deduce inmediatamente, que la direc-
cion de la fuerza R debe cortar al plano P en el interior
de este poligono convexo, al cual se da el nombre de po-
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ligono de apoyo de ios dos sélidos. Ademas, es necesario
que la fuerza R tienda & apoyar el s6lido S sobre el 8’y
no a separarlo. :

Si ademas de las hipétesis anteriores, suponemos ahora
que el coeficiente de rozamiento sea igual para los diver-
sos puntos de contacto A, B, C, D......, de los sélidos S
y $’, cada una de las acciones de S'sobre S, no podra for-
mar con la perpendicular al plano P un angulo mayor que .
el angulo de rozamiento comun a los diversos puntos de
contacto; ademas se puede encontrar la magnitud y di-
reccion de la fuerza R, trasportando las acciones de S
sobre §', paralelamente 4 si mismas, al punto en que esta
fuerza R corta al plano P, y componiéndolas por la regla
del poligono de las fuerzas; es ficil deducir tambien, que
la fuerza R no puede formar con la perpendicular al
plano P un 4ngulo mayor que el de rozamiento de que
antes hemos hablado.

Cuatto acabamos de decir es independiente del nime~
ro de puntos de contacto que tengan los sélidos Sy §,
y es por lo tanto aplicable al caso en que su contacto se
verifique en toda la extension de una cara plana.

Equilibrio de un sélido pesado sobre un plano, apoyndose por
uno, dos, tres 6 més puntos. Presiones sobre los puntos
de apoyo.

569. Un cuerpo sélido, sometido tnicamente 2 la
accion de su propio peso, y colocado sobre un plano, es
decir, sobre una cara plana de otro cuerpo, esta eviden-
temente comprendido en el caso general que acabamos
de examinar, Las acciones de la gravedad sobre las dife-
rentes partes del cuerpo, tienen una resultante, que es su
propio peso, que actia segun la vertical trazada por su
centro de gravedad de arriba 4 abajo.



104 PRESIONES SOBRE LOS APOYOS.

Para que el cuerpo esté en equilibrio, es necesario:
1.°, que la vertical trazada por su centro de gravedad en-
cuentre al plano sobre que descansaen el interior del po-
ligono de apoyo, construido segun la definicion dada:
2.°%, que el angulo formado por la vertical y la perpendi-
cular al plano, 6 lo que es lo mismo, el angulo formado
por el plano con el horizontal, sea menor que el angulo
de rozamiento correspondiente 3 la naturaleza de las su-
perficies en contacto.

En el caso particular en que el cuerpo, que se considera,
descansa sobre un plano horizontal, la segunda condl-—
cion esta siempre satisfecha, y sélo tenemos que averi-
guar si se cumple la primera, para saber si el cuerpo esta
6 noren equilibrio en una posicion dada.

570. Vamos a determinar el valor de las presiones
que un cuerpo pesado, colocado sobre un plano horizon~
tal, ejerce sobre sus diferentes puntos de apoyo, y conside-
remos para esto los distintos casos que pueden presentar—
se segun el'niimero de puntos de contacto. Si el cuerpo no
se apoya mas que por un sélo punto, no puede estar en
equilibrio, si su centro de gravedad no esta situado en
la vertical trazada por el punto de apoyo; y la pre-
sion que el cuerpo ejerce sobre este punto, es claro que
esta representada por su peso. Siel cuerpo se apoya por
dos puntos O y A, (fig. 250),
el poligono de apoyo es en este
casolarecta OA, yla vertical, tra-
zada por el centro de gravedad

HES ! del cuerpo, debe encontrar al

i plano sobre que descansa en un

punto B de esta recta, situado entre los puntos O y A;
para obtener las presiones ejercidas por el cuerpo en es~
tos puntos, basta descomponer el peso P del cuerpo
aplicado segun la vertical, en dos componentes paralelas
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que obren sobre los puntos O y A; de este modo ten-
Px<AB _Px<OB
~oa 'Y Toa
los puntos O y A.

Siel cuerpo se apoya por tres puntos A, D, G, no si-
tuados en linea recta (fig. 251), la vertlcal que pasa por
su centro de gravedad, debe en-
contrar al plano en un punto B
situado en el interior del trian-
gulo ADC, que es en este caso
el poligono de apoyo; las presio-
nes que el cuerpo ejerce sobre el
plano en los puntos A, Dy C, son
las tres componentes paralelas del peso P del cuerpo, que
actiia en el punto B; el momento de la resultante P con
respecto al plano vertical trazado por AD, es igual al
momento de la componente aplicada en C con respecto
al mismo plano vertical, y por consiguiente, esta compo-
nente y la resultante, estan en razon inversa de las su-
perficies de los triangulos ABD y ADG; luego las presio-
nes ejercidas por el cuerpo sobre cada uno de los tres
puntos de apoyo A, D,C, son respectivamente

PxBDC = Px<ABC PxADB;
ADC 2 “ADO % ADC

dremos , para las presiones respectivas en

Fig. 251.

Si el nimero de puntos de apoyo sobre el plano es ma-
yor de tres, no esposible en general determinar las pre-
siones, que ejerce. en cada uno de ellos, conociendo sélo
la posicion que la vertical que pasa por su centro de gra-
vedad, ocupa con respectoa dichos puntos; en efecto, se
pueden encontrar una infinidad de sistemas de fuerzas
paralelas y del mismo sentido aplicadas 4 los puntos de
apoyo, que tengan por resultante el peso del cuerpo apli-
cado en su centro de gravedad: se pueden dar valores
arbitrarios 4 estas presiones @ excepcion de tres de ellas,
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siempre que estos valores no pasen de ciertos limites, y
deducir de ellos facilmente los valores restantes, de mo-
do que la resultante de todas sea igual al peso del cuer-
po, y tenga la direccion de la vertical que pasa por su
centro de gravedad. La misma dificultad se presenta tam-
bien cuando el cuerpo se apoya en tres puntos situados
en linea recta; la determinacion de las presiones ejercidas
por el cuerpo sobre cada uno de ellos, no puede efectuar-
se por ¢l sélo conocimiento del punto en que la vertical
trazada por el centro de gravedad'del cuerpo corta 4 la
recta que contiene los tres puntos de apoyo. Las presio-
nes que el cuerpo ejerce sobre el plano, en los diferentes
puntos de contacto, no son, sin embargo, indeterminadas;
pero no se pueden encontrar sus valores si no se conoce
la naturaleza del cuerpo pesado que se considera, su gra-
do de rigidez 6 flexibilidad, y tambien estas mismas cir-
cunstancias en el cuerpo sobre que se apoya, bajo la ac-
cion delas presiones que experimenta este segundo cuer -
po de parte del primero. En las dos cuestiones siguien-
tes se verd esto con toda claridad.

Presiones ejercidas sobre el suelo por los cuatro piés de una mesa.

571. Sea ABCD (fig. 252), una mesa rectangular,
sostenida en sus cuatro angulos por piés verticales, que
' se proyectan enn MN y RO,

sobre el plano vertical, y que
descansa sobre un terreno ho-
rizontal LT,y esta sometida a

* la accion de su propio peso F,
que obra verticalmente en un
punto (0,0") de su superficie
superior; se piden las presio-
Fig. 252, nes desarrolladas en los piés

de la mesa, 6 en las porciones del su¢lo sobre que se apo-
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yan estos pi€s. Siendo el niimero de apoyos superior 4 tres,
el problema no puede resolverse enteramente por las leyes
de la Estitica, segun hemos visto en el parrafo anterior;
y la solucion depende de la ley fisica, segun la cual, se
opera la deformacion de las partes en contacto en los
puntos A,B,C,D.

Supondremos que la deformacion recae exclusivamen-
te sobre el suelo, lo que equivale 4 atribuir 2 los piés de
la mesa una gran rigidez comparativamente con la del
terreno; ademas admitiremos, que los piés de la mesa se
introducen cada uno en el suelo una cantidad proporcio-
nal a la presion que ejerce; de suerte, que si llamamos »
a la seccion recta del pi€, za la cantidad de que €l penetra
en el terreno, y Eal coeficiente de elasticidad determina-
do por la expetiencia, la presion P ejercida por el pié,
estara dada por la ecuacion ‘

B= sz.

Supondremos, por fin, que la deformacion del suelo es
bastante pequefia, para poder considerar los piés. como
verticales despues de esta deformacion. Las reacciones
seran tambien verticales y paralelas al peso F. Llamemos
ay b, alasdimensiones horizontales de la mesa; m y #,2 las
distancias del punto O aloslados ADy AB; P,P’, P”, P
a las reacciones desconocidas de los apoyos A, B, C, D.

Entre estas cuatro cantidades desconocidas, tendremos
las tres ecuaciones que da la Estatica; 4 saber, la ecuacion
de las fuerzas proyectadas sobre una vertical, y las ecua-
ciones de los momentos con respecto a los dos ejes
ABy AD;

P+P+P'+4P"=F,
(1) (P"+P")a=Fm,
(P"+P") b—Fn.

La cuarta ecuacion que nos falta para poder determi-

nar las cuatro incégnitas, se deducira de la hipétesis que
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hemos hecho, sobre la deformacion del suelo en los cuatro
puntos de apoyo. Las depresiones respectivas de los pun-
' ” 2
tos A, B, C, D, son: 2— EI:J:‘ z’-_—-:;u_}, z":—FI;.J, z'”:% T
suponiendo que los cuatro piés tienen la misma seccion
w; estas depresiones son todas sensiblemente verticales;
por otra parte, las extremidades inferiores de los piés
deben estar en un mismo plano antes y despues de la de-
formacion, y como son los vértices de un paralelégramo,
existe entre el nuevo punto B y el nuevo punto A la
misma diferencia de altura, que entre el nuevo punto Cy

e

€l nuevo punto D; es decir, 2'—z=2z"—2"", 6 sea

Ploth By bl R
Bonorka o B B > F=P=FP =P ()
las tres ecuaciones (1) y la (2) determinan las cuatro pre-
siones buscadas, y la Gltima no contiene el coeficien-
tt B,
De ellas se deducen los siguientes valores para P, P/,
Pﬂ Y Pf”’ y

2\ 2 ’

3) P’:%(_;:r% .
i Ge )’
o (CR S

Estos valores, para ser admisibles, deben ser todos
positivos, porque para que uno de ellos fuera negativo,
seria necesario que el pié correspondiente ejerciera sobre
el suelo una traccion en lugar de una presion, lo cual es
imposible, puesto que la mesa esta solamente colocada
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sobre el suelo sin estar adherida 4 €l por ninguna
parte.

Luego es necesario, paraque la solucion sea admisible,
que se verifiquen las condiciones

e e
m w 1
TR

m i 1

i) 1w 1
R AR B

Estascondiciones quedan todas satisféchas, siempre que
el punto O se encuentre en el interior de rombo KLNM
(fig. 253), que resulta uniendo los puntos medios de los
lados del rectangulo ABCD, formado por los apoyos. Si,
por el contrario, la vertical trazada por el centro de gra-
vedad cortara al plano horizontal fuera de este rombo,

por ejemplo, en O, en el triangulo MKC, una de las cua-

o O ') 3
tro condiciones, la-%—+-”g—< 5> 1o sera satisfecha, y

por consiguiente, el calculo asig-
nara a la presion P del pié opuesto
A, un valor negativo inadmisible.
Esto indica que el pié A no descan-
sa sobre el suelo; el cilculo estable-
cido en la hipétesis de que el suelo
Fig. 252, ejerce sobre la mesa una reaccion
aplicada en este punto A, debe vol-
verse 4 empezar suponnieéndo nula la reaccion P. Pero
enténees el nimero de puntos de apoyo se reduce a tres,
y la Estatica basta para determinar las tres presiones des-
conocidas. Aplicando 4 los tres apoyos B, C, D la regla
dada en el nam. 570, encontraremos la solucmn del pro-
blema en las ecuaciones siguientes:
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Pe=0,
oy 0'DC 0'DC
P'=FX s5=FXxp>
2
OBD 1 O'BD
P'=F X 555 =F X 5
2 )
0’ BC 0'BC
P"=FX gep=F X 75

——

2

En todos los casos, se conoceran las presiones desar-
rolladas sobre los piésde la mesa, y se podra calcular por la
férmula P —=Ee 2, ladepresion correspondiente del suelo.

Si el centro de gravedad de la mesa coincide con su

centro de figura, tendremos, que en las férmulas, m——,

2

b ¥
# =5, con lo cual nos daran, P=Pis=P = Pl T
los cuatro piés soportan presiones iguales entre si, y cada

una de ellas es igual a la'cuarta parte del peso F de la mesa.

Presiones ejercidas por un sélido pesado que se apoya por una
cara plana rectangular.

572. Supongamos esta cara horizontal, y vamos a es-
tudiar las presiones del sélido pesado sobre ella. Sea el
sélido S (fig. 254), que descansa sobre un plano hori-
zontal por una cara plana rectangular, cuya proyec-
cion horizontal es ABCD; supongamos que la superficie
lateral del sélide, en la proximidad de la cara de apoyo,
esta formada por planos perpendiculares 4 esta caray tra-
zados por sus cuatro lados, y que el centro de gravedad G
del sélido se encuentra en el plano vertical que pasa por
los puntos medios 72 y # de los lados AD y BC dela cara
de apoyo. Supongamos, ademas, que la superficie plana
sobre la que descansa el cuerpo S presenta una gran rigi-
dez,y permanece plana a pesar de la ligera depresion que



PRESIONES $)BRE LOS APOYOS. I
el peso del cuerpo le hac: sufrir; que el sélido Ssea en
todas sus partes igualmen-
te comprensible por la ac-
cion de las fuerzas que le
pueden estar aplicadas, al
ménos en la parte préxima
a la cara de apoyo A'B; y
que en razon a esta igual
comprensibilidad, las mo-
léculas que estaban en un
plano HK paralelo y muy
préximo a lacara A'b’, an-
tes que el s6hido estuviese
sometido alas presiones que
experimenta de arriba a
abajo sobre la cara de apo-
yo, se encuentran €n un mis—
mo plano H'K' despues de
la deformacion que estas presiones le hacen sufrir. Consi-
deremos en el sélido un prisma vertical PQ, de base infi-
nitamente pequefia w y que termine en los planos HK y
A’B/, antes de ser deformado el sélido en la proximidad
de su cara de apoyo; este prisma se acortara a causa de
las presiones que experimentan sus extremidades, y su
longitud, que era al principio PQ, se reduce 2 Q'Q; PQ/
es, pues, el decremento de su longitud, y por consiguien-
te tendremos para la presion p que la base inferior Q de
este prisma experimentade parte del plano de apoyo (543),
el valor

Fig. 234,

PQ
PQ"

Esta férmula dara los valores de la presion p, que el s6-
lido experimenta, en los diferentes elementos » en que se
puede concebir descompuesta la cara de apoye, con tal

P:Ew
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que se dé & PQ' el valor correspondiente & cada unode
estos elementos; las cantidades E y PQ no varian por ser
el slido 1gualmente compresible en toda la extension de
la cara de apoyo, y los planos HK y A’B'son paralelosy
equidistantes en todos sus puntos. Todas las presiones ana-
logas a p son verticales y estan dirigidas de abajo 4 arri-
ba, y la resultante debe ser igual y opuesta al peso F del
sélido, aplicado en su centro de gravedad G; estas presio-
nes son ademas proporcionales & los productos o X PQ’,,
cada uno de los cuales representa el volimen de la parte
de prisma PQ comprendida entre los planos HK y H'K".
La resultante de estas presiones p pasa por el centro de-
gravedad de la capa del sélide, comprendida entre los
planos HK y H'K', suponiendo siempre que esta capa sea
homogénea; y ademas dicha resultante tiene por valor el
producto del volﬁmen de la cai)a HKHK' por el factor:
constante T’Q"

Lo que nos dice que el sélido S debe experimentar,
por la accion de su propio peso, una deformacion tal, que
la vertical trazada por su centro de gravedad pase tam-
bien por elde la capa HKH'K' considerada como un cuer-
po homogéneo; las presiones, que este sélido experimen—
ta, enlos diversos elementos iguales de la cara de apoyo
A’B’ son proporcionales 4 las partes de las verticales tra-
zadas por estos elementos y comprendidasentre los planos
HK y H'K'. Estando'situado elcentro de gravedad, por
hip6tesis, en el plano vertical , cuya traza horizontal es
mn, se deduce facilmente que la interseccion de los planos
HK, H'K' debe ser paralela a los lados ADy BC de la
cara de apoyo del sélido; y el centro de gravedad del
cuerpo homogéneo comprendldo entre estos planos, coin-
cide con el del trapecio interseccion del cuerpo con el
plano vertical m». De aqui'se deduce que las presiones.
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son las mismas para los diversos elementos iguales de la
cara de apoyo que estan situados sobre una paralela cual-
quiera 2 los lados AD y BC de esta cara; y que si se su-
pone, que la vertical trazada por el punto G pasa por un
punto O, mas préximo a BC que a AD, las presiones so-
bre los elementos iguales de la cara de apoyo aumenta-
ran constantemente, desde el lado AD de ésta, hasta el
BC. Sean a y 4 las longitudes de los lados AD y AB dela
cara de apoyo; siendo F la presion total sobre esta cara,

sera -cf‘—b- la presion media referida 2 la unidad de super-

. . . W .
ficie, y por consiguiente F—-la presion sobre un elemen-

to w, situado 4 igual distancia de los lados AD y BC. Se-
gun esto, es facil probar, que para el elemento « mas pré-
ximo al lado BC la presion p, que es mayor que para to-
dos los demas, tiene por valor

w KK’

p=lingiae

siendo 4k la recta que une los puntos medios de los lados
no paralelos del trapzcio HKH'K".

573. Consideremos ahora que por uncambio de for-
ma de la parte superior del s6lido, muda de lugar su cen-
trode gravedad G, sin que salga del plano vertical trazado
por mn. El trapecio KHK''H" debera cambiar de forma
al mismo tiempo, de modo, que su centro de gravedad
se encuentre siempre sobre la vertical trazada por el pun-
to G. Si la proyeccion horizontal O de este centro de gra-
vedad se aproxima al lado BC de la base, sin que cambie
el pesa total del sélido, el lado KK’ del trapecio debe
aumentar, y el HH' disminuir dela misma cantidad; por-
que es necesario que el voldmen comprendido entre los
planos HK y H'K’ permanezca constante, y por consi-'
guiente tambien el rea del trapecio HKH'K’ lo que exi-
ge que la semisma /& de los lados HH'y KK’ conserve el -

Mszcinica Ractonar.—Towmo II, 8
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mismo valor. Cuando Oz no sea mas que § de AB, el lado
HH' del trapecio se reducira a cero, y el trapecio se con-
vertira enun triangulo, en que el lado KK’ opuestoal vér-
tice H sera doble de /k; en este caso, la presion p sufrida
por el elemento w de la cara de apoyo, mas préximoal lado

BC, ‘serd igual 4 2F —; es decir, que serd doble de la

presion media correspondiente a2 un elemento de la mis-
ma extension. ’

Si la proyeccion horizontal O del centro de gravedad
G se aproxima mas 4 BC, la linea H'K' que en el caso an-
terior ha venido a pasar por el punto H, debe elevarse
por encima de este punto H y descender mas por debajo
del punto K’ lo cual indica que la presion tiende & sér
negativa en la proximidad de la arista AD de la cara de
apoyo; es decir, a convertirse en una traccion. Esto es
lo que sucederia en efecto sila cara de apoyo estuvie-
ra pegada al plano sobre que descansa: pero como esta
cara esta s6lo colocada sobre el plano, las cosas no pue-
den suceder asi, el s6lido S no puede sufrir mas que pre-
siones de parte del plano que lo sostiene. En este caso,
las presiones no se ejercen sobre toda la superficie del
rectangulo ABCD; una parte de este rectangulo, la situa-
da hacia la arista AD, no sufre ninguna presion, y la par-
te restante que sufre la presion total F, es otro rectan-
gulo que se encuentra en el caso del rectangulo entero,
cuando Oz—1 AB. Sillamamos ¢ 2 la distancia Oz, cuando
es menor que $AB, 3¢ y 4 serin los lados del rectangulo

de apoyo en este caso, y F :;"Ta = p, sera la presion me-

dia sobre el elemento w situado muy cerca de la aris-
ta BC.

Vemos, por el valor que acabamos de encontrar para la
presion sobre un elemento w, préximo 4 BC, que esta pre-
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sion aumenta 4 medida que ¢ disminuye. Sea Rw la pre-
sion capaz de determinar el aplastamiento del prisma ele-
mental que tiene por base w. Si se establece la relacion

2F— —Ruw,

3ea

se deduce
2 ¥

FRE NN
este valor de ¢ es el limite mas alla del cual no se deb=-
hacer decrecer la distancia e, G Oz, pues si decreciera mas,
el sélido S se aplastaria en la proximidad de la arista BC.
Hemos llegado por este medio 2 afiadir un nuevo elemento
4 lacondicion de equilibrio del s6lido pesado S, puesto so-
bre un plano horizontal. Habiamos encontrado que este
equilibrio no podia tener lugar, sin que la vertical trazada
por el centro de gravedad G del sélido cortara al plano
en un punto situado en el interior del rectangulo ABCD,
que constituye su poligono de apoyo; y ahora vemos que
es necesario, ademas, que esta vertical pase en el interior
del rectangulo, 4 una distancia suficientemente grande
«de cada uno de sus lados.

Estas consideraciones son muy importantes siempre
que se trate del equilibrio de los s6lidos que se apoyan
por caras planas, como sucede en las construcciones de
ladrillo y de piedra, y en particular en las bévedas.



LECCION XLVIIL

Momentos de inercia. Definiciones. ~- Relacion entre los momentos
de inercia de un cuerpo con respecto 4 ejes paralelos; y cudl de es-
tes momentos es el menor.—Relacion entre los momentos de inercia
de un cuerpo con respecto 4 ejes concurrentes. Elipsoide de iner-
cia.—Ejes principales y momentos principales de inercia.—Deter-
minacion de los ejes y de los momentos principales de inercia.—
Relacion entre los ejes principales relativos 4 diferentes puntos.—
Punto para los cuales los momentos de inercia principales son
iguales. '

Momentos de inercia: Definiciones,

" 574. Se llama momento de inerciade un punto material
con respcto a un eje el producto de lamasa de este punto
por el cuadrado de su distancia al eje. El momento de
inercia de un cuerpo 6 sistema de puntos materiales de
forma invariable, con respecto a2 un eje, es la suma de
los momentos de inercia de todos estos puntos con res-
pecto 4 este eje. De modo, que siendo m, w', m”,.... las.
masas de los puntos del sistema, y d,d’,4",....., sus dis-
tancias respectivas al eje, el momento de inercia*del sis--
tema sera

md2m'd2~-m"d24+m"d"2 ... =S md2.

Los puntos materiales que componen un cuerpo, no:
estan distribuidos de una manera continua, sino que es-
tan separados entre si por espacios vacios llamados po-
ros. Sin embargo, puede obtenerse en cada caso el mo-.
mento de inercia, suponiendo la masa distribuida de una
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maneracontinua en los cuerpos; esto equivale 2 tomar, en
lugar de Zmd?2, la integral definida de 42d.M, para toda la
extension del cuerpo; y como hemos visto al tratar de los
centros de gravedad de los cuerpos sélidos, los resulta-
‘dos de esta hip6tesis difieren muy poco de la verdad,
porque los poros son sumamente pequefios relativamente
al volimen de todo el cuerpo. Bastara, pues, descompo-
nerel cuerpo en una infinidad de elementos infinitamen-
te pequefios, tomar el momento de inercia de un ele-
mento cualquiera, y obtendremos el del euerpo por. medio
de mtcgramones cuyos limites serin los correspondientes
a la superficie que termina el cuerpo.

El momento de inercia de un cuerpo, 6 de un siste-
- ma, Zmd?, varia conel eje respscto al cual se toma el mo-
mento, y tambien con los ejes coordenados a queel eje se
refiere; y hace un papel muy importante en las cuestio-
nes de movimiento de un cuerpo sélido alrededor de un
eje, 6 de un punto fijo, en la teoria de la elasticidad y en
otras varias partes de la ciencia. Las variaciones de los
momentos de inercia se determinan por medio de leyes
generales faciles de establecer, en los dos casos genera-
les que debemos examinar; el caso en que los ejes sean
paralelos; y el caso en que los ejes sean concurrentes.

Relacion entre los momentos de inercia de un-cuerpo con res-
pecto 4 ejes paralelos, y cudl de estos momentos es’ el menor.

575. Dado el momento de inercia de un cuerpo séli-
do con respecto a un eje que pasa por su centro de gra-
vedad, se puede obtener facilmente su momento de iner-
«la con respecto a otro eje paralelo al prlmero. .

Tomemos el centro de gravedad O (fig. 255), por ori-
gen de las coordenadas, el primer eje, por eje de las z,
y.por plane ZX el plano de los dos ejes paralelos; sea
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a=0 A, su mas corta distancia. Consideremos un pun-
to cualquiera M (x, y, 7) del siste~
ma, y sean  su masa, dy D sus dis~
tancias MH, MK 2 OH y AB. Te-
nemos '
D3:(x—a)9+f‘3:x2+f3-—2&f+a2,.

D2=42—Rax + a%
multiplicando por m, resulta
mD2=— md2—L2amx + ma2.

Escribiendo tantas ecuaciones

Pl ats. analogas 4 esta, como puntos tiene

el sistema, sumandolas miembro 2

miembro, ydesignando por M Ja masa del cuerpo, se tiene
YmD2—=%md?2—2 a¥ mx -+ Ma2.

Siendo el origen de las coordenadas el centro de gra-
vedad, sabemos que Emx —0; y tendremos, por fin,

(1) EmD2=2Xmd?+ Ma2.

De modo, que el momento de inercia de un cuerpo, 6
de un sistema de puntos materiales, con respecto a un eje
cualquiera, es igual al momento de este cuerpo 6 sistema
con respecto 4 un eje paralelo al primero trazado por su
centro de gravedad, mis el producto de la masa del cuer-
po 6 sistema por el cuadrado de la distancia de los dos ejes.

De aquise deduce, que el momento de inercia de un
Cuerpo con respecto a un eje que pasa por su centro de-
gravedad, es menor que el que se refiere a cualquier otra.
eje paralelo a éste; y que este momento es constante para
todos los ejes paralelos equidistantes del centro de gra-
vedad, y que aumenta 4 medida que el eje se aleja de
este punto. '

Supongamos que se determina una recta K por la con—
dicion

Emd2—=MK?2,
siendo M la masa total del s6lido, la recta K'es lo que
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se llama radio de giro del sélido, con respecto aleje a que
se refiere el momento. Es claro que el radio de giro, es el
radio de una superficie cilindrica, que tiene por eje, €l
eje del momento, y sobre la cual esta distribuida toda la
masa del sélido, sin que el momento de inercia con res-
pecto 4 dicho eje cambie de valor.

La ecuacion (1) puede escribirse bajo la forma

SmD2=—M (K2 42).

Relacion entre los momentos de inercia de un cuerpo con. res-
pecto & ejes concurrentes. Elipsoide de inercia.

576. Vamos a calcular esta relacion para todos los
ejes que pasan por un punto fijo
O del espacio (fig. 256). Sea OH
uno de estos ejes, tomemos por
origen de las coordenadas el pun-
to de encuentro O de todos los
ejes, sean M(x, y,2) un punto
cualquiera del cuerpo cuya masa
es m, d—MP, la distancia del pun-
to al eje; 7—=0OM el radio vector,
que une el punto M con el ori-
gen, «,6,y los angulos del eje OH con los ejes coorde-
nados «, €, v, los de OM con los ejes, & el angulo del ra-
dio vector con el eje OH; tendremos

Fig. 256.

d=rsens, r2=x2 42422,

R ’ y reoo R
COSG!___—;.. 3055__;.’ COST_T’
= @ o8 o -1 c086 + zC08
COSli— g ¥ Af -

»

rc0s8=xcosa - ycos 6+ zcosy,
d2=r2sen28—r2(] —cos28)—=x2+4y24 22
—(xcosa—+-cos€~+zcosy)%
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(1)  P=(x2+4 2+ 122) (cos 20.4cos264cos2y)
—(xcosa—+ ycosb—4zcosy)?;
tambien
d2=x2%(1—cos? a)+32 (1—cos?6)+4 22 (1—cos?y)
—2x) cosxcosb—R2xzcosecosy—2 yzcosbcos y,
(2) d2=x?sen2u—2senb+22sen2y—2xy cosacos b
~—2x% cosucosy—2 yzcosbcosy;
teniendo presente que
cos2a—~+cos26 4 cos2y—1.

El valor de 42, desarrollando los cilculos en la (1), to-
ma la forma
(3) P=(r2+22)cos?u~+(x2+422)cos26+(x24)2) cos?y

—2yzcosb cosy— 2x7cosacosy—2X) COS0.COS6.

Multipliquemos por 7 esta ecuacion (3), y sumemos
todas las ecuaciones anilogas relativas a los otros puntos
del sistema; haciendo para abreviar

A=3m(y2+ 22), D=%myz, G=2Xmx?2,

B=Xm(x2422), E=Xmax, H=—=Xm)?2,

C=Zm(x2+y2), F=Smiv, K=Zm22
y llamando p—23md?, al momento de inercia del sistema
con respecto al eje OH, tendremos

(4) pw=—=Acos2a~+Bcos26+4 Ccos?y

—2Dcosbcosy—2 Ecosacos y—2 Fcosacos.

Tambien de la ecuacion (2), se deduce del mismo modo,

(5) " p—=Gsen?% +Hsen26+Ksen2y
—2Dcosécos y+2Ecosacosy —R2 F cosa cosb.
Las cantidades A, B, C, son los valores de p cuando se
hace coincidir OH respectivamente con los ejes OX,0Y,
OZ, 6 lo que es lo mismo, cuando
cose.—1, cos6=0, cosy==0,
cosa==0, cos 6=1, cosy=0,
cosa=0, cosb=0, cosy==I;

es decir, los momentosde inercia relativos a los ejes

OX, 0Y, OZ.



MOMENTOS DE INERCIA. ; 121

Cualquiera de las ecuaciones (4) y (5) da los diferentes
valores de los momentos de inercia del sistema, con res-
pecto @ todos los ejes que pasen por el punto O, dando &
«,6,7, los valores correspondientes a cada uno de estos
ejes.

577. Concibamos que por el origen se trazan diver-
sos ejes analogos al OH, y que sobre cada uno de estos ejes

: 1 21 itdal :

se toman longitudes ON=——, ON'==——,..... sien-
Vip. V!

do p,ps..... los momentos de inercia del sistema con res-

pecto a los ejes OH, OH,.....; vamos 2 buscar el lugar
geométrico de todos los puntos N,N,..... Cuando se
conozca este lugar, se obtendra el momento de inercia

- . : 1
con respecto a un eje dado, por la relacion p— o5 para

obtenerlo, sean X, Y,Z, las coordenadas del punto N,
se tendra

cosa :.%’ cqs@:-g;—,, co_s-yz%,ON:;/m;
6 cosa=Xyu cosb=Yy 7, cosy=Y
sustituyendo estos valores de cosa, cos 6, cosy en la ecua-
cion (4), y suprimiendo el factor comun ., resulta
(6) AX24BY24CZ2—2DYZ—2EXZ—2FXY=1.
El lugar geométrico representado por esta ecuacion es
un elipsoide; porque es una superficie de segundo grado
que tiene el centro en el origen de las coordenadas, los
coeficientes A, B, C son positivos, y lasrectas, que miden
las distancias del centro & un punto de la superficie, son
reales y finitas, por ser ON— l/l__ , v lacantidadp—=Xmd?,

I
es finita y positiva.

De aqui se deduce, que para todo cuerpo 6 sistema de
puntos. materiales, si por un punto cualquiera del espacio
O, se trazan una infinidad de ejes, se‘determinan los mo-
mentos de inercia del sistema con respecto a estos mis-
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mos ejes, y a partir del punto O, se toma sobre cada eje
una longitud numéricamente equivalente 4 la unidad di-
vidida por la raiz cuadrada del momento de inercia cor=
respondiente, las extremidades de estas diversas longitu-
des tienen por lugar geométrico la superficie de un elip-
soide cuyo centro es el punto O. Este elipsoide se llama
elipsoide de los momentos de inercia, 6 simplemente elipsoide
de inercia.

Si todos los puntos materiales del sistema estuvieran
situados sobre un mismo eje, el momento de inercia re-
lativo @ este eje seria nulo, yla longitud correspondiente
seria infinita, de donde resulta que el elipsoide de inercia
se trasformaria en una superficie cilindrica.

Ejes principales y momentos principales de inercia.

578. Siendo la direccion de los ejes coordenados ar-
bitraria, podremos siempre hacerlos coincidir con los ejes
de simetria del elipsoide de inercia; los rectangulos de
las coordenadas desapareceran de la ecuacion (6), de suer-
te, que se tendra

D=0, E==0, F==0;
y por consiguiente
Emyz=0, Zmxz=0, Zmxy=—0.

Estas ecuaciones nosdicen que se puede siempre hacer
pasar por un punto dado O tres ejes rectangulares, de tal
manera escogidos, que tomandoles por ejes coordenados,
sean cero las sumas que se obtienen multiplicando la
masa de cada punto material por los productos de las
coordenadas de estos puntos. Estos tres ejes se llaman
ejes principales de inercia del sistema relativos al punto O,
y los momentos de inercia correspondientes, se llaman
momentos principales de inercia.

El sistemade ejes principales es inico, por no tener el

-
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elipsoide, en general, mis que un sélo sistema de ejes de
simetria. Cuando el elipsoide es de revolucion, dos de sus
ejes de simetria son iguales, y existen una infinidad de
sistemas de ejes rectangulares, propios para hacer des-
aparecer de su ecuacion los productos de las coordenadas,
para los cuales se verificaran las condiciones

Emy z=0, Imxz=0, Zmxy=0;
en otros términos, que existen una infinidad de sistemas
de ejes principales. Cada uno de estos sistemas estd for—
mado por el eje de revolucion y por otros dos ejes, que
pasan por el centro del elipsoide y se cortan a angulo rec-
to en el plano de su ecuador.

Si el elipsoide se reduce & una esfera, todo sistema de
tres ejes rectangulares, que pasa por el origen, hace des-
aparecer los productos de las ccordenadas y forma, por
consiguiente, un sistema de ejes principales. En este caso
A=—B=C, y para un sistema cualquiera de tres diametros
perpendiculares de la esfera seran nulos D, E y F. Ade-
mas, los momentos de inercia con respecto a todos estos
ejes son iguales, porque haciendo en la ecuacion (4)

A=B=C | D=0, "E=0, EF=0
resulta )
F—_—A(COSEQ—FCOSEs-[-COS?T =1

de manera, que el valor de y es independiente de los an-
gulos «, 6, v, es decir, de la direccion del eje OH.

§79. Existen, como hemos visto, relaciones necesa-
rias entre los momentos de inercia tomados con respecto
a diversos ejes que pasan por el punto O y los radios
vectores ON,ON’,..... de un cierto elipsoide. Por lo cual,
toda propiedad de estos radios vectores, toda relacion
que los haga depender uno de otro, entrafiara necesaria-
mente una propiedad correspondiente de los momentos
de inercia, y establecera entre ellos relaciones mas 6 mé-

L]
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nos importantes, que en un gran nimero de casos podran,
deducirse unas de otras.

Asi, 1.% en virtud de la relacion

oNezbogoanlich sk s
Irp- e ON? .

el valor del momento de inerciap aumenta cuando el ra-
dio vector ON disminuye, y reciprocamente; y esclaro que
el momento de inercia que corresponde al eje mayor del
elipsoide es el momento de inercia minimo, y el corres-
pondiente al eje menor del ehpsmdc sera el momento de
inercia maximo.
2.° Si hacemos coincidir los ejes coordenados con los
ejes principales, la ecuacion del elipsoide y las que dan
el valor de un momento de inercia cualquiera, se reducen
a las siguientes:
A 224 By24Cz2—1,
p=A cos?a—+Bcos26 4 Ccos2 v,
p=Gsen? a4 H sen26 4 Ksen2y.
Designando por w/, p”, 1, los tres momentos de iner-
cia relativos 2 los ejes actuales de las x, 7, 2, tendremos
== u =B O
y por consiguiente
= cos2a—~p" cos2 64" cos?y;
esta Ultima férmula sirve para calcular de un modo muy
expedito, los momentos de inercia relativos 4 un eje cual-
quiera, cuando se conocen los momentos de inercia prin-
cipales y los angulos que forma el eje de que se trata con
las ejes principales. :
3.> Consideremos un sistema cualquiera de tres ejes
rectangulares, y designemos por s, 1, los momentos
de inercia relativos a estos tres ejes, por
%y 64y Y13 %oy 695 13 05, 63, Tar
los angulos que estos ejes forman con los ejes. prmmpales,
tendremos
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cos?a, + cos2a, 4 cos2u,—1,
cos?6, + cos26,+cos26,—1, .
cos2y, +cos?y, 4 cos2y,—1,
Pl ;2 " E LG @
pi_p’cos oy =+ c0s 26, +-u""2cos2y,,
I
wp==1. C0820, = 1" c0s 26, 41" cos 2y,,
ug==p €08 2oy~ p" cos 26, " cos 2y,
! " e

de suerte, que la suma de los momentos de inercia rela-
tivos 4 estos tres ejes rectangulares, es constante € igual
ala suma de los momentos de inercia principales.

Determinacion de los ejes y de los momentos principales
de inercia.

§80. Acabamos de ver, que la determinacion del mo-
mento de inercia de un cuerpo con respecto 4 un eje cual-
quiera, depende del conocimiento de los momentos yejes
principales de inercia, y de los angulos que forma dicho
eje con los ejes principales. Se determinan los ejes y los
momentos principales de inercia, determinando en mag-
nitud y direccion los ejes principales del elipsoide, 6 sea
sus ejes de simetria, los cuales son perpendiculares a los
planos tangentes al elipsoide, tirados por sus extremos.

En etecto, el radio tirado del centro del elipsoide al
punto x’, ', 2/, situado sobre la superficie, serd un eje
principal si viene 4 ser perpendicular al plano tangente,
es decir, si viene 2 coincidir con la normal. La ecuacion
del elipsoide es
#=A X2 By2Cz2—2Dy'%'—2 Ex'::’—2Ex::\r’—1=O,
el radio vector y la normal forman con los ejes angulos
cuyos cosenos son respectivamente proporcionales a las.
cantidades
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A r d r ’ r
75 E}zz(af_Fx_Dz )i
20, j—: =2(Cz'—Ex'—Dy").

De manera, que para que el radio vector coincida con
la normal y venga i ser un eje principal, es necesario que
Ax'—Fy'— Es'__ By'—Fo'—Dz _C/—Ea'~Dy' >

&' (T Y FiT 2’ ?
pero siendo x’, 5/, 2/, proporcionales a cos ¢, cos 6, cos v,
podremos reemplazar las unas por las otras en estas rela- .
clones, y se convertiran en

Acosa—Feos6—Ecosy Beosb —Feosa—Deosy  Ceosy —Ecosa—Deos6
cosa T cosb 2 cos’y
_ Acos?e Beos*6 - Cleos>r—2Dcosbeosy—2 Beosxrosy—2F cosx 1056
g ) cos? x - cos? 6 + cos?y

obtenida ésta multiplicando, la anterior serie de razones
iguales, la 1." por cos o, la 2. por cosé, la 3." por cosy, y
sumando, y teniendo presente que el denominador es la
unidad, y el numerador el valor de j» segun la ecuacion
(4); como el radio vector ha venido a ser un eje principal,
+ serd uno de los momentos principales. Se deducen de las
ecuaciones precedentes las siguientes:
(#—A)cosa—+Fcosb+Ecosy =0,
(a—B)cos 6 +Fcosa+ Dcos y=0,
(p—C)cosy+ E cose + Dcos6=0.
Eliminando cos«, cosé, cosy, entre estas tres ecuaciones,
se obtiene la siguiente ecuacion de 3. grado
(7) (#—A)(p—B)(p—C)—D*(p—A)—E*(x—B)—F*(n —C)+2 DFF=o0,
que tendra sus tres raices reales y finitas; estas raices se-
ran precisamente los valores de los momentos de inercia
principales. A estos tres momentos corresponden tres sis-
temas de valores de los angulos «,6,y, determinados por
las ecuaciones precedentes, de las que resulta
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cos 2 il coBG e cos Y
(—B)p—C)=D: ~ (#~C)(—A)=E* " (u—A)p—B)—F: -

1 .
V[(p—B)@—C)=D*T+{(p—C) (i —A)—E:P+{ p—AJ(—B) —r 7] »
estos tres sistemas de valores determinan la direccion de
los tres ejes principales.

581. La ecuacion de tercer grado (7) se presenta en
un gran namero de cuestiones importantes. M. Binet
ha demostrado el primero, que sus raices representan los
momentos de inercia principales; podemos darle otra for-
ma mas conveniente, que haga ver inmediatamente la rea-
lidad de sus raices,

La ecuacion,

({J.'-‘-A)COSU."""FCOS&‘{‘ECOSY:O
puede ponerse bajo la forma
Fcos6+4Ecosy=—(A—) cosa,

-dividiendo por EF y afiadiendo 2 los dos miembros £

=oi=

CORL
f.?ff+ Pﬂﬁ6+ coaT con;:A_]_ __P-)°

Del mismo modo deducxremos de las otras ecuaciones

com+cm6+ cnnT cnsG (B—l— )’
coB % oos@ ﬂnsT coa‘r
"'_+ s (C o F )
haciendo para abrevmr
EF
A + T_' =IN,
tendremos
cmm cngb cosT cosa 0056
3 TR iy (R M—p)
con'f
()=
COR % ros 6 rﬂ : cosx . cosb +w
Pl IR T TBOTTR] stk
“DEF  DEF DEF  ~ DEF DEF DEF

D¥L—p) EMM—p) F}N—p) D'(L——p)+E‘(M"‘I’-) F*(N__p)
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Igualando el primero y Gltimo miembro de esta serie
de igualdades, resulta

cogx  cos6 | cosy

cnaa cosb , cos 7y b E K
e e v _'DB.F DEF _|_1)EF_ ?
D¥L—p)  E*M—p) * F{N—p)

DEF DEF DEF

6 R SR L
D'(L—H}+E’(M—M+F°(N—P-) L,
1 1 T
Dt Es R 1

(8) . IJ.—L+|J."- M+ p—N +D.EF-_OL

Bajo esta forma vemos que la ecuacion de tercer gra-
do, suponiendo las cantidades L., M, N colocadas por or—
den de magnitud, tiene tres raices reales, comprendidas
entré las cantidades —<=< , L., M, N; 6 entre las cantidades

» M, N,~+-==, segun que el producto DEF es positivo
(’) negatwo.

Para que el elipsoide de inerc1a sea de revolucion, es
preciso que la ecuacion (8) tenga dos raices iguales, y
para que se convierta en una esfera, las tres raicesde esta
ecuacion deben ser iguales. Se obtendra, pues,.la condi-
cion analitica que lo exprese, haciendo, para el primer ca-
so, queel primer miembro de laecuacion (8) y su prime-
ra derivada tengan una raiz comun; y para el segundo, ex-
presando que sus tres raices sean iguales.

Relacion entre los ejes principales- relativos & diferentes
puntos.

. 582. Los ejes principales relativos a un punto cual-
quiera de un cuerpo son paralelos 4 los ejes principales,
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relativos al centro de gravedad de este cuerpo, cuando la
recta que une el primer punto al
segundo, es un eje principal relativo
al segundo. Para demostrarlo, sean
O (fig. 257), elcentro de gravedad
deun sistema de puntos, y OX,QY,
OZ los ejes principales relativos 2
este punto. Por unpunto O’de OZ,
: tracemos O'X’, O"Y’ paralelos 2 OX
Gie e, y 2 OY; digo que O'Z,0'X’, O'Y’
son los ejes principales del sistema
relativos al punto O'.

Sea M (x,7,%) un punto del sistema cuyas coordenadas
respectoa los ejes O'X’, O'Y’, O’ Z, son «x/, 5/, 2'. Puesto
que los primeros ejes OX, OY, OZ, son ejes pricipales
con respecto al centro de gravedad, tenemos

Emyz=—0, ZEmxz=0, Zmxy=0;
pero estando el punto O’ situado en el eje OZ 2 una dis-
tancia % del punto O, se tiene
x=xl, ey, 2=tk
luego Emxy'=Xmxy—0,
Emy' ¥ =Ymyz—hEmy.

Mas Emyz=0, por hipétesis, y Zmy—0, porser el O cen~
tro de gravedad del sistema; luego Emy' =0,y O'X’ es
un eje principal relativamente al punto O’. Del mismo
modo demostrariamos que O’Y’ es un eje principal rela-
tivo al mismo punto.

Puntos para los cuales los momentos principales de inercia son
iguales.

§83. Busquemos el punto de un cuerpo para el cual
los tres momentos principales, y por consiguiente, to-
dos los momentos relativos a ejes cualesquiera que pa-

san por este punto, son iguales entre si. Tomemos por
Mecinica Racionan.—Tomo II, 9
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ejes coordenados.OX, OY, OZ, los tres ejes principales
relativos al centro de gravedad del sistema dado. Sean
a, 8,7 las coordenadas de un punto O’ que satisface a la
condicion exigida. Enténces, tres ejes rectangulares cua-
lesquiera, que tengan su origen en O/, seran ejes princi-
pales del sistema: luego si se toman tres ejes OX’, O'Y’,
O'Z’, paralelos a los prlmeros se tendra

“my Pl 0 ,'_0.
entre los dos sistemas de coordenadas exlsten las rela-
ciones

x=x'+o y=y'+6, 2=7+y;
y como los ejes primitivos son principales, serin
Emye=—0, XZmxz=—0, XZmxy—0,
la ecuacion Emx’y'=—0, se convierte en
‘ Em(x—a)(y—6)=0,

6 Emxy —6mx—o Emy—+ab X m=—0.
Pero Emxy =0, Imx=0, 2my=0, luego
a6=0;
y dél mismo modo encontrariamos
s ey 0y L Op=10;

En donde vemos, que dos de las tres coordenadas
%,6y y, deben ser cero. Supongamos que sean 6y y; en-
ténces el punto O’ esta en el eje OX.

Hasta ahora s6lo hemos expresado que los ejes prin-

cipales relativos al punto O’ son paralelos 4 los OX, OY,

OZ; debemos expresar ademas que los momentos corres-
pondientes a los nuevos ejes son iguales. Segun lo de-
mostrado (575) estos momentos son A, B4-Moa2, C4-Mq?2;
luego tendremos

A—B+Ma=C+M.2, B=C,

o‘.::f:\/A -B
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y paraque o« seareal, debe ser A>B. Es preciso, pues, que
el elipsoide relativo al punto O sea de revolucion alrede-
dor de su eje menor, actualmente dirigido segun OX, al
cual se refiere el momento A. Existen dos puntos O’y
O,, simétricos con respecto al punto O y situados 2 una
distancia de este puntoiguala ‘};—Bel uno,y a— }}-LT{—B

el otro.
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Determinacion de los momentos de inercia, — Momentos de inercia de
un prisma 6 cilindro rectos de seccion cualquiera.—Momentos de
inercia del elipsoide, esfera y capa esférica.—Momentos de inercia
de los sélidos de revolucion.—Momentos de inercia del cilindro,
capa cilindrica, secmento esférico, esfera, cono, tronco de cono y
secmento de paraboloide,—Momentos de inercia de un cuerpo con

_ relacion 4 los planos coordenados.— Tridngulo de inercia. — Otro
métedo para determinar los momentos de inercia,

Determinacion de los momentos de inercia.

584. Hemos visto en la leccion anterior las relacio-
nes que existen entre los momentos de inerciade un cuer-
po con relacion 2 ejes paralelos, y 4 todos los ejes que
concurren en punto, y para concluir esta teoria nos falta
exponer cémo se determina el valor del momento de
inercia deun sélido 6 sistema invariable con respecto a2 un
eje dado; y una vez obtenido este valor, facilmente cal-
cularemos el que le corresponde con respecto a otro eje
cualquiera, haciendo uso de las relaciones establecidas.

Para calcular el valor del momento de inercia de un
cuerpo con respecto a un eje dado, referiremos el cuer-
po 4 tres ejes coordenados rectangulares, tales que uno
de ellos, el eje de las x, por ejemplo, sea el eje con res-
pecto al cual queremos obtener el momento de inercia; y
descompondremos el cuerpo en elementos rectangulares,
cuyo volimen sea dxdydz, como lo hicimos al buscar el
centro de gravedad.
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Designando por p la masa especifica del cuerpo en el
punto que tiene por coordenadas x, 5,7, la masa de un
elemento, situado en este punto, sera pdxdydz; la distan-
cia de este elemento al eje de las x, es 32422, de modo,
que el momento de inercia del sélido con respecto 4 este
eje, tiene el valor siguiente

S [ [eor+yaziras,

la integral triple se extiende a todos los elementos que
constituyen el s6lido. Para simplificar, conviene observar,
que la integral anterior es la suma de las dos siguientes,

fffpyﬁdxq}/dz,fffszdxdj'dz.

Si el s6lido es homogéneo, p es constante, y se puede
sacar del signo integral, con lo cual se simplifica la ope-
racion; si no es homogéneo, p es funcion de las coordena-
das de los diferentes puntos del sélido. En todos los ejem-

plos que siguen, supondremos que el cuerpo es homo-
géneo.

Designando por A, B, C, los momentos de inercia re-
lativos 2 los ejes coordenados, tendremos

A:fffp(yﬂ—l—zg)dxdydz,
:fffp(x9+zi’) dxdydz,
C:fffp(x%_q_ﬂ)dxaydz.

Haciendo para abreviar,

f f | wdxdraz=, f f f dxdydz=H,
f f f Rdrdyd=K,
resulta

A=p(H+K), B—(G+K), C=¢(G+H).
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Por set m=—pdxdydz, A, B, C,G,H,K, tienen la misma
significacion que en el pérrafo (576). Los limites de las,
integrales, que contienen estas cantidades, deben tomarse:
de manera que comprendan todo el cuerpo. '

Momentos de inercia de un prisma ¢ cilindro rectos de
seccion cualquiera.

585. Tomemos el centro de gravedad por origen de
las coordenadas, y por eje de las x el eje longitudinal del
prisma 6 del cilindro, cuya longitud supondremos igual a-
2 a; hechas las integraciones relativas 4 x, desde x=— =8}
hasta x=-a4, se tendrd

T §a5ffq’yd~, b 2affywdz
K:Qaffzaafyq’z.

El eje de las x serd siempre un eje principal, porque

: +a

siendo el origen el centro de gravedad, x;—= [ xdx—0,
—

y las dos integrales siguientes, son cero por si mismas,

+a ta
f f f xydxdydz=0, f f f xzdxdydz=—0;
L —a - —_—

y como representan a Emxy=0, y a Emxz=0, ecua-
ciones de dicho eje, éstas se verifican.

Supongamos que el prisma tiene por base un rectaingu-
lo cuyos lados, paralelos 4 los ejes de las y y de las z, son
25 y 2¢c. El prisma se convertira enténces en un parale-
lepipedo rectangulo, los limites de y serin —&,~4, y los
de z,—¢, +c, y tendremps ]

= “+e
f d" dy—Abc, f f]’%dyd'?— — 53,
—c
+
e
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y por consiguiente
i B " x
G—= —3-a55:, H:—g-aéﬂc, Kz% abed.

El volimen del paralelepipedo es 8sbc y su masa
M_Spa&c y tendremos por fin

A= (P+3), B= 2 (2+3), C=2 (22452).

Los ejesde las y y de las z son como el de las x ejes
principales, porque

+¢
_rq’;/._—__ 0, 2dz=0.
—b

-
Si suponemos
a=>b>c,
se tendra
242>+ T>024-2, 6 C>B>A;

y vemos que el mayor momento de inercia corresponde a.
la menor arista, y el menor a la mas grande, como ya sa-
biamos.

Sia=b5, serda A=DB;y si a—b—:c, se tendra A—B=C;
es decir, que en el cubo los tres momentos de inercia son
Jiguales. :
De un modo analogo se determina.el momento de
inercia de un cilindro. '

586 Si la seccion del cilindro es una elipse cuyos
semi-ejes, paralelos a los de las y y de las z, son bye, se
tendra

J/__::L‘ &VE

+b 4
i [_' c.fydz——%'/_‘c (1---) 4z =R bes=rbs;

por ser— f l/c‘—zﬁdz_—_.-; area semicirculo de radio
=

1 e e

T TR T
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s Yoy AT
tambien I : f Jlydz = _c( el RS

ki

T
%E”c fcos4cPd<o=——-53c L{cos‘r;dq:,

2

haciendo
Z=—=c¢seny.
Pero teniendo presente, que

cos 4 co8 2 3
cost ?Z—E—?'i—‘——?_i‘—‘ ’

4 2 3
ICOSJ?Q’?ZI(CBBS 'P+0082 ‘P_i_?)d?

_sen4gu+ sen p
= T

y sera

T

3 T 31‘:
costdp——- —
<£ =8 2 16’

b
M

se tendra del mismo modo

[ ik f oty de—L b

_.cu—

H

y por fin

por consiguiente
G=inddbc, H=i}mabsc, K=irabc.
El volimen del cilindro es 2=abc, su masa
M:2ﬂpm5€,
y resultara

A= Yage), B=M(£+2), c=M(L+5).
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Momentos de inercia del elipsoide; esfera y capa esférica.

587. Sean 24, 24, 2¢, los ejes del elipsoide, su .ecua--
cion ordinaria es
L
a b ¢

para todo punto interior, el primer miembro sera menor °
que 1, y para todo punto exterior sera mayor que 1.
Resolviendo la ecuacion con respecto 4 g, tendremos

T, %* y?
z_ir\/l a’_F )

. a? ‘ .
para que 2 seareal, es necesario qued—,+%~<1; hacien-

b S S T -~
do, y— o \/ag__xg:_r, se tendra

G- [ [ [eadrazate [Fn [0 22V 05
g -

+r x2 2 % i ~+r 9 3
L3-8} o=t [Tt

I nﬂ__‘nb (as—a)

b 9 2&2 ?

whe +a 4
ey 2.2 2 T 6V
—-E;' X (a — )dx.———"i;ﬂa Z’f,

del mismo modo se obtiene
Rl 3, (i
H :-Hmz& e = wabed.
El volimen del elipsoide es%- mabc, su masa
M=-;—'n:paéé,
luego
A— %(é?-{- c2), B:%’,(az_l_,,&), C= _1;{_((32+52),

Los tres ejes'coordenados son tambien ejes principales,
y si a>b>>¢, se tendra C>>B> A; es decir, el momento
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mayor corresponde al eje menor del elipsoide y el menor
al mayor de estos ejes, lo cual ya sabiamos.
588. Siel elipsoide se convierte en una esfera de
radio r, sera
a:é:c‘:r,
y resultara

M 5
A=B=C="—r2=""0";

el momento de inercia dela esfera con respecto a un dia=,
' . 2M :
metro cualquiera de la esfera, es o 72, 6 lo que es lo mis-

mo, que esta cantidad es el momento de inercia de la
esfera para cualquiera de sus diametros.
Si el radio de la esfera aumenta en la cantidad dr, su

ek : 8.
momento de inercia aumenta en la cantidad —3-‘1:9?44:’;-, que

es, por consiguiente, el momento de inerciade la capa es-
férica infinitamente delgada comprendida entre dos esfe-
ras concéntricas, cuyos radios son » y r—dr. De aqui
resulta que

b
£ ddr—"T0pn L %
3'£pr dr=—(5—ab),

es el momento de inercia, con relacion 2 un diametro
cualquiera, de una capa esférica cuyos radios interior y
exterior son a y 4, en-la cual la densidad p es constan-
te en toda la capa, 6 para todos los puntos situados 2 la
misma distancia-del centro, aunque varie con esta dis-
tancia.

Momentos de inercia de los sélidos de revolucion.

589. Directamente, y por una sola integracion, pue-
de obtenerse el momento de inercia de un sélido de re-
volucion, con respecto al eje de revolucion,

.
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Sea ABCD (fig. 258), la superficie meridiana, que to-
maremos por generatriz, y OX el
eje de revolucion; tomemos esta
recta por eje de las x, y'por eje de
las 5 una perpendicular OY si-
tuada enel plano meridiano. Sean
MPy MP’ dos ordenadas infini-
tamente préximas, y KHH'’K' un
rectaingulo comprendido entre
dos ordenadas; haciendo PK=u,
OP=x, se tendra KHH'K'—dudx,

y el vélamen del sélido engendrado por la revolucion de
este rectangulo sera 2nududx. El momento de inercia de
. este sélido es - 2mondudx.u?—=2wpu3dudx,

el del sélido engendrado por PMM'P’ es

2n 'ﬁ ypzﬁdzfdx: %p > y-ddx;
y el momento de inercia del volimen engendrado por la
revolucion del area ACBD, sera

b
;J.:glj'n:pf yhdx,
a

designandd por ay & las abscisas OCy OD de los extre-
mos de la curva AB.

Momentos de inercia del cilindro, capa - cilindrica, secmento
esférico, esfera, cono, tronco de cono y secmento de paraboloide.

590. Como aplicaciones de laférmula anterior, deter-
minemos estos momentos de inercia.

El momento de inercia de un cilindro de revolucion
de radio r sera, segun ella,

b L]
P=%ﬂpf rddx—=1npri(b—a) =73 rprih.
a

Siendo A=—=&4—a, la altura del cilindro.
El de una capa cilindrica cuyos radios interior y exte-
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rior sean 7y 7', y su altura A—b—a, sera
ib
et [ (bl A,

El de un secmento esférico engendrado por el secmen-
to de circulo BAC (fig. 259), sera, siendola;
ecuacion de la circunferencia y-2=2rx—x2,

b b
p=1mp ﬁ y"dx:&ﬁpﬁ (2rx—x22dx

_ —imp TR S
M. 20, € integrando
p:%pwﬂ(f;—g-l-%——ré).
Si la abscisa 4—2r, el secmento se convierte en una es-

Y . 8mpr® EM
fera, y el momento de inercia es p= _fE_ =-g-?'9;

el mismo que obtuvimos considerando a la esfera como
un caso particular del elipsoide.

591. El de un cono comprendido entre la superficie
engendrada porlarecta que pasa por el origen de las coor-
denadas, y=ax, y por un plano cuya ecuacion es x—#, sera

i h hb
TP S

siendo 7 y /% los valores particulares de x € » correspon-
dientes 4 la base del cono, de laecua-

. r
cion de la recta sale 4 =-—;

la masa del cono es M=} =r2As, y
el momento de inercia tomari la
forma
— ﬂ—_ﬁrﬂ
104v, 10 °
El de un tronco de cono ABCD
Fig. 260. (figura 260), con respecto 4 su eje,
siendo R y 7 los radios de las bases, a—tg O VB, y—r--ax,
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la ecuacion de la generatrizg Oo—1 la altuta del tronco;

tendremos a’r:%y, y

R o B . :
p=1mp f yldx=}=" '[ f4df=E%(R5—?5)-

La masa M del tronco es

Mg f Srdx=2 f oy =TE(R5—73),

luego
SMR—y?
10 Ré—r3"

El de una porcion de paraboloide engendrado por la
parabola, y2=—p x, y terminado poruna parte por el plano
YZ, y por la otra por un plano cuya ecuacion es x=#4,

sera
P ric iy
g—= § () f y“dx — f 2dx— 6

La masa M es

b=

M— Ep_i";?i, ?-EZP]ZJ
luego

il 8
i

Momentos de inercia de un cuerpo con relacion 4 los planos
coordenados.

592. Hemos visto (576), que G=Xmx2 H=%2my 2,
K=%mz2; estas cantidades expresan las sumas de los pro-
ductos de las masas de los puntos, por los cuadrados de
sus distancias 4 los planos coordenados, y pueden consi-
derarse como los momentos de inercia del cuerpo con re-
lacion a los planos coordenados, YZ, ZX, XY. Entre es-
tos momentos y los principales A, B, C, existen las rela-
ciones
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A=3m(y2+22)=3my2+Emz?,
==Xmx24-Xmz2,
_ C=Xmx24Emy2.
De estas relaciones se deducen las siguientes:
b mxIE:% (B+C_'A)1
Emy2 =4}(A+C—B),
S mz2=1}(A+B—C),
y como ninguna de estas sumas, en un sélido de tres di-
mensiones, puede ser cero, ni negativa, tendremos las
desigualdades -
B+C>A,
C4+A>B,
A+4+B>C.

En otros términos, con tres rectas finitas proporciona-
les 2 los momentos de inercia A, B, C de un sélido con
respecto a tres ejes rectangulares, se puede construir
siempre un triangulo.

Sumando las tres ecuaciones miembro 2 miembro,
resulta :
Em(x? 42 +422)=} (A+B+C).

La suma, Em(x24-y2-+-22), puede llamarse el momento
de inercia del sélido con respecto al origen O de las coor-
denadas, 6 el momento polar del sélido.

Tridngulo de inercia.

593 El momento de inercia u de un sélido, con res-
pecto 4 uneje OH trazado por un punto fijo O, esti dado
‘por la ecuacion

p=A cos?a~+cos 26+ Ccos?y,

siendo A, B, C, los momentos principales de inercia con
respecto al punto O, y «, 6, y los angulos del eje OH con
los tres ejes. El elipsoide de inercia sabemos que es el
lugar de los puntos N, que se obtienen tomando sobre
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cada recta OH, una longltud ON= '/ ; sus semi-ejes

-

1 1
Vi VE 1/

respondiente al eje ON, esta representado por

principales son — —,y el momento de inerciacor-

i 1

siendo x, 7, 2 las coordenadas del punto N.

Por lo dicho en el niimero anterior, con tres rectas
_proporcionales 4 los momentos principales A, B, C se
puede construir un triangulo ABC (fig. 261}, en el cual
' BC=A, AC=B, AB=C. Esto su-
puesto a cada punto N de la super-
ficie del elipsoide, correspondera en
el triangulo un punto N definido
por sus distancias Na=—a, No=12,
Ne=c¢ a los tres lados. .

Para determinar la posicion de
este punto, basta buscar las distan-
cias a, 4, ¢, de manera que satisfagan a las ecuaciones

Fig, 261.

R e

o P 2t
El punto N sera la interseccion de las rectas, lugares
geométricos de los puntos cuyas distancias a los lados son
proporcionales 4 las cantidades dadas x2, 2, 22. Multipli-
quemos los dos términos de la primera razon por A, los
de la segunda por B, los de la tercera por C, y sume-
mos, resultara

e b 2 Aa-!-Bb-\-CC ST
! y“"?’ AZBy+CE 1

Slendo T el area del triangulo. En efecto, se tiene
Ax2 4 By2+Cz2=1 para todos los puntos N del elip-
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soide, Aa+Bs+4-Ce es el duplo del area del triangulo
ABC; luego
a=2T %2 =212, =21z,
férmulas sencillas de trasformacion.

Sumandolas, tendremos, recordando que p—

a+5+c:2T(xE+fﬂ+£g)_____2§’
por consiguiente
LR
=

Luego el momento de inercia correspondiente al eje
ON, 6 al punto N que representa este eje sobre el plano,
es igual al duplo del area del triangulo ABC, dividido
por la suma de las distancias del punto N a los tres lados.

Este triangulo se llama fridngulo de inercia; y su area,
en funcion de los tres lados, 6 de los momentos de inercia
del sélido con respecto a los planos principales y con res-
pecto al punto O, es

T— \/A+2+CXA+§—C'XA+IS—BXB+(23-A_
Ahora, &;C =Zm(x24-y2+422), 6 sea la suma de

las masas por el cuadrado de las distancias al punto O; y

At E“C:Emzﬂ,A"’g'-B:Em 2BAC—A_ o o

6 sea los momentos de inercia del sélido respecto a los
planos XY, XZ, YZ.

Se pasa, en consecuencia, de las coordenadas x, y, z de
de la superficie del elipsoide 2 las coordenadas 4, 2, ¢,
tomadas sobre el plano del triangulo por una trasforma-
cion en la cual, salvo un factor constante, se cambia 42 en
a,y2en b, 22 en ¢. Toda funcion lineal de x2, 2, 22 se
convierte en una funcion linealde ¢, 4, ¢, y esta funcion
igualada 4 cero representa una recta sobre el plano del
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tridngulo. Por consiguiente, la interseccion cel elipsoide
de inercia con otra superficie de segundo grado que ten-
ga los mismos planos principales, se trasformara sobre el
plano en una recta. La curva llamada poloide, cuya ecua-
cion y propiedades encontraremos mas adelante, satisface
a esta condicion, segun veremos al tratar del movimiento
de un sélido que tiene un punto fijo.

Otro método para determinar los momentos de inercia.

594. La férmula (576)
p=Gsen 2«+Hsen264 K sen2y,
da un medio muy sencillo para encontrar el momen-
to de inercia, que consiste en determinar las constantes
G,H,K, que representan los’ momentos de inercia del
cuerpo con respecto a los planos coordenados, y sustituir
sus valores en dicha férmula. Para calcular, por ejemplo,
=) mxﬂ,
dividiremos el cuerpo en rebanadas infinitamente delga-
das por planos paralelos al plano YZ; sea Vel area de la
seccion causada en el cuerpo por uno de estos planos,
cuya distancia al coordenado YZ es x, la masa de la reba-
nada comprendida entre los planous correspondientes 2 las
abscisas x y x—+dx, es pVdx, y su momento de inercia con
respecto 4 dicho plano coordenado, serd pVx%dx. Su-
poniendo que en-el sentido del eje de las x el cuerpo se
extiende desde x, hasta x,, el valor de G sera
G=p [ 'V, x%x.
Lo

Del mismo modo, llamandoV, y V.2 lasareas, y,€ y4, 2, ¥

2y, & los limites respectivos, los valores de H y de K seran

H=° ylvyfg 4}:
- Yo

2
K:p # !szgdz. .

Mecinica Racronar,—Tomo II. Io
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Sustituidos estos valoresde G, H, K en la férmula an-
terior, tendremos el momento de inercia w del cuerpo con
respecto a un eje, que forma con los ejes principales los
angulos «, 6, y.

De este modo pueden calcularse con facilidad los mo-
mentos de inercia de todos los cuerpos.

Aconsejamos 4 los alumnos, que determinen por este
método, todos los que en esta leccion hemos calculado.
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LECCION XLIX

Movimiento de un sistema cualquiera de puntos, Teorema de
d’Alambert, —Demostracion de este teorema. Fuerzas efectivas y
fuerzas perdidas, —Ecuacion general del movimiento de un sistema.
Sus consecuencias.—Qué son fuerzasinstantineas 6 percusiones. Su
medida,—Extension del teorema de d'Alambert 4 las fuerzas ins-
tantdneas. Cémoise aplica el teorema en este caso.

Movimiento de un sistema cualquiera de puntos. Teorema de
d’Alambert.

. 595. Lasegunda parte de la Dinamica trata del mo-
vimiento de un sistema cualquiera de puntos materiales.
Ya sabemos que varios puntos materiales forman un sis-
tema, cuando existe entre ellos cierta dependencia, en
virtud de la cual, el movimiento de uno de ellos es mo-
dificado por el movimiento de los demas; 6 lo que es lo
mismo, en virtud de la cual, si todos estos puntos, ex-
cepto uno de ellos, tomado arbitrariamente, reciben cier-
tos movimientos, este Gltimo recibird un movimiento
correspondiente. La dependencia de los puntos puede
realizarse por medio de fuerzas, 6 por medio de ligadu-
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ras andlogas 4 las que hemos considerado en la Estética, y
que pueden reemplazarse por fuerzas equivalentes.

La Dinamica de los sistemas materiales se deduce de la
Dinamica de un solo punto, escribiendo las ecuaciones
del movimiento de cada uno de los puntos del sistema,
bajo la accion de las fuerzas dadas que lo solicitan, y de
las fuerzas desconocidas que reemplazan las ligaduras del
sistema; asi obtendremos un grupo de ecuaciones simul-
taneas, que determinaran enteramente el movimiento del
sistema, 4 partir de un estado inicial dado.

596. El teorema de d'Alambert es una ley general
del movimiento de los sistemas materiales, por medio
del cual se determina el movimiento de un sistema de
puntos sometidos 4 fuerzas cualesquiera y sujetos 4 con-
diciones dadas. Esta fundado en una observacion que hi-
cimos (434) tratando del movimiento de un sélo punto
material, en donde vimos, que en cada instante existe el
equilibrio entre las fuerzas efectivas que solicitan un
punto material y la fuerza de reaccion —mj, que es igual
en valor absoluto al producto de la masa por la acelera-
cion comunicada 2 este punto, y estd dirigida en sentido
contrario a la aceleracion. El teorema ‘de d'Alambert no
es mas que la extension de esta observacion, casi eviden-
te, al movimiento de un szstcma de tantos puntos como
se quiera.

Demostracion de este teorema. Fuerzas efectivas y fuerzas
perdidas.

*
597. Antes de dar esta demostracion, recordaremos
la definicion general del equilibrio, Se dice que viérias
fuerzas aplicadas 4 un punto material 6 4 un sistema de
puntos, se equilibran, cuando ‘el estado del sistema no
cambia por la supresion de estas fuerzas. Esta definicion
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no supone que el sistema esté en reposo, puede estar en
movimiento, y enténces, se dice que las: fuerzas se equili-
bran, cuando suprimiéndolas no se modifica el movimien-
to del sistema.

Sean M, M, M”,.... los puntos de un sistema en movi-
miento,m, m', m".....sus masas y P, P’, P,..... las fuerzas
que los solicitan, Estos puntos estin sujetos 2 ciertas con-
diciones, expresadas ordinariamente por ecuaciones entre
sus coordenadas, '

Fijémonos en particular
en uno de estos puntos, el
.M por ejemplo, solicitado
por la fuerza P (fig. 262).
El movimiento de este pun-
to no es lo mismo que si
estuviera libre. Sea Q la
fuerza que habria que apli-
carle, si estuviera libre,
para darle el movimiento
que tiene realmente. Las componentes de la fuerza Q, pa-
ralelas 2 los ejes

Fig. 282

d'z d*y &

son funciones del tiempo, conocidas 6 desconocidas, pero
determinadas. Sean del mismo modo Q', Q”,..... las fuer-
zas que habria que aplicar 2 los puntos M’, M,..... si
estuvieran libres, para darles el movimiento que tienen en
el sistema. Se ve, que si sustituimos las tuerzas P,P",P”,...
por las Q, O, Q",.... todos los puntos tomaran el mis-
mo movimiento que antes, sin que las primitivas condi-
ciones analiticas dejen de ser satisfechas. Asi, al sistema
de puntos sujetos a las condiciones dadas y solicitados por
las fuerzas P, P, P”,..... se podri sustituir el sistema de
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puntos sujetos 4 las mismas condiciones y solicitados por
las fuerzas Q, Q', Q”,.....

Esto supuesto, estando solicitado el sistema por las
fuerzas P, P, P”..... no se modificard su movimiento, si
se aplican respectivamente a los puntos M, M', M”,..... las.
fuerzasiguales y directamente opuestas Qy-—Q, Q'y—Q,
Q"y—Q",..... que se equilibran dos a dos sobre cada uno
de ellos. Acabamos de ver, que sin cambio alguno en las
ligadﬁras del sistema, las fuerzas Q, Q, Q"..... producen
el movimiento efectivo del sistema; luego las fuerzas
P, P, P"....., —Q,—Q,—Q",..... se equilibran, puesto
que el movimiento no cambia por su supresion. Asi ve-
nimos 4 parar en consecuencia al teorema de d'Alambert,
que se enuncia diciendo, que las fuerzas motrices de um

sistema se equilibran en cada instante con fuerzas igualesy
contrarias d-las fuerzas que producirian su movimiento efec-
tivo, si todos sus puntos vinieran é ser libres.

598. Puede presentarse el teorema de d’'Alambert
bajo otra forma, muy conveniente en algunos casos.
Descompongamos la fuerza P aplicada al punto M (figu-
ra 263), en dos, una la fuerza Q, y la otra una fuerza que

' llamaremos R. Sean del mismo modo
Q, R, Q", R”,..... las componen-
tes analogas de las demas fuerzas P,
P”,..... Se pueden reemplazar las fuer-
zas P, P’, P”,.... por sus componentes
QyR,Q'yR',Q"yR”,.....; masentén-
ces se ve, quelas fuerzas R, R’,R”,.....
Fiz. 263, deben equilibrarse por si mismas,

puesto que las componentes Q, Q,

> 1 i Ay
yo+e-.. dan al sistema el mismo movimiento que las

fuerzas P, P',P”,..... Las fuerzas R,R’, R” se llaman
fuerzas perdidas; y las fuerzas Q, Q,Q", se llaman fuer-
zas efectivas, porque producen en el sistema el mismo.
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_etecto que las fuerzas motrices P, P, P",..... Luego se
puede enunciar el teorema, dtcnendo, que en cada instan-
te, las fuerzas perdidas se equilibran.

Este enunciado equivale al precedente, porque cada
fuerza R es la resultante de las fuerzas P y —Q. Decir
que las fuerzas R se equilibran, equivale 4 decir que sus
componentes P y—Q, P' y—Q)',..... se equilibran.

Ecuacion general del movimiento de un sistema. Sus
consecuencias.

599. Por el teorema de d'Alambert todas las cues-
tiones de movimiento se reducen 2 cuestiones de equili-
‘brio, entre las fuerzas directamenteaplicadas, y lasde reac-
cion de sus diferentes puntos.

Esto supuesto, veamos cé6mo de este teorema se de-
ducen las ecuaciones del movimiento de un sistema, que
seran tantas como coordenadas independientes contiene.

Sean P la fuerza aplicada al punto M, cuya masa es
my, X, ¥, Z, sus componentes paralelas a los ejes; las de
la fuerza de reaccion, que hemos llamado —Q, son
d*m gyt | d’
ae aw T Mape

Las dos fuerzas Py —Q pueden reemplazarse por tres
fuerzas paralelas a los ejes, cuyas expresiones son

Y de?
X— m “‘, Y——-???'a?, Z*——-?”F.

Para las fuerzas P'y—Q’, P” y—Q",..... aplicadas en los
puntos M, M”,..... obtendremos expresiones anilogas.
Como todas estas fuerzas se equilibran, aplicando el teo-
rema de las velocidades virtuales, tendremos

(X -—mj-;-;)ox—{—(Y md”)bf—l—(z dt’) 03
= ’d’“" =0,

—mn
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ecuacion que puede ponerse bajo la forma
(1) [(x-mZ2 dﬁ)m_t.(Y ) ?),_;_(Z_m?ﬂ)oz 1=0.

Esta es la ecuacion general del movimiento de un sis-
tema, que dari en todos los casos tantas ecuaciones como
coordenadas indep:ndigntes tiene el sistema; en ella el
signo X se extiende a tantos trinémios de esta forma,
como puntos materiales tiene el sistema; y 8x, 8, 6z
designan las componentes de un movimiento virtual cual-
qu1cra‘, que se podra hacer sufrir al punto M (x,7, 2), en
un instante cualqulera del movimiento, sin que dejen de
verificarse las condiciones 6 ligaduras del sistema, tales
como son en el momento que se considera, y no entrando
para nada el tiempo en las cantidades 8x, 8y, 62, Las’
componentes X, Y, Z seran nulas para todos los puntos
materiales en los cuales no se aplique ninguna fuerza.

600. Por medio de la ecuacion general que acaba-
mos de establecer, vamos a ver cémo se obtienen en cada
caso las ecuaciones del movimiento, es decir, un sistema
de tantas ecuaciones como coordenadas independientes

hay en el sistema material en movimiento.
Sean

(2) L=0, M=0, N=0,.....

k ecuaciones de condicion, que expresan las ligaduras del
sistema; estas ecuaciones contendran, ademas de las coor-
denadas de los diferentes puntos, el tiempo, de suerte,
que las condiciones pueden variar con el tiempo, y deben
quedar satisfechas por el sistema en su posicion actual, y
en la que corresponda a un cambio de posicion cualquie-
ra. Habr, pues, que diferenciar las ecuaciones (2) con
respecto a X, 7, 2, X', ¥’y &,....., sin hacer variar el tiem-
po. Obtendremos asi entre las variaciones 8x, 8y, 82, ox”,
87,..... las k ecuaciones siguientes:
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Peox oL a e
7 N By B B o,
g d.N dN N, s
J:E'M_I-dy }-}- 0~+¢7;, ox'=4-.....=0,

o sla ollaild Wla o el IRIE 8 le e e Tin) die

- Si 7 es el nimero de puntos del sistema, habra, por
consiguiente, 37—*k variaciones arbitrarias, y £ variacio-
nes funciones de éstas, determinadas por las £ ecuaciones
precedentes. Sustituiremos los valores de estas 4 vario-
nes en la ecuacion (1), € igualando 2 cero los coeficientes
de las 3#n—*# variaciones restantes, obtendremos 3z—%
ecuaciones diferenciales, en las que entrara el tiempo, las
fuerzas y las coordenadas de los puntos del sistema;
uniéndolas con las £ relaciones (2), tendremos 3# ecua-
ciones para determinar las 3z variables x, y, 2z, &', //,
Z'..... en funcion del tiempo: no habra mas que integrar
estas ecuaciones, para conocer la posicion de cada punto
del sistema en una época cualquiera del movimiento.

6or. Paraverificar la eliminacion indicada, podemos
emplear el método de los factores arbitrarios. Si multipli-
camos las ecuaciones (3) por los factores 2, i, v,....., las
sumamos con la ecuacion (1)desarrollada, é igualamos 2
cero los coeficientes de las 3 variaciones, obtendremos
las 3% ecuaciones siguientes:

( d*x

dL
Sk i3 shn l_‘""'?*dm'!"v o Y
dly dN .
md—g;-—_Y-}-l +FdJ+“dy+
d* dL dM dN
(4’) ma—é: +}. —l-y.g—‘—‘va""-.-u
L dtz ldL

e gt ¥ g e

& AT T e D O e SRR e T e
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La eliminacion de las k factores arbitrarios X, 1, v,.....
entre estas ecuaciones, nos dari 3s—#% ecuaciones dife-
renciales de segundo 6rden entre las componentes de las
fuerzas X, Y, Z, ..... las coordenadas x, v, z,x,7/,2",.....
y el tiempo; que unidas 4 las £ ecuaciones (2), daran un
grupo de 3# ecuaciones para determinar las 3# coorde-
nadas en funcion del tiempo. Suponemos que las compo-
nentes d= las tuerzas X, Y,Z, X'.... son conocidas, 6 es-
tan expresadas en funcion de las coordenadas x,y,z,
X';uev.0 y del tiempo.

602. Los factores A,u,v, representan las fuerzas per-
didas, y hacen conocer lds tensiones y presiones que se
ejercen en las ligaduras fisicas del sistema. Para verlo
claro, descompongamos la fuerza P en sus dos compo-
nentes Q y R, y hagamos la misma descomposicion para
las fuerzas P',P”,..... Sabemos que si se suprimen las
fuerzas perdidas R,R’,R”,..... cada punto conservari su
movimiento; y ademas, que bajo la accion de las fuerzas
efectivas Q,Q’,Q",..... cada punto tendria el mismo mo-
vimiento, que si se hiciera enteramente libre; de suer-
te, que los puntos sujetos 4 las ligaduras dadas se move-
ran enténces sin ejercer ninguna accion los unos sobre
los otros, y por consiguiente, las ligaduras fisicas del sis-
tema no experimentan ni tensiones ni presiones, cuan-
do se suprimen las componentes R,R'R",..

Si se restablecen estas componentes, se equilibran por
medio de las ligaduras del sistema y el movimiento se
conserva el mismo; luego, vemos que estas Gltimas fuer-
zas producen solas las tensiones y presiones en las liga-
duras del sistema. Por consiguiente, cuando se conozcan
R, R’, R”,..... se podran determinar las acciones que las
ligaduras producen sobre los puntos del sistema, y por
consiguiente, las tensiones y presiones que las ligaduras
experimentan, como hemos visto en un sistema de pun-
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tos sujetos a condiciones cualesquiera, y.sometidosa fuer-
zas dadas que se equilibran.

‘Facilmente se obtienen las expresiones de las fuerzas
perdidas R, R, R”,..... Las componentes de R paralelas

a los ejes son

air dz?
X—_mﬁ'ﬂ » Y— dt:* y Z—m daF i

las de R’ son
XK= mlds‘” Y ;d’y 2 d?! y

de dit ? dtg
Y dé las ecuaciones (4) se deducen
day_ dL
X———m—!’*—*—(la-i'l d.{. —l—"wdm .....),
d.’y d L aM | |
Y— ds, —( —+pd+y+f— s )
Z—m ( +V ) ’
- ,d"x dM d,N
X dc’ _( + + 'v‘ ) 3

expresiones en las que se deben reemplazar )\,p.,v,.....
por sus valores determinados por las ecuaciones (4).

603. Si el sistema esta determinado por otras varia-
bles, que no sean las coordenadas de sus puntos, se se-
guira siempre la misma marcha; y el teorema de las velo-
cidades virtuales nos dara siempre tantas ecuaciones como
variables independientes existan; de suerte, que uniéndo-
las 4 las ecuaciones de condicion, se podran siempre de-
term nar todas las variables en funcion del tiempo, que
es precisamente el objeto del problema propuesto.

Las constantes introducidas por la integracion de las
3n—k ecuaciones, seran 6#— 2k, y se determinaran por
los datos que resultan del conocimiento del estado inicial
del sistema, es decir, por las coordenadas iniciales de to-
dos sus puntos, y por los valores de las velocidades ini-
ciales de que van animados Jos mismos. Estas posiciones’
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iniciales no son enteramente arbitrarias, porque sus coor-
denadas deben satisfacer 4 las % ecuaciones dadas; de suer-
te, que no se pueden dar arbitrariamente mas que 3n—#%
de estas coordenadas. Tambien las componentes de sus
velocidades deben satisfacer a las £ ecuaciones que se ob-

. de dy dz dao . .
ien £ Rt S R k
tienen entre—-, —=, —, —, , diferenciando las

ecuaciones dadas; de donde se sigﬁe, que no se podran
dar arbitrariamente mas que 3#—#k componentes de las
velocidades iniciales. De manera, que para que el estado
inicial sea enteramente determinado, como es indispensa-
ble, es preciso que se nos den 6#—R2k cantidades, que
pueden escogerse arbitrariamente, pero no se nos pueden
dar mas. -

.Esto supuesto, cuando se hayan integrado las ecua-
ciones diferenciales, se tendran para determinar todas las
coordenadas de las # puntos, primero las £ ecuaciones
dadas, y segundo 3#—# ecuaciones, que contendran
67— Rk constantes arbitrarias. Debiendo ser éstas 3n—k
ecuaciones satisfechas para cualquier valor del tiempo,
se hara en ellas #=—=0, y se reemplazaran las coordenadas
por sus valores iniciales, resultaran 3#—+# ecuaciones en-
tre las constantes y cantidades conocidas; las £ ecuaciones
restantes seran necesariamente satisfechas, puesto que se
han debido escoger las coordenadas iniciales, de suerte,
que las ligaduras iniciales existan. Diferenciando des-
pues las 3 #— £ ecuaciones entre las coordenadas, se ten-
dra un namero igual entre las componentes de las velo-
cidades; y si sz sustituyen los valores iniciales de las coor-
denadas y de las componentes, se tendran 3#—*k nuevas
ecuaciones entre las constantes arbitrarias y cantidades
conocidas. Se tendran, pues, 67— 2k ecuaciones para de-
terminar las 6#—2#k constantes, y se podran deducir los
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valores de estas incégnitas; y las coordenadas de todos
los puntos del sistema seran completamente determina-
das en funcion del tiempo.

Qué son fuerzas instantdneas 6 percusiones. Su medida.

604. La observacion y la experiencia ensefian que no
hay fuerzas instantaneas, en el sentido riguroso de la pa-
iabra, es decir, que no existe ninguna fuerza capaz de
producir, en un instante indivisible, un cambio finito ni
en la magnitud ni en la direccion de la velocidad de un
cuerpo cualquiera. Pero hay fuerzas que se llaman 7ns—
tanténeas, las cuales, actuando con una intensidad muy
grande, durante un'tiempo sumamente pequefio, y casi
siempre inapreciable, comunican & un cuerpo, en este
intervalo de tiempo, una velocidad finita que puede lle-
gar 4 ser considerable. Estas fuerzas se llaman tambien
fuerzas impulsivas & percusiones,

Supongamos un cuerpo, é punto material, solicitado,
por una fuerza de esta clase P, segun una recta OX; la
ecuacion de su movimiento es

2,
m%;m;':P,
siendo m la masa del cuerpo. Siintegramos esta ecuacion
desde =0, hasta =¥, siendo 0§ unintervalo de tiempo
muy pequefio, tal como una fraccion de segundo, se tie-
ne, si % es la velocidad del cuerpo al fin del tiempo 6, y
suponiendo nula la velocidad inicial,

)
ma_*—‘f Pd:z.
0

Concluido el ‘tiempo 6, la fuerza P deja de actuar, y’
por consiguiente el mévil conserva su velocidad adquiri-
rida ». Pero enténces la cantidad de movimiento mu#,
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f
poseida por el cuerpo, € igual 2 Lﬁ Pdt, puede tener y

tendra un valor finito, siempre que la intensidad de la
fuerza Psea muy grande, durante el tiempo muy quue—
fio 0.

Cuando la direccion de la fuerza P esvariable durante
el tiempo 6, si representamos por X, Y, Z las componen-
tes de esta fuerza, tendremos las tres ecuaciones

d'z dy_ diz
mT‘,_ﬂX, T =Y, m—_; ._Z

y al fin del tiempo 6, seran

de 1. izl dzh_fe
m-a__-j_){dt, m—. £ Ydt, m—= " Zdr.

Hemos visto (333) que una fuerza puede medirse por
la cantidad de movimiento; y si asimilamos la cantidad de
movimiento v & una fuerza, dirigida segun la tangente
' _ INE 7 d_; dz -

a la trayectoria, Mgy s M—p, Mo, Seran las compo-
nentes de esta fuerza paralelas 4 los ejes; y por esto se las
llama componentes de la cantidad de movimiento. Las
ecuaciones precedentes dan las expresiones de estas com-
ponentes en funcion de las componentes de la tuerza

instantanea.

Extension del teorema de d'Alambert 4 las fuerzas instantdneas,
Cémo se aplica el teorema en éste caso.

605. El teorema de d’Alambert se aplica & las fuer-
zas instantaneas, reemplazando estas fuerzas por las can-
tidades de movimiento que son capaces de producir.

Consideremos el sistema durante el tiempo, muy pe-
quefio, § comprendidd entre #), y 2,49, que esel de la ac-
cion de la fuerza instantanea. La térmula general

(@) v[(X—md J")Ex-l—(‘i" m-a;) _y-!-(Z md’s 8z |=0,
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contiene las variaciones 3x, 8y, 8z, 3x',..... las cuales
pueden considerarse como constantes durante el corto in-
tervalo de tiempo f. Para probarlo, sean

(B L=y M==(), NMe=0u...
las % ecuaciones de condicion; las variaciones 8x, 37,.....
estan sujetas a las £ ecuaciones siguientes:

’_‘Z_Lr,x—i— _‘f_’:gz+g;[;8x'+.....=0.
awa +§_~_T,3f+d“gz+dM“ &% ==.....=0,

(<) ,m e
N x _}_._ay—l— N s Laey =0,

IR DI A R ST e (ROT ol N TRIT TR SO TET SRR TN O L SR ST "

-Ahora, durante el muy corto tiempo 6, los puntos del
sistema no experimentan mas que cambios de lugar in-
sensibles, de susrte, que se pueden considerar sus coor-
denadas x, 5, 2, x', ', Z,..... como constantes; de donde
resulta, que las variaciones 8x, §,.... permanecen tam-
bien constantes.

Esto supuesto, multipliquemos la ecuacion (4) por 4z,
y considerando a 8x,8y,82..... como constantes, integre-
mos con respecto 2 #, desde 7, hasta 7y 0; tendremos

to+8 dixz, dx
z[( (" X )ax

@ +(f Yds4-mn— @)Bf
( f "zds +m-(-£-;-—-m—) J_o

designamos con el sub-indice 0 los valores de las cantida-
des en la época £, y sin sub-indicelos valores de las mis-
mas cantidades en la época 7;~+-0.

Para intzrpretar esta ecuacion, observaremos,; que la
fuerza P cuyas componentes X, Y, Z, estan aplicadas du-
rante el tiempo 4 la masa m, comunicarian al punto ma-



160 FUERZAS INSTANTANEAS.

terial, si estuviera libre, una cantidad de movimiento

mu, cuyas componentes son(604) f Xdt, f JYdt, f Zds;

o8 terminps o s fde
de’. " dt 2 d

cantidad de movimiento mv,que el punto z posee al cabo del

son las componentes de la

: ' ! d, d d
tiempo #—6; del mismo modo m —2, m%, m—a—?son las

componentes de la cantidad de movimiento muv,, sien-
do @, la velocidad al fin del tiempo #; y si considera-
mos, ademas, las cantidades de movimiento como fuerzas,
la ecuacion (4) nos dice, que existe el equilibrio entre las
cantidades de movimiento que las fuerzas instantineas co-
municarian d los diferentes puntos, si estuvieran libres, las
cantidades de movimiento que poseen al momento en que las
Sfuerzas instantaneas empiezan & actuar, y: las que tienen des-
pues de la accion, tomando estas iltimas consigno contrario.
Este enunciado supone siempre, que prescindimos duran—
te el tiempo 0 de las tuerzas ordinarias, tales como la gra-
vedad, que no tienen una intensidad muy grande.
%,m%,m’%,m’%“ T
son cero, y desaparecen de la ecuacion (4), que se puede
enunciar diciendo, que existe el equilibrio entre las canti-
dades de movimiento que las fuerzas darian é los diversos
puntos del’ sistema, si estuvieran libres, y las que tienen
efectivamente, y con las cuales comienza a moverse el siste-
ma al fin del tiempo W, tomadas estas iltimas con signo con-
trario. '

6o6. Para aplicar el teoremade d’Alambert en el caso
en que haya fuerzas instantineas, debémosseguir la mar-
cha indicada en el niim. (600). Delasecuaciones (¢) podemos
deducir los valores de k variaciones, y sustituirlos en la
ecuacion (4), despues igualaremos 2 cerolos coeficientes
de las 3n— k variaciones restantes, y tendremos las ecua-

Si el sistema parte del reposo, 7
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ciones que resuelven el problema. Pero es preferible em-
plear el método de los factores arbitrarios, y tendremos

designando por A,,v,.... estos & factores arbitrarios, las
3n ecuaciones siguientes

day dL | dM__ 4N
bl X h DDy
. mﬁ aqn—de;+1 O S aN p e
dy dy

En las cuales f Xdx f Ydr f Zdt son las compo-

nentes de la cantidad de movimiento, que la fuerza P se-
ria capaz de comunicar al punto 7 en el tiempo f, si estu-
viera libre, la cual es conocida por la experiencia.

Se reemplazaran estas cantidades y sus analogas por
sus valores, y tendremos 3#—*# ecuaciones, resultado de
la eliminacion de los factores Ayt Vyee.. . entrelas 3z ecua-
ciones. :

Por otra parte, si diferenciamos con relacion al tiem-
po las ecuaciones de condicion, tendremos £ ecuaciones
como la siguiente,

dL ,dL do , dL dy ,dL d: | dL do'

b il i il s e R

y considerando como constantes las funciones

a
dL : = = 1 . - . 1
<+ QUE 1O varian sensiblemente, en él duracion de
corto intervalo 6, se podran poner bajo la forma
dL sdx d'vu aledy dy,
PZAY )+ (aa dr)+“"‘__0

Tendremos, pues, 3n ecuaciones paradeterminar las 3»
dw dy dz dz’ 5 ;
Incognitas —-, 7 » = » gy 2++++ €s decir, las componen

tes de la velocidad de cada punto.

Mecinica Racrinar,—Tomo II. 11



LECCION L.

Aplicaciones del teorema de d'Alambert. Movimiento de un sistema
formado por dos puntos mantenidos 4 una distancia invariable,—
Movimiento de traslacion de un sistema de dos cuerpos unidos por
una varilla incompresible ¢ inestensible. —Movimiento de varios
cuerpos enlazados por cuerdas,—Marcha de un tren sobre una via
férrea. Traccion 4 distancia,—Movimiento de dos cuerpos enlaza-
dos por un hilo y colocados sobre dos planos inclinados.—Movi-
miento de una cadena sobre dos planos inclinados.—Movimiento
de dos puntos, cuya distancia es invariable, sujetos 4 permanecer
sobre dos curvas dadas.

Aplicaciones del teorema de d’Alambert. Movimiento de un sis-
tema formado por dos puntos mantenidos & una distancia in-
variable.

607. Todos los problemas de movimiento se resuel-
ven por medio del teorema de d'Alambert, siguiendo el
método general expuesto en la leccion anterior, y a4 fin
de ver cémo debe procederse en las aplicaciones de este
importanl:e teorema, en los diferentes casos que pueden
ocurrir, vamos 2 presentar en esta leccion algunos casos
particulares.

Dos puntos M y M (fig. 26), solicitados por sus pesos
mg, m'g, y mantenidos a una distan-
cia invariable MM'=/, por una
varilla rigida, que supondremos sin
masa y sin peso, forman un sistema
libre en el espacio; vamos a buscar
las ecuaciones diferenciales de su
movimiento, y 4 deducir de ellas las
leyes con que se verifica. i
La ecuacion que expresa la invariabilidad de la dis-

Fig. 264
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tancia entre los puntos, 6 sea la ligadura del sistema, es
siendo M (x,7,2), y M'(x',5', 2),

(1) P=(x—x"2+(r—2+(z—=)%,
variando esta ecuacion, tendremos
(2) (—x)@xr—2x" )+ (r—")&—y)
—+ (z—2)(82—05")=0.

La ccuacion general para un qistema de dos puntos es
(3) (X m L2 = )a+(Y-——m = cy—l—(Z z)za Uit
(X Lo (X —m T L) oy (2 — "fi:,) 520,

Suponiendo el eje de las 2 vertical, tendremos

X=0, X'=—0,
Y —=0y X =)
Z——mg, LZ'—=—m'g.

Eliminando, por sustitucion, una de las variaciones 82/,
por ejemplo, entre las ecuaciones (2) y (3), sustistuyendo
los valores anteriores, & igualando a cero las coeficientes
de lascinco variacionesrestantes 3x, 87,87, 8x', 87, resulta-
ran las cinco ecuaciones diferenciales

m = ' (g+ ;—:?)%:—0,

m G (g G Y=t =0
@ (7 (e aT,n) +n(g+ ggﬁ) =0,

d'z’ r( d%’ ) 2=z
m’ﬁ_m g+ det 2—7¢ ZO’
iy’ ( y—y
e dee ” aﬂa’) r =0.

Estas cinco ecuaciones (4), unidas 4 la (1), bastan para
determinar las seis coordenadas x, y, 2, x"., 2, en fun-
cionde 4, y resuelven por lo tanto el problema. La inte-
.. gracion de las cinco ecuaciones diferenciales de segundo
l_,_.;.,.ﬁrden (4), producira diez constantes arbitrarias, que se
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deduciran de las circunstancias iniciales del movimiento,.

es decir, que haciendo #=—0, tendremos conocidas
r ’ ’

X0:.0s 20 x’u‘_}/{}, J’o,(%‘; %ﬁ » g’? ’ d;tu ) dg;s l%:

6 sean los valores de las coordenadas de los puntos mé-
viles, y los valores de las velocidades iniciales de los mis-
mos. Como son doce cantidades, y deben satisfacer 2 las
dos ecuaciones (1) y (2), quedan diez que sirven para
determinar las diez constantes-de la integracion de las
ecuaciones (4).

608. Este problema se puede resolver tambien direc-
tamente. Para ello sean T la tension de la varilla que une
los puntos My M', «,6, v, los angulos de la recta MM’
con los ejes, introduciendo las fu€rzas mituas T y—T,
podemos considerar los puntos M y M’ como libres; y
tendremos las seis ecuaciones

,d’ ydra’

L *— —T cosa, o ——"T cosg,

dyy. L ydry
(5) a*s*:cd—r’2 —Tcosé, m' —5 =—Tcosé,

d”y' - ’
__Tcosy—-mg, m =5 —=—Tcosy—m'p.
Teniendo presente que
e T S -

cosa=— 22 cosb—=""Y cos~1/:——3-

6! ‘_'.:I) t’

sustituyendo estos valores, y despejando en cada una 3‘;,

tendremos
d*x dy g diz
ek e R
[ o'—z Y —y 2=z
sdam! Ay ; ,d 2
LB B B
— x,— y y’—m zf_z 1

serie de igualdades que da cinco ecuaciones distintas,
prescindiendo dela tension T} que unidas 2 la (1) re-
suelven el problema. Sry i
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Este método da a4 conocer al mismo tiempo la ten-
sion T. _ 3
Tambien pudiera tratarse este problema empleando
para la eliminacion el método de los factores arbitrarios.

Movimiento de traslacion de un sistema de dos cuerpos unidos
por una varilla incompresible é inestensible. '

609. Doscuerpos My M’ de masas y m" unidos por
una varilla incompresiblz € inestensible CD (fig. 265),
cuya longitud es /, y su ma-
sa por unidad de' longitud
my, forman un sistema ani-
mado de un movimiento de
traslacion, segun la direc-
cion. AB de la varilla, y estin solicitados por dos fuerzas
dadas F y F, segun la misma recta. Vamos a buscar el
movimiento del sistema y la tension T de la varilla en
un punto cualquiera de su longitud.

Siendo el movimiento del sistema rectilineo y de trasla-
cion, las aceleraciones totales de los diferentes puntos, se
reducen 2 las aceleraciones tangenciales, y son iguales en-
tresi, en cada instante. Las fuerzas dereaccion se com-
ponen, por consiguiente, en una fuerza Gnica, igual 4 su
suma algébrica, € igual en valor absoluto al producto de
" la aceleracion comun j por la masa total m—+m'—+m, /.
Segun el teorema de d'Alambert, debe existir el equi-

librio entre esta fuerzay las Fy F’ directamente aplicadas
al sistema, luego

F—F —(m—+m' +m,l)j=0,
suponiendo que el movimiento se acelera en el sentido

de la fuerza F; la ecuacion es cierta en general, teniendo
cuidado de dar los signos convenientes a las fuerzas.

Fig. 265.
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De ella se deduce
o VR #r__ F—F
j—m+m'+m,£' det~ m+m'+ml
que integrada, dara la ecuacion finita del movimimiento

F—¥
e 1

en la cual x es la distancia de un punto particular del sis-
‘tema 2 un origen fijo, tamado a la derecha de D, al cabo
del tiempo 2, xy, y v, los valores de esta distancia y de la
velocidad comun, para#=0.

Esta ecuacion resuelve la primera parte del problema,
y prueba que el movimiento es uniformemente variado,
lo cual hubiéramos podido deducir inmediatamente, ob-
servando que el valor de la aceleracion j es constante.

610, Para encontrar la tension T de la varilla en el
punto E, determinado por la distancia CE=#, suponga-
mos cortada la varilla por este punto, y consideremos se-
paradamente el sistema formado por cada una de las dos
porciones, comprendidos los cuerpos M y M’ & que esta
unida la varilla. Tomemos, por ejemplo, la porcion de la
derecha del punto E; las fuerzas que actian sobre esta
porcion, considerada como aisladada, son la tension T, y
la fuerza F’; la aceleracion j es la misma que la del movi-
miento comun, y podemos reemplazar en la ecuacion que

daj, la fuerza F por T, la masa m por cero, y la masa
myl por mh; se tendra -

G}
2=

O
j_dm'+m'h’
igualando este valor de j con el de aquella ecuacion,
resulta
O e
m +mhT mm+m,l
de esta igualdad se deduce

(m' +mh) (F=F')
S mAm' 4 m,l +F.
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Haciendo 4#—0, y 4=/ en esta fé6rmula, obtendremos
la tension en los puntos C y D.
Sila masa de la varilla es muy pequefia, podemos ha-
cer m;=0, y sera Fis
y___ F'm-+m'F
T W
y la tension es enténces constante en toda la extension de
la varilla.
. Si las fuerzas F y F’ estan aplicadas directamente 2 los
extremos de la varilla, sin la interposicion de las masas
my m', seran m=—m'=—0, y tendremos

T=F4 L E_p=2Eb=+0

y la tension de la varilla varia desde T=F’, en el punto
D, hasta T—F en el punto C.

m' (F—TF")
m -+ m'

Movimiento de varios cuerpos ligados por cuerdas.

611. Supongamos un sistema de cuerpos m,m’,m" (fi-
gura266), unidosunos a otros
por medio de cuerdas, movible
sobre un plano horjzontal, y
representemoslafuerza motriz
por un peso H, cuya masaesy,
que tira de la dltima cuerda,
vamos 2 deducir las leyes del
movimiento de un sistema de
esta clase. En un instante cualquiera todos los puntos

Fig. 286.

. . . . dv
del sistema tienen una misma velocidad; luego, m—; |

w2 Ly D tan las f de d
|((¢ ’ thH- at representan las ruerzas capaces ar

a estas masas, si estuvieran libres, su movimiento efectivo.
Como pg es la fuerza motriz del sistema, y esta fuerza
segun el teorema de d'Alambert, debe equilibrar a las
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precedentes, tomadas en sentido contrario, la ecuacion
del movimiento es

dv mdu m;dtr m,aﬁ;_o_
BE—ba — & @ &
6 lo que es lo mismo, llamando M=p + m~+n'+m", a
la masa total del sistema, -

e

AT Ak
el movimiento es tambien en este caso uniformemente
acelerado, y la fuerza aceleratriz es a g, como p. es 2 M,
6 como la masa p. del peso motor es a toda la masa del
sistema.

Si qulsxeramos tener en cuenta el rozamiento, supon-
driamos aplicada a cada masa una fuerza, que le fuera pro-
porcional, y dirigida en sentido contrario al movimiento.
Tambien en este caso seria el movimiento uniformemen-
te acelerado.

Puede tambien resolverse este problema sin hacer uso
del teorema de d'Alambert, Sean T, T’, T”, las tensiones
de las tres cuerdas, la tension T , por e_]emplo, es igual
a una cualquiera de las dos fuerzas iguales y contrarias
que deberiamos aplicar en los puntos 7 y ' para reem-
plazar la cuerda que les une, sillegira 4 suprimirse; ten-
dremos, por lo tanto :

rd?«' t

di
! d:" — T.r, " E :—"[.Lg-—T”.

Sumando estas ecuaciones, resulta como antes

dil‘_- g
g
Con este valor de d:’ se deducen

T=mtl, T'=(m+m), T'=mtw+n")y;
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en 'las cuales se ve, que
¢ ROZ i s

lo cual debia suceder, porque la tension T” pone en mo-
vimiento tres masas, T’ dos, y T una sola.

Hemos prescindido en este calculo de la masa de las
cuerdas. Sila hubiéramos tenido en cuenta, la tension
seria variable en la extension de una misma cuerda.

Marcha de un tren sobre una via férrea. Traccion 4 distancia.

612. Conarregloa los principios que acabamos de ex-
poner, sz determina el movimiento de los trenes en las
vias férreas. :

Cupongamos un tren CD (fig. 267), cuya masa es m,
que recorre la recta AB=/,
en el tiempo 7 y sale de la
estacion A sin velocidad, y
llega a la estacion B igual-
mente sin velocidad, es de-
cir, que estando parado en A, parte, y viene a parar en
B. El movimiento debe por lo tanto acelerarse a la par-
tida, adquirir despues un maximo de velocidad, y luégo
disminuir ésta hasta ser cero en el punto de llegada; y
para que la aceleracion de estos diversos movimientos
sea la menor posible en valor absoluto, es necesario evi-
dentemente hacer de manera que la aceleracion sea cons-
tante durante la primera mitad del trayecto, y despues
que se haga negativa, sin cambiar de valor absoluto du-
rante lasegunda mitad. La velocidad media en el trayec-

Fig. 267.

. - 1 . 2o -
to es igual 4 —; la velocidad méxima del tren tendra lu-
gar en esta hipétesis, en el medio 7 del camino recorrido,

i 1 . . . ;
y sera el duplo ET de la velocidad media; la aceleracion 7,
constante prescindiendo del signo, durante todo el tra-
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o . . . 2l .- .
yecto, sera igual al cociente de la velocidad = adquiri-
. 4 - ¢ A
da en el tiempo — por el tiempo ey empleado en adquirir-
T . S - l .
la, es decir, igual 2 j—,. La fuerza de reaccion correspon-

: - . 4l i
diente 2 esta aceleracion, es m F en valor absoluto; esta

** la medida de la fuerza F, motriz en la primera mitad
del movimiento, y resistente en la segunda mitad, que
es preciso aplicar al tren, durante el trayecto del punto A
al punto B; el exceso de la fuerza de traccion desarrollada
por la locomotora, sobre las resistencias sufridas por el
tren en el primer periodo, y el de las resistencias sobre
la fuerza de. traccion durante el segundo, son los que
producen el incremento y decremento respectivos de la
velocidad.

Si designamos por R la suma de las resistencias en un
cierto instante, y por T la fuerza de traccion, tendremos

T—R=2" ¢ T=R+ 2,

[

La traccion T mide la tension de la amarra que une el
ténder al primer wagon; y vemos que excede a la suma

- . . 4lm -
de las resistencias en la cantzdad—-s?, la cual es tanto mas

grande, cuanto mayores son / y m, y la duracion # del tra-
yecto es mas pequefia. Se podra por esta férmula calcu-
lar la tension de las amarras, y asegurarse de que el es-
fuerzo de la locomotora no llegara & romperlas.

” J -
En los trenes expresos, el niimero — tiene un valor muy

grande, porque los, trayectos son grandes, y el tiempo
destinado & recorrerlos es lo mas pequefio posible; pero la
masa m del tren es pequefia. Elexceso de la tension, debido
a la tuerza de reaccion, no adquiere un valor muy grande.
Lo contrario sucede en lostrenesde mercancias: la relacion
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l -~ -~
~i » €s mis pequefia que en los expresos, pero el factor m

- . 4lm -
es mucho mayor, y el término —= puede llegar a tener

un valor muy grande.

613. Suele emplearse en algunos casos la traccion &
distancia, y vamos a ver c6mo se ejerce esta traccion,

Supongamos que se emplea, para poner en movimiento
un tren CD, un cable inestensible quese arrolla en el ci-
lindro B, a2 medida que se desarrolla del cilindro A (figu-
ra 268). Sea, como antes, AB=/sulongitud, y ¢ el tiempo
empleado en recorrerla; la
aceleracion del tren, uni-
formemente repartida i lo
largo del trayecto es igual

PFig, 268,

- 47 3
a = —-, con el signo + en

el primer periodo, y el —en el segundo. Sean w la sec-
cion del cable, y ¢ el peso especifico del metal de que esta
formado; el cable tendra en'cada instante la misma ace-
leracion que el tren CD, y si llamamos P al pesodel tren
y R a la suma de las resistencias que se oponen al movi-
miento, el exceso de la tension del cable en el punto B,
sobre la tension desarrollada en el punto A, sera igual,
segun el problema anterior, 4
wel P4
R—l—('?;i‘ +_g")?" y
durante todo el periodo de la aceleracion positiva.
Ellimiteinferior deesta tension corresponde al casoideal
enquese suprimiera el tren, sin modificar las velocidades,
y en el que la tension fuera nula en el punto A; la cual
wpl 4l 4wl

es igual enténces 2 —=. = S
g g

; dividiendo por w, re-

. 4pl? s . :
sultara —95,- para el limite inferior de la tension del cable,

por unidad de seccion.
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Para que el cable, que supondremos de hierro, no se
rompa, €s preciso que esta tension no exceda de 4kg. por
milimetro cuadrado, 6 4000000 kg. por metro cuadrado;
limite practico de los esfuerzos que se prolongan durante
un cierto tiempo. Tendremos, pues, la desigualdad

4pl? 4
~7 <<4000000, 6 -T<%V4000000.%-

Para el hierro ;==7800 kg. por metro cibico, g=9.8;

s . l . :
el limite superior de — » velocidad media en el trayecto,

es 35 metros préximamente; si la velocidad es mayor, se
altera rapidamente la elasticidad del cable y se rompe
muy pronto.

Movimiento de dos cuerpos unidos por un hilo y colocados sobre
dos planos inclinados.

614. Dos cuerpos pesados C y C' (fig. 269), cuyas
masas son m y »', estin colocados sobre dos planos incli-
nados AB y A'B, y unidos por un
hilo que pasa sobre una polea si-
tuadaen la arista comun 2 los dos
planos. Las dos porciones del
hilo son respectivamente parale-

s, 400, las 4 estos dos planos y pasan

por los centros de gravedad de

los dos cuerpos; vamos a buscar la ley del movimiento
de este sistema. )

Podemos suponer que cada una de las masas esta re-
unida en sucentro de gravedad; sean Bm=x, Bn'=x,
a=BAA’, /=BA'A, y / la longitud total del hilo. Pres-
cindiendo del rozamiento, la fuerza motriz del punto m,
en la direccion de su movimiento, es mgsen«, y la que
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daria 4 este punto si estuviera libre, el movimiento que

diz

 tiene realmente esz —. Segun el teorema de d'Alam-
d* o

bert, la fuerza mgsena—-m~-, debe equilibrarse con la

, dz' > :
fuerza analoga m'gsena’—m’ — »que estard aplicada en

el punto 7' y tirara en sentido contrario de la anterior; de
modo que tendremos

(1) m(gsenq.— )—-m (gSEncx_ _%?5,)
Se tiene ademas la relacion
x—-|—x’=l,

por medio de la cual puede eliminarse x’ en la ecuacion

anterior; verificindolo y despe_]ando ol resulta
C e L
(2) %: msenx— m' sen o '

e m-+m'

2 . d*z el
Siendo la aceleracion o constante, el movimiento es

uniformemente acelerado. Integrando esta ecuacion, re--
sulta

ldx» m sen o=—m' gen o’
{3k BT ok
m sep x—m'iena’ 12

(8) *=g T ek

+m

siendo las constantes ¢ y ¢’ los valores de v y de x, cuan-
do 2=0.
Si fuera

msena=—m'senq’,
se tendria

i T B
y el movimiento seria uniforme. Si ademas fuera c=0;
se tendria v=0, y x=¢. El sistema permaneceria en re-
poso, lo cual estd perfectamente conforme con las condi-
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ciones de equifibrio de dos cuerpos, colocados como en el
actual problema.,

615. Se puede resolver este problema sin hacer uso
del teorema de d'Alambert, introduciendo en el cilculo
la tension T del hilo. Las ecuaciones del movimiento de
cada uno de los cuerpos, son

Rmdt, —=mg sena—T,

(%
)fm E:mgsena '—T;

de las cuales eliminando T, se deduce

m( sena—@)*m"( sene! —Z2).
g ac/ =" & de )’
. dur Bali-
teniendo presente, que e 3 causa de que
x4 x'=1, resulta
d’» __ glmsenx—m'senw’)
2 m - m 3
y la primera de las ecuaciones da

(d) T— gmm' (reno + sen o' ) .

m+m' ;
en la que vemos que la tension es constante.

Pudiéramos haber obtenido el mismo resultado, em-
pleando el teorema de las velocidades virtuales. Las
fuerzas

d'x dez’
m(gsenm_d‘_&), (gsena’_'—w
se equilibran, y tendremos en virtud de dicho teorema
dix
(a) ; m(g Seﬂm-—zg)gx‘—km (gsena _?)3" =0;
de la ecuacion x--x'=/, resulta x4 3x'=0, y elimi-

oz .
nando 5 obtendremos como antes

m(gsena:—%;)—-m'(gsena'—— = ) 0.

El método de los factores arbitrarios nos conduce al
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mismo resultado. Multiplicando por — ). la ecuacion

dx—-ox'=0,
y sumandola con la (z), resulta

) 1] ox'=0;
€ igualando 3 cero los coeficientes de 3x y 8x’, tendremos

[ (g‘ienm— o7 )\]Bx—f-[ (gsenx
(pene—te) =,

w (gscna'— = )_1

Ecuaciones que no difieren de las (4), mas que en que
T esta reemplazado por A; de modo que el factor A re-
presenta la tension T del hilo como debia suceder, segun
lo dicho en el num. (602) _

Este problema da la teoria completa de la maquina
“d’'Atwovd, haciendo a=2'=90°, lo que reduce las fér-
mulas (3) y (4) del m’lm 614 a las siguientes

g{m —m’}t_'_f

. m 4 m’
__glm—m') 2
e T —+e+c.
La tension segun la férmula (d) nim. 615, es
__ 2gmm/
T mA+m

616. En este problema hemos supuesto conocidas las
velocidades iniciales de las dos masas m y 7. Suponga-
mos ahora que éstas se ponen en movimiento por fuerzas
instantaneas, y determinemos las velocidades iniciales.
Sean a y 4’ las velocidades que estas fuerzas instantaneas
imprimirian a las masas 7 y #/, si cada una de ellas estu-
viera libre, y designemos por v, la velocidad efectiva
de la masa s despues dz la percusion. La velocidad ini-
cial de la masa »’ sera —w,; porque, de x+x'=/, re-
sulta :

'f,f——- dr
qbi e
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Segun el teoremade d'Alambert, extendidod este caso,
~debe existir el equilibrio entre las cantidades de movi-
miento que las fuerzas instantineas comunicarian 2 las
dos masas, si estuvieran libres, y las que realmente tienen
al empezar 2 moverse, tomando estas Gltimas en sentido
contrario; se tendra pues :
m(a—vo)=mn' (& +v,)
de donde %
' iha = a

Vo= oo

Movimiento de una cadena sobre dos planos inclinados.

617. Para resolver este problema, anilogo al ante-
rior, sea CBC' una cadena homogénea pesada, que des-
cansa sobre dos planos inclinados, dispuestos como en la
figura 269 de aquel problema. Empleando las mismas’
notaciones y llamando ¢ 4 la masa de la unidad de longi-
tud de la cadena, tendremos

x4+x'=I :

Sea m, la masa de una molécula tomada en la porcion

BC; las fuerzas que la solicitan son, la fuerza motriz

; da*
mygsena, y la tuerza efectiva mi-&%. Todas las fuerzas

motrices de la parte BC, y sus fuerzas efectivas tomadas
en sentido contrario, se componen en una sola

d* > diz
(gsenoa—_ w)ﬂmi, 6 px(gsena—w)-

Del mismo modo, la diferencia entre las fuerzas efec-~
tivas y las motrices de la parte BC' es

! I r -d”x' .
px gSCﬂo& —mz H

y la ecuacion del movimiento, segun el teorema de
d'Alambert, es

- . diz) r__d ).
X (gsunz— dgs)—-x (gscnot E‘;_i..),

|
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6 eliminando x’ por la relacion x 4-x'—/,
d*z sen o+ sen o’
(I) -"i—a,—g ——-—£-—x+gsena,'=O.
Para integrar esta ecuacion, hagamos

sen o+ sen o P
— =
{ :

con lo cual se convierte en

d”‘_ng " lsen a’ —0
dt? sena+-sena’ J

y haciendo
laena’

. T Senafeend 2
se reduce a _
» (2 @—?ﬂj:ﬂ.
ds?
Laintegralde esta ecuacion, lineal desegundo 6rden, es
_}’—Aﬁm—l—BB ru.
tambien tendremos
& ﬁ+ A4 Bem,
siendo A y B dos constantes. Para determinarlas, supon-
gamos conocidas la posicion y la velocidad inicial del
punto C, es decir, que para /=0, son conocidas x, y v°
se tendra

lsen o
xﬂ__eenu -}—seua’+A+B 2
=t —y(A—B);

que dan A-—]—B y A—B, y por lo tanto A y B.

Al cabo de un cierto tiempo, que se determinaria ha-
ciendo x=/, toda la cadena se encuentra en el plano AB.
El movimiento cambia enténces de naturaleza, viniendo
4 ser uniformemente acelerado. '

La condicion necesaria y suficiente para que la cadena
permanezca en reposo, €s que se tenga,

=0, B=—0

Mecinica Racronar,—Tomo II, 12
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En efecto
de i B —nt
_ — D
v=—_ n(Ae y)
y para que sea v==0, es necesario que
At Be—m—
6 . . Anm—B;

y para que esta ecuacion se verifique, cualquiera que sea
el valor de #, es necesario y suficiente que sean a la vez
A =0, y B=0. En este caso

lsen o’
w—BC—————
genc +4sena’
lsena
x—B C’:-—-———'- &
sen o +8en o
y por consiguiente, que
BC __sena’
BC" sena’

lo cual nos indica que la recta CC’ es horizontal, como
era facil de preveer.

Movimiento de dos puntos, cuya distancia es invariable, sujetos
4 permanecer sobre dos curvas dadas.

618. Este problema es muy 4 propésito para com-
prender el uso de sus multiplicadores %, v,..... , intro-
ducidos en las ecuaciones del movimiento para verificar
la eliminacion.

Sean m y m' dos puntos materiales solicitados por dos
fuerzas Py P’ (fig. 270), constantes
6 variables, mm'—1I, la distancia in-
variable de estos puntos, sujetos a
parmanecer sobre las curvas dadas
mAym'A’. Supondremos, para ma-
yor sencillez, las curvas y las fuer-
zas situadas en un mismo plano,

- que tomaremos por plano XY.
Sean X, Y, X', Y’ las componentes paralelas a los ejes

Fig. 270.
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de las fuerzas P y P. Segun el teorema de d’Alambert,
empleando las notaciones usuales, la ecuacion del movi-
miento sera

(1) (X——m )Bx+(Y mdt, )af
ol r,t !
+(X d::)av+(Y—m%’)Bf =i

" Siendo f(x,)==0, y ¢ (x,.-)=0, las ecuaciones de las
curvas mA y m'A’, las ecuaciones de condicion seran
S f(x,?’)-:_o,.
(2) - o(x.)=0,
L
El sistema es, como vemos, de ligaduras completas.
Estas ecuaciones dan las siguientes:

9 5 af

a5 2%+ =0,

(3 Fort af 0,

—3y')=0.

Multiplicando las ecuacionss (3) por los factores arbi-
trarios ), 1+,v, sumandolas con la ecuacion (1), € igualando

e . s . = -
4. cero las coeficientes de las variaciones 84, 8y,8x, 8y,
tendremos

i
dcs =X +2+v
m%ﬁ‘f+1—~+v"—?,
(4-) (2 1 w—a'
B ==X +1"’d o
i G o
e +P’ d‘ e

Estas ecuaciones mdlcan que los puntos m y »' sz mo-
verian como puntos libres, si se apliciran al punto m dos
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nuevas fuerzas, cuyas componentes paralelas a los ejes,
fueran respectivamente
f daf y=y
l )\. dy 3 7 5 s ¥ _Z" 4
y al punto 7’ dos fuerzas cuyas componentes fueran
do do x—a' y—y'

—

bgas lime AT ST

La resultante de A — f 1— 351\/( )-I—( ) ¥

esnormal 4 la curva Am. Esta fuerza es igual y contraria
ala presion que experimenta la curva Am, por el mo-
vimiento del punto .

. Del mismo modo, la resultante de v-———- y v———aﬁ es una

fuerza dirigida segun mm’ y cuya mtenmdad es v. Las
mismas observaciones pueden hacerse respecto al pun-
to m'. : :

Las dos fuerzas iguales y contrarias dirigidas segun
mm' expresan las acciones que los dos puntos m, ' ejer-
cen el uno sobre el otro por medio de la ligadura mm':
cada unade estas fuerzas es igual 4 la tension 6 presion
que experimenta esta ligadura.




LECCION LI

Teoremas generales del movimiento.—Teorema del movimiento del
centro de gravedad,—Velocidad inicial del centro de gravedad de
un sistema puesto én movimiento por fuerzas instantdneas.— Con-
servacion del movimiento del centro de gravedad.— Consecuencias
de la ley del movimiento del centro de gravedad.—Teorema de las
cantidades de movimiento proyectadas sobre un eje.

Teoremas generales del movimiento.

619. Los teoremas generales demostrados para el
movimiento de un punto material, se verifican tambien
en el movimiento de un sistema conpuesto de un niime-
ro cualquiera de puntos materiales; y para probarlo, bas-
ta establecer para cada punto la ecuacion qué es la tra-
duccion analitica del teorema general correspondiente, y
sumar todas estas ecuaciones miembro 4 miembro; la
ecuacion final, hecha la reduccion de los términos que se
destruyen, es la expresion del teorema extendido al sis-
tema dado.

El teorema de d'Alambert, por medio del cual toda
‘cuestion de movimiento se reduce inmediatamente 4 una
cuestion de equilibrio, y que nos da todas las ecuaciones
necesarias para definir el movimiento de un sistema ma-
terial, comprende como corolarios todos los teoremas ge-
nerales del movimiento. Esto no obstante, el teorema de
‘d’Alambert no da' a conocer inmediatamente ninguna
propiedad del movimiento del sistema material & que se



182 TEOREMAS GENERALES DEL MOVIMIENTO,

aplica, mientras que los teoremas generales que vamos
a exponer, y que son los cuatro establecidos en la prime-
ra parte de la Dinamica, cada uno de ellos nosda 4 cono-
cer una propiedad general del movimiento.

Antes de exponer estos teoremas, conviene recordar,
que las fuerzas que actuan sobre los diferentes puntos de
un sistema material, son de dos clases: fuerzas exzeriores,
que provienen de puntos que no forman parte del siste-
ma material que se considera, y fuerzas interiores, que
provienen de puntos que forman parte del sistema ma-
terial, y son entre si dos a dos iguales y contrarias, en
yirtud del principio de igualdad de la accion ylareaccion.
Tambien las fuerzas pueden ser fuerzas dadas, y fuerzas
que reemplazan a las ligaduras, pudiendo ser estas Gltimas
interiores 6 exteriores.

Teorema del movimiento del centro de gravedad.

620. Consideremos un sistema de puntos materiales
m, 'y m",....., solicitados respectivamente por fuerzas
P,P',P”,....., cuyas componentes paralelas a los ¢jes son
X,Y,Z,X,Y,Z,..... Por el teorema de d'Alambert, si
aplicamos al punto m fuerzas paralelas 2 los tres ejes, €

L L Y dix . dy d*x
iguales respectivamente, a X——m%, X= s Z—m—,,

alos demas puntos fuerzas anilogas, todas estas fuerzas
deben equilibrarse por medio de las ligaduras del siste-
ma. Las condiciones de este equilibrio estan comprendi-
das en la ecuacion general del teorema de las velocida~
des virtuales; pero podemos llegar 4 propiedades impor=-
tantes sin necesidad de expresar todas estas condiciones.
Asi, existiendo el equilibrio entre las fuerzas mencio-
nadas, en el sistema cuyo movimiento estudiamos, sub-
sistird introduciendo entre los diferentes puntos nuevas
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ligaduras de la clase que se quiera, siempre que no sean
incompatibles con las condiciones dadas: se puede supo-
ner, por ejemplo, que las distancias de los diferentes
puntos del sistema vienen 4 ser invariables, si las ligadu-
ras son tales, que los puntos puedan moverse sin que
sus distancias cambien. De aqui resulta que las fuerzas
deben satisfacer a las seis ecuaciones del equilibrio de un
sistema s6lido, siempre que despues de lasolidificacion no
haya ningun punto fijo ni ningun punto sujeto a perma-
necer sobre una curva 6 superficie dada. Enténces el
sistema podra moverse como un sélido invariable y se
verificaran, teniendo presente esta restriccion, las tres
primeras ecuaciones del equilibrio, y tendremos las si-
guientes:

(X —nT2)=0, S ?.@““" =
L(Y—-mcf;f:) =0, 6 (1) Emﬁ—“ 3
\“(Z—m-(‘-ig —i ..‘mj",_-az

Para que el sistema pueda moverse como un cuerpo
sélido, es decir, sin que sus distancias varien, es necesa~-
rio y suficiente que cada ecuacion de condicion se reduz-
ca 4 una relacion entre las dlstancms de sus diferentes
puntos.

En efecto, sea =0, una ecuacion que debe existir
siempre entre las coordenadas x, y, 2, x,..... y cuyo
primer miembro L. es una funcion fde #zy de x, y, %,
S

Representemos por p, ¢, 7,..... las 3n—6 distancias de
los diferentes puntos del sistema que deben permanecer
constantes, Tenemos

P=V (z—a )’+ (y—y'F+@e—2)
(@) =V =y P
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Se puede reducir a seis el niimero de coordenadas ar-
bitrarias € independientes, y supongamos que estas sean
x,5, Z,x", x', 2. Obtendremos todas las demas en funcion
de éstas y de las cantidades p, ¢, 7,..... Y cada ecuacion
de condicion como la =0, tomara la forma

L= {flpsqinii. v x,00x, sl 2)==0.

Para un movimiento virtual cualquiera, p, ¢, 7,.....,
permanecen constantes, no variando ¢, y por consiguien-
te, puesto que la ecuacion L==0, debe ser satisfecha cual-
quiera que sean x, ¥, 2, X", X', 2/, estas cantidades no de-
ben entrar en la funcion £ Luego, eliminando de la
-ecuacion L=0, 3»—6 coordenadas por medio de las
ecuaciones (4), las otras seis deben desaparecer al mismo
tiempo, y la ecuacion L=0 debe reducirse 4 una relacion
entre las distancias p; ¢,7,.....

621.. Las ecuaciones (1) que se verifican en el movi-
miento de todo cuerpo sélido libre, 6 de todo sistema
material que puede moverse como un cuerpo sélido, pue-
den tomar otra forma. Sean #,, ¥;, 2,, las coordenadas del

centro de gravedad, y M la masa total del sistema; sabe-
mos que

Moy, =2Zmx, My;=2my, Mz;—=3 ...mﬂ,
diferenciando estas ecuaciones, seran

c{w, do
M — 'd_r,’
dy
(2) M T;'_'E d:: ?
dz,
\M L7 —=Xm

Suponiendo que un punto material esta siempre situa-
do en el centro de gravedad, estas ecuaciones nos daran
su velocidad al fin de un tiempo dado cualquiera, cuando
se conozcan las de todos los puntos del sistema.

Volviendo a diferenciar las ecuaciones (2), tendremos
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M %:‘ =Xm %f !

@) MZh—=xnlY

M i;:—;— =X m % :

comparando las ecuaciones (1) y (3), resultan las
d;_:;:vx?
(4) AM T =3,
" 3

M %51- —X7.

De las cuales resulta el teorema siguiente:

El centro de gravedad de todo sistema libre se mueve
como si las masas de todos los puntos materiales estuvie-
ran reunidas en €, y todas las fuerzas- mortrices fueran
trasladadas 2 dicho centro paralelamente 4 si mismas.

. Conviene observar, que las ecuaciones (4), que tienen
la forma de las ecuaciones diferenciales del movimiento
de un punto material de masa M, no contienen Jas fuer-
zas interiores en sus segundos miembros, porque siendo
estas fuerzas iguales y opuestas dos 2 dos, sus proyeccio-
nes sobre cada eje son iguales dos a dos y de signos con~-
trarios. Y tambien, que las fuerzas exteriores, que son las
Gnicas que existen en sus segundos miembros, pueden
trasportarse paralelamente 4 si mismas 4 un punto cual-
quieral, sin que dichos szgundos miembros cambien de
valor, porque las proyecciones de las fuerzas sobre un
eje no cambian de valor ni de signo con esta traslacion.

En virtud de esta propiedad, se llama resultante de
traslacion 4 la resultante de todas las fuerzas exteriores,
que actdan sobre un sistema, trasladadas paralelamente
a si mismas 2 un mismo punto del espacio. La fuerza asi
obtenida, aplicada al centro de gravedad, donde se supo-
ne concentrada toda la masa del sistema, actiia sobre este
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punto como si estuviera aislado. Hasta aqui hemos de-
bido considerar el movimiento de un punto dnico, como
una abstraccion imposible de realizar; y ahora vemos que
el centro de gravedad de un sistema es un punto geo-
métrico, que posee las propiedades del movimiento de un
punto material aislado. )

622. El teorema del movimiento del centro de gra-
vedad nos indica tambien,” que cuando prescindimos de
las dimensiones de un cuerpo, para reducirlo idealmente
a un punto material, €l centro de grayvedad es el punto
en que debemos suponer concentrada toda la masa del
cuerpo. Y todo lo dicho en la primera parte de la Dina-
mica, sobre el movimiento de un punto material, es apli-
cable al movimiento del centro de gravedad de un siste-
ma material. -«

Velocidad inicial del centro de gravedad de un sistema puesto
en movimiento por fuerzas instanténeas,

623. Supongamos que el sistema, primitivamente en
reposo, se pone en movimiento por la accion de fuerzas
instantaneas, y vamos 4 determinar, en esta hipétesis, la
velocidad inicial que debe tomar el centro de gravedad.

Para ello sabemos, que si representamos por f el tiem-
po durante el cual ejercen su accion las fuerzas instanta-
neas, la primera de las ecuaciones (1).

diz i
Emc—d;- ZvX,

se convierte por la integracion en la que sigue:

L]
Em%:ﬂf X dt.
0

Sean 4, 5,¢ las componentes de la velocidad, que la fuer-
za instantanea P(X, Y, Z), aplicada al punto , le daria
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si estuviera libre; sabemos que

U] .
f Xdt —=ma,
0
y por consiguiente
dw
B S .
Im— —=X¥ma;

y férmulas analogas para los demas ejes. En virtud de
las ecuaciones (2), tendremos

dw, ol
S ?E-_Emzz,
Ay,
(5) ,M dt =Zm 5
M dz, —Emc;

férmulas que dan las componentes ‘z; 1. % &, de la vc-
locidad , con la cual el centro de gravedad debe cmpezar
a moverse. Esta velocidad es la que tomaria un punto de
masa M, colocado en el centro de gravedad y solicitado
por todas las fuerzas instantaneas del sistema, trasporta-
das paralelamente a si mismas a este punto. Consideran~
do como otras tantas fuerzas las cantidades de movimien-
to, que estas fuerzas instantaneas’ imprimirian 4 masas
libres, se concebiran estas fuerzas trasladadas paralela-
mente a si mismas al centro de gravedad, y se tomara su
resultante,

La velocidad inicial del centro de gravedad estara diri-
gida segun esta resultante, y sera igual al valor numéri-
co de la misma resultante, dividido por la masa M.

Conservacion del movimiento del centro de gravedad.

624. El principio de la conservacion del movimiento
del centro de gravedad, se deduce facilmente de las
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L]

ecuaciones (4)

dix,
T
d*y,

. LI aT:EY,
d?z,
@B

Supongamos que todas las fuerzas exteriores, que son
las que entran en los segundos miembros de estas ecua-
ciones, trasladadas paralelamente 4 si mismas 4 un pun-
to cualquiera se equilibran, tendremos

(6). X =0, 2X=0, ZZ=0;
las ecuaciones (4) del movimiento del centro de gravedad
se reducen en este caso a

d":c‘___ d*y, .
Tr=0, Th=0, T2=0;

de las que se deducen, integrando, las siguientes
de, dy, g

() W e Al aT £
siendo ¢, ¢, ¢ constantes. El movimiento del centro de
gravedad, es por lo tanto uniforme y rectilineo. Este caso
se presenta cuando no hay fuerzas exteriores, reducién-
dose todas las que obran sobre el sistema a las acciones
mutuas que se ejercen entre sus diferentes puntos.

Puede presentarse esta ley bajo otra forma. En virtud
de las ecuaciones (6), las (1) se convierten en

d*’z
Em 11X Em = L‘m_&?;__-—l);
dcc &J dz
—_— Vg 2 — M e
6 X o =ty Im—r=a, M =053

es decir, que las sumas de las cantidades de movimiento
de Jas masas del sistema, estimadas paralelamente 2 los
ejes, son constantes; la resultante serd tambien constan-
te. Y si consideramos las cantidades de movimiento de
todas las moléculas como fuerzas, y las trasladamos para-
lelamente a si mismas 4 un mismo punto, daran una re-
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sultante de magnitud y direccion constantes. El centro de
gravedad del sistema se mueve segun una recta paralela
a esta resultante, y con una velocidad igual 2 esta resul-
tante, dividida por la masa total del sistema.

Consecuencias de la ley del movimiento del centro de
gravedad.

625. Cuando un sistema no esta solicitado mas que
por fuerzas interiores, su centro de gravedad se mueve
como un punto material, que no esta solicitado por nin-
guna fuerza; su movimiento serd debido 4 una velocidad
inicial, y por lo tanto, este movimiento sera uniforme y
rectilineo. Como caso particular, cuando no exista velo-
cidad inicial , su movimiento sera nulo, y el ceatro de
gravedad permanecera inmévil.

Lo primero es lo que sucede probablemente a2 nuestro
sistema planetario. Este sistema, tomado en su conjunto,
estd formado por el Sol, los planetas, sus satélites, los co-
metas, aereolitos, bolidos, etc.; cuyas particulas ejercen
unas sobre otras -acciones iguales y contrarias. Y esta co-
locado, si no en el vacio absoluto, en un medio cuya den-
sidad es sumamente pequefia, y 2 una distancia tan grande
de los otros sistemas, que pueblan el espacio, quelas atrac-
ciones que sobre €l ejercen estos sistemas, pueden conside-

. rarse como nulas. En estas condiciones, las fuerzas exte-
riores son despreciables, y el sistema solar es un conjun-
‘to de cuerpos sometidos Ginicamente 4 sus mituas accio-
nes interiores; luego su centro de gravedad esta inmévil,
6 animado en el espacio de un movimiento uniforme y
rectilineo. La observacion ha logrado comprobar este mo-
vimiento comun de nuestro sistema planetario, en virtud
del cual, se dirige hacia la constelacion de Heércules, di-
rigiéndose el centro de gravedad del sistema hacia la es-
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trella z de esta constelacion, con un movimiento unifor-
me y rectilineo. .

626. Siduranteel cursodel movimiento, sufren cual-
quiera alteracion las fuerzas interiores, no se modifica por
ello en nada el movimiento del centro de gravedad. Sise
lanza un cuerpo pesado en el vacio en unadireccion cual-
quiera, siendo la grayvedad la Gnica fuerza que obra sobre
sus moléculas, su centro de gravedad describe una para-
bola en el plano vertical trazado por la direccion de su
velocidad inicial (386). Si el cuerpo de que se trata es una
bomba, y esta bomba revienta antes de caer al suelo, como
la explosion es producida nicamente por el desarrollo de
fuerzas interiores, el centro de gravedad de la bomba
continuara su movimiento, recorriendo la parabola segun
la cual ha principiado 2 moverse, sin experimentar ningu-
na modificacion por la ruptura del proyectil, hasta que
alguno de los fracmentos encuentra un cuerpo extrafio,
6 cae en la superficie de la Tierra. Enténces el moyi-
miento del centro de gravedad se modifica, porque la
reaccion sufrida por dicho fracmento, es una nueva fuer-
za exterior, que se combina con la gravedad para contri-
buir 4 la modificacion del movimiento. La presencia del
aire atmosférico modifica tambien estos resultados; el aire
atmostérico opone una resistencia sensible al movimiento
de los cuerpos, animados de.una gran velocidad; esta re-
sistencia es una fuerza exterior, que depende de la velo-
cidad, de la forma y de la extension de los fracmentos; hay
pues una modificacion de las fuerzas exteriores debida 2
la presencia del aire, y por consiguiente, el movimiento
del centro de gravedad de la bomba, seri modificado a
causa de la ruptura, aun antes de caer al suelo sus frac-
mentos,

627. La conservacion del movimiento del centro de
gravedad, nos da la explicacion de una porcion de fen6-
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menos, como la marcha de los animales sobre el suelo, la
propulsion de los barcos por medio de remos, de paletas
6 de hélices, el vuelode las aves, la natacion, el retroceso
de las armas de fuego, y otros muchos fenémenos; en to-
doslos cuales hay desarrollo de fuerzas exteriores, que
permiten sacar el centro de gravedad de su estado de in-
movilidad.

Concibamos que un sér animado, un hombre, por ejem-
plo, se encuentra aislado en el espacio, sin estar someti-
do 2 ninguna fuerza exterior y que su centro de grave-
dad esté inmévil; este sér no podra por si solo poner su
centro de gravedad en movimiento; porque de cualquier
modo que haga funcionar sus musculos, para mover las
diversas partes de su cuerpo, no puede desenvolver mas
que fuerzas interiores, que no son capaces de sacar el
centro de gravedad de su estado primitivo de inmovi=-
lidad. Pero si esta situado sobre el suelo, la reaccion que
éste ejerce sobre sus pi€s es una fuerza exterior, que le
permite poner en movimiento su centro de gravedad, y
marchar en la direccion conveniente. '

- La propulsion de los barcos por medio de remos, de
peletas, 6 de hélices, consiste en echar hacia atras una
cierta cantidad de agua, para producir el movimiento del
cuerpo flotante hacia adelante; el centro de gravedad del
sistema formado por el barco y por el agua desalojada,
permanece inmévil, porque no hay mis que fuerzas inte-

riores, pero el centro de gravedad del barco marcha ha-
cia adelante, tanto como exige la cantidad de agua que
sz ha echado hacia atras. De una manera analoga se ex-
plica el vuelo de las aves y la natacion. En el disparo de
una armade fuego, el proyectil es lanzado hécia adelante,
y el arma retrocede hacia atras, y las velocidades que to-
manlas dos partes del sistema, son enlos primzrosinstantes
inversamente proporcionales 4 las masas; de tal suerte,
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que el centro de gravedad de todo el sistema formado
por el arma y el proyectil, permanece inméyvil en el pun-
toenque se encuentra, al empezar 2 moverse el proyectil.

Teorema de las cantidades de movimiento proyetadas sobre
un eje.

628. Siproyectamos el movimiento de un punto ma- -
terial sobre un eje fijo, severifica parael movimiento pro-
yectado (363), la ecuacion

: rt
mv—m-vo:Ef Fdz,
0

en la cual F es la proyeccion de una cualquiera de las
fuerzas que obran sobre el punto material; el signo X in-
dica una suma de tantos sumandos como fuerzas obran
sobre él; porque la proyeccion de la resultante de las fuer-
zas aplicadas a este punto, es igual 4 la suma de las pro-
yecciones de las mismas fuerzas; y por consiguiente, el
impulso elemental 6 total de la proyeccion de la resultan-
te, es igual 4 la suma de los impulsos elementales 6 tota-
les de las proyecciones de las componentes. Si escribi-
mos tantas ecuaciones analogas 2 la anterior, como puntos
tiene el sistema, y las sumamos ordenadamente, obten-
dremos la siguiente

¢
Emv—3 myy==% f Fdt.
/0

El signo £ del primer miembro de esta ecuacion se ex-
tiende a tantos sumandos como puntos materiales tiene
el sistema, y el del segundo, a todas las fuerzas que ac-
tuan sobre todos los puntos materiales de dicho sistema.
Las proyecciones de las fuerzas interiores sobre el eje de
que se trata, son dos a dos iguales y de signos contrarios,
potilo que se destruyen mituamente en el segundo miem-
bro de la ecuacion precedente; de modo, que se, puede
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escribir prescindiendo de los términos correspondientes
a las fuerzas interiores; podremos pues enunciar el teore-
ma que encierra dicha ecuacion en los siguientes tér-
minos:

El incremento total de la suma de las cantidades de mo-
vimiento de, un. sistema material, proyectadas sobre un efe
fijo cualquiera, durante un tiempo tambien cualguiera, es
tgual é la suma de los impulsos totales de las proyecciones de
las fuerzas exteriores sobre este eje, durante el mismo
tiempo.

629. Tambien este teorema nos facilita la explicacion
del retroceso de las armas de fuego. Antes de la inflama-
‘cion dela pélvora, el cafion y su carga forman un siste-
ma inmévil, en el cual la suma de las cantidades de mo-
vimiento proyectadas sobre el eje del cafion es nula.

Esta suma de cantidades de movimiento proyectadas
debe permanecer constantemente nula, mientras no se
desarrollen fuerzas exteriores, que proyectadas sobre el
eje de la pieza, produzcan una sumadeimpulsos diferen-
te de cero. La inflamacion de la pélvora solo produce
fuerzas interiores; luego el cafion y el proyectil toman
al mismo tiempo movimientos necesariamente dirigidos
en sentidos contrarios el uno del otro; de manera, que la
suma de las cantidades de movimiento del sistema, pro-
yectadas sobreel ejede la pieza, conserve el valor nulo que
tenia en un principio. Las velocidades contrarias del pro-
yectil y de la pieza, estan en razon inversa de sus masas,
si despreciamos la masa de la pélvora, 6 de las materias
que producen por su inflamacion el disparo; pero si no se
puede despreciar la masa de estas sustancias, el retroceso
de la pieza sz verifica con una velocidad algo mayor, que
la que encontrariamos por la indicada proporcion.

La ascension de los coketes voladores se explica de una

manera aniloga. La inflamacion del combustible que en-
Mecinica Raclowan.—Tomo II, 13
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tra en la composicion de uno de estos cohetes, hace salir
una cantidad mayor 6 menor de materia por un orificio
abierto en su parte inferior; el cuerpo del cohete debe
pues retroceder, es decir, ponerse en movimiento hacia
arriba; con el objeto de que la ascension sea rapida, suele
mezclarse con el combustible vidrio machacado 4 otra
sustancia muy pesada, para que la cantidad de movimien-
to en el sentido inferior sea grande, y debiendo ser igual
la que produce la ascension, ésta se verifica con mucha
rapidez segun se va consumiendo el cartucho. La accion
de la gravedad va destruyendo la cantidad de movimien-
to ascensional, 6 sea la velocidad del cohete, hasta que
llega al punto mas alto de su curso, en el que la velocidad
es cero, y -luégo desciende como todos los cuerpos pe-
sados.



LECCION LII.

“Teorema de los momentos de las cantidades de movimiente,.—Teore=
ma de las dreas.—Teorema de las 4reas en el movimiento relativa.

—Plano del méiximo de las dreas 6 plano invariable.— Aplicaciones
del teorema de las 4reas.

~ Teorema de los momentos de las cantidades de movimiento.

630. El teorema de los momentos de las cantidades

de movimiento para un punto material puede expresarse
por la ecuacion

M (0)— M (0p) = I ‘MF ),

en la que el signo M indica los mc:mentos tomados con
respecto 4 un eje fijo cualquiera; vy y v son las velocida- -
des del punto material al fin de los tiempos 7,y #, yF la
resultante de las fuerzas que act@an sobre el punto.

Esta ecuacion es aplicable 4 cada uno de los puntos
que componen un sistema dado, y puede ponerse bajo
otra forma, Sean para ello F la resultante de las fuerzas ex-
teriores aplicadas al punto, £, £ . £ . las fuerzas inte-
riores dirigidas de este punto 4 todos los demas del sis-
tema; podremos dar a la ecuacion precedente la forma

M ()M (mvy) — .,[ “M(Fdr)+ [ M, 2)

Para cada punto del sistema podemos-escribir una ecua-
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cion como esta. Sumando ordenadamente todas estas
ecuaciones, y observando que las fuerzas interiores son
en el conjunto, iguales y contrarias dos 4 dos, por lo que
se destruiran en la suma, obtendremos la ecuacion

(1) 2M(m-v)_zM(moj=27 I ‘M (Fds)

que no contiene mis que los momentos de las fuerzas
exteriores, la cual puede enunciarse en los siguientes
términos: _

El incremento total de la suma de los momentos de las can—
tidades de movimiento del sistema, con respecto & un eje fijo
cualquiera, durante un tiempo tambien cualquicra, es igual
é la suma de los momentos, con respecto a este eje, de todos
los 'impu!ms elementales de las fuerzas exteriores, corres—
pondientes i ‘todos los elementos del tiempo que se cam«a’em

631. Elteorema de los momentos de las cantidades
de movimiento se deduce con mucha facilidad del teore-
ma de d'Alambert. _

" Si el conjunto ‘de puntos materiales puede moverse
"como ‘un sistema sélido, las fuerzas perdidas

. d’w ' d:'y d TR ¢ d%'
X—m s Y —m—; s Z—m—zy, X't o ,.....
se equilibran, y deben satisfacer a las tres ecuaciones del
equlhhrlo de un sistema sélido, que expresan que las su-
mas de los momentos de las fuerzas, con respecto 4 los
tres e}es son nula.s- se tiene pues, con respecto al eje z

d?y d*x
o (rem S (3 o

y ecuaciones andlogas para los ejes de lasy, y de las x.
Estas ecuacionespueden ponerse bajo la forma
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Hm(x dsﬂ — d‘,)-—E Yx—Xy),
(2) Em( Z -E, dﬁ)_-E(Xz-—Zx),

L4
m(r g T A== (@r—Ya).

Hemos dicho que suponiendo el sistema solidificado,
no debe haber ningun punto fijo, ni sujeto @ permanecer
sobre una linea 6 superficie fija. Sin embargo, las ecuacio-
nes (2) y sus consecuencias subsisten si existe en el siste-
ma un punto fijo, con tal que se le tome por origen de
coordenadas; porque la condicion de equilibrio del siste-
ma solidificado, es en este caso, que la suina de los mo-
mentos de las fuerzas, con respecto @ tres «jes que pasan
por el punto fijo, sea nula para cada uno .le estos ejes.

Multipliquemos la primera de las ecuaciones (2) por
dt, € integremos, observando que d(xdy—ydx)=
xd%—yd2x, resultara

dy

(3 (5% L)mx(m Prmsy)
=+ I (Y x—Xp)dr.
0

El primer miembro de esta ecuacion es la suma de los
momentos de las cantidades de movimiento, con respecto
al eje de las z, al fin del tiempo #; la constante ¢ en el se-
gundo miembro es la misma suma al fin del tiempo 7, €

t
f (Yx—Xy)dt es la suma, entre estos dos tiempos, de
%

los momentos de los impulsos elementales de las fuerzas
exteriores, comprendidas entre ellas las que pueden re-
presentar las ligaduras. Las fuerzas interiores desapare-
cen por si mismas de la ecuacion (3), que representa, co-
mo la (1), el teorema de los momentos de las cantidades
de movimiento con respecto al eje de las z, el cual puede
tomarse en cualquiera direccion. Lo mismo hubiéramos
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deducido de las otras dos ecuaciones, con respecto i losejes
de las x y de las y.

632. Lds sumasX (Y #—Xy),.... que forman los se-
gundos miembros de las ecuaciones (2), son cero, cuando
suponiendo el sistema solificado,-las fuerzas que lo soli-
citan se equilibran, 6 se reducen 4 una fuerza {nica que
pasa por el origen de las coordenadas. En estos dos casos,
integrando las ecuaciones (2), resulta

[ dy (A
\Em_(”w—fm)—"
dx dz
(4_) ;L‘m( z-d_.-‘. —Xx W )::C’,
w dg d'} __fn

Las constantes ¢, ¢, ¢, se determinan segun las posi-
ciones y las velocidades iniciales de los puntos del siste-
ma. De las ecuaciones (4) resulta, que la suma de los mo-
mentos de las cantidades de movimiento de las masas del
sistema, con respecto a cada uno de los ejes coordenados,
y por consiguiente con respecto 4 una recta cualquiera,
es constante.

Luego si en un instante cualquiera, consideramos las
cantidades de movimiento como fuerzas que animan los
diferentes puntos del sistema, y las componemos como si
estuvieran aplicadas 2 un cuerpo sélido, reduciéndolas a
tres fuerzas dirigidas segun los ejes, y 4 tres pares para-
lelos 4 los planos coordenados, se encontrara siempre la
misma resultante y el mismo par resultante, con respecto’
al mismo origen. El momento de este par resultante
es k= /7t 4o, y su plano, perpendicular 2 la rec-
ta que forma con los ejes angulos cuyos cosenos son

o” cl'

(13 . -
T ...;,. ¥ ED tiene por ecuacion

. x4y +cz=0.
633. Para ver esta trasformacion con claridad, refi-
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ramos el movimiento del sistema 3 tres ejes fijos rectan-
gulares OX, OY,0Z, (fig. 271). Sea M un punto de
masa 2, cuya velocidad sea v
en un instante dado, y que ten-
ga la direccion MA; tomemos
sobre esta recta una longitud
MA igual 4 la cantidad de mo-
vimiento mv del punte, valua-
da en una escala arbitraria.
Consideremos MA como una
fuerza, y apliquemos al origen
‘0, que supondremos unido n-
variablemente al sistema, dos]fuerzas opuestas OB, OC
iguales y paralelas a MA. Las dos fuerzas OC, MA, igua-
les, paralelas y opuestas, forman un par, cuyo eje podemos
representar por OD, proporcional al momento del par, per-
pendicular a su plano y dirigido en el sentido definido
por los convenios establecidos en la teoria de los pares.
Asi reemplazaremos las cantidades de movimiento efec-
tivas, sin alterar sus proyecciones, ni sus momentos, por
las mismas cantidades de movimiento trasportadas para-
Jelamente a si mismas al punto O, y por una serie de pa-
res cuyos ejes podemos suponer tambien aplicados en este .
punto. Componiendo todas las fuerzas, obtendremos una
resultante OP; y haciendo lo mismo con los ejes de los
pares, resultara un eje resultante OR.

La suma de las proyecciones, en el instante considera-
do, de las cantidades de movimiento sobre un eje cual-
quiera, OX por ejemplo, estara representada por la pro-
yeccion de OP sobre este eje; del mismo modo, la suma
de los momentos de las cantidades de movimiento con
respecto al eje OX, estara representada por la proyeccion
del eje resultante OR sobre OX.

- La resultante OP, y el eje del par resultante OR, se-

Fig. 271.



200 TEOREMAS GENERALES DEL MOVIMIENTO.

ran constantes, como hemos dicho arriba, en virtud de las
ecuaciones (4).

Teorema de las 4reas.

634. Este teorema se deduce facilmente de las ecua-
ciones (4). Mientras que el pun-
to M (x, r, 2) (fig. 272), descri-
be su trayectoria MN, la pro-
yeccion OM’, de su radio vector
OM sobre el plano XY, describe
el area A=M'ON’, cuya diferen-
cial es

dh==}(xdy—ydx);

Fig, 272. con lo cual, se puede escribir la
primera de las ecuaciones (4), del siguiente modo
o bk b
IZm =3¢

€ integrando, teniendo presente que para #=0,2 =0,y la
constante de la integracion es cero, sera
Zmh=4% ct.

Designando por A y 3 las areas descritas por las pro-,
yecciones del radio vector sobre los planos ZX,y ZY, se
tendra del mismo modo

Imh'=%cs, . Sm\N'=}"t.

Cada una de las constantes ¢, ¢, ¢”, representa el duplo
de la suma de las areas descritas en la unidad de tiempo,
por la proyeccion de cada radio vector sobre el plano
coordenado correspondiente, multiplicadas respectiva-
mente por las masas de cada uno de los puntos. De estas
ecuaciones resulta el teorema de las 4reas, cuyo enuncia-
do es el siguiente:

8i las fuerzas motrices aplicadas @ un sistema sé equili-
bran, i tienen una resultante dnica que pasa por el origen
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de las coordenadas, la suma de las Greas descritas por las
proyecciones de los radios vectores sobre cada uno de los pla-
nos coordenados, multiplicadas respectivamente por las masas
de los puntos materiales correspondientes, es proporcional al
tiempo,

El enunciado del teorema de las areas, se simplificaria,
si las masas de losdiversos puntos materiales fueran igua-
les entre si; porque se podria suprimir la masa de cada
punto, que seria un factor comun 2 todos los términos de
lasuma; y el teorema consistiria, en que la suma de las
areas descritas por las proyecciones de los radios vectores,
sobre cada uno delos planos coordenados, seria proporcio-
nal al tiempo #. Si quisiéramos hacer esta simplificacion
en el caso general, en que las masas m,»', m"....., son des-
iguales, escogiendo por unidad una masa m,, que esté con- i
tenida un nimero exacto de veces en cada una de di-
chas masas, de modo que se tenga '

m=—nmy, m=—=nmy m'=n"Mmi...

siendo #,#',#", ... nimeros enteros; podemos reemplazar
el punto material de masa =, por # puntos materiales de
masa m,, que estén juntos los unos con los otros, el pun-
to material de masa #/, por #' puntos materiales de masa
my, y asi sucesivamente; de esta manera todos los puntos
materiales tienen masas iguales 4 m,, y por consiguiente
se puede suprimir este factor comun, y enunciar el teore-
ma como antes hemos indicado. Conviene, sin embargo,
observar que en realidad, en lugar de la suma de las
areas, es necesario tomar siempre la suma de los produc-
tos de las areas, que corresponden 4 los diversos puntos
materiales del sistema, por las masas de estos puntos ma-
teriales. ;

635. El teorema de las areas se verifica en particu-
lar, cuando las fuerzas motrices delsistema se reducen a
las acciones mituas entre sus diferentes puntos; 6 son
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fuerzas dirigidas todas constantemente hacia un punto
fijo, con tal que se tome éste por origende las coordena-~
das, porque en ambos casos estas fuerzas se destruyen. Si
suponemos el Sol fijo, todas las fuerzas motrices de los
planetas se reducen a fuerzas dirigidas hacia el centro del
Sol, y 4 lasatracciones y repulsiones mituas, que se des-
truyen dos a dos.

Luego el teorema de las areas se verifica en nuestro
sistema planetario, con respectoa todo plano trazado por
el centro del Sol.

El teorema de las areas subsistira, si sobrevienen en el
sistema considerado choques 6 explosiones, que provienen
siempre de acciones mituas entre sus moléculas, y se

destruyen entre si dos a dos, por ser fuerzas interiores.

Teorema de las 4reas en el movimiento relativo.

636. En lo dicho anteriormente hemos supuesto el
origen de las coordenadas fijo en
el espacio, y vamos a2 ver que el
teorema de las dreas tambien se
verifica cuando el origen es mé-
vil con el sistema, es decir, en el
movimiento relativo. Sean A
(x1,71,2,) (fig. 273), el origen
mévil, M un punto de masa m,
cuyas coordenadas son x, =,
con respecto a los ejes fijos OX, OY,0Z, y x',/, 2" cod
respecto 4 los ejes méviles AX', AY’, AZ’, paralelos 2
los fijos. Sabemos, que
(5) x=x+x, r=ri+y, 2=2+2}

sustituyamos estos valores en las ecuaciones (2), sin ha-

dl
&y = ;1a prime-

Fig. 272,

do
cer por ahora esta sustitucion en Fh g
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mera se convierte en la

Nl Jd y ! d’”
(6) xizm .}’1 dts+ \ d" .}’ e )

=x12Y-—-_;fiEX +3(Yx'—Xy');
suponemos que no hay en el sistema ningun punto fijo, y

enténces tenemos por las tres primeras ecuaciones del
equilibrio del sistema solidificado (620)

dr_ dry

con lo quela ecuacion (6) se simplifica, y quedareducida a
(7) Em( a8 = ag;a) '_'-'(Yx"_ Xf)

= d*r  d? 1,
Dz las ecuaciones (§) se deducen, =R + dt* Y
;d’_y &y, | &Y
dai?

e sustituyendo en la (7), resulta

’ i
(8) i{:‘ Emo!—— Emj +Em( Jg‘y _y'd;:,)
= "(Yx — X
y obtendremos dos ecuaciones analogas a las dos alti-
mas (2). Para que estas ecuaciones sean semejantes a
las (2) del nam. 619, es necesario y suficiente que
T I =S 2y =0,

y lo mismo las dos cantidades analogas. Esto puede con-
seguirse de varias maneras,

Una de estas consiste, en tomar el centro de gravedad
por origen de los ejes méviles, porque entdnces, Emx'=0,

. Emy’=0, Emz'=0; y tendremos en este caso las ecua-
ciones ; '

1 A Ty Sy
S Ly 28 )5 (Y —Xy),

r dix’ , d%'
(9) Em(z R autata )_‘“(Xz —Zx),

, A2,
_Em(r —d%—z’ d:' )_ (Zy'—Y2).
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Tambien desaparecen los citados términos, y resultan
las ecuaciones (9), si tomamos por origen mévil un pun-
to que tenga en el espacio un movimiento rectilineo y

d”yl d"'l
uniforme, porqueenténces 7 ey, —=p=0, T <

Y por dltimo, existe otra manera, psro mucho ménos
atil, de llegar al mismo resultado, que consiste en deter-
minar el punto A por las condiciones siguientes:

@ __“dr __ an
Smx" Zmy Emz’

Estas ecuaciones significan, que la fuerza aceleratriz
del punto A, 6 la que habria que aplicarie en cada ins-
tante, para que tomara el movimiento que tiene realmen-
te, debe estar constantemente dirigida hacia el centro de
gravedad del sistema; puesto que EZmx’, Emy’, Zmz’ son
proporcionales 4 las coordenadas méviles del centro de
gravedad del sistema.

.637. Si el origen de las coordenadas méviles se esco-
je de una de estas tres maneras, se tendran, con respec-
to 4 los ejes méviles, propiedades semzjantes 4 las en-
contradas para los ejes fijos, porque las ecuaciones (9)
tienen la misma forma que las ecuaciones (2) del na-
mero 631. Asi, si las fuerzas se equilibran, suponiendo
el sistema solidificado, 6 se reducen 4 una sola que
pasa por el origen mévil, los segundos miembros de las
ecuaciones (g) son cero, y se deduce tambien que la suma
de las areas descritas por las proyecciones de los radios
vectores sobre uno de los planos coordenados, multipli--
cadas por las masas correspondientes, es proporcional al
tiempo, 6 crece de cantidades iguales en tiempos iguales;
y el teorema de las areas es cierto con respecto a este
plano mévil. En nuestro sistema planetario, por ejemplo,
se puede tomar por origen de las coordenadas su centro
de gravedad; porque suponiendo que las estrellas no ejer-
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cen ninguna accion sobre el sistema, el movimiento de
este punto es rectilineo y uniforme. Por otra parte, las
fuerzas motrices del sistema se reducen 2 las acciones mii-
tuas entre sus diferentes puntos, de suerte que se verifi-
ca el teorema de las areas con respecto @ un plano cual-
quiera que pasa por su centro de gravedad.

Plano del méximo de las dreas 6 plano invariable.

638. El plano del maximo de las areas es un plano
tal, que la'suma de los productos de las masas de los pun-
tos materiales por las areas que describen las proyecciones
de sus radios vectores sobre este plang, es un maximo.

Para determinarlo consideremos un sistema de puntos
en movimiento, para el cual se verifica el teorema de las
areas, tomando por origen un punto O, fijo 6 mévil, se-
gun las condiciones anteriormente establecidas.

El radio vector OM del punto M (fig. 27'4.) describe
en el espacm una super-
ficie cénica, cuyo elemen-
to MON coincide con el
plano tangente; sean ds
este elemento, «,8,y los
angulos quela perpendi-
cular OLasu plano forma
conlosejes OX, 0Y,0Z;
wel area OM’N’ descrita
por la proyeccion del ra-

Fig. 2r4. dio vector OM sobre un
plano cualquiera P, parpsndicular & una recta OH, que
forma con los ejeslos angulos &, 4, /. Llamando cr:LOH
al angulo del plano de la area conel plano de proyeccion
P; tendremos

" dw=dscosg,
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porque de es la proyeccion del area ds sobre el plano P.
Las proyecciones de ds sobre los planos coordenados son
d,d),d)', y se tiene,
dN'=dscosa, d)\'=dscosb, di=dscosy,
y COS == C08%C0S#-C0s6coss 4 cosycos/;
multiplicando esta Gltima por ds, y teniendo en cuenta
las precedentes, se tiene
dw=—d) cosa -+ d\ cosd -+ d).cosl,
de donde integrando,
w=»\"cosa—+A"cosb—+Acos/;
por consiguiente, multiplicando esta ecuacion por m, y
sus analogas por m',m",..... y sumandolas ordenadamen-
te, tendremos
X mw=—=c0s aEm\’ +cos bEm) +cos [Zm.
Pero sabemos (634) que. :
Imh=4}ct, TmN=3ct, EZm\'=}"t
luego

(10) Emw=—(c"cosa—c'cosb+ ccosf)%.

En esta ecuacion el coeficiente de # es constante, siendo’
dada la posicion del plano P. Hagamos
Va+ =k
podemos escribir la ecuacion anterior bajo la forma
!t & . L \ %
(x1) Emm_(?cos a*-ﬁ-cos-é +'§.’ cos-c};.t!

c.n‘

Las cantidades -, -%-, %- son menores que launidad, y
pueden representar los cosenos de los angulos formados
por una cierta recta OK con los ejes coordenados, recta
cuya direccion esindependiente de la posicion del plano P.
Por consiguiente, si concebimos un plano = perpendicular
4 OK, la posicion de este plano no depende de ladel plano
P. Siendo f el ﬁ.ngulo HOK de los planog Py =, se tiene

"

¢ [ ¢ .
cos a:?cosa-}f? cosé-]-? cos/,
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por consiguiente
(12) Emw=3ktcosh.

Asi, lasumade las areas descritas sobreel plano P, mul-
tiplicadas respectivamente por las masas de los puntos
correspondientes, es igual al producto de }k# por el co-
seno del angulo de los dos planos Py . '

Como la cantidad constante £ es independientemente
de la posicion del plano P, la ecuacion (12) nos dice, que
la cantidad Emw es un maximo, cuando cos =1,0=0;
es decir, cuando el plano de proyeccion P coincide con el
plano =; enténces tendremos

2 (13) Emo=—3K¢.

Existe, pues, un plano fijo tal, que la sumadelas areas
descritas durante un tiempo cualquiera por las proyeccio-
nes de los radios vectores de los puntos méviles sobre
este plano, multiplicadas por sus masas, es mayor que para
otro plano cualquiera de proyeccion. Este plano esta
siempre fijo en el espacio, cualquiera que sea el tiempo
trascurrido, como que su direccion depende de las canti-

el

dades constantes -E.—-, —Z— 7> Y se le llama por esta razon

plano del maximo de las areas, 6 plano invariable.
Su ecuacion es como vimos (632)

dx+cy+ea=0;
y la suma Ymew relativa 2 otro plano de proyeccion, se de-
duce de la que se refiere al plano =, multiplicandola por‘el
coseno del angulo de los dos planos. Este plano es el mis-
mo que el del par resultante de las cantidades de movi-
miento del sistema solidificado, que determinamos en el
citado nam. 632.

En nuestro sistema solar, una vez determinado el pla-
no invariable, sz pueden referir 4 él los movimientos de
todos los cuerpos del sistema, y comparar entre si, todas
las observaciones astronémicas hechasen los tiempos pa~
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sados, presentes y futuros. La determinacion del plano in-
variable del sistema solar es una de las cuestiones mas
importantes de la Mecanica celeste.

Aplicaciones del teorema de las 4reas,

639. El teorema de las dreas nos explica, porqué el
movimiento anual de la Tierra alrededor del Sol no es
uniforme. En efecto, siendo este teorema aplicable al
movimiento de los planetas en sus 6rbitas, las cuales son
elipses que tienen el Sol en uno de sus focos, los radios
vectores, que unen el centro del Sol con el centro del
planeta, son desiguales; y en el perihelio, que son meno-
res, debera el centro -del planeta estar animado de ma-
yor velocidad, que enelafhelio, en queson mayores, para
que las areas descritas por el radio vector en tiempos
iguales sean iguales, como deben serlo en virtud del teo-
rema de las areas.

640. Las fuerzas interiores no tienen, como hemos
dicho, influencia alguna sobre la suma de los momentos
de las cantidades de movimiento con relacion 2 un eje
cualquiera, 6 lo que es lo mismo, sobre las sumas de los
productos de las masas, por las areas que describen du-
rante la unidad de tiempo, las proyecciones de los radios
vectores sobre planos fijos.

Asi, siun cuerpo gira al rededor de un eje fijo, y por
un esfuerzo interior ciertas partes del cuerpo se aproxi-,
man al eje, lasuma de los productos de las masas por las
areas descritas durante la unidad de tiempo, en proyec-
cion sobre un plano normal al eje, noexperimentara cam-
bio ninguno en virtud de esta accion interior; de donde
resulta, que la velocidad angular « aumenta, porque el
area descrita en la unidad de tiempo por un radio vector
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7 tiene por valor } w7 % sir disminuye, » debe aumentar
para que el producto # w72 permanezca constante.

El enfriamiento de un cuerpo produce una contraccion
6 disminucion de volamen, debida 4 la accion de fuerzas
interiores; luego un cuerpo que gira al rededor de un
eje debe adquirir velocidades angulares més y mas gran-
des 2 medida que se enfria.

Apliquemos este resultado a la Tierra, que gira alrede-
dor de su eje.

Las observaciones meteorolégicas han demostrado que
la temperatura de la Tierra disminuye aunque muy len-
tamente; luego la velocidad angular de la rotacion de la
Tierra aumenta tambien lentamente. Por otra parte, las
observaciones astronémicas, desde Hiparco hasta nues-
tros dias, prucban que, en un periodo de mas de dos mil
afios, la velocidad de la rotacion de la Tierra ha variado
muy poco; lo que demuestra que la temperatura de nuestro
globo ha variado tambien muy poco.

641. En virtud del teorema de las areas, un sér ani-
mado, aislado en el espacio, y que no recibe la accion de
ninguna fuerza exterior, y esta primitivamente en reposo,
no solo no podra moversu centro de gravedad, sino que
le sera imposible darse 4 si mismo un movimiento de ro-
tacion al rededor de dicho punto; porque de cualquier
modo que haga funcionar sus miembros, no puede des-
arrollar mas que fuerzas interiores, que noalteran la suma
de las areas descritas por las proyecciones de los radios
vectores, que parten de dicho punto, sobre un plano
cualquiera que pase por su centro de gravedad, la cual
debe conservar siempre el mismo valor; y si al principio
era nula, despues debe tambien serlo. Asi, cuando mueve
algunas partes de su cuerpo, de manera que la suma de
las areas que les corresponden, proyectadas sobre un pla-

no determinado, tiene unvalor positivo, hay precisamen-
Mzcinica Ractonar.—Tomo II. 14
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te otras partes del cuerpo que se mueven al mismo tiem-
po en sentido contrario, de manera que describan areas
cuya suma de proyecciones sea negativa, a fin de que la
suma total de las areas; relativas a todas las partes del
cuerpo, sea igual cero. '

Cuando un hombre puesto de pié sobre el suelo, y es-
tando en reposo, empieza a marchar hacid adelante, hace
* pasar su centro de gravedad del estado de reposoal de mo-
vimiento; vamos 4 explicar c6mo. Mientras que el hom-
bre se encuentra en reposo, esta sometido 2 dos fuerzas
exteriores que se equilibran, que son, la accion de la gra-
vedad que obra sobre las moléculas de su cuerpo, y la
resultante de las presiones que sufre de parte del suelo,
en los diferentes puntos en que le toca; cuando el hombre
quiere ponerse en marcha y adelanta un pié, solo desarro-
lla fuerzas interiores, que no pueden poner su centro de
gravedad en movimiento; pero en virtud de teorema de
las areas, y conforme a lo que acabamos de decir,al mismo
tiempo que adelanta un pié, el otro pié€ y el resto del cuerpo
tienden a retroceder, retroceso que no se verifica por el
rozamiento que se desarrolla, y lo impide hasta un cier—
to limite, y como este rozamiento es una fuerza ex-
terior, el centro de gravedad del cuerpo adelanta; de ma-
nera que el rozamiento, que el suelo ejerce sobre la plan-
ta del pié, es la fuerza que determina el movimiento del
‘cuerpo. Es sabido, que sobre un piso resbaladizo, para el
cual el coeficiente de rozamiento es pequefio, al adelantar
un pié, el otro resbala hacia atras, y hay peligro de caer
sino se tiene cuidado; lo cual se observa frecuentemente
al marchar sobre un piso de hielo, G otra superficie lisa,

y aun mas si se tienen puestos patines.



LECCION LIII.

“Teorema de las fuerzas vivas ., —Consecuencias del teorema de las fuer-
z1s vivas,— 'eorema de las fuerzas vivas en el’ movimiento relati-
vo.—T'eorenia de la menor accion,—Importancia relativa de los

teoremas generales que rigen el movimiento de un sistema material
cualquiera,

Teorema de las fuerzas vivas.

642. En el movimiento de un punto material se ve-
rifica, que el incremento de la fuerza viva del punto so-
licitado por una fuerza F, durante un intervalo de tiempo
cualquiera, es igual al duplo del trabajo desarrollado por
la fuerza durante este tiempo. Como el trabajo de la re-
sultante de varias fuerzas es igual 4 la suma de los traba-
jos de las componentes, si el punto esti solicitado por va-
rias fuerzas, el incremento de la fuerza viva del punto
s igual al duplo de la suma de los trabajos desarrollados
por todas estas fuerzas.

Sean v,y v las velocidades de un punto de masa m al
principio y al fin del tiempo # F,, F',, F”,,..... las com-
ponentes tangenciales de las fuerzas F, F', F”..... que
obran sobre el punto, en un instante cualquiera, ds el ele-
mento de trayectoria descrito por el mévil en el tiempo
dt, contado a partir de este instante. La ecuacion de las
fuerzas vivas en el movimiento de este punto, sera

. s
mu2 —m-vﬁo=2z'-£ Fld,;;
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el signo suma se extiende 4 tantos sumando como fuerzas
actiian sobre el punto, y los limites s; y s son los arcos.
correspondientes a la posicion inicial y final del punto.

Escribamos tantas ecuaciones analogasa la anterior, co--
mo puntos tiene el sistema material en movimiento, con-
siderando un mismo intervalo de tiempo para todos, y
sumemos miembro 2 miembro todas estas ecuaciones, ek
resvltado final sera

(1) Emv?—XEmvy2=2% [ F,ds,

en la cual los signos X del primer miembro se extienden:
4 tantos sumandos como puntos materiales tiene el siste-

ma, y el mismo signo en el segundo miembro 4 tantos su-
mandos de la misma forma, como fuerzas obran sobre to-

dos los puntos del sistema.

El primer miembro de esta ecuacion expresa el incre-
mento de lasuma de las fuerzas vivas del sistema al pasar
de la posicion inicial a la posicion final; y el segundo la.
suma de los trabajos desarrollados por todas las fuerzas
que obran sobre el sistema, al pasar éste de una posicion
aotra; entre estas fuerzas se encuentran a lavez las fuerzas:
exteriored’y las interiores, ya sean fuerzas dadas, ya re-
presenten las ligaduras del sistema. S6lo desaparecen las.
fuerzas en el segundo miembro'de la ecuacion anterior, en
los casos particulares en que.su trabajo individual es cero
por si mismo.

La ecuacion (1) es la expresion analitica del teore—
ma de las fuerzas vivas, el mis importante de toda la
Dinaniica, en'lo que se refiere al movimiento de las ma-
quinas, el cual se enuncia en los siguientes términos: :

El incremento total de la fuerza viva de un sistema ma-
terial en movimiento, durante” un intervalo de tiempo cual—
quiera, es'ighal al duplo de’la suma de los trabajos de todas
las fuerzas, tanto exterivres como interiores, que actiian sobre
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dos diversos puntos del sistema, durante el mismo tiempo.

Es muy esencial observar que las fuerzas interiores no
«desaparecen por si mismas de la ecuacion de las fuerzas
vivas, como sucede en los tres primeros teoremas gene-
rales, lo cual constituye una diferencia importante entre
-esta ecuacion y las que expresan analiticamente los otros
tres teoremas. Por consiguiente, siempre que se trata de]
estudio de las fuerzas interiores, se usa el teorema de las
fuerzas vivas.

643. Elteorema de las fuerzasvivas esta comprendi-
do, como todos los teoremas generales, en el teorema de
d’'Alambert.

La ecuacion general del movimiento, que expresa este
‘teorema, es:

>:[(x—m‘%’)ax+(Y-m—)@f+(z—m_)az —0;

-en la cual m, m',m",..... son las masas de los puntos ma-
teriales del sistema, solicitados por las fuerzas P,P',P”,.....
cuyas componentes paralelas a los ejes son X, Y, Z,
0 Llp b

Las ligaduras del sistema estaran expresadas por cierto
namero de ecuaciones.

(3) =0, M=0, N=0,.....

«que deben ser satistechas durante todo el movimiento,
por las coordenadas de los puntos del sistema, en todas sus
posiciones.

Dando un movimiento virtual al sistema, durante el
<ual puede suponerse el tiempo constante, deduciremos
de las ecuaciones (3) las siguientes:

ﬁ“x-q--g—?d 4. dk bz-l—d L s e 1220,
(4) d\Ia ..|__8 +d3{ Sz—l-dMSx e =0

gl e gy vl G laiag! TG L givie s Gl B Rt gD TRl e e e
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En el movimiento efectivo del sistema las coordenadas:
de sus diferentes puntos deben satisfacer 4 las ecuaciones

de condicion (3), y se tiene, diferenciandolas con relacion
a f como variable independiente

dz+ dx—]— d + x+ ..... ==k

d\rI aIM

(S)S d+—d + 4}-]- d—}- dx—|— ..... =0

Supongamos que las ecuaciones de condicion no con-—
tienen el tiempo explicitamente; enténces
ELASP Rl B
dt A iy
y de la comparacion de las ecuaciones (4) y (5) deduci-
remaos i
Se=idx, SVe=ay; 03 =—d5, OXi—=dx s
Asi, entre todos los movimientos virtuales, compatibles.
con las ligaduras del sistema, podremos escoger el que se
refiere al movimiento real de cada punto, para el cual
la ecuacion (1) sera ;

E[(X— )a’x+(Y m dgs)g‘{y_;,(z_mf;;) z]=0;_

que se puede poner bajo la forma
dudaz+ dyd®y+-dzdz

(6) ZEm o =XXdx+Ydr+ Zdz).
Pero de _
__dx’dy*+ d2?
v = di* 3
se deduce

%dv_. daod*z +c§if’y+dzd5z .
(7) dEm?=RX(Xdx—+Ydr +7Zdz);
6 llamando dp 4 la proyeccion del camino recorrido por
el punto de masa m, sobre la direccion de la fuerza P, sera
“(8) dEImv2=RZXPdp.
Luego la diferencial de la suma de las fuerzas vivas, de
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todos los puntos del sistema, es el duplo de la suma de las
cantidades de trabajo elemental de las fuerzas motrices.

Integrando la ecuacion (7) entre los limites #; y #, ten-
dremos, designando par v, la velocidad inicial y por v la
velocidad final para cada uno de los puntos,

¢
(9) Imv2—Epyl—=2 [E(de—i—Yq’r—l——_ Z4dz),

que es la ecuacion de las fuerzas vivas y puede enunciar-
se en los mismos términos que la ecuacion (1), en razon
a que el trinomio del trabajo, X dx+Ydy 4 Zdz, esequi-
valente a F, ds.

644. Puede demostrarse directamente, de una manera
muy sencilla, el teorema de las fuerzas vivas. La fuerza
P que actfia sobre un punto demasa m, tiene por compo-
nentes tangencial y centripeta, mg,ym—:x,siendop-el radio
de curvatura, Introduciendo con la fuerza P dos fuerzas
iguales y contrarias a estas componentes, deben equili-
brarse con ella, y por consiguiente, la suma de los mo-
mentos virtuales de las tres debe ser cero. .

Como en la demostracion anterior, si las ligaduras del
sistema no dependen explicitamente del tiempo, podemos
tomar el movimiento real ds, por el movimiento virtual
8s. Sea dp la proyeccion de ds sobre la fuerza P, el mo-
mento virtual de esta fuerza es Pdp, el de la fuerza tan-
gencial tomada en sentido contrario es

—m % di——m i—:dwz—mv dv; |
el de una fuerza igual y contraria 4 la ‘fuerza centripeta
es cero; luego tendremos

Pdp—mvdv=0, ¢ ZXPdp— Emvdv=0,
que puede ponerse bajo la forma
dEmv2—=2XPdp
que es precisamente la ecuacion (8), y se puede deducir de
ella la ecuacion (g). ]
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Consecuencias del teorema de las fuerzas vivas.

645. El teorema de las fuerzas vivas suele denomi-
narse algunas veces feorema del efecto del trabajo. En €l
vemos que el trabajo positivo de las fuerzas tiene per
efecto aumentar la fuerza viva total de un sistema mévil,
miéntras que el trabajo negativo produce una disminu-
cion de dicha fuerza. El trabajo motor, gastado por las
fuerzas durante un cierto recorrido de los puntos mévi-
les, se vuelve 4 encontrar bajo la forma de fuerza viva,
al cabo de este recorrido, en el sistema que se mueve, y
la fuerza viva que el sistema pierde, para vencer las resis-
tencias que se oponen al movimiento, aparece del mismo
modo en el trabajo negativo desarrollado por estas resis-
tencias. Bajo este punto de vista, puede decirse que &/
movimiento de un sistema material es una serie no interrums=
pida de cambios de trabajoen fuerza viva y de fuerza viva
en trabajo.

Sea T la suma algébrica de los trabajos de las fuerzas
motrices 6 resistentes; apliquemos la ecuacion de las fuer-
zas vivas, sera

(10) Emp2—ZEmy2=2T,
al cabo de un cierto intervalo de tiempo, y supongamos
que al principio y al fin dé este intervalo las velocidades
de los mismos puntos son las mismas, 6 lo que es lo mis~
mo, que v=ug; resultard que Ymv?=Imv 2, y T sera por
lo tanto cero; luego el trabajo total de las fuerzas es nulo
durante el intervalo de tiempo considerado.

Esta conclusion se aplica principalmente 2 los movi-
mientos periédicos, es decir, a los movimientos en virtud
de los cuales los diversos puntos materiales que componen
un sistema, vuelven al cabo de tiempos iguales a las posi~
ciones precedentemente ocupadas, y se vuelvena encon-
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trar animados de las mismas velocidades. Cuando esto se
verifica, el trabajo total de las fuerzas es nulo para cada
uno de los periodos.

En una maquina que empieza 2 trabajar partiendo del
reposo, y vuelve al reposo cuandosu trabajo cesa, se tie-
ne al principio del movimiento vg=0, y al fin v=0, para
todos los puntos de la maquina. Luego T=0), es decir,
que la suma de los trabajos de todas las fuerzas que ac-
tian sobre la maquina, desde que empieza @ marchar, has-
ta que para, es idénticamente nula; el trabajo positivo de
las fuerzas motrices es por lotanto, durante este interva-
lo, igual en valor absoluto al trabajo negativo de las re-
sistencias, .

646. " Si no hay fuerzas motrices aplicadas al sistema,
6 si las fuerzas se equilibran, se tiene en la ecuacion (8)
2Pdp—0, integrada aquella ecuacion, da

(x1) Zmv'=cons."”.

De manera, que en un sistema sujeto é condiciones cua-
lesquiera , pero que no dependan del tiempo, si no hay fuer-
Zas motrices, ¢ si las fuerzas motrices se equilibran conti-
nuamente, la suma de las fuerzas vivas permanece cons-
tante. Este principio se conoce con el nombre de prin-
cipio de la conservacion de las fuerzas vivas. Debemos
observar que en los sistemas en que tiene lugar, no
estando sometidos los puntos 2 la accion de ninguna fuer-
za motriz, las velocidades no varian mas que 4 causa de
sus ligaduras y de la precision de moverse sobre superfi-
cies 6 curvas fijas.

647. Sila tuncion X(Xdx~+Ydyr+Zdz) esla diferen-
cial exacta de una funcion de las variables x, -, 2,x",/,2/,...
consideradas como independientes, 6 como ligadas entre
si por las ecuaciones L—0, M=0, N=0,...; de modo
que se tenga

(12) RXE(dx—+ Y@’r+Zd:z:)—-_—:fz’j(x,r,z,x',r',z',... )5
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tendremos, integrando la ecuacion (7) con relacion al
tiempo : . .
(13)  Emv'=flx,7, 25" 7 $oini)t-Ls
al principio del tiempo #, la velocidad es vy, y las coorde-
nadas x, ¥, 2g, X'+ ..., y tendremos

- Emvg =f(x.50: %05 Xgs ¥ gsenwes) +C;
por consiguiente ! :
(14) Emv’—Emvy=f(2,10,2,5" 7 0.y —J(%0: 7 20:% g3 0+ )~

Asi, que cuando el sistema pasa de una posicion a otra,
el incremento de la suma de las fuerzas vivas solo depen-
de de las coordenadas de sus puntos en estas dos posicio-
nes. No hay necesidad, para calcular este incremento, de
conocer ni las ligaduras de los puntos en este intervalo,
ni los caminos que han seguido, ni el tiempo empleado en
recorrerlos. :

La ecuacion (r4) prueba tambien, que si los puntos
méviles vuelven al fin del tiempo # 2 ocupar las posicio-
nes que tenian al fin del tiempo #;, la suma de las fuerzas
vivas tiene el mismo valor en estas dos épocas. En este
caso

Emvt= Emuvy’,
porque f(x,7,3,x".....) ¥ %o ¥ 0s Z0s X g++++-) tienen el mis-
mo valor generalmente. Decimos generalmente, porque
hay algun caso en que la funcion aumenta en una canti-
dad constante, y enténces ‘no se verifica la consecuencia
sino teniendo en cuenta esta constante. :

La expresion X(Xdx~+Ydy—+Zdz) es la diferencial
exacta de una funcion de x.y,%,x")/,..... cuando las
fuerzas motrices estan constantemente: dirigidas hacia
puntos fijos, y son funciones de lasdistancias de los pun-
tos de aplicacion a dichos puntos fijos. Lo cual sucede
cuando las fuerzas provienen de atracciones y repulsio-
nes mituas, cuyas intensidades son funciones de las dis-
tancias de los puntos entre los cuales se ejercen.
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Dicha expresion no, es:una diferencial exacta cuando
hay rozamiento a la resistencia ‘de. un medio. Todo lo
cual esta conforme con lo que dijimos-al tratar esta mis-
ma cuestion en la primera parte de la Dinamica, y seprue-
ba del mismo modo.

648. En el caso de un sistema de » puntos y 3zx—1
ecuaciones de condicion, es decir, que las ligaduras del sis~
tema son completas, cada punto se mueve, en un mismo
instante, sobre una curvacompletamente determinada, yel
movimiento puede definirse por medio de una variable Gni-
ca, expresada en funcion del tiempo. En este caso, cuando
se prescinde del rozamiento y de la resistencia del medio
en que se mueve el sistema, la ecuacion de las fuerzas
vivas basta para determinar el movimiento de cada punto,
porque uniendo esta ecuacion 4 las 3#—1, que expresan
las ligaduras, resultan 3# ecuaciones para determinar las
37 variables x, y, 2, &', y/, 2',.:... Antesde emplear la ecua-
cion de las fuerzas vivas, conviene expresar todas las va-
riables en funcion de una de ellas, convenientemente es-
coglda la cual se determina luégo por medio de dicha
ecuacion.

Cuando no se prescinde del rozamiento ni de la resis-
tencia del medio, que suelen llamarse resistencias pasivas,
éstas permanecen desconocidas en la ecuacion del trabajo;
mas no por eso dejara de verificarse ésta, y siempre ten-
dremos, llamando T al trabajo total duranteel tiempo que
se considere, Ja ecuacion

Emy' —Emyy—=2T.

Teorema de las fuerzas vivas en el movimiento relativo.

649. Elteorema delasfuerzasvivasse verifica tambien
enel movimiento relativode unsistemacualquiera, ylasuma
de las fuerzas vivas se descompone en dos partes: una, la
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fuerza viva de la masa entera, concentrada en el centro de
gravedad, y otra la fuerza viva correspondiente al movi-
miento relativo del sistema, con respecto a ejes de direc-
cion constante trazados por el centro de gravedad.

Sean Gx,, Gy,,Gz,, tres ejes paralelos 4 tres ejes fijos
OX; ' OX;:0Z; y trazados por el centro de gravedad
G(xy, 1, 34), al fin de un tiempo cualquiera; x/, 7, 2’ las
coordenadas de un punto cualquiera A (x, y, ), con res-
pecto 2 estos ejes méviles; tenemos

(15) x=x;=4, y=y+r', =2+
de las que, dif.renciando, se'deducen

dw l d’!h 1
(16) d& +¢’d‘ +$’d¢ ""Wl

Sean v la veloczdad del punto A, v, la velocidad relati-
va, es decir, su velocidad aparente para un observador
situado en el centro de gravedad y participando del mo-
vimiento de los ejes méviles, y v, la velocidad del centro
de gravedad G.

Sabemos que

dz dz ds

dao* +-dy? +dz* d:n?, L a4yt dz

ae= | ar v de =dp’
clevando al cuadrado las ecuaciones (16), y sustituyendo,
dz+dy24dz? | da 'y dyipds

02—

- 2_
sera 2= 38 i =7
dx, dx' ﬂ_g_, dy
+2(d¢dr.+d¢'d¢+ 'da

d dy dy dz dz’ <
(17) "EJ"'_U{'+'1'-" 2+2( d‘l z dﬂ -+ d-‘?{ D d; dd)

multipliquemos por 7 los dos miembros de esta ecuacion,
y sumando ordenadamente todas las ecuaciones asi obte-
nidas para todos los puntos del sistema, obtendremos la
siguiente:

(18) Zmvi=ZXmv2+ Imv,2;
observando que

dx, da do d:r: ' d_; dz dz
w s 5 )
Em\z )_-—— + + =0,
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por ser el origen G el centro de gravedad del sistema,
para el cual Emx'=0,Emy'=0..... y por lo tanto

Z‘.mi —0,Em i-HO

Podemos poner en vez de Emv,? M'Ui , siendo M la
masa total del sistema, y la ecuacion (18) toma la forma

Emvi=Muv24Emv,?2

que nos dice, gue la suma de las fuerzas vivas de los puntos
en su movimiento absoluto es igual, en cada instante, al pro-
ducto de la masa total del sistema multiplicada por el cuadra-
do de la velocidad del centro de gravedad, mas la suma de
las fuerzas vivas en el movimiento relativo alrededor del
centro de gravedad.

Suponiendo, como al principio, que el sistema es ente-
ramente libre, sustituyamos el valor anterior de Emv2en
la ecuacion

dEmv2=2%(Xdx~+ Ydr+ Zdz),
obtendremos S
(19) dMv2+-dEmv,2
=2X(Xdx;+Ydy,+Zdz,)+25(Xdx"4+Ydy' + Zd?');
de las ecuaciones del movirniento del centro de gravedad

&'z ?f: dz,
Md"——..X M =5, Md.«,ﬂ 2Z;
se deduce
MQOﬁ'c dﬂxl;;’gdyidﬂjl+2dqd z_detg
=2 3(Xdx,+Ydy,+ Zdz,);

y simplificando la (19), resulta,

dSmv, 2R E(Xdx' Y dy' - Zd2');
que expresa, que en el movimiento relativo de un sistema
absolutamente libre, alredor de su centro de graveédad, la
diferencial de la suma de las fuerzas vivas de los puntos -
del sistema es igual al duplo de la suma de las cantidades
de trabajo aparente de las fuerzas motrices.
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Teorema de la menor accion.

650. Cuando las ecuaciones de condicion son inde-
pendientes del tiempo, y la funcion

S(Xdx +dr4+-Zd2)—df,

siendo f una funcion de las coordenadas, se verifica el
teorema de la menor accion, que se enuncia asi: Entre
todos los movimientos por los cuales se puede imaginar
que el sistema pasa de una de sus posiciones G otra, satisfg-
ciendo G las ecuaciones de condicion, el movimiento efectivo es
el que reduce & un minimo la suma de los productos de las
cantidades de movimiento de cada punto material por los ar-
cos elementales que describe sobre su trayectoria real ¢ efec-
liva.
O lo que es lo mismo, para el movimiento efectivo se

verifica que = f mvds es un minimo, y satisfaced la con-

.8Efmvd:=0.

Efectuando la diferenciacion tendremos’

Ezfmwds:zfm‘&vds-l—zfmivﬁds;

el primer sumando, poniendo por ds su valor vd?, sera

zfm&vd::zfmv&vdt:fa’tEmv_Bv:%fdzazmv?,

teniendo presente que 4# es factor comun, y los signos =
y © pueden permutarse.

La ecuacion de las fuerzas vivas en el supuesto en que
procedemos, es

Emv“‘:f!f 2(de+Yc§V+Zdz)=f+C,

dicion

.
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tomando las variaciones en esta ecuacion, resulta
smudv==3 f==3(X8x + Y&y + Z3z);
luego

fmwd.r—fz(Xox-{-ng—{—Zb 3)ds.

El segundo sumando se trasforma como si se tratase de
un punto Gnico. De
d2=dx24dy2 4 d=2,
se deduce '
dséds—dxbdx —+dyidy +dzédz;
dividiendo por 4 y multlpllcando por. m, sc convierte en

m'vods'—m de—l— d”Seg'}'—-I— Bd...,

b f mydds =3 f maﬁdx+z m-dwcaq'y-q-z f mgﬁdz,

integrando por partes estos términos, sera \

fm——odx—'zm Ex—ﬁfoxm d‘,dz

y del mismo modo se trasforman los otros términos. Y

por fin
Efﬂwsa'szﬁm(d—xsx-l—dysj e =3 )

d’
._zf(mdc?o.x:—i—mtﬁi,ﬁf-l—m 5 )dt

Reuniendo los resultados, se tiene

Bzfmvd.r_._zm dsﬁx-{— Sy-l—d‘ﬁz')—l—
( Xox 4 Yor—+-Zsz)ds.

—?/’(m‘jt Sx—4m dt,Sy—}-mm )a’t

=3Zm (jw“ 8 +——Ez)+

e
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La suma fuera del signo f es nula en los limites,

puesto que la posicion inicial y final de los puntos se supo-
nen fijas; ademas, el movimiento efectivo por el cual el
sistema pasa de la primera posicion 4 la segunda, exige
que en cada instante se verifique la ecuacion

Tl lae st 8 B

luego _
b f muds—=—0;

condicion que basta, salvo ciertos casos excepcionales,
para que Efmvd: sea minimo. Esta funcion no pue—

de ser nunca un maximo, como vimos al tratar de este teo-
rema con relacion 4 un solo punto material.

Importancia respectiva de los teoremas generales que rigen
el movimiento de un sistema material cualquiera.

651. Los cinco teoremas generales que acabamos de
exponer, no tienen la misma importancia; el primero se
refiere Gnicamente al centro de gravedad. del sistema, y
nos da una idea clara y sencilla de la manera de moverse
en el espacio el conjunto del sistema, permitiéndonos es-
tudiar el movimiento del centro de gravedad como si se
tratase de un punto material.

Los teoremas segundo y tercero que se refieren 4 las
cantidades de movimiento proyectadds sobre un eje, y 2
los momentos de estas cantidades de movimiento, tambien
con respecto 4 un eje, expresan relaciones entre las fuer-
zas aplicadas al sistema material, y los efectos producidos
por ellas sobre las diferentes partes del sistema; relacio-
nes 6 ecuaciones que sirven para determinar los valores
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de algunas de las cantidades que contienen en tuncion de
los demas. El nimero de ecuaciones que producen, pa-
rece que es indefinido, como lo son los ejes  que pueden
referirse uno y otro; pero tacilmente se ve que de ellas solo
son distintas seis, tres relativas a cada uno; lo cual se com-
prende con solo considerar las cantidades de movimiento
como fuerzas, proyectar estas sobre los tres ejes coor-
denados, 'y tomar los momentos de ellas con respecto &
los mismos ejes, como si se tratara de establecer las condi-
ciones del equilibrio de un sélido invariable; de modo
que segun esto, el segundo teorema da tres ecuaciones dis-
tintas, y el tercero otras tres, en junto seis.

El teorema de las fuerzas vivas solo da una ecuacion,
la cual contiene todas las tuerzas del sistema, lo que no
sucede en los tres primeros, que solo contienen las fuerzas
exteriores. Conviene tener presente que en este teorema
Ymv? es una cantidad esencialmente positiva, como todcs .
los sumandos que comprende.

El teorema de la menor accion ya hemos dicho en la
primera parte de la Dinamica (383), que su importancia
hoy es mas histérica que cientifica,

Mecinica Racionan.—Tomo 1T, 15
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Movimiento de rotacion de un s6lido alrededor de un eje fijo.—Caso
en que el cuerpo se pone en movimiento por la accion de fuerzas
instantdneas 6 percusiones,—Cdlculo de las percusiones ejercidas
sobre el eje fijo.—Condiciones para que el eje no experimente nin-
guna percusion,—Centro de percusion.—Condicion para gue solo
obre la percusion sobre un punto del eje.

Movimiento de rotacion de un sélido alrededor de un eje fijo.

652. Habiendo establecido en las lecciones anteriores
los teoremas generales dél movimiento de un sistema ma-
terial cualquiera, vamos a aplicar estos teoremas a los:
diferentes casos de movimiento que puede presentar un
cuerpo sélido. _ _

El problema general que vamos 4 resolver, consiste en
determinar el movimiento de un sélido sometido a la ac-
cion de fuerzas dadas. Los casos de movimiento que pue-
de presentar son cuatro: 1.° Que el sélido esté sujeto a gi-
rar alrededor de un ejz fijo. 2.° Que esté sujeto a girar
alrededor de un punto fijo. 3.° Que esté libre en el es-
pacio. 4.° Que esté sujeto a permanecer en contacto con
una superficie fija.

Empecemos por el primer caso.

653. En la Cinematica hemos visto, que en el movi-

"mientode rotacion de un sélido alrededor de un eje, todos
los puntos del sélido describen arcos de circulo semejan-
tes, cuyos radios son sus. distancias al eje; y que llamando
w 2 la velocidad angular, la velocidad absoluta es v=rw,
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siendo r la distancia del punto de que se trata al eje.

Aplicando 2 la resolucion de este problema el teorema
de d'Alambert, segun el cual, todas las fuerzas motrices
del sistema se equilibran en cada instante con las fuerzas
efectivas tomadas en sentido contrario, se obtendra la
ecuacion unica que lo resuelyve, porque el sistema es de
ligaduras completas, y basta una sola ecuacion para re-
solverlo. :

Para ello, sea P la fuerza motriz de un punto #, que
«describe alrededor del eje OZ (fig. 275), unarco M»M'
de radio Kw==r;la fuerza que ha-
bria que aplicar a este punto, si
estuviera libre, paradarle su mo-
vimiento efectivo, es la resul-
tante de dos fuerzas; la fuerza tan
gencial - '

< r—dm-
PP

y la fuerza centripeta, dirigida
segun el radio 7K,
a?
m—=mruw,
r

Descompongamos la fuerza P en dos, una Z paralela
al eje OZ, y otra Q situada en el plano del circulo
‘M»M’, a una distancia KLL=—=¢ del eje de rotacion, Para
todos los puntos del cuerpo las componentes Z, y 7 r w2,
estan siempre destruidas por la resistencia del eje fijo.

do e lag
Todas las otras componentes, Q,y mr—, estan situadas dos

4 dos en planos perpendiculares al eje, y para el equili-
brio, la suma de sus momentos con respecto al eje debe
ser nula, y tendremos

b mr?—— 2Qgq.

.Como %-:—' es constante para todos los puntos del sélido,
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se podra sacar del signo =, y resultara
dw
— Smri=3Qq,

y por lo tanto
do__ 30
dt Zmrt
Esta ecuacion determina la velocidad angular en una
época cualquiera, y es por consiguiente la ecuacion del

. . . dw . - z
movimiento de rotacion; —res la aceleracion angular del

movimiento, y puede enunciarse la ecuacion anterior en los
siguientes términos:

'La aceleracion angular de un silide, sujeto G girar alyre—
dor de un eje fijo, es en cada instante igual @ la suma de los
momentos de las fuerzas motrices, con respecty & esteeje, di-
vidida por el momento de inercia del cuerpn.

Si las fuerzas motrices son nulas, = o HO w== constan-

te; y el movimiento de rotacion es umforrne. S1 XQg—0,
6 lo que es lo mismo, si las fuerzas motrices se equilibran

alrededor del eje, tambien el movimiento es uniforme,

¥ dw
porque no pudiendo ser cero Em#2, se tendraT =0y

la velocidad angular serd constante. Si la suma s Qg, sin
ser constantemente nula, viene & ser cero para una cierta

2155 - 2 v dw 2
posicion del mévil, la aceleracion —r se reduce a cero al

mismo tiempo, y en general cambia de signo cuando el

sélido pasa por esta posicion; antes de llegar 2 ella, E?

es positivo, por ejemplo, y la velocidad angular aumen-

d : - A :
ta; despues -g;—"- es negativo, y la velocidad angular dis-

minuye. Luego la posicion para la cual la suma de los
momentos de las fuerzas es nula, es, en general, la que
reduc: 4 un maximo 6 4 un minimo la velocidad angular.
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Caso en que el cuerpo se pone en movimiento por la accion
de fuerzas instantdneas 6 percusiones,

654. Supongamos que todos los puntos del sélido se
jponen en movimiento por percusiones simultineas; des-
compongamos cada percusion 6 fuerza instantanea en dos,
una Z paralela al eje OZ (fig. 275), y que esdestruida por
la resistencia de este, y otra Q situada en el plano del
«circulo M»M' perpendicular al eje. Seawv la velocidad que
esta Gltima componente seria capaz de imprimir al punto
m siestuviera libre; 7v sera la cantidad de movimiento cor-
Fespondiente. Siendow la velocidad angulardel cuerpo, la
cantidad de movimiento efectiva del punto , situado 4
una distancia 7 de este eje es mrw; luego si llamamos ¢ 2
la perpendicular KL, tendremos, expresando que existe el
equilibrio entre las cantidades de movimiento impresas
y las cantidades de movimiento efectivas, tomadas estas
ultimas en sentido contrario,

mvg—wZmr2=—0
)
6 Ce=gn ()

655. Si todaslas velocidades v,v’,v",... comunicadas
a los diferentes puntos del sistema son iguales y parale-
las, puede darse otra forma a la ecuacion anterior, Para
ello, sea p.la suma de las masas a que se comunica directa-
‘mente esta velocidad comun v, que por las ligaduras del
'sistema no pueden tomar realmente; llamemos /4 la dis-
tancia del centro de gravedad de la masa p. 2 un plano
que pasa por el eje, y es paralelo 4 la direccion de las ve-
locidades. Como el momento de la resultante con respzc-
to 2 este plano, es igual 4 la suma de los momentos de las
componentes, tendremos -

Emy q=v E?M?:-Up_ﬁ
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con lo cual, la férmula (1) toma la forma

@) et §
en la que p. puede no ser la masa total del sistema, pero
Emr? es su momento de inercia total.

Esta férmula es aplicable 4 uncuepo sélido C (figu-
ra 276), mév:l alrededor de un eje fijo- OZ, contra el
cual viene & chocar otro cuerpo ¢,
cuyos puntos- van animados de ve-
locidades iguales y paralelas, y que:
despues del choque queda unido en
¢y al primero. Enténces debemos
suponer, que w és la masa del cuer-
po ¢;, v su velocidad, £ la distancia

Fig. 276. de su centro de gravedad a un plano

que pasa por el eje OZ y es paralelo

a la direccion de la velocidad v; y que E 72 es el momen-

to de inercia del sistema invariable, formado por los cuer-

pos C y ai. Es evidente que esto equivale, 2 imprimir'a

los puntosde laparte ., del sistema C, ¢,, percusiones ca-

paces de dar a todos los puntos de esta masa p, velocida-
des iguales y paralelasav.

Si el cuerpo Ces chocado simultaneamente por varias
masas p, w',1”..... animadas de velocidades diferentes, y
que quedan unidas a €l, despues del choque de todas ellas,

X
. I il
se tendra et S

siendo Zpv f la suma de todas las cantidades analogas 4
wvf, relativas a las masas w, p', p".....

Si el cuerpo, en lugar de experimentar percusiones si-
multaneas, recibe una serie de choques, que se suceden
en épocas cualesquiera, la velocidad angular estara siem—
pre determinada por la férmula

e B R e +-.-

Emg?
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porque, despues del primer choque, el movimientoes el
mismo que siel choque tuviera lugar en cualquiera de
los instantes siguientes, estando ¢l cuerpo en reposo; por
consiguiente, se puedé suponer que el cuerpo recibe el
primer choque y el segundo, en el mismo instante, para
deterginar la velocidad angular despues de la segunda
percusion, y lo mismo sucedera para las percusiones su-
cesivas.

656. La férmula (1) puede deducirse de la ecua-
“cion del movimiento de rotacion (653)

AR
dt ~ Zmet?

por una integracion. Basta suponer que la fuerza Q, que
actia perpendicularmente al eje, es una percusion. Siendo
el tiempo § muy pequefio, podemos suponer que ¢ per-
manece constante durante este intervalo de tiempo. En-
ténces, integrando la ecuacion, desde /=—0, hasta /=%,

se tiene
1 (]
iz N .
W= }.‘.1}]1 7 ..ug [ th,

pero sabemos, que

]
£ Qdt=muv,

por estar la fuerza impulsiva medida por la cantidad de
movimiento (604); luego

Im g

Imrt”
Célculo de las percusiones ejercidas sobre el eje fijo.

657. Tomemos el eje fijo por eje de'las 2, y por pla-
no XY, el plano perpendicular al eje fijo, trazado por
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el punto del cuerpo al que esta aplicada la fuerza instan-
tanea; y llamemos « y 6 las coordenadas de este punto de
aplicacion. Supongamos que el cuerpo se pone en movi-
miento por la accion de una fuerza instantanea, que im-
prime una velocidad V 4 una cierta masa p, en cuyo cen-
tro de gravedad esta aplicada; la medida de esta fuerza
instantanea es la cantidad de movimiento uV. Sabemos
que las cantidades de movimiento impresas a los dife-
rentes puntos, deben equilibrarse con las cantidades de
movimiento eféctivas, tomadas en sentido contrario, y
este equilibrio debe tener lugar en virtud de la fijeza del
eje. Para que el eje esté fijo, basta que lo estén dos de sus
puntos tomados a voluntad, tales como el punto O, ori-
gen de las coordenadas, y otro punto H cualquiera toma-
do sobre el eje OZ (fig. 278). Suponiendo que estos pun-

tos dejen de estar fijos, se podran des-
truir las percusiones ejercidas sobre
el eje, y mantener este eje inmévil,
aplicando en los dos puntos O y H dos
fuerzas instantaneas R, y Ry, de inten-
sidades y direcciones convenientes. Si
se introducen estas dos fuerzas, que
_representan las resistencias de los pun~
tos fijos, el equilibrio subsistira conside-
Fig. 278. rando al cuerpo como enteramente li-
bre. Debemos, pues, aplicara este sis-
tema de fuerzas, las condiciones del equlllbrxo de un cuer-
po enteramente libre.

Para ello sean X, Y, Z las componentes de la cantidad
de movimiento pV; X,, Y,, Z,, las de la resistencia del
punto O; X, Ys, Z,, las de resistencia del punto H; y
mg;f , m %, m t:!t , Jas componentes de la cantidad de mo-
vimiento efectiva del punto »; hagames OH=4.
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Las seis ecuaciones del equilibrio seran las siguientes:
dx
X-—Em-;‘--l-X‘-sz:O,

Y—Em-% + Y, Yp==0,

Can Z—Em-g% +Z,+7Z,—0;

Y, h—Z6+X m(y i __,,..j_i’) =0

Za—X/z—{-—Em(zﬁ——x ) 0,

| XS-—Yo;—I—um(x f‘;f)—o

Se pueden simplificar estas ecuaciones, obszrvando que
% es constante, porque cada punto describe un circulo pa-
lelo al plano XY; por lo tanto f-z-—~0
ra p 3P % —0-

Podemos tambien reemplazar x &y por las coordenadas
polares en el plano XY; llamando 6 al angulode #K con
una paralela al eje de las x, seran

9, rsend, %2 édﬂ— f
x=rcosf, y=rsenl, d —rsenf—m=— yu,
dy — s -

o rcosﬁ =03
. db . ;
teniendo presente que — —uw, 6 sea la velocidad angular.
de
zm‘%’:_—_—z e w:—mzﬂf}_’ _=---wM By
Tendremos af
sm d—‘::ﬁumxw: wImx—wMx,,

designando por M la masa total del cuerpo, y por xy, 4 las
coordenadas de su centro de gravedad. Con estas simpli-
ficaciones se pueden escribir las ecuaciones (3) del modo
siguiente: (4) X4 oMy—+X,+X,=0,

(5) Y—oMx,+Y,+Y,=0,

(©) Z +Z,+ Zy=0,

) Y —Z6+wEmxz=—0,

(8) Zo— X, h—wEmyz=0,

(9) X6—Ya+4wEmr2=0.
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La Gltima ecuacion no contiene las componentes de las
resistencias de los puntos O y H, y es la ecuacion del
movimiento, es decir, que determma la velocidad angu-

lar w. De. e.lla se deduce
Ya—X6
(9) S
valor queesta conforme con el de la férmula
—

tu e S—
Emat?

designando por v la proyeccion de la velocidad V sobre
un plano perpendicular al eje; porquepvfes el momento
con respecto al eje OZ de la percusion aplicada al cuerpo,
en el punto del plano XY que tiene por coordenadas « y 6,
y que esta representado por Ya— XG6.

Las ecuaciones (7) y (8) determinan X, € Y,; las ecua-
ciones (4) y (5) determinan X, € Y,; y la ecuacion (6) nos
dara la suma Z,+Z,. No se pueden determinar Z; y Z,
separadamente, porque estas dos fuerzas actan segun
la direccion del eje OZ y se componen en una igual a su
suma. Si hacemos variar la distancia /%, las ecuaciones (7)
y (8) muestran que X, € Y,varian en razon inversa de 4.

Condiciones ipaa que el eje no eXperlmente ninguna percusion.
Centro de percusion,

658. Para que el eje no experimente ninguna percu-
sion, es necesario que las componentes de las resistencias
X,, Y, Z,X;, Yo, Z,, sean todas nulas; y si introducimos
estas hip6tesis en las ecuaciones del niimero anterior, re-
sultan las cinco siguientes
y (10) X +wMy,=0,

(rr) Y—wMx,—0,
(12) Z=1,
(13) Emxz=—0,
(14) Imyz=0.
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La ecuacion Z=0, indica, que la percusion aplicada
a la masa p., debe actuaren un plano perpendicular al eje
OZ; y las dos Gltimas expresan, que este eje debe ser uno
de los ejes principales de inercia relativos al punto O.

Para interpretar las ecuaciones (10) y (11), hagamos
pasar el plano de las ZX por el centro de gravedad del
cuerpo, y enténces tendremos y,—0, x;,—=GI=4; con lo
cual se convierten las ecuaciones citadas en

X=0, Y=wMa.

La primera nos dice que la percusion se reduce a su
componente Y, puesto que ya hemos visto que Z—0; es
decir, que la percusion debe ser perpendicular al plano
ZOG que pasa por el eje y por el centro de gravedad del
cuerpo. La segunda nos da el valor de £, 6 de la mis cor.
ta distancia de esta fuerza al eje; porque tenemos
pof |

Emor??
y poniendo estos valores de Y y'de v en dicha ecuacion,
sera

Y:Hv’ [

U
P Y= Mz
de donde
= mr?
‘f_ Ma °

Sea MK* el momento de inercia con respecto a un eje,
trazado por el centro de gravedad G del cuerpo, y paralelo
a OZ; tendremos

smr2=—M (a2 +K?2)
y por lo tanto
. Kt
| f :d—f—;—.

‘Resumiendo, resultan las tres condiciones siguientes

para que el eje no sufra ninguna percusion.

1. Ladireccion de la percusion debe ser perpendicu-
lar al plano que pasa porel eje fijo y por el centro de gra-
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vedad del cuerpo. 2.* Este eje debs ser uno de los ejes
principales de inercia, para el punto en que encuentra al
plano que contiene la fuerza instantanea, y es perpsndicu-
lar @ dicho eje. 3.* La distancia de esta fuerza al eje debe

: - K: . 4 .
er igual 3G+T, siendo 4 la distancia del centro de

gravedad del cuerpo al eje, y MK2 el momento de inercia
del cuerpo, con respecto @ un eje paralelo al eje fijo, tra-
zado por el centro de gravedad.

659. Se llama centro de percusion, el punto al cual la
percusion debe aplicarse, en el plano que determinan el eje
. fijo y el centro de gravedad, para que no se ejerza nin-
gun esfuerzo sobre el eje fijo: la distancia del centro de
percusion & dicho eje es a—+ %—‘.

Si el eje pasa por el centro de gravedad, experimenta
siempre una percusion; porque paraque no se ejerza ningun
esfuerzo sobre el eje, la percusion debe ser igual 2 wMa;
y debe ser nula, si aes nula; es decir, si el eje pasa porel
centro de gravedad del cuerpo; pero enténces f—==<; y el
centro de percusion debe estar por lo tanto en el infinito.

Reciprocamente, si el cuerpo esti en movimiento al-
rededor del eje, se podra pararle bruscamente, sin que
experimente ninguna percusion el eje, aplicando al centro
de percusion una fuerza instantanea igual 4 wMa, per-
pendicular al plano trazado por el eje y por el centro de
gravedad del cuerpo.

Condicion para que sélo obre la percusion sobre un punto del eje,

660. Sieste punto esel H, es necesario que X,,Y,,Z,,
componentes de la cantidad de movimiento debida 4 la
fuerza aplicada en el punto O, sean nulas; y las ecuacio-
nes (4), (5) y (6) dan suponiendo y,=0, x,=—4,

Xo=—X, Y. =—Y+vMas, Z.——%;
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Ya—X6
pero e g
y si Z=0, las (7) y (8) dan
i s A
T wMe—Y X°?

haciendo E=Emxz, D=2Xmyz.
La ecuacion de condicion es por consiguiente
DY +EX—=wMa. '
Si OZ es un eje principal de inercia, respecto al punto
O, Dy E son nulas, y se tiene 2=0; lo que nos dice,
que la percusion esta aplicada al punto O.
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Rotacion de un cuerpo solicitado por fuerzas cualesquiera alrededor
de un'eje fijo.—Cilculo de las presiones que sz ejercen sobre el eje.
—Caso en que no hay fuerzas motrices.—Caso en que las fuerzas
motrices se reducen 4 un par.—Aplicacion 4 las muelas de molino.
—Péndulo compuesto, Ecuacion de su movimiento,— Longitud
del péndulo compuesto,—Eje de oscilacion. Los ejes de oscilacion
y de suspension son recfprocos.—Eje de la mis breve oscilacion,

Rotacion de un cuerpo solicitado por fuerzas cualesquiera
alrededor de un eje fijo.

661. En la leccion anterior hemos estudiado la rota-
cion de un cuerpo, cuando es producida por fuerzas ins~
tantaneas 6 percusiones, vamos yaa examinarla en el caso
de ser producida por fuerzas cualesquiera, que actian so-
bre el cuerpo de una manera continua.

Sean X, Y,Z (fig. 278), las componentes de la fuerza
motriz P, aplicada al punto # (x, », z), que describe alre-
dedor del eje OZ el circulo MmM'. Las componentes de

la fuerza efectiva de este punto, tomadas en sentido con-
trario, son
a2z &y 'z
=W Wy —
las cuales, segun el teorema de d'Alambert, deben equili-
brarse con las fuerzas motrices por medio del eje; lo que
exige que la suma de sus momentos, con respecto 4 este

eje sea nula; y tendremos para ecuacion del movimiento

x l(X——m %;’);-(Y—m%) x ]:o,
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que puede'ponerse bajo la forma

(x) ¢ ...m( dt’ ds’) T(Yx—Xr).
El simbolo X en esta ecuacion se extiende 2 tantos su-'
mandos como puntos materiales tiene el sistema. Puede
simplificarse esta ecuacion cambiando las coordenadas

rectilineas x €  por las polares ry. B Sean mKM —8,
mK=r; tendremos

ey f /R g do __ e dy
x=rcosf, y==rsenf, 7 s b T e
. . db
teniendo presente quc-‘-—:m' de ellas resulta
dy

; —( 52 AN
— 2 ==(x2 =%
y tambien, vol\rlendo a diferenciar,

dy dc 5 dw
A T @
Por lo qu=~ la ecuacion (1) se reduce a

Sonr? d—-——L(Yx—X_) o

b o

ﬂri*:-*. constante para todos los. puntos del cuerpo se
@ © constante para todos los.p uerpo, y

puede sacar fuera del signo E, y tendremos,
' __UYE-Xy)
=N (2) dt \m?' 3 .
y.como Qg=7Yx—Xy, esta ecuacion es la misma que-
obtuvimos en el nim. 653.

Célculo de las presiones que se ejercen sobre el eje.

662. Para calcular estas presiones podcmos conside -
rar el cuerpo como enteramente libre; con tal que 2 dos
puntos' cualesquiera O y H, tomados sobre el eje, se apli-
quen dos fuerzas R, (X, Yy, Zy), y Ro(X,, Y5, Zy), iguales
y contrarias'a las presiones ejercidas sobre estos dos pun-
tos en cada instante del -mqvimiénto. Podremos aplicar
las seis ecuaciones del equilibrio de un sélido invariable
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libre, puesto que segun el teorema de d’Alambert, debe
existir el equilibrio entre las fuerzas motrices y las fuer-
zas efectivas tomadas con signo contrario; y tendremos
haciendo OH =1, las seis siguientes ecuaciones;

f E(X—m'ﬁ)-i-x 4 X0
(Y—m ”) +Y,+Y,=0,

_ E(Z-——-m—i)—l-z e Zy =0

= [(Y —mttyz— (Z—m 2] +Y b=,

s [(2 =y () ],

b [(X—m—)y— (Y—m%) :| —0.

Siendo z constante, O,dl,—O ¢ introduciendo w

)

en vez de x € y, se sunphﬁcan las seis ecuaciones anterio-
res; observando que

do Y, Brs Ao dy de .
FTiE e A R e i dt eV a >
dty_ dw di !

g e R R s

y designando por M la masa del cuerpo, y por xy, ,, %, las
coordenadas de su centro de gravedad, podran escribirse
dichas ecuaciones como sigue:

=X +LMy, 4 o2Muw, 4 X+ X, =0,
3 Y— 20 Moty + My + Y, 4 Yoo,
2Z+Z,+Z~—0,
(4) E(Z_y—Yz)—l—ﬂmez — w2Emyz—Y =0,
z(xﬁ—zx)-;- S3my 2+ 02 mxz 4 Xy h=0,

\2(Yx—Xj)——-d—‘Emr2:{].
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Estas seis ecuaciones dan las componentes de las pre-
siones buscadas. La tltima no contiene dichas componen-
tes, y es la ecuacion de movimiento antes encontrada.
Cuando se haya integrado esta ecuacion, las ecuaciones
4." y 5." daran X, € Y,, cuyos valores estan en razon in-
versa de 4; porque X,4 € Yok son los momentos de los
pares que resultan de la traslacion al punto O, de lascom-
ponentes X, € Y, de R,. Ahora estos momentos deben
ser independientes de la posicion del punto H, puesto que
cada uno de estos pares debe destruir otros pares que son
por si mismos independientes de dicha posicion. Conoci-
das X, €Y, las dos primeras ecuaciones daran X, € Y,, y
la 3.% dara Z,+Z,, sin determinar particularmente ningu-
na de estas componentes, porque lo mismo es aplicar Z,
y Z; en los puntos O y H, que la fuerza Z,+7Z, en el
punto O. “

Caso en que no hay fuerzas motrices.

663. Cuando no hay fuerzas motrices, X,Y,Z, son
.cero para todos los puntos del cuerpo, y la ecuacion (2) se

- dw S
reduce 2 E:O, w==constante; el movimiento de rota-
cion es uniforme, como ya sabiamos; y las ecuaciones (4

se reducen, despejando en ellas las componentes X, Y,,
Xy, Y,,Z,+Z,, a las siguientes:

|X2: I tw?

3 Xmxz

LV
s L Sy
) o —Xmyz
) Xﬁi—_—‘}’%z:;zxz—-mﬂh*[xi

(O]
Y= -‘TEm_]f’z—maM_}q

Z,+Z;=0,
Esta Gltima ecuacion nos dice, que las resistencias R,
Mecénica Racionar.—Towmo 11, 16
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y R. se reducen 4 dos fuerzas perpendiculares al eje,
puesto que sus componentes paralelas 4 este eje, dan una
suma Z, - Z,=0; condicion que se verifica siendo Z,—0,
y Z,=0; y tambien siendo Z,——7Z,.

Como el movimiento de rotacion es uniforme, la fuer-
za tangencial es nula para todos los puntos del cuerpo, y
las resistencias R, y R, se equilibran conlas fuerzas cen-
trifugas de todos los puntos del cuerpo, que como sabe-
mos, actlian sobre el eje perpendicularmente a su direc~
cion.

Segun las ecuaciones (5), las resistencias R; y R, son
proporcionales al cuadrado de la velocidad angular cons-
tante w, porque sus componentes son proporcionales to-
das al cuadrado de dicha velocidad.

664. SiX, € Y, son cero, el punto H no experimenta
ninguna presion, y para esto es preciso que

(6) Zmxz=0, IZmyz=0;
es decir, que OZ sea uno de los ejes principales de iner-
cia del cuerpo, relativos al punto O. Luego, si un cuerpo
retenido por un solo punto fijo, comienza i girar alrededor
de uno de los ejes principales de inercia, relativos i este pun-
to, continuard girando alrededor de este eje, como si estuviera
Jfijo.
En este caso las ecuaciones (5) dan
X,=—w*My,, Y,=—w®My,,
de las que se deduce
Risz:mgMd,
siendo « la distancia del centro de gravedad al eje; es de-
cir, &=V x 2+ 2. Tambien tenemos dividiendo
X, 2
Y, w’
lo que nos indica que la fuerza R,, 6 la presion sobre el
punto O, esta situada en el plano ZOG, que determinan el
eje OZ yel punto G. Obtendremos este resultado, toman-
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do este plano por plano, de las ZOX, en el instante que
se considera.

665. Puede hacerse de manera que el punto O no
experimente ninguna presion, y enténces el eje no sopor=
tard ninguna. Para lo cual, es necesario y suficiente que
X,;==0, € Y,==0, y por consiguiente x,=—0, € ,=—0; es
decir, que el centro de gravedad debe estar situado en el
¢je de rotacion, y enténces habiendo empezado el movi-
‘miento alrededor de este eje, supuesto fijo, continuara
uniformemente alrededor del mismo eje cuando éste ven-
ga 4 ser enteramente libre. Eleje, de rotacion es enténces

un eje principal de inercia para todos los puntos de su
direccion.

Caso en que las fuerzas motrices se reducen 4 un par.

666. Las consecuencias precedentes subsisten, cuando
las fuerzas se reducen @ un par, cuyo plano es perpendi-
<ular al ejs. En este caso, sabemos que se verifican las
ecuaciones siguientes:

2X—0. XY —0, ¥ L)
E2(Zyr—Yz2)=0, .J(Xz—Zx)#—O

Para que el punto H no sufra ninguna pres:on es pre-
<iso que X,=0, Yg_O Z,—0; y las ecuaciones 4.” y
5." del sistema (4) nam, 662, daran

d
—E?Zﬂzxz—l—w’m_}’zzo,
-——w?.lm_}fz——- w2 B mxz=—0-.
Ellmlnando e entre estas dos ecuaciones, resulta

(e o{amra) o

lo eual exige, que
Emxz=0, y Zmyz=0;
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es decir, que el eje de rotacion debe ser un eje principal
de inercia, relativo al punto O. Enténces, las tres prime-
ras ecuaciones (5) nos daran las componentes X,, Y,, Z,
de la presion ejercida sobre el punto O, presion perpen-
dicular al eje, por ser Z,=—0. St en una €poca cualquiera
este eje deja de estar fijo, y el cuerpo esta solo rete-
nido por el punto O, continuara girando uniformemente
alrededor del mismo eje.

667. Para que el punto O no sufra ninguna presion,
es preciso que X,=0, Y,=0, Z,—0; enténces las dos
primeras ecuaciones del sistema (4), dan

dw dw
Yo g +o?x, =0, —x, "&?—"-ng’i:{))

de las que se deduce eliminando ci%,
mE(,q?_inE).___o’
la cual exige que
x,=0, ;=0

por lo tanto, el centro de gravedad esta situado sobre el
eje OZ, que es uno de los ejes principales de inercia para
este punto O, y por consiguiente para todos los puntos
de dicho eje. Luego, si un cuerpo empieza a girar alrede-
dor de uno delos ejes principalesde inercia, quese refieren
a su centro de gravedad, y esta solicitado constantemen-
te por un par, situado en un plano perpendicular a este
eje, su movimiento s¢ continuara sin alteracion alguna,
cuando este eje venga a ser enteramente libre.

Vemos, pues, que el sistema goza de las mismas pro-
piedades que en el caso en que no hay fuerzas motrices.

Si OZ no es uno de-los ejes principales de inercia,
relativos al punto O, estando fijo s6lo este punto, la pre-
sion en el punto H no sera jamas nula, y el cuerpo no
continuara girando alrededor del eje OZ. Vemos por esto,
que un cuerpo retenido por un punto fijo O,y solicitado:
por un par, no tiende 4 girar alrededor de una perpendi-
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cular OZ al plano de este par, si esta perpendicular no es
uno de los ejes principales de inercia, relativos al pun-
to O.

Aplicacion 4 las muelas de molino.

668. La muela mévil de un molino harinero ofrece
el ejemplo de un cuerpo sélido, que gira alrededor de un
eje, al cual estd unida por un solo punto.

Los granos de trigo, que se trata de convertir en hari-
na, pasan entre la muela fija, ¢ muela durmiente, y la mue-
la movil, esparciéndose al mismo tiempo por las estrias prac-
ticadas en las superficies de las dos; y el movimiento co-
municado a una de ellas basta para producir la molienda
del grano. Si la muela mévil estuviera invariablemente
unida al eje de rotacion, el trabajo de la molienda seria
muy desigual, los granos pequefios quedarian enteros en el
intervalo uniforme de las dos muelas. Se obtiene mejor
harina, dejando a la mue'a mévil la libertad de oscilar al-
rededor de su puntode suspens or, pero la oscilacion debe
ser muy pequefia. Para esto, se disponen las muelas de ma-
nera, que el eje de rotacion sea un eje principal de inercia
relativoal punto de apoyo; entdnces, la rotacion uniforme
tiende a persistir indefinidamente sin la intervencion de
fuerzas exteriores. Es necesario para conseguirlo, que se
tenga Xmx =0, Zmyz=—0, con respectod los ejes que pasan
por elcentrode suspension. Estandola muelaencentrada, si
estas condiciones estan satisfechas para un punto del eje de
rotacion OZ, lo estaran para todos las demas. Las alturasz
de las masas 72, influyen en los valores de las sumas ante-
riores, y para reglar estos valores, y hacer que sean cero,
se procura la posibilidad de hacer variar la altura z, para
algunos puntos al ménos de la mucla; se hacen con este
fin en la superficie superior de la muela, i los extremos de
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dos diametros rectangulares, cuatro cavidades cilindricas,
en las que se introducen masas metalicas, méviles. 4 lo lar-
go de una varilla vertical, recubierta de hilo. Se hacen
subir 6 bajar estas masas adicionales, sin que el centro de
gravedad general, salga del eje de rotacion, y de manera
que Zmxz y Tmyz se aproximen a cero. Se conoce que la.
disposicion es conveniente, para la estabilidad del movi-
miento de la muela, haciéndola girar sin trigo, y por me-

dio de varios tanteos, se le llega a dar la disposicion con—
veniente.

Péndulo compuesto. Ecuacion de su movimiento.

669. El péndulo compuesto puede servir como
ejemplo de la rotacion de un cuerpo sélido alrededor
de un eje fijo. Se llama péndulo compuesto un cuerpo
s6lido, que puede girar alrededor de un eje fijo hori-
zontal.

Cea el eje fijo horizontal el OZ (fig. 279), y tomemos.
por eje de las x, la horizontal
OX perpendicular 2 OZ, y por
eje de las y una vertical OY di-
rigida de arriba 4 abajo, en el
sentido de la gravedad. La ecua-
cion del movimiento es la ecua—
cion (2) del nam. 661,

Fig. 279- do __ X(Yo—Xy)
dt Ime?  ?
enlacual X, Y, Z, son las componentes de la fuerza
motriz aplicada 2 un punto cualquiera » del cuerpo, las
cuales tienen los valores
X=0, Y=mp L Z2=0;
y por consiguiente
E(Yx—Xy)=gEmx=¢gMx,
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siendo M la masa total del cuerpo, y x, la coordenada de
su centro de gravedad G.

Tiremos GC perpendlcular al eje OZ, la vertical CA
y una perpendicular G, A 2 ésta. Sea G la posicion inicial
del centro de gravedad Gy, es decir, su posicion para
t=0, GC=4a, ACG, =6, ACG=q; tenemos

x,=G,A=asen,
y por consiguiente
s (Yx— Xy)=gMasen.
Tambien m_——g'—ﬂ- por disminuir  creciendo el tiem-

po; y si llamamos MK"’ al momento de inercia del cuerpo,
con respecto a un eje trazado por el punto G, paralela-
mente al OZ, sera :
smr2—=M/(a? 4+ K2);
poniendo estos valores en la ecuacion del movimiento,
i dart

teniendo presente que =g ¢ tendra
da ga
(7) dt’+ 1L K3 sen 6=0.

Esta ecuacion determina § en funcion dez, y esla ecua-
cion del movimiento angular del centro de gravedad.
Multiplicandola por 240 para integrarla, resultara

Al 24,
——U*+ ,+Kﬁ(co§9—cosm);
siendo U la velocidad angular inicial.

Longitud del péndulo compuesto,

670. Envez de integrar laecuacion (77), puede redu-
cirse el movimiento del péndulo compuesto al del pén-
dulo simple. Si el cuerpo se reduce 4 un punto material
pesado, ligado 4 un eje por una recta rigida de longitud
/, y prescindimos de la masa de esta recta, la ecuacion del
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movimiento sera como vimos (413)
ah g
0 e
que puede deducirse de la ecuacion (7), haciendo K=0,
y a=1. Supongamos lalongitud / determinada de mane-
ra, que ambas ecuaciones sean idénticas, 6 que

g% __ ¢
I R

de la que se deduce
= K*
J___ a + ? .

Enténces el péndulo compuesto, 6 mejor la recta CG,
y el péndulo simple, tendran el mismo movimiento angu-

: T db
lar, siempre que los valores iniciales de § y de—- sean los

mismos para los dos péndulos. De manera, que cuando
un cuerpo gira alrededor de un eje fijo horizontal, se
puede siempre determinar la longitud de un péndulo
simple, cuyo movimiento sea idéntico al del cuerpo, cual-
quiera que sea la amplitud de las oscilaciones. Si éstas
son muy pequefias, la duracion de una oscilacion estara
dada por la férmula

que podra servir para determinar g por medio del pén-
dulo compuesto, conociendo solamente la distancia del
centro de gravedad del cuerpo al eje de suspension, y el
momento de inercia del cuerpo con respecto a un eje,
paralelo al eje de suspension, trazado por el centro de
gravedad.
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Eje de oscilacion. Los ejes de oscilacion y suspension son
reciprocos.

671. Sien el plano que pasa por el eje y por el cen-
tro de gravedad del péndulo, se
traza una recta LHI (fig. 280),
paralela 2 este eje y 2 una distan-
cia de él igual a /, cada punto de
esta recta se movera como si no
formara parte del cuerpo y que
estuviera ligado al eje por una
recta rigida y sin masa.
et Esta propiedad es consecuen-
cia inmediata de la identidad del
movimiento del péndulo compuesto y del péndulo sim-
ple cuya longitud es /. Esto no sucede en los demas
puntos del cuerpo, més préximos 6 mas lejanos del eje.
Estos oscilan mas de prisa, y los primeros mas despacio,
que si no estuvieran ligados 4 los demas puntos del
cuerpo. :

La recta LHI se llama eje de oscilacion del cuerpo, cor-
respondiente al eje de suspension OZ. El punto H de
de esta recta situado sobre la CG perpendicular al eje de
rotacion, se llama centro de oscilacion. Se le obtiene pro=

longando la CG en una cantidad igual 2 %.

672. Losejes de oscilacion y de suspension son re-
ciprocos; es decir, que si se hace oscilar el cuerpo alrede-
Jor de LI, el €je primitivo de suspension OZ vendra a
ser el eje de oscilacion, En efecto, las distancias del cen-
tro de gravedad al eje de suspension y al eje de oscila-
cion, dan un producto igual K2; luego si se toma esta il-
tima recta por eje fijo, la primera vendra a s:r el eje de



250 PENDULO COMPUESTO,
oscilacion. La longitud del péndulo simple, que verifica
sus oscilaciones en igual tiempo, sera lamisma que antes,
y el movimiento del péndulo compuesto sera idéntico en
uno y otro caso. 1 '

Segun este principio, dado el.eje de suspension de un
cuerpo, se puede encontrar por la experiencia el eje de
oscilacion correspondiente. Basta paraello medir la dura-
cion de las pequeifias oscilaciones, primero alrededor del
eje primitivo, y despues alrededor de diferentes ejes pa-
ralelos, hasta encontrar uno tal, que la duracion de las os-
cilaciones sea la misma para los dos. La distancia de los
dos ejes de suspension, seri la longitud designada por /,
y hara conocer el eje de oscilacion, relativo al primer eje
de suspension.

Hay una infinidad de ejes de suspension, alrededor de
los cuales las pequerias oscilaciones son de la misma du-
racion.

El valor de / y la duracion de las oscilaciones son los
mismos, para todos los ejes de suspension paralelos entre
si, y situados a igual distancia del centro de gravedad; por-
que K y « tiene los mismos valores para todos estos ejes.
Ademas, llamando A, B, C, los tres momentos de inercia
principales, relativos al centro de gravedad G;«, 6,7, 2 los
angulos que OZ forma con losejes principales del punto G;
el momento de inercia con respecto a GS, recta paralela
a OZ, que esta representado por MK2, sera

MK2—= A cos?a-Bcos26 4 Ccos?y,
y por consiguiente
I=a-

Acos’a-+Beos?6+ Cens?y .
Ma 1

- Se puede hacer variar a los angulos «, 6,7 de manera,
que / permanezca constante; luego, hay una infinidad
de'ejes alrededor de los cuales la duracion de las peque-
fias oscilaciones es la misma.
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Eje de la mds breve oscilacion.

673. Podemos proponernos encontrar para un cuerpo
dado, el eje alrededor del cual la duracion de una oscila-
cion es la mas corta, 6 para el cual la longitud es la mas
pequeiia.,

Supongamos que se tiene A<B<:C Se sabe que el
menor valor de

A cos?a+B cos?6 4 Ccos?y,
es A. Hay pues, que hacer
=10, 6=90%==90."
en la ecuacion anterior, y resulta

A
=a-+ Ma'

Donde vemos que el eje de suspension es perpendicu-
lar al eje del menor momento de inercia relativo al cen-
tro de gravedad.

Ahora, para obtener el minimo de ! igualaremos a

dl
cero - , lo que nos dara

dl AL 1
w1 S Lm0,

,,_\/— 3—2\/ i

- ;Lo 4 . . dl
Se tiene un minimo, porque haciendo variar 2, —= no

se anula mas que una sola vez pasando de negativo a po-
sitivo



LECCION LVIL

Movimiento de rotacion de un sblide alrededor de un punto fijo.—
Determinacion de los momentosde las cantidades de movimiento de
un s6lido con respecto 4 sus ejes principales de inercia.—Deduccion
de las ecuaciones del movimiento del sélido por medio del teorema
de los momentos de las cantidades de movimiento,—Deducir los va-
lores de las variables p, ¢,r, enfuncion de las variables o, 4,0, —Re-
solucion del problema por medio de las cuadraturas en el caso de
que las fuerzas exteriores son todas nulas.

Movimiento de rotacion de un sélido alrededor de un punto
fijo.

674. Estudiado en las lecciones anteriores el movi=-
miento de rotacion de un cuerpo alrededor de un eje fijo,
vamos a ocuparnos ya del otro caso de rotacion, 6 sea de
la rotacion de un sélido alrededor de un punto fijo. El
estudio del movimiento de un cuerpo sélido, sujeto a gi-
rar alrededor de un punto fijo, es uno de los problemas
mas dificiles de la Dinamica, y puede resolverse analiti-
camente, 6 por medio de consideraciones geométricas;
nosotros vamos a estudiarlo bajo este ultimo aspec-
to, siguiendo el método de M. Poinsot, expuesto en si
célebre teoria de la rotacion de los cuerpos, porque es
mucho mas sencillo, y da una idea mucho mas clara
del modo como se verifica la rotacion de un cuerpo que
tiene un punto fijo, que la coleccion de férmulas que ex-
plican analiticamente este movimiento.
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Por el punto fijo O (fig. 281), tracemos en el espacio
tres ejes fijos rectangulares OX’, OY’, OZ’; por el mismo
punto tracemos en el cuerpo s6-
lido tres ejes rectangulares OX,
0Y, 07, que coincidan con los
ejes principales del elipsoide de
inercia del cuerpo, relativos al
punto O; estos ejes, unidos al
cuerpo, se moveran con él. El
problema estara resuelto si se lle-
gaa determinar en cada instante
la posicion de los tres ejes OX, OY, OZ, con respecto
los tres ejes fijos OX', OY’, OZ'. Las variables que de-
terminan esta posicion son; el angulo ¢ que la traza ON
del pano YX forma con el eje fijo OX’; el angulo ¢, que
la misma traza, forma con el eje mévil OX; y el angulo
diedro 6 que forman los planos XY y X"Y’, que esta me-
dido por el angulo que forman los ejes OZ y OZ'.

Los angulos 4,6 y © son positivos, si mirados sus pla-
nos en la direccion de los ejes Z’O, NO y ZO, se ve 4 las
rectas que los describen OX', OZ" ON moverse de iz-
quierda a derecha; y negativos, si se mueven' para descri-
birlos de derecha a izquierda.

Dados, en un cierto instante, estos tres angulos en
magnitud y en signo, se podran construir las posiciones
de los ejes méviles. En efecto, bastara construir en el
plano X'Y” el angulo NOX'=1¢, por el lado ON de este
angulo se traza un plano que forme con el fijo X’Y" un
angulo igual 0, y en este plano se traza un eje OX, que
forme con ON un angulo igual ¢; se traza luégo el eje
OY, perpendicular-a-OX, y en el punto O se levantara
una perpendicular OZ, de manera, que el observador que
mire, segun ella, el angulo de los otros dos ejes, vea el
eje OX a la izquierday alOY dla derecha.

Fig. 28L.
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De suerte, que el movimiento serd enteramente co-
nocido, cuando se conozcan en cada instante ¢, 6y ¢, en
funcion de #.

675. La figura contiene tres ejes OZ',ON y OZ al-
rededor de los cuales se verifican, para el cuerpo sélido,
las rotaciones que producen las variaciones de los angu-
los 4, ¢y 0. Porque, un pequefio incremento del angulo ¢
puede atribuirse 4 una rotacion del sélido alrededor del
eje OZ'; un pequefio incremento delangulo diedro § pue-
de atribuirse 4 una rotacion del sélido alrededor de la
recta ON, que es la arista de este diedro; y un pequeno
incremento del angulo ¢ pusde conmdararse que provizne
de una rotacion del s6lido alrededor del eje OZ. Por ana-
logia con los movimientos de rotacion de la Tierra y de
la Luna, se llama rozacion propia del s6lido, la que se ve-
rifica alrededor de su eje principal OZ; precesion, la ro-
tacion que sz efectia alrededor del eje OZ', y que pro-
duce el movimiento de la linea ON, llamada /inea de los
nodos; y mutacion, la rotacion alrededor de ON, que hace
variar el angulo ZOZ', comprendido entre los ejes de la
rotacion propia y de la precesion. Todo movimiento ele-
mental d:lcuzrpo, alredzdor del punto fijo O, es una ro-
tacion alrededor de un cierto eje instantaneo OI (214),
y puede considerarse como la resultante de tres rotacio-
nes componentes OR, OP; OS, alrededor de los ejes OZ,
0Z', ON.

Para abreviar, representaremos por ¢/, ¥, ¢ las veloci-

- il -
dades de los angulos ¢, 6, ¢; de suerte, que ' = R_E' ,Sera

la velocidad angular de precesion, 6 simplemente la prece-

0 : : :
sion, V= % , 1a velocidad angular de nutacion, 6 sinple-

. dy
mente /a nutacion, y ¢ =——- 0

rotacion propia, 6 sea simplemente la rotacion propia

la velocidad angular de la

L |
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alrededor de su eje principal OZ. La resultante de las
tres velocidades angulares ¢, # y o', serd en magnitud y
direccion el eje Ol de la rotacion instantanea w del s6lido.

676. En lugar de descomponer la rotacion instanta-
nea v en sus tres componentes ¢/, ' y ?’, la podemos des-
componer en tres componentes p, g, 7 dirigidas segun los
tres ejes rectangulares OX, OY, OZ; y si llegamos 2 ex~
presar, en funcion del tiempo, las velocidades angulares
P, q, 7, sera facil pasar de estasvelocidades 2 su resultante
o, y despues descomponer  en sus tres componentes
¥, ¥ y ¢, que conviene conocer para encontrar las varia-
ciones de los angulos ¢, iy ». La cuestion queda asi re-
ducida a determinar p, ¢, » en funcion del tiempo #. En-
contraremos las ecuaciones que ligan entre si estas varia-
bles, aplicando al movimiento del cuerpo los teoremas
generales, y principalmente el teorema de los momentos
de las cantidades de movimiento, alrededor de los ejes
QX 00X 07,

Pero estos ejes, unidos al sélido, son méviles con él,
y el teorema de las cantidades de movimiento exige, que
el eje, con respecto al cual se toman los momentos, per-
manezca fijo en el espacio; por lo que tomaremos los
momentos con respecto a rectas fijas, que coincidan con
las posiciones de los ejes OX, OY, OZ, al principio del
intervalo de tiempo, durante el cual se quiere aplicar el
teorema de los momentos.

Determinacion de los momentos de las cantidades de movimien-
to de un sélido con respecto 4 sus ejes principales de
inercia.

677. Designemos por OX, OY, OZ, como antes, los
los tres ejes principales de inercia del sélido con relacion
al punto O (fig. 281); vamos a calcular la suma de los
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momentos de las cantidades de movimiento del sélido,
con respecto 3 uno de ellos OX, teniendo presente, segun
lo dicho anteriormente, que el movimiento instantaneo
del sélido es la rotacion resultante de las rotaciones p,
g, , alrededor de los mismos ejes.

El momento de una fuerza P, cuyas componentes pa-
ralelas 4 los ejes son X, Y, Z, con respecto al eje OX| y
que solicita 4 un punto, cuyas coordenadas son x, », 2,
esta representado por la férmula (74)

My (P)=Zr—Yz.

Para aplicar esta férmula a2 las cantidades de movi-

miento, reemplazaremos P por mv, Zporm —, € Y por

dd Y
m% , llamando 7 a la masa del punto, v 4 la velocidad

dz
—7 @ sus componentes paralelas 4 los ejes
OY y OZ. La cuestion se reduce a determinar las compo-

¢ da dy
nentes —-, —,

(x, v, %), conociendo las componentes p, ¢, 7 de la rotacion
instantanea.

En la Cinematica (2773) hemos resuelto este problema,
y encontrado que

lineal, y %

i de la velocidad lineal del punto

da .

-& —4g3 L A
dy ;
E—:P‘}/ —-cpc'.

Sustituyendo estos - valores en la férmula de los mo=
mentos, resultara
Mo (0= py— )y —m(rs—pe)s—
=p.m( 2422 —q.mxy—r.mxz;
del mismo modo obtendremos
M,y (110)=g. 71224 x2)—r.my s —p.7mxy .,
My, (mv)=r.m(x24y2)—p.mxs—q.7y 2.
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Escribamos taritas ecuaciones analogas 2 éstas, como
puntos tiene el cuerpo; sumémoslas ordenadamente, te-
niendo presente que las rotaciones 2, ¢, 7, son, en un mis-
mo instante, factores comunes 4 todos los términos de las
diferentes sumas, y podremos sacarlas del signo =; y ob-
tendremos las ecuaciones siguientes:

SMox (mv)=p.2m (y2+ 22)—q=mxy —rsmxz,
Moy (mv) =g4q. Em(vi—g—xﬁ)—rzmjz—-‘pzmxj,
3 My, (mv) =r.2m(x2 4-y2)— pImxz—q Smyz.

Sabemos que (577), Sm(r2—422) =A, Zm(z2+x%)=B,
sm(x2+y2)==C; siendo A, By C los momentos de iner-
cia del sélido con respecto 4 los ejes OX, OY, OZ; ade-
mas Emxy—=~F, Zmxz=E, Zmyz=—D; con lo que las
anteriores ecuaciones toman la forma

EMy (mv)=Ap—Fq—Er,
EM,y (mv)=—=Bg—Dr—Fp,
XM, (mv)=Cr—Ep—Dgq.

Estas férmulas se verifican cualesquiera que sean los
ejes rectangulares OX, OY, OZ; si estos ejes son los
ejes principales de inercia del cuerpo, relativos al punto
O, tendremos D=0, E=0, F=0; y las férmulas se
'redlucen a las siguientes.

EMx (mv)=Ap,
M,y (mv)=By,
M, (mv)=Cr.

Que expresan, gue la suma de los momentos de las canti-
dades de movimiento con respecto 4 uno de los ejes principales
de inercia del cuerpo, que pasan por el punto fijo O, se obtie=
nen mulriplicando el momento de inercia del cuerpo respecto
deste eje por la componente de lavelocidad angular estimada
segun.elmismo ¢je. O lo que es lo mismo, que para calcu-
lar la suma de los momentos con respecto al eje princi-

Micinica Racionar,—Tomo IL. 17
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pal OX| se puede prescindir de las rotaciones componen-
tes alrededor de los otros ejes OY, OZ; todo pasa para
esta suma, como si sélo existiera la rotacion p.

678. Sobre los tres ejes principales OX, OY, OZ
(fig. 282), tomemos, a partir del origen O, las cantidades
OP=Ap,0Q =By, OR=Cr, iguales
respectivamente a las sumas delos mo-
mentos de las cantidades de movimien-
to, y hallemos la resultante OG deestas
tres rectas consideradas como fuerzas.
La resultante OG es ¢l eje del par re-
sultante de los momentos de las canti-
dades de movimiento, trasportadas
paralelamente @ si mismas al punto O;
el plano del maximo de las areas, en el instante considera-
do, es un plano perpendicular a la recta OG.

Fig. 282,

Deduccion de las ecuaciones del movimiento del sélido por medio
del teorema de los momentos de las cantidades de mo-
vimiento.

679. Las ecuaciones del movimiento del sélido son’
tres, puesto que tres son las variables que hay que expre-
sar en funcion del tiempo; las cuales vamos 4 obtener,
aplicando el teorema de los momentos de las cantidades
de movimiento, tomado con respectoa tres ejes distintos.
Tenemos que expresar, que al cabo de un cierto interva-
lo de tiempo, infinitamente pequefio, el incremento de la
suma de los momentos de las cantidades de movimiento,
con respecto a un eje, que permanece fijo durante este in-
tervalo de tiempo, es igual 4 la suma de los momentos de
los impulsos elementales de las fuerzas exteriores, con res-
pecto al mismo eje.

Sean p, ¢, 7, las componentes de la rotacion instantanea
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alrededor de los ejes principales OX,0Y,0Z, (fig. 283),
al principio del tiempo 47, Al
cabo del tiempo 47, los ejes
principales de inercia del s6li-
do relativos al punto O, han
venidoa situarseen OX,, OY,
0OZ,, en virtud de las rotacio-
nes p,¢,7; en el mismo tiempo
las rotaciones del sélido alre-
dedor de estos ejes, han to-

Fig. 283, mado los valores p~+dp,g+dqg

y 7=+dr, tan poco diferentes

de 2,9y 7 como se quiera. Y resulta, que al principio

del tiempo 47, las sumas de los momentos de las cantida-
-des de movimiento son

Ap, By, Cr,

OX, OY, OZ;
y que las mismas sumas al fin del tiempo d#, se convier—
ten en

-alrededor de

A(p-+dp), Blg-+dg), Cr+dr),
alrededor de
ax,.Ox,, 'OFL,.

680. Para encontrar el incremento de la suma de los
momentos, alrededor de los ejes OX,0Y,0Z, que es lo
que nos proponemos, tomemos sobre OX;,0Y,, OZ, lon-
gitudes OP,—=A(p+dp),0Q ,—B(g+4dg), OR—C(r~-dr);
compongamos estas longitudes, y obtendremos por resul-
tado el eje OG, del par resultante de los momentos de las
cantidades de movimiento; descompongamos luégo la re-
sultante OG,, segun los tres ejes OX, OY, OZ; las com-
ponentes OP,0Q', OR’, serdn los momentos buscados al
fin del tiempo 4¢.

La proyeccion OP’ de la resultante OG;,, es lasuma al-
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gébrica de las proyecciones sobre OX de sus componen—
tes OP;, 0Q,,OR,. La recta OP,—A(p—+4dp), que for-
ma con OX un angulo infinitamente pequefio, se proyec-
ta sobre OX en su verdadera magnitud, prescindiendode
los infinitamente pequefios de 6rden superior. OQ, forma

con OX un angulo QOX==+rdt; porque este angu-

lo resulta de la rotacion 7 del sélido alrededor del eje OZ,
y las rotaciones p y ¢ alrededor de los otros dos ejes,.
no lo pueden alterar mas que en cantidades infinita-
mente pequefias. Todo sucede como si se tira en el pla-
no XY (fig. 284), una recta OQ,—=B(¢+dy), que for-
me con OY un angulo 7dz. La proyec—
cion O¢ de OQ, sobre OX es igual 4 la
distancia Q,H, que tiene por medida et
producto de este arco por el radio, es de-
cir, B(g-+dg). rdt; la cual debe tomarse
negativamente.

Falta proyectar OR,—C(r~dr) sobre-
OX; y veremos del mismo modo, que
Z,0 forma con OX un angulo igual 2

I Fig. 284.

% —qdt, que la proyeccion de OR, sobre OX debe tomar
se positivamente y que es igual a C(r 4 dr).¢dt. Su-
mando algébricamente las tres proyecciones, obtendre-
mos para la proyeccion de OG, sobre OX

A (p+dp)—B(g+dg)rdt +C(r—+dr) qds.
Restando Ap, seobtiene para el incremento de la suma.

de los momentos de las cantidades de movimiento, alre-
dedor de la recta fija OX, durante el tiempo ¢,

Adp—B(g+dg)rdt+ C(r+dr)qdt,
esta cantidad es igual 2 la suma de los momentos de los

impulsos elementales de las fuerzas exteriores. Sea L la
suma de los momentos de estas fuerzas, con respecto
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4 OX;Lds sera la suma delos momentos de sus impulsos,
y tendremos la ecuacion

Adp—B(q+dq)rdt +C(r—+dr)qdt—1L4ds,
reduciendo y suprimiendo los infinitamente pequefios de
szgundo érden, sera

d
(1) A(Z)—B—C)gr=L.
D: una manera analoga obtendremos para los ejes

‘0Y,0Z, llamando M y N 2 las sumas de los momentos

de las, fuerzas ‘exteriores, con respecto a estos ejes, las
ecuaciones

513 (8L)—(C—A)rp=M,
lc (&) —(A—B)pg=N

Estas tres férmulas dan las aceleraciones angulares al-
rededor de los tres ejes, en funcion de los momentos de
las fuerzas y de las velocidades angulares. El problema
del movimiento del cuerpo queda reducido 2 la siguien-
te cuestion de anilisis; deducir delas ecuaciones (1) los
wvalores generales de p, ¢, » en funcion del tiempo 7.

681. Vamos a examinar particularmente el caso no-
table, en que los momentos de las fuerzas exteriores, con
respecto a los ejes, son constantemente nulos; es decir, en

que L=0, M=0, N=0. Enténces las férmulas (1) to-
man la forma

d
A(Z)=(B—C)¢,
d
dr i
C (5 )=(A—B)pg;
las cuales nos dicen, que la aceleracion, alrededor de cada

eje principal, es igual al producto de las velocidades an-
gulares del s6lido alrededor de los otros dos ejes, multi-
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plicado respectivamente por los cocientes

B—C C—A A—B
AR B g

Si el elipsoide de inercia, con relacion al punto O, se re-
duce 2 una esfera, se tiene A—B=—C; y las aceleracio-

—j—? r -f}% = T: son separadamente nulas;
las velocidades angulares p, ¢, 7 son enténces constantes;
el cuerpo gira indefinidamente con una velocidad cons-
tante alrededor del eje resultante, cuya direccion perma-
nece fija en el espacio; este eje es en efecto principal en
la esfera de inercia relativa al punto O, y la rotacion, una.
vez comenzada alrededor de su direccion, persiste indefi-
nidamente (665), a pesar de no tener el cuerpo mas que:
un punto fijo. :

Si el elipsoide de inercia, relativo al punto O, es de re-
volucion, se tiene A—B, si OZ es el eje de la superficie..

nes angulares

: , d
La tercera ecuacion nos advierte entonces, que é‘:- 0,

yquela velocidad angular 7 es constante.

En general, cuando no hay fuerzas exteriores, 6 cuan-
do tienen una resultante dnica, que pasa por el punto.
fijo, el eje resultante de los momentos de las cantida-
des de movimiento tiene una longitud constante, y una.
direccion fija en el espacio (632); y sus componentes se~
gun los ejes coordenados méviles son Ap, By, Cr (677);.
y se deduce la relacion

(2) A2p24-B2324+C%2=(G2,
en la cual G es la longitud invariable del eje resultante.

682. El teorema de las fuerzas vivas nos demuestra
por otra parte, que la fuerza viva del sistema sélido es-
constante. Llamemos H 2 esta fuerza viva, sea wla velo-
cidad angular del cuerpo, alrededor del eje instantineo-
dé rotacion, I el momento de inercia alrededor de este
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eje, la fuerza viva es I w? por ser
Emv2—=Emr2ul=—?Emr2=102

luego (3) ' Tw*=H;
siendo H constante.

Esta ecuacion se trasforma por medio de la ecuacion
del elipsoide de inercia. La ecuacion de este elipsoide es

AX24-BY24CZ2=—1.
El momento de inercia del sélido, alrededor de la recta

que une el punto O al punto N (X, Y, Z), tomado sobre

la superficie del elipsoide, es ptz-:T:I, designando por

. ) 1 :
A la distancia ON= ——, comprendida entre estos dos

Vi
puntos (§77).

Sean P (fig. 285), el polo de la rotacion instantanea
sobre el elipsoide, OP = 3,
X, Y, Z, Jas coordenadas del
punto P, 6 las proyecciones
sobre los ejes de la longitud
A. La velocidad angular o al-
rededor de OP, tiene por pro-
yecciones sobre losjejes las ve-
locidades angulares p, ¢, 73y
Fie. 945, por consiguiente los cosenos

de los angulos de OP con los

ejes, tienen los valores

22X ¢_ ¥ r %L
PN LT B R I
relaciones que dan
X: -@. — ql S ?‘l -

3 —_— —

?

sustituyendo en la ecuacion del elipsoide, sera

1eg 2Ry gelyc

ik
m‘l

6 di\e;idiendo por %:— h



264 MOVIMIENTO DE UN SOLIDO QUE TIENE UN PUNTO FIjO.
T=Ap+BE+Cr%, 6 Ap? B Cr=Ta2, (4)

: 1
teniendo presente que —- =1,

Las ecuaciones (2) y (4) pueden deducirse de las (1),
despues de hacer en ellas L—0, M=0, N==0, Basta para
ello multiplicar la 1. por Ap, la 2." por By la 3." por
Cr y sumar; resulta :

Apdp 4 Bedg + Crdr
di

=0,
€ integrando

A?p24 B2g2 4 C2r2— constante—G2,
6 sea la ecuacion (2).

La (4) se obtiene multiplicando las (1) respectivamente
por p, g, r, y sumando; tendremos

Apdp+ Bgdg+ Crdr =0,
que integrada es

A2+4-Bg2+4 Cr2=constante=—H.

Deducir los valores de las variables 2, ¢, 7, en funcion de las
variables ¢,¢, 6.

683. Las ecuaciones (1) bastan para determinar ana-
liticamente las variables p, ¢, 7, en funcion del tiempo ¢,
y con las tres constantes de la integracion.

El problema no esta ain resuelto enteramente con esta
determinacion, porque es preciso expresar, ademas, en
tuncion del tiempo, los angulos ¢, ¢, §, que fijan en cada
instante la posicion exacta del sélido; para lo cual expre-
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saremos p, g, r,‘en funcion de los 4ngulos ¢, ¢ y 6, y de
las velocidades j—j, c%-, %g—, de estos angulos.

Las rotaciones p,'q, 7,
tienen lugar alrededor
de los ejes OX,0Y,0Z,
(figura 286), miéntras
que la rotacion instan-
tanea descompuesta se-
gun los ejes OZ’, ON,
OZ, tiene por compo-
dy de db
der’ dt? dt”

Tid. v, Para obtener p, basta
proyectar sobre O X: las

nentes —

ay dp db

tres rotaciones P E- ; .EE :

y tendremos,

= 'P cosZ’OX+ = ? cosNUX+ i—t cos ZOX;

proyectando las mismas tres rotaciones, sobre OY, y OZ,
obtendremos los valores dc qy r, que son
g—i cosZ'0Y + . ? cosNOY e %P cos ZOY

dy ' do
r—— cosZ' OZ 4 -?‘-cos NOZ—I—ECOSZOZ.

Los angulos ZOX, ZOY, NOZ son rectos, y sus co=-
o B
senos son cero; la rotacion—= se proyecta en su verdade-
ra magnitud sobre OZ; teniendo presente que NOX=p¢,
NOY=¢-+ % , se reducen 2

@ o, do
j’=—-cosZOX+E-E-cos<P

g———q’ cos Z'OY—% sen ¢

dy de
r===cos O %
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Para calcular los cosenos de los angulos Z'OX, Z'OY,
del punto O, como centro, describamos una esfera, que
sera cortada por los planos Z'OX, Z'ON, XON, segun
los arcos de circulo maximo QM, QP, PM.

En el triangulo esférico MPQ, tenemos que

cos QM= cos QP cos PM +sen QPsen PM cos QP M,

y observando que QPM—P—B y que QP.__—, sera,

cosQM=cosZ'OX ==sen ¢ sen .
Para deducir cosZ’OY, basta aumentar el angulo ¢ de
un angulo recto, lo que nos dara

cosZ'OY =:sen (‘P —{——E-'-.JSenﬁ:.—.ms psen B .

Tendremos para pasar de las variables 2, ¢ 7 2 las va-
riables ¢, 4, 0, las tres ecuaciones

g — q’ senzpsenﬁ—}--— cos o,
lP

(5) {g==—rcos¢ sen ﬁ—d—& sen o,

di
(r._- ar cosB+

Resolucion del problema por las cuadraturas, en el caso en que
las fuerzas exteriores son todas nulas.

684. Las seis ecuaciones (1) y (§) contienen la solu-
cion general del problema propuesto, cuya resolucion va-
mos 4 terminar, en el caso particular en que las fuerzas
exteriores son nulas, es decir, cuando L=0, M=0,
N=0; condiciones que reducen las tres ecuaciones (1),
a las que siguen:

A2 (B—Cyr=0,
d.

(8) {BZf—(C—A)rp=o0,
di

C ———(A—B)pg=0.
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Las ecuaciones (2) y (4)
A2 Pz_i_ B2€2+ G2 ,-2=sz
Ap2+Bg2+4-Cre—H, .
daran p y g en funcion de 7. Resolviéndo'as con respecto
a p?y ¢ resulta
G*=—HB+ C(B—C)»?

=
A(A—B)
g G*—HA+CQA—C)
B =5 B(B—A) ;

sustituyendo estos valores en la tercera de las (4), obten-

dremos

C %‘ = A_B)\/Gs—fmcaa—ow X \/Ge—-HA-H‘{A.—Cr’,
(A—B) B(B—A)

ecuacion en la que pueden separarse las variables, y que

toma la forma

dr
Vi)
siendo 4,4,4',4' y f, cantidades conocidas. Esta ecuacion
se integra por las cuadraturas; y como el radical contiene:
un polinomio de 4.° grado en 7, la solucion general no
puede obtenerse sino por medio de las funciones elipticas.

Cuandose conoce 7 en funcion del tiempo, 2y ¢ se ex-
presan por medio de 7, y las tres rotaciones seran conoci-
das en funcion de 2.

Haremos para terminar la solucion, una hipétesis sobre:
la posicion de los ejes fijos OX',0Y’, OZ’; admitiendo, que
el eje OZ' coincide al principio del movimiento, con el eje
del par resultante de los momentos de las cantidades de
movimiento; estando este eje inmévil, la coincidencia sera
permanente. Ahora, el eje del par resultante tiene por
componentes segun los ejes OX,0Y,0Z, las cantidades
Ap, Bg, Cr; obtendremos, pues, (fig. 286),

Ap=—GcosZ'OX=Gsenpsenb,
Bg=GcosZ'OY =Grcos¢senf,
Cr=Gecos¥.
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De las cuales se deduce

__Ap .
fgnla—Bq, cosfi=— g

Conociendo ,¢,7, en funcion de #, deduciremos ¢ y 6.
. Blys ] -
Para determinar ¢, eliminaremos 3-‘ entre las dos primeras

ecuaciones (§), y resultara

d
pseng4-gcosp=— d—f

ecuacion, que integrada por unacuadratura, dara ¢, pues-

to que 2,9, y §, son conocidas; con lo cual quedara el
problema completamente resuelto.

sen f;
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Teeorfa de la rotacion de los cuerpos de Poinsot.—Poloide y herpo-
loide.—~Ecuaciones de la poloide .—T'razado de la herpoloide,—
Medida de la estabilidad de la rotacion alrededor de un eje princi=
pal.—Efecto de un par instantdneo sobre un sélido que tiene un
punto fijo,—Efecto general de un par, —Aplicacion al movimiento
del peon,

Teorfa de la rotacion de los cuerpos de Poinsot.

685. Por medio de consideraciones geométricas ha
conseguido Poinsot, terminar la resolucion del problema
de la rotacion de los cuerpos, cuando no hay fuerzas ex-
teriores, y por consiguiente los momentos L, M, N, son
los tres nulos.

Empezaremos, para la exposicion de la teoria, por su-
poner que el elipsoide de inercia del cuerpo con respec-
to al punto fijo O, esta referido a sus ejes principales. La
ecuacion del elipsoide referido a estos ejes es

(1) AX24-BY24-CZ2=—1,
y el momento de inercia, alrededor del radio de longitud
2, serd igual 2 -11;

Por la Geometria analitica sabemos: que el plano tan-
gente al elipsoide, representado por la ecuacion (1), en el
punto cuyas coordenadas son X,Y,Z, tiene por ecua-
cion

AXx+BYy+CZz=1;



270 MOVIMIENTO DE UN SOLIDO QUE TIENE UN PUNTO FIJO.

y la distancia de este plano al origen O, es
S

VAX: 4+ B 4 G2
Y que si sobre los ejes coordenados rectangulares (figu-
ra 287), tomamos desde el origen
longitudes OD=Ap, OE — By,
OF=Cr, y componemos estas tres
longitudes como si fueran fuerzas,
cuya resultante sea OG; la ecuacion
del plano trazado por el origen,
perpendicularmente a la OG, sera

Fig. 287. Apx~+Bgr+Crz=0.

686. iusto supuesto, sea en un instante dado OL la
direccion del eje instantaneo de rotacion, X,Y,Z, las
coordenadas del punto L en el elipsoide de inercia repre-
sentado por la ecuacion (1), y llamemos v a la velocidad
angular de la rotacion del sélido alrededor de OL.

En el punto L, tracemos un plano tangente al elipsoi-
de; su ecuacion sera

(2) AXx+BYy+4CZz=l.

Representemos por X la longitud OL; tenemos la se~-
rie de razones iguales
OB S St e o
de las que se deduce
( ) _tg_l/m‘
Y T yEivrevrozn
Pero y/ A%+ B¢ + ' es igual a la cantidad constan-
te G; es decir, a la diagonal del paralelepipedo, 6 al eje
del par resultante de los momentos de las cantidades

de movimiento (681); |/A=XNI]§ffs+csz=:—;—, 6 sea la
cantidad inversa de la distancia & del origen O al plano
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tangente al elipsoide, y la ecuacion sera
P s 4
DA . A
(5) —}\*-—T—GO.

8 .
Como % es igual al momento de inercia I del sélido,"

alrededor del eje de rotacion OL, tendremos

t;:&_.Im? i,
siendo H la fuerza viva constante del s6lido; luego
(6) G22=

y como H y G son constantes, la distancia § sera tambien
constante.

De las igualdades (3) se deduce, reemplazando por su
valor /1.

0 X=pp Y=yn 2=00

y sustituyendo estos valores en la ecuacion (2), resulta la
siguiente
Ap
'-/—ﬁx - I/_H o= 1
6 lo que es lo mismo
(8) Apx—+Bgy+Cra=y/H.

El plano tangente al elipsoide en el punto L, es por
consiguiente paralelo al plano Apx + Bgy 4 Crz=—0, tra-
zado por el punto O, perpendicularmente a la recta OG;
mas este plano, es el plano del maximo de las areas (678),
que sabemos conserva en el espacio una fijeza absoluta.

Por consiguniente, el plano tangente al elipsoide tirado
por el punto L, polo instantineo de rotacion del sélido, tiene
una direccion constante en el espacio; ademas su distancia al

punto fijo O, S—V G & invariable; luego dicho plano esta

fijo en el espacio. El movimiento del cuerpo se efectiia de ma-
nera, que el elipsoide de inercia sea constantementé tangente a
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este plano fijo; la rotacion instantinea tiene lugar en cada
instante alrededor del radio tirado del punto O al punto de
contacto, y la velocidad angular, w=X\/H, es proporcional &
la longitud )\ de este radio. Tal es el enunciado del teore-
ma de Poinsot.

La proyeccion de OL sobre la direccion del eje OG
es una recta OP constante; y lo mismo sucede 4 la pro-
yeccion sobre OG de la velocidad angular w, que es pro-
porcional 2 OL; y por lo tanto, la velocidad angular de}
s6lido, estimada alrededor del eje de los momentos de
las cantidades de movimiento, es constante.

Poloide y herpoloide,

687. Podemos concebir facilmentela imagen del mo-
vimiento del cuerpo.

Sea O (fig. 288) el punto fijo; OS el eje instantaneo de
rotacion en una época dada; w la
velocidad angular del sélido en esta.
época.

En el punto S, donde el eje ins-
tantaneo corta a la superficie del
elipsoide

AX24+BY24-CZ2—1,
: tiremos un plano tangente TT 2
Fig. 288. esta superficie. Del punto O baje-
mos sobre este plano una perpendi-
cular OP; ésta sera la direccion constante del eje resul-
tante de los momentos de las cantidades de movimiento.

De estos datos se deducira la fuerza viva H del cuerpo
yla magnitud G del eje del par resultante. Se tiene, en
efecto, llamando % al radio OS

H:%a ¥ GE:Vﬁ___T
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siendo 2 la distancia OP del punto al plano tangente. Se
tiene, pues

W
G:W -

El plano TT y el punto O estan fijos en el espacio, y
el elipsoide se mueve alrededor de su centro, de modo
que permanezca siempre tangente al plano TT. El mo-
vimiento relativodel elipsoide con respecto al plano no se
modificara suponiendo el elipsoide fijo, y que se hace ro-
dar sobre su superficie el plano TT, bajo la condicion de
que permanezca constantemente 2 la distancia, $=0P, del
centro O,

En este movimiento, el punto de contacto del plano y
del elipsoide, traza sobre el elipsoide una curva §S'; 4.1a
que Poinsot ha dado el nombre de poloide, 6sea la trayec-
toria del polo instantaneo de rotacion sobre el elipsoide; so-
bre el plano tangente, el mismopunto traza una segunda
curva llamada kerpoloide, sobre el cual la poloide viene &
rodar en el movimiento relativo, La poloide es por consi-
guiente la base de un cono OSS/, que tiene su vértice en
el punto Oy forma cuerpo con el sélido; y la herpoloide es
la base de unsegundo'cono, del mismo vértice pero fijo en
el espacio; el movimiento del sélido se resume en la ro-
dadura ‘del cono mévil sobre el cono fijo, como dijimos
en la Cinematica; y tambien sabemos queesta rodadura
es el movimientomas general deque puede estar animado
un sélido que tiene un punto fijo (231).

688. Cuando el elipsoidees de revolucion, la poloide
viene 4 ser uno.de los paralelos de la superficie; los dos
conos son conos rectos de base circular, y la velocidad
angular del sélido alrededor de su gje instantaneo es cons-
tante. En el caso general, la poloide es una curva cerra-
dd, que da la wuelta sobre el elipsoide, alrededor del ex-
tremo del eje mayor, 6 del extremo! del eje menor; puede

Mec{nica Racionar.—Tomo IL. 18
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reducirse por excepcion 4 un sistema de doselipses, cuan-
do pasa por el extremo del eje medio.

689. Sobre el plano TT, la herpoloide es en general
una curva sizuosa, cuya forma media es un circulo que tie.
ne por centro el punto P; las sinuosidades de la curva ha-
cen que entre en este circulo y que salga alternativamente
por periodos iguales; la curva puede cerrarse al cabo de
cierto nimero de espiras, 6 en otros casos, prolongarse
indefinidamente sin volver jamas a pasar por su punto de
partida.

Estas sinuosidades no desaparecen, sino en el caso de
que el elipsoide es de revolucion; enténces la herpoloide
se reduce @ su circulo medio. Otro caso notable se pre-
senta cuando la poloide pasa por los extremos del eje me-
dio. Enténces la herpoloide se trasforma en una espi-
ral indefinida, que da una porcion de veces la vuelta al
punto P, ycuya longitud total es sin embargo finita. Su-
pongamos que el s6lido haya empezado 4 rodar alrededor
del eje medio; sise le separa ligeramente de esta posicion,
en la que la rotacion podria indefinidamente persistir
(664), y que se tiene cuidado de llevar, en el sentido con-
veniente, el eje de la nueva rotacion instantinea 4 un
punto de una de las elipses que constituyen la poloide cor-
respondiente, el polo instantaneo tomara un movimiento
indefinido, y podra tener. por posicion limite el vértice
opuesto del eje medio, despues de la inversion completa
del cuerpo; el eje medio tiende 4 tomar su orientacion, in-
virtiéndose de extremo 2 extremo. Pero esta inversion
exigird un tiempo indefinido para terminarse.

Ecuaciones de la poloide-

6go. Para encontrar las ecuaciones de la poloide, ob-
servaremos que esta linea es la interseccion de dos super-
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ficies, una de las cuales es el elipsoide de inercia, cuya
ecuacion puede ponerse bajo la forma

2 2 ]
() g hE=L
y la otra se obtendrd, recordando que la poloide es el lugar
geométrico de los puntos del elipsoide, en que el plano
tangente esta 4 una distancia constante & del origen.

La ecuacion del plano tangente en el punto (x, y, 2)
de la superficie es

wm +
su distancia al orlgen es
R 1 ;6 S+ L+t=1 (o).
V(%)E_F(b;‘.;)-‘l_(:z?)ﬂ .a b c 0

Esta ecuacion, que expresa que la distancia del plano
tangente al origen es constante, y la ecuacion (g) del elip-
soide de inercia, son las ecuaciones de la poloide. Esta
curva es la interseccion de las superficies representadas
por las ecuaciones (9) y (10), que las dos son elipsoides,
que tienen los mismos planos principales. Las proyecciones
de la interseccion sobre los planos coordenados, son por lo
tanto curvas de segundo grado. Eliminando sucesivamen-
te z,x € y, obtendremos las ecuaciones de las proyec-
ciones:
sobre el plano XY,

TR T e
sobre el plano YZ

(1) gt kg g
y sobre el plano ZX

(13) :"" b’ T )+ w’(b‘ =)=_!317__§'_

' Supongamos a<b<c; la distancia 8 deberd estar com-
prendida entre 2 y ¢, pudiendo ser <(4, 6 4. Por con-
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AU e e e e S ¥
siguiente — <, =>—, Sftiai luego los tres
coeficientes de la ecuacion (11) son negativos, y cam-
biando los signos, sera

—:—;(% )+ o (b! AL _‘—;?_'_:Ls_a

que representa una elipse.
La ecuacion (12) tambien'represcnta una elipse; porque

>F, >c5,Y >'_6,E'-

La ecuacion (1 3) representa una hipérbola, porque los

1 3l Nty . 2
——, son de signos contrarios;
a

coeficientes Sr =y Voo
y representa dos rectas, cuando 8—4; enténces la poloide
se reduce al sistema de dos elipses, interseccion de la su-
-perficie del elipsoide de inercia con los dos planos que
representa la ecuacion (1 3). Las hipérbolas representadas.
por esta ecuacion en el caso general, estdn situadas en

uno 1 otro de los angulos formados por las rectas

=3 le—a)=0

segun que se tiene 7 shess }, +0 ;s =i =3 luego la poloide

es, sobre el elipsoide, una curva cerrada que da vuelta al-
rededor del vértice del eje menor, 6 del vértice del eje ma-
yor, segun que & es menor, ‘6 mayor que 4.

Si el elipsoide de inercia es de revolucion siendo -por
de-

dor del vértice del eje ¢
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Trazado de la herpoloide.

6g1. Para trazar esta curva, sea O (fig. 289), el cen-
tro del elipsoide, P el pié dela
perpendicular bajadade este pun-
to sobre el plano invariable TT;
M el punto de contacto, en un
instante dado, del elipsoide con
este plano.
La rotacion del elipsoide se
i verificari en este instante alrede-
Fig. 289, dor de la recta OM; de manera
«que los arcos de la poloide MN se apliquen sucesivamen-
tz sobre el plano TT. El resultado de esta aplicacion su-
«cesiva sera unacurva MQ que da la vuelta alrededor del
punto P,y en la cual los radios PM variaran generalmen-
te entre dos limites; de suerte, que la herpoloide es en ge-
neral una curya sinuosa, que se extiende alrededor del pun-
- to P, aproximéndose y alejandose 4 intervalos iguales, y
pudiendo en ocasiones no cerrarsz, si elangulo al centro,
-que corresponde 4 la aplicacion del perimetro entero de
la poloide, no es comensurable con el angulo recto.
692. El caso en que la poloide es una de las elip-
ses limites, pasando por los vértices dzl eje medio, pre-
senta una excepcion. En este caso, la herpoloide, en lugar
de ser una curva ondulada, conservandose 4 una distancia
mediadel punto P, constante, es una esPn'al MP (ﬁg 9.90)
que aproximandose mas y mas a este
punto, no llega jamas a coincidir conél.
Aunque estacurva se prolongue inde-
finidamente, su longitud es finita; por-
que como resulta dela aplicacion sobre
Fig. 200. elplanode los arcos sucesivos dela elip-
se limite, tiene por longitud total la longitud de esta elipse.
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En fin, cuando la poloide se reduce 4 un paralelo del
elipsoide de revolucion, la herpoloide se reduce a2 un
circulo que tiene por centro el punto P; y el movimiento
del s¢lido consiste en la rodadura de un cono recto de
base circular unido al cuerpo, sobre un cono recto de base:
circular fijo en el espacio.

Medida de la estabilidad de la rotacion alrededor de un eje
principal.

693. Sean (fig. 291), OA el eje menor, OB el eje
medio y OC el eje mayor del elip-
soide de inercia. La rotacion del s6-
lido, una vez comenzada alrededor
de uno de estos tres ejes, contintda
indefinidamente, si no interviene
ninguna fuerza exterior. Sin em-
bargo, la estabilidad de la rotacion
no es la misma alrededor de cada
uno de los tres.

Tiremos por el eje medio BB’ los
dos planos GF, DE que corten la
superficie segun las elipses, 4 lolar-
go de las cuales, el plano tangente esta 4 la distancia OB
del centro. Todos los puntos de estas elipses podran
servir sucesivamente de polos de la rotacion instantanea,
de suerte, que el movimiento del s6lido podra consistir en
la aplicacion sucesiva de los arcos de la elipse BGB' sobre
el plano invariable. No sucede lo mismo con el eje ma-
yor y el eje menor, porque las distancias OC, OA, son el
maximo y el minimo del radio vector tirado del punto O
a la superficie, y de la distancia del plano tangente al
centro.

Si mientras el radio vector gira alrededor del eje OC,

Fig. 201.
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se hace intervenir una fuerza que lleve el ‘polo instanta-
neo al punto L, préximo al punto C, el cuerpo tomara
por poloide, @ partir de este instante, una curva cerrada
L'L que da la vuelta alrededor del vertice C, de la super-
ficie; lo mismo sucederd, mientras que el punto L.no sea lan-
zado por una fuerza, fuera del uso comprendido entre
las dos semi-elipses BEB', BGB'.

Del mismo modo, si la rotacion se verifica alrededor
de OA, y se le separa un poco, la poloide vendra a ser
una curva KK, rodeando el punto A, y esta alteracion se
conservara, mientras que el polo instantaneo no sea lleva-
do fuera del uso elipsoidal EBFB'.

En cualquier punto que se coloque. el polo instineo de
la rotacion, con tal que no caiga sobre las elipses limites
ED, FG, la poléide sera una curva cerrada que rodea al
vértice C, 6 al vértice A, segun que el polo inicial cae en
el uso GBB'E, 6 en el uso EBB'F.

Luego se puede tomar por medida de la estabilidad de
la rotacion alrededor del eje mayor, 6 alrededor del eje
menor, la superficie de los usos que contienen los vérti-
ces de estos ejes, de suerte, que la estabilidad del eje ma-
yor esta medida por la superficie GBB'E, y la del eje me-
nor por la superficie EB'BF.

694. La estabilidad de la rotacion alrededor del eje
medio es nula; porque si la rotacion alrededor de OB
empieza, y se le separa un poco moviendo el eje instan-
taneo de rotacion, el polo instantaneo sera llevado al uso
GBB'E, 6 al uso adyacente EBB'F; en el primer caso, la
nueva poloide rodeara al punto C, vértice del eje mayor;
en el segundo, rodeara el punto A, vértice del eje menor.
La'rotacion alterada se efectuara, por consiguiente, alrede-
dor de uno de los ejes extremos, abandonando al eje
medio.

Hay un caso excepcional, que es aquel en que el movi-



280 MOVIMIENTO DE UN SOLIDO QUE TIENE UN PUNTO F1j0.
miento del eje instantaneo lleva el polo de la rotacion
sobre una de las elipses limites; porque enténces la poloi-
de viene 2 ser esta misma elipse; el cuerpo se movera por
lo tanto, ya de manera que vuelva el polo al punto B, que
acaba de abandonar, ya de manera que se aleje mas y
mas de este punto, 4 lo largo de la elipse limite, y llevan-
dolo mas y mas cerca del vértice opuesto B

Efecto de un par instantdneo sobre un sélido que tiene
un punto fijo.

695. Hemos llamado fuerza instantanea al impulso

¢
total, P— I Fdt—mv, de una fuerza F, variable y de

mucha energia, que actia durante un tiempo muy peque-
fio #—1;(604). Un par instantineo es un par formado por
dos fuerzas instantaneas (P, —P), 6 por dos impulsos
totales, iguales, paralelos y contrarios, actuando durante
un tiempo muy corto. '

Supongamos que un cuerpo sélido, queé tiene un pun-
to fijo, estd en reposo, y que se aplica @ este cuerpo, un
par instantineo (P,—P); vamos 4 ver qué movimiento
tomara el cuerpo. Descompongamos este par segun los
tres planos principales del sélido, relatives al punto O, y
llamemos L', M',N’, 4 sus tres parescomponentes. Por el
teorema de d'Alambert, extendido a las fuerzas instan-
taneas (605%), existe el equilibrio entre las' percusiones,
las cantidades de movimiento iniciales y las cantidades de
movimiento finales, tomadas en sentido contrario. Apli-
quemos el teorema de los momentos; si g, ¢/, #, son las
componentes de la rotacion instantanea alrededor de los
ejes principales al fin de la percusion, Ap’, By, Cr, son
los momentos de las cantidades de movimiento con res-
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pecto 4 estos ejes, y por consiguiente, el equilibrio exige
las tres ecuaciones

Ap=L, Bf=M, Cq=N;
es decir, que cada par instantaneo componente se condu-
ce como si estuviera solo. Basta, por lo tanto, componer
las velocidadesp’, ¢, 7/, para obtener en direccion y mag-
nitud la velocidad angular o', Sea OI (fig. 292), el eje
instantaneo, Lel punto en que este eje
encuentra al elipsoide de inercia, Las
coordenadas X, Y, Z del punto I seran
proporcionales 4 Jas componentes ', ¢, 7/,
de la velocidad angular: luego el plano
tangente al elipsoide en el punto I, plano
(L cuya ecuacion es (685)
AXx+4BYy+4CZz=1,
es paralelo al plano
Ap'x+4Bg'y+Cr'z=0,
6 al plano Ly’ M’y +4Nz=0,
el cual, siendo perpendicular a2 la direccion cuyas com-
ponentes, segun los ejes, son L, M',N’, es paralelo al
plano del par dado.

O lo que es lo mismo, el eje de rotacion alrededor del
~cual el sélido empieza@ rodar por la accion del par ins-
‘tantaneo (P,—P), esen el elipsoide de inercia el diame-

tro conjugado del plano de este par. Enténces, cesando
la accion del par, el cuerpo vuelve a quedar libre, y co-
mo posee una velocidad o’ alrededor del eje instantaneo
O], sigue a partir de este instante el movimiento definido
por el teorema de Poinsot. La rotacion no persiste alre-
dedor de la recta O], si esta recta no es un eje principal.

Efecto general de un par,

696. Hagamos actuar sobre el sélido un par (F,—F)
formado por dos fuerzas finitas F dadas en cada i mstante
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en magnitud y en posicion. Sea OS (fig. 293) el eje de ro-
tacion del cuerpo, enun cierto instante, en virtud de su
movimiento anterior.

Si se suprime en este instante el par (F,— F) durante
un tiempo 4, el cuerpo seguira durante este tiempo la
ley de Poinsot, y al cabo del tiempo 47 tendra por eje de
rotacion una recta OL, distinta de OS, y que terminara
sobre el elipsoide en un punto L. de
la poloide, a una distancia infinita-
mente pequefia del punto S. En este
instante hagamos actuar sobre el s6-
lido el par instantaneo (Fdt,—Fdt);
si el sélido estuviera en reposo
resultaria una rotacion alrededor
de un eje instantaneo OI, diametro conjugado del pla-
no del par en el elipsoide (686). En virtud del princi-
pio de la independencia del efecto de las fuerzas, se ob-
tendra el movimiento efectivo del sélido, componiendo la
rotacion altededor de OS, debida al movimiento ante-
riormente adquirido, con la rotacion OI, debida al efecto
de las fuerzas exteriores.

Luego el eje de la rotacion resultante sera una recta
OK comprendida en el plano LOI, y el efecto del par
habra sido hacer marchar el polo instantaneo sobre el
elipsoide de inercia de una cierta cantidad SK. La poloi-
de SL del teorema de Poinsot, sera reemplazada por otro
camino SK del polo instantaneo, que sera debido 2 los efec-
tos combinados de la inercia y de las fuerzas exteriores.

697. Cuando el elipsoide de inercia es una superficie
de revolucion alrededor del eje OZ (fig. 294), la poloi-
de de Poinsot es un paralelo LL' de la superficie, y en
virtud de la inercia toma el cuerpo un movimiento unifor-
me de precision. Tomemos, en efecto, por eje fijo OZ',
el eje OG del par de las cantidades de movimiento;

Fig. 203.



MOVIMIENTO DE UN SOLIDO QUE TIENE UN PUNTO FiJo 283
sea MN el plano fijo sobre el cual rueda el elipsoide, y
7 LL la poloide. El mo-
vimiento del cuerpo sera
una rodadura del cono
recto OLL’, sobre el
cono recto OLL", y en
este movimiento la /inea
de los nodos ON estara ani-
mada en el plano Y'OX'
de una velocidad angu-
lar constante. La gene-
Fig. 204. ratriz comun OL de los
dos conos.esta en cada instante enel plano de los ejesOPy
OF de. las dos superficies, y la linea de los nodos es per-
pendicular a este plano; el plano I.ON es el plano tangen-
te a los dos conos segun la generatriz OL.

698. Siendo siempre el elipsoide de inercia de revo-
lucion, el etecto de un par, puede ‘atin ser un movimiento
de precesion uniforme. Sea OZ (fig. 295), el eje de revo-
lucion de elipsoide, y el ecuador de la superficie EE. Su-
pongamos que el movimiento del cuerpo sea el resultado
de la rodadura del cono recto OLL, unido al elipsoide,
sobre el cono fijo OLL"”. En
este caso la [inea de los nodos,
ON, interseccion del plano del
ecuador con el plano Y OX',
perpendicular al eje OZ' del
cono fijo, estard animada de un
movimiento de rotacion uni-
forme alrededor del punto O;
es normal al plano Z'OZ de
los dos ejes de los conos, ya

Fig. 205. la generatriz QL de contacto.
Seaw la velocidad angular del sélido, alrededorde OL;
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busquemos el eje dz los momentos de las cantidades de
movimiento, y descompongamos para esto la velocidad
w, segun los tres ejes principales del elipsoide d< inercia
relativo al punto O. Siendo el elipsoide de revolucion al-
rededor de OZ, se pueden tomar arbitrariamente por ejes
principales dos rectas perpendiculares, tiradas por el pun-
to O en el plano del ecuador; escogeremos la recta ON
y su perpendicular OX, trazada en ¢l plano ZOZ'. Sea A
€l momento de inercia del sélido alrededor del eje OX;
A sera tambien el momento de inercia alrededor de ON;
y sea C el momento de inercia alrededor de OZ. La ve-
locidad angular w nos dara las componentes py » segun
OXy OZ; laterceracomponente segun ON es cero por ser
ON perpendicular 2 OL.. Obtendremos las componentes
del eje de los momentos, tomando sobre OX una longitud
OA=Ap,y sobre OZ una longitud OC=Cr; el eje bus~
cado OG es la resultante de estas longitudes (678). Se ve
que este eje esta contenido en el plano ZOZ'; que ademas
siendo la rotacion w constante y formando siempre los
mismos angulos con las rectas OX y OZ, OG sera una
longitud constante y formara un angulo constante con el
eje OZ'; es decir, OG describira alrededor de OZ' un co-
no recto, con la misma velocidad angular que el eje OZ
del elipsoide mévil. El extremo G describe en este mo-
vimiento una circunferencia GG’, con una velocidad
constante, normal al plano Z'OG y por consiguiente pa-
ralela a la linea ON, Ahora, la velocidad del extremo
del eje del par resultante delos momentos de las cantida-
des de movimiento, es en cada instante igual y paralela al
eje del par resultante de los momentos de las fuerzas ex-
teriores. Luego para imprimir al sélido el movimiento
de precesion uniforme, definido por la rodadura del cono
QLL' sobre el cono OLL”, con una velocidad o, basta apli-
car al sélido un par cuyo eje sea, en cada instante, para-
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lelo 4 la linea de los nodos ON, y que tenga por medida
la velocidad lineal constante del punto G.

Aplicacion al movimiento del peon.

699.  El movimiento cénico uniforme del pson, con-
firma la teoria anterior.

El peon, que sirve como juguete 4 los nifics, es un
sélido de revolucion alrededor del eje OZ, (fig. 296),
terminado en su parte inferior
porunapunta de hierro O, que
descansa sobre un plano ho-—
rizontal Y'OX'. El elipsoide
de inercia del peon, con res-
pecto al punto O, es tambien
de revolucion alrededor deleje
0Z.

Supongamos que el mo-
vimiento cénico del peon:se
realice, y que gire alrededor
de su eje con una cierta velo-
cidad angular 0, y que al mismo tiempo el eje OZ gira
alrededor de la vertical OZ' conuna velocidad angular o,
que hemos llamado velocidad de precesion.

Para encontrar el eje instantaneo de rotacion, compon-
gamos la rotacion, alrededor de OZ'’, con la rotacion 6
alrededor de OZ; la resultante Ow sera, en magnitud y-
direccion, el eje de la rotacion instantanea; la direccion
Ow serd la generatriz de contacto de dos conos circulares,
que ruedan uno sobre otro en el movimiento del sélido.

Veamos lo que sucede en el instante en que el eje OZ
del peon atraviesa el plano Z'OX’. En el punto O
elevemos en este plano la OX perpendicular a la OZ, la
cual serd un eje principal del s6lido. Descompongamos la

T'ig. 208,
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rotacion instantanea Ow segun las dos direccionesrectan-
gulares OZ y OX, y obtendremos las componentes p=0p
alrededor de OX y =0 alrededor de OZ, y formemos
los productos
Ap:OA, C?‘=OC;
la resultante OG de las dos rectas QA, OC, s2ra el eje de
los momentos, que seguird el movimiento del plano Z’OZ.
Lavelocidad lineal del punto G alrededor de OZ’ sera igual
al producto ¢ X GH ; que es la medida del par que debe
aplicarse al s6lido, y cuyo ejedebe ser en cadainstante para-
lelo a la linea de los nodos. Ahora, la Gnica fuerza que so-
licita al cuerpo, prescindiendo de la reaccion del punto O,
cuyo momento es nulo, es el peso P del pson aplica-
do en su centro de gravedad I el plano del par formado
por las fuerzas exteriores trasladadas al punto O, es por
consiguiente el plano Z'OZ, y el ejedel par esta en efecto
dirigido segun la linea de los nodos OY’. El momento
del par es igual 2 PXO:i. La condicion necesaria y sufi-
ciente para que haya precesion uniforme, es por lo tanto,
P 0Qi=GH X .

Hemos prescindido del par debido al rozamiento del
punto O sobre el plano fijo; este par influye en.el movi-
miento, porque se observa una reduccion gradual de la
velocidad de la rotacion propia 6 del peon, reduccion
debida al trabajo negativo del rozamiento sobre el plano
de apoyo. Las reacciones del plano Y'OX’ sobre el peon,
comprenden en realidad una fuerza y un par; el par es
debido al rozamiento del punto O. La fuerza puede
descomponerse en dos: una vertical € igual al peso P;
la otra horizontal, y que s¢ equilibra con las fuerzas cen—

trifugas desarrolladas’ por la rotacion ¢ del peon alre-
dedor del eje OZ.



LECCION LVIIL

Movimiento de, un cuerpo sélido libre.—Movimiento de la Tierra en
el espacio.—Efecto de una fuerza instantdnea sobre un cuerpo s6li-
do libre.—Caso en que la percusion sea perpendicular al eje instan-
tineo.—Condiciones para que persista el movimiento,—Rotacion
de los proyectiles en las armas rayadas.,—Su desviacion del plano
del tiro.—Movimiento oscilatorio de una barra eldstica

Movimiento de un cuerpo sélido libre.

700. Estudiado en las lecciones anteriores el movi-
miento de rotacion de un sélido, ya alrededor de un eje,
ya alrededor de un punto, vamos, segun el érden que nos
propusimos, a estudiar el movimiento de un cuerpo sélido
libre.

Cuando un sélido libre se mueve en el espacio, su cen- -
trode gravedad se mueve como un punto material cuya
masa sea la masa total del sélido, y que esté solicitado por
todas las fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo trasporta-
das a este punto paralelamente 4 si mismas (621). De ma-
nera, que el movimiento del centro de gravedad puede
determinarse de antemano, y sélo falta encontrar el mo-
vimiento del cuerpo con respecto 4 su centro de gravedad.

Para encontrarlo, tracemos por este punto tres ejes de
direccion constante, y busquemos el movimiento del s6li-
do con respecto i estos tres ejes, supuestos fijos; este mo-
vimiento, sera el movimiento de rotacion del cuerpo al-
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rededor de su centro de gravedad, considerado como fijo,
porlaaccion de las fuerzas realmente aplicadas al cuerpo, y
las fuerzas ficticias que hay que introducir para tratar el
movimiento relativo como un movimiento absoluto. Te-
niendo los ejes méviles, por hipétesis, un movimiento de
traslacion, las fuerzas aparentes se reducen a las fuerzas
de reaccion del movimiento de arrastre (440), que son to-
das paralelas y proporcionales 4 las masas, y por consi-
guiente tienen una resultante igual 2 su suma aplicada al
centro de gravedad del cuerpo sélido. 4

De aqui resulta, que la suma de los momentos de las
fuerzas aparentes, con respecto a cualquier eje trazado
por el centro de gravedad, es nula, por consiguiente, el
movimiento relativo del sélido, alrededor de su centro de
gravedad, es solo debido a las fuerzas que realmente se le
aplican, y no difiere del movimiento absoluto que tomaria
el cuerpo por la accion de las mismas fuerzas, si el centro
de gravedad estuviera realmente fijo. Y de lo expuesto
se deduce este teorema: Un cuerpo’silido gira alrededor
de su centro de gravedad, como si este centro estuviera
Jijo.

El problema del movimiento general de un sélido libre,
se divide claramente en dos cuestiones, que pueden resol-
verse independientemente una de otra: movimiento del
centro de gravedad, y movimiento alrededor del centro
de gravedad considerado como un punto fijo.

7ot. Silas fuerzas aplicadas al sélido son todas nulas;
el centro de gravedad del sélido se mueve en linea recta
y con una velocidad constante, y al mismo tiempo ‘el mo-
vimiento del s¢lido alrededor del centro de gravedad se~
guira las leyes del teorema de Poinsot; el elipsoide:cen-
tral de inercia rodara sobre un plano de direccion cons-
tante, trazado 2 una distancia invariable del centro de gra-
vedad, No habiendo fuerzas exteriores, el sélido librese
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movera en virtud de la inercia, que produce este -cornplc-
jo resultado.

Si las fuerzas exteriores se reducen al peso del cuerpo,
su centro de gravedad describird una parabola (385); el
momento de la resultante, representada por el peso del
cuerpo, es nulo con respecto i todos los ejes que pasan por
el centro de gravedad. En el movimiento con respecto al
centro de gravedad, el cuerpo se encontrara en las con-
diciones necesarias para que pueda aplicarsele el teorema
de Poinsot. '

Si el solido es una esfera homogénea, cuyos puntos son
atraidos por un centro fijo, en razon inversa de los cua-
drados de sus distancias y en razon directa de sus masas,
el centro de gravedad describira una seccion cénica; ade-
mas, pasando siempre la resultante de las atracciones por
el centro, la esfera conservara un movimiento de rotacion
uniforme alrededor de un eje fijo, constantemente para-
lelo 4 un plano dado.

Si en lugar de ser una esfera homogénea, el cuerpo
atraido es un elipsoide de revolucion, este resultado se
modifica como vamos a ver, aplicando lo expuesto al com-
plicado movimiento de la Tierra.

Movimiento de la Tierra en el espacio,

702. Ya digimos que la Tierra en el espacio va ani-
mada de dos movimientos principales, uno de rotacion
uniforme alrededor de la linea de los polos, llamado mo-
vimiento diurno, y otro de traslacion llamado movimien-
to anual, en virtud del cual describe en un afio una elip-
se alrededor del Sol, que ocupa uno de sus focos; pero
ademas de estos movimientos, los astrénomos han des-
cubierto en nuestro globo otros movimientos, mas difi-
les de estudiar. Considerando sélo los dos movimientos

Mecdnica Racronar,—Tomo II. ‘19
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principales, hemos admitido implicitamente que el eje
terrestre se trasladaba en el espacio, paralelamente a si
mismo; pero este movimiento noes el mas general de un
cuerpo sélido. Dzscompusimos el movimiento de la Tier-
ra, en una traslacion y una rotacion alrededor de un
eje que pasa por su centro; y haciendo abstraccion del
primer movimiento, el segundo, que se verifica alrede-
dor de un punto fijo, puede consistir en una serie de ro-
taciones instantaneas alrededor de ejes sucesivos que pa-
san por este punto; y este movimiento continuo de rota-
cion se realiza por la rodadura de un cono unido al cuer-
po mévil, sobre la superficie de un segundo cono fijo en
el espacio.

No siendo la traslacion del eje de rotacion, paralela-
mente 4 si mismo, el movimiento mas general de un cuer-
po libre, es'probable que la Tierra esté animada de un
movimiento mas complicado.

Se ha demostrado, en efecto, que el eje de la Tierrano
‘esta ni rigurosamente fijo en el globo, ni es rigurosa-
mente paralelo a una direccion fijaen el espacio. Hipar-
co reconoci6 el primero que el eje de la Tierra describe,
en 26000 afios, un cono recto alrededor de una perpen-
dicular al plano de la ecliptica: este movimiento, suma-
mente lento, produce otro, de cercade 5o segundos por
afio, de la linea de los equinoccios, 6 sea la interseccion
de la ecliptica con el ecuador, que se denomina en astro-
nomia precesion de los equinoccios.

Mas tarde hademostrado Bradley que el eje de la Tier-
ra no sigue exactamente la superficie del cono recto in-
dicado por Hiparco, sino que oscila de algunos segun~
dos 4 una y otra parte de esta superficie en un periodo
de cercade 18 afios; este movimiento se llama nuzacion.
Estos movimientos se explican imaginando un cono muy
poco abierto, que tenga su vértice en el centro mismo de
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la Tierra y forme cuerpo con ella, y unsegundo cono del
mismo vértice fijo en el espacio, y suponiendo que el pri-
mer cono rueda sobre el segundo, dando cada dia una
vuelta entera. Si se desprecia la nutacion, pequefio ba-
lanceo del eje terrestre 2 una parte y otra de una posicion
media, y se considera sélo la precesion, se puede definir
<l movimiento, asi simplificado, tomando por cono fijo y
cono mévil dos conos de revolucion. El polo real del
globo, en lugar de ser un punto rigurosamente fijo so-
bre la superficie de la Tierra, es un punto mévil que, en
esta hip6tesis, describe cada dia alrededor del polo medio
un circulo de cerca de 0,26 de radio.

703. Laprecesion de los equinoccios, movimiento de
la linea equinoccial de cerca de 50” por afio, en sentido
inverso del movimiento aparente del Sol, combinado con
el movimiento diurno de la Tierra, dan un eje instanta-
neo del globo terrestre, que no esta rigurosamente fijo en
la Tierra: el movimiento real de ésta consiste en la roda-
dura de un cono muy poco abierto, unido a ella, dentro
de un cono fijo, cuyo eje es perpendicular 2 la ecliptica,
y en el que el angulo de la generatriz con el eje es igual
a la oblicuidad de la ecliptica. Aplicando la teoria expues-
ta en la leccion anterior se ve que la precesion unifor-
me del globo es debida 2 un par, cuyo eje coincide con
la linea de los nodos, es decir, con la linea equinoccial. El
momento de este par es muy pequefio. La teoria de la
gravitacion universal conduce, en efecto, 2 demostrar la
existencia de este par, el cual es debido 2 la atraccion del
Sol sobre el abultamiento ecuatorial de la superficie ter-
restre. Si la Tierra fuera perfectamente esférica, la resul-
tante de las acciones del Sol sobre todos los puntos ma-
teriales que la componen, seria una fuerza que pasaria
constantemente por el centro de gravedad del globo, y
esta fuerza no contribuiria 42 imprimirle una rotacion al-
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rededor de este punto. Pero el globo terrestre tiene la
forma de un elipsoide de revolucion ligeramente aplas-
tado por los polos y abultado en la region ecuatorial. Re-
sulta de aqui una pequefia desviacion de la resultante de
las acciones solares: esta fuerza, trasportada al centro de
gravedad de la Tierra, da origen a un par que produce
la precesion observada.

La gravitacion explica tambien el fenémeno de la nu-
tacion, debida 4 la atraccion de la Luna; pero esta ex-
plicacion, mucho mas complicada, es ya del dominio de
la Mecanica celeste.

Efecto de una fuerza instantdnea sobre un cuerpo sélido libre.

704. Sea C(fig.297), unsélidolibreen el espacio, el cual
supondremos en reposo, seaG su centro
de gravedad. Apliquemos 4 este cuer-
po enun punto dado m, una fuerza im-

pulsiva P:stdt; siendo la fuerza F
to

muy grande, y actuando durante un
tiempo muy pequefio #—#;. Para en-
contrar el movimiento que tomara el
cuerpo, busquemos primero el movi-
miento del centro de gravedad, y luégo el movimiento
del sélido alrededor del centro de gravedad.

Llevemos la fuerza P paralelamente 4 si misma al cen-
tro de gravedad G, lo cual equivale areemplazar la fuer-
za P por una fuerza P', igual y paralelada P, y un par
(P,—P"). El movimiento del centro de gravedad sera pro-
ducido por la fuerza P, actuando sobre la masa entera M
cel cuerpo, concentrada en el punto G. Siendo P’ el im~
pulso total, el teorema de las cantidades de movimiento
ensefla, que este impulso es igual al incremento de la can-
tidad de movimiento, tomada en su direccion. Siendo nula

Fig. 207.
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la velocidad inicial, la velocidad v al fin de la percusion,
sera (1) Mv=P,
ecuacion que nos dard la magnitud de la velocidad v; su
direccion es paralela a la fuerza P; de modo, que esta
velocidad queda completamente determinada.

El movimiento del sélido con relacion al centro de gra-
vedad, supuesto fijo, es producido por el par instantineo
(P,—7P’); por lo tanto, el cuerpo empieza a girar alrede-
dor de un eje GI, que es en el elipsoide central, el diame-
tro conjugado del plano del par, 6 del plano que determi-
nan el punto Gy la percusion P; tambien conocemos la |
velocidad angular del sélido en esta rotacion, pues sabe~
mos encontrar las componentes de esta velocidad, alrede-
dor de los ejes principales del elipsoide central (686).

Desde el instante en que cesa la percusion, no actuan—
do ninguna fuerza sobre el sélido, éste se mueve segun la
ley de Poinsot, alrededor de su centro de gravedad su-
puesto fijo, y al mismo tiempo el centro de gravedad se
mueve en linea recta con la velocidad constante v, en la
direccion de la percusion recibida.

Caso en que la percusion sea perpendicular a! eje instanténeo.

705. En el caso particular en que la fuerza P sea per-
pendicular al eje instantaneo GI (fig. 298), podemos ha-
cer pasar por esta recta un plano
IGM perpendicular a la direccion de
P; para lo cual basta trazar desde
el punto M una paralela MA a GI,
que sera perpendicular @ PM por el
supuesto; y por consiguiente PM es
perpendicular al plano IGM deter-
minado por las rectas GI y MA.
Enténces los dos movimientos ele-
mentales, de traslacion paralelamente 2 PM y de rotacion

Fig. 208.
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alrededor de GI, se pueden componer en una solarotacion
como hemos visto enla Cinematica (260). El momento de
la fuerza P, con respecto al eje GI, es Pp; siendo p—CM,
6 sea la distancia de P al eje; y llamando K al radio de
giro del sélido con respecto al eje GI, la ecuacion del
movimiento de rotacion sera

La rotacion o y la traslacion v, que son perpendicula-
res, se componen en una rotacion cuya velocidad angular
es w, alrededorde un eje OL paralelo al primero, y situa-

do 4 unadistancia OH de éste, igual é.;:;. Tambien de
’ E o b .

la ecuacion (1) sale, v=7;,Y dividiendo esta relacion por

la ecuacion (2), resulta

luego
oH=X s McxOH=K:.

De manera, que si OL es el eje de suspension del s6-
lido, considerado como un péndulo compuesto, MA es el
eje de oscilacion conjugado (671). Enténces el movimien-
to inicial del sélido, es una rotacion instantanea alrede-
dor del eje OL, con una velocidad .

Si suponemos fijo el eje OL, alrededor del cual empieza
a girar el sélido, la percusion P no ejercerd esfuerzo
alguno sobre este eje, porque le imprime un movimien -
to inicial compatible con la ligadura supuesta, y como
esta ligadura no impide en nada el movimiento que P
tiende 4 producir, el eje no experimenta ninguna presion.

Si invertimos el problema, y queremos saber las condi-
ciones a que debe satisfacer la percusion P, para que un
eje fijo OL no experimente ningun esfuerzo, mientrasella
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ejerce su accion, veremos, que es suficiente que la percu-
sion P esté contenida en el plano diametral conjugado del
diametro GI, trazado en el elipsoide central de inercia
paralelamente al eje dado OL, y que sea perpendicular al
plano IGM determinado por dicho eje y por el centro de
gravedad G;condiciones que indican, que la percusion P
estd aplicadaen un cierto punto Mde la recta GM, segun
la cual, el planoOGL cortaal plano diametral conjugadoa
la direccion OL; y por dltimo, el producto CM X OH=K?2,
siendo K el radio de giro del sélido alrededor del eje
GI; lo cual puede enunciarse diciendo, que el punto M
pié de la perpendicular en el plano LOG, pertenece al
eje de oscilacion conjugadoila recta L O, considerada
como eje de suspension del péndulo formado por el cuer-

po. El punto Mes el centro de percusion correspondiente
al eje OL.

Condiciones para que persista el movimiento.

706. Hemos estudiado hasta aqui el movimiento ini-
cial; para que este movimiento pueda persistir alrededor
del eje GI, es necesario y suficiente que este eje sea uno
de.los ejes principales del elipsoide central de inercia-
Ahora, GI (fig. 299), es un eje conjugado al plano GmP,
y para que sea principal es nece-
sario y suficiente que el angulo
IGm sea recto; porque larecta GI
es por hipétesis, perpendicular a
Pm, y sera perpendicular 2 su
plano conjugado si es tambien
perpendicular 2Gm. En este caso
las tres rectas GI y Gm, y GP’,

Fig. 299. trazada paralelamente 2 mP, son
los tres ejes principales del elip-
soide central. La traslacion v y la rotacion w, se compo-
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nen en una rotacion unica alrededor del eje OE, deter-
minado por la ecuacion

OG X Gm=—K2.

La recta OL es un eje principal de inercia con relacion
al punto O. Para probarlo, sabemos que las tres rectas
Gm, GP',GI son los ejes principales del elipsoide central,
y tomandolos por ejes coordenados, se tendran las tres
ecuaciones siguientes

Emxy=0, Emyz=0, IZmxz=0.

Traslademos los ejes coordenados paralelamente a si
mismos al punto O; las z y las 3 no varian, las x se con-
vertiran en &', y se tendra x'=x—aq, siendo 4=GO; y
las ecuaciones anteriores se convierten en las siguientes:

Em(x'—a)y=0, Zmyz=0, Im(x'—a)z=

k)

6

Emxly—Zamy—=—0; Emyz=0, Emx'z—aZmz=—0,
a sale del simbolo X por ser constante. Por ser G el cen-
tro de gravedad del cuerpoZmy—0 y Emz=0, con lo cual
se reducen las anteriores ecuaciones a las que siguen:

Imxly=0, Zmyz=—0, Emx'z=0;

que expresan, que los e¢jes OL,O0G, OP”, son los ejes
principales del elipsoide de inercia relativo al punto O.

707. El movimiento continuo consiste enténces en
una serie de rotaciones instantaneas alrededor de ejes OL
paralelos 2 GI, trazados en el plano perpendicular 4 la
direccion de la percusion, 4 la distancia constante OG del
centro de gravedad. Podemos imaginar el movimiento
continuo del sélido, suponiendo que Jas diversas posicio-
nes del eje forman una superficie cilindrica cuyo eje sea
GI, y su radio sea GO, y que esta superficie arrrastra el
cuerpo rodando uniformemente sobre un plano fijo tra-
zado por OL paralelamente 2 la fuerza P.

Este resultado no depende de la magnitud de la fuer-
za P; la cual influye en el valor de la velocidad angular o,
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pero no en la posicion del eje OL. Ademas, los puntos
O y m son conjugados, es decir, que si lafuerza obra so-
bre el cuerpo en el punto O, perpendicularmente al pla-
no OGI, girara alrededor del eje mA. Se puede reempla-
zar la percusion P, sin cambiar la posicion del eje instan-
taneo, por tantas percusiones como se quiera, con tal que
tengan todas una resultante perpendicular al plano LOG,
y aplicada en el punto m.

Si el s6lido estuviera fijo por el punto O, una percu-
sion P, ejercida en el punto m, no determinara ninguna
presion sobre este punto O, y el s6lido girara indefinida-
mente alrededor del eje OL. Cuatro son las condiciones
para que esto se verifique: 1.%, que la direccion de P esté
situada en el plano diametral conjugado del eje OL, en
el elipsoide de inercia relativo al punto O; 2.%, que el eje
OL sea un eje principal de este elipsoide, lo queexije, que
su plano diametral conjugado, sea tambien un plano prin-
cipal; 3.°, que la percusion P sea perpendicular al plano
LOG, ¢ paralela al eje principal OP”; y 4.%, que se tenga
siempre Gm.GO=K?, siendo Kel radio de giro del s6-
lido alrededor del eje GI.

Rotacion de los proyectiles lanzados por armas rayadas.
Su desviacion del plano del tiro.

708. Los proyectiles lanzados por las armas rayadas
son cuerpos que se mueven libremente en el espacio, a
los cuales puede aplicarse todo lo que llevamos dicho en
esta leccion. El uso de las armas rayadas tiene por ob-
jeto aumentar la precision del tiro, que era muy escasa
con las armas lisas. En vez de los proyectiles esféricos
usados hasta mediados de este siglo, sz usan proyectiles
cilindro-cénicos, que & igualdad de peso, experimentan
menor resistencia del aire que aquellos; y ya forzandolos
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en el arma al tiempo de colocarlos, ya guarneciéndolos
de unos apéndices de plomo, que encajan perfectamente
en las rayas 6 estrias que lleva la pieza, se los sujeta a
tomar en el anima del cafion un movimiento helizoidal
prolongado, que les comunica una rotacion rapida alre-
dedor de su eje de figura.

Dos fuerzas principales actéian sobre el proyectil, en
cuanto sale de la pieza, su propio peso y la resistencia del
aire; la primera, aplicada 4 su centro de gravedad, no in-
fluye en el movimiento de rotacion de que va animado
el proyectil, y la segunda, a causa de la forma oblonga de
éste, se reduce a una fuerza que no pasa por su centro
de gravedad. Llevemos esta fuerza paralelamente 4 si
misma al centro de gravedad; esta traslacion producira
un par, el cual actuard para alterar la direcciony la inten-
sidad de la rotacion del proyectil. El eje resultante de los
momentos de las cantidades de movimiento se compone
en cada instante, con el impulso elemental de este par;
de donde resulta una desviacion continua, que alterala
trayectoria y la hace salir del plano vertical del tiro, 6 sea
el determinado por el eje de la pieza y la vertical del
punto de partida.

Esta desviacion lateral, muy pequefia en general, pue-
de determinarse por el cilculo 6 por la experiencia; su
sentido depende del sentido de las rayas de la pieza. Por
este medio se reemplaza por un movimiento definido y
estable, el movimiento, caprichoso digamoslo asi, de los
antiguos proyectiles, que experimenta todas las perturba-
ciones debidas & las resistencias variables que encuentran
en su camino al traves de la atmésfera. La operacion de
apuntar es mas delicada, porque el proyectil sale del pla-
no en que primitivamente fué lanzado. Asi, paralas pie-
zas de artilleria de gran alcance, hay que emplear dos
alzas, una horizontal y otra vertical, que sirve para tener
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en cuenta esta desviacion, las cuales estan graduadas se-
gun las distancias 2 que se quiera que llegue el tiro. La
alza horizontal debe ademas corregirse del efecto del
viento.

La precision del tiro con las armas perfeccionadas, su-
pone una apreciacion exacta de las distancias; el error co-
metido en esta apreciacion es tanto mas probable, cuan-
to mayor es la distancia; asi, el alcance practico de las pie-
zas de artilleria esta limitado por esta circunstancia, que
no hay que tener en cuenta, cuando los proyectiles no han
de ir a2 un punto preciso. En este fltimo caso el alcance
no esta limitado mas que por la resistencia de las piezas a
las cargas de pélvora, exigidas por el camino que se quie-
re hacer recorrer al proyectil.

Movimiento oscilatorio de una barra el4stica.

709. Para terminar esta leccion, vamos 4 examinar
esta cuestion de movimiento, Sea MN (fig. 300), una bar-
ra elastica homogeénea de longitud /, y de sec-

cion recta w, vertical y sujeta invariablemente

por el extremo M, y que lleva un peso P en el

extremo libre N; siendo el peso de la barramuy

pequefio con respecto a este peso adicional, La

parra se alarga por la accion del peso P, que

toma un movimiento y llega con una cierta

velocidad 4 la posicion de equilibrio, 6 sea ala

Fig. 0. PoOsicion en que este peso se equilibra con la
tension desarrollada en la barra, en virtud de

la traccion que sobre ella ejerce el peso; éste pasa por
consiguiente de esta posicion de equilibrio, y cuando se
anula la velocidad, sube por la tension de la barra, vuelve
a descender, produciéndose una serie de oscilaciones que
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tedéricamente se prolongan de un modo indefinido. Va-
. mos a buscar la lsy de este movimiento oscilatorio.
Para calcular el aumento de long1tud sabemos (543)
que siendo x este aumento, T la tension de la barray E
el coeficiente de elast1c1dad, se tiene

T:Ew—j~.

En la posicion de equilibrio la tension es igual al peso,

y llamando 7 al aumento de longitud correspondiente,
sera

1 : Pl
P—E& Il 6 z:b—w .

Tomemos sobre la prolongacion de la recta MN—/,
(fig. 301), NO=;; el punto O sera la po-
sicion de equilibrio del extremo Nj si se
colocara, sin velocidad inicial, el peso P
en el extremo de la barra, préviamente
estirada, de modo que su longitud haya
aumentado en la cantidad NO, manten-
dria este aumento de longitud sin tomar
ningun movimiento oscilatorio.

Cuando la extremidad libre de la‘barra
esta en A, a una distancia cualquiera
NA=x de su posicion primitiva y a2 una distancia
OA =x"=i—x de la posicion de equilibrio, el peso mévil

Fig, 301.

- - = L] . = [+ 14
esta solicitado hacia arriba por la tension T:Em— , ¥

hacia abajo por el peso P; la rcsultante de estas dos fuerzas
P—T, 6 Ew— —Em = 4

-—Ew T.

Este es el valor dela fuerza que tlende allevar el peso
mévil hacia el punto Oj; la cual esta dirigida hacia abajo
cuando el punto mévil A ‘esta sobre el punto O, y hacia
arriba cuando el punto esta debajo del punto O. Luego la
fuerza que produce el movimiento buscado, estd constan-
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temente dirigida hacia el punto O, y es proporcional 4 la
distancia x’ del mévil a este punto. Hemos estudia-
do (350) el movimiento producido por una fuerza de
esta clase: este movimiento es la proyeccion sobre NC del
movimiento uniforme del punto A’, que recorre la cir-
cunferencia descrita del punto O como centro con un
radio ON. Asi se encuentra, que el limite del aumento de
longitud de la barra, es NC, duplo del que correspon-
de al equilibrio, y que se llama por esta causa alarga-
miento estdtico. La duracion de la oscilacion simple, que
hace recorrer al peso P la distancia NC, es igual al tiem-
po que emplea el punto A’ en recorrer la semi-circunfe—
rencia NA'C. La velocidad del punto A sobre la trayec-
toria, es igual 2 la velocidad V del punto A, cuando pasa
por el punto O. Podemos calcular esta velocidad por el
teorema de las fuerzas vivas; porque la mitad de la fuer-

za viva é—lg-VQ, del peso P 4 su paso por O, es igual al

trabajo de las fuerzas P y T en el recorrido NO; el tra~
bajo de la fuerza P es positivo, € igual a P7; la fuerza T,

cuyo valor en el punto A es Eo %’, desarrolla un trabajo
xdr s e
elemental Ew —Tr , por el recorrido dx; y por el recorri-

do x el trabajo total es Ew %; y por el recorrido 7, Ew %,
luego el trabajo de las fuerzas P 9 T es
Pi—Fw— T
de consiguiente
%—Vezpz-—-Ew i
de donde
: i
P Ty e
= i
g
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Poniendo en vez d= Ew—-, su valor P, en el segun-

do término del numerador del radical, y simplificando re-
sulta

El punto A’ tiene una velocidad igual 2 /g, el tiem=
po ¢ empleado en recorrer la semicircunferencia NA'C,

sera
T HED
ﬁ_ — T ;
Vgi \/ g

que es la duracion de una pequefia oscilacion del péndu-
lo circular de longitud 7; por lo que pueden aplicarse 2
estas oscilaciones, las leyes de las del péndulo simple, ex-
puestas en la leccion XXXII.



LECCION LIX.

Movimiento de un cuerpo sujeto 4 permanecer en contacto con una
superficie fija.—Movimiento de un cuerpo redondo sobre un plano
inclinado ,—Movimiento rectilineo de una bola de marfil sobre una
mesa de billar.—~Movimiento curvilineo de una bola de marfil so~
bre una mesa de billar.

Movimiento de un cuerpo sujeto & permanecer en contacto con
una superficie fija.

-10. El dltimo caso de movimiento que debemos
examinar es el de un cuerpo que permanece en contacto
con una superficie fija.

Un cuerpo sélido que se mueve tocando siempre la
superficie de otro sélido, por uno 6 varios puntos, pue-
de considerarse como libre, con tal que entre las fuerzas
que lo solicitan, introduzcamos las reacciones que se des-
arrollan en los puntos de contacto, y aplicar 4 su movi-
miento las leyes expuestas en la leccion anterior para el
movimiento de un cuerpo sélido libre.

Cuando dos sélidos naturales resbalan uno sobre otro,
ya esté uno de ellos fijo, ya se muevan los dos, se des-
arrollan en la inmediacion de los puntos de contacto, ac~
ciones que tienden 2 aproximar las moléculas del uno 2
las del otro; estas moléculas asi desviadas de sus posicio-
nes naturales de equilibrio, vuelven 2 sus primitivas po-
siciones, despues de haber ejecutado un néimero mas 6
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ménos grande de oscilaciones, alrededor de su posicion de
equilibrio, en virtud de la velocidad adquirida; movi-
miento oscilatorio que se trasmite 4 todo el cuerpo, y es
analogo al que hemos estudiado en el nim. 70g.

711. Encada uno de los puntos de contacto pueden
reemplazarse todas las acciones moleculares por una sola
fuerza, y descomponer ésta en dos componentes; una si-
tuada en el plano tangente comun a las superficies de los

.dos sélidos, y otra normal a sus superficies. Esta queda
destruida por la resistencia que oponen los sélidos 4 la
penetracion, y la componente situada en el plano tangen-
te se opone, al resbalamiento de los dos sélidos; y esta re-
sistencia al resbalamiento, es lo que hemos llamado roza-
miento. En el nim. 5§60 hemos expuesto las leyes experi-
mentales del rozamiento, considerado como la resistencia
que se desarrolla al resbalar un cuerpo sobre otro, al
principio del movimiento; las cuales son aplicables tam-
bien al rozamiento durante el movimiento, como se ha
probado por la experiencia. De modo, que tambien aqui
se verifica: 1.° Que el rozamiento es proporcional a la pre~
sion; 2.° Que es independiente de la extension de las su-
perficies en contacto; y 3.° Que tambien es independiente
de la velocidad de los dos sélidos. Ya dijimos (561), que
el rozamiento durante el movimiento es algo menor que
el rozamiento al principio del movimiento, 6 rozamiento
de partida.

Cuando dos sélidos naturales sélo tienen un punto de
contacto, puede prescindirse de las acciones moleculares
producidas por el resbalamiento, con tal que se considere
2 cada uno, sometido a la accion de un rozamiento de-
bido a su contacto con el otro sélido. Estas dos fuerzas
de rozamiento aplicadas 4 los puntos de contacto de los
s6lidos, son'iguales y directamente opuestas, y su direc=
cion coincide con la del resbalamiento elemental, que tiene



MOVIMIENTO DE UN SGLIDO SOBRE UNA SUPERFICIE FlJA . jos

lugar a partir del instante considerado, y se encuentra
en el plano tangente comun 2 los dos sélidos en el punto
de contacto. .
Si dos sélidos naturales resbalan uno sobre otro,
teniendo varios puntos aislados de contacto, 6 gran ni-
. mero de ellos, que forman una linea 6 una superficie de
contacto, podemos aplicar 4 cada uno de ellos lo que aca-
bamos de decir para uno solo; en cada uno se pueden
considerar dos fuerzas iguales y opuestas, aplicadas 4 cada
uno de los sélidos, y cuya direccion coincida con la del

resbalamiento elemental de los dos sélidos en el punto de
que se trata. ;

Si los dos sélidos que resbalan el uno sobre el otro, se
tocan por una supetficie plana, y su movimiento es de
traslacion paralelamente 4 la superficie plana de contacto,
todas las fuerzas de rozamiento que obran sobre cada uno
de estos dos sélidos, son paralelas entre si y estan dirigi~
das en el mismo sentido; y pueden reemplazarse por una
sola, igual 2 su suma, paralela a ellas, y dirigida segun el
resbalamiento elemental de los dos s6lidos. En este caso
pueden considerarse los dos s6lidos, como sometidos cada
uno a una sola fuerza de rozamiento, cuya intensidad
constituira el rozamiento total de cada uno de los dos s6-
lidos sobre el otro; estas dos fuerzas estan ademas en
iguales condiciones a las que corresponden a cada punto
de contacto, considerado separadamente.’

712.  Ya sabemos qué coeficiente de rozamiento es la
relacion del rozamiento 4 la presion; y dugulo de roza-
miento, es el dngulo cuya tangente es igual al coeficiente
de rozamiento; definiciones que dimos en el nam. 562.
Esta relacion depende {inicamente de la naturaleza de
las superficies de los cuerpos que resbalan el uno sobreel
otro. Se prueba por la experiencia, que para los mismos
cuerpos el coeficiente de rozamiento durante el movi-

Mecinica Racroxar,—Towmo II. 20
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miento, es menor generalmente que el correspondiente al
rozamiento de partida, segun se ve en la tabla del ni-
mero 565.

Expuestas estas indicaciones generales sobre el movi-
miento de un cuerpo sélido, sujeto en su movimiento a
permanecer en contacto con la superficie de otro sélido, -
vamos a estudiar algunos casos particulares de este mo-
vimiento.

Movimiento de un cuerpo redondo sobre un plano inclinado,

713. Un cuerpo redondo homogéneo O, cilindrico 6
esférico, colocado sin velocidad inicial sobre un plano in-
clinado AB, y solicitado por su propio peso, desciende a
lo largo de este plano; vamos a estudiar las leyes de este
movimiento

Se ve desde luégo, que el cuerpo desciende a lo largo
de la linea de maxima pendiente del plano; pero no po-
demos asegurar 4 priori, st el movimiento sera un resba-
lamiento simple, 6 una rodadura simple, 6 una combina-
cion de estos dos movimientos. El cuerpo esta solicitado

- por dos fuerzas, su peso P (fig. 302), aplicado en su cen-
tro de gravedad, y la reaccion
del plano aplicada en el punto

-de contacto C del cuerpo con
el planoj; esta reaccion puede
descomponerse en dos compo-
nentes; una N, normal al plano,
y otra R, tangencial, que es el

Fia. 305, rozamiento; el peso P puede
tambien descomponerse en dos
fuerzas, una F paralela al plano, y otra H normal 2 él.

Sean% la a_celcrétcion lineal del centro de gravedad, y
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dw 1 . ' 1 ot
77 \a aceleracion angular del cuerpo, en su rotacion alre-

dedor del ¢je, que se proyecta en O; la primera est diri-
gida paralelamente al plano en el sentido descendente; y -

la segunda g?, que es debida a'la fuerza R, estd dirigida

en el sentido en que esta fuerza tiende i hacer girar al
cuerpo alrededor del punto O, estoes, en el sentido de la
flecha 4. ;

Obtendremos las ecuaciones del movimiento del cen-

tro de gravedad, proyectando el movimiento sobre dos
ejes, uno normal al plano, y otro paralelo 2 la linea de
miaxima pendiente del plano. De este modo resultara

(1) N—H=—0, )
P oy
(2) F—R= el

teniendo presente que la masa del cuerpo es -B,yq_ue: la

aceleracion del centro de gravedad en el sent1do de la
normal es nula.

La ecuacion del movimiento alrededor del centro de
gravedad, considerado como un punto fijo, 6 alrededor
del eje que se proyecta en O, y que es un eje de simetria
del cuerpo, es

(3) " T=p

i dt %K

siendo 7 el radio de la esfera 6 del cilindro, y K el radio
de giro del s6lido alrededor del eje O; sabemos (575) que
K2=1 2 para el cilindro, y K2=--72 parala esfera. De
la ecuacion (1) podemos deducir el valor de la reaccion
normal Nj y las ecuaciones (2) y (3) contienen las tres

{ 1]

. " dv dw = .
incégnitas —-, —y R, que se determinan del modo si-

guiente en los diferentes casos que pueden ocurrir.

714. 1.° Siel cuerpo rueda en el punto C, el roza-
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miento R no llega @ su limite superior /N, siendo f el
coeficiente de rozamiento; porque este limite supone que
el resbalamiento se verifica efectivamente. Pero enténces

tlw
entre —-y —= dc existe la ;g:lacmn
dv dw
4), =t

deducida diferenciando la relacion v=rw; porque la velo~
cidad del punto C en el movimiento de traslacion es igual
y contraria, en cada instante, a la velocidad lineal del mis—
mo punto, en el movimiento de rotacion alrededor del
centro de gravedad.

En este caso, el problema esta determinado por las tres
ecuaciones siguientes :

=P dp
F—R==L &

g
dw__ Rr :
& T Re

]
dv_ dw
P

debiendo verlﬁcarse ademas la condicion R<<FN, 6 <_fH ¥

Eliminando entre estas tres ecuaciones, tendre—

da’y dc"
mos para determinar R, la ecuacion,
F—R__ R
E mELL
S g
6 (F-——R)K‘-’:R?&;

y por fin

Kl
R=FXwm-
Para que haya rodadura, es necesario y suficiente, que
Ki
FX g <fH,
0 que '
K2o-p?

¥
TS X
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F

Pero la razon = delas componentes del peso P, es

igual 2 la razon g—g de la altura del plano 4 su base, 6

sea lainclinacion sobre el horizonte del plano dado. Tam-
bien f es la inclinacion del plano que forma con el hori-
zonte un angulo igual al angulo de rozamiento. Un pun~
to Gnico, colocado sobre el plano, empezara a resbalar en
cuanto su inclinacion sea mayor que la inclinacion f;
miéntras que un cuerpo redondo colocado en'la misma

situacion sobre el plano, no resbalara hasta que su incli-

: - K242 .
nacion no excedaa /X 7Y poniendo por K su va-

lor, no sea mayor que 3/, si el cuerpo es cilindrico, y

7 : 2is
—/» si el cuerpo es esférico,

715.  2.° Siel cuerpo redondo resbala sobre el plano,
R es igual a su limite fH, y el problema sélo contiene
las dos incégnitas v y w, no existiendo enténces la ecua-

4 d: dw
cion 'E;f = r —=, puesto que no hay rodadura; lasecua-
ciones del problema, son en este caso,
P do
do__ fHr
asoT ¥ ipg
g

Este caso supone necesariamente, que la inclinacion del
plano es superior al limite, que hemos determinado para
el anterior; porque para que el rozamiento R, tenga la
direccion que hemossupuesto, es preciso que lavelocidad
absoluta del punto de contacto C esté dirigida en sentido
contrario, es decir, en el sentido de la fuerza F; ahora,
esta velocidad es la diferencia entre la velocidad lineal
del centro de gravedad, y la velocidad lineal, debida al mo-
vimiento alrededor del centro de gravedad. Esta diferen-
cia debe permanecer positiva; lo mismo debe suceder con
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las aceleraciones correspondientes, y por consiguiente:

dy _ dw
e

y pomendo en esta desigualdad por — e sus valo-

@Y ar ag’
0 s P ) L s
res, y suprimiendo — et ambos miembros, sera

F—fH>1E,

de la que se deduce

F - Ktdre
e it

716. 3.° Para que el sélido resbale sin ninguna ro-

dadura sobre €l plano, es necesario que la velocidad an-

_gular v sea igual 0, lo que supone H=0, y que el pla-
no inclinado venga a ser vertical; el cuerpo cae como un
cuerpo libre, rasando al plano sin tocarlo. La aceleracion
angular del sél:do es enténces nula, y su velocidad angu-
lar es constante,

717. Vamos a ver las condiciones del movimiento
en el primer caso. Este movimiento es enteramente co-
nocido, cuando se conoce la ley del movimiento del cen-
tro de gravedad; ley conocida desde luégo, porque este
punto esta animado de un movimiento uniformemente
acelerado, pues si entre las ecuaciones (2), (3) y (4), del
movimiento en este caso, eliminamos R y w, se deduce

: dv :
para la aceleracion — un valor constante

at
dy P KAt
e

Para encontrar la velocidad v del centro de gravedad,
cuando el cuerpo hallegado 4 una posicion O’ (fig. 303),
podemos valernos del teorema de las fuerzas vivas. Al pa-
sar el cuerpo de la posicion inicial O 4 la posicion final o,
la Gnica fuerza que produce trabajo es la gravedad, por-
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que el rozamiento R y la reaccion normal N, estan apli-
cadas en cada instante al
punto de contacto C, alre-
dedor delcual el cuerpo gira
en su movimiento absolu-
to; y podemos suponer fijo
este punto durante un ins-

Pig. 308, tante, y que el camino que

recorre es nulo, luego el

trabajo de estas dos fuerzas es nulo en este instante y
en todos los sucesivos; es decir, que el trabajo total del
rozamiento R y de la presion normal N es rigurosamente
nulo. Sea 4/=0'H, el camino vertical recorrido por el
centro de gravedad en el descenso de O a O'; el trabajo
de la gravedad sera P/, el cual es ignal 4 la mitad de la
fuerza viva del cuerpo, por ser nula la velocidad inicial.

P
Esta fuerza viva es la sumade las fuerzas vivas —¢2, de la
masa entera condensada en su centro de gravedad, y de la
fuerza vwa—g— K2 —-, debida al movimiento del sélido al-

rededor de su eje O La ecuacion de las fuerzas vivas es
en este caso

B i lire B
g

718.  Si el cuerpo ha sido lanzado de abajo aarriba, 2
lo largo del plano inclinado, con una velocidad inicial vy,
al llegar @ una altura /', elevandose, tendra unavelocidad
v’ que se deduce de la ecuacion

(- v* +%K24‘;{})4(§ vgt + — K2 ) ——2PF.
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Si quisiéramos saber hasta qué altura se elevaria, no
habria mas que hacer ©'=—0 en la ecuacion anterior,
despejar A, y resulta

}1'_—._%(14-}%:;-) !

Esta altura 4 es mayor que la altura -;-q‘li, debida a la

velocidad #;, lo cualno se opone 4 los principios estable-
cidos, porque hemos supuesto que el cuerpo rueda sobre
el plano inclinado, y a la velocidad v del centro de gra-

vedad, debemos aiiadir la velocidad angular wy=— ”—:dd

s6lido alrededor de su centro de gravedad, por consi-
guiente, la fuerza viva inicial del solido es superior 4 la
fuerza viva de un punto material de la misma masa, ani-
mado de la velocidad v;.

Movimiento rectilineo de una bola de marfil sobre una mesa
de bhillar,

~ 719. SeaOestabola, colocada sobre su correspondien-
te mesa AB (fig. 304), 4 la que se aplica una percusion T
en su plano vertical medio,
a una distancia OH por de-
bajo de su centro. Esta per-
cusion da a su centro de
gravedad O una velocidad
vy, ¥ al mismo tiempo im-
prime 2 la bola un movi-
Pig: 304, miento de rotacion w,, en el

' sentido de la flecha, alrede-

dor de la horizontal que se proyecta en O perpendicular-
mente al plano del dibujo; esta horizontal es en efecto,
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en la esfera central de inercia de la bola, el didmetro
<onjugado del plano trazado por el centro de gravedad O
y la percusion T;y en la esfera todo didmetro es un eje
principal de inercia.

Una vez lanzada la bola, sélo esta solicitada por dos
fuerzas exteriores, elrozamiento de la bola contra el tapiz
de la mesa y la gravedad; pero la gravedad, siempre ver-
tical y pasando por el centro de gravedad O, en nada con-
tribuye 42 modificar la velocidad del centro de gravedad,
ni 2 la rotacion alrededor del diametro que se proyecta
en O. Sean v la velocidad del punto O, o la velocidad
angular alrededor de este eje al cabo de un tiempo cual-
quiera 7z, y » el radio de la bola. El rozamiento entre la
bola y el tapiz es igual al producto fP del peso P de la
bola por el coeficiente de rozamiento. La fuerza R—/P
que actda sobre la bola, esta dirigida en sentido contrario
del movimiento del punto de contacto C; mas este punto
tiene por velocidad absoluta la suma v 47w, de la velo-

‘ridad de traslacion, comun a todos los puntos de la bola, y
de la velocidad debida 4 la rotacion alrededor del punto
O; el sentido del rozamiento R depende del signo de la
cantidad v—+7w; si esta es positiva, el rozamiento esta
dirigido 2 la izquierda, que es lo que suponemos en la
figura 304; si es negativa, esta dirigido a la derecha. El
primer caso se verifica en el origen del movimiento,
porque v, y wg, son las dos positivas; desde que éste em-
pieza, la fuerza constante R actiia para disminuir 4 la vez
las velocidades v y w; la aceleracion que esta fuerza im-
prime al centro de gravedad O, es negativa € igual

a ——%—_——-Tf, y como R—=/fP, es igual i—fg. La ace~
- .

leracion angular que R comunica 4 la bola, alrededor del
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5 f,
eje O, es negativa € igual a—-qR; :—-7-;3 De mo-
- 2 -
5 gr
do, que al cabo del tiempo # las ve 1oc1dades 7y o tienen

los valores siguientes:

=vo— /%!
5 ;‘t,rrf
w e —
R A

quitemos el denominador 7 en la segunda ecuacion, y ha-
gamos u=—=rw, y #y=rwy, que es lo mismo que llamar v a
la velocidad lineal del punto C, debida 2 larotacion de la
bola, prescindiendo de la traslacion v; las dos ecuaciones
anteriores, se reducen 2 las que siguen,

N e
(5) lu:ao———;fgt.

720. Para discutir estas ecuaciones, establecidas en el
supuesto de que R esta dirigida 4 la izquierda, es decir.
que v+-rw, 6 -4 positiva, tracemos dos ejes rectangu-
lares OT, OV (ﬁg 305), uno que represente los tiempos,

y otro que represente las velo-
cidades. Sobre OV tomemos
OA=v,;, OB=x; sobre el eje
OT, OL=2,0H=z—y
: 2
tracemos AL y'BHj las orde-
nadas de estasrectas represen-
taran los valores sucesivos de
vy u

En la figura vemos, que(# se anula antes que v, y la
suma #-+v se anula para un cierto valor del tiempo
=08, comprendido entre /=OH y /—OL. En ¢l mo-
mento en que #-+v se hace nula, 6 cuando las ecuacio-

Fig. 305.
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nes anteriores dejan de ser aplicables, v tiene el valor po-
sitivo SX, y # el negativo SY; las velocidades wy vde ro-
tacion y traslacion, tienen entdnces exactamente los va-
lores convenientes para asegurar la rodadura sin resbala-
miento de la bola sobre el tapiz; el rozamiento de resba-
lamiento es nulo, y las velocidades # y v se conservan
desde este instante, puesto que no interviene ninguna
fuerza para modificarlas. Las rectas BY y AX, se prolon-
gan segun las rectas YY', y XX/, paralelas al eje delos
tiempos, y a igual distancia hacia arriba y hacia abajo ds
este eje.

721. Puede presentarse otro caso, que es aquel en
que la velocidad v se anula antes que la velocidad v,
como vemos en la (fi-
gura 306); enténces
desde la época definida

por el valor ;:%‘-, lave-

locidad v cambia de sig-
no, pasando por cero, y
el centro de gravedad
toma un movimiento re-
trégrado; la ley del mo-
vimiento no se altera sin
embargo, hasta que el tiempo llega a tener el valor
t=0S, que anula la suma v+#, En este momento la .
rodadura simple tiene lugar, por ser iguales # y v, y
dejando de producirse el rozamiento R, estas velocida-
des conservan sus valores, que estin representados por
las rectas YY' y XX'; pero habiendo venido & ser v ne-
gativa, el movimiento de la bola es retrégrado, es decir,
de sentido contrario al primitivo.

722. Existe un caso singular muy notable, que es
aquel en que las velocidades v y # se anulan 2 la vez, 6

Fig. 806.
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en el mismo instante. En este caso, representado en la
(figura 307), el resbalamiento cesa
y el rozamiento se anula cuando
t=—=08. La bola no estd enténces
solicitada por ninguna fuerza, y las
velocidades v y # conservan indefi-
nidamente los valores que tienen en
este instante; y como las dos son
nulas, la bola permanece en reposo.
Lasparalelas YY',y XX’ se confun-
den en este caso con el eje de los tiempos.

Vamos a buscar la distancia OH, del centro (fig. 304),
a que debe picarse la bola, para que se produzca este efec-

to. Llamando T a la fuerza instantanea que actia sobre
la bola, tendremos

Fig. 307

T
m

q
I Ts0H

'J)U—'— T e T
& _[:)rﬂ
b3

Para que la bola se pare, es necesario que se verifique
la igualdad

‘I)‘}:

2
i
Yo . Wit g “ -
wy . rw,  Tx<OH 50H"
ik
EXEX?"

Luego la distancia OH debe ser igual al radio 7, y hay
que picar la bola al nivel mismo del tapiz. Estos resulta-
dos s6lo son aproximados, porque no hemos tenido cuen-
ta de la resistencia 4 la rodadura, que es suficiente para
producir al cabo de poco tiempo la parada de las bolas.
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Movimiento curvilineo de una bola de marfil sobre una mesa-
de billar, (2)

723. Supongamos que al principio del movimiento
la bola va animada de un movimiento de rotacion alrede-
dor de una recta inclinada, que pasa por su centro de
gravedad; se podra descomponer esta rotacion en tres
rotaciones segun tres ejes trazados por este punto, uno
vertical y dos horizontales, de direccion constante; ejes.
que son en cada instante, ejes de simetria de la esfera.

La primera rotacion alrededor de la vertical, se con-
servara sin alteracion, porque el rozamiento de resbala-
miento, Gnica fuerza que modifica las velocidades, tiene
un momento cero con respecto al eje alrededor del cual
se verifica. Prescindimos aqui del trabajo negativo debido
al rozamiento, producido por la rotacion de la bola en las
inmediaciones del punto de contacto, anilogo al que ex-
perimenta un pivote vertical sobre su gorron; rozamien-
to que la experiencia prueba que es muy pequefio, puesto
que la rotacion de una bola de billar, alrededor de un eje
vertical, puede prolongarse por mucho tiempo.

Las otras dos rotaciones, combinadas con la traslacion
de la bola, producen rozamientos de resbalamiento, que
tienden 2 reducir a la vez la velocidad lineal del centro de
gravedad, y las velocidades angulares alrededor de los
ejes horizontales trazados por este punto.

Sean P el peso de la bola, fel coeficiente de rozamien-
to entre el marfil y el tapiz de la mesa, Pf representara
el rozamiento total, en el caso en que haya resbalamien-

(2) La solucion de este problema, que vamos 4 exponer, es debida
4 M, Resal.
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to, OX, OY, OZ (fig. 308), tres ejes rectangulares sien-
doel OZ vertical; GX’, GY’,
GZ', tres ejes paralelos 2
los anteriores trazados por
el centro de gravedad G de
la bola; C el punto de con-
tacto entre la bola y el ta-
- piz, y r €l radio de la bola.
Descompongamos ¢l ro-
zamiento fP aplicado en C
en dos'componentes X"y K,
paralelas 4 los ejes OX y OY; representemos por # y v
las velocidades del centro de gravedad en los sentidos de
los ejes OX y OY, por p y ¢ las velocidades angulares de
la bola alrededor de los ejes GX"y GY’, y por 7 la masa
de la bola, su momento de inercia , con respecto 4 un eje

Pig. 303.

2
trazado por su centro, es— mr>.

Las ecuaciones del movimiento del centro de grave-
dad son

M dnonnd
v las ecuacionss del movimiento de rotacion alrededor
del centro de gravedad son

d’;: Non
L)
o —z-mri’
W —Xr
#r e V2SI,
i &
que pueden ponerse bajo la forma
2
5 m?'m Y
()Y ety iy

—‘S—?H?" EE—‘ "-'—‘—X
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Eliminando X & Y ‘entre las ecuaciones (6) y (7), ob=
tendremos

it 2
it
5 dt
(8)
?m __---_?_ dp —():
e s dt ?
suprimiendo #, € mtegrando estas ecuaciones, seran
ok
u-{_-—g-r)( g—c,

(g) I’?J—*%f 574, P:c‘.",

siendo ¢ y ¢ las constantes de la integracion
724. Tomemos sobre la vertical GZ' una longitud
2 . . ”
GE—= ] el punto H, que participa ala vez de las tras-
laciones # y v, y de las rotaciones p y ¢, tendra una velo-

cidad paralelamente al eje OX, igual # -}--%t- g, y una ve-

lpcidadw——-g—;- 2 paralelamente al eje OY. Siendo cons-

tantes estas velocidades, la velocidad total del punto H
es tambien constante en magnitud y direccion, y esta
representada por la diagonal del rectangulo construido
sobre ellas, Tenemos evidentemente, que

GHch _rxr~1:-

b

2

6 GH 3 GC= >

L,
_.m’

luego el punto H es el centro de percusion de la bola con
respecto a un eje horizontal cualquiera trazado por el
punto de contacto C; es decir, HCes la longitud del pén-
dulo simple que oscilard en el mismo tiempo que el pén-
dulo compuesto que resultara suspendiendo la bola por el
punto C. El movimiento de la bola lleva en cada instan-
te nuevos puntos materiales @ ocupar la posicion del pun-
to H, y cada uno de ellos, en el instante en que pasa por
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este lugar, posee la velocidad constante, que resulta de
componer las velocidades constantes ¢ ye.

725. Conocemos la magnitud de! rozamiento /P, va—
mos 2 buscar su direccion.

Esta fuerza se desarrolla en el punto de contacto de la
bola con el tapiz dela mesa, en una direccion opuesta al
resbalamiento, es decir, en la direccion opuesta 4 la velo-
cidad del punto C. Mas este punto tiene en la direccion
CX" una velocidad #—gr, y en la direccion CK una ve-
locidad v -pr. Estableceremos la condicion de que el ro-
zamiento, hecha abstraccion de su signo, tiene la misma
direccion que el resbalamiento, la cual estari expresada
por la proporcion
.}_('zu—qr
) dpdiig =T

De las ecuaciones (6) y (7) se deduce

E @ L :d_q —rdg___ du—rdy  dlu—rq)
Y T dv dpT rdpT dvtrdp dlv+rp)
de esta y la anterior resulta

(10)

(II) Ume g 1 =d(u—qr)
vfpr  divtpr)’
lo que nos indica, que la relacion“—L permanece cons—
3 -0+P?- p

- % we X
tante, y lo mismo sucede 2 su igual 7> ¥ la fuerza de ro-

zamiento /P, permanece paralela 2 una misma direccion..

El centro de gravedad de la bola, solicitado porla fuer-
za fP, constante en direccion y magnitud, describe-un
arco de parabola, mientras que el rozamiento conserva
la direccion que hemos supuesto. Esta direccion esta de-
terminada por los valores simultaneos de las cantidades

—qo7>.Y Vo+2o, al principio del movimiento. Conoci-
dos estos valores, podremos determinar X € Y, y luégo
por medio de las cuatro ecuaciones (6) y (7) los valores
de u,v,py ¢. Para simplificar, podemos tomar el eje OY
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paralelo 4 la direccion constante de ka fuerza fP y di-
rigido en sentido contrario; y por consiguiente, X—0,
y #—gr=—=0. El resbalamiento esta enténces dirigido
paralelamente al eje de las y. Las cantidades v yp va-
rian en cadainstante, y disminuyen las dos proporcional-
mente al tiempo; porque Y actuandoen sentido contrario
de las y positivas, tiene el valor negativo —/P; luego la
suma v~pr disminuye, y llegara un momento en que
sera nula. 5

En este instante el resbalamiento cesa, y el centro de
gravedad de la bola, que atin posee una velocidad igual
a la r_sultante de # y v, continGia moviéndose segun la
recta tangente a la trayectoria que acaba de recorrer.

Podemos notar como caso particular, aquél en que, en
el mismo instante, sea u—0, v=—0, y p=—0; la ecuacion
u—qgr—0, prueba que tambien g==0j; la bola estara en
reposo, y en €l continuara, pues no hay ninguna fuerza
que vuelva a ponerla en movimiento.

Miecinica Racionan.—Tomo II, 21



LECCION IX.

Choque de los cuerpos.—Choque directo de dos cuerpos esféricos. —
Choque de dos cuerpos no eldsticos.—Fuerzas vivas durante el
choque.—Choque de los cuerpos perfectamente eldsticos,—Casos
particulares.—T'eorema de Carnot.—Péndulo balistico,

Choque de los cuerpos.

726, Paraelestudio del choque de los cuerpos estos se
dividen, en perfectamente elasticos y no elasticos. Cuer-
pos perfectamente elasticos, son aquellos que recobran exac-
tamente su forma primitiva cuando cesa la fuerza que les
oblig6 4 cambiar de forma; y cuerpos no eldsticos, son los
que no tienen la propiedad de recobrar su forma primiti-
va una vez deformados. Los cuerpos en la naturaleza, ni
son perfectamente elasticos, ni estan completamente des-
provistos de elasticidad, estando todos comprendidos en-
tre los dos casos extremos que acabamos de definir. To-
dos los sélidos naturales son elasticos, miéntras los es-
fuerzos que se les aplican, no exceden de un cierto limite,
llamado /Jimite de elasticidad; mas alla de este limite, los
cuerpos se deforman como si fueran no elasticos, sus de-
formaciones persisten, ya total, ya parcialmente.

+ El choque se produce, cuando _dos cuerpos en movi-
miento van & ocupar al mismo tiempo el mismo lugar del
espacio; siendo imposible que los cuerpos ocupen 2 la
vez el mismo lugar del espacio, las leyes de sus movi-
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‘mientos se modifican por la accion de las fuerzas repulsi-
vas que se desarrollan al contacto de los dos cuerpos, las
«cuales cambian la magnitud y la direccion de sus respec-
tivas velocidades. Como la duracion del choque es muy
.corta, podemos considerar las fuerzas que se desarrollan
durante €l, como instantaneas 6 percusiones de gran in-
tensidad para modificar en este corto intervalo las velo-
cidades de los puntos, sin alterar sensiblemente sus posi-
ciones. Tambien en este corto intervalo podemos pres-
-cindir del efecto de las fuerzas exteriores continuas, por
-ser relativamente muy pequefio.

La pequeiia duracion del choque, la dividiremos en
dos periodos: el primero desde el principio del choque,
hasta el instante en que los cuerpos adquieren una velo-
cidad comun; y elsegundo desde este instante, hasta aquél
en que los cuerpos recobran su forma primitiva, si son
elasticos; sino lo son, conservan la velocidad comun, y
-caminan juntos despues del choque, de manera que en
éstos, el choque no tiene mas que el primer periodo.

Choque directo de dos cuerpos esféricos.

727. Consideremos dos cuerpos' esféricos Cy C', cu-
yos centros se mueven sobre la recta Ox; sean m y 2’ sus
masas, v y v’ las velocidades de que van animados, y su-
pongamos que se mueven en el mismo sentido Ox (figu.-
ra 309); sera necesario para que los dos cuerpos se en-

iy o cuentren, que la veloci-
dad de C sea mayor que
la de C, y tendremos
v>v'; enténces llegara
uninstante en que los dos
cuerpos estaran en con-
tacto.y. empezara el cho-
que. Desde este instante sz desarrollan las fuerzas mole-

Fig. 300.
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culares, y los cuerpos se deforman; la velocidad del cuer-
po Cdisminuye por la resistencia que le opone el cuerpaC’,
y la de éste aumenta en virtud del empuje que recibe del
" cuerpo C; este cambio reciproco de velocidades subsiste
hasta el instante en que las velocidades v y v' llegan a ser
iguales; en este instante termina la duracion que hemos
llamado primer periodo del choque. Considerando 4 los
dos cuerpos como sistemas de puntos materiales de forma
variable, la determinacion del movimiento de cada uno
de' estos puntos seria muy dificil; pero se puede obtener
con mucha facilidad el movimiento del centro de grave-
dad de cada uno de los cuerpos, por medio del teorema
del movimiento del centro de gravedad de un siste-
ma (621), y del principio de que laaccion es igual y con-
traria 4 la reaccion; en virtud de este pr:ncipio, debemos
suponer aplicadas en los centros de gravedad dos fuerzas
iguales y contrarias dirigidas segun la recta Ox, y que son
las resultantes de todas las acciones moleculares que se

desarrollan por el choque.
Sean O el origen de las coordenadas, OC—=ux, OC'=x’',
R el valor comun de las dos presiones iguales y contra-
rias aplicadas a los centros de las esferas que provienende
los acciones mituas de sus moléculas. Las ecuaciones del

movimiento de los centros C y C' de las esferas, son
d*x ;d’m'

. (1) m—d—t;=v—R, m EF:R'
Sumandolas, se tendra
d*xz ’ d’-'ﬂ'_
Gl

€ integrando

dxz 1dx’ i
MJ—{—??S —&-E-—COHS. 3
siendo v y v’ las velocidades iniciales de los centros de
las esferas, tendremos

mv 4 m'v'—cons. ",
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'y por consiguiente
: dx e’
2) M= o'
(2) = 2 e +m'v;
€cuacian que expresa, qus la suma de las cantidades de

movimiento permanece constante en todala duracion del
movimiento.

Choque de dos cuerpos no el4sticos.

728.  Si los cuerpos estin desprovistos de elasticidad,
caminan unidos despues del choque, animados de una ve-
locidad comun que designaremos por #, cuyo valor va-
mos a encontrar.

E gav dcc’__ )
neste €aso — ==#, y —-=u, y la ecuacion (2) toma-

ra la forma

. (3) (m+m)u—=mv4mv,
de donde

my+m'y
(4) w=rpnr.

Esta férmula indica, que si los cuerpos antes del cho-
.que van en el mismo sentido, despues del choque camina-
ran unidos en el mismo sentido. Si van en sentido con-
trario, v y v’ seran de signo contrario, y la velocidad co-
mun #, tendra el signo de la velocidad de la esfera que
tenga mayor cantidad de movimiento; y si las cantidades
-de movimiento de los dos cuerpos son iguales, #=0, y
los dos quedan en reposo despues del choque.

La ecuacion (3) puede ponerse bajo la forma

m(v—u)=m'(u—v").

El cuerpo C ha perdido una velocidad representada
por v—u, yuna cantidad de movimiento igual a m(v—u),
el cuerpo C’ ha ganado una velocidad representada por
#—v', y una cantidad de moyimiento igual a #'(x—v'):
en virtud de la ecaacion anterior, estas cantidades
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de movimimiento son iguales; es decir, que la canti—
dad de movimiento que pierde el cuerpo C, esigual i la.
que gana el segundo; cosa evidente por otra parte,
puesto que, segun antes hemos dicho, la suma de las can-
tidades de movimiento permanece constante en toda la.
duracion del choque.

Fuerzas vivas durante el choque.

729. Las ecuaciones (1)
diz d*z
m-aa=_—R, m-&?-:R,
se verifican en toda la duracion del choque, y como con~

tienen la reaccion R, es necesaria otra ecuacion para de-

terminar las velocidades % despues del choque..

dt ’Y dt’
Multiplicando la primera por 24x, y la segunda por 24x’,.
.sumandolas € integrando el resultado, tendremos

» \2 ’
m(%) +m’(%:—)=cons.‘"+2fRdr;

siendo, r=—=x'—ux, la distancia de los centros de gravedad
de las esferas, y por consiguiente dr—dx'—dx.
 Determinaremos la cons.” , contando el tiempo desde el
principio del choque, y empezando a contar la integral
desde este valor inicial del tiempo; enténces R=0, por
no haberse desarrollado atn las acciones moleculares que:
representa, y resultara

mv24-m'v'2—cons."” ;
sustituyendo este valor, tendremos

'\ 2
0 o) el

Esta ecuacion expresa, que la suma de las fuerzas vi-
vas en una época cualquiera, es igual 2 esta suma toma-
da al principio del choque, mas el duplo de la integral
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Rdr, tomada desde el principio del choque. En el primer
periodo del choque la suma de las fuerzas vivas es siem-
pre menor que antes del choque, porque disminuyendo
en €l la distancia de los centros, 4r<C0, ylos elementos

de la integral f Rdr son todos negativos en este pe-

riodo. En el segundo, la distancia de los centros aumen-
ta y los elementosde la integral son todos positivos. Pero
como R tiene valores menores que en el primer periodo,

la integral f Rdr, tomada en toda la duracion del choque

es negativa. Por consiguiente, la suma de las fuerzas vi-
,vas es siempre menor que antes del choque, yla diferen-
cia va disminuyendo en el segundo periodo.

Choque de dos cuerpos perfectamente el4sticos. .

730. St los cuerpos son perfectamente elasticos, los

elementos de la intcgralfRdr se destruyen dos 2 dos,

porque la resultante R de las acciones moleculares, vuel-
ve 4 tomar el mismo valor, cuando la distancia » es la
misma, y los dos cuerpos pasan en el segundo periodo
del choque, por las mismas fases que en el primero, pero
en sentido inverso, siendo los dos periodos, digamoslo asi,
simultaneos, y los efectos producidos iguales y opuestos
el uno al otro; por consiguiente, la mntegral tomada para
toda la duracion del choque, es igual cero. En este caso,
la ecuacion (5) es

(6) m (%)g + ' (Z) =met v
Podemos determinar las velocidades de los centros de
gravedad de los cuerpos despues del choque; llamando-
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doir |, da :
las, Vz'd_t » ¥ V'=—, tendremos, por las ecuaciones,

di
(Q)I y (6), las
(7) wV4m'V'=mv4m,
8) mV2dem' V2=mv24m'v'?,
que daran las velocidades V' y V' despues del choque.
Para obtenerlas, escribd noslas bajo la forma
m(V—ov)=m(v'— V'),
: m(V2—v2)—=m' (v'2—V'2);
dividiéndolas, resulta :
(9) V4ov=V'42.
De las ecuaciones (7) y (9), que son de primer grado,
se deduce
' : (io) Vo (m—m')v+am's’
e
([I) Nl l‘m'—-::i)—z;::2nw =
731. Veamos las consecuencias que se deducen de
estas férmulas. Afadiendo y quitando mv en el numera~
dor de la (10), se puede poner bajo la forma
Yoas 2 (ma 4 mv’) ot

mtm’ 2
y siendo # la velocidad comun de los centros de grave-
dad, en el momento de la maxima compresion, su valor

por la (4) es

7

__mv +m'y
T -mA4m ?
y sustituyendo, la anterior se puede escribir como sigue:
PN QUi 1s
. Por una trasformacion analoga, encontraremos
V'=24—2';
de las cuales s¢ deduce #v— V';”’ , Y u -—_—‘%J, Luego la

velocidad de cada cuerpo, en el instante ‘de la maxima
compresion, es el promedio de sus velocidades antes y
despues del choque.
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Restando las ecuaciones anteriores, resulta
V'—V—v—2;
que nos dice, que la velocidad relativa con la que el cen-
tro de gravedad C se aleja de C', despues del choque, es
igual a aquella con que se aproximaba en el instante en
que se ha verificado el choque.

Casos particulares.

732. Siel cuerpo C' esta en reposo, cuando choca con
el cuerpo C, la velocidad v'=0, y si los cuerpos no son
elasticos, la férmula (4) dara la velocidad comun

my
“metm”

Si la masa 7 es infinitamente grande con respecto 2 la
masa 7, la velocidad #—=0; es decir, que los dos cuerpos
quedan en reposo despues del choque. Esto es lo que su-
«<ede, cuando los cuerpos no elasticos caen chocando 4 la
Tierra.

Si los cuerpos son elasticos, siendo como antes v'=—0
las velocidades, despues del choque, son, segun las fér-
mulas (10), y (11),

V=0 yr_ tm
m—+m' 4+

Si m’ es infinitamente grande con respecto a m, ten-
-dremos

U=

:-—-—-U', V’:O;

1o que nos dice, que el cuerpo chocado permanece en
reposo, y el otroes reflejado en sentido contrario con una
velocidad igual a aquella con que ha venido a encontrar
al primero. Tal sucede cuando una esfera elastica pesa-
da, cae de una cierta altura sobre un plano ﬁjo horizon-
tal, que es tambien elastico; la esfera vuelve a subir por
la reaccion del plano fijo, hasta la misma altura de donde
€ayo.
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Cuando las masas 7 y m' son iguales, si los cuerpos no-
son elasticos, su velocidad comun despues del choque,
serd

'
uz‘v-;-'v ;
es decir, la media aritmética entre las velocidades de los.
dos cuerpos antes del choque.

Si en el mismo caso de ser m=mn', los cuerpos son per--

fectamente elasticos, las férmulas (10) y (11), dan
VZU’, V,:'U; ¢
los cuerpos, en este caso, no hacen mis que cambiar de:
velocidad. Y si uno de ellos, tal como el C’ esta en repo-
so, el otro quedara inmévil despues del choque, y le tras.
mitira su velocidad; porque, para v'=0, tendremos
V:O', V' —wv.

733. Este resultado puede verificarse por la expe—
riencia del siguiente modo:

Dos bolas de marfil del mismo diametro, estan suspen—
didas 4 los extremos de dos hilos iguales ¢z, ¢4, (fig. 310),
formando un doble péndulo. Separa-
da la bola z de su posicion de equili-
brio a la posicion &', se la deja caer
y viene a chocar a la bola #; siendo
el marfil muy elastico hay comuni-
cacion de movimiento de la bola 2.
a la 4; la primera queda en reposo-

Pig. 310. en su primitiva posicion, y#la recor-

re el arco 44', con la misma veloci-

dad que poseia la bola 2’ es decir, con la velocidad de~-
bida a la altura del punto &’ sobre el punto 4. Por con—
siguiente se elevara hasta el punto #', situado 4 la mis-
ma altura; despues volvera a caer de la posicion &', 2 la:
posicion &, chocara con la 4, quedando ella en reposo; se
elevara ésta, volvera a caer, y se repetira el fenémeno,
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produciéndose una serie de movimientos oscilatorios de
los dos péndulos, cada uno de los cuales efectiia dos se-
mi-oscilaciones, una ascendente y otra descendente, 2 uno
y otro lado de la vertical media del aparato.

Lo mismo sucederia si un nimero cualquiera de bolas
de billar iguales ¢/, ¢, ", (fig. 311), en reposo, vienen a
ser chocadas por otra bola ¢
segunla recta que une suscen-
tros. Todas las bolas excepto
laGltima ¢, permaneceran en

Fig. 314, reposo; y €sta se movera con
la misma velocidad que tenia
la primera ¢, en el momento del choque.

Todas estas experiencias nos dan cuenta de la propa-
gacion del movimiento por medio de los cuerpos elasti-
cos. La duracion del choque de dos. bolas es muy peque-
fia y no puede apreciarse por la observacion directa. Pero,
si el nimero de bolas intermedias es suficientemente
grande, las duraciones de los choques sucesivos se acu-
mulan, y es posible apreciar la duracion, desde que choca.
la primera, hasta que empieza a moverse la Gltima.

La trasmision del sonido en los medios elasticos, de
lugar @ un fenémeno analogo; las moléculas de aire co~
locadas a lo largo de un rayo sonoro, son conmovidas su-

“cesivamente, y cada una comunica 4 la molécula que le
sigue, la velocidad que ha recibido de la moléculaque pre-
cede. La velocidad de la propagacion de la conmocion, 6
sea la velocidad del sonido, depende de la densidad y de
la elasticidad del medio.

Teorema de Carnot.

734. Cuando los cuerpos son perfectamente elsticos,
la suma de las fuerzas vivas no cambia por efecto del cho-
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que, como aparece de la ecuacion (6). Pero si los cuer-
pos no son elasticos, hay pérdida de fuerza viva, y por
-consiguiente de trabajo, como aparece de la ecuacion (),

en la cual, la integralf Rdr, no es nunca cero en estos

cuerpos; y el teorema de Carnot tiene por objeto calcu-
lar la pérdida de fuerza viva en este caso.

Este teorema es una consecuencia inmediata del teore-
ma de d'Alembert, extendido 4 las fuerzas instantineas;
y s6lo es cierto cuando se prescinde del rozamiento de los
<cuerpos unos sobre otros, ¢ cuando se supone que las
reacciones desarrolladas por el choque, son normales 4 las
superficies de contacto. Segun el teorema de d'Alembert;
existe el equilibrio entre las fuerzas instantaneas que ac-
tGan realmente sobre los cuerpos, las cantidades de mo-
vimiento iniciales, y las cantidades de movimiento finales
tomadas en sentido contrario.

Szan m la masa de una molécula del sistema; u, ', %" las
componentesdesu velocidad antesdel choque; V', V", V",
las componentes de su velocidad despues del choque;
X,Y,Z, las componentes de las fuerzas instantaneas des-
arrolladas por el choque; la ecuacion del teorema de
d’'Alembert es

S(X—m(V'—u))dx 4+ (Y —m(V"'—u))3r+
- (Z—m (V" —u"))52]=0;
-esta ecuacion tiene lugar paratodoslos movimientos vir~
tuales del sistema; entre los cuales, escogeremos el que
coincide con el movimiento real que experimentan los
puntos del sistema al fin del choque, y que se verifica con
las velocidades V',V”,V", para el cual se tendra que
Sx=V'ds, Sy=V"4dt, Ba=V"ds.

El trinomio del trabajo, X (X8x+ Y8y + Z3z)=0, en
este movimiento; porque estando la accion y la reaccion
que los dos cuerpos ejercen el uno sobre el otro, diri-
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gidas segun la normal comun & sus superficies, en el
punto de contacto, el trabajo de estas fuerzas es nulo. Con
estas simplificaciones y dividiendo por dr la ecuacion del
equilibrio, se reduce a -

Em[(V'—u) V' (V"' —a" ) V" 4 (V" — ") V" 1=0,

6 Em[(V24-V24 V"2 (Vg V't 4= V" )| =0).

Designemos por v la velocidad absoluta del punto m
antes del choque, por V ‘la velocidad del mismo punto
despues del choque, y por v, la velocidad perdida, es de-
cir, la velocidad que compuesta con la velocidad v da
por resultante final V. Tendremos

V2=u2+u24-4"2,

V2=V V2 Ve,

V2 (V' — )2 (V)2 (V" —id")2
—=(V'2 V24 V72) 1 (24 2 2)—a(Vi s V" V")
=V2 402 —2(Viu+V'ur4V"0).

De donde

V' +V”I¢ ’ —I—th‘:" :V‘H;—yis ;
y sustituyendo en la ecuacion, sera
Sl (vesvreyvr) L] =2m[ve_."_’+*g_—"f]=0,
6 EmV2—2mv2 4 Emv,2—0,
6 lo que es lo mismo

EmV2=2Emv2—Xmv,2,

que es la ecuacion del teorema de Carnot, y se enuncia
diciendo:

Que la pérdida de fuerza viva, queocasiona el choque,
es igual & la suma de las fuerzas vivas debidas a las velo—
cidades perdidas; 6 lo que es lo mismo, que la suma de las
fuerzas vivas despues del choque de los cuerpos no elasticos,.
es igual G la suma de las fuerzas vivas dntes del choque,
disminuida de la suma de las fuerzas vivas debidas & las
velocidades perdidas durante el choque.

Estando comprendidos todos los sélidos naturales entre
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los cuerpos no elasticos y los perfectamente elasticos, en
€l choque de dos sélidos naturales hay siempre una pér-
dida de fuerza viva, que puede calcularse por este teore-
ma; y que sera mayor 6 menor, segun que los cuerpos se
acerquen mas a los no elasticos 6 a los pertectamente elas-
ticos. Y como una pérdida de fuerza viva representa
siempre, como sabemos, una pérdida de trabajo, deben evi-
tarse los choques en las maquinas para que no tengan lu-
gar estas pérdidas de trabajo..

Péndulo balistico,

735. En la teoria del choque de los cuerpos esta fun-
dado el péndulo balistico, que es un péndulo compuesto,
que se emplea para medir la velocidad inicial de los pro-
yectiles, es decir, su velocidad al salir de la boca del ca-
fion. Este aparato se compone esencialmente de un cuer-
po blando, noelastico por consiguiente, unido 2 un eje ho-
rizontal; el proyectil viene 4 chocar con este cuerpo alsalir
de la pieza, y penetra en él hasta una cierta profundidad;
al fin del choque, ¢l proyectil y el péndulo forman un mis-
mo sistema material, animado de cierta velocidad angular
alrededor del eje de suspension; el péndulose separa de la
vertical en virtud de la velocidad que le comunica el pro-
yectil, y su centro de gravedad se eleva hasta que el tra-
‘bajo negativo de la gravedad destruye su fuerza viva, en
este instante el pendulo llega al estremo de la semi-osci-
lacion ascendente, y desciende luégo en sentido contra-
rio. Una corredera, arrastrada por el péndulo durante el
movimiento ascendente, y abandonada en el punto que
ocupa cuando el péndulo empieza 4 descender, sirve para
.determinar el angulo de separacion, y por consiguiente
<l trabajo negativo de la gravedad; el valor absoluto de
-este trabajo es igual 4 la mitad de lafuerza viva del siste-
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ma, Conocida esta fuerza viva, se deduce sucesivamente
la velocidad angular inicial del péndulo, la velocidad li-
neal del proyectil al fin del choque; y la velocidad lineal
de éste al principio del choque, que es la verdadera in-
c6gnita del problema,

Para resolverlo, sean PM (fig. 312), el cuerpo del pén-
dulo, O su eje de suspension y
G el centro de gravedad del sis-
tema oscilatorio; la recta BA tra-
zada en el plano medio del pén-
dulo perpendicularmente al eje
O, y un poco debajo del punto G,
representa la trayectoria del pro-
yectil, que supondremos ha pe-
netrado hasta el punto A en la
tierra que llena el cuerpo del pén-
dulo. Designemos por v la velo-
cidad del proyectil antes del cho-
que, por V la velocidad lineal que conserva despues del
choque, cuando forma con el péndulo un mismo sistema
material; por p el peso del proyectil; por p el momento
de inercia con respecto al eje O, y por v lavelocidad an-
gular de la rotacion que sucede al choque, en virtud de
la cual, el punto A tiene la velocidad V. La punta C ar-
rastra la corredera a lo largo del arco CD a medida que
el péndulo se aparta de su posicion de equilibrio, y la
abandona en el punto D en el momento en que viniendo
a ser cero su velocidad, empieza 4 descender. En este
movimiento ascendente el centro de gravedad describe el
arco GF, y se eleva verticalmente de la cantidad GH=4#,
que puede medirse.

Siendo OA—=/,0G=4,COD=«, sera

h—=0G—O0OH=4—acosa=—a (1 —cosa).

Representemos por R la reaccion media, desarrollada en

Fig. ate.
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el tiempo que dura el choque del proyectil con el péndu—
lo, y por § esta duracion; el impulso de la fuerza R esta-
ra representado por Rf; actuando este impulso sobre el
proyectil en el sentido AB, esdecir, en sentido contrario al
movimiento, reducela velocidad, del valor inicial v, al valor
final V. Por el teorema de las cantidades de movimiento,

y teniendo presente que la masa del proyectil es %, ten~
dremos

-g‘-(v_V)ZRe.

Esta misma fuerza, actuando sobre el péndulo, le im—
prime un movimiento de rotacion, cuya ecuacion es
RO/

g

==

Reemplazando RB por su valor en la anterior, resulta
%“J):g—('” =¥ )i

de esta se deduce

y como V=u/, tendremos
(4) v—=w el

736.  La fuerza viva del sistema, se compone de la
fuerza viva pw? del péndulo, y da la fuerza viva del pro—

pl* it
Pl

yectil -E- 120?; y es por consiguiente igual 2

1]
La cual se reduce a 0, cuando el angulo de separa-
cion llega al valor «; enténces, el centro de gravedad del

péndulose haelevado de la cantidad /=24 (1 —cosa), y el

centro de gravedad del proyectil de la cantidad AL, que

se deduce de la proporcion ;;g _?}g . El trabajo de
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la gravedad es por consiguiente, llamando P al peso del
péndulo

Ph+p X Z=h(P+2)=a(1—cosu)(P+2);
de modo, que la ecuacion del teorema de las fuerzas vi-
vas sera

({.L—i— —;’-ﬁ)mﬂr_Qa( 1— COSa.) (P -}—%l);
ecuacion que nos dard w; y conocida ésta, la ecuacion
(@) da el valor de v, que es la incégnita del problema.
Es necesario que el proyectil hiera al péndulo en el
centro de percusion correspondiente al eje O; de otro

modo, este eje experimentara presiones durante el choque
que podrian descomponer el aparato. Sabemos que la dis-

. i ; Ks .
tancia del centro de percusion al eje es 2+ = siendo &

la distancia OG de] centro de gravedad al eje, y K el ra-
dio de giro, alrededor de un eje paralelo al eje O, trazado
por el centro de gravedad G; es decir, que la distancia /
es lalongitud del péndulo simple, que oscilara en el mis-
mo tiempo que el péndulo balistico. De esta manera, la
adicion del proyectil en el punto A no alterara la duracion
de las oscilaciones del péndulo. Luégo se podra determi-
nar empiricamente el punto A, en donde el proyectil debe
dar, colocando el proyectil 2 diferentes alturas en el
plano medio trasversal del péndulo, y haciéndole oscilar
cada vez en las diversas ‘posiciones; la posicion buscada
es aquella para la cual la adicion del proyectil al péndulo.
no altera la duracion de las oscilaciones.

Mzecinica Racionarn.—~Tomo II, 22



LECCION LXI.

Movimientos vibratorios. —Movimientos vibratorios de las cuerdas.
Ecuaciones de este movimiento—Su integracion, — Vibraciones
trasversales,—Duracion de una vibracion,—~Nodos de vibracion.
—Vibraciones longitudinales.

Movimientos vibratorios.

737. Sellama vibratorio el movimiento de un punto
material que oscila@ uno y otro lado de su posicion de
equilibrio, ejecutando un namero indefinido de oscilacio-
nes. En el nim. 709 hemos visto un ejemplo de esta cla-
se de movimientos. Un sistema de puntos posee un mo-
vimiento vibratorio, cuando cada uno de ellos se mueve
en las condiciones que acabamos de indicar para uno sélo.

Consideremos un sistema de # puntos materiales, suje-
tos 4 ciertas condiciones 6 ligaduras; sean m, la masa,
Y X1, ¥15 %, 1as coordenadas de uno de ellos; x5, 73, 23, las
coordenadas del punto de masa my; y en general x,, 7,2,
las coordenadasdel de masam,; X, Y,, Z,, las componen-
tes de la fuerza que actaa sobre el primero, X,,Y,, Z; las
de la que actiia sobre el segundo, yX,,Y,,Z, las de la que
actiia sobre el enesimo. Las ligaduras las supondremos
expresadas por las £ ecuaciones de condicion

(1) - Li=0, L,—0, L,;=0,..... L,=o0.

Las fuerzas X, Y, Z las supondremos expresadas por

funciones de las coordenadas x;s & de los diterentes
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‘puntos, mdcpcnd[-ntcmente del tlempo y de las veloci-
-dades.

La ecuacion general del movimiento del sisterna es,
«<como sabzmos, segun el teorema de d’AIembert.

-l—(Z,f "y~ )bz ]_O

dzbiendo las variaciones & satisfacer a las ecuaciones de
condicion

-ax,+ o et +"“"av oo =0,

ji’o 1+dL'5_yi+ stfouisa tanlon b s b=
g g i .
13) C;Laa"‘l,++ = 8.)’1"‘- ceae e e 0=0,
L dL
\d—{v’ri+£+ ...--v...-I:O.

738. Supongamos, que para valores particulares de
las. coordenadas x,==dy, 3 =0, Zi—0Cy . Xs—ty, yi—0b3,
Ry ="y s ws 58 Xa =0y V=" T =0, €StE el sistema en una
posicion de equilibrio estable; las fuerzas X, Y, Z, toma-
ran en esta posicion ciertos valores constantes que repre-
sentaremos por las letras A, B, C, afectadas de los mismos
indices. ' -

Cuando por un medio cualquiera se separa elsistema, .
infinitamente poco, de esta posicion de equilibrio, tende-
ra por si mismo 4 volver & la posicion  primitiva; -cada
punto adquirifd una pequefia velocidad de sentido con-
trario a la-que se le imprimi6, en-virtud de la cual, cada
‘punto pasard; en szntido contrario, mas alla ‘de la posi-
.cion de equilibrio; volvera a la -posicion primera’ pasarﬁ
mas alla, volvera y asi sucesivamente. Tal sera- el movi-
-miento oscilatorio del sistema.
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~ Su estudio, que sera mas ‘6 ménos complicado, se hara
en general por medio de las ecuaciones (1), (2) y (3), que:
acabamos de establecer; pero nosotros sélo vamos i exa—
minar algunos casos particulares de este problema.

Movimientos vibratorios de las cuerdas. Ecuaciones de este
movimiento.

Las cuerdas de piano, de violin, de guitarra, etc., eje—
cutan vibraciones, alrededor de sus posiciones de equili~
brio, cuando por un medio cualquiera se las separa de-
estas posiciones. Vamos a estudiar estos movimientos.
vibratorios de las cuerdas.

739- Sea OA (fig. 313), una cuerda homogénea per-
fectamente flexible, elastica y-
un poco estensible, de diame--
tro constante y muy peque--
fio, de longitud /, extendida en.
linea recta del punto fijo O ab
punto fijo A, por una fuerza.
equivalente 2 un peso P, que
desarrolla en ella la tension T,
Prescindiremos de su peso con relacion a P, y por consi--
guiente afectard la forma de una recta ONA en su posi--
cion de equilibrio. Supongamos que se la separa un poco-
de la posicion de equilibrio ONA, imprimiendo al mis-
mo tiempo 4 todos sus puntos pequefias velocidades, en-
ténces la cuerda vibrara alrededor de su posicion-de equi-
librio OA; se trata de determinar la posicion y la veloci-
dad de cada uno de sus puntos en un instante cualquiera.

Sea OM'A la curva plana 6 alaveada que representala
forma de la cuerda en una época cualquiera; tomemos
‘tres’ejes rectangulares, OX en la direccion OA delacuer-
da en equilibrio, OY y OZ perpendiculares 2 él. Las
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«coordenadas de un punto material M son en el estadode
-equilibrio, x, 0, 0; y en estado de movimiento x4, 7,
2; siendo los movimientos de la cuerda muy pequefios,
u,y, % tienen siempre valores muy pequeiios, y son fun=-
-ciones del tiempo # y de x. El problema se reduce a en-
contrar los valores de #, », z, en funcion de estas varia-
‘bles independientes.

Sea M'N'=4ds el elemento de la cuerda, que corresponde
-en la posicion de equilibrio al elemento MN=/dx; existe
una relacion muy szncilla entre dx y ds, que expresa, que
'MN y M'N’ tienen la misma masa. Sea p el peso de toda
la cuerda, 7 su longitud, psudensidad en el punto M, y
v la seccion normal constante; se tendrd que pwds es la

masa de M'N’, y la de MN es ~;—;— dx, luego sera
(1) pwds:%dx.

Las fuerzas que actian sobre un elemento M'N’ de la
-cuerda, son las fuerzas exteriores y las tensiones. Sean
X,Y,Z las componentes, por unidad de masa, de las
fuerzas exteriores para cada porcion de la cuerda, Ty T
las tensiones que actGan tangencialmente en los extre-
mos del elemento M'N’, dependientes del aumento de
longitud que ha sufrido este elemento; m la masa del ele-
mento M'N’, T la tension en M, dirigida en el sentido
N'M; T" la tension en N’ dirigida en el sentido M'N’;
-, 6, los angulos de T con los ejes coordenados; 6,7,
los angulos de T’ con los mismos ejes. '

Las ecuaciones del movimiento son por consiguiente:
du
m— —mX +T'cose’ —T cosa,:

(2) mcf“, =mY <+ T cosé'— T cos b,

(mi—f;*mZ-i—T'cos-f——Tcosy; GiF

«que vamos a trasformar en otras, quz no contengan mas
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que X,Y, Z, 4, y, 2, y las variables independientes x y .
740. Los angulos « y o' son muy pequefios y sus co—
senos 'son casi iguales 4 la unidad; la diferencia T'—T"
viene a'ser la diferencial de T con respecto 2 x; de suer—
te, que teniendo presente que mz'-ﬁg—dx, la primera ecua--
cion toma la forma

p , du__p ar
?d.lga—-—deX+ xdx,

7 L gl aT
i p du’
Por medio de la férmula del nam. 543.

podemos eliminar T de la ecuacion anterior. Para otra.
tension T se tendra, siendo 7, el aumento de longitud

i —Hw % ;
de ‘las cuales se deduce restando
T—T;=Eo a—;“ .

En esta ecuacion vemos que la relacion entre el incre—
mento de la tension T—T, y el incremento de lalongi—

tud -——", es constante € igual 2 Ew.

El incremento total del elemento MN es igual 2 % dx,

y el incremento proporcional del mismo elemento es-

igual 2 —, de suerte, que
du.
THTDZEwR; - |
de donde T=T+EoZ¥,

que diferenciada con relacion 4 x, y multiplicada por-
-‘?—, dara

gldT gl o, dw
el
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Y la ecuacion primera de las (2) tomala forma
dﬁ::x qle du
dt p da**
741. Lasegunda de dichas ecuaciones

C;y:_mY—i—T’ cos 6'—T cosé

puede ponerse bajo la forma
idx@:% dxY 4 (T cos 6) dx,

gl dis
6 bien
d*y d
—d-z,_Y-{—i-Tx(Tcosﬁ)
Hemos encontrado
T=T,+Eu;

pero cos 6 es igual 4 la diferencia de las ordenadas de
N’y M/, dividida por la distancia M'N’ de estos dos pun-
tos, es decir

dy dy

dx\' E

du
dx -+ -—dx 1+'d_w
y multiplicando por la anterior, resulta

cos b—

_d_-y._ du dy
Tcos6 =T, %% —~+Eo d ;:
iz dw A+ dx

: . ; d
ecuacion que puede simplificarse observando, que—ff

se puede despreciar con respecto a Ja unidad, y que
du dy
i a3 infinitamente pequefio de segundo 6rden, y

enténces la ecuacion se reduce a
dy
TCOSG—TG"E'E,
luego
—(Tcosﬁ)_Tod =)
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y tendremos la ecuacion
d*y
dt' Y—]— To e
Del mismo modo obtendrlamos la tercera ecuacion

diz gl dz
F Z+ ?Toﬁ -

742. Las tres ecuaciones del movimiento son
o sng
) {#=Y+ “To
:!:2 Z+— Togﬁ

bajo cuya forma se ve, que los movimientoa proyectados
sobre los tres ejes, son independientes los unos de los
otros.

Las ecuaciones del problema son ecuaciones lineales
de segundo 6rden, con derivadas parciales; la integracion
es posible cuando las fuerzas X, Y, Z son constantes, lo
que tiene lugar, cuando la cuerda sélo esta solicitada por
su propio peso.

Si la cuerda no estuviera extendida horizontalmente,
supondremos que la vertical forma con los ejes los angulos
dados A,p, v, y tendremos

X=gcosA,
Y =gcosy,
Z=—gcosy;
y habra que intcgrar una ecuacion de la forma
(4‘) dit —"A' +B d 29

siendo A y B cantidades constantes.

Sea #=f (x) una solucion particular, independiente
del tiempo #, de la ecuacion (4), que queremos integrar;
de suerte, que se tenga

dﬂm}+A 0.



VIBRACIONES DE LAS CUERDAS, ; 345
Cambiaremos de variable, haciendo
u=f(x)+u,
que diterenciada, da
d'u__ d'f(z)
de*~ dz' dw‘ i
du d’u
'Eﬁi P
por consiguiente, sustituyendo estos valores en la ecua-
<ion (4), resulta

d*u' dfﬁ}
iy —A+B == +Bdm‘
ycomo A—I—Bdﬂ(r}*—(), sera
d'} r dﬂ r
(5) ﬁZB-d—:;'

ecuacion de la misma forma que la (4), pero sin el térmi-
no independiente. Es de notar que #—=/{x), es la ecuacion
de equilibrio de la cuerda solicitada porla fuerza A; por-

s
que la aceleracion d? es nula para todos los puntos de la

cuerda, cuando ésta ocupa la_posicion de equilibrio; de
suerte, que # es Ja porcion de la ordenada # que varia
<on el tiempo #; medida esta porcion a contar desde la
posicion de equilibrio; luego las fuerzas constantes en
nada modifican el movimiento de la cuerda.

743. La ecunacion diferencial

du_
A+Bd§’-—0
se integra resolviendo la ecuacion de segundo grado
A 4 Br2=0,

que resulta da

r—=% ._.,\/

y por consiguiente la integral de dtcha ecuacion es

N niay SN s
u=Ce +y\/§\/“~1 —+C'e y\/;\/—i.
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St Ay B son del mismo signo, las esponenciales ima—
ginarias se trasforman en senos y cosenos.

Del mismo modo encontrariamos z € y.. En las aplica-
ciones a las cuerdas vibrantes, las componentes X, Y, Z,
de.la gravedad son muy pequefias con respecto 4 los coe~-

. { s Y
ficientes %Ew, -?;-’- Ty, y como no cambian en nada las le-

yes de las vibraciones de las cuerdas, podemos prescindir-
de ellas, y las ecuaciones del movimiento_de la cuerda
son

du__glp du e

anp "ER T g
d*y gE d*y 9@’ a'y
(6) dt’ P TU de* —5 dx“
d’z_éed’z'
a8 da??
siendo 42— s;l Eow,y é"—-‘—-To. Segun estas ecuaciones-

u.y, 2, deben contarse desde posicion de equﬂibno que
tomaria la cuerda por la accion de la gravedad, sisu mo-
vimiento se redujera a cero.

744. Las vibraciones que se producen segun OX, se
llaman longitudinales, y las paralelas 4 los ejes OY y OZ
se llaman vibraciones trasversales. Como las ecuaciones.
en y, y en z, son de la misma forma, las vibraciones tras-
versales son las mismas paralelamente 2 OY, que parale-
lamente 2 OZ; bastara pues integrar cualquiera de las dl—
timas ecuaciones (6) para obtenerlas. '

Vibraciones trasversales.

745. Para determinar las vibraciones trasversales te—
nemos que integrar la ecuacion con diferenciales par—
ciales

Py __pe 2
di? dx??
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la cual tiene por integral general
(7) r=glx+bt)+y(x—b),

como se prueba facilmente diferenciando sucesivamente
la funcion y con respecto 4 las variables 7 y x. .

746. Las funciones ¢ y ¢ son dos funciones entera-
mente arbitrarias, que vamos a determinar. Para conse-
guirlo, es preciso conocer, para #=0, la curva formada
por la cuerda y la componente de la velocidad de cada
punto paralela al eje de las y.

Sean para =0,

d,

@) F=fx) L=fwy
introduciendo esta hipétesis en la ecuacion (7), y en su
derivada con relacion i ¢, resulta

(9) () aze (8) -i(6).
fu(@)=bl¢ (*)—¢/(¥)];

de la Gltima de las (g), se deduce
g ’ ’ ()
¢ ()= ¥()=57
que integrada con relacion @ x, y haciendo para abreviar-

(10) %ffi(x)dsz(x),
sera
(11) e(x)—d(x)=F(x)+C.

De la primera de las ecuaciones (g) y de la (11) se
deducen ;
p(x)=1[Ax)+F(x)+C],
¢ ()= [/(x) =(F(x)+C)].

Poniendo en vezde x, x4 en o(x), y x—4f end(x),
y sumando despues las dos funciones, obtendremos ek
valor de_y, sin la constante C,

747. Conviene observar, que por las dos ecuaciones.
(12), las funciones ¢ y ¢ no. son conocidas como f(x) y
F(x), més que para los valores de la variable x com-

(12)
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prendidos entre 0 y /; y debemos conocerlos mas alla
de estos limites, porque debiendo poner por x,x - &¢
y x—¥&t, estas nuevas variables podrin exceder 2 los li-
mites 0 y /, porque el tiempo # puede crecer indefini-
damente. Para determinar las funciones 5 y { para valores
de x, no comprendidos entre estos limites, vamos 2 ex~
presar que los puntos O y A son fijos.

Para el punto O (0,0 0), tendremos, cualquiera que
sea el valor de #,

o (B6) 4§ (—bt)=0.
Haciendo 4¢.=23', esta condicion se reduce 2
(13) 9()+s(—2)=0.
Para el punto A tendremos, para un tiempo cualquiera,
(18) (& ~+D-+y(I—7)=0.

Las funciones ¢(3) y ¢(s), son conocidas para los va-
lores de 2'=4¢, comprendidos entre 0 y /, la Gltima ecua-
cion da

¢(I+2)=—4(l—7);

4(/—2") es conocido para los valores de 3’ comprendidos
entre 0 y /, pues /— 2’ se encuentra entre estos limites;
luego ¢ (/4-2') sera tambien conocida para los mismos
valoresde 2'. Por consiguicntc si hacemos para abreviar
l4-2'=23",5 (z") sera conocida para los valores de z"

comprendidos entre 7 y 2/; y la funcion ¢ sera conocida
para todos los valores comprendidos entre 0 y 2/.

748. Sien la ecuacion (14) ponemos en vez de 2/,

2’41, sz reduce a
o (RlI42' )+ (=2 )=0;
y restando de esta la (13), resulta
¢ @i+2)=¢ ().

Luego la funcion ¢(2") es periddica, y tiene por perio-
«do 2/; y como se conoce esta funcion para todos los valo-
res de la variable, comprendidos entre 0 y 2/, sera cono-
«<ida para todos los valores de 2’ positivos 6 negativos.
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Laotra funcion { esta determinada por la ecuacion (1 3),
que da
Y(—7)=—29(2);
es periédica como la primera, y su periodo es tambien 2/.
En efecto, la ecuacion anterior da
o (214 )+ 4 (—2/—2')=0,
y como ¢ (/42" )=0(2)=— 4(%), resulta
$(—2)=4(—R—=),
y poniendo —2/— 3’=2" se tiene la funcion periédica
YRIA4-2")=4(2").
Resulta de esta discusion, que cuando 4z aumenta en

: [ =
la cantidad 2/, 6 £ en %, la ordenada y vuelve a tomar el
mismo valor, lo mismo que la velocidad %. Lo mismo

- - dsz : .
sucede 2 2 y a —. Luego la cuerda ejecuta una serie de

vibraciones todas iguales € isocronas, cuya duracion
es 2,

b

749. Suponiendo los puntos O y A absolutamente
fijos, y prescindiendo de la resistencia del aire, la cuerda
ejecutara una serie indefinida de oscilaciones de esta cla-
se. Pero la resistencia del aire y la comunicacion de una
parte del movimiento de la cuerda 4 los puntos fijos O
y A, disminuira gradualmente la amplitud de las vibra-
ciones, concluyendo por aniquilarlas, sin alterar sensible-
mente suisocronismo. Este ltimo hecho, anilogo al que
tiene lugar en el péndulo simple, puede demostrarse por
el calculo y comprobarse por la experiencia.

Duracion de una vibracion.

750. La duracion T de una vibracion de la cuerda,
" seobtiene contando el nimero #, de las que ejecuta en la
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unidad de tiempo; tenemos

pero 42 I=’£-IT0, luego

A /gl
i ;Tuzé \/E
21 pl

La cuerda, en su movimiento, comunica sus vibraciones
al aire, que ejecuta enténces el mismo namero de vibra-
ciones en igual tiempo. il sonido producido tiene por
medida #; y es tanto mas elevado, cuanto mayor es el
nimero de vibraciones que la cuerda ejecutaen un tiem-
po dado. .

Este nlimero es independiente de la amplitud de las
vibraciones, de la forma inicial de la cuerda, y del modo
de hacerla vibrar. .

Para una misma cuerda, este namero es proporcional
a la raiz cuadrada de la tension Tj; para cuerdas de la
mis na materia y del mismo grueso, siendo el peso p pro-
porcional a la longitud /, los nimeros de vibraciones es-
tan en razon inversa de las longitudes; y paracuerdas de
igual longitud € igualmente tensas, # esti en razon in-
versa de las raices cuadradas de los pesos. Todas estas le-
yes son confirmadas por la experiencia.

Nodos de vibracion.

751. ~ En algunos casos la cuerda, por razon de su es-
tado inicial , se divide espontaneamente en un cierto na- '
mero de partes iguales, que vibran unisonas, y ' cuyos
puntos de separacion llamados #0dos, permanecen inm6-
viles en toda la duracion del movimiento. Enténces el
sonido se eleva proporcionalmente al nimero de estas par-
tes, como vamos a ver. Siendo dadas la tension y las di-
mensiones de la cuerda, se puede disponer de su formay



VIBRACIONES DE LAS CUERDAS. . 351
de la velocidad inicial de cada uno de sus puntos, de
suerte, que su movimiento esté representado por la
cuacion y=—6X, siendo 6 funcion de #, y X una funcion
de «xsola. En efecto la ecuacion

aYy__ 2%y’
dt* dae
se verificara haciendo
dX 1 1 df

15 3 B—57 B

Como el primer miembro es solo funcion de x, y el se-
gundo de #, esta ecuacion no puede existir si los dos
miembros no se reducen 2 una misma constante—K2.
Luego tendremos

(16) Z24+K2X=0,
que tendra por integral particular
(17) X=senKx.
Despues se determina la funcion 6 por la ecuacion
dah 3
(18) —,+22K2 2—0,
de la que integrando se deduce
§=Ccos s K 14+ C'sensK ¢,
y por consiguiente, la relacion y»=6X se convierte en
r=senK x(CcoséK 1+ C'senéK 7).
Haciendo #=—0, tendremos la forma inicial de la cuer-
da representada por la ecuacion
(19) r=CsenKux;
tambien podemos hacer que la velocidad inicial sea nula,
suponiendo nula la constante C’; enténces el movimiento
de la cuerda esta representado por
(20) y=CsenKxcossK:.

Ademas debemos expresar que los puntos O y A per-
manecen siempre fijos; en el primero para x=0, sera
=>0, cualquiera que sea #; mas en el segundo en que
x=/, para que sea y==0, es necesario que K/=m=, sien-
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do m un nimero entero cualquiera; de esta relacion sale

mmT . . -
K= vty la ecuacion del movimiento de la cuerda es,.

sustituyendo,

bt

oAt

De modo, que la cuerda, que sin velocidad inicial, tie~

(21) y=Csen %_—x cos

mmx .
ne la forma de la curva s = Csen—-, si se la abandona

a si misma, efectuara una serie indefinida de vibraciones
isocronas, cuya ley expresa la ecuacion (21).

752. Se sabe que y debe ser una funcion periédica
del tiempo. En efecto, en cada ecuacion y toma el mis—

. . 1 2l
mo valor, cuando 7 aumenta en la cantldad—m—. 5 En
este ejemplo y, y——~ tienen los mismos valores cuando
: . 1 2l -

el tiempo aumenta en el periodo — QT , ¥ €l nimero de
vibraciones efectuadas en la unidad de tiempo esm —-,
es decir, m veces el que corresponde al sonido mas grave
de la cuerda, determinado por la teoria general.

753. Vamos 2 demostrar que en este caso la cuerda
se divide espontaneamente en m partes iguales, que vi-
bran como si estuvieran separadas, de suerte, que hay
m—1 nodos de vibracion. En efecto, se obtendran todos
los puntos que permanecen inméviles en toda la dura-
cion del movimiento, haciendo =0, lo que exige que

mrE i
sen ——=0, 6 x_-—-!
siendo i un nimero entero cualquiera menor que m. En-
ténces_ =0, para
1 % 3l m—1
x=0, -'l;l-’ ‘;‘, ;,....., _!'R- 3‘, I’
cualquiera que sea /.
Sin considerar un ejemplo particular, hubiéramos po-
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dido escoger las funciones f(x) y fi(x), de suerte, que
9(2') y 4(2") vuelvan 4 ser las mismas, no sélo cuando 2’
crece de 2/, sino cuando esta variable crece en un sub-

miltiplo cualquiera %, de 2/; y obtendremos como

antes comprobada la existencia de m—1 nodos de vi-
bracion.

Vibraciones longitudinales.

754. El movimiento longitudinal de la cuerda, es
decir, en el sentido del eje OX, esta dado porla ecuacion
du? 0 &'u
—_—— s —
die® dao*’
que tiene la misma forma que la ecuacion de las vibra-
ciones trasversales
L g
dg! dm! 3
y se resuelve del mismo modo.
Resulta, pues, que si designamos por 7’ el niimero de
vibraciones longitudinales efectuadas en la unidad de
tiempo, tendremos (750)

S
i al ?
y por ser a =\ /%,
resultara
(22) #=% ;w_"’,

pl

sl e
(23) ' =\/E3'

La cantidad % es una cantidad muy pequefia; porque

luego se tendra

de la ecuacion

(24) T—T=Eo®2%,

MzecAimca Racionar,—Tomo II. 23
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en la que Ew es el incremento de la tension que habra
que dar a la cuerda, para doblar la longitud de cada ele-
mento; pues haciendo ds—2dx, tendremos T—T ;—=Ew.
Luego la cantidad constante Ew, es mucho mayor que

7 = i S
Ty; y por lo tanto 7 €S muy pequena: por consiguiente,
de los dos sonidos mias. graves dados por una misma
cuerda, el que corresponde 2 las vibraciones longitudina-

les es mucho mias agudo.
755. Tambien tendremos la férmula,

3 )
W :\/T X
siendo /la longitud de la cuerda cuya tension es T, y A
el aumento de longitud que produce un aumento de ten-
sion igual a T; lo cual se deduce de la ecuacion (24), ha-
haciendo T=2T,, y observando que los aumentos de lon-
gitud %, y ds—dx, de / y dx, son proporcionales 2 estas

: . A
longitudes; y se tiene g:_u:—l’ y como ) es muy peque-

= - - . b =
fia con relacion a /, tambien o € muy pequefia.
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LECCION LXII.

Mecénica de fliiidos,.—Constitucion molecular de los fliidos.— Qué
se entiende por presion en'el interior de un' fliido.— Teorema
fundamental de la Mecdnica de fliidos.—Distribucion de las pre=-
siones en una masa fliida en equilibrio, sometida 4 la accion de
fuerzas exteriores dadas.—Principio de la trasmision de las presio-
nes.—Presiones en los liquidos pesados.— Presiones en un fliido
sometido 4 fuerzas cualesquiera. :

Mecénica de fididos.

756. Las leyes generales de la Mecanica son aplica-
bles a todos los sistemas materiales, cualquiera que sea -
la manera como estén agrupadas sus moléculas; por con-
siguiente, a los cuerpos liquidos y gaseosos que sélo di-
fieren de los s6lidos por su constitucion molecular. Los
liquidos y los gasss sz designan colectivamente con el
nombre de fldidos. . oy

La Mecanica de fldidos tiene por objeto el estudio
de las leyes del equilibrio y movimiento de los flaidos.
Ya dijimos que tiene, como la Mecanica de sélidos, dos
partes, Hidrostatica € Hidrodinamica; la ‘primera trata
del estudio de las leyes de equilibtio de los flaidos yla
segunda de las leyes de su movimiento. J
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Constitucion molecular de los fiGidos.

757. Los cuerpos en la naturaleza se presentan, co—
mo dijimos en la primera leccion, en tres estados, solido,
liquido'y gaseoso, dependientes de las condiciones de
temperatura y presion en que se encuentran. Para éxpli=
car la constitucion molecular de los cuerpos, se admite
que sobre sus moléculas obran dos fuerzas; la atraccion
molecular, y la fuerza repulsiva debida al calor. Si pre-
domina la atraccion molecular, los cuerpos se presentan.
en estado sélido, tienen forma definida, y es necesario un
esfuerzo mas 6 ménos grande, para separar sus moléculas.
Si la atraccion molecular es muy poco superior a la fuer-
za repulsiva, los cuerpos se presentan en estado liquido,
no tienen forma definida y toman las de las vasijas que los
contienen, siendo necesario muy pequefio esfuerzo para
separar sus moléculas unas de otras. Si predomina, por
el contario, la fuerza repulsiva, los cuerpos se presentan.
al estado gaseoso, no tienen forma definida, sus molé-
culas estan en un estado constante de repulsion y tien—
de 2 ocupar todo el espacio que se les presenta.

Todos los cuerpos toman los tres estados que acabamos:
de definir, cuando se les coloca en condiciones convenien--
tes de temperaturay presion.

Hasta tltimos del afio 1877 no se habia conseguido
qumdar algunos gases, los cuales se llamaban gases per-
manentes; que eran el oxigeno, el hidrégeno, el azoe, el
aire atmosférico, el 6xido de carbono y el biéxido de
azoe. Mas en el mes de Diciembre de dicho afio dos fisi-
cos, llamados M. Cailletet y M. Pictet, francés el primero
y suizo el segundo, lograron liquidar dichos gases, casi
al mismo nempo sometiéndolos, por procedimientos
algo distintos, & presiones enormes, de centenares de at=
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mésteras, ya una temperatura muy baja. Se llaman vapo- -
7es los gases que estan @ una temperatura préxima ala
en que se verifica su cambio de estado.

768. Los liquidos y los gases se distinguen por su
-compresibilidad, es decir, por la mayor 6 menor facilidad
con que se les puede hacer disminuir de volimen. Los
liquidos son casi incompresibles, 6 son muy poco com-
presibles, siendo necesarios los esfuerzos mas enérgicos,
para hacerles ocupar un volimen menor. Durante mucho
tiempo se les ha tenido por absolutamente incompresi-
bles; pero por medio del aparato llamado Piezdmetro, se
ha demostrado experimentalmente, que todos son com-
presibles; y tambien se han determinado los.coeficientes
de compresibilidad de los diversos liquidos, coeficientes
«que estan expresados por niimeros sumamente pequefios.
Teéricamente se reconoce tambien su compresibilidad,
porque todos pueden trasmitir las vibraciones sonoras,
lo que prueba su elastidad y porosidad, y que son suscep-
tibles de sufrir pequefias compresiones y dilataciones. Su
dilatabilidad es, por consiguiente, muy pequefia.

Los gases, por el contrario, son muy compresibles y
muy dilatables, obedeciendo, en sus cambios de volimen,
4 las leyes de Mariotte y de Gay-Lussac.

Si el voliimen de una masa gaseosa es igual 2 1, bajo
una presion tambien igual 1, la misma masa ocupara un
volimen %, %....%, cuando la presion sea 2, 3...m
1
B

; . 1 | 1 -
y cuando la presion sea <> 3 e 7 elvolimen queocu-

para la masa gaseosa sera 2, 3,.....#; en otros términos, e/
voldimen que ocupa una masa gaseosa esté en razon inversa
de la presion que soporta. Tal es la ley de. Mariotte, la
cual supone que la temperatura es constante. Cuando
cambia la temperatura, es preciso tener en cienta la ley



358 CONSTITUCION MOLECULAR DE LOS FLUIDCS,
de Gay-Lussac, que consiste, en que e/ aumento de voli—
men que experimentan todos los gases por un mismo aumento-
de temperatura es constante. Sellama coeficiente de dilata-
cion de los gases, el aumento de volimen que experi-
menta la unidad de volimen de un gas, cuando su tem-
peraturase eleva de 00 4 19, Se designa por «, y su valor
es «=0,00 367.

Las leyes de Mariotte y de Gay-Lussac se demuestran.
por la experiencia, y se representan analiticamente por
la férmula,

(1) HV=K(l+w);
en la cual, H representa la presion a que esta sometida la
masa gaseosa, V el volimen que ocupa, a el coeficiente
de dilatacion, y ¢ la temperatura.

Estas leyes no son rigurosamente exactas, siendo tan-
to mis aproximadas 2 la verdad, cuanto mas I€jos se en-
cuentran los gasss de la temperatura y presion a que cam-
bian de estado.

759. El cambio de estado de un gas tiene lugar cuan-
do la presion H #s una funcion determinada de la tem-

peratura #. Sea
(2) H=/0),

la ecuacion que expresa las condiciones del cambio de es-
tado; la ecuacion (1) no sera aplicable mas que para los
valores de las variables que correspondan al estado gaseo-
so, 6 sea para los que satisfagan a la condicion H<Zf{¥).

Podemos expresar graficamente esta condicion; sean
OT y OH (fig. 314), dos ejes rectangulares, tomemos:
OT por eje de las temperaturas, y OH por eje de las
presiones. Apliquemos la ecuacion (1) 2 una masa de
gas cuyo peso sea igual ala unidad, el peso especifico P
del gas, esta en razon inversa de su volimen V; por-
que el producto PV es igual al peso total del gas
que permanece constante € igual 4 la unidad durante:
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toda la serie de experiencias; luego podremos reemplazar
HV, por l:—, y escribir la

ecuacion (1) como sigue:
H

3) B=K(l+as).

Dada esta forma a la ecua-
cion (1), si damos 2 P un
valor arbitrario, la ecua-
cion (3) representa una rec-
ta AM, que corta al eje OT
en el punto A, dado por la relacion 14 «7=0, corres-
pondientea H=0, y al eje OH en el punto B para el
cual H=PK, correspondiente a2 #=—0. Haciendo variar
a P, se tendran para los diferentes valores de esta canti~
dad, rectas AM, AM/, AM",.... que pasan todas por el
punto A,y cuyas ordenadas en el origen seran OB, OB’
OB”, proporcionales 4 los valores sucesivos de P.

Construyendo la curva que representa la ecuacion
H= f(?) del cambio de estado, obtendremos una curva
OR, que define el estado de saturacion del vapor, es de-
cir, la curva del paso del estado gaseoso al estado liqui-
do. Para todo punto C, tomado & la izquierda de esta
curva, se tiene H>> f{(#), y el fliido esta en estado liqui-
do; para un punto D tomado & la derecha de la curva,
H< f(#), el fldido esta en estado gaseoso, y sé6lo entén-
ces es aplicable la ecuacion (1), 6 su equivalente la ecua-
cion (3). Esta ecuacion no es aplicable mas que 4 los va-
lores simultaneos de H y #, que satisfagan, como antes
hemos dicho, 4 la condicion H<Z £(); la cual sélo se
verifica en la region situada 2 la derecha de la curva QR.

Para los gases, que hasta aqui se han llamado perma-
nentes, las curvas QR que limitan la aplicacion de las
leyes de Mariotte y de Gay-Lussac, estan muy cerca del

Tig. 314,



360 PRESIONES EN LOS FLUIDOS,

punto A; este punto corresponde 2 una temperatura de
—273° cintigrados, como veremos mas adelante, y en las
experiencias ordinarias rara vez la temperatura es infe-
rior a—50°% de suerte, que sin inconveniente alguno,
pueden aplicarse dichas leyes 4 estos gases, y tratarlos
como si realmente fueran permarentes.

760. Lo que acabamos de decir, serefiere a los flai-
dos naturales; pero en Mecinica racional se consideran
éstos, como si fueran fliidos perfectos, formados por
un conjunto de moléculas materiales sin adherencia al-
guna entre si, y que ceden al menor esfuerzo que tienda
a separarlas unas de otras, y no se observa ninguna re-
sistencia aniloga al rozamiento, cuando una porcion de
la masa flida resbala sobre la otra. Un liguido perfecto
esun liquido hipotético, que no presenta ninguna visco=
sidad 6 adherencia entre sus moléculas, que dé lugar a
un rozamiento cuando resbalan unas sobre otras, y que
es ademas incompresible. Se llama gas perfecto, un gas
sin adherencia entre sus moléculas, que sigue indefinida-
mente las leyes de Moriotte y de Gay-Lussac.

Qué se entiende por presion en el interior de un flido.

761. Hemos considerado en los parrafos anteriores
la presion exterior, que se ejerce sobre una masa flida,
de la cual podemos formarnos una idea exacta, suponien-
do la masa encerrada en una vasija, que tenga sélo mo-
vible una pared, la cual sera empujada hacia fuera por la
accion del fliido; y para mantenerla en equilibrio, habra
que aplicarle una cierta fuerza, que medira la presion su-
frida por la masa flida. Trazando una superficie infini~
tamente pequefia, sobre la envolvente de una masa flida
cualquiera, la presion ejercida por este elemento de su-
perficie sobre el fliiido contiguo es igual y contraria 4 la
presion ejercida por el fliido sobre este elemento; y es
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1a fuerza que habria que aplicar al elemento supuzsto mé-
vil, para equilibrar la accion que el fliiido ejerce sobre este
elemento. A

Para extender esta definicion 2 la presion ejercida so-
bre cualquier elemento de la superficie, tomada en el in-
terior de una masa fliida, basta concebir una superficie
que contenga este elemento y que divida la masa en dos
partes, iguales 6 desiguales; y que una de éstas se solidi-
fique, sin que sufran alteracion ninguna-las moléculas
materiales que la constituyen. El elemento de superficie
interior viene 4 ser enténces un elemento de pared, y su-
fre de parte del fliido que la toca una cierta presion, que
no ha cambiado por la solidificacion imaginada; la presion
se ejerce, por consiguiente, sobre las dos caras de este ele-
mento, cuando las dos estan en contacto con el flaido.
Segun esta definicion, la presion depende 4 la vez de la
extension de este elemznto y de su direccion.

762. Podemos determinar la magnitud de la presion,
que se ejerce sobre un elemento de superficie, teniendo en
cuenta elagrupamiento molecular de los fliidos. Un flGi-
do esta formado de moléculas sumamente pequefias, se-
paradas mas unas de otras por losintervalos, tambien muy
pequefios, llamados poros, sobre cada una de las cuales
ejercen las que la rodean acciones atractivas 6 repulsivas,
cuya intensidad varia con su distancia. Tomemosen el inte-
rior de un fliido un pequefio elemento de superficie plana
S (fig. 315); cada molécula del fliido comprendida en este
elemento, recibe ciertas acciones de las
moléculas préximas situadas 2 un lado de
esta superficie, y otras acciones de las
moléculas situadas al lado, opussto. Con-

Fig. 315. sideremos primero las acciones que pro-
vienen de las moléculas situadas sobre la
parte superior de la superficie S; sus resultantes, toma-
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das separadamente para cada una de las moléculas, seran
sensiblemente paralelas, y se compondran en una fuerza
Gnica P, que sera la presion ejercida por el liquido sobre
el elemento; la resultante de las acciones de las molécu-
las situadas en el lado opuesto, sera una fuerza P', igual
y opuesta a P; porque ya esté el fliido en reposo, ya en
movimiento, habrad siempre equilibrio entre las fuerzas
Py P, en razon a la disposicion simétrica que tienen
las moléculas, situadas a uno y otro lado del elemento de
supzrficie S.

763. Definida la presion P sobre un elemento de su-
perficie v, tan pequefio como se quiera, con una direc~

cion determinada, el cociente Lesla presion media del
[{F]

fliido sobre la unidad de superficie, en la cxtensibn del
area plana S. Se llama presion de un fliido en un punto
M (fig. 316), segun un plano S, el limite, 6 verdadero

valor p de la relacion —wI,) , cuando se reduce gradual-

mente la superficie w, de modo, que
siempre comprenda el punto M. Es-
tablecidas estas definiciones, vamos 2
establecer el siguiente principio.

En un flaido perfecto la presion p
en un punto dado M, para una direccion dada del plano
S, es normal 4 este plane. Este principio resulta de la
carencia de viscosidad del fliido; porque si la presion
pdw, fuera oblicua al plano del elemento, podria descom-
ponerse en dos componentes; una normal al plano, y otra
situada en él, y ésta produciria un rozamiento 6 un
efecto de viscosidad, lo cual es contrario al supuesto de
ser el fliido un fliido perfecto.

Fig. 316.
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Teorema fundamental de la Mecénica de flGidos,

764. Enun fliido perfecto en equilitrio, la presion por
unidad de superficie en un punto O, es la misma en todas las
direcciones alrededor de este punto.

La demostracion de este teorema se funda en que las
presiones que experimentan las caras de un poliedro su-
mergido en el fliido, son del mismo érden de magnitud
que estas caras, mientras que la fuerza exterior que lo
solicita, es del mismo 6rden de magnitud que su vola-
men. Tracemos en el punto O tres ejes rectangulares OX,
0Y,0Z, (fig. 317), y tomemos sobre estos tres ejes lon-
gitudes a=0A, /=0B, =0C,
infinitamente pequefias. Podemos.
considerar el tetraedro material,
cuyas caras son OAB, OBC, OAC,
ABC, como en equilibrio bajo la
accion de una fuerza exterior, tal
como la gravedad, que obre sobre:
él, y las presiones desarrolladas so-
bre estas cuatro caras, presiones.
normales 2 ellas, en virtud del lema que acabamos deesta-
blecer. Sean p, p', ", p"" las presiones medias sobre di-
.chas caras ABC, OBC, OACy OAB;«, 6, v, los angulos que
la normal al plano ABC forma con los mismos ejes coorde-

nados;), &, v, los angulos que la fuerza exterior forma con.
los mismos ejes. Expresaremos esta fuerza en virtud de la
férmula F =mj, por el producto j X . V, llamando ¢ 2
la densidad 6 masa especifica del fliido, V al volimen
del tetraedro OABC, y j a la aceleracion que la fuerza
imprimiria a la masa del tetraedro, siestuviera libre en
el espacio. Del mismo modo llamando ¢, ¢/,¢", ¢, las areas

de las caras ABC,OBC, OAC, OAB, las presiones totales.

Fig. 317,
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sobre dichas caras estaran representadas por los productos
PXey pIXE, PR "X
la primera, forma con los ejes los angulos «,6,7;2,2", 2",
son respectivamente paralelas 4 los ejes OX,0Y,0Z.
Proyectemos estas cinco fuerzas sobre los ejes, y esta-
blezcamos las condiciones de equilibrio X =0, 2Y—0,
X Z=—0; tendremos :
P X ecosn=p' X ¢'=4j X . Vcosk
P X ecosb=p" X "4 X p.Vcosp
P X ccosy=p"" X"+ jXp.Vcosy.
Pero ABC=¢, forma con los planos coordenados los
mismos angulos «,6,y, que la normal 4 esta cara forma
«con los ejes, luego se tiene

c.cosa=—¢,
¢.cosb=—¢",
¢.cosy +",

dividiendo la prlmera ecuacion por ¢/, la segunda por ¢”

y la tercera por ¢, despues de susutuir, se reduciran 4
las-siguientes i

?2=p" +jpcosi. —:r;— —p -+ -;-jpcosl X a,
p=p"+jpcos u.-:;,:PH b Lj;:u::os;.at X b,

e

A— e
p=7p"" 4+ jpcosy -—p’ +—;pcos~.- e

Estas ecuaciones son c_1crtas siendo 4,4,¢;, tan peque-
fias como se quiera; luego seran ciertasen el limite, cuan-
do a,b,¢,, se reducen i cero; y resultara

I I,
p=p'=p"=p";
luego la presion, por unidad de superficie del fliido en
<l punto O, es constante para todos los planos que pasan
por dicho punto; porque puede disponerse de las rela-
ciones %, %, de manera, que el plano ABC tenga una
1

direccion cualquiera.
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765. La presion por unidad de superficie es tambien
la misma en todos sentidos, alrededor de un punto toma-
do en el interior de un fliido perfecto en equilibrio, y no
depende de la direccion del plano que se considera.

Lo mismo sucede para un fliido natural en reposo,
porque las presiones en éste, son tambien normales, como
supone el lema en que se funda el anterior teorema. Tam-
bien se verifica para un fliido perfecto en movimiento:
en virtud del teorema de d'Alembert, el tetraedro infini-
tamente pequefio se encuentra en equilibrio, en cada ins-
tante, bajo la accion de las presiones, de la fuerza exte—
rior que le esta realmente aplicada, y de la fuerza de reac-
cion—y, del mismo 6rden de magnitud que la masa; por
lo cual desaparece esta ltima, como toda fuerza exterior,
cuando se reducen indefinidamente las aristas del te—
traedro. '

Solo en los fliidos naturales en movimiento, no es apli-
cable rigurosamente el teorema sobre la igualdad de pre-
sion en todos sentidos. Se le admite sin embargo como
aproximado, cuidando de corregir los resultades que se
obtienen al aplicarlo; lo cual complica mas el dificil pro-
blema del movimiento de los fliiidos, cuando se quiere
tener en cuenta la viscosidad.

Distribucion de las presiones en una masa fiida en equilibrio
sometida 4 la accion de fuerzas exteriores dadas.

766, La resolucion de este problema, quees el obje~
to principal de la Hidrostatica, puede conseguirse pordos
métodos; el uno fundado en el teorema del trabajo vir-
tual; y el otro, fundado en la aplicacion de las ecuaciones
generales del equilibrio; primero vamos 4 resolver el pro-
blema por el primer método, y mas adelante haremos uso-
del segundo.
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Si se ejerce una presion sobre una masa fldida, ésta
se trasmite integra en todas direcciones. Supongamos un
tubo AB (fig. 318), de seccion constante y muy pequeiia,
que contiene una masa flGi-
da en equilibrio, sometida
Gnicamente @ las presiones
que sobre ella ejerce la va-
stja, y que esta cerrada por
dos pistones movibles, 4 los
que se aplican dos fuerzas
normales F y F'; el equili-
brio exije que lafuerza F sza igual 4 la presion total ejer-
cida por el fliido sobre la superficie del piston A; y que
la fuerza F’ sea tambien igual 4 la presion total del flGi-
do sobre la superficie del piston B; vamosa demostrar que
H=—=F

Para demostrarlo, tenemos que el sistema material for-
mado por el fliido entre los planos A y B esta en equili-
brio, y por consiguiente, la suma de los trabajos virtua-
les de todas las fuerzas aplicadas 2 sus diferentes puntos es.
nula para todo movimiento virtual que se le imprima;
estas fuerzas son las acciones moleculares del fldido, y las
presiones de las paredes que lo envuelven. Si imagina-
mos que todas las moléculas avanzan a lo largo del tubo
de una cantidad infinitamente pequefia e==S8§', los traba-
jos de las fuerzas interiores desapareceran, porque este
movimiento virtual no altera las posiciones relativas de
las moléculas; el piston A avanzara de la cantidad AA'=—e¢,
y el piston B de la misma cantidad BB'=—e. En este mo-
vimiento virtual son nulos, no solo. los trabajos de las
tuerzas interiores, sino tambien los trabajos de las presio-
nes de toda la pared curva del tubo; porque estas presio-
nes normales 2 su superficie, son perpendiculares a'los-
<aminos recorridos por los puntos de aplicacion. Las ini-

¥ig, 318.
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cas fuerzas, cuyo trabajo no se anula, son FyF’; el de la
primeraes F X e, y el de la segunda—F’ X ¢; la suma de
estos trabajos es cero, por el teorema del trabajo virtual,
luego

FXe—F'Xe=0,

6 P==E

Dz manera, que la presion ejercida por el piston A se
ha trasmitido integra al piston B, y por consiguiente,
siendo iguales las presiones en la seccion A y en la sec-
cion B, las presiones por unidad de sup:rficie son tam -
bien iguales en los dos extremous del tubo, Del mismo
modo se veria, que la presion por unidad de superficie es
la misma en una seccion S cualquiera del tubo; de suer-
te, que la presion es constante en toda la extension del
tubo. ;

Principio de la trasmision de las presiones.

767. En una masa fliiida en equilibrio, sobre la cual
no actda ninguna fuerza, y que estd sometida dinicamente @
las presiones de la vasija que la contiene, la presion por uni-
dad de superficie es constante..

Para demostrarlo, imaginemos en la masa fldida un
tubo de seccion constante AB, que comprenda en una de
sus secciones Sun punto cualquiera M. En virtud del
lema precedente, la presion es constante en toda la ex~
tension del tubo, y por consiguiente, la presion en el
punto M esigual 2 la presion en A 6 en B, puntos toma-
dos arbitrariamente en la masa fldida,

768. Hemos prescindido en los parrafos anteriores
del peso de los fliidos, vamos ya a resolver el problema
de la distribucion de las presiones en el interior de un li-
quido pesado, cuya densidad o sea conocida.

Imaginemos un tubo sumamente delgado de sec-
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cion constante w, que une, en el interior del liqui-
do, dos puntos cualesquiera A y B (fig. 319), y exprese-
mos que el liquido contenido en este
tubo, entre lassecciones A y B, estien
equilibrio bajola accion de las presiones.
PyP’, quese ejercen sobre los pistones
méviles A y B, y de la gravedad que
solicita todas las moléculas del liquido
comprendidas entre los dos pistones..
Para esto demos un movimiento vir—
tuale, alo largo del tubo, 4 los dos pis-
tones y al liquido que comprenden; las reacciones de la
parte curva del tubo no producen, como en el nam. 766,
ningun trabajo; la suma de los trabajos virtuales de las
presiones P y P’sera Pe—P’e, 2 la cual hay que afiadir el
trabajo de la gravedad.

El trabajo de la gravedad es igual al producto del pe-
so total del sistema, por el camino positivo 6 negativo.
recorrido por su centro de gravedad. Pusde tambien ob--
tenerse este trabajo, multiplicando el peso de uno de
los pequefios cilindros iguales AA’ 6 BB’ (fig. 320),
por el camino vertical que recorre el centro de gra-
vedad de esta pequefia masa al pasar del extremo A
del tubo al extremo B, 6 al
contrario; porque el centro
de gravedad conserva la mis-
ma posicion, ya se suponga
queel cilindro liquido entero,
pasa de la posicion AB 4 la
posicion’A’B/, ya se suponga
que’el [pequefio cilindro AA”

. 50 se traslada y viene a ocupar la
posicion de su igual BB', 6 al
reves si el movimiento virtual es ascendente. El peso de

Fig, 31y,
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este pequefio cilindro es gwe, y los centros de gravedad
de estos pequefios cilindros estin muy préximos a los
centros de gravedad de las secciones A y B; sean 2y 2°
las alturas de estos Gltimos puntos sobre el plano hori-
zontal LT; el trabajo de la gravedad, debido al movi-
miento virtual ¢, estard expresado por pwe(z—z2') y la
ecuacion del teorema del trabajo virtual, es

Pe—Pe~+pwe (z—2')=0;
de la que se deduce
/ P r
——=—tp(z—7),
6 P=p—+pk,
designando por p y p’ las presiones por unidad de super-
ficie en A yen B, y por % la diferencia de nivel de los
puntos A y B.

Si h==0, los puntos Ay B estan al mismo nivel y re-
sulta p=—p'. Luego en un liquido pesado en equilibrio, la
presion es constante para todos los puntos situados en un
plano horizontal.

769. El teorema que acabamos de establecer es apli-
cable tambien a los gases pesados, pero no puede demos=
trarse de la misma manera, porque la densidad p de un
gas, no es constante como la de un liquido, y varia con
la presion en la relacion que expresa la ley de Mariotte.
Para establecer el teorema en este caso, razonaremos so-
bre pequefias diferencias de nivel; y como la presion en
el interior de un gas en equilibrio varia de una manera
continua, dos puntos muy préximos A y B tienen presio-
nes muy poco diferentes, y la densidad p del gas es sensi-
blemente constante en todo el intervalo AB. En este caso
el gas se conduce como un liquido en esta extension, y
podremos aplicar la ecuacion

P=p+toh,

Mec4nica Racrornar,—Tomo II. 24
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6 lo que es lo mismo
pt+dp=p-tpds,
llamandop 4 la presion en el punto A, p+dp a la pre-
sion en el punto B, ydzala diferencia de alturas entre los
puntos A y B; y sera -
dp:pdz.

La densidad p es una funcion dela presion p; luego p
esuna funcion de la altura z, y el teorema de la trasmi-
sion de las presiones queda demostrado. para los gases pe-
sados como para los liquidos.

Vemos que en el interior de los fliidos pesados en
equilibrio existen superficies de igual presion, que son
planos horizontales; la presion es constante para cada uno
de ellos; y varia de uno a otro. Estas superficies sellaman
superficiesde nivel en Hidrostatica, de las cuales nos ocu-
paremos luégo.

Presiones en un fltido sometido & fuerzas cualesquiera.

770. Vamos 2 estudiar en general la presion que se
ejerce en un punto de una masa flaida en equilibrio, so-
metida a fuerzas cualesquiera. Supongamos los diversos
puntos de la masa fldida referidos 2 tres ejes rectangula-
res OX,0Y,0Z, (fig. 321); sea p la presion por unidad

de superficie en el punto A(x,7, 2,)

y p la masa especifica. Consideremos

¢lparalelepipedo rectingulo AH, cu-

yas aristas paralelas 4 los ejes son

AB=dx, AD=dy, AF—dz; y ex-

presemos, que la masa fldida com-

prendida dentro de este paralelepi-
# pedo esta en equilibrio, bajo la ac-
cion de la fuerza exterior directa-
mente aplicada 4 este paralelcpipedo y de las presiones
que se ejercen sobre sus caras, La fuerza exterior estara

Fig. 321,
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-expresada por el producto zj de la masa por la acelera-
<cion dada j, y sera igual & jpdxdydz; proyectando esta
fuerza sobre los tres ejes, y llamando X, Y, Z, 4 las com-

ponentes de la aceleracion, las componentes de la fuerza
ss0n

oXdxdydz, pYdxdydz, pZdxdydz.

La presion sobre la cara ADEF actia paralelamente al
<je OX, y en’el sentido positivo; la presion sobre la cara
opuesta actda paralelamente a la misma recta, pero en
-sentido negativo; y si p es la presion por unidad de super-

ficie sobre AE, p«}—% dx es la presion por unidad de su=-

perficie sobre la cara opuesta BH; las presiones totales
por lo tanto, son con sus signos

pdyds, —(p+aedx)drdz.
La ecuacion del equilibrio X=0, serd en este caso
pz{rdz—(p—}—%ﬁ dx \dydz, +¢Xdxdydz=0.
la cual simplificada se reduce a la
(1) Z—=X.

ﬁm—-—-
Del mismo modo, sobre los ejes OY y OZ, de las ecua-
<iones £Y=0, £Z==0, se obtienen las ecuaciones

a
(2) L=pY,
dp
G) B

Estas ecuaciones, obtenidas representando por,p la pre-
sion media sobre la unidad de superficie, son ciertas cuan-
do estas caras se hacen tan pequefias como se quiera, y
son por lo tanto aplicables al caso en que representemos
por p la presion del fliido por unidad de superficie en el
punto A. :

Multiplicando respzctivamente las ecuaciones (1), (2)
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y (3) pordx, dy,dz, ysumando, lasuma%dx+%dr+ %?: dz,.

es la diferencial total de la presion total p, cuando las va-

riables x, 7,2, recibenlos incrementos dx,dy, 4z, y la po--

demos representar por dp, y obtendremos la ecuacion
(4) dp—=pXdx+Ydr—+7Zdz);

que es la ecuacion general del equilibrio de los fldidos, y

suele llamarse /z ecuacion de la Hidrostitica.

771.  Lasecuaciones de losmomentos E(Y2—Zy)=0,
E(Zx—Xz2)=0, E(Xpy—Yx)=0, se verifican por si
mismas, y no dan ninguna nueva condicion; porque las
presiones son todas normales a las caras del paralelepi-

pedo, y la resultante sobre cada una de ellas, pasa sen-
- siblemente por su centro de gravedad, y todas por con-
siguiente por el centro de gravedad del paralelepipedo.

Las fuerzas exteriores, paralelas y proporcionales a las
masas de las diversas moléculas, se componen en unafuerza
tnica,-que pasa tambien por el centro de gravedad; luego
todas las fuerzas tienen el mismo punto de aplicacion, y
basta para el equilibrio, que la resultante de traslacion sea
nula, lo cual expresan las ecuaciones (1), (2) y (3), 6 me-
jor la (4), en las que los factores dx, dy, dz, permanecen.
arbitrarios.



LECCION LXIII

“Cémo varfa la presion en una masa fliida. Superficies de nivel,.—
Discusion de la ecuacion de la Hidrostitica. — Caso en que
Xdx+-Ydy—+4Zdz es integrable.—Aplicacion 4 los lfquidos pesa-
dos,—Representacion de la presion por la altura de una columna lf-
quida.—Caso en que Xdr—Ydy+Zdz no es integrable.—Forma de
la superficie de la Tierra.—Equilibrio relativo de un liquido que
gira alrededor de un eje vertical.

‘Cémo varfa la presion en una masa fifiida. Superficies de nivel.

772 Supongamos un fliido en equilibrio, solicitado
por fuerzas cualesquiera aplicadas en cada uno delos pun-
‘tos que le componen, y dadas para cada uno en magni-
‘tud ydireccion; la presion varia de una manera continua
en el seno de la masa fldida. Esto supuesto, el lugar geo-
métrico de todos los puntos en que la presion es constan-
te, se llama superficie de nivel.

Segun esta definicion, p sera constante para todos los
-puntos de una superficie de nivel, 4p==0; y la ecuacion (4)
«del nimero anterior se reduce 4

(1) Xdx+Ydr+2Zdz=0,
-que es la ecuacion diferencial de las superficies de nivel.
De esta ecuacion se deduce inmediatamente, gue las su-
perficies de nivel son normales @ las fuerzas exteriores que
solicitan sus diferentes puntos. Esta propiedad de las su-
perficies de nivel, se demuestra del mismo modo que en el
namero 376.
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773. Variando la presion en el interior de un fliido,.
de un punto a otro infinitamente préximo, no situado en
la misma superficie de nivel, hay en él infinitas superficies.
de nivel. Vamos a ver cémo varia la presion de una su—
perficie de nivel a otra infinitamente préxima.

La ecuacion (4) de la leccion anterior

dp=p(Xdx~+Ydy+Zdz),
dara esta variacion, cuando se pasa del punto A(x, y,2) ab
punto B(x+-dx, y+dy, 2 +dz).

Puede tambien calcularse esta variacion directamente.
Sean Sy S'(fig. 322), dos superficies de nivel infinita—
mente préximas, definidas la primera
por la presion p, y la segunda por la.
presion p—dp. En un punto A de la
primera tracemos la normal AF, que
sera la direccion de la fuerza que soli-
cita al punto A. Las direcciones de las
fuerzas que obran sobre las moléculas

ey préximas 4 este punto, son paralelas 2

la recta AF, y como las superficies S

y ' son infinitamente préximas, esta recta es préxima—
mente normal 4 la superficie S’ en el punto B.

Tracemos un cilindro recto infinitamente pequefio AB,
de seccion w, y longitud AB=—4ds, y expresemos que esta
en equilibrio, bajo la accion de las presiones que se ejercen
en su superficie, y de la resultante de las fuerzas aplica—
das 2 sus diversas moléculas; para lo cual, la suma algé-
brica de las proyecciones de todas estas fuerzas sobre la
direccion AF debe ser igual 4 cero. Las presiones que se
ejercen sobre la superficie convexa de este cilindro, son
normales al eje de proyeccion, por consiguiente, sus pro-
yecciones sobre €l son nulas; y la suma contendra las pre-
siones sobre la base A, las presiones sobre la base B,y la
resultante de las fuerzas. La presion total en A es pw, la pre—
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sion total en B es (p—~+dp)w, y actiia en sentido contrario a la
anterior. :

La resultante de las fuerzas esta expresada por j.pwds,
6 sea el producto de la masa pwds, siendo p la masa espe-
cifica, por laaceleracion j, que representa la fuerza refe-
ridaa la unidad de masa. Todas estas fuerzas actiian pa-
ralelamente al eje del cilindro, y se proyectan sobre €l en
su verdadera magnitud, y tendremos la ecuacion

po—(p+dp)o+jewds=0;
que simplificada es
dp=r¢jds;

la cual sirve para calcular la variacion dela presion, al pa-
sar“de la superficie de nivel S 4 otra infinitamente préxi-
ma S, ’

Teniendo presente que jds es el trabajo de la fuerza j,
Xdx,Ydy,Zdz, los trabajos de sus componentes X, Y, Z,
serd jds=Xdx+Ydyr—+Zdz; y la ecuacion anterior <
convierte en la ecuacion de la Hidrostatica

(2) dp=p(Xdx+Ydy+7Zdz).
Discusion de la ecuacion de la Hidrostéatica,

774. Si el equilibrio existe, la presion p es determi-
nada en cada punto del flaido, y por consiguiente p es
una funcion determinada de las coordenadas x, y, 2, del
punto que se considera; las componentes X, Y, Z, y la
densidad ¢ son funciones dadas de las mismas variables.
Enténces el primer miembro de.la ecuacion anterior es
una diferencial exacta, luego el segundo debe serlo tam-
bien; y la primera condicion del equilibrio es que la fun-
cion _

o (Xdx~+Ydyr+Ydz),
sea la diferencial exacta, de una cierta funcion f(x, », 2)
de las variables x, 5, z; para lo cual es necesario que se
verifiquen en ella las condiciones de integrabilidad; y las
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condiciones del equilibrio del fliido, vienen a reducirse a
las condiciones de integrabilidad de la funcion anterior.
775. Estas condiciones son, segun sabemos, que si.
la; funcion Mdx+ Ndy -+ Pdz, es la diferencial exacta
de una funcion f(x, , ), se verifiquen las identidades

; JJ ) ey
y por consigulente
ay’ @f | ux
dy o drdy  do?
aif _ dP

& dede dx’
aN__ &f __ ap.
dz - dydz d_y
dM__dN dM__ dP dN _ dP
dy  dw’>ds  dz’ dz  dy’
que son las condiciones nesesarias y suficientes para que
la funcion dada sea una diferencial-exacta; estas condi-
ciones son tambien suficientes, y si se verifican, se podra
determinar la funcion f. Hagamos para ello
f=U+V4+W,
representando U una funcion de las tres variablesx, y, 2
V una funcion de y, z; y W una funcion de z.
Tomemos las derivadas parciales de esta ecuacion con

relaciona x, 2 y, ya 2, y comparemos con las funciones

dadas; resultara

6

df __ dU__
36 o

df _dU , dv __

dy ~  dy T ot

& g0, aNT AW - o
i e e
daU

T T
6 BV, sy 8U
dy N dy’

dW_p_dU__dv
ar a2 ds’
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Luego lafuncion U se obtendra integrando Mdx, con-
siderando 4 x, como finica variable; la funcion V esla
integral de (N— %;U ) dy con respecto 2 la sola variable

¥, y la funcion W esla integral con respecto 4 z de
day
( ———Ezu—-———)dz Pero es necesario, para que la hip6-

tesis en que procedemos se verifique, que V no conten-
ga x, y que W no contenga ni x ni y, lo cual resulta de
las ecuaciones de condicion; porque diferenciando bajo

]
el signo/, se tiene

av__ d dU dN a0
T f (0=5) o= (G-

pero
aN_—dM _— &TU
de~ dy  dzdy’
luego j—: =0, y la funcion V no contiene x. Del mismo

modo .

dW__ d 40 dav\, dp d'U a@V

dy — dm f (P_ —--—,)dz_f (dm dz de dzdx)dz
A f(ciP dM) Y

av
0, a causa de ser V indepen-

) drd dz - dw dz)
dP aM
diente de x; y tamblen—:-— Por ultlmo

dW dU d\’ abP d’U da*v T
d?)’f Z_'/ T dyde dydz |**°

De la relacion U= f Mdx, se deduce

a’x —fﬁdx_

d‘U d‘? dP
dydz dz dy ’

por ser
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ane dN d*l _dN

d_;ttz dz( dz  dydz dz d_;dsfde
_ i d AN o dP, dN dP .
=l dyf dzdx- dz _-d_y'fd_x.dx_ dz dy_o’

fenda e T 0
Y-HGR dy &ydz dy dz
dw

—d§=0, y la funcion W, no contiene ni x ni y, y la fun-

cion fse determina por las tres cuadraturas indicadas.

Canchy ha dado 4 esta funcion la forma de la suma de
las tres integrales definidas slgulentes designando en
ellas, x;. 7, 2y, tres constantes arbitrarias,

fzbé;mm(x,f.z)dx+'jy:yN(xa,r,z)z{y+‘£gP(x0J0,g)dz;

cuya forma puede verificarse facilmente por la diferen-
ciacion, ,

776.. En la cuestion que nos ocupa, conociendo las.
funciones p, X, Y, Z, podremos encontrar la funcion que
representa la presion p, siempre quese verifiquen las con-
diciones de integrabilidad

d(eX)__d(eY)

dy dw ?

o) ET="22,
d(eY) _ alpZ)

Az T dy

—=—{(), por si misma, tendremos.

Dos casos pueden ocurrir: 1.°, aquel en que el trinomio
Xdx—+-Ydy~+Zdz es por si mismo la diferencial exacta
de una cierta funcion, en el cual las condiciones (3) se
reducen 2 las

dX_ dY dX dZ dY___ dZ
(4) dy da’ E:E’ '&Ezﬁﬁ _
2.% el caso en que el factor p, reduce a la funcion
o(Xdx+Ydy+Zdz), a4 una difrencial exacta; en este
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caso, las condiciones de integridad son las (3), que des—
arrolladas seran

dX = ay e
P(dq dx) +X— Y'E__O’
aY a7 @ sosmidoiol sk

a7  dx 7 os
H(E—5)+25—X =0

Multiplicando la primera por Z, la segunda por X, la
, tercerapor Y, y sumando todos los términos que contie-

o
dz’ dy’ d
el factor comun . Y la condicion para que se pueda en-
contrar un factor comun g, que haga integrable el trino-
mio Xdx +Ydy—+ Zdz, cuando las condiciones (4) no se
verifican, es

6) Z(m—)+X (E—L)+Y (L—LX)=o.

nen las derivadas - 2P desaparecen, lo mismo que

Caso en que Xdx—+Ydy—+Zdz es integrable.

777. Primer caso: Xdx <+ Ydy + Zdz diferencial exac-
ta; las ecuaciones (4) se verifican y_podremos encontrar
una funcion f(x.y,%), cuya diferencial sea Xdx+ Ydy
+Zdz. La ecuacion general de las superficies de nivel
sera

(7) fGxr:2),=C,
y la ecuacion dp—p (Xdx+Ydy +Zdz), se reduce a

En esta ecuacion vemos que p es constante 6 funcion de
2; porque en todos los puntos de una superficie de nivel
p es constante, y la funcion f tambien; dp y 4f tiene el
mismo valor, cada una en toda la extension de la capa
infinitamente delgada, comprendida entre las superfi-

cies de nivel /=C, y f+df.—=C+4C; luegop es cons-
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tante en toda la extension de esta capa; si la densidad no
es constante en todos los puntos de la masa fldida, varia-
ra de una capaa la inmediata, p sera funcion de £,6 lo que
es lo mismo, de p.

En todos los puntos de una superficie de nivel, la den-
sidad es por consiguiente constante. Tambien dela ecua-
cion dp=—pjds, se deduce que la distancia ds de dos su-
perficies de nivel, infinitamente préximas, varia en razon
inversa de la intensidad de la fuerza ;.

778. Cuando el fliido es un liquido perfecto homo-
géneo, ¢ es constante. Cuando el fldido es un gas perfec-
to, & temperatura constante #, p es una funcion de p se-
gun las leyes de Mariotte y Gay-Lussac; pues de la
ecuacion (3) nam. 759

S=K(1+w),
sz deduce reemplazando H por p, y P por pg,
2 —Kg(t-u)—t,
siendo k constante, i es constante Laecuacion dp—pdf,
se convierte en dp—-- b df, 6 f Si la temperatura

del gas no fuera constante en todos sus puntos, ten-
driamos
P
PRy Fa)
y por consiguiente
d 1
Gura? ¢ F-gura’
ecuacion en la que vemos, que 7 es funcion f, es decir,
que la temperatura es constante en todos los puntos de
una superficie de nivel, y solo varia de una i otra, Las
superficies de nivel, ademas de ser superficies de igual
presion, son tambien superficies isozermas, 6 de igual tem-
temperatura,

dp:
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Aplicacion 4 los liquidos pesados.

779. Tomemos al eje OZ vertical y de abajo aarriba.
Las componentes de la gravedad referida @ la unidad de
masa, son X—0, Y=0, Z=—p; luE:go

' Xdx~+Ydy +Zds=—gdsz,
que integrada sera

f=—gz+GC

y las superficies de nivel son planos horizontales, como
ya sabiamos (378).

Si se trata de un liquido, la superficie libre es una su-
perficie de igual presion, serda por consiguiente una su-
perficie de nivel, es decir, un plano horizontal.

- Si varios liquidos de densidades diferentes, no suscep-
tibles de mezclarse, estan superpuestos en la misma vasi-
ja, las superficies de separacion son planos horizontales;
pues de otro modo la densidad no seria constante en toda
la extension de una misma superficie de nivel, que como
acabamos de decir es un plano horizontal.

780. La presion en un punto dado, se obtendra inte-
grando la ecuacion

dp:pd#—-—pg ..":::—sz',
que da

p=po—Pz,

cuando p es constante en todos los puntos de la masa li-
quida. Siesta masa se compone de varios liquidos super-
puestos, debemos dar @ P los valores sucesivos que cor-
responden 4 cada uno de ellos. Sea Sla superficie libre, y
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sean §',S",S”, (fig. 3:3), las superficies de separacion de
los diferentes liquidos. De-
signemos por ;, la presion
que se ejerce sobre la su-
perficie libre, que sera, por
ejemplo, lapresion atmosfé~
rica, la presion en B serd
igual a

Po+P X AB.
Fig. 003 De este punto en adelan-
te calcularemos la presion
por la férmula dp——P'dz, la cual dara para el punto C

una presion igual
20+PXAB+P' X BC.

Se calculara d:1 mismo modo y por la misma férmula
la presion en D, que es

Po+P X AB+P' X BC+P” X CD;

P, P, P”, son los pesos especificos de los diferentes li-
quidos. :

Para representar las presiones en los diferentes puntos
de la vertical AD, se puede construir una linea cuyas or-
denadas horizontales, sean proporcionales a estas presio-
nes, Tomemos en una escala arbitraria

Aa=p,;

Bé=py+P X AB,

Cec —=py+P X AB-+P' X BC,
Dd=p,+P X AB+P' X BC+P" X CD,

y uniendo por rectas los puntos &, 4, ¢, d, la linea poligonal
abed es la linea pedida. Vemos en la figura que el contor-
no abed es convexo respecto de AD;esta condicion es ne-
cesaria para la estabilidad del equilibrio; 6 en otros tér-
minos, es necesario que los liquidos estén dispuestos de
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abajo arriba por 6rden de creciente de pesos especificos,
es decir, que P">P'>P..... De todo lo cual daremos
la razon mas adelante.

Representacion de las presiones por la altura de una
columna liquida.

781. Hemos determinado hasta aqui la presion p, por
unidad de superficie, por el peso que se ejerce sobre un
area dada, un centimetro cuadrado por ejemplo, estima-
.da en kilégramos; pero es mas c6émodo y mas usado en
Hidrostatica, definir esta presion por la altura de una co-
lumna liquida de densidad conocida. La presion p esta re-
presentada por el producto p—=P X %, del peso especi-
fico por una altura %; st dividimos esta igualdad por el
peso especifico P’ de un liquido determinado, resultara

il
P
presion que se trata de determinar. Por ejemplo, la pre-
sion normal de la atmésfera es igual al nivel del mar,
a 103, % 30 por decimetro cuadrado; si dividimos por el
peso 13, 596, del decimetro ctbico de mercurio, en-
contraremos que la presion esta representada por una co-
lumna de mercurio de 0,"76; que equivale 4 una columna
de agua de 10,"33. Esta representacion es conveniente,
sobre todo, cuando no hay que considerar mas que un
solo liquido, tomandole por liquido tipo, las presiones,
abstraccion hecha dz la presion atmosférica, estaran repre-
sentadas por la altura misma de la superficie libre del li-
quido, sobre los puntos en que se la quiera valtar, Sea S

P - ~
=g X A, que representa una altura equivalente a la
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(fig. 324), la superficie libre de un liquido pesado, la
presion en B, hecha abstraccion de la
presion exterior que se ejerce en A,
esta representada por la columna AB,
y la linea, cuyas ordenadas horizonta-
les representan las presiones 4 diver -
Fig. 324, sas alturas, sera la bisectriz AC del
angulo en A. Para volvera la presion
en peso, basta multiplicar AB por el pesode la unidad de
volimen del liquido.

Caso en que Xdx— Ydy+Zdz no es integrable,

782. Cuando la funcion Xdx -+ Ydy+Zdz no es la
diferencial exacta de una funcion, el equilibrio del fldido
es posible, si el factor p hace integrable la ecuacion

(17) Xdx—+Ydy+Zdx=0.

Hemos visto que para que esto suceda, debe verificarse

la identidad
d d a7 dx

a8 (G- +XG—D)+Y(E—F)=0

Por ejemplo, si X=y, Y—=—=x, Z=0, la ecuacion de
condicion queda satisfecha por estos valores, y por consi-
-guiente, laecuacion (7), que es en este caso ydx—xdy—0,
es integrable. El factor que hace esta ecuacion integra-

1 il o ¢ . .
ble es ——— e O e - T En general, laecuacion di-

ferencxal (17) es siempre integrable, si'se tiene Z=—0,
y X 6 Y no contienen z, porque enténces se reduce 2 una
ecuacion diferencial con dos variables.

783. El método general, que se puede seguir para in-
tegrar la ecuacion (17), consiste en tratar primero una de
las tres variables, 2 por ejemplo, como una constante, lo

»
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que equivale 4 hacer Z2==0, y 4 integrar la ecuacion con
dos variables

Xdx+Ydyr=0.

Esta ecuacion siempre es integrable; sea U=C su in-
tegral general, siendo U una funcion conocida de las va-
riables x € y, de la constante z, y C una constante ar-
bitraria. Diferenciandola en este supuesto sera

au @ s
'?mdx"l"g;‘g}/“‘“o's

ecuacion que debe ser igual a la propuesta, multiplicada
por un cierto factor A, y comparandolas tendremos

al
=1
dau
d_'y:lY‘

el factor ) sera una funcion de las variables x & y, y del
parametro constante z.

Para pasar 4 la integral de la ecuacion dada, diferen-
ciemos la ecuacion U=C, considerando como variables
ax,y.2, ¥y é C como una funcion de z; resultara

s+ D dy 4+ B dn= 22

et

6 sustituyendo
\Xdx4AY dy + D do— Ly

ecuacion, que debe ser idéntica a la ecuacion (17). Mul-
tiplicando aquella por %, y restando, resulta
LN Z:ig.
3 s dz
De la cual integrando se deduce

= f (__12)42,

y la cuestion estaria resuelta, si la funcion bajo el signo

"

fno contuviera mas variables que z, lo cual exije las

Meci{nica Racionar,—Tomo II. 25
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dos condiciones siguientes:

d*U _ d(Z) __d(AX) _ d(AZ)
e T e S PRI
@U_dz)__d0Y) o) __
didy  dy dz R T
Mas d;J;X) d{lY) , por ser A(Xdx+ Ydy) la diferen-

cial de la funcxon Uj y el factor ) hace integrable no so-
lamente la funcion Xdx-+ Ydy, sino tambien la funcion
Xdx~+Ydy+Zdz. Pero la dificultad para determinar
este factor ), es por lo ménos tan grande, como lo que
presentael encontrar el factor p. Este método no siempre
conduce al resultado apetecido. Para saber si resuelve el
problema, en la ecuacion U=C, despejaremos x en fun-
cion de y, 2 y C; sustituiremos este valor en la ecuacion
diferencial

au dC
-d—z-——-)\z_ 'Ez‘ ’

y sera eficaz el método, si la variable y desaparece por
si misma de la ecuacion final. Enténces se determinara
C,- integrando la ecuacion diferencial, que no conten-
dra mas que las variables C y 2. El resultado sélo tiene
interes analitico, pero no tiene ninguna aplicacion fisi-
ca. La densidad 3 de un fliido, 6 es constante, 6 fun-

- A : d : :
cion dela presion; en los dos casos ?p es una diferencial

exacta, y por consiguiente, Xdx—+Ydy--Zdz es tambien
una diferencial exacta, sin intervencion de ningun factor
funcion de las coordenadas.

Forma de la superficie de la Tierra.

784. Laforma general de la superficie terrestre es la
superficie del mar, idealmente prolongada por todos los
continentes. La superficie del mar, como la superficie li-
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bre de un liquido en equilibrio, es una superficie de ni-
vel, normal 4 las direcciones de las fuerzas que solicitan
todos sus puntos. Las fuerzas principales que actfian so-
bre un punto material, situado en la superficie del globo,
son la atraccion terrestre y la fuerza centrifuga, cuya re-
svltante es la gravedad; la direccion de la gravedad es la
‘vertical, por consiguiente, la superficie libre de las aguas
tranquilas del mar es normal a las verticales de sus dife-
rentes puntos. Segun la hipétesis generalmente admitida,
<l globo terrestre ha pasado por el estado fliido, antes que
la corteza exterior, 6 toda su masa se haya solidificado
por el enfriamiento; por lo tanto, la superficie general
-del globo terrestre debe ser una superficie de nivel, pro-
longacion de la superficie libre de los mares. Las depre-
siones, elevaciones y dislocaciones que se observan, son
pequefias modificaciones, que no alteran profundamente
la forma general de la superficie de la Tierra.

Si la atraccion fuera la Gnica fuerza que solicitara las
moléculas dela superficie terrestre, la forma de equilibrio

-de esta superficie seria esférica; porque la atraccion de
una esfera homogeénea sobre un punto situado en su su-

~perficie, esta dirigida hacia el centro de la esfera, y es
normal a dicha superficie (161). Pero la atraccion esta

“modificada por la fuerza centrifuga, y por otras fuerzas que
producen una desviacion de la vertical; la primera en el
plano meridiano, y las otras la separan un poco de este pla-
1n0; luego la forma esférica no es la forma de equilibrio en
virtud de estas acciones, y el problema de la determina-
.cion de la figura de la Tierra, viene 4 ser un problema
muy complicado. La observacion ha demostrado que la
“Tierraes préximamente un elipsoide de revolucion, acha-
tado por los polosy abultado por el ecuador, cuyo acha-

famiento es 53_9 . El célculo prueba, en efecto, que la for-
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ma de elipsoide de revolvcion satisface a las condictones
de equilibrio de un fldido, que gira alrededor de un eje.
Tambien el elipsoide de ejes desiguales satistace @ las
condiciones de equilibrio en algunos casos.

785. Ya vimos (457), que el fenémeno de las ma-
reas que se observa en las costas del Occéano, es debido-
al cambio periédico de la direccion de la vertical de cada
lugar, producido por la accion atractiva de la Luna y de
el Sol.

La superficie de las aguas tranquilas, tendiendo siem--
pre a ser normal a la vertical de cada punto, si cambia
la direccion de la vertical, el equilibrio se alterara, y la
superficie libre del mar tomara una nueva forma. La
desviacion de la vertical producida por las acciones del
Sol, de la Luna y de las fuerzas aparentes, debidas ala
traslacion de la_ Tierra, es muy pequefia; por lo que la
deformacion delelipsoide medio sera muy pequefia. Cal-
culando, como lo hicimos en el nam. 459, separadamen-
te la accion del Sol y la accion de la Luna, a cada uno cor-
respondera una nueva forma del elipsoide; y la forma de-
finitiva se obtendra componiendo estas dos formas, es
decir, sumando algébricamente lasalturas correspondien-
tes. Yadijimos en el lugar citado que la accion de la Luna
es casi el doble dela del Sol, porque su proximidad a la
Tierra compensa la pequefiez de su masa. El mar no se
pone en equilibrio instantaneamente porlas acciones varia-
bles que experimenta, sino que estas obran con lentitud,
y la observacion sefiala un retraso de 36 horas préxima-
mente a cada marea, con respecto a las posicmnes del Sol
y de la Luna que la producen. La alta mar tiene lugar a
la vez para dos puntos situados en los extremos de un
diametro; €l mar baja para todos los puntos del circulo
‘maximo cuyos polos son estos dos. puntos. IL.as mareas
son mayores cuando la accion del Sol y la de la Luna
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se suman, es decir, cuando los dos astros estin en opo-
sicion, Luna llena; 6 en conjuncion, Luna nueva; y son
menores cuando dichas acciones se restan, lo «cual tie-
ne lugar en las cuadraturas, cuarto creciente y cuarto
menguante, La elevacion y depresion de lasaguas es muy
pequefia en alta mar, y s6lo se manifiesta con alguna in-
tensidad en las costas, sobre todo en los puntos en que
-€stas oponen un obstaculo 4 la propagacion de las olas,
como sucede en nuestras costas del Cantabrico. La hora
dela marea alta, y la altura media de la marea son elemen-
‘tos muy variables de un punto 2 otro de la costa, y las
leyes de las oscilaciones de la superficie de las aguas son
peculiares de cada localidad.

£qu1I|br|o relativo de un liquido que gira alrededor de un eje
vertical,

786. Examinemos, como ejemplo de equilibrio de los
fldidos, el de un liquido solicitado por su propio peso y
por la fuerza centrifuga, que glra uniformemente con
aina velocidad v, alrededor de un eje vertical OZ (fig. 325),
y determinemos la forma que toman
las superficies de nivel. :

Las fuerzas que solicitan una molé-
cula M(x,, z) delliquido, son, su peso
mg, que actia en el sentido. delas z ne-
gativas, y la fuerza centrifuga mw?r,
i o dirigida segun la prolongacion de la

Las componentes de la fuerza centrifuga, segun los ejes

- X,Y,Z, son mw?x,mw?,y cero;y tendremos, suponien-
do que la masa m se toma por unidad de masa,

X=wix, Y=u¥y, Z=—yg;
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y la ecuacion de las superficies de nivel es

wxdx 4 w2ydy —gdz=0;
integrando resulta ;
(1) 302(x24y2)—gz—C.

Esta ecuacion nos dice que las superficies de nivel som
paraboloides de revolucion, alrededor del eje OZ.

787. Determinemos segun estos principios, y pres—
cindiendo de la presion atmosférica, la superficie libre del
liquido, cuyo volimen es V, contenido en un vaso ci-
lindrico ABCD (fig. 326), de paredes verticales que tiene
por base el circulo CD, de radio-
OD:?‘.

. La superficie libre del liquido es
un paraboloide, las secciones de éste
por los planos coordenados son las.
parabolas AKB,HKH’, y su ecua-
cion es la (1). La constante C se
determina por la condicion de que
Fig. 825. el volimen comprendido entre el
: paraboloide y el cilindro es constan-

te, éiguala V.

La ecuacion de la parabola AKB, situada en el plano

ZX, se obtiene, haciendo y—0, en la ecuacion (1), y sera
(2) 3o0?x2—gz—C.

Dividiendo el area OKBD en elementos verticales pg,
cuya superficie es zdx, y haciéndola girar alrededor de
OZ, obtendremos el volimen del liquido; el volimen
engendrado por el elemento pg es 2dx X 27 x, y el vola—

men total es
b
V= f 2rzxdx,
0

. wize—C
De la ecuacion (2) se deduce 7= é—g;

luego sxdx= -%’-‘-xt'*dx— E—xa’x;.
g g
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que integrada entre los limites 0 y 7, da, despues de mul-
tiplicar por 2,

de donde

La alturaOK del liquido, en el centro del vaso, se ob-
tiene haciendo =0, & =0, en la ecuacion (1); y resulta

N e L BT
(4‘} OK i 11?"“ 4 q

-
como =72 es el area del circulo de la base —es la

altura del liquido cuando no hay rotacion, 6 cuando w=0;
R % a
luego %es la depresion que la rotacion w produce en

el liquido en el centro del vaso. Si designamos por v=—rw
la velocidad de la superficie exterior del vaso, ten-
dremos, que la depresion formada en el centro del vaso
ot oy R
ahe s
de la altura correspondiente 2 la velocidad », para expre-
sar la altura de la depresion.

La férmula (4) es aplicable miéntras que OK sea po-

sitiva. Pero si

por la rotacion es igual a , 6 sea la mitad

pe gv. a4 m>2V9V

4 et ? 2y ¢

‘OK sera negativa, la constante C sera positiva, y la de-
‘presion formada dejara al descubierto el centro del fondo
del vaso; enténces las férmulas establecidas deben mo-

dificarse.
r9w9

788,  SpC=2 -E——-g-‘i es positiva, lo que indica
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que OK (fig. 327) es negativa, y que el fondo del vasose
descubre en parte por la rotacion; el
limite inferior x=0, debe reempla-
zarse por x =08S=x;, al deter-
minar el volamen V del liquido, y

sera
r
V— 21r5xdx;
. .'}‘.'u

la ecuacion } w2x2— gz—=C, dara

Fig. 527,

L] ——
26 .
para x;, valor de x cuando 2=0, x :\/b—?, y la in-

c6gnita C entrara en el limite inferior de la integral an-
terior.

Elvalor de esta integral definida es, hechos los célculos

o Dl mrdw?
Wi= gm‘ N _QT“ 4y ]
y se obtendra C resolviendo la ecuacion de segundo grado
7l 1n? Vi?
C~—r-m-C+———- — =0

: r2w?
cuyos tres primeros términos son el cuadradode C— s

»

por consiguiente sus raices son reales, y seran

L | T
c=%¢“ﬁi
2 T

Estas raices son del mismo signo, porque el término

independiente de C es positivo, por la condicion
r’w? gV
T T
y ademas son positivas, porque su suma %2 lo es.
La ecuacion de la parabola limite es en este caso
Pt —
1,9, A0t gV
WEg=—gZ———TEwy [T
3 e 2 =
Para x=r7, debemos tener para z un valor positivo;
de modo, que debemos tomar el signo ménos dzl radical
q g

de este modo obtendremos z——BD——\/qV



LECCION LXIV.

Presiones en’los glses pesados. Nivelacion barométrica.—Equilibrio
de una mezcla de gases pesados,—Equilibrio de los flilidos en vasos
comunicantes.—Presiones de los fldides sobre las paredes de las va-

sijas que los contienen. Problemas.—Determinacion analftica del
centro de pesesion de un 4rea plana,

Presiones en los gases pesados.—Nivelacion barométrica.

789. Si la temperatura de un gas es constante en toda
:su masa, podemos calcular la presion por la férmula
- P==hens ot
en la que #=Kg (1+a#). La ecuacion
_ dp=pdf, :
se trasforma, dividiéndola por la anterior, en
‘ i e n Gegic O -

: vk df—_sz_'_K{l—mtJ‘
integrando esta ecuacion, y llamando p; 4 la presion cor-
respondiente a la altura z, resultara

Pl g
(®) z.p_o-_— K(l+at)’
y pasando de los logaritmos 4 los nimeros, sera

(g 7= R PRT T
-en la que vemos, que la presion p disminuye amedida que
la altura 2—z2; aumenta; y es préximamente constante
.en todos los puntos de una masa gaseosa de poca altura,
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z—2Zo
porque siendo 2— 2z, muy pequefio, ¢ KuTa) es préxi-
mamente igual 4 1.

790. En este calculo hemos supussto que g es cons-
tante, lo cual no es cierto, sino cuando la altura de la
masa gaseosa es pequefia. Cuando se trata de la presion
atmosférica, comola altura de la atmésfera es muy gran-
de, no puede aplicarse el procedimiento que acabamos de
exponer. Enténces el peso g’ de la unidad de masa, 6 la
aceleracion debidaa la gravedad 2 la altura 2, estara dado-
por la férmula

el
g (r+2? °’
siendo 7 el radio de la Tierra. La ecuacion del equilibrio-
del aire es
dp—=—pg'dz;
y la densidad p, 4 la temperatura #, bajo la presion p, esta
siempre expresada por
= ?
P =Ryuta’
en la que gesla aceleracion debida 4 la gravedad en la es-
tacion inferior, habiéndose determinado K para esta
misma estacion. ;
Por consiguiente
pg'= R . et
; K(l+at) g K(14 «t)  (r42)?°
sustituyendo y dividiendo por p, resultara
d: 3 | pd
(IO) ?p: K+ ) - (r-l—s)’dz'

La temperatura # varia con la altura 2, pero se ignora
la ley de esta variacion; y hasta que se conozca esta ley,
no se podra integrar la ecuacion (10). Se orilla esta difi-
cultad, reemplazando # por ¢l promedio de las tempera-

turas 7, y #;, observadas en la estacion inferior y en la es—

. : ; : b+t
tacion superior, es decir, hactendo 2= %i. El coefi-



NIVELACION BAROMETRICA 395
ciente de dilatacion de los gases «—1),00366, que multi-
plica a #, es bastante pequefio, en su consecuencia, el re-
sultado que obtengamos serd muy aproximado al verda-
dero; ademas, para teneren cuenta la presencia del vapor-
de agua contenido en la atmésfera, se fuerza un poco-
este valor, y se pone a==0,004; y sera

2t +1t,)

e s 1000

La integral definida de la ecuacion (10), despues de-
sustituir este valor, tomada desde 2—0, hasta 2=z, y-
siendo respectivamente las presiones p, y 2, es

P L . 2z
(xx) L p_K( 14 2(¢,4+¢,) rrz

1000

791. Las presiones atmosféricas pyy 2 se miden por
las alturas delas columnas barométricas correspondientes,
determinadas en la estacion inferior y en la estacion su-
perior. Conocidas estas presiones, la férmula (11) dara
la altura vertical que separa las dos estaciones; este es el
fundamento de la nivelacion barométrica, é sea de la de-
terminacion de alturas por medio del barémetro.

Al llevar el barémetro de una estacion 4 otra disminuye
la gravedad a medida que nos elevamos, y debemos tener-
en cuenta esta disminucion, y tambien de las diferencias-
de temperatura; circunstancias que alteranla densidad del
mercurio, y las alturas de las columnas barométricas que
miden las presiones. El coeficiente de dilatacion absoluta

del mercurio es 6— 5:?; sea 4 la altura barométrica

leida en la estacion inferior, 4 la temperatura /) del ter-
mémetro unido al baré6metro, p, la densidad del mercurio

a 00'

6’ sera el peso de la unidad de volimen del mer--

curio a; la altura % corresponde 4 la presionpy— j_“gz, e
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Del mismo modo, p— 11%: A, siendo #la altura del ba-

Témetro, observada en la estacion superior. Dz estas re-
laciones se deduge '
Po g LskBt g ho L cmeen)t 168, b

Povig s Tblenskiing wirim kbt i ok |
Como 6 es muy pequefio, podemos reemplazar la frac-

146t
clon e, por su valor aproximado

1
£ e
~ nido, multiplicando los dos términos de aquella por
1—6z# y despreciando en el numerador —62//,2 y en el
_ denominador —62/#,'; que bajo esta forma nos indica,
que la correccion de las temperaturas del mercurio se re-
duce a reemplazar la altura 4’ por %' (146 (#y—7'))), sin
cambiar en nada la altura % observada en la estacion in-
ferior. Llamemos H 4 este producto, 6 a la altura baro-
métrica de la estacion superior corregida, y tendremos
Potrder b
p ’..'I H 2
y 1 B, —H+2z ’+z_x =24 (1+2)

y la ecuacion (11), de la que hemos de deducir el valor
de z, sera

LI A St e S
H r Lo+t r4z
) K(1+ (1000))

Pasando de los logaritmos neperianos designados por
1. alos vulgares designados por log., para lo cual basta
multiplicar por el médulo p=0,434295....., la ecua-
clon toma la forma -

log. y+2log. (It )= o

i ) K(i-'_ [1000 }) +
despejando la z del numerador del segundo mienbro,
suponiendo las demas z conocidas, resulta

o) o {1 . s (1)1 ):

2
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792. Esta férmula es a propésito para el calculo por
aproximaciones sucesivas. Observaremos en ella, que =
es muy pequefia con relacion al radio de la Tierra,
r—6366200™, préximamente; podremos, pues, hacer 2=0
en el segundo miembro, y tendremos un valor aproxi-
mado para z; sustituiremos este primer valor en el se-
gundo miembro de la ecuacion (12), y obtendremos un
segundo valor de 2, mas aproximado que el primero y
asi sucesivamente. Limitandonos a la primera aproxima-
cion, la férmula se reduce 4

1000 H

(1‘1') Z--- (1+ . H'
La cantidad constante A, se ha determinado por repe-
tidas experiencias, y varia con la latitud ¢ del lugar de la.

observacion. Ramond ha deducido de muchmmas obser-
vaciones, hechas en los Pirneos, la férmula
m 2(tg+1,) I
2= 183937 X (1++0,002837 cos 2¢)( 14— ) log. —-
Para mas exactitud se usala férmula completa, en que

el coeficiente numérico tiene un valor un poco diferente

(15) =2=18336m (14-0,002837 cos 2¢) (1+ 2(:?;;.)
X[log- " +210g.(1+7):| (1+_;_) '

Desarrollando en serie 14 % ,y tomando sélo el pri-

2(t,+¢, )) og I

mer término de la serie, resulta la siguiente ecuacion, dada
por Laplace en su Mecinica celeste,

#=log . X 183362 X (14-0,002871cos2¢) (1+ e

1000

; log. ' +-0,868580 -r_

x[ 1+ 3 J (16)
5 lOB—H‘

: NSt 1 ’ ’
En esta férmula H=/4 (i+§-,?2(t D—ti)). Las tempe~
raturas £ y ¢f1 del mercurio, al hacer las dos observacio—
nes, se determinan por el termémetro unido al bar6me-
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tro, es decir, por un termémetro sumergido en el mer-
<curio de la cubeta del bar6metro. Las temperaturas #,y
.2, se determinan en las dos observaciones por un termé-
naetro libre. :

De estas férmulas se han deducido otras por simples
trasformaciones, las cuales se han reducido 4 tablas, que
facilitan considerablemente la determinacion de alturas
por medio del barémetro. Tales son lasde Litrow inser-
tas en el Anuario del Observatorio de Madrid del afio
1860, y las de Gauss insertas en el del afio1877.

793. Para la aplicacion de las férmulas establecidasa
la nivelacion barométrica, debe tenerse presente, que las
superficies de nivel en la atmésfera, son superficies para-
lelas @ la superficie del mar, cuando se supone que la at-
mosfera estd en equilibrio; este equilibrio exije que todos
los puntos de una superficie de nivel tengan la misma
temperatura, lo cual no puede suceder, porque en cada
instante el Sol calienta una region de esta superficie,
miéntras que el enfriamiento de la noche hace bajar la
temperatura de la region opuesta. Luego es imposible el
equilibrio de la atmdsfera. El desigual caldeamiento de
las capas atmosféricas hace que se eleven las mas calien-
tes, y por consiguiente ménos densas, y que se precipi-
ten 4 ocupar su lugar las mas frias y mas densas, resul-
tando de estas desigualdades de temperatura las cor-
rientes que se llaman “vientos. De aqui resulta, que las
féormulas de nivelacion barométrica no son absolutamente
.exactas, porque se fundan en la hipétesis del equilibrio
de la atmésfera, y de la constancia de la presion en cada
uno de sus puntos; y en efecto, las presiones observadas
no son rlgurosamente constantes.

A pesar de estafalta de exactitud de las férmulas pro-
ducen resultados muy préximos 4 la verdad, porque las
«<ausas que hacen variar las presiones de la atmésfera, ac-
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than probablemente en el mismo sentido cuando las dos
estaciones en que se observa el bar6metro estan préximas,
y las observaciones son simultineas, 6 trascurre poco
tiempo de una a otra,

Cuando se quiere una altura muy aproximada 4 la ver-
dadera, se repiten las observaciones en las dos estaciones,
procurando que sean simultaneas, y de este modo se ob-
tendra en cada una la presion media del aire, 6 la presion
-en cada una de ellas, y la férmula dara la altura buscada.

Equilibrio de una mezcla de gases pesados.

794. Cuando varios gases pesados estan unos en pre-
sencia de otros, no se superponen como los liquidos, sino
-que cada uno, como si estuvierasolo, llena todo el espacio
que se le ofrece, y la presion de la mezcla que resulta es
igual 4 la suma de las presiones de todos ellos.

Seap=—ks larelacion entre la presion yla densidad en uno

~de estos gases; laecuacion del equilibrio sera para este gas

g
de la que se deduce, tomando la integral definida, y des-
pejando p

—-% az;

g g{z—-zu}
p=pe *
y haciendo z—zy="4
: oh
Ape !
La densidad a la altura p serd
ok
A L i A
S e

Para una mezcla de gases, cuyas relaciones entre sus

e

presiones individuales pg, 2y, 2", 2"y .-y sus densidades,
sean k, k' k", k”,.....; 4 la altura z;, la presion total, sera
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en la base de la columna gaseosa
e d " L .
PoFP o2 P gt

ya la altura %

— ok — ok SN
e Fpie  Kape i
bvagndash
la densidad del primer gas :e:sf;,flE ¥, la del segundo-
; o NI i — ;
%" ¥. la del tercero -%,—e E o ....., todas a laaltura

h; por ser sus densidades en la base
Po P P

YR _K:!'_!"“'.';
alaaltura % las densidades serdn éstas multiplicadas por

los niimeros
oh gk __ oh '

’
e k.o ¥ g ¥

Estos nimeros desiguales, son tanto mas pequefios,
cuanto menores son &, &', k’.....; y £ es tanto menor
cuanto mas denso es el gas considerado como se ve en la.

relacion k= —i—:— . La disminucion de la cantidad de un

gas, 2 una altura dada, es tanto mas sensible cuanto ma-
yor es su densidad. Esto explica porqué algunos gases
muy pesados, como el acido carbénico, el acido sulfuro-
so, el cloro, etc., se condensan en lossitios mas bajos de:
los lugares en que estain mezclados con el aire atmosfé-
rico, el vapor de agua y otros gases mas ligeros.

Equilibiro de los fiidos en vasos comunicantes.

795. Las superficies de nivel, cuya ecuacion diferen-
cial es
Xdx+YdyZdz—0,
no existen realmente donde no hay continuidad del flaidos
mas alla de las paredes sélidas que limitan el espacio que
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ocupa, vienen  ser ficticias. La presion p es constante en
toda la extension real de la superficie de nivel, y la pared
debe ejercer, para el equilibrio, esta misma presion p por
unidad de superficie en el punto en que esta en contacto
con el fliido. Luego el equilibrio no existira, si cada pun-
to de la pared no tiene una resistencia suficiente para des-
arrollar la presion p.

796. Apliquemos estos resultados 4 los liquidos. Con-
sideremos, primero un sélo liquido en dos vasos comu-
nicantes: en el tubo de comunicacion el liquido estara en
las mismas condiciones que si estuviera en un sélo vaso;
el plano horizontal S’ (ﬁg 328), sera una superficie
de nivel, y lo mismo lo sera todo plano que pase por el
tubo de comunicacion; en los vasos
M y N las superficies libres del li-
quido, AByCD, estaran en un plano
horizontal, que es tambien la super-
ficie de nivel, parala cual, fuera de
la presion atmosférica, la presion es
nula; de modo que el liquido se ele-
va en los dos vasos & la misma altura.

Supongamos que sobre AB en el vaso M y sobre CD
en el vaso N, se vierten dos liquidos de densidades dife-
rentes p, y ¢, elevindose en el primero hastala altura
AA'—h, y en el segundo hasta CC'=/'. Sera necesario
para el equilibrio que estas columnas liquidas ejerzan
presiones iguales sobre la unidad de superficie de ABy
CD, que estan en una misma superficie de nivel, y ten-
dremos

Fig. 328,

wgph=wgs'l,
(6} ph=p'k;
es decir, que las alturas 4 que los liquidos se elevan enlos
dos vasos estan en razon inversa de sus densidades.

Veriamos del mismo modo que si se afiade un niime-
Mecinica Raclonar,—Tomo I1. 26
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ro cualquiera de liquidos en los dos vasos, serd necesario
para el equilibrio, que la suma de los productos de las

densidades de los liquidos contenidos en el vaso M, por
sus respectivas alturas, sea igual 4 la suma de los produc-

tos de las densidades, por las alturas de los liquidos con-
tenidos en el vaso N,

Presiones de los flidos sobre las paredes de las vasijas que los
contienen.

797. En las lecciones anteriores hemos estudiado las
presiones que se desarrollan en los fliidos por la accion
de las fuerzas que solicitan sus moléculas. Vamos a estu-
diar ahora las presiones que se ejercen sobre las paredes
de los recipientes en que estan contenidos.

Para encontrar la presion que ejerce un fldido en equi-
librio sobre una porcion de pared, terminada en un con-
torno cerrado, se divide el area de esta porcion en ele-
mentos superficiales, infinitamente pequefios, se cono-
ce (763) para cada uno de estos elementos, la presion p
por unidad de superficie, la cual se ejerce normalmente a
su plano; por consiguiente, el problema se reducea com-
poner estas fuerzas infinitamente pequefias pdw, aplica-
das @ cada uno de estos elementos y cuya posicion y mag-
nitud son conocidas. Sila porcion de pared de que se trata
es plana, todas las fuerzas pdw son paralelas, por ser nor-
males a la superficie, y tienen una resultante Gnica; el
punto de aplicacion de esta resultante se llama centro de
presion de la superficie dada. Cuando la superficie que
recibe la presion es una superficie esférica, todas las pre-
siones elementales pasan por elcentro de la esfera, yse com-
ponen en uha sola fuerza, que pasa por este punto, el cual
es en este casoel centro de presion. '
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798. Ordinariamente no se consideran las presiones
e una manera tan general, y se estudian solo las que
ejercen los liquidos pesados y homogéneos prescindiendo
de la presion atmosférica, enténces el centro de presion
s un punto bien determinado que depende dnicamente
de la forma y de la posicion de la superficie sobre que se
ejerce la presion.

La determinacion del centro de presion, asi definido,
se reduce 4 la determinacion del centro de gravedad de
un volimen homogéneo. Sea AB (fig. 3129), la superficie
libre delliquido que sa-
bemos es un plano ho-
rizontal, CD una por-
cion de pared plana; to-
memos en esta porcion
de pared un elemento
superficial infinitamen-
te pequeiio ¢; la presion
sobre este elemento, referida a .Ja unidad de superficie,
prescindiendo de la presion atmosférica, esti representa-
da por la altura ef de la superficie libre del liquido sobre
el punto e, y esta dirigida segun la normal ¢/” al elemen-
‘to; por consiguiente, su magnitud es igual al peso de una
columna liquida ¢f”, cuya base sea el elemento dw de su-
perficie, y cuya altura es la ef”, igual ¢f trasportada sobre
la normal a la pared. Hagamos esta operacion para todos
los elementos de la superficie dada; obtendremos un tron-
code cilindro Cf'd'D, que tendra por base el area dada y por
alturaen cada punto, la distancia de este punto 2 la super-
ficie libre. Lasextremidades de todas las columnas liquidas,
asi obtenidas, estaran situadas en un plano &', que pasa
por la recta que se proyecta en A, segun la cual el plano
de la pared corta 2 la superficie lib-e del liquido. _

La presion total que designaremos por P, es igual al

Fig. 32¢.
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peso de este cilindro liquido y pasa por su centro de gra-
vedad Gj; luego se obtendra el centro de presion O dek
area dada, proyectando el punto G sobre el plano de la
pared.

Observaremos que al llevar las columnas verticales ef, a
la posicion ¢f” normal 4 la pared, los volimenes de estas

- columnas estan todos multiplicados por EGIE'E:’ siendo « el

angulo de que han girado las verticales para venir @ ser
normales 2 la pared; es decir, el angulo de la pared con el
horizonte. El centro de gravedad G del cilindro defor-
mado, se obtendra del mismo modo haciendo girar del
angulo « la-vertical Og, que pasa por el centro de grave-
dad g del cilindro primitivo CedD. Luego el centro de
presion es el pié de la vertical bajada sobre la pared del
centro de gravedad g del cilindro de aristas verticales
CedD. Es preferible la primera construccion a la segun-
da, porque es mas general y da el centro de presion en
_todos los casos, miéntras que la segunda no es apl:cable ‘
al caso en que la pared sea vertical.

Problemas.

799. Apliquemos esta teoria @ algunos problemas.
—1.° Pared rectangular, de la que un lado esta dirigido
segun la recta horizontal que se proyecta en A, (figu-
ra 330); el lado opuesto se proyecta en D, y los otros dos

lados estan dirigidos se-

gun las lineas de maxi-
ma pendiente de la pa-

. red. El tronco de cilin—
dro se obtendra, toman-
do sobre la normal ala
Fig, 330. pared en el punto D, una

longitud Dd'=Dd, y trazando la Ad’; obtendremos asi
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un prisma recto, cuya base es el tritngulo ADZ’ y cuya
altura es la dimension del rectangulo que se proyecta en
A. SeaAD=—qg, y 4la otra dimension del rectangulo, ten-
dremos Dd—a sena; el areadel tridngulo ADd'—3} 4%sena,
y el volimen del prisma es } 42sena. La presion total P,
siendo p la densidad del liquido, sera

P_—_:—;-a%sena

El centro de gravedad G del prisma, esta en su plano
vertical medio, 2 los dos tercios de la mediana AI del
triangulo ADZ, contando desde el punto A. Luego el
«centro de presion O esta sobre la mediana del rectangulo,
2 los dos tercios de la dimension AD4 partir del punto A.

800. 2.° Tridngulo, cuyo vértice es el punto A situa-
-do sobre la superficie libre del liquido, y cuya base ho-
rizontal &se proyecta en D, (fig. 330). El tronco de ci-
lindro se convierte en este caso en una piramide cuadran-
gular, cuyo vértice estd en A, y su base se proyecta se-
gun la recta DJ. El peso P de esta piramide es

P:-—;—p. ADX Dd'.b= £ a2bsena.

El centrode gravedad G esta a los tres cuartos de la rec-
ta que une el vértice A al centro de gravedad de labase L.
El centro de presion O esta sobre la mediana que pasa -
por D, a tres cuartos de esta mediana contando desde A,

8or1. Triangulo cuya base AB (fig. 331), esta en la
superficie libre del liquido y su vértice en el punto D.
Desde este punto tracemos la .
perpendicular D4 al plano
DAB, igual 2 la distancia des-
de el punto D a la superficie
libre; el tronco de cilindro se
reducird en este caso a2 la pi-
ramide triangular ABJD. Re-
presentando por S el area del triangulo ABD, y por /

Fig. 331,
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la distancia del vértice D al niv_el del liquido el volimen
de la piramide es -%—Sf;', y su peso
it TP
P.__TS}z.

El centro de gravedad G de la piramide esta en medio
de la recta II', que une los puntos medios de las aristas.
opuestas AB y D4, Proyectando sobre el plano de la pa-
red la recta I’ se obtiene la mediana ID del triangulo, y
al centro de presion es su punto medio O.

Determinacion analitica del centro de presion de un 4rea plana.

802. Sean LT (fig. 332), la interseccion del plano de
la pared con la superficie Jibre del liquido, que se suele
) llamar /inea de agua; AB el con-
torno de la porcion de pared da-
da, y G su centro de gravedad.
Tracemos por este punto dos ejes.
rectangulares en el plano de la
pared, el GX horizontal y el
GY, segun la linea de maxima
pendiente de este plano; sean
M (x, ) un punto cualquiera de la pared, y GY=q4 la
distancia conocida del centro de gravedad a la linea de
agua. Tambien conocemos la densidad p del liquido, y el
angulo o que mide la inclinacion del plano de la pared.

Descompongamos el drea dada en rectangulos dxdy; la.
presion por unidad de superficie, sobre uno de estos rec—
tangulos, es pA, siendo / la distancia del punto M2 la su-
perficie libre; pero ~—MNsen«, y MN=4—y. Luego la.
presion elemental sobre el rectangulo’ infinitamente pe- -
quefio M es :

Rig. 332,

~ p(a—y)senadxdy.
Para obtener la presion total P, sumaremos las presio-
nes sobre todos los elementos de que se compone el area;
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la suma sera una integral doble, que se extiende 4 todos
los elementos de la porcion de pared dada; y tendremos

P:ffpsena(a-—f)dxd}f.

El punto de aplicacion O, de esta resultante, lo obten~
dremos aplicando el teorema de los momentos con res-
pecto 2 los ejes coordenados, y llamando x, € y, a las coor-
denadas de este punto, resultara

Pt f f psena(a—y ) xdxdy,
Bri= [ [osena(a—r)yindr;

« es constante, lo mismo que p, siel liquido es homogé-
neo, y tendremos

P:psenq(affa'xc{y—ffjdxq’y),
le=psena(affxdxajf-—ffxfdxaj*j,
P_)q:psena(éjiffdxd}‘ﬁ—-ff}ﬁdxé}’).

La integral f f dxdy representa el area total AB, y

por abreviar la representaremos por S. Las integrales

f f }dxd ly, f f xdxdy son cero por ser el origen el

centro de gravedad. Laintegral f f 2dzdy puede defi-

nirse como en la Dinamica, el momento de inercia p. del
area AB con respecto al eje GX; y las ecuaciones (1) se

(1)

. reducena

|P—=¢sena.sS

(2) Pxi=—psenaffxfdxd}’

Py,=——psena. p.
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La primera de estas ecuaciones prueba que la presion

v R d L " . J s
media < s igual 2 la presion por unidad de superficie

en el centro de gravedad, . asene.

La integral ‘/.fx_ya’x@’;f es nula, cuando la superfi-

cie plana es simétrica con respecto a cualquiera de los ejes
coordenados; porque entdnces los elementos del area son
iguales y simétricos dos a dos, y los elementos corres-
pondientes xydxdy de la integral se destruyen, por ser
los. mismos los elementos y dxdy, siendo las x igualesy ds
signo contrario; 6 xdxdy siendo las  iguales y de signo
contrario.

803. Las coordenadas x, € y, determinan un punto
O, cuya posicion es independiente de los factores p y sena,
pues al dividir los dos sistemas de ecuaciones (2) por la
primera desaparecen dichos factores. El momento de
inercia g, producto de cuatro factores puede hacerse igual
a SK2, siendo K el radio ‘de giro de la porcion de pared

“con respecto al eje GX, y dividiendo la tercera ecuacion
por la primera, resulta '

as a

Por el punto O tiremos la horizontal QO’; la distancia
GO’ sera igual a—y,, por consiguiente, el producto
GO’ X GY=K2. Encontramos aqui la relacion que liga,
en el péndulo compuesto, las distancias del eje de oscila-
cion y del eje de suspension al centro' de gravedad (672).
Si suponemos que la area AB sea pesada, y su peso distri-
buido en toda ella con igualdad, O’Y sera la longitud del
péndulo simple que oscilaen el mismo tiempo que el pén=-
dulo compuesto, que se obtendria haciendo oscilar esta
porcion de pared alrededor de la horizontal LT.

804. Ademas, el centro de presion O es para la area
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material AB el centro de percusion conjugado de la li-
nea de agua LT. Para probarlo, busquemos directamen-
te el punto O en que debe aplicarse una percusion nor-
mal Q 4 la area material, supuesta en reposo, para que el
* movimiento inicial sea una rotacion alrededor de LT.

Sean x, € y, las coordenadas del punto O buscado; la
velocidad de traslacion impresa al centro de gravedad,

sera, pdr ser Q=pSv, igual 2 P&’ siendo p la masa por

unidad de superficie del area AB. La rotacion alrededor
del centro de gravedad, debe verificarse alrededor de
ana recta GX paralela 2 LT; la velocidad angular tendra
un valorw tal, que la recta LT permanece inmévil en vir-
tud de la coexistencia de los dos mov1m1entos para lo
cual es necesario y suficiente que

il 15
X GY— 5"
Por el teorema de las cantidades de movimiento te-
nemos :

Qx(—’!hJ_‘_ Qyy |
e ot TR

@) —

poniendo este valor de w en la ecuacion anterior, resulta
ayy=——XK?2, que es una de las relaciones que se trata de
verificar,

Para buscar el valor de x;, apliquemos el teorema de
d’'Alembert extendido 4 las fuerzas instantineas y expre-
semos que el momento de la presion Qx,, con respectoa
larecta GY, es igual @ la suma de las cantidades de mo-
vimiento finales con respecto 4 esta recta. La cantidad de
movimiento del elemento M, es '

pdxdy X (o . NM)=pdxdy.w(a—y);

su momento con respecto 2 GY esp.wx(@d—y)dxdr. La
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suma de todos estos momentos es

: f . f wa(a-f)dxfb'=pw( f f axdxdy— f f Jgfdxfé’r)_
=t f [yt

suma que en virtud del teorema es igual 2 Qx,; luego

—pwffxydféf 'ffvdx@'r

ecuacion que esta conforme con las ecuaciones

Px,——psena /fxydxdr,

P=—=psena X aS.




LECCION LXV.

S6lidos sumergidos en los fididos. Presiones sobre su superficie exte-
rior.—Principio de Arqufmedes.—Cuerpos flotantes,—Equilibrio
de un prisma recto .—Estabilidad del equilibrio de los liquidos su~
perpuestos. —Estabilidad del equilibrio de los s6lidos sumergidos en
los fliidos pesados.—Teorfa de la estabilidad del equilibrio de los
cuerpos flotantes,

Sélidos sumergidos en los flGidos. Presiones sobre su superficie
exterior,

805. Un sélido sumergido en un fldido, experimen-
ta presiones de parte de éste en todos los elementos de su
superficie exterior, que satisfacen al teorema siguiente:

Las presiones ejercidas sobre la superficie exterior de un
cuerpo sslido de dimensiones finitas por un fliide no pesado, en
que se halla sumergido, se equilibran. :

Para demostrar este teorema tomemos en la superficie
del cuerpo un elemento infinitamente pequefio dw; sean
a, 6,7, los angulos que la normal 4 este elemento forma
con tres ejes rectangulares OX,0Y, OZ. La presion pdw,
que se ejerce sobre este elemento, la podemos descompo-
ner en tres componentes paralelas 4 los ejes, € iguales 2
pdwcosa, pdw cosb, pdwcosy. Proyectemos el elemento 4w
sobre los planos coordenados, el cilindro proyectante, pa-
ralelo al eje OX, encontrara una segunda vez 4 la superfi-
cie exterior del cuerpo segun un elemento superficial do’;
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la normal 4 este elemento formara con OX un angulo o,
y tendremos, por ser las proyecciones de estos elementos
sobre el plano YZ iguales, dwcosa=dw'cose’. La com-
ponente pdwcos« paralela al eje OX es igual yopuestaa la
componente pdw’cosa’; son opuestas estas componentes
porque ambas estan dirigidas hacia el interior del cuerpo.

Stel cilindro proyectante encuentra a la superficie del
cuerpo mas de dos veces, el nimero de veces que la en-
cuentre sera par, y las correspondientes 4 la entrada po-
dran agruparse una 4 una con las de la salida, y la suma
de todas las presiones paralelas al eje OX sera igual cero;
lo mismo sera para todas las presiones paralelas a los de~
mas ejes OY,0Z; y como el sistema de los tres ejes rec-
tangulares puede tomar en el cuerpo una posicion cual-
quiera, sin que deje de ser cierto el resultado anterior, la
suma de todas las presiones sobre toda la superficie exte=
rior del sélido es cero, 6 estas presiones se equilibran.

Principio de Arquimedes.

806. Un cuerpo sélido, sumergido en un fliiido pesado
en equilibrio, estd en equilibrio cuando su peso es igual al
peso del flizidi desalojado, y cuando el centro de gravedad del
sélido y el de la masa fliiida que desaloja estan en una mis-
ma vertical.

Tal es el enunciado del principio de Arquimedes. Para
demostrarlo, imaginemos en el senode un flaido en equi-
librio sometido a fuerzas dadas, unasuperficie envolven-
te cerrada que rodea por todas partes una porcion de la
masa fliida; estando esta masa en equilibrio, las fuerzas
exteriores se equilibran- con las presiones desarrolladas
sobre toda la superficie de la envolvente; luego si se reem-
plaza la masa flida contenida en la envolvente imagina-
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da, por,un cuerpo sélido de la misma forma, y solicitado
por las mismas fuerzas, el equilibrio subsistira.

Apliquemos el resultado que acabamos de obtener 2
los cuerpos sélidos sumergidos en un liquido 6 en un gas
pesado. En este caso las fuerzas exteriores que solicitan
el fldido contenido en la envolvente se reducen 4 la gra-
vedad, representada por el peso del fliido; aplicado en su
centro de gravedad. Las presiones desarrolladas sobre la
superficie de la envolvente tienen por consiguiente tam-
bien una resultante vertical, igual al peso del fldido, apli-
cada en su centro de gravedad; pero dirigida de abajo
arriba,

El cuerpo sélido sumergido en el fliido, en el que ocu-
pa el lugar de la envolvente, estd tambien sometido 2 dos
fuerzas verticales, el peso del cuerpo, aplicado en su cen-
tro de gravedad y dirigido de arriba a abajo, y la resul-
tante de las presiones, dirigida de abajo 2 arriba, igual al
peso del fliido desalojado por el cuerpo y aplicada en el
centro de gravedad del flaido. El cuerpo estara en equi-
librio si estas dos fuerzas son iguales y directamente
opuestas; lo cual demuestra el principio de Arquimedes.

Cuerpos flotantes.

807. Hemos supuesto que el sélido esta enteramente
sumergido en el flidido, y puede suceder que sea flotante
en su superficie, es decir, que una parte del cuerpo que-
de fuera del fliido; enténces es necesario que el flaido
bafie por todo su perimetro las secciones horizontales de
la parte sumergida. L.as componentes horizontales de las
presiones se destruyen dos 4 dos, en este caso, y las com-
ponentes verticales dan lugar 4 una diferencia siempre
dirigida de abajo 4 arriba, € igual al peso del liquido des-
alojado; y se puede enunciar el principio de Arquimides,
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con mas generalidad, del siguiente modo: Todo cuerpo
sélido, sumergido ¢ flotante en un liquido pesado en equili-
brio, recibe de este liquido una presion vertical dirigida de
abajo & arriba, igual al peso del liguido desalojado, y apli~
cada en el centro de gravedad de este liquido: esta presion de
abajo G arriba suele llamarse pérdida de peso.

Cuando las secciones horizontales de un cuerpo s6lido,
en parte sumergido, no son bafiadas por todo su contor-
no, la superficie mojada del sélido viene a ser una pared
lateral para el liquido, y el principio de Arquimides no es
aplicable.

Equilibrio de un prisma recto.

808. Supongémos un prisma recto, hamogéneo y
flotante en la superficie de un liquido en equilibrio; este
prisma podra tener diferentes posiciones de equilibrio, y
en todas, los centros de gravedad del cuerpo y del liqui-
do desalojado deben estar situados en la misma vertical, y
el peso del cuerpo debe ser igual al peso del liquido des-~
alojado.

De varias maneras puede satisfacerse la primera con-
dicion: 1.% colocando horizontalmente las aristas laterales
del prisma y haciéndole girar hasta que los dos centros de
gravedad estén enlamisma vertical; posicion & que siem-
pre llegaremos, porque la posicion horizontal de las aris-
tas coloca al centro de gravedad de la parte sumergida
en el plano medio del prisma, que contiene el centro de
gravedad del cuerpo: 2.%, colocando el prisma vertical-
mente; los dos centros de gravedad estan ent6nces en la
vertical que une los centros de gravedad de las bases.

S6lo nos ocuparemos de la primera solucion, pues la
segunda no tiene aplicaciones. En la primera distingui-
remos dos casos, segun que el prisma tenga sumergidas
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una 6 dos aristas, los cuales conducen 2 la misma ecua-
cion.

"809. 1.° Sea ABC (fig. 333), la seccion recta del
prisma, que contiene su centro de gravedad, en una po-
sicion de equilibrio; sumergido el prisma hasta la linea
DE. El centro de gravedad del
prisma esta situado en el punto G,
centro de gravedad del triangu-
lo ABC. El centro de gravedad
de la parte sumergida esta situa-
do en G,, centro de gravedad del
triangulo ADE. El equilibrio exi-
ge: 1.% que la recta GG, sea verti-
‘cal; 2.°, que la relacion de las sec-

ciones ARG sea igual a la relacion
ADE g

inversa de las densidades -—dei i

quido y del prlsrna por ser ABCX = ADEX ¢, es de-
cir, que .
it M
ADE g
El triangulo ABC es conocido; designemos por & y ¢
los lados que comprenden el angulo A, y sea AD—=x,
AE=y, los lados que comprenden el mismo angulo en
el triangulo ADE; tendremos
() ABC_@_ ¢
ADE  ay p
Para expresar que la recta GG, es vertical, expresare-
mos que su paralela IH lo es, es decir, que esta es per-
pendicular 2 DE; y como H es el punto medio de DE,
el punto I equidista de Dy de E. Sean p—AI IAC =,
IAB=%; 'os trifmgulos DIA y EIA, daran las ecuaciones
: D12=x2+4 p2—2pxcos«,
E12=)24p2—2pycosé;

Fig. 333.
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y restandolas, resulta
(2) x2—y2—2px cosa—+2pycosb=0.

De las ecuaciones (1) y (2) deduciremos los valores de
las incégnitas x € y.

. Considerando estas inc6gnitas como coordenadas, las
ecuaciones (1) y (2) representan dos hipérbolas, y sus in-
tersecciones seran las soluciones del problema; que alo
mas seran cuatro.

Eliminando y entre las ecuaciones (1) y (2) y reducien—
do, resulta

(3) 99x4—2p9’9c053x5+2ppo abcos x—p2a262—0).

Siendo esta ecuacion de grado par, y su tltimo término
negativo, tiene por lo méngs dos raices reales, una posi-
tiva y otra negativa. La regla de los signos de Descartes
prueba que esta ecuacion puede tener a lo mas tres rai-
ces posmvas y una negativa; pero puede tener dos raices
imaginarias.

Ademas es necesario que x<b € y<C¢. Resumiendo, el
problema puede tener tres soluciones 6 una sola; y habra
2 lo ménos una, siempre que ’>p, que es la condicion
necesaria para que el prisma pueda flotar.

810, 2.°Elprisma tienedos aristas sumergidas (figu-

ra 334). Serd necesario que
ABCXe=—BDEC X¢/,

6 que
ABC __ o 5 ABC Lo
BDEC =~ p’ ADE o'—p”

La otra condicion de equilibrio
ll cxi'e, que el centro de gravedad del
triangulo total y el centro de gra-
vedad del trapecio sumergido, estén

@ situados enla misma vertical. Sea G,
Fig. 384. el centro de gravedad del triangulo
que queda fuera del liquido; el centro de gravedad del



CUERPOS FLOTANTES. 417
triangulo ABC, se obtendra componiendo los pesos del
tridngulo ADE y del trapecio BDEC aplicados respecti-
vamente 4 los puntos G,y G,, siendo G, el centro de gra-
vedad del trapecio; luego el punto G, esta situado en la
vertical GG,, y la condicion de equilibrio sera tambien,
que la recta GG, sea perpendicular 2 DE, 6 que DI=EIL

La ecuacion (2) subsiste como en el primer caso, y en
la ecuacion (1) bastara poner en vez de p, p'—p, para que
tambien se verifique. Y tendremos como antes, 4 lo mas,
tres soluciones para esta disposicion de la figura.

Un vértice sumergido, da a lo mas tres soluciones, el
mismo vértice fuera del liquido da 4 lo mis otras tres; de
modo que cada vértice da a lo mas seis; los tres vértices
daran a lo mas diez y ocho posiciones de equilibrio del
prisma, 6 del tridngulo ABC que contiene su centro de
gravedad.

Estas soluciones pueden no ser todas admisibles; el
minimo del niimero de soluciones es seis, porque cada
vértice puede estar en equilibrio lo ménos en una posi-
cion sumergido y en otra fuera del liquido, y los tres vér-
tices dan lo ménos seis soluciones; de estas seis. posicio-
nes, tres corresponden a un equilibrio estable, y tres 2 un
equilibrio inestable; las cuales alternan en el 6rdenen que
se las obtiene, haciendo girar el prisma enla superficie del
liquido. Porque entre dos posiciones estables consecuti-
vas, posiciones 4 las cuales el prisma tiende a volver,
cuando se le mueve, hay una posicion de equilibrio ines-
table, aquella en que el prisma tiene tendencias iguales y
contrarias 4 volver a las posiciones estables préximas. El
niimero de soluciones es necesariamente par, de otro modo
esta alternativa llevara consigo la estabilidad y la instabi-
lidad del equilibrio para una misma posicion, lo que in-
dicaria un equilibrio indiferente.

Mzc4nica Racionar.—Tomo I1. 27
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Estabilidad del equilibrio de los liquidos superpuestos.

811. Ya vimos que para el equilibrio de los liquidos
pesados superpuestos, es necesario que las superficies de
separacion sean planos horizontales; y vamos a ver ahora,
que para que este equilibrio sea estable, es necesario que
los liquidos mas densos estén debajo de los liquidos mé-
nos densos.

Para probérlo turbemos un poco el equilibrio, alteran-
do las superficies de separacion, haciendo penetrar pe-
quefias masas de uno de los liquidos en el espacio ocupa-
do por el liquido préximo; supongamos para fijar las ideas,
que una porcion del liquido superior viene a ocupar el
espacio del liquido inferior. Si la densidad del primer li-
quido es menor que la del segundo, lapresion de éste de
abajo arriba, sobre la masa extrafia que en €l ha penetra-
‘do, sera mayor que el peso de esta masa, y la resultante
de estas dos fuerzas tendera a hacer elevar esta masa so-
bre el liquido inferior, es decir, a restablec:r la superpo-
sicion tal como existiaal principio. Si, por el contrario, la
densidad del liquido superior es mayor que la del liqui-
do inferiot, la masa del primer liquido atravesari el se-
gundo, y el equilibrio no se restablecera, 6 lo que es lo
mismo, el equilibrio sera inestable. Luego para que el
equﬂxbrm sea estable, es necesario que las dens:dades
sean decrecientes de aba_]o a arriba.

Estabilidad del equilibrio de los sélidos sumergidos en los li-
quidos pesados.

812. Si un cuerpo sélido esta en equilibrio en el in-
terior de un flaido pesado, el peso del cuerpo es igual
al peso del fliido desalojado, y los centros de gravedad
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del cuerpo sélido.y del volimen del fliido desalojado es-
tan situados en la misma vertical. Estas condiciones son
suficientes para el equilibrio; mas para qus este sea esta-
ble, es necesario ademas, que el centro de gravedad del
«cuerpo sélido esté mas bajo qug el centro de gravedad del
flaido desalojado. Separemos un poco el cuerpo de su po-
sicion de equilibrio, de manera que la recta que une los
centos de gravedad se incline; la presion del liquido de
abajo a arriba y el peso del cuerpo, forman un par que
tendera a volver al cuerpo 4 su posicion primitiva, si el
punto de aplicacion de la presion esta .mas alto que el
jpunto de aplicacion del peso; y en el caso contrario ten-
dera a dar la vuelta al cuerpo y &-colocar el centro de
gravedad debajo del punto de aplicacion de la presion.

El equilibrio es indiferente para todo movimiento del
cuerpo que no altere el paralelismo de la recta que une
los centros de gravedad. Si estos centros coinciden, el
equilibrio es completamente indiferente y el cuerpo s6li-
do esta en equilibrio en cualquiera posicion en el interior

del liquido. :
Teoria de la estabilidad del equilibrio de los cuerpos flotantes.

813. El equilibrio de un cuerpo flotante es estable 6
inestable, segun que este cuerpo tiende a volvera su po-
sicion de equilibrio, 6 4 alejarse de ella, cuando se le se-
para un poco de esta posicion.

El estudio de la estabilidad del equilibrio de los cuer-
pos flotantes se funda en los problemas siguientes:

1. Determinar el trabajo de la gravedad y de las pre-
siones, desarrollado por un sélido pesado enteramente su-
mergido en un liquido pesado en equilibrio, cuando se
mueve el sélido, sin que deje de estar enteramente su-
mergido.

S:za Cel cuerpo en la posicion primitiva en el inte-
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rior del liquido, cuya superficie libre es LT (fig. 335);
sean G el centro de gravedad del
cuerpo, O el centro de gravedad
del liquido desalojado, ¢ sea el
centro de presion, que llama-
remos centro de empuje; sea P el
peso del cuerpo aplicado en G y
P’ el empuje del liquido aplicado-

Fig. 435. en O, Sean C' la segunda posi-
cion del sélido; G' y O’ las posi-
ciones que toman en ella los puntos Gy O.

El trabajo del cuerpo estara medido por el producto-
del peso P por el camino vertical recorrido, descendiendo,
por su centro de gravedad G; es decir

P X (G'4d—Ga),
siendo Ga y G4’ las distancias de los puntos G y G’ al
plano de comparacion LT, El trabajo del empuje es.
asimilable al de un peso que actuara de abajo 2 arriba, y
sera igual a—P'(0'4'—02), siendo O’F'y O'4' las distan-
cias de los puntos O y O 4 la superficie libre.

El trabajo total de estas dos fuerzas es

P(G'd'—Ga)—P'(0')—0b),
6 llamando V al voliimen del cuerpoy p al peso especifi-
co del liquido.

P(G'd—Ga)—pV (04 —0d).

814. 2.° Determinar el trabajo de la presion ejercida
por un liquido sobre un prisma recto, que se hunde verti-
calmente en el liquido.

Supondremos que la seccion recta del prisma sea bas-
tante pequefia, con respectoa la seccion del vaso que con-
tiene el liquido, para que la superficie libre de éste per-
manezca 4 la misma altura, al hundir mas 6 ménos el
prisma.
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Sean a4/ (fig. 336), el prisma ya hundido de la cantidad
Cl=x, y v su seccion recta. El empuje del li-
quido sobre el prisma en esta posicion sera
pwx, siendop la densidad del liquido, y esta
dirigido de abajo a arriba. Si se hunde el pris-
ma.de la cantidad infinitamente pequefia
lb=dx, el trabajo de la presion sera

—pwxdx,
y para un hundimiento Z%, el trabajo buscado

Bt I
—swXdy——ow —.
o puwXarX——pw =y

En esta térmula se supone que /4 es menor que la altu-

ratotal del prisma dado al. Tambien— pw—i';.= —pwh X _;’_' :

en cuya expresion pw/ es el peso del liquido desalojado,

y % la distancia de su centro de gravedad 4 la superfi-

.cie libre del liquido; luego gw 43X —':- es el momento del

peso del liquido desalojado con respecto al plano LT.

Si en lugar de hundir el prisma en el liquido, se le re-
tira enteramente, conservandole siempre vertical, el tra-
ity : ST 2 ) Sy Rt
bajo de la presion del liquido sera positivo € igual pw —
siendo /4 la cantidad de que el prisma estaba sumergido al
principio.

Esta demostracion supone que el prisma permanece
vertical durante el hundimiento, pero el resultado obte-
nido es independiente de esta hipétesis. En efecto, el tra-
bajo de la presion durante el hundimiento, es la suma de
los trabajos desarrollades por cada elemento m infinita-
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mente pf:queno del prlsma (fig. 337), @ partir dz la posi—

: cion m" que este elemento ocupaba en la
superficie del liquido, y cualquiera que sea
el camino ¢gp seguido por este elemento,
el trabajo de la presion sera el producto
del peso del liquido desalojado por la dis-
‘tancia pr a la superficie libre. Fl trabajo
total, es por consiguiente la suma de 0 2
h, de los productos — pwdx X x, siendo x la distancia pr
y dx la alturadel elemento m. Integrando, resultard, como.

.’.-,
antes ===

Fig, a3t

815. Estudladas estas, dos cuestiones preliminares,
vamos ya a resolver la cuestion general siguiente: deter-
minar el trabajo de la gravedad y de las presiones sobre
un cuerpo Hotante en la superficie del liquido, al que se-
imprime un movimiento infinitamente pequefio a partir
de su posicion de equilibrio.

Supondremos que el cuerpo
flotante AD (fig. 338), esta en
equilibrio, cuando esta sumer-
gido hasta la seccion AB. De-
mos al cuerpo un movimiento
infinitamente pequefio, tal que
la seccion que limita la nueva
porcion sumergida sea A'B.
Para calcular los trabajos de las
presiones debemos tener en
cuenta el mayor hundimiento
impreso 4 la porcion ya sumergida ADB, y del nuevo
hundimiento de la capa comprendida entre las secciones
ABy A'B.

Sean G el centro de gravedad del cuerpo, O el centro
de empuje, 6 centro de presion. El sélido esta en equili~

Tig. 338,



ESTABILINDAD DEL EQUILIBRIO DE LO5 CUERPOS FLOTANTES. 4273
brio por hipétesis, cuando la seccion AB esta en el pla-
no LT, la recta GO es perpendicular al plano AB. Sean
GO=4, y 0 el angulo que mide la inclinacion de larecta
GO con la vertical, que es tambien la medida de la incli-
nacion del plano AB con respecto al horizonte; daremos
a la cantidad 4 el signo +-, siel punto O esta mas alto que
el G, y el signo ménos si esta mas bajo.

De los puntos O y G bajemosal plano LT las perpendi-
cularesOr y G#; sean Gt=z, y GE=3; se tendraOE—=2—a
y Or=—z,—acosf. Sean F el centro de gravedad de la
seccion AB, y FH=—¢', la distancia de este punto al pla-
no LT. El trabajo buscado podra determinarse en fun-
cionde fl y 2'. Sea pla densidad del liquido y V el vo-
limen ADB del liquido desalojado en la posicion de equi-
librio. El peso del cuerpo sera igual a pV.

El trabajo de la gravedad, correspondiente al movi-
miento del cuerpo, es

oV (z,—2);
y el trabajo de las presiones ejercidas por el liquido sobre
la carena ADB sera del mismo modo
—oV(Or—OE)——pV[z;—acosb—(z—a)],
=—pV(2,—3)—pVa(l—cosl)
——pV(2,—=z)—2p Vasen2}i.

Para determinar el trabajo de las presiones sobre la
porcion AB B’A’ nuevamente sumergida, descomponga-
mosla en prismas verticales ¢/ infinitamente pequefios.
' Sea duw el area de la seccion hecha en el prisma ¢/ por €l
plano AB, vamos 4 encontrar la altura. Para lo cual por
el punto F, centro de gravedad de la sgccion AB, trace-
mos un plano A”B” paralelo 2 A’B', que cortara al plano
AB segun la recta KS; el cual cortara al prisma ¢/ segun
la seccion recta p—=dwcosf, Del punto ¢ bajemos la per-
pendicular Qga KS; la recta pQ sera tambien perpendicu-
lar 4 KS, y el angulo pQyg seraigual a 8. Hagamos Qg—x;
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tendremos pg— xsenf, y g/=xseni+FH
—uxsenf+4 2.

El prisma g/, estando primero fuera del liquido, se ha
sumergido de la cantidad 2’4 xsenf; el trabajo corres-
pondiente de la presion del liquido sera

_Pdmcosﬁ{———z’_'_a;aenﬁ)’;

4 cada elemento dw de la seccion AB corresponde una ex-
presion analoga la anterior, y la suma de todos ellos sera
el trabajo total. El error que se comete sustituyendoa la
capa ABB'A’, el cilindro que proyecta la seccion AB
sobre el plano horizontal, es infinitamente pequefio con
respecto @ la cantidad buscada. La suma de todos estos
elementos es la integral doble

_Pf‘fa’mcosﬁ[?’ix;‘ﬂ :_%('/Il/az”—” dwcosf
+foz'xsenﬁcosﬁa’m—i—ffxi’dmcos&scngﬁ)_

Por ser constantes 2* y 0 en estas integraciones salen
fuera del signo integral, y tendremos el segundo miem-
bro bajo la forma

—-g z’gcosﬁffdw——pz'scnﬁcosﬂ ffxdw
I —--%gosﬁsenﬂﬁffxgdw;

f'/'dm es el area de la seccion AB, que designaremos

por L;ffxdm es lasuma de los momentos de los ele-

mentos de superficie do con respecto 4 la recta KS, que
pasa por su centro de gravedad, y es nula por lo tanto;

ffx%’ﬁl es la suma de los momentos de inercia de los
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mismos elementos con respecto 4 la misma recta, y la re-
presentaremos por . '

La suma de los trabajos de las presiones sobre la capa
ABB'A’ es por fin
pL

e

3"2cosf — E;-L cosfi sen2f,

v como el angulo § es infinitamente pequefio cosf§=1, y
senf==9, sin grande error, y la suma anterior se reduce 2
L pu:

2 2 :
Reuniendo las tres partes del trabajo T, que acaba-
mos de determinar, resulta

T:PV(zi-—z)—-pV(zi——z)—29Vascn2Z -9223'2— - P“:z 2

5 . 62 -
reduciendo y poniendo por sen 26, —» serd

E— I; (aV—}—p.)ﬁE—% Lz2.

Esta férmula es general cualquiera que sea el movi-
miento infinitamente pequefio impreso al sélido, con tal
que las secciones del cuerpo por planos verticales varien
de una manera continua en la proximidad del plano de
flotacion.

816. La estabilidad del equilibrio de un cuerpo flo-
tante se deduce discutiendo la ecuacion de las fuerzas
vivas (643). Supongamos el cuerpo en equilibrio; impri-
mamosle un movimiento muy pequefio. Este movimien~
to puede siempre reducirse a tres traslaciones y tres rota-
ciones simultaneas, en sentido de tres ejes recrangulares,
dos de ellos horizontales, y el tercero vertical, y las rota-~
ciones se verifican alrededor de los mismos ejes. Las tras-
laciones horizontalesy la rotacion alrededor del eje vertical
no producen ningun trabajo de las presionesdel liquido so-
bre la parte sumergida; y s6lo dan lugar 2 una produccion
de trabajo la traslacion vertical y las rotaciones alrededor
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de los ejes horizontales, que se pueden reducir & una
sola rotacion alrededor de un eje horizontal.

Las cantidades 2’ y 6, que miden el camino recorrido a
lo largo de la vertical y al angulo descrito alrededor de la
horizontal, seran las dnicas que entran en la ecuacion
del trabajo.

Sea Tmvy2? la suma de las fuerzas vivas impresas al
cuerpo en una posicion inicial, definida por los valores in-
finitamente pequefios 2y y 0; de las variables 2” y 6; po-
demos suponer la Zmvy® tan pequefia como queramos;
llamando Im»2 a la suma de las fuerzas vivas del
cuerpo en una posicion cualquiera, definida por 2’ y 8, la
ecuacion de las fuerzas vivas sera

Emv2—Emy2=2(T—T,)
——p(aV )Lz 4 g(aV - )2 pL%
luego
Emv2=C—p(aV ~+p)i2—pLz?

siendo la constante

C=mv2+p(aV+p)i2+pL 22,
correspondiente 4 las condicionés iniciales, y que es ne-
cesariamente positiva € infinitamente pequefia.

La suma Emv?2 es siempre positiva, luego el segundo
miembro es positivo, y por consiguiente

o(aV )2 4-pLz"2<C.

Las cantidades p, V, 1 y L son cantidades absolutas; 62
y 2 son siempre positivas; y sélo 2 puede cambiar de
signo en la ecuacion precedente. Si 40, 6 si el punto O,
centro de carena, esti mas alto que el punto G, centro
de gravedad del solido, el primer miembro es la suma de
los dos términos positivos, y para que sea siempre me-
nor que la constante C, que es infinitamente pequefia, es
necesario que 8'y 2’ sean infinitamente pequefias. Luego
si el centro de carena estd mds alto que el centro de grave-
dad, .l equilibrio es estable; parque 9 yz' no pueden cre-
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cer indefinidamente, y tienen por limites superiores, en

valor absoluto,
b= \/—” " Z=0
AR :

3’:' \/E, E:O, .

‘St a es negatlvo ¢ igual a—a’, la desigualdad toma la
forma
o(p—a V)i2+4pL3"2 <C,
y la conclusion que acabamos de obtener subsiste con tal
que p.— 4’V sea positivo, 6 que 4 < . Luego el egun’zéno

es tambien estable, y los valores absolutos de 8 y 2’ tienen
limites, cuando el centro de gravedad estd mas alto que
el centro de presion, con tal que la distancia de estos dos
puntos sea menor que el momento de inercia de la seccion de
flotacion, con respecto & una recta trazada por su centro de
gravedad, dividida por el volimen de la carena.

Sid >TP , €l signo del primer miembro de la desi-

gualdad no estara determinado, y se podra satisfacer a la
desigualdad por valores de las cantidades 0 y 2'. £/ equi-
librio serd enténces inestable.

La condicion & <V debe ser satisfecha para todos los

valores del momento de inercia p, que varia con la posi-
cion de la recta KS, que es el eje de este momento. Luego
es necesario que seasatisfecha para el menor valor de este
“momento de inercia.

Esta teorfa de la estabilidad, que réemplaza la antigua
teoria del metacentro, no es tampoco completa, porque
prescinde de las acciones dindmicas del fltido, es decir, los
excesos de presion debidos al movimiento relativo del s6-
lido. Estas acciones dinamicas contribuyen 4@ aumentar la



4.28 .ESTA_BILTD.AD DEL EQUILIBRIO DE LOS CUERPOS FLOTANTES,
estabilidad cuando proviene del movimiento del sélido’en
el liquido en reposo; y pueden, al contrario, comprometer
la estabilidad del cuerpo flotante, cuando son debidas a
un movimiento propio del fldido. La experiencia de la na-
vegacion maritima ha hecho conocer, desde hace mucho
tiempo, las formas que aseguran la estabilidad de los
cuerpos flotantes, y verifica la regla deducida de la teo-
ria que acabamos de exponer.

Metacentro:

817. En los primeros estudios sobre la estabilidad de
los cuerpos flotantes, se daba mucha importancia al punto
particular llamado metacentro, sobre el cual vamos a de-
cir cuatro palabras, porque aunque la teoria anterior
es independiente de este punto, tiene siempre un interes
histérico, y aun hay algunos autores que usan la teoria
del metacentro para establecer 2 las condiciones de esta-
bilidad de los cuerpos flotantes.

Si un cuerpo flotante, simétrico con respecto 4 un pla-
no vertical, se separa un poco de su posicion de equili=
brio, estara solicitado por su peso, aplicado en su centro
de gravedad, y por la presion del liquido desalojado,
aplicada en su centro de presion. La recta que sefiala la
direccion de la normal del centro de gravedad a la super-
ficie libre del liquido en la posicion de equilibrio, toma
una posicion inclinada en la nueva posicion, y el punto
de encuentro de esta recta inclinada con la vertical del
centro de presion, en la nueva posiciori del cuerpo flo-
tante, esel mezacentro. Es claro, que si el metacentro esta
mas alto que el centro de gravedad, el equilibrio sera
estable, y el cuerpo tendera por si mismo 2 la posicion de
-equilibrio; y si el metacentro estd mis bajo que el centro
de gravedad, el equilibrio sera inestable y la presion del



ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO DE LOS CUERPOS FLOTANTES. 420
liquido y el peso del cuerpo, tenderan las dos & separarle
de su primitiva posicion y 4 que, dando una vuelta, ven-
ga 4 colocarse el centro de gravedad mias bajo que el
centro de presion, y el cuerpo se coloque en una posicion
de equilibrio estable.

El metacentro se determina suponiendo, que el voli-
men del fliido desalojado en la segunda posicion del cuer-
po flotante, es equivalente al que desaloja en: la posicion
de equilibrio, 6 por lo ménos, que el incremento de vo-
lamen es infinitamente pequefio y puede despreciarse sin
gran error sobre la posicion del metacentro. Esta hip6-
tesis no es admisible, porque aunque el volimen infini-
tamente pequefio que se desprecia, hace variar muy poco
el centro de presion del liquido, hace sin embargo variar
en una cantidad finita la posicion del punto de encuentro
de las rectas, que llamamos metacentro. Por consiguien-
te, la teoria de la estabilidad de los cuerpos flotantes, fun-
dada en el metacentro, es defectuosa, y para poderla apli-
‘car, habria que seguir las diferentes posiciones del meta-
centro en el movimiento del cuerpo, lo que no es posible
sin conocer de antemano las posiciones de equilibrio del
cuerpo flotante; y enténces no presenta utilidad alguna
dicha teoria. Ademas, como antes hemos visto, puede ser
el equilibrio estable aunque el centro de presion esté mas
bajo que el centro de gravedad, y entdénces el metacen-
tro puede estar mas bajo 6 mas alto que el centro de gra-
vedad, sin que deje de ser estable el equilibrio.
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HIDRODINAMICA

LECCION LXVI.

Hidrodindmica, Ecuaciones generales del movimiento de los fliidos.
—Simplificacion de estas ecuaciones en varios casos particulares,—

Pequefias oscilaciones de un fliido.—Integracion de la ecuacion
d a9 a9 Réei F
P p =0.—Régimen permanente. Teorema de Daniel
Bernoulli,—Demostracion directa del teorema Bernoulli,

Hidrodindmica. Ecuaciones generales del movimiento de los
- flciidos.

818. La Hidrodinamica es la parte de la Mecanica
que trata del movimiento de los fliidos: Esta parte de la
ciencia esta poco adelantada, por ser muy complicado el
estudio del movimiento de los flGidos.

Las condiciones de equilibrio de los fliidos se fundan
en el principio de igualdad de presion, en virtud del cual,
‘una presion ejercida sobre la superficie de un flaido, se
trasmite integra en todas direcciones; y sobre cada ele-
mento de superficie, tomada alrededor de un punto cual-
‘quiera dz su masa, se ejerce una presion igual en todos
sentidos, y normal al elemento de superficie que se con-
sidera. Este principio se funda esencialmente en la hi-
p6tesis de la fluidez perfecta, hip6tesis que no puede ad-
mitirse en absoluto, cuando se trata del movimiento de
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un fliiido; porque la experiencia ensefia, que se desarro-
lla la resistencia que hemos llamado rozamiento, al res-
balar unas sobre otras las moléculas del fliido; y este ro-
zamiento ‘es tanto mayor, cuanto mayor es la velocidad
de resbalamiento. Sin embargo, cuando el movimiento
no es muy rapido, puede suponerse que los fliidos conti-
nilan sujetos al principio de igualdad de presion; y la ex-
periencia demuestra, que los resultados obtenidos, se apro-
ximan mucho 4 los que se deducen de esta hipétesis.

'El problema del movimiento de los flidos es mucho
mas complicado que el del equilibrio, porque en éste la
ecuacion de la Hidrostatica da la presion del fliido para

~cualquiera de sus puntos, en funcion de las coordenadas
de este punto; pero cuando se trata del movimiento es
preciso determinar para cada valor del tiempo #, y para
cada punto (x, y, ) del espacio ocupado por el fliido; no
s6lo la presion p, sino tambien la magnitud y direccion
de la velocidad del punto material fliido, que ocupa este
lugar del espacio, y ademas la densidad p de este punto
material. La velocidad sera conocida cuando se conozcan
sus componentes, #, #;, #, paralelas a los ejes OX, OY,
OZ. De modo, que el problema se reduce a determinar
las cinco funciones

P Py Uy Uy Uy,

en valores de lascuatro variables independientes #, x, ¥, 2.

‘Supongamos al problema resuelto; para encontrar la
trayectoria de un punto material, basta observar que
udt, uydt, updt son los incrementos de las coordenadas
x, y, z en el tiempo d#; de suerte, que las ecuaciones del
movimiento considerado resultaran de la integracion de
las ecuaciones diferenciales

dx—udt,
(1)  (dyr=uydt,
a’z:-—ztga':.
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Vamos & buscar la densidad ; y la presion p del mismo
punto material. Sea f{x, 5, 3,7) una cierta funcion para
el punto (x, ¥, 2) y un valor determinado del tiempo #; si
las variables x, y, z, #, reciben los incrementos dx, dr,
dz, dt, el incremento de la funcion seri en general

dfm Y gy %@/4-.‘;,—{' det+2 gy,

Pero si en lugar de tomar arbitrariamente dx, dy, dz,
los tomamos a lo largo de la trayectoria del punto mate- -
rial M, cuando pasa de M 4 M/, en el tiempo 47, se veri-
ficaran las ecuaciones (1), y la ecuacion anterior sera

d d d d
df:(aé U+ Ej: #—~+ ?Z- Uy ?'Z)dt.

Esta férmula es aplicable 4 toda funcion de las variables
X, ¥, , 4, y por consiguiente 2 las funciones «, u,, us, ¢, 2,
que queremos determinar; tendremos, pues

du— (-di‘-u—l— ﬁu + ue—}— )dt,
G __(du.u o d.u, du, du,) g
cz'zt,_:: (‘fiie e du‘
do— ( u—{- f-ﬁ-l- ,—]——)a’:
Idp:( ut 2 dp uit Lyt L) dr,

i+cha,“2+du,)dr

du du,

dt? de’ Yda
la aceleracion del punto M, sobre los ejes de las x, de las
y y de las z.

819. El teorema de d'Alembert nos da tres ecua-
ciones, de las'cinco que resuelven el problema de la Hi-
drodinimica. Las ecuaciones del equilibrio de una molé-

Mecinica Racronar, —Tomo II. 28

Las relaciones — son las proyecciones de
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cula flaida son (770)

gt

e

Tk

que se pueden poner bajo la forma
ity
@)%—%ﬁz,
b

en las cuales X, Y, Z, son las componentes de la fuerza
referida 4 la unidad de masa, 6 sea las componentes de la
aceleracion. Vemos en las ecuaciones (2), que las presio-
nes desarrolladas alrededor de la molécula equivalen, bajo

d
el punto de vista del equilibrio, 2 las componentes—-—- 222

7 da’
1 dp
e %‘;’y’ T I * paralelas 4 los ejes, y aplicadas 4 la
unidad de masa, supuesta libre.

Por el teorema de d'Alembert, los primeros miembros
de las ecuaciones (2) son iguales a las aceleraciones pro-
yectadas sobre los mismos ejes, y resultaran las siguien-
tes ecuaciones

1 dp__ du du du du
— _—E“_FW“&—'— —o &‘?—|——.

g dx
) 1 d du du du d
@) g b e
1 dp du du du dza
Z——T'E;-———" +d; Uy —+ i; e'+‘ >,

Se tiene otra ecuacion, expresando que el lugar que
abandona por el movimiento una porcion del fliido, es
inmediatamente ocupado por otra porcion igual, sin que
quede entre ellas ningun espacio vacio; esta ecuacion se
lama ecuacion de continuidad. A priori nada indica esta
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continuidad en el movimiento de la masa fldida, pero la
experiencia la confirma continuamente.

Concibamos en el espacio ocupado por el fltido, el pe-
queiio paralelepipedo ABCDEFGH (fig. 340); en cada
instante una parte del fliido sale de
este volimen, y otra igual entra; la
velocidad # paralela 2 OX es cons-
tante para toda lacara ADEF vy per-
pendicular 4 ella. La masa fldida
contenida en el paralelepipedo es
¢dxdydz al fin del tiempo ¢, y se

2

Fig 340, convierte en (P —I-%)dxdfd; al fin

del tiempo 7+ dt; y el incremento

de la masa en este tiempo es %i’—dx:{;-‘d:. En virtud de
la velocidad #, pasa por la cara dydz perpendicular a
OX, en el tiempo 4¢, una masa {ldida prdtdyds ; mas en

el mismo tie npo sale por la cara opuesta una masa flaida
igual 4 la masa pudtdyds, aunentada en su diferencial, es
decir, una masa (p u +d€% a’x) dtdy dz, El exceso dela can-
tidad que entra, sobre la que sale, es
=0 gxdy da db.
En virtud de las velocidades #, y #, los aumentos de
masa del paralelepipedo, son

:%ji‘idxryd.sdt
8% yxdydsa.
dz
La suma de estos tres incrementos es igual al incre-
mento total de la masa durante el tiempo 4#; la variacion

de la densidad cs—% dt, y multiplicandola por el volGmen,

S d
tendremos la variacion total de masa, E%d’xq'ydzdx; luego
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igualando y dividiendo por dxdydzdt, resulta la ecuacion:
de continuidad

: d.
() SF+ofuptong o,

y cfectuando las diferencmcmnes indicadas
dp dp (du , du, | du,
(§) (ugE+mEtu et By o+ St Loy =o.
El primer paréntesis es igual 4 --;—‘-dp, y laecuacion (4)

toma la forma
duw  du,  dwy
(6) dprtpds(Be 420y Ty g,
820. Si el fliido es un liquide homogéneo, 6 una
mezcla de liquidos, p es constante, y dp=—0, porque una
molécula liquida no cambia de densidad i lo largo de su

trayectoria, y la ecuacion (5) se divide en las dos si-
guientes .
|4t S - S ==0,
] du  du dif
' diﬂ {+ 01
que con las ecuaciones (3) resuelven el problema

Si se trata de un gas, @ temperatura constante, tendre—,
mos entre py ¢ la relacion

(8) 2=k

que con las ecuaciones (4) y (3) resuelven el problema.

Las ecuaciones (3) y (7), 6 las (3), (4) y (8), son, como
ha dicho Lagrange, tan rebeldes a la integracion que no
han podido lograrla los esfuerzos de los mas célebres ana-
listas; y se ha renunciado a buscar susmtegrales generales,
que acaso no puedan expresarse por los signos del analisis;
y sin embargo, se ha logrado deducir algunos resultados.
Gtiles restringiendo la generalidad de aquellas ecua-
ciones.

(7)

Simplificacion de las ecuaciones en varios casos particulares.
821. Para conseguir la simplificacion, supongamos.
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que Xdx~+ Ydr—+Zdz, es la diferencial exacta de una
funcion T de las coordenadas x, y, z; es decir, que

Xdx +Ydy +Zds—dT.

Tambien supondremos que al fin de un cierto tiempo #
la funcion udx +u,dy +u,dz, sea la diferencial exacta, con
respectoa Xx, y, # de una funcion ¢’ de las cuatro variables
x,7,%, t. Vamos a ver que, si esto se verifica, la funcion
udx +u,dy +u,dz, es una diferencial exacta en todo
tiempo, 6 para cualquier valor de 2.

En efecto, sea para un valor #' del tiempo

udy 4+ u,dy -+ uyds=dy',
ssiendo ¢’ una funcion de x,,2,%4yds" la diferencial total
de esta funcion, enla que 7 se ha considerado como cons-
tante, 6 se ha hecho 1=/,

Enténces tendremos

de’ dw’ dy’
U= E; ui d 3 “2'—' dt y
y para el tiernpo #' 40, siendo O infinitamente pequefio,
_ @ dy’ du, dc; du.
#om +d£’ i g il
du  du, du,

siendo ===, e las derivadas parcxa‘les de u, u,, u,,

con respecto 4 £,
La suma wdx+u,dy +u,dz, se convierte, al cabo del
tiempo 9, en

(d“’dr+ d+% )+e(dgd + gy D ),

-6 lo que es lo mismo
d?’+ﬁ(%‘_: dests duld +du. )

Este nuevo valor de la func1on es, por consiguiente,
una diterencial exacta con respecto a las variables x,7, 2,
si el paréntesis es una diferencial exacta con respecto a
estas mismas variables.

Sustituyanos los valores de #, %y, %, en Ias ecuaciones
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(3), las cuales al fin del tiempo # seran
s 1 dp d’fv diy’ d.' di dy' d’tp dit

p dz~ dz ' do® ' dy ' dyds ' de dedz ' dt?

_idp_df v d ‘fﬂ_i..__ dy | du,
pdy do' dydz Tdedy U odt?
ldp _dy' dy ’ d'qs du,’
T Pz de’ dm’s+ dy dg,ds-'_ dz? +?c_ 2

multlpllqucmos la primera por dx, la segunda por 4y, la
tercera por @z, y sumemos; resultard haciendo las reduc-

ciones convenientes

()
+(d5d + Py T g )

to nando las’diferenciales sin hacer variar al tiempo.

El priner miembro de esta ecuacion es una diferencial
exacta, si p es constante, lo cual se verifica si el fliido es.
un liquido homogéneo, 6 si p es funcion de p, lo que tie-
ne lugar para un gas @ temperatura constante. El primer-
término del segundo miembro, es tambien una diferen-
cial exacta; luego, el segundo término lo es igualmente,
y por consiguiente, #dx -+ u,dy +u,dz es una diferencial
exacta al fin del tiempo /4, si lo es al tiempo 7} luego
lo es para un valor cualquiera del tiempo.

Por ejemplo, si el flaiido parte del reposo, se tiene en.
esta época #=0, #,—0, #,=—=0, valores que hacen 2
udx—+-u,dy 4 uds diferencial exacta; y estamos seguros.
enténces, de que la condicion se verifica durante todo ek
movimiento.

822. Luego si tenemos 2 la vez

Xdv—+Ydy + Zds=—dF,
udx - u @y - uyds —=do;
se deduce de la segunda

de __dp _ de

“=E'ma.“£—‘?§! Upy— d2?
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y la ecuacion de continuidad (4) toma la forma

d(?:%) ’(e—?) d(p22)

do +_"_—_' =0

d
(9) =+

y la trasformacion del parrafo anterior nos da para cual-
quier €puca

—a=id () +(5 ) HEZ) |+

estando tomadas las diferenciales solamente con relacion
a x, y, %, sin hacer variar el tiempo. Integrando bajo- el
mismo supuesté resulta

it Atk teal sl

Sip es constante 6 funcion de 2, puede integrarse

dw
dc

f d—:, y tambien sip es funcion del tiempo #, puesto que

el tiempo, en todos estos calculos, se considera como
constante.

La ecuacion (10) podria completarse con una funcion
arbitraria del tiempo # pero esta funcion puede suponer-~
se conprendida en la funcion ¢, que esta solo definida por
su diferencial 4y, relativad x, y, 2, sin tener en cuenta el
tiempo 2. ;

823. En el caso de los liquidos homogéneos, o es
constante ¥ 1a ecuacion (g) se reduce 4

(1) dx,—i—d?-l-

y la ecuacion (1 o) a

R

La resolucion analitica del problema se reduce 2 inte-
grar la ecuacion con diferenciales parciales (11); despues
de haber encontrado la expresion mas general de ¢, en
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funcion de x,y,,2 y #, la ecuacion (12) nos dara p. Des-
pues las ecuaciones
dy . de . __de

U= “12@': ty=——,

daran u, u,, #,.

Pequenas oscilaciones de un flido.

824. Cuando un fliido esta animado de un movi-
miento oscilatorio muy pequefio, las ecuaciones del mo-
vimiento se simplifican considerablemente. Se pueden

. : du du du
despreciar desde luego los productos # a7 Mgy Mg

cuyos valores son muy pequefios en las ecuaciones (3);
que se reducen aproximadamente 2 la forma,

pdo— dt’
_1dp_ du,
pdy  di’
L kdp s duy
p & dt’

multiplicando la primera por 4z, la segunda por dr, la
tercera por dz y sumando resulta

aT—1 d_p_ % -|- % “dy +‘f"* s,
Luego udr+ ulq’)r-!—ugdz, es una dlferenmal exacta con

respecto 4 x,y,2; porque la ecuacion anterior puede es-
cribirse como sigue,

1 d ;
ATty 2wy,
y por consiguiente, udx +u,dy +u,dz es la integral de
(ﬂT—%‘t-’-)dt, tomada con respecto a 7 sola, 6 lo que es lo

mismo, la diferencial con respecto 4 x, y, #de la funcion

f Tdr— f dt dTp.Hagamosudx+ui¢ijf+g,a’z=ch;
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resultard AT— L= (apy=a (5

tomando las dtferenmalcs mdlcadas solamente con res-
pecto O

Integrando la anterior, sera

d de
oy T [t

ecuacion que debemos unir a la ecuacion (8), si se trata
de un gas a temperatura constante, ‘en cuyo caso

/lﬂ{:fﬂzkf.p; por ser p:—p~. Si se trata de un
LS

llquldo homogénzo f——-———-,ydebemos unir la ecua-

cion (13) a la ecuacion (1 1)

Iategracmn de la ecuaclon + -1—0332 —
825. Esta ecuacion, que es la (11), tiene una forma
lineal, y si se tienen varias soluciones, o= a,¢9=b,0=¢.::..,
se tendra otra poniendo g=a+b-+c—....., y tambien
igualando ¢ 2 la suma de los productos de cada solucion
por las constantes arbitrarias A, B,C.....; y tendremos
" o=Aa+Bb+Cc+.....

Vamos a encontrar las soluciones particulares; sea
A (fig. 341), un punto cuyas
coordenadas son x, », z; y M un
punto arbitrario cuyas cordena-
dassean x’, 3, #/, yal cual supon-
dremos una masa m cualquiera.

Siendo la distancia AM=—A, es
N=(r Pt P

Fig. 341. La funcion—- e considerando
en ellaa x, 5, 5, como variables, satisface a la ecuacion
propuesta (I1).
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En efecto, se deduce tomando la derivada parcial con
respecto a X,

m
dT__ m dA . m x—x'
RN T T A RO PR Y
y tambien
ne
T m o
By TSR AR ITORTE
. m =3
@R K

w—x' y—y =7
LR AR T
los angulos que la recta AM forma con los'ejes coordena-

son los cosenos de

Las cantidades

dos;% es proporcional 4 la atraccion que el punto A ejer-

ce sobre la masa m colocada en M, segun laley dela gra-
m
A
dad de que sus derivadas parciales, con respecto a x, y,5,
dan respectivamente las componentes de la atraccion que:
el punto A ejerce sobre el M.

Las segundas derivadas,

vitacion universal. Luego la funcion tiene la propie~

sl
A 3m(o—s)? m -
dat AP Y
T
A 3mly—y) m
dy‘n e AS TR
‘ iy
&  3m(z—2) m
ds* . At | A»?
sumadas, daran :
g M et e B
4 A & A Bmf(e—a’)t+ (y=y'1*Hz=2")] M0
w T dy? T As RIAF

. . i . .
y por consiguiente ——es una solucion de la ecuacion (I 1)-

Del mismo modo se obtendran tantas como se quieran.
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Luego considerando varios puntos M, de masa distin—

ta, quedara satisfecha la ecuacion (11) poniendo
.
5

Podemos suponer que los puntos M se tocan y consti-
tuyen un medio atractivo, cuya densidad Sgmasa es-
pecifica ¢, es funcion de las coordenadas #/, 5/, #/, de cada
punto; la masa elemental serd entdnces ¢'dx’dy’ds’ y el
simbolo X se convertira en una integral triple

g'd»' fh;'ﬂ'z"
CP s A 2

La funcion ¢ es enténces la funcion potencial (167) del
sistema, con respecto al punto cuyas coordenadas son
¥,7,% la propiedad fundamental de la funcion potencial
es que sus derivadas parciales con respecto a x,y, 5, son
las componentes de la atraccion ejercida por el punto
(x,7,%), sobre el sistema (x',)',2) segun la ley de
Newton.

En el problema especial que consideramos, x’,7/, 5/,
pueden suponerse funciones de #; y o’ es una funcion ar—
bitraria de las variables &/, 7/, 7/, #; los limites de la inte-
gracion son funciones enteramente arbitrarias de las va-
riables x', 5/, #. Solo faltara en cada caso particular, deter-
minar estas arbitrarias cuya determinacion constituye un
problema muy dificil de analisis.

Régimen permanente. Teorema de Daniel Bernoulli.

826.. Se dice que un fliido que se mueve esta en 7é-
gimen permanente, cuando por cada punto, pasa en cada
instante una molécula de la misma densidad, sometida &
la misma presion, y animada de la misma velocidad, Ana-
liticamente esta definido el régimen permanente porlacon-
dicion de que las cinco variables #, #,, ,, p,  sean indepen-
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dientes del tiempo; el moviniento del sistema reproduce
en cada instante el estado que existia enel instante ante-
rior, lo que constituye una especie de equilibrio mévil.
Una corriente de agua, en la cual una porcion del liqui-
do que pasa, es inmediatamente reemplazada por otra por-
cion idégtica, y animada del mismo movimiento, ofrece
una imagen del régimen permanente.
En el caso actual, sz tiene

g, B, Ta_g B g 40y,
y las ecuaciones (3) se rcducen a !as siguientes;
__1% —[—ai % +“2tf;$ s
T IP i:i du,+ 1du‘+ Ug d —t=uy,
__]?_% du,+ du; _I__“ea_—_,ug,

llamando #',#',, #', 4 las proyecciones de las aceleraciones
sobre los ejes coordenados Porque en general (819)

¥y du du.
— — dy—
fi— d U=u == -l—zq 1 —+ Ug— ok

por ser %:0, y reducirse el valor de #’ 4 sus tres pri-
meros términos. :

Multiplicando estas ecuaciones por dx, dy, dz respec-
tivamente, sumando, y recordando que Xdx—+Ydy—+Zds
—dT, resulta

(14) dT-—%dp—:u’dx—}— o dy ' .

Sabemos que dx—=udt, dy=—u,dt, dz—u.dt; sustituyen-
do en el szgundo miembro, se reduce 2
wudt o' uydt +ustd s dt —udu - uydu, + unduy

puesto que u’dt_—_'c% dt=du, y lo mismo los demas. Y la
ecuacion (14) puede ponerse bajo la forma
ﬂ—-%dp:qda ~uyduy - usduy— 3 d(uP+u,2 +u:?);
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pero #2~+u2 4 u,2—w2, cuadrado de la velocidad dela
molécula que pasa por el punto (x,r, 7); luego sera

dT— .lp.a;o:%d(@a),

Integrando se tiene
d, i
(15) T— ?‘D—h=cons.“
i

ot LY - d
En el caso de los liquidos homogéneos, seraf?pzp

. dp
-en el casode un gas a temperatura constante e kl.p,

por ser*p:-g-.

827. El teorema de Daniel Bernoulli que es el fun-
damento dela Hidraulica, es una consecuencia de la ecua-
cion (1 5), aplicadaa los liquidos homogéneos pesados. En
estos fliidos la Ginica fuerza que actda sobre ellos es la
gravedad, y tendremos

X=0, Y—0, Z=—p;
luego dT——ydz,
T=—gz.
La ecuacion (15) se reduce cambiando los signos, a la
siguiente:
P ? te
£z o —l—?:cons.
y determinando la constante
p y’l b p uui +
16) 24 —+ ——z,+-—+—=—H.
(x6) +-Pg+21? °+Py+29-'

Siendo H una altura constante, 2, la altura de un pun-
to del liquido sobre el plano horizontal de comparacion;
la relacion -PZ-;—, de la presion apg es la altura que repre-
senta la presion; vy es la velocidad de las moléculas que

1 : ik
pasan por este punto, y—-, es la altura debida 2 esta ve-

)
29
locidad. '
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Sumando estas tres alturas en todo punto de un mismo
filete liquido, sometido al régimen permanente, se obtie-
ne un nivel constante, qus se llama en Hidraulica, plano
de carga. '

Esto, supuesto, el enunciado del teorema de Daniel
Bernoulli es: gue en todos los puntos de un filete liquido pe-
sado, que satisface @ las condiciones de la permanencia del ré.
gimen, la altura del plano de carga es constante.

Esta conclusion supone que el liquido es perfecto, 6
que no tiene viscosidad, de lo contrario la presion alre-
dedor de un punto, no szra la misma en todas direccio-
nes; las ecuaciones generales del movimiento deberan
modificarsz, y resultaran, de un punto a otro del mismo
filete, diferencias de nivel para el plano de carga, debidas
al trabajo de los rozamientos interiores. Estas diferencias
sz llaman en Hidraulica pérdidas de carga,

Demostracion directa del teorema de Bernoulli.

828. [ste teorema puede demostrarse directamente,
sin el auxilio de las ecuaciones generales de la Hidrodi-
namica, aplicando al filete liquido pesado el teorema de
las fuerzas vivas.

Sea AB (fig. 342), elfilete considerado, animadode un
movimiento permanente en virtud
del cual, un pequefio volimen del
liquido se mueve ocupando su lu-
gar el volamen igual siguiente, To-
memos dos puntos A y B sobre este
filete; en el punto A sean v la sec-
cion, p la presion, v la velocidad, y
Z la altura Aa, sobre un plano ho-

Fie oin rizontal P; en el punto B sean o' _la
seccion, p’ la presion, ¢’ la veloci~
dad y Z' la altura BO sobre el mismo plano.
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Los productos wv, w'v’, representaran cada uno el gasto

del filete, es decir, el volimen que pasa en la unidad de
tiempo por las secciones A y B. Este voliimen es el mis-
‘mo en estos dos puntos, 4 causa de la mco'npreslbthdad
delliquido y de la psrmanencia del régimen; representé-
mosle por Q, el volimen que pasa durante el tiempo d¢
sera igual 2 Qd, en cualquier punto del filete AB.

Al filete AB, que pasa de la posicion AB a la posicion
A'B', durante el tiempo 4#, apliquémosle el teorema de
las fuerzas vivas entre estas dos posiciones. La porcion
A'B comun 2 estas dos posiciones, estd ocupada en las
dos épocas por moléculas de la misma masa, y animadas
de lamisma velocidad;iuego las fuerzas vivas correspon-
dientes, son iguales en estas dos épocas y sz destruyen en
la diferencia, Veanos ladiferencia entre la fuerza viva de
la masa BB’ y la fuerza viva de la masa AA’; el volimen
comun ocupado por estas masas es Qd?, lla nando pal psso

Q th (v

especifico del liquido, * il la masa, y =~

—v?),es

el incremento de la fuerza viva del 51stema, al pasar de la
posicion AB a la posicion A'B; y este incremento de la
fuerza viva es igual al duplo del trabajo de las fuerzas
que son aqui la gravedad y las presiones.

Para calcular el trabajo de la gravedad, supondremos
como en Hidrostatica (768), que el peso AA’ pasa ala po-
sicion BB', permaneciendo la parte A'B inmévil, el tra-
bajo buscado sera pQd’ (s—=2').

Las presiones laterales al filite producen un trabajo
nulo, porque son normales 4 las trayectorias de sus pun-
tos de aplicacion. Basta considerar la presionen Ay la
presion en B, en sentido del filete; la primera es igual apw,
y el camino descrito por su punto de aplicacion en la di-
reccion misma de la fuerza es AA'=uvdy; luego su trabajo
es povds —pQdt. El trabajo de presion en B es negativo
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€ igual 4 —p'Qdr. Reuniendo todos estos trabajos, tendre
mos por el teorema de las fuerzas vivas

Qe Qe )+ X —

suprimiendo &l factor comun pQd# y trasformando, re-
sulta

P qealcppodinol op 3L
z+—P—+2g——z+ o = % °
que es la ecuacion (16), que antes hemos obtenido y que
da el teorema de Daniel Bernoulli.



LECCION LXVII.

Salida de un lfquido pesado por un orificio horizontal.—Nivel cons-
tante,— Nivel variable—Aplicacion del teorema de Bernoulli 4 la
salida del liquido por orificio practicado en pared delgada.—Paso
de un liquido en filetes rectilineos paralelos por un canal 6 por un
tubo,—Aplicacion del teorema de las fuerzas vivas 4 las mdquinas
hidréulicas. — Férmula de Gérardin.

Salida de un liquido pesado por un orificio horizontal.

829. En la leccion anterior hemos establecido las
ecuaciones generales que rigen el movimiento de los
flaidos, ecuaciones muy complicadas, que sélo pueden
integrarse en casos particulares; alli hemos examinado
algunos de estos casos, y vamos en esta leccion 4 exami-
nar algunos otros.

Cuando un liquido pesado, homogéneo, contenido en
un vaso, sale por un orificio horizontal practicado en el
fondo del vaso, la experiencia ensefia que las moléculas
situadas en una misma capa horizontal en un cierto ins-
tante, siguen en esta capa hasta que estin préximas al
orificio; de manera que las capas horizontales infinita-
mente delgadas se reemplazan sucesivamente unasa otras,
permaneciendo paralelas entre si. Se pueden despreciar
las velocidades horizontales, cuando las secciones varian
poco en toda la extension del vaso, y sus dimensiones son
muy pequefias con respecto 2 la altura Enténces s6lo hay

dos incégnitas en el problema, la velocidad vertical de
MEecénica racioNnaL,—Tomo II, 29
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una capa, y la presion, las cuales vamosa determinar, en
funcion de la distancia de la capa 2 un plano horizontal,
y del tiempo.

Tomemos el eje de las = vertical y de arriba 2 abajo;
tendremos

b (¢ I 7— | N —
y la Gltima de las ecuaciones (3) n.° 819,
1 dp du, duy du

Lot ok
e & ds ?y“‘+dz SR
se convierte en la siguiente
O dy s,
() 7{;—9(5 g6 o7 ds ),

por ser #=0, #,—0. Las otras dos ecuaciones se redu-
cena

ap _n 9P _
o e

830. Expresaremos facilmente la hip6tesis del parale-
lismo de las capas, igualando la cantidad de liquido que
pasa por una seccion horizontal cualquiera del vaso, 4 la
que sale por ¢l orificio durante el tiempo 4#; sea w ¢l area de
la seccion, cuya altura es 2, S el area del orificio y v la
velocidad de las moléculas en este orificio. Las cantidades
de liquido que pasan por las areas®y S, en el tiempo 4,
son wugdt y Svdt,

luggo

wkydlt = Swvdt,
de donde

(2) w=2r

Las velocidades # y v dependen del tiempo #; v es
funcion solamente de 4, y #, es funcion de z y de ¢, Eli-
minemos # entre las ecuaciones (1) y (2), tendremos

(3) %’29(3—% F+oD),
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integrando esta ecuacion con respecto 4 z, resulta
) 95,1
4) P=C+£F2—PSZ—: f:‘z_FS.,,_vﬁ
la constante C es independiente de z, pero puede ser
funcion de 7.

Sean P la presion constante ejercida sobre la superficie
-superior del liquido y P’ la presion en el orificio, se ten-
dra P=P, si todo el aparato esta en elmismo medio, por
ejemplo, en el aire, 6 en el agua. Sean /4 la distancia de
la superficie libre del liquido al plano xy,/ la distancia de
.dicha superficie al orificio; tendremos p—P, para 2=4%, y
la ecuacion (4) nos dara

Sto*
C=P—gph+e¢ 500 ?

representando por O el area de la seccion del vaso en la
superficie libre dzl liquido; por consiguiente

dv dz Swrf 1 1
) p=PaE—n—g [T—(3—5)
Par z=/A~/, se tiene P'=p, v=S, y por consiguien-
te, si hacemos

h+ld -
A’ &, P—P'=gps,

(6) g(+3)=mS L4 3(1—5)o

Ahora conviene distinguir dos casos, segun que el nivel
del liquido sea constante 6 variable.

resulta

* Nivel constante.

831. En este caso, despejando 4# en la ecuacion (6),
resulta

(7) de=p2S

B —aty?
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- . 2
Poniendo para abreviar 1-—%;—::;’, 2g(148)=#2.

Integrando la ecuacion (7), resulta
-mS k+av
— ka =t ( k—cw)
Suponiendo las velomdades nulas para #==0, y la cons—
tante c=1; y resolviendo la ecuacion con respecto v, sera

—
21—
G e
14e ™
Conocida v, la ecuacion (2) dard #s, y la ecuacion (5).

dara p.
En la expresion del valor de v vemos, que al cabo de
un cierto tiempo, tanto mas pequeﬁo cuanto menor sea.

S, v sera constante € igual a2 — \/ 29“"“’] ; y los sloe
U‘
res de #, y p convergen hacia los limites correspon—
dientes.
Si despreciamos el cuadrado de S o> ¢l limite de v sera

V/ 2901+ 8), 6 cuando 8=0, v=|/24; es decir, cuando la.
presion exterior es la misma en el orificio y sobre la su-
perficie libre del liquido. Luego esta velocidad es la
misma que la que adquiriria un cuerpo pesado cayendo en.
el vacio de una altura igual 2 la del liquido en el vaso. El
resultado que expresa la férmula v=1/3;; es lo que se-
llama zeorema de Torricelli.
832. Cuando la velocidad v llega a ser constante,
%E-:O, y la ecuacion (5) se reduce a
4 : 2,1
=P gp(3—h)—por o)
pero en el caso de equilibrio, la presion es igual &
P +pg(s—4),
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por ser v=0, la cual es menor, en el estado de movi-
miento, para las secciones en que se tenga w<O; es decir,
para aquellas cuya area es menor que la superficie libre
del liquido; por el contrario, es mayor para las secciones
‘cuyas areas son mayores que O.

El volamen V del liquido, que sale de la vasija al cabo
de un tiempo #, se obtiene integrando Svd? entre los li-

mites O y #, despues de poner por v su valor (8); se
tendra

v ‘ 2m, l eﬁ}ﬁeﬁm
——I Svdt=- o 5 .
T 0

Al cabo de cierto tiempo se podra despreciar la segun-
da esponencial y se tendra aproximadamente, poniendo
por /4 su valor /3,143,

v—Y200Y) , - omls
1 1 1 12
5] 0! g2 0
El primer término del segundo miembro es el voli-

men que hubiera salido, si la velocidad hubiera sido desde
-el principio igual a su limite.

Nivel variable.

833. En este caso m y O son funciones conocidas de

A, por la ecuacion !
h=l=—a,

siendo « la distancia constante del orificio al origen de las
z. Sera necesario expresar que el liquido, que sale en un
intervalo de tiempo 47, es igual al volimen comprendido
‘entre los dos niveles correspondientes al principio y al fin
de esteintervalo. De este modo obtendremos, Odh—Svds,

dh  Sw
6 (9) i e
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La ecuacion (6) se reduce 2

el 2 BT
(10) glo+3—hy=mSe 43St — ).

Eliminando 47 entre las ecuaciones (9) y (10)y po-
niendo 'v%:fzgz, resulta

Tt (T e+ b —a—D) =0,

ecuacion lineal que podemos integrar. Cuando z sea co-
nocido en funcion de p, se conocera v en funcion de .-
Lacantidad de liquido, que ha salido del vaso, se determi-
nara calculando el volimen del vaso comprendido entre-
el nivel inicial y el nivel variable.

Si el area S del orificio es muy pequefia, la ecunacion
6) se reduce 2

v2=2¢ (/+39),

lo que da para v la velocidad limite que hemos obtenido-
para t=—o. La velocidad que da la experiencia, es me-
nor que la teérica calculada por esta férmula, en la rela-
cion casi constante de 0,62 a 1.

Aplicacion del teorema de Bernou lli 4 la salida del liquido por
orificio practicado en pared delgada,

834. El teorema de Bernoulli permite tambien deter-
minar de un modo muy sencillo, la velocidad v de un punto-
de un filete liquido, animado de un movimiento perma-
nente, cuando es conocida la presion en este punto. Sea

PORT (fig. 343), unvaso de forma cualquiera en el cual
el liquido conserva un nivel constante L'T; en cuya
pared, que supondremos delgada, se practica un orificio.
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CD por donde sale el liquido; al cabo de un tiempo muy
~ corto, se establece el régimen
permanente. Se pide la veloci-
dad v en la seccion a5, donde
la salida se verifica por filetes
paralelos, y que se llama sec=
cion contraida de la vena liqui-
da; esta seccion esta muy pré-
xima al orificio CD cuando la
Hig, 343, pared es suficientemente del-
gada.

La presion en todos los puntos de la seccion as es igual
a la presion atmostérica; porque sino lo fuera, la vena li-
quida tenderia 4 contraerse 6 4 dilatarse, por la presion
atmosférica que se ejerce @ su alrededor. Consideremos
en particular el filete que pasa por un punto # de esta sec-
cion; sea Az la traza del filete en el interior del vaso,
que supondremos prolongado hasta una porcion del li-
quicdo en que la velocidad es muy pequefia. La ecuacion

del gasto

Q: WU— wr'U d

prueba que las velocidades v y v varian en razon inversa
de las areas de las secciones w,w’. Siendo la seccion del
vaso mucho mayor que la seccion de la vena en as, las
velocidades en el interior del vaso son necesariamente
mucho menores que la velocidad  la salida; de modo que
podemos suponer que la velocidad en el punto A se pue-
de despreciar sin error sensible.

Sean z=AA' la altura del punto A sobre un plan ho-
rizontal SS',  la presion en el punto A; llamemos v a la
velocidad en el punto #,2'=nm, 4 la altura de » sobre
el mismo plano, y py & la presion en #, igual como sa-
bemos a la presion atmosférica. Aplicando la ecuacion de
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Bernoulli, tendremos

z-+ r_n +?_°_ 2
P 29 P
Son desconocidos z y p; mas como enel punto A la ve-

locidad es casi nula, ladistribucion de las presiones difie -
re muy poco de la presion de un liquido pesadoen equili-

brio, que es segun la Hidrostatica z—+ 1;-. Esta funcion es

enténces independiente de la posicion del punto A; to-
mémosla para un punto M de la superficie libre LT; en
este punto, la presion es igual a la presion atmosférica 6
a Py, si el vaso esta abierto al aire libre, y los niveles LT
y as no distan mucho uno de otro; sea Z la altura de la
superficie libre del liquido LT sobre el plano de compa-
racion SS'; tendremos

; e s
y la ecuacion anterior se convierte en
Z Tl B el g o
P 29 i i
de la que se deduce
v=)/ 9 (Z—#)=V/ 2gh, _
llamando # 2 la altura vertical desde LT 2 la seccion con-
traida. Volvemos 4 encontrar el teorema de Torricelli.
Elgasto Q es vw, siendo w el areade la seccion contrai-
da, y v la velocidad del liquido en dicha seccion, y sera
Q=uwy/34h-

Por la expzriencia se ha determinado la relacion g del

area de la seccion contraida al area del orificio, esta rela-

- . . (01}
cion que se llama coeficiente de contraccion, es 5 =0,62, y

la expresion del gasto toma la forma

Q=—0,62 S/ 575
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Paso de un liquido en filetes rectilineos paralelos, por un canal
6 por un tubo.

835. Cuando un liquido, animado de un movimiento
que satisface 4 las condiciones de pzrmanencia, corre por
un canal 6 por un tubo, en filetes sensibles rectilineos y
‘paralelos, las presiones se distribuyen en una misma sec-
cion trasversal segun las leyes de la Hidrostatica, es de-
cir, como si el liquido estuviera en equilibrio en el vaso
que lo contiene.

Para demostrarlo, tomemos las ecuaciones del movi-
miento de un liquido homogéneo
S e

p dz

1 dp

v la ecuacion de continuidad

du

du, du,
ze.’a: +

Las cantidades #', «',, 4’y representan las proyecciones
e la aceleracion sobre los ejes. Supongamos que el eje
de las x es paralelo 4 la direccion de los filetes; las velo-
«cidades u, y u, son cero, lo mismo que las aceleraciones

oy yu'ys Luego ==, E-O y la ecuacion de conti-—
nuidad se reduce a j—x =—0; y como siempre
’ du du du du

=W +I¢1d—y+ﬂgz+ =
en la cual ——0 por ser el régimen permanente; tam-

bien _Z_x:[), #=0y =0, luego #'=0, y la velocidad
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# es constante para un mismo filete, y el movimiento es
uniforme.

Las tres ecuaciones del movimiento se reducen a las
siguientes: / '

dp
P
dp
E;__PYa
dp
e 00

es decir, 2 las ecuaciones del equilibrio, 6 de la Hidrosta—
tica, y las presiones se distribuyen en el interior de la ma-
sa liquida como si estuviera en equilibrio. Esta conse-
cuencia sélo se verifica para una longitud infinitamente
pequefia de la corriente, sise trata de un liquido natural;
pues para mayor extension deberiamos tener en cuenta la
viscosidad. Por fin, esta proposicion sélo se verifica para
la distribucion de las presiones en una misma seccion
trasversal.

836. Apliquemos este teorema a la salida de un li-
quido por un orificio que lleva un tubo adicional. Por-
el orificio CD (figu-
ra 344), sale un liqui-
do contenido en el va-
so LCD, mantenido a2
un nivel constante
LT; el liquido corre
en filetes paralelos por
un canal, cuyo fondo
esta representado en

Fig. s44.

la figura por HD.

Sea EF la seccion masaproximada al orificio, en donde
la corriente por filetes paralelos se establece; designemos
por v la velocidad del filete liquido que atraviesa dicha
seccion en el punto 2; sea p’ la presion en este punto y 2~
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la altura pp’ sobre el plano de comparacion SS; z y p las
cantidades anilogas en otro punto A del mismo filete,
tomado en el vaso bastante léjos del orificio para que la
velocidad sea sensiblemente nula. Por el teorema de Ber-
noulli, tendremos

v!

i+ =Lz
P 2y P

Sabemos que z+ i‘;—: Z+ ﬁp‘?- siendo Z la altura

del nivel libre del liquido LT, y p, la presion atnosfé-
rica. Tambien ¢l paso por la seccion EF se verifica por
filetes paralelos, y las presiones en esta seccion estan dis-
tribuidas como si el liquido estuviera en reposo. Luego-

2 +-%'-=Z’+ -%’- , siendo Z’ la altura de la superfi-

cie libre en el tubo adicional, y la férmula se reduce a
B 5 s
fog ’ e o 29°

de donde se deduce

V=V g(Z—2%) =V 2gh»

siendo 4 la diferencia de nivel entre la superficie libre del
liquido en el vasoy la superficie libre en el canal de salida.
Todos los filetes liquidos que atraviesan la seccion EF,
estan animados de la misma velocidad.

Del mismo modo probariamos, que cuando un liquido
pesado sale por un orificio sumergido, es decir, cuando-
la vena liquida penetra en un liquido en equilibrio, la ve-
locidad de salida es igual 4 la velocidad debida a la di-
ferencia de altura comprendida entre el nivel del liquido
en el depésito superior y el nivel del liquido en el deposi-
to inferior.
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Aplicacion del teorema de las fuerzas vivas 4 las maquinas
hidrdulicas.

837. Las maquinas hidriulicas se ponen en movi-
miento por la fuerza del agua. Sea para fijar las ideas C
una rueda hidraulica de paletas curvas (fig. 345), en la
cualelagua
obra sobre
las paletas,
pasandodel
depésitosu-
perioralde-
positoinfe-
rior; el mo-
vimiento

Yk del liquido

es sensible-

mente permanente, el sistema mévil se volvera a encon-

trar en una situacion exactamente semejante a la que te-

nia; al cabo de un tiempo muy corto, que la paleta 2% in-

vierte en pasar al lugar de la paleta siguiente 4'4’. Sea §

este tiempo, y apliquemos el teorema de las fuerzas vivas

2 la masa liquida durante este intervalo de tiempo, Con-

sideremos dos secciones trasversales, una FE' en el dep6-
sito superior, y otra GH en el inferior.

Todo filete liquido que atraviesa la primeraen un pun-
to p se encontrara en la segundaen un cierto punto g¢; sea
- el area de la seccion del filete y v la velocidad del liqui~
do en el punto p.

El volimen que ha pasado durante el tiempo § por una
seccion de este filete sera wof; el volimen que pasa por la
seccion total en el mismo tiempo, serd Zwvl—0Z0v=—08,
llamando Q al gasto total de la corriente de agua en una
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unidad de tiempo. En el tiempo 6 la seccion FF’, pasa &
ocupar la posicion EE', y si admitiinos que la velocidad v
sea comun 2 todos los filetes, el caminorecorrido es igual
a ds=—wv8. Designemos por v', las cantidades analogas
relativas al filete ¢ en la seccion GHj el volimen gastado
en el tiempo 0 serd tambien Qf, y la seccion GH ocupara
la posicion G'H’, recorriendo el camino v.

La parte del sistema liquido comprendido entre las
secciones FF' y GH se compone en las dos épocas de las
mismas moléculas animadas de las mismas velocidades; el
incremento de la fuerza viva entre las dos épocas es, por
consiguiente, la diferencia entre la fuerza viva de lamasa
GHH'G/, y la fuerza viva de la masa FF'EE’, es decir,

£ Qn(oe—u2);
esta diferencia sera igual al duplo de lasuma algébrica de
los trabajos desarrollados por el sistema. Ahora las fuer-
zas que solicitan al sistema son la gravedad, la presion
atmosférica, las presiones propias del liquido, la resisten-
cia opuesta por la rueda, y ciertas resistencias accesorias,
analogas a las resistencias pasivas.

El trabajo de la gravedad es igual al que desarrolla la.
masa FF'EE al pasar 4 la posicion GHH'G’; el peso de
esta masa es pQ0. Sean /4 y /' las profundidades de la cor-
riente de agua en las secciones FF', GH; Z y Z' las altu-
ras de los niveles LT y L"T” sobre un plano horizontal SS';

el centro de la masa superior sera la cota Z—% ,yelde

la masa inferior la cota Z’——-——};-, supuestas las secciones.
rectangulares. Luego el trabajo de la gravedad es
h b T
pQﬂ(Z————Q——Z+—2—~). |
La presion atmosférica puede considerarse como ac—
tuando sobre todo el volimen liquido, porque se ejerce
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en la seccion superior, en la inferior y en las paredes la-
terales. Su trabajo es nulo, puszsto que e! liquido no cam-
bia de voldmen.

Las presiones laterales no desarrollan ningun trabajo,
suponiéndolas normales 4 los caminos recorridos por sus
puntos de aplicacion; no hay, pues, que tener en cuenta
mas que las presiones de arriba y de abajo en las seccio-
nes FF'y GH, haciendo abstraccion de la presion atmos-
térica, las cuales se distribuyen segun la ley de la Hi-

drostatica (766). La presion media en la seccion FF' es
igual a la presion sobre el centro de gravedad, 64 p -;i :
y esta aplicada 4 toda la seccion F'F, su trabajo se obten-

dra multiplicando p—g- por el area de la seccion FF, y por

el camino descrito v8, lo que equivale a2 multiplicar p;—‘
por Qf; luego el trabajo de la presion de arriba es igual

a +9J7;QG; del mismo modo el trabajo de la presion

de abajo, que es resistente, es—p %Q&.

El trabajo de la resistencia de la rueda es igual y con-
trario al trabajo de las acciones normales ejercidas por el
agua sobre la rueda, 6 al trabajo motor trasmitido al apa-
rato; designemos por T,,0 este trabajo, lamando T, el
trabajo trasmitido 2 la rueda en la unidad de tiempo.

Por fin, designemos por —T; la suma de los trabajos
resistentes accesorios, referidos a la unidad de tiempo.

El teorema de las fuerzas vivas, da la ecuacion

; Ry e B 3 W
£ QU2 =p QY Z—5 —Z'+ )+ o5 Qi—p s QO
A o e T B
y reduciendo
' ¥ vt
Ta=pQ(2—2 +'§)—PQ;,‘—TJ-
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Tal es la ecuacion de las fuerzas vivas para una maqui-
ane e ! . il
na hidraulica. En ella pQ 25 la mitad de la fuerza viva

gastada en la unidad de tiempo por el canal de llegada;
(Z—Z') X pQ esel trabajo debido al salto; es decir, el pe-

so del agua por la altura Z——Z,pQ— es la mitad de la

fuerza viva conservada por el agua cuando deja la rueda,
y T, es el trabajo debido 4 la viscosidad, 4 los rozamien-
tos del liquido con el lecho delcanal, con la rueda y consi-
go mismo.

El trabajo utilizado por la rueda aumenta con la altura
del salto Z—7Z'; y tambien aumenta cuando la velocidad v’
y el término T; disminuyen. Asi, el mejor receptor hi-
draulico sera aquel en que el agua entre sin choque, y
salga sin velocidad.

Si entra sin choque, el término T es sensiblemente
nulo; si sale sin velocidad v'=0. Pero es imposible satis-
facer completamente 4 estas condiciones.

El término pQ(Z e g )representa la fuerza ab-

soluta del salto, y el trabajo utlllzado por el receptor no
es mas que una fraccion del trabajo desarrollado por esta
fuerza. Esta fraccion es la medida del rendimiento de la
maquina.

Férmula de Gérardin,

838. La nueva férmula de los motores hidraulicos de
M. H. Gérardin, dada en su teoria delos motores hidrau-
licos, esta fundada en el teorema de los momentos de las
cantidades de movimiento, aplicado 4 la masa flaida, con
respecto al eje de rotacion del receptor; este método tie-
ne la ventaja de eliminar las fuerzas interiores.

Consideremos en el instante # una porcion del liquido
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actuando sobre la rueda y comprendido entre una sec—
cion del canal de arriba y una seccion del canal de abajo.

Sean m la masa de una molécula, v su velocidad, » su
distancia al eje del receptor, « el angulo que forma la ve-
locidad v con el arco infinitamente pequefio que descri-
biria en el tiempo 47 el punto geométrico ocupado por la
molécula m, si fuera arrastrado por la rueda, y » la velo-
cidad angular, constante 6 variable, de la rueda.

El producto mur cos « serda el momento de la cantidad
de movimiento de la masa m con respecto al eje; Emvrcosa
representara la suma de los momentos de todas las mo-
léculas comprendidas entre los limites indicados. Llame-
mos M 2 la suma de los momentos, con respecto al eje
de la rueda, de las fuerzas exteriores que solicitan la
masa fldida, prescindiendo de las reacciones ejercidas por
la rueda sobre las moléculas que la tocan; las fuerzas
comprendidas en la suma M son por consiguiente la gra-
vedad, las presiones del fliido que rodea 4 la maquina,
~ las presiones normales de las paredes fijas, la resistencia
del aire y los rozamientos de las paredes.

Sea i la suma de los momentos con respecto al mismo
eje de las acciones ejercidas por la rueda sobre la masa
fliida; — . sera la suma de los momentos de las reaccio-
nes del fldido sobre la rueda.

Aplicando el teorema de los momentos de las cantida—
des de movimiento 4 la masa flGida, durante un interva-
lo de tiempo 4¢, tendremos

d.(Emvr cosa)—(M—p)dt,

6 p=M— % Emor cosa;

multipliquemos por wd?, dngulo descrito por la rueda en
el tiempo d#; el producto p.wdf sera el trabajo elemental
dT trasmitido a la rueda, y tendremos

dT =Muwdt —uwd.(Emvrcosa),
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férmula muy notable, que no se funda en ninguna hi-
pétesis, y que no supone ninguna permanencia de régi-
men, ni de continuidad de la masa fldida en movimiento.

El trabajo trasmitido 4T no es tampoco utilizado en-
teramente por la rueda; el mejor aprovechamiento corres-
ponde al caso en que la velocidad angular w es constante;
de otro modo, una porcion del trabajo motriz se consume
en pura pérdida, para producir las variaciones de veloci-
dad del cuerpo que gira.

Mzciwica Raciowar,—~Tomo I, 3o
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Vibraciones de los gases en tubos cilindrices, Ecuacion del movi-
miento,— Integracion y discusion de esta ecuacion.—Tubo cerrado
por un extremo ¢ indefinido por el otro.—Tubo indefinido en un
sentido y abierto en un medio gaseoso de densidad coenstante.—
Tubo cerrado por sus dos extremos,—T ubo limitado abierto por sus
dos extremos, —Tubo limitado abierto por un extremo y cerrado por
el otro.—Velocidad del sonido en los gases.

Vibraciones de los gases en tubos cilindricos. Ecuacion del
movimiento.

839. Para estudiar el movimiento vibratorio de los
gases en tubos cilindricos sea PQ (fig. 346), un tubo ci-
lindrico lleno de
ajre apresionytem-
peratura constan-
tes y cuya seccion

i s recta es arbitraria;

tomenos el eje del

cilindro OX por eje de las x, y por origen el punto O
de esta recta. Supondremos que en el movimiento del gas
en el interior del tubo, las moléculas situadas al principio
del movimiento en una seccion trasversal se trasladan
todas juntamente, de manera que en cada instante se en-
cuentran en un plano normal al eje OX. Esta condi-
clon puede satisfacerse al principio del movimiento, y el
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<alculo que vamos a verificar prueba que puede admitirse
durante todo el movimiento.

Sea en el origen del movimiento, 6 para =0, A una
capa trasversal cuya abscisa es x; al fin del tiempo #, esta
-capa se encuentra en A’ sin dejar de ser normal 2 OXy su
abscisa es x + #; consideremos al principio del movimien-
to una segunda capa B cuya abscisa sera x+4x, al fin de.
tiempo #, se habra trasladado a B', y su abscisa sera

x+dx+u+i~za’x. Establezcamos la ecuacion del movi-

miento de la masa gaseosa comprendida, al fin del tiem-
po ¢, entre las capas A y B, y al fin del tiempo #' entre las
capas A’ y B'.

Para no tener en cuenta el peso del aire, supongamos
el tubo horizontal; la pequefia densidad de los gases
nos permitira despreciar la gravedad con respecto a las
presiones, y tambien despreciar las variaciones de presion
y de densidad que resultaran en el estado de equilibrio,
para una inclinacion dada del tubo, y los resultados que
obtengamos seran generales. El movimiento de la capa
gaszosa estara definido por el valor de # en funcion de 4
du
E-
dad de aire comprendida entre los planos A y B al fin de-
tiempo #,6 entre los planos A’y B', y p, plas presiones por
unidad de superficie en los planos A’ y B, la ecuacion
del movimiento representando por w el area de la seccion
sera

y la aceleracion sera iguala Sea m la masa de la canti-

. t P
@) mG=ulp—1).
840. Seapla densidad del gas en el estado de reposo,
y a la temperatura que posee al principio del movimiento,
sera m=—=pwdx. Para determinar completamente la ecua-
cion (1), debemos expresar p y p’ en funcion de las varia-
bles #y x; lo cual conseguiremos por medio de las leyes
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de Mariotte y Gay-Lussac. Sean al efecto p, la presion
del gas al estado de reposo en la seccion A, 0, su tempera-
tura, a su coeficiente de dilatacion, 0 su temperatura al
estado de movimiento al fin del tiempo #, en el interva-
lo A'B'y p la presion en la seccion A’. Entre las presio=-
nesp y p,existe, segun las leyes de Mariotte y Gay-Lus-
sac, la relacion
p __ vol. ABx(14af) dz 1-+0of
(2) Po VOl AB><(1+48,) I +rt_u ot 1+ad,?
da

du :
@y~ son cantidades muy pequefias, y desarrollando
14ab

b
prlmeros términos del cociente, 14« (6—10;); y del mis-

por la division, podemos poner en su lugar los dos

mo modo, en vez de-;d % g ; resulta
1 + __u dﬁ:
dzx
(3 » P0(1+¢ 9—90))(1'— — =720 [1 -—+¢{e-eu)] ,

. 2 iSOG =
despreciando el termmoaa(ﬂu-—ﬂ), que es muy pequeiio.

La diferencia d las presiones p—p’, es la diferencial
parcial de p, tomada con relacion a la variable x, y con
signo contrario ; bastara, pues, para obtener p—p’, dife~
renciar con respecto 4 x la ecuacion (3), y cambiar el sig-
no al resultado. Pero antes de diferenciar conviene ex-
presar la diferencia8—8;en funcion de las variables x y #.

841. Latemperatura de una capa gaseosa crece con
la presion que experimenta esta capa, y se encuentra la
relacion que existe entre estas dos cantidades, por medio
de las siguientes consideraciones de Termodinamica.

‘Se sabz que elcalor produce trabajo, y el trabajo meca-
nico produce calor; y bajo este punto de vista el calor es
anilogo 2 la fuerza viva, porque el movimiento de todo
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-sistema material presenta una serie de cambios entre la
fuerza viva y el trabajo de las fuerzas interiorss y ex-
teriores.

111 calor latente de fusion de los sélidos, y el calor-la-
tente de vaporizacion de los liquidos no son sensibles al
termémetro, 6 no producen aumento alguno en la tempe-
ratura de estos cuerpos. La cantidad de calor que reciben
estos cuerpos verifica un crerto trabajo, que consiste en,
la disgregacion de las moléculas, que de sélidas se con-
vierten en liquidas 6 gaseosas, y este trabajo equivale al
calor empleado en producirlo. Cuando se calienta un gas
en vasija cerrada, sucede una cosa aniloga; si no se le
permite ocupar un volimen mayor, su temperatura seele-
va de un cierto namero de grados, para una cantidad de-
terminada de calor que se le comunica, y al mismo tiem-
po su presion aumenta. Si se calienta del mismo nimero
de grados, dejando que aumente su volimen, de manera
que su presion permanezca constante, se observa que es
preciso comunicarle una cantidad de calor mayor que en
el caso de ser su volamen constante. En el primer caso,
el calor s6lo ha producido el efecto de calentar el gas; en
el segundo, una parte ha producido el caldeamiento, y la
otra se ha trasformado en el trabajo molecular de la ex-
pansion del gas.

La cantidad de calor contenida en un cuerpo, se m1de
por la suma de las fuerzas vivas de las moléculas, corres-
pondientes 4 sus pequefios movimientos vibratorios. De
suerte, que la fuerza viva total de un sistema material
-consta de tres partes: la fuerza vivadebida a la traslacion
del sistema, suponiéndole concentrado en su centro de
gravedad; la fuerza viva en el movimiento con relacion 4
ejes de direccion constante, trazados por su centrode gra-
vedad; y la fuerza viva debida 4 las pequefias vibraciones,
de las moléculas materiales alrededor de sus posiciones
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medias, que mide como hemos dicho, la cantidad de calor
contenida en el sistema en el instante considerado.

842. La unidad usada para medir las cantidades de
calor se llama caloria, que es la cantidad de calor nece-
saria para elevar de cero 4 un grado centigrado la tempe-
ratura de un kilégramo de agua liquida.

Se llama calér especifico de un cuerpo el nimero de
calorias que hay que emplear para elevar la temperatura
de un kilégramo de este cuerpo, de cero 2 un grado cen-
tigrado. Como al calentarse el cuerpo, se dilata y verifica
un cierto trabajo, la cantidad de calor necesaria para elevar
de un grado su_témperatura es superior 2 la que produ-
ciria el mismo efecto, si el volimen del cuerpo permane-
ciera constante. Hay, por consiguiente, para un mismo.
cuerpo dos calores especificos, el uno a volimen constante,
y el otro @ presion constante; estas cantidades son diferen-
tes para todos los cuerpos; pero la diferencia es muy pe--
quefia para los sélidos y los liquidos, que son muy poco
dilatables, y es muy considerable para los gases, que son
muy dilatables. Para encontrar con exactitud la relacion
del trabajo al calor que lo produce, conviene escoger, como-
¢jemplos, cuerpos cuyas dilataciones no den lugar 2 nin-
gun trabajo interior; los gases son los que mejor satisfa-
cen A esta condicion, porque sus moléculas son mas inde~
pendientes y tienen ménos viscosidad.

843. SeaV un cierto volamen de gas, a la tempera-
tura cero, bajo la presion p, sea P el peso especifico de-
este gas 2 esta temperatura y a esta presion. Designemos-
por ¢ su calor especifico a presion constante, por ¢ su
calor especifico 4 volimen constante, siendo « su coefi-
¢iente de dilatacion.

Si elevamos la temperatura del gas 4 # grados, la canti-
dad de calor que habra que comunicarle, para este efecto,
serd, PV X ¢,#, cuando su volimen permanezca constante.
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Cuando el voliimen aumenta y la presion es constante,
el aumento de volimen esta representado por V X az, v
el trabajo producido por la dilatacion es pV X a#. La can-
tidad de calor empleada en producir este resultado es
PV X cz. De esta cantidad, la parte PV X ¢, 7 se emplea en
calentar el gas; el resto PV (¢ —¢))¢, se trasforma en tra-
bajo, y la relacion del trabajo producido al calor corres-
pondiente, es
pVat P
PVic—c)t  Ple—¢,)

Este namero es independiente del volimen V consi-
derado, y de la temperatura 7 2 que se ha llevado el gas.
La ecuacion de Mariotte y Gay-Lussac (7759)

% :‘K( i +°‘th
haciendo en ella =0, es

il o yret oM
?— 3 é -'P"-—-—Kc-'.—R,

y laférmula de Mariotte y Gay-Lussac puede pasarse bajo
la forma

A
PR R (a h I),
que es muy cémoda, y conduce 2 expresar la temperatura

- 1 = )
por el nimero — -+, envez del nimero #. Esto equiva-

i - | - - - l - o
le & bajar el cero de la graduacion centigradaa —, 64273

bajo cero. Este nuevo cero se llama cero absoluto; si la
smperatura del gas pudiera descender a este grado del
termémetro ordinario, su fuerza elastica vendria a4 ser
rigurosamente nula.
Sea b la temperatura contada 2 partir del cero absolu-
to, 6 la que se llama la temperatura absoluta, se tendra la
sencilla ecuacion:

L —RS,
=
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para enlazar la presion, el peso especifico y la temperatu-
ra de una masa gaseosa. La relacion del trabajo produci-
do al calor empleado en producirlo es por consiguiente
i o B
Ple—e,) c—e

Esta relacion se llama equivalente mecanico del calor, y

su reciproca c—_ﬁﬂ, es el equivalente calorifico del trabajo.

Estos niimeros, como los acabamos de definir, pueden
considerarse como constantes especificas, que varian con
el cuerpo que se considera. A pesar de esta restriccion,
se demuestra en Termodinamica que el equivalente me-
canico del calor es absolutamente constante, cualquwra
que sea el cuerpo sometido 2 la experiencia.

844. Esto supuesto, el volimen de gas wdx, tomado
a la presion p,, experimenta una dilatacion que aumenta

su volamen, en larelacion de 1,21 + ; luegola varia-

cion relativa de volamen esta medtda por la expresion
w . ~

—;+ Supongamos que esta relacion sca bastante pequefia

en valor absoluto, para que la presion p, no varie sensible-
mente a causa de la dilatacion del gas. El trabajo des-
arrollado por este volimen de gas es

PGdexX i'—‘:;..

Admitiremos que este trabajo es enteramente produ-
cido a expensas de la cantidad de calor interno del gas,
y que corresponde 2 un descenso de temperatura i, —6;
esta hipétesis equivale 2 despreciar la cantidad de calor
producida 6 absorbida por el tubo. La cantidad de calor,
perdida por unidad de peso, es ¢ (8,—"), la que p:erdc el
peso considerado es

¢(%—H) X pgowdx.

Designando por C el equivalente mecanico del calor,
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tendremos
Cey(by—Nb)pgwdx—=pywdx _‘;5,

R - ’
pero C—= ~——, stendo R la constante de la ecuacion de
i

los gases, —f;_- :R(—i—-]—& ); y despejando en la ecuacion
anterior § —6,, sera
Do =0 du

F‘?H' € az :
€cuacion que se slrnphﬁca observando que

2 —R(+).

By—b=—

y resulta

1 c—e, du
fp—0= (5 +%) %
y por fin '

@ al—8)=(1+a8 ) =22

Oy
Sustituyendo en la (3), sera

e—y

p= Po[i_““__(l“*"‘eﬁ) e, dx
—po—20 (142 + )5

y despreciando el término que contiene «, por ser muy
pequeiio, tendremos

du ¢

(5) p=pPo—2o—; - i
Hay que tener en cuenta la variacion de la temperatura
de las capas sucesivas, segun su grado de rarefaccion 6
de condensacion; porque los cambios de presion son bas-
tante rapidos, para que no haya tiempo de establecerse
una temperatura uniforme en toda la masa gaseosa en-

movimiento, en virtud de la conductibilidad y de la ra-
diacion del calor. Ademas el factor%'es muy superior
L}

2 ]a unidad.
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Diferenciando la ecuacion (), sélo con relacion a x,
obtendremos

Il d
(6) P—p=Sfdx=—py T8 dx X —;
y sustrtuyendo en la ecuacion (1) por m y_p—p sus valo-
res, la ecuacion del movimiento se convertira en la

d*u ¢ d'u
(7} egm P05 o

haciendo a=—{ /22 % -2, se reduce 2 la forma
P €y
( d;’t_i @du
det " dat”

Integracion y discusion de esta ecuacion,

845. La integral general de esta ecuacion, con dos
funciones arbitrarias, es
(9) n=q(x—at)+Y(x+at).

Las funciones ¢ € ¢ se determinan por medio de los
valores iniciales, para /=0, de « y %: que son funciones
dadas de x. En vez del valor inicial de #, supondremos
conocido el valor de la dilatacion %, para #=0; de suer-
te, que debemos conocer, para t=0, las cantidades

,m =f(x), —-—f (%)
De la férmula (g) se deduce
(S (x—at) 4 (5 +-at),
(10) d
S T [—q; (x—at)+ Y (x+at)).

Haciendo r_.O en estas ecuaciones, obtendremos
¥ (%) +¢'(x)=/(%),
1 ’ 1
YR —¢ ()= fi(x),
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que dan los siguientes valores de ¢ (x) y ¢/(x),
| F@= (= )
7 =1 (flo)+ = £,(x))-

846. Supongamos que la parte puesta primitivamente
en movimiento se extiende sélo desde x—0, a2 x=~.
Enténces las funciones flx) y /(x), y las ¢/(x) y §/(x) que
dependen de ellas, son cero para todos los valores de x
no comprendidos entre 0 y /.

Tomemos en un punto situado a la derecha, y mas alla
de la conmocion inicial OL (fig. 347); siendo su abscisa x
mayor que /,
x +at sera ma-
yor que /, sien-
do £>>0, y ten-
dremos por con-

Fig.347,

siguiente en las ecuaciones (10)

3 x+at)—0

d“_? (1‘: at): dt —ag (x_at)a

y para que estos valores ds — y Z¥ no sean cero, es nece-

sario que x—at esté comprendtdo entre 0y [, 6 que x>>at
y x<at—+1I; es decir, que'al cabo del tiempo # no haya
movimiento mas alla de OL, mis que en una porcion
AB=/ del tubo. Esta porcion, que se llama onda, esta
constituida de una manera invariable que sélo depende
de la funcion ¢, y se aleja indefinidamente de OL
con una velocidad constante ; este movimiento de la
onda no debe confundirse con el movimiento de una mo-

lécula del gas, que sélo dura el tiempo :i-; porque de
x—at>0y </, resulta que una molécula no principia

1 A 4 & . &=—1
amoverse, sino despues de un tiempo igual a —~»Yyno
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. . . - X
vuelve al reposo sino al cabo de un tiempo igual & —.
Para una capa cualquiera de la onda existe una relacion

: di LAY,
constante —a entre la velocidad 'aT:" y ladilatacion, porque

du

dt du du
—_— o —_—
du dt da

dx
847. Para los puntos situados en la parte de las x ne-
gativas, se tiene
o' (x —at)=0,
y | m=Ve+a), Geef(+a)
y tambien {'(x 4 a#) es cero cuando x no estd comprendi-
da entre —at, y—at 1.

El movimiento se propaga tambien hacia las x negati-
vas, por una onda A'B’, cuya naturaleza depende de la
funcion ¢’ y que se mueve 4 la izquierda del origen O,
con una velocidad constante 4.

Una molécula dzl gas esta en movimiento durante un

. . . - — I—
intervalo de tiempo igual 2 —:—, desde t>—£ hasta #<Z -a—m.

En cada capa se verifica la relacion
du du

@ | .ap
84.8. Con respecto alos puntos situados entre O y L,
du

o= y = ” dependen de las dos funciones o' (x—at), y ¢'(x+-at).

i
Yistas dos funciones se anulan, desde que # excede 4

de suerte, que trascurrido este tiempo, toda la parte OL
queda en reposo, y hay dos ondas que se alejan 2 derecha
Y alzqulerda como acabamos de ver. .

El movimiento se propagaria por una sola de estas dos
ondas, sila conmocion inicial fuera tal, que se verlﬁcara,
en la parte OL o'(x)==0, 6 ¥(¥)=0, lo que segun las
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férmulas (11), equivale 4 suponer
du du du__ . .ldu
T4 67‘_ad—x, para =0. .
Sila conmocion inicial tiene lugar en varias partes del
tubo, separadas por intervalos en reposo, bastara suponer
las funciones ¢'(x) y ¢(x) nulas en estos intervalos, para
que esté comprendido este caso en el que precede de una
conmocion limitada; cada porcion conmovida debe pro-
ducir las ondas que se propagan 4 derecha & izquierda

con la velocidad constante 4.

Tubo cerrado por un extremo é indefinido por el otro.

849. Tomando por origen de Jas x el extremo cerra-

do del tubo, se tendra la condicion :—::0, para, x=0,

cualquiera que sea el valor de #; las funciones ¢(x) y U(x)
s6lo seran dadas para valores positivos de #.

ssdu - 3
La condicion — =0, para x=0, dara, cualquiera que

sea el valor de #, positivo6 negativo, segun la segun~
da ecuacion (10).

Y(at)—g' (—at)=
y representando por una nueva variable y positiva 6 ne-
gativa, la cantidad 4, tendremos

(12) YA =¢(—7)

Esta ecuacion determina las funciones ¢’ y ¢’ para los

valores negativos de la variable, siendo estas funciones
conocidas para los valores positivos.

Los valores de 2 - y de , que dan las férmulas (10),

asi determinados para valorcs cualesquiera de x y 4 son
los mismos que si el tubo no estuviera cerrado en su ori-
gen O, y se extendiera indefinidamente en los dos senti-
dos, escogiendo el estado inicial del tubo del lado hacia
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el cual sz prolohga el tubo como acabamos de indicar.
En esta hip6tesis, cambiando x en —x en las férmu-
las (10), se tendra, para la dilatacion y la velocidad de la
<apa correspondiente a la abscisa —x, teniendo en cuen-
ta la ecuacion (12),

(}%)_w‘:?'(—x—-df)—h[a’(—x—t-az)
g an{22).
(%)_ :“[“ ?’(—x—at) + ¢ (—x+ar) ]

_.a[—w (x—at)—{ (x+ aa‘)]—--—(a-) :

Asi en las dos secciones equidistantes del origen O, la
dilatacion es igual, y las velocidades son iguales yde sig-
no contrario.

Basta que esta propiedad se verifique cuando principia
a contarse el tiempo, para que tenga lugar en una época
cualquiera, porque para que se verifique cuando # =0, se
vuelve 4 encontrar la condicion que expresa la ecua-
cion (12).

850. Sila conmocion inicial esta contenida en un es-
pacio limitado AB, entre las abscisas 4 y 2/, producira
dos ondas animadas de velocidades 2 y—a; y segun lo que
precede, habra dos ondas simétricas de éstas; separando-
se 4 derecha y 4 izquierda del intervalo A'B’, simétrico de
AB. Las que se alejan d¢l origen O, no experinentan nin-
guna alteracion; y las otras dos, llegan al misno tiempo
al punto O, y continuando su camino, sz camponen pe-

1.&
netrandose, de suerte, que los valores dc d y en un

mismo punto, comun 2 las dos ondas, seran las sumas de
los valores que tienen en cada onda; estas dos ondas, des-
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pues de haberse atravesado, se separan y continfian su
marcha sin alteracion.

Resulta, segun la simetria de las ondas, que el efecto
producido en el tubo es el mismo que si las diversas capas
de la onda, que se aproxima al plano fijo O, se replegan
sobre si mismas conservando la misma densidad y toman-
do una velocidad igual y contraria 4 la que antes tenian.
Despues que todas las capas hayan llegado al punto O,
se tendra una onda que marcha en sentido de las x posi-
tivas, y que no sera mas que la primera invertida, En esto
consiste la reflexion del movimiento sobre un plano fijo.

Tubo indefinido en un sentido y abierto en un medio gaseoso
de densidad constante.

851. En este caso se admite que la fuerza elastica del
gas en la abertura O del tubo, es la misma que la del gas

exterior en reposo, y por consiguiente ladilatacion %: =50

para x=—=0, por ser p=—7p, (1 — :—:)

Cualquiera que sea #, la primera de las ecuaciones (10)
da con estos supuestos

¥ (af) +g' (—at)=0,
6 haciendo y—at.
(13 ¥ ()= ()

Suponiendo el tubo y el fliido prolongados indefinida-

mente 2 la izquierda del punto O, se tendra, teniendo en

cuenta las férmulas (12) y (r3), para la capa cuya absci-
sa €s — X,

o ' ’
(&), =¥ (—statd(—x—a)

=—0'(r—af) —-L[a'(x+at); _(%)x :
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()~ s arrisn)

o)

De manera, que en dos secciones equidistantes del ori-
gen, las velocidades son iguales y del mismo signo, y las:
dilataciones iguales y de signo contrario.

Se deduce de aqui, que sila conmocion inicial no tie-
ne lugar mas que en una extension limitada, habri en el
tubo real una onda que se alejara indefinidamente del
origen, y en el tubo prolongado indefinidamente otras.
dos ondas marchando hacia el origen, penetrandose y atra-
vesandose sin alterarse; de suerte, que en el tubo real,
en un instante cualquiera, se encontrara la onda que se
dirigia primero hacia el origen, y que se refleja despues.
para formar una nueva onda dirigida en sentido contra-
rio; las velocidades en las diferentes secciones son las mis-
mas y del mismo sentido que cuando la onda se aproxi-
ma al origen, miéntras que la dilatacion cambia de signo.

En esto consiste la reflexion del movimiento sobre un
medio de densidad constante,

:a[——:‘o’(x-—at)-i— Y (x+af) J

Tubo cerrado por sus dos extremos.

852. [Elestado del gas en este tubo cerrado esta siem-
pre representado por las ecuaciones (10), suponiendo el
tubo y el fliido prolongados indefinidamente en ambos
sentidos, Pero en este caso es necesario determinar, para
valores cualesquiera de la variable x; las dos funciones.
¢(x) y ¢(x), que no son conocidas més que para los valo-
res de x comprendidos entre 0 y /, siendo / la longitud
del tubo cerrado.

Expresando en las ecuaciones (10), que la velocidad
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da
—; ©s nula para x=0, y parax=/, cualquiera que sea ,

obtendremos, haciendo et —y,
Y= (1)  YU+=d' (=)

Se conoce ¢'(/—yp), estando y comprendida entre 0 y /;
luego se conocera tambien ' (/47). Y{( ») sera conoci-
da para los valores de y menores que 2/. Cambiando »
en /4y en la segunda de estas ecuaciones, resulta

Y(@+9)=9(—r)

de esta y de la primera de las anteriores, se dedace
Y(N=¥@R+r)

luego la funcion ¢'( y?) toma el mismo valor cuando la
variable y aumenta en la cantidad 2/. L.o mismo sucede
a la funcion ¢’ (7), porque la férmula ¥'( ) =¢'(—y), da

¢ (—r—20=4(r+2))=

Resulta de la periodicidad de las funcmnes o y 4, que
la dilatacion y la velocidad vuelven a ser las mismas enun
punto dado del tubo, en épocas distantes unas'de otras, de

. al
un intervalo /= =

Puede establecerse este hecho observando que la con-
mocion inicial da origen a dos ondas, que marchan en
sentido inverso y van sucesivamente 2 reflejarse a los ex-
tremos del tubo, segun las leyes que acabamos de indicar.
Despues de haber sufrido dos reflexiones, y recorrido ca-
minos iguales 4 dos veces la longitud del tubo, vuelven,

v 4 . L 97 B
al cabo de un intervalo de tiempo igual a %, a repro-

ducir, componiéndose, el estado inicial; y este efecto se
repite de nuevo indefinidamente.

Mzcinica Racionar,—Tomo II, 31



_1.82 VIBRACIONES DE LOS GASES EN TUBOS cILINDRICOS.

Tubo limitado abierte en sus dos extremos:

. d
853. Parax=0, y x=/, debe ser en este caso d—t; =0,

cualquiera que sea #, y tendremos, siendo cualquiera el
valor de y,
YO+ (—=)=0, §(+r)=+¢(l—»)=0.

Para valores de y» comprendidos entre 0y /, V() y
o'( ) son conocidos; luego §'(/4-y) es conocida para es-
tos mismos valores, por la segunda de las condiciones an-
teriores, y por consecuenciad’( ») es conocida desde =0
hasta »=—2/. Cambiando y en y+/, esta segunda ecua-
cion da

Y@+ (=) =0,
y comod/( 1)+ (—)==0, resulta
Y=y @I—r)
y del mismo modo
¢ (—)=¢ 2/+y).

Luego el estado del tuboes tambien periédico, y vuel-

ve a ser el mismo al cabo de cada intervalo de tiempo

. 22l . . -
igual @ —, consecuencia que tambien podiamos haber

obtenido de la reflexion de las ondas.

Tubo limitado abierto por un extremo y cerrado por otro.

854. En este caso, cualquiera que sea 7, debe ser
i dx
%:O, para x=0, y E.ZO’ para x=—=/; de lo cual re-

sulta

Y 0)+¢(0)=0, Y+ —¢(l—r)=0,
cualquiera que sea j~. Estas ecuaciones dan los valores
de ¢'() y () para todos los valores positivos 6 negati-

vos de y, cuando son conocidos para valores positivos
menores que /.
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De la segunda ecuacion se deduce

: :
Y @IH+r)=¢'(—r)
que teniendo en cuenta la primera se convierte en
r
Y Rl4r)=—¥(r)
de modo que la funcion §(») cambia de signo cuando la
variable aumenta de 2/; por consiguiente, si aumenta de
47; la funcion volveri 4 tomar su primitivo valor, porque
Y @R =—4@Ir1=1 ()
La funcion ¢'(y) tiene el mismo periodo 4/, por ser
Y(O)=—9(=)-

Por consigulcnte, el estado del tubo no vuelve 4 ser el
mismo, sino despues de un intervalo de tiempo igual
is.

a

Llegaremos a la misma conclusion, considerando el mo-
vimiento de las dos ondas que provienen de la conmocion
inicial, sus reflexiones sucesivas en los dos extremos del
tubo, ysu vuelta 2 las partes primitivamente conmovidas,
despues de haber reccorrido un camino 4/, en un tiempo

ipual a2
g -

Velocidad del sonido de los gases.

855. Hemos visto en toda la discusion anterior, que
.a representa la velocidad constante de propagacion del
movimiento vibratorio del gas en el tubo, y es por con-
siguiente la velocidad del sonido en el tubo. Vamos a ver
cémo se determina esta velocidad.

Hemos visto (844), que

(14) a:\/—-x =

ecuacion que da la velocidad del sonido en un gas, ala
‘presion p, y cuya masa especifica es p. Esta velocidad es
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el producto de dos factores, el uno \/E;, es la velocidad

del sonido segun la teoria de Newton; y el otro \/ -Cf-,_
g |

introducido por Laplace, representa el efecto de las va-
riaciones. de temperatura debidas a las condensaciones y
rarificaciones alternativas de las capas gaseosas. El valor
de este Gltimo que viene @ ser un coeficiente de correc-

cion, es préximamente \/ = :V;/:z‘ —\/1,41=1,28.

Newton suponia que este coeficisnte era igual 4 la unidad.
La masa especifica p es igual al peso especificoP dividi-

do por g, yla férmula (14) toma la forma, poniendo

P

P:?’

il P ¢
(15) “—\/g —I;‘X &
Pero, % =R (-i——i—ﬁ) , siendo § la temperatura del

gas; sustituyendo en la (1), resulta

que da la velocidad del sonido en un gas en funcion de
su temperatura.

Para el aire atmosférico, por ejemplo, 4 la temperatura 0°
centigrado, y bajo la presion normal de (™, 760, se tiene

s By 510840 b 3
P R 1Y ==17960;

luego a 0 grados,
a=V/§ 7960.1,41=346.™,
y a i grados a=346."X /14«63
férmula que daria la velocidad aproximada delsonido en el
aire, cuando se conozca la temperatura y cuando la dila-
R R 5

tacion de las :
cion de las capas gaseosas ——

esinfinitamente psquefia-
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DE LAS MAQUINAS.

TEORfA DEL TRABAJO DE LAS MAQUINAS.

Definicion de las mdquinas, Mdquinas simples y compuestas,—Palan-
ca, Sus condiciones de equilibrio.—Balanza. Teorfa de la balan=
za,—Romana —Poleas. Polea fija y polea mévil. Ley de equilibrio

-de la polea. —Rigidez de las cuerdas. — Equilibrio de la polea te-
niendo en cuenta el rozamiento y la rigidez de la cuerda, —Tlorno,
Ley de equilibrio en el torno. — Equilibrio del torno teniende en
cuenta el rozamiento.— Equilibrio de un sistema de palancas. —
Equilibrio de un sistema de tornos,—Equilibrio de un sistema de
ruedas dentadas,—Plano inclinado y su ley de equilibrio.—Plang
-inclinado teniendoe en cuenra el rozamiento.— Rosca 6 tornillo, Su
ley de equilibrio.— Equilibrio de la rosca teniendo en cuenta el
rozamiento,—Teorfa del trabajo de las mdquinas, Trasmision del
trabajo en las méiquinas.

Definicion de las méquinas. Maquinas simples y compuestas.

856. Las mdquinas son instrumentos destinados &
trasmitir la accion de las fuerzas. Bajo este punto de
vista general, todo cuerpo 6 conjunto de cuerpos que
sirva para trasmitir la fuerza de que se dispone, llamada
potencia, & la resistencia 6 fuerza que se trata de vencer,
es una méaquina.

Por medio de las maquinas se modifica la accion de las
fuerzas de una manera conveniente al objeto que nos
proponemos. Estas modificaciones se verifican por medio
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de obsticulos que sujetan los movimientos y no permi-—
ten que se verifiquen mas que en ciertos sentidos y den-
tro de ciertos limites.

Las maquinas son simples 6 compuestas. Las primeras
constan de un sélo cuerpo ordinariamente, y las segun-
das se componen de combinaciones muy variadas de las
primeras. s

Las maquinas simples, segun el obstaculo que se opo-
ne a que se muevan en todas direcciones, pueden redu-
cirse 4 tres, la palanca, el torno y el plano inclinado. En
la primera el obsticulo es un punto fijo, alrededor del
cual puede girar libremente el cuerpo en todos sentidos;
en la segunda el obstaculo es una recta fija, alrededor
de la cual puede girar el cuerpo; en la tercera el obsta-
culo es un plano fijo, contra el cual se apoya el cuerpo,
y sobre el cual puede deslizarse 6 rodar libremente.

Al estudio de estas tres maquinas debemos agregar el
de la cuerda 6 maquina funicular, que sirve en muchas.
ocasiones para aplicar las fuerzas, y que hemos estudia-
do en la segunda parte de la Estatica; y las combinacio-
nes mas sencillas de ellas, tales como la polea, el tornillo,
las combinaciones de palancas, de tornos y de ruedas
dentadas, y la rosca. '

Palanca. Sus condiciones de equilibrio.

857. La palanca es una barra sélida, recta, curva
6 angular AB (fig. 348), sujeta & girar alrededor de.
un punto fijo O. Se aplica una fuerza P, llamada po-
tencia, 4 uno de los extremos B de la barra, y otra fuer-
za R, llamada resistencia, al otro extremo A. El pun-
to O se llama punto de apoyo, y divide a la' palanca
en dos partes, que se llaman brazos de palanca, el OB
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correspondiente 4 la potencia, y el O A 4 la resistencia.

Descr:ta la palanca, vamos a ver las condiciones de equi-
librio de esta maquina. Ya
vimos (538), que para el
equilibrio de un sélido in-
variable que tenga un pun-
to fijo, las condiciones de
equilibrio son, que la suma
algébrica de los momentos

Yic 'al, de las fuerzas Py R, con

' respecto a tres ejes coorde-

nados rectangulares trazados porel punto fijo O, sea nula;

y la carga de este punto es la resultante de las fuerzas P
y R, trasladadas a €l paralelamente 4 si mismas.

Pueden tambien establecerse las condiciones de equi-
librio de la palanca directamente. Para ello aplique-
mos en el punto O dos fuerzas, P y — P paralelas €.
iguales 2 P; y dos fuerzas R y—R, iguales y paralelas
a R; con lo cual no se altera el equilibrio. Las fuerzas
OR y OP dan una resultante OF, que es destruida por
la resistencia del punto O y que mide la presion 6 carga
que sufre el puntode apoyo. Quedan los dos pares (R,—R)
(P,—P), que deben equilibrarse; los ejes de estos pares,
el primero perpendicular al plano OAR, y el segundo al
plano OBP, son proporcionales @ sus momentos R X OH
y PXOK, los cuales se componen como las fuerzas; y
para que haya equilibrio es necesario y suficiente que es-
tos ejes sean iguales, y que estén dirigidos uno en la
prolongacion del otro. :

Luego las condiciones de equilibrio de la palanca son:
1., que las fuerzas P y R que la solicitan, estén en un mis-
mo plano que pase por el punto de apoyo; 2.", que sus momen—
tos con respecto @ este punto, sean iguales; y 3.°, que tiendan
& hacer girar la palanca en-sentidos contrarios.
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La condicion PXXOK=R X OH, 6

. OH
=g » Seenun-
cia diciendo, gue la potencia y la re.rfstemm estan en razon
inversa de sus brazos de palanca.

La palanca puede ser de primero, segundo y tercer géne-
ro; segun que el punto de apoyo esté situado entre la
potencia y la.resistencia; la resistencia esté entre la po-
tencia y el punto de apoyo, y la potencia esté entre el
punto de apoyo y la resistencia. Las condiciones de equi-
librio en todas ellas son las que acabamos de deducir
para la palanca en general,

Balanza. Teoria de la balanza.

858. La balanza comun se compone de una palanca
de primer género de brazos iguales, que se llama fel,
en cuyos extremos lleva dos platillos, destinados a reci-
bir los cuerpos que se quieren pesar. Se dispone ordina-
riamente esta maquina de manera, que su centro de gra-
vedad esté situado en la vertical trazada por su punto
de apoyo, y que los brazos de palanca sean iguales en
todas las posiciones que tome el fiel, oscilando 2 uno y
otro lado de su posicion de equilibrio: enténces estamos
seguros de que dos cuerpos pesados, que se equilibran en
los platﬂlos tienen pesos iguales, y por consxgulente
contienen masas iguales. De modo, que tomando por uni-
dad de masa lade un cuerpo que tenga un peso determi-
nado, peso que tomaremos por vnidad de peso, se de-
terminaran las masas respectivas de diferentes cuerpos,
buscando el niimero de unidades de peso que se equili-
bran con ellos.

859. Silos pesos colocados en los platillos son des-
iguales, el equilibrio no puede subsistir en la posicion
horizontal del fiel, porque la resultante de dos fuerzas
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paralelas desiguales no pasa por el punto medio de la
- wecta que une sus puntos de aplicacion. Para buscar en
este caso la posicion de equilibrio del fiel, sea H K esta
posicion, E el eje de suspension, G el centro de grave-
dad; representemos por « el angulo que la recta HK
forma con la horizontal, 6 el an-
gulo GEg de la recta GE con la
vertical; y sea Q el peso de cada
uno de los platillos comprendidas
en €l las cadenas y el gancho de
suspension, siexdo g el peso del
fiel. El centro de gravedad G ha
salido del plano vertical ZZ que
pasa por el eje de suspension’ E.
Supongamos que 5S¢ pon: un pe-
so. P4-p en el platillo de la izquierda y un peso P en el
de la derecha; las fuerzas que act@ian sobre el aparato
son, Q+ P+ en el punto H, Q+P enel punto K; el
peso ¢ del fiel aplicado en el punto G, y la reaccion que
obra sobre el eje de suspension, que es igual a la suma
de todas las demas 2Q 4 2P 4 p 4.

Todas estas fuerzas se equilibran sobre el aparato, y
para encontrar la condicion de equilibrio que determina
la posicion del fiel, tomemos los momentos con respecto
al eje que se proyecta en E; tendremos, trazando las
perpendiculares He y K/ la vertical ZZ,

(1) (Q+P+p)X He=gX Gg+(Q+P)X Kf;
pero He=XK/, luego

? X He=gX Gg.

Pero He=—=HEcosa, y Gg=EGsen«; sust1tuyendo

-estosvaloresen larelacion anterior y despe}ando resulta
HE

fge=""5g»

que determina la inclmacwn del fiel.

Fig. 849.



490 BALANZA,

El angulo « crece, cuando la distancia EG disminuye;
luego la inclinacion que toma el fiel es tanto mayor, para
la misma diferencia de pesos colocados en los platillos,
cuanto mias cerca esta el centro de gravedad del fiel, del
eje alrededor del cual oscila, y la sensibilidad de la balanza
crece 2 medida que esta distancia disminuye, porque la
diferencia de los pesos se manifiesta por la inclinacion
mas 6 ménos grande que toma el fiel. Asi, para hacer va-
riar 4 voluntad la sensibilidad de una balanza, suele co-
locarse sobre el fiel, encima del eje de suspension, un
tornillo, sobre el cual suele hacerse mover una tuerca
pesada, cuyo peso se agrega al peso ¢g. Haciendo subir’
esta tuerca, se aproxima al eje el centro de gravedad G
del sistema, y se le aleja haciendo descender la tuerca.

360. Mas al aumentar la sensibilidad de la balanza,
disminuyendo la distancia EG, hay que tener presente
que no es conveniente que esta distancia sea nula, por-
~que silo fuera, 2g a== oo, y el fiel HK tomaria una posi~-
cion vertical, es decir, que caeria por una diferencia de
‘peso p tan pequefia como se quiera. La sensibilidad del
aparato seria infinita, pero el aparato no serviria para
nada, por ser la variacion de la inclinacion del fiel la que
indica el exceso de los pesos colocados en los platillos.
El fiel, suspendido por su centro de gravedad, formaria
un sistema en equilibrio indiferente bajo la accion de
pesos iguales en ambos platillos, el centro de gravedad
estaria inmévil en todas las posiciones sucesivas del apa-
rato; luego es necesario, para que la balanza pueda uti-
lizarse, que el centro de gravedad G esté mas bajo que
el centro de oscilacion del fiel, en una cantidad arreglada
al grado de exactitud que se quiere obtener en las pe—
sadas. ' i

Si el centro de gravedad estuviera mas alto que el eje
de suspension, el fiel estara en equilibrio inestable; por—
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que el peso ¢ contribuiria 2 aumentar, y no a limitar la
inclinacion que tiende a tomar bajo la accion del exceso
de peso p. En este caso sz dice que la balanza es /oca.

En esta discusion hemos supuesto que los tres pun-
tos H, E, K, estin en linea recta y que E es el punto.
medio del fiel para establecer la ecuacion de equilibrio
de la balanza.

861. Segun esta discusion, para que una balanza sea
exacta, debz satisfacer a las condiciones siguientes:

1." Los dos brazos del fiel, 6 sean las distancias del
punto de apoyo E a los puntos de suspension de los pla-
tillos, deben ser rigurosamente iguales; esta es la condi-
cion mas importante.

Para reconocer si se verifica, no hay més que colocar
pesos en los dos platillos, de manera que se equilibren;
se cambian despues los pesos de platillo, llevando al de
la de la derecha los pesos que estaban en el de la izquier-
da, y al contrario; el equilibrio subsistira si los brazos.
son iguales, y si no el fiel se inclinari del lado del brazo
mas largo.

2." El centro de gravedad de la balanza debe estar
situado en la vertical que pasa por el punto de apoyo, y
un poco mas bajo que este punto.

Se ve inmediatamente si se verifica esta condicion
examinando si la balanza esta en equilibrio por si misma,
es decir, cuando los platillos estan vacios; cuando no se
verifica, se rectifica facilmente la balanza, agregando un
peso conveniente al brazo de palanca que se eleve, de
modo que el fiel venga a quedar horizontal.

3. La balanza debe ser suficientemente sensible, es
decir, oscilar por pequefias diferencias de peso en los
platillos, lo que exige que el fiel sea muy movible. Para -
conseguirlo, ademas de dar al centro de gravedad la po-
sicion conveniente, segun acabamos de indicar, se pro--
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cura por diferentes medios disminuir el rozamiento en
el punto de apoyo. Uno de ellos consiste en fijar, tras-
versalmente en el medio del fiel, un cuchillo de acero,
<uya arista no cortante esta vuelta hicia abajo, y por la
cual descansa sobre dos pequefios planos de acero 6 de
agata, dispuestos horizontalmente.

La disposicion de la balanza de precision esta fundada
en los mismos principios que la balanza comun, pero su
.construccion es mucho mas esmerada y tiene diferentes
-accesorios, que segun la teoria expuesta, permiten au-
mentar su sensibilidad, para que se puedan apreciar con
-ella diferencias de pesos sumamente pequefias,

" 862. Se puede determinar el verdadero peso de un
-cusrpo, aunque la balanza sea inexacta. Sea para ello P el
peso desconocido del cuerpo, x é y, las longitudes de
los dos brazos de la balanza, y supongamos el peso P
<olocado en el platillo correspondiente al brazo x, que
se equilibra con pesos conocidos A, colocados en el otro
platillo; tendremos

Px= Ay :
Pongamos el peso P en el otro platillo; se equilibrara
<on otros pesos conocidos B, y tendremos
Pr==Bx,
Multiplicando estas ecuaciones, resulta
PE=AP) gt Py TR;
«es decir, que el peso del cuerpo es medio proporcional
entre los pesos con que se ha equilibrade en los dos pla-
tillos de la balanza.

Puede tambien resolverse este problema por el méi-
dodo de las dobles pesadas. Este método, debido 2
Borda, da el medio para determinar el verdadero pese
-de un euerpo, con una balanza inexacta. Para lo cual
se coloca el cuerpo cuyo peso se quiere conocer en une
e los platillos, y en el otro se colocan perdigones 6
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arena hasta que se establezca el equilibrio; despues se
quita del primer platillo el cuerpo cuyo peso se busca, y
se ponen en su lugar pesos conocidos, kilégramos, gra-
mos, etc., hasta que se restablezca el equilibrio. Estos:
pesos conocidos son exactamente el peso del cuerpo;
porque en esta doble pesada, el cuerpo y los pesos cono-
cidos han obrado sucesivamente sobre el mismo brazo
del fiel de la balanza y en las mismas condiciones, para
equilibrar la misma resistencia; luego los dos pesos son
iguales, 6 el peso del cuerpo esta expresado por los ki~
l6gramos, gramos, etc., que se_han colocado en su
lugar.

Romana.

- 863. Laromana es una palanca recta de primer gé-
nero, de brazos desiguales, OA, OB (fig. 350), que
permite pesar los cuer-
pos con un peso ani-
co P, mévil a lo lar-
go del brazo gradua-
do OB. La romana es
muy cémoda, porque
Pia. 250, con un solo contrape-
so puedendeterminar-

se los pesos de muchos cuerpos.

La barra AB es mévil alrededor de un eje O que se
tiene en-la mano 6 se suspende de un punto fijo C. Del
lado A lleva un gancho destinado a suspender el cuerpo,
cuyo peso Q se quiere hallar; del otro B un peso P en-
ganchado a un anillo, que puede deslizarse a lo largo de
la barra gradaada OB. El centro de gravedad del apa-
rato con todos sus accesorios, cuando la barra AB esta
horizontal, se encuentra en la vertical que pasa por el
punto O y debajo de este punto.

A
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Cuando se ha obtenido el equilibrio, la barra AB es
horizontal, los pesos Py Q y el peso g de la barra se
equilibran con la resistencia del punto fijo, el cual sufre
una carga igual a la suma P+ Q + ¢ de todos estos pe-

s0s; y por el teorema dz los momentos tenemos

(1) Pxob=Q X'0OA;
3
de donde O=—01:% OR°
El peso P y la longitud OA no varfan, luego el pe-
50 Q es proporcional a la distancia variable OL. Trazan-

do sobre la barra OB,una graduacion conveniente, se po-
dra Jeer el peso buscado sobre la barra graduada. Para

. graduar la barra OB se pondra el cero de la escala en el

punto O; despues se hara Q=1%2, por ejemplo, y la
ecuacion (1), dado P, dara el valor correspondiente
de OL., 6 sea la relacion de OL a2 OA. Cuando no es
conocido el peso P, se busca empiricamente la posicion

que conviene darle para equilibrar un peso conocido de

un kilégramo. Conocidos dos puntos de la escala, se con-
tinGa la graduacion con facilidad.

864. Siel cen-
tro de gravedad G
de la barra no se
encuentraen laver-
tical del punto O,
es necesario intro-
ducir un nuevo tér-
mino en la ecuacion (1), para tener en cuenta el momento

Fig. 351,

-del peso ¢ que obra segun SQ' (fig. 351). El teorema de

los momentos, nos dara en este caso

Q X OA=¢X OS+ P X OL;

'y por consiguiente

08 P
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O 08 - -
El término ¢ X Oa Do varia de valor; el segundo tér-

mino OL X 0_11)& es proporcional 2 OL, como hemos

visto en el caso anterior. El peso buscado Q depende de
la distancia OL; la graduacion de la barra se hara como
en el caso anterior, psro‘el cero de la escala no se en-
contrari en el punto O, Cuanto mas cerca esté el pun-
to G de la vertical que pasa por el punto O, tanto mas
sensible sera el aparato y mas estable sera el equilibrio,
estando siempre el centro de gravedad G mas bajo que
el punto O. ‘

Poleas. Polea fija y polea mévil. Ley de equilibrio en la polea.

865. La polea es una rueda 6 cilindro de poca altura,
sujeta a girar alrededor de un eje A (fig. 352), soste-
- nido por unas armaduras OA, y que lleva
en la superficie convexa un carril 6
ganta por donde pasa un cordon que la
rodea segun un arco mas 6 ménos gran-
de; la potencia P y la resistencia R estan
aplicadas a los extremos del cordon.

La polea puede ser fija 6 mévil, La
polea fija es la que esta suspendida de un
punto fijo O, en la cual el eje de rota-
cion A permanece fijo (fig. 352). La po-
lea movil es la que tiene fijo un extremo del cordon, y
en la que el eje A se mueve (fig. 353)-

866. La ley de equilitrio de la polea se refiere na-
turalmente 2 la ley de equilibrio de la palanca. En la
polea fija si trazamos los radios A7y Ap, a los puntos ex-
tremos de contacto del cordon, se pueden considerar las
fuerzas P y R como aplicadas a los extremos de la pa-
lanca angular pAr, cuyos brazos de palanca son perfecta-

Fig. 352,
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mente iguales; y por consiguiente, es necesario para el
equilibrio, que la potencia P y al
resistencia R sean iguales.
Paracalcular la cargasobre el eje
A de la polea, trasladaremos las
fuerzas P y R paralelamente a si
mismas al centro de la polea, y si
son paralelas, la carga sera igual
4 la suma dela potencia y la resis-
tencia, y si no son paralelas, cons- °
-, truiremos sobre ellas un paralel6-
gramo, y su diagonal expresara la
fiss 153 carga del eje A. Los pares que na-
cen de la traslacion de las fuerzas.
P y R, son iguales y de sentidos contrarios, y no produ-
cen efecto alguno.
En la polea mévil el extremo Q del cordon esta fijo,
y si el cordon tiene la posicion Qgp P, es decir, que las
dos porciones del cordon no son paralelas, tendremos
trazando el radio Ag=7, que podemos considerar la
potencia Py la resistencia R como aplicadas en los pun-
tos p y A de la palanca angular Agp, cuyo punto de
apoyo es g; la ley de eqaibrio sera por la teoria de la
palanca, llamando « al angulo p A ¢,

%:%:2 » B:n 3 A
que expresa, que la resistencia R es  la potencia P, como
la cuerda que abraza el cordon es al radio de la polea.

Cuando el arco es igual 4 la sexta parte de la circun-
ferehcia, su cuerda es igual al radio, y la potercia es
igual a la resistencia.

Si Qy Pson paralelas, «=180°, sen i o =1, yR=2F;
es decir, que cuando las dos partes del cordon son para-
lelas, ¢ cuando tienen la posicion Q'¢'P’p’, el cordon

enda



RIGIDEZ DE LAS CUERDAS, 497
abraza media circunferencia y la cuerda es su diame-
tro ¢'7’; la potencia, en este caso, es la mitad de la resis-
tencia. Caso el mas favorable 2 la potencia porque el dia-
metro es la. mayor de las cuerdas.

Si llamamos Q 2 la resistencia del punto fijo @ que esta
sujeto el cordon, la carga sobre el eje sera la suma
P+4-Q, y como son iguales, esta cargaes R=2P, 6 sea
el duplo de la potencia, en el caso de ser paralelas las
dos partes del cordon. Si no son paralelas, la carga sera
la resultante de Py Q, y se obtendra por la regla del
paralelégramo de las fuerzas,

Rigidez de las cuerdas.

867. Las fuerzas se aplican a las maquinas en mu-
chos casos por medio de cuerdas, que se suponen per-
fectamente flexibles; tales las hemos considerado al tra-
tar de las poleas; pero las cuerdas oponen siempre cierta
resistencia al ser arrolladas, analoga a2 la que oponen a
la flexion las varillas sélidas, y esta resistencia proviene
de la rigidez de las cuerdas, que conviene tener en cuenta
en el estudio de las maquinas.

Para ello supongamos que una cuerda SL se arrolla
sobre un cilindro C, (fig. 354), al’
cual hace rodar en el sentido de la
flecha f. El cabo LB, rectilineo hasta
llegar al cilindro, no se aplicara exac-
tamente en el punto B sobre el cilin-
dro, y la rigidez de la cuerda obligara
a ésta, a separarse un poco del cen—
tro C, extendiéndose la yariacion de
Fig. 354, curvatura sobre una cierta longitud de

ella; del mismo modo, el cabo AS no

pierde bruscamente en el punto A la curvatura que ha
Mec{nica Racionar.—Tomo II, 32
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tomado sobre el cilindro, y la rigidez lo aproxima al pun-
to C.De aqui resulta que el equilibrio de la potencia P
y de la resistencia Q lléeva consigo la desigualdad P=>Q.

Coulomb ha sido el primero que ha determinado por
la experiencia la diferencia P—Q), y ha encontrado que es
inversamente proporcional al cuadrado del diametro D
del cilindro, directamente propotcional al cuadrado!del
digmetro de la cuerda, y que crece con la‘resistencia Q.

Estas leyes no son atin perfectaments conocidas, y se
calcula la rigidez R de las cuerdas, 6 la diferencia P—Q,
por la siguiente férmula empirica

R:P—Q:A':)BQ

?

en la que A y B son dos constantes determinadas por la
experiencia, y que dependen ‘de la naturaleza, de la es-
-tructura 'y del diametro de la cuerda. La siguiente tabla
contiene algunos valores de estas constantes:

Didmetro. Peso 1.5l
_ de El de la cuerda :
{|' everda. | por metro. A. B.

Milimetros. | Kilgramos & ‘

nerda blanca de 4o cabos...| ‘20 0,283 | 0,222 |0,0097 l
;s' e .d.c l; 15 0,145 | 0,064 o,'@njsl
ok w de oGy 9 ‘ 0,052 | 0,0IL |0,0024
uerda embreada de 30 cabos, 24 . 0,333 | 0,350 |0,0126
“ fypn dears subins i7 0,163 | 0,106 |0,0061
" £ do Bidinas : Io J 0,069 | 0,021 0,0026

t

Para aplicar la férmula anterior, P, Q y R deben estar
expresados en kilégramos, y el didmetro D en metros.
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Equilibrio de la polea teniendo en cuenta el rozamiento y a
rigidez de la cuerda.

868.  SeaC (fig. 355)elcentro, y AB la circunferen-
cia de una poleasobre la cual pasa
la cuerda S§', en cuyos extremos
actfian lapotencia Py la resistencia
Q. Podemos considerar la fuerza
P como tangente 4 la polea en el
punto A, y la fuerza Q 4 una dis-
tancia CB, un poco mayor que el
radio CA. de la polea, a causa de
la rigidez de la cuerda; sean
CA=w, 5/ CB=
: El eje de la polea puede estar
invariablemente unido, formando cuerpo con ella, y gi-
rar sobre dos cojinetes, 6 ‘puede permanecer fijo des-
sarrollandose el rozamiénto entre el ojo de la polea y el
eje alrededor del cual gira; supondremos este ultimo
caso, y que el movimiento se va a producn‘ en el sentido
de la flecha f.

Sea M la generatrlz de contacto del e_]e y del ojo; la
reaccion total del eje sobre la polea serd una fuerza R,
que forma con la normal CN, en sentido contrario 2 la
rotacion, un angulo « igual al angulo de rozamiento.
Esta fuerza R, equilibrandose con las P y Q pasa por el
punto E de encuentro de estas fuerzas, y forma un an-

. gulo « con la normal MN, trazada por €l punto de con-
tacto M; sea ¢ el radio CM del arbol fijo. Del punto C
~como centro y con un radio igual 2 p sena describamos
una circunferencia; la direccion de la fuerza R sera tan-
gente 4.esta circunferencia, La solucion consiste, por lo
tanto, en trazar por el punto E una tangente EK al circu-

Fig. 355.
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lo descrito del punto C como centro con un radio psenu.
Conociendo la magnitud de la fuerza Q, bastara descom-
ponerla, segun las direcciones EK, EP, para tener los
valores de las fuerzas P y R.

Del punto E se pueden tirar dos tangentes EK y EK”
al circulo CK (fig. 356); una de estas tangentes EK cor-
responde al caso en que la polea gira
en el sentido de la flecha £ El con-
tacto tiene lugar entdnces en el pun-
to M, si la polea gira sola sobre un
eje fijo, y en el punto M, si la polea
forma cuerpo con el eje girando en el
gorron. La segunda tangente EK',
corresponde al caso en que la polea
gire en sentido contrario; el contacto.
~ se verifica enténces en M'y en M, se-
gun que el eje es fijo 6 mévil con la polea.

Se puede obtener por el calculo la relacion entre la
potencia P y la resistencia Q. El rozamiento de la polea

Fig. 856,

sobre el eje es igual al producto RV f , ¥ la ecuacion.

de los momentos dara

(1) Pr=0Qr'+R

f‘
l/1+f’ i‘—'Q?‘ +Rf;l°

s i S

hac1endo jr—;/'ﬁ'
869. El valor numérico de 7' se deduce de la férmu—
la que da la rigidez de las cuerdas, del siguiente modo.
Sea F la porcion de la potencia P capaz de equilibrar la
resistencia Q, en el supuesto que no hay mas resistencia
pasiva que la rigidez de la cuerda;la ecuacion que da esta
rigidez (867) es
F—Q="—"—

A+BQ A+BQ

, 60 Fr=0Qr+—
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Mas Fr es igual al producto Qr/, porque por el aumen-
to del brazo de palanca de la fuerza Q apreciamos la rigi-
dez de la cuerda, a su paso por la polea; luego

0ot o A,

Sustituyamos este valor en la ecuacion (1), sera

Pr=Qr+31(A+BQ)+Rf¢;
el valor de R, resultante de las dos fuerzas P yQ,es
R=y/ P Q' +2PQeos PEQ,
'y sustituyendo en la anterior, tendremos la ecuacion
Pr=Qr + 1 (A +BQ)+/¢V/ P+ Q+2PQoos PEQ-

Si eliminamos el radical obtendremos una ecuacion de
-segundo grado que dara la potencia P en funcion de la
resistencia Q.

Cuando las fuerzas P y' Q son paralelas, el valor del
radical es P4-Q, y resultara

P(r—f,)=Qr +1 (A+BQ)+/5Q,
que da entre P y Q una relacion de la forma
- P=4+44Q,

que puede servir para establecer la ley de equilibrio en
los polipastros. ;

Torno. Ley de equilibrio en el torno

870. El torno es un cilindro terminado en sus dos
-extremos por otros dos cilindros de menor diametro, pero
del mismo eje, llamados gorrones, mévil alrededor del eje
comun de estos cilindros; una cuerda parcialmente arrolla-
da en lasuperficie de este cilindro, lleva un peso en su ex-
tremidad libre. Para equilibrar este péso, se aplica una
fuerza tangencialmente 4 una'rueda cuyo centro esti en

el eje del cilindro, y montada perpendicularmente 2 este
eje.
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S.an 0,0, (ﬁg 357) los gorrones, BDel cilindro, AA"
el plano de
la: rueda,
que supon-
dremos
proyectada
€n su ver-
dadera
magnitud,
' Fig, ‘587, : aladerecha
' de la'ma-
quina en Oaa’; BC la porcion libre de la cuerda que lleva
en el punto C el peso R, y que se prolonga de B hicia E,
y mas alla, dando vueltas al cilindro. Supondremos que
la’porcion BC de la cuerda coincide con la seccion recta
del cilindro en el punto B, y que el diametro de la cuer-
da es muy pequefio con respectoal del cilindro, cuandoda
varias vueltas alrededor de éste; cada espira viene a colo-
carse al lado de la espira préxima, de suerte, que el eje
de la.cuerda dibuja sobre la superficie del cilindro una hé-
lice de pequefio peso. Prescindiremos de la rigidez de la
cuerda, y la supondremos aplicada sobre el cilindro, se~
gun el arco de cu'culo que tiene por tangente la verti-
cal BC.

En la proyeccion lateral del aparato la cuerda se pro-
yecta segun 4C, la resistencia R obra en el punto 4, y la
potencia P, aplicada en el punto 4 dela rueda, actiia tan—
gencialmente 4 su circunferencia; el pequefio circulo O re-
presenta la proyeccion de los gorrones, y las rectas Oa y
0% son los radios de la rueda y del cilindro.

871.  Para hallar la ley de equilibrio del torne, tene—
mos en la proyeccion, que la potencia P y la resistencia R
actian en los extremos de la palanca angular 402, cuyo
punto de apoyo es el punto'O, y los brazos de palanca son
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los radios Oz y Ob de la rueda y del cilindro. Por consi-
guiente, la ley de equilibrio de la palanca nos dara la
proporcion

P00,
R 0Oa’

es decir, que la potencia y la resistencia son proporciona-
les 4 los radios del cilindro y de la rueda.

Asi,porejemplo,.siOé:-l%Oa,le% R. La potencia

estara tanto mas favorecida, cuanto menor sea el radio del
cilindro y mayor el radio de la rueda.

872+ Calculemos ya las presiones ejercidas sobre los
apoyos.

Estando el sistema en equilibrio, podemos sin alterarlo,
considerar la porcion BE de la cuerda como fija invaria-
blemente a la superficie del cilindro; la tension de la
cuerda BC, es igual al peso R; y podemos considerar la
fuerza R como aplicada en B al sistema invariable forma-
do por el torno. En el plano normal al eje OO, trazado
por la recta BC, apliquemos al eje dos fuerzas paralelas,
contrarias € iguales @ R; y sin alterar el equilibrio po-
dremos reemplazar la fuerza R aplicada en B por la fuerza
R aplicada al eje y el par (R,—R), cuyo momento es
- RXO0¢.

Tambien en el plano de la rueda, llevamos la fuerza P
paralelamente & si misma, y tendremos en vez de la fuer-
za P aplicada en 4, la fuerza P, aplicada en un punto del
eje, yel par (P,—P); cuyo momento es P X Oa. Los dos
pares se equilibran, y sélo tenemos que considerar las fuer-
zas que se equilibran con las reacciones de los gorro-
nes O, O'.

Para encontrar estas reacciones, descompongamos la
fuerza R en dos fuerzas R’ y R” paralelas, aplicadas al
centro de las secciones medias de los gorrones Oy O'. La
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B,
00”
O,R‘'=R X GQ(_J;_ Del mismo modo reemplazaremos la

fuerza R', aplicadaen Q, es R'=R y la aplicada en

fuerza P, aplicada al eje en el plano de la rueda, por dos

fuerzas paralelas P’ y P”, aplicadas en O y O € iguales,
e MONEDL LY :

P'=P X 50’ B =PXs5-

Componiendo las fuerzas R'y P’ obtendremos por re-
sultante la presion Py, ejercida por el gorron O sobre su
cojinete, y la composicion de las fuerzas R” y P” aplica-
das en O, nos dara la presion Py, ejercida sobre el coji-
nete O’. Las fuerzas P, y P, no son paralelas, pero son
las dos perpendiculares al eje del cilindro.

Equilibrio del torno teniendo en cuenta el rozamiento.

873. Para el equilibrio del torno, teniendo en cuenta
el rozamiento de los gorrones sobre los cojinetes, basta
que la resultante de las fuerzas que comprimen el gorron
sobre la superficie del cojinete, forme con la normal A
esta superficie un angulo menor que el angulo de roza-
miento (562). Enténces la solucion del problema esta
dado por una desigualdad, y pueden hacerse variar las
fuerzas exteriores, dentro de ciertos limites, sin que se
altere el equilibrio. Puede hacerse el problema determi-
nado, suponiendo que el torno estd’'a punto de ponerse
en movimiento, por la accion de las fuerzas que lo solici-
tan, lo cual equivale 4 suponer que la resultante de estas
fuerzas forma con la superficie del cojinete un angulo
igual al angulo de rozamiento, al empezar el movimiento.
Se puede suponer tambien que el torno esta animado al-
rededor de su eje de un movimiento uniforme; en este
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<aso las fuerzas exteriores se equilibran, como si la ma-
quina no se moviera, y ademas el rozamiento es igual 4
su limite, puesto que el resbalamiento de las superficies
en contacto se verifica; la resultante de las fuerzas exte-
riores forma por consiguiente, con la normal 4 las superfi-
<cies en contacto, un angulo igual al angulo de rozamien-
to durante el movimiento. No se puede asegurar 4 priori,
que el estado de movimiento no altera las reacciones de
los puntos fijos, y habra necesidad de conocer estas reac-
<ciones, para deducir los rozamientos que deben introdu-
cirse en las ecuaciones del equilibrio. Veamos sélo el caso
en que el movimiento esta a punto de empezar en un sen-
tido determinado. ;

874. Sean OA y OB los radios de la rueda y del ci-
lindro (fig. 358), PyQla potencia
y la resistencia, OC el radio del gor-
ron, que toca en C al cojinete LS.
El movimiento de la maquina se
verifica en el sentido de la potencia
y gira la rueda en el sentido de la
flecha; ‘el rozamiento que experi-
menta el torno esta dirigido en sen-
tido contrario, y podemos repre—
sentarlo por una tuerza F aplicada
en el punto C, tangencialmente a la circunferencia del
gorron. Ademas de esta accion tangencial, la superficie
de apoyo LS ejerce sobre el gorron 'una accion Nj y por
la’ hipétesis en 'que procedemos, ‘'se tendra la relacion
F=N/, siendo fel coeficiente de rozamiento.

Sobre el otro gorron se ejercera tambien un rozamlen-
to F'=N'f, y una reaccion normal N'.

El equilibrio de la maquina exije que las fuerzas P,
Q, N, N, Ey F se‘equilibren sobre ella. Tomando los
momentos de todas estas fuerzas, con relacion al eje que

Fig. 338,
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se proyecta en O, obtendremos la ecuacion de equili-
brio i .

(1), P.OA=0Q.0B+4(F+4F).0C=Q.0B
' +(N+N). £ OC,
ecuacion que contiene la suma desconocida N+N', y en
la cual podra, despejarse.

875. Para determinar separadamente N y N, tras-
ladaremos las fuerzas P y Q a los puntos del eje O, situa-
dos en los planos medioside cada uno de los gorrones; y
resultaran los pares correspondientes 4 estas traslacionss y
las. fuerzas P, P”, y Q; Q"; tambien trasladaremos las
fuerzas F y F’ & los mismos puntos, y resultarin otros
dos pares y otras dos fuerzas. .

‘Los cuatro pares estin situados en planos parale-
los, y sus. momentos son PXOA, OXOB, FXOC y
F'x OC. El momento del par resultante, que esigual & su
suma, debe ser cero para el equilibrio; y en efecto, lo es
en virtud de la ecuacion (1); en el centro del primer gor=
ron estan aplicadas las cuatro fuerzas P, Q', Ny F; y en
el centro del segundo las P”, Q", N’ y F; estas ocho fuer-
zas deben equilibrarse tambien para que la maquina esté
en equilibrio, segun las condiciones establecidas (70), para
el equilibrio de un sélido invariable. '

Tambien cada uno de estos grupos de cuatro fuerzas,
considerado por separado, esta én equilibrio; porque si las
fuerzas P', Q', N y F, aplicadas en un punto del eje O,
tuvieran una resultante, ésta deberia equilibrarse con la
restante de las otras cuatro fuerzas P, Q”; N’y F/, apli-
cadas en otro punto del eje, lo cual es :mpomble porque
son dos fuerzas situadas en los planos medios de los gor-
rones, normales al eje O y paralelas entre si, que no pue-
den ser iguales y opuestas, como debian serlo para el
equilibrio. Luego la resultante de N y F debe ser igual
y opuesta 4 la resultante de las fuerzas P’y Q' y del
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mismo modo la resultante de las fuerzas N’ y F' debe ser
igual y opuesta a la resultante de las fuerzas P” 'y Q".

La resultante de la fuerza normal Ny de la tangencial
F, que son perpendiculares, es |/Nifm=—=Ny/ 1573 del
mismo modo la de N’y F' es N'}/157. De estas expresio-
nes y de las que representan las resultantes de P'y (Y, de-
P”y Q" resultan las ecuaciones

Ny o7 =V P Q2P Q con(P7,Q )
Ny 1=V P Q"2 +2P"Q" cos (P”,Q")-
Sustituyendo en la ecuacion (1) los valores de N y N',
deducidos de estas ‘ecuaciOnes resulta

(2) P.OA=QOB-OC.

[V P4Q"+2P'Q’ cos (P,Q)
l+f’

_+_ VP.,;,’_{_QH!_I_zt_Hanua (.'."",Q") l.

896. En esta ecuacion OA; OB, OC, son conocidos;
la fuerza Q es conocida en magnitud y direccion y po- -
dremos deducir Q" y Q”. La potencia P es desconocida
en magnitud, y conocida en direccion, y actia en el plano
de la rueda del torno; y descomponiéndola en dos com-
ponentes, P’ y P”, situadas en los planos medios de los
gorrones, se¢ conoceran las relaciones de estas componen-
tes con la fuerza; y podremos expresarlas por las igual-
dades P'==KP y P"=K'P, siendo los factores K y K"
conocidos, pues se conocen las dimensiones de la maqui-
na. Los angulos (P, Q') y (P”; Q), son tambien conoci-
dos y la ecuacion (2) no contendra mas incégnita que la
potencia P, cuyo valor podra determinarse por ella.

Para obtenerlo, lo mejor es proceder por aproximacio-
nes sucesivas; se desprecia primero el término que con-
tiene los radicales, que estd multiplicado por el coeficien-
te de rozamiento f, queé es siempre muy pequefio, si la
maquina esta en buen estado. Con esta hipétesis resulta
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B 4 ST,
P:Q%ﬁga que es el valor que obtuvimos prescindiendo

del rozamiento. Con este valor de P se calculan los va-
dores de P’ y P”, que sustituidos en los radicales, dan un
primer valor aproximado. Con este valor, la ecuacion (2)
da un segundo valor de P, més aproximado, que sirve
luégo para calcular un tercero, y asi sucesivamente; pu-
diéndose obtener por aproximaciones sucesivas un valor
de P, tan aproximado como se quiera.

Equilibrio de un sistema de palancas,

* 877. Las palancas pueden combinarse de muchas
‘maneras, y producir los efectos mas variados; estas com-
binaciones se llaman sistemas de palancas. En general,
para hallar la ley de equilibrio de un sistema de palancas,
se establece la'ley de equilibrio en la primera palanca, so-
bre la cual obra la potencia que se aplica a todo el siste-
ma; la resistencia en la primera palanca obra como po-
tencia en la segunda; la resistencia de ésta obracomo po-
tencia en la tercera, y asi sucesivamente, Se escriben las
igualdades que expresan las leyes de equilibrio en todas
las palancas del sistema; se multiplican ordenadamente
todas estas igualdades, y suprimiendo factores comunes,
la igualdad que resulte expresara la relacion entre la po-
tencia y la resistencia del sistema, 6 sea la ley de equili~
brio del sistema de palancas. Es cuanto puede decirse de
una manera general sobre los sistemas de palancas.

Equilibrio de un sistema de tornos,

878.  Un sistema de tornos A; A, A", (fig. 359), que
reaccionan unos sobre otros, se dispone de suerte, que la
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resistenciadel primero seala potencia del segundo, la resis—
tencia de éste sea la potencia del tercero, y
asi sucesivamente; el dltimo elevael peso
R, que es la resistencia de la combina-
cion. La cuerdaaplicada tangencialmente
al primer cilindro, lleva un pesoR, y la
cuerda aplicada a la rueda esti atada
al cilindro del segundo torno A’; larue-
da de éste esta tirada por una cuerda.
que se plega sobre el cilindro del tercer
torno A”, y asi sucesivamente hasta el
Gltimo, que es tirado por la potencia P.

Para establecer la ley de equilibrio del
sistema, sean /, /', [/, los radios de los ci-
lindros, y L, L, L” los radios de las rue-
das. Siel sistema esta en equilibrio, cada torno lo estara
tambien en virtud de las tensiones de las cuerdas que
solicitan el cilindro y la rueda. Sea T la tension de la
cuerda que va del torno A’ al A", tendremos, para ex-
presar el equilibrio de este torno, la proporcion

Fig. 38590.

R
i s $
llamando T’ 4 la tension de la cuerda siguiente, se tendra
i r
y para el tercero
s b
ol i
multiplicando ordenadamente estas proporciones, resulta
Al
BUTT DXL<L"?

es decir, potencia es a resistencia como: el producto de
los radios de los cilindros es al producto de los radios de
las ruedas.



510 PLANO  INCLINADO.

Equilibtio de un sistema de ruedas dentadas.

879. Si aproximamos unos 4 otros los tornos del sis- -
tema anterior, de manera que la rueda del primero sea
tangente al cilindro del segundo, y que la rueda de éste
sea tangente al cilindro del tercero, y asi sucesivamente;
suponiendo ademas, que cada rueda se adhiere al cilindro
contiguo, de suerte que no pueda girar sin hacer girar &
este cilindro y reciprocamente, se podran suprimir las
cuerdas que ligan todos estos tornoes y se tendra siempre
la misma ley de equilibrio, 6 la misma relacmn entre la
potencia y la resistencia.

- Para adherir sélidamente cada rueda con el cilindro del
torno siguiente, se ponen dientes igualmente distribuidos
que los unos engranen con los otros, de manera que cada
rueda, que se llama enténces rueda dentada, no pueda
girar sobre su eje; sin que el cilindro con quien engrana,
que se llama pifion, gire sobre el suyo en sentido con-
trario. :

La ley de equilibrio en un sistema de ruedas dentadas
es, que la potencia es 2 la resistencia como el producto de
los radios de los pifiones es al producto de los radios de
las ruedas.

Plano inclinado. Su ley de equilibrio.

880. Ya sabemos que plano inclinado es el que for-
ma con el plano horizontal un angulo menor que un an-
-gulo recto. Vamos a ver cuil esla ley de equilibrio de un
‘cuerpo pesado colocado sobre un'plano inclinado, pres-
cindiendo del rozamiento.
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Sea AB (fig. 360), la linea' d= méxima pendiente del

- plano, que forma con la hori-
zontal AL un angulo'dado
BAL=—u. El cuerpo C des-
cansa sobre el plano por una
cara plana, y tiene un peso P
aplicado en'su centro de gra-
vedad G; y se pide la fuerza
que se debe aplicar para que
esté en equilibrio,

La resultante de las acciones ejercidas por el plano so-
bre el cuerpo es una fuerza R, normal al plano, puesto
que suponemos que el rozamiento es nulo; esta fuerza
R encuentra a la vertical PG en un punto I, en el que po-
‘demos suponer aplicadas las fuerzas P'y R; la fuerza P'es
conocida en magnitud y direccion, y 1a fuerza R s6lo en
direccion, siendo desconocida su intensidad; el plano RIP
coincide con el plano del bibujo.

881. Para que exista el equilibrio debemos aplicar
una fuerza F en el punto I, cuya direccion y magnitud son
desconocidas. Para determinarlas, por el punto I trace-
mos en el plano de la figura dos ejes rectangulares Iy, Iy,

-el primero normal al plano y el segundo paralelo él. Des-
‘compongamos, segun'estos ejes, lafuerza F, y sean X €Y
'sus componentes, y la P en dos P’ y P,

Las tres fuerzas F, P, R, se equilibran, la suma algé-
‘brica de sus proyecciones sobre los ejeses nula; luego

Y—P"=0 sV Y=P"
X+R—P=0 X 4+R=P
la primeta de estas ecuaciones determina la componente
Y; y lasegunda la suma de las ine6gnitas X+R, quedan-
do una d: ellas arbitraria.

Si queremos hallar el menor valor posible de la fuerza

-F, hay que hacer X==0; porque la ecuacion F2=—=X24-Y2

Fig. 300.
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en la cual Y==P", exije, que para que F sea minima, que
sea X=—0. En este caso R—=F".

Luego se equilibrara el peso P con una fuerza F, para-
lela al plano inclinado, y dirigidade abajo 4 arriba, segun
la linea de maxima pendiente; esta fuerza serd igual a la
proyeccion IP” del peso P sobre la linea de maxima pen-
diente. Siendo los triangulos IPP”, ABL semejantes, ten-
- dremos
o,

R

BL es la altura del plano, y AB su longitud, y la propor-
cion anterior se enuncia diciendo, potencia es a resisten—
cia como la altura es a la longitud. Enunciado que su-
pone, que Y es la potencia que eleva el peso R, que viene
a ser la resistencia,

Tambien tenemos que Y=—Pcosa, ylapreston sobreel
plano es R=Psen«. !

~ Plano inclinado teniendo en cuenta el rozamiento.

882. Para que la ley de equilibrio en el plano incli-
nado, contando con el rozamiento, sea determinada, es
preciso suponer que el resbalamiento del cuerpo sobre el
plano. esta a punto de empezar, en un sentido definido,
6 que se produce realmente, estando animado el cuerpo
de un movimiento uniforme 4 lo largo de la linea de ma-

.xima pendiente AL del plano (fig. 361).

Supongamos que el cuerpo resbala 6 va a resbalar del
punto L al punto A, es decir; subiendo. El rozamiento
que se desarrolla al contacto del cuerpo y el plano es una
fuerza F paralela al plano y dirigida en el sentido AL. La
resultante de las acciones del plano sobre €l cuerpo esta
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dirigida segun una recta IR, que forma con la normal
IS, en el plano dela figu-
ra, un angulo RIS igual
al angulo de rozamiento,
Esta reaccion total R se
descompone en dos fuer
zas, una normal S, y una
fuerza F, que es el roza-
miento. Tracemos los
ejesIX € IY, y llame-
mos 2 las componerites
del peso Q del cuerpo, segun estos ejes, Q' y Q”, y sean
tambien las componentes de la potencia desconocida P,
segun los mismos ejes, X € Y. Tendremos las ecuaciones
del equilibrio

[Y~F—Q":0, (ol e OF iee
X+4S—Q'=0, lX:Q_'—-S;

y ademas la ecuacion del rozamiento, siendo fsu coefi-

ciente;
(2) F=Sf

Tenemos las tres ecuaciones (1) y (2) para determinar
las cuatro incégnitas X, Y, Sy F. Luego una de estas
cuatro incégnitas es arbitraria, y puede servir para que el
problema satisfaga 4 alguna nueva condicion. Suponga-
mos que &sta sea, que la potencia P sea un minimo.

883. El problema puede resolverse geométrica y
analiticamente. Para resolverlo geométricamente, te-
nemos, que el peso Q y las fuerzas P y R, se
equilibran en el punto I; Q esla resultante de IP” €
IR’ iguales y contrariasa P y R, luego la recta IQ es la
diagonal del paralelégramo TR"QP’, construido sobre
ellas. En este paralelégramo, el lado IR’ tiene una di-
reccion conocida, la fuerza P esta representada en mag-
nitud por la recta QR’, que une el punto Q al punto R,

Mzcdmca Racionar.—Towmo 11, 33

Fig. 361.
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extremo de la recta IR’. El minimo de la fuerza P corres-
ponde al minimo de QR’, 6 4 la perpendicular bajada del
punto Q sobre la recta IR’ es decir, obtendremos el
minimo buscado cuando la potencia P sea perpendicu-
lar 4 la recta IR, 6 cuando tenga una direccion que for-
me con la linea de maxima pendiente del plano un angulo
PIY igual al angulo de rozamiento.

884. Se obtendra la solucion algébrica del problema
estableciendo la ecuacion

(3) X=/Y;
de las ecuaciones (1), (2) y (3), se deducen los valores
siguientes de las cuatro incégnitas del problema,
Q=0 Y — Q'+QF
b 2 T
"+Qf
f‘ Ql_b-,m ’ fQ1+f? ¥

Representando por i la inclinacion ALT del plano so-
bre el horizonte y por « el angulo de rozamiento, ten-
dremos’

Q' =Qrcosty s '=Qsens, = f—tos

y sustituyendo en las anteriores, seran
c08? —eengtgo e
S=Q. =20 —Qcos(i+«) cosa,

1-+tg'a
F—=0Qcos(i~4-u)senu,
¥=0), %:iﬁ —=Qsen(7+«)cos «,
X =0Qsen (i+4o)senc,

Hemos supuesto que el cuerpo resbala subiendo; si res-
balara descendiendo, las f6rmulas anteriores, cambiando
en ellas el signo de F, y « en —«, resuelven el problema,
teniendo cuidado, ademas, de dar a las fuerzas F, X é Y
los signos convenientes.

En todos los casos las férmulas (4) resuelven el pro-
blema, dando 2 las fuerzas y al angulo « los signos corres-
pondientes.

4)
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Rosca 6 tornillo. Su ley de equilibrio.

885. La rosca esuna maquina que se refiere a la vez
2 la palanca y al plano inclinado, porque en ella se con-
sidera en general el equilibrio de un cuerpo, que se en-
cuentra al mismo tiempo sujeto 4 girar alrededor de un
-eje fijo, y a descender uniformemente 2 lo largo de este
¢je, apoyandose sobre una superficie inclinada.

La rosca se compone de un cilindro recto A (fig. 362),
rodeado de un filete saliente, en-
gendrado por el plano de un trian-
gulo 6 de un paralelégramo, que
apoyandose por su base sobre una
generatriz, gira alrededor del eje¢
del cilindro, descendiendo a lo largo
de una hélice trazadasobre su super-
ficie. Paso de la hélice es la porcion
de una generatriz del cilindro com-
prendida entre dos espiras conse-
cutivas. Todos los puntos, que com-
ponen el filete del tornillo, pueden
considerarse como perteneciendo a
hélices descritas sobre cilindros del
mismo eje, pero de radios diferen-
tes; mas todas estas hélices tienen
el mismo paso, que es el que se llama paso de la rosca.

La rosca penetra en una pieza hueca B, llamada tzerca,
horadada interiormente de manera, que presente en
hueco la misma forma que el filete de la rosca. La genera-
cion de la tuerca es idéntica 4 la de la rosca. Concibamos
que el triangulo 6 paralelégramo generador, que pro-
duce sobre el cilindro el filete de la rosca, penetra en el
cilindro; producira en el interior de €l un carril hueco,

Fig. 362.
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perfectamente igual al filete, y que éste llenara exactamen-
te; esta segunda pieza, que puede ser considerada como
el molde de la primera, forma la tuerca de la rosca.

Ahora, es claro, si una de estas piezas es fija, quela
otra estari sujeta de manera que no tendri mas que la
libertad de girar alrededor del eje del cilindro y de des-
cender 6 ascender al mismo tiempo sobre la segunda, co-
mo sobre una superficie inclinada; luego existen entre las
fuerzas que se equilibran sobre la pieza mévil, relaciones.
que dependen de su union i la otra, y estas relaciones.
constituyen las condiciones de equilibrio del tornillo.

886. Para encontrarlas, supongamos que la tuerca sea
fija (fig. 363), y que se apli-
ca un par (P,—P) en un
plano perpendicular al eje
OO0’ de la rosca, en los ex-
tremos de una barra M N
que atraviesa la cabeza de
larosca y es perpendicular
a su eje, sea R el esfuerzo resultante desarrollado contra
un obstaculo, en el sentido del eje OO'; el par (P,—P), la
R tomada en sentido contrario y las reacciones desarro-
lladas entre la rosca y su tuerca, deben equilibrarse, y se
podré por consiguiente determinar el valor de la fuerza
R. Prescindamos por de pronto del rozamiento, y apli-
quemos el teorema del trabajo vertical. Un pequefio mo-
vimiento angular 8, de la rosca, producira un pequefio
movimiento longitudinal e, Los trabajos verticales de las.
fuerzas P,—P, que corresponden a la rotacion 0 de la ros-
ca, son iguales a los productos de los momentos de estas.
fuerzas por el angulo f; luego si suponemos las fuerzas
P y —P, aplicadas a distancias iguales OM, ON del eje .
de la rosca, y representamos estas distancias por &, la su-
ma de los trabajos de las fuerzas sera 2 P49, el trabajo de

Fig. 363.
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la resistencia R, es negativo € igual 2 —Re; la ecuacion
del teorema del trabajo vertical es

2P —Re=0,
de la que se deduce

R==2Ps .
é

Si llamamos 4 al paso de la rosca, para una vuelta en-
itera de ésta la traslacion es 4, y tendremos la proporcion
0 27
e b
y sustituyendo, tendremos la siguiente ecuacion del equi-
librio de la rosca

2 -

La resistencia R, vencida por la maquina, esta en ra-
zon inversa del paso de la rosca 4; y tomando este paso
suficientemente pequefio, se podra ejercer un esfuerzo
tan grande como sz quiera, con un par 2P, de intensi-
dad dada. Este resultado manifiesta la conveniencia de
xeducir cuanto se pueda en esta miquina el paso de la
rosca; pero es imposible en la practica llevar esta reduc-
<cion mas alla de un cierto limite, Se obtiene vna dis- .
posicion ventajosa de la maquina, colocando sobre un
mismo cilindro dos filetes de rosca, de pasos diferentes
4y K, y haciendo pasar el primero por una tuerca fija y
«l segundo por una tuerca que puede moverse longitudi-
nalmente; la rosca, al girar, producira una traslacion de
Ja tuerca mévil; esta tuerca avanzara de la diferencia /—4"
«de los dos pasos, por una vuelta 2= de la rosca. El esfuer-
zo desarrollado contra un obstaculo por la tuerca mévil,
serd :

R=2P} 2",
que podra hacerse tan grande como se quiera, haciendo
la diferencia 2—%' tan pequefia como exija el caso.
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Equilibrio de !a rosca, teniendo en cuenta el rozamiento.

887. Vamos a encontrar ya esta ley de equilibrio, es:
decir, la relacion entre la resistencia R y el momento del
par motor 2P2, teniendo en cuenta el rozamiento des-
arrollado por el contacto del filete de la rosca con la.su-
perficie interna de la tuerca, y suponiendo que la rosca
recibe un movimiento ascendente.

Para simplificar la cuestion, admitiremos que el contac-
to de estas dos piezas esta concentrado a lo largo de una
hélice media, trazada, por ejemplo, & igual distancia en-
tre el cilindro sobre que se arrolla el filete, y el cilin—
dro tangente exteriormente al filete. SeaOM=—r(fig. 364),
elradio de esta hélice media,
| que representaremos por
| 1a curva AB; en un punto
M de esta hélice, tracemos.
para mayor sencillez una.
normal a la superficie heli-
f zoidal, y supongamos que

el filete de la rosca es cua-

drado, enténces la normal
MN estara contenida en un plano NMY, tangente al ci-
lindro sobre el que ésti trazada la hélice AB; tracemos.
tambien la tangente a la hélice en el punto M. En el mo-
mento en que va a empezar el movimiento, la reaccion.
total, ejercida sobre el punto M por la tuerca, se descom-:
pone en una componente normal N, y una componente
tangencial, que es el rozamiento fN; estas dos componen-
tes forman el mismo angulo ¢ con las rectas MY, ML,
trazadas por el punto M en el plano tangente al cilindro-
que contiene la hélice AB, una paralela al eje OO/, y la.
otra perpendicular 2 ésta.

I'ig. 284,

.
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Podemos descomponerlas segun estas direcciones; las
componentes de la fuerza N son Ncos7, segun MY, y
Nsen#, segun ML; las componentes de /N son, fNsen:
y fNcosi. Tendremos, segun MY una fuerza Ncosi—
fNseni, y segun ML una fuerza Nseni— fNcosi.

En todos los puntos de la hélice AB podemos hacer la
misma descomposicion; en cada uno encontraremos la
fuerza N(cosi—fseni) paralelaal eje OO’ y N(seni 4 fcosi)
perpendicular 4 dicho eje, y cuyo momento, con relacion
4 él, es Nr (seni— fcosz). La suma de las componentes
paralelas @ OO’ es (cosi—fsen)EN; y la suma de los
momentos con respecto al mismo eje es 7(seni—fcosz) EN.
El signo X se extiende 4 todos los puntos de la porcion
de la hélice A B, comprendida dentro de la tuerca.

Las seis ecuaciones del equilibrio de un sélido inva-
riable se reducen en este caso, a las dos siguientes

R=—(cosi— fseni)EN,
2Rb—r (seni—+fcosi)EN;

que son las ecuaciones del equilibrio de la rosca; las otras
cuatro se verifican por si mismas en virtud de los su-
puestos establecidos,

Podemos eliminar 2N en estas ecuaciones dividiéndo-

las una por otra, y resulta
° Rr __ cosi—frent
9Pb ~  seni+fcosi ’

Ren
y como f=tgu=—= =

o - - -
=y sustituyendo y reduciendo sera

Br_ coslita) .
T Gl

Siendo las fuerzas PyR positivas, cot (/< «) es positi-
va, lo cual exije que i-l—a.{_%; luego i<%——u.

La férmula obtenida estd conforme con la obtenida
para el plano inclinado (881), cuando se emplea una fuer-
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za horizontal 2P% para hacer elevar un peso Rz a lo lar-
go de la linea de maxima pendiente.

888. Supongamos que el movimiento de la rosca se
produce en sentido contrario, es decir, descendente, y
que por la accion del par 2P4, la rosca desciende en su
tuerca bajo una presion R, ejercida de abajo a arriba en
su extremo. Para pasar del caso anterior a este, basta
cambiar « en —«, porque el rozamiento cambia de senti-

do; luego la férmula para este caso serd

2Pb .

o =tg (1——‘1);
y para que las fuerzas P y R continien positivas, es nece-
sario que 7>a. '

Para que los dos movimientos sean igualmente posi-

= . T
bles, es necesario quea <Ji<C. 5% para lo cual, debe

T
Ser m<T.

Teoria del trabajo de las maquinas.

889. El objeto de las maquinas en general es no sélo
equilibrar las fuerzas, sino vencerlas, es decir, hacer mo-
ver sus puntos de aplicacion en un sentido opuesto al
sentido de las acciones de estas fuerzas. Asi, cuando se
emplea una maquina para elevar un peso, nos propone-
mos hacer reccorrer 4 este peso un camino vertical de
abajo 4 arriba, es decir, en sentido contrario al sentido en
que tiende a llevarlo la gravedad. La maquina no es
mis que un cuerpo intermedio entre la potencia que se
emplea y la resistencia que se trata de vencer, La poten-
cia se llama tambien fuerza motriz y la resistencia fuerza

esistente. Cuando una méaquina estd en movimiento, la
potencia hace mover su punto de aplicacion, segun su di-
reccion y en su propio sentido, miéntras que el punto de
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aplicacion de la resistencia se mueve segun su direccion
v en sentido contrario al suyo; 6 lo que es lo msimo, una
fuerza motriz produce un trabajo positivo, y una fuerza
resistente produce un trabajo negativo.

En el estado de equilibrio, cuando la maquina esta en
reposo, no hay mas trabajos que considerar, que los tra-
bajos virtuales correspondientes 4 los movimientos vir-
tuales; y enténces la distincion entre la potencia y la resis-
tencia no es necesaria. En el caso de la palanca podriamos
Alamar R 24 la potencia, y P 4 la resistencia, sin ningun
inconveniente; porque un movimiento angular de senti-
do contrario al que se trata de producir, justificaria estas
denominaciones, haciendo positivo el trabajo de la resis-
tencia, y negativo el de la potencia.

Ordinariamente una maquina esta destinada 4 vencer
una resistencia bien definida, de consiguiente, no hay nin-
guna ambigiiedad entre las fuerzas motrices y las fuer-
zas resistentes. Ademas, el equilibrio entre estas fuerzas
puede tener lugar estando en marcha la maquina, lo mis-
mo que estando parada, y siempre existe en el primer
caso, cuando la maquina posee un movimiento uniforme;
de consiguiente, el estudio de las condiciones de equili-
brio de las maquinas debe hacerse, considerandolas al es-
tado de equilibrio, 6 al estado de movimiento.

890. - Vamos a demostrar que se pueden aplicar las
ecuaciones del equilibrio 4 una méiquina al estado de mo-
vimiento uniforme, como si esta miquina estuviera en
reposo, haciendo uso del teorema de las fuerzas vivas,
que define en general su movimiento. Sea T el trabajo
total de las fuerzas, tanto motrices como resistentes; ten=
dremos la ecuacion

Emv2—Zmv 2=2T,
diferenciando esta ecuacion, resulta
Emvdv—=—dT.
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Si entre las velocidades v'de los diferentes puntos, exis-
ten relaciones constantes, como acontece en la mayor
parte de las ‘'maquinas, entre sus diferenciales existiran
las mismas relaciones, y por consiguiente, se reduciran a
cero todas a la vez; luego las velocidades de todos sus
puntos pasan 4 la vez por sus miximos y minimos valo-
res. ‘Si dv=0, sera al mismo tiempo dT=0 en la ecua-
cion anterior; pero 4T es la suma de los trabajos elemen-
tales de las fuerzas, y la relacion 4T =0, indica que por
medio de las ligaduras, las fuerzas se equilibran; luego
el maximo y el minimo de las velocidades de los diferen—
tespuntos méviles, tiene lugar cuando laméaquina pasa por
una posicion de equilibrio.

Si el trabajo T es constantemente cero, 4T es tambien
constantemente cero, y se verifica en cada instante
Ymv2=Xmuv?; luego la fuerza viva de la miquina es
constante, cuando las fuerzas se equilibran constantemen-
te. La reciproca es cierta, por consiguiente, si se tiene
v=1, es decir, si el movimiento de cada punto es uni-
forme sobre su trayectoria, las fuerzas que actiian sobre
la maquina se equilibran constantemente; luego las leyes
de equilibrio de las maquinas son aplicables cuando el
movimiento de que van animadas es uniforme. Esta ex-
tension de las ecuaciones del equilibrio, sélo se aplica ri~
gurosamente a las que expresan las condiciones de equi-
librio, y no es aplicable 4 las ecuaciones que conducen a
la determinacion de las reacciones de los puntos fijos,
de las tensiones de las ligaduras, las cuales pueden ser
muy diferentes al estado de movimiento, que al estado de
reposo de la maquina.

8g1. Todas las ma.qumas que se emplean en la in-
dustria pueden reducirse 2 dos clases muy diferentes:
unas que sirven para vencer resistencias mas 6 ménos
considerables, tales como las que sirven para elevar far-
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dos, comprimir 6 pulverizar los cuerpos, tornear, cortar
6 taladrar maderas, metales y sus analogas; y otras desti-
nadas 4 producir obras que exijen mas delicadeza que
fuerza, como las que sirven para hilar y tejer las materias
textiles, fabricar encajes, abanicos y otras obras deli-
cadas.

Las maquinas de la primera clase, cuando estin en
movimiento, vencen las resistencias 4 que se aplican, -y
hacen recorrer a los puntos de aplicacion de estas resis-
tencias un cierto camino en sentido contrario de la ac-
cion, como antes hemos dicho. El trabajo desarrollado
por la resistencia, es como sabemos, igual al producto de
la resistencia por el camino que recorre su punto de apli-
cacion, estimado en la direccion de esta resistencia. Mas
para que una maquina pueda vencer una resistencia, y
hacer marchar su punto de aplicacion en sentido contra~
rio de su accion, es necesario que le esté aplicada una
fuerza motriz 6 una potencia, y que el punto de la ma-
quina, sobre el que obra la potencia marche en sentido-
de su accion; es, pues, necesario que la potencia desarro-
lle tambien un cierto trabajo. Este traba_]o desenvuelto.
por la potencia hace funcionar la maquina, y se puede
decir que la maquinaesta destinada 4 ‘trasmitir el trabajo-
de la potencia al punto de aplicacion de la resistencia.

Las maquinas de la segunda clase no estan destinadas.
4 vencer directamente resistencias, pero la obra que eje-
cutan, hace que se desarrollen rozamientos y otras resis-
tencias accesorias, y exije para sostener el movimiento la
accion de la potencia correspondiente.

Podemos, pues, decir en general, que las maquinas.
son aparatos destinados @ trasmitir el trabajo de las fuer--
Zas, y vamos a ver cémo se verifica esta trasmision.

J
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Trasmision del trabajo en las méquinas.

892. Ordinariamente una maquina no puede tomar
mas que dos movimientos, opuestos uno a otro, en los
«<uales el movimiento de un sélo punto determina el de
todos los demas; de consiguiente, una sola ecuacion bas-
ta para determinar la ley de este movimiento, una vez
conocido el sentido en que se verifica; esta ecuacion es
la del teorema de las fuerzas vivas,

(1) Em?—Smu2—2s f (Xdx+Ydy+Zdz)=2T,

como dijimos en su lugar. Para aplicar esta ecuacion y
ver c6émo se trasmite el trabajo en una maquina, observa~
remos que las fuerzas que obran sobre la maquina son
de dos clases; fuerzas motrices y fuerzas resistentes, 6
sean fuerzas cuyo trabajo es positivo, y fuerzas cuyo tra-
bajo es negativo; las primeras, cuyas direcciones forman
en todos los casos angulos agudos con los caminos ele-
mentales que recorren sus puntos de aplicacion, y las
segundas forman angulos obtusos con los caminos re-
" corridos por sus puntos de aplicacion; el trabajo de una
fuerza motriz se llama frabajo motor; el de una fuerza re-
sistente, considerado en su valor absoluto,. se llama #ra-
bajo resistente; la suma de todos los trabajos desarrollados
durante un tiempo cualquiera por las fuerzas motrices
que obran sobre una maquina, constituye lo que se llama
€l trabajo motor total, 6 simplemente el zrabajo motor cor-
respondiente a este tiempo; del mismo modo se da el
nombre de zrabajo resistente total, 6 trabajo resistente, a
la suma de los valores absolutos de los trabajos debidos
4 las fuerzas resistentes durante el mismo tiempo. .
893. Establecidas estas definiciones, si consideramos
€l movimiento de una maquina durante un intervalo de
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tiempo cualquiera, y designamos por T, el trabajo motor
total desarrollado durante este tiempo, y por T, el resis-
tente total correspondiente; T—T, —T, sera el valor de
la suma de los trabajos de todas las fuerzas que obran
sobre la maquina, durante el tiempo de que se trata; y la
ecuacion de las fuerzas vivas tomara la forma

(2) ZEmv2—Imvl= 2[Tm —T,.J :

la cual expresa, que el incremento total de'la fuerza viva
de la maquina durante el tiempo que se considera, es
igual al duplo del exceso del trabajo motor sobre el re-
sistente, durante el mismo tiempo. Esta ecuacion encier-
ra toda la teoria de la trasmision del trabajo en las ma-
quinas.

Supongamos en primer lugar que el movimiento de la
maquina es uniforme, 6 que la velocidad de cada uno de
sus puntos es constante; el primer miembro de la ecua-
cion (2) es nulo, cualquiera que sea el tiempo que se
considere; luego T,,—T,, el trabajo motor es constante-
mente igual al trabajo resistente; por consiguiente, la
maquina trasmite el trabajo desarrollado por las fuerzas.
motrices a los puntos en que obran las fuerzas resisten-
tes sin modificar su valor. En el caso de que no actiien
sobre la maquina mas que una sola potencia y una sola
resistencia, la uniformidad del movimiento exije que el
trabajo de la potencia sea igual al dela resistencia; 6 que
la potencia y la resistencia estén en razon inversa de los
caminos recorridos, en el mismo tiempo, por sus puntos
de aplicacion, y segun sus direcciones respectivas. De
aqui resulta el conocido principio de que, /o que se gana
en fuerza se pierde en velocidad, que es muy importante
en la teoria de las maquinas.

894. Siel movimiento de la maquina noes uniforme,
el trabajo motor y el trabajo resistente no son iguales en
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-un tiempo cualquiera; pero en este caso el movimiento
de la maquina es generalmente peri6dico, es decir, que
las velocidades de los diferentes puntos de la méquina -
-que aumentan 6 disminuyen alternativamente, y vuelvena
tener valores iguales 2 los primitivos, al cabo de un cier-
to tiempo llamado periode. Al fin de uno de estos perio-
dos, el primer miembro de la ecuacion (2) es cero, por
consiguiente, el segundo lo es tambien, y el trabajo motor
T,,, desarrollado durante este tiempo, es igual al trabajo
resistente T, durante el mismo periodo. Y aunque T,y T,
no son iguales en cada elemento del tiempo, puede con=
siderarse. que por término medio, existe la igualdad du-
rante toda la marcha periédica de la maquina; puesto que
se verifica para cada uno de los periodos del movimiento,
y por consiguiente, para. un nimero cualquiera de pe-
riodos. .

Aplicando la ecuacion (2) 4 todo el tiempo que dura
el movimiento de la maquina, 6 sea al tiempo trascurrido
desde que empieza & moverse hasta que se para, el pri-
mer miembro de la ecuacion es cero; luego durante todo
el tiempo del movimiento sera T,=T,, de modo, que
cualesquiera que sean las variaciones del movimiento de
la maquina, el trabajo motor desarrollado por las fuerzas
motrices es igual al trabajo resistente desarrollado por
las fuerzas resistentes.

Tambien vemos en la ecuacion (2), que si la fuerza
viva Emv2 de la maquina, al fin de un intervalo de tiem-
po, es mayor que la Smwy2, correspondiente al principio
del mismo intervalo de tiempo, T,, es mayor que T,; y
si Zmv2<Zmv 2, T, <T,.

895. Deaqui se deduce el modo de variar el movi-
miento de la maquina, segun que el trabajo motor es
mayor 6 menor que el trabajo resistente: si T,,—=T, la
fuerza viva es constante; si T,,>T,, el movimiento de
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la maquina se acelera; y si T,,< T,, el movimiento se re-
tarda, y su fuerza viva disminuye en el duplo del exceso
de T, sobre T,,. Segun esto, cuanto T,,>>T,, el trabajo
motor T, se descompone en dos partes T,y T,—T,; la
primera de estas dos partes del trabajo motor se emplea
en ejecutar el trabajo T,, correspondiente 4 las resis-
tencias que obran sobre ella, y la segunda produce el au-
mento de la fuerza viva de la maquina; cuando, por el
contrario, T,>T,, el trabajo motor T,, no puede produ-
<ir mas que una parte del trabajo resistente que es igual
a T,; la otra parte T,—T,, del trabajo resistente se pro-
duce 4 expensas de la fuerza viva de la maquina, que dis-
minuye en la cantidad correspondiente.

Todo se verifica como si en el primer caso el exceso
del trabajo motor sobre el resistente se acumulase en la
masa total de la maquina, bajo la forma de fuerza viva, y
si en el segundo caso, el exceso del trabajo motor asi acu-
mulado anteriormente, se restituyese para producir'una
cantidad de trabajo resistente, precisamente igual a la que
el exceso de trabajo motor habria producido directamen-
te. Se deduce de aqui el porqué no es necesario que el
movimiento de la maquina sea uniforme, para que tras-
mita el trabajo sin cambiar su valor total.

Al empezar el movimiento de una maquina, durante
el tiempo comprendido entre el instante en que parte del

- Teposo, y aquel en que llega al estado de movimiento re-
gular, que debe conservar, el trabajo motor T,, excede
al resistente, en una cantidad igual 4 la mitad de la fuerza
viva que posee la maquina al fin de este tiempo; desde
este instante, y durante todo el tiempo que la maquina
conserva su movimiento regular 6 periédico, los trabajos
motor y resistente son iguales, como hemos dicho; pero
al fin, cuando la maquina parte de su movimimiento re-
gular, para volver al estado de reposo,.T, excedea T, en



528 TEORfA DEL TRABAJO DE LAS MAQUINAS,

una cantidad igual 4 la mitad de la fuerza viva que pier-
de la maquina. La parte de trabajo motor que se habia
empleado al principio, para poner la maquina en su esta-
do de movimiento regular, y que estaba en ella bajo la
forma de fuerza viva, reaparece y produce una cantidad
de trabajo resistente.

896. Segun lo que acabamosde exponer, en todoslos.
casos una maquina trasmite todo el trabajo que se le apli-
ca, sin alterar su valor. Si esta trasmision integra del tra-
bajo por mediodela maquina, no se efectiia completamente:
en cada uno de los elementos del tiempo total que dura su
movimiento, se verifican en los diversos elementos com~
pensaciones tales, que en dltimo resultado no se pierde
parte alguna del trabajo motor, aplicado a la maquina;
pero es preciso, parallegar a este resultado, que se tengan
en cuenta todas las fuerzas aplicadas a la maquina, sin
excepcion alguna; y sabemos que para esto se deben con-
siderar lo mismo las fuerzas exteriores que las interiores.
Entre las fuerzas resistentes las hay de dos clases: prime-
ra, las que estan precisamente aplicadas 2 la maquina,
segun el objeto @ que se la destina, 6 sea las que corres-
ponden al trabajo que produce la maquina; segunda, las
que se desarrollan en las diversas partes de la maquina, a
causa de su movimiento, como los rozamientos entre las
piezas s6lidas de que estd formada, y que son indepen-
dientes del trabajo para que se destina la maquina. Las
fuerzas resistentes de la primera clase se llaman resisten—
cias itiles, y las segundas se llaman resistencias pasivas.
El trabajo producido por las primeras se llama trabajo
atil,

Designemos el trabajo ftil por T, y por T, el trabajo
debido 2 las resistencias pasivas, que se llama ¢trabajo per-
dido, tendremos

Te=T Ty,
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Hemos visto que si se considera el movimiento de una
maquina en conjunto, T,—=T, , y la igualdad anterior
sera

= Tm-—Tm

que nos dice, que siempre ¢l trabajo Gtil T, es menor que
el trabajo motor T,,, en la cantidad T, que representa el
trabajo perdido; de modo, que se puede decir que las
maquinas trasmiten todo el trabajo motor sin que se
pierda cantidad alguna; pero se pierde una parte del tra-
bajo T, que se llama trabajo perdido. La relacion

s :

T_m- ]
del trabajo til al trabajo motor, se llama rendimiento de
la maquina; esta relacion es siempre menor que la uni-
dad, y la maquina es tanto mis perfecta, cuanto mas se
aproxima su rendimiento @ la unidad. Se considera ex-
celente una maquina en la industria, cuando su rendi-
miento €s 0,75, 6 mayor.

897. En toda maquina deben evitarse en cuanto sea
posible las pérdidas de fuerza viva, porque toda pérdida
de fuerza viva equivale & una pérdida de trabajo motor.
Si las moléculas de algunas piezas de la maquina adquie-
ren un movimiento vibratorio, ademas del movimiento
general de la maquina, este movimiento se trasmite 2 los
cuerpos préximos por medio de los soportes y del medio
que rodea la maquina, tal como el aire 6 el agua, conclu-
yendo por perderse en la masa total de la Tierra, sin pro-
ducir ningun trabajo atil. Por consiguiente, debe procu-
rarse que no se produzcan movimientos vibratorios en
las moléculas de la maquina. Ya hemos visto en el teo-
rema de Carnot (734), que en el choque de los cuerpos
naturales hay siempre pérdida de fuerza viva; pérdida
que en una méaquina es debida a la comunicacion del mo-

Mecinca Racionar.—Tomo II, 34 :
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vimiento de las piezas de la maquina 2 los soportes y al
medio en que se mueve.

Las principales causas de pérdida de fuerza viva en las
maquinas, provienen de los movimientos vibratorios de
sus moléculas, de los choques de unas piezas con otras, y
del rozamiento que constantemente se desarrolla, al res-
balar 6 rodar unas piezas sobre otras.

898. Al proyectar una maquina, se procura siempre,
que el trabajo perdido T, sea muy pequefio, con relacion
al trabajo 1til T,. Se disminuye el rozamiento pulimen-
tando 6 engrasando las superficies de los cuerpos, que de-
ben resbalar unos sobre otros, procurando que sean muy
duros, y haciendo que la velocidad del resbalamiento sea
pequefia; pero de cualquiera manera que se construya la
maquina, nunca puede conseguirse que el trabajo atil T,
sea igual 6 mayor que el trabajo motor T,,, siempre hay
una porcion de trabajo perdido T,, que no puede ser
nunca cero.

Resulta de aqui, que los que buscan el llamado vulgar-
mente movimiento continuo, y que en rigor debia llamarse
movimiento perpét uo, buscan una cosa imposible; porque el
objeto que se proponen estos investigadores, es cons-
truir una maquina que produzca trabajo til sin gasto de
trabajo motor, 6 al ménos que el trabajo til producido
sea igual 6 mayor que el trabajo motor emplado, proble-
ma evidentemente absurdo, segun lo que acabamos de
decir.
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manecer sobre dos curvas dadas,
179;—de un sistema cualguiera e
puntos, 147.

Movimiento de un punto material, no
libre, I, 419; —sobre una curva
dada, I, 421;—de un punto material
pesado gobre una recta inclinada,
426;—de un punto material pesado
sobre una curva, L, 430;—oscilato-
rio, I,435.

Movimiento de los proyectiles en el
vacio, 1. 402 y siguientes;—en el
aire, I 408 y siguientes;—cuando
el dngulo de proyeccion es muy pe-
quefio, I, 414;—cuando la resisten.
cia del aire se representa por nna
funcion cualguiera de la velocidad.

Movimiento de un punto atraido por
un centro fijo en razon directa de su
distancia, L, 364;—de un punto re-
pelido por un uan{n-u fijo en razon
directa de su distancia, I, 366.

fNDICE ALFABETICO.

Movimiento de un sélido libre. 285;
—de la Tierra en el espacio, 289;—
efecto de una fuerza instantinea
sobre un sélido libre, 292;—caso en
que sea perpendicular al eje instan-
tdneo, 293;—condiciones para que
pergista el movimiento. 295. :

M{civment.oa simultdneos de un sdli-

0.

\floﬂmwnms relativos (teoria de
los), I, 275.

Movimiento relativo de un punto ma-
terial. I,483;—de los cuerpos en la
superficie dela Tierra.

Movimiento de un cuerpo en contacto
con una superficie fija. 307;—de un
cu.erpo redondo sobre un plano in-
clinado, 306; — rectilineo de una
hola de marlil sobre una mesa de
billar, 312;—curvilinev de una bola.
de marﬂ]. sobre una mesa de billar.
3

Mow.tmantn oscilatorio de una barra

ica, 229,

Movimiento de rotacion de un sdlido;
226;—producido por fuerzas instan-
tineas, 229;—por fuerzas cuales-
quiera, 238;—cam en gue no hay
fuerzas motrices, 241;—caso en gqne
las fuerzas motrices se reducen & un
par, 243,

Movimiento de rotacion de un mihdo
alrededor de un punto fijo, 25
rotacion mpia,precasion.nutacion,
linea de los nodos, 254;—determina-
cion de los momentos de las canti-
dades de movimiento con respecto
4 sus ejes principales de inercia,
255;—deducecion de lag ecuaciones
del, 258 y siguientes.

Movimiento de traslacion de dos
cuerpos unidos por una varilla rigi-

, 165;—de varios cuerpos ligados
por cuerdas, 167;—de un tren sobre
unavia férrea, 169;—(19 dos cuerpos
sobre dos planos inclinados, 174;—
de una cadena sobre dos planos in-
clinados, 176

Muelas de molino, 245.

NEwTON, teorema de, I, 177
Nivelacion barométriea, 393.
Nodos de vibracion, 350.
Nutaecion, 290,

0.

Orbﬂ:a. e].[ptlt.a, I
casi circular,

527;—circular 6
530 —parabdlica.
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Oﬁaciones de un fliido, pequefias,

Onda, 475,

P.

Palanca; sus condiciones de equili-
brio, 486;—equilibrio de un sistema
de palancas, 508,

Parrus, teoremas de, I, 191.

Paralelepipedo de las fuerzas, I, 23;
—de las velocidades, I, 237.

Paralelogramo de las fuerzas, 1, 12;
—de las velocldades. 1, 236;—de
las rotaciones, 1,

Pa.lr de fuerzas, I, 28; de rotaciones,

262.

Pares. teoria de los, 1, 87;—trasfor-
macion de los, I, 38;—trasforma-
cion de los, I,40;—medidade los, I,
42;—composicion de los, I, 43 y 44;
—descomposicion de los, I, 45.

Paso de un Hguido por un canal, 457.

Percusiones ejercidas sobre el eje fijo,
231 y 239;— condiciones para gue el
eje no experimente ninguna percu-

sion, 234; —centro de percusion,,

236;—percusion sobre un sélo pun-
to, 236.

Perihelio, I, 528.

Péndulo simple, circular, I, 434 y si-
guientes;—teoria general del L, 440;
—tension del hilo del, I, 444;—ci-
cloidal, 1, 446:—en un medio resis-
tente, T, 450 y siguientes;—cdnico,
1, 465 y signientes.

Péndulo cdénico, teniendo en cuenta
el movimiento de la Tierra, I, 501.

Péndulo compuesto, 246;—longitud
del, 247 ; —eje de oscilacion del,
249; —centro de oscilacion del, 249;
0—5e_|e de la mds breve oacﬂnc;on,

1

Peon, movimiento del, 285.

Planoinelinado, su ley de equilibrio,
510;—equilibriodel planoinclinado,
telélmdl} en cuenta el rozamiento,
51

Plano invariable 4 del mdximo de las
dreas, 205 v 207.

Poinsor, I, 37;—teoria de la rotacion
de los cuerpos, 269;—estabilidad de
la rotacion alrededor deun eje prin-
cipal, 278; —efecto de un par ins-
tantineo sobre un sélido que tiene
un punto fijo. 280

Poisson, teorema de, T, 168.

Poleas, 495;—ley de equilibrio de las,
495;—equilibrio de la polea tenien-
do en cuenta el rozamiento y la ri-
gidez de la cuerda, 499,

Poligono de las fuerzas, I, 22;—de las
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velocidades, I, 236;—de apoyo, 102;
—funicular, 4 751l

Poloide, 272;—ecuaciones de la, 274.

PoxceLET, dindmometro de, 80.

Potencial, I, 163 y sigu.iente‘s.

Precesion de los equinocios, 290,

Presiones ejercidas sobre el suelo por
los cuatro piés de una mesa, 106;—
por un sélido pesado que se apoya
por una cara plapa rectangular,

Presiones en el interior de un titido.
360 y 365;—principio de la trasmi-
sion de laa. 367;—en un fliido so-
metido 4 fuerzas cualesquiera, 370;
— representadas por la altura de
una columna liguida, 383;—en los
gases pesados, 393,

Preamnas de los fitiidos sobre las pa-

des de las vasijas que los contie-
nen, 402;—eobre la superficie de
los solidos sumergidos, 411,

Principio de ignaldad de la accion y la
reaccion, 1, 328.

Proyaccmu del movimiento, I, 199;—
gobre nn plano fijo, I, 372;—sobre
una recta fija, I, 373.

Proyectiles lanzados por armas raya-
das; su_desviacion del plano del
tiro, 297,

Punto de aplicacion de una fuerza,
| 25

R.

Radio de curvatura de ciertas curvas
tde‘trermnamou} I, 307;—de la héli-
¢, I, 308; —de una curva epicicloi-

dal planu,, I, 251.

Reduccion de las fuerzas, I, 53 g

Régimen permanente en un mdu,
443.

Relaciones entre las fuerzas, las’ ace-
leraciones y las masas, 1. 336; —en-
tre las fuersas, lag valomdades ylas
masas, I, 342,

Resistencia de los g6lidos 4 1a exten-
sion y la compresion, 72.

TResultante de virias fuerzas, I, 9.

Retruceso de las armas de fuego. 191

Rzg:daz de las euerdas, 497.

RoBERBAL, 1, 242,

Rodadura y resbalamiento de los 86-
lidos, I. 281 ¥ siguientes.

Romana, 40
Rotacion al)al ente del plano de osci-
lacion del péndulo, 503.

Rosca 6 t.urm.llo, su ley de equilibrio,
515;—equilibrio dela rosea, tenien-
do en cuenta el rozn.mlento‘als

Rozamiento, 92;—leyes del, 94;—coe-
ficiente de, 94;—Angulo de, 96.
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tema de. 510,

Ruptura, resistencia de los sélidos 4
la, 84;—seccion de, 85

SALADINT. I, 428,

Salida de un hq_md(;fesado por un
orificio horizontal, 449;—nivel cons.
tante, 451;— nivel wmable, 453.

Salida de un liguido Por orificio prac-
ticado en pared delgada, aplicacion
del teorema de Bernoulli, 44—
gasto, 455,

SAVARY, construccion de, 1, 251.

Sélido invariable, I, 8;—deigual re-
sistencia, 86.

Superficie de nivel y sus propiedades,

, 389:—en los flnidos, 373:—en los

fliidos pesados, 381.

T

Tabla de los valores del coeficiente y
del dngulo de rozamiento, 99.

Tangentes, 4 las curvas, I, 242 —4 la
elipse, I, 243; 4 lahipérbola. I. 244,
—4 una seccion conica, 1, 245; 4 la
concoide, I, 246. ‘

Tendencia lateral de los cuerpos en
movimiento en un planohorizontal,
I, 498,

Tension de un hilo flexible &inesten-
sible, 18.

Teoremas generales del movimiento
de un punto, I, 375,—de las canti-
dades de movimiento I. 375,—de
lag 4reas, 1, 382;—de las fuerzas
vivas, I, 387;—de la _menor acéion,
1, 396. 5

Teoremas generales del movimiento
de un sistema, 181;— teorema del
movimiento del centro degravedad,
182:—velocidad inicial del centro de
grave , 186;— conservacion del
movimiento del centro de gravedad,
187 y signientes

Teorema de las cantidades de moyi-
miento proyectadas sobre un eje,
192;—de los momentos de las can-
t-lc'lades de movimiento, 195;—delas
dreas, 200;—de las dreas en el mo-
vimiento relatlvo, 202;— aplicacio-
nes del teorema de las dreas, 208;
—de las fuerzas vivas, 211;—del

iNpice aLFaBETICO.
Ruedas dentadas, equilibrio de un sis- |-

efecto del trabajo, 216;—de las fuer™
zas vivas en el mﬂﬂment-o relati-
vo, 219;—de la menor accion, 222,

Tierra, forma dela superficie de la,
386

ToRrRICELLT, teorema de, 452

Torno, su ley de equilibrio, 501;—~
equilibrio del torno, teniendo e
cuenta el rozamiento, 504;—eqnili-
brio de un sistema de tomﬂa, 508.

Trabajo, definicion del, I, 386; trio-
nomio clal. I, 389.

Trabajo de las méquinas, teoria del,
520;—trasmision del. 524,

Tracclon 4 distanecia, 171.

Trayectoria, I, 184.

lo de inercia, 142.

U.

Uniea, condicion para que un sistema
(813 fuerzas tenga resultante; I, 67 y

V.

Variaciones de la presion en una masa
finida, 373

VARIGNON, poligono de. 10.

Velocidad, 1, 157 y 189; angular, I,
197;—del enfria.mient.o, 1y H
de circulacion, I, 197;—de desliza=
miento, I, 197;—aereolar, 1, 198;—
lineal.

Velocidad del sonido en los gases, 483.
Velocidad virtnal, 43;—velocidades:
virtuales, teorema de, 44 y signien-
tes;—ecuacion del teorema de las
velocidades vitnales, 53; — aplica-
ciones del teorema de las velocida~
des virtuales, 54 y siguientes.

Vertical, I, 487

Vibratorios, movimientos, 338.

Vibracion, duracion de una, 349.

Vibraciones de las cuerdas, 340. —
trasversales, 346;— longitudinales,

353,

Vibraciones de los gases en tubos ei-
lindricos, 466;—tubo cerrado por un
extremo ¢ mdeﬁmdo por el otro,
477.—tubo indefinido en un senti-
do y abierto por el otro, 479;—tubo
cerrado por sus dos extramos. 480;
—tubo abierto por sus dos: extre-

482

mos, 4582,
Volumen deun eilindro; I, 134.


















