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AVERTISSEMENT. 

Les seuls changemens importaos qui signalent 
cette nouvelle édition, se rapportent au second et 
au quatríeme chapitre. Ainsi, le paragraphe du se
cond chapilre, qui a pour objet la Résolution des 
triangles rectilignes, a été refondu entiérement. I I 
en est de méme de i'appendice de ce méme chapitre, 
intitulé : Trígonométrie sphérique. Daos les e'ditions 
precedentes, je faisais dériver d'un seul príncipe 
toutes les formules necessaires pour la résolution des 
triangles sphériques, solt obliquangles, soit rectan-
gles; mais cette méthode, toute analjtique, avait 
l'inconvénient de conduire á des relations dont plu-
sieurs n'étaient nuliement appropriées au calcul io -
garithmique. Je n entráis d'ailleurs dans aucun délail 
sur la résolution des triangles ; en sorte que mon 
travail sur cette partie n'éi^it, á proprement parler, 
qu'une ébauche. Dans l'édition actuelie, pour satis-
faire au désir de quelques professeurs , et surlout 
pour étre utile aux jeunes candidats de Técoíe na-
vale, j 'ai taché de présenter un précis plus éíémen-
taire, qui renfermát en méme teinps tout ce qu'il y 
a d'essentiel a sávoir sur le calcul des triangles sphé
riques. 

Aprés avoir obtenu au mojen d"une seule figure 
les dix relations qu'exige la résolution des triangles 
rectangles, j'indíqne la maniere de jes appiiqoer 
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dans toutes les circonstances qui peuvenl se rencor,» 
trer. Fassant ensuite aux triangíes obliquangles, 
j'établis des formules, toutes calculables par loga-
ritlimes, et parmi lesquelles íigurent principalement 
les Arudogies de Neper. La discussion des cas douíeux 
est d'aiileurs dcbarrassée de toutes les diílicullés qu'on 
rencontre ordinairement dans les ouvrages qui trai
te nt du méme sujet. 

J'ai repris, dans le quatriéme cliapitre, la théorie 
analjtique des fojers, en paríant d'une définitioii 
plus genérale et plus rationnelle que celle d'Euler. 
Cette nouvelle tliéorie est extraite, pour le fond, 
d'un opúsculo de M. Francfort, ayant pour titre : 
Essai analjtique de Géométrie , i 8 5 i . 

Eníin , le paragraphe de ce méme cliapitre , relatif 
a ridentité des courbes du second degré avec les sec-
tlons coniques (*"), a été augmenté d'une démonsíra-
tion géoméírique fort simple et fort elégante , due á 
M. Dandelin , inembre de l'Académie de Bruxelles. 

Ces changeraens auraient accru d'une maniere sen
sible Féíendue de ce traite, si je n'eusse fait imprimer 
en petit texte toutes les applications des théories, 
ainsi que les parties non exigées pour l'admission á 
l'École Poljteclmique. Par ce mojen, le nombre des 
feuiiles s'est méme trouvé reduit de deux, sur les 
precedentes éditions. 

(*) La note sur l ' identité, placee á la fin de l'ouvrage daos 
la troisiéme ediüou , se trouve maintenant fondue dans ce 
paragraphe. 
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A P P L I C A T I O N 

DE L ALGÉBRE 
A L A G É O M É T R I E . 

P R E M I É R E S E C T I O N . 

CHAPITRE l " . 

Développement d'une premiére méthode pour résoudre 
les questions de Géométrie par le calcul. 

1. Jntroduciion.— On a vu, en Géométrie , que les lignes, 
les surfaces et les solides peuvent, aussi bien que toutes les 
autres grandeurs, étre exprimées par des nombres; il suffit, en 
eífet, pour cela, de prendre pour uniíé Tune de ees grandeurs 
géome triques, C'est ainsi, par exempie, que j / a exprime la 
diagonale d'un carré dont le colé est égal á i . De méme, si 4 
et 3 représentent les nombres d'unite's linéaires contenues dans 
les deux cotes d'un rectangle, 4 X 3 ou 12 exprime le nombre 
d'unite's de .supe^ic/e contenues dans ce rectangle , ou , en 
d'autres termes, la surface de ce rectangle. De méme encoré, 
4 X 3 X 5 ou 60 exprime le volunte d'un parallélépipéde 
dont les trois areles contigués sont representées par 4, 3, et 5. 

1 
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Généralement, si Ton designe par a, 6, c , les nombres cTa-
nités line'aires contenues dans les aretes contigués d'un paral-
lélépipéde, oh, ac, hcy expvimeront les grandeurs de trois de 
ses six faces, et abe son volume. 

On voitdonc que FAlgébre, dont les methodes sont appli-
cables á loutes Ies questions numériques possibles, peut aussi 
servir á resondre les questions relatives aux grandeurs que Ton 
considere en Ge'ométrie, 

2 . Qu'il s'agisse, par exemple, de déterminer la grandeur 
d'une ligne d'aprés la connaissanee d'une ou de plusieurs au-
tres ligues coraprises avec la premiére, dans une ménie figure. 
On suppose le probleme résolu, et l'on tache, a l'aide de quel-
ques proposilions de Géométrie, dont Vexistence cst déjá éta-
blie, et qui ont quelque rapport avec rénoncé du probleme, on 
tdche, dis-je, d 'exprímer pa r des équations les relations qui 
exislent entre les données (représenteos-, soit par des lettres, 
soit par des chiffres) et les inconnues, toujours représentées 
par des lettres. On résout ees équations, et l'on obtient ainsi 
les expressions des lignes cherchées au mojen des ligues con-
nues , expressions q u i l faut ensuite iraduire en Géométrie. 

Si la question proposée est un théoreme á de'montrer, on 
traduit algébriquement les relations qui existent entre les dij~ 

férenles parties de la figure, ce qui conduit a des équations 
auxquelles on Jait subir diverses transformations, doni la 
derniere donne lien au théoreme énoncé. 

En un mot, traduire en Algebre les questions de Géométrie y 
et, réciproquement, traduire en Géométrie les residíais oble-
nus par V Algebre y tel est le but qu'on se propose dans I'AP-
PLICATION DE L ' A L G É B R E A LA G É O M É T R I E . 

Développons ees notions genérales sur quelques exemples. 
5. Proposons-nous d'abord de rechercher les própriélés 

principales du triangle rectangle et du triangle obliquangle, 
en partant de ce seul principe , que deux triangles équiangles 
ont leurs cólés homologues pr oportionnels, el sont par consé-
quent semblables. 
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Soit un triangle BkC{Jig. i) recíangle en A; du point A F'«g» 
abaissons AD perpendiculaire sur BC, et posons BG = a, 
AC = ¿', AB —c, AD == h, BD = m, et DC==«. 

Les deux triangies BAC, ADG sont rectangles, l'un en A, 
l'autre en D ; de plus, ils ont Tangle G commun ; done le 3e 
angle ABC du premier est e'gal au 3e angle DAC du second, 
et les deux triangies sont semblables. II en est de ménie des 
triangies BAC, ADB. 

Ainsi, comparant les cóte's homologues , et employant les 
notations qui viennent d'étre e'tablies , on obtient les trois 
proportipns 

a '. b b ; n , \ C = an (i), 

a ; c :: c m5 j. d'oú Ton déduit < c2 = a m . . . . (2), 
a '. c H b h, j [ be = z a h . . . . . (3), 

e'galités auxquelles on peut reunir celle-ci: a = m - } - n . . (4), 
qui existe uécessairement entre les deux segmens BD et DC. 

Ces quatre e'quations renferment implicitement toutes les 
propriétés des triangies rectangles; et i l ne s'agit que de les 
faire ressortir par des transformations convenablement exé-
cutées. 

i0. — Les e'galite's (1) et (2), ou plutót les píoportions qui 
y ont conduit, nous apprennent que chaqué cóté de Vangle 
droit est moyen proportionnel entre l'hypoténuse entiere et le 
segment adjacent. C'est une des propriétés principales du 
triangle rectangle. 

2o. — Ajoutons membre á membre les e'galités (1) et (2); 
il vient 

-f- c2 = am an c=: a (m n), 

ou, á cause de l'égaiité (4), Z»2 -f- c2 — a2. 

Ce qui demontre que , dans tout triangle rectangle, le carré 
de l'hypoténuse est égal a la somme des carrés constmits sur 
les deux cótés de Vangle droit. C'est la propriété caraotérislique 
du triangle rectangle. 

1.. 
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3o. —*• Mulliplions les mémes égalités (i) et (2) membre a 
membre; on obtient . b^c' ^ t ¿Tmn; 
mais Tégalité (3) donne aussi = ô h0 • 

done a^mn^efte, et par conséquent, fc^mn, oubien, 

m '. h l ' . h ', n. 

Ainsi, la perpendiculaire ahaissée du sornmet de Vangle 
droit sur rhypoténuse, est moyenne proportionnelle entre les 
deux segmens de Vhjpoténuse. 

4o. — Divisons membre á membre les égalités (1) et (2); il 
vient 

c* am 

c'est-á-dire que les carrés construits sur les cóíés de l'angle 
droit sont entre eux comme les segmens de Vhjpoténuse. 

En un mot, toute transformation exe'cutée sur les e'galite's 
(1), (2 ) , (3), et(4), conduirait á un résultat qui, traduit 
géométriquement, ne serait autre chose qu'un théoreme ou 
une ve'rité plus ou moins remarquable. 

-5. Observons d'ailleurs, en passant, que, comme ees quatre 
e'quations reaferment six quantités a, ¿, c, A, my et il s'en-
suit que deux quelconques d'entre elles étant données y on 
peut se proposer de déterminer les quatre autres, á l'aide 
de ees équations. 

Supposons, par exemple , que connaissant l'hypoténuse BC 
et la perpendiculaire AD , i l s'agisse de déterminer les deux 
cótés de l'angle droit et les deux segmens. 

Les équations (1), (2) et (4) donnent d'abord, comme on Ta 

deja vu, . ¿a + c2 := a2; 
mais si Ton double Tégalité (3) , on a abe == zah; 

d'oü , faisant sucessivement la somme et la diíFérence de ees 

1 • V A ' A •+ / ( ¿ - h C ) 2 = : fl2-f- 2^? 
deux-ci, londeduit 1 ,* v t 

7 i (¿1 — c)9 = a*~~2ah; 
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et par conséquent, ^ 

b + c = \/a2-{-2ah, b — c ~ \/a?—zah. 

Connaissant la somme b c e.t la diíférence b — c des 
deux cotes b e tc , il estfacile d'obtenir chacun d'eux en par-
ticulier. 

On a, (Faprés un théoréme connu, pour le plus grand cote 
(qu'on peut toujours supposer exprimé par b)y 

b — ^ \ / <*? i a h -f- ^ )/a* — %ah , 

et pour le plus petit c, 

c = 1 i/fit2 -f- <2.ah — - y'a1 — zah. 
i 2 

Quant aux deux segmens, ils sont donnés immédiatement 
par les équations ( i ) et ( 2 ) , puisque b, c, et ar sont maintenant 
connus. 

S. Remarque. — L a seconde partie des deux valeurs de b 
et de c nous apprend que, pour que le trianglepuisse exister 
avec les données établies , il fáut que Ton ait 

«2 l a h , ou au moins, aa = '¿ah; 

d'oú Ton tire 

7 ^ 1 T A « < [ - , ou tout au plus, h ~ 

car autrement, les valeurs de ^ et de c seraient imaginaires: 
En effet, pour construiré un triangle rectangle, connaissant 

Vhjpoténuse et la perpendiculaire abaissée du sommet de 
Vangle dro i i , on peut employer le moyen suivant: 

Décrivez sur l'hypoiénuse BC { j i g . 2) comme diametre une ^ 
demi-circonférence j élevez au point B une perpendiculaire BH 
égale a la perpendiculaire donnéej menez HL parallele a BC ; 
et les deux triangles ABC, A'BC satisfont également á la ques-

g= 2*/ 
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Or, pour que le probléme soit possible, il faut évideminent 

que BH soit plus petit que ^ ^G, ou, tout au plus, égal á 

- BC. 

Lorsqu'on a BH = ^ BC, ou /* = ^ a , le triangle rectangle 

devientisoscéle, et les valeursáebjC, se re'duisent á 

2 2 v 

ce qu'on peut aussi reconnaítre d'aprés la figure. 
6, Conside'rons, en second lieu, un triangle obliquangle ABC 

Fíg. 3. (fíg- 3 ) , eí proposons^nous d'exprimer Fun des cóte's, AB, par 
exemple? au moyen des deux autres, en nous fondant sur la 
proprie'té principale du triangle rectangle. . . . (a^ — b2 -\- c*), 

Abaissons du sommet A la perpendiculaire AD (qui peut 
tomber en dedans ou au dehors du triangle, selon que Fan-
gle C est aigu ou obtus); et conservons d'ailleurs les mémes 
notations que précédeniment, savoir: 

BC = a, AC — ¿ , AB = c, AD = ¿ , BD = m, T )C=n . 

Les deux triangles rectangles ADB, ADC donnent les égalités 

c2 = Aa + m2 (1), 
¿2 — A2 -f- «2 (3), 

auxquelles il faut ajouter celle-ci: 
« = rn dz n (3). 

[Le signe swpérieur de Fe'galité (3) correspond áu cas oü 
Fangle C est aigu, et le signe infe'rieur, á celui ou i l est 
obtus. ] 

Cela posé, retranchons Fégalité (2) de Fe'galité ( i); il vient 

c' — fr—nP — ri1; d'oü c»ss¿2-J-m2 — n2 (4); 
mais Fégalité (3) donne m s= « qr 
et par conséquent, m9 == a1 qp l an -f- re. 
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Subsütuant cette valeur dans réqualion (4), on obtient enfin 

c7' = h0 -f- a1 qr l a n . . . . (5)., 

Doac le carré de Vun des cótés d'un triangle quelconque est 
égal a la somme des carrés des deux autres cólés , MOINS OU 

PLUS le double rectangle du cóié sur lequel on a abaissé une 
perpendiculaire, multiplié par le segment opposé au colé que 
l'on veut exprimer au moyen des deux autres. 

L'e'galite (5) comprend sous une forme tres concise les deux 
théorémes principaux sur les triangles obliquangles. 

7. Le probléme suivant est tres propre á faire ressortir 
Tutilité de l'Algébre dans la resolution des questions de Geo-
métrie. 

On propose de diviser une ligne donnée AB {Jig ' 4 ) e72 ^'S* 4-
MOYENNE ET EXTRÉME EAISOIV , c'est—á-dire en deux parties, 
dont Vune soil moyenne proportionnelle entre la droite entiere 
e l Vautrepartie. 

Supposons le probléme résolu y et soit E un point de AB, 
determine' de maniere qu'on ait la proportipn 

AB : AE : : AE : EB. 

Posons AB — « , AE = x ; d'oú EB = a — x. 

La proportion devient a \ x x \ a — x ; 

d'oú l'on déduit re'quation x* — a1 — ax, 

qui, étant re'solue, donne 

4 
De ees deux valeurs fournies par la- resolution de réquation, 

ta premiére est la se ule susceptible de satisfaire á l'énoncé du 
probléme, tel qu'il a été e'labli; car la seconde est négative et 
numériquement plus grande que d'oú il suit qu'elle ne peut 
exprimer une partie de la droite donnée a. Wous verrons plus 
loin par quclle circonstance cette valeur se rattache á la pre~ 
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miére, et commenl on doit Finterpréter; occupons-nous done 
seulemen t de la valenr 

et voyons ce qu'elle signifie en Ge'ométrie. 
Ce résultat indique évidemment que , pour obtenir la valeur 

de x en ligne, il faut retrancher la moitié de a de l'expression 

a? + Mais, en vertu de la propriété principale du v/ 
triangle recíangle, \la% "^"^ représente l'hypotenuse d'un 

triangle rectangle dont les deux cóte's de Fangle droit sont a 
a 

et - . 
2 

De la i l est aisé de conclure la construetion suivante : 
A Vextrémité B de la ligne AB = a, élevez une perpendicu-

laire BC égale a ~ 2L y et tirez AC ; i l en resulte 

Du point G comme centre, üvec le ra jón CB r= — , décrivez 

un are de cercle, BD, qui coupe AG au pointD^ vous aurez 

AD = AG — CD = y^«9 - f 

Enfirit rabattez par un are de cercle AD de A en E j et le 
point E sera le point demande'. 

En effet, on a 

AE = AD = + j - ^ = x . 

II est á remarquer que cette constiuclion á laquelle on eat 
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parvenú, est précisément celle qu'on donne dans les élémens 
de Géométrie. Pour l'obtenir par des conside'rations pureinent 
wéome'triques, i l faut une analyse assez délicate ; tandis qu'a 
l'aide des symboles de FAIgébre, on la trouve facilement et 
sans aucun effort. 

C'est ainsi qu'en appelant 1'Algebre au secours de la Ge'ome'-
trie, on parvient souvent á résoudre des questions qu i , autre-
ment, exigeraient des raisonnemens difficiles et complique's. 

8. En réfle'chissant sur la maniere dont la derniére ques-
tion vient d'étre traite'e, on voit que la résolution d'un pro-
bléme de Géome'trie par le secours de FAIgébre, se compose de 
trois parties principales : 

IO. — Traduire algébriquement Vénoncé du probleme, ou 
le me tire en équation. 

2o, — Résoudre Véquation ou les équations, suivant que Fe'-
nonce' renferme une ou plusieurs inconnues. 

3o. — Construiré ou évaluer en ligues les expressions alge'-
briques auxquelíes on est parvenú. 

Souvent i l faut y joindre une 4e par lie qui a pour objet la 
discussion du probleme, ou l'examen de toutes les circons-
tances qui y sont rélatives. {Voyez le n0 5.) 

Or, i l en est des problémes de Ge'ome'trie comme des pro-
blémes d'Algébre, c'est-á-dire qu'il n'existe pas de regles bien 
fixes pour mettre un probleme en équation. Le pre'cepte établi 
en Algebre est egalement applicable (t>ojez n0 2 ) aux pro
blémes de Géométrie ; maisla maniere de le mettre en platique 
varié suivant les diíFérens problémes qu'on peut avoir á ré 
soudre, Cependant, nous développerons dans le troisiéme 
chapitre une méthode genérale á ce sujet. Dans celui-ci, nous 
n'emploierons que des artifices particuliers á chaqué probléme; 
mais, comme ees méthodes , quoique indirectes, donnent 
souvent des solutions plus simples et plus élégantes que la 
méthode genérale , i l est nécessaire de les fait e connaítre. 

Les équations une fois obtenues, on peut les résoudre d'a™ 
prés les moyens que fournit FAIgébre. Toutefois, les com-
menfans no sauraienf trop s'exercer á faite les calcuís adro i te-
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tcment, en clierchant a dégager le plus simplement possible 
les incomiues, des e'qualions qui ont éte' établies. 

Quant á la troisiéme partie , qui a pour objet de construiré 
les expressions des inconnues, les regles á suivre sont fáciles 
et en petit nombre. C'est done par le developpement de cette 
derniére partie qu ' i l convient de commencer. 

§ Iei. Comtruction des expressions algébriques. 

9. Nous ne considérerons, dans tout ce qui va suivre, que 
des expressions rationnelles ou irrationnelles du second degré, 
c'est-á-dire des resultáis provenant d'e'quations du premier ou 
du second degre'. 

Les expressions élémentaires, c'est-á-dire les expressions á 
la construction desquelles on peut ramener toutes les autres, 
sont au nombre de s ix , savoir : 

/ i J , A% x — a — b -f c — a -f- . . , X — — , a: = —, 
c c 

x = y r a b , x z= ] /a* b \ x =z {/á' — ¿2; 

(«, ¿», r, < ¿ , , . . exprimant les nombres d'unités linéaires con-
tenues dans des lignes donne'es). 

10. — Soit a construiré Vexpression x=za—b-j-c—df-f-e... 
Ce resultat, pouvant étre mis sous la forme 

. r — a - f c - f - e - f . . . — (b + d - i - . . 

représentela difFérence éntre la somme faite des lignes a, cr 
e , . . . . et la somme faite des lignes b , d . . >. 

D'abord, pour ob teñir une ligne égale k a - { - c - { - e - { - . . . . ; 
Fig. 5.preñez sur une ligne indéfinie AX {fíg. 5) , et á partir du 

point A, AB:=:a, BC = c, CD = e; vous aurez ainsi 

AD s=: a -f- c -f" e-

Portez ehsuile de D vers A, B E = b , EF—d, ce qui donne 

DF ~ b - j - d ; 

ú en resulte nécessairement AF = a -f- c -f- e— (b d) z= x . 
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On peut, avec la méme facilité , construiré les expressions 
.r = 3 « , x = - 5 b . . . t o u t se réduit á porter ía li^ne a onb k 
la suite cTelle-méme, plusieurs fois. 

On a vu d'ailleurs, en Géométrie, lemoyeu de diviser une 
droite donnée en 2 , 3, 4> 5 , . . . parties e'gales ; ainsi, i l ne 

serait pas plus difficile de construiré les résultats x = t̂> 

X~~ 3 ' ~" 7 
Par exemple, pour construiré la derniére expression, i l 

suffit de diviser a en 7 parties égáles et de prendre 3 de ees 
parties; ou bien, de prendre une ligue égale a 3a, qrfon d i -
viserait ensuite en 7 parties ¿gales. 

_ . . , , _ ab i0. •— boit a construiré le resultat x — — ; 
c 

on en de'duit la proportion c a b x ; 
d'oü Fon voit que xest une 4eproportionnelle aux trois lignes 
donne'es c, a et b. 

Pour l 'obteñir, j^rmez un angle indéfini XAY {f ig , 6), et a fig. e, 
par t i r du point k , preñez sur AJÍ, AB = c, AC = a, puis^ 
sur AY, AD r= Tirez BD e¿ menez pa r l e point C, CE pa-
rallele a BD. La ligne AE sera la ligne cherchée. 

En effet, on a , d'aprés cette construction, 
ab 

ABlAC:: AD «AE, ou bien, c t a l I ^ l A E ; d'oü AE = — =ar . 
c 

AUTREMENT.— Sur une ligne indéfinie A X , preñez AB ~ c, pig. 7, 
AC~-«. point B ZíVez ¡wne droite quelconque BY, eí preñez 
BD = Joignez AD, eí jt?«r /e p o w í C menez GEparallelé a 
BY. La ligne CE sera la ligne demandée. 

Car on aura 
AB : AC : : BD : CE, O U c . a : : h : CE. 

00 T ' • • «2 - « X a ' „„ 
á • — expression a: = — , ou x = , est une 3 

c c 
proportionnelle aux deux lignes a ct c, puisqu'on en de'duit 
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La comtruction est done la raéme que celie de l'expressiou 
pre'ee'dente. 

On peut toutefois, dans certaines circonstances, lui subsli-
tuer celle-ci : 

FiS- 8- une ligne AB = c { f ig. 8) , comme diamelre , décrivez 
une demi-circonférence; du point A comme centre, et avec un 
ra jón AC égal á a , décrivez un are de cercle qui rencontre ta 
demi-circonférence au point C ; puis abaissez la perpendicu-
laire CD sur AB. Vous aurez AD pour la 3e proportionnelle 
demandée. 

^ En eíFet, le triangle rectangle ACB donne 

a* 
AB : AC *.: AC : AD, ou c : a :: a : AD: d'oú A D ~ — - = . X . 

c 
N . B.—Ge mode de construction suppose évidernment que 

Fon ait a <^ c j et on ne Femploie avec avantage qu'autant que, 
dans la figure du probléme, i l existe deja une demi-circon-
fe'rence décrite sur c comme diamétre, parce qu'alors i l n'y a 
re'ellement que la perpendiculaire CD á abaisser (*). 

4°- — Le résultat x=z ^ a b exprime une moyenne propor
tionnelle entre aet b; car on en déduit 

x ' 1 ^ : a X b ; d'oú a l x 11 x I b . 

Pour la construiré, preñez sur une ligne indéjinie AX 
í 'gr 9- {Jig- 9) deux parties AB — a, BC = 6 ; puis sur la somme AC 

de ees deux parties, comme diametre , décrivez une demi-cir
conférence et élevez la perpendiculaire BD. Vous aurez BD 
pour la ligne cherche'e. 

("'') Quand on a au contraire a > c , la construction peut se modifier ainsi 
qn'il suit: sur une droite inde'finie { fig. 8 ) preñez A D = c, puis e'levez au 
point D une perpendiculaire. Du point A comme centre, avec un rayón e£;ai 
a a , decrivez un aro de cercle qui coupe la perpendiculaire en un point C , 
puis tirez C B perpendiculaire a A C . L a distance A B ebt la 3e proportion
nelle demande'ej car on a 

A B ^ = «! . 
A D c 
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En effet, le triangle rectangle ADC donne 

AB:DB: :DB:BC, OU « : D B : : D B d ' o ú V B — i / a b — v . 

A Ü T R E M E N T . — S u r la plus grande ligne, A .^ — a { f i g . 10), Fíg. io, 

décrivez une demi~circonférence ) preñez sur AB une partie 
AG zz=:b, et élevez en G la perpendiculaire GD. La corde AD 
est la ligne demandée, 

Gar le triangle rectangle ADB donne 

AB : AD AD : AC, O U a : AD : : AD : ¿ ; done A D = V / « ^ . 

5o. . . .^f = V^ 2̂ 4" ¿*2 exprime l'hypotenuse d'un triangle 
rectangle dont les deux cotes de l'angle droit sont a et b. 

Formez un angle droit GAB {f ig . n ) ; puispreñez AB = a, Fig. u . 
AG z=zb, et tirez l'hjpoténuse BG; vous aurez 

BC— \ / A B 4- AG = \ / a* + b* = x. 

, . , x ~ \ / a * e s t l 'un des cotes de l'angle droit 
d'un triangle rectangle dont Thypote'nuse est a et l 'autré 
cote b. 

PREMIÉRE CONSTRÜCTION. — Tracez un angle droit XAY 
{Jig. 12) ; sur AX.preñez AB = b, puis, du point B comme Fig. 12. 
centre, et avec apour rayón, décrivez un are de cercle qui 
coupe AY en un point G. Vous aurez AG pour la ligne de-
mandée. 

En effet, cette eonstruction donne 

AG = y / B G — ABa, ou bien, AG — V7^2 — b % = x . 

SECONOE CONSTRUCTION. —Sur AB = a {Jig. i 3 ) , comme Yi». I3. 

diametre, décrivez une demi-circonférence; a partir du 
point k , preñez une corde A C = i b . L'autre corde GB sera la 
ligne demande'e. Gela est e'vident. 

TROISIÉME C O N S T R U C T I O N . — L'expression {/a2 — b2 peut se 
mettre sous la forme \ / { a - { - b ) (a — b ) , et repiésente une 



!4 CONSTRUCTION 

moyenne proportionnelle entre les deux ligues (a-f^) et {a—b). 
Fig, 14. Sur une ligne indéfinie AX, preñez AB = a { f i g . i4)» et 

portez h de en C, puis de B en D. Décrivez sur AC, comme 
diametre, une demi-circonférence, et élevez au point D la 
perpendiculaire DE. Vous aurez la corde AE pour lalignc de-
mandée. 

Car il resulte de cette construction 

AE ==: AC X AD == (« -f- ¿) (a — 6 ) ; 

d'oú AE = l / (« - f - 6) {a — b) = x. 

10. De la construction des expressions v/fl̂ -f-̂ 2 et ^a?— ¿2, 
i l est facile de déduire celle du résultat 

x ~ V/a2 — b* + c l — d i ' -f-e2 — 

Fig, i5. D'abord, sur AB ==a {f ig- iS) , comme diametre, décrivez 
une demi-circonférence, et a part i r du point A, preñez une 
corde AC = b ; puis tirez Vautrc corde BC. Vous aurez 

BC = \ / 

Soit pose' (/a2 — b* == m; il en re'sulte a2 — b* = m% 

et la valeur dexdev ien í x = |/ma-f.ca—í¿a-f- e2— 
Prolongez ensuite AC af'ime partie CD = c, JOMW z /res BD; 
vous aurez 

BD = ^ / W - f c7— ^ /^—é4 -^ c¿. 

Soit V/«a—^2-f C 2 = = n ; d'oü ^—^-fc^rzrn2; 

il en re'sulte = v/«2—cP-f-e2—... 

Maintenant, sur BD, comme diametre, décrivez une demi-
circonférence f preñez une corde DE = d , et tirez BE. Vous 
aurez 

BE — v/ñ2 —¿2 ~ v/a2—62-f-c2 —¿í2. 

Continuez ainsi cette suite de constructions jusqu'á ce que 
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vous soyez parvenú au dernier des canes qui entrent sous le 
radical de la valeur de x . 

I I , La constiuction pre'cédente sert principalement á e'va-
luer en lignes les radicaux numériques. 

Soit, pour premier exemple, á construiré x z = \ / 1 5 . 
On peut d'abord mettre cette expression sour la fo rme . . . . 

x = ^ / 5 x 3 , et elle represente ainsi une moyenne propoi-
tionnelle entre 5 et 3. 

Mais i l est plus simple de la transformer en cette autre ex
pression : x z = \ / 1 6 — 1 = \ / { ^ y — 1. 

Alors tout se réduit á construiré un triangle rectañgle dont 
rhypote'nuse est 4> et l 'uu des cotes est égal á 1. 

On trouvera de ménie 

i/7 = v/4 +4—1 = \ / { z y + { i Y ~ - i = \/a*+b*. 

v/77= { /9 - M - f - i = V / ( 3 ) 2 + I 4 - I , 
V/43 = v / 3 6 + 9 - i — 1 ^ ^ ( 6 ) ^ ( 3 ) ^ - 1 - 1 . 

L'artifice consiste á de'composer le nombre sous lé radical, 
dans la somme algébrique de plusieurs carre's, ce qui est tou-
jours possible. 

On demontre méme dans l'analyse algébrique, que tout 
nombre entier, s'il n'est pas un car ré , est décomposable dans 
la somme de deux, trois , cu quatre car res au plus. 

12. Nous sommes actuellement en état de construiré les 
expressions alge'briqués les plus compliquées. 

Commengons par les monomes rationnels. 

Soit propose'e i'expression x-. 
de 

On peut la mettre sous la forme x = X -• 
a e 

Ur> —y- exprime évidemment une 4° proportionnelle aux 

trois lignes d , 7.a, et b. 
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d Soit done cette Ijgne construí te , et posons—^- ~ m , i i en 

resulte o: = /w X - , qui exprime encere une 4e propor-

íionnelle aux trois lignes e , m et c. 

Soit encoré á construiré x =r „ /.9 . 

. ' . , 2aa a 5 b e 
Cette expression revient a x = ™ - X j ; ^ j r ^ ^ * 

D aborci, - ^ - j o u — ^ — e x p r i m e une l f proporlionnelle 

aux lignes 3J, 2« , et a, 

Posant - — — m , on a 

a b b c 
X — ?7Z X "7 X X "T" ^ — • ^ / / 

Or w X ^ représente wwe 4e proportionnelle aux lignes 

m , et «. 

Soit TW x ^ = " ; i l en resulte 

. • ^ • - '.t' _ , ¿ A c . • x — TI X X "? X — • 
f f s 

En continuant ainsi, l 'on parviendra , á Faide de cinq 4" 
proportionnelles, á une derniére ligne qui représenlera la 
valeur propose'e. 

N. B. — Le nombre des 4es proportionnelles est loujours 
marqué par le degré, ou par la somme des exposans du déno-
minateur. 

15. Passons aux expressions fractionnaires poljnomes. 
c . , . 2a3—3a2¿4-69c 
ooit a construiré x = f-r—. 

a*— zab -p b* 
On peut d'abord l'écrire ainsi: 

a2^2a - j - 36 -f-
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Si, aprés avoir supprimé le facteur a commun aux cleux 
¿2c b% 

termes, on pose —- = m , — — n , i l en resulte 
a' 

a — i b -\- n * 

et cette éxpression repre'sente alors une 4e proportionnelle aux 
trois ligues a — 26 -f- w, «, et — 36 + m. 

Quant aux deux lignes m et n , on peut les construiré facile-
ment, d'aprés ce qui a e'té dit plus haut. 

Uartifice de ees trañsformations consiste á metlré en évi-
dence, au numéraleur et au dénominateur, íous les facteurs 
liltéraux, MOINS U N , qui entrent dans l'un des termes. 

I I faut ton tefe is avoir le soin de faire ressortir la lettre qui 
entre le plus de fois comme facteur dans les deux termes de 
la fraction, parce qu'alors i l y a moins de constructións par-
lielles, á cause des re'ductions qui se pre'sentent; mais ees 
simplifications demandent de l'habitude. 

On trouvera pareillement que l'expression 

efi—•2.â b-\-'3.ab ĉ—b'2cd . . a (m—n-4-2c—-p) 
ti = r - — S P T T — 7 7 - — - . — T T revient ;i x ~ — —~ . 

2.ab2—3bi-—¿íbc*-j-c*d za—Sb—q+r ' 
en mettant le facteur ab2 en évidence au numérateur et le 
facteur b* en e'vidence au dénominateur, puis posant 

a3 2«a cd Ac* c^d 
m = b*> n ~ i r ' p = - ¿ ' q ~ ~ b ' r = - F - ' 

Ces derniéres éxpressions étant construites, on en déduit la 
valeur de ce, qui est une 4e proportionnelle aux trois lignes 
2/2—3b — q-\-r, « , et m—n-\-^c — p . 

On peut remarquer qu'il y a beaucoup d'analogie entre ces 
trañsformations et celles qu'on exécute pour rendre les éxpres
sions algébriques calculables par logarithmes. 

14. Conside'rons mainteñant les éxpressions radicales du 
second degré. 
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Soit, premiérement, l'expression x ^ ^ c f — b d . 

bd\ 
On peut la mettre sous la forme x = \ f a ( a — — j 

bd 
et si Fon pose — = : m , ligne facile á construiré , i l en resulte 

x = \ / a {a — m ) , 

expression qui représente une moyenne proportionnelle entre 
les deux lignes ae t a — m. 

AÜTREMENT. — Soit fait TÍ1 = bd, i l vient x = z \/a?-— n2; 

d'oü l'on voit qu'apres avoir constrüit une moyenne propor
tionnelle n entre b et d , i l suffit de de'terminer l'un des cotes 
de l'angle droit d'un triangle rectangle ayant pour hypoté-
nuse ay e i n pour autre cote. 

Soit en second lieu, x = l / ^ ^ 
— 2¿ac -|- 36̂  

Celte expression revient á celle-ci: 

ib*c -f- Zb* 
X r b{a~~b) ^ 

Or on a 

b { a - . b ) ~ a — b ' 

quantité qu'on peut' construiré aisément d'aprés ce qui a ele 
dit n0 i3 . 

Désignant done cette quantite' ou cette ligne par m , on ob-
tient x = y b x m > expression facile á construiré. 

Enge'ne'ral, pour toute expression radicale du second de-
gre, i l sufíit de mettre en évidence, sous le radical, un des 
facteurs littéraux qui entrent dans les termes du numérateur, 
a par exemple ; le second facteur sous le radical est alors une 
expression rationnelle q u i l faut construiré et désigner ensuite 
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par une lettre m ; la question se réduit finalement a construiré 
la valeur x = V a y ^ m . 

]S. B . — Si Ton avait une expression telle que x ~ a ^ l - , 

i l faudrait commencer par faire pásser le coefficient a sous le 
radical; ce qui donnerait 

en posant et construisant m = — - — . 

Remarque importante sur Z'HOMOGÉNÉITE. 

I 5 . Dans toutes les expressions que nous nous sorames pro-
posé de construiré, nous avons supposé, 

Io. — Tous les termes du numerateur, de méme degré entre 
eux, ainsi que tous ceux du de'nominateur; 2 ° . — le degre' du 
numérateur plus grand que celui du dénominateur, A'une 
unité pour les expressions rationnelles, et de deux unités pour 
les radicaux. 

Une expression est dite HOMOGENE lorsque ees deux condi-
tions sont remplies; et elles. le sont, toutes les fots que, dans 
la traduction algébrique de rénoncé du probléme, on a de
signé par une lettre chacune des ligues quon a dú faire entrer 
en considération. I I suffit, pour se convaincre de la vérité de 
cette assertion, de réfléchir sur la nature des relations que 
fournit la Géométrie pour la mise d'un probléme en équation. 
Ce sont, en effet, ou des proportions entre des lignes exprimées 
chacune par une lettre, ou bien, des égalités entre des sur-
faces (telles que la proposition du carié de l'hypoténuse et 
celles qui en dépendent). Mais une surface est toujours ex-
pr imée , soit parle carré d'une ligne, comme aa, soit par le 
produit de deux lignes, comme ab; done les équations du 
probléme doivent étre elles-mémes liomogénes, c'est-á-dire 
que tous leurs termes doivent étre de méme degré. D'ailleurs, 
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on sait que touíes les transformations exécutées sur des quan* 
tités homogénes conduisent nécessairement á des résultats 
homogénes. 

* R 
Ainsi, soit x ~ , d'oü Aoc = B , le re'sultat auquel on 

A. 
est parvenú pour l'une des inconnues. 

i 0 . , . B et A doivent étre se'pare'ment homogénes; 
a0... Cornme ce exprime deja une ligne, i l faut que A soít 

á 'un degré moindre d'une unité que B ; autrement, l ' équa-
tion Kx = B ne serait pas homogéne. 

Done enfin , dans l'expression x = —, les deux condi-

tions énonce'es ci-dessus doivent étre satisfaiíes. 
Quant aux radicaux du second degré qui peuvent étre ge'né-

ralernent représente's par o: = \ / A , comme on en de'duit 
j?2—A, et que le premier membre x* exprime une surface, i l 
s'ensuit que le second membre A doit aussi exprimer une sur-
face. Done, si A est fractionnaire, le degré du numérateur 
doit surpasser de deux unités celui du dénominateur. 

Mais s i , dans la vue de rendre les calculs plus simples, on 
convient de prendre pour unité l'une des lignes que l'énoncé du 
probléme prescrit de faire entrer dans le calcul, comme les 
diverses puissances de i sont égales á i , le degré de chacun 
des termes oü cette ligne se trouvait élevée á diverses puis
sances, doit nécessairement diminuer A'une ou de plusieurs 
uni tés; et , dans le résultat obtenu pour la valeur de l'incon-
nue, les deux conditions de Vhomogénéité doivent, en gene
ral , cesser d'exister. 

Par exemple, si dans les expressions 

ab _ ia?b*c __c?—bd _ / — z P c + Z b * 

on suppose b ~ x ) elles se réduisent á 

a icfic a 2.a3c _a2—d /a6—2C-+-3 
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Cependant, comme la construction de la ligne cherchée dé-
penddes grandeurs de toutes les lignes données, et en parti-
culier, de la ligne prise pour uni lé , i l faut préalablement la 
rétablir dans i'expression de x ; ce qui n'offre aucune diffi-
culte', car, en désignant cette ligne par une lettre, m , par 
exemple, i l sufíit de Vintroduire dans les différens termes, 
comme facteur, á une puissance d'un degré tel que les deux 
conditions d'homogénéité soient remplies. 

. . . . a3 — aa-f-S^c Ainsi, soit 1 expression x = ; , 
r a — 2¿>2 -f- i 

qui n'est pas homogéne, parce qu'on a supposé Tune des lignes 
de la question , égale a i . 

Puisque l'un des termes du numérateur est du 3e degré, et 
qu'un de ceux du dénominateur est du 2e degre', tous les au-
tres termes doivent étre respectivement ramene's á ees méraes 
degre's. "I 

Done, en de'signant par m la ligne prise pour un i té , on a 
. a3 — nam*-4-Zbcm 

pour i expression x — y- —, q m peut se r 1 am — 2 0 2 -f- m2 r 
construiré d'aprés les regles établies précédemment. 

^ . a — ¿»2-f- c3 , . am6 — ¿»2m2 + é m 
De memo, x = — — j - devient —* ; — T - r 1 - ^ — • 

a 3 — b + d 1 - a6—bm* ~\~ d^m 

/ cief ce o^j ^ , 4- -T- r-
M bd ' f g d 

Ghacun des termes, sous le radical, devant étre du 2e degré^ 
^ . c aef aefm ce cem* c¿f a$ f 
on transformera en r , , - r en , - f en - r ^ r ; et 

bd bd * f g f g d dm% ' 
I'expression deviendra 

/ aejm cem? a* f 
X ~" V U T ~Jg dm ; ' 

Posan t alors 
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aefm ae fm , , /ae f m 
P - - T T ^ T ^ - d ' <lou P ^ V T ^ - d -

cem'1 lee m¡ i , , . / c e 

et construisant p , q , d'aprés les principes connus, on ob-
tiendra pour x la valeur oc= l/p2 + g'2 — expression qui 
rentre dans celle du n0 I O . 

16. N . B . —Des qu'on applique rAlgébre á une question 
de Ge'ometrie, la représentation des ligues de l'e'noncé par 
des lettres, suppose toujours qu'on ait pris une certaine ligne 
pour uni té ; mais il faut distinguer deux cas: 

Ou le résultat auquel 011 parvient, pour l'expression de 
Tinconnue, est homogene ; ou bien, il ne Test pas. 

Dans le premier cas, la connaissance de la ligne prise pour 
unité est indiííe'rente á la construction du re'sultat. 

Dans lesecond, cette ligne est, pour ainsi diré, en e'vi-" 
dence; et son introduction dans le résultat est indispensable 
pour la construction. 

On doit done , jusqu'á un certain point, distinguer deux 
espéces d'unite's linéaires : TUNE qu'on peut appeler Yunité i m -
p l i c i t e : c'est celle qui correspond á des résultats innnédia-
tement homogénes, et que la représentation algébrique des 
ligues suppose toujours, au moins d'une maniere tacite: 
I 'AUTRE^ qui serait alors Vunité explicite : c'est une des ligues 
données de la question, et que, pour simplifier le calcul, on 
ajugé á proposde faire égale á 1. Son rétablissement dans le 
résultat du calcul est toujours facile, au moyen des deux 
conditions d'homogénéité. 

Nous aurons souvent, surtout dans le 2e chapitreoccasioií 
d'appliquer ees derniers principes. 
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j r Construction des équations du second degré a une inconnue. 
Quoique les regles établies précédemment suffisent a la rigueur pour la 

construction des résultats auxquels on est eonduit par la résolution d'une 
équation, soit du Ier , soit du 2e degré ( puisque ees résultats sont toujours, 
ou des expressions rationnelles, cu des expressions irrationnelles du second 
degré), il n'est pas inutile de faire connaitre une construction qui se déduit 
de l'équation e l le -méme sans qu'on soit obligé de résoudre cette derniére ; 
parce qu'il y a des circonstances oü cette construction donne lieu á une so-
lution plus simple et plus élégante du probléme. 

Kemarquons d'abord que, toute équation du second degré pouvant étre 
ramenée á la forme 

x5 r t px — q, 

(les signes des différens termes sont mis en évidence) , sa construction 
exige qu'on la rende homogéne. Or, par hypothése, x exprime une certaine 
ligne; done il faut que p représente aussi une ligne, et q une surface qu'on 
peut toujours supposer transformée en un carré k* ; et alors l'équation 
devient 

r±r px — rfc: ; 

ce qui donne lieu, par rapport aux signes, aux quatre équations suivantes : 

-f- px = + k*. . . ( i) , px — •— k s . . . (3), 
x* \ — px — + (2), x» — px — k*.. . (4) 

D'ailleurs , il est a iséde voir que les racines des deux équations (1) et (3) 
ne différent que parle signe, de celles des équations (2) et(4); et commé, 
pour le moment, nous ne voulons que connaitre en ligues les valeurs ah~ 
solues des racines, i l s'ensuit que la question se réduit á construiré les racines 
des équations (2) et (4). 

Considérons done , en premier lieu l'équation (2) 

ou x* — = -f- k*. 

Elle peut étre mise sous la forme x (x — p) = + ki et traduite en Geo-
métrie, elle revient á cet énoneé: Construiré un rectangle connaissant la 
difference p de ses cotés contigus, et sa surface k2. Car, si l'on appelle x \ ñ 
plus grand cóté, x — p exprímele plus petit; x { x — p ) est une seconde 
expression de sa surface qu'on a déjá supposée égale á un carré donné As. 

Cela posé , pour résoudre ce probléme, décrivez sur une droite AB —p 
ifi§- í S ) , comme diamétre, une circonférence entiére; élevez au point A une p¡g 
perpendiculaire AC = k , et menez par le centre O la secante COD. Vous 
aurez CD pour la i-acine positive de l'équation , et C E pour la valeur absolue 
de la racine négatwe. 

E n eífet, on a évidemment la proportion 

CD : AC :: AC CE, OU CD CD — », 
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ce qui donne CD (CD — p) = j 

d'oü Fon voit que CD vérifie réquation ' ' 

x — p) — k3-

Laproportion CD : AC :: A C : C E , 

revient encoré á celle-ci : C E + p '. k ' . l k ; C E , 

d'oú resulte l'égalité C E ( C E -\- p) •=. k%, 

ou bien encoré, — C E (— C E — p ) — k* ^ 

done — C E vérifie aussi l'eqüation x {x — p ) = . i» . 

N. B . — II est evident que la construction précédente est toujours pos-
sible; et, en eífet, les deux racines de la proposée sont nécessairement 
réelles, quelles que soient les grandeurs de p et k. 

Les racines de l'équation ( i ) , ou x* px = k*, 

seraient d'ailleurs — C D et + C E . 

Soit, en second lieu, l'équation (4) ou 

x* — px — — k*. 

On peut, en changeant les signes, la ramener k x (p — x ) = k*; et, sons 
cette nouvelle forme, elle est la traduction algébrique de cet énoncé : Cons
truiré un, rectangle connaissant la somme p de deux cotes contigus et sa sur-

face ka. Car, si Fon appelle ^ l'un quelconque des cótés , p — x est l'ex-
pression du second ; ainsi sa surface a pour valeur x (p-r-x ) , et Fon obtient 
Féquation ci-dessus. 

Fig. 17. Pour la construiré , décrivez sur une droite AB — p {fig. 17), comme dia~ 
métre , une demi-circonférence; élevez au point A une perpendiculaire AC = k, 
ct menez par le point C la droite CD paralléle a AB 5 abaissez enfin la per
pendiculaire D G . Vous obtiendrez AQ et GB pour les deux racines de la 
proposée. 

E n effet, cette construction donne évidemment la proportion 

A G : D G :: DG : G B , ou bien A G '. k k '. p — A G ; 

d'oni Fon déduit l'égalité A G {p — A G ) = A% 

qui, comparée avec Féquation x {p — x ) — k*y 

donne évidemment x = A G . 

La méme proportion revient encoré a p -~~ GB ' A ;: k l G B , 
d'ou Fon déduit l'égalité GB {p — G B ) = A', 

qui , comparée á l'équation x (p --~ x) = k*, 
donne également x = GB. 

Les deux racines de Féquation (3) 011 x* -i~px — — k2 ( qui sont ncg^Í!,-
ves), seraient represen tees par -— A G et — GB. 
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jyt — L a construction ne donnerait aucun résultat si l'on avatt 

k "2*. ~ , puísque alors la paralléle C D ne rencontrerait plus la circonférence; 

et en effet, dans le cas de /!:> - , d'oú A:a > y , les deux racines sont ima-

ginaires. 

Si Fon avait k = - , ou A» = ^ - , la paralléle CD deviendrait tan-

gente au point I , et les deux racines seraient égales á AO et OB. 

18. Scolie général. — Les principes que nous venons d'é— 
tahlir sont suffisans pour la construction de tous les problémes 
dont les équations conduisentá des resultáis rationnels, ou á 
des expressions irrationnelles du second degré. Nous ajouterons 
cependant une observation; c'est que, dans chaqué probléme, 
i l faut tácher de faire servir la figure de l'e'nonce' á la construc
tion des resultáis; car c'est ordinairement dans la liaison plus 
ou moins directe entre la construction et la figure, que con
siste le plus ou moins d'élégance de la solution du probléme 
par le secours de l'Algébre : les problémes suivans en fourni-
rout des exemples. 

§ IT. Résolution de diverses questions relatives a la 
ligne droite et au cercle. 

C'est en proposant d'abord quelques problémes particuliers 
et faisant ensuite quelques réílexions sur la maniere dont ees 
problémes ont e'té re'solus, qu'on peut initier les commengans 
dans les méthodes de 1'APPLICATIOIV. 

19. PREMIER PROBLÉME. — Inseriré un carré dans un triangle 
donné ABC (Jig. 18); c'est-á-dire, trouver sur le cote AB unFig. ií 
point E t e l , que si l'on méne EF paralléle á BC, et EG, FH, 
perpendiculares sur BC, la figure GEFH soit un carre'. 

Supposons le probléme re'solu, et abaissons du sommet A 
la hauteur AD du triangle. 11 est e'vident que si le point I e'tait 
determiné de position, i l en serait de méme de EF, et par con-
séquent du carré cherché. 

Posons done D I = EG — EF ~ x , et táchons d'obtenir 
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une équation entre cette ligne o: et les autres lignes qui , dans 
la figure , doivent étre regardées comme connues : ce sont les 
trois cótés du trian gle et la liauteur AD. 

Or, les deux triangles ABC, AEF, e'tant semblables, leurs 
bases BC, EF, sont entre elles comme leurs hauteurs AD, A I ; 
c'est-á-dire qu'on a la proportion 

BG : EF : : AD : A I . 

Cela pose', soit EC = « , AD = h ; comme on a d'ailleurs 
DI = EF — x , i l en insulte A I — h~—x; d'oú, en substituant 
ees notations dans la proportion ci-dessus, 

a * x h ' h — x ; 

ce qui donne ah —- ax = hx* 
nh. 

etparsuite, x a - j ~ h 

Cette expi-ession représente évidemment une quatrieme pro-
poriionnelle aux trois lignes a -4- A, a, et h. 

Pour la construiré, nous ferons usage de Fangle ADL, parce 
qu'on a deja AD = hJ et que le point I cherché doit étre 
situé sur AD. 

Portons d'abord BC a ¿fe D en K , et AD ou h ¿fe K 
en L •, i l en resulte DL a-\-h, DK = a • et comme on a 
déjá D A = ^ , i l s'ensuit, que si Von joi'nt le pointLau point A, 
et qu'on méne K I parallele á LA, le point I sera le point 
demandé. 

En effet, ona la proportion 

DL : DK : : DA : D i ; d'oü a + h \ a :\ h \ m - , 

done DI = : ————r- = x . 
a -\- h 

Le point I étant determiné, on méne par ce point, F̂ F pa
rallele a BC, el EG, F H , perpendiculaires a BC; ce qui donne 
GEFH pour le carré demandé. 

20.—Remarque. Dans l'analyse de ce probleme , nous avons 
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eu le soin de n'établir les notations algébriques, qu'aprés 
avoir reconnu quelles e'taient les donsiées absolument néces-
saires. Ainsi, nous n'avons eu besoin de faire entrer en consi-
dération que la base et la hauteur du triangle, quoique les 
deux autres cotes fussent également connus. G'est une attention 
qu'on doit toujours avoir pour e'viter les notations inútiles. 

21. SECOND PROBLEME. — É t a n t donnés de position et de 
grandeur un cercle X {Jig- 19) et une droite AB, trower sur JHig, ig, 
le cercle un point M tel que, si on le joint aux exlrémités de 
la droite AB, et qyüon tire la corde DE, cette corde soit pa -
rallele a A B. ( 

( Nous considérons particuliérement ici le cas oü la droite 
AB est extérieure au cercle.) 

SOLÜTION. — Remarquons d'abord que , si le point D e'tait 
fixé de position sur le cercle, i l en serait de méme des deux 
ligues A M , B M , et par conséquent, de la droite DE. Or, le 
point D serait connu, s i , en abaissant la perpendiculaire DG, 
on pouvait déterminer la distance AG. 

Du point G, centre du cercle, abaissons la perpendiculaire 
CF, et posons AB = a, A F ^ ^ , CF ~ c , CD = r , AG — 
DG — j ; i l en resulte GF = DI = ¿ — x , Cl = c — j . 

(Quoique l'introduction d'une seconde inconnue, DG ou j - , 
puisse sembler inutile á la détermination du point D, elle n'en 
est pas moins avantageuse pour la commodité du calcul.) 

Ces notations étant convenues, observons que le triangle 
rectangle CDI donne d'abord 

CD ~ D l ' - f C l ' oubien r* = {¡) — x f - > r { c — j Y ( 1 ) 

premiére équation entre Ies inconnues x ) j ; et les ligues con-
nues b , c} r. 

Pour en obtenir une seconde, nous conside'rerons les deux 
triangles MAB et MDE; ils sont semblables et donnent la 

proportion MA : MD : : AB : DE; 

doi i Fon dcduit MA : AD :: AB : AB —• DE, 
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ou, multipliant les deux premiers termes par AD, 

MA x AD : AD2 : : AB : AB — DE. 

Or, quoique nous ne connaissions pas les longueurs de MA 
et AD, le rectangle MA X AD n'en est pas moins connu j car 
si , da point A qui est determine' de position, nous menons la 
tangente AL, ce qui est permis, nous avons, d'aprés un the'o-

réme de Ge'ome'trie, MA X AD = AL = m'¿ (en désignant 
par m la nouvelle ligne connue A L ) . 

On a d'ailleurs 

AD2= a:2-fjr2, AB = ¿z, DE = 2DI = 7. (b — x ) ; 
d'oü AB — DE = a — zx. 

Ainsi, la proportion ci-dessus devient 

ma : a:a -f- j"2 ' . l d l a 2b 2X; 
d'oü l'on tire m2 (a — 2¿ -f- 2x) = a (x'2 -\-J2); (2) 

telle est la seconde e'quation du probléme. 
On peut faire subir quelques simplifications aux équations 

(0 et (2). 
Io. —L'équat ion (1) étant développe'e, devient 

^ -f-j-a = : zbx -(-• 2CJ' — -f- ca — r2); 

on a d'ailleurs pour la seconde, 

x'1 -f- j-2 = -— (2a: -4- ¿í — i b ) . 

Cela pose', 10. le triangle ACF { f i g . 19) donne AC—^'-f-c2, 

et le triangle ACL, A L ^ u m2 = AG"1-LC2= ¿»a 4- c2 — ra. 

2O. — La quantité — est une troisieme proportionnelle 

, . ma qu on peut supposer construite, et en posant — = n , on 

obtient ma = an. 
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Vav la , on obtient pour les deux équations, 

a:2 -f- J*2 = 26a: 4- 2cy — an (3), 
^.a ^_ ^ a 2 ^ ^ 

Égalant entre elles ees deux valeurs de ar2 + JT2 > on trouve, 
toute réduction faite, 

(b — n) x cy = n{a — b ) . . . . (5), 

e'quation qui n'est que du premier degre' dn a?, j " , et qui peut 
remplacer l'équation (3); en sorte que la question est ramenée 
á eliminer J" entre les deux équations (4) et (5). L'e'quation en 
x que Ton obíiendra ainsi, étant résolue, fera connaitre la 
distance AG, et par suite la position du point D, 

Si Ton effectue cette élimination qui n'offre aucune diffi-
culte', l'on trouvera pour e'quation finale en x , 

[c^ 4. — by] + 2n {{n — b) (a — b) — c2] x 
= «[ (« — 2¿) ca — n (a — by] . 

Nous n'entrerons pas dans le de'tail de la re'solution de cette 
équation, parce que le résultat qu'on obtiendrait serait tres 
compliqué, et que sa construction, déduite des principes qui 
ont été établis préce'demment, n'oíFnrait aucun inte'rét ('''). 

Second moyen de résolution du probléme prqposé. 
Supposons toujours le probléme résolu, et soit D {Jig. 20) 

le point demandé. Menons en ce point la tangente D K , et par 
le point A la tangente A L , comme dans l'analyse pre'cédente. 

Les deux triangles ABM, ADK, sont semblables; car ils ont 
l'angle A commun; de plus, A K D = K D E , par la propriété 
des angles alternes internes; mais KDE et DME sont égaux 
comme ayant méme mesure; ainsi A K D = DME ou AMB. 

On a done la proportion AB : AD : : AM : A K , 
d'oü l'on tire 

AB x AK = AD X AM = AL 

(*) Nous renvoyons au 182 pour la construction géométrique des équa
tions (i) et (2). 
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Soient AB = « , AL = m , AK ~ x ; 

i l en resulte 

X x — m" • d'oü x 

Aprés avoir construit par Tune des méthodes indique'es 
n0 9, la troisiéme proportionñelle a * m m x , on porte 
cette ligne de A en K sur AB ; puis du point K Von mene une 
tangente KD au cercle donne'; le point de contact D est le 
point cherché. 

JV̂  B . —Córame du point K i l est toujours possible de me-
ner deux tangentes K D , K D ' , i l s'ensuit que l'on a deux 
points D et D ' qui satisfont egalement á la question. Ainsi, 
le probléme admet, en général , deux S o l u t i o n s . 

Ce resulta t s'accorde avec celui de la premiére inéthode 
employée pour re'soudre le probléme, puisqu'on est parvenú á 
une e'quation du second degre'. 

22. Remarque. — La construction de la tangente D K , qui a 
conduitd'une maniere si simple á la re'solution du probléme, 
est une de ees idees qui s'offrent rarement á Fesprit de ceux 
qui n'ont pas deja une grande habitude. 

Quel que soit le probléme proposé, i l est toujours facile de 
trouver dans la figure que prescrit l 'énoncé, et á l'aide de 
quelques constructions qui se présentent naturellement, un 
premier mode de résolution, en faisánt usage des relations 
principales de la Géométrie, telles que les proprie'te's des 
triangles rectangles, des triangles semblables ou des ligues 
conside'rées dans le cercle. Mais la difíiculte' consiste dans les 
constructions susceptibles de conduire á des équations simples 
et á des résultats élégans. 

Nous observerons, á ce sujet,qu'un probléme de Géométrie 
est en général moins facile á mettre en équation qu'un pro
bléme ordinaire d?Algebre. Dans celui-ci, i l suffit, le plus 
communément, de traduire, a l'aide des signes algébriques, 
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les conditions explicites de re'nonce , ou du moins des condi-
tions impliciíes que Ton de'duit aise'ment des premieres. Les 
données et les inconnues y sont d'ailleurs en évidence; tandis 
que dans un probléme de Géométrie , qui se réduit presque 
toujours á fixer la position d'un ou de plusieurs points, i l faut 
beaucoup d'attention et de sagacite' pour déterminer la nature 
des relations qui , exprime'es algébriquement, peuvent con-
duire á une construction simple et éle'gante du probléme. (k , 
de la nature des relations qu'on emploie dépend celle des 
donne'es et des inconnues que Ton doit faire entrer en consi-
de'ration. L'habitüde et le discernement seuls peuvent appren-
dre á surmonter ees difíicúlte's. 

Jnterprétation des resultáis négatifs. 

Nous allons maintenant nous proposer des problémes qui 
donnent lieu á des résultats négatifs pour les expressions des 
inconnues. 

23. TROISIÉME PROBLÉME. — É t a n t donné un tríangle ACB 
{Jig. 3i ) , trouver sur le coté AG un point D tel que, siVon j^g. 2[j 
mene la droite DE parallele á AB, cette parallele soit égale a 
une ligue donnée m. 

D'abord, les deux triangles semblables AGB, DCE, donnent > 
la proportion 

AG : AB : : DC : DE. 

Prenons pour inconnue la distance du point íixe A au 
point D; et posons 

AB = a, kC — b, AI) = x , d'oü T)C~ b ~ x ; 

la proportion ci-dessus deviendra 

b '. a n b — x l m ; d'oü mb — ab — ax; 

done x = ^Sa ?n.) . 
a 

On obtiendra facilement la 4e proportionnelle 
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a ', b H a — m ', ¿ct 

en prenant BAC pour l'angle de construction, puisque Fon a 
deja AB = a, AC = b. 

A partir du point B sur ^ k , preñez une partie BG égale 
a m ; i l en resulte AG ~ a — m ; menez ensuite GD parallele 
« BC ; le point D sera le point demandé. 

Eneffet, on a la proportion AB : AC : : AG : AD, 

d'ou a b ',\ a — m \ AD; done AD = x . 
I I est visible d'ailleurs que, si l 'on méne DE parallele á AB ̂  

Ion a DE = GB = m. 

Discussion du résultat. —Tant qu'on aura m<^ao\x AB, la 
valeur de ,r sera positive, et pourra étre construí te. comme 
préce'demment. 

Si l'on suppose m — a, la valeur de x se réduit á o, et le 
point D se confond avec le point A ; ce qui est e'vident, puis
que la ligne AB satisfait á la question. 

Soit maintenant m^> a, la valeur de x devient ne'gative, 
et peut (le signe étant mis en évidence) prendre la forme 

b { m — a) 
a 

Pour interpréter ce re'sultat, i l faut, en vertu des principes 
établis en Algebre (voyez la 8e édition de mon Algebre) , re-
monter á Féquation du probléme, ou á la proportion 

b a l*. b — x l m , 

et y changer x en — x ; ce qui donné 

b a ' . l b -\- x l m. 

Or, b — x , qui exprimait la distanceCD, devenant ¿>-f ^ > 
représente maintenant la somme de deux lignes; ce qui ne 
peut avoir lieu qu'autant que le point cherché se trouve en 
D' sur le prolongement de CA, c'est-á-dire en sens contraíre de 
celui oú i l était d'abord place. 
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Cette modiíicatioii une fois (ftablié dans la proportion, on 
, , b (m — d) 

en déduit ab -f- a x ~ bm, d ou x = . 

Quant á la construction de ce résultat, i l suffit de porter, 
á partir du point B, la ligne donnée m de B en G', ce qui 
donne k t í — m ~ a, puis de mener G'D' paralléle á BC. Le 
point D' est le point demandé, c'est-á-dire que D'E' paralléle 
á AB, est égale á m. Cela est d'ailleurs e'vident. 

24« Remarque.—La. solution négative qu'on a obtenue dans 
le cas de m^>a , n'indique pas une rectification á faire dans 
l'énonce' de la qüestion (car, quelle que soit la grandeur 
de w, i l est évidemment toujours possible de placer cette ligne 
dans l'angle ACB, parallélement á AB, en prolongeant les 
deux cóte's, si cela est nécessaire), mais bien une difference 
de position du point D par rapport au point fixe A, suivant la 
grandeur de m. Ainsi, lorsque, pour lésoudre le probléme, 
on suppose le point D au-dessus du point A , cette position 
est exacíe tant que Fon a < a; mais elle devient fausse 
des qu'on a m ^ > e t le signe—obtenu dans ce cas, sert 
á rectifier cette position, en indiquant que la dislancé du 
point donné au point inconnu , doit étre portee en sens con-
trmre de celui oü elle avait été d'ahordportee. 

Cela est si vra i , qu'on peut éviter tout résultat ne'gatif en 
fixant convenabíement un autre point de de'part, par exemple, 
en prenant GD au lieu de AD pour inconnue. 

En effet, soitCD=a:', les autres notations restantles mémes, 

on a o , a . , x 1 m . a ou x = , 
' f 

résultat qui est essentiellement positif, quelíes que soient les 
grandeurs relatives de «, ¿, m. 

Tant que Fon aura m <^ « , la valeur de x ' sera plus petite 
que b; et aprés Favoir construite, si on la porte sur CA, á par
tir du point C, Fextrémité D tombera au-dessus de A; mais si 
1 on a m ^> a, la valeur de x ' est plus grande que b , et le 
point cherché tombe en D', au-dessous du point A. 

3 
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Observons d'ailleurs que Fexpression x == , 

peut se mettre sous l'une des deux formes 

h ia—rr i ) . , t b Cm — a) 
x — b ^ — . ou x' —b -\ 1- > . 

a a 
la i1* correspondant au cas oú Fon a m <^ « , et la deuxiéme 
á celui oú Ton a ra > «. 

Mais comme , par la premiére maniere de résoudre la ques-

h la— frí) b (m — a) 
tion , oh a trouve x •=. = = , 

i l s'ensuit que les deux inconnues Je et x ' sont liées entre elles 
par la reía tion x ' — b — x 
x e'íaut positif dans le cas de m <^ «, et négatif lorsque Ton 
a m'^> a. 

•2.5. Reprenons maintenant le probléme du n0 7, et táchons 
d'en interpréter la solulion négative. 

Remarquons d'abord que la premiére des deux valeurs 
obtenues est la seule qui puisse satisfaire á la qüestion telle 
qu'elle a éte' énonce'e, puisqu'on demande de diviser a en 
deux parties, é t e , . . . et que la valeur absolue de la seconde 
solution est plus grande que a. 

Mais on peut modifier l'énoncé ainsi qu' i l suit: 
Fi». 22. É tan t donnés deux points fixes A. eí B { f i g . 22), trouver 

sur la ligne AB ou sur son prolongerhent un troisierqe 
point ielque sa distance aupoint A soit mqyenne proportion-
nelle entre sa distance au point B et la distance des deux 
points A et B. 

D'aprés ce nouvel énoncé, comme i l n'y a pas de raison 
pour supposer le point cherche' á gauche plutót qu'á droite du 
point A, on le suppose d'abord á droite, c'est-á-dire entre A 
et B. ( I I ne peut étre en E", car AE" étant plus grand á la fois 
que AB et BE", ne saurait étre moyen proportionnel entre 
ees deux lignes.) 
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Soit done E le point cherché; et posons A E — x , AB™«? 
d'oü BE — a — x \ on a la proportion a ' , x ' . ' . x \ a — x , 

a J • a* 
d ou xrj- = « 2 — ax, et x = — - ± . y a 7 - { - — . 

•) 
La premiére valeur est positive et se construit comme i l a 

éte' dit n0 7. 
La seconde valeur est négalive ; et pour la construiré, i l faut, 

apres avoir determiné la ligne AC égale a ^ a 1 - ^ %, prolon-

ger AG j u s q u á sa rencontre en D' avec la circonférence déjá 

décrí.te, ce qui donne AD' égal á - -f" y/*2' -f- ̂ , puis ra— 

battre par un are de cercle , AD' de k en E' á la gauche du 
point A (conforme'ment á la remarque du n0 24) 5 et Ia dis
tan ce AE' devra satisfaire également á la question. 

En e n c a u s e de A E - ° + V / ^ 
2 V A 4 ' 

l ' — a-\- y ' «2 4-. _ == 4- y ' a4 + — 

o. lE' = (? + v/. + £ ) = ^ + V - + f 
et AB X BE' = - { - a \ J a1 

Done AE' = AB X BE'; ou bien, AB : AE' : : AE ' : BE'. 

Ainsi le nouveau próbleme adniet deux solutions. 
Si l'on demande comment i l se fait que ees deux solutions 

soient eomprises dans la méme formule, quoiqu'en mettant 
le probléme en e'quation, on ait d'abord suppose' le point 
cherché, á droite du point A , et non a gauche, voici l 'expli-
cation qu'on peut en donner : 

•i ' 1 3 , . / ' • 
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Soit d'aboid le point cherché entre A et B; on a la proportioe 

a x x ' a — x , d'oü + ax ~ a?.. . ( i ) 
Supposons-le sur le prolongement, en E', par exemple; comme 
on a AE' = o-, i l en resulte WEf — a -f- x ; 
et la proportion devient 

a ', x x ', a -\- x ; d'oü ar2 —• ax •= a*. . . (2) 

Cela posé, si Fon re'sout réquat ion ( 1 ) , en ne tenant compte 
que de la valeur qui correspond au signe-f-du radical, on 
obtient 

de méme , si l'on résout Féquation ( 2 ) , en ne tenant compte 
que de la valeur qui correspond au signe -f- du radical, i l 
vient 

a / a? 

Or, cette valeur cst précisément, au signe prés, la seconde 
valeur que donne i'équation ( 1 ) par sa résolution complete. 

Le signe — qu'on obtient pour cette seconde valeur, cor
respond (n0 24) á une rectification , non dans Ténoncé du pró
bleme , inais dans la position qui avait d'abord été attribuée 
au point cherché, 

On éviterait, comme dans le probléme précédent, toute 
solution négative, en prenant pour inconnue [fíg. 22) la dis
tan ce du point cherché á un autre point A', tel que Ton eút 

. ;. ^ a . / <22 

AA > 2 + V a + 4-
Ainsi soit, par exemple, AA' = 2«, et posons A'E = x7 

d'oü AE=:ar '—2f í , BE = 3a — ac'; 

la proportion indiquée pai' Fénoncé, devient 

a', x ' •—: 2a * ; ^ — 2a I 3a — ¿r'; 
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ce qui donne {x — za)* ==. da2 — ax' , 

et par suite, 
9a2 

Ces deux valeurs sout essentielleraent positives, puisque le 

dical est numenquement moiriare que —. 

On peut d'ailleurs les mettre sous la forme 

d'oü xf — aa = — " ± a2 ^ ; 

a . / d1 , 
et comme on avait trouve ^ = r h \ / a a H — 7 - , a s en~ . 2 1 / 4 
suit que x et o:' sont liées par la relation '] 

x i a ~ x , ou x' ~ - l - x. ) 

Seuleinent x est positif pour le point E> et négatif pour le 
point E'. 

iV. B . —L'erreur que Pon commet en attribuant au point cherché telle ou 
telle position, peut se maoifester, non-seulement par un résultat négatif, 
mais encoré par une expression imaginaire. 

Supposous en eífet que, dans ce méme probléme, au lieu de prendre 
le point cherché en E ou e n E ' , on le prenne en E " (fg. 3 2 ) , c'est-á-dire á 
droite des deux points A et B. 

E n posant A E " = x , d ' o ú B E ' ' ^ ^ — a , on trouve, par la substitution 
de ces valeurs dans la proportion , 

a l x ;; x x -— ay d'oü — ax — — a*, 

et par suite, x _ « ^ t / _ 

a » 4 
Ce résultat imaginaire tient uniquement á ce que Pon a attribué au point 

cherché une fausse position ; ce qui est evident d'aprés ce qui a été dit au: 
commencement de ce numero. 
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3 6 . Les principes etablis (nos 2.3, 24 et aS) peuvent étre 
resumes de la maniere suivanle ; 

i0.— Toutes les fois que, dans la résolution d'un probleme 
de Géometrie par le secours de FAlgébre, l'inconnue repre'sente 
la distance d'un point fixe á un autre point , comptée sur une 
droite fixe , et qu'on obtient pour expression de cette incon-
nue, des résultats, les uns positifs et les autres ne'gatifs , si 
Von est convenu de porter les valeurs positives dans un sens 
quelconque a partir du point fixe, les valeurs négatives doi-
veniétre portees en sens contraire du précédent. 

2o.— Le moyen de faire disparaitre les solutions ne'gatives, 
est de rapporter le point cherché á un autre point fixe., dont 
la distance au premier point fixe soit assez grande pour quon 
soit assuré que tous les points susceptibles de satis faire á 
rénoncé, se trouvent d'uri méme có tépar rapport a ce second 
point j et cela est toujours possiblé, en general, puisque la 
ligue sur laquelle se comptent ees distances peut étre prolon-
ge'e autant qu'on veut. 

Les resultáis ne'gatifs provieanent uniquement de ce que 
Torigine des distances a e'te' d'abord choisie dans une position 
intermédiaire entre les points chercbe's ; et le signe — indique 
la différence de position de ees points par rapport au premier 
point fixe. 

3o.— Si, dans la resolution d'une question (d'un probleme, 
ou d'un tbéoiéoie) , 0 1 1 veut faire entrer en conside'ration les 
distances entre un premier point fixe et d'autres points sitúes 
avec celui-ci sur la méme ligne , mais dans des sens diíFe'rens, 
et qu'on regarde comme positives les distances comptées dans 
un sens, on doit regarder comme négatives celles qui sont 
comptées en sens contraire du précédent. 

Nous ne donnons point ici de démonstration genérale de ees 
principes ; mais dans la suite, nous íes verrons se confirmer de 
plus en plus, etnous en sentironsmieux l'usage etTimportance. 

27. Remarque. — Nous ajouterous á ees considérations une 
remarque fort utile sur la multiplicité des valeurs auxquelles 
tm est conduit par la résolution complete des éqúations. 
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11 arrive quelquefois que les équations cTun probléme don-
nent, par rapport aux signes, un tres grand nombre de résul-
tats dont un seul est susceptible de satisfaire á Tenonce'; les 
autres sont inútiles á considérer, oubien, ce sont des solutions 
d'autres problémes qui ont avec la question propose'e une re-
lation plus ou moins intime. La difficulte' consiste alors á dis
cerner parmi ees differentes expressions, celles qui re'pondent 
á la question elle-méme, et celles qui y sont étrangéres ou 
n'y re'pondent qu'indirectement. 

Reprenons pour exemple la question qui a e'lé traite'e n0 4> 
et qui avait pour but de construiré un triangle rectangle, con-
naissanl l'hjrpoténuse et la perpendiculaire abaissée du som-
met de l'angle droit {f ig. 2). 

On a trouvé pour les e'quationsdu probléme, | , * 

d'oü, en les ajoutant, puis les soustrayant Tune de I'autre, 
{b + c f = a2 - i - zah, 
(b — c)2 = aa — zah . 

Or, si Ton re'sout complétement cesdeux derniéres équations 
par rapport k b -\- c et b — c, on obtient 

¿> 4- c = ±: i/a2 + 2.ah •== ± : a', 
b — c = db i/a" — i a h = ± 1 a"; 

ce qui donne 
b — ±z - a' ± - a", et c = ± : - a' zp - a". 

2 2 2 2 

Ces formules présentent , par la combinaisoü. des signes, 
quatre systémes de valeurs, savoir: 

b ~ í ar - a" et c = - a' — - a", (1) 
2 1 2 2 2 ' w 

é = - a' — - a" et c = - a' + - a f f , . . . . ( 2 ) 
2 2 2 1 2 ' 

b ~ — - a ' ' + i a" et c = - ~ a' ~ ~ a " , . . . . (3) 
2 2 2 2 ' 

a - a ! ' et c — — i a' -f. - a".. . . . (4) 
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Les deux derniers systémes son t évidemmeut inadmissibles, 
puisque les valeurs de b ct c sont négatiyes, et que, d'aprés 
l 'énoncé, on n'en demande que les valeurs absolues. 

Quant aux systémes ( i ) et ( 2 ) , ils rentrent l'un dans l'autre, 
et correspondent aux deux triangles BAC, BA'C. Le second syfr-, 
téme esí done inutile á eonside'rer, puisqu'on est toujours le 
ruaitre de désigner par b le plus grand des deux cóte's cherches. 
C'est ce que nous avons fait (n0 4) en n'établissant que le pre
mier systéme. 

On trouvera á la fin de ce chapitre de nouveaux cxemples de 
ce genre. 

Nous recommandons toutefois aux commengans de me tire 
beaucoup de prudence et de discernement dans ees suppres-
sions de valeurs; autrement, iis courraient le risque d'omettre 
de véritables solutions. 

Nous allons niaintenant nous oceuper d'une maniere par— 
ticuliére de la discussion des problemes, parce que c'est une 
des partios les plus de'lica.tes (n0 8)3 et ceile qui demande le 
plus de soin. 

28. QÜATRIÉME PUOBLÉME. —• On demande de dwiser un tj-apeze domé ABDG 
¡fig. aS. [fis- en deux parties ABGÍi, L G D G , qui soient entre elles dans un rapport 

donné m ', n , par une ligue L G paralléle aux deux bases. 
Eleyons en un point quelconque E de AB une perpendiculaire E F , et pre-

nons la distance E l pour inconnue. 

Posons d'ailleurs E l = x, ÓD == a, AB == b, E F = h; 

(les trois derniéres ligues sont les seules donnéesabsolument nécessaires). 
Comme, par hypothése, on doit avoir la proportion 

A B L G : L G C D : : m • n, 

il en resulte ABCD : A B L G :; m -f- R ; 

d'oü A B L G = — ^ — x A B C D . . . (1). 
TO -f- « 

Qr, ABCD = x h, A B L G = L G + b x x. 

Ainsi , toutserédui l a déterminer L G en fonction de^ et des lignes don 
nées. 
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Pour cela, menons A H paralléle á BD et AM perpendiculake a CD ; les 
deux triangles semblables A C H , A L K , donnent 

C H : L K : : A M : AN : : A : x; 

T C H X x (a — h)x 
done L K = '— = ^ , 

et par conséquent 

L G = L K + K G = L l Z l ^ í + S í f ^ - f j t - ^ / 
A « 

SuLstituant cette valeur dans l'expression de ABLG(', on obtient 

A B L G ¡= i x x. 

Done, enfin, l'équation (i) du probléme devient 

(a — h) x A* ibh m a b 
— •• X x = X X h, 
W m -\~ n 2 

QU bien, toute réductipn faite, 

nhh mh"1 a b 
JÍS - | j- x == ¡ X r j . . . ( 2 ) 

a — h m + n a — b ' 
d'oü Ton déduit 

bh . / b*h* nih* a •+• b 

V (a - i ) » + ^ + r ñ X ^ — t " " W a — b \ (a — b) 

E n siniplifiant cette expression , OA obtient enfin 

bh , ^ 4 111 m -f- i 2 » 

^ V - m + n ' • - (4) a — b a 

L'inspection seule de ees valeurs prouve qu'elles sont toujours réelles. 
Quant aux signes dont elles sont affectées, il peut se présenter deux cas 

principaux, savoir: 

a ^> J , OU « ^ ¿. 

Dans le premier cas, qui est celui de la figure actuelle, 11 est évident, 
d'aprés la forme (3) de ees valeurs, que la premiére est positive, et que la 

seconde est négative, puisque le radical est plus grand que ^ . 
(i —— b 

Dans le second, comme ^ - 7 se change en r——» et que le radical 
a — b b — a7 

devient plus petit que ¿ — ^ (car la quantité sous le signe esf alors la difíe-
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rencede deux quantités), il s'ensuit que les dtíux valeurs sont á la foispositi* 
ves; c'est ce qui resulte d'ailleurs de l'équation (2) , qui prend, dans ce cas, 
la forme 

vbh mh* b -f- a 
x* — . x = • X 

b — a m n b — a 

Examinons ees deux cas successivement, et proposons-nous de construiré 
le probléme. 

Soit, en premier lieu, a ^> b. 

Reprenons la forme (3) des valeurs de x, et táchons d'abord d'évaluer en. 
lignes les expressions 

bh { a b) h mh 
b ' a —i b ' TW -f- n ' 

qui entrent dans la composition de ees valeurs. 
Fig. 24. Prolongeons l escótésCA, DB (fig. 24), jusqü'á leur rencontre en O 5 

puis , du point O, abaissons la perpendiculaire ÓF. 
Les deux triangles semblables O C D , O A B , donnent la proportion 

« • ¿ : : OF : O E ; d'ou a — b ; b h : OE ; 

done OE = - ^ - l , O F = ———r -h h •= — — - T ' 

Si > sur F O prolongé, Ton prend O F ' = , 11 en résultera 

E F ' = OE + O F = O E - f O F = i ± ± J Ú } . 
a — b 

Quant á l'expression m^ . il suffit évidemment de diviser E F &xi 
m -f- ?t 

point K dans le rapport m ; n; car, de la proportion E K : E F ::/w • « , 

on tire E K : E F ' . l m : m n , dloú E K = . 
m ~h n 

Les expressions ci-dessus étant construites , i l est facile d'en déduire les 
deux valeurs de x. 

Sur K F ' j comme diamétre, décrivez une demi-circonférence, et prolongas 
JIA jusquen H. Yous obtenez ainsi 

E H 2 = E K x E F = - ^ t - x í f L + H * . 
w -f- n a — b 

Tirez O H ; il en resulte 

0« = + b^h* mh ^ {a b)h 
(a — 6)» m -f.~ñ a — b ' 
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Enfitt; da point O., Somme centre, el avec le rayón OH , décrivez un are 
de cercle qui rencontre E F ' aux poinís I et I ' ; les distaríces E l , E l ' repre-
sentent les deux valeurs de 

En eífet, on a 

/ b'h2 t _ mh (a-+-b)h bh 
= V fa" E l =r OI — O E = V —- + • X 

V ( í t — b)2 m n a — b a — b 
et 

E l ' = — OE — OI = • — b2h' • t . - ^ L x ^ ± # . 
a — b * (a — ¿)» -+-« a — b 

N. B. — La seconde solution E l ' correspónd évidemment á un trapéze 
A'B'C'D' égal et opposé au trapéze ABCD. 

La construction précédente montre le parti que Fon peut tirer de la fi
gure d'un probléme, pour la détermination de l'inconnue. 

Examinons quelques cas particuliers : 
i^ .— Soit m = n; auquel cas les deux figures A B L G , L G C D , doivent 

étre equivalentes. 
L'expression de x devient 

a — b \ (a — b)'-
h (a - i - b) h. + - x v —> 

et il rt'y a d'autre différence, dans la construction, qu'en ce que E K devant 

étre égal á ¡1 suífit de diviser E F cu h en deux parties égales. 

2 O . — Soit b ~ o , auquel cas le trapéze devient un triangle OCD [fig- aS). Fig. a5-
L'expression de x se réduit á 

X h ; 

et pour la construiré, divisez O F , au point K , dans le rapport m ; n-; 
décrwez sur OF une demi-circonférence et éíevez la perpendiculaire K H . 
Enfin, rabal tez par un are de cercle la carde O H , de O en 1 et de O e« I ' J 
yous aurez OI et O I ' pour réponses á la question. 

Car cette construction donne O I ==• OH = OK x O F , 

d'oü O I = l / wh x h. 
» m -f- n 

Soit, en second lieu, a ^ b. 

Le trapéze ABCD { f i g . 26) se trouve alors dans une position renversée 5 Fig. 26. 
et les valeurs de x prennent la forme 

bh _j_ * / b*h* mh (b + a ) h 
V C6 — a]" m -\- n h — a 
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Prolongeons encoré AC, BD, jusqu'á leur rencontre en O , et menons la 
perpendiculaire indefínie EOE'. Les deux triangles OAB, OCD, donnent 

OE : OF :: 5 : « ; d'oú GE : fe :: 6 : > - r « ; 

bk „ „ hh , ah 
done . OE = : OF = 7 h = -• . 

' b — a1 b — a b — a 

Portant OF de O en F', on obtíent 

F E = F'O + OE Í Í ± - ^ . 
b — a 

Soit d'ailleurs, comme dans la construction précédente, EF divisé m 
point K dans le rapport m l n\ i l en resulte 

EK MH 
m -t n 

Cela posé, sur E F ' , comme diaméíre, décrivez une demi-circonférenee; 
élevez au point K la perpendiculaire K H , et tirez E H ; vous avez 

E R 2 = E K x E F ' = x & + ^ h • 
m - j - n h — a 

Sur O E , comme diamétre, décrivez encare une demi-circonférence, et pre~ 
nez une carde E H ' égale a E H ; 11 en résulte 

QH'2= OÉ2—EH7' 
d'oú 

OH = N/ÓÉ2— ÉH'2= s / J J ^ - T - x ib + a)h, 
V (¿ — a)a rn n b — a 

Enfin, du point O, comme centre, et avec le rayan OH', décrivez un are de 
cercle qui rencontre E E f en deux points I et V ; vous aurez E l , E F , pour 
les deux solutiops cherchées. 

En effet, on déduít de cette derniere construction , 

E l := EO - O I = ^ S / T ^ T -
b — a V (b—a)» 

mh [b a)h 
)9 m -f- n b — a 

E f = £ 0 + 0 1 ' = ^ + v / ^ - ^ V m ~ x ^ ± ^ . 
o—a Y [b—a)" m n b — a 

Soit, en troisiéme lieu, a = b. 

Fig 27. ^ traP^se se réduit alors á un parallélogramme [ fíg. 27); et les deux 
valeurs dea:, considérées sous la forme (4), deviennent 

— ah ± ah 
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o — A 

bu bien , a? = * - et x = —^—. 

Mais s i , conformément aux principes étabHs en Algebro (chap. 4 > 8e édi-
tion ) , on remonte á l'équation du probléme, 

(a — ^a H- ihhx = — — (a + b), 

on verra qu'elle se réduit á une équatioñ du premier degré, 

"iamh* , mh 
~ m n"1 m + n ' 

Done, 11 suífit de diviser la perpendiculaire E F , áu point I , dans le 
rapport m ; n; ce qui est d'ailleurs évident, puisque les deux parallélo-
gramme^ ABLGr, L G C D , qui ont méme base, sont entre eux comme 
leurs hauteurs. 

29. CINQÜIÉME PROBLÉME. — Étant donnés un angle "YAX {fig. a8) et un f ig . 28o 
point D dans l'intérieur de cet angle, on propose de mener par ce point une 
droite L D N , de telle rñaniére que le tria'ngle intercepté A L N ioit égal a 
un carré donné ma. 

Abaissons des points N et D les perpendiculaires N P , D C , et menpns 
DB paralléle á A Y . 

Prenons A L pour inconnue, et posons A L = x, DC = &, A B = « , 
d'oú B L = x — a. 

Cela posé , les deux triangles semblables A L N , B L D , donnent 

BL : D C : : A L : NP, ou — « : fe : : x : N P ; done NP = ; 

A L x NP 
mais, par hypothése, on. dóit avoir A L N ou ^ = TM» ; ainsi l'on 
a pour l'équation du probléme, 

hx 
x x l ix — a) 

ou, effectuant les calculs et ordonnant, 

h (') 

Cette équation étant résolue, donne 

x = — — — X/m* — lah. 
h h 

Pour que ees valeurs soient réelles,] i l faut que l'on ait /wa > tah, ou au 
moins,. = a«7i. 
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Prenons A G double de AB, ou égal á aa, et achevons le parallélogramme 
A G F E ; il en résulte 

A G F E — A G x D C = iah. 

Tiroris d'ailleurs la droite G D H . Nous formons ainsi deux triangles G D F , 
E D H , éga'üx entre eux (car D F = D E , D G = DH comnle moitiés de G H , 
et Fangle G D F est égal á l'angle E D H ) . Done le trianpe A G H est égál au 
parallélogramme A G F E , et i l a pour expression aaA. 

D'oü l'on peut conclure que le triangle A G H est le minimum de tous ceux 
qui peuvent satisfaire á la question. 

Admettons que la condition de realite, m2 lah, soit satisfaite, et táchons 
Fig. 29, de construiré le problema sur la figure elle-méme {Jig. 29). 

Pour cela) il est nécessaire de mettre les deux valeurs de x sous la forme 

x ~ IT V T V l 2aA 

Preñez sur A X , A G = 2AB =r 2a , et A K = (cette derniére ligne est 

une troisiéme proportionnelle hh e tm, qu'on peut supposer construite sé-
parément); il en réstilte 

G K = A K — A G — " ' j - - 2rt. 
h 

Sur A K décrivez une demi-circonférence • élevez la perpendiculaire G I et 
tires la corde K I ; vous avez 

Kí 

Rahattez en ím, par un are de cercle, K I de K en L et de K e » L ' ; Ies 
distances A L , A L ' , seront les valeurs de a: cherchées. 

E n effet, 

30. Premiére remarque. — Le point L ' qui correspond á la seconde solu-
tion, tombe nécessairement entre B et G ; car on a d'abord K T / ou K I ^ K G j 

d^n autre cóte, rexpression ^ ~— formant les deux premiers ter-

mes du carre de -= 2 « , il en resulte r; << í a \ , 
« fe» fe v fe J 

d'ou y / _ - ou K L ' < ^ - _ « , ou K B , 
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Dans l'hypothése de ~ ~ = aa , les triangles ALN , AL'N', se reduisent 

au triangle unique AHG, puisque alors les deux valeurs de deviennent 

égales a 

51. Seconde remarque.—La question proposée étant considerée sons le 
point de vue le plus général, présente quatre solutions, quoique la mé-
thode employée pour la résoudre n'en ait foürni que deux. 

En effet, outre les deux solutions déjá obtenues, ALN , AL'N' {fg. 3o), pig. 30-
il est visible qu'on peut toujours mener par le point D, deux autres droites 
DL", DL'", de maniere que les triangles AL"N", AJL"'W, soient égaux au 
carré donné m». Bien plus, pour ees deux solutions, le carré peut étre 
aussi petit ou aussi grand qu'on veut. 

Comment se fait-il que ees deux solutions ne soient pas comprises dans le 
résultat obtenu ? Essayons de répondre á cette objection. 

E n cherchant á mettre le problétne en équation, nous avons supposé lé 
point Tu a la droite du point A; et les triangles ALN, BLD, nous ont donné 

NP : DC :: AL : BL, ou m : h x : x ~ a ; 

hx 
d'oü NP = 

a 
et par suite, — — — X - = m* , 

x a a • 
772* 'xattt̂  

ou, en simplifiant, — a —- = — fi) 
n h 

Maintenant, si nous considérons le point L a la gauche du point A, 
en L" par exemple, les deux triangles AL"N", BL"D, donnent encoré 

N"P" : DC :: AL" : BL". 

Mais, comme en générál une proportion ne doit étre éiablie qu'entre des 
nombres ahsolus, et que x est, par sa position, négatif, il s'ensuit que la 
valeur absolue de AL" doit étre exprimée par—x, et celle de BL" par —x-f-«; 
ainsi la proportion devient 

N'T" : fe _ x : — x + «• done W V — 

ce qui donne l'équation 

— x -\- a 
hx — x 

•— x -{- a 

zm* aanf2 c u , réduisant, -J- x — ^ L , . ¿ . (2) 

équation qui difiere de (i) par le signe 
h 
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L'équatlon (2) étant résolue, donne 

x ~ — - ± — 1//w2 + lah. 
h n 

De ees deux valeurs, qui sont essentiellement réelles, la premiére est po-
sitive et la seconde est négative. Or, je dis que la valeur positive correspond 
au triangle AL'^N'". 

E n effet, les deux triangles A U " W , BL"^, donnent 

N'T'" : DC :: AL" : BLW; OU I W : & : : ^ : « — r ; 

Tioc Jtoc x 
d'ou N'"?'* — , et par conséquent • X — =: m*, équalion qui 

a — x a — x 2 
. — fex — x . . . , , 

revient a celle-ci : x = m1 : ce qui tait voir que les solu-
. — x- i - a .. 2 •. ' , ••. 

tions AL"N", ALWNW, sont comprises dans la méme équation. 
Voíci d'ailleurs la construction du résultat 

Preñez A GAUCHE du point A , une distance A K ' égale a , et A EROITE du 

méme point, une distance A G = 2a 5 ce qui donne G K ' = ^ — a a . 

Décrivez sur GK.' une demi-circonférencej au point A élevez la perpendicu-
laire AI ' , et tirez la cor de K ' I ' , yous avez 

K'i' = \/mrx GK7 = -s / i r (ir +/isa)-
Rahattez ensuite K'V de K' en L" eí Je K' en U" ; il en resulte 

AL" = — AK' — K'L" = — ^ 

AL*' = - AK' + K'L'" = _ 251 -H ^ + 2 ^ . 

iV. JJ. — II serait aisé de reconnaitre que le point L'" doit tomber entre A 
et B. {Yoyez n0 3o.) 

On peut comprendre les quatre solutions dans une méme formule, en 
posant l'équatlon 
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d'oá l'on déduit 

Le signe supérieur de rb — correspondrait alors aux deux solutions 

,ALN, AL'N'j et le signednférieur, aux solutions A L ' ^ " , A I W . 
Ou bien encere, on pourrait multiplier entre eux les deux facteurs 

x*1— —-— x H | — e t -4- — — x — — ; — ; 
h h h h 1 

il en résulterait l'équatiou du 4e degré 

x i — ¡- X» + — ~ 

qui comprendrait les quatre solutions. 
La remarque qui a fait Pobjet de ce numéro, est une nouvelle coníirmation 

du principe n0 (26) sur les changemens de signe des distances comptées en sens 
contraire les unes des autres. 

32. Nous pourrions maintenant nous proposer d'examiner les circons-
tances relatives aux diverses positions que le point D est susceptible de 
prendre par rapport aux deux lignes A X , A Y . Mais comme cette discussion 
n'offre aucune difficulté, nous nous contenterons d'en faipe connaítre les 
résultats, avec la maniere d'y parvenir, 

ier caí. — Supposons le point D {Jig. 3r ) placé au-dessous de A X et á F¡g. 
la droite de A Y , en D'. 

Cette condition s'exprime en introduisant (n0 26) dans le résultat, — h k 
la place de A, puisque les distances des points D et D' a la ligne AX sont 
comptées en sens contraire l'une de Fautre; et i l vient ( 

ou bien x ^ - ^ ^ S j - v ^ l r + ^ ) . 

La nature de co résultat, dont les valeurs sont toujours réelles, prouve 
que les triangles qui lui correspondent sont places dans les deux angles 
Y A X , Y'AX' . 

2E cas. — L e point D peut étre placé á la gauche de A Y {Jig. $2), et Fig. 3^, 
au-dessus de A X , comme en D". 

Dans ce cas, il est clair que la distance AB" est comptée en sens con
traire de AB; ainsi, 11 suííit de changer a e n — a dans la formule primi-
tive, ce qui donne 
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Les solutions correspondantes se trouvent encoré placees dans les an -
gles Y A X , Y ' A X ' . 

Fig. 33. 3e caj. ~ L e point D ( ^ . 33) peut étre situé dans l'angle X'AY' , opposé 
par le sommet á Pangle X A Y . 

II faut alors changer á la fois a et h en — a et-~ h dans le résultat, qui 
devient 

- = - - r - V — r C — " ' • ^ J ' 

ou bien , oc = ^- =t y — ^ — ~ 2a J j y 

et comme ees deux solutions peuvent étre imaginaires, elles doivent étre 
toutes les deux placees dans l'angle X ' A Y ' . 

On pourrait, par des raisonnemens analogues á ceux du n0 3 i , expliquer 
pourquoi, dans chacun de ees trois cas, on n'obtient que deux solutions, 
tandis qu1!! doit y en avoir quatre quand on considere la question d'une 
man iére générale. 

55 . Nous terminerons cette discussion par l'examen de deux cas par-
ticuliers. 

Fig. 34. t0. - - Soit le point D {fig. 34) placé sur la ligne A X . 
Dans ce cas , on a A = o, et l'expression 

m» , m , r 
x = —r— ± — y m% — 'lííh 

h h 
, . m* r t m' A o 
devient x = , ou x = — et ar = r - . 

o 0 0 

\ De ees deux raleurs , la premiére est infinie, et l'autre se présente sous 

Mais si l'on remonte á l'équation 

hx* — am'x — — lam*, 

elle se réduit, dans l'hypothése de A = 0 , á 

— Qm'x = — lam* 5 d'oü x =: a — AD. 

Connaissant la base AD du triangle cherché, on obtiendra sa hauteur y , 
d'aprés la condition 

y X - = m1; d'oú ^ 

cette hauteur étant trouvée et construite, on la portera sur AH perpendicu-
laire á A X ; puis on menera HN' paralléle á A X , et Ton aura enfin le 
triangle ADN' pour réponse á la question. 

Quant a la solution infinie, elle signifie que l'un des triangles de la ques-
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t'vm a une base infinie et une hauteur nulle, puisquej x—=w,,donne 

y sss = o. C'est ce que devient la solution A L N de la figure 29 lors-

que le point D , se rapprochant de plus en plus de A X , finit par tomber 
sur AX. 

2 ° . — Soit le point D (fig. 35) place sur A Y . -pjg 35 
Dans ce cas, on a a = o, et l'expression de x se réduit á 

m2 , m* , am» 
x = — - —r— i d ou x = , ,• et x = o. h h h 

D'ailleurs, l'égalité x X = TW1 donne 

X = , et par conséquent, y — h, y — — QQ-
x o ' 

c'est-a-dire qu'en prenant sur A X une distance A L égale á , et tirant 
D L , on aura A L D pour premiére solution. 

Quant á la seconde, elle se réduit encoré á un triangle dont la base est 
nulle et la hauteur infinie; et c'est ce que devient A I / N ' {fg. 29) quand le 
point D , se rapprochant de plus en plus de la ligne A.Y, finit par se trouver 
sur A Y . 

54. Nous bornerons lá ce que nous avions á diré sur la 
construction et la discussion des problémes. Mais nous ajou-
terons une observation, c'est que les constructions des resul
táis ne doivent étre regardées que comme un raoyen plus ou 
moins éle'gant de repre'senter ees re'sultats; que, sous le 
rapport de la rigueur, leur évaluation nume'rique est pre'fe-
rable, et que Ton doit recourir á ce dernier moyen toutes Ies 
fois que la construction cesse d'étre simple et facile. 

Les problémes suivans ont principalement pour objet la 
recherche de quelques formules qui nous seront útiles par 
la suite. 

3S. SIXIÉME PROBLEME. — É l a n t donnés les trois cótés d'un 
triangle ABC {Jig. 36), on propose de déterminer l'expression pjg 
de su surface. 

Pour fixer les idees , nous conviendrons de désigner par a, 
byC, leseóles respectivement opposés aux angles A, B, C. 
(Cette notation fort conunode est surtout en usage dans la 
Trigon orne trie.) 

4... 
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Nous aurons , d'aprés cette convention, 
BC = « , AC = ¿, AB = : c , 

posons d'ailleurs A D = j r , Bí) = x ; d'oü ÜC = a—ar, ou 
x — a, suivant que la perpendiculaire AD tombe en dedans 
ou au dehors du triangle. Cela pose', on a pour la surface du 
trianele, 

ABC = EC X AD = o x ^ r 
2 2 

done tout se réduit á de'terminer en fonction des trois co
tes a , b, c. 

Or, les deux triangles rectangles ADB, ADC, donnent 

Ja + ^ = c2, ( i ) 
j-a (a x)* = b \ . . ( 2 ) . 

Celte seconde e'quation reste la méme quand on substilue 
x— a á la place de a — x. 

Retranchons Tequation (2) de l'e'quation ( 1 ) ; i l vient 

a1 _ L . CA ¿A 
— ¿z2 -\~ l a x = cí • — h ' . d'oü x = . —. 

Remplafant x par sa valeur, dans l'e'quation ( 1 ) , on trouve 

et par suite, y = — \ / ^efe* — {ái -\- c2 — h'y 

(On ne raet poinl ici le double signe devant le radical puis-
que, d'aprés la nature de la question, Fon n'a besoin que de 
la valeur absolue de j * - ) 

Rapportant enfin cette valeur de y dans l'expression du 
triangle ABC, et désignant la surface de ce triangle par S, 
on obtient, toute réduction faite, 

S = . 7 / ^ c 2 — + ~-b>f (3) 

ou S ^ ^ v / s a ^ M - 2a2c2-f — — 5 + — c * . 



DES PROBLÉMES. 53 

Telle est Texpression de la surface du trianglc, evaluee au 
moyen des trois cotes a} b 1 c. 

36. On peut donner á l'expression (3) une autre forme, 
qui soit propre au calcul logarithmique. 

Remarquous que la quantité sous le radical, e'tant la diífé-
rcnce des deux carrés, peut se décomposer en 

D'ailleurs, chacun de ees deux facteurs est lui-méme la dif-
férence de deux autres carrés, savoir; 

{a + c)a— 6% et 62 — (a — c ) \ 

lesqueis se de'composent en (a - j - c -f- ¿) {a - \~ c — ¿ ) , 
et {b a — c) {b — a -f- c). 

Done S •=. -z \ / {a-\-b + c) (a -f- c — b) (b -|~a—c) {b-^-c—a) 
4 r 

et si Fon fait > pour plus de simplicité, 

-\- b -\- c ~ zp , 
d'oú a + b — c = 2p — 3c, 

i a - j - ; ' c — b — i p •— %b ¡ 
b - j~ c — a = op — aa, 

i l vient S = ^ i/sip { ip — 2a) (2/9— ib) { ip — 2c) ? 

ou, toute réduction faite, 

S = — — ^ ( i ? —c) ;. . . . (4) 

ce qui fournit la regle suivante : 
Pour obtenir la valeur nume'rique de la surface d'un triangle, 

connaissant les trois cotes, faites d'ahord la somme des trois 
cotes, et preñez la moil ié de cette somme j reír anchen alterna-
iivement de cette mo i l i é , chacun des trois c ó i é s ; cela vous 
donne trois différences. Faites ensuite le produit de l a demi— 
somme etdes trois différences,puis exlrajez la racine carréede 
ce produit; vous a vez aínsi en nombre rexpression demandée; 
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Soit pour applieation, a ~ i 5 , ¿ = 1 2 , c = n ; i l en re

sulte a~ \ -b- i~c , ou 2 p = 3 4 > d'oü pz=z\^r done 

p — ¿z = 2 , p — b — 5, p — c = 1 0 . 

Ainsi ABC = ^ / i ? X 2 X 5 X 1 0 . 

Appliquons les logarithmes. 
On a , d'aprés les tables de Callet, 

1. \ ^ — 1 , 2 3 0 4 4 8 9 2 

I . 2 = o , 3 o i o 3 o o o 

1. 5 = 0 , 6 9 8 9 7 0 0 0 

1. 10 5== 1 . 0 0 0 0 0 0 0 0 

Sonune 3 , 2 3 o 4 4 B 9 2 

.Done 1. S = 1 , 6 1 5 2 2 4 5 , 

et par conséquent, S = 4 r > 2 3 i ; 

c'est-á-dire que, si Fon a pris le métre pour imité linéaire, ía 
surface renferme 4 1 meires carrés plus 2 3 1 rnilliemes de metre 
carré. 

' N , B . —Pour que la formule (4) donne une valeur re'elle, 
i l faut (comme p est essentiellement positif ) que les trois 
autres facteurs soient positifs á la ibis , ou bien , qu' i l y en ait 
deux negatifs et un positif. 

Or, on ne peut avoir en méme temps p — a <^ o, 
t p — b o ; 

car Faddition de ees deux inégalite's donnerait -2.p-^-{a-\-b)<^o, 
ou 2 / ) < ^ a-\-b ; 

c'est-á-dire le périmétre du triangle moindre que la somme de 
deux cotes; ce qui est absurde. 

On doit done avoir les trois ine'galités 

d'cú Fon déduit , en remplagant 
p par sa valeur et réduisant, 
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c'est'á-dire un quelconque des cótés inointlre que la somme 
des deux autres. 

C'est en effet la Condition necessaire pour qu'un triangle soit 
possible quand on donue ses cótés. 

Si Tune des itiégalite's precedentes avait lieu dans un ordre 
inverse , l'expression serait imaginaire, 

37. Nous proposerons, pour nouvelle application, de déter-
miner la surface d'un trapeze ABCD, en fonction des quatre 
cóte's. 

En posant AB = «, CD ~ b , AG BD = : d {Jig, 8 7 ) , Fig. 37. 
Ton doit trouver 

S ~ J ~ } l V ' ( P ~ ~ c C ) ( P ~ b ) (p —a—c) ( p — a — d ) . 

Soit a = o, auquel cas le trapeze se réduit á un triangle; 

i l vient S = \ / p ( p — b ) i p — c) (p — comme au 
numero 36. 

38. SEPTIÉME PROBtÉME. — Déterminer la relation t¡ui existe entre les troit 
cótés d'un triangle quelconque et le rayón du cercle circonscrit a ce triangle. 

Avant de passer a la résolution de cette question, nous rappelerons la 
démonstration d'un théoréme de Géométrie. 

LEMME. —Dans tout quadrilatére inscrit ABCD {fig. 38) , le rectangle des pjg 
diagonales est égal a la somme des rectangles des cótés opposés ; c'est-á-dire 
que l'on a 

BD x A G =: AB x DC H- AD x BC. 

Soit menée du point B la droite B E , de maniere qu'on ait l'angle C B E 
égal á l'angle A B D ; il en resulte nécessairement l'angle DBG égal á l'angle 
ABE. 

Cela fait, les deux triangles B C E , A B ü , sont semblables comme ayant 
deux angles égaux, savoir : C B E = ABD par construction, et BCE=:ADB 
puisqu'ils sont inscrits et appuyés sur le méme are. 

On a done la proportion C E : BC :: AD ; BD ; 
d'oü l'on déduit C E X BD = BC x A D . . . . . (i) 

Pareillement les deux triangles A B E , B D C , sont semblables puisque 
ABE = DBC d'aprés la construction, et que BAJE ~ BDC comme appuyés 
sur le méme are. 

On a done I» proportion A E : AB : : DC : BD; 
d^ü l'on tire AE x BD = AB x DC fa) 
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Ajoutant Pune á l'aulre les égalités ( i ) et (a), on obtiont 

( C E -f- A E ) BD, ou AC x, BD = BC X ,AD -f- AB x DG. 

C . Q . F . D . 
Appiiquons ce théoréme á la question proposée. 

Fig- Sg. Soient ABC {Jig. 89) le triangle donné, et O le centre du cercle cir-
conscrit. 

Tirons le diamétre COD et les cordes A D , BD } puis faisons , d'aprés 
les notations du n0 34, 

BC = a , A C = b, AB = c, et O C = r , -

il en resulte ADf = V\r* — b', BD = V/4r2 ~ puisque les angles 
C A D , C B D , sont droits. 

Cela posé , on a , en vertu du théoréme précédent, 

AB x CD = CB x AD •+- A C x B D , 

ou, employant les notations convenues, 

ver = a y ¿ír*—¿;-f-& V^'"2 — a° • (A) 

Talle est la relation genérale qui existe entre les cótés d'un triangle et le 
rayen du cercle circonscrit. 

Cette formule renfermant cjuatve quantités a , b, c, r , on peut se pro-
poser de déterminer une quelconque au moyen des trois autres ; et cela 
conduit á différens problémes que nous allons résoudre et discuter. 

59. I O . — Étant données dans un cercle dont le rayón est connu, les cordes 
de deux ares 7 on demande la cor de de la somme de ees deux ares. 

Soient X (Jig. Sg) le cercle donné, A C , C B , les cordes aussi données ; 
AB sera la corde de la somme des deux ares. 

On connaít done dans la formule (A; les quantités a, b, r, et i l ne s'agit 
que d'obtenir c. 

Or, cette formule donne immédiatement 

c = — l / á r ' — b*-{ . 1 / 4 , » /m 
... . , : . , • . _ „ ar 3 r • ; l • ' '. 

40. 2o. — Déterminer la corde du double d'un are, connaíssant la corde de 
celare.- , •» i .• • ,• • " ' ' ' "' 

Fig. 40. Soit fait dans la formule (B), b = a (jig. 40); alors c exprime évideiii-
ment la corde du double de Tare soutendu par a ou par & ; et i l vient 

= , - V / 4 ' - a ( C ) 
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41. 3°. — Kécipi'oquement, déterminer la corde de la moitié d'un are, 

connaissant la corde de cet are. 
Dans la fofmule (C), les quantités c et a étant liées entre elles de maniere 

que Tune est la ejorde du double de Tare soutendu par l'autre, i l s^nsuit 
que, réciproquement, la seconde a est la corde de la moitié de l'arc sou
tendu par la premiére c. Ainsi, tout se réduit á déterminer a en fonction 
de c, d'aprés la formule (C). 

Or, si Ton chasse le dénominateur et qu'on éléve Ies deux membres au 
carré, il vient c'r* = 4«2''2 —• ai) 
qvl, ordonhant, a¿ — â̂ r'1 = — c v . 

Done a* = '¿r* de \/¿fri — c"/-', 

cu bien, a* — r [ir r± \/fy * — c»), 

et par conséquent, a = \ / r { i r fr*—c) (Dj. 

(Nous ne mettons point ici le double signe devant le premier radical, 
parce que nous n'avons besoin que de la valeur numérique de a.) 

L'expression de a qu'on vient d'obtenir présente deux valeurs essentiel-
lement différentes ; et cela doit étre. 

En effet, la corde AB appartient non-seulement á Pare A C B , mais encoré 
á l'arc ADB; ainsi, lorsqu'on demande la corde de la moitié de l'arc sou
tendu par la corde A B , i l n'y a pas plus de raison pour trouver A C , corde 
de la moitié de A C B , que A D , corde de la moitié de ADB. 

Toutefois, si l'on suppose d'avance que l'arc soutendu par la corde don-
née AB est moindre qu'une demi-circonférence, i l faudra prendre pour a la 
plus petite des deux valeurs ci-dessus, c'est-á-dire celle qui correspond au 
signe inférieur du radical; et l'on aura 

a = ^ r { i r — \ / ^ r * — c3). 

Le contraire aurait lieu, si l'arc donné était plus grand qu'une demi-cir
conférence ; et il faudrait prendre pour a , , 

a = y r í i r -f- V^'-* — c»)« 

II est d'ailleurs í'acile de se convaincre que si AC est exprimé par la pre
miére de ees valeurs, AD est représente par la seconde. 

En effet, le triangle rectangle CAD donne 

AD = V V * - A C ' ' } 

mais, par hypothése, AC''r= ar' — ;• V/V1 — • 

done AD ss S / - f - r [/̂ "•— c > 
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42. 4o- — Étant domées les cor-des de deux ares, irouver la corde de leur 
^'difference {fg. ̂ \ ) . 

Soicnt AB ta c , A C = ¿, les deux cordes données, et proposons-nous 
de déterminer CB ou a, qui n'est autre chose que la corde de la difference 
des ares soutendus par c et 6. 

L a question est done ramenee á traiter a comme une inconnue, dans la 
formule (A), et á tácher de Ten degager. 

Reprenons cette formule 

'icr = a \ / — 63 -)- 6 4̂'" — aa '•> 
et observons que, a se írouvant sous le second radical, 11 faut commencer 
par faire disparaítre ce radical. Or, de cette formule on tire, par la trans-
p'sitien, 

icr — a l / V 1 - ~ h * — b { / fy * — a' ^ 

d'oú, elevan t au carré, 

4c'ra — 4«c;- X/^r" — fe1 - j - 4«'rJ — í£aia = 4&1r1 — a*b' 

ou, réduisant et ordonnant par rapport k a , 

a* — _ \ /Ar* — b^.a =z b* — c*. 
r 

Cette équation étant résolue , donne 

a=z L \ / I ? * ~ ^ T * db — l / j p ^ T T ? VE) 
^ íxí* a;- :- • ,"„••: 

Pour interpréter ce résultat qui comprend deux solutions, nous remar 
querons que les cordes données A B , A C , appartiennent chacune á deux 
ares , savoir : 

ACB, ADB, pour la corde AB, 
et AMG, ADBC, pour la corde A C . 

Ainsi, lorsqu'on demande la corde de la différence des ares soutendus 
par AB, et A C , le méme calcul doit donner la corde de la différence entre 
l'un quelconque des ares A C B , A D B , et l'un quelconque des ares AMG, 
ADBC. 

Or, si sur Tare ADB, on prend une partie A C égale á A C , et qu'on 
tire la corde B C , on aura 

IO. ACB — AMC = ' C N B qui córrespond á la corde CB, 
iO. ADB — AMC = ADB — A M ' C = C'DB C B , 
3o. ADBC — ACB = A D B C - A M ' C — CNB = C ' D B . . . C B , 
4 » . ADBC — ADB = C N B CB; 
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d'oú Ton voit que les quatre difíerences sont égales deux á deux et corres
ponden! aux deux cordes C B , C'B. 

On voít encoré que, si les ares soutendus par les cordes données sont 
supposés plus petits á la ibis, ou plus grands á la fois qu'une demi-circon-
férence, comme le sont les ares ACB et A M C , ou ADBC et ADB , la ré-
ponse á la question est nécessairement 

CB ou a = ~ í/Ar* — ¿» — — l A r » — c»: 
ar \~ i r 

maís si les deux ares soutendus sont supposés l'un plus petit et l'autre plus 
grand qu'une demi-circonférence, on a pour réponse, 

C B ou a ~ — ^ /4 , . . _ h* + 1 . \ / ^ _ c2. 

iV. B . — II est á remarquer que cette derniére formule est identique avec 
la formule (B) qui donne la corde de la somme de deux ares; et cela doit 
étre, car C B peut étre regardée comme la corde de la somme des ares sou
tendus par AB et A C . 

•43. 5o.—Étant donnés les trois cotes a , b, c, d'un triangle, on demande 
l'expression du rayón da cercle circonscrit a ce t?-iángle. 

L a diñiculté consiste á dégager r de la formule (A). 
Or,dans le numéro precedente, on a déjá obtenu, par une premiére trans-

formation exécutée sur cette formule, l'équation 

ra* — {/^r* — ¿ ' . « — 6» — c» , 

qui revient á r (aa -f- »̂ —. b*) = ac — i» . 

Élevant de nouveau les deux membres de cette équation au carré, on a 

,.2 (aa _|. ca _ J»)» — 4a»c2rs — a*b*c* ; 

d'oü l'on déduit /{a^c» — (a» -f- c» — i»)» ' 

abe 
ct par conséquent, r _- , 

V — (a» + c» — 6» )» 
(Le double signe devant le radical est inutile, puisqu'on ne demando 

que la valeur numérique du rayón.) 
iV. J5. — L a formule (3) du n0 35, donne 

\ / ^ c _ («> -f. c> — 6»)» = 4S ; 

i abe on a done encoré f r = ,.x , 

c'est-á-dire que le rayón du cercle circonscrit a pour expression le produit 
des trois cote's du triangle, divisé par le quadruple de sa sierface. 



6o DISCÜSSION DES PROBLÉMES. 

44. Nous ferons connaítre, á cette occasion, la valeur du rayón du cercíe 
inscrit, parce que cette expression pourra aussi étre utile dans la suite. 

Pig. 42. Soient un triangle donne ABC {fig. 42) et O le centre du cercle inscrit 
, á ce triangle. Tirons les lignes O A , O B , O C , et les rayons OP, OQ, OR, 

quo nous désignerons par /•'. 
On a évidemment d'aprés la figure, 

ABC ou S = ABO -f- ACO 4- BCO = ^ + b + c ) r ' 

d^ú Pon déduit a. —f- h -f- c 

Ainsi , le rayón du cercle inscrit a un triangle a pour expression le double 
de la surface du triangle, divisé par son périmétre. 

N . B . — O n a vu, en Géométrie, qu'il existe réelletnent quatre cercles 
langeng aux trois cótés d'un triangle, supposés prolongés indéfiniment. 

E n désignant par / i , r 'a , r ' 3 , les rayons des trois cercles autres que 
celui qui vient d'étre consideré, on a pour les expressions de ees rayons , 

aS , 2S , aS 
a - f - c — b a -\~ b — c b c 

Én effet, pour le cercle dont le centre est en O', par exemple, 

a -f- c — h 

dono 

ABC = AO'B + BO'C - AO'C 

v aS 
b' 
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G H A P I T R E I I . 

Trigonométrie rectiligne. 

43. Introduction. Dans toutes les questious precedentes, i l a 
suffi, pour leur re'solution, d'établir des relations entre des l i -
gnes droites, Mais comme, en Geométrie, on considere non-
seulement les grandeurs des lignes, mais encoré leurs inclinai-
sons mutuelles, i l s'ensuit que , pour certains problémes, la 
de'termination d'une ligne doit de'pendre nécessairement de la 
grandeur d'un ou de plusieurs angles. 

Soit, pour exemple, la question suivante:—'• Une droite AB 
i f ig' 4 )̂ étant donnée de longueur, ainsi que les angles CAB, Fig. 43. 
CBA, qu'elle forme avec deux droites indéfinies AG, BC, on 
demande la hauteur CD á laquelle les deux lignes AC, BC, se 
rencontrent, 

I I est bien évident que la valeur de CD de'pend expliciie-
ment de la grandeur de AB et de celle des angles CAB, CBA ; 
et si Ton veut appliquer le calcul á la détermination de CD, 
on est conduit á recliercher des relations nume'riques entre ees 
différentes grandeurs, dont les unes sont des lignes droites et 
les autres sont angulaires. 

Au premier abord, on a de la peine á concevoir comment 
on peut faire entrer les angles dans les calculs. Cependant les 
ge'ométres y sont parvenus, en substituant aux angles ou aux 
ares qui leur servent de mesare, les grandeurs de certaines 
lignes droites ayant une liaison intime avec eux. 

lis avaient d'abord imaginé de substituer aux ares de'crits 
avec un rayón determine' et constant pour tous, les cordes qui 
les soutendent; et, pour cela ils avaient construit des tables 
renfermant, d'une part, les grandeurs des ares exprime'es en 
degrés , minutes , secondes t etc., et de l'autre, les valeurs des 
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cordes, ou plutót , les rapports de ees cardes avec le rayón. Au 
moyen de ees tablas on pouvait toujours , un are étant donné, 
déicrm'mev la corde corresjpondante, et re'ciproquement, une 
corde étant donnée, déterminer Vare ou Vangle correspondant. 
Ainsi la résolution d'un probléme se re'duisait, en derniére 
analyse, á former des relations entre des lignes droites. I I est 
d'ailleurs facile de concevoir la formation de pareilles tables: 
c'est en partant d'un are dont la corde est connue (par exem-
ple, du 6e de la circonférence. qu i , comme on le sait, est 
soutenda par le rayón) , et faisant ensuite usage des formules 
qui ont éte e'tablies á la fin du chapitre préce'dent, et qui don-
nent la corde de la moitié d'un are, la coj'de de la somme ou 
de la difference de deitx ares, la corde du double d'un are, etc.., 

Mais, depuis, on a beaucoup simplifié lá question , en rem-
plafant les cordes par d'autres droites dont le calcul n'est pas 
plus difficile, et que l'on compare plus aisément aux cotes des 
figures. 

46. C'est dans la déterminalion des rapports de ees lignes 
avec le r a j a n du cercle dont elles fonl parde , et dans l 'appli-
catian des tables qui renferment ees rapports, a l a résolution 
numérique des triangles ( dont touíe figure rectiligne se com
pose) , que consiste l a TRIGOJNOMETRIE. 

Cette branche des Mathéraatiques peut étre regardée comme 
faisant partie de I/APPLICATION , puisqu'elle fournit de nou-
veaux mate'riaux pour la résolution des questions de Géome-
trie par le secours de TAlgébre. Nous ne pouvions d'ailleurs 
placer la Trigpnometrie en tete de cet ouvrage, parce qu'on 
verra que plusieurs des principes établis dans le chapitre p ré -
cédent, tels que le principe sur i'homogénéite', le principe sur 
les changemens de signe correspondans aux différences de posi-
tion, seront continuellement rappele's dans celui-ci. 
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g p1. — Relations entre les ligues trigonome'tríques. 
Détermination des formules principales. Construc-
tion des tables. 

47. Commengons par faire connaítre la nature des ligues 
trigonométriques, c'est~á-dire de ees lignes que Ton est con-
venu d'introduire dans le calcul á la place des ares ou des 
angles. 

Soient AGBG' (̂ zg-. 44) une circonférence décrite avec un F Í ^ . 4̂. 
rayón OA pris pour uni té , AC l'arc qui mesure un angle AOC, 
ayant un rapport quelconque avec I'angle droit AOG. 

Du point G abaissons CD perpendiculaire sur le rayón OA, 
et CE perpendiculaire sur le rayón OG. Élevons au point A la 
perpendiculaire AT prolongée jusqu'á sa rencontre avecOC, 
et au point G la perpendiculaire GS prolongée aussi jusqu'á sa 
rencontre avec OG. 

Cela posé, l'on appelle SINÜS d'un are ou d'un angle, la per
pendiculaire CD abaissée de l'une des extrémités C d'un are 
sur le rayón qu ipas separ l'autre extrémité A. 

I I resulte de cette définition, que le sinus d'un are esl la 
moitié de la corde qui soutend l'arc douhle. En eíFet, prolon-
geons CD jusqu'á sa rencontre en C" avec la circonférence; on 
sait que le rayón OA perpendiculaire sur une corde CC", d i 
vise cette corde en deux parties égales, ainsi que l'arc sou-
tendu ; done CD est moitié de CC", qui soutend un are double 
de AC. 

La TANGENTE dun are est l a perpendiculaire AT élevée a l'une 
des extrémités d'un are , eí prolongée Jusqu'á sa rencontre avec 
le rayón qui passe p a r l'autre extrémité. 

La SECANTE est la partie OT du rayón p r o l o n g é , comprise 
entre le centre et la tangente. 

Comme on appelle complément d'un are celui qui , joint au 
premier, forme un quart de circonférence , i l s'ensuit que les 
lignes CE, GS, OS, représentent le sinus, la tangente, et la 
sécante du complément CG de l'arc AC; et on les nomme, 
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par abréviation , COSINÜS, COTANGENTE et COSÉCANTÉ de Tare AC. 

ííous observerons, par rapport au cosinus, que CE étaut 
égal á OD, le COSINÜS d'un are est encere la parl ie du rajón 
comprise entre le centre et le pied du smus. 

Outre ees lignes trigonométriques, on eonsidére quelquefois 
deux autres lignes: 

Le smus- VERSE AD, c'est-á-dire la différence entre le rayón 
et le cosinus ; 

Le COSIIVÜS VERSE GE, oxx l a différence entre le ra jón et 
le sinus. 

Enfin, les huit lignes trigonométriques dont nous venons 
de parler, peuvent étre divisées en deux classes; les lignes 
directes, savoir : le sinus, la tangente, la se'cante, le sinus 
verse d'un are; et les lignes mázrecíe.y, c 'est-á-dire le sinus, 
la tangente, la se'cante, le sinus verse, du complément de cet 
are; ou bien, le cosinus, la cotangente, etc.. . . Cettedistinc-
tion nous sera quelquefois utile. 

48. Relations entre les lignes trigonométriques d'un méme 
are. — La seule inspection de la figure 44 foi* reconnaitre des 
triangles rectangleset semblables , au moyen desquels on peut 
e'tablir des relations entre les six lignes trigonométriques prin
cipales. Mais auparavant, i l est ne'cessaire de convenir de quel-
ques notations. 

En appelant a Tare AC, nous de'signerons, conforme'ment á 
l'usage é tab l i , le sinus de Tare a par sin a, la tangente par 
tang <2, la secante par se'c a , le cosinus par eos a , la cotangente 
par cot a , enfin la cose'cante par coséc a. (Nous e'crivons les 
cinq premieres lettres pour la cose'cante, afin de ne pas la 
confondre avec le cosinus.) 

En outre, lorsque nous aurons á expriuier qu'une de ees 
lignes, le sinus, par exemple, doit étre éleve'e ála 2¿ME, 3¿m%... 
jn¿me puissance, nous e'crirons sin2a, sin3<2,... sinm«, et non 
pas sina2, sin«3,. . . parce que ce n'est pas l'arc, mais bien le 
sinus de cet are qui est eleve' á une puissance. 

Deinétne, cos?« , cos^a,... cosra«, expriiiient la a "̂", 3É 
méme puissance de eos a ; et ainsi des autres. 

[eme 
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€es notations étant convenues, nous allons présenler le ta-
bleau des relations que Fon obtíent, soiten considérant chacuu 
des triangles rectangles ODC, OAT, OEC, OGS, sepavetnent, 
soit en les cora paran t deux á deux (leur similitude peut étre 
facilement établle). 

Triangle ODC. . . OC== CD + OlT, 
ou, employant les notations et désignant le rayón par r , 

r2r= sin'a-f-cos2a... ( i ) 

Triangles semblables ODC, O A T . . . OD : OA :: DC : AT, 

. . . , rsina c est-a-dire, eos a .r '.lsina : tanga: done tans . . . (2) 
- eos a • 

Triangles semblables ODC, OAT OD : OA : : OC : OT, 

ou eos a I r : : r : séc a ; done seo a = —— . . . . ( 3 ) 
eos a w 

Triangle rectangle O A T . . . OT = OA - f AT , 

ou bien, séc2 a = r2 -f- tang2 a. . . . (4) 

Triangles semblables OAT, OGS AT : OA : : OG : GS, 

ou tang a '. r ;: r", cot a ; done cot a = . . . . ^5) 
tanga v 

Triangles semblables OEC, OGS, . . . OE : EC : : OG : GS, 
, r eos a ou sin a l eos a : : r : cot a ; done cot a = — — — . . . . (6) 

sm a x ' 
Triangles semblables OEC, OGS, OE : OC : : OG : OS. 

011 sin a : r : : r : cose'c a ; done cose'c a = —— . . . . (n) 
sin a yj/ 

Triangle rectangle OGS OS2 = OcT-f- GS* 
ou bien, cosec2 a = r2 - | - cot2a (8 ) 

4 9 . Premiere remarque.—Les formules ( 6 ) , ( 7 ) , et ( 8 ) , sont 
implicitement comprises dans les formules (2) , ( 3 ) , et (4). 

5 
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En effet, comme celles-ci existent pour tout are moindre que 
le quart de circonférence (ou 100o, en adoptant la división 
centesimale), i l s'ensuit qu'elles sont vraies pour l'arc exprime' 
par 100o — a . Ainsi, en remplagant a par ioo0 — a, dans la 
formule (2), on trouve 

r sin (100o — a) 
tang (loo0 — a) — • — — - ; 

0 v eos (100o — a) 

niais on á tang (100o — a ) = c o t « , sin (100o — a) = eos a , 
eos (100o — á ) = sin [100o — (100° — a)] = s i n a ; 

doi cot a: 
reos a 

On reconnaítra pareillement que, par la substitution de 
100o — a á la place de a, les formules 

sec a = 

deviennent cose'c a = 

eos a 
et se'e2 ÍÜ — r* - j - tang2 a , 

et cose'c5a = r2 -f- cot2 a. 

En géne'ral, toutes les fois quon a obtenu une certaine rela-
tion entre des lignes trigonométriques d'un are , les unes di'~ 
reates, les nutres indirectes (n0 ^rj)> onpeut en former une 
nouvelle p a r le simple changement des ligues directes en 
lignes indirectes correspondantes, et réciproquement, 

SO. Seconde remarque.—Puisque, dans les formules prece
dentes, le rayón est toujours censé connu , on peut le supposer 
e'gal á 1 ; et alors ees formules deviennent 

• ( 0 sina a -}- eos2 « ~ 1 
sin a 

tang a ~ 

see a 

cot a = 

cosec a = 

eos a 
1 

eos a 
1 

tang a 
1 

sina 

(2) 

( 3 ) 

( 5 ) 

( 7 ) 

séc2 « = 1 -f - tangs a. . (4) 
eos a 

cot a (6) 
sin a 

cose'c2 a = i 4- cot2 a . . (8) 
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Nous mettons á part les formules (4), (6) et ( 8 ) , parce que 
d'abord, (6) est implicitement comprise dans (2), d'aprés la 
remarque precedente ; en second lieu , ( 8 j se déduit de (4), 
d'aprés la méme remarque. Quant á la relation (4), elle est une 
conse'quence de ( 1 ) , (2), et ( 3 ) . 

En eíFetj, la relation ( 2 ) donne 

, sin2 a eos2 a -4- sin2 a 
1 4 - t a ñ í » 1 « = 1 - j — = : — , 

eos" a eos' a 

ou, á cause de la relation (1), 1 + tans' a — —1— ; ' w ' i 0 eos2 a 

mais on a de'iá séc a = —X-— • done 1 -4- tana3 a = se'c2 a. 
J eos a , '.y. 

Cela pose', i l est évident , d'aprés l'inspection des formules 
( i ) , (2), ( 3 ) , ( 5 ) , et ( 7 ) , que la valeur numérique du sinus 
étant connue, on peut en déduire facilement cél les des cinq 
nutres ligues trigonométriques. 

La formule ( 1 ) donne eos «=^ / i—sin2<2 ,e t fait con-
naítre le cosinus; les suivantes donnent les valeurs de tang «r, 
se'c a, cot « , et cose'c « , par de simples divisions. 

Généralement , comme ees formules renferment s ix quan-
tités , i l doit toujours étre possible , eonnaissant une quel-
eonque d'entre elles , de déterminer la valeur des cinq autres. 

Toutefois , rien n'empéebe , dans cette détermination , de 
faire usage des formules (4), ( 6 ) , et ( 8 ) , si la simplicite' des 
calculs I'exige, puisqu'elles sont des conséquences des cinq 
premiéres. 

Pour nous familiariser avecl'emploi de ees formules, nous supposerons, 
par exemple, que Von connaisse, á priori, la valeur de la cotangente; et 
nous nous proposerons de déterminer chacune des cinq autres lignes. 

i0. — De la formule (5) on déduit tang a — - ^ ; 

2O. — L a relation (8) donne coséc a = \ / i •+• cot»"a; 

3o. — La'relation (7) donne sin a = — 1 — — . — T —. 
coséc a V / j + cot» a' 
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^o. — De la relation (4) on tire 

séc a = 
i \ / i -f- cot1 a 

cot2 a cot a 

5o. — Enfin, la formule (3) donne 
t cot a 

eos a = séc a •+• c012 

S i , dans ees formules, on veut introduire le rayón r, il ne s'agira que 
de rétablir Vhomogénéité; et Ton aura, d'aprés la regle etablie (no i 5 ) , 

a == ——, coséc a = { / r * -+- cot2 a. 

r \ / , ~ H - cot2 a r cota , 
_ í - , et eos a = , , —•——— 

cot a ' V ' ' * •+• cot a 
II en serait de méme pour toute autre ligne donnée a priori. 

Determination des valeurs corrélatives. 

SI . Nous avons mainíenant á noas oceuper d'une des ques-
tions les plus délicates de la Trigonométrie : elle a pour objet 
de déterminer les valeurs corrélatives des lignes trigonomé-
triques d'un are, quand on suppose que cet are passe par tous 
les e'tats de grandeur par rapport á la circonférence entiére. 
Dans la de'nomination de valeurs corrélatives, nous compre— 
nons, non-seulement l'ide'e des rapports numériques du sinus, 
cosinus , etc., avec le rayón, mais encoré celle des signes qui 
correspondent anx diverses situations que ees lignes peuvent 
avoir les unes á l'égard des autres. (CARNOT , Tra i té de la Cor-
rélation des figures.) 

I I semble, au premier abord, qu' i l doive nous suffire de 
considérer des ares compris depuis o0 jusqu'á 2 0 0 o , puisque, 
dans les figures rectilignes ordinaires , chacun des angles 
qu'elles renferment est moindre que deux angles droits, Ce-
pendant les géométres , dans la re'solution des questions de 
haute analyse, ont e'té conduits á rechercher quelles peuvent 
étre les lignes trigonome'triques, méme des ares plus grands 
qu'une circonfe'rence entiére. 
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Pour fixer les idees sur cette question, nous supposerons 

qu'une droite de longueur finie, et dont Tune des extremite's 
est en 0 ( / ^ . 44) ? étant d'aboi'd couchée sur OA, tourne 
ensuite autour de ce point et toujours dans le métne sens, de 
maniere á prendre successivement les positions OG, OB, OG', 
OA; puis, qu'aprés étre revenue dans la position primitive OA, 
elle continué encoré son mouvement. I I est clair que, dans ce 
mouvement continu , la droite OA engendrera tous les angles 
possibles, et que rextre'inite' A parcourra successivement tous 
les points de la circonfe'rence AGBG'A. En outre, córame la 
droite, aprés avoir fait le tour entier, ne cesse pas de se mou-
voir, Tare total ainsi parcouru se composera á'un nombre en— 
izer de circonfe'rences (nombre qui peut toutefois étre nul) , 
plus d'une partie quelconque de circonfe'rence. 

Or, cest dans la déterminaí ion des lignes trigonométriques 
des ares de cette espece que consiste l a question proposée. 

Nous nous oceuperons d'abord spe'cialement du sinus et du 
cosinus, parce que ce sont les lignes les plus usuelles. Les for
mules ( 2 ) , (3), (5) et (7) dun0 5o, feront ensuite connaitre les 
valeurs correspondantes des quatre autres lignes. 

S2. Lorsque le point de'crivant est en A , ou bien , lorsque 
l'arc est nu l , i l est e'vident que le sinus lui-mérae est n u l , et 
que le cosinus est é g a l au rayón. 

A mesure que le point décrivant s'éléve au-dessus de AB, le 
sinus augmente et le cosinus diminue, jusqu'á ce que le point 
de'crivant soit arrive' en G , auquel cas le sinus devient é g a l au. 
r a j ó n , et le cosinus est nul. 

B'oü Fon voit que l'arc croissant depuis o0 jusqu'á 100o, le 
sinus augmente d'une maniere continué depuis o jusqu'á i ; et 
au contraire le cosinus diminue clepuis i jusqu'á o. 

Supposons actuellement le point décrivant arrivé en C ; le 
sinus est alors C'D'; et, suivant la seconde définition du co
sinus, le cosinus est OD'. Mais, si par le point C on méne (7G 
paralléle á AB, on a évidcmment AC = C'B, supplément de AGr 
(on sait que le supplément d'un are est ce qui lui manque pour 
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valoir 200o ou la demi-circonférence) j on a aussi C'D'— CD, 
ct OD' t=i OD. 

Done, i0. — Le sinus d'un are plus grand que 100o et moin-
dre que 200o, est le m é m e que le sinus de son supplément. 

2o. — Comme les deux distances OD' et OD sont égales, mais 
qu'elles sontcoiBptées en sens contraires par rapport aupoint O, 
i l s'ensuit (n0 26) qu'elles doivent étre aíFectées de signes 
difíerens. Ainsi le cosinusd'un are compris entre 100° et2ooa? 
est é g a l et de signe contraire au cosinus de son supplément. 

En termes abrégés , sin (200o — a ) — sin a; 
eos (200o— a ) ~ — eos a { a désignant Faro G'B ou AC), 

On peut encoré motiver le ehangenient de signe du cosinus 
de la maniere suivante : 

Le cosinus d'un are étant le sinus du comple'ment de cet are, 
si Tare est e'gal á ioo0-f-a, le complément est 100°^—(ioo0-f-fl), 
ou bien, — a , c'est-á-dire que ce comple'ment est un are 
ne'gatif. 

Fig. 4 5 . QY^ sj i»on consi(3ére un are AM' {Jig. 4 )̂ égal á A M , mais 
situé en sens contraire de AM , on a évidemment (n0 26) 

sin AM' = ~ sin A M , ou sin (—-«) = —sin «. 
Rernarquons, en passant, que le cosinus OP est le méme pour 
les deux ares AM' et AM ; done eos (— d ) ~ eos a. 

lleveuons á notre objet: á mesure que le point décrivant se 
Fig. 44. rapproche du point B {Jig. 44)» o u í116 l'arc augmente de-

puis 100O jusqu'á 200o, le sinus diminue et le cosinus augmenteA 
mais négat ivement; et lorsque le point de'crivant tombe en B , 
le sinus redevient nu l , et le cosinus est é g a l a — 1. 

Soit le point décrivant arrivé en C". Tirons le rayón CO et 
prolongeons-le jusqu'á sa rencontre en C avec la circonférence; 
puis abaissons les perpendiculaires C"D' et CD ; on a nécessai-
rement B C " = A C , C"D'=:CD, et 0 D ' = O D . Mais comme 
C"Df est compté, par rapport au diamétre AB, en sens con
traire deCD, et qu' i l en est de méme de OD' et de ODpar 
rapport au point O, on peut conclure que le sinus et le co
sinus d'un are plus grand que 200o eí moindre que 3oo0? 
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sont égaux et de signes contraires au sinus et au cosinus de 
Vare dont celui que l'on considere surpasse 200o, 

En termes abrégés, 

sin (300O - \ - a)^=z — sin « j eos (200O -f- «) = — eos a. 

Lorsque le point décrivant est en G', le sinus devient é g a l 
a — 1 , et le cosinus redevient nul. 

Soit le point décrivant arrive' en C", ce qui donne un are 
AGBG'G'", compris entre 300o et 400o; si l'on abaisse la per-
pendiculaire CTD, et qu'on la prolonge jusqu'en C, 011 aura 

ACW == AC, et GWD = CD ;| 

d'ailleurs le cosinus OD est commun aux deux ares AGBG'CW 
et AC. Ainsi, le sinus d'un are compris entre 3oo0 et 400o est 
é g a l et de signe contraire au sinus de Vare dont celui que Von 
considere est surpassé p a r la circonférence entiere, et le cosinus 
est le m é m e pour les deux ares; ou bien 

sin (4oo0 — a) — — sin a ; eos (4000 — fl) = eos a. 
Enfin, lorsque le point décrivant revient en A, auquel cas 

Tare parcouru est e'gal á une circonférence entiere, le sinus 
et le cosinus redeviennent les mémes que pour l'arc nu l ; et si 
Fon suppose que ee point, aprés avoir parcouru une ou p l u -
sieurs eirconférenees, repasse par les mémes positions , i l est 
évident que les sinus et cosinus reprendront les valeurs qui ont 
déjá été assignées. 

S3. Voyons maintenant ce que deviennent la tangente et la 
cotangente, dans les mémes circónstances. 

T r t si11 a \ - i . 
Jua íormuie tans a ~ , prouve que si l are est n u l . 

eos a L ^ 7 
la tangente est aussi nulle, puisque Fon a 

sin 0 — 0 , et eos o = 1 . 

L'arc augmentant, la tangente augmente aussi , puisque le 
sinus augmente et que le cosinus diminue; elle augmente méme 
tres rapidement, et lorsqu'on suppose l'arc égal á 100o, comme 
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on a sin r oo"zr:i, et eos ioo0= o, i l en resulte tang 100o = - ; 

c'est-á-dire que la tangente devient ínfinie. Cela est d'ailleurs 
évident d'aprés la figure , car alors la perpendiculaire élevée á 
rextre'mite'A estparalléle au rayón qui passe par l'autre extré-
mite' de Tare. 

Au-delá de 100o et en-decá de 200o, la tangente devient 
négatwe et diminue nume'riquement, puisque le sinus et le 
cosinus sont des signes contraires, et que le sinus diminue 
tandis que le cosinus augmente; si l'arc devient e'gal á 200°, 
la tangente redevient nulle, car sin 200°=: o, eos 2 0 0 ° = — 1. 

Pour un are compris entre 200o et 3oo0, la tangente rede
vient posilive, puisque le sinus et le cosinus sont tous les deux 
n é g a d f s ) elle augmente d'ailleurs numériquement jusqu'á ce 
que l'arc soit e'gal á 3oo0, auquel cas la tangente est égale á 
l'infini négat i f ; car sin 3oo0 = — 1, et eos 3oo0 = o. 

Enfin, pour un are compris entre 3oo0 et4oo0, la tangente 
est négat ive , puisque le sinus et le cosinus sont de signes con
traires j elle diminue d'ailleurs numériquement jusqu'á ce que 
l'arc soit e'gal á 4oo0; et, dans ce cas, on retrouve tang 4oo0=o. 

Í 

Quant á la cotangente, i l re'sulte de cot a = —, que pour 
tang ¿2 

les signes, les cotangentes suivent la méme lo i que les tan
gentes. Pour la marche des valeursnume'riques, elle est inverse 
de celles des tangentes. Ainsi, pour l'arc nu l , la cotangente est 
infinie ; pour un are de 100o, la cotangente est nulle, etc.. 

N . B .—he ehangement de signe des tangentes et cotangentes 
peut étre motive' indépendamment des formules, et d'aprés la 
figure. 

En eífet, lorsque Farc est AGC, la tangente correspon-
dante est, d'aprés la définition, représentée par AT'. Or, AT' 
est dans une situation contraire á AT, qui est la tangente 
de AC, supplément de AGC. La cotangente est GS', et cette 
ligue est aussi dans une situation contraire á GS. 

Si nous considérons Tare AGBC", la tangente correspondante 
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est nécessairement représentée par AT, qui est aussi la tangente 
de AC 

La cotangente est d'ailleurs GS ; ainsi la tangente eí la co
tangente de AGBG" sont positives. 

Pour Farc AGBG'C"', la tangente redevient A T , et la cotan
gente GS'; done elies sont toutes deux négalives. 

M . 11 nous reste encoré á examiner ce que deviennent la 
secante et la cosecante. 

i i 
Or, les formules séc a = , coséc a — —— , prouvent 

7 eos a sin a 
que, sous le rapport des signes, les se'cantes suivent la me me 
loi que les cosinus, et les cosecantes la méme loi que les 
sinus. 

Ainsi la secante d'un are compris entre o0 et 100o, ou entre 
3oo0 et 40oO> est positive; la se'cante d'un are compris entre 
roo0 et Soo0 est négat ive . La cosecante d'un are compris entre 
o0 et 2oo0 est positive; et la cosecante d'un are compris entre 
200o et 4oo0 est négative. 

Quant aux valeurs numcriques, la secante est en raison i n -
verse du cosinus ; et la cosecante, en raison inverse du sinus. 

Ainsi, pour a = o, Ton a eos o = i , et séc o== i ; mais á 
mesure que Tare augmente, la secante augmente, tandis que 
le cosinus diminue, jusqu'á ce que l'on soit parvenú á Farc de 
ioo0, auquel cas la se'cante est injinie, tandis que le cosinus 
est n u l , etc. 

Méme raisonnement pour la cose'cante comparée au sinus. 
SS. jV. B . — Le changement de signe de la secante et de la 

cosecante ne peut étre vérifié au moyen de la figure , comme 
on i'a fait pour les autres ligues trigonométriques , parce que 
ce ne sont plus des distances d'un point variable á un point ou 
á une droite fixe, compte'es sur une méme ligne, et qu'alors 
on ne saurait leur appliquer le principe du n0 26. Toutefois, 
ce changement de signe correspond á une circonstance tres 
remarquable. Lorsque l'are est compris entre 00 et 100o, ou 
entre 3oo0 et 400°, auquel cas la secante est positive, le point 
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déciivant C ou C" est situé entre le centre et l'extrémité T 
•ou T de la se'cante. Mais si l'arc est compris entre 100o et 
3oo, auquel cas la sécante est négat ive , le point décrivant C 
ou C" est place' sur le prolongement de la se'cante qui est en
coré repre'sente'e par OT ou OT'. Ce point est done, en quelque 
sor te, par rapport au centre, dans un sens oppose' á celui du 
point G ou C". On ferait une observation analogue pour la co-
se'cante. 

Ce n'est pas sans motif que nous avons fait usage de la figure 
pour déterminer les signes des différentes ligues trigonomé-
triques. Comme les formules du n0 48 n'avaient e'te' e'tablies 
que pour des ares au-dessous de 100o, l'accord qui existe entre 
les résultats qu'elles fournissent et ceux que donne la figure, 
en vertu du principe (n0 26) , prouve l'exactitude de ees for
mules pour tous les ares possibles; et le principe que nous ve-
nons de citer en rejoit une nouvelle confirmation. 

C'est ainsi que, dans toutes les sciences, les faits se íbrtifient 
et se confirment les uns au moyen des autres. 

S6. Comme, dans la suite, nous aurons souvent besoin de 
rappeler les valeurs corrélatives des lignes trigonométriques, 
nous croyons utile d'en pre'senter ici un tablean qu'on peut 
facilement dresser d'aprés ce qui precede. 
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T A B L E A U 

Des valeurs corrélatives des ligues trigonométriques. 

TANG 

-f- sin a 

-f-cosa 

+ cosa 

H-cosa 

-f-sina 

+ tang a 4- séc a + cot a -f-cosec a 

tang a 

+ cot a 

+ séc a 

-f-coséc a 

—cosec a 

•+• tang a •+ séc a 

-i-eos a 

-f-sina tang a -f-coséc a 

+ tang a 

+ cot a 

—cosec a 

-+• tang a 

+ sin a 

+ cosa tang a 

-f-coséc a 

-f- séc a 

tang a 

s/iTr -f- a 

(a/t-f-i);-—a 

-f- sin a 

-f-sina 

-f- sin a 

-f-cosa 

-f-cosa 

-f-cosa 

-f- tang a 

tanga 

-f- tang a 

-f- séc a 

-f- séc a 

-f- séc a 

-f- cota 

-f- cot a 

— tang « 

-f-coséc a 

-f-coséc a 

-f-coséc a 

-f- tang a -f- cot a 
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S7. Expl icat ion de ce tablean.— Pour plus de simplicité, 

Ton a designé par 57 la demi-circonférence ou l'arc de 200o (c'est 
une notationdéjá ernploye'e en Géométrie, pour représenter le 
rapport de la circonfe'rence au diamétre, c'est-á-dire la demi-
circonférence dont le rayón est 1) ; ¿z représente d'ailleurs un 
are moindre que le quart de circonfe'rence, ei k un nombre 

entier quelconque. Déslors, - w exprime le quart de la cir-

3 
coufe'rence, ou 100o; — TT les trois quarls ou 3oo0 ; 27r la cir
confe'rence entiére ou 4000; un nombre quelconque de 
circonférences; ( 2 ^ + i ) - * ou 2^5r-f-w, un nombre entier de 
circónférences, plus une demi-circonférence (*). 

La premiére colonne verticale comprend tous les ares que 
Fon peut avoir besoin de considérer. Ainsi , par exemple, 
^ ír-f-a exprime un are tel que AGC% plus grand que le 

quart de la circonférence et moindre que la moitié j TT -f- a, 
un are tel que AGBC", plus grand que la ífeím-circonférence 
et moindre que les trois q u a r í s ; et ainsi des autres. 

La premiére bande horizontale contient les lettres initiales 
de chacune des six ligues trigonométriques; et chacune des pe-
tites cases, la valeur corrélative de Tune des ligues trigono
métriques qui correspond á un are douné. 

Cela posé, veut-on avoir, par exemple, la valeur de la tan-
Fíg. 44. gente d'un are tel que AGC {Jíg. 44)? 

Comme cet are est compris entre 100o et 2 0 0 o , i l peut étre 

represente, soit par - i r - f - a , soit par % ~ a. 

Premier c^s.—^-Descendez dans l a colonne verticale intitulée 

(*) Ordinairement on suppose k positif; mais A peut aussi Lien exprimer 
un nombre enlier négatif; car on a 

sin (—ikv — sin (afor— a) = 4- s in« = sin {•ikv + a). 
Pareillement, 

eos (— - f a) — eos {ikTt + «) =: eos a = eos {ikn + a). 
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tang, jusqu'á la bande horizontale qui correspond ¿t ^ T T a ; 

et vous trouvez dans la petite case commune, — cot a. 

En eífet. Tare - T + a, a pour s u p p l é m e n t — « , puisque 
2 2 

ees deux ares réunis forment sr, ou la demi-circonférence; done 

(n0 S 2 ) sin ^ TT -f- sin ^ ^ — = -f- eos a) 

eos «r - j - cr̂  = — costar— a^z=z —• sin a ; 

et par conséquent , 
sin { - ir -4- a \ 

/ 1 . \ \2 y -f- eos a 
tangí — jr -f- ¿i ) = r - . = — cot a. 

e o s ^ - . + a j 

Seeond cas. — Descendez dans la m é m e colonne verticale, 
jusqu'á la bande horizontale qui correspond á K — a ; et vous 
trouvez dans la petite case commune, — tang a. 

En eífet, T — a ayant pour supple'ment «, i l s'ensuit que 

sin (TT- — a) = + sin « , eos (w — a) = — c o s a ; 
, , " sin ( v — a) 4- sin a 
done tañe (^ — a) = • z=z = — tang a. 

eos (ÍT — a ) —eos « 

On trouverait de méme 

se'c í - TT = -fr cose'c a , cot (27r — á ) ~ — cot a , etc... 

*>8. Premiere remarque. — I I resulte, tant de la figure que 
deT inspection du tableau, que les ligues trigonométriques de 
toas les ares plus grands que le quart de la circonférence, ont 
les mémes valeurs numériques que celles des ares plus petits; 
i l n'y a que les signes qui soient, les uns p o s ü i f s , les autres 
négatifs. Sur les six ligues, i l y en a toujours quatre négatives 
et deux positives, pour les ares compris entre 100o et 400o. 

I I faut encoré observer que, si l'arc renferme dans son ex-



^8 DÉTERMINATION 
pression écrite un nombre impair de quarts de circonference, 
la ligne trigonome'trique que Fon considere, étant directe, se 
change dans la ligne indirecte correspondante, et re'ciproque-
ment, C'est ainsi qu'on reconnaít que 

tang ( ^ T T -\- — -\- cot «, 

coséc ir -\- ~ — séc a. 

Mais, si le nombre des quarts de circonference estpair, la ligne 
que Ton considere a la raéme valeur (á Texception du signe 
qui peut étre difíerent) que la ligne de m é m e nom de l'arc a. 

Ainsi, eos ( Í T T — . « ) =-f-eos a ; tang (tr-f-o) :=-f-tsmg 
89. Seconde remarque.—Des six lignes trigon orné triques 

principales, deux, savoir : le sinus et le cosinus, sont toujours 
comprisesentre deux limites déterminées -f- 1 e t — i - JEHes 
peuvent passer par tous les états de grandeur depuis o jusqu'á 
-f- i et depuis o jusqu'á — i ; mais elles ne dépassent jamáis 
ees limites. ( I I est bien entendu que le rayón est suppose' 
e'gal á i . ) 

/>e«.r autres, la se'cante et la cose'cante, peuvent devenir aussi 
grandes que l'on veut; mais elles ont - j - i et —- i pour limites 
de décroissement, c 'est-á-dire qu'elles croissent positivement 
depuis-|- i jusqu'á Yinfinipositif, et négalivement depuis— i 
jusqu'á Vinfini n é g a t i f ; elles ne peuvent avoir de valeurs com
prises entre -f" i et —- i . 

L e s deux dernihres enfin, ía tangente et la cotangente, sont 
susceptibles de recevoir toutes les valeurs imaginables depuis o 
jusqu'á Vinfini positif, et depuis o jusqu'á V infini négatif. 

Cette remarque ncus sera d'une tres grande utilite' dans les 
applications de la Trigonométrie. 

Nous ne saurions trop recommander aux commengans de se 
bien péne'trer des détails dans lesquels nous venons d'entrer 
sur les valeurs corrélatives des lignes trigonome'triques. 
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Détermination des formules principales. 

60. Une des questions fondamentales de la Trigonome'trie, 
celle d'ou dependía construction des tables, consiste á déter-
miner le sinus et le cosinus de la somme ou de la différence de 
deux ares, connaissant dé j a le sinus et le cosinus de chacun 
de ees ares. 

Soient;» et q deux ares donnés, p-\-q la somme de ees ares. Appelons «, 
6, c, les cordes qui soutendent respectivement les ares ip , 29, et 2 (p+q)-
Comme on a vu (n0 47) que le sinus d'un are est la moitié de la corde qui sou-
tend Vare doúble, on a nécessairement 

« — 2 sin p , & = 2 sin q, c = 2 sin {p + q). 

Cela posé , la formule du n0 89, savoir : 

C = Tr - &1 + ¿ Vkr* - a*, 

devient, par la substitution des valeurs de « , h, c , 

. , , s 2 sin » 4 / ; — , 2 sin o , / - —— 
2 sm (p -h q) = — - — - v 4r2 ~~ 4Sln,? "i y $r* — ^sm^p, 

ou, en simplifiant, 

• / , \ sinp . / r , sin q , y : 
sm [p + q) — v » ' 3 — sin»-? -f- \ / r » — sm2/;. 

Mais en vertu de la relation sin»» + cos2a = r», on a. 

y/r2 — sin3 q — cog q ? ^/r2 — sina p = eos p; 

j „ . , , N sin » x eos a + sin o x eos p 
done enfin sin (» + o) = > '- . 

r 

Soient maintenant p et q deux ares donnés {p désignant le plus grand), 
p — q leur différence. Appelons c la corde qui soutend Pare 3/?, b celle qui 
soutend l'arc -iq, et enfin a celle de Pare 2(^ — q). 

On a , en vertu du n0 4 7 , 

c ~ 1 s i n p , 6 = 2 sin ^, <i = 2 sin (/J — q). 

Or, on a obtenu ( n0 42), pour la formule qui donne la corde de la dif
férence de deux ares, 

« = ~ l/á,-2 —T 2 — — \/l,r* — c2. 
2r ^ 2/- ' ^ 
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S i , dans cette formule, on remplace a ,b , c , par leurs valeurs, il vient 

. , s 2 sin o . / - —; 2 sin 9 — . 
i {p ~ q) =z V / 4 r 2 — 4 sm»-/ — - V¿¡r* —^sm^p, 

ou, simplifiant et faisant usage de la relation sin' a -f- coss a = r5, 

sin p x eos «7 — sin a x eos p smlp—q) = • L 

Pour obtenir les valeurs de eos (p + q) et de eos {p —q), i l suffit de 
substituer ioo0-f-p au lieu de;? dans les formules precedentes, ee qui 
donne d'abord (tableau n0 56) , 

sin ( 1 0 0 ° + p + q) = COS [p -h q) , sin ( l O O 0 + p —(])=• eos {p — q), 
sin ( IOO0 -f- /?) = eos p, eos (too0 -\~ p)= — sin p; 

et les formules deviennent 

eos p X eos a — sin p x sin a 
COs(P + q) = Z ^ \ 

eos p x eos o + sin p x sin o cos{p — q) = í- • 

L a démonstration qui vient d'étre exposée est remarquable en ce qu'elle 
se rattache au premier point de vue sous lequel on a d'abord envisagé la 
Trigonométrie, et qui eonsistait (n0 4 6 ) á faire entrer les ares dans le 
caleul par le moyen de leurs cordes. 

Elle est d'aillevirs générale, puisqu'on établit les relations entre les cordes, 
en supposant leurs ares dans un rapport queleonque avec la cireonférence; 
cependant, comme on est obligó d'admettre des résultats qui sont, jusqu'á 
un certain point, étrangers á la Trigonométrie telle qu'on Fenvisage aetuel-
lement, nous allons donner une autre démonstration plus direete et plus 
simple, puisqu'elle n'est fondée que sur les premiers principes de la Geo-
métrie. 

61. Autre démonstration. — Soit AG un quart de cercle 
Fig. 46. décrit avec un rayón de'terminé OA {fíg. 46); appelons aet b 

deux ares donne's sur cette circonfe'rence, a étant le plus grand. 
Prenons sur AG, AB = <2, BG — b, d'oü ABC = ¿; por-
tons BC de B en C , ce qui donne AC ~ a — b. Tirons la corde 
CC et le rayón OB qui est nécessairement perpendiculaire á 
CC et tombe en son milieu I ; puis abaissons les perpendi-
culaires BP, CQ, et CQ'. 

On a nécessairement, d'aprés les définitions du sinus et du 
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cosinus, 

BP=.sÍ0«, OP=cosaj C ^ s i n í , 01=008^, CQ=:sin (a-\-b), 
OQ = cos ( a - j - b ) , C'Q' = sin ( a — é ) , OQ' = cos ( a — b ) . 

Cela posé, i l faut tácher d'exprimer les quatre derniéres 
lignes en fonction des quatre autres et du rayón. 

Or, si par le point I nous menons I L perpendiculaire et IH 
paralléle á OA, nous formons ainsi des triangles semblables 
OBP, OIL, CIII, qui, compares deux á deux, conduisent aux 
relations demandées. 

En eíFet, la figure donne d'abord 

CQ — sin (a -f- b) = HQ + CH = I L -f- CH, 
OQ = eos (a - f ¿) = OL — LQ r= OL — I H . 

Soit d'ailleurs mené CH ' paralléle á AO, jusqu'á sa rencontre 
enH' avec I L j les deux triangles C'IH', CIH, sont égaux comme 
ayant un cote egal (C'I = CI) adjacent á deux angles égaux; 
ce qui donne I H ' r ^ C H , C H ' = : I H == QX. 

Done C'Q' = sin (« — ¿) — H'L = I L — IH" = I L — CH, 

OQ' = eos (a — b) = OL - f - L Q ' = OL - f I H ; 

d'oú Ton voitqu'en derniére analyse, la question est ramenée 
á déterminer les quatre lignes I L , OL, CH, I H . 

D'abord, les triangles semblables OBP, OIL , donnent les 
proporlions 

IL : BP : : OÍ : OB, cu IL : sina : : cosb : r , 
OL : OP :: OÍ : OB, cu OL : eos a : : eos b : r-, 

j» ^ v j . i . TT sin a X eos ¿ „T eos a X eos ¿ 
d cu l on dedmt I L = — , OL = . 

r r 
En second lieu, les triangles OBP, CIH, sont semblables, 

comme ayant leurs coles respecíivement perpendiculaires; 
ainsi Ton a les deux proportions 

6 
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CH : OP : : c i : OB, ou CH : eos a : : s i n b : r¡ 

IH : BP : : € I ; OB, O U I B : sin a : : sin b : r ; 
, . eos « X sin Z» ITT sin a X sinb 

d ou I on tire CH = -— , = 
r r 

Substituant ees vaíeurs dans les expressions de sin (a-f- ¿») , 
sin (¿2—-^), C05 ( a -\- b ) , eos (a — on obtient enfin 

i ; t- .,t sin « eos b á z sin b eos a 
sin {a ± b ) = . , (A) 

. , eos a eos b zzrsin a sin b ,„„ 
eos (« ± : ¿) m • ~ , (B) 

formules dans lesquelles les signes supérieurs se correspondent, 
ainsi que les signes infe'rieurs. 

62. Dans la construction precedente, on a supposó chacun des ares, et 
méírie leür somme, moindre que le quart de circonference 5 mais on poUr-
rait, par des constructions analogues, vériíier l'exactitude des formules dans 
tous les cas 5 seulement, il faudrait avoir égard aux valeurs corrélatives 
des lignes. Contentons-hóus d'examiner Funde ees nouveaux Cas, celui 
oü Vun des ares étant plus grand que 100o, la somme est plus grande que loo, 
et la différence aussi plus grande que 100o. 

Soiént 

t ig. 47. AB = « , BG = B C ' ~ & ; d'oú ABC = «Hh¿, A G = z a ~ h {jig. fo). 

Tirons d'ailleurs, comme dans le cas precédent, le rayón OB et la 
Corde CG',- puis abaissons les perpendiculaires B P , C Q , C'Q'. Enfin, me-
nons la perpendiculaire I L et la paralléle IH jusqu'á sa rencontre avec CQ 
prolongé, puis la paralléle C H ' jusqu'á sa rencontre avec I L . 

Cela fait, observons d'abord que les ares A B , A(7, étant compris entre' 
100o et aqo0, ont un sintís positif et un cosinus négatif; ainsi 

BP 3 2 sin a j eos a — — OP, ou OP = — eos a; 

C'Q' = sin — i ) ; eos (a — b) = — OQ', ou OQ' = — eos (a — *) . 

Quant á l'arc ABC dont le sinus et le cosinus sont á la fois négaíifs, on 

CQ = — sin (« + £ ) , OQ = — eos ( a 4- h). 

Maintenant, la figuré donne 
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CQ = — sin ( « + ¿) = C H — HQ = C H - 1 L , 
OQ — — eos (« + ¿) = O L •+- L Q = OL -f- I H , 
C'Q'= sin (a ~- b) = R ' L = H'I -h I L = C H + I L , 
OQ'=z — eos {a — b) = O L — LQ' = OL — IH. 

II ne s'agit doiíc plus que de calculer C H , I H , I L , ét O L , au moyen de 
triangles semblables OBP, CIH5 et OBP, O I L . 

Calculons seulement CH et I L , qui doivent servir á la détermination de 
sin ( a - h b). 

Les triangles dont nous venons de parler donnent 

CH : OP : : c i : OB, ou CH : — e o s « : : sinb ,-, 
IL : BP : : 01 : OB, OU IL : s¡n « : : ct>sh : 

. „TT — tos a x sin & sin a x eos b 
d'ou CH = — , et I L = — . 

r r 

Substituant ees valeurs dáns l'expression de C Q , on trouve 

. . , . — eos a x sin & sin a x eos b 
— sin (a -f- ¿n ~ 

/• / • 

ou, changeant les signes, 
. . , , sin a x eos b -f- sin b x eos it 

sin [a - j - b ) = • •—• •. 
r 

On retrouverait de la méme maniere les trois autres formules. 
N. B.—Quoique, en apparence, l'expression de sin («-{-&) soit la 

somme de deux quantités, elle représente réellement une différence, parce 
que, dans le produit sin b x eos a , eos a est négatif, eomme étant le cosi-
nus d'un are compris entre 100o et 200o. On ferait des remarques analogues 
par rapport aux trois autres expressions. Cela prouve d'ailleurs la nécessité 
d'avoir égard aux valeurs corrélatives lorsqu'on veut rendre les formules 
applicables á tous les cas. 

65. CONSEQUENCES DES FORMULES (A) £T (B), 
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons r ~ i , pour 

abrégerles calculs. Cela n'oíFre aucun inconve'nient , puisqu'on 
sera toujours le maitre de re'tablir r dans les resultáis, d'aprés 
les regles de rhoraogénéité (n0 26). 

Détermination du sinus et du cosinus d'un múltiple quel~ 
conque d'un are, en fonction du sinus et du cosinus de cet are. 

Reprenons les valeurs de sin (a - j - ^) et de eos {a -j-b), qui , 
dans riiypotliése de r = 1, deviennent 

sin (« 4- ^ ) = sin « eos ¿ - j - sin b cos¿í, 
cos (a b) ~ eos a eos b — sin ¿z sin b. 

6 . . 
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Supposons d'abord ^ = a ; i l en resulte 

sin 2a =± 2 sin a eos a, 
eos 2a =5 cós ' a—sin2« , 

formules qui donuent le sinus et le cosinus du douhle d'un «re, 
en fonction du sinus et du cosinus de cet are. 

Soit maintenant ¿ = 2a ; i l vient 

sin 3¿z = sin a eos 2a - j - sin za cos a i 
eos 3fit = cosa cos 2a — sin a sin 2.a; 

ou bien, mettant á la place de sin aa, cos 2a, leurs valeurs, et 
reduisant, 

sin 3a = 3 sina cos'a — sin3a, 
cos 3a = cos3a — 3 cosa sin2a, 

Ces formules font connaitre le sinus et le cosinus du triple 
d'un are , en fonction du sinus et du cosinus de cet are. 

Soit encoré ^ = 3 a ; on obtient 

sin 4<3 í== sin a cos 3a -f- sin 3tí cos a, 
cos 4̂  ^ cos a cos 3a -— sin a sin 3a; 

ou, remplagant sin 3a, cos 3a, par leurs valeurs, et re'dtusant, 

sin 4a ̂  ^ . s inácos^a — 4 eos a sin3 a, 
cos 4a — cos^a — 6 eos2 a sin2 a -f" sin^a. 

D'oü l'ou voit qu'on pourrait obtenir ainsi successiveinent le 
sinus et le cosinus d'un múltiple quelconque d'un are, au 
moyen du sinus et du cosinus de l'arc simple. 

04. Remarque. — Les valeurs de sin 2a , sin 3a, sin ^ a . . . . , 
prouvent que , si le sinus augmente en mérne temps que l'arc 
(tant c{ue cet are est au-dessous de JOO®) , son accroissement 
n'est pas proporlionnel á celui de l'arc (le motproportionnel 
étant pris ici dans le sens d'une proportion géome'trique). 

En eííet, dans Fliypothése de r = 1, cosa est toujours com-
pris entre o et 1 ; ainsi, cosa, cos'a, cos3a, sont des fractions. 
Done 2 sin a cosa n'est qu'une partie de 2 sin a. I I en est de / 
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jnéme de 3 sin a cos'a, et, á plus forte raison, de 
3 sin a cos*a — sin^a, etc. . . . 

On le voit également d'aprés la formule 

sin (a b) == sin a eos b - j - sin b eos a, 

puisque cosa et eos b étant des fractions proprement di tes, 
sin ( « b ) n'est qu'une partie de sin a -f- sin b. 

On reconnait mérae par la que les sinus croissant beaueoup 
moins rapidement que les ares. 

6S. Détermination du sinus et du cosinus de la moitié d'un 
are. / • - • • j ' ";:r / 

^ ite Méthode.—Combinonsla formule eos 2a = eos'« -r-sin'a 
avee la relation (1) du n0 5o. 1 =cos2fl!-f sin.2a. 

On trouve d'abord, en les ajoulant, 1 -f- eos o.a — acos 'flr, 

, , , ,. , , n . „ 1 4- eos aa . / i-f-cosaa 
d ou ron dedmt cos!a = —— , et eos y ——; 

puis, en les soustrayant, 1 — cosaa = sin2<2; 

do 
. „ 1—eos aa . . / 1—eos 2a 

si n a ~ , e t s ina= : \ / •—. 
2 ' V 2 

Comme les ares a et 2a sont lie's entre eux de telle maniere 
que le premier est la moitie' du second , rien ii'empéclie de 

iemplacer 2 a par a, et par conséquent, a par ^ a; ce qui donne 

les deux formules 

1 /1 4 - eos a . i /1 — eos a 

dont chacune comprend implieitement deux valeurs , á cause 
du double signe qui est cense' place au-devant du radical. 

6 6 . 2e Mélhode,'—D'aprés la marche qui vient d'étre suivie, 
Tare dont on demandait le sinus et le cosinus ctait suppose' 
donne' par son cosinus, puisque les resultatsne renferment que 
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cette seule ligne. Si Tare e'tait donné par son sinus, i l faudrait 
opérer de la maniere suivante : 

On aurait recours á ia formule sin 2ia = 2 sin fi eos a, 
dans laquelle on remplacerait eos a par \ / \ — sin2a; 
ee qui donnerait sin 2f l = 2 sin A \ / \ — sin2a, 
d'oü , élevant au carré, sin2 2 « = 4 X̂l%a • í1 """ sin2^ í 

ou, eíFectuant les calculs et ordonnant, 

. . . 1 . 
sin4«a — sm2« = — -7 sin23a, 4 

equation du 4e degré resoluble á la maniere de celles du 2e 
degre'. 

Soit d'abord sin2« = : ^ , d'oíi sin a r = dz \ / j ; i l vient 

y * — j " — — ̂ sin22a; d o n c j ' = - i h — y \—sin22¿z, 

V 2 2 
et par consequent, sin a ~ z r i \ í - \ — sin22«; 

ou en remplafant par a et a par ^ « , 

sin 
2 
- a = ± \ / - ± : - V / i 
2 V 2 2 

Si, dans la formule sin i a — 2 sin a eos a, on substituait 
| / i — eos2 a au lieu de sin«, on trouverait par une ope'ration 
analogue, 

) s - a = ± : \ / - ± : - l / i — . 
2 V 2 2 

iV. 5.—Ces deux re'sultats, qui ont e'té obtenus indépendam-

ment l 'un de Tautre, sont identiques; mais comme sin t \ 

eos - a sont lies entre eux par la relation sin2 - « 4- eos2 - « = 1 5 
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i l s'ensuít que si Fon pread le signe superieur du second ra
dical pour le sinus , on doit prendre le signe infe'rieur pour le 
cosinus, et reciproquement; c'est-á-dire qu'on doit avoir 

sin - a zzz ±21 / - zh—1/ 
2 V 2 2 

eos - a = ± : t / - r n - i / 1 — sinsa. 
2 V 2, 2 y 

6 1 . Discussion des résultats trouvés par les deux ine'thodes. 
I I est á remarquer que chacun des deux deiniers résultats 

coraprend quatre valeurs, tandis que ceux de la premiére 
ine'thode n'en renferment que deux, qui sont méme numéri" 
quement e'gales. 

Pour expliquer cette circonstance, nous observerons que 
lorsqu'un are a est donné par son cosinus, on se dorine en mérae 
temps les ares 2A-5r-f-a, 2 ^ — « , puisque (tablean n0 SGjl'on a 

cos.(2&r zh a ) •=. eos «. 

Done , si l'on demande sin - a ou eos — a en fonction de 
. • .' • 2,:;5; •• ' 1 a - j : 

eos a , le calpul doit donner en méme temps les sinus des 
ínoitiés de tous les ares compris dans Fexpressipn genérale 
IJCTT ± a { k étant un nombre entier quelconque qui peut étre 
nul) , cu bien, les cosinus de ees mémes moitiés; c'est-á-dire 
qu'on doit obtenir toutes les valeurs comprises dans. 

ihTr z t a , 2^5r dr a 
sm • , ou dans eos . 

Cela posé, soit d'abord k un nombre pair, 2^'; i l vient 

s i n 
2 

ou eos _ c o s ^ ± « N _ + cos« 
2 \ 2 / 2 

Soit maintenant k nn nombre impair , zk- -f- 1,.;. ona 

ass sin (zk'Tr ± : = ± : s i n ^ . . . (n0 56), 
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. ^ k ' w ~ \ - l i e zb a 

ou eos 

= sin — )̂ = sinf 3 
/WV 4- ajr dr a / « \ a 

= COS \ 7C ~ \ = — eos —. 
2 \ 2 / 2 

On voitdonc que les valeurs correspondantes^ soit au sinus, 
soit au cosinus de la moitié d'un are, sont au nombre de deux 
e'gales et de signes eontraires. 

Supposons actuellement que Varea soit donné par son sinus, 
Comme, en vertu du tableau n0 S6, on a 

sin (a ŝr -f- ~ sin a , et sin ( i k T r -f- TT — a ) = sin a , 

i l s'ensuit que le méme calcul doit donner les sinus ou les eo-
sinus des moitiés de tous les ares compris dans les deux expres-
sions 2^5T -f- a , i k i r - j - T T — - a ; c'est~á-dire qu'on doit obtenir 
en méme temps toutes les valeurs eomprises dans 

. a k i r + a . IUTC - | - — a sin * et sin — — , 
2 2: 

a/f^r + A TT — a ou eos — , et eos • 

Ne conside'rons d'abord que les deux expressions du sinus. 
Soit k == nk'; i l vient 

. Lk'v A - a . / 7, . a\ . a 
sin = sin { 2A-5r ^ — ) = -f- sm - , 

2 \ 2 / 1 a' + ̂  - + 
í k ' K -f- jr — a 

sin • = sm í ) — -J- eos -
2 \ 2 2 / 2 

Soit k — i k r + 1 ; on a 

. ^k'nr - \ ~ 27r - \ - a 
= sin ^57 + —s^nf' 

í k ' v - h ^ T r — a . /3 a \ a 
- — « s r = sin ( - w - — 1 = — eos-. 

12 , \ 2 2 / 2 



AUTRES FORMULES. 89 
On obtient done ainsi quatre valcurs difíérentes, 

a a . a a 
•4- sin - , -4- eos—, — sin - , — eos-. 1 0/ 2 2 

En opérant sur les expressions du cosinuson trouverait 
également quatre valeuxs qut seraient 

+ a . a a . a 
eos-, -f- sin — eos-, — sin 2 2 2 2 

Ces résultats s'accordent d'ailleurs évidemraent avec ceux 
du n0 66. 

11 nous reste eependant encoré une difficulté á résoudre ; 
c'est de déterminer, parmi les quatre sjsthmes de valeurs du 
sinus et du cosinus, quel esl celui quon doit prendre lorsque 
i on a en vue de caleuler le sinus et le cosinus de la moitie' d'un 
are particulier; car i l est certain qu'im méme are ne peat avoir 
qu'un seul sinus et un seul cosinus. 

Supposons, pour íixer les idees , l a rca au-dessous de 100o, 
ce qui est le cas ordinaire. On a alors 

~ a <C 5o0 et 1 00o — - a "> 5o0: 2 2 

d'oú Ton déduit 

sin - ¿z-sCsin 5o0, et sin (roo0 — - « ) ou eos - a •> sin 5o0. 
2 \ 2 / 2 

On voit done que, dans ce cas, le sinus est plus petit que le 
cosinus; d'ailleurs leurs expressions doivent étre posilives. 

Ainsi, des quatre systémes de resultáis obtenus n0 66, celui 
qui satisfait á la question est 

- « = i / - — - l A 2 V a 2 
1 . /» . 1 / -eos - a = y -f- _ ^ / j _ 
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Ce systéme mitre dans celui du n" 6S lorsqu'on remplace 

V / i — sin2a par sa valeur eos a; car on trouve 

y ^ + i cosa i 
eos — a 2 

C'est sous cette derniére forme que nous aurons souvent oc-

casion de rappeler les valeurs de sin - a et eos ^ a. 

Fig. 48. ^ Géométrie fournit une démonstration tres simple de ees deux 
formules. 

Soient AB = a , BP = sin a , OP = eos a (fíg. 4 8 ) . Divisons en deux 
parties égales les ares AB e t B D , aux points C et C ; puis tirons les eordes 
A B , BD, et les rayons O C , O C ; il resulte évidemment de cette construc-
tion, 

BI = sin BC = sin - a, B C ' = - BC'D = 1 (200o — « ) = 100o — - « ; 
2 ' 2 2 v 2 

d'oú BF = OI = eos - a. 
2 

Cela posé, les triangles rectangles A B P , DBP, donnent 

AB = 2 sin ^ a = V ^ A P + B P 2 = l / ( r — eos a)» -f- sin» a, 

BD = 2Cos ^ a = N/PD -f- BP = \ / ( r -f- eos a)' -f- sin» a. 

^ffectuant les calculs et observant que sin» a-f- cps5 « == r ' , on a 

2 Sin 3 a ~ l/2;•,' — 2r eos a , 

2 eos l- a = y i r a 37. eos « ; 

d'oú, divisant par 2 et supposant r — 1, 

. 1 4 / i — eos « 1 * / i sin - a = y / ——-——, eos - a = y — 

69. Délermination du simis du liers d'un are en fonclion 
du sinus de cel are. 

'1> 
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Dans la formule sin 3a = 3 sin a eos2 a — sin3 a , ü ouvée 
n0 65, remplasons eos a par \ / i — sinaa; 11 vient 

s¡n 3(2 = 3 sin a { i — sin2 a) —sin3 « = 3 sin a — ̂ sin3a, 

ou ordonnant, sin3 a — ^ sin « -f" ̂  ŝ n 3fl = o, 

ou bien enfin, substituant a et ^ a au lieu de Za et de a, 
a 

• 3 1 "3 - 4 i - . i . • ^ , . sin3 — a — - sin — a -f- 7 sin a — o, 
ó q ó 4 

^'quation du 3? degre' qu ' i l faudrait traiter par les méthodes 
^onnues de la re'solution numérique, aprés y avoir mis toute^-
fois pour sin a, une valeur numérique quelconque. 

Mais, sans nous arréter á cette résolution, qui n'offrirait 
aucun inte'rét pour notre objet, nous allons faire voir que l 'é-
quation a ses trois racines réelles, c'est-á-diix que la question 
propose'e est susceptible de troís solutions. 

En effet, on a deja vu (n0 67) qu'un are étant donné par 
son sinus, on donne par la inéme tous les ares compris dans 
les expressions atar-¡- « J afor-f- i'" — done en dernandant 
le sinus du tíers de cet are, on doit trouver simultanément les 
valeurs de 

. "¿kw -4- a . Z/CTT -}- yr — a 

sin 5 et sin - . 
o o 

Cela posé , le nombre entier k peut se presenter sous trois 
formes différentes, 3F , 3^'-f- i , et 3¿' — i (*). 

Soít d'abord k=:3k'; on a pour les deux expressions, 

. 6k'7r-+- a . / ' , a \ l , a 
sin - — ~ = sin í TT -f- ̂  ) ~ " i " 8111 3 > 

- - 4 ^ = * > +i -1)=+- (I -1): 
(*) On pourrait également supposer k négatif (n0 67) et égal á — 3k', 
3A:' + y, —3A'— 1; mais les valeurs qu'on obtiendrait rentreraient dans 

eeljes qui correspondent aux trois premieres hypolhéses. 
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Soit maintenant k == S/c' -f- 1; ^ en r ^ u l t é 

. G/tV 27r - } -sin — 

valeur identique avec la precedente ; 

= sin [ r e — g ) — i sm ^ ' 
. — a 

s i n • — 

valeur identique avec la premiére. 
Soit enfin, k = — i ; on obtieat 

. GA-'̂ r — 27r -f- a 
sin ~-3 

'bk'n — — 

ees deux derniéres valeurs sont identiques. 
On voit done que les valeurs da sinus du tiers d'un are se 

réduisent á trois ge'ne'ralenient diííe'retites, savoir : 

+ s i n ^ + s i n ( ^ - | ) , - s i n g + 0 . 

Je disgénéralement, car si Fon avait, par exemple, a = ^irf 

i l en re'sulterait^ — ^ = ^ Í 7 - ; et les deux premieres valeurs 

seraient e'gales á sin g w; la troisiéme deviendrait 

sin -TT z=z — i . 
2 

Mais i l n'en est pas moins vrai que l'e'quaíion ci-dessus a sesi 
trois racines re'elles. 

On reconnaitra.it, par une analyse absoluinent sejublable; 
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que si Ton demandait eos ^ " en fonction de sin a, on obtien-

drait six valeurs diíFérentes: 

a a / n a \ /% a \ 
+ c o s - , - C O S 3 , + c o s ^ ~ 3 j , - c o s ^ - - ^ , 

Et en efíet, i l est aisé de prouver que l'e'quation d'oü dépend 
1 

la détermination de eos - a est du sixiénie degré. 

Reraplapons, dans sin 3« ~ 3 sin a eos2 a — sin^ a, 

ou sin 3a = sin a (3 eos2 a — sin2 a ) , 

sin a par sa valeur \ / 1 — cosa a; i i vient 

sin 3a = y Í -~ cosa a ( 4cos2 « »— 1), 

ou , élevant au carre' pour cbasser le radical, 

sin2 3a = ( i — cosa a) (4cos2 a —• i)2, 

équation qui -, développée et ordonne'e, devient 

i6cos6a — 'i^cos^a -f- gcosaa-— i -f- sin23a = o. 

Nous engageons les commengans, pour se familiariser avec 

ees sortes de discussions, á rechercher sin ^ a et eos — a en 
3 3 

fonction de eos a ; ils reconnaitront encoré que le sinus doit 
avoir six valeurs, mais que le cosinus n'en a que trois. 

70. Détermination de la tangente de la somme ou de la dif-
Jérence de deux ares, en fonction des tangentes de ees ares. 

D'aprés la relation tang a == flüf^ établie n0 60., on a 

, . . , sin (a ± 1 í») 
tang (a zh 6») — • 1 —% 
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ou, remplafánt sin ( a dtz b ) , eos (a zh ¿ ) , par leurs valeurs 
(n0 61), 

-4- / S*n a COS ^ ~ Ŝ n ^ C0S a 
tanS { a ) cos a cos ¿ -+- sjn ^ ŝ n ¿)• 

Afin de n'avoir dans le second membre que des tangentes, di-
visons haut et bás par eos « eos b; i l vient 

sin a . sin b 
, .1 s eos a cos b 

tang (a ± . b) — r— . — r ; 
" x sin a sin o 

, i rp - — . r 
cos a cos # 

s in« sin ¿ , , . ^ 
et comme on a = tang a , 7 = tang 0, on obüent enfan 

cos a D cos o 0 

tang ( a ± b ) = ^ ^—7. 
1 qr tang a tang o 

N . B . — Si le rayón n'e'tait pas égal á l 'uni té , i l faudrait le 
rétablir dans cette formule , et Von aurait (n0 26) 

, > v r2 (tang a ±1 tang b) tang ( a ± b) = — r'1 tang a tang b 

71. Soit fait b — a dans l'expression 

t a n g (a4 - 6 ) = t a n g a + t a ^ ; 
1 — tang a tange» 

. . 2 tang a 
on obtient tang 2 f l = — ; 

0 1—tang2íz 

eette nouvelle formule donne la valeur de la tangente du dou-
hle d'un are en fonction de la tangente de cet are. 

%%. Si Ton y remplace 2a par a et ¿t par - a , i l vient 

2tang |« , 2 
íanga = " ?, , d ou tang2ia-| t a n g í a — i = o? u 1 — t a n g í a ' ^ ' ^ tanga &a 
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équation da second degré qu i , étant résolue, donne 

i i / • •) 
tang ^ « = — ± ^ V i •+• tang2 a . 

0 tanga tanga 
Ainsi, Fon obtient deux valeurs pour la tangente de la moit ié 
cTun are, exprimée e.u fonction de la tangente de cet are. 

En eíFet, lorsqu'un are est donné par sa tangente, on donne 
par la me me tous les ares compris dans l'expression ^j r - j -a , 
\ e'tant un nombre entier queiconque; puisque l'on a (tablean 
n0S6) 

tang [ 2 ^ - j - d\ et tang [{ik -f- 1) jr -f- a] = tang a. 

Ainsi le calcul ci-dessus doit donner les valeurs de 

kv -\- a tang . 

Soit k = 2^'; oa a 

aArV -f" a Vir . " O « lang ^ = tang I A ^ -f- - A = tang -., 

Soit ensuite k = i k ' 4- r; on trouve 

tang 
{ i k ' -f- 1)7^ -\~ a 

==tang ( i + - / ) = - c o t - . 

On voit done que les valeurs de la tangente de la moitié 
d'un are soní au nombre de deux, savoir : 

a a 
tang - , et — cot 

2 2 

Ce résultat s'accorde d'ailleurs avec la nature de l'e'quation 
ci-dessus, dont le dernier terme est e'gal á — 1. 

En effet, la relation cot a — ou cot a x tans a •==. 1 
tanga 0 

du n0 SO, donne 
1 1 . 1 i 

cot - « x tang - a = : i , ou — cot - a X tang - a = — r . 
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Quant á la valeur qu'il convient de prendre lorsqu'on sup-

pose a < ^ 100O (ce qui a lien le plus communéraent), comme, 

dans ce cas, tang ^ a doit étre posilif, et que tang « est aussl 

positif, i l est clair que la repouse á la question est 

1 1 1 / 
tang - « = •— f- V 1 - h tang2 a • • 

" 2 tanga taiig«3 0 

e l , dans cette méme circonstance, on a 

1 1 . 1 /—¡ 
cot - a = i 1/ 1 -j-tang2 a. 

2 tanga tanga 

•75. Oa parvient á d'autres expressions de tang - a, d'aprés 

les formules 

. i / i — eos a 1 /1 — eos a , 
sin - a — y -——, cos-a = \ / (n0 61í). 

En les divisant l'une par Fautre, on trouve 

1 / i —eos a 
i 0 . . . . t ang -a = 1 / . 2 V 1 -f- eos a . 

Dans cette premiére expression, multiplions, sous le radi
cal , haut et bas , par -f- eos a , puis par i — eos a ; i l vient 

eos"1 a 2 ° . . . . tang - a = z \ / • • = • 
2 V (i-f-cosa)4 i-f-cpsa 

„„ 1 / ( i — cosa)" Í—cosa 
3o t a n g - a — 4 / ^ ^ == : . 

2 V i — eos2 a sin a 
Ces diverses expressions sont souvént employe'es dans les 

applications trigonométriques. 
Les eleves feront bien de s'exercer á la recherche des tan

gentes du triple, du tiers, etc, d'unare, ainsi qu'á la discus-
sion des formules qui y sont relativos. C'est un moyen de se 
remire fámiliéres les valeurs corrélatives des ligues írigono-
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metriques. Hs peuvent également rechercher Íes cotangentes, 
secantes, cose'cantes, de la so ni me ou de la différence de deux 
ares , du double, du triple, etc., et de la tnoitié, hx tiers. . . 
d'un are. 

74. Les formules (A) et (B) du n0 61 donnent encoré lieu 
á des résultats fort útiles dans les applications trigonome-
íriques. 

Reprenons d'abord les formules (A), savoir: 

sin (a -f- ¿0 = sin a eos ¿ -f- sin 6 Cos a, 
sin (¿i — h) = sin a eos ¿> — I sin ¿ cos 

Ces formules combine'es successivement par addition et par 
soustraction^ donnenl 

sin (¿i -f- ¿0 -+- sin (<a — é) == í sin a cos h, 
sin {a -f- b) —• sin {a — b) — 2 sin b cos a; 

et si , pour deux ares que i conquesq {p étant^>^), on pose 

a + h ~ p \ i l ^ í par addition, a — i 4 . 
a — ¿ = ^ j ' | pársoustraction, b — q)\'' 

d'oü substituant ees valeurs de a et de b dans les résultats 
précédens, 

úwp 4- sin = 2 sin | ( + ^ cos \Xp — q) \ ,c. 
ú n p —̂ sin q = 2 sin •— g) cos ^ {p + q)' 

Une combinaison analogue des formules (B), 

eos (a -f- ¿0 = eos a cos b — sin a sin b} 
cos (a — b) ~ cos a cos ¿ -f- sin a sin 

«onduit aux deux nouvelles formules 

eos7 4. cosp — 2cosi (/> + ^ - c o s i — fl). 
cos q — eos/? = 2 sin H P -4- ?) • sin í (yP — ^ 
^S. Les formules (G) et (D) serven t principalemenl á rendí-e 

7 
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calctiiables par logarilhiMes certaines expressions trigonomé-
triques. 

Soit, par exemple, á évaluer numériquement l'expressiou 

x — sin 3o0 + sin 16o; 
i l v i en t , pa r l a supposilion de /> = 3o0, ^ = 16°, dans la 
premiére des formules (C), 

sin 3o0 - f sin i6tt = 2 sin \ (3o0 ^ iG0). eos \ (3o0 — 16o), 

ou bien a: = 2 sin 23°.eos 70 ; 

d'oú log x — log 2 - j * log sin 23° +• log co« 70. 

On trouverait de méme pour x = sin 3o0 — sin 16o, 

loga: == loga + log sin 70 -f- log eos 23°. 

Soit encoré á calculer x = eos 47o — eos 83°; 
on a, en posant p = 830, q — 47°) dáns la seconde des 
deux formules (D), 

eos 47o — eos 83° = 2 sin i- (83° - j - 47o).sin ̂  (83° — 47o), 
ou bien ,r = 2 sin 65° sin 180; 
d'oú l o g x = log 2 -f-log sin 65° -f- log sin 18o. 

76. Maintenant, si Ton divise Tune par l'autre les deux 
formules (C), i l vient 

sin/? 4- sin q ^ sin ^ ( + q) .eos | ( /? — q) 
sin p — sin «7 eos \ i p -f- q ) . s m \ { p — q) ' 

, sin a eos b , 1 
ou, a eause de — tang « , ——r = cot o = , 

cos« a sm b tang b 

ú n p + singr _ l a n g ^ p + q) 
s inp — sin q t a n g | ( j 9 qy'' ' ' m f ' 

ce qui nous apprend que la somme des sinus de deux ares 
quelconques est a la difference de des mémes sinus, comme 
la tangente de la demi-somme des ares est á la tangente de 
leur demi-di'Jférence. 
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En operan t de la me me maniere sur les deux formules (D), 
on obtient 

eos y 4- cosp cot^(/> -f- q) .-p. 
cosq — cosp tang|(jP ~ ?) 

76. L a formule ( E ) , dont nous ferons usage dans la résolution des trian-
gles, se demontre tres simplement par la Géométrie. 

Soit décrite une circonférence de cercle avec un rayón OA (fg. 4 9 ) égal Fig. 49» 
á celui des tables. Tirons le diamétre AA', et prenons, á partir du point 
A , AB — p , A G = y ; puis abaissons BP, C Q , perpendiculaires sur AA', 
en prolongeant BP jusqu'á sa rencontre en B' avec la circonférence; menons 
d'ailleurs CI paralléle á AA'. 

II résulte évidemment de cette premiére construction 

€Q=sin AC=sin q, BP=:B'P=sin ^, DB'=sin ̂ +sin 9, BD=sin^—sin 9. 

Joignons maintenant le point I aux points B et B'; du méme point í 
comme centre et avec le rayen du cercle ̂  décrivons un are qui coupe GI en 
E , et élevons á C I la perpendiculaire G E F . 

Comme on a AB = AB' = p , A C = 9, 

i l en résulte CAB' — p -\~ q, CB — p — ^, 

puis E F = tang E I F = tang^ (p 4- </), E G = tang^ — t¡}. 

Or, en vertu d'un théoréme connu de Géométrie, les trois lighes B I , B'I , 
C I , coupent les deuxparalleles G F , BB', en partios proportionnellés. On a 
•done ( 

DB' : DB : : E F : E G ; 

ou bien, remplagant ees ligues par leurs valeurs, 

sin p -f. sin ^ ; sinp — sin q H tang ^ + <?) í tang ' — q ). 

C . Q . F . D . 

Nous croyons devoir reunir eu un íableau les différentes 
formules obtenues dans les nuuiéros précédens , en y joignant 
les relations qui existent entre les lignes trigonometriques d'un 
méme are. Les jeunes gens pourront alors le consultor au be-
soin. 
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TABLEAD 

Des Formules principales de la Trigonométrie t 

Avec l'indication des numéros d'oú on les a tirées. 

sin a 
sin'a - f COS'YZ — i tang a == 

C5o) 
sec a 

c o i a 

eos a 
eos ti 

seca 

cot a 

eos ü 

i 4" tang3a, 

% : 
tang á 

coséc « = --•> costea = 1 4 - coVa, 

s in a 

1 
sm « 

(60, 61) 
sin (a ± . b) ~ sin acosb 
eos (azhb) — cosa eos ^ 

sin b eos a , 
sin a sin b, 

f sin2a=asin<z eos« .cos2a=cos5«—sin2«, 
^ 1 sin3a=3sinacos2«—sin3«. .cos3«=eos:-a—Scosasin'a, 

. 1 
sin-a 

2 

-eos « 
, ...eos 

1 / t + c t 

2 V 2 

(65, 66) 7 s i n - a = ± z \ / - ± : - \ / i — s i n ' a , 
\ 2 V 2 2 

eos-a: 
2 

v . , í S . i 1 „ 
(69) s m ^ a — ^ s i n ^ « - + - | s i n a s z s O ; 

. . , . tang a ± : tang ¿> (70, 71) tang { a ± b ) = 2 • , & w ' y 7 " 1 qr tang «tange» 
2 tang « 

1 — tans:2 « ' tang 2 a 

C¡3) 
1 — i d r V /14- t ang^ 

tang - a == 
31 tang 

- tang2 a / * 
a V i •f- eos a 

sin a 

1 -f- cosa 
eos a 

sma 
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(74) 

á n p 4 - s i n q = usin^ip - f - q).cos^(p — q), 
s i n p — ¡sin q = 2 s i n^(p — q).cos^{p -f- gr) , 

CQS^r - j - COSJO — 2COSÍ(/? - f - ^)«COSÍ(p ^r), 

eos ^ — eosp = 2sin^(/? -f- ^ « s i n K / ? — g'), 

sin/^-fsin^ tang^/j-f-^) cosg-f-cosp cot | (p- | -^) 
^ sin/?—sing- tangj(p—^r)* "cosy—cosp tang¿(/?— 

(Dans toutes ees formules, on a suppose le rayón e'gal á l 'u -
ni té; s'il en était autrement, i l faudrait le re'tablir d'aprés la 
regle du n0 26.) 

Construction des Tables trigonométriques. 

78. Nous pouvons maintenant faire connaítre les moyens 
qui ont été employe's pour dresser des tables trigonome'tri-
ques. 

On appelle ainsi des tables renferniant, d'une part, tousles 
ares depuis o0 jusqu'á ioo0, et de l'autre, les valeurs des si-
nus, cosinus, tangentes, etc., cprrespondant á ees ares. I I 
suffit d'ailleurs qu'elles ne eomprennent que les lignes trigo
nométriques des ares nioindres que ico0, puisque, d'aprés le 
tablean n0 S6, celles des ares plus.grands sont mimériquement 
les mémes que les lignes trigonométriques des ares plus petits. 

Nous adopterons, dans tout ce qui vasuivre, la divisio'n 
centésimale, e'est-á-dire que nous supposerons le quart de 
circonférenee cu le quadrans, divisé en IOO parties égales , 
appelées grfitífe.s ou degrés (ioo0); chaqué degré divise' en ioo 
minutes (ioo7); chaqué minute divisée en ioo secondes (ico"). 
Enfin , nous admettrons qu'ou ne veuille former que des tables 
dans lesquelles les ares eroissent de minute en minute. 

Cela posé, d'aprés les formules précédeminent établies, i l 
est elair qu'il suffit de calculer la valeur de sin i ' . En efíet, 
rá formule eos a •= \ / 1 — sin7 a donne d'abord la valeus. 
tonespondante de eos i ' . 
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Connaissant les valeurs de sin i ' et eos i ' , on obtiendra 
celles des sinus et cosinus de 2', 3'? 4 •> en faisant succes-
sivement dans les formules 

sin 2a — asín a eos a, eos 2a = cas2 a — íiina«, 
sin ( a - \ - b) ~ sin a eos b + sin b eos a, 
eos (« -f- ¿) = cosa eos b — sin a sin b, 

a = 1' , puis ¿ = x', 3 ' , 3', 4/«* • ; et ain5i ^e Slliíe? jusqu'a 
igooo' ou xoo0. 

Quant aux autres lignes trigonometriques, on déduira fa-̂  
cilement leurs valeurs des formules 

sin a 1 , 1 , 1 
tans;'a = — — , cota=i , s eca= , coseca=:-^ . 

0 eos a tang a • eos a sin a 

On peut toutefois calculer d'une maniere plus simple les 
sinus et cosinus , á l'aide des formules suivantcs qui sont com-
prises dans le tablean du n° 1 7 , savoir: 

Sin (a -J- ¿») - j - sin {a —- b) ~ 2 sin a eos b , 
eos (a -\~ b) - j - eos (a — b) =z n eos a eos b , 

Ces foxmules peuvent étre mises sous la forme 

sin (a -f- b) == sin « X 2 eos b -f- sin (a — b) X — 1 ? 

eos (a •+ = eos a X 2 eos b -|- eos (a — ¿) X 1 > 

et si l'on y fait a = : m b , elles deviennent 

sin (m - |- 1) ¿ = sin m6 x 2 eos 6 -f- sin ( m — 1) é X — 1, 
eos (m 4- 1) b = cosmb x 2 eos ¿ -f- eos (m - - 1) ¿ X — 1; 

ce qui dérnontre que pour avoir le sinus d'un múltiple quel-
conque (xn - f 1) b , de Vare b , i l faut multiplier les sinus des 
múltiples immédiatement inférieurs , inb, ( m — 1) b , res-
pectivementpar les quantités constantes 2 eos b , — i , puis 
ajouíer ees résultats avec leurs signes, — Méme loi de forma-
tion pour le cosinus. 
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D'apres cela, soit fait b ~ i ' cians les formules; puis succes-
sivement m = i , 2, 3. . . . ; i l en resulte 

sin 2' — sin i ' X 2 eos i ' -f- o = ^ sin l ' cos I'? 
eos 2' = eos 1' X 2 cos 1' - j - 1 X — 1 f=' .2 eosa 1' — r ? 
sin 3' = sin 2' X 2 cos i ' -f- sin ^ X — 1 ? 
eos 3' = cos 2 ' X 2 cos i ' -f" cos *' X — 15 

sin 4' = sin 3' X 2 eos 1' -f- sin 2' X — 1, 
eos 4' = cos 3' X 2 eos 1* -f- eos 2' X — 1, 

et ainsi de suite. 
JV. B. — Cenx qui ont deja quelques notions des series re

currentes , reconnaitront sans peine que la se'rie des sinus. 
forme une suite recurrente du 2e ordre, dont Véchelle de reía-
tion se compose des deux quantite's acosr' et — 1 ; i l en est 
de niéme de la serie des cosinus. 

Ainsi, toute la difficulté consiste á déterminer avec le plus 
grand degré d'approximation possible, le sinus du plus petit 
are de la table, ou sin i' . 

79. Nous commencerons par démontrer qu'M» are quel-
conque est toujours plus grand que son sinus, mais moindre 
que sa tangente. 

Soient , en effet, un are quelconque AB {fig- 5o); puis BP, p¡g 5q 
BA, et AT, le sinus, la corde, et la tangente de cet are. 

Ou a d'abord are AB > corde AB; mais corde AB ̂ > BP; 
done \ á plus forte raison, are AB > BP. 

Én second lieu, le secteur circulaire a pour mesure 

a r c A B x - OA, et le triangle OAT est égal á AT X - OA; 
- « 2 2 , 

or, le secteur est évidemment plus petit que le triangle; on a 

done are AB x - OA < AT X - OA; d'oü are AB < AT. 
2 2 

On voit en ouire, d'aprés la figure, que plus Tare diminue, 
plus la tangente et le sinus se rapproehent l'un de Fautre , et 
par conséquent de Tare qui est compris entre les deux, Cela; 
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resulte d'ailleurs de la formule lana a = -m <ii, qui donne 
cosa 

tañe a i , i> J - • i • - . •• • = — • car, á mesure que 1 are diminue, le cosinus aus-sin a eos a 
mente et se rapproche de plus en plus de Tunité; done aussi, le 

le rapport —^— approche de plus en plus de devenir égal á i ; et 

i tanga 
ouand Tare est tres petit, ou —; amere tres peu de 
Tuniié. 

Soit, par exemple , l'arc qui a pour cosinus 0,99; i l viení 

tang a 1 ^100 \ -\~ X 
sin a — 0,99 ~ 99 ~ 99' 

tang a 1 
Soit encoré cos o ==0,999991; on trouve • •. •" == 1 -f-

99999 
Le rapport ^ ^ - ^ difiere done d'autant moins de Tunité, que 

r r sin a ^ 
l'arc est plus petit j et i l peut en diííérer d'aussi peu que Ton veut. 

1 . 1 tanga a . 
11 en est de meme des rapports — et — , pmsque Aarc 

a sin a 1 k 
est toujours compris entre sa tangente et son sinus. 

Ainsi, nous pouvons établir, comme une vérité mathéma-
tique, que les rapports de la tangente au sinus, de la tan
gente á l'arc, et de l'arc au sinus, sont trois quantilés qui 
tendent sans cesse vers Vunité a mesure que Vare diminue^ 
et lorsque l'arc est moiudre qu'aucune grandeur donnée, cê  
rapports differenl eux-mémes de Vunité d,une quantité moindre 
que toute grandeur donnée. 

En d'autres termes , ĉ s trois rapports ont pour LIMITE 

commune L'ÜÑITE. 
Ce|,te proposition jone un tres grand rftle dans la haute 

analyse (voyez Algebre, 8e édition, n0 459.) 
80. Puisqu'un are élant tres petit, le rapport ~ — difiere 

tres peu de l'unite , i l s'ensuit que l'arc et 4e sinus sont auss,i 
tres peu difíérens l'un de l'autre. On peut d'ailleurs^ daiiji 
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tous les cas, déterminer au-dessous de quelle quantité se 
trouve l'erreur commise lorsqu'on prend Faro pour le sinus, 
ou réciproquement. 

A cet effet, observons que la relation 

i . i tana - a j > - a . 1 2 
• » ^ i i revient a sin - a > - a.eos — a ; 

2 2 2 
d 'oü, en raultipliant les deux membres de cette inegalité par 

2 eos - « . et observant que l'on a 2 sin - a eos - a = sin a , 2 J 2 2 

sin a > ÍÍ.eos2 - a, 
2 

1 
ou bien sin a ^> a — a sin* - a ; 

/ , 2 . 
et, á fortiori , d'aprés la relation ^ a ^> sin ^ « , 

sm a j > a — a.— j> a T. 
4 "4 

D'oñ l'on déduit enfin 
a — sin a <^-. a*; 

4 
ce qui demontre que la différence entre un petit are et son s i
nus esl moindre que le quart du cube de Vare. 

Soit a = 0,01 (la longueur de Tare étant évaluée au moyen 
du rayón) ; i l en resulte 

a — sin a o,ooooooa5. 

Soit encoré « = 0 , 0 0 1 ; i l en re'suhe 

a — sin « <^ 0 ,00000000025. 

8 i . Cela posé, 011 a vu en Geométrie que, le diamétre étant 
pris pour unité, ia circonférence a pour valeur 

•,T ~ 3,1415926. 
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Si, c©mme nous le supposons, ce n'est plus le diamétre, 
mais bien le rayón , qu'on prend pour unité , la valeur á e %-
représente celle de la demi-circonférence; done 

~ ir = i ,5707968. . . . 

exprime la valeur du quadrans ou de 100O. 
Par consequent, 10 = 03015707963, 

i ' =0,00015707963.... 

Connae cette deiniére expression est au-dessous de 0,0002, i l 
s'ensuit que (1 )? estmoindre que (o,0002)j ou 0,000000000008. 

D'oú l'on voit que rexpression de l'arc de 1' représente celle 
de sin 1', á une frac tío n prés moindre que Tunilé de l'ordre 
du onziéme cliiffre decimal; ainsi Fon a , avec exactitude , 

sin {' =?= 0,00015707963, 

jusqu'au onziéme cliiffre décimal inclusivement. 
Cette approximation est plus que suffisante pour le sinus de 

i ' lui-méme ; mais elle est nécessaire pour la détermination 
des autres sinus q u i , comme on l'a vu , dependen t de celui-lá, 
ainsi que ducosinus de i ' ; car les erreurs , se multipliant sans 
cesse, finissent par refluer sur le 10% 9", 8E... chiíFre décimal 

Notre intention étaií de ne donner ic i qu'une idee de la 
maniere dont les tables trigonométriques ont pu étie cons-
truites. Mais i l existe des métbodes beaucoup plus espedi-
tives , fondées sur les series qui donnent le développement 
du sinus et du cosinus d'un are en fonction de cet are. {Voyez 
Algebre, 8E édition, chap. X , n0 432. On trouve méme á 
la fin de ce chapitre une méthode pour calculer le rapport 
de la circonférence au diamétre, rapport qui a serví de base 
aux calculs précédens.) 

82. Premiere remarque sur la composition des tables trígo
no mé triques, et sur la maniere d'en faire usage, 

Comme, dans toutes les applicalions dé la trigonométrie, 
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les calculs se font par logarithmes, on a jugé á propos de placer 
dansles tables,les logarithmes des sinus, cosinus, tangentes,etc., 
au lieu de ees lignes elles-iíiémes. En outre, leurs logarithmes 
ont éíe calculés, non dans l'hypothése de r— i , mais dans 
celle de r = IO10 ou 10000000000; et en voici la raison : 

En supposant r = i , ce qui donnerait log r = o, on aurait 
pour les sinus et cosinus, des logarithmeíí n é g a t i f s , puisque 
ees ligues sont toujours plus petites que le rayón; i l en serait 
de méme pour les tangentes des ares moindres que 5o0 et pour 
les cotangentes des ares plus grands. Quant aux secantes et 
cosecantes, leurs logarithmes seraient toujours positifs, car 
on a vu qu'eiles sont toujours plus grandes que le rayón; 
mais ees deux dernieres lignes sont employe'es fort rarement. 

Pour obvier á cet inconve'nient, on a confu le rayón des 
tables , qui ne cesse pas d'étre l 'unité tr igonométrique, rap-
porté lui-méme á une autre unité beaucoup plus petite; et Fon 
a supposé le rayón repre'senté par io10, l'unité nouvelle élant 
celle des tables de logarithmes ordinaires. 

Or, si Ton considere un angle quelconque BOA. {fig. 5 T ) , du Fig. 5i. 
sommet duquel on ait décrit deux ares de cercle a et a avec 
les rayons r et / , et qu'on méne les perpendiculaires BP, AT, 
etB'P', A'T' , onaura évidemment la proportion 

BP : B'P' *: OA : OA' OU ú n a ; sina' : : r : r ' ; 

ce qui demontre que les sinus d'un méme angle, correspondant 
á deux rayons dif férens , sont proportionnels a ees rajons. 

Méme résultat pour les autres ligues trigonométriques. 
D'aprés cela, soient r — i et r ~ io10; i l en resulte 

siu a' = sin a X io10j d'oú log sin a' ~ log sin a 4- i o , 
eos a' ==. eos a X 1o10; d'oú log cosa' = log eos a 10; 

et ainsi des autres lignes. 
D'oú Ton voit que, pour obtenir les logarithmes des ligues 

Irigonométriques dans le cas de r ~ 1o'0, i l faut augmenier 
de i o unités ceux qui ont été ca lcn léspour r== 1. 
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Par ce moyen, on est assuré que tous les logarithmes sont 
positifs, quelque petits que soient les ares. En effet, soit pris 
pour exemple, le plus petit are de la table, ou i ' . 

On a trouve' pour son sinus,. . sin i r = 0,00015707963,.. ^ 
ü'oú log sin 1 ' = log 15707,968—8=—3,8o388oi ; 
(on cherche log 15707,963 dans les lables ordinaires); 
done log sin 1' -f-10 = — 3,8o388oi - f io~-f-6,1961199, 
Tel est le logarithme qui se trouve dans les tables centesi
males. 

On aurait méme pu supposer seulement r = i o * = 10000; 
mais on a préléré l'hypothese r= ; io !0 , parce que les loga-
rithines des diverses ligues trigonométriques ne sont alors 
autre chose que les complémens arithmétiques ordinaires des 
logarithmes calcules pour le cas de /•== 1 ; et i l en re'sulte de 
grands avanlag^s dans les applicatious , comme nous le ver-
rons plus loin. 

83. Seconde remarque. —Les Tables centésimales de Callet, que nous 
supposons entre les mains des éléves, ne renferment en apparence que les 
sinus, tangentes, et cosinus, des ares compris depuis 1'jusqu'á 5o0; mais 
elles n'en donnent pas moins les sinus , tangentes, et cosinus, des ares plus 
grands, aussi bien que les trois autres lignes trigonométriques. 

E n effet, pour le sinus et le cosinus, on observe que le sinus d'un are 
plus grand que 5o0 est égal au cosinus du complément, qui est alors plus 
petit que 5o0, et réciproquement. 

C'est ainsi que sin 69o 4?' — cos 3o0 53', 
eos 78o 26' ==. sin 21o -jS'. 

Les logarithmes de oes lignes sont done compris dans les tables. 

Comme on a cot a = •, il en résulte 
tang a 

log cot a = . 2 log /• — log tang a = 10 -f- 10 — log tang a; 

et réciproquement, log tang a — 10 -}~ 10 — log cot a. 

Cela posé , soit d'abord á trouver log lang 65° 48' j on a 

log tang 65° 48' == log cot 34° 5i' — io -f- 10 — log tang 6^ 5 / . 

Pareillemenl, log cot 23° 38' tss.io -f. 1 o — log tang s ! ^ - ^ 

Enfin, • log cot 57° 39' = log tang 4 i» 71'. 
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Ces logarithmes peuvent done s'obtenir íacilement d'aprés la table. Pour 

avoir la tangente d'un are plus grand que 5o0, cherchez le logarithme de la 
tangente du complément; prenez-en le complément arithmétique a 10, et ajou-
tez 10 unités au résultat. Méme opération pour la cotangente d'un are plus 
petit que 5o0, et le logarithme de la cotangente d'un are plus grand que 5o0 
se trouve immédiatement: c'est le logarithme de la tangente du complément. 

Quant aux sécantes et cosécantes, comme on a 

r» , r* 
sec a = et cosec a == — , 

eos a sm a 

il en resulte log sée a = 10 -f- 10 — log eos ó, 

log eoséc a = 10 -í- 10 — log sin a; 

c'est-á-dire qu'i/ faut ajouter 10 unités, soit au complément de log eos a, 
soit au complément de log sin a , pour avoir les logarithmes de la sécante 
et de la consécante. 

Au moyen de ces explications, on est en état de résoudre ces deux ques-
tions qui constituent l'usage des tables centésimales : 1 0 . — Un are étant 
donné en degrés et minutes, trouver le logarithme d'une quelconque de ses 
ligues trigonométriejues; 20 .—Réciproquement , étant donné le logarithme 
d'une ligne trigonométrique, trouver Vare correspondant en degrés et minutes. 

Quand on veut obtenir un plus grand degré d'approximation pour Tare 
cherché, 11 faut avoir recours á de nouvelles opérations dont les détails ne 
sauraient trouver place i c i , mais sont exposés par les auteurs de tables 
trigonométriques en tete de leurs ouvrages. 

Nous observerons toutefois que s i , pour plus de commodité dans Texpo-
sition des théories, nous avons consideré les tables centésimales, l'usage 
des tables sexagésimales est en'général plus répandu; c'est pourquoi nous 
supposerons dans les applications qui vont suivre , que les calculs s'exe-
cutent á l'aide de ces derniéres tables. 

§ I I . Résolution des Triangles.—Applications des 
Tables trigonométriques. 

On a vu, en Géoniétrie, que des s ix quantilés qui compo— 
sent un triangle, savoir : les trois augles et les trois cotes, 
trois quelconques étant données (pourvu que parmi ces trois 
donne'es i l y ait au moins un cote), Ton peut toujours obteuii" 
graphiquernent les trois autres. Actuellement, nous nous pro-
posons de íraiter la méme question par le calcul, en commen-
$ant pai- les triangles rectangles. 
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Des Triangles rectangles. 

La résolution de ees triangles repose sur quelques principes 
que nous allons d'abord démontrer. 

84. PREMIER ET SECOND PRINCIPE, — Dans tout triangle rec-
tangle , \0. le rayón des tables est au sinus de Vun des angles 
aigus, comme rhypoténuse est au colé opposé a cet angle; 
I o . le rayón des tables est au cosinus deVun des angles aigus, 
comme Vhypoténuse est au cóté de Vangle droit, adjacent á 
cet arígle. 

Fig. 52. En effet, soit un triangle BAC (Jig. 52) rectangle en A. (Sui-
vant les notations dont nous sommes deja convenus n0 5o^ 
nous appellerons A, B, C, les trois angles, et a, b tcf les cotes 
respectivement opposés á ees angles ; A sera l'angle droit et a 
i'hypote'nuse.) 

Cela posé, du point B comme centre et avec un rayón BD 
égal á celui des tables , décrivons un are de cercle ; et du 
point D, abaíssons le sinus DE de l'angle B ; BE en est le 
cosinus. 

On a e'videmment les proporíions 

BD : DE :: BG : CA, ou r : sin h : : a : b ; ( i ) 
BD : BE :: BC : BA, ou r : cosB : : a : c; (2) 

ce qui demontre les deux principes énoncés ei-dessus. 
Gomme on a B = 100o — C, i l en resulte sinB = eos C , et 

eos B = sin C ; et les deux proportions deviennent 

r : eos C a l b, 
r : sin C a I c, 

lesquelles s'énoncent de la méme maniere, par rapport á 
l'angle C. 

8S, N. B. — Lorsqu'on suppose r = i , les relations ( i ) 
et (2) fournissent les e'galités ^ = « sin B, c — a eos B, qu'on 
peut traduíre ainsi: un quelconque des cotes de l'angle droit 
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est égal ¿i l'hjpoténuse multipliée par le simis de l'angle 
opposé a ce colé , ou par le cosinus de Vangle adjacent. 

Nous aurons souvent occasion de rappeler les deux principes 
sous cet énonce, qui est le plus concis. 

86. TROISIÉME PBINCIPE, — Dans tout triangle rectangle, le 
rajón des tahles est a la tangente de l'un des angles aigus, 
comme le cóté de Vangle droit, adjacent a cet angle, est au 
colé opposé. 

En eífet, menons au point G {f ig . 52) la tangente GH de Fig. Sa. 
l'angle B ; on a la proportion 

BG : GH : : BA : AC, ou /• : tangB : : c : b , . . ( 3 ) 

c'est le principe énonce. 
On aurait pareillement r \ tang C b '. c. 

87. iV. B.—Soit r = i ; la relaíion (3) donne b = z c íang B, 

ou tangB = ~ , c'est-á-dire que Vun des cótés de Vangle droit 

est égal au second cóté multiplié par la tangente de Vangle 
opposé au premier cóté y ou bien encoré , ce qui est plus con
cis , la tangente de Vun des angles aigus est égale au cóté op
posé divisé par le cóté adjacent. 

88. Ces principes suffisent pour la résolution de tous les cas 
relatifs aux triangles reclangles. 

PREMIER CAS. — On donne l'hypoténuse a et l'angle aigu B; 
i l faut trouver l'angle C et les cótés b, c. 

On a d'abord C = 90o B ; 

ensuite, les relations (1) et (2) du numero 84 donnent, par 
l'ernploi des logarithmes, 

log b = log a - j - log sin B — K , 

lOg c = log a -f- log eos B — 1 0 ; 

SECOND CAS. — On donne un des cótés de l'angle droit b 
et l'un des angles B • on demande c, a , et C. 
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On a premiérement C = 90o — B ; 

puis les relations (í) et ( 3 ) des números 84 el SGdoniierit, 
par l'eraploi des logarithmes , 

log a — log h -f- 10 — log sin B, 

log c = log ¿ -f- 1 o log tang B. 

iV. B . — Les expressions 10 — log sin B , r o — 1 eos B, ne 
sont autre chose que les c o m p l é m e n s a r í t h m é d q u e s de log sin B 
et de log tang B , comple'mens que l'on peut obtenir d'aprés 
l'inspection seule des logarithmes. 

TROISIEME CAS. — On donne l'hypoténuse a et l'un des cotes 
de l'angle droit b ; on demande B, C, et c . 

On a d'abord, d'aprés la relation ( i ) , 

log sin B = log ¿ -f- I O — log a ; 

ensuite C = 90o •— B ; 

et enfin , d'aprés la relation ( 2 ) , 

log c = log á -f- log eos B — 10. 

N . B . — Si Fon voulait obtenir c directement, c'est-á-dire 
au moyen des donne'es elles-mémes a et í», i l faudrait avoir 
receurs á la relation 

ca = a4 — ¿a = (a -f- h) (a — ¿ ) , 

qui donne, par Teraploi des logarithmes, 

log c = ^ [log (a ¿) -4- log (a — b)]. 

On peut du inoins employer cette formule á la vérification 
des calculs. 

QÜATRIÉME CAS. — On donne les deux cotes b, c , de l'anglf 
droit ; on demande B , C, et a. 
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Le troisiéme principe (a0 86) donne d'abord 

log tang B = log ¿ - j - 10 — log tang a ; 

on a ensuite C ~ 90° — B ; 

enfin de la relation (i) on déduit 

log « s== log ¿» -f- 10 — log sin B ; 

d'ailleurs on a encoré log a = log c -f- 10 — log eos B. 

89, Premiere remarque. — Gomme les questions relatives 
aux triangles rectangles se re'duisent á celles-ci: deux des cinq 
quantités, B, C, a, í», r, etantdonnées, trouver les irois autres, 

5 x 4 
ct que 5 dioses combinées 2 á 2 ou 3 á 3, donnent —-— 
ou 10 combinaisons, i l s'ensuit que cette quesíion genérale 
pre'senle en apparence dix cas diííe'rens; mais en les analysant, 
on reconnaít qu'ils rentrent dans les quatre cas que nous ve~ 
nons d'exanriner. 

En effet, i l faut d'abord faire abstraction de celui oú Fon 
donne les deux angles B et C, puisque, dans ce cas, le triangle 
est indélerminé; c'est-á-dire qu'il y a une infinite' de triangles 
(tous semblables en tre eux) qui satisfont á la question. 

Quanl aux autres cas, ils sont cotnpris sous deux hypothéses 
principales : on donne un tóté et un angle, ou bien , deux 
cotes. 

DANS LA PREMIERE HYPOTHÉSE, le cote donné peut étre l 'hjpo-
ténuse, ce qui offre les deux combinaisons : « , B | a, C, qui 
rentrent éviderninent dans l'énoncé du premier cas. 

Si le cote donne' est un colé de Vangle droit, on a les quatre 
combinaisons : ¿, B j ¿, C | c, B 1 c, C, qui sont cotuprises dans 
l'e'noncé du second cas. 

DANS LA DEUXIÉME H-YPOTHÉSE, l'un des coles donnés peut étre 
1 hjpoténuse, ce qui donne les deux combinaisons la , b \ a, c; 
et celles-ci rentrent dans le troisiéme. 

Enfin, on peut donner les deux cotes de Vangle droit, ce 
8 
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qui n'offre qu'une seule combinaison correspondant au qua-
íriéme cas, savoir, h , c. 

90. Seconde r e m a r q u e . — En reíléchissant sui' ees mémes 
quesüons, on reconnait facilement qu'un triangle rectangle est 
íoujours possible avec les donne'es de chacun des cas examine's 
n0 88, á rexception du troisiéme. I I faut, dans ce cas, pour 
que le triangle soit possible ^ que le cote' de l'angle droit ait 
une v a l e u r n u m é r i q u e moindre que l'hypote'nuse. Si le con-
traire avait lieu, la construction géométrique ferait ressortir 
rimpossibiíite' du triangle; or, je dis qu'il en est de méme de 
la résolution par la Trigonome'trie. 

En effet, la formule qui donne, dans ce cas, la valeur de 
l'angle B , e'tant iog sin B = log B -f- 10 — log a ; si l'on a 
¿» > «, i l s'ensuit log b > log a • d'oú log b — log a > o ; 
et par conse'quent, log sin B >» 10 ; ce qui est inipossible, 
puisqu'un sinus doit toujours étre moindre que le rayón. 

Dans les trois autres cas, i l est aise' de voir que les formules 
donnent des valeurs toujours admissibles. 

En ge'ne'ral, les expressions 

s ' m a ^ > r , co sa ]> r , séc a r , cose'c a r , 

oulogsina^>io,logcos<a]>io, logse'ca<; 10, log cosec«<; 10 , 

sont, en Trigonométrie, des symboles d'absurdité , comme le 
sont en Algebre, les expressions telles que \ / — a . 

G'est une remarque que nous avons deja faite dans le n0 69 j 
oü nous avons observé que la tangente etla cotangente n'oíFrent 
pas de caractére semblable, parce que ees ligues p e u v e n t p a s s e r 

p a r tous les é ta t s de g r a n d e u r . 

U n seul exemple, se rapportant au 3e cas, snffira pour mettre les com-
men^ans au fait de l'usage des tables (sexagésimales} pour la résolutiorí 
des triangles rectangles. 

í t a n t donnés { j = ' ^ ' J j } ' TROUVER BJ C? C' 
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,„ loffsinB = log6 -I - io — log 

log6 = 1,6742179 538 : 10 :: 308 : x 
Comp. log a — 7,8875291 3o8o 1_538 

—, j 6 
d,oú log sin B = 9,5617470 

16A 

3o8 v 
B = 21022'46". 

jo. . . C = 90o — B = 68037'i4". 
3o-.. log c = log « + log eos B — 10; 

log a = 'a, 1124709 10 ; 82 t* 4 : x 

log eos B = 9,9690334 82 x 4 9 n 
03 '— — J2,0 
05 10 • 

log c = 2,0815076 
d'ou c = 120,64 

Vérification. 

log c = i [log («-+•&) + log (a — 6)J, 
2 : ' • 

« -f- 6 = 176,79, a — b — 82,33; 
log (a + 5) = 2,2474577 

log — h) = i,9i5558i 

4,i63oi58 

log c = 2,0815079; 

«Tou c == 120,64. 

JV. B . La légére différence qui existe entre les deux valeurs obtenues 
pour log c , tient á l'imperfection des tables. 

D e s tr iangles quelconques. 

La résolution des triangles quelconques repose égaleraent 
sur deux principes dont voici íes de'monstraiions. 

9i. PREMIER PRINCIPE. — D a n s tout t r i a n g l e , les s inus des 
angles sont entre e u x respectivement comme les cotes o p p o s é s 
a ees angles. 

Soit ABC { J ig . 53) un triangle acutangle ou obtusangle enC. Fig. 53. 
point B, abaissons la perpendiculaire BD sur le cote' op-

pose' AC, prolongé si cela est ne'cessaire. 
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fig- 53. En appliquant aux deux triangles rectangles ADB, BDC, le 
premier principe du n0 84, on a les deux proportions 

r : s inA: :c :BD, \ , , , . T)r. csinK as'mC 
. ^ T,_, > d'ou I on tire BD = , BD = — ; 

r : s i n G : : « : B D ; J r r 
ét par conséquent, sin A : sinC a', c. 

Lorsque l'angle C est obtus ,i c'est l'angle BCD qui entre dans 
la seconde proportion ; mais comme (n0 S2) deux angles sup-
ple'mentaires l'un de l'autre ont méme sinus, i l en resulte.. . 
sin BCD = sin BCA == sin G; et la troisiéme proportion h'en 
subsiste pas moins. 

£ n conside'rant les deux angles A, B, et abaissant du pointC 
une perpendiculaire sur AB, on trouverait encoré 

sin A I sin IB ' . l a l b. 

Cette proportion et la troisiéme peuvent étre réunies ainsi, 

sin A t sin B : sin C a *, b c ; (i) 

ce qui demontre le principe énoncé. 

92. SECOND PRINCIPE. —Dans íout iriangle , le carré d'un 
colé quelconque est égal á la somrne des carrés des deux 
nutres, moins le double produit de ees deux cotes et du cosinus 
de l'angle opposé au premier colé.—(Le rayón est ici supposé 
égal á Yunité.) 

Conside'rons la méme figure {Jig. 5 3 ) ; on a, d'aprés un 
théoréme connu, 

AB = BcT-f- AC2— aAC X CD; 
ou c2 — a2 - f ¿s ~ 2 ¿ x CD; 

mais le triangle rectangle BDC donne (n0 88) CD = «cosC; 
done, en substituant, 

c% re a2 -f" ^ 9 — X eos C . . . . . . (a) 
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Si l'angle C etait obtus, on aurait d'abord 

ABa= BC2-f AC2-1- 2AC x CD, 

ou c1 = A2 -f- ¿>2 -f- 2¿» x CD. 

Or, le triangle rectangle BDC donnerait G D = a X cosBCI); 
mais comme BCD = 180a—BCA = 180o — C , i l en resulte 
(a0 ^2 ) eos BGD == — cosC (deux angles supplénientaires Tun 
de l'autre ayant des cosinus e'gaux et de signes contraires); 
ainsi, 

CD = a x — cosC = — « X cosC; 

ét pai' conse'quent, c% — a1 -\- h"* — %ah eos C; 

d'oú l'on voit que le principe e'nonce' est vrai quelle que 
soit la nature de l'angle G. 

Si le rayón était diíférent de l'unité , i l faudrait le rétablir 
dans la formule; et Ton aurait, d'aprés la regle relative á 
rhomogéneité, / 

. . 'xab X eos G 
cl = Í a* -f- & — ; 

r. 

mais c'est principalement sous la preraiére forme que nousfe-
rons usage de cette relation. 

De méme que c est exprimé dans cette formule au moyen 
de a et ¿», on pourrait égalernent chercher h en fonction de a 
et c, ou rt en fonction de ¿> et c; ce qui donnerait les deux 
nouvelles relations 

= a 1 -f- c- — l a c X eos B , 
a2 = -f- ca — 2¿c X eos A. 

93. Avant de passer á l'examen des différens cas relatifs a la 
résolution des triangles quelconques, commenfons par en dé-
terminer le nombre. 

Or, comme laquestion genérale a pour but de déterminer mis 
quelconques des six choses A, B, C, a, hr c, connaissaat les 
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trois autres, et que 6 quantités combinées 3 á 3 donnent 
6 x 5 x 4 

— 5 — ou 20 combinaisons, i l s'ensuit que cette question 
offre en apparenee vingt cas dififérens; mais une analyse suc-
cincte les re'duit á quatre, comme nous allons le voir. 

Nous devons d'abord faire abstraction de celui oü Ton donne 
les angles A , B, C, et qui est índéterminé. 

Maintenant, on peut donner 
i0, — Un colé et deux angles, ce qui offre les neuf combi

naisons : 
b . A , 
b , A , C, 
b, B , C, 

I I est d'ailleurs indifíérent que les deux angles donnés 
soient A et B, A et C, ou B et C, puisque la relation 
A - f B 4- C = 180o, fait connaítre iramédiatement le troi-
sieme. I I suffit seulement que la somme des deux angles soit 
donne'e moindre que 180o ; 

2O. — Deux cóíés et Vangle opposé a l'un de ees cotes; ce 
qui pre'sente six combinaisons : 

( a, b, A, a, c, 4 , 0, c, b, 1 

\ a, b, B, a, c, C, b} c, C; J 

et les calculs effectués pour Tune d'elles doivent s'appliquer 
aux cinq autres; 

3o. — Deux cóíés et Vangle compris; ce qui donne les trois 
combinaisons : a, b, C \ a, c¡ \ b, c, k ; 

40.-—Enfin, les trois cotes; ce dcrnler cas n'offre qu'une 
seule combinaison. 

Ün a done en tout 19 combinaisons, qui se réduisent á 
quatre cas différens. 

94. PREMIER CAS. — On donne un cóté a et deux angles A 
et B , i l faut trouver C, b, et c, 

On a d'abord pour l'angle 0 , C = 180o — (A -f- B). 

b, c, B, 
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Ensuite, les proportions sin A t sin B a : 6 

et sin A : sin C a : c, 

donnent log b = log a - f log sin B — log sin A , 
et log c — log a -\- log sin C — log sin A ; 

ees formules font connaitre log b, log c, et par suite b, c, 

9S. SECOND CAS.—Étant dohnés deux cótés b, et Vangle k 
opposé a Vun deux, trouver B , et c. 

On obtient d'abord Pangle B par la proportion 

sin A sin B \\ a \ b, 

qui donne log sin B = log sin A log h — log a. 

Connaissant les deux angles A et B , on en déduit 

C ~ I8Q0 — (A -f- B), 

puis r pour determiner c, Ton a 

log c sst log a -4- log sin G — log sin A. 

Discussion. — Ce second cas oíí're diverses circonstance§ 
qu'il est important d'examiner. 

Comme l'angle B est ici déteiminé par son sinus, et que 
deux angles supplémentaires l 'un de l'autre ont méme sinus, 
i l s'ensuit que, log sin B e'tant calcule' d'aprés la formule c i -
dessus, on peut prendre pour valeur correspondante de l'angle 
cherché, soit Fangle aigu B qui se trouve dans la table, soit 
son supple'ment i8o0—B. 

Ces deux valeurs e'tant transportées dans les formules qui 
donnent C et c , fourniront e'galement deux valeurs pour cha-
cune de ces grandeurs. D'ou l'on voit que la question est, en 
general, susceptible de deux solutions. 

En eíFet, la construction ge'ométrique donne lieu aux deux 
triangles ABC, AB'C { f g . 54), dont l'un est acutangle en B, 
et l'autre obtusangle en B' . 5f* 
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L'indétermination cesse lorsqu'on sait d'avance de quelle 
espéce est l'augle inconnu B , c'est-á-dire s'il est aigu ou ohtns. 
Dans le premier cas, on prend. pour valeur correspondante á 
logs inB, l'angle aigu de la table • et, dans le second cas , on 
prend son supplément. 

I I n'y a d'ailleurs qu'une solution dans deux circonstances 
principales: 

i0. Lorsque l'angle A étant aigu, on donne a ^> ¿»; car 
alors, comme au plus grand cote' doit étre oppose' le plus 
grand angle, i l est clair qu'on doit avoir A ^> B : on ne peut 
done prendre pour B , que l'angle aigu de la table; 

2o. Lorsque l'angle A est obtus; car, dans ce cas, B ne 
peut étre qu'un angle aigu. 

Enfin, i l est deux autres circonstances particuliéres oü la 
question n'est susceptible que á'une solution , ou n'én admeí 
aucune. C'est lorsqu'on trouve pour log sin B, 

logsinB = i o ? ou log sin B ]>• xo. 

Pour savoir si cela peut arriver, et quand cela arrive, reve-
fig. 54- nons sur la construction ge'ome'trique (J íg . 5/¡.). 

11 peut se faire que Farc de cercle décrit du point G comme 
centre , qui reencontré généralement AX en deux points, ne 
fasse que toucher cette droite. 

Dans ce cas, les deux triangles ABC, AB'G se re'duisent au 
iew/triangle rectangle ADC. Táchons d'exprimer algébrique-
ment cette condition» On doit avoir e'videmment GE ou a=CD-

Mais le triangle rectangle ADG donne (n0 84) 

, C D - = b SÍ11 A 

La relation precedente devient done 

h sin A ¿ sin A 
a == ou — == r, 

r a 
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Ainsi, Fifí- 54-

log^ + logsinA — lQg«, ou logsinB = log r — 10. 

D'ou l'on voit qu'on parvientá logs inB=io , lorsqu'on sup-
1 1 , / i - 6 sin A pose entre les données a, ó , A, la relation a = — - — ; ou, 

géométriquement, lorsque le cote'a est e'gal á la perpendicu-
iaire abaissée du poinl C surAX. 

Enfin, on peut avoir 

^ b sin a b sin A . 
a < — Z — > ou — - — > r ' r a 

i l en resulte log ¿» + log s»1 A. — log« ou log sin B > 10. 

C'est le cas oú Farc de cercle n'atteint pas la droite AX 
(Jig. 54), puisque alors on a a <^ CD. 

96. TROISIÉME CAS. — Éíant donnés deux cote? a, b ; et 
l'angle compris C, trouver A , B , et c, 

On ne peut, pour ce cas, faire immédiatement usage du 
i " principe, parce que la relation ( i ) n'existant qu'entre les 
élémens opposés du triangle, on aurait toujours deux i n -
connues dans chacune des proportions qu'elle fournit. Ce-
pendant, ce principe , combiné avec la proposition du n0 76 , 
donne lieu á une formule qui fait connaítre en raéme temps les 
deux angles A et B. 

En elFet, la proportion sin A ! sin B a : í», 

donne sin A -f- sin B : sin A — sin B \ \ a-\~ b ', a— b ; 

wais, on a (n0 7^) 

sin A -f-sin B : sin A — sinB : : tang- (A -f- B): tang^(A — B); 

done a + h \ a ~ ~ b \\ tang - ( A + B ) : tang - (A — B). 
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Cela posé, comme l'angle C est donné, et qu'on a d'aiUems 

A + B = 180o — C, d'ou i (A - f B) = 90o — i C 

et par suite tang ^ (A 4- B) = cot ^ C, 

i l en resulte que les trois premiers termes de la derniére pro-
portion sont connus; ainsi le 4e terme pourra s'obtenir á l'aide 
de la formule logarithmique 

log tang ^ (A — B) = log (a — log cot ^ C — log (« - j - ¿0 ; 

ce qui fera connaitre ^ (A — B). 

Soient done ~ (A -f- B) = m , ^ (A — B) = n , m et n 

désignant deux nombres connus de degre's; on obtient 

paraddition, A = m -f* n , 

et par soustraction, B r = m — n . 

Connaissant les angles A, B , C, on trouve le 3e cote' par la 
formule 

log c = log a log sin C — log sin A, 

ou log c = log b - f log sin C — log sin B. 

9 Í . Discussion. —La construction d'un triangle dans lequel 
on donne deux cotes et l'angle corapris, est toujours possible; 
eteneffet, la formule principale d'oü de'pend, dans ce cas, 
la détermination des angles A et B , renferme une tangente 
comme inconnue; etl 'on sait qu'une tangente peut passer par 
tous les états de grandeur. 

Dans le cas particulier áe a = z b , la proportion qui sert á 

determincr tang ^ (A-— B) donne 
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tang ^ (A — B) = o, d'oú Í ( A —B) = n = 0 ; 

x 
ce qui donne A — B == m = 90o — - C ; 

et cela doit étre puisque le triangle est isocéle. 
Quant á la yaleur de c, comme on a 

¿zsinC c — _ _ — _ 

sin A « 

et que siti C = asía - C eos - C (a0 65), 

1 1 „ 

puis sin A = sin (90O •— - C) = eos - O, 

i l en resulte c = 2a sin - C. 

C'est ce qu'indique la figure correspondant á ce cas part i-
culier. Soit ACB (Jig.55) un triangle isocéle, dans íequel Fig. 55. 
BC = AC, ou a = b , í l en resulte A = B ; et si Ton abaisse la 
perpendiculaire CD, on a 

DCB = D C A : = ~ C , d'oú A = B = go0—-C. 
2 ^ 2 

P'aileurs le triangle rectangle ADC donne (n0 8 S ) 

BD, ou - c = BC.sin BCD = a.sin - C ; 
2 2 

done c = 2a sin - C. 
2 

98 . TfioisiÉME CAS bis, — Quoique la méthode qui vient 
d'étre exposée pour resondre le troisiéme cas, soit tres simple, , 
nous croyons devoir en faíre connaitre une seconde, qui c o n 

siste á déterminer d'abord le 3e cote' c en fonction des donne'es, 
f t a en déduire ensuite les angles, parce qu'elle donne lieu á 
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des transformations trigonométriques que les jeunes gens ne 
sauraient se rendre trop familiéres. 

La formule du n0 92 donne c = : { / á * -f- — lab eos C, 

et fait connaitre iraine'diatement c eu fonction des données 
a , b, C. A la veri te', cette valeur, daos son étal actuel, ne se 
prét^ pas á Temploi des logaritlnnes; mais on peut lui faire 
subir une transformalion ayant pour objet de la ramener á 
une autre qui ne contienne que des symboles de multiplica-
t ion, división, et extraction de racine, effectuées sur des 
nombres donnés á pr ior i , ou dont on peut obtenir les resul
táis par de simples additions et soustractions. 

De toutes les transformations susceptibles de conduire á ce 
but, la suivante est sans contredit la plus simple et la plus, 
elegante : 

Connne on a les relations 

eos'21G - f sina -i C = i , et (n0 62) eos G == eos2 ¿G - r sin2 f C ̂  

i l s'ensuit que l'égalite' c = ^ a* - j - b'¿ — zab eos 6 

peut se mettre sous la forme 

c = i t / -f- ¿2) (eos' i G -f- sina | C) — 2ab (eos2 i C — sin» ¿ C), 

expression qui revient aux suivantes : 

c . = / ( a •— by eos4 i C - } - (a -f b)* sin' f C 

/ « r . / i + ¿)asinai G, 

- (a - b) eos | C . / ^ H - ^ - tang^G 
V T { a ~ by 

Posons maintenant 

{a + b) tang \ G 
^ Z - ¿ — = tang 9 ; 
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i l en resulte 

/ , ( a - f - 6 ) a t a i i g ^ C , — — r -

(a — b)'1 eos <p . 

t>t !a valeur de c devient enfin 

(a — b) eos 
c = — . 

eos (p 

D'oü Ton voit que c s'obtiendrait aisémentpar logarithmes 
si Ton connaissait Tangía (p. Or l'expression de tang <p, établie 
plus haut, peut étre elle-méme calculée par logarithmes, 
et ddnne 

log tang ¡p = l o g (fl -f- ¿} -f- log tangi C -f- C. log (a — b). 

I/angle ¡p étant ainsi determiné, on a ensuite 

log c ~ log ( a — b) - f log eos ¿ C -f- G .log eos <p ; 

connaissant c , Y o n obtient les angl.es A, B, par les formules 

log sin A = log a - j - log sin C — log c, 
log sin B = log b -4- log sin C — log c ; 

et si les calculs de cetle methode ont éte' exaets, les trois 
angles A , B , C, doivent satisfaire á la relation 

A -f- B -f- C = 180o. 

Nous observerons, á cette occasion, que cette méme relation 
ne saurait servir á vérifier les calculs de la premiére ine'thode, 
parce que les angles A et B n'ont pas éte' détermine's indépen-
damment l'un de Tautre , inais au inoyen des relations 

¿ ( A - B ) = n, l (A + K) = m = 9°° — i c» 

dont la derniére n'est autre chose que la relation 

A 4. B + C = : 180o. 
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Áinsi, quand bien méme on anrait commis une erreur en de
terminan t n (opération qui constitue le calcul principal 
de la me'thode), les angles A, B , C, n'en ve'rifieraient pas 
moins cette relation. 

En eíFet, les deux expressions 

A = 900 — i C - f n , B = go0 I C — 

donnent par leur addition, 

A -f- B —" 180o — C, ou A B + C 180, 

que n soit exact ou inexact. 

N . B . — Quoique la premié re méthode soit plus simple que 
lá seconde , celle-ci a toutefois un avantage, c'est de pre'sen-
ter imme'diatement un moyen de vérification, 

Au reste, rien n'empéclie, dans la seconde me'thode, de 
s'arréter á la valeur de c , seulement pour vérifier les calculs 
de lá premiére. 

99. Voyoris cé cjiie deviennent les formules de la seconde méthode, dans 
le cas particulier de a = 6. 

^ , , . « , ( « 4 - 6 ) tang j C D'abord, la formule tang<}) = i ^ ^ - — 

, . tañí? f C devient tang ^ = ~ = oo; 

et puisque tang <)> est injini, l'angle <j> est droit, ce qui donne eos <|) = o; 
o 

et par consequent c = - . 
Pour interpréter ce résultat, i l faut remarquer qu'afin de rendre la valeur 

de c calculable par logarithmes, on a été conduit á multiplier et á diviser 
cette valeur par (a— b) eos f C 5 il n'est done pas surprenant qu'elle se re-

duise á 2 par la supposition a=sb. 

Sí Fon veut obtenir la vraie valeur de c , i l faut remonter á l'expression 

c = V/(a — ¿)3 eos» 4 C- f . (« -t-i)» s i n » i G , 

laquelle, dans l'hypothésede a = b , se réduit á 

c — V^^1 sin2 i C = 2a sin j C , 

comme on l'a trouvé n0 97 par la premiére méthode. 
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100, QXJATRIÉME ET DERNIER CAS.—Éíant dOTlTlés les WOIS COtés 
a h , c, déterminer les angles A , B , C. 

Les trois formules du second principe (n0 92) donnent 

cosA = • 7 , cosB = , cosL,= — r ; 
o.bc ' 2ac zaO 

mais comme ees expressions ne sont pas calculábles par loga-
rithmes, i l faut tácher de les rernplacer par d'autres qui saíis-
fassent á cette condition. 

Considérons en particulier la premiére, et ajoutons l'unité 
aux deux raembres; i l vient 

(b + o)* — a2 (¿ 4- c - f (¿ + c — á) 
i -fcos A = -

expression dont le second membre est deja calculable par 
logarithmes. 

D'un autre cote. Tona (n0 65) 

i . . /1 •+ eos A cos-A = y -2 
2 

done cos^ A = / i b + c + a n b + c - . a ) 

formule logarithmique qui fera connaitre l'angle A par le co-
sinus de sa moitie'. 

On peut encoré l u i faire subir une légére simplification en 
posant 

^ + 6 - f -c = 2 /? , d'oü ¿ - f e — 0 = 2/? — 2a, 

ce qui donne cos - A = « / V - j g 
2 V í f i c 

ou réduisant, cos - A = \ / P ~~ a \ 
2 \ be 
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[La supposition de «•+•& + G = : 2 p fait disparaitre le facteur 4 ; et par 
conséquent, dans les applications, on aura un logarithme de moins á cher-
cher]. 

En opérant de méme sur les valeurs de cosB, cosC, on 
trouverait 

c o s - B ^ ^ Z — — - , eos ~ \ / -b . 

En appliquant les logarithmes á la premiére, on obtient 

log eos - A - : - [ l o g / > -{-log(/>—•«) 4-G'l0g b 4 -C. logc] . 

IV. B . — Quoiqu'on ait pris deux complémens, cette derniére expression, 

telle qu'elle est, n'en donne pas moins la vraie valeur de log eos ^ A, c'est-á-

dire celia des tablas, qui correspond á / == iol0. 

Eneffet, pour rendre eos ^ A = \ / ^ ~ ^ ^ — ~ homogéne, on doit 

(n0 SO ) multiplier la quantité sous le radical par /,•'; ce qüi donne 

1 A 4 / P Í P ~ a ) ra c o s - A ^ y / - ! - ^ ; 

(Voú, en appliquant les logarithmes 

log eos - A = - [log ^ + log (p — a) - i - TO — log6 + I O — log c j , 

résultat identique avec le précédent. 

Comme les anglas A, B, C, sont determines independata-
inent les uns des autres , i l s!ensuit qu'on peut empíoyer la 
relation A + B -f- C =2: 180°, pour la vérification des calcuis. 

101. Discussion. — Repreaons la formule 

eos - A = l A ^ - ^ . 
V be 

et observons que Tangle ^ A étant calculé par le moyen de 

son cosinus, sa détermination dépend de deux conditions : i l 
faut f". — que la quantité sous le radical soii positive; 
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^ — que cette quantité soit moindre que l'unité (puisqu'ou 
a supposé r — 1 ) . Ainsi Toa doit avoir 

~ { P c 7 a ) > 0 ' e t < 1 -

La premiére coiidition se réduit á 

a-f-6-f-c — . 
p — a j > o, ou a , ou bien b -\- c ^> a . 

La seconde devient 

( f l ^ + C ) ( ^ ± ^ - a ) < ¿ > c , ou ( ^ c ^ + c - g ) ^ ^ 

ou (b -f- c)' — A' < ; 4̂ t'» ou (¿ •— c)2 <^ a1, 

condition qui se decompose en deux autres, savoir : 

b — c<^a, ou b ^ a -f- c, si Ton a ¿^>c , 

ou bien c — b <Ca, ou c<^ a - f - s i l'on a c^>b. 

Ainsi, pour que le triangle soit possible , i l faut que Ton 
ait 

a < ^ b - ^ - c , b < t a - { - c , c ^ a - ^ - b . 

Quand une de ees relations subsiste en sens contraire , on en 
. . - i , . . . est averti par cette cnconstance que eos - A est imaginaire 

ou plus grand que 1 . 
Quand Tune d'elles se change en une égalité, on a alors 

eos ^ A = o, d'oú ^ A = 90o, et A = 180o ; c'est-á-dire que 

ie triangle se réduit dans ce cas particulier á une ligne droite. 
Í 0 2 . Les angles A , B , G, peuvent encoré étre determines, 

soit par le sinus , soit par la tangente de leur moitié. 

D'abord, on a ( n0 63 ) sin - A = 1 / 1 COS A ; d 'oú, 

9 
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substituant a la place de eos A sa valeur 

. i . / á i—b* — c'^+ibc . / { a — b-\-c) {a-\-b—c) 
Sln2 A = = V Wc ^ V ' 

ou, posant comme^re'cédeminent 

a-j-b-j-c=2p f d 'oú a- \ -c—b—zp—a-\-b—c~2/?—ac, 

Cette formule est tout aussi simple que celle qui donne 

cos^A, et a Tavantage d'étre plus syméírique ; mais nous 

avoas préfe'ré faire connaítre d'abord celle-ci, parce qu'elle 
se préte plus facilement á la discussion. 

On obtiendrait pareillement 

s in 
2 2 V ac ' 2 V ab 

En second lieu, on a (n0 7 5 ) tana - A = t / - — í ^ i A ; 
2 v i-f-cos A 

d'oü, remplajant eos A par sa valeur, 

taiiP - A = 4 /a*--b*~7*T^bc ^ / { a - b + c ) { a + b ^ ) 
8 2 V ^+^4-260—aa V ( 6 - f c+a ) ( ¿ -{ -c—«) ' 

ou bien encoré tang - A r = l / ^ — ^ ^ 
& 2 V p {p~-a) 

On aurait pareillement 

1 _ / ( i ? — — c ) v ' / ( p — a ) p—b\ 
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Ces nouvelles formules sont beaucoup plus avantageuses 

dans les applications , que celles qui donneut sin - A et 
•y 

eos - A, parce que i'on n'a besoin de chercher dans les tables 

que les ^wam? logarithmes log/?, l o § { p — A) , log (/? — b), 
log Q»—c), tandis que pour le sinus ou le cosinus, i l faut en 
chercher s ix. 

103. Voici d'ailleurs un tablean de toutes les formules re-
latives á la re'solution des triangles, soit rectangles f soit obli-
quangíes. 

TABLEAÜ 

Des Formules relativas a la résolution des triangles, 

Avec l'indication des números d'oú on les a tirées. 

Triangles rectangles. 

Étant donnés . . Irouver 

icr CAS. í G=9o0—B, 
! «, B C, 6, c •< 1 . ^ = 1 . a + U s i n B - i o , 

^ Lcszrl .a-i-l .cosB—10. 

2e CAS. c C=900—B, 

6, B C, a , c < l , a = : l é-f-io—l.sin B, 
( l.c=:1.6-4-io—l.tang B . 

36 CAS' i l . s i n B ^ l . ^ o -
] a , b B, C, c | G ^ o ' - B , 

l ,c = l . a 4 - l - c o s B — I D , 
ou 1 c = | [ l . ( « + 6 ) + l . ( a - — 

^ CAS- r U a n g B : = l . ¿ + i o Z í 7 ¡ " , 

c B, C, a ^ G=9o0—B, 

l . a~ l . ¿ - | - i o—- l . s i n B. 

9 -
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71riangles quelconques. 

Étant donnes.. trouver 

icr CAS. í C = 180o—(A-f-B), 
(94).. a. A, B . .C , by c \ l . ¿ = l .«+l . smB-: -comp.] . smA; 

/ l . c = l . a - f l.sinC-f-comp.l.sin A 
2e CAS. í l .sin B = l,sin A-f- l '^+comp. 1.a, 

, ^ u K XK c . ) C= i8o0- (A-} -B) , 

(gS).. a, b, A . . B , C, c j l ^ ^ l . ^ l . s i n C + c o m p f l . s i n A . 

[Ce second cas admet, en general, deux solutions, ] 

3e CAS. / i (A-f-B) = 9o0—-iC = 7w, 
a, ¿, C . . . . A , B, c ( I . t a n g H A - B ^ l . ^ - ^ + l . c o í l C 

-4-comp.l. (a-f-¿), 
(96) 1re méthode / ¿ (A-f-B) — m | d'oü A = : m -f- n, 

\ { k — B ) = / i j B rr: m— n, 
l . c = l . a - } - l ' s i n C 

-f-comp.l.sin A. 

l.tang ( p ~ l.(fl!-f-¿)-f. l.tangiC 
-f-comP • 1 • — 

. l .c = l.(«—¿>)-f-l.cos|C 
-}-comp.l.cos (p, 

(98). . . . . . . . ae méthode ^ 1. sin A = 1. sin C + l . a 
-f-comp.l.c, 

l . s inB = l.sinC-f-1.6 
- j - comp.l. c, 

\ F é r i J i c a t i o n . A4-B-}-Cr=i8o0. 
4E CAS. / l . s i n f A = : Í C) 

a, b, c A , B , G I -fcomp.l.¿»-j-comp.l.c], 
/ x re '.7. , ) l.sm ±K = l-[\.(p—a)+l (p—c) ( 1 0 1 ) 1 méthode < ? L \ r / > 

- f comp.l.a-f-comP-l'cJ' 
l . s i n i C ^ H M i ? — a ) ! - ^ - ^ 

-j-conip.l.a-+-comp.l.¿l • 
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Élant donnes. . Uouver 

4e, CAS. [ 1 iCosLA=U1- jP+1 . «) 
-f-comp.l^ p - ^ + c o m p . l ^ p - c ) ] , 

l . c ó s l B ^ K l . p - f l . C ^ ) 
^oo . . . . . . . ^ " tccwae ^ -} .comp.l . (p-«)+conip. l . (p-c)] . 

l.cos^G = i c) 
4-comp.l. (j3-a)-fcomp.l . ( jy-^)] , 

1. tangí A ^ I C l . ^ - ^ - f l . C ^ - c ) 
4-comp. 1-f-c omp. 1.(/?-«) j ̂  

( . « ) . . . . ; . . 3 - m e / t ó ; i - t a n g i B = K l . ( / > - « ) H - l - ( p - c ) 
4-comp.l.p4-comP-l-(/''~^)j> 

l . t a n g i C = , f [ l . ( p 7 - a ) l . ' ( ^ - ¿ ) , 
-f- comp .1 .p-f - comp. 1. ( p - c)]. 

Vérijication pour les trois methodes. 
A- | -B+C=i8o0. 

104. J/application des formules reíatives au premier et a u 
second cas , n'ofí"rant aucune difficulte', nous nous bornerons 
a traiter sci un exemple de chacun des deux derniers. 

3e CAS. 

874,29 
259,86 

C = 570 i9'2o" 

Les formules á employer sont: 

l.tang i (A—.E) r= l . ( f l — ¿ ) 4 - l . a o t i G - | - c o i v i p . l . ( a - f ¿ ) , 

~ m = = : q 0 o _ _ í Q d ou „ ' ' 

1 .c :r= 1.a 1. sin C comp. 1. sin A. 

Opéralions préliminaires. 

Étant donnés i b ~ 259,36 ^ trouver A, B, c . 

«+6=633,65 
« - 6=114 , 9 3 ^Cz=.28039'/¡o" 

A~j^B 1 , , 
— - — = 0 0 ° C = b l ü 2 0 2 0 " , 

2 ^ 3 
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Calcul de A et de B. 

\ . { a — b) d= 

l.cot - G = 
3 

comp. 1. (a - f b) 

Á — B 
1. tang 

a, o6o4334 

10,2623287 

7,1981506 

== 9,5209127 

9127 
869! 

DiíFér. tabulaire, 

436 704 
704:436:: 10": a: 

436o 
704 = 6"-f.. 

^ , 8 ^ , 26 | — - - b l 20 20 | g __ 42o58.54W 

Calcul du cóté c. 

1.0=2,5732082 
1. sin Cr=:9, g251678 

comp. 1.sin A=o,0070610 

l.c=2,5o54370 

l . s i i ^ g ^ i ^ o " = 9,9929367 
6" = 23 

l.sin A 9»9929390 

done = 320,21. 

VÉRIFICATION. 

Les formules á employer sont: 

Calcul direcl du cóté c. 

1. tang?» =rl - f l . tang í-C-f-0.1.(a—¿) j L c = l . (a—b) + 1 . eos i C 
-f-Ó.l .cos^, 

= 2,8018494 
1. tang| G = 9,7376713 

comp.l.(fl—b) = 7,9395666 

l.tangip = 10,4790873 
<p 3 = 7i038'3o'' 

c 

—¿) = 2,o6o4334 
í . c o s | C = 9,9432332 
c.l.costp = 0,5017701 

l . c = 2,5054367 

320,21 comme ci-dessus. 
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Auire queslion. 

4e CAS. 

i 3 5 

Étant donnés 

kes formules á employer sont: 

a = 6 9 , 3 3 7 ) 

b == 67,486 > irouver A, B, C. 

c = 48,795 ' 

1 , t a n g | A s = s | l l . ( p — b ) + l . (^-c)4-conip.l .p-f comp.l. ( p - a ) ] , 

l.tang | B=== j ( /7-c)4-compJ./ í4,comP-l ' (j0-^)]» 
1.tang j C = i [ l . (p—-0)4-1. (/?-¿)4 'comP-i-i34-compJ. ( p - c ) ] . 

O p é r a t i o n s p r é l i m i n a i r e s . 

a 4 , ¿> c = 1175,818; d'oú ¡J = 

= 87,909 
a = 69,537 

>a == 18,372 

875909 
57,486 

30,428 

P 
c 

87 

875909 
48,795 

= 39,114 

C a l c u l de A. 

-6)= i,483202o 

— c ) = 1,5923322 

L(p—a): 

C a l c u l de B. 

i ,2,64i564 
i,6923322 

comp.l.p = 8,7368436 comp.l./? = 8,0559667 
comp.l.(p—a)— 8,0559667 comp.l . ( /?—¿)= 8,5167980 

19,8673445 
l . t a n g . i A = 9,9336722 

^ A = 4o038'3o" 
A = .8l0l7'o"; 

19,4292533 

l . t a n g | B = 9,7146266 

¿ 6 = 27''24'o"5 
B=: 54048'l"; 
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C a l c u l de C. VÉRIFIGATIOK. 

a ) = i,264i564 A = 8 i 0 i 7 W 
\.{.p~-b)=: 1,4832020 B = 54048'OÍ''' 

comp.l . /» =8,0559667 C 43054/5&'f 
c o m p . l . ^ - c ) ^ ^40^678 A + B 4 . c _ l8oo „ , 

19,2109929 
l . t ang l C— 9,6054964 

iC== 21057'29''4 
G = 43054'59" 

AÜTRES PROPOSITIONS sur la résoluiion des íriangles* 

IOS. Reprenons les trois formules du n0 92 , savoir: 

a» = ¿i» •+ C2 — 2¿C COS A, ) 
¿a = <i» -f. c» — saceos B, / (1) 
c" = + ¿2 — 2afe eos C, ^ 

et observons que, puisqu'elles renferment les six quantités a, b, c, A, B, C ̂  
il doit étre, en général, posstble de déterminer á Paide de ees equations, 
trois quelconques d'entre elles, connaissant les trois autres. La résolution 
de tous les cas relatifs aux triangles quelconques est done eomprise dans 
oes formules; et s i , pour les deux premiers eas , on a fait usage du premier 
principe, c'est paree que l'emploi des formules qui s'y rapportent est plus 
commode pour les calculs. 

Au reste, il est facile de reconnaitre que ce premier principe se trouve 
implicitement renfermé dans les formules (1). 

E n effet, on déduit de la premiére 

-f- c2 •— a2 
cos A = ihc 

d'oü sin A 1/1 — cos» A c» — (6> ~(- ca _ a2)' 
4¿2c2 

en, effectuant les calculs et réduisant, 

<in A = -í— V' jta'b* -4- •ja-'c» -u -¿b 'c* — «4 — — c*. 
lo c • . . 
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Soient divisés les deux membres de cette égalité par a; il vient 

sin A 

égalité dont le second membre est symétrique en a , 6, c; d'oú i l suit quTen 
désignant par í: ce second membre, on trouverait de rceme, en changeant 
A , en B , b, et réciproquement, puis en C , c, et réciproquement, 

sin B ^ sin C _ ^ 
b c ' • 

sin A sin B sin C . . . ^ . 
done = —;— =' , ou sin A : sin B ; sin C M « : o : c. 

a b c 

106. Pour faire ressortir davantage toute la généralité des formules ( i ) , 
nous allons nous proposer de déterminer les cótés a, b, c , connaissant les 
angles A , B , C. v. 

Nous devons reconnaitre que la question est indéterminée, mais que les 
cótés a , b , c, sont proportionnels aux sinus des angles opposés. 

Ajoutons d'abord ees formules deux á deux; i l vient 

a1 -f- ¿' = <ta - j - -f- ac1 — '¿be eos A — -iac eos B, 
•+ c1 = «a -f- c2 -f- a¿J — 2bc eos A — -iab eos C , 

¿2 _j_ cs — ¿a ^_ cj _f_ 2a2 — 3ú!C cos B — 2a6 eos C , 

équations qui peuvent remplacer les précédentes. 
Or, si l'on réduit et qu'on supprime respectivement les tacteurs ac, -ih, 

'xa, ees équations deviennent 

o ~ c — b cos A — a cos B, 
o — h — c cos A — a cos C, 
o — a — c cos B — b cos C , 

résultats dans lesquels les inconnues a, 6, c , ne sont plus qu'au premier 
degré. 

[On peut trouver facilement ees résultats par la Géométrie. On a évidemment 

AC ou b = AD •+-. DC {fig. 53); Fig. 53. 

mais les deux tríangles rectangles ADB, BDC , donnent (n0 8o ) : 

AD = AB cos A = c cos A, DC = BC cos C - « cos C ; 

done b c cos A-f- « cos C , ou h — t cos A — a cos C = o ; 

c est le second des deux résultats ci-dessus. 1 
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Afin de mettre les inconnues en évidence, et de comparer plus aisement 
ees resultats aux équations du ier degré á trois inconnues, nous remplace-
rons a , b , c, par x ,X, z. 

On aura, en ordonnant, 

eos B.x -f- eos A . ^ — i . JS = o, 1 
eos C .x — i . ^ -f- eos L . z = o , k , . (2) 

I ,X — eos C . ^ — COS B.2 = O, •' 

équations qui, comparées aux formules 

a x -\- hy + cz =• d ', 
afx -f- b'y -f- c'z = d', 
a"x + h"y + c"z — d", 

donnent d — o d' — o ¿" = o ; 

piüs a — eos B , h — eos A , c — — 1 ; 
a' = eos C , 6' = — 1, c' = eos A; 
a" = 1, h" — — eos C , c" = — eos B, 

Or , on a v u ( A ^ . chap. I I , n0 78, ^ édition) que, lorsqu'on suppose 
nuiles á la fois les quantités d, ¿V, d', les expressíons de x, ? , zr, sont nuiles 

on de la forme ^, suivant que le denominateur 

ah'c" — ac'h" -fp ea'b" — ba'c'1 -{- bc'a" — cb'a" ̂  

est différent de o ou égal á o. 
Cela posé, je dis que, dans la circonstance oú nous nous trouvons, ce 

denominateur est nal. 
En effet, si Fon y substitue á la place de a, b , c , a', i ' . . . . les valeurs. 

ci-dessus, on trouve qu'il se réduit á 

eos» B -f. 2 eos A eos B eos C 4- eos2 A -f- eos' C — 1; 

mais la relation A - j - B -f- C = 180o, donne B + C ~ 180o — A , 

d'oii c o s ( B - | - C ) = — eos A , 

ou , développant eos (B + C ) par la formule connue, 

eos B eos C -f- sin B sin C r — — eos A , 

ou bien encoré, eos B eos G -f- eos A == sin B sin C. 

Élevant les deux raembres au parré, et rcmpla^ant sin» B , sin5 C, par 
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leurs Taleurs 1 — eos» B , 1 — eos» C , on obtient 

eos» B eos» C - f acos B eos C eos A-f- eos» A = (1—eos» B) ( 1 — eos3 G); 

0u, effectuant les calculs et réduisant, 

eos4 A -f- eos» B + eos' C -f- acos A eos B eos C — 1 = o. 

On voit done que le dénominateur ci-dessus est nul, et que par eonse-

quent, x , y , z , o x i a , h , c , sont de la forme - . Ains i , la question est 
o 

indéterminée. Mais on peut, conformement á ce qui a été dit en Algebre 
(n0 7 8 ) , détermíner les rapports de ees inconnues en fonetion des don-
nees A , B , C. 

Les equations (2) peuvent se mettre sous la forme 

x y 
eos B . - -4- eos A . — = 1 , 

z z 

eos C . - — 1 . - = — eos A , 

Multiplíons la seconde de ees equations par eos A , et ajoutons la pre-
miére á la seconde ainsi multipliée; i l vient 

(eos B + eos A eos C ) j = 1 — eos» A ; 

„ , x 1 — eos» A 
d OU ~ = rr—; T ^ , 

z eos B -f- eos A eos C 

mais on a 1 — eos» A =: sin» A , et eos (A -f- C) == — eos B ; 

d'oú eos A eos C — sin A sin C = — eos B , 

o vi eos B -f- eos A eos C = sin A sin C ; 
x sin» A sin A 

done enfin, 

c'est-á'-dire 

sin A sin C sin C 

_ sin A 
sin C 

On trouverait également ¿ 
sin C " 

Nous retombons ainsi sur le principie du n0 91. 
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Aire d'un Triangle en Jonction des données rela-
tives a chacun des quatre cas de la résolution des 
Triangles. 

107. — Io. Nous avons déjá obtenu (n0 5 5 ) la formule 

$ — \,Sp{p — a) { p — h) { p — c ) 

et cette expression donne l'aire d'un triangle quand on connait les trois 
cótés. 

l í f . 53. 20'—Considérons maintenant un triangle quelconque ABC {fig. 53); 
et du ppint B abaissons la perpendiculgiire BD. 

On a S = - A C x BD = - 6 X B D : 

2 2 

mais le. triangle rectangle ABD donne ( n0 84) 

BD 3 = BA.sjnA = c sin A ; 

done S = — ¿.c .s in A; 
2 

ce qui prouve que Vaire d'un triangle est égale a la moilié du produit de deux 
des coles par le sinus de l'angle compris. 

[Nous aurons souvent occasion de taire usage de cette expression de S. ] 

108. iV. B . — S i l'on égale entre elles Ies deux valeurs précédentes de, Su 
on en déduit 

- Je.sin A — \ / p ip — a) { p — b) {p — c) j 

d'oú sin A — — \ / p { p ~ a ) {p - b) {p - c ) , 

et cette formule donne le moyen de calculer chacun des angles d'un 
triangle par son sinus, quand on connait les trois cótés ; mais elle n'est 

pas á beaucoup prés aussi simple que celles qui déterminent sin A , 

eos - A , tang ^ A , puisqu'elle entraine la recherche de sept logarithmes, 

au lieu de quatre pour chacun des trois angles. 
Au reste, on parvient encoré a cette formule, soit en partanl de la, 

I T I I 
relalton sin aA = asín - A eos - A , et substiluant pour sin - A, eos - A , 
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s valenrs obtenues n™ 100 et 102, soit au moyen de la reíation 
- - , J _ C2 at 

s.n A _ _ j / Í I I c o s ¡ A , et y remplaqant eos A par sa valeur ^ 

[Nous engageons les eleves á faire ce dernier calcul.] 

109-•• 3o-— Supposons actuellement que Ton donne rfeux cotes a, h, 
et l'angle A opposé a Vun d'eux. 

On a d'abord (n0 1 0 7 ) . . . - S = i . sin A ; 

niais la relatian a1 — i2 -\~ c* — 2&c eos A obtenue n0 92 , peut se 
mettre sous la forme 

c5 — 26 eos A .c = a2 — h', 

équation qui, resolue par rapport á c , donne 

¿ = b eos A \ /b* eos2 A a2 — b* = b eos A — — ^ sin' A . 

Portant cette valeur dans l'expression de S , on obtient 

S = - h sin A ( & eos A dr X/a* — b* sin1 A) • 

Mais cette formule n'est pas, comme les autres, immédiatement calculable 
par logarithmes; et nous ne nous arréterons pas á la rendre telle. Toute-
fois, nous remarquerons que Fon a, dans ce cas, deux valeurs pour S , 
parce qu'en effet on a VÜ ( n0 9S ) qu'il existe en général deux triangles qui 
ont pour données a , b, A (Jíg. 54 )• p. r / 

Pour que ees valeurs soient réelles, i l faut que l'on ait J 1 

a^> b sin A , ou plutót, <i >?w^" — 5 

c'est-a-dire C B , ou CB', > la perpendiculaire CD. 

110. . . —Supposons enfln que l'on donne un coté c et les deux angles 
adjacens A, B [jig. 55). 

Fig. 55. 
On a d'abord S = - c . C D : 

et il s'agit de calculer la hauteur GD en fonction de c et des angles A , B. 
Or le triangle rectangle CAD donne 

CD = 6 sin A ; 

d'un autre cóté, de la proportion sin B : sin C !.' J ; c, Fon déduit 

¿ c sin B _ c sin B 
sin C sin ( A B ; 
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[á cause de C ==. 180° — ( A + B ) , d'oú sin C = sin (A + B) ] ; 

c sin A . sin B 
done CD sin ( A - j - B ) ' ^ 

1 i sin A. sin B 
et par conséquent S = - ^ - ^ ^ ^ ^ 

expression calculable par logarithmes. 

„ T̂ • • , - c sin A.sin B iV. U- — Nous remarquerons ici que le resultat CD = — — — — , 
sin (A ~f- B ) 

qu'on vient d'obtenir, donne le moyen de résoudre la question (n0 48) 
qui a serví d'introduction á la trigonométrie, et qui ayait pour objet de 
calculer la hauteur d'un triangle, connaissant la base A B , et les deux angles 
adjacens. 

A p p l i c a t i o n s de la T r i g o n o m é t r i e au levé des plans. 

111. PREMIER EXEMPLE.—On demande la hauteur d'une íoitr A B , dupiedde 
laquelle on peut approcher. 

On commence par mesurer sur leterrain, supposé de niveau ou perpen-
Fig. 56. diculaire á AB (fg. 56), une base AD qui ne soit ni trop grande ni trop 

petite par rapport á la hauteur cherchée; puís au point D } á l'aide d'un 
instrument (un graphométre, par exemple J , on mesure Fangle E C B que 
forme avec l'horizontale E C le rayón visuel dirige du point C au sommet 
de la tour. 

On connait ainsi dans le triangle rectangle B E C , l'un des cóiés de l'angle 
droit E C , et l'un des angles aigus E C B ; ainsi (n0 88) l'on peut déterminer 
B E d'aprés la formule 

log B E — log E C -f- log tang E C B — IO. 

Connaissant B E , il faut, pour avoir la véritable hauteur de l'édifice, 
ajouter á B E la hauteur CD de l'instrument. 

SECOND EXEMPLE.—Déterminer la distance AB d'un point A oü l'on est place', 
a un objet B- visible, mais inaccessible, parce que Ies deux points sont se-
parés par une riviére. 

Fig. S^. On mesure d'abord sur le terrain une base A C {Jig. 67), telle qu'en di-
rigeant de ses deux extrémités des rayons visuels AB et C B , les angles 
B A C , ACB , ne diflerent pas trop de 45°. Aprés avoir mesuré ees angles, 
on résout le triangle ABC dans lequel on connait un cote et deux angles ; 
et l'on a 

log AB = log AC -f- log sin ACB — log sin ABC. 



SUR LA RESOLÜTION DES TRfANCLES. 

Bemarque- — S i , dans le premier exemple, on supposait que le pied de 
Tédifice füt visible, mais inaccessible, on déterminerait AD ou E C {fig. 56), F¡g, 56. 
comme dans le second exemple; et la question serait ramenée au cas oú 
le pied est accessihle. 

TROISIÉME EXEMPLE.—On demande la distance CD de deux ohjets visibles, 
mais inaccessibles, comme étant séparés par une riviére, du lieu oú Pon est 
placé. 

Aprés avoir mesuré une base AB {fig. 58) qui ne soit ni trop grande ni pjg 5g> 
trop petite par rapport á CD, on dirige, á l'aide d'un instrument, des 
rayons visuels A C , A D , et B C , B D ; puis on mesure les angles CAB, 
DAB, et DBA , CBA. 

On calculera alors, comme dans Fexemple précédent, le cóté AC du 
triangle ABC et le cóté AD du triangle A B D , puisque l'on connait, dans 
chacun de ees triangles, un cóté AB et les angles adjacens. 

On a d'ailleurs CAD = C A B — D A B ; ainsi, dans le triangle CAD , l'on 
connaitra les deux cótés C A , A D , et Pangle compris C A D j dés lors on 
pourra calculer le 3e cóté C D , d'aprés l'une des deux méthodes relatives au 
3e cas d'un triangle quelconque. 

Nous ne nous arréterons pas á des applications particuliéres de ees ques-
tions, parce que les exemples que nous avons donnés précédemment suf-
fisent pour mettre au fait de ees sortes de calculs; mais nous íerminerons 
par une question asse^ importante, qui nous fournira une nouvelle occasion 
d'appliquer quelques-unes des formules trigonométriques. 

112. QüATRiÉMB E X E M P L E . — Troís points A , B , C {fig. 5c)), étant donnés Yi^. 69. 
sur la carie d'un jyays, on propose de déterminer la position d'un pointM., 
d'oü l'on aurait mesuré les angles AM.C, CMB. (Les quaíre points sont sup-
posés sur un méme plan.) 

On peut d'abord donner de ce probléme une solution purement géomé-
trique. 

Décrivez sur A C un segment de cercle capable de l'angle donné A M C , et 
sur CB un second segment capable de l'angle donné CMB. 

Comme i l n'y a que les points du premier pour lesquels les rayons 
visuels menés aux deux points A et C puissent former entre eux le premier 
angle donné, et que la méme chose a lieu pour le second segment, il s'en-
suit que le point cherché se trouvera á l'intersection de ees deux segmens. 

Mais on demande la solution par le calcul. 
Appelons « , h ) c , les trois cótés du triangle A B C , et posons 

AMC 5 = CMB = ¡á. 

i0. Puisque les trois points A , B , C , sont donnés de position, on con
nait les grandeurs de a , h, c; dés lors on peut obtenir par Pune des íbr- * 
mules relatives au 4e cas de la résolution des triangles, la valeur de Pangle 
ACB que nous désignerons par C . 

2° . On connait, par hypothése, les angles AMC = a., CMB = /8, et 
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par conséquent, leur somme AMB, ou Mais, dans le quadrilatéie 
AMBC , la somme des angles est égale á 400o j 

done MAC 4- MBC = 36o0 — { C -h * +• / i ) , 

„ , MAC rf- MBC 0 „ C + a + /¡ d'ou — == 100o —• — : 
2 3 7 

ainsi, la demi-somme des angles M A C , MBC est connue. 
3o. Pour avoir leur différence, désignons MAC par x et MBC par y; les 

deux triangles A M C , CMB, donnent (11° 9 i ) , 

1 d'oú M C ^ Í 1 ^ M C ^ ^ ; 
S sm«. sin & 

sin J: a sin M a / . , , fesinC\ 
done — = , — : — ~ -rr 1 en posant et calculant ¥ = —: 1 

s m y b a\n l \ r sm et. J 

De cette équation qui renferme deux inconnues, í'on déduit 

sin x + sin y a -+• ¿' 
sin x — sin T a — b'' 

tang - (x •4*r j 
sin x •+• smy 

M-áis on a (n" 96) 

Done 

sin x — s m j 1 , 
tang- (a: — r ) 

t a n g - ( x - h j ) 

t a n g í O — . y ) 

Cetté formule fera connaitre tang - ( x dés qu'on aura obtenu la va-

leur de b' par la relation b' == ^ S}n ^ , qui donne 
sino. ' 

log b' — !og b -\~ log sin /3 — log sin «. 

Soient maintenont - {x + y) = 180o — ——-——— = m 

- ( x — f ) = w-

il en resulte x = m - ^ - n e t y = : m 
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^o. Connaissant les deux angles M A C , MBC , on pourra calculer les lignes 

A M , CM, BM, puisque dans chacun des triangles AMC j GMB^ l'on con-
hait un cóté et deux angles. 

115. SCOLIE GÉNÉRAL. — Nous avons deja observé (n0 34) que, 
dans la résolution des problémes de Ge'ome'trie par le secours 
de l'Algébre, on devait, en ge'ne'ral, pre'fe'rer le calculnume-
rique des re'sultats aux constructions géométriques, dont le 
plus ou le moins d'exactitude dépend du dcgré de perfectioa 
des instrümens et de l'adresse de celui qui opere, tandis que 
l'exactitude du calcul n'a d'autres bornes que celles qu'on 
veut lui assigner. Cependant les tables trigonome'triques em-
ployées d'aprés les seuls principes qui ont éte' précédemmeot 
ex poses, ne donnent pas toujours le degré d'exactitude qu'ou 
des i re obtenir; mais i l existe des moyens d'augmenter cette 
precisión, qui se trouvent développés dans toutes les tables 
dont on se sert ordinairement. 
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APPENDIGE ÁU CH1PITRE 1L 
Trigonométrie sphérique. 

Introduction.—Nous avons cru devoir placer ici un précisde la trigo-
nométrie sphérique, non á cause de son utilité immédiate, puisque nous 
n'aurons á faire usage des formules qui s'y rapportent, que dans la troisiénae 
section de cet ouvrage, mais parce que les éléves étant exercés á la recherche 
des formules de la trigonométrie rectiligne, entendront plus aisément ía 
détermination de nouvelles formules qui ont beaucoup d'analogie avec 
celles-Iá. 

Les seules propositions sur les triangles sphériques, que nous admettrons 
comme deja démontrées, sont les suivantes: 

Bans tout triangle sphérique formé par trois ares de grand cercle^ 
IO. — Un cote quelconque est moindre que la somme des deux autres; 
'Xo. — L e plus grand cote est opposé au plus grand angle, et réciproquement; 
3o. — L a somme des trois cotes est moindre que la circonférence entiére 

(cu 36o0); 
4o. — La. somme des trois angles est plus grande que DEÜX anglcs droits et 

moindre que six {*). 
Ces propositions suffisent pour Pobjet que nous nous proposons , et qui 

consiste uniquement dans la re'solution des triangles, c'est-a-dire dans la 
détermination par le calcul, de trois des six élémens qui constituent un 
triangle (les cótés et les angles), quand on connait les trois autres. La 
marche que nous suivrons d'ailleurs dans l'exposition des principes relatifs 
á cette résolution , sera la méme que pour les triangles rectilignes, c'est-á-
dire que nous traiterons successivement des triangles sphériques rectangles, 
puis des triangles sphériques ohliquangles. 

• -m • , s 
DES TRIANGLES SPHÉRIQUES RECTANGLES. 

i l fá .Observation préliminaire.—Quoique, dans un triangle sphérique, íl 
puisse arriver que les trois angles A , B , C , soient droits a la fois (ce qui 
aurait lieu si les plans qui déterminent les trois ares de grand cercle étaient 
perpendiculaires entre eux), il est inutile deconsidérer le cas oú le triangle 
renferme deux ou trois angles droits. 

Fig. 6o. Car, supposons, par exemple, que les deux angles A et B {Jig. 6o) soient 
droits j les deux plans A O C , A O B , sont perpendiculaires entre eux; et ü 
en est de méme des deux plans C O B , AOB. Done les angles rectilignes 

(*) Voir pour les démonstrations de ces propositions, les traites de géo-
raétrie connus. 
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COA Ct)B , sont droits ; c'est-á-dire que les cótés a , b, sont chacun de 90° 
ainsi 'qi'6 les anSles A 3 B) d'ailleurs l'angle sphérique C se mesure par 
Tañóle rectiligne AOÍ3 ou par le cóté c. 

Si les trois aílgles A , B , C , sont droits, les rayons O A , O B , O C , 
sont perpendiculaires entre eux; et les cótés a , b, c , sont chacun de 90o. 

Ainsi, dans l'un et Fautre cas, il n'y a aucune question á résoudre. 

i l 6 . Soit done BAC (fg. 61) un triangle sphérique rectangle en A. Les fig. fíj. 
deux autres angles B , C , sont á la fois plus petits ou plus grands que 90o, 
ou bien, Tun plus petit, l'autre plus grand que 90o; et on les appelle, pour 
cette raison, angles ohlicjues. 

Pour ctre en mesure de résoudre un triangle sphérique rectangle, il suííit 
¿videmment d'avoir une relation entre trois quéleonques des cinq quantités 
«, ¿, c, B, C , ce qui présente dix combinaisons dont six principales, savoir : 

Une relation entre a, b, c . [ cette relation est unique], 
a, b, B, ou a, c , C , 
a, c, B, ou a, b, C , 
&, c, B, ou b, c, C , 
a, B , C : . . . . . . [cette relation est unique], 
¿ , B , C , oü c, B , C . 

Déterminons successivement ees relations. 
Construction.—Prenons sur OG (j%-6r) une distance OD egale au rayón f í g . d . 

des tables (qut; nous supposerons , pour simplifier, égal á 1 ) . Menons D E 
perpendiculaire sur O A , puis E F perpendiculaire sur O B , et tirons D F qui 
est nécessairement perpendiculaire sur OB. 

II resulte de cette construction: 

D E == sin A C — sin h, 1 D F = sin CB = sin a, 
O E == eos A C = eos £ , | O F = eos CB = eos a ; 

angl. D F E = B | E F = O E . sin F O E = eos b. sin e, 
«u bien E F == OF.tang F O E = eos a.tang c. 

Cela posé , on a évidemment d'aprés la figure, 
i0. — Pour a , h, c , 

E F = OE.cos BOA; d'oú eos a — eos 6.eos c (i) 
2o. _ pour bf Bj ou aj ej C) 

D E =1 DF.s in D F E ; d'oú sin 6 = sin « , s i n B . . . . (2) 

et par suite sin c — sin a. sin C . . . . (3) 

3°. — Pour a, c, B, ou a, b, C , 

E F = DF.cos D F E , 

0u eos a.tang c =z sin «.eos B ; d'oíi tang c = tang a.eos B . . . . (4) 

etparsijit* Ungfi = tanga.co9C.. . . (5) 
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4o. — Pour b, c, B, ou b, c, C , 

D E = EF.tang D F E , 

ou sin b — eos ¿.sin c.tang B ; d'oü tang b == sin c.tang B (fi; 

et par suite tang c = sin J.tang C . . . . (7) 

5o — Pour b, B, C , ou c, B, G7 

divisons la relation (2; par la relation (5); 

sin b sin a sin B 
11 vient tang6 tanga' cosC ' 

sin B , sin B ,, , _ . T, 
ou cósfe=co'sa. — cosb.cos c ^ : d'ou eos L = eos c.sm B . . . (8) 

eos C eos L K ' 

et par suite eos B = eosi.sin C , . . (9) 

fio, _ p o ü r a, B, C , 

multiplions la relation (8) par la relation (9); 

il vient eos B.cosC <=cos 6.eos c.sin B.sin C , 

ou cotB.cotG = eos a; d'oú cosa = eo tB .co tC. . . (to). 

]V. B .—II est a remarquer que les relations (2), (3;, et ( 4 ) , sont analogues 
aux trois principes établis nos 8S et 8 7 , ét qu'elles ont été déduites de 
ees principes eux-mémes. 

Discussion. 

i 17. Les relations precedentes donnent lieu á deux remarques fort im
portantes pour la résolution des triangles sphériques rectangles. 

PREMIÉREMENT. — Commé un sinus est essentieílement pósitif pour tous 
les angles compris entre o0 et 180o, i l résulte de la relation (6) 
tang 6 = sin c.tangB, que tang b est de méme signe que tangB; ce qui 
prouve que h est de méme espéce que B. Done, dans tout triangle sphérique 
rectangle, les cotes de l'angle droit sont de méme espece que les angles qui leur 
sont opposés; et réciproquement. 

SECONDEMENT. — La relation (1) ou eos íi=:eos J.cos c , nous apprend 
que eos a est positif ou négatif suivant que eos b et eos c sont de méme 
signe ou de signes contraires; e'est-á-dire que a e s t^ou^go0 selon que 
6 et c sont de méme espéee ou d'espéce différente. E n d'autres termes , dans 
tout triangle sphérique rectangle, l'hjpoténuse est moindre que 90o toutes les 

fots que les deux cotes de l'angle droit sont en méme temps plus grands ou plus 
petiís que C¡0o, et plus grande que 90o quand les deux cotes de l'angle droit. 
sont, Vunplus petit, Vautre plus grand que 90o. 
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La relation (IO) ou eos « = cot B.cot C, donne lieu á une conséquence 
analogue par rapport á rhypotéijuse et aux deux angles obliques ; ce qui est 
d'ailleurs conforme a la premiére remai'que. 

H 8 . Cela posé, la résolution des triangles rectangles offre six cas dis^ 
tinets qu'on peut résnmer ainsi qu'il suit: 

,0. — Étant donrae'i l'hypoténuse a et un cóté de l'angle droit 6 ou c , 
vouver l̂ s deux angles obliques B , C , et le second cóté c ou 6; 

Étant donnés les deux cótés de l'angle droit £ , c , trouver l'hypo-
ténuse a et les deux angles obliques B , C ; 

30. — Étant donnés Fhypoténuse a et un angle oblique B ou C , trouver 
les deux cótés h, c , et le second angle C ou B; 

40. — Étant donnés un cóté b ou c et l'angle opposé B ou C , trouver le 
second cótéc ou i , l'hypoténuse a, et le second angle C ou B. 

50. __ Étant donnés un cóté de l'angle droit 6 ou c et l'angle adjacent C 
ouB , trouver le cóté cou b, l'hypoténuse a, et le second angle B ou G. 

60i — Étant donnés les deux angles obliques B , C , trouver l'hypoténuse a 
et les deux cótés b, c. 

Chacune des quantités inconnues, dans cesdifférens cas, peut^se calculer 
aisément par logarithmes á l'aide de l'une des relations précédemment éta-
blies. Mais, pour les applications, i l est nécessaíre d'ajouter quelques con-
sidérations : 

119. Tant qu'une des quantités inconnues sera déterminée .par un cosi-
nus,une tangente, ou une cotangente, U n'y aura pas d'incertitude sur 
l'espéce de cette quantité, puisqu'on sait qu'un angle est < ou > 90° sui-
vant que chacune de ees lignes trigonométriques est positiva ou négative. 

D'aprés cela, le 2 E , le 5e, et le 6e cas, ne donnent lieu á aucune ambi-
guité, c'est-á-dire que la question n'est susceptible queíTime seule solution; 
car chacune des quantités inconnues s'obtient, soit par un cosinus, soit 
par une tangente, soit par une cotangente. 

Dans le premier cas, celui ou, connaissant a, h, on demande c, B, C , 
comme B s'obtient par la relation 

. sin 6 
sin B = -——, 

sin a 

il semble qu'on puisse prendre pour la valeur de B , soit l'angle aigu de la 
table, soit son supplément. Mais si l'on se rappelle (n0 117) que B doít étr^ 
de méme espéce que b, i l faydra nécessairement prendre pour B, l'angle 
aigu ou son suppléínent, suivant que b sera < ou > que 90°. Les deux 
autres quantités inconnues étant d'ailleurs déterminées par les formules 
r n * / . — C O s a o taugft 

T^Tíi cost. = ;—— ne presentent aucune ambiguité. eos o tangir u 
Méme raisonnement pour le 3e cas oü connaissant a, B , on demande 

6, c, C . 
Q«ant au 4» cas, celui oú , connaissant le c6té h et l'angle opposé B, i l 



l5o TBIGONOMETHIE SPHÉRIQüE. 

s'agit d'obtenir a, c, C , ees trois quantités étant données par les relations 

sin c 
tang h . eos B 

sin 13 tang JtJ eos b 

on peut prendre pour chacune des quantités inconnues, soit l'angle aigu 
de la table, soit son supplément. Ainsi la question cifre deux solutions dis-
tinctes. E n d'autres termes, il existe ¿e«x triangles qui satisfont aux don-

Fig. 62. nées de la question. E t en effet, soit un triangle sphérique BAC {fig. 63) 
rectangle en A ; si Pon prolonge B C , BA, jusqu'á leur rencontre en B', on 
obtient deux triangles BAC, B'AC, ayant le cóté commun AC ou h, et 
l'angle B égal á l'angle B'; ees triangles sont d'ailleurs tels que l'on a : 

B'C = 180o — B C , B'A = 180o — BA; B'CA — iSo» — BCA. 

E n récapitulant ce qui vient d'étre dit, on peut conclure que le cas oü 
l'on áonne. un coté de l'angle droit et l'angle ohlicjue opposé, est le seul des 
six cas qui cifre deux solutions. On l'appelle, pour cette raison, caí ¿OM-
teux; mais il peut arriver que quelque circonstance "particuliére détemine 
l'espéce d'une des quantités inconnues ; et alors ¿Z n'y a plus qu'une solution. 

120. Une autre di ííicuité se présente encoré dans les applications : c'est 
lorsque les données sont plus grandes que 90o, Alors les cosimis, tangentes, 
cotangentes de ees données, sont négatives; et il semble qu'on doive étro 
conduit á fairé entrer dans le calcul des logariihmes de nombres négatifs. 

* Supposons par exemple, qu'il s'agisse, étant donnés b, c y de déterminer 
a, B , C. 

Les formules nécessaires á cette détermination, sont: 

, . T» tan}í 8 t r- tange 
eos a = eos b eos c, tang o = — , tang C = . , , 

\ sin c i sin b 
Soient maintenant b >̂ 90° eit c <^ 90o ; dans ce cas, eos a, tang B, sont 

négatifs, et tang C est positif. Mais si Pon appelle J ' le supplément de 6, et 
a', B', ceux de a, B , les relations ci-dessus se changent en celles-ci : 

eos a' — eos J'.cos c, tang B' = tan» C = tanS^ 
sm c sin ¿ 

dans lesquelles toutes les lignes trigonométriques sent positives. Ces nou-
velles relations détermineront a', B', C ; d'cü, en prenant les supplémens 
pour a'} B', on déduira ensuite a, B. 

121. Nous ajouterons, pour derniére considération , que lorsqu'une des 
quantités inconnues est déterminée par le logarithme de son sinus ou de 
son cosinus, et qu'on obtient pour ce logarithme un nombre plus grand 
que 10, c'est un Índice certain que le triangle est impossible, et qu'il existe 
quelque contradiction dans les données ; ce qui peut fort bien arriver. 
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Voici deux exemples, I'un du 3e cas, l'autre du 4e : 

3e CAS. 

Soient « = I I50 17' 20", B = 98o 28' 3o"; on demande b, cy C. 

Les relations á employer sont: 

_ eos a, 

s¡n h = sin a sin B | tang c = tang a .eos B | cot C = ~^^g"> 

ou plutót (n0 120), commo on a « et B > 90°, 

sin h' = sin a'.sin W \ tang c' = tang «'.eos B' ] cot C = ~^-g>» 

( V = 1800 — « = 64042' 4o"; B' = 1800 _ B = 8 I O 3 I ' 3 O " ) ; 
2o l .sin a' 

l .s in B' 
9,9562479, 
9,99523i5, 

log r =—10, 

d'oü 
et 

l .s in V 
V 
h 

3 ° . . . . l.cos a' 
compl.cot B' 

L c o t . C 
d'oü Q 
et C 

: 9>95i4794; 
; 63° 25' 3", 

116° 34'57". 

9,63o6i35, 
10,8267993, 

io,4574|'¿8; 
190 i3' 45", 

160o 46' i5". 

l.tang a! =. 10,3256344, 
l.cos B' = 9,3684322, 
— log r =-^-10, 

l.tang c' = 9,4940666; 
d'oú c' = 17o 19' 29", 
et c = 162o 40' 3i". 

Yérification. 
eos oí = eos ü»'.cos c', 

l.cos V = 9,6507794, 
l.cos c' = 9,9798361, 

l.cos a' = 9,63o6i55, 
d'oú a' == 64° 42' 40'V 
et a s= 115o 17' ao". 

4e CAS. 

Soient donnés h = 56° 37' 4o"? B=840 19' 5o"; on demande a, c, C . 

Les formules á employer sont: 

sin b tang 6 . _ eos B 
sm a =: - — 5 , sin c _ 

sin B tangB eos b 

»0 l.sin b = 9,9217461, 
comp. l .sin B = 0,0020061, 

l.sin a = 9,9237522, 
« = 670 1' 58" ou laa0 58' 2"; 

2 0 . . . . l.tang b •= I O , I 8 I 3 2 3 5 , 
comp. l.tang B — 8,9837975, 

l.sin c = 9, i65i2io, 
c = 8° 34' 36" ou 171° 35' 24"; 
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Vérification. 

3o 1- eos B = 8,9817915, 
comp. l.cos b = o,25g5774? 

l.sin C = 9,2413689, 
C = 10o 2'22" ou 169o 57' 38"; 

eos a = eos J.CGS e7 

l.cos b = 9,74r>4'126, 
l.cos c = 9,9953046, 

l.cos a = 9J7357272, 
\ a = 5'jV l* 5b" OU 122° 58' 2". 

L a question offre dono deux Solutions, savoir : 

a:=5}0 l '5á" Arrigoo, ^ a = I 2 2 0 5 8 ' 2 " A = Q O » , 
i=560 37'40" et B=:840 29' 5o", ou bien b = 56° 37' 40" et B = 84o 29' 56* 
c = 8o 24'36" C=io02'22", j c=i7io35/24" €=169°57 '38" . 

Des Triangles s p h é r i q u e s quelconques. 

122. Ohservations préliminaires.— L a question génerale qui a pour objet, 
connaissant trois des six élémens A, B, C , a, h, c, du triangle A B C , de 
déterminer les trois autres, exige, pour sa résolution, qu'on ait une rela-
tion entre quatre quelconques de ees six élémens; ee qui donne lieu a quinza 
relations difFérentes, dont quatre principales , 

Savoir : Io. — Une relation entre. a, b, c, A.; 
et Fon en déduít deux autres entre , . , . a, h} c, B , . . . a , b7 c, C . 

2o. — Une relation entre. . a, b, A, B; 
et Fon en déduit deux autres entre , , , a. A, C , . . . h, c, B, C . 

3o.—Une rela.tion entre ,'. a, b, A, C ; 
a, b, B, C , 

et Fon en déduit cinq autres entre ^ a, c, A, B , . . . b, c, A, B, 
z, c, B, C , . . . b, c, A, C . 

4o. — Une relation entre . . . . a, A, B, C ; 
et Fon en déduit deux autres entre , . . . b. A, B, C , . . .c. A, B, C . 

Ces quinze relations sont en effet consignées dans tous les traites de Trí-
gonométrie; mais peu d'entre elles se prétent immédiatement au calcul par 
logarithmes; d'autres ont été transformées en des formules logarithmiques; 
le plus grand nombre exige rintroduction d'angles avixiliaires, pour que le 
calcul par logarithmes puisse s'appliquer. On a en partie levé les diíficultés 
en opérant la décomposition du triangle sphérique en deux triangles rectan-
gles; ce qui a donné lieu á de nouvelles relations plus ou moins remarqua-
bles. Mais l'emploi de ces relations entraine dans des discussions qui jettent 
souvent beaucoup d'obscurité sur la résolution complete d'un triangle d'^-
pres certaines données. 
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Nous avons done cherché á éviter ees difficultes, et á préseuter des for

mules commodes pour tous leseas, et qui, surtout, se prétassent á une 
discussion facile. Deit-r formules seulement, et la considération du triangle 
spherique supplémentaire, nous ont conduit á une solution complete du pro-
bléme général, solution dégagée d'aílleurs de toute difficulté sous le rapport 
de la discussion. 

125. La premiére est une relation entre les trois cótés a, h, c, et Fun quel-
conque des trois angles, A par exemple. 

Soit ABC (fg. 63) un triangle sphérique obliquangle. Tirons les rayons Fig. 63, 
OA, OB, OC; au point A menons les tangentes A D , A E , aux cótés A B , A C ; 
et prolongeons-les jusqu'á leur rencontre e n D , E , avec OD, OE5 puis ti
rons D E . 

Supposons d'ailleurs le rayón des tables égal á 1. 
On a, d'aprés les principes de la trigonométrie rectiligne, 

i0, pour le triangle O D E , . . . ] D E a = QD + O E ^ aOD.OE.cos a , 

a0, pour le triangle A D E , D E = AxT-f- AE2— 2AD.AE.c0s A ; 

d'oú,,retranchant la 2E égalité de la ire, 

o = 2OA — 2OD.OE.cos a + 2AD.AE,cos A . 

Mais Ies principes (nos 83 ,87) donnent 

0D = O E = A D = 0 A tang A E = OA. tang b-

ainsi, Fégalité précédente devient, parla substitution de ees valeurs de 

OD, O E ; A D , A E , et par la suppression du facteur 2OA , 

0 = 1— r .eos « +tana i.tang ecos A. 
eos b eos C u u 

cu, chassant le dénominateur et se rappelant (n0 SO) que 

tang b.cos h =4 sin b, tang ecos c = sin c , 

eos a = eos b eos c -f- sin b sin c, eos A ; 

on trQuverait de la méme maniere les deux relations 

eos b = eos a,eos c - } - sin a.sin c eos B, 

eos c as eos «.eos b -f. sin a.sin b eos C . 

£24. Pour obtenir la seconde formule, abaissons du point A [fig. 63), „ . ^ 
l'arc de cercle A I perpendiculaire sur BC j on obtient ainsi deux triangles lg' 
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rectangles AIB, AIC qui, en vertu du second principe (n0 117), relatif aux 
triangles sphériques rectangles, donne 

sin AI = sin AB.sin ABI , 

sin AI = sin AC.s in A G I ; 

d'oú l'on déduit sin AB ; sin A G l sin AGI ; sin A B I , 

ou bien sin c ; sin h i ; sin C : sin B. 

On a pareillement 

sin a l sin b :: sin A : sin B , sin a ; sin c sin A ; sin C ; 

sin A sin B sin G 
done enfin sin a sin b • sin c ' 

c'est-á-díre que, dans tout triangle sphéric¡ue, les sinus des angles sont entre 
eux comme les sinus des cotes opposés. 

[ Cette relation se déduit aisément de la formule 

eos a =: eos 6.eos c -J- sin b sin ecos A ; 

eos a — eos b. eos c 
en effet, celle-ci donne eos A 

sin o. sin c 

. . * / (eos a — eos S.cos c)9 
d'oii sin A — \ / 1 — i ;—-—: 

• sin1 o,sin4 c • 

_ . / s i n ' b sin' c—eos3 «-f-2 eos a eos b eos c—eos* b. cos'c 
sin1 ¿.sin» c ' 

ou, á cause de sin» b, = 1 — eos» b, sin3 c = 1 — eos» c, 

sin A = ——z-1—̂  \ /1 — eos» b — eos» c — eos2 a-f-2 eos « .eos J.cosc, 
sin 6.sin c 

et par conséquent. 

sin A i 
sin a sin a.sin fi.sinc 

expression symétrique en a , b, c ; 

sin A sinB sin C 

V/i—eos» a—eos» b — eos2 c + 2cosa.cos&.costr; 

done 
sin 6 

_ sin G - j 
sin c J ' 

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probléme general re-
latif aux triangles sphériques quelconques. Ge probléme comprend six cas 



TíUGONOMÉTBIE SPHÉRIQÜE. 1 55 

différens, niaís susceptibles d'étre liés deux á deux á Taide du triangle sup-

plémentaíre. 
12o. PREMIER ET SECOND CAS. — Connaissant les troís cotes, déterminer 

chacundes trois angles; et reciproquement, connaissant les trois angles, dé
terminer chacun des trois cotes. 

On a d'abord les trois relations 

eos ¿e - eos 6 eos c _ eos J-eos a cose cosc-cos«cos6 
eos A = :—7—: , eos B =J : — , coste = : :—i—• 9 
cu sinZ>sinc ' sin asme ' sin asm 6 
au moyen desquelles on peut déterminer A , B , C . 

Mais i l faut tácher d'obtenir d'autres formules plus appropriées au calcul 
logarithmique. 

Or, si Pon se rappellé la formule (n0 78), 

2 v 1 

eos A 
tang; + eos A 

et qu'on y mette pour eos A la valeur precedente , il vient 

1 . . / s m b . s m c — c o s « 4 - c o s i . c o s c /eos (b—c)—cos« 
tang - A = \ / r——; = = \ / i — - : 

2 V sm o. sm c+cos a—eos o. cose v cosa—eos (o+c) 

or, on a (n0 7̂ ) eos [b—c]—eos a-=.i sin - {a-{-b—c) • sin - —h), 

et eos «—eos (J+c)=2sin^ (a-f-6-f-c).sin^ ^ ^ . c — 

/ sin ~ ( a 

• = V - 4 -
Y s m - í a 

-f- 6 — e).sin - { a - i - c — b ) 
done tang ^ A : 1 

•+• b -f- c ) . sin - ( a + c — a ) 

ou posant, comme pour les Mangles rectilignes, 

2/? = <i + J + e, 

tan? i A' - * / s i n ^ - ¿ ) - s í n (P - c) 
2 V sinyo.sin (yt?—a) ' 

expression tout-á-fait appropriée au calcul logarithmique. 

On obtiendrait des résultats analogues pour tang^- B et tangi C. 

Passons au cas réciproque. — Soit A'B'C le triangle sphérique supplé-
mentaire áe A B C . 
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En lui appliquant la premiére formule trouvée (n0 12^), 

on a c o s a ' = eos ¿ ' cose ' - í - s in sin c'. eos A'; 

d'oú, á cause de cosa' == — eos A, eos Z>'= — cosB, eosc'=-—eos C, 

sin6' = s i n B , sinc' = s i n C , eosA' = — cosa, 

eos A = — cosB.cosC + sinB. sin C e a s a. 

On obtiendrait pareillement 

cosB = —cosA.cosG •+• sin A . sin C . eos 5, 

c o s C = —eos A.cosB -f* sin A. sin Breóse; 

et ees trois pglations donnent 

eos A+cosB.cosC , eosB-f-cos A.cosC cosC+cos A.cosB 
COSa=' :——T-TT , C O S 6 = : :- . - — r — ^ ,COSC— :—7 :—r: 

sinB.sinCi s m A s i n d s i n A . s i n i í 

Afín d'avoir un résultat propre au caleul logarithmique, substituons a los, 
place de eos a sa vaíeur dans la relation 

— eos a 
i + cosa' 

il vient 

1 4 / s i a B sin G—eos A—eos B eos G ^ /—[eos A+eos (B-f-C)] 
2 V sin B.sin G+cos A+cos B eos G '— V eos(B—G)-feos A ' 

ou bien 

h cause de 
,eosA+cos(B-fG)=2cos-(B-f-G-f-A}.cos- ( B + G — A ) , 

'cos(B—G)-fcosA=2cos-(A4-B —C).eos - ( A - f G — B ) ?. 

tañe- A 
2 

/ _cos 1 ( A -f- B + 

V • eos - ( A -f- B — 

C).cos - ( B -f- G — A ) 

^ ( A -f- B — G ).cos-(A 4- G — B ) 

ou posant, pour simplifier, A - f B. + G = 2P, 

ta 1 * / —eosP.eos (P — A ) 
n S - a — y cos (p _ B).cos (P—"C)' 

N. B.—Comme, dans tout tríangle sphérique, on doit avoir A-f-B-f-G> 180 , 

d'oü i (A •+ B + C ) > 90o, il s'ensuit que — eos - CA+B-f-G) ou —cosP 



TRIGONOMETRIE SPHÉRIQUE. 1 57 

est posiiif. Ainsi, le sigue — qui est sous le radical n'est qu'apparent; et 

tang — A sera réelle tant que l'on aura A + B + C > 180o. 

126. TROISIÉME ET QÜATRIÉME « A S . — Étant donnés deux cotés et Vangle 
compris, trouver les deux autres angles et le íroisiéme coté; réciproquement, 
étant donnés deux angles et le cóté adjacent, trouveT les deux autres cotes et 
le troisiéme angle. 

Soient donnés d'abord a , b, C ] on demande A , B , c. 

/ c o s A = — eos B. eos C-f-sin B.sin C eos a i , 
Or les formules < n K ^ , . . . ^ . > donnent 

l eos B = — eos A . eos C + s i n A.sm C eos o f 

eos A -f- eos B.cos C sin B eos a sin b .eos a 
eos B -f- eos A.eos C sin A * cosfi sin a .eos 6' 

, . • . sin B' sin b\ 
(k cause de la relation - : — r = —— l ; 
v sin A sin a / 

d'oü, retranchant de l'unité les deux membres, et Ies ajoutant á l'unité, 
puis divisant le ier résultat par le ae, 

(eos B — eos A ) ( i — eos C ) sin a eos b — sin b eos a sin (a — b) 
(eos B -f- eos A ) ( i -f- eos G ) sin tí eos & -f- sin í eos a sin (a &)' 

égalité qui, d'aprés des formules connues de la trigonométrie reetiligne, 
peut se transformer en celle-ci: 

sin - (A—B) .sin i (A-fB) sin - (a—b).cos - (a—b) 
a tang' - C = 

eos ^-(A—B).cos i - (A+B) 2 sin ^ (tí4-£).Gos - (tí-f-¿) 

sin - (a—b).eos - (a—b) 
ou(M)...tangi (A—B).tang - (A-fB) . tang»i C — . 

sin - (a-f-í').cos - (a+b) 

D'un autre cóté, on a (n0 76) les relations 

• A . T> tang— — . . . tang - la — b) sinA —smB , sm a — s m b 0 2 V J et 
sin A sin B 1 / » , T>\ sin a -f- sin 6 I » ' r tang - ( A - f B ) tang - («4 . J) 

a 

tang — (A — B) tang - (« — 

t a n g - ( A + B) t a n g - ( « - f 6) 
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Multipliant alors membre á membre les égalités (M) et (N), iet obtervant 
que tang ^.cos ^ = sin ^ , on obtient 

sin» ~ {a— b) 
tang1 — (A — B).tang1 - c = ] ; 5 

2 cosa - (a— b) 

d'ou l'on déduit enfin 

sin - (a — b) 
tang - (A — B) = cot ^ C . J . . . . (i)* 

2 sin — (a b) 
2 

Divisons ensuite membre á membre les mémes égalités; il Vient 

cosa — (a — ¿) 
tang5 — (A -f- B).tanga - C = • , 

eos» - (a -f- í>) 

et par suite, 

eos — (a — b) 
tang i ( A - B) = cot 1 C . — ^ . ( 2 ) 

eos — (a -f- i ) 

Au moyen des égalités ( 1 ) et ( 2 ) , on trouvera successivement les valeurs 

de 1 (A — B ) , -̂ (A + B ) ; d'oú, en posant 1 (A + B) = w, j (A— B) —n, 

on tirera 

A = m •+• n , B — m — n. 

Quant au 3e cóté c , on l'obtiendra au moyen de la double formule 

. ; sin a. sin C sin í . s i n C 
s i n c — : — - — == — ; 

sin A sin B 
et l'on prendra la moyenne arithmétique entre les deux valeurs trouvee» 
pour c. 

LTespéce du cóté c est d'ailleurs déterminée par la relation 

eos c £= eos a eos b •+. sin a . ñ n b. eos C ; 

c'est-a-dire que c sera ou >• 90o suivaüt que eos c sera positif Ou négatif; 
et i l ne peut y avoir de difficulté dans la détermination de ce signe que 
lorsque, d'aprés les données a, i , C , l e s deux termes eos a.eos b et 
«in a.sin í i .cosC sont de signes contraires. Or dans ce cas seulement, il 
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faut calculer par logariihmes chacun de ees deux termes et voir celui doat 
le logarithme est le plus grand, parce que c'est celui-la qui donne son 
signe á eos c. 

(On doit, toutefois, en ayant égard á l'homogenéite, calculer 
cos«.cos h.r au lieu de eos a.eos b ), 

Soient en second lieu donnés A , B , c; on demande a, b , C 

, ¿ i . , eos a = cos ¿.eos c-f-sin J.sin ecos A , 
En executant sur les formules , . . n 

eos o = eos ¿r.eos c + sin a.sin ecos tí , 

les mémes opérations que dans le cas précedent, on obtient d'abord l'é-
galité 

i sin - (A — B).cos - ( A — B) 
íang - (a — &),tang - (a 6).cót2 - c = —— 

3 sin i (A-f -B) .cos - ( A 4 - B ) 
qüi combinée ávec celle-ci: 

tang - (a—b) tang - (A — B ) 

t a n g - ( a 4 - ¿ ) t a n g - ( A - f - B ) 

donne d'abord, par voie de multiplication 

sin» - (A — B ) 
tang1 -r ( « — Sj.eot» — c = 

s i n > - ( A - f - B ) 
2 

d'oú tang - ( « — £ ) , = tang - c. . . . (3) • 
sin - (A 4- B ) 

puis, par voie de división, 

eos» h (A — B ) 
I j . 2 • 

tang» - ( « - } - ^.cot' — c = —= cosa — (A - f B ) 

Aprés 

eos - (A — B ) 
tang (« + ¿) = tang - c. • — . . . (/,). 

eos — (A + B ] 

avoir determiné i ( a - ¿ ) , + et par suité a , b, 
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moyen des relations (3) et (4), on obtiendra l'angle C par la double for
mule 

sin c sin A sin c.sin B 
sin C sin b 

en prenant la moyenne entre les deux valeurs trouvées pour C dont l'espéce 
est d'ailleurs indiquée par le signe de eos C dans 

eos C — — eos A.eos B - j - sin A sin B.cos c. 

iV. B. — Les quatre relations ( i ) , (a), (3), et ( | ) , sont eonnues en tri-
gonométrie, sous le nom d^Anaíogies de Néper. 

127. CiNQtiiÉME ET SIXIÉME CAS. Étant donnés deux cotes et Vangle opposé a 
l'un de ees cotes, tr'ouver les deux autres cingles et le troisieme cote; récipro-
quement étant donnés deux angles et le cote opposé a l'un d'eux, trouver les 
deux autres et le troisieme angle. 

D'abord, soient donnés a ,b , A ; on demande B, C , c—Pour déterminer 
, . „ sin ft.sin A 

l'anfrle B , on a recours a la formule sm W = — . 
? ' sin a 

Connaissant alors a, b, A . , B , on obtient les valeurs de C et de c au 
moyen de deux des analogies de Néper, savoir: 

tans;- (A — B')¿sin — (a - i- b) 
i 2 2 

eot- - C = 1 , 

sin - (a — o) 

tang - ( a — b). sin — (A + B) 
tang - tí 

sin - (A — B) 

Soient ensúite donnés A , B , a; oh demande C , c. ~ O n á 

. , sin B. sin a 
sin o = - . — : — r — ; 

sm A 

puis les quantités G , c s'obtiennent eomme tout á l'heurei 

Discussion. 

128. Des six cas que présente la résolution d'un triangle sphérique, les 
^uaíre premiers ne donnént lieu á aueune difficulté réelle; et chacun d'eux 
admet une solution unique. Encoré faut-il, quant aux deux premiers, pouí 
que le triangle soit possible, que Ton ait 

a •{- J 4. c < 36o0 dans le premier cas, 
A -}- B -f- C > i8.>0 dans le second; 
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a;!isi que cela resulte de la natura des triangles spliériques, eí qu'on peut 
le rcconnaítre d'aprés rinspection des formules relativos á ees deux cas. 

Le troisiéme et le quatriéme cas sont toujours susceptibles de sólution , 
comme on peut s'en assurer, soit d'aprés les données méme, soit d'aprés 
les formules emplbyées á la détermination des parties inconnues. 

Mais les deux derniers cas méritent une attention particuliére. 
On sait déjá qu^n triangle rectiligne dans lequel on dbnne deux cótrs 
l'angle opposé , n'est pas toujours possible, ou bien, qu'il existe un 

ou deux triangles qui satisfont á Ténoncé. Des circonstances analogues , 
et en plus grand nombre, ont lieu pour les triangles sphériquos; mais, 
sans entrer dans tous les détails de Fanalyse de ees diverses circonstances , 
jl nons suffira de d iré , quant áu cas oú a, b, A , sont donnés , que l'anglé 
B éíaní determiné par son sinus> on peut obtenir pour í.sin B , trois re-
sultats différens: 

l . s í n B ^ i o , l i S Í n B s = i o , l . s i n B < ; í o . 

i 0 . . . Le résultat l.sin B > 10 esí un signe certain que lo triangle est 
impossiblé avec les données telles qu'elles sont établies. 

2 ° . . . I.sin B = 10 indique que B est un angle droit} on obtient alors 
un seul triangle sphóriqué qui est rectángle, et dont les antros parties in
connues C , c , se déterminent, soit au moyen des principes reiaíifs aus 
triangles rectangles, soit a l'aide des formules établies pour le cas que nous 
examino ns.. 

3°. . . l .sin B < ; 10 indique qué la quéstíon est susceptible de deuxm-
lutions, ou bien, á'uneseule, savoir: 

Do deüx solutions toutes les ibis que les données a , b, A , et cliacun des 
deux angles correspondans á l .sin B, satisfont au 2e principe énoncé n0 114, 
que, dani tout triangle spJiérhjue, au plus grand coté est opposé le plus grand 
angle, et réciproquement; 

D'wne seule solution dans le cas contraire; pt l'on ne doit prendre que 
celui des deux angles correspondant á l.sin B? qui, comparé aux donnéea 
a} b, A , satisfait au principe que nous venons de citer. 

Dans Phypothése de deux solutions , si fon designe par B et par 
B'=!8o0—B, los deux angles trouvés, i l faut substituer dans les formules 

qui donnent cot ~ C , tang i c , d'abord Tangle B , ce qui donne deux va-

leurs C , c , puis Tangle B', ce qui en donne deux autres C , c'; et Ton ob
tient ainsi les deux triangles sphériques 

A B C , A ' B ' C J ( 

Des circonstances absolument analogues so reprouuisent pour le sixiéme 
cas; et il est inutile de s'y arréter. 

L'exemple suivant suííira pour metíre au fait de la maniére d'appliquer 
es formules relativas a la résoluíion des triangles sphériques queícoaqueg. 

1 1 
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Cest i m esemple du 5e cas , mais dans lequel nous ferons «sage de toutes 
les formules précédemment etablies. 

On donne dans un triangle sphérique ABG , 

a ~ 87o 35'20", h — 123° 47' xo", A = n 4 « 19'40*5 

ú s'agit de déterminer B , C , et c. 

sin &.sin A 
Calcul de B . . . sin B S B 

sin a 
l.sin b = l.sin 56° 12'5o" == 9,9196634, 

l . s í n A =: l.sin 65° 40'20" = 9,9596155, 

comp.l.sin a = o,ooo3847, 

l.sin B = 9,87966365 

d'oú B = 49o 17'iS" ou i3o0 42/45"j 

mais Tangle aigu doit étre rejeté conformément á ce qui a été dit n0 128. 

tang -̂ (B — A).sin - ( £ + « ) 
ô. _ Calcul de C . . . cot - G = 

sin — (b — a) 
2 

Opératiotis préliminaires. 

B = i3oo 42'45" 

A = 114o 19' 4o" 

h — 123° 47' lo" 

n as 87o 35' 20" 

B -+- A = 245° 2' 25" 

B — A = 160 23' 5" 

J + a = 21 I o 22'3o" 

b — a ~ 3601,'5o" 

B -f- A 

B — A 

5 -f- a 

b — 

122o 3r 32", 5, 

8o n ' 32", 5, 

IO504 I ' I5", 

18o 5'55'%' 

d ' o ü 

1 * B — A 

Ltang — — - = 9,1582603, 

l.sin i (6 + a) ~ 9,9830139, 

eomp.l.sin i (5 - «) = 0,5077229, 

1.cot le = 9,649498!, 

G = i3i054'37". 
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tang - {b — a).sin - (B -f- A) 

sin 1 (B - A) 

l . t a n g — ( h — a) ~ 9,5I43I33, 

l.sin. — (B -f-A) — 9,9259318, 

comp.l.sin — (B — A) = 0,8461944» 

l.tang — c — 10,2864395, 

i c = 62e39'36"; 

-d'oÚ C == I250l8f52". 

VÉRIFICATION. 

I O , — Calcul de a par les trois angles A , B , C 

1 t / — cos cos (l* — A) 
tang ~ « - y c o s ( p _ B ) . c o s ( P - C ) ' 

Opérations préliminaires. 

A = i ^ 0 ^ ' 40" P — 180o = 8028'3i" P = iSSoaS^i" 
B = i3o042/ 45r' A = i i 40 i9 ' 4o" 
C = T3I0,)/Í'3^" 
u _ I ^ I ^ 3 , P — A = 74o S'Si" 

Í - fSo!«'̂« P 2=5 l88028,31" P = >88028'3V" 
P _ J880 2 8 3 i B = 13004,-45" C = ,3 io54'37" 

P — B = 570 45'46" P — C = 560 33'54"! 

I , — cos P == 9,gg523i2, 
l.cos (P — A) == 9,4364200, 

comp.l.cos (P — B) = 0,2729259, 
comp.l.cos (P — C) = o,2588558, 

19,9634329, 

\ f = 43° 4 / 4 o " , 

« = 87035'20". 

• 11-.. 
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2o. — Calcul de A par les trois cótés a, h) c. 

tang - A = V . . — ; — 
0 2 V sin P.sm ( » -

p — c ) 

iP: 
87035/2o'' p=i6Z02o'4i" r =z iGSoao^i'. 

i23047'io" a = 87035'2o" b = i23047/io". 
i250i8'52" 

8o045/3i" p — l — 44033'3I"Í 

2^ = 33604I'22" p — Í6802O'4I" 
= ifj802c/4i* c = 125° 18'52" 

,8ofe - ^ = IIo39'19' f — e = 430 l^g* 

l .sin — b) = 9,8^61134 
l.sin [p — e ) = 9,834029^ 

eomp.l.sin p s= 0,694599^ 
Gomp.l.sin (p — a) = OyOoSG^̂ X 

30,0804195 

l.tang ~ A = 10,1902097 

- A = 57o 9'5o" 

A = 114o i9/40' • 

129. Wous terminerons par une application assez importante, ayant potir 
objct de réduire un angle a l'horlzon. 

Fíg. 64. D'un point O (Jig. 64) situé dans l'espace, on a dirige des rayóns visiléls 
vers deux objets Q, R; et Ton a mesuré l'angle QOR que torméñt entíe eüx 
ees rayons visuels. On a mesuré également les angles QOP, ROP, que for-
ntent ceS méraes rayons visuels avec la verticale OP abaissée du point O sur 
rhorizon. Cela posé, si Pon abaisse des poitits Q , R , les verticales QQ', 
RR', et qu'on tire les droites PQ', PR', qui, en terme de Géométrie des-
eripúve, sont appelées les projections horizontales des rayons visuels OQ^ 
O R , on demande la grandeur de Vangle Q'PR', qui n'est autre chose que la 
projection horizontale de QOR. 

(Yoyez pour la solution géométrique de cette question, les traites connus 
de Géométrie descriptive.) 

Solution trigonométrique. Regardons le point O comme le centre d'une 
sphére dont les intersections avec les plaus Q O R , QOP, R O P , soient les 
ares AR, A C , BC. On forme ainsi un triangle spbérique A B C , dans lequel on 
connait les trois cótés puisqu'ils mesurent respectivement les trois angles 
qu'on suppose donnés; et i l s'agit de déterminer Pangle C de ce triangle, 
car ect angle n'est autre chose que celui des deux plans QOP, ROP, leqnel 
s«3 mesure par Fangle cherché Q T R ' . 
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QT Tune des formules du n0 i 2 3 donne 

eos c — eos a eos & 
eos C = eos P = 

sin a sin b 

c desígnant l'angle des deux rayons visuels, et a , Z», les angles que forment 
ees rayons visuels avec la verticale. 

La combinaisou de cette formule avec les relalions connues 

t ^ /i—eos C T „ • A /i-f-cos C i „ 4 /1 —eosC 
- C = V , e o s - C , tang - C ~ V „ , 
2 V 2 ' a V 2 ' " a V i-fcosC 

Q ^ r = : a - f . J - | - c , 

sonduit aux suivantes 

C = \ / s i n ^ ~ a)-sin ip — b) 
V sin a.sin b 

> /SÍQ ̂ i.sin — c) 
V sin «.s in b ' 

tang i C = i / s i " ( F - ^ ) ^ m ( P - T ) 
a V sin ». sin (v — c ) 

eos - C 

3 V ún p,sin [p.— c ) 

qui sont également propres k faire connaitre l'angle C par le moyen á m 
logarithmes. 

130. SCOLIE GÉNERAL. — Dans les éditions précédentes , nous avions faií 
dériver toutes les formules de la trigonométrie sphérique, méme celles 
qui se rapportent aux triangles rectangles, de la proposition démontrée 
n0 125, laquelle est á cette branchedes mathématiques, ce qu'est la pro 
position du n0 92 , á la trigonométrie rectiligne. Mais la marche que noua 
avons suivie dans cette nouvelle édition, nous a semblé préférable en ce 
qu'elle nous a permis de renfermer dans un cadre presque aussi resserré , 
tout ce qu'il y a de vraiment essentiel á connaitre sur la résolution de^ 
triangles sphériques. 

Nous renvoyons d'ailleurs, pour de plus ampies détails, á la Trigono
métrie de Cagnoli, ouvrage h peu prés complet sur les deux trigonometries. 
rectiligne et sphérique. 
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A DEUX DIMENSIONS. 

S E C O N D E S E C T I O K . 
GHAP1TRE I I I . 

Des Points , de la Ligne droite > et du Cercle». 

181. A pros avoir développé les moyens de faire entrer danfv 
les calculs, soit algébriques, soit nuniériques , les angles aussi 
bien que les ligues, nous pourrious continuer rapplication des 
jnéthodes établies dans le premies' cliapitre, á de uouvelies 
questions de Géométrie; mais, oatre que ees lae'thodes lie 
sont pas assez generales , elles n'oííViraient plus aucuu iníéréí, 
parce que nous en avons fait connaítre les principales difficul-
tés. Nous alíons done passer iinmédiatenient á i'exposition de 
la métliode ge'ne'rale appelée ANALYSE DE DESCARTES , du no ni de 
rillüstre philosopbe qui en a donné la premiére idee ; de cette 
ine'Üiode qui consiste á expr imer , p a r des équa t ions , l a p o -
sition respective des poinis et des ligues droites ou courbes 

fa i san t pa r t i e de la figure d'une question p roposée 3 puis a 
comhiner ees équa t ions de maniere a atteindre le but i n d i q u é 
p a r l ' énoncé de l a question. 

A proprement parler, c'est le de'veloppement des principes 
de cette méthode qui constitue la Géométr ie ana l j t ique telle 
qu'on l'envisage maintenant. Elle se divise en deux parties 
distmetes 7 Ge'ométrie analy tique d deux d imens ions¿ et Géo-
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jnétiie analytique á trois dimensions ^ suivant que les objets 
que i'on considere sont sitúes sur un méme plan ou d'une ma
niere quelconque dans Fespace. 

Dans ce chapitre, i l ne sera question que de points 7 de 
ligues droites, ou de cerdas, sitúes sur un méme plan. 

§ ÍOR. PRINCIPES GÉNERAUX. 

Maniere de j ixer la position d'un point sur un plan. 

152. Pour peu qu'on réfléchisse sur la nature des problemes 
de Ge'ométrie, on voit que la plupart reviennent, en derniérc 
analyse, á trouver la disíance d'un ou de plusieurs points 
inconnus, á d'autres points ou á des droites fixes et deja de'ter-
mine'es de position. Si done on avait un moyen de fixer a n a -
I j t íquement la position d'un point par rapport á des points ou 
á des ligues connues de position , on serait en e'iat de re'soudre 
toute espéce de questions géome'triques. 

153. Soient deux droites rectangulaires A X , AY {Jig- 65), Fig. 65. 
fixes et donne'es de position sur un plan , M un point quel
conque dont i l s'agit de de'termiaer la position sur ce plan. 

Si de ce point, on abaisse les perpendiculaires MP, MQ, i l 
est visible que le point M sera J i x é des que Fon connaítra 
les longueurs des deux cóte's contigus AP, AQ, du rectangle 
APMQ. Car, ees cóte's sont les distanecs du point M aux deux 
Kgnes fixes AX et A Y ; done, si Fon méne respeclivement á 
ees distances , deux parailéles PM et QM aux ligues AX et 
A Y, le point d'intersection de ees deux parailéles sera le point 
demande'. 

On est convenu de donner le nom ftaxes aux deux lignes 
fixes AX et AY. 

La distance AP ou QM du point M á Faxe AY, s'appelle 
Xabscisse de ce point, et se de'signe algébriqueinent par se. 
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La distance AQ ou P M du m é m e poin t M á l axe A X , est diic 
Vordonnée de ce p o i n t , et s'exprime par j ' . s 

Ces deux distances portent conjointement le nom de coor-
données d a po in t . 

Les deux axes se distinguent i ' u n de l 'autre par les denomi
na tions, d.'axe des abscisses ou des donne'e á la ligne AX 
sur laquelle se comptent les abscisses, et dJaxe des ordonnées 
ou des j - , donne'e A la ligne AY sur laquelle se comptent les 
o rdonnées . 

Enf in , le point A est ce qu'on appell.e Y origine des coordon-
n é e s , parce que c'est á par t i r de ce point que se comptent ce» 
distances. 

134. É q u a t i o n s d 'un po in t .—Le caractere de tput point con
sideré sur l'axe des^ , est x = o, puisque cette é q u a t i o n ex-
prime que la distance du point a cet axe est nu l le . 

De m é m e , le caractere de tout point place sur l'axe des .r 
est j ~ o. 

Done le systéme des deux équa t ions a; = o , j - = o , carat-
térise l 'origine A des coo rdonnées , car elles n 'ont l ieu en 
m é m e temps qvie pour ce point . 

En general, les deux e'quations cc =z a , jr== b , considérceíi 
s in iu l t anémen t , carac té r i sen t un point s i tué á une distance d 
de l'axe desj- et á une distance ¿ de l'axe des x . En eíFet, IÍÍ 
p remié re appartient á tous les points d'une paral ié le á A Y ; 
menee á une distance AP = rt ; la seconde, á tous les points 
d'une para l ié le á A X , menee k une distance AQ = b. Done le 
sys téme des deux équa t ions appartient au point d'intersec-
l ion RT, et n'appartient q u a l u i . Elles en sont, pour ainsi di ré , 
la représen ta t ion analytique. 

On les nomme , pour cette raison , les équa t ions d u point . 

133. Remarque .—On dol t toutefois c o n s i d é r e r , dans les 
expressions a et ¿ , non-seulement les valeurs absolues ou m i -
mér iques des distances du poin t aux deux axes , mais encere 
les signes dont elles peuvent é t i e aíFecfées, eu éga rd a la posi-
í ion da point dans le plan des axes AX et AY. Car, d 'aprés 1c 
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principe etabli (n0 26) , si l'on convient de regarder comine 
positives les distances telles que ÁP, comptées sur AX á la 
droite dupoint \ ( f i g . 6 5 ) , on doit regarder couime n é g a - Fig. 65. 
t^es les distances telles que AP', compte'es á la gauche de ce 
méme point. De méme, si Ton regarde comme positives les 
distances AQ compte'es au-dessus du point A sur AY, on doil 
regarder comme néga t ives les distances comptées au-dessous 
de ce méme point. 

A la veri te', le principe que nous venons de rappelera e'té 
établi pour Ies distances de points situe's de cóte' et d'autre sur 
une méme droite, par rapportá un point fixe; mais i l a lieu 
e'galement pour des distances de points á des droites fixes. 11 
suffirait, pour s'en convaincre, de prendre une nouvelle o r i 
gine et de nouveaux axes paralléles aux pretniers , etpar rap-
port auxquels tous les points couside're's fussent sitúes du 
méme cote'. 

Nous avons eu d'ailleurs occasion d'envisager le principe 
soús ce point de vue, dans la de'termina don des valeurs cor-
rélqtipes des lignes trigonométriques. 

D'apres cela, si nous meltons en e'vidence les signes dont a 
et ¿ peuvent étre affecte's, nous aurons les gííízíre systémes 
d'equations 

x z=z -\~ a , $ — — a , .a' ~ -f- ^ j x = — ¿z, 
j ~ - \ - b , j - = + ¿», j = — b , jr ==V ¿, , 

pour caractériser les quatre positions essentiollement diíFc'ren-
les du point, savoir, M , M ' , M'7, M'". 

Ou trouvera , en vertu de cette remarque, 
Io. Que le point dont les e'quations sont x ~ -\- i f j - = z — 3 , 

est situé' dans l'angle Y'AX ( f i g . 6 6 ) á une distance AP = i QQ, 
de l'axe desj^, et á une distance PM r= 3 de Faxe des x . 

2 o . Que le point exprime' par o, r = — 2 , est ( n" Jo4) 
situé sur l'axe AY á une distance AM' 3 = 2 (Jig. 6 7 ) . :p\s. gWí 

3o. Que le point ; r = : ~ - 1 , j = o, est situé sur Faxe AX 
Vers la gauche de A , k une distance AM == 1. 
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136. Nous avons supposé jusqu'á présení que Íes axes fus, 
sent perpendiculaires entre eux j parce que c'est la positioti 
la plus simple, et que cela est d'usage. Cependant i l y a des 
questions dont la résolution exige que Ton considere des axes 
faisant entre eux un angle quelconque. 

Dans ce cas, les coordonnées ne sont plus des perpendicu~ 
laires abaissées sur les axes, mais bien des paralléles á ees 
axes ; c'est-á-dire que les distances AP ou QM, AQ ou PM, se 

Fig. 68. comptent parallelement aux axes AY, AX { f i g . 68), 
Du reste, tout ce qui a e'té dit dans rbypotiiése oíi les axes 

sont rectangulaires, s'applique e'galement au cas oü ils sont 
obliques. 

157. Pour compléler la théorie du point, proposons-nous 
de rechercher (dans les cas d'axes i-ectanguiaires) l'expression 
analyt ique de l a distance entre deux points donnés sur un 
p l a n . Cette question est d'un usage continuel dans la Géome-
trie analytique. 

Soient x \ j \ les coordonnées d'un premier point M , et 
j r" , les coordonne'es d'un second point M ' , en sor te que l'on ait 

C X — x ~ \ r X r = x" I 

pour les équations respectivos de ees points qu'on supposc 
coimus de position. 

Fig 69 ^ s'agit d'exprimer la distance MM' { f i g - 69), que nous 
appelierons D, en fonction des coordonnées x \ j \ x ' \ j " . 

Pour cela , menons les ordo nuces MP, M'P', de ees deux 
points, et tirons M ' l l paraíléíe á AX. 

Le tríangle rectangle MRM' donne IM^MÍÍVM7^! 
mais MR == MP — RP = = y — j " , M R = PP = x ' — x " • 

done MM' ou Da = ( , / — / ' ) ' • - f ( x ' — .T")% 

et par conse'quent, D == VA J-' —J"")'1 -f- { x — x")". 
Cettc formule est genérale, et convient mérae au cas oü lea 
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deux points sont dans une position contrairepar rapport á 
l'un des axes. I I suffit d'y teñir compte, dans les applications, 
des changemens de signe qui corresponden t aux changeniens 
de position. 

Ainsi, par exemple, pour obtenir la distance de deux points 
dont l'un, M , est place' dans l'angle YAX, et dont l'autre, M ' , 
est place' dans l'angle YAX' {fig' 70), i lfaut changer le signe Fig. 70, 
de ÍC, ce qui donne 

et, en eíFet, la nouvelle figure donne Mjyf — M R - f M'R ; 

mais M i l == j ' — x " , M'R — AP + AP' = x ' + x " ; 

done D = V ' i y — j y 4- (^'-f£c")2-

Si l'un des points donne's, M ' par exemple, est I'origine des 
coordonne'es, comme on a alors x " = i o , e t y ' z - z ó , la formule 
devient 

EueíFet, le triangle AMP (Jig. 70) donne sur-íe-champ, Fig. 70. 

AM ~¥P2+ AP! 
138, Lorsque les axes sont obliques, la formule est diíí'é-

rente. En eíFet , le triangle MM'R ( f i g . 71), est obliqu?ingle Fig- 71' 
et donne, en ver tu de la formule trigonométrique n0 é 2 . 

MM? = MR-f- Mi l2— 2MR X M'R. eos MRM' ; 

on a toujoitrs MR = j - ' — j r " , MfR = x ' — x " ; 

d'ailleurs, eos M R M ' = — eos MRK == — eos ¡2 (@ designant 

l'angle MRK qui n'est autre cbose que celui des deux axes); 

done D a = ^')9+2(jr'—yo^'—^'O-cos.s,. 

doú D ^ V { y - y r M ^ — ^ y + 2 i y ~ y ) ( x , - x ' ' Y J o W : 



J C ' i ¿QÜATION 

Ce résulíat, beaucoup plus compliqué que le pre'cedent, fait 
sentir Tavantage de supposer les axes rectangulaires lorsqu'on 
doit faire entrar dans les calculs la distance entre deux poiats 
donnés, et que le choix des axes est arbitraire. 

Maniere de fixer analftiquement la position dune 
droite. 

139. Soit une droite LBL' inde'íinie et situe'e á volonté dans 
un plan. Prenons dans ce plan deux axes rectangulaires ou 

Fíg. 72 obliques AX, AY (fig. 73 et 7 8 ) , par rapport auxquels la 
et droite soit placee d'une maniere quelconque. 

Menons d'ailleurs de diíFérens points M , M' , M " . . . , pris sur 
cette droite , les ordonnées MP, M'P', M " P " . . e t par le poiuí 
B oü la droite rencontre l'axe desjr, tirons BH paralléle á AX. 

Cela posé, les triangles semblables BQM, BQ'M', BQ '^ ' ' . . . 
donnent la suite de rapports e'gaux 

MQ __M'Q' _ M'Q" 

M P — 
ou bien 

BQ BQ' ~ BQ" 
MP — AB M'P' — AB M"P" — AB 

AP AP' AP" 

ce qui prouve que la clifference entre Vordonnée d'un point 
quelconque de la droite et celle qui passe par l'originej est á 
l'abscisse du méme point} dans un rapport constant. 

Désignons done par x t t j les coordonne'es d'un point pris 
au hasard sur la droite, par b la distance AB (que Ton appelle 
Vordonnée á ¿'origine), et par a le rapport constant dont nous. 
venons de parler. Nous aurons la relation 

y — ¿ 
— - — = a ; d'oü j ~ ax -f- ¿, . . . (1) 

laquclle sera satisfaite pour tous les points de la droite L 'BL, 
á Fcxclusion de tout autre point, Car soit N (^¿r. 72) un point 
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situé añ-dessus ou au-dessous de cette droite. Comme rordon-
née NP dece point est plus grande ou plus peíite que Tordon-
rée MP correspondan te á la raéme abscisse , et que, par hypo-
ihése, on a pour le point M , . . . MP = a . A V b, i l s'ensuit 
que JSP est plus grand ou plus petit que a. AV-j-b ; ainsi i'on a, 

pour les coordonnées de ce point, ^ áa?-f-6, 

On voit done que la relation ( t) caracte'rise tous les points 
de la droite , et quelle en est, pour ainsi diré, la représentatiort 
analjtiquej en ce sens, que s í , au moyen de cette e'quation, 
I'on veut retrouver les diíTe'rens points de la droite, i l suffit 
de donner á x une serie de vaíéurs que Ton porte de Á 
en P,?',?" , menant ensuite par les points P ,P ' ,P" . . . . , 
des paralléles á AY, ét prenant sur ees páralléles des parties 
PM,P'M'.P"M"... . égales aux valeurs de j r correspondantes 
et t i réesdere 'quat ion{i) , on aura M j M% M " . . . , , pouraután t 
de points de la droite. 

On appelle, pour cette raison , la relation ( i ) l'équation de 
la droite L'BL. 

Les quantités x e i j - qui expriment les coordonne'es des diffé-
rens points de la droite, sont des variables^ et les quantite's a 
et b qui, pour la méme droite, ne changent pas, sont appele'es 
les constantes de cette e'quatioru 

i4o. Î e rapport a est susceptible de deux acceptions diffe-
rentes, suivant que les axes sont rectangulaires oü obliques. 

i0. —Siles axes sont rectangulaires, le triangle rectangle 
MBQ { f i g . ya) donne (Trigonométrie, ñ 0 8 7 ) , F i g ^ 

MQ tang MBQ 
BQ ou a ~ ' 

appelons a l'angle MBQ e'gal á LCX; et supposons, pour plus 
de sitnplicité, le rayón des tables e'gal á i ; i l en re'sulte 

a ~ tang 

ainsi, le rapport constant est e'gal á la tangerde trigonométri'jue 
de l'angle que forme la droite avec l a x e des x. 
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2O. — Lorsque les angles sont obliques, on a, d'aprés le prin-
Wig. 73. cipe (n0 gi ) relatif aux triangles obliqwangles ( J í g . 78 ) , 

MQ sin MEQ _ sin MEQ 
BQ OU a ~ sin BMQ ~ sin LEY 

ou bien, désignant par/3 TangleYAX, d'oü LBY =/S — 

sin a 
a ~ s i n (/2 — « ) ' 

c 'es t -á -d i r é que , dans ce cas, le rapport constant est égal á 
celui! des sinus des deux angles que la droite f o r m e apee les 
axes des x et des y . 

Cette derniére valeur rentre dans la precedente, lorsqu'on 
suppose /3 = 100o; car on a 

sin ct sin a. 
_— . tang«. 

sm (loo0-—*) cos« 0 

Discussion de Véquat ion 

j - — a x - j - h . 

141. Nous conside'rerons particuliérement, dans cette dis
cussion, le cas oú les axes sont á angle d ro i t , parce que c'est 
l e cas le plus ordinaire. 

Les constantes a et ¿ qui sont fixes et de'terminées pour tous 
les points d'une méme droite, peuvent toutefois, d'aprésleur 
na íure , passer par tous les états de grandeur, soit pos i t í f s , 
soit négat i f s , puisque la premiére est une tangente trigono-
métrique et que la seconde exprime la distance du point fixe A, 
á un point place sur la ligne AY. Ces divers états de grandeur 
de'pendent de la position que peut avoir la droite donnée, 
par rapport aux axes. Nous allons examiner ces diffe'rentes 
circonstances. 

142. Considérons ,* t n premier l ieu , le cas oü la droite passe 
par l'origine. 
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)ans ce cas, on a b ~ o ( f g . rf); et l 'éqaaüon devient Figr. 74. 

j - = «ir, d'oú — 

ce qui demontre que l'ordonnée dhin point quelconque de l a 
droite est á son abscisse dans un rapport constant. 

Cette propriéte' caracte'rise toutes les droites qui passent par 
i'origine; car ce point se trouvant sur cLacune d'elles, ses 
coordonnées (£C = o, j f = o) doivent vérifier leur équa-
tion; ce qui exige que le terme inde'pendant de x et de y 
manque dans cette équation. 

Faisons actuellement tourner la droite autour de Torigine, 
et voyons ce que devient a dans ce mouvement. 

D'abord, si la droite est coudhe'e sur A X , Tangle « est nul j 
et Fon a tanga ou a = o , ce qui véduit l 'équation á j = . o , 
qui n'est autre chose que l'e'quation de l'axe des x (n0 154). 

Tant que la droite, en tournant au-dessus de l'axe des re, 
sera place'e dans l'angle YAX, l'angle a sera plus petit que 
100o, et tanga ou a sera positifj mais augmenteia de plus en 
plus. 11 esí d'ailleurs évident, d'aprés réquat ion y ~ a x , 
qu'á des abscisses positives AP, ou négatives AP', correspon-
dront des ordonnées de méme signe qu'elles, MP, M'P'. 

Si la droite vienl á se confondre avec ÁY, comme on a 

alors «s= 100o, i l en re'sulte «2 = 00 et - = o : dVu Fon 
a 

peut conclure que l'e'quation, qui peut se mettre sous la forme 

£ = - .jr, se réduit á x ~ o, qui est en effet l 'équation de 

l'axe des j - (n0 134). 
Supposons raaintenant que la droite soit place'e dans Finté-

vieur de l'angle YAX' , comme L '^L" ' . L'angle « est obtus; done 
tanga ou a devient négatif^ et diminue de plus en plus, n u -
méríquement j, k mesure que la droite se rapproche de AX'; 
et si Fon met le signe de a en e'vidence, on a pour l'e'quation 

de la droite I /AL'" , j ' ™ — ax • 
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d'oü Ton voit qu'á des abscisscs positives AP'" correspomlem 
des ordonnées néga t ives P^M"; e tá des abscisses négatives tCP* 
correspondent des ordonnées posilives P"M". Ge résultat s'ac-
corde avec la figure. 

N . B . ' — Lorsque les axes sont obliques, le changement de 
Flg -5. signe de a correspond au cas oü l'angle a ou L'AX { fig. 

devient plus giand que l'angle Q des deux axes. En eííet, daiís 
S m « i v/ • ' , * 

Fexpression a = - Í — r , le denoinmateur sin (e — «\ 
r sin (fc —«) / 

pdur ^, se change en— sin et l'on trouve 
sin u 

J ~ r— ~ . X . 
sin (« — fc) 

lie venen s á notre óbjel. Si la droite, continuant de toürñer, 
se place sur AX', tang « redevient m¿/^ et l'e'quation se re'duit 
de nouveau á j r = o, ou á l'e'quation de l'axe des .-r. 

La droite passant dans l'ángíe X'AY', é cst ^> 2 0 0 o , mais 
-< 3oo0; done (n0 d3) tanga ou « est positif, et l'équaíion 
rede vi en t y ~ a x . 

E t , en eífet, la droite e'tant prolonge'e áu-dessus de l'áxe 
des ce, reprend les positions qu'elie avait prises d'abord dans 
l'angle YAX, 

Enfin , lorsque la droite i)asse dans l'angle Y'AX, auqneí 
cas on a 3oo0, mais <^ 40oOi tanS *o \xa redevient négatif, 
ct l'on reproduit l'e'quation j r ~ — a x . 

143. Conside'rons, en second l ien , le cas oú la droite passe 
Fig. par un point B { f i g . ^6) de l'axe des j r situé au-dessus de 

1'origine. 
Dans ce cas, Vordonnée á ¿ 'origine > o u b , est positive; et 

l'on a pour l'équation , = ax-j~ ¿• 
La quantité b est essentiellement positive ; mais i l n'en est 

pas de meuie de a. Car si l'on conjoit que la droite touvne 
autour du point B , comme, dans ce mouvement, elle prendía 
nécessairement des positions paralléles á toutes celles qu'elle 
avait prises autour de l'origine, i l s'ensuií que a sera posi t i f 
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©u négatif dans les mémes circón s tan ees. En sorte que l 'équa- Fig-
t-on r r=-4-«a- + h convient á toutes les droites, telles que 
LBL', qui forment, avec l'axe des un angle moindre que 
ioo0, ou plus grand que 200° mais moindre que 3oo0; et 
l'e'quation j r = — a x - f - b , á toutes les droites, telles que 
I /BL" , formant avec l'axe des .T un angle plus grand que 100a 
et moindre que 200o, ou plus grand que 3oo0 mais moindre 
que 400o. 

Lorsque la droite est assujettie á passer par un pointB' situé 
au-dessous de i'origine, b est négatif , et l 'équation devient 

= -f- ux — h pour toutes les droites telles que L 'B 'L , 

et y = — «J- — b pour toutes les droites telles que I / 'B 'L". 

444. Examinons, comme cas particuliers, ceux oü la droite 
devient paralléle á chacun des deux axes. 

1°. Lorsque la droite est paralléle á l'axe des x , on a év i -
demment tanga ou a = o ; d'ailleurs, b est positif ou négatif; 
ainsi l'équation se réduit á 

jr = =t ¿; 
résultat qui s'accorde avec ce qui a été dií n0 154. 

2o. Si la droite est paralléle á l'axe des 7', tang « doit étre 
injini. I I en est de méme de b, qu i , ex priman t la distance de 
I'origine au point ou la droite reuconlre l'axe des j - , devient 
nécessairement, dans le cas dont i l s'agit, plus grand qu'aii~ 
cune quantité donnée. 

Ces deux conditions, introduites dans y = ax b , 

• 1 . ^ , . •, • , < i , | b 
qu'onpeut mettre sousla forme x = - j r 

a 

la réduisent á x = — —. 
00 

Pour interpréter ce résultat , observons qu'a/in d'obtenir 
12 
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la droite dans toutes les situations possibles, par rapport aui 
axes, nous avons supposé (n0 143) que la droite tourne au-
tour du point B regardé comme fixe. Dans cette hypothése, 
b a une valeur finie et déterminée, et i l est impossible d'en 
déduire le casou la droite devient paralléle á AY. 

(On trouve seuleinent, dans la supposition de « = 0 0 , xz=zo 
ou l'équatioii de l'axe desjr-) 

Si Ton veut obtenir le cas particulier en question, i l faut 
changer le centre de mouyement de la droite, et prendre , par 
exeraple, le point G oü la droite rencontre l'axe des x. Or, 
si Ton designe la distance AC par c, ou plutót par-—c, at-
tendu que cette ligne est comptée dans le sens des abscisses 
négatives, on a e'videmment (n0 87) 

AB b y b — ==tang<e, ou = ¿z; don c = ; AC — c a 

et l 'équaüon devient x =z - j - -\~ c. 

Supposons maintenant que la droite, tournant autour du 
point C, devienne paralléle á AY; tang » on a devient infini, 
et c ne change pas. 

Done Fe'quation se re'duit á a? =s -f- c, équation qui re
présente en effet (u0 154) une paralléle á l'axe des j . 

Le signe de c de'pend de la position du point C par rapport 
á l'origine A ; le point peut étre en C ou C. 

L'expression de c , ou — ^ , offre l'exemple d'une fraction 

qui reste constante bien que ses deux termes deviennent 
' . b ' o finis. G'est ainsi qu'une fraction - , qui se réduit á - lorsqu'on 

suppose <z = o, b ~ o , acquiert dans certains cas (n0 79) une 
valeur finie et de'terminée. 

b 

14S, Nous observerons en passant, que la relation a — — 

introduite dans réquation j - = z a x * \ - b , la raméne á la forme 
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É¿c-f-é, d'oü c r - { - b x = b c , équation qui renferme 
X c 

comme constantes les distances de l'origine A aux points ou la 
droite rencontre les axes. 

En y faisant ce = o, 011 trouve jr = ¿ ; «e sont les coor-
données du point B ou la droite rencontre l'axe des j v 

Soit encoré j * = o ; on obtient x = -+-c: ce sont les 
coordonnées du point C oü la paéme droite rencontre l'axe 
des x. 

11 y a quelquefois de l'avantage á employer Tequation de la 

droite sous la forme y -f- bx = be, ou - -f- - z=z i , 

k cause de rhomogéne'ite' des termes de celle-ci. 
Cette forme convient encoré au cas oü les axes sont ob l i -

ques ; car le triangle BAC áonne (Jig. 78) * Fig- 73. 

sin BCA AB b 
sinCBA' AG —c ° 

146. I I resulte de la discussion pre'cédente , que Féquation 
f = ax - j - b comprend implicitement les e'quations de la 
droite considérée dans toutes les situations qu'elie peut avoir 
par rapport aux axes. I I suffit d'y substituer pour a et b les 
valeurs correspondantes á ees diverses situations. 

Questions prél iminaires relatíves á la ligne droite. 

147. Toutes les fois que la position d'une droite sera donnée 
par calle du point B oü la droite rencontre l'axe desjr, et par 
l'angle qu'elie forme avec l'axe des x , les constantes a et b 
auront une valeur détermine'e. Mais on peut imposer á une 
droite d'autres conditions, telles, par exemple, que ceíles de 
passer par deux points pris á volonté sur un plan; de passer 
par un point donne' et d'étre paralléle ou perpendiculaire á 
Une droite deja connue de position ; de passer par un poin|; 
et de faire avec une auíre droite un angle donné, etc. 

x a . o 
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Dans ees differens cas, a e i b doivent étre regardées commé 
des constantes indéterminées j dont les valeurs dépendent deá 
conditions irnpose'es á la droite. 

La recherche de ees valeurs donne lieu á une serie de ques-
tions qui servent de base á la Ge'ométrie analytique, et que 
nous allons développer successivement. 

148. PREKCIÉRE QÜESTION. — T r o w e r l'équation d'une droite 
assujettie á passer p a r deiix points donnés sur un plan. 

(Dans cette qüestion , les axes peuvent étre indiíFe'remment 
rectangnlaires ou obliques.) 

Fig. Gg Soient M et M'' {fig. 69 et 71) deux points fixés sur un plan 
eí 7 par leurs coordorjne'es ocf y y , et x" ¡f". 

L'e'quation cherche'e sera de la forme j - = : ax - f - 1 ; • • • (1) 

a et b e'tant deux constantes (inconnues pour le momeut) qu'il 
s'agit d'exprimer en fonction de x , j , x", r"t qui sont sup-
posées connues. 

Or, puisque chacun des deux points M et M ' se trouve sur 
la droite , leurs coordonne'es mises á la place de x etjr dans 
l'équation (1), doivent la vérifier. Ainsi, Ton doit avoir les 

deux relations / ' aX., ~^ ' ' " v 
l j r == ax" 4- ¿ (3) • 

Comme ees e'quations ne contierment a et b qu'au premier 
degré , on en tire facilement les valeurs de ees inconnues. 

D'abord, si Fon soustrait (3) et (a), i l vient 

f — y — a {x' — x") ; d'ou a . 
X — X 

Portant cette valeur dans l'e'q^uation (2), on trouve 

¿ ' ~ ~ y y — y ~ J ^ x y — y ^ 
- - r x '~~x" 'x x' — x " ~ ; 

et subsíjtuant ees valeurs de a et 6 dans l'e'quation (i)> 011 
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obtient enftn 

pour l'equation demandée. 
Autre méthode. — Retranchons d'abord l'équation (2) de 

Féquation ( i ) i l vient j r - ^ j ' ~ a { x — x ' ) , équation qui 
contient encoré l'inconnue a ; mais, en soustrayant (3) de (2), 
on obtient 

y ~ y ' = : a i X ' ~ x " ) ; a ^ f ^ , , 

Portant cette valeur de a dans re'quation precedente, on a 

j ^ - y = ^ 5 ^ ^ - ^ ) - - . (5), 

équation qui , ne renfermant plus que les variables nécessaires 
¿rjjr, et les donne'es xr y y \ x" , f " , convient encoré á la droite 
chercbe'e. 

L'identité des e'quations (4) et (5) peut étre établie faclle-
ment. En efíet, on tire de l'e'quaíion (5), 

ou réduisant, 

r - y = y x . ¿ y - y * 1 ' 

La seconde méthode, qui est sans contredit plus simple et 
plus elegante que la premiére, donne lieu á un re'sultat dont 
l'emploi dans les calculs est, en general, plus commode. 

Toutefois, réquation (4) a l'avantage de laisser en e'vidence 
la quantité by ou Yordonnée á ¿ 'o r ig ine . 

l i d . Remarque—-L'équation j - ~ - y = : a { x ~ ~ x ' ) , qu'op 
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a d'abord trouvée en empioyant la seconde methode , joue un 
grand role dans la Géoraétrie analytique. Elle oífre un carac-
tére particulier: c'est de representer toutes les droites qui 
passent par le point particulier (a-', jr')-

En effet, on y est parvenú par la combinaison de l'équation 

ge'ne'rale j - = ^» 
avec la relation particuliére y ' =s= ax' + h, 

qui exprime que le point (a/, y ' ) se trouve sur la droit^, 
D'ailleurs, si Ton y fait á la fois j — y ' , x = x ' , elle se 

réduit á 0 = 0; ce qui prouve évidemment que la droite 
passe par le point (ce', j ^ ' ) . 

Quant á la quantité a qui subsiste encoré dans réquation, 
c'est une constante índéterminée dont la valeur de'pend d'une 
seconde condition qui peut étre impose'e á la droite. Dans 
la quesíion préce'dente, cette condition consiste á faire passer 
la droite par un second point { x ' \ j*")? ce qui de'termine 
complétement la position de cette droite; et Ton trouve, 
en effet, 

a === •—•——7.. 
x — x ' 

ISO. SECONDE QUESTION. — Mener par un point donné une 
droite paral lé le á une autre déjá connue de position. 

Conimen9ons par établir analytiquement la condition de par 
rallélisme des deux droites, 

Soient / -y — *100 ^"b, | les équalions des deux droites 
ig 77- ^ \ j ~ a ' x + b'y J BL et DH {fig. 77). 

Puisque ees droites sont paralléles, les angles/ e t « qu'elles 
forraent avec l'axe des a?, sont égaux ; ainsi Ton a 

tangeí' = tangot, ou a' = a. 

Cette relation éntreles coefíiciens de dans les deux équationSj 
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est iodépendante de rinclinaison des axes ; car de ce que les 
angles ¿ t ' et « sont égaux, on de'duit nécessairement 

smc t , 
ou. a. = a. sin (/3 — a') sin(/3 — «) 

La relation o! — a peut encoré se de'montrer par la figure. 
Si Ton de'signe par Y etjr les ordonne'es MP, NP, des deux 

droites DH et BL correspondant á une méme abscisse AP 
ou or, on a, d'aprés les deux e'quations ci-dessus, 

Y — j r = — a) x + 6' — h. 

Mais i l est e'vident que, les deux droites étant paralléles, 

MP — NP, ou MN = D B , 
M'P' - F P ' , ou M'N' = DB, 

puisque les parties de paralléles comprises entre paralléles sont 
égales. Done Y — J — h' — b, quantité constante. 

Or, pour que cette e'quation s'accorde avec la préce'dente 
quel que soit x , i l faut nécessairement que l'on ait 

a — a ~ o ; d'oíi a ~ a. 

Réciproquement, si l'on a a ! — a , ou a —ÍZ = o, 

i l en resulte Y —jr — b' — ¿, ou MN = DB; 

done les lignes DM et BN sont paralléles. 
La relation a' ~ a est done une condition caracte'ristique 

du parallélisme de deux droites. 
Reprenons maintenant le piobléme proposé. 

Soient a/, y , les coordonnées du point M par lequel on 
veut mener une paralléle DH á une droite donnée BL. 

L'équation de cette premiére droite étant j =zax - f b , . . { i ) 
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celle de la droite cherchée sera de la forme J ' — ^ ' x - ^ b ' , . . ^ 
a ' et b' é tantdeux constantes qu'ils'agit de déterminer, 

Or, la droite DH devant, par hypothése, passer par í» 
po in tM, on a réquation particuliére y = : a ' x ' + b f . . , ( 3 ) 

Retranchons les équations (2) et (3) Fuñe de l'autre ; 

i l vient j - - - y = (f7 — * ' ) • • • i^oj-ez le n0 149). 

D'ailleurs, á cause du parallélisme des deux droites, on a 

a f = : a ; 

dono enfin, j r — j r f = a (x — Í C ' ) . 

Telle est l 'équation de la droite cherche'e ; elle ne difiere de 
l'équation (1) que par l'ordonne'e á Torigine, quiest i c i j - ' — a x ' . 

TROISIÉME QÜESTION. —Deicx droites étant données sur 
un plan 3 on propose de déterminer, 10. leurpoint d'intersec~ 
tion j 2o. l'angle qu'elles forment entre elles. 

v. o e ' t. í y ^ c t x b , \ les équations des deux droites BL 
^ ' b0ient \ j ^ a ' x + b ' J et DH {fig. 78). 

i0. —Pour obtenir les coordonnées de leur point d'intersec-
tion M , et en fixer ainsi la position, i l faut remarquer que, 
le point se trouvant á la fois sur les deux droites, ses coor
données AP et MP doivent vérifier les équations de ees droites; 
elles ne sont done autre chose que les valeurs de re et de 
propres á satisfaire simultanément á ees deux équations. 
Ainsi , en éliminant rr et ^ entre ees équations, les valeurs 
que l'on obtiendra seront les coordonnées cherchées. 

Retranchant d'abord la ireéquation de la 2e, on trouve 

. O = (a' — a ) x - ± b f — b ; d'oü x ~ . 
a — a 

Portons cette valeur dans la ire équation; i l vient 

b br . ba — ab' 
yszza.—, o, ou, reduisant, j ~ — ; « 
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b — b' ba — ah' . * , 
Done, * = 7 Z r ^ » a ' - . a ' sont les coordonnees 

du point d'intersection M. 
Soit, comme cas particulier, a' = . a ; ' ú en resulte 

x _ _ h — b' ^ a { b — b') 

c'esl-á-dire que ees valeurs deviennent infinies; ee qui doit 
étre, puisque les deux droites sont alors paralléles (n0 ÍSO). 

Si, á la condition a' — a , on ajoule la suivante br ~ b , on 
trouve 

= - , -K = valeurs indéterminées ; 
o' J o* 

et, en effet, dans ce cas, les deux droites se confondent, 
puisque leurs équations deviennent identiques; done elles se 
rencontrent en une infinite' de points. 

Les résultats obtenus pour cette premiére partie du probléme 
propose' sont vrais quelle que soit l'inclinaison des axes. Mais 
i l n'en est pas de méme de la seeonde partie. 

185. 2 o . — Pour de'terminer l'angle des deux droites dans 
le eas d'axes rectangulaires, angla que nous représenterons 
par V, observons que le triangle EMG donne 

MGX=EMG-f MEG; d'ou EMG ou V = M G X - M E G = ^ - Í Í , 

{» et A de'signant les angles que les deux droites forment avec 
l'axe des x ) . 

Mais on a obtenu (n0 70), 

. • tanga — tangft 
tang { a — b ) — 

i -f- tanga tangé ' 

done t a n g V - « ) , ou tang V = t a n g . - - t a n g ; ^ 
i4-tanffeí tañe* v * 
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Cela pose, puisque les axes sont rectangulaires; on a tang» 
a' — a 

tansct = a; d'oü Ton de'duit tang V = — ; ; 

1S4. Lorsque les axes sont obliques, les valeurs de tang 
tang «e, ne sont plus repre'sentées par ary a ; et i l faut les tirer 

sin té , sin a 
des relations -—— rr = « > • • > . r == «. 

sin (/S—•« ) sin (/? — a) 
Or, la seconde relation revient á sin « = « sin (/3 — « ) , ou 

de'veloppant sin (/3 — «) d'aprés la formule (n0 61), 

sin e t ~ a sin /S eos a — a sin « eos /3. 

Pour mettre tang« en e'vidence, divisons les deux membres 
par cos«, et transposons ; i l vient 

, . fí\ - A j * ^ „ asin/2 t tangas ( i - f - ^ cos/3) = a sini2, d ou tanga 

on obtiendrait de la méme maniere, tange¿ 

i -f- ¿zcos^ ' 
af sin /8 

i -4- a' cosíT 

Substituons actuellement ees valeurs dans l'équation ( i ) , 

af siniS a sin̂ S 
i -f- a cos/S i -f- a cos^ 

on a tang V = - — - — , • ag , 
aa sin* (6 i -|-

( i -j-a'cos/S) ( i -f-a cos/2) 

ou, re'duisant au méme dénominateur, simplifiant et obser
van t que sinsiS -f- cos9/3 = i > 

\T ( « ' —<i)sini3 
tang V = —¡ r — — - — (3) 

i - } - a« - } - (a + « ) eos(S 

Supposons /3 3 = ioo0, d'oü sin/2 = i et cosiS = o; 

Ct' — Cl 

la formule se re'duit á tang V = -., comme ci-dessus-
l -f- aa 
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Considerons le cas particulier oü les deux droites sont 
perpendicidaires entre elles. 

Dans ce cas, on doit avoir V = 100o, d'oü tang V = 00', ce 
qui donne, lorsque les axes sont rectangulaires, 

ü ; = 00, ou —r = o, par consequent, i -f- «a = o ; 
x + aa' a —a 
et lorsque les axes sont obliques, i - f -^^ ' - f - (a + ^Oc08^— 0' 

La relation i -f-««' = o, que nous aurons souvent occasion 
de rappeler, peut étre de'montre'e directement au raoyen de 
la figure. 

Puisque le triangle EMG (Jig. •jg) est rectangle en M , les Fig. 79, 
deuxangles MEG, MGE, sont complémens l'un de l'autre; et 

Fon a tang MGE m cotMEG m —• (voyez n0 SO). 
0 tang MEG 

Mais tangMGX ou a '=—tang MGE , et tang MEG = a; 

done, a = . ^, ou bien, aút ' -f-l —o . 

186. QUATRIÉME QIJESTION. — D'un point donné hors d'une 
droite, on propose, i0, d'abaisser une perpendiculaire sur 
cette droite; 1°. de trouver la tongueur de cette perpendicu
laire , c'est-á-dire la distance du point donné á la premiere 
droite. 

(Les axes sont suppose's ici rectangulaires.) 
Soient BL {fig* 80) la droite donne'e, MG la perpendiculaire Fíg. 80. 

á BL, assujettie á passer par le point M dont nous désignerons 
les coordonneea par x ' etj- ' . 

Su|>posons que l'équation de la droite BL soit 

j - = a* -f- 6 (1) 

Puisque la díoite MG passe par le point a/, y ' , son e'quation 
«era (n0 149) de la f o r m e j r — j — a {x — ce'),.. a! étant une 
constante inde'terminée. 

Mais les deux droites devant étre perpendiculaires Tune á 
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Tautre , on a (n0 Í S S ) la relation 

I -4- aa ~ o : d'oü a' == — 
a ' 

Done réquat ioa precedente devient 

— y = — ^ { x — x ' ) , . . (2) 

Telle est l'éqviation de la perpendiculaire M G ; et cette droite 
est ainsi détermine'e de position. 

IS1?. Maintenant, i l s'agit d'obteñir Texpressiou dé l a dis-
tance du poiut M au point H oú les deux lignes se rencontrent. 

On connaít déjá les coordonne'es oc'tjy', du point M ; si Ton 
pouvait de'terminer celles du point H , i l suffirait de substi-
tuer ees quatre coordonne'es dans rexpression de la distance 
entre deux points donne's, formule trouve'e n0 137, et Ton 
aurait la valeur de MH. 

Comme le point H est le point d'intersection de BL et MG, 
i l faudrait (n0 éliminer x et ^ entre les e'quations (i) 
et ( 2 ) ; mais observons que , d'apres la formule deja citée, ce 
sontmoins les coordonne'es des deux points M et H , que leurs 
diíFérences, qu' i l est important d'obtenir; ainsi la question est 
ramene'e á éliminer entre (1) et (3) les quantite's x ~ - - x f , j - — y , 
conside're'es comme inconnues ; et les valeurs de ees quantités 
étant substitue'es dans l'expression 

D = v'V - ¿ ' y i y - y y , 

á la place d e a ; ' — x \ y — y , donneront la distance demandée. 
Aña de mettre en e'vidence ees deux inconnues dans l'e'qua-

tion (1), comme elies le sont dans l'e'quation (2) j nous e'cri-
rons la premiére sous la forme 

J- — y — a (x — x ' ) — y + ax ' - f 6, . . . (3) 

ce qui se fait en ajoutant—jr'aux deux membres, puisre-
tranchant et ajoutant ax dans le second membre. 
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Cela \>osé, retranchons Féquation (2) de réquation (3); i l 

vient 

\ a ' a -f- -
a 

. , a ^ r ' — a x ' — ¿ ) 
0u réduisaut, x — x = -— , 

CL —J— I 

Cette valeur étant portee dans re'quation (2), donne 

, 1 a { y ~ - ' a x ' — — — h) 
J X a ' d í - \ . \ «2 + 1 

Substituant ees valeurs de x — x ' , j — j , dans celle de D , 
et désignaat par P la perpendiculaire, on trouve 

„ S/a* { j — a á — h y ^ r i f — a x ' — h Y 

Le facteur {j'^—ax'—¿)2 peut étre mis en évidence sous le ra
dical, cequi domiepour le numéraleur, (aa-f-í) { j — a - ¿ — W -

Supprimant le facteur «a -f- 1, commun aux deux termes, 
puis extrayant les ra cines carrees de ees deux termes, on ob-
tient enfin pour la longueur de la distance M H , 

{ j ~ ~ a x — h ) 
P = 

i38. Discussion. — Le double signe rh dont ce re'sultat est 
aftecte', a besoin d'étre interpreté. 

En clierchant á traduire géome'triquement la valeur de la 
quantiíéjr'—ax'—b, on voit que, j * ' désignant l'ordonnée MP, 
ax'-j-b exprime aussi Fordounée NP de BL, correspondan te á 
l'abscisse x' on AP (car si Ton fait x = x ' dansj=zax-+'b, on 
z-J cu =zax'-\-b) • donejr'—ax'—b repre'sente la distance 
MN. Or, cette distance peut étre 11° 26) positipe ou négativé], 

c est-á-dire ^ o , suivant que le point M est place au-dessus 
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ou au-dessous de BL. Par exemple, si le point était en M', on 
aurait M ' N ' = N'P' - MyP' ~ ax' + b — y . 

D'un autre cote , lorsqu'on demande la distance du point U 
á la droite B L , on est censé en demander la valeur absolue 
d'oü i l suit que, si le point M est p lagé au-dessus de la droite 
B L , auquel cas j ' — ax'— b e s t > o, on doit avoir 

P = 
V/a2 + 

et si le point M est place au-dessous } ce qui entrame la con-
dition j ' — as? — b < ^ o , on aura 

Chacun de ees deux résultats peut étre ve'rifié par la Ge'o-
métrie. 

En effet, MP, MH, éíant respectivement perpéndiculaires á 
AP, BL, i l s'ensuit que Pon a angl. NMH = angl. BL'X = «. 

Cela pose', le triangle rectangle NMH donne (n0 88) 

MN MN • 
MH = M N c o s ts = —— = — — (voyez n0 30); 

sec« v / i 4 - t a n g a « 

mais MN = MP — JNP = y — a ¿ — b, et tang« r= a ; 

done M H , ou P j - — a x —o 

\ / a%-\-1 

Si le point M e'tait place au-dessous de BL , on aurait 

M'N' = axf - f ¿ — y , d'oü P =z a X ' ^ b 

159. Examinons quelques cas particuliers: 
í'ig. 8i. i0- Supposons ( fig.Si) que le point duquel on veut abaisser 

la perpendiculaire soit l'origine des coordonne'es. 
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On a, dans ce cas, = o, y = o, et l'expression devient 

P = ^ h 

résultat/>05zí//r ou négatif, suivant que le point B est place' au-
dessus ou au-dessous de rorigine. 

3O. Supposons que la droite BL {fig. 82) passe par Forigine. Fig. 8 . 
On a alors 6 ~ o; et l'expression se re'duit á 

r ' — ax' „ ax' — r ' 
P = J — 7 = ou P = , J~, 

160. iY, B . —Dans la question prece'dente, nous avons sup-
pose les axes rectangulaires; s'ils étalent obliques, ilfaudrait, 
pour la premiére partie, faire usage de la relation 
! ^-aa - j - ( a - f«a ' ) cosb = o, qui domierait 

, ( 1 -f- « eos Q) 
a = . — • ^— , a - j - cosfc 

etsubstituer cette valeur dans l'e'quation j - — y ' — d [p?—x) , 
Quand á la seconde partie , aprés avoir effectue' rélimination 

de x — a', j — j y entre les éqaations des deux droites , on 
portevait ees valeurs dans l'expression ge'ne'rale de D (n0138); 
etl'on trouverait5 tout calcu! fait, 

p { j — ax' — h) sin? 

V/«a -f" 2<2 cosí -f- 1 

Nous laissons aux commengaus le soin d'exécuter ce calcul, 
qui, quoique assez compliqué, n'offre rien de difficile. 

161. CINQUIÉME QUESTION. — P a r un point donné hors d'une 
droite ; en mener une seconde qui forme avec l a premiére un 
angle donné (les axes sont suppose's rectangulares). 

Appelons x ' , y , les coordonne'es du point, rn la tangente de 
^ an§le donné, L'e'quation de la premiére droite étantjr=r<z^-f ¿, 
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celle de la seconde droite sera de la forme — j ' — a (¿c — ^ . 
et puisque ees droites doivent former un angle dont la tan
gente est r n , on doit avoir (n0 1S3) 

ou bien, 
i - f - aa! ' ' i - f - aa ' 

i 
' n ~ 

( L'une et Tautre des deux quantités i - f a a i - f a a " 

sont e'galement propres á exprimer la tangente del'angle donné.) 
On peut comprendre les deux relations pre'ce'dentes dans une 

a — a , , , a á - m 
seule, 7 = ± m ; d ou a = : 

ce qui donne pour réquation de la droite chercbe'e, 

a ± . m 

La question admet done deux solutions; et cela est évident, 
car, de part et d'autre de la perpendiculaire abaisse'e dupoint 
donne'sur la droite j ' = (3.T-jf-¿, on peut mener deux droites 
qui fassent avec celle-lá l'angle donné. 

Soit cet angle e'gal á 100o, auquel cas on a m = oo; i l en 

, , « r t m m i 
resulte, — , ou = — - ; 

i Z f : a m i _ a 
m 

d'ou j - — y ' r = — ^ { x — a/), e'quation obtenue (n0 136). 

Nous ne cónside'rons pas le cas oú les axes sont obliques, 
parce que les re'sultats n'en sont pas assez simples. 

162. Scolie general Les diffe'rentes questions que nous 
venons de re'soudre se reproduiront presqu'á cbaque instant 
dans tout le cours de la Ge'ométrie analytique. Mais, en l éílé-
cbissant sur les re'sultats auxquels on a été conduit par leui 
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aésoltttion, ron doit sentir la nécessité d'cviter, autant que 
..ossible, le systéme des axes obliques , pour que les calculs 
soient plus simples. 11 faut toutefois'en excepter le cas oú 
Ton n'a á faire entrer en considération que réquation d'une 
droiíe passant par deux points donnés, et la condition de pa-
rallélisme de deux droites, resultáis qui sout independans de 
l'inclinaison des axes. 

Maniere de fixer analjt'iquement la position d'un 
c ere le sur un plan, 

165. Soit un cercle de rayón quelconque r, dont le centre est 
en O. Tragons dans son plan deux axes rectangulaires AX, AY 
(f ig. 83) , et proposons-nous d'en fixer la position par rapport -pm. 83. 
a ees axes. 

Si l'on designe parp, q, les coordonnées AB, OB, du centre, 
et par xe, j r , les coordonne'es AP, MP, d'un point quelconque M 
de la circonfe'rence, en aura, en vertu déla formule du n0 157, 

(á? ~ p y 4- Cjr — q Y = r \ , . ( i ) 

Cette relation caracíe'rise tous les points de la circonfe'rence, 
en ce qu'elle est e'videmment satisfaite par les coordonne'es de 
chacun de ses points, et qu'elle ne peul l'étre que par elles. 

En eííet, soit N un point quelconque pris á l'exíe'rieur ou dans 
l'inte'rieur de cette circoníérence; ona , en designan t loujouis 
par x et j * les cooi'données de ce point, 

(r — p)'1 -f- (jr — q)* pour le cañ é de la dis lance ON; 

maisil est e'vident queON est^> ou <^OM, suivant que le point 
est exte'rieur ou inte'rieur á la circonfe'rence; d'oú i l resulte 
ne'cessairement (x — p)1 -f- { j — q y > ou <^ r'2. 

Ainsi, l'équation (i) ne saurait étre vérifie'e pour un point 
qui ne se trouve pas sur la circonfe'rence. 

Cette e'quation est done Véquat ion du cercle 3 en ce sens 
qu'elle fixe complétement la position de cliacun des points de 
'a circonfe'rence. 

i 3 
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Les constantes qui y enírent, sont les coordonnées du centre 
et le rayón; et en effet, un cercle est completement determiné 
avec ees donne'es. 

164. L'équation est beaucoup plus complique'e lorsque íes 
Fig. 8}. axes sont obliques {Jig. 84); car, d'aprés la formule du n0 138, 

ona { x — p Y + i j — q T + i i x — p ) (jr—•g)cosC=:ra 
de'signant Tangle des deux axes). 
165, L'équation ( i ) prend une forme plus ou moins simple, 

suivant les diverses positions du cercle par rapport aux axes. 
Fig. 83. i0. — L'origine peut étre place'e en un point A ' {Jig- Í33) de 

la circonfe'rence. 
Dans ce cas, on a évidemment enti 'ep, q, et r, la relation 

i>2 + ?3 = 

jnais si l'on de'veloppe l'e'quation ( i ) , elle devient 

ÍC' — zpx + p* -f-jr2 — agjr - j - r̂2 = r5, 

ou , supprimant les deux quantite's e'gales p* q* et r% 

o?4 — zpx -j- j r* — zqj" = o . . . (2) 

Telle est, dans ce cas, la forme de l'e'quation du cercle. 

Si l'on pose j ^ = o dans cette nouvelle e'quation, i l en 

resulte — zpx =z o, ou x ( x — ^ p ) ~ o ; 

iVoü ÍT = o, ÍT = 2/3; 
ce qui prouve qu'en eíFet le point { x r = o , j r = o ) , ou 
Forigine, se trouve place' sur la circonfe'rence. 

Remarque.— Cotnme, á l 'hypothésejr = o, correspond en-
'core l'abscisse x—o.p^ i l s'ensuit que la circonfe'rence coupe 
Taxe des x en un second point C, tel que A'C est double de 
A'D = j> ; ce qui de'montre que la corde A'C est divisée en 
deux parties éga les p a r l a perpendiculaire aba i s sée du centre 
sur cette corde. 

Cette propriété est connue en Ge'ome'trie; mais on voit 
commento n la met en éyidence á l'aide de l'équation du cércle. 
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La démonstralion est d'ailleurs genérale, puisqu'on peut 
faite varier á voloníé la direction de l'axe A'X', pourvu que le 
second axe A T ' hxi soit mene' perpendiculairement. 

166. 2o. — L'origine peut étre place'e á Textrémite' A"d'uu 
diamétre A"G qui serait lui-méme l'axe des x. 

Dans cette nouvelle position des axes, on a 

p = r et q =z o; 

ainsi, Fe'quation ( i ) devient {x — r)2 - f - j - " ' == r*, 

ou réduisant, jr5 = zrx — rr8.. . (3) 

On déduit encoré celle-ci de l'e'quation (2) en y faisant 
p = r et q ~ o . 

On demontre facilement, au moyen del 'équation (3), deux 
autres proprie'tés du cercle. 

En efíet, d'abord cette équation peut se mettre sous la forme 

j - % z=.x { i r — x) ; 

mais, d'aprés la figure, on a 

j r = MR, ír = A"R; d'oú ar — x = k"Q—A"R == GR; 

done MR== A"R X GR, ou bien A"R:MR : : MR : GR; 

c'est-á-dire que la perpendiculaíre ahaissée d'un point de la 
circonférence sur un diamétre , ou l'ordonnée á ce d iamétre , 
est moyenne proportionnelle entre les deux segmens. 

Ensuite, la méme e'quation revient encoré á 

J~* ~\~ x2 = . z r . X ; 

mais si Ton tire la cor de A"M, on a e'videmmen t 

j * H- ce2 ou MR - f Á"R = A"M, ar = A"G, x=zÁ."R; 

done Á : : M ~ A n G x K " K , ou bien A"G : A"M : : A " M : A ' ^ ; 

ce qui prouve que ¿a corde menée p a r l'une des extrémités 
(i'un diamétre est moyenne proportionnelle entre ce diamétre 
et le segment adjacent formé p a r la perpendicula íre ahaissée 
de l'extrémité de la corde sur ce diamétre, 

i 3 . . 



^ 1 9 6 DES LIKUX 

167. 3°.—Eníin, l'origine des coordonnées peut étre placee 
au centre. 

Dans ce-cas , qui est celui que nous aurons á conside'rer le 
plus frequemment, les coordonnéesp et g sont nuiles., el Vé-
quation (1) se re'duit á 

^ -f-jr1 = r \ . . (4) 

Cest i'e'quation du cevcle r a p p o r t é á son centre cornme origine, 
On y parvient directement d'aprés le triangle rectangle OMR, 
cjui donne 

ojT-f- M R a = OM2 cu ^ 4-^2 = r \ 

Si les axes sont obliques, on a pour e'quation 

ÍT1 j^2 -f" 2ír^.cos? = r1 . 

Fig. 84. {Voyez le triangle obliquangle OMR 84-) 

Des L i e u x géeme' tr iques <, 

168. Avant de passer aux applications des principes pre'ce'* 
dens , et de montrer comment, á Faide des e'quations de la 
ligne droite et du cercle, on parvient á resondre toute espéce 
de question relativa á ees ligues , nous ferons quelques obser-
vations genérales sur les e'quations des lignes et sur l'usage 
qu'on peut en faire. 

Nous avons deja vu que la position d'uue droite ou d'un 
cercle est fixe'e sur un plan par le moyen d'une équation entre 
les coordonne'es x e t j - de chacun de ses points, et un certain 
nombre de constantes dont la connaissance suffit pour déter-
miner cette position géométriquement. 

Supposons actuellement que, x et jr désignant loujours les 
distances d'un point á deux axes rectangulaires ou obliques, 
la résolution d'une question ait conduit á une équation ge'nc'-
rale entre x etjr, et que nous représenterons par F (¿c, j )= t :o , 
(Le caractére F veut diré f o n c ü o n de., , . ) 
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Je dis que , quand on voudra fixer la position du point qui 
satisfait á Ténoncé de la question, ou dont les coordonne'es 
vérifienL re'quation, aa lieu d'un point on en obtiendra une 
infinité; et la se'rie de ees points formera une ligne qui sera 
droite ou courbesuivant la nature et le degre de re'quation. 

En effet, puisquel'on n'a qu'une seule équation entre x etjr, 
on peut disposer arbitrairement de Tune d'elles (ees quantités 
sont, pour cette raison, tx^eXées variables) , et l'e'quation 
donnera les valeurs correspondantes de l'autre variable. 

Ponnons, par exemple, á l'abscisse x la suite des valeurs 

Si l'e'quation n'est que du premier degré en j - , on en déduira 
successivement pour les valeurs correspondantes de cette va
riable , 

j r = ¿ , b ' , b \ b'% b x \ b? 

Enportant sur AX {fig- 85) les valeurs de ¿c, e té levantpar p¡g §5, 
les points P, P', P", P'*.. . des perpendiculaires, ou plutót, en 
menant á AY des paralléles e'gales aux valeurs de jr, on aura 
diíFérens points M , M' , M", M w . . . , qui satisferont e'galement 
á la question. 

Comme ríen n'empéche de donner á ¿c des valeurs extréme-
ment peu diíFérentes les unes des autres, et qu'alors les valeurs 
de j r seront elles-mémes, en ge'ne'ral, tres peu difieren tes les 
unes des autres, on doit en conclure que les points M , M ' , 
M " . . . . seront tres voisins; etl'on pourra ensuite lier ees points 
entre eux par une ligne continué MM/M'/Ma' , . . . . dont tous 
les points seront autant de solations de la question, parce que 
les points interme'diaires sont cense's correspondre aux valeurs 
de x , j - , tire'es de l'équation du probléme, et comprises entre 
celles qui ont deja été construites. 

Cette courbe sera d'ailleurs d'autant plus rigoureusement 
déterminée, que les points M , M' , M " . . . sei-ont plus rappro-
cbés les uns des autres. 

Supposons maiutenant que l'e'quation soit, par rapport á j , 
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d'un degré supérieuv au premier. Comme, dans ce cas, á cha-
Fig. Sfí. q»e valeur de x i l doit correspondre deux ou plusleurs valeurs 

dej'- {fíg- 8 6 ) , i l s'ensuit que la courbe est compose'ede deux 
ou plusieurs branches M M ' M " . . . . NW'N".. . . RR 'R" . . . . 

169. Soit, par exemple , á construiré l'équation j-"2 = zx. 

On en de'duit j r = ± L { / Z X -

ce qui prouve d'abord qu'á une méme valeur de x i l corres-
F!S- 87- Pon<i deux valeurs de j - {fig, 85) e'gales et de signes con-

traires; en second lieu, qu'á des valeurs ne'gatives de x i l ne 
correspond que des valeurs imaginaires dej^, c'est-á-dire que 
la cpurbe ne peut avoir aucun point situé á la gauche de l 'o r i -
gine ou de AY. 

Cela posé , faisons d'abord £ P = o , ce qui donne j - = o. On 
peut conclure que l'origine des coordonnées apparíient á la 
courbe , ou que la courbe passe p a r l 'o r ig ine . 

Soit mainteñant Í C = I ; i l en résulte 

j - ~ r t 1/3 = dz 1,4 A 0,1 pres . 

Apres avoir pris sur AX une distance AP égale á Funité 
linéaire , si Ton mene par le point P une paralléle á AY, eí 
que Ton prenne au—dessus et au-dessous de AX deux distances 
PM, PN, égales á 1,4. • • , M et N seront deux points de la 
courbe demaudée. 

Soit encoré x = 2 ; d'oü j r = rt:2. Ces valeurs éíant 
construites comme les précédentes, donneut M' et W pour deux 
nouveaux points. 

En continuant ainsi de douner á y diíFérentes valeurs, et 
construisant les valeurs correspondantes de jr, on obtiendra 
une courbe de la forme LAH qui s'étend indéfiniment á la 
droite de l'axe desjr, puisque, tant que x est positif3 les va
leurs de j sont réelles. 

170. Proposons -nous, pour second exemple, l'équation 

j / - ' x*— 4; de laquelle on tire j ^ = ± i i/íc2-f-4-
On voit , premiérement, qu'á une mcnie valeur de x corres-
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nondent deux valeurs de j - égales et de signes contraires; se-
rondementj que, quelque valeur positipe ou négatiue que Ton 
donne á x , on a. toujours pouv jr des valeurs re'elles. Done 
deja Ton est certain que la courbe s'e'íend indéfiniment au-
dessus et au-dessous de l'axe des x , á droite et á gauche de 
l'axe des j ' . 

Faisons quelques hypothéses : 
Soitd'abord x = o {Jig. 88); on tire de réquation propose'e, Fi^ 

j ~ ± i = rh 2. 

Prenons sur AY deux distances AB, AC, e'gales á 2; les points 
B et C appartiennent á la courbe. 

Soit, en second lieu, 

x = : i ; d'oú j - = do. \ / 5 = ±: 2,2 , á o, 1 prés . 

Si l'on prend sur A X , AP = 1, et qu'on porte sur une pa~ 
rállele á AY, mene'epar le point P, deux parties PM, PN, e'gales 
á 2 | , M et N seront encoré deux nouveaux points de la courbe. 

Soit encoré ce = a, ce qui donne 

\ /S — r t 2 ,8 , á 0,1 p r é s . 

En constmisant ees valeurs comme les precedentes, on ob-
tiendra les deux points M ' et N ' . 

Et ainsi de suite, dans le sens positif de l'axe des x. 
Actuellement, pour obtenir les points situe's á la gauche 

de AY, observens que, puisqu'á des valeurs de x positives 
ou ne'gatives, mais numériquement les mémes, corresponden t 
les mémes valeurs de j " , i l suffit, aprés avoir pris des dis
tances k p , A / ) ' . . . égales á AP, AP ' . , . . . de mener par les 
points />, p ' . . . des paralléles a AY, et par les points 
M, M' , . , , N , N ' , . . . des paralléles á AX. Les points m et m' , . . . 
11} rí,.. seront aussi des points de la courbe, qüi sera e'vi-
demment composée de deux branches distincU s et oppose'es 
I B L ' , HCH'. 

Ces exemples suffisent pour donner une idéf ie ees sortes 
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de c o n s t r u c í i o n s , s u i lesquel les nous reviendrous plus en dé-

ta i l par l a suite. 

171. L a courbe repre'sente'e par r é q u a í i o n F (ce, jr) = o) esí 
appele'e l e lien géornélrique de cette é q u a t i o n . 

Réciproquement„ une courbe e'tant trace'e sur un p l a n , s i , 
par u n m o y e n que lconque , f o n d é sur la d é f i n i d o n o u sur une 
proprie'te' caracte'ristique de cette courbe , on parvient á une 
e'quation q u í existe entre les c o o r d o n n é e s x et j - de tous les 
points de cette c o u r b e , et n'existe q u e p o u r ees points , la re-
l a t i o n a i n s i o b í e n u e est dxie l ' équaUon de l a courbe, ^oj-ez 
les n08 1 3 9 , 1 6 5 . ) 

Nous terminerons les notions ge 'nérales sur les l ieux g é o -
m é t r i q u e s , par deux propositions qui serout d'un usage con-
t inue l . 

172. PREMIÉRE PROposiTioN. — O n a vu p r e ' c é d e m m e n t que 
i ' e ' q u a í i o n ge'ne'raie d'une ligue droite est de l a f o r m e . . . . 
j - 7 = a x - \ - b , . . ( i ) , les q u a n t i t é s a et b pouvant passer 
p a r tous les e'tats de grandeur . J e dis q u e , rec iproquement , 
toute éqitation d u premier degré entre deux variables % et j 
a pour lieu géornétrique une ligne clroiie. 

E n effet, quel ie que soit l'e'quation p r o p o s é e , on peut t o u -
j o u r s la r a m e n e r á l a forme y — m x - ^ - n . . . (2). 

Comparons entre e l l e s l e s é q u a t i o n s (1) et (2), 

Fig. 72. i0. — S i les axes sont i-ectangulaires, on peut poser {fig- 72) 

a ou t a n g í » = 7 n , et b = n. 

Prenant alors sur A Y une distance Á B r = ; n , et menaut pal
le point B une droite qu i forme avec A X un angle a dont m 
soit l a tangente trigonome'trique, on a u r a (n0 140) pour Vé" 
quat ion de cette droite ainsi fixe'e de posit ion, 

j - ~ ^ tanga-f" ¿> o u b i e n , j - z zzmx-^-n . 

Douc , r ec iproquement , cette derniere e'quation a pour lien 

géornétri'iue une ligue droite . 
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2o Si les axes sont obliques, on pose 

sin« , 
a ou = m et b ~ n. 

sin (/2— a) 

Pmnant sur AY { f i g . 78) une partie AB égale á et me- F¡&. 73. 
nant par le point B une droite qui forme avec AX un angle u 

s i n AS tcl que Ton ait -:— r — m , on aura (n0 i59) pour son 
u sin (/2 — ct) 

équation, 
sin* - , y = : x — -4- « , oa bien, r = mx + n. 

J sm(/2 — ' ' J 

Done, re'ciproquement, etc 
I I reste á savoir toutefois si i'angle « peut toujours étre de'-

• , *. , , v • sin «6 termine d apres la relalion - — - 7 — — - = m. 1 sin (¡6 — «) 

Or, on a reconnu (n0 1S4) que cette relation donne. . . 
msin/3 • , tang ct ; et l on sait qu une tangente peut pas-

1 —J— Til COS p 

ser par íous les états de grandeur; ainsi I'angle « est toujours 
susceptible de de'termination. 

175. Comme deux points déíerminent la position d'une 
droite, i l s'ensuit qu'une e'quation du premier degré en x eijy 
e'tant donne'e , i l suffira, pour en construiré le lien g é o m é -
trique j de fixer la position de deux de ses points. 

Les plus remarquables sont ceux oü la droite rencontre les 
axes; et, pour les obtenir, on fait successivement, dans l ' é -
quation , j - = o, puis x ~ o; les valeurs obtenues , pour x 
dans la premiére hypotbése , et pour j r dans la deuxiéme, re-
pre'sentent. Tune, l'abscisse du point de rencontre avec l'axe 
des x , l'autre, l'ordonnée du point de rencontre avec l'axe 
des jy. 

[On a d é j a v u ( n 0 14S)que l'introduction de ees deux quantités dans 
l'équation de la droite, lui donne une forme trés symétrique. ] 

Si l'équation est de la fo rme y = m x , comme, en faisant ^ = 0 , on obtieitt 
^5=5 o, et réei])roquement, i l s'ensuit que la droite passe par rorigine,; et 
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pour en avoir un second point, il suífit de donner a x une valeur particu-
liére, et de construiré la valeur correspondante d e j . 

174. Casparticuliers. — On propose de construiré 27 — 3x = 1 (en sup-
posant les axes rectangulaires). 

Fi¡j. 89. Pour jr = 0 89), Ton trouve a : = — ^ ; et pour x=:o, y z = - . 

Prenant done sur A X une distance A C = : — | , et sur AY une distance 

AB = on oMient C B L pour le Ueu géométrique demandé. 

Fig. 90. Soit encoré á construiré l'équation 3r + 5x -j- 4 ̂  0 [fig- 90)• 

Pour r = o, l'on a a: = — | ; et pour x = o , . . . r = — | . 

Prenant sur A X , A C = | , et sur A I ; AB' = ~ | r on obtient B'C'L' 

pour la droJte deinandée, 
Ou peut avoir besoin de construiré la tangente de l'angle «. Or, la pre-

3 1 3 
miére équation donnant x = - x - f - - > il en resulte t a n g 4 = : - . 

Fig. 89. D'aprés cela, soit pris sur A Y {fg. 89 ) , la distance A B = ^ . Menons 

par le point B une paralléle BH á Paxe des x ; prenons sur B H , une partie 
3 

BD — 1, et ólevons une perpendiculaire D E = - j nous aurons 

tang EBD = - ; ainsi le point E appartiendra á la droite CBL. 

5 4 5 La deuxiémo équation donne x = — ^ x — - , d'oü tang u. = — ^. 

Fig 91 ^PR(36 avoir pris sur A Y (Jig. 90) une partie AB' == — 7, si Fon méne B'H' 

paralléle á A X , que Ton prenne 61) '= 1, et, qu'enfin Pon eleve une perpen-
5 - l ü - ' 5 

diculaire D ' E / = : ^ , on aura nécessairement tang E ' B ' D ' = ^ ; d'oü 
3; 

tang E ' B ' X ' == — ̂ ; et le point E ' appartiendra á la droite C'B'L'. 

Toutes les constructions précédentes s'appliquent au cas oü les axes sont 
3 5 

obliques. Seulement, les quantités - et — - construites en dernier lieu, 

• t i * , . 1 sin OÍ n exprauent plus des tangentes, mais bien le rapport —.—^ y 

17S. Soit pour troisiéme et dernier exetnple, réquat ion / = x (les axes 
étant supposés quolconques). 

Fig. gf. PourIr = o (^%-9i)> Pon a x zrr o ; dónela droite passe par Porigina. 



GEOMETRIQUES. 203 
Faisant maintenant ce— i , on obtient / = i 5 et Pon aurait de méme pour 

^ =r 2 , . . . r = 2-
D'oü Ton voit que la droite ABE' ainsi déterminée, divise en deux par-

íies égales l'angle des deux axes. 
Si les axes sont rectangulaires, l'angle BAX est égal á 5u0. 
176. Remarque. —L'équation proposée peut étre en x seiüement, ou bien 

en / , c'est-a-díre ne renfermer qu'une seule coordonnée. 
Dans ce cas, le lieu géométríque se réduit a une ou plusieurs droites paral-

Ules á l'w de* , suivant le degré de l'équation, et si les racines sont 
réelles. 

3 
Soit l'équation i x — 3 = o, d'oú l'on tire x = - . 

3 
Prenons sur A X (fg. 92 ) , une distance AB— et menonspar le point B, j?-^ ^ 

BCparalléle á A Y j i l est évident que tous les points de cette droite joui-
3 

ront excluswement ¿o la propriété d'aToir - pour absoisse, quel que soit 

d'ailleurs y . 
Soit encoré l'équation jr* + . r — 2 = 0, qui, étant résolue, donne.,. 

= — - ^ r V / ^ - f - a : d'oú y — 1 c i y — — 2. 
2 * á 4 

Si l'on prend sur A Y (fíg-QS) deux distan ees AB = i? AB/ = — 2 , et pig. 
qu'on méne G H , Gr'B.', paralléles á A X , ees droites seront telles qu'on aura 
toujours y — 1 pour la premiére, et fz=—'-2 pour la deuxiéme, quel que 
soit x. 

177. SECONDE PROPOSITION. — On a trouvé (n0 165 ) pour 
réquation générale du cercle rapporté á des axes rectangulaires, 

O — p Y -h ( J — qY = 

ou de'veloppant, x^-j-jr*—zpx—nqj--j-p'-^-q2—r-=o... (1) 

Re'ciproquement, toute équation du second degré^ de la 
forme a?3 -}-jr9 + A.cc -J- Bjr - f C :== o , . . . (2), c'est-á-dire 
qui ne renfermepas le reciangle xy des -variables> et dans la
que lie les coefficiens des carrés sont égaux á t u n i t é ou égaux 
entre eux (parcequ'on peut toujours diviser l'e'quation par ce 
coefficient commun), appartient (dans le cas d'axes rectan
gulaires) á ¿me czrcore/^mice de cercle. 

En effet, comparons Tune á l'autre les e'quations ( 1 ) et (2)^. 
etposons — — A; ~ 2 7 =z V>, - f _ = C;, 
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011 en déduit 

A B y /A2 - f E" -

r=V/i>2 + r -G=y-^: c. 
Cela posé, soient trace's deux axes rectangulaires AX, ÁY 

fig 94- (^g-. 94 )> et construisons le poiut O dont les coordonnées 
< A • B ' ' " 

soient pour Tabscisse, et pourl'ordonne'e.Puis, du 
/A2 4 -

pointOcommecentre ,e tavecunrayonégalá ^ / — ~ G, 
de'crivons une circonfe'rence de cerclej elle aura ne'cessairo-
inent pour e'quation, 

— p ) * + ( j - _ q y — r-; 

ou , si l'on remplace p , q , r , par leurs valeurs, 

fe^jt..(-+iy=H--^ 
ou développant et re'duisant, 

x- + Ax - f jra 4- Bjr -í- G = o„ 

résullat identique avec i'équation (2). Done , etc 
On peut encoré de'montrer la proposition, ainsi qu'il suit t 
Ajoutons d'abord aux deux membres de Fequation (2) la 

Aa B2 ^ 
quantite —;—h ~r > a ñ u d e compléter les carre's a^-j-AíP, 

et j r ' - f - B ^ ' j i l vient 

4 4 4 

oubien, ^ 4 - - j - í - ( r + - / ) J - C , . . . . (á/ 

équation que l'on peut cornparer iaime'diatement avec 

(so + ( j - — qY == r% 
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„ A _ B / A H - B a r 
en posant /; — ~ " ' <?——7» ' —^/ | >̂ 

tl'oü i l «"i* í116 ̂ e(Iuation (3) , et par conséqueat réquat ion (2) 
dont (3) n'est qu'une transformée, représente une circonfe'rence 
ile cercle qui a pour centre le point determine' par les coor-

A B /A2+B2 ^ tbiinées — - , — —, et. pour rayón, ^ / — ^ — — C. 

La seconde de'monstration peut paraítre plus simple que la 
preraiére, mais elle est moins analytique. 

178, P r e m i é r e remarque. — Les quantite's A, B, C, étant 
quelconques, peuvent étre telles que Ton ait 

A ' + Ba ' . 
. L — C — O , OU-< 0. 

4 
Dans le premier cas, le rayón r est n u l , et la courbe se re-

duit á son centre j c'est-á-dire á un poin t . 
Dans le deuxiéme, le rayón r est imaginai re ce qui veut 

diré qu'il n'y a pas de courbe ; et l'on dit alors que le cercle 
est imaginaire . 

Seconde remarque.—Laproposiüon precedente suppose que 
lesaxes soient rectangulaires; car on a vu (n0 164) que réqua
tion d'un cercle rapporté á des axes obliques, renferme n é -
cessairement le rectangle zxj- cos/2, terme qui ne peut dispa-
raltre qu'autant que l'on a jS = 1 0 0 ° . 

L'équation (2), dans le cas oü les axes sont obliques, est 
celle d'une courbe qui , comine nous le verrons plus tard, 
pre'sente quelque analogie avec le cercle. 

179. Caí particuliers. —Soit a construiré l'équation 

nx* -f- ar2 — 3x + 4^ — 1 = 0 5 

peut d'abordétre mise sous la forme 

y* -mr ~ X ^ 5 = - > 
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ou , en ajoutant les carros de la moitió du coefficient— - et de la moitiá du 

q 25 
coeñicient a, c'est-á-dire —,•+•'', 011-7:, 

/ Ü3 y:., . .,: as i 33 

Fig. 95. Cela posé, construisons d'abord le point O (fg. gS) qui a | pour abs-

cisse et — 1 pour ordonnee. 

Ensuite, du point O oomme centre, et avec un rayón egal á ~ j /33 f ou 
4 

1,4. • • á o, 1 prés ) , décrivons «ne ciroonferenoe; cette courbe sera le lien 
géométrique demandé. 

Soit, en second lien, réquation x* — 3r + ax=:o , qui peut sa 
mettre seus la forme 

(* + »)J + (r ~ = i + I 
i3 

Aprés avoir fixé la position du point qui a — i pour abscisse et - pour 

Fig. 9C. ordonnée, si de ce point O (fg. 96) comme centre, avec un rayón égal 

á - y'iS ou 1,8, on décrit une circonférence? ce sera la eourbe représen-
2 

tée par l'équation. 
II faut observer toutefois que} dans cet exemple, comme l'équation est 

satisfaite simultanément par x = o , jr = o, la courbe passe nécessairement 
par l'origine; d'oú il suit que le rayón se trouve tout construit, et est repré
sente par OA. E n effet, Ton a 

OA = y ^ A B + BO' ou bien, OA = \ / | -h 1 = r. 

On reconnaltrait pareillement, i0, que Téquation 

' x* -f- y* — 3x -f- 1 = o 

3 
représente un cercle dont le centre a pour coordonnées - et o, et qui a 

pour rayón ^ v^5; 

a0. Que réquation + ¿f./1 — 12^ — 8r + i3 = o représente un point 
3 

ayant pour coórdonnée - et 1. En eífet, on peut la transformer en. . . 
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/x__&^* + ( J — 0a = 0 j et cette équation, dont le premier membre 

la somme de deux carrés esscntiellement posilifs, ne peut étre satisCaite 

qu'en posant ^ - ^ = o, {y — i ) ' = o, 

3 
ce qui donne a: = - et r = i ; 

3». Que Féquation + ¿ix — â r + 7 = o ne représente rien^ 
car on pout lui donner la forme 

{ x -j- aj« + ( 7 — 1)» = — 2, 

équation dont le premier membre, étant la somme de deux carrés positifir 
ne peut étre égal á uno quantité négative, 

180. Ces notions genérales sur les lieux géométriques e'tant 
Lien entendues, voyons le parti qu'on peut en tirer dans la 
résolution des problémes de Géométrie déterrninés ou indé-
terminés. 

Conside'rons d'abord le cas oü la question est indéterminée> 
et supposons que cette question revienne á fixer la position 
d'un certain point sur le plan d'une figure. 

En rapportant le point cherche' et les auíres parlies de la 
figure á deux axes, et désignant les coordonne'es de ce point 
par x et j r , on obtiendra par la traduction algébrique de l 'e-
noncé , une certaine relation, F (a;, j - ^ s o , entre ces coordon
ne'es et les quantite's connues, laquelle sera di te V équation du 
prohléme ; et s i , conforme'ment aux principes e'tablis prece'-
demment, on construit le lien géométrique de cette e'quation, 
la serie des points faisant partie de ce lieu ge'ométrique, satis-
feraá re'nonce de la question; et les coordonne'es de ces points 
repre'senteront géométríquement lous les systémes de valeurs 
de x et dejr, propres á vérifier l'e'quation F { x ^ y ) ~ o. 

181. Non-seulement les lieux géométriques serventá résou-
dre les questions indéterminées ; mais on peut encoré en faire 
usage dans les problémes determines á deux inconnues. 

Admettons en eíFet, que rénoncé d'une question ait conduit 
aux deux équations F (x , y ) = o, F' (x, j r ) = o, x et j r repré-
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sentant les coovdonnées d'un ccrtain point. On pourralt d'a* 
bord éliminer x etjr entre ees équations, puis construiré tous 
lessystémes de valeurs que Ton obtiendrait; chacun des points 
ainsi determines satisferait á l'énonce'. 

Mais , sans eíFectuer Télimination qui , le plus souvent, con-
duit á des resultáis coinplique's, et n'est pas elle-méme tou-
jours facile, on peut fixer ia position de ees mémes points. 

En effet, l'e'quation F (a-jjr)—©, conside're'e seule, représente 
une certaine ligne, l ieu de tous les points dont les coordonnées 
verifient cette e'quation. Supposons-la constnúte, etsoitLBH 

F¡g. 97. ( M ' 97) ce lieu geométrique. 
De méme , re'quation F' (ce , jr) — o est celle d'une second*? 

ligne dont tous les points sont tels, que leurs coordonnées vé-
rifient cette équation; supposons cette ligne construite par 
rapport aux mémes axes que la precedente, et representce 
par KCI . 

Cela posé, i l est e'vident que íes points M, M ' , . , . oü ees ligues 
se rencontrent, sont ceux qui satisfont á l'énonce', puisque 
leurs coordonne'es forment des systémes de valeurs de x et 
dejr» ve'rifient en méme temps les deux équations. Ainsi, 
les points M , M ' , . . . sont autant de solutions de la question dont 
ees équations sont la tradüction algébrique, si toutefois on a 
eu pour objet de fixer, sur un plan, la position d'un point 
d'aprés certaines conditions. 

Lorsque les inconnues x etjr n'expriment pas primitivement 
des distances á des axes fixes, mais des lignes quelconques, les 
coordonnées des points M , M ' , . . . en représentent alors les 
valeurs géome'triques. 

En substituant ainsi les intersections de deux lieux géomé-
triques á l'élimination entre leurs équations, on parvient sou
vent á des constructions simples et elegantes du probléme. 
La snite de ce chapitre nous en fournira plusieurs exemples. 

182. Pour le moment, nous nous contenterons de faire rapplication da 
ees principes au probléme (n0 2 1 ) , résolu dans le premier chapitre par 
deux méthodes différentes. 

Reprenons les deux équations qui ont été obtenues par la p r e m i é 
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méthode, savoir : 

(b — x)* - i t - i c — y y = r * , . . . . (i) 
afx* H- == m^la •— ?,6 - j - 2.r);. . . (2) 

et observons d'abord que cés équations seraíent.celles qu'on trouverait en 
rapportant le point inconnu D (fg. 20) a deux axes rectatigulaires dont Fun pig. 20l 
serait A B , et Tautre une perpendiculaire élevée au point A. 

Cela posé, au lieu d'élimmer x et r entre ees équations, qui, comme on 
Ta vu n0 21, conduisent a des résultats tres compliques, táchons de cons
truiré les lieux géométríques qu'elles représentent. 

La premiere est évídemment celle du cercle donné; car ;• étant le rayón, 
h eX c sont les coordonnées du centre. 

Quant a la seconde, qui peut se transformer ainsi, 

w s Í , m' 
x * ' - \ - y * — i — x — m'1 — 20. , 

a ' a 

( ; » » ^ v 2 m1* , m'1 

x 1 -Ar y * — f- w,5 — 10. — , 
a J rt2 a 

elle représente (n0 177) un cercle dont le centre est sur AB , en un point 
(/?£•. 21) K pour lequel on a A K == — , et qui a pour rayón, pj^, ^ 

— -3.1. . 

Or, le triangle rectangle A C L donne A L ou ra1 = A C — C L , ou bien, 
^—Zí'-f-c» — r» ; ainsi Fon a 

)•' ~ y ™- _ -ih.-—. b* + C — ; ' = y7 Ih _ J -f.c'1 

ü'ailleurs b—^i-est égal á K F : ce qui donne 
a 

Kc = c' + ( b - ' ? i y . 

Done enfin r' =p \ / K C — r ' . 

Mais si Fon méne du point K une tangente K D ou KJD' au cercle donné, on 

a évidemment K D ^ u K D ' ^ KC2— rK 
D^oú Fon voit que ees deux tangentes donnent, non-seulement le rayón 

du second cercle, mais encoré les points oú les deux circonférences se cou-
pent, c'est-á-dire ceux dont on demandait de íixer la position. 

II est remarqnable que la premiere méthode employée pour résoudre la 
question , conduise, par le secours des lieux géométriques , á la méme cons-

. '4 
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truction que la seconde. Mais i l faut un peu de reflexión et d'habitude pour 
découvrir ce rapprocliement. 

§ I I . uápplications des Principes généraux établis 
précédemment. 

Propositions sur les triangles. 

183. I O . Rechercher par Fanalyse les points d'intersection deux a deux 
des droites menées par les sommets A, B , C , d'un triangle, et par les 

Fíg. 98. milieux F , E , D {fig. 98 ) , des cótés opposés. 
Prouver que ees trols droites se coupent en un méme point. 
Prenons deux axes rectangulaires AX , A Y , dont l'un , celui des x, se 

confonde avec l'un des cótés AB du triangle, l'origine étant d'ailleurs 
placee au sommet A. L a question consiste a former les équations des 
droites A F , B E , C D , puis (n0 148} a éliminer x et y entre ees équations 
combinées deux á deux. Mais auparavant, il est nécessaire d'etablir les 
coordonnées des points A , B , C , D , E , F . 

On a d'abord pour les coordonnées de A , (y = o, = o) ; 
soit AB = c;vil en résulte pour celle deB , {y — o, x — c ) • 
posons d'ailleurs pour le point C , { y = y', x ~ 01'). 

Maintenant, comme D, E , F , sont les milieux de AB, A C , CB, on en déduit 

AI = — , 

F G = 

C '— X c + x' 
d'oú A G =. x' -\ • = ^ — J ce qui donne pour les coor

données des points 

D . 

E . 

F . 
/ y ' c + J / N 

Connaissant pour chacune des droites A F , B E , C D , les coordonnées de 
deux de ses points, nous pourrions obtenir son équation en substituant dans 
la formule du 11o 148, 

y — y' = ^7 - y ( * — aS), 
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i ia place de x ' ,? ' , x% y", les valeurs correspondantes ; mais i l est plus élé-

nt d'opérer de la maniere snivante : 

Coó*»6 A F Passe Par 1,ori8íine' son équation est de la forme 

y =z ax; 

(y' C -f- x'\ . 
~ ' 2 / ' ^ 3 

relation particuliére 

/ f / c -Jr x' \ / y . — —al , a ou a = ; > a V 2 y c -f- x' 

ainsi Féquation de A F est y = c ^ x . . , . (i) 

L a droite B E passant par le point B , ou ( o, c ) , son équation est de la 
forme y^=.a.' {x — c) . 

(U faut remplacer dans réquation y — y ' - = a (x—-x'), du n0 M9, yf 
par o, et x' par c, puis a par a'.) 

Mais, comme cette méme droite passe par le point E , ou —^ > 

on 

s ,r¿ \ . „, v , _ y 
— = ÍI ( — — el, ü ou a — - r ; 

2 V 2 / i • áe — 2 c ' 

on a la relation 

1 y done l'équation de B E est y — — {x — c ) . . . . (2) 

y' 

On trouverait de méme pour C D , y = —^ ^ (ax — c ) . . . . (3) 

II reste actuellement á combiner oes trois équations. 
Premiérement, on déduit des équations (1) et ( 2 ) , 

(x — c), 

«quationqui, étant résolue, donne 

c -f- x' x' — i c 

c -f- x' 
x — 

Portant cette valeur dans ( i j , on trouve... y — - , 
3 

En second lieu , les équations (1) et (3) donnent 

c -f-, x 
y 

— (ax — e). 

14.. 
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ou, résolvant, , , x — c , 

Y' 
et par consequent, y = 

D'oú l'on voit que les coordonnées du point d'intersection des deux droites 
A F , B E , soiit identiques avec celles du point d'intersection de A F et CD. 
Ainsi , ees trois droites se coupent en un méme point. 

Si du point O commun á ees trois droites, on abaisse Fordonnée OP, les 
deux triangles semblables D C H , DOP, donnent 

GH 

OP : C H : : DO : D C ; mais on a OP — - f ~ — ; 

D C 
done aussi DO = . 

Ce point est connu en STATIQUE SOUS le nom de centre de gravité du 

triangule. 
En réfléchissant sur I'analyse précédente, on reconnalt aísément que les 

calculs sont les mémes quelle que soit l'inclinaison des axes. 
Cependant, ils deviennent plus simples lorsqu'en conservant AB 

"̂'fí- 99- (Jlg. gg) pour axe des x , on prend pour axe des ordonnées une droite AY 
paralléle á C D , ce qui est permis, puisque la droite CD est connue de po-
sitioa. 

Dans ce cas, il est évidént que l'abscisse xf du point C devient égale 

á AD ou ^ , d'oú c — 2 x ' ; et les équations (r), h ) , (3), deviennent, savoir ; 
y' 

L'équation de la droite A F . , . , r == —• x 
6x 

y' celle de la droite B E . . . y — — TT—, [X — ^̂O» 6x 

et celle de la droite C D . . . x = x', 

(puisque cette derniére droite est paralléle á A Y ) . 

Cela posé , combinons la derniére équation x — x', 

avec la premiére; 11 en résulte y =: —. 

E n la combinant avec la seconde, on trouve encoré.. . y ~ 
3 

ainsi, les coordonnées des points d'intersection de C D , A F , et de C D , BE, 

, y' D C sont x — x , y z=z — — . 

Ceci prouve combien le choix des axes peut influer sur la simplicité des 
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calculs dans la résolulion des questions par le secours de la G-éométrie 

analytique. 
184- 3O- — Déterminer les points d'interseclion deux a deux des perpendi-

culaires abaissées (Jlg. I O I ) des trois sommets du triártele A B C , sur les coles 
cpposés. Démontrer que ees perpendiculaires se coupent en un méme point O. 

On con<joit qu'ici il doit y avoir de Tavantage á supposer les axes rectan-
gulaires puisqu'il faut faire entrer en considération la relation de perpendi-
cularité de deux droites [voyez n0 liSS). 

Prenons encoré pour axe des abscisses la ligue A B , et pour axe des ordon-
i ip. I O I • 

nées la perpendiculaire élevée au sommet A. 
En désignant toujours par c la distance AB ou l'abscisse du point B , et 

par x', y', les coordonnées du point C , on a d'abord pour l'équation de C E 
paral lele á l'axe des y, 

3C = x', , . (ij . 
Avant de rechereber les équations de A F et de B E , nous commencerons 

par déterminer celles des droites CB , A C , auxquelles elles sont perpendi
culaires. 

Or, la droite CB passant par les deux points [y', x') et (o , c ) , son équa-

íion est (n0 i48) y —y' — — i x — x ). 
x — c 

Celle de la droite AC qui passe par Forigine et par le point (x', y ' ) , est 

yf 
X — -7 X. 

X 

Cela posé, comme A F passe par Forigine, elle a une équation de la forme 

y = a'x ; 

«t de ce qu'elle est perpendiculaire á C B , on a (n0 133} la relation 

aal + i = o [ a ayant pour valeur — \ ; 

d'oú Pon déduit a' = — 1 = C - ~ ~ - . 
a y' 

Ainsi l'équation de AF' est 
c — x' 

t = ~-pr~'* (2) 
La droite B étant assujettie á passer par le point B ou (o, c ) , on a pour 

son équation , jr = /«' (x — c ) ; 
et puisqu'elle est perpendiculaire á A C , on a la relation 

mm* + i — o {m ayant pour valeur , 
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d'oü l'on déduit m = r= 7, 
m X 

Done enfln l'équation de B E est 

r = _ ^ - ( ^ - c ) . . . . (3) 

Maintenant, si l'on combine (1) et (2), on trouve 

Combinant de méme (1) et (3), on obtient, 

x — oc', jr = — -p- {x' — c) 

Done les coordonnées du point d'intersection des droites C D , A F , soní 
les mémes que celles du point d'intersection des droites C D , B E ; ainsi ees, 
trois droites se coupent en un méme point. 

18S. 3o. —- Déterminer les points d'intersection deux a deux des perpendi-
Fig. loo. culaires élevées par les milieux des cotes d'un triangle ABC {fig- 100), a ees 

mémes cotes. Prouver que ees trois perpendiculaires se coupent en un méme 
point. 

Nous prendrons encoré pour axe des x la ligne A B , et pour axe des y la 
perpendiculaire élevée au point A. 

Soient toujours AB = c, A H = x', CHr=^-'; on a déjá trouvé (n0 18o) 
pour les coordonnées des points D , E , F , 

, P...(„;S> E...(¿,0, P...^>^), 
Cela posé, on a poyr équation de D L , paralléle á A Y , x = ^ (1) 

—, — J , son équation est 

de la forme y — ~ a x -— —^ 5 

et puisqu'elle doit étre perpendiculaire á A C dont l'équation est 

y — x, il en résulte a ~ — 

Ains i , la droiteEMa pour équation, 
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trouverait de mémepour Péquation de F N , 

y' c — x' f c' -\r x \ 
y 

Combinons entre elles les équations (i) et (2); i l vient 

c y ' x'* — ex' x'3 y'* — 
x =. y — f 

Les équations (1) et (3) combinées de la méme maniere, donnent 

c ^ (x' — c)xr x'* -f- y1,1 — ex' 

Ainsi, les trois droites se réunissent en un méme point. 
186. iV. B . — S i , dans le résultat qu'on vient d'obtenir pour y, on met 

á la place de sSl -{-y'*, sa valeur AG ou b* que donne la figure, on trouve 
pour les coordonnées du point O comnum au?? trois droites, lequel n'est 
autre chose que le centre du eercle circonscrit, 

c b* — ( 

Calculons maintenant la distance A O ; pn a 

__ /C» ( ¿ » — e x ' ) ' t . 
OA = y x ' — t / _ f v — 7 - , - — ^ == — y c ' y ' -i-(.i>* — ex'y 

ou, développant la quantité sous le radical, et ayant égard á la relation 

a/2 + /•• = £ = , AO = — 5 X/bt-i-c'—lca:'. 
• '¿y i 

Or, l'expression V'fe»-|-c2—icx' n'est autre chose, en vertu d'un theo-
réme Géométrie, qué la valeur du cóté CB ou «. 

Doncenfin, AO = d'oú, en posant AO = 

i r .y' =z a.b ; 

ce qui prouve que le rectangle de deux cotes d'un tfiangle est égal au rec-
tangle compris par le diamétre du cercle circonscrit et la perpendiculaire 
abaissée sur le troisiéme eóté , du sommet ppposc. (Voyez Legendre, liv. I I I . ) 

Remarqqons encoré que la surface du triangle ABC ayant pour valeur ABC 

ou S = — j íl en resulte = 45-, 
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Done, l'expression de AO ou r devient 

abe 
• r== i s ; ; 

résultat auquel nous sommes deja parvenus (n0 45) . 

r-. 187. La construction sur la méme figure (fg. 102) des points de con-
1 02' cours relatifs aux trois propositions préeédentes, donne lieu á une circons-

tance fort curieuse, qui consisto én ce que ees trois points se trouvent places 
sur une méme ligne droite. 

Pour nous en convaincre par l'analyse , observons d'abord qu'en général 
on reconnait que trois points (x', y ' ) , (x", jr"), et {x"',r"'), sont en ligne 

y' ~ y" y' yw 
droite , toutes les fois que les deux rapports ~ —, — ~ , sont égaux. 

E n eíTet, ees rapports ne sont autre chose (n0 148) que les coefflciens 
de xdans les équations des droites qui joignent le premier point au se-
cond et le premier au troisiéme 5 et s'ils sont égaux, c'est une preuve que 
les droites sont paralléles (n0 I S O ) . D'ailleurs ees droites ont déjá le point 
cornmun {oe , yr] ; done elles se confondent. 

Si l'un des points {x', y') est l'origine des coordonnées, 11 suífit que Pon 
y" y * ait —;-. ~ —r.,, ou bien, y"xm — x"y"' = o. x x 

Cela posé, admettons que les points O , O', O", correspondant aux trois 
propositions, soient rapportés aux mémes axes A X , A"X, dont l'un soit la 
base AB du triangle, l'autre la perpendiculaire élevée au point A; et afín 
de eonserver les notations employées précédemment pour les points B et C, 
convenons de désigner les points O , G', O", par%(xI et^-,), {x2 eis y * ) , 
(«3 et 

x y l ys yl y~ 
L a question est ramenée á calculer , . 

OTi « — Xj, x, — x^ 
Or, on a trouvé, nos 183, 184, et i8S, 

( J * -4- r'a — ex' c \ 
r 3 = ^ , - 3 = 

y (c — xf)x' 

Done. 3 y' y'* 4- S-r'» — 3cx' 
-j- x' , (c — ax')^' 
3 

y' y'* -f- — ex' 
y i — yj 3 oy' _ —y'* — Sx'* -f- Sex' 
x , — x } c -f- J' c ( 2 / — c ) y 
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Ces deux resultáis sont identiques. Ainsi, les trois points O , 0', O", so?u 

en ligne droite. 
jyr. S. - Les distances qui séparent ces trois points ont entre elles un 

rapport qui est également fort remarquable. 
En effet; si Pon considere les projections de ces distances sur AB, savoir 

DI, I H , et D H , on a 

DI =. x, — XÍ C - i - x' C 2Xf - r C 

_ _ - _ Q i 
TTT c + x i x — c IH = X t — X 5 — = ^ = 2DI: 

DH = x ¡ .— X 3 — V — , - = 2 J ? , ~ C = 3DI; 

2 2 

ce qui donne DI : I H ; D H I T 1 : 2 : 3; 

done aussi, á cause des paralléles 0"D, O I , O'H, 

o"0 : oo' ; o"0' : : 1 : 2 : a. 

' Propositions sur le cercle. 
i88. Rechercher par l'analyse Íes conditions qui exprlment 

que deux circonfe'rences de cercle se coupeni, se touchent, ou 
n'ont aucun point commun. 

SoientO, O' (fig. io3), les centres de deux circonfe'rences de Fig.ioJ. 
cercle, r, r \ leurs rayons, et 0 0 ' — d , la distance descentres. 

Prenons pour axe des x la ligne des centres, et pour axe 
des j - la perpendiculaire OY éleve'e par le point O. 

Le cercle dont le rayón est r, étant rapporte' á son centre et 
á deux axes rectangulaires, on a (n0 167) pour l'équation de ce 
cercle, 

j - ^ -\- x í = . r1 ( i ) 

CElie du second cercle , dont le centre a pour coordonnées 
P = q = o, est (n0 165) 

j-2 - f (¿c _ d y = r' . . . , (2) 

Cela posé, pour exprimer que les deux circonfe'rences de cer
nes se coupent, et obtenir leurs points d'intersection, i l faut 
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(aa 192) établirque leurs équations ont lieu en méme temps, 
eteliminer c c , j , entre ees équations. 

A cet effet, retranchons (2) de ( i ) ; i l vient 

d'oa Ton tire 

i d x — d1 — — r'*; 

i d 

Cette valeur portee dans réquat ion ( i ) , donne , toule réduc-

tion faite, jr = ± . - - ^ \ / ^ d r^ — (r4— r 2 + Í¿2)2. 

Discussion. — L'inspection seule de ees valeurs prouve d'a-
bord que, dans i'hypothése oü la quantite' sous le radical de 
la valeur de étantpos/ííVej les valeurs des sont réelles, 
et oú par conséquent les circonférences ont deux points com~ 
munsj, dans cette hypothése, dis-je , les deux points d'inter-
section ont une méme abscisse OP, inais deux ordonnées e'gales 
et de signes contraires. 

Done , toutes les fois que deux circonfe'rences se coupent, 
l a l igne des centres est perpendiculaire á la cor /e eommune, 
et la divise en deux partios é g a l e s . 

Maintenant, afin de savoir quandj^ sera rée l ou i r n á g i n a i r e 
(car a; est toujours re'elj, nous ferons subir á Pexpression ci^ 
dessus une transformation. 

La quantite sous le radical e'tant évidemment la difíerence 
de deux carre's, peut étre décomposée dans le produit 

( i d r -}- - f - Í ¿ ' — r'2) ('xdr — r2 — d -\- r'J) ; 

mais chacun des deux facteurs entre parenthéses est lui-méme 
la diíFe'rence de deux carre's ( r - ^ - d y — r''2 et r ' — ( r— 

on a pour le premier, (r -\- d ~ { - r ) {r -\- d — r ) , 

et pour le second, (r r •— d) (r — r -f- d ) . 
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Done enfin, la valeur dejr devient 

j - z t - ^ { / { r + r + d ) { r + d — r ) {r + r ' -~d)Tr ' ->c-d—r) . 

Sons cette forme, comtne le premier facteur soumis au radical 
est essentiellement positifj, on voit quejr sera réel tant que 
les trois autres seront positifs, ou l'un d'eux positif et les 
deux autres ne'gatifs. Mais cette derniére circonstance ne peut 
jamáis exister, car des qu'un de ees trois facteurs est négat i f , 
les deux autres sont ne'cessairement pos?íz/s. 

Soit, par exemple, r - \ ~ d — r < ^ o , d'ou r ~ \ - d < ^ r ' ; 

i l en re'sulíe nécessairement r < ^ r et d < ^ r ' ; 

done r — r - \ - d et ;•' •— d -\- r sont positifs. 

A plus forte raison , les trois facteurs ne sauraient étre né~ 
gatifs á la fois. 

Ainsi , i l ne peut se pre'senter que deux cas: ou les trois 
facteurs sont positifs á la fois , et dans ce cas j j " est r é e l ; done 
deux circonférences se coupent toutes les f o i s que l 'on a 

r - \ ~ d ^ > r \ r - ] - r " ^ > d , r ' - ^ d ^ r ; 

c'est-á-dire chacime des t ro is -quant i tés j , les rayons et la dis-
tance des centres , moindre que l a somme des deux autres z 

Ou bien, l 'un des trois facteurs est n é g a t i f et les deux autres 
positifs / dans ce cas, jr est imaginai re et i l n'y a pas de point 
d intersection ; ainsi deux circonférences n'ont aucun po in t 
commun, lorsque Fuñe des íne'galite's ci-dessus a lien dans un 
ordre inverse. 

11 peut néanmoins arriver que Fon ait 

r ~ \ - d — r ' ~ o ) Q u r - J - r — í i = o, on r^ ̂  d — r z=.o 
c'est-á-dire r + d z ^ r , ou r-f- r ' = d , ou r -j-¿¿—r. 

Dans ce cas , les deux valeurs de jr se réduisent á o, ét les 
4eux circonférences n'ont plus qu'w/i point commun > lequel 
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est nécessairement place sur la ligue des centres , puisque son 
orclonne'e est nulle. 

Done, deux circonférences de cercle se touchent toutes les 
fois que la distance des centres est égale á la somme ou a la 
différence des raj-ons. 

Ces resultats sout conformes aux the'orémes établis en Géo-
métrie sur les intersections et les contacts des deux circonfé
rences. 

189. Cas particuliers.—Soit d = o, auquel cas les deux cir-
confe'rences sont concentriques ; les valeurs de x et áz j - devieu-

nent x — et jr 
/ — (r2 — r ' y 

- V ' o 

expression de forme injinie. Mais observons que la quan-
tité sous le radical de la valeur dejr, étant essentielleiuent né-
gative , cette valeur n'en est pas moins imaginaire; ce qui doit 
é t re , puisque les circonférences ne peuvent avoir aucun point 
commun. 

Si cependant on avait en méme temps d-—o e t r = r ' , les 

valeurs de ¿c et de / se réduiraient á x — - , == signes 
ordinaires de rindéterraination. 

En eífet, dans ce cas, les deux circonfe'rences se confondent 
et ont une infinité de points comrnuns. 

Remarquons encoré que les resulta ts ci-dessus, de forme 
injinie > sont analogues a ceux qui ont été obtenus (n0 1S2) 
dans le cas du parallélisme de deux droiíes dont on recberche 
le point d'intersection • eífectivement, i l existe alors une es-
péce de parallélisme entre les deux* circonférences, puisque 
leurs points sont partout également distans. 

190. Fairc passer une circonférence de cercle par irois points donnés. 

Toutes les fois que l'on connaítra la position du centre d'un cercle sur 
un plan, et la longueur de son rayón , les quantités constantes p, q > ''> (l,u 
entrent dans réquation 

( x _ p)* + [y ~ , q)* — 
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ont etré regardées comme données « priori; et le cercle sera complete-
1 ent déterminé par cette équation. Mais on peut, comme pour la droite, 

««cí>r de déterminer un cercle qui satisfasse á certaines conditions, se proposer ^ i ? 
comme celles de passer par des points donnes, d etre tangent á une ou plu-
sieurs droites, á un ou plusleurs cercles, etc.; dans ce cas, p , q, r , sont 
des constantes indétermmées dont les valeurs dependen! de ees diverses con
ditions j et comme les indéterminées sont au nombre de trois, il s'ensuit 
que l'on peut imposer á un cercle trois conditions différentes , celles, par 
exemple, de passer par trois points donnés. 

Soient en genéral (x', j ' } , { x " , y ) , [x"'} y'"), trois points donnés sur 
un plan par rapport á deux axes rectangulaires, et appelons p , q, r , les 
coordonnées de son centre et le rayón ; son équation sera de la forme 
i x — p)3 -h (.r — q y — r * . . . (T ) p , q, r , étant des quantités qu'il s'agit 
de déterminer. 

Or, puisque chacun des trois points donnés se trouve sur la circonférence, 
on doit avoir les relations 

i {x' — pY + ( j ' — qY == r*, 
(x"— pY •+• ( / '— qY — r», 
{x'"— pY + (r'"— 7)2 = 

et la question est réduite á éliminer p , q, r, entre ees relations, pour les 
repórter ensuite dans Féquation (i). 

En dévelogpant, puis soustrayant successivement la seconde et la troi-
siéme relation de la premiére, on trouve 

x'2 — x"a -hyr* —Ĵ "2 — {x* — x") — -xq {jrf —y") — o, . . . . (a) 

x ' > — x'"* + y a — y a — 2 p {x' — x'") — 29 ( y — y ) = o , . . . . (3) 

équations du ier degré en ^ , q, d'oú l'on peut tirer facilement les valeurs 
de ees inconnues. Aprés quoi, en les substituant dans la premiére des re
lations ci-dessus, on obtiendra la valeur correspondante de r. Nous n'entre-
rons pas dans les détails de ees calculs qui n'offrent aucune difficulté réelle, 
et qui présenteraient d'ailleurs peu d'intérét, á cause de leur complication; 
mais nous allons tachar de traduire en Géométrie les équations (2) et (3) 
elles-mémes. 

Chacune de ees équations, considérée seule, étant du ier degré par rap 
port aux quantités p et q qui expriment les coordonnées d'un point, repré
sente (n0 172) une ligne droite ; et si on les construit successivement par 
rapport aux mémes axes, le point oú ees lignes se rencontrent sera (n0 
le centre du cercle demandé. 

Occupons -nous d'abord de l'équation (2) j elle peut étre mise sous la forme 

x' — x" y'* — y"* x'* —V2 
V — — y r«- P + • — ,r"T ' 
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ou bien encoré, 

-p: / Cela posé, soient M, M', M" {fg. i o 4 ) , les points dont íes coordonnées 
b• ^'sont { * ' , / ) , { * • ' , y " ) , (x"',y"}. 

L'équation de la droite MM' est (n0 148) 

S — r ' = ^r, (a? — (5) 

D'uii autre cóté, les trapézes MM'PT, MM'R'R, donnent, pour les coor
données TSQ, NS, du point 1N, milieu de MM', 

NS == j NO = ' — ± 1 1 • 
2 X 2 ' 

ainsi déjá, Féquation ("4) est celle d'une droite passant par le point N. 

E n outre, si Fon compare les deux coefficiens —; ^- et — ^ ~ 
, — x y' —y 

dos équations (4) et (5), onvoit qu'ils satisfont á la relation « a ' + i = o qui 
exprime que deux droites sont perpendiculaires entre elles. 

D'oú Pon peut conclure que l'équation (4), ou Féquation (2), représente 
la droite élevée par le point N milieu de MM', perpendiculairement á cette 
derniére ligne. Ainsi, sa construction est facile. 

On reconnaitra de méme que Féquation (3) représente la perpendicnlaire 
élevée au milieu K' de MM" dont Féquation est 

X ~ J ==. T {ce — x). 
X — X 

L e centre sé trouve done déterminé de position; et la construction que 
nous venons d'en donner est précisément celle des élémens de Géométrié. 

Fig io5 191- ^ n serait parvenú á des resultáis beaucoup plus simples, en prenant 
poür originé des coordonnées le point M {fg. io5), et pour axe des abs-
cisses la lighe MM'. Cela est permis, puisqvv'on peut disposer des axés á 
volonté. 

Dans cette hypothése, on a 

x' = o, y = o, y = o, 

les équations (2) et (3) deviennent 

— x"* - f - ipx" == o, 

De la premiére on déduit p =. —- , équation qui exprimé évidemnient 

une droite paralléle á M Y , menée par le point N milieu de MM' 
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Quant a la seconde, on peut la mettre sous la forme 

+ y " 

y ' -ir 

équation qui représente tinedroite passant par le point N', müieu de MM", 
y 

et perpendiculaire á la droite MM" ou jr = -?ax-
Les équations ( i) et (3) ne sont si compliquées que parce que les axes ont 

été pris dans une situation quelconque par rapport aux trois points donnés. 
On voit done encoré combien i l est important, pour la simplicité des cal
cáis , de choisir les axes convenablement. 

192. Supposons'actuellement qu'il s^gisse de faire passer un cercle par 
deux points donnés, én Passujettissant en cutre á étre tangent á un autre 
cercle donnó de position et de grandeur. 

En désignant par {x', y ) , {x",y") , les coordonnées des deux points, 
par ;o, 17, r , les constantes du cercle cherché, nous aurons d'abord les deux 
relations 

{x — p)* + ( / — q y — r * , . . . . (x" — p)* + ( y — (¡y - - /•'. 

D'un autre cóté , soient p', q', r , les constantes du cercle donné, D la 
distance des centres des déux cercles; on á, en vertu de ce qui a été ciit,, 
n0 188, sur le contact des cercles, 

D* = (;•' r t r)>; 

done (n0 Í57) la condition de contact est exprimée par la relation 

{ f — p Y + (</' ~ qY = ('•' ± r Y , 

qui, jointe aux deux précédentes, renferme tous les élémens nécessaires á 
la détermination des inconnues p , q, r. 

Si le cercle devait passer par un point donné (x', y ' ) , et étre tangent k 
deux autres cercles donnés par les constantes {p\ q', r ' ) , {p", q", r " ) , on 
aurait les trois relations 

{x' ~ pY -f- { j ' — qY — r * , (pf — pY + (q' — qY & 0'' & r Y , 

{p" — PY •+ W — = ('•" — '')'• 

Toute la diñiculté, dans la résolution de ees sortes de questions, consiste 
a choisir les axes coordonnés de telle maniere, que les équations et les 
calculs soient les plus simples possible, et qu'on puisse en tirer des cons • 
tructions fáciles et elegantes. 
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II nous reste encoré á établir les conditions relatives au contact des droites 
avec les circonlerences. Or, la théoriedes tangentes est une des plus impor
tantes de la Géometrie Rnalytique. 

Problérne des tangentes. 

195. Commengons par fixer le véritable sens qu'on doit at-
tacher au mot tangente. 

On définit ordinairement, en géométrie , la tangente au 
cercle , une dvoite qui n'a qu'un point commun avec la cir-
conférence ; mais i l est aisé de voir que cette definition ne 
convient pas á toutes les courbes: 

Fig. 106. Soit en effet, une ligue telle que LN'NKMH {fig- 106), 
composée de paríies, les unes concaves, les autres convexes. 
Si, en un point quelconque M , on méne une d roí te MNN', qui 
semble se trouver, par rapport á la partie K M H , dans la méme 
situation que la tangente au cercle, cette droite peut étre sup~ 
posee n'avoir qu'un point commun avec cette partie de la 
courbe ; mais prolongée inde'finiment, elle passera par d'autres 
points Tí, N ' , . . . de la courbe. Done i l ne serait pas exact de 
diré qu'elle n'a qu'un seul point commun avec LN'NKMH, 

Pour avoir une definition qui puisse s'appliquer á toutes 
les courbes, i l faut imaginer qu'une droite MG ayant plu-
sieurs points M , M ' , M", communs avec la courbe , íourne au
to ur de l'un de ees points, M par exemple, de maniere á 
prendre les diverses positions MM'M", m ' M m ' W . . . . ; on voit 
que, dans ce mouvement, le point M' , qui se trouvait d'abord 
place' á la gauche du point M , se trouve maintenant á droite 
de ce méme point, en m'. Or, dans le passage de la premiére 
position á la seconde, i l doit ne'cessairement en exister une 
intermédiaire oü le point M ' se confond avec le point M ; et 
c'est dans cette position, repre'sente'e par MNN', que la droite 
est dita une tangente- On doit done regarder une tangente 
comme une secante á la courbe, dont deux des points d'inter-
section iñennent á se réunir en nn seul. 

I I n'est pas toujours nécessaire que le mouvement de la 
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droitese fasse autour de l'un des poiuts d'intersection ; i l peut 
souvent se faiie autour d'un point quelconque. t a droite peut 
méme dans certaines ciiconstances, se mouvoir parallélement 
a elle-méme. 

Reprenons la courbe j r2=2a; j d'oú j r = ± V^^a; {fig- 8 7 ) , Fig. 87. 
qui a deja ete' discutée n0 169. 

Comme, á chaqué valeur de x positive, i l correspond deux 
valeurs dejr égales et de signes contraires, i l s'ensuit que toúte 
paralléle á AY, menee á droite de cet axe , est une secante 
qui a deux points communs avec la courbe; mais á mesure 
que x diminue, les distauces M'N', M N , . . . entrie ees points 
d'intersection, diminuent; et lorsqu'enfin on suppose x — o, 
auquel cas la valeur de j - devient j - = ± o , les deux points 
d'intersection se réunissent au point A, et la droite AY est dite 
tangente. 

On reconnaitrait de méme que, dans la courbe discutée 
n" 1 7 0 , et qui a pour équation 

4, d'oü x — ± L Vjr* — 4» 
la droite I K {fig' 88) , paralléle á AX, et située á la distance Fig, 

jr = 2, est une secante dont les deux points d'intersection se 
réunissent au point B. 

üne courbe étant ordinairement regardée comme un poly-
gene d'une infinité de cotes infmiment petits que l'on nomme 
élémens , ou comme la trace d'un point qui change á chaqué 
mstant de direcíion, on peut encoré diré que la tangente á une 
courbe est un des élémens de cette courbe, pro longé indéf ini -
ment. C'est ainsi qu'on l'envisage dans la haute analyse (*j ; 
m a i s ici nous la considérerons comme une secante dont deux 
pomts d'intersection apee la courbe se réunissent en un seul; 
et c est ce caractére que nous allons essayer de traduire en 
analyse. * 

( ) Dans les Arts, les ouvriers n'ont pas d'autre idée de la tangente a 
"ne courJb». 

i 5 
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194. Soient, en general, F ( x ^ j ) — o l'équation d'une 
courbe, et j - = z a x - \ - l > Tequation d'une droite rapporte'e 
aux mémes axes. 

Pour déterminer les points communs á la courbe et á la 
droite , i l faut (n0 Í S 2 ) exprimer que ees deux e'quations ont 
lieu en méme temps. En substituant dans la premiére, pour 

j r , sa valeur tire'e de la seconde, ou obtiendra une nouvelle 
e'quation en x , dont les racines serónt les abscisses des diffe'-
rens points d'intersection ; et ees valeurs de x , reportées dans 
Tequation j - = ; ax-\- b, feront connalíre les ordonne'es cor-
respondantes de ees mémes points. 

Actuellement, si Fon vcut fixer la position de la droite de 
íelle maniere qu'elle devienne tangente, i l suífit d'exprimer, 
parles raoyens conaus en Algebre, la condiíion que deux des 
valeurs de ¡r soient c'gales; ce qu i , d'aprés i'e'qaation... 

j - = -f* h, entraíne aussi ge'néralement la condition que 
les valeurs de r soient égales. La premiére condition, ex pri
mee analytiquement, n'est autre cliosc qu'une certaine rela-
tion entre les quantite's a et b considére'es comme des cons
tantes indéterminées; et s i , á cette relation , on joint la 
suivante, = axf -f- b , qui exprime que la droite passe 
par un point donne', on aura tout ce qu'il faut pour déter
miner complé tement a et b. 

19o. Si l'équation de la courbe est du second degre, la 
substituíion de are -f- ¿ á la place de j - dans cette e'quation, 
donne lieu á une e'quation du second degré , de la forme 

mx* nec o ; 

ce qui prouve , en passant, qa'une ligne droite ne peut jamáis 
auoirplus de deux points communs apee une courbe du second 
degré. 

Or, on a vu { A l g . , cbap. I I I ) que pour re'galiíé des deux 
racines d'une cquation du second degré, i l faut qu'on ait 
entre m , ny p , la relation ri~ — /¡mp = o. C'est done cette 
condition qu'il s'aglt de développer pour toutes les courbes 
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du second degré, en commenfant par ie cércle qui n'en est 
qu'un cas particulier. 

i96. P a r un point d o n n é (x ' j y') mener une tangente á un 
cére le , qu'on suppose rapporté á des axes rectangulaires pas-
sant par son centre. 

L'équation du cercle e'tant ĵ -2 -f* ̂  — ^'^ • • • • i1) 

celle de la droite cherchee est de la forme 

X — f — a - ~ x ' ) ; (3) 

et la quantité b se trouve deja éliminee (n0 149), 
Pour exprimer d'abord que le cercle et la droite se coupent, 

i l faut combintr leurs équations, en supposant que les x et 
lesjr sont les mémes. Or, l'e'quation (2) donne 

j r=z a x 4 - y — a x ; 

d 'oü , substituant dans réquation (1) et ordonnant, 

(a3-f- r) a^-faa [ j ' — a x ) x - + - ( y — a x ' ) - — r 4 = o . . . . (3) 

En attribuant á a des valeurs particuliéres, on obtiendiait 
une serie de secantes á la courbe , dont les deux points d ' in-
tersecíion auraient pour abscisses les valeurs de x tirées de 
Tequation (3), et pour ordonnées les valeurs de jr de'duites 
de l'équation (2), aprés qu'on y aurait mis pour a et x leurs 
valeurs. 

Maintenant, si l'on veut que la droite devienne tangente, i l 
faut que les deux racines de l'e'quation (3) soient égales-; ce 
qui donne , en vertu de la relation re2 — f¡mp — o (n0 IOS), 

4a2 i j - ' — a x ' )2 — 4 (a» 4 - 1) [ ( y _ ax ' f — r*] = o , , ' . (4) 

ou, divisant par 4 et supprimaní les deux quantiíés 

« a ( y — aaÓ1, — «2 ( y ~ ax')*, 

qui se dé t ru i sen t , . . . — ( y — ax ' )* - f (a2 -f- i ) r ' = o. 
i 5 . . 
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Cette équation, développee et ordonnee par rapport M a, devient 

(r1 —x'2)a2-}-aícy ' . f í -f-r4—jr'a = o (5), 

d'oú Ton dédui t , toute réductiou faite, 

- v/ar'2 4 . y _ r % . . . (6) 

expression qui, substituée dans réquation (2), donnera l'équa-
tion de la tangente demande'e. 

Fíg.ioy. Le résultat (6) demontre que par un pointdonnéN {fig-107), 
i l est, en ge'neral, possible de mener deux tangentes NM, NM', 
á la circonfe'rence. Toutefois , comme i l faut, pour cela, que 
les deux valeurs de a soient re'elles et inégales, on doit 
avoir 

^2 4-jr'2 > '*% ou, á cause de x'* + / * = O Ñ ' , . . . ÓÑ > OH • 

done le point (x ' ^ j " ' ) doit étre situé hors du cercle. 
Si Ton suppose ¿c'2 -f-jr'2 ==/*2, auquel cas le point donné se 

trouve sur la courbe, la double valeur de a se re'duit á une 
seule: 

x 'y ' x ' - 7 , á cause de r'2 = r* — a;'2 . rm — os*- j u 

On reconnait en effet que, d'aprés cette supposition, Téqua-
tion (5) devient a'^-'2 -f- 'i.ax'y - f - ÍC'2 ~ o, ou (qy'-j- x,y = o ; 

f 
d, , £C 

ou a — 
• X ' . • ' - , • • " 

Pour distinguer ce cas , du cas general, nous conviendrons 
de désigner le point donné , qui n'est autre cbose que le point 
de contact, par { o c t t , y " ) ; et alors on aura pour l'équation de 
la tangente au cercle , en un point de cette courbe. 
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id l .Remarque sur ia méthode précédente.—En formant, á 
Taide des équations (1) et (2), une équation enjr seulement, ce 

niii revienta substituer dans(i) la valeur x — 
4 a 
tirée de l'équation (2), on trouve 

(a* _|_ x) j-9 — ? , { y — a x ' y j - -f- { j ' — a x ' y — aV2 ~ o ; 

et si Ton veut que la droite devienne tangente , i l faut expri
mir que les deux racines de cette e'quatiou sont égales; ce qui 
donne entre les coefficiens, Ja relation 

— ax 'Y — 4(«2 - h 1) [(jr' — a x ' y — ¿zsra] = o 

ou, divisant par 4 et supprimant les quantite's (jr' — a x ' y , 
— { y ' — a x ' y , quise détruisent, 

a * [ { y — a x ' y — ra(a2 -f *)] = o- . 

Or, cette équation peut étre satisfaite de deux manieres, soit 
en posant a 3 = o, soit en posant { j — a x ' y — r!(a2 -f- 1) = : o. 

La derniére de ees deux relations est bien identique avec 
la relation (5j obtenue d'aprés réquation en x ; mais on trouve 
en méme temps pour solution, a* = . o. 

I I y a plus, si nous reuiontons á Tequation (4) du numero 
précédent, et que, sáns avoir e'gard aux réductions des termes 
semblables , nous développions les calculs, nous obtenons une 
équation du quatriéme degré en a , dans laquelle, á la vériíé, 
les coefficiens de a* et de a3 sont nuls j mais on sait en Algebre 
qu'une semblable équation a deux de ses racines ¿nfinies* 
Ainsi l'équation (4), oulre les deux valeurs que donne r é 
quation ( 5 ) , renferme encoré implicitement deux racines iu~ 
íinies, a = 00 , a =00. 

Táchons d'interpréter ees solutions « = 0, a = 00, qui sem-
blent étrangéres á la question proposée. Pour cela, prenons 
bors du cercle un point N ' { f g . 107), tel que les perpendi- Fi ^ 
culaires abaissées de ce point sur l'axe des x et sur l'axe des jr, 
íencontrent la courbe aux points i , i ' , l , V. Cela pose, si Ton 
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A-eutensuiteexpriiírér que, pour une droite menee du point Nf, 
les deux valeurs de ce des points d'intersect.ion de cette droite 
avec la couíbe, sont e'gales, sans rien diré pourjr, on observe 
que cette condition ne convientpas plus aux deux tangentes 
N'm, K m ' , qu'on peut mener par ce póint , qü'á la ligne Fa7 
perpendiculaire á l'axe des x. Ainsi, Fanalyse doit donner, 
cutre les solutions relatives aux deux tangentes, la solu-
tion a — oo correspondante á cette perpendiculaire. 

L'équation (2) , qui revient á *i¿ == — ~ f-^r', donne en 

efíet pour a = 0 0 , x = z x ' , ce qui n'apprend rien pom j r . Mais 
pour avoir sa valeur, i l suffit de remonter á réquation ( i ) qui 
donne j ~ ± {/r* — ¿c'2. 

Telles sont en effet les valeurs de O/), i p , i 'p , correspon-
dant á W i i ' . 

De méme, si Ton exprime que les deux valeurs d e j ' sont 
égales, sans rien diré pour x , cette condition convient, non-
seaienient aux deux tangentes, mais encoré a la droite N7/' 
paralléle á l'axe des x . Ainsi, Fanalyse doit donner á la fois les 
solutions relatives aux deux tangentes, et la solution a ~ o 
correspondant á N7/'. 

L'équation (2) donne pour a ~ o , j r ~ j - \ ce qui n'apprend 
rien pour x ; mais de l'e'quation (1) Ton de'duit 

Telles sont en effet les valeurs de Oq , Oqf, l g , l 'q' . 
Concluons de la que , quand on veut exprimer le contact 

d'une droite avee une courbe , i l faut écrire á la fois anal j-
tiquernent les deux conditions pour que deux des valeurs 
de x et deux des valeurs de y correspondant aux points 
d'intersection 3 soient égales,, puis considérer á part la rela-
tion comniune qui se troupe implicitement renjermée dans les 
deux relations genérales étahlies d'ahord séparérnent. 

La remarque qui vient d'étre faite fournit un nouvel exem-
ple d'une queslioa dont les e'qualions sont plus genérales que 
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!a question el le-méme, en méme temps qu'clle indique le 
moyen de dégager le résultat des solutions e'trangéres. 

198. Nous avons cru devoir re'soudre le prol)léme des tan
gentes de la maniere la plus genérale, afin de faire voir aux 
commen^ans comment on interprete certains résultats de l 'a-
nalyse; mais comme nous aurons souvent besoin de rappeler 
l'equation de la tangente, dans le cas particulier oü l'on donne 
lepoint de contact, i l est bon d'indiquer un moyen direct d*y 
parvenir. Cette autre me'tiiode est également susceptible de 
s'appliquer á toutes les courbes, quelle que soit Tinclinaison 
des axes. 

Appelons jr'), { x " i j " ) \ les coordonne'es de deux points 
de la courbe, dont l'un j - " ) deit devenir un point de 
contact. 

La droite qui joint ees deux points, a pour équation 

r - J " " ^ — ^ ) ; . . . ( O 

et si Ton y réunit les deux relations { „ . „ w 
J \ jr"a+^"a=r%... (3) 

le systéme de ees trois équations convient á la se'cante menee 
par les deux points. 

Or, en soustrayant (3) de ( 2 ) , on a 

jr'2 - jr"3 + x'* - x"* = o , . , . (4) 

c'quation qui peut remplacer Tune des deux pre'ce'dentes, 
(3) par exemple ; et comme la relation (/[) revient á 

c y +y') c y - y ) + ^ + m ^ - m = o, 

y + y 

i l s'ensuit que la secante est finaleinent rsprésentée par le sys-
teme formé de IV'nuation 
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X A- X * 

y -~ y •=. , ^ ' „ {x — x ) et des ecj[tiat. (2 ) et (3), 

Si, maintenant, oñ veut que la secante devieime tangente, 
e'est-á-dire que les deUx. points d'intersection se léünissent en 
un seul, i l suffit d'e'tablir x* =zx" e t j - ' — j " ; ce qui douue 

j r — jr" = — — x%. e t / ' ' » -f- x"* = 

(Ordiaairement, on ne considere que la premiére de cese'qua^ 
tions pour repiesenter la tangente ; mais la seconde est tou-
jours sous-entendue.) 

Ar. B . — I/artífice de ealcul employé ci-dessus, et cjui con
siste á retranclief (3) de ( 2 ) , a pour but de transforiiier le 

coefíicient^ ^ de re'quation (1), afín de pouvoir y intro-

duirc ensuite les deux concUlíonsjr'^^jr'r car si Ton 
faisait celte double hypothése sans transformation préaíablej, 

on obtiendrait ^ poul- valeur de ce coefíiGient. 

thmiíi ' j j r m r m tú ¿ J i o r / n o a ano^stfjpa ziou «3:; QUIUÍZU 9Í 
199. L'e'quationj-—jr" ~ — y r (x — x") peut étre ranicuee 

á une forme beaucoup plus simple, au moyen de la lela tío a 
j - " * -f- x'^zzzr-- qui y est joiute. 

Chassons le dénominateur et transposons; i l vient 

jrjr" 4- xx" =j-"2 -f- x " \ ou bien, J J - " + xx" = 3 r2. 

Cette nouvelle forme est facile á reteñir, en ce qu'elle se de-
duit de celle du cercle, j-2 -\- x2 ~ r2, en y remplafant les 
carre's y et íca par les rec tangí es j y " et xx". 

Soit fait, dans réquat ion simplifiee de la tangente, j " = 0 > 

fíg 107. d en re'sullc x=='ñr' 1 c'est '̂a^sci886 OK (Jig* 107) du point 

ou la tangente renconlie l'axe des x, 
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D'un autre cote, Ton a PR == OR — OP; 

' ^ 'íii; ' . ' #4 

r v — x 
d'oü • PR = ^ X" = — • 

Cette distance PR, comprise entre le piecl de rordonnée du 
point de contact et le point oú la tangente rencontre l'axe des x, 
est ce qu'on nómme la soutangente; et sa couside'ration est 
souvent utile dans la the'orie des courbes. 

N. B. — Puisqu'on obtient sa valeur en supposant j r — o 
dans l'équation simpiifiée de la tangente , et retranchant en-
suite x" de la valeur de x correspondant á j r — o, i l s'ensuit 
que pour l'avoir directement d'aprés l'equation non simpliflee 
de la tangente, i l suffit de faire = o dans cette e'quation, 
et de chercher la valeur correspondan te áe x—¿c". Le signe 
de cette différence indique alors dans quel sens doit étre por» 
te'e la soutangente. 

r.u>. 
On trouve. en eíFet, pour j - = o, x — a?" = • — - = 

x x 
re'sultat de méme signe que x". 

200. Reprenons également le cas oü la tangente doit étre 
mene'e par un point pris hors du cercle , et proposons-nous 
d'exprimer les coordonne'es inconnues x " , j " , du point de con
tact, en fonction des coordonne'es a/, j " ' , du point donne'. 

La tangente devant passer par le point x , y , son équatiou 
est de la forme j r — j ' ~ a { x — x ' ) - , a ayant (n0 196) pour 

x " 

valeur, a — — '—; et la question a pour objet de déterminer 

x" et f . 
Or, l'equation de la tangente e'tant aussi (n0 1 9 9 ) . . . . 

l7,7""-}-ícx"=r2, comme cette droite passe par le point (x'jj-')^ 
on a nécessairement la relation y y ' - ^ x x " = r2. . . . (i) 

D'aüleurs, puisque le point x" , j " , se trouve sur la courhe, 
on a aussi j " * -f- ,x"2 = rs. . . . (2) 

Telles sont les équations á l'aide desquelles i l faut calcule^ 
je" et y . 
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On tire de la premiere j = , . . . . (3) 

d 'oú, substituant dans l'équation (2) et ordonnant par rap-
port á .r, 

(É*t>a 4 . y » ) o;"3 — 2r2a?'.a;// = r^ '2 — H>, 

„ r ( r x ' i j r ' l / £c,2-f-r'a—r2) ou, résolvant et simphfaant, a === ^——T¡ —• a; -f-jr 
Remplagant a;" par sa valeur dans re'quation (3), on ob-

tient, toute réduction faite, 

Pour prouver ridentite' de ce résültatavec celui du n0 196, 
roultiplions liaut et bas par ry' 3z x ' \ / x ' * j ' 1 — r% en 
observant que les signes stipe'rieürs se correspondent ainsi 
que les signes infe'rieurs ; i l viertt ' 

a ~~ r y ^ — x'* {x '* - i - y * — r í ) ' 
ou 

a { x ' * + y * ) { r - x ' * ) ' 

u ( . r V ±1 rx /V* -f- — rA 
ou bien ennn, a = — 1-^ !_£ ¿ 

' r4 — gf * 

2 0 1 . Si Ton voulait fixer géometriquement la position du 
point (.T", J " ) , i l faudrait construiré les valeurs obíenues ci-
dessus. Mais comme elles sont tres complique'es, nous ferons 
usage des principes relatifs aux lieux géométriques (n0 1 8 1 } . 
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premiére construction. — Reprenons les equations 

f f - f cc'x" =z r % . . . & ) 
y * 4 . a;"2 = r 4 , . . . (*) 

qui ont servi á détevminer x" , Jr , 
En retranchant la premiére de la seconde , on obtient 

y .* i h j - y 4 . _ x'x» — o , . . . (3) 

équation que nous pouvons substituer á la premiére; et si Ton 
coostruit par rapport aux inémes axes, cbacune des equations 
( 2 ) et (3) conside're'es comme renfermant deux variables 
les points d'intersection des deux lieux ge'omdtriques seront 
les points de conlact demande's. . 

D'abord, l'équation (2) repre'sente un cercle ayant son centre 
á Torigine, et pour rayón r ( f ig . 108) ; c'ast dónele cercle Fig 108, 
deja construit. 

Quant á Fe'quation (3) qui est comprise dans la forme gené
rale du na i77 , coíftme elle peut étre rainenée á celle-ci: 

elle représente une eirconférence dont le centre a pour coor-

données -— , l — , et qui a pour rayón -^/¿c '2 -4-j''a' 

Or, si Fon joint le point 0 au point N par lequel on se pro
pose de mener une tangente, on a évidemraent 

OL ou — = — , 1L = — = —, Oí — - Wx'1 4 - v ¡-

Done la eirconférence décrite sur ON comme diamétre, est 
le lleu géométrique de l'équation (3). 

Ainsi, les points M , M' , oü les deux circonférences se cou-
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pent, sont les poinls de contact; et en les joignanL au poiut N 
on a les deux tangentes cherche'es. 

Cette construction est précisément celle qui se trouve indi -
que'e dans les É l é m e n s de Ge'ométrie. 

202 . Seconde construction. —On peut ope'rer directement 
sur les équations ( i ) et (2), dont la construction présente une 
proprie'té tres remarquable. 

1/équation (2) repre'sente toujours le cercle donné. 
I/e'quation ( 1 ) étant du ier degré e u x \ j - " , représente une 

ligne droite; et comme les points oú elle doit rencontrer la 
circonférence ne sont autre cliose que les points de contact, i l 
s'ensuit que cette droite est l a l igne de Jonction des points de 
contact. 

Pour en fixer la position , soit fait successivement dans l'é-
quation (1 ) , jr" = o, et ce" = o ; i l en resulte 

pour j -

r% 
pour x" = o , j " — y -

Fig.109. Le premier point [ j ' — o , x" — —-̂  est le poinlB (^g". 109) 

oú la droite rencontre l'axe desrr; et ce point s'obtient par la 
construction de la 3e propottionnelle x ' \ r r \ x" . 

ra 
Le second point [a," = o, y ' = —f] est le pointC oü la 

droite rencontre l'axe desj^; et i l s'obtient de la méme ma
niere. 

La droite BC qui joint ees deux points , rencontre la cir-
conférence aux points M et M' qui sont les points de contact 
des tangentes menees par le point N. 

r2 
205 Remarque.—Comme la valeur » " = ; - ; qui cor-

x 
respond á j r" — O dans l'équation de la ligne de jonctioit 
des deux poinls de contact, est indépendanle de Vordonneoj» 
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da point par lequei on veut i i í e u e r í e s deux tangentes, on 
peut conclure que, pour un second point quelconque pris 
sur la perpendiculaire L L ' , la ligne qui joint les points de 
contact des tangentes mene'es par ce point, rencontre l 'axe 
des x au méme point B. 

En effet, soient x' etjr'" les coordonne'es du point N ' ; on au-
rait pour l'éqnation de la ligne M V , / y + x V n= ra ; 

t ' . — • • • . or, en faisant y" — o . Fon trouve x" — —. — OE. 
x 

Observons d'ailleurs que , l'axe OX étant une ligne menee á 
volonte dans le plan du cercle, la droite LL ' qui lui est per
pendiculaire, peut elle-mérne étre regarde'e comine une droite 
tracée d'une maniere quelconque dans ce plan, puisqu'on 
pourrait d'abord tracer cette derniére ligne arbitrairement, et 
prendre ensuite pour axe des x, la perpendiculaire abaisse'e du 
centre sur la droite. 

On déduit de la le théoréme suivant : Si des différens points 
d'une ligne indéfinie LL'., on méne des tangentes á un cercle ^ 
toutes les droites qui joignent les points de contact des tan
gentes partant du méme point, se réunissent en un point 
commun B , lequei se trouve placé sur la perpendiculaire 
ahaissée du centre 0 sur la droite L L ' . 

La droite L L ' est dite la polaire du point B ; et re'ciproque-
ment, le point B est dit le pole de la droite LL ' , 

N. B. — I I resulte de l'expression x" = —,, que quand 

la droite L L ' est exte'rieure au cercle , auquel cas on a 
x" ^> le point B est intérieur, puisque alors x" est <^ r. 

Si, au contraire, L L ' {fig> n o ) est se'canteá la courbe , le ^ ^ 
point B est exterieur; car on a, dans ce cas, xr <^r} d'oü 

— ou x" r. 

Les problémes suivans se rattachent au probíéme des tan
gentes et donnent lieu á quelques circonstances assez remar-
quables sous le rapport de la discussion. 
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F i g . m - 204. PEEMIER PROBLÉME. — Étant donnés un cercle OAMB [Jig. m ) etun 
povnt N, onpropose de mener par ce point une droite de telle maniere, que la 
partie MM' interceptée dans le cercle, soit égale a une ligne donnée am. 

Supposons le cercle rapporté á deux axes rectangulaires O X , OY, et ap-
peloná x', y', les coordonnées du point N. Désignons d'ailleurs par z la 
distance de ce point á l'un des points d'intersection de la ligne cherchee 
avec la circonférence. 

Nous aurons les équations 

-4- 'Y\ = . r » , , . . . . . v . t . (i) 
y — y' == «(« -r x')» {?) 

• z* =z { x — x')* + {y — y')>. . . (3) 

[x •— x'}y — y ' , expriment ici les différences entre les coordonnées du 
point N et les coordonnées x , y, propres á vérifier en méme temps les 
équations (t) et (a) qui sont celles du cercle et de la droite.) 

Cela posé, pour résoudre la question proposée; nous éliminerons d'a-
bord x et y entre ees trois équations , ce qui nous donnera une équation 
en z, a, ar', y', r. Résolvant cette équation par rapport á z, nous obtiendrons 
deux valeurs dont la différence , égalée á 2»Í , conduira á une derniére équa
tion en a et en quantités connues x', y ' , r, ni, dont la résolution fera con-
naitre a, et fixera par conséquent la position de la droite cherchée. —Ef-
fectuons tous ees calculs. 

Si dans l'équation (3) on remplace y — y' par sa valeur tirée de l'équa-
tion ( i ) , on a 

F* — [x — x 'Y (t -f- a»); 
d'oü Fon déduit 

et x = ar' 

done y ~ y' — - et y — y' -\- —=r=rrr' 
Y i -f- a1 \ / \ -f. a» 

Substituant ees deux valeurs dans l'équation (i) et ordonnant par rap
port á ¿, on obtient 

Í» Hh a ^ í - .g - f -f- y'* — r* ~ o;. . . . (4) 

d'oü 
ay' x' 

—• — , / — - — - V \ r * — x ' ' )^- -f- lax'y' 4- —xr'1-
Appelant z', z1, les distances WM, NM', qui ne sont autre chose que les 

deux valeurs de z qu'on vicnt de trouver, on a 
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- V/'(rl — x'') a' lax'y' -f- '', 
Mais,par hypothése, on doit avoir. z' — z" — im. On obtient done 

«nfin, pour l'équation du probléme, 

ou, élevant au carré et ordonnant par rapport & a , 

(r'1 + m* — ^:,)í^:, —2J:'^'.S -f- y'* — =: o . . . . (5) 

Comme cette équation est du second degré, il s'ensuít que, par le 
point N , on peut mener deux droites NM, NM", qui satisfont également á 
la question. 

iV. JS. — Le probléme des tangentes peut étre regardé comme un cas par-
ticulier de celui-ci. E n effet , pour établir que la droite menée par le point N 
est tangente á la courbe, il suffit d'exprimer que la partie MM' ou M'^"" de 
la sécante, est nulle, c'est-a-dire que Ton a iw = o; ce qui réduit Téqua-
tion (5) á celle-ci : 

(y ' i — r» ) aa — zx'y'.a y'1 — r2 =s o, 

résultat identique avec celui qui a été obtenu (n0 196). 

20i>. Pour simplifier la construction des valeurs de l'équation (5), sup-. 
posons, ce qui est permis , que l'axe des x passe par le point donné N 
i f g . no) . h I V M * . . 

Dans ce cas, on a y ' = o, et réquation devient 

(x'1 -f" — r1) a* •+• m* — r ' =r o; 

d'oü, en posant l/''5 —m1 — h , 

{ /x ' ' + m' — r* S/x'* — h' 

Pour que cette expression de « soit réelle, i l faut qu'on aii premiérement, 
m <Cr ou im <C 2/- j ce qui doit étre, puisque 'im représente une des 
cordes du cercle donné. 

Secondement, x'*~-h* ou a;''—r'-f-W > o; d'ou m > ^ / r ' — 
Cette derniere condition est toujours satisfaite tant que le point N est 

extérieur au cercle; car on a alors ^ ' > r , d'oü, a fortiori, , . 
r> -f- TM* ;> o. 
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Fi^. i i3 . Mais si le point N [fg. n 3 ) est interieur, comme, en menant NK 
pendiculaire á O X , on a N K = \ / r * —x'a, il s'ensuit que la ligne don-
née 2m doit étre moindre que la corde K K ' ; et en effet, cette corde est la 
plus petite de toutes celles qu'on peut mener par le point N dans le cercle 
donné. ' 

Admettons que les deux conditions / n O , m > V / r » — x ' 1 , soient 
satisfaites ; et construisons le problema. 

F iu .na . Décrivons sur OB 112) nne demi-circonférence; et prenons, á partir 
du point B , une corde BI égale á m; il en résulte 

OI = \ / ' '¿ — m* —h. 

Maintenant, sur ON = x', décrivons une demi-circonterence, et rabat-
íons OI de O en L ; pnis tirons la droite N L . On en dédüit 

! ]NL = \ / x * — h*. 

Je dis, d'ailleurs j que cette droite NLM et la droite NL'M" placée symé-
triquement au-dessus de O X , représentent les deux droites cherchées. Car 
3e triangle rectangle O L N donne 

O L h — h 
tanñ LNO = ^ ¡ r 2 = — — ; d'ou tangLNX = — — . 

8 N L V ^ ' 2 - ^ V X ^ h * 
On a pareillement tang L'NO == 

Fig .nS . ^ construction est la méme quand le point N (J¡g. I I 3 ) est íntérieur. 
Seulement, la corde BI ou m, doit étre, d'aprés ce qui a été dit ci-dessus, 
moindre queBO ou r , et plus grande que N K ou V /̂-2 —x'2. 

206. Remarc¡ue. — L'équation (4), á laquelle on a été conduit dans la 
résolution du probléme précédent {vofez n0 2 0 4 ) , démontre tres simple-
ment que deua- secantes sont réciproquement proportionnelles a leurs parties 
extérieures, ou bien, que deux cardes se coupent en parties réciproquement 
proportionnelles, suivant que le point N est extérieur ou intérieur au cércle. 

En effet, on sait que, dans toute équation du second degré, le dernier 
teme est égal au produit des deux racines. On a done, en appelant s', z" 

F i g . í i i ' J ^ * 3 " } ? les racines de l'équation (4) (n0 précédent), 

z' x z", ou NM x NM' = x'* - f y'* — r*. 

Le second membre de cette relation étant indépendant de a , c'est-á-díre 
de la constante qui fixe Tinclinaison de la droite NM, il s'ensuit qu'elle 
serait^ encoré la méme pour toute autre secante NR menee par le point N-
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On déduit de la • 
NM x NM' = NR x NR'. 

ct par conséquent, NM : NR * l NRf : NM'. 

Si le point est intérieur au cercle , comme N', on a pgalement 

N'M x N'M' =r N'S x N'S', 

etpár conséquent, N'M ¡ N'S :: N'S' | N'M'. C . Q. F . D. 

Le cas oú le point est extérieur est caractérisé (n0 196) par la condi-
tion x'^-f-j-'3 — r2 > o; c'est-a-dire que les deux racines sont po-
sitives á la fois; et le cas oú le point est intérieur, par la condition 
x* + y'* — < o ; et, en efíet, les deux racines étant représentées géo-
métriquement par N'M et N'M', doivent étre de signes contraires. 

207. SECOND PROBIÉME.— Deux careles étant domes sur un plan, mener 
une droite cjui les traverse de maniere que les pdrties MM', NN' {fig- II4)7 r:.. 
interceptées par les deux circonférences, soient cgales entre elles et a une ligne 
donnée am. 

Rapportons les cereles á deux- axes rectangulaires dopt Tun soit la ligne 
des centres, et Pautre passe par le centre de Fun d'eux, 

Prolongeons d'ailleurs la ligne cherchée MN' jusqu'á sa rencontre en A 
avec la ligne OO'. I I est évident que cette droite serait déterminée de posi-
tion si Fon connaissait la distance O A ,• car tout se réduirait alors á mener 
par le point A, une ligne A M telle que MM' fut égal h. im , et la question 
rentrerait dans la précédente. 

Cela posé, soient 

OA — x', OO' = d, d'oú O'A — x' — d; 

faisons d'ailleurs OB — r, O'B' r= et appelons a la tangente de l'angle 
que forme AM avec Taxe des x. 

On a trouvé ( n0 20o ) 

*• , 
étant égal á \ / r 2 — m a ) . 

\/x'* — h * 

D'un autre cóté, si Fon nomme a' la tangente de l'angle que forme 
avec OX une droite AN qui remplisse, par rapport au second cercle, 
la méme condition NN' == am, et qu'on designe O'A ou x' — d par x", 
V''1 — par h', on a pareillement, 

X/x't — h'* ' • \ / { x ' — d)* — V * ' 
16 
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Mais, d'aprés l'énoncé de laquestion, lesdroites A M , A N , doivent n'en 

former qu'one seule; ainsi, Pon doit avoir a ' = a ; et Pon obtient, pour 
équation du probléme proposé, 

h z t h ' 

ou, chassant les denominateurs et élevant au carré, 

Íi*l0 — d)* — h'^ = V — 
ou, supprimant le terme—h'h'* commun aux deux membres, 

On tire de cette équation, 

h(x' — d) =z dz h'x'; d'oü x 

et si Pon remplace h et h' par leurs valeurs. 

\ / r * — m* X/r'" — m1 

Cette double valeur de x' prouve qu'en général, i l existe deux points A 
et A', par chacun desquels on peut mener deux droites susceptibles de sa-
tisfaire a la question; ce qui donne en tout quatre solutions difíerentes AM 
et Km, RA'S et rA's. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce probléme, dont la construction 
et la discussion résulteront d'ailleurs tres simplement de celle du pro
bléme qui va suivre. -

208. TROISIÉME PROBLÉMÉ. — Mener une tangente commune a deux cercles 
donnés, 

Soit fait dans le probléme précédent, TM = o, ce qui établit la condition 
que la droite cberchée soit tangente á la fois aux deux cercles. Comme 
on a alors 

ft ou ^/r2 — ma = 7-, et h' ou \ / V a — m2 = 

la double valeur de a:' se réduit á 

dr 

L'expression qui correspond au signe supérieur, étant évidemment plus 
grande q«e la seconde, correspond au cas ou les cercles sont places d un 
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ínéme cóté par rapport á la tangente; et celle qui correspondí au signe infé-
rieur, au cas oú les cercles sont placés de cótés differens. On dit , dans le 
premier, que la tangente est extérieure aux deux cercles, et dans le second, 
qu'elle est intérieurc. 

Pour construiré le résultat x ' — ~ ~ r „ ou r ~ r ' : r d : x' ( f g - i i S ) , T í g . l i S . 

tirez une ligne indéfinie O L ; preñez sur ceite ligne , a partir du point K , une 
partie K H égale a O'B' ou T ' J VOUS avéz ainsi O K = r , OH>=;' — r'. 
Joignez H et O', et par le point menez K A paralléle a HO'. L e point A 
sera le point demandé. 

Car on a 

OH : OR :: 0 0 ' : O A , OU r — : r :: d : O A ; done OA == x'. 

II ne s'agit plus que de mener par le point A les deuX droites ANM et 
Anm tangentes au premier cercle; et elles le sont nécessairement au second. 

dr 
Quant au deuxiéme résultat x' = ^ _^ ^ , ou r •+r I r l l d ; x f i\ suffit 

de prendre, sur la méme ligne O L , une partie K H ' égale a O'W; ce qui 
donne O H ' = / • • + • / . Tírant ensuite WO', et TÍA.'paralléle « H'O', on 
a A' pour seconde solution de la question; c'est-a-dire que, sidu point A' 
on méne les droites A'M' et A'm' tangentes au premier cercle, elles le 
seront également au second. 

L a construction du probléme précédent se déduit íacilement de celle du 
próbleme actuel. 

En effet, si Ton inscrit aux cercles donnés deux: cordesCD, cd{fig. i i4 ) , Fig.114. 
égales á rim, et que des points O , O', on trace deux circónférences dont les 
rayons soient égaux aux perpendiculaires abaissées sur ees cordes, i l est 
évident que les tangentes communes á ees nouveaux cercles, seront telles 
que les parties MM', NN', et RR', SS', interceptées par les deux premiers, 
seront égales á CD ou am. 

Le probléme qui fait l'objet de ce numéro, présente diverses circons-
tances qui méritent d'étre développées, et dont la discussion complétera 
tout ce qui a été dit dans le premier chapitre sur celle des problémes en 
général. 

209. Considérons les deux cercles dans toutes les situations qu'ils peu-
vent avoir l'un par rapport á l'autre, en supposant touteíbis que le cercle 
qui a le plus grand rayón soit celui dont le centre est & gauche (les cir-
constances relatives á l'hypothése contraire seraient absolument sem-
blables). 

l0- — Soient les cercles tout-a-fait extérieurs l'un a l'autre {Jig. 116). Fig, i i6 . 
Cette circonstance est exprimée analytiquement par la eondition 

< i>r + r', d'oú , a / o r í í o n , <?>?•—;•'. 

1 6 . . : 
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Dans ce cas, rexprcssion D / — ~ ~ — qi'i ; Ia división, peut se 
t — r 

mettre sous la forme x' = dA, — — e s t éyidemment phis grande que 
r ~— r < 

d-i~r' ou OB'. Done le point A. correspondant a cette valeur de xt est 
extérieur á la fois aux deux cerc'es; et les deux tangentes extérieures peu-
vent étre tracées. 

D'abord, Texpression x •= , est plus grande que r ou OB (a 

cavise de <í r r ' ) . 
D'ailleurs, elle peut étre mise sous la forme ' 

x ' — d — 
r + r 

dr' 
et comine on a d ^ r + j ', il en resulte -,^>r'done a:'est moindre 

' , 1 . • ^ . r - i - r ' T 
que d — r', ou moindre que O C Ainsi le point A', correspondant a la se-
conde valeur de x', est encoré extérieur aux deux cercles; et Ton peut mener 
les deux tangentes intérieures. 

La premiére circonstance cifre done quatre solutions. 
Fig- i i^. Dans le cas particulier de r=zr ' (fig. 117), l'expression xf = ^' , 

d . 
se réduit á * ==-5 c'est-á-dire que le point A' est le milieu de la dis-
tance OO' des deux centres. 

_, . dr , . dr . ~ . . ,. 
L'expression x = devient ~ ou infinie; ce qui veut diré quo 

les deux tangentes extérieures sont paralléles á la ligne des centres. 
Ces résultats s'expliquent facilement par la figure. 
a0. —Les cercles peuvent se touoher extérieurement ; ou analytiquement 7 

Fig-i 18- on peut avoir (i^¿'. 118) 

<£ = ;• + ;•'; d'oñ d >̂ r — r'. 

La valeur x'— ^' -. = : ¿ -f- —^—-t est plus grande que d-j-j ' onOB'-
T — r /• — r 

Ainsi les deux tangentes extérieures existent, puisque le point A est exté
rieur aux deux cercles. 

~ dv * 1 
Mais la valeur x — -—|—} se réduit á x — r ; ce qui prouve que Jes 

tangentes intérieures se confondent en une seule L t / . 
Le probléme n'admet doncalors que trois solutions. 
3o. — Les cercles peuvent se couper. Cette circonstance est exprimee 

Fig.119. (n0 488) parles deux conditions d < r + r', á > ; - — rr {fig- 119). 
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, dr d / , - « i * , L'cxpression x — ? =z d-j :—p est plus grande que a r 

ou OB'; ainsi les deux tangentes extérieures existent. 
dr 

Mais Fexpression x' = 7 est moindre que r ; done le point A' est 
r — r 

intérieur au cercle dont le centre est en O; par conséquent, on ne peut 
mener les tangentes intérieures. 

La question n'admet done, dans ce cas, que deux solutions. 
^o. — Les cercles peuvent se toucher intérieurement • ce qui exige que Fon 

aii(fg- 120) ¿ = = r — / , d'ou á < r + / . Fig.120. 
La premiére valeur x' — se réduit á x' — r ou x' — OB: done 

r — r 
les deux tangentes extérieures se confondent en une seule L L ' . 

dr 
La seconde x' = — j — • , est moindre que r , á cause de d <̂  r + r ' d o n e 

11 n'existe pas de tangentes intérieures. 
Ainsi la question n'est susceptible que d'wne seule solution. 

5o. — Enfin, les cercles peuvent étre tout-a-Jait intérieurs l'un a l'autre. 
Cette circonstance est exprimée par d<^r — r et, a fortiori, d<^r~i-r'. 

Les deux valeurs xf = y, x' — ~ — - (̂ g-. 121), sont Pune et l'autre p» 

moindres que r. Ains i , dans ce cas, il n'y a aucune solution possible. 
l í est remarquable que les circonstances dans lesquelles le probléme cesse 

d'admettre quatre solutions, ne correspondent á aucun résultat algébrique 
qui soit absurdo en lui-méme, comme le sont les expressions imaginaires , 
dans les équations du second degre. Cela tient á ce que le probléme pro-
posé dépend d'un autre (mener par un point donné une tangente a un 
cercle), qni, pour étre susceptible de soliition, exige déjá ( n0 198 ) que 
les données satisfassent á certaines conditions. 

La discussion du probléme n0 207 rentre dans celle-ci, avec cette seule 
différence que les rayons ;•, doivent y étre remplacés par les quanti-
tés h , h', ou \ / r * — m-, \ /r '2 — m1. 

Ces deux derniéres expressions prouvent qrfil íaut d'abord que Fon ait m 
moindre que le plus pétit des rayons r et r'. C'est unev>condition á ajouter 
á cellos de la discussion précédente. 

210. Nous proposerons , pour exercice de calcul, de trouver la démons-
tration du théoréme suivant : 

Trois circoiif 'érences de cercle éíant tracées sur un plan, si , en les considé-
rant deux a deux, on leur méne des tangentes communes tant extérieures tftt'iñ-
térieures, les points de renconire de ees tangéntes avec les ligues des centres 
seront TROIS A TUOIS en ligue droile. 

Ainsi, soientO, O', O", (Jig. 122) , les centres des trois circonférences; -pjg Ia2 
A, A', A"7 a, «', a", les points oú les tangentes extérieures et intérieures 
íoupent les ligues des centres ; 10. A, A', A", sont en ligne droite ; 20. i l 
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en est de m é m e de 

A , a", a' 1 A', a", a \ A", a', a. 

Voici les élémens nécessaires á la résolution de cette question. 
En appelant r , r', r", les rayons des cerdas qui ont leurs centres en O, 

O', O", et d, df, d", les distances 00' , OO", O'O", on a trouvé (no 208 ) 

O A ^ - ^ - , , d'oa 0 ' A = - d ^ ' d = - ^ - r : 

Oa = — — , dou O'a 
r + r'' r-f-r' r + r ' 

On trouverait de méme 

OA' = -^X, O'A' = ~ r n Oa' = - ^ T , , 0"«' = 
r — r 

et 

O'A" = 0«A" = O V = - g l , , O ' V = ^ L r r—r" r—r r + r r + z-

Avec ees données, on peut fixer la position des points A , A', A", a, a', a", 
par rapport a deux axes, pour en déduire ensuite (n0 187) les rapports des 
différences éntreles coordonnées de ees points. Nous observerons, toute-
fois, que le choix des axes n'est pas indífférent pour la simplicité des cal-
culs. Nous avons indiqué dans la figure, un des systemes les plus convenables,-
l'axe des abscisses est la ligne des centres 00' , et Tasé des ordonnées est 
la paralléle á O'O", menée par le point extérieur A. 

II suffit, en effet, de démontrer la proposition pour les points A, A', A", 
et A, a', a"; ce qui peut se faire en prouvant que 

A T ' _ A"0' <P' „ "L^L 
A F ~ AO' Kp' ~ JAO'' 

2 1 1 . Nous terminerons ce chapitre par la résolution de quelques pro-
blémes indéterminés. 

PREMIER PROBLEME. — Beux points A eí B étant donnés, on en demande un 
•p. ^ troisiéme M (fig. i i S ) tel qu'en le joignant aux points A eí B , la somme des 

u carrés des distances KM., MB, soit égale a un carré domé m5. 
II est d'abord évident que la question est indéterminée; car en appe

lant z, zr, les distances A M , B M , on a pour condition unique, 

s2 + z'* = m̂ 1. 

Cela posé, donnons á s une valeur quelconque a , i l en resulte pour ^ 
k valeur correspondante zr ~ \ /m* — j et si du point A comme centre, 
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avec un rayón égal a a , on décrit une circonférence, que du point B comme 
centre, avec un rayón egal á X/m'' — a1, on décrive une autre circonfé
rence, les points M , M', oú ees deux circonférences se coupent, satisfont 
a rénonce. 

Soient encoré z — V ; on déduit de Tequation, / = {/m* — a'»; et Pon 
obtíendra deux nouveaux points M", M'"; et ainsi de suite. D'oú Ton voit 
qu'il existe une infinité de points susceptibles de vérifier l'énoncé. 

On reconnait en méme temps que le lieu géométrique de tous ees points 
est une courbe limitée dans tous les sens; car l'équation ci-dessus donnant 
2 = \/m3 — / * et z'z= [/m* — z*, aucune des distances z et z' ne peut 
étre plus grande que m. 

Actuellement, il s'agit de trouver l'équaiion de cette courbe, c'est-á-dire 
(n0 171) une relation entre les coordonnées de chacun de ses points rapportés 
a deux axes fixes. Mais afin de choisir le systéme le plus simple, nous 
ferons une nouvelle observation j c'est que cette courbe est symétrüjue par 
rapport á AB et á la perpendiculaire OC élevée par le milieu O de cette 
drpite. 

Cela est évident pour A B , d'aprés la construction indiquée ci-dessus, car 
les points M et M' sont sitúes sur une perpendiculaire á A B , et l i égale dis-
tance de AB. 

Quant á O C , soient deux points M et M" situés sur une méme perpen
diculaire MM" á O C , et tels qu'on ait MQ = QM". 

Abaissons les perpendiculaires MP, M'T". Córame OIJ=OP" et AOr=OB, 
il en résulte APrsBP",- on a d'ailleurs MP = M"P"; ainsi les deux triangles 
rectangles APM, BP"M"7 sont égaux et donnent A M = BM''. On prouverait 
pareillement que BM = AM". 

Done si l'on a AM -f- BM == m% on doit avoir aussí AM" + BM" = ra». 
D'aprés cela, nous prendrons pour systéme d'axes, les deux ligues AB, OC. 
Appelons x et y les coordonnées d'un point quelconque M de la courbe, 

2a la distance A B , d'oú OA = OB == a. 
Les deux triangles rectangles A P M , BPM, donnent 

j - s - f ( j r -f- a ) » = 2S ( i ) 
y i -f. (¿e — a) ' = (a)' 

D'ailleurs, on a déjá la relation 

+ zf* = ra1;.... (3) 

et s i , entre ees trois équations qui existent pour un point quelconque de 
la courbe, on elimine z et l'équation résultante, en x , y , existera elle-
meme pour ce point et sera par conséquent l'équation de la courbe. 

Ajoutant les équations (i) et(2) , puis mettant pour 2 2 - f s a valeur m2^ 
on obtient sur-le-champ 
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r5 + + + — a ) ' — r n \ 

ou róduisantj 
m1 — aa3 , . 

+ x ' = — ~ — (4) 

Cette équation est évidumment celle d'une circonférencc de córele don i 
le centre est á Porigine O, et qui a pour rayón , 

Pour le construiré, soit décrit sur OB le edrré OBGH ; i l en resulte 

O G = 2a1 , d'oú 0 ( i =3 a \ / ' ¿ . 

Au point O élevez ON perpendiculaire a O G , et du point G comme centra 
avec m pour rajón, décrivez un are de cerote qui coupe ON au point Y , puis 
achevez le carié O F I K ; le triangle rectangle O F G donne 

(OF F G — O G — m* — a<|»; d'oú O I 2 = 2OF = 2 (TO'J — 2a2); 

done OL moitié de OI est le rayón cherché; car 

OL =: ^ OI = i V / 2 ( m' — 2«» ) . 

Done la circonférence décrite du point O comme centre et avec OL pour 
rayón, est le lieu géométrique demandé. 

N. B . — L a ligne donnée m a évidemment pour mínimum a^Z-i, ou bien 
la diagonale O G du carré décrit sur OB; mais elle n'a point de máximum , 
c'est-á-dire qu'elle peut recevoir une valeur aussi grande que Fon veut. 
Ainsi, le diamétre DD', qui, dans la figure actuelle, est moindre que la 
distance A B , peut étre plus grand dans d'autres cas. 

Pour savoir dans quelle circonstance ce diamétre est égal á AB ou w , U 

n'y a qu'á poser ^ \/%[m* — 2a2) = a 5 ce qui donne 

2(m*' — 2a2) = fa* ou 2?w2 = 8«2 ; dpnc ni* = ¿ja2 et m = '¿a. 

Soit m = a y / z , il en résulte 7 - = o, et la courbe se réduit a un point 
qui n'est autre chose que Porigine. 

p. , 212. SECONÜ PROELÉME.—Étant donnés deuj: poinís A , B (Jig. 12^), déter-
miner un autre point M , leí que la difference des carrés des dislances AM . BM, 
soit égale a un carré m2. 
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Par des raisoimemens aualogues á ceux qui ant été faits dans le probléme 
précédent, on prouverait que la question est indéterminée, et que le lieu 
géométrique est symétriquement place par rapport aux deux droites AB 
et O C 

jlais ce lieu géométrique doit étre une ligue indéfinie ; car Tequation de 
condition étant 

AM — BM = m', d'oü A M = + BM", 

on peut donner á BM une valeur aussi grande que Ton veut , et il en re
sulte toujours pour AM une valeur réelle correspondante. 

Cela posé, prenons AB et OG pour systéme d'axes, et appelons tou
jours i a la distance A B , z , les distances AM et B M , x, y, les coordon-
nées du point M rapportées á ees axes. On a d'abord, comme dans le pro
bléme précédent, les équations 

j - » -f. ( x -f- ¿i)3 = «2 , , . . . . ( i ) 
j - » -f. (oc — ít)1 = a'2 (2) 

Quant á l'équation de condition ci-dessus, observons que , pour tous les 

points situés á la droite de O Y , o n a A M > B M , d'oü AM — H.MV O ; 
mais que pour ceux qui sont situés á gauche, on a au cóntraire AM<^BM, 

d'oü AM. — B M < o; done la diííerence des carrés, AM — B M , doit étre 
oxprimée par ± 1 ^ ; et Pon a .s2 — s'» = dr TO2 . . . . (3) 

S i , entre ees trois équations qui ont lieu pour un point quelconque de 
la ligne cherchée, on élimine z et z', l'équation en x, y, qu'on obtiendra, 
sera l'équation de ce lieu géométrique. Or, en retranchant ( 2 ) de (1) , et 
remplacjant z* — z'3- par sa valeur í+3 /w2, on trouve 4,zx — — m* j 

d'oú l'on déduit x ~ —-ÜL. 

Cette équation ne renfermant pas la variable y, représente (n0 llTO) le 
systéme de deux droites paralléles á O Y , et menées á égale distance du 
point O. 

Po,ur les construiré, preñez sur OB = a, une distance O F = — - et sur la 
3 

perpendiculaire OY' , une distance OH = . Tirez ensuite BH^ et par le 

point F menez F G paralléle a BH ; vous aurez évidemmení OG — — • 
, 4^ • 

II ne s'agit plus ensuite que de rabattre OG de O en I et de O en I ' , puis 
de mener par les points I et V les droites I L , l 'U, paralléles á OY. 

L a quantité m peut recevoir toutes les valeurs possibles depuis zéro ius-
ílfca l'infini. . 
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Soit M Í = o; il en resulte x=:o , et les deux lignes I L , I ' L ' , se confon-
dent en une seule, qui n'est autre chose que l'axe des y-

E n effet, pour un point quelconque C de cette droite, on a 

AC2r= BC* d'oú Te2— B C 2 = — o. 

rh lia* 
Soit m — w . on trouve x = —-2-*- — dz a, et Ies deux droites se 
- 7 ; 4* , * 

confondent avec les p^rpendiculaires élevées aux points A et B. 
Pour m^-za , ees droites seront placées á droite et a gauche sur les pro-

longemens de la ligne AB. 
215. TUOISIÉME P R O B L É M E . — Étant donnés deux points A e í B , trouver un 

Fíg. iaS. autre point M [jig. 125) tel quen le joignant aux points A et B , V cingle KMR. 
formé par ees deux lignes de jonction, soit égal g. un angle donné v. 

Prenons pour axes la ligne AB et la perpendiculaire élevée par le point O, 
milieu de AB. Nommons d'ailleurs 2x' la distance AB. 

L a droite BM étant assujettie á passer par le point B , dont les coordon-
nées sont f = z o , x = x% a pour équation, 

y — a { x — xf) (i) 

On a de méme pour réquation de la droite A M , 

r = a ' ix + x ' ) . . . . (3) 

(puisque FabscisseOA est exprimée par — x')j et comme, d'aprés l'énoncé, 
ees deux droites doivent former un angle donné v, les quantités a et a.' 
sont liées entre elles par la relation 

7 = tang^. . . . (3) 
i -f- aal 

E n donnant á a une valeur tout-a-fait arbitraire, ce qui flxeraít l'une des 
positions de la droite B M , on tirerait de l'équation (3) une valeur corres-
pondante pour a', ce qui déterminerait aussi une position particuliére de 
la droite A M ; et le point d'intersection de ees deux droites appartiendrait 
au lieu géométrique demandé. Mais s i , entre les équations ( i ) , ( 2 ) , et (3), 
qui ont lieu en méme temps pour un point quelconque M de ce lieu, on 
elimine a et a', Táquation résultante en x et j s e r a nécessairement l'équa
tion du lieu géométrique demandé. 

Or, pour effectuer rélimination, il suffit de remplacer dans Féquation (3) 
les quantités a et a' par leurs valeurs tirées des équations (t) et (?.)• ^ 
obtient par cette substitution; 
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r5 
== tang v. 

xii— x ' 

d'oü, chassant Ies dénominateurs et réduisant, 

» ' +.y:' — ~ — r — x ' » = o , . . . (4) 

équation d'une circonférence de cercle dont le centre a (n0 177) pour 

coordonnees, ^ = o, -7 = et qui a pour rayón, 

= \ / x'a + ^ s= V 1 •+ tang2 
V tang2c tangt» 

Mais comme l'hypothése 0 donne x* —- x'1 — o, d'oú x = r t x% 
ce qui prouve que le cercle passe par les points A et B , il est clair que le 
cercle sera tout-á-fait determiné des qu'on aura construit sur O Y l'expres-

sion ( j — j puisque le centre sera alors fixé de position. Ainsi: 

Faites au point B un angle A B L égal a fanglé d o m é ; puis élevez en ce 
méme point BI perpendiculaire a B L ; le point I d'intersection avec OY sera 
le centre du cercle. 

En effet, le triangle rectangle OBI donne (Trigon., n0 86), 

OI = OB, tang OBI = OB.cotOBL = 
tang v 

Cette construction est évidemment celle qu'on donne dans les élemens 
de Géométrie, pour décrire sur une droite un segmenl de cercle capable d'un 
angle donné. 

x' 

DiscussiON.—Tant que l'anglei' sera aigu, ^ sera positif, et le cen

tre du cercle sera situé au-dessus de la ligne AB. Mais si l'angle v est obtus, 
x' ' 

comme tang v est alors nésatif, i l en est de méme de : et le centre 
tang v' 

se trouve place au-dessous de AB. 

Soit p —100o, d'oü tangt'^ioo et - = o; l'équation (/j) se 

reduit á -j-y» — ^'a et représente une circonférence décrite sur AB 
comme diamétre. 

Soit encoré c — o, d'oú tangí' = 0 ; les expressiras </ — 
t a n g v 
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ct r ^ ^ - j — 4- tang'f deviennent infinies; et le cercle est lui-mémo 

cPtine grandeur infinie. 
11 faut d'ailleurs observcr que tous les points de la partie supérieure AMB 

de la circonférenec donnée par réquation (4) , satisfoot á ^énoncédela 
question, mais que pour la partie inferieure AM'B, ce n'est plus pan_ 
gle AM'B', mais son supplément AM'H qui est égal á l'angle doniié. 

On a en effet pour cet angla, AM'H = M'AB + ABM'; d'oü (¿ó 70^ 

. • , . ,TT tang M'AB tang ABM' 
tang AM'H =• —-^¡7-.-^——"•t-T.-,T; ; 

Ü 1 — tang M'AB. tang ABM 

tang M'AB == — tangKAX = — a'; tang ABM' = tangH'BX 

— af -\- a a — a' 
done tang AM'H = 

Ainsi, c'est pour cet angle que Tequátion (3) est satisfaite. 

214:. SCOUE GENERAL sur les prohlérnes indétermines. 
En refléchissant sur la maniere dont les trois questions precedentes ont 

été résolues, on voit que, pour obtenir Tequation d'un lieu géoméírique, 
11 faut commencer par établir des équations entre les coordonnées x et y 
ti''un quelconque de ses points, et d'autres quantités qui varient avec h 
position du point. Le nombre de ees équations doit étre moindre d'une 
unité que le nombre total des Tarjables , y compris x et y . Ces équations 
une fois formées, on élimine les variables autres que x , } ' ; et Féquation 
resultante est Féquation demandée, puisqu'elle exprime une relation entre 
los coordonnées d'W point quelconque de la courbe, et des quantités 
connnes. 

On doit toutefois avoir le soin de choisir convenablement les axes, pour 
que les calculs soient simples et qu^on puisse construiré íacilement les 
résultats. 

S i , dans le probléme précédent, par exeraple, on prenait les deus axes 
dans une situation quelconque par rapport aux deux points A etB, les 
équations seraient 

y — y' — a {x — x') , y — y" = a' {x — x"), .—- — lang1 
d'oü, en éliininant a et a'y 

r— r 

„ ^ \ r — • / ) { r — y"] 
x' ) { x — x " ) 
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oU réduisant et ordonnant par rapport k y et x , 

,11 , ,i x'Y" — -f- x x -f- y Y ~h — — (>' J ' tang v 

On reconnait bien á l'inspection de cette équation qu'elle appartient a 
une circonférence de cercle; mais la détermination du centre et du rayón 
ne serait pas facile; et Fon aurait surtout beaucoup de peine á faire ressor-
tir des résultats, la construction indiquée ci-dessus. 

On peut méme affirmer que la principale difficulté qui se présente dans 
la résolution des questions par les principes de la Géométrie analytique, 
consiste dans le choix des axes. 

Assez souvent, les équations á établir se réduisent^ premiéremeñt, a 
celles de deux lignes droites ou de deux circonférences de cercle dont les 
points d'intersection appartiennent au lien géométrique cherché (ees équa
tions renfermant, cutre les coordonnées or, y, deux autres quantiíés quí 
varient avec la position du Tpoint), secondement, á une relation entre ees 
deux derniéres variables, laquelle est fournie immédiatement par Ténoncé. 
Les problémes précédens en offrent des exemples. 

Dans les deux premiers , le point M {fig. 123 et 124) est determiné Par,]T¡g Ĵ J 
rintersection de deux circonférences ayant leurs centres en A , B , et pour et 12 .̂ 
rayons z , , z ' ; ees variables sont d'ailleurs liées entre elles par la relation 

2» -f- — m*, ou i1 — z'2 = db m1. 

Dans le troisiéme, le point Mest donné par Fintersection de deux droites 
passant par les points A , B ,• et les variables a , a', qui enírent dans leurs 

, . , , , . # — a' \ équations , sont liees entre elles par la relation ^ —• = tang v. 

Cependant, il peut arriver que le nombre des variables a éliminer soit 
plus considérable, comme on va le voir dans le problema que nous allons 
nous proposer en dernier lieu. 

21o. QIIATUIÉME PUOBLÉME. — Vn cercle et un point B {Jig. 126) élant iq,6 
donnés sur un plan, s i , de ce point, on tire une droite queleonque ILlí.' qui 
rencontre la circoivférence en deux points M'^ et que par ees points on 
méne les tangentes M N , M'Ny on demande le lieu de tous les points de 
'encentre, tels (¡ue Nj de ees tangentes considérées deux a deux. 

Nous prendrons pour axe des x la ligne'OB menee par le centre et le 
point donné, et pour axe des y la perpendiculaire elevée au point O. 

Soient x, y , les coordonnées du point IN, x' et y' les coordonnées du 
Point M , x" et y" celles du point M ' ; x , y', x", j " , sont des quantités 
qui varient avec la position de la droite KKA, ét par conséquent avec la po-
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sition du point N. Notnmons d'ailleurs a. la distance O B , et r le rayón 
du cercle. 

Cela posé, ona(n0 199) pour les équations des deux tangentes dont 
rintersection donne un point du lieu géométrique, 

yyf -f- xx' rr r a , . . . (i) 
YY" -rj- xx" = r 2 . . . . (2) 

Comme ees équations renferment quatre variables & éliminer, il nous 
faut encoré ( n 0 2 1 4 ) trois autres équations. 

D'abord, les points x', y', et x", y", se trouvant sur le cercle , on a 
les relations 

/ » 4- x'» == / •%. , . (3) 
y** + x"51 = r» (4) 

De plus , nous avons á exprimer que la droite K K ' passe par le point B. 
O r , l'équation de la droite menée par les deux points x', y', x", y", 

étant (n0 148) de la forme y = z y ' — ^ ~ ĝ ( x — x ' ) , pour écrire que 

le point B se trouve sur cette droite , il faut faire ^ = o et x = « ; ce qui 
donne la nouvelle relation 

¿ f ^ ¿ — J l _ (5) 

Telles sont les cinq équations entre lesquelles on doit éliminer x', y', 
x", r" . 

Retranchons les équations (1) et (2) Pune de l'autre; il vient 

f { f - f ) + = o; d'oü • J r — r , = y 

D'un autre cóté , l'équation (5) donne — — — a. — x 

d'oú , égalant ees deux valeurs de — ^ — — = ^ 

x — x y a. — x 

ou xx' -f- y y* — ax = o. 

Mais on a déjá xoc1 + yy ' — r9; 
i l en résulte done r» — « x = o, et par conséquent 

Cette équation, en x seulement, représente une paralléle a, Vaxe des y 

menév a une distance du centre marquée par '—. 
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— ' * • , i i ' 4 . r * -
Tant que le point B sera intérieur au cercle, la quantité — sera plus 

grande que r , et le lieu géométrique L L ' sera extérieur au cercle. Le con-
traire aurait lieu si le point B était extérieur. 

Cette proposition peut étre regardée comme la reciproque de celle qui a 
été démontrée (n0203) . 

fl. B . — H est á observer que, dans rélimination, nous n'avons fait 
aucun usage des équations (3) et (̂ ) • d'oú Ton doit conclure que la solu-
tíon obtenue est plus genérale que la quesíion proposée, puisque le résultat 
aurait encoré lieu quand bien méme les équations (3) et (4) ne seraient pas 
satisfaites. 

Pour expliquer ce fait, observons que si en effet ees relations (3) et (4) 
n'existaient pas en méme temps que les équations (i) et ( 2 ) , celles-ci repré-
senteraient alors, non plus des tangentes menees par les points {xf, 
et (x", y " ) , mais les pelaires de ees points (n0 203). 

Or, il est déraontré en géométrie 10. que deux points étant donnés, leurs 
polaires se coupent en un méme point qui est le pole de la droite tnenée par
les deux premiers; et 10, que deux droites étant données, leurs pales se trou-
vent sur une troisiéme droite qui est la polaire du point d'intersection des deux 
premiéres. 

D'oú i l resulte, d'abord que le point d'intersection des droites (1) et ( 2 ) 
est le póle de la droite (5) ; et en second lieu que toutes les droites qui sa-
tisfont á la relation (5) ont leurs póles sur la polaire du point 13. 

Le résultat doit dono étre le méme, sans que l'on ait besoin de supposer 
satisfaites les relations (3) et (4).. 
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GHAPÍTRE 1Y. 

D E S G O Ü R B E S D U S E C O N D D É G R É . 

§ Ier. Transformation des Coordonnées. 

216 . Jntrodaction. — Mous nous proposons , dans ce clia-
pítre et les deux suivans, de faire cormaííre ia natura et les 
propriéte's des courbes exprimees analyliquement par des 
équatious du second degre' á deux variables; mais, auparavant, 
il est ne'cessaire de resondre une question qu'on doit regarder 
coiniae une des plus importantes de la Geoinétrie analytique; 
c'est celle de la transformation des coordonnées. 

En jetant les yeux sur les equations de la ligue droile et du 
cercle, ees ligues étant considérées dans les diverses situations 
qu'elies peuvent avoir par rapport á deux axes, on reconnaít 
qu'une méme ligue peut étre repre'sente'e par une e'qualion 
plus ou moins simple , suivant que sa position á Fegard des 
axes est plus ou moins simple, et suivant que les axes eux-
íiiémcs sont rectangulaires ou obliques. 

Ainsi, l'équation la plus ge'ne'rale de la ligue droite étant 
_r = ax -\- b , celle d'une droite passant par Torigine est 
j - = a x , a ayant, dans i'une et Fautre de ees equations, 
une acception différente , selon que les axes sont rectan
gulaires ou obliques. 

I/e'quation d'une paralléle á l'un des axes est a; = «j 
ou jr = ¿. 

De méme , Fequation la plus genérale du cercle étant... 
(x — pY jf- (jr — q f + i {x — p) (jr _ q) eos Cz=r% celle du 
cercle rapporté á deux axes rectangulaires menés par son 
centre, est x% -j-jr5 == r2. 

On confoit done que, lorsqu'une courbe est deja fixe'e de 
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positioii sur un plan par le raoyen d'une équation , si Fon 
s'apercoit que cetíe courbe est dans une situation plus simple 
par rapport á deux nouveiles droites que par rapport a u x axes 
primitifs, i l est bon, pour faciliter la reclierche de ses pro-
priétés ,de cbercher á dedULire l 'équation de la courbe rappor-
tée aux nouveaux axes, de l'équation de la raéme courbe rap-
portee aux premiers. Tel est Tobjet qu'on se propose dans le 
probléme de la transformaíion des coordorme'es, lequel peut 
s'énoncer ainsi : Etant donnée l ' équa l ion d'une courhe r a p -
portée á deux axes quelconques . t r o w e r l ' équa t ion de la 
méme courbe r a p p o r l é e á deux n o w e a u x axes. 

217. Soient AX, AY { f i g - 1 2 7 ) , deux droites par rapport F¡g.i27, 
auxquelles une courbe MM'M" est fixe'e de position au 
inoyen de l'e'quation F [ x , j ) — o , e tA 'X ' , A'Y', deux nou
veaux axes dont la situation est reconnne plus simple á Te'gard 
de la courbe. Nommons x , j , les coordonnées AP, MP, d'un 
point quelconque M de la courbe rapporte'e aux premiers 
axes, et x % y , les nouveiles coordonne'es A'P', MP'. 

Si I'on parvient á exprimer x, jr, en fonction de x ' ^ j - ' , et de 
quantite's connues, i l ne s'agira que de substituer ees valeurs 
dans l'e'quation ci-dessus; et l'on obtiendra l'équation da
ma nde'e. 

Pour trouver ees valeurs, soient menés Á'X" et P'H paral-
leles a A X , puis A'Y" et P'K paralléles á AY, en prolongeant 
toutefois A'Y" jusqu'á sa rencontre en B avec AX. 

Faisons d'ailleurs AB a, A'B = 6 , X ' A ' X " = « , 
Y'A'X"r=r«', et Y"A'Y" — a, h , sont des quantiíés con
nues, puisqu'elles ne sont autre cbose que les coordonne'es de 
la nouvelle origine, qu'on suppose d o n n é e de position par rap
port aux anciens axes ; i l en est de méme des angles es, que 
cbacun des nouveaux axes forme avec l'ancien axe des x , et 
de l'angle o , qui est égal á l'angle YAX des anciens axes. 

Cela posé, la figure donne e'videmment 

AP ou x = AB EP — « - f A'K -f- P'H, 
MP ou j =53 A'B - f ML = ¿ -f- P'K + • M H ; 
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ainsi, tout se réduit á détenniner A K, P'K, P'íí^ el M i l , 
Orr on a dans les triangles A'P'K, MP'H, en vertu du prin

cipe de Trigonomelrie, n0 9 1 , 

i0. A'K : A'P' :: sin A'P'K : sin A'KP'; 

ou , á cause de A'P'K = P'A'Y" r= ^ — «, et de • j 
A'KP' = A'LM == 200O — MLX" = 200O ~ £, 

A'K a;' : : sin (C — «) : *sin C • d'oú A'K = . * • . 
v i sint 

n \ P'KlA'P'-.IsinP'A'KlsinÁ'IíP'; d'oú P'K= ; 

3o. P'H :MP': : sin P'MH: sin P'HM; 

ou, á cause de P'MH = Y'A'Y" — C — «', et de 
P'HM = A'LM = 200O ~ S, 

P'H : / sin (C ~ « ' ) : sin?; d'oú P'H ^ y ^ C ^ - ^ ) 
^ sin? 

40.MH :MP':: sinMP'H:sinP'HM; d'oü MH j ~ sin « 
sin C 

Done, en portant ees valeurs dans les expressions de íf, 
on obtient 

+ a, j 
x ' sin (w — «) -f-jr' sin (C — a,') 

sinC 
x' sin a -\- r' sin ce , , l 

* r — s f — + 6 ••• j 
Telles sont les formules les plus géne'rales de la transforma-

tion des coordonne'es, dont i l est facile de de'duire les formules 
particuliéres correspondant á toutes les positions de la nou-
velle origine et aux diíFe'rentes direcíions des nouveaux axes 
par rapport aux anciens, en donnant k a, b, des valeurs cou-
venables positives ou ne'gatlves, et aux angles«, a', toutés 
les valeurs depuis o0 jusqu'á 200". 
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Quant á l'angle C, i l est toujours donné á p r i o r i , puisque 
c'est l'angle des anciens axes. 

Nous nous contenterons d'indiquer ici les cas principaux. 

218. PREMIER CAS. — Le plus simple de tous est celui oü les 
deux noweaux axes sont paralleles aux anciens } c'est-á-dire 
oü les axes conservant la m é m e d i rec t ion , l'origixie seule est 
diferente. 

Dansce cas, on a « = 0, et a ~ Q ; ce qui donne 

sin — a ) — B m C , s in(C—«')r=:o, sine! = o, s i n « í ' = s i n ^ ; 

ainsi, les formules se réduisent á •( (2) 

On peut les vérifier directement d'aprés la figure. En effet, 
on reconnait { f i g ' 128 ) que AP = AB A'P' = a -\- x f ; Fig,I28. 
MP = A'B -h MP' = a + y , 

219. SECOND CAS. — On propose de passer d 'un sjsteme rec-
tangulaire á un systeme oblique. 

Dans cette hypothése , i l suffit de faire { f i g . 129) C = 100o; Fig.139. 

d'oú sinC=i> sm(C—Í5)=:COS«, et sin )=:cos«!'; 

, 1 ¿. 1 J • í # —a/cos£e-f-r'coSí«'-4-a. 1 et lesíormules deviennent < , . , . , >.... (3) 
l j-=£i? sincí-f-jr sini»-f-¿, J N ' 

220 . TROISIÉME CAS. —Passer d 'un sjsteme rectangulaire 
á un s f s t é m e aussi rectangulaire : c'est un des cas les plus 
usites. 

On a r dans ce cas { f i g . i3o) , ^ = 100o, F¡g ^ 

*' ou Y'A'X" = Y'A'X' + X'A'X" = 100o + «; 

^'o^i s i n í = i , s in(C—«) = cos«, 
sin (é"—/) = s m (100o — 100o— ct) = —- sin 
sin / = sin (100o -f- « ) r=cos« ; 

et Ton obtient pour formules correspondanles, 

x x ' eos SÍ — / sin 4 -jf- « , , | \ 
• j =z x ' sin» - { - y cos« + b , ] ' . " r í 

17.. 
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N . B . — Ce tiernier cas peul étre dédult du second , en y 
faisant simplement í t 'rrrioo0-!-»? ce qui donne c o s i « ' = — s i n * , 

et sinflí'= eos a. 
221. QÜATRIÉME CAS. — Passer d'un sjstéme oblique á un 

sjstéme rectangulaire. 
Fig.i3i. I I suffit de faire dans les formules ge'nérales { f ig . I 3 I ) , 

A ou Y'A'X" = 100o -f- u ; d'ovi s in« ' = coSíe) 

sin (C — u) — sin {£ — 100o — «) 

==—sin [ 100o—{C— «)] = — cos(C—ÍS). 

Ces formules deviennent alors 

í c ' s i n (^ — «)—j-'eos \ 
X = '—;—-s- ~\- a i ¡ 

smQ f (5) x' sin « -f-jr' eos as 
J ' " sm? 

Chacun des trois systétnes précédens peut étre obten u directement au 
moyen de la figure; mais nous nous contenterons de rechercher celui qui 
correspond au dernier cas. 

Soient toujours menées par les points A'et P', A'X" et P'H paralléles 
á A X , puis A'Y" et P'K paralléles á A Y . 

11 resulte de cette construction, 

AP ou x — AB -f- A ' K — P'H, 
MP ou y = A'B -4- P'K + MH. 

On troure d'abord, comme dans le probléme general, 

A ' K - X' s ™ ( £ - * ) et p,K _ ^_sin* 
smC sinf " . 

D'un autre cóte ^ le triangle MP'EL donne 

I O . . . • P'H : MP' : : s i n H M P : sinMHP'j 

ou, comme H M F = Y ' A ' Y ' = Y'A'X' — Y"A'X' z= ioo° - ( C ~ * ) , 

P'H ' . y ¡I cos(€ — « ) : sinCj d'oú F H =: 2^£iíín^f 
sin C 

2 ° . . . . MH : M F : : sinMP'H : sinMHP'; 
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mais MP'H = MP^A' — H F A ' as 100O - X'Á.'X" - loo0 — « ; 

eos 
ainsi MH I j r ' :: eos* : sinC; d'oú MH = ^ j ^ ' 

Í
x' s in íC — ct) — r' eos ( f — a) ; 

x = ¡ ~ . (- a, 
sint 

x' sin a 4- r eos a . , r = • r — •—• + h. 

Dans le second et le troisiéme cas, les triangles A T ' K , MHP', sont rec-
tangles, et la détermination des lignes A ' K , P 'K, P'H et MH, n'en est qua 
plus facile. 

222, Eníia , s i , dans les formules genérales et eelles qui en 
ont été de'cluites , on suppose a — o et ¿ = o, on obtieudra 
de nouvelles formules qui correspondront au cas oü \on veut 
changer seulement la direction des axes 3 satis déplacer l 'ori
gine. 

• . r cc=ír'cosíe-4-r'cos<5í') { x—x cosa.—r'sia«l Amsi, \ , . j . • / r et j , . J , } , 

sont les formules propres á faire passer d'ua systéme rectan-
gulaire á un aulre systéme oblique ou rectangulaire de méme 
origine. 

En géne'ral, on distingue deux espéces principales de trans-
formation de coordonnées, le déplacement de l 'oñgine et 
le changement de direction des axes. Lorsque la question 
exige cette double transformation , i l y a souvent de l'avantage 
á ne les exécuter que successivement j nous en verrons bientót 
des exemples. 

225. Nous terrninerons cette ílie'orie ge'ne'rale par Texarnten 
de deux cas partieuliers : IO. on peut deraander de passer d'un 
systéme oblique a un systéme rectangulaire l'origine restant 
la méme , et Vaxe des x ( j i g . iSa ) restant aussi le méme. Fig.iSa* 

Dans ce cas, on a a = o, ¿ = o, « = 0, «J'—IOO0; d'oú Ton 

tire sinet=:o, sinse'=i, sin (C—a) =sinC, s in ( í—«' )=—cos^ j 
x — x' — yr cot í", 

et les formules ( i ) se réduisent á 
y - ^ — i r 'cosécí 
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On faít usage de celles-ci lorsqu'une courbe étant rapportée 

á un systéiáe d'axes obliques, on veut rendre le systéme rec-
tangulaire. 

2O, On peut, en conservant le m é m e sfsteine d'axes^ e x i -
ger que l'aoce des y ' se confonde apee celui des x, et r é c i -
proquement. 

Fjg.i33. Dans ce cas, on doit avoir «' = o et a ~ £ { f i g . i33)- , d'oú 
s iac í=:s inC, sin a ' = o, sin — c t ) = . o , sin ( b — « ' ) = sinb. 
On a, en outre, a — o , b ~ o ; ainsi, les formules (1 ) sere'-
duisent á e t j - — x ' ; ce qui est d'ailleui's e'videntj car 
on ne fait ici que changer les de'nominations des axes. 

On tire de la cette conséquence : Loi'sque les équaíions de 
deux courbes sont telles que la secoude est composée enjr et x 
comme la premiére Test en x etjr, on peut affirmer que les 
deux courbes sont identiques, puisqu'on passe de Tune a 
Taulre e'quation en changeant x en y , et, réciproqueinent, 
jr en x . I I n'y a réellement, dans ce cas, que la position de 
la courbe par rapport aux axes qui soit renverse'e. 

224. P r e m i é r e remarque.— Comme , pour une méme ques-
t ion, on a souvent besoin d'eíFectuer plusieurs transfonna-
tions de coordonne'es , nous conviendrons de supprimer les 
accens dans les seconds membres des formules relatives á ees 
diverses íransfonnations, c'est-á-dire que nous désignerons 
toujours par x et jr les anciennes et les nouvelles coordon-
nées, quoique leurs valeurs et leurs positions soient diffe-
rentes; mais Teniploi suecessií' des formules suffira pour indi-
quer que la courbe, e'tant rapporte'e á un premier systéme, 
se trouve ensuite rapporte'e k un second , á un troisiéme, . . • • 
systéme. 

Ainsi, pour passer d'un systéme oblique ou rectangulaire á 
un systcrae de coordonne'es paralléles, nous ferons daris l'e'qua-
lion de la courbe, x — x - ^ - a , e t j r = j r + ¿ , lesa; et jr ^u 
second membre désignant les coordonne'es rapporte'es aux nou-
veaux axes , dont l'origine a d'ailíeurs a et b pour ses coor
donne'es rapporte'es aux anciens axes. 
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ménie, pour passer d'un systéme rectangulaire á un 
systeme oblique de ménie origine, nons ferons usage des 
formules 

$ — x eos & -\- j eos a', et j ~ x sin ct - { - j sin 

Cette convention a pour but de simplifier les calculs en evi-
tant la multiplicité des accens. 

223. Seconde remarque. — Les quaníités a, b, a, qui 
entrentdans les formules, sont des constantes dont les valeurs 
fixent la position de la nouvelle origine et les directions des 
nouveaux axes par rapport aux anciens dont l'angle est ex
prime par Ces quatre quantités doivent étre regarde'es 
comme connues et donne'es á pr ior i j toutes les fois qu'on 
veut rapporter la courbe á de nouvelles lignes dont on a re
comí u que la position par rapport á cette courbe est plus simple 
que celle des anciens axes. 

Mais i l arme souvent qu'on exe'cute une transformation 
de coordonnées, avec le dessein d'introduire un changement 
de'terminé dans l'équation de la courbe , parexemple, pour 
faire disparaitre certains termes. Dans ce cas, a, b, u, et, sont 
des constantesj indéterminées pour le moment, que Ton tache 
ensuite de calculer de maniere qu'il en re'sulte les simplifica-
tions exige'es. Quant á l'angle C, on ne peut en disposer, 
puisque c'est l'angle des deux axes primitifs, lequel est tou-= 
jours donne' á pr ior i . 

Le nombre des termes á faire disparaitre de l'e'quation , me
dique le nombre des inde'íermine'es á introduire dans le calcul, 
et, par eonse'quent, le systéme de formules dont i l faut faire 
usage. 

Tout ceci s'e'claircira par les applicatlons nombreuses que 
uous aurons occasion d'effectuer par la suite. 
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§ lí. Notions préliminaires sur les Courbes du 
second degré. 

Afm de présenter la théorie des courbes du second degré 
d'une maniere simple et tout-á-fait élémentaire, nous com-
mencerons par rechercher les e'qualions de trois courbe? 
dont chacune jouit d'une proprie'té qui luí est particuliere. 
Nous ferons voir ensuite que ees courbes sont les seules qutj 
puisse repre'senter une e'quation quelconque du second degre' á 
deux variables. Enfin, nous démontrerons que ees mémes 
courbes sont celies qu'on obtient en coupant par un plan , le 
cóne droit ou oblique tel qu'on le considere en Ge'ome'trie j 
ce qui leur a fait donner aussi le nom de sections coniques. 

De VEllipm. 

226. On demande Véqualion d'une courbe telle, que si l'on 
Y ^ ^ f ^ j'oint chacun de ses points M (fíg- á deux poinls jixes 

F et Y> la somme des distances FM -f- F'M soit égale á une 
ligne donnée 2A. 

Cette courbe est ce qu'on nomme une ellipse. Les points F, 
F', en sont dits les foyers, et l'on appelle rayons vecteurs les 
distances F M , F'M. Nous verrons plus loin la raison de ees 
de'nominations. 

Pour construiré cette courbe d'aprés sa defmition, prenons 
le milieu 0 de la distance FF% et, á partir de ce point, portons. 
la moitié de 2A j, de O en B > et de O en k ; les points A et E 
appartiendront d'abord á la courbe. En effet, i l resulte de 
cette construction, 

OB ~ OF, ou FB = OA — OF', ou F'A. 

c'est-á-dire FB = F'A; done, 

I o . FB - f F'B = F'A -f- F'B = 2A, 
?0 F'A 4- FA =P FB + FA = 2A. 
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De méme, si des points F, F', comme centres, avec un 
rafon éga l á k j l 'on décr i t deux circonférences q u i se COU— 
pent auxpoints C , D , ees points appartiendront encoré á la 
courbe; car on aura évidemment 

FG + F'C == 2A et FD - f F'D = ?.A. 

Ces points se trouvent d'ailleurs sur la perpendiculaire élevée 
du point O. 

Pour obtenir des points intermédiaires, marquez sur AB et 
éntreles points F^ F'^ i¿n point quelconque L ; pu i s des points 
F' et F comme centres, et avec des rqyons respectivement 
égaux a AL , LB^ décr ivez deux circonférences q u i se coupent 
¿TZ M , m ; vous aurez deux nouveaux points de la courbe. En 
effet, la construction donne 

i0. F'M 4 - FM = AL -f- LB •= aA, 20. F'w - f Fzn = 2A. 

Ces points sont symétriquement places par rapport á AB . 
Re'ciproquement, si des points F^ F'j comme centresj et apee 

les mémes raj-ons ALj LB^ vous décrivez deux circonférencesx 
vous obtiendrez deux nouveaux points M ' , m', qui seront, avec 
les points M , m, dans une position syméírique par rapport á 
la ligne CD. Cela est évident. 

Aprés avoir ainsi determine' une serie de points suffisam-
ment rapprochés les uns des autres, on pourra les joindre 
par une ligne continué ACBDA qui sera la courbe demandée. 

iV. B . — Pour que la construction pre'cédente puisse s'eííec— 
tuer, i l faut que la distance des centres FF' soit raoindre que 
la sorame des rayons cu 2A, et en inéme tenips plus grande 
que leur différence. Or, je dis que cetle derniere condition 
exige que le point L soit entre O et F. En eíFet, prenons, par 
exemple , un point L ' qui soit place' entre F et B ; on aiiraiVN 

AL' > AF et L / B < F B ; 

^ oú l'on deduirail 
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AL — L'B > AF —FB > AF — F'A, ou > FF' • 

done la distance FF' serait moindre que la diíFérence des rayons 
A L ' , L 'B; et les deux circonférences de'crites seraient inté-
rieuresTune á l'autre, sans se couper. 

227. On peut encoré construiré Fellipse d'un mouvement 
continu, ainsi qu'il suit : 

Fiocez aux points F etY*, par le mojen de deux épingles, 
un J i l dont la longueur soit égale a 2 A. Faites ensuite glisser 
un style ou un crqyon qui lienne ce j i l toujours íendu ; et la 
courbe se troupe tracée quand l'instnunent mobile a f a i t deux 
deux d^mi-révolutions} l'une au-~dessus de FF'., et l'autre 
au-dessous. 

Enfin, sil'ellipse doit étre trace'e sur le terrain, on se sert 
d'un cordeau d'une longueur e'gale á aA , et de trois piquets 
dont deux fixent les extre'mités du cordeau aux points F, 
F', et le troisiéme sert á tracer la courbe, en tenant le cor
deau toujours tendu. 

228 . L'ellipse e'tant ainsi de'termine'e de forme et de posi-
t ion, recherchons son équation, c'est-á-dire (n0171) une rela-
íion entre les coordonnées de chacun de ses points rapportés 
á deux axes fixes. 

Comme , d'aprés la construction precedente, la courbe se 
compose de points syme'triquement place's par rapport aux 
ligues AB, CD, i l convient de prendi e celles-ci pour axes. 

Soient OP ^ Í C , MPrrrjr, F M ~ z , F'M = z% F F ' ^ a c , 

d'oü OF — O F ' ^ c . 

On a d'abord , pouivles e'quations des deux circonférences 
qui ont leurs centres enF^ F', et dont la rencoutre deter
mine le point M , 

y 4 - i x - c y ~ (i) 
j A + b + c)a = ^ (2) 
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En outre, la définítion méme de la courbe donne réquation 
de condition 

z -f- z ' = 2A; (3) 

et si, entre ees trois équatious, on elimine z et z-, re'quatiou 
resultante en x , j - , sera (n0 214) l'e'quation chei-chée. 

Pour y parvenir facilement, ajoutons entre elles et retran— 
chons l'une de l'autre les e'quations ( i ) et (2); i l vient 

P/T2 -f- 3a;2 - | - 2Ca = z'2 + Z 2 , (4) 
4csb =: s'a — Z2; (5) 

mais celle-ci revient á 

(z' + z) (z' — z) — fax, ou 2A (z' — z) = fax; 

ou 1 on tire z —z = —r—. 
A 

Or, on a de'já z ' + z = 2A; 

done z = A - j - - r - et z = A 
A A 

Subsütuant ees valeurs dans l'e'quation (4), on trouve 

jr* - f Í>?2 + c3 = A2 + ^ r » 

ou, chassantle dénominateur et ordonnant, 

A2jr2 -f- (Aa — c2) x* = A2 (A.2 — c2). 

Suivant ce qui a e'té dit plus haut, on doit avoir FF' ou 
2c<^2A; done A2 — c2 esí essentiellement positif; et si 
i'on pose 

A2 — c2 = B% 

l'équation prend enfin la forme 

k y i B4a>2 = A^B2.. . . (6) 
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Telle est réquation la plus simple de l'ellipse. 
229. En la résolvant par rapport á j - , puis par rapport 

H CQ qui donne 

r = rb - V / A a — x ~ ± L - V / B 2 ~ j \ 

on reconnait, en premier lien } que la courbe est sjmétriqus 
par rapport aux axes OX, OY, puisque cliacun d'eux áivise en 
deux parties égales toutesles cordes telles que Mm, MM', me
nees parallélement á l'autre. 

Secondement j comme pour j * = o on trouve .x = rh A} 

et , pour x = z o . . . . . . . . . = rh B, 

i l s'ensuit que la courbe rencontre Taxe des x aux points A, 
B , et l'axe des j r aux points C, D, pour lesquels on a OG 
ouOD = B - V/A'-i —c2. 

En effet, á cause de FC = F / C = A , le triangle isoscéle FCF 
donne 

O C = V^CF ~ 0F=== V^CF'3— 6F'2= \ / A ' — C ' \ 

TroisiemementjVhypoihhse x ~ A ou Í C = — A, réduisant 
la double valeur de á une seule, áz o, on peut 
en conclure (n0 194) que la courbe est tangente en A et Baux 
deux droites RS, R'S', mene'es parallélement á l'axe desj-. 

De méme, j = B ou j = — B donnant x = ± o , 
la courbe est tangente en C et D aux deux droites RR', SS', 
paralléles á l'axe des x . 

Comme, d'ailleurs, i l est visible que, des qu'on suppose 
x ^ > A on j - ^ B , la valeur correspondan te de ou de x% 
est imaginaire, i l s'ensuit que la courbe est tangente aux 
quatre cotes du rectangle RSS'JV, et est entiérement comprise 
dans ce rectangle. 

Soit encoré proposé d'évaluer la distance du point 0 a um 
point quelconque ( x , r) de la courbe. 
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Qli apour expression de cette distance, D = V ^ ^ + J " 1 ; 

^u, mettant pour j-2 sa valeur (A.a — a;8), 

D - v71 -r Aa 

En faisant de—o, on trouve d'abord D = B ou OC. 
A mesure que x augmente, la quantite' D augmente; et elle 

-acquiert son máximum lorsqu'on donne á ÍC la plus grande 
valeur possible, qui est ac= A ; d'oü Fon tire 

D = y/V +ílZl5!.Aa B S A, ou OB. 

Ainsi, la plus petite distance du point Oá la courbej esí OC, 
et la plus grandej OB; en d'autres termes, CD est la plus 
petite corde qu'on puisse mener par le point 0 , et AB la 
plus grande. 

Ces diverses circonstances suffisent pour donner aux com-
mengans une idée assez exacte de la forme de l'ellipse. 

250. Les deuxlignes 2A, 2B, ou AB, CD, ont regn íenom 
á'axes príncipaux ; et l'équation (6) est dite Véquation de 
l'ellipse rapportée á ses axes, 

On les appelle encere premier axe et second axej ou bien, 
grand axe et petit axe. La dénomination de grand axe vient 
probablement de ce qu'en effet, AB est la plus grande corde 
qui puisse étre mene'e dans rintérieur de l'ellipse. 

Car, soit 1 K une corde quelconque ; si Ton joint le point O 
aux points I et K , le triangle OIK donne I K < O I - f OK.; 
mais on a vu plus haut que chacune des distances O I , OK, 
est moindre que OA ou OB; done, á plus forte raison , Ton a 
I K < O B + O A < AB. 

Les points A, B, sont dits les sommets du premier axe, et 
les points C, D , les sommets du second axe. 

Enfm, le point O pvis actuellement pour origine des coor-
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données, est appelé le centre de la courbe, parce qu'il jouit de 
cette propriété que toutes les cordes, telles que Mm', qui pas. 
sent par ce point, jr sont divisées en deux parties égales. 

Pour le détnontrer, combinons l'équation Ay2-f-B2a;2=AaB2, 
avec celle-ci j r = a x 
qui repre'sente une droite quelconque passant par l'origine. 

En mettant pourjr sa valeur a x dans la premiére, on trouve 

db AB 
(Aa«2 + Ba)ír2 = A2B2j d'oú x 

et par conséquent j 

V/Aa«2-{-B2' 
± A B a 

V/Aaa2 -f- B2 

Ces valeurs de x et dejr qui expriraent les coordonne'es 
M , m', des points d'intersection de la droite avecla courbe, 
sont e'gales et de signes contraires; done, les distances OP, Oí*', 
et MP, m'P', sont égales; et les deux triangles OPM, GPW, 
étant égaux, donnent OM = Om'. 

251. Supposons que dans la recherche d'un lieu geometrique rapporté á 
des axes rectangulaires , on soit parvenú á Féquation 

M j » + NT» == P , 

M , N , P , étant des quantités essentiellement positives. 
Taisons successivement, dans cette équation, — o et a: = o ; 

i l en résulte pour ' y = 0 , . . . ; x — rh ^ / - E - , 

et pour x = o , . . . . y = rfc ^ / 

Cela pose, soient \ / ~ ~ A , S / ^ - K ; d ' o ü N = - ^ , M ^ ^ - J 

l'equation ci-dessus devient, par la substitution, -_-ya 4, JL = P, 

ou réduisant, A'.x2 + B'x2 = AaB2. 
D'oú Ton voit que l'équation proposée est celle d'une ellipse dont les axes 

principaux sont 2 ^ ^ - et ou, en d'autres termes, sont le 
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dovble do la valeur de x correspondant = o, ct le double de ,1a valeur 
je ^ correspondant a ^ = o. 

Connaissant les deux axes aA, 2B, ou 2 ^ / ^ - , 2 ^ / ^ - , pour ob-

tenír Ies foyers, on a recours á la relation B1 = A2 —ca, qui donne... 

Soient pris sur deux ligues indéfinies a angle droit (fíg. i35), OB=iOA=A, Fig. ioy. 
et O C = OD = B. Puis du point G connne centre avec un rayón égal á A , 
décrivons un are de cercle qui ocupe AB en deux points F , F ' ; ce seront les 
foyers, car 

OF = \ / C F - OG2= I/A» - B». 
p 

Comme , par rapport á l'equation My* + NJ:2 = P, on a A» = 
P ; ' ' '; 

et B9 = ^1, 11 s'ensuit que 

V N M V 
P(M - N) 

N M V MN 

Puisque, dans toute ellipse, on dóit avoir 2A > 2B, il faut supposer 

r>lr' d,oú M>N-
S'il en était autrement, c'est-á-dire si Ton avait M N , on changerait 

(n0 225) y en a: et a: e n P a r la , Féquation deviendrait Nj-2 4-M^a = P , 

et représenterait encoré une ellipse ayant pour premier axe, 2^/'^"> 

et pour second axe 2 ^ / ^ - . 

N. B. — Avant la transformation des coordonnees, la courbe est dans la 
position indiquée par la.figure i36; mais aprés, elle prend laposition qu'on 
lui suppose ordinairement i34)- Fig, l34. 

232. Soit, comme cas particulier, M = N , Féquation se réduit alors á 

cest-á-dire á l'équation d'un cercle ayant Ŷ -̂ - Pour rayón; la quantité c, 

* /P(M~— N) 

0u y •—•jj]^'"-» devient nulle; ainsi les deux foyers se réunissent au 

centre. 
Le cercle peut done étre regardé comme une ellipse dont les deux axes 2A7 

2B»sont é§wx > et dont Ies deux foyers viennent á se confondre. 
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, 235. Comme nous aurons souvent besoin de ramener une équation tell 
que %•» +Njf» = P , á la forme A»r« + B ^ » = A ' B = , nous indiqueronl 
un procédé simple et facile pour y parvenir. 

Soient multiplies Ies deux membres de la premiére équation par un fac 
teur indéterminé h\ i l vient MAj-2 N^a = Vh. 

Mais, par hypothése, on doit avoir Vli — Mh x NA = MN.ft»; d'oú l'on 
p 

déduit ^ — D o n e il suffit de multiplier les deux membres de la pro-

posee par le quotient du second memhre divisé par le produit des coejjiciens 
de y" et de xa. 

II víent en effet, par cette multiplication, , 

( N ^a M.X* MN ' 

cequidonne A» = | , B ^ | , C = A» ~ = 

Prenons pour exemple l'équatión Sy* + ix* = 6. 

6 2 
On trouve, en multipliant par r 5 ou - , 

O X J \} 

. 6 12 

done A = X/iy B = | tfTú, c = | 

Soit encoré l'équatión 3j"a •+• 4^' = 5-

5 5 
Multipliant par $ x ^ ou 7^» on obtient 

5 5 a5 
4 3 1*' 

ou, changeant y en x et réciproquement, 

i J 4 J2 ; 

done A = I V/T5, B = 1 1/5, c = 1 1/75. 
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De l'Hyperhole. 

254. On demande l'éqiéation d'une courbe telle, que si l'on 
joint chacun de ses poinís M {f ig . 187) ^ deuoc points fixes Fig.iS?. 

F'j h différence des Áistames F'M ^ FM , soit égale á une 
ligue donnée 2 A. 

Ceíte courbe est ce qu'on appelie une hjperhole ; Tes points 
F, F', en sont les foyers > et l'on nomine rqyons vecteurs, les 
lignes F M , F'M. 

Commenfons par indiquer un moyen de construiré cette 
courbe. 

Preñez á part ir du point O j milieu de FF'j denx distances 
OA j OB j égales ¿ A ; les deux points A et B appartiennent á 
la courbe. En effet, i l resulte de cette construction, 

BF = AF', d'oü AF — AF' = AF — BF = 2A, 
et BF' — BF — BF' — AF' = 2A. 

N . B . — Les points A, sont nécessairement situés entre F 
ct F'; car autrement, ce serait la somme des distances de cha
cun de ees points aux points F et F', et non leur diíFérence, 

,qui serait e'gale á 2A. Ceci prouve que 2A doit étre donné 
moindre que FF'. 

Pour obtenir d'autres points de la courbe, marquez sur ¿a 
ligne OF et á droite du point ¥ j un point quelconque L / puis 
des points F'^ F^ comme centres apee les rayons AL , BL ^ 
décrivez successivement deux circonférences qui se coupent 
enM j m ; vous obtiendrez ainsi les deux points de la courbe; 
car en joignant le point M , par exemple , aux points F', F , 
vous avez 

F M — MF = AL — BL = 2A. 

Réciproquement,.¿¿es points F comme centres j et apee 
Íes jnémes rayons , décrivez deux circonférences ; Vous aurez 
«leux nouveaux points M', m'5 qui seront, avec les points m, 
symétriqaement places par rapport a la perpendiculaire OC, 

18 
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Cette consíruction exige que le pomt L soit situé' a la droite 
du point F ; car s'il était en V , comme on aurait BL' <; RF 
i l s'ensuivrait AL ' - f BL' ou AB -f- aBL' < AB + aBF, ou 

FF'. Ainsi, les deux circonféreuces seraient telles, que la 
distance des centres FF' serait plus grande que la somme des 
rayous; done elles seraient tout-á-fait exlérieures Tune á 
l'autre et ne se couperaient pas. 

Mais le point L peut étre pris vers la droite du point F, á 
une distance aussi grande qu'on veut. D'ou l'on voit que la 
courbe se compose de deux branches égales et opposéesj mBM, 
m'ÁM', qui s'étendent indéfmiment á droite du point B et á 
gauche du point A j tant áu -dessus qu'au-dessous de la 
ligne AB. 

I I existe bien un procede' pour tracer rhyperbole d'un mou-
vement continu ; mais nous le passerons sous silence , parce 
que la pratique en est peu comraode. 

Nous allons maintenant nous oceuper de la recherche de son 
équation. 

255. L'hyperbole e'tant, ainsi que Fellipse , syiuétrique par 
rapport á AB et OC, nous prendrons ees deux ligues pour les 
axes des coordonnées, 

Soient done 

O V — x , M P ~ j r , O F ^ O F s r c , F M = z , F'M = z. 

On a d'abprd, comme pour l'ellipse. Ies deux équations 

+ (¿ _ cY = 2 % . . . . ( , ) 

jr2 4- + c)a = z'% . . . (2) 

auxquelles on doit ajouter, d'aprés l'énoncé , l'équation de 

condition z' — z ~ aA. . . . (3) 

Pour eliminer z et z', combinons alternativement par addi-
tion et soustraction les équations (i) et ( 2 ) ; nous obtenons les 
suivantes : 
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3jr2 - r 3 ^ + 2 C a == z'a -f- z % . . . (4) 
4cx = z 9 — z2 ; . . . (5) 

mais celle~ci doune {z — z) (z" + z) ou 2 A (z' z) = 4ca;, 

. . 2C. Í 
d'oú Ton déduit z -f- z = - j - ; 

oí' , on a deja z' — z = 2A; 

, ex . . , . ¿ ex . 
done z = ~ A et z = - — — A . 

A A 

Portant ees valeurs dans réquation (4), on obtient 

• ^ 4. ^ ca = + A% 

ou, chassant le denominateur et transposant, 

Ay2 4 - (A2 — c2)x2 = A* (A2 — c'). 

Mais, comme i l a été reconnu precédemment que la dis* 
tance FF', ou 2c , doit toujours étre plus grande que 2A , i l 
s'ensuit queAa—c4estessentiellement négatif. Done, en posant 

c2 — As = B% 

on trouve enfin pour réquation de i'hyperbole , 

Ay-1 _ B4,a;2 = — A^B2 (6) 

Cette équation ne difiere de cellede i'ellipse, qu'en ce que 
B2 est remplacé par — B2. Aussi les deux courbes , quoiqúe 
étant de forme tres difíe'rente, puisque Tune est limitée en 
tous sens tandis que l'autre est illimitée, jouissent-elles de 
propriétés analogues. 

Soit fait j r = 0 dans Téquation ; i l en resulte x — ±Lk', ce 
qui prouve que la tourbe passe par les points A et B , circóns-
íance que nous avons déjá reconnue. 

• . s8t>« • 
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Soit encoré ,cc . ~ o ; on trouve jra = —B5, d'ou 
= ±: B ^ — 1 ; ce qui fait voir que la courbe ne rencontre 

pas l'axe desjr. 
Cepenclant on peul convenir de marquer sur cet axe, deux 

points C et D dont la distance au point 0 soit exprimée par 
B ou V/ c2 —A5--

Pour fixerla position de ees points, i l suffit de de'crire du 
point B coirnne centre et d'un rayón égal á c ou OF, un are 
de cercle qui coupe OY aux deux points demande's; car on a 

OC = ^ O F — OB2— v/c2 — A?. 

Comme, en faisant — A. ou x ~ z — A dacs í'équadon 

lésolue par rapport á j - , . . . j - = ± : ~ ^ — A", on 

trouve = ± : o, et qu'en donnant á x des valeurs posilives 
ou ne'gatives, numériquement \̂\x?, petites que A , on obtient 
des valeurs imaginaires pour j r , on peut en conclure, I o . que 
la courbe est tangente en A et B aux deux droites R'S', KS, 
paralléles á l'axe des j - ; 2o. qu'elle s'étend inde'finiment á la 
gauche du point A et á la droite du point B. 

Oh voit enfin que la courbe est compose'e de deux branches 
égales et opposées dont chacune est di visee en deux parties 
égales par la ligne AB ; en soríe que si Ton pliait la figure, soit 
sai van t la ligne CD, soit suivant la ligne AB, les quatre par
ties de la courbe se couvdraient paríaitement deux á deux. 

Presque toutes ees circonslances avaient ete' reconnues par 
la Geométrie, 

256. Les quantííés 2A, 2B, sont, comme dans rellipsey 
appeile'es les axes principan v de riiypei bole , ou le premier 
axe et le second axe. Mais cominc i l peut y avoir une relation 
quelconque de grandeur entre A et B, les de'nominations de 
s;rand axe et de petit axe seraient irnpropres. 

On designe encoré le premier axe sous le nom a axe trans— 
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verse, et le second sous celui á'axe non transverse, parce que 
l'un rencontre et Fautre ne rencontre p »s la courbe. 

On peut avoir A = B , auquel cas l'équation se réduit á 

J -

Dans ce cas , on dit que rhyperbole est équilatére > comme 
ayant ses deux axes égaux. L'hyperbole équilatére est á l ' ky -
perbole enge'néral ce que le cercle est á l'éUipse. 

Enfin, les points A et B sont dits les deux sommels de la 
courbe. 

257 . De'montrons, camine dans l'ellipse , que le point O est 
le centre de la courbe, e'est-á-diré que toutes les droites pas-
sant par le point O et terminées á la courbe , sonl divisées en 
deux parties égales par ce point. 

Soit m'M une ligne quelconque mene'e par le point O ; si Ton 
combine entre elles les deux équatious 

Ay2 — B2a'a = — A2B% 
j = ax, 

on trouve, en mettant pour j - sa valeurao; dans lapreiníére, 
AB 

(Aaa2 — B2),r2 = — A'B1; d'oü l'on déduit - ; 
K B2 - A2a2 

±: ABa 
et par conséquent 
I I resulte de la que OP = OP' et MP == m'?r • ainsi, les deux 
triangles OPM, OPVr/, sont égaux, et l'on a OM = Om', 

238. En jetant les yeux sur ees vaieurs de x et dejr, on voit 
qu'elles ne sont réelles, c'est-á-dire qu'une droite menee par 
le centre ne rencontre la courbe, qu'autant que Ton a 

B2 
AV." o, ou <22 — . 

' . A2 
Soit B2 — k W s z o , d'oú l'on tire a ~ ±. ?- : les va-
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leurs de x et dejr deviennent infinies ¡ ce qui prouve que les 
deux droites corvespondantes, qui sont placees, Tune au~ 
dessus, l'autre au- dessous de l'axe des a:, ne rencontrent 
Fiiyperbole qu'á une distance infinie. 

, . , B IB 
Conslruisons ees deux droites ? 7- = + ~ J , J = Z — — x 7 

qui méritent une attention particuliére, 
Pour cela, soit achevé sur les deux ligues AB = 2A, 

GD™2B, le rectangle R'RSS'; 011 a évidemment ER = BS=R ; 

d'ou tang BOR = — ?-, tang BOS = — j . 

Done les droites OR, OS, menees par le point O et par les 
pointsR, S, sont les deux droites demande'es. 

Nous verrons par la suite quel role elles jouení dans la théo-
rie de l'hyperbole. Pour le moment, nous les regarderons sim-
plement córame LES LIMITES dé séparation des droites qui, 
passant par le centre> rencontrent la courbe , d'avec celles qui 
ne la rencontrent pas. 

Pour démontrer cette propriéte', soit un diamétre m'M pour 
. B 

lequel on a : angle MOX < angle ROX, d'oú « < ~- ; 

les valeurs de ¿v et de jr obtenues précédemment sont 
réelles y mais pour un diamétre leí que K ' K , comme l'angle 

B 
KOX est plus grand que l'angle ROX, i l en resulte a > — r 
et les valeurs x , j - , sont imaginaires. 

Lorsqu'on suppose l'hyperbole équilaterc (n0 2 5 6 ) , c'est á-
•; • • • . . • . ' • • ' 

diré, B = A, ±: devient égal á ± : 1 ; done les angles ROX, 
A, 

SOX , sont chacuti de 5o0, et les deux droites OR, OS, sont 
perpendiculaires entre elles. 

259. Supposons mainíenant qu'on ait obtenu pour l 'équation d'un lien 
géométrique, 

• . ' Mya — Na;» = — P5 • ( 
P 

et multiplions (n0 255) les deux membres de cette équalion par Ájjy > 



NOTIONS SUR i'HyPERBOI.E. ^ 9 

P P P1 
i l vic.it w r ' ^ M X ' ~ M N * 

Cette nouvelle équation comparée á celle de Fhyperbole , 

A Y * — BJar» = — A2BA, 
donne 

P P / P * / P 
A i = ^ , et B ^ g ; d'oü A ^ d r V/Ñ' B = ~ V M5 

done la proposée représente une hyperbole dont le premier axe est u y ' - ^ - J 

et le second, 

La relation B3 = c2 — A» donne c •=: áz /̂A» -(- B2 ; 

• « , , . * / P í M + N f ' d'ou, mettant pour A et B leurs valeurs, c = d : ^ / - — — i . 

droites rectangulaires, OB = OA = A = ^ Z ^ » OC = OD = . B = 

Pour fixer la posítion des foyers, connaissant les axes, preñez sur deux 

*¥ 
W , 

[fig- i38) 5 puis élevez au point B-une perpendiculaire BD égale a B, eí Fig. i38. 
tirez OD. La circonféreáce décrite du point O comme centre avec le rayón OD, 
coupera AB en deux points F , F ' , qui seront les points demandes; car on a 

OF = OF' = V o B - f - BDa== V/A2 -+- B5. 

I I est remarquable que cette construction donne en méme temps la d i -
rection OD de Pune des limites de la courbe (n0 2 5 8 ) ; quant á la seconde, 
elle s'obtient en prolongeant DB d'une quant i té BD ' == B D , et tirani OD' . 

240. Si Péquation était de la forme M r a — No.-* = P, on changeraií y 
en j ; et x en y ; ce qui donnerait Ny2 — Ma;2 = — P; et Péquation n'en se-

rait pas moins celle d'une byperbole ayant pour premier axe, - i y / 

et pour second axe, •j.K/ ~ . 
V N ^ 

Avant la transformatiou , la courbe a la position indiquée par la figure i3g; 
mais aprés , elle reprend la position de l a s a r e 187. 

Multiplions les deux membres de Péquation proposée, par ; il víent 
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N y' M xí M N ' 

( P P v 

en posant =^ B3, ^ ^ ) ' 

Telle est la forme de I'éqtiation de Pliyperbole rapportée a son second axe 
ou a son axe non transverse, pris pour axe des x. 

On en déduit y = ± ~ %/x* -f- B2; ce qui prouve qu'á t<nite valeur 

de x correspondent des valeurs réelles de y. 
Poür x = o, Pon a y — ±: A; et cette valeur est le minimum de toutes. 

celles que peut recevoir y . 

De la Parábale. 

2 4 1 . Trouver l'équation d'une courbe telle, que la dislance 
JFig.i^o, chacun de ses points M {fig- i^o) á un poirtt Jixe F (ap-

pelé foyer), soit égale á la distance de ce méme point M a 
une droite Jixe L L ' appelée directrice. 

Voici d'abord le raoyen de construiré par points , cette 
courbe connue sous le nom de parábale. 

Aprés avoir abaissé du point F une perpendiculaire sur 
LL'j, preñez le milieu A de la distance FG / et le point A 
appartient á la courbe , puisque les deux distances AF et AG 
sont e'gales. . 

Ge point est dit le sommet de la parabole. 
Pour obtenir d'autres points, élevez en un point quel— 

conque P pris vers la droite de k, une perpendiculaire á GFr 
puis du point F comme centre, apee le rajón GP , í'écnvez 
un are de cercle qui coupe la perpendiculaire en deux points 
M j m/ vous aurez ainsi deux points de la courbe ; car i l re
sulte de cette construction , 

FM ou Fm = GP = MQ. 

D'oü ron voit que la parabole se compose de deux parí íes 
ÁMM', AttiTií , syniétrujues par rapport á GF. 
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Elle peut étre aussi decrite d'un mouvernent continu. 
preñez une équerre dont l'un des cótés de l'angle droit QR 

(fig. soit assujetli ¿L glisser suiuant la direction L L ' . Fig-H»-
Fixez aux points F £?£ V les deux extrérnités d'un fd dont la 
longueur soit égale au second colé QV de l'équerre. Faites en-
suite mowoir cette équerre le long de L L ' j en ajant soin de 
teñir le j i l tendu au moj-en d'un style cu crajon qui s'appuie 
constamment sur QV. La trace de ce style sera ne'cessairement 
une parabole. 

En effet, pour une posilion quelconque QRV de réquer re , 

ona FM + M V c = M Q 4 - M V ; d'oú FM = MQ. 

Lorsque réquerre est arrivée dans une positiou Q'R'V telle 
que Q'V passe par le point F, le fil se replie sur lui-méme de 
F en A, et le poinl A est le sommet de la courbe ; car on a 

FA -f- A V = AQ' ~f- A V ; d'oü FA = AQ'. 

Pour tracer la partie inferieure de la courbe , i l suffit de 
renverser la position de réquerre. 

iV. B. — La uiéthode precedente ne donne qu'une portioii 
de la courbe; cette portion qui se termine au point V", pour 
lequel on a FV" = V"Q" .= VQ, est d'autant plus grande 
que le cóte'QV de Tequerre a plus de longueur. 

C'est probablement ce inoyen de description qui a fait don-
ner á LL' le noiu de directrice. 

242. Recherchons actuellement Féquation de la parabole. 
Nous prendrons pour axe des x la ligne GF {fig. i^o) qui Figa4o; 

divise la courbe en deux parties égales, et pour origine le 
point A qui appartient á la courbe. 

, Soient x, jr , les coordonnées AP, MP, du point M, z la dis-
tanceFM, et p la distance FG j d'oü 

AF = AG = P et GP ^ ^ J. x. 
2 2 ^ 
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La circonférence décrite du point F comine centre avec le 
vayon F M , a pour équation 

mais on a l'fíquation de condition FM = PG, ou 

z = rr -f- ^ (a) 
2 

Éliruinant z entre ees deux e'quations, on tro uve pour IV 
quation de la courbe, 

ouréduisant, ff pz i p x . . . . (3) 

Telle est l'équation de la parabole rapportée á ses axes 
principaux. AX est dit le premier x̂e principal, et AY le 
second. 

On déduit de cette équation, j ' - = i t \ / ipx \ et comme 
pour x=zo, on a jr —dno, il s'ensuit; I o . que la 
courbe est tangente en A á l'axe des^-; 2o. qu'elle s'e'íend 
indéíiniment á la droite de cet axe, tant au-de§sus qu'au-
dessous de celui des x. 

243. On nommeparamétre le coefficient de . r , 2 / ) , c'est-á-
dire le double de la distance du foyer á la directrice. 

Ce paramétre est encoré e'gal á la double ordonnée qui passe 
parle foyer; car, d'aprés la définition de la courbe, la per-
pendiculaire FN doit étre égale á NH ou FG. 

D'ailleurs si, dans l'e'quation j - * = 2 j 9 a : , on fait a;=~ = A F , 

on trome = p'J, d'oü y = . ± . p. 

244. Quoique la délinition de la parabole n'offre aucune analogie avec 
celles de l'cllipse et de l'hyperbole , on peut néanmoins établir un rappro-



LIAISON DES T R O I S GOÜRBES. 2 0 ^ 

hement entre ees courbes, au moyen d'une transíbrmation de coordonnées 
exécutée par rapport aux deux derniéres. 

Reprenons l 'équation A ' j B3^» == A ' B 1 , ( i ) ^ / 

et proposóns-nous de rapporter l'ellipse au sommet A (Jig. i34) comme Pig.t3<í. 
origine, en conservant la méme direction pour les axes. Pour cela, i l faut 
(n02l8) faire usage des formules x — x - f - a , f = : f - h b ; et comme a, h, 
expriment\ici les coordonnées du point A , ce qui donne 

i = o, a = — A , 

il s'ensuit que les formules se réduisent á 

x •= x — A , y — y , 

c'est-á-dire qu' i l suííit de remplacer x par x — A dans l 'équation ci-des-
sus, en laissant y tel qu ' i l est. 

II v iení , par cette substitution, A»ra •+• B'x* — aAB'x = o; 

B3 
d'oü l'on déduit •y-a = : -—(Ax ~ x'1).... (2) 

• S. • ' A4 .. ' K 

C'est l 'équation de l'ellipse rapportée a son sommet de gauche , pris pour 
origine. 

Cela posé, cette équation peut étre mise sous la forme 

B* B» • . . . ^ p /a. y* — 1 _— x — x*, ou bien, y = «a^x — ^ ^ ' 

^en faisant ~ •= p^ . 

Or, si l'on suppose que les deux quantités A et B croissent indéfiniment, 
A ., B» 
«e maniere cependant que la quanti té p ou reste constante (cela est per-

mis d'aprés l'équation — — p, dans laquelle, aprés avoir pris pour p une 

valeur fixe et dé terminée , on peut donner á A différentes valeurs, et cal-
culer en sulte une valeur córrespondante pour B ) , i l est clair que, dans 

cette hypothése , plus A augmente, plus le terme j - drminue; et lorsqu'on 

suppose A 00, i l en résulte £- = 0. Done réquat ion (3) se réduit a. 

X' sa ajh*, ce qui n'est autre chose que l 'équation d'une parábolo. 
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D'oú l'on peut conclure que la parabole est uno ellipse dont le grand 
axe est injini, ou dont le centre est situé a l'infini. 

245 . Le méme rapprochement peut etre fait entre la parabole et l'hyper-
bole; mais i l faut alors rapporter cette derniére courbe á son sommet B 

Fig.137. {fig- 137), ce qui revlent á porter, dans l 'équation A1/4—B'x»——AJB» 
á la place de x , x + A. 

Elle devient A ' j -1 —• B»jr> — aAB'x = o ; 

B» p 
d'oú y1 =z - r - (aAx -f- x3 ) , ou y* = -ipx + ^ x* (4) 

A.3 A. 

h B» ^ 
í en posant^ comme pour l'ellipse, = p j . 

Actuellement, faisons augmenter A et B de maniere que p reste constant ; 

11 vient pour A =00, ~ = o; et l 'équation (4) se réduit a r ' = ipx. 

Dans ce cas, la seconde branche, le centre, le second sommet disparais-
sent, ou sont situés á l ' infini . 

246 . I I resulte de ce qui vient d'étre d i t , que les trois courbes peuvent 
é t re , en général, représentées par l 'équation 

y = ipx + íjX*. 

Lorsque la courbe est une parabole, on a = ó ; et l'équation se 
réduit a y1 =. ipx. 

• aB» B* 
Si c'est une ellipse, on a 2/? — , 7 = — 

Enfin, dans le cas de l'hyperbole, on a 

aB* B2 

V == -A ' i ^ + T S ' 
Par analogie avec la parabole, on nomme parambtre de l'ellipse ou de-

2B» 15' 

l'hyperbole, la quant i té 'ip ou - j - qui forme le coefficient de x dans le~ 

quation de la courbe rapportée á l 'un de ses sommets. . . 4B» 2B.2B 
Lette quantite, qui peut étre mise sous la forme ou * 

n'est autre chose qu'ime 3e proportionnelle au premier et na second axe. 
C'est aussi, comme dans la parabole, le douhle de l'ordonnée quipassepar 

lefojrer F ou F ' ; car si l'on fai t , par exemple, x z=. •+:. c =. ±i {/A* ^ 
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daus réquation + B « x ^ = A^B^, on trouve 

A ' T ' + A'B» — — A » B ' ; d'oú y • 
fia 

A* 

Méme résultat pour rhyperbole. 

^ j . — Cette derniére propriété dont jouissent Ies foyers des trois cour
bes, sert souvent á faire reconnaitre l'existence de ees points et & en íixer 7 
la position. 

247. Au reste, la liaison qui existe entre ees courbes peut encoré étre 
établie au moyen de la question suivante, dont celle qui a servi á la defini-
tion de la parábola n'est qu'un cas particulier. 

On demande Véquation d'une courbe telle, que la distance de chacun de ses 
points M (Jig. i42) ¿ unpoint f lxeF, soit a la distance de ce méme point Yig.íli'i, 
a une droite L L ' donnée de position, dans un rapport donném ; r ; en sorte 
que Fon ait 

MF : MQ :: m : i . 

Du point F abaissons F G perpendiculaire sur L L ' , et divisons cette dis
tance FCl dans le rapport w ; i ; le pbint A est un des points de la combe. 

Pour construiré d'autres points, marquons un point qaelconque P sur GF, 
et élevons en ce point une perpendiculaire; puis du point F comme centre 
avec un rayón égal á la 4e proportionnelle T * m :; GP ; . décrivons un 
are de cercle qui coupe la perpendiculaire aux points M et M7; ees points 
appartiendront á la courbe 5 car on a, d'aprés cette construction, 

F M ou x : GP ou MQ H m : 1; 

et ainsi de suite. 
Afin de déterminer Féquation du lien géometrique, nous prendrons pour 

ase des x la ligne GF par rapport á laquelle la courbé est symétrique, pour 
axe des y la perpendiculaire élevée par le point A qui appartient á la courbe 
et peut en étre regardé comme le sommet. 

Soient done 

AP = MP = y , F M = z, A F = a; d'oú A G = — 
m 

(puisque Pon a F A : AG '.: m'. 1). 

L'équation de la circonférence qui a son centre en F et pour rayen F M , 

est + (J: •—«;=> — ( i ) 

De plus, on doit avoir F M ; GP : : z : 1 ; 

d'oü z x -\- — ' • m ; i ou bien, ' z = mx + a . , ,'2) 

Ainsi , en él iminant z entre ees équations, on obtiendra ( n0 214) Vé-
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quatíon deraandée. I I vient, toute réduction faite, 

j-> -f . (1 — m1) — a* (1 + ni) x = o m 

Cette équation est privée du terme indépendant de ^ et de r , et cela doit 
é t r e , puisque, la courbe passant par l 'origine, i l faut que son équation 
soit satisfaite lorsqu'on y fait ^ = o et x = o. 

Examinons successivement les circonstances qui correspondent aux trois 
hypothéses m < <, w = 1, TK > 1. 

SOIT D'ABORD, cómme le cas le plus simple, m — 1. 

L'équation (3) se réduit á y ' = & x , et est immédiatement compa
rable á celle-ci: y* = . ipx; 

en effet, i l suffit, pour identifier Ies deux équat ions , de' poser. 

4« — "ip, d'oú p — i<t. 

Ainsi la courbe est une parábale dont le foyer est en F , et qui a pour 
directrice L I A Le point A est d'ailleurs le mil ieu de la distance FG puis
que Ton a ' ' . . . 

..; FG : AG :: > : 1. 

SOIT ACTUEIXEMENT m ^ i , auquel cas le coefficient de est ewenííeZ/e-
ment positif. 

L'équation peut se mettre sous la forme 

'» = (1 — m*) 

et en la comparant a celle-ci, y* = — i iAx — x*), 

on en déduit A == — , = 1 — WJ» • 
1 — m Aa ' 

d'ou — = « ( i -f. m) 

et B« = : - r - i - ^ - i , d'oú B = : dr — l / i — r, 

(1 — /w)1 1 — m v 

Ains i , la courbe est une ellipse dont les axes principaux sont 

2st . 2 * c . / 

1/ , — ,wa 
1 — m 1 — m 

et le paramét re , 2« (1 -f- w). 
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Le point F est d'ailleurs Tun des foyers dont la dcfinition se trouve com-
prise dans celia de Tellipse (voyez n0 226) . 

En effet, soit posé r = « dans l'équation 

. £t5 f 1 4- /n) , . , 
¡1 en resulte y == (1 - - TO2) — i i — (1 + mp ; 

1 — m 

d'oü y = d= ct{} -h m) ~ 

or, on a vu (n0 2-56) que cette valeur est celle de l'ordonnée qui passe par 
chacun des foyers. 

La construction du premier axe AB se réduit á trouver sur GF dewx 
points A et B tels qu'on ait 

i0, w : 1 :: FA : AG, d'oú i m : m : : FG ; FA; 
2°. m . í :: FB : BG, d'oú 1 — m : m y, FG : FB; 

ce sont deux quatriémes propórtionnelles fáciles á obtenir. 
Quant au second axe , comme on connait déjá le foyer F, il suffit de dé-

crire de ce point comme centre et avec un rayón OA, moilié de AB, un are 
de cercle qui coupe en deux points C , D, la perpendiculaire elevée par le 
point O. 

Le second foyer F" s'obtient en prenant OF' = OF. 
SOIT EKFIN H2^> i , auquel cas le coefficient de xa est négatif dans l'équa

tion (3). 
Fjlle peut étre mise sous la forme 

et comparée á Y* ~ T~ "f~ x*) '•> 

elle donne ainsi A = , -—• — m* — T , 
m — i Aa 

BA 
d'oú _ _ = + ,) et B = dr — - — l /wa — r': 

A m — 1 

done la courbe est une hyperhole dont le premier axe, ou l'axe traverse, est 

"XTI' le second5 m t Vm? — 1, et le paramétre, a£t(m + 1). 
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Soit posé dans l 'équation, x — a., ¡1 en resulte 

y 
. a» ( i - ) - m) . 

B"1 
d'oü y = a. >l -f- i ) = — "A~ ' 

ce qui prouve que le point F est \m foyer de la courbe. 
La construction des axes s^fiecluerait comme pour Tellipse; mais i l faut 

observer qu'elle doit s'eíí'ectuer de droite á gauche du point F ; car si l'on 
fait dans Fequation , y — 0, i l vient 

+ . ) = o; 
\ m —• i / 

ce quí donne x — o et x ~ — m _ ^ 

Ainsi les sommets A , B , son!' sitúes d'un méme cóté par rapport art 
point F . Le contraire avuit lieu dans Fellipso. 

JV. I í . — On peut trouver dans les caracteres m<^i, w ~ i , m ]>T, la 
raison des dénoininations attribuées aux trois courbes. 

L'hypothése m <C i donne Fellipse ou la courbe par défaut, 
m •= i la parabole ou la courbe par égalité, 
m i . l'hyperbole ou la courhe par excés. 

On trouve encoré cette explication dans les relations yi<C:ipx,y*='ipx, 
j r2>2/7^ , déduites de l 'équation y ~-zpx-\-qx*, suivant que q est,. 
^ C ^ r o , o u > o . 

348. Dans Pellipse et l'hyperbole, comme dans la parabole, la droiteLL' 
Fig.i4Q. {fi§- î '>-) Porte le nom de directrice. 

Dans la parabole, dont l 'équation est^'5 = 5^x, ¡1 suffit, pour obtenir 
la directrice, de prendre á la gauche de l'origine une distance 

A G = AF = ~ , c'est-á-dire une distance égale au quart du parametre, puis 

d'élever au point G une perpendiculaire. 
Dans l'ellipse, qui a pour équation A ' j r ' -f-B'^-2 =r A ^ 1 , comme on a 

, ,, B» B» Aa—BA 
trouve precedemment-T—=i—m5,on endédui t w2—i = - = -rr! 

A" A» A5 A3 
d ou m=z —-• 

A 

Le rapport m ; i étant connu, et les points A , F , étant d'ailleurs donnés 
do position, i l suffit, pour dcterminer le point G, de construiré la qua-
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Sriéme proportionnelle 1 

c : A : : A F : AG. 

. B> , A ' - h B -
On a de méme, pour l'hyperbole, m2 — 1 ==• -^7i « OU »Í9 — — j ¡ — » 

c 
et par conséquent TM = — . 

Enfm, i l est évident que, dans chacune des deux derniéres courbes, i l 
existe deux directrices qui sont situées á égale distance du ceiitre, sur le 
proíongement de AB pour l'ellipse, et entre les points A , B ' , pour l 'hy
perbole. 

§ III . Réduction j par la transjormation des coor-
données, de íéquation genérale du second degré 
a deux variables, 

A j 8 + JSocj - f - C x a - f - D j r - f - E / r - } - F = = o . 

249. Nous allons faire voir maintenant que Feilipse , l'hy
perbole, et la parabole, teiles que nous Íes avons déíinies pré-
cédemuieuL, sont les seules courbes qui puisscnt clre repre
sen te'es par une equation quulcouque du second degre' á «jíéux 
variables. 

II semble, au premier abord, diíFiciie-de concevoir qu'ü 
puisse y avoir identité entre toutes les courbes comprises daus 
une e'quation aussi compliquée que celle ci-dessus, et les cour
bes dont les équations sont de la forme 

Mjr2 + Nica = P, ou r2 i= Q.r, 

la premiére designant une ellipse ou une hyperbole, suivant 

)mpar; 
J"̂  = ipx. 

Mais observóos que , si dans les deux équations preceden tes, 
0n ,net a la place de x et dejr, les valeurs 
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X = :X COS ct ~\~ J COS ct' -f- a , 

— .x sin ¡st -f- si" ~H ^ > 

au moyen desquelles (n0 219) on passe d'un systéme rectaii-
gulaire á un systéme oblique d'origine différeute, l'équation 

/ qui en resulte est de méme forme que réquaticn complete. 
Or, il est évident que cette transformation de coordonnées n'a 
pas change' la nature de la courbe ; seulement, comme les nou-
veaux axes se trouvent dans une situation quelconque a Te-
gard de la courbe, l'e'quation qui la représente est plus 
compliquée que lorsque cette courbe est rapporte'e á ses axes 
principaux. 

Yoyons done si, par des transformatious de coordonne'es, 
on ne pourrait pas simplifier l'e'quation la plus geDe'iale et la 
ramener á Tune ou i'autre des deux formes ci-dessus. 

Telle est la queslion qu'ii s'agit d'examiner. 

SSO. Reraarquons, avant tout, que rien n'empéche de sup-
poser que la courbe soit priinitiveínent rapportée á des axes 
rectangulaires; car s'il en était auírement, on pourrait (n0 225), 
en conservant la méme origine et le méme axe des :r, les 
íendre rectangulaires ; et l'e'quation resultante étant de méme 
forme que la proposée, serait celle sur iaquelle on aurait á 
opérer. 

Cela posé, reprenons l'équation 

A f - - f -f~ Cx2 -h Djr -f E,r - j - F ~ o , . . . (i) 

et táchons d'abord de faire disparaitre le tenue en xj', 
Pour cela nous prendrons les formules 

x == íceos» —j-únu , , 
• y = X sin u -\- y cosa, 

au moyen desquelles (n0 220) on passe d'un systéme rectan-
gulaire á un systéme de méme espéce, Forigine restant la méme. 
L'angle « est ici une jndéterminée (n0 22S) qu'il s'agit de cal-
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culer cTaprés lacondition que l'équation transformée soit pri-
vée da rectangle ay, c'est-á~dire que le coefficient de ce tenne 
soit mili 

En substituant ees valeurs de x et dej' dans l'e'quation (1), 
ordonnant et égalant á o le coefficient de xj-, on obtient d'a-
bord pour réquation de con di ti 011, 

2A sin«s eosUÍ -f- B eos2« — B sin' m —- iC sin u cosa ~ o> 

et pour l'équation transformée, 

Mjra -f N.̂ 2 + R j 4- -f- F = o , . . . (2) 

en posant pour plus de simplicité , 

M =; A cos'íi — B sin«cos<« -f- C sin"«, 
N = A sin' a -+• B sin<2tcos<e -f-G eos3**, 
R = D eos a — E sin a, 
S = D sin et -i- E eos«. 

[La quantité F est la inéme dans l'équation (2) que dans l'é
quation (1).] 

Traitons inainteñant l'équation de eondition. 

Elle revient á ( A — C ) . 2 sin a eos « 4 - B(eos2«. — sin2«) — o, 

011, á cause d<; 2 sin« eos« = sin2», eos"« — s¡n2«= eos2*:, 

(A — C) sin 2*5 -f- B eos na — o, 

éejuation d'ou Fon tire, aprés avoir divisé par eosiet, 

t a n ^ = - A ^ 

Or, comme une tangente peut passer par tous les états de 
grandeur possibles et niéme étre infinie, il s'ensuit que l'angle 
« est susceptible d'une détermination réelle, quels que soient 
les coefficiens A, B, C. Par conséquent, ¿1 est toujourspossible 
^faire disparattre le terme en xr . 
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Fig.143. Soieiit A X , AY {fig. i43 ) , les axes primitifs ; pour cons
truiré les nouveaux, menons par le point A une droite AL qui 

• A ;, . ' B 1 r - . 
forme avec AX un angle ayant pour tangente, — • ( Ce 
qui revient á prendre une partie AG — 1 , puis á élever uñé 

peipeudiculaue GH = — ^ " ^ T c ) ' 

Divisons ensuite cet angle LAX en deux parties égales pai
la ligue AX'; cette derniére droite sera le nouvel axe des x, et 
AY', perpendiculaire á AX', le nouvel axe des j . 

„ • ' B iV. £ . — De ce que 1 expression tang a<e = — — - corres-

pond á deux angles difíérens 2«, 200o-f- 2<«, il semble re'sulter 
qu'onpeut prendre á volonté pour nouvel axe des oc, la droite 
qui divise l'angle LAX ou la droite qui divise l'angle.... 
acó0 4- LAX, en deux parties égales. Mais observons que les 

^ deux deaú-anñles étant - LAX et 100o -f- - LAX, leur diíFé-0 2 2 
rente est égale á 100o; done si Tune de ees droites corres-
pon d au nouvel axe des x , l'autre doit correspondre au nouvel 
axe desj% et réciproquement. 

Ainsi, i l n'y a réellenienf qu'un seul systéme d'axes rectan-
gulaires par rapport auxquels Tequation de la courbe peut étre 
débarrassée du terine en xj-, 

Nous reviendrons par la suite sur cette transíomia-
tion de coordonnées. Mais il est ne'cessaire de calculer des á 
pre'sent les valeurs de M et de N, d'apiés la valeur obtenue 
pour tang l a , parce que nous en aurons besoin pour le déve-

1 loppement de notre proposition. 
v. 1. sin« 

Les formules du n0 49, eos a = •—^ — ~ , tanpa=: —•— , 
V ^ - f t a n ^ ' ' cCSfl 

1 A - ^ C donnent eos z a — —_ zr=z ——_ . , 
\ / 1 - f tang2 2« V7 (^ — C + BA 

— B 
sin 2« ~ tang 2« X eos 2« = — 
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D'un aulre cote, les e'quations 

M = A COSaa — B sinaCOSít 4- C silbes, 
N = A ún2ct -f- B sina cos« -f- C eos2«, 

¿tani d'abord ajoutées entre elles , donnent, á cause de la 
relaliou eos2*! -f- sin"» — i , 

, • M -f- N = A - f C. ) 

On trouve égalenient en les soustrayant Tune de l'autre, 

M — N ~ (A —• C) (eos8*» —sin8») — B.SÍsin«cos«, 

ou, á cause de eos lee. = eos5* a — sina«, sin ice — i sin a. eos ce, 

M — N = (A — C) COS2«Í — B s m 3 « ; 

ou reuiplagant eos la., sin 2 « , par leurs valeurs, 

{ / ( A — c y -f B2 

v / g 
ou bien enfin, supprimant le facteur V A-— C -f- B2, 

M — N = ^/(A —C)a4-B2. 
Connaissant les valeurs de M + íí et de M — N, on en déduit 

successivement 

2 2 

N = : ^ ± ^ _ l V l Z I c V B% 
• , 2 2 

d'oü, multipliant ees deux équaüons membre á menabre et 
reduisant, 

M . N = V ± ± t . 
4 

Ce dernier résultat prouve, i0, que les deux coefficiens M et N 
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sont de mérne signe ou de signes contraires, suivant que \-& 
quantité B a — 4 ^ est négative ou positive ; 20. que l'un de 
ees coeííiciens est nal toutes les fois que Fon a B2 — 4AC = o, 
et ne peut é£re uul que sous cette condition. 

Ar. B. —On ne sauraií avoir en mérne temps M = 0 , N r r o ; 

car il en résulterait M - f N = : o , M — N = o, 

et par conséquent 

A 4 - C = o, (A — C)' -KB2 — o. 

Or, cette derniére condition entrame les deux suivantes, 

B = o, A — C = o j 

et celle-ci, corabinée avec A -\- C — o, dorine 

A = o, C = o. 

Ce serait done supposer que l'equation primitive ne renfer-
mait aueun des trois termes en jr2, ay, et xa • ce qui n'est 
pas adinissible, puisqu'alors Fe'quation ne serait que du pre
mier degré. 

252. Revenons a notre objet. L'equation e'tant deja débar-
rasse'e du tenne en xy, essayons , par une transíation d'ori-
girie, de faire e'vanouir les termes da premier degré en x etj". 

Pour cela, faisons dans l'équatioa (2) (n0 280), 

x = x -f- a , 

et égalons séparérnent á o les deux coefficieus de x et de j " qui 
résultent de cette substitution. 

On obtient d'abord pour les deux équations de condition, 

2M6 -f- R =; o, 2 N a - f S í = o , 

et pour l'equation tiansforme'e, 

M r 2 - f Na;2 + F' = o. . . . (3) 

(en posan t F == M¿a - f Na2 - f R¿ -f- Sa -f- F ) . 
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On déduit des deux'e'quations de condition, 

_s_ _ A 

Or, ees valeurs de a et de ¿ seront toujours réelles et fmies 
tant queM et N seront diíférens de o, c'est-á-dire (n0 2S1) tant 

que Ton aura Ba — 4 ^ ^ o. On pourra done, dans ce 

cas, transponer rorigine en un nouveau point A' (/%. i43) Fig.f43. 
S R. 

ayant pour coordonnées, AC = — — , A'C == et 

pour íequel l'e'quation de la courbe , rapporíe'e aux axes A'X", 
A'Y", paralléles á AX', AY', sera de la forme 

Mjr2 4 - N¿c2 = P, 

(P désignaut ce que devient — lorsqu'on y a remplacé a et 
b par leurs valeurs). , 

On pourrait avoir, soitR=:o, soitS = o, auquel cas b 
ou a serait nul, et la nouvelle origine serait situe'e sur AX' 
ou AY'. 

Aucun de ees coefficiens R, S, ne sauraitd'ailleurs étre infínij 
d'aprés leur composition (n0 230). 

Ainsi: loutes les fois, que, dans l'e'quatioii complete du 
second degre', la quantité Ba — 4 ^ est diffe'renle de o, i l est 
possible defaire disparaítre les deux termes en x et en et, 
par conse'quent, de ramener l'é ¡uation primitive á la forme 

Mjr2 +• N.T2 = P. 

233. Supposons actueliement que l'un des deux coefficiens 
M ou N soit nul, ce qui exige (n0 281) que Fon ait entre les 
coefficiens A, B, C , de la proposée, la re latió a 

B2 — 4AC = o. 

S R 
Dans ce cas, Tune des valeurs a = —, &=sx —-, se 

2N' 2M ' 
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présente sous la forme de Vinjini / et comme 011 ne saurait 
transponer 1'origine á une disíance infinio , il est im ĵossiblc 
d'exécuter la transforination proposée. 

Et en eífet, admettons, pour ñxer les idees, que Ton ait 

N = o-.. 

L'équation (2) du 11o 280 se re'duit á 

Mjr2 -f- Rj^ + Sa? + F = 0;, 

et si Ton substitue dans eette e'quation Íes vaieurs x ~ x -{-af 
J - Z = J - -\- b, il vient 

Mjr24- (2M¿ - f K ) j -h ~j- M^' -f l\b -f Sa + F==o. 

Or, le coefficient de ce1, dans cette e'quation, étant intlé-
pemlant des indétermiue'es a etB, on ne peut disposer de 
celles-ci de uianiére á faire dispara!tre ce terme. 

Mais ne pourrait-011 pas du uioins, dans ce cas , faire e'va-
nouir le terme en jr et la quantité independante de ;r et 
de j " ? ^ 

11 suftit, pour cela, de poser les e'quations de condition ? 

2M¿ + R = o, M¿2 4- R6 4- Sa + F o ; 
I 

„ , , . , R M¿2+R¿ -f-lf, d on J on deauit o = — , a — —-——- . 
2M S 

De ees deux vaieurs ̂  col le de b est nécessai remen t réelle et 
finie, puisque (n0 2S1) on ne peut avoir M = o en meme 
tenaps que N = o. . 

Quant á la valeur de a, si le coefllcient S n'est pas nul 
en me me temps que N , cette valeur est aussi réelle et jinie. 

Ainsi, lorsque la disparitson du terme en x j aufa donné 
lieu á celie du terme en , en laissant subsister le terme 
en ÍC, la transformation precedente pourra s'exécuter, et l'é
quation de la courbe , rapporte'e aux. nouveaux axes^ sera 
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ramenée á la forme 

Mjr2 -f- Sx = o, 

oU plutót a celle-ci, 

jra = Qx í en posant Q = — 

A!. n. — Daos le cas oá Ton aurait M = o ct R différent 
de o, on reconnaítrait de mémé que réquation peut étre 
ramene'e á la forme 

N.x2 -f- R7- = 0. , 

Mais en y changeant jr en oc et x en j , ce qui revien-
(irait (ii:> 223) a renverser la position des axes, on rctombe-
r;út sur l'équation 

Fr2 -f- RÍC = o, ou jr4 = Qx ^en posant Q = — 

2M. Les deux cas particuliers de N ~ o j S—o, ou de 
M=ro, R = o, font exception á la transfoniiation prece
dente, puisqu'alors la valeur de Tune des coordonne'es a, h, 
de la nouvelle origine, se pre'sente sous forme infinie. 

Mais remarquons que l'équation (2) du n0 2SO, se réduit 
á l'une des deux formes 

Mjr2-f-Rjr-f F = o, Nx2 -f- S.x -}- F = o • 

et connne chacune de ees équalions ne renferme qu'une seule 
variable, elle représente (n0 176) un sj-stéme de deux droites 
paralléles, soit á l'axe AX' {fig. soit á i'axe AY'. 

2S5. En résumant lout ce qui a e'te dit nus 249 et suivans, 
on doit regarder cómme rigoureusement de'niontré que toute 
équation du second degré á deux variables pedí , par une 
('ouhle transformation de coordonnées , étre ramenée á l'une-
des deux formes 

-|- tyr' — P, y ='Qa-v 
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excepté dans un cas tout particulier, celui oú, parla dispa-
rition du terme en xj- , le carié et la premiére puissance 
d'une méme variable disparaissent également. Mais on sait 
qu'alors l'équation ne represen le plus une courbe, mais bien 
un sjstéme de deax droites paralléles. 

On parvient á la premiére forme d'équation toutes les fois 
que M et N sont différens de o, c'est-á-dire (n0 2S1) lorsque, 
dans l'équation primitive, la quantité — 4 ^ '̂est pas 
nulle; et á Ja seconde forme, toutes les fois que les coeffi-
ciens A, B , C , sont lies entre eux par la relation 

Ba — 4AG ~z o. 

On a vu d'ailleurs (nü 25i) que la courbe est une ellipse 
quand M et N sont de méme signe , c'est-á-dire (n0 2S1) 
quand B ' — 4 ^ est négatíf; et (n0 239) que la courbe est 
une hyperbole quand M et N sont de signes contraires } c'est-
á-dire (n0 2S1) quand B2 — 4 ^ est positif. 

D'ou l'onpeut conclure eníin que, dans l'équation générale 

Ar2 + B r;- -f C,ra + Dr -f- E.r -f- F ~ o, 

la condition B1 — 4 ^ 0 caractérise les ellipses, 
B14 — 4 A C J > 0 les hyperboles, 

et B? — ^kG zzz o les paraboles. 

23*3. Ces courbes renferment d'ailleurs certaines varietés qu'i l est bon de 
faire connaltre. 

Gonsidérons d'abord l 'équation 

M y -f- N.r» — P, 

qui représente en général une ellipse cu une hyperbole, suivant les signes 
des coefficiens M , N , P. 

On peut toujours supposer M. positif, puisque, s'il était négatif, i l suffi-
rait de cnanger les signes des deux membres. 

Cela posé, i l peut se présenter différens cas, par rapport aux signes el 
ÍUÍX valeurs des autres coefííciens. 
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EIXIPSES M eí N positifs. 

Soit P positif en méme temps que M et N . 
L'éqüation M.y* -f- N.r3 = P représente (n0 251) une ellipse q u i , dans 

le cas particulier de M = N , devient ara cercle (n0 2 5 2 ) . 
Le cercle est dono une premiére variété de l'ellipse. 
Si Ton a M et N positifs et P négatif, Féquation est évidemment impos-

sible; c'est-á-dire qu'á des valeurs de x réelles 11 na peut correspondre que 
des valeurs imaginaires pour et réciproquement. Done la courbe est ima-
ginaire, ou , en d'autres termes, réqua t ion n'a pas de lieu géométrlque, ou 
ne représente rien. 

Soit P = p. L'équatiün se réduisant á 

%•» H- N:ra = o, 

ne peut évidemment étre satisfaite que par le systéme (.r = o, j - = o). 
Done la courbe se réduit á un point. 

Ainsi l'ellipse renfenne comme variétés : le cercle, une courbe imaginaire, 
et un point. 

HYPERBOLES M positif, N négatif. 

P peut étre négatif oa positif. 
Dans le premier cas, l 'éqüation My1 —Nir» == — P représente (n0 239) 

une hyperbole rapportée a son axe transverso comme axe des .r 5 et dans le 
second (n0 240) une hyperbole rapportée a son second axe. 

Le cas partitíulier de N négatif et numériquement égal á M , donne Vhy-
perbole équilatére. 

Soit P = o. L'éqüation se rédui t á 

M r * — Na:» = o; 

. /Ñ"- i - " 
et l'on en tire y — ± x y / ^ . 

Done, dans ce cas, la courbe dégénére en un systéme. de deux droites qui 
se coupent. 4 

Ains i , les variétés de l'hyperbole sont: Vhyperbole écjuilatére, et un sys
téme de deux droites qui se coupent. 

Passons á l'éqüation DES PARABOLES : 

y3 — Qx. 

I I peut arriver que Q soit positif ou négatif. 
Dans le premier cas, l 'éqüation représente évidemment une parabole dont 

te paramétre -¡p est égal au coeflficient Q. 
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Dans le second, comme, en changeant J : en — x , l 'équation ~ Qj. 
devient y ' == Qr , i l s'ensuit que la courbe est encoré une parabole; seu-
lement, elle estdirigee dans le sens des x négatifs. Mais en pliant la figure 
suivánt l'axe des y, on remet la figure dans la situation ordinaire. 

Le cas particulier discuté n0 2 S 4 , et dans lequel on suppose N = 0) 
S = o, ou bien M =: o, R = o, est regardé comme une varióle de la 
parabole, par la raison que M = o ou N = o est le caractére général de 
cette courbe. 

Comme Péquation My1 -f- R/" + F = o, 

correspondant á ce cas, donne par sa résolution, 

R 

-r ~ ~" aM ~ 2M - 4MF, 
i l en résulte que, suivant que l 'on a 

R2 — 4MF > o, = 0 , ou < o, 

l'équation représente deux droiíes paralléles, une seule droite, ou deux 
droites imaginaires. 

Telles sont les variétés de la parabole. 

2o7. Remarque sur la discussion précódente. 
Dans la double teansformation de coordonnées que nous avons exécutée 

pour ramener réquat ion générale du second degré á Pune ou l'autre des 
deux formes ; 

My2 - f Nxa = P, y» = Q^r, 

nous sommes partis de la supposition que la courbe était d'abord rappor-
tée á des axes rectangulaires; et le troisiéme systéme auquel on est par
venú était lui-méme recíangulaire. Les trois genres de courbes du second 
degré se sont trouvés alors déterminés d'aprés des hypothéses faites sur les 
coefficiens M , N , P . . . . 

Mals si nous supposons qu'une courbe rapportée á des axes obliques, soit 
exprimée par Tune des équations ci-dessus, ^e«z-ow afjirmer que, pour les 
métnes hypothéses faites sur les coefficiens, la courhe est du méme genre que 
dans le cas oü les axes sont rectangulaires ? 

Pour répondre á cette question, i l suffit d'observer qug chacune des trois 
courbes du second degré offre dans son cours un caractére qui lui est 
propre, et qui peut servir á la distinguer des deux autres. 

A ins i , l'ellipse, telle que nous l'avons défmie(n0 2 2 6 ) , est une courbe 
rentrante elfermée, ou une courbe limiiée dans tous les sens. 

L'hyperbole est une courbe composée de deux parties distinctes, égales 
et opposées, qui s'étendent l'une et l'autre indéfiniment. 

Enfin, la parabole s'étend indéfiniment dans un seul sens : et elle n'a qu une 
seule branche. 
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-Or ees trois caractéres geometriques se reproduisent iramédiatement par 
la discussion des deux équations ci-dessus. 

En eííet, considérons d'abord réquat ion 

M ^ i _|_ Na» = P; 

et supposons M , N , positifs. (On doit aussi regarder P comme positif; au-
trement Pequation serait impossible.) 

Cette équation, étant résolue par rapport á y, donne , 

et l'inspection seule de ce résultat prouve qu'á des valeurs de x , soit posi

tivos, soit négatives, numériquement plus' grandes que. \ / ^ ? 11 corres-

pond des valeurs imagináires pour y. A i n s i , la courbe est limilée dans le 
sens des x positifs, et dans celui des x négatifs , par deux paralléles á Paxe 

des jy ( j ^ - . 144) menees aux distances OB = - j - ^ / ^ ' J O B ' ^ — ^ / ^ - . F i g . i 4 

En résolvant Péquation par rapport á a , on reconnaitrait de méme qu'elle 
est l imitée , dans Jes deux sens des y positifs et négatifs, par deux paralléles 

/ ¥ ~ ' /W 
á l'axe des .T menées aux distances OC ±= -f- y / , OD — y / — . 

Done la courbe est une ellipse. 
Soient actuellement M positif, N négatif, et P négatif ou positif. 
L'équation , résolue par rapport á y , donne 

Dans le premier cas, on voit que pour des valeurs de x , soit positivos, 

soit négatives, numériquement moindres que ^ / j ^ > les "valeurs corres-

pondantes de y sont imagináires. 

En donnant á x des valeurs plus grandes que ^ ^ on 0btient pour y 

des valeurs toujours réel les , quelque grande que soit d'ailleurs la valeur 

de x dans les deux sens. Done la courbe n'a aucun point situé entre les pa

ralléles á Paxe des y {jig. ,45), menées aux deux distances OB = -f- y / I - , Fjg { ^ 

~ "~ V Ñ" ' mais elle s'étend indefiniment á droite et á gauche de ees 
deux paralléles. 
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» Dans le second cas, i l est .évident que toute valeur donnée á .r, donnera 
toujours pourjy des valeurs réelles. D'ailleurs , si Ton fait x ~ o , ce qu[ 
dpnne •«,:*.s • I ' ' ' . > ! ? ' ; ' 

>• 7 ^ V i • 

on doit regarder ees valeurs comme les plus petites de celles que peut re-
Fig.T/fS. cevoír r . Done la courbe (fg. 146) n'a aucun point compris entre les paral-

léles á Faxe des x menées aux distances O B = + \ / M ' ~ ~ V ' ^ ' 

mais elle s'étend indéfiniment au-dessus et au-dessous de oes deux paralléles. 
A i n s i , dans les deux cas, la courbe est une hyperhole. 
Quant á l 'équation 

jr* — Qx, d'oú y = \ / Q x i 

•pj ^ i l eát clair qu'elle représente (^ .147)11116 courbe indéfinie dans le sens 
des x positifs si Q est positif, et dans le sens des x négatifs, si Q est 
negatif. 

238. NOTIONS SUR L E S DIAMÉTRES dans les conrbes du second 
degré. 

On appelle, en general, DIAMÉTRE d'une courbe, une ligne 
DROITE 011 COÜRBE , qui passe parles milieux de toutes les cardes 
parallcles entre elles j menées sous une direction arbi~ 
traire. 

I I resulte de cette définition, que chacun des axes aux-
quels la courbe MyaNa?2 = P se trouve rapporte'e, est 
un diamétre. En e f f e t , puisqu'á une méme valeur de rr i l cor-
respond deux valeurs d e j e'gales et de signes con traire», et ré-
ciproqueuient, i l s'ensuit que l'axe des x passe par les milieux 
de toutes les cordes paralléles á Taxe des jr, et que celui-ci 
passe par les milieux de toutes les cordes paralléles á l'axe 
des x. 

On donnera la dénomination de DIAMÉTRES CONJUGUES á deux 
diamétres tels que chacun d'eux dipise en deux parties égales 
touies les cordes paralléles á l'aulre • et, d'aprés cette défini
tion, les deux axes ci-dessus forment un sjsteme de diamétres 
eonjugués. On di t , dans ce cas, que l'e'quation > 

Mjr2 -f- N.'r2 = P 
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représente une elüpse ou une hyperbole rapportee a un sys-
téme de diamétres conjugue's. 

Quant aux deux axes pour lesquels réquation d'une courbe 
est de la forme jr1 = ü est e'vident que l'axe des se seul 
est un diamétre ; l'axe des j * est tangent á la courbe, puisque 
p0Ur ;c = o, on trouveja=o , d'oüjr = rho {Vojez n0195). 

Le systeiue de ees deux axes s'appelle, dans la parabole , 
un systéme d'axes conjugués. 

2S9. Nous alloxis faire voir maintenant que , dans les trois 
courbes du second degré, tous les diamétres sont ^5/¿g'/zd'.s 
droites qui > pour Vellipse et l'hyperbole, passent par le cen
tre j et pour la parabolesont. paralléles entre elles et á l'axe 
principal, 

Pour reconnaitre cette propriete' par l'analyse, nous nous 
proposerons cette question ge'ne'rale : 

Trouver dans une quelconque des trpis courbes } le lieu 
géométrique des points milieux d'une suite de cordes paral-
leles entre elles et menées sous une direction arbitraire. 

Cetíe question est facile á traiter : elle se réduit á combiner 
l'équation de la courbe (rapportée á ses axes) avec celle d'une 
droite quelconque, á délemiiner les coordonne'es des deux 
points d'intersection, et á en de'duire ensuite les coordon-
nées du point mil'ieu de la distance comprise entre ees deux 
points. 

Conside'rons á la fois l'ellipse et l'hyperbole, dont l'équa-* 
tion est (nos228 et 25Í5) 

k.y% ik B2.x'J = dt A^B^ (1) 

(les signes supérieurs se rapportant á Tellipse et les signes in-
ferieurs á l'hyperbole). 

Soit MM' une droite quelconque [J ig • '4^> I49) ayant poui* 

équation * j == ax -f b . . . (2) 

Substituons dans l'équation (1), pour jr, sa valeur tirée de 
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réquation ( 2 ) ; il vient 

(AV4 zh B2)a;2 -f ik^ab. x - f As¿a =p A2B2 == o . . . . (3) 

Cette équation, résoíue, donnerait les abscisses des points 
M, M'; mais ce calcul est mutile. En effet, soient x , y , 
et i" , jr", les coordonnées de ees deux points ; on a (n0 190) 
pour cellos, *, b, du point nvilieu N de la dioite MM', 

« = . te :— . 

D'un autre cóté , Ton sait que, dans toute équation du se
co nd degré, le coefficient du second tenue , pris en signe con-
traire, est égal á la sorame des racines; on a done 

x' - j - x" — — 

et par con sequen t, ce = — ^ ^H_'p)á • 

Pour obtenir la valeur correspondan te de C, remarquons 
que, le point (et, se troüve sur la droitej^ ~ í/a--f-¿, ce 
qui donne la relation S = act~^bi tout se rdduit á mettre 
pour a sa valeur dans cette relation, et il vient 

• kta'b , ± : B3¿. 
A^2 db B2 " AV2 ±: 

Divisant actuellement í p a r a , on obtient 

C -cB2 
Av. 

Or, connne ce resultat est independant de la quantité b 
qui fixe la position de la corde MM' {a en determine la djrec-
tion), il s'ensuit que si Fon de'signe par Qr, par <»", • • 
les coordonnées des points milieux d'autres cordes para!leles 
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á la premiere, on trouverait pareillement 

a' ~ "EFa ' S ~~ Áa« " " 

Done, en représentant généralement par jr , les cooijdoniie'es 
de tous les points milieux , la relation 

J -irB2 
o; A2« A <a 

convient á chacun d'eux, et repre'sente par conse'quent leur 
lien geome'trique; mais cette équation est évidemment (n0 175) 
celle d'une droite passant par rorigine. Ainsi tous les diamé— 
tres de l'ellipse et de l'hyperbole sont des ligues droites pas
sant par le centre. 

Re'ciproquement, toute droite menée par le centre est un 
diamétre; car si Fon de'signe par a' la tangente de l'angle 
que forme cette droite avec Taxe des x , et qu'on pose la 
relation 

/ . i. B2 i . i . ~n B2 s • on en deduit a • 
A2a A2a 

et en menant une suite de cordes paralléles qui forment avec 
Faxe des x un angle ayant pour tangente cette valeur de a, 
on aura, d'aprés ce qui vient d'étre dit, pour Fe'quation du 
lieu géome'trique des points milieux de ees cordes f 

qrB2 , 

qui n'est autre chose que Féquation de la droite donne'e. 
Nous reviendrons toute á l'heure sur cette équation. 
Passons á la parabole. 

Son équation étant j - * s s 2/)ÍC, (i) 

* celle de la droite MM' {fig. i5o), j . ^ a x + b, (2) ^ , , 5 . , 
20 
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y — b 
011 déduit de celle- ci, x — ; 

d'oü , substituant daiis Tequation ( i ) , 

aj-% — O-pj -f- 2/)6 = o; 

ce qui donne pour la valeur de Fordonne'e C du point mi-
lieu Nj 

c ~ j f y " = ^ 
2 a ' 

vésultat indépendant de la quantite' b, et qui convieíit, par 
conséquent, au point milieu de toute autre corde parállele 
á.MM'. 

Done, en appelantj- l'ordonne'e ge'nérale de tous les points 
milieux, on a jr — ^ pour l'équation de leur lieu ge^mé-
trique; mais cette équation est e'videmment celle d'une droite 
paralléle á l'axe des x; done enfin tous les díamétres de la pa
rábale sont des droites para Heles á l'axe principal. 

lléciproquemení, toute droite paralléle á l'axe principal 
est un diarnétre ; car soit y Fordonne'e constante de cette 
droite. En posant j on en déduit az=z£- -} et si l'on 

a J . 
mene des cordes faisant avec l'axe des x mi angle qui ait pour 
tangente cette valeur de l'équation du lieu géométrique de 
leurs points milieux sera 

j " = c'est-á-dire j r = j r ^ 

ou l'équation de la droite donnée. 

260. Voic i corament on peut traiter la meme question povir les ivoi» 
courbes á la fois : 
' Reprenons Féquation 

y2 = •ipx qx*.. . (i) 
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qu i , córame nous l'avons vu n0 2-56, est propre á représenter les trois 

courbes; et combinons-la avec celle d'une droite 

y = ax •+• b.. * (2). 

I I vient, par Félimination de y entre ees équat íons , 

(a3 — q) x2 -f- 2 («6 — p) x - j - b* = 0$ 

et si l'on designe par ( x ' , ? * ) , (x", y"), Ies coordonnées des deux points 
d'intersection de la droite avec la courbe, on a pour l'abscisse a du point 
milieu de la différence entre ees deux points, 

xr -h x" p — ab cu « — . . . . [i) a a* —• q ^ ' 

En joignant á cette valeur de « la relation 

£ = . aat. + b , . . . (4) 

qui exprime que le point a , C se trouve sur la droite (2), on aura deux 
équations entre les coordonnées et, C, du point mi l i eu , et la quanti té b 
dont les diverses valeurs particularisent la position de la droite qu'on sup-
pose d'ailleurs se mouvoir parallélement á elle-méme (ce qui ¡exige que a 
soit constant). 

D ^ ú i l resulte que si Pon elimine b entre (3) et (4), l 'équation que Fon 
obtiendra entre « , C , et les constantes a, p , q, sera celle du lieu géomé-
trique demandé. (Yoyez nos 211 et suivans.) 

Or, On tire de l 'équation ( 4 ) . . . . b = £ — j d 'oü, substituant dans l'é
quation (3) et réduisan t , 

aS — = ^ , . . . . (5) 

équation du premier degré en et ét C; ce qui prouve deja que dans les 
courhes du second degré, les diamétres sont des lígnes droites. 

Dans le cas de la parabole, on a 9 = 05 et l 'équation (5) se réduit 

a 
(Done, dans la paralóle tous les diamétres sont parallélcs a l'axe principal. 
Pour l'ellipse et l'hyperbole, remarquons que s i , dans l 'équation (1), 

on f a i t ^ = o , i l enrésu l te x = o, = — — : 
1 

ce quí prouve que — ^ exprime la longueur du premier axe, et que par 

2 0 . . 
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conséquent — ^ n'est autre chose que Fabscisse du point milieu de ce pre. 

mier axe, ou Vabscisse du centre. 

D'un autre cóté, posant dans l'equation (5) , £ — o,'on obtient 

P * ~ • ¡T. - i 

On voit done que la droite aC— (ja. = p passe par le centre. Ains i , dans 
l'etlipse et l'hjperbole, tous les diaméíres passent par le centre. 

261. CONSEQUENCES de la proposition précédente. 
Considérons une suite de cordes paralléles au diamétre IT 

Fig. 148 { f i g ' et I49) 7 dont réquation est de la forme 
etVig. 

On a (n0 239) pour réquation du lieu géome'trique des 
points milieux de toutes ees cordes , 

— Ba 

en posant af ~ ~ — ; ce qui donne ia relation 

aa =: -A* 

entre les tangentes des angles que forment, avec l'axe des .r, 
le diametre I I ' et le diametre L L ' passant par les milieux des 
cordes paralléles á I I ' . 

Mais si Ton cherche, reciproquement, l'équation du lieu 
ge'ométrique des points milieux de toutes les cordes paral
léles á L L ' (dont réquation est j = a'x), on obtiendra 
pour cette équation, 

qrB2 
J ~ X Í et par conséquent, y = ax ? 

B2 
d'aprés la relation « a ' = qr — . 
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Oú voit done que les deux diamélres I F , L L ' , forment un 
systéme de diamétres conjugues (n0 2S8). 

De la resulte un moyen, connaissant la direction d'uu dia-
Biétre , de fixer celle de son conjugue' Í 

Soit I F le diamétre donné.— Tracez une corde quelconque 
MM' parallele á I F , puis joignez le point 0 au point milieu 
de MM'.—La ligne de jonction L L ' sera le diamétre demandé. 

262. Comme le diamétre I I ' a ete' tracé arbitrairement, i l 
s'ensuit que, dans toute ellipse ouhyperbole, il existe une 
injinilé de systemes de diamétres conjugués. 

Mais de tous ees systemes, un seul est rectangulaire$ c'esfc 
celui des axes principaux, qui, d'apres la forme de réqua-
tion de la courbe, forment aussi un systéme de diamétres 
conjugués. 

Pour démontrer que le systéme des axes est en ejfet le seul 
systéme de diamétres conjugués perpendiculaires entre eux j 
ne considérons d'abord que l'ellipse. 

Pour que deux diamétres soient perpendiculaires entre eux? 
il faul (n0 qu'entre a et a' en ait la relatiou 

a d == — i , 

De plus, pour qulls soient conjugue's, on doit avoit 

aa! = i * 2 ! 
A** 

Gr, il est évident que ees deux relations ne peuvent, 
engéaéral, exister simultanémeut que dans le cas de . . . . 

7 7 = J, d'oú A = B; et cette derniére condition n'est vraie 

que pour le cercle. 
A la vérité,si Fon fait a ~ o dans les deux équations, on 

trouve pour l'une et Tautre, d = oo. Ainsi, ees équations 
saccoident entre elles pour ce cas particulier; mais alors le 
systéuie se confond avec celyi des axes principaux. 
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Done ce dernier systéme est le seul systéme de diaméü^es 
conjugues qui puissent se couperá angle droit. 

Dans le cas tout particulier de A = B , la relation aa-=.—1 
est satisfaite quel que soitle systéme dediamétres conjugues-
ce qui prouve que, dans lecercle, i l existe une infinité de 
sjsthnes diamétres conjugués perpendiculaires entre eux ? 
et, en eíFet, l'équation du cercle rapporté á un systéme quel-
conque d'axes rectangulaires passant par le centre, est tou-
jours de la forme 

jr2 -|- ÍP» = Aa (A e'tant le rayón). 

Quant á l'hyperbole, i l est clair que les relations aa'—=.—\ t 

aa' = -f- — , ne peuvent exister simultanément que lorsqu'on 

y fait « = 0, ce qui donne « ' — c o ; ou réciproquement, 
«' = o, ce qui donne « — oo; mais, dans l'un etl'autre 
cas , on relombe sur le systéme des axes principaux. 

Dans la parabole, l'e'quation d'un diamétre quelconque LL' 
F i g j o o . {fig. i5o) e'tant (n0 260) 

P A' * P 
r = , el ou # = i - , 

a K 
pour que les cordes divise'es en deux parties e'gales par ce dia
métre , luí soient perpendiculaires , il faut que la tangente a 
relative á la direction de ees cordes soit injinie j ce qui ne peut 
avoir lieu e'videmment que pour j^r= o. 

Done l'axe principal est Je seul diamétre perpendiculaire 
aux cordes qu'il divise en deux parties égales. 

203. La relation aa' r= -—, obtenue pour l'hyperbole entre 

les tangentes des angles que formení avee l'axe des x deux 
diamétres conjugues, conduit encoré á d'autres conse'quences 
qu'il est bon de faire connaítre des á pre'sent. ' 

Elle nous niontre que, si l'ipa des deux diamétres L-E* 
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{fig- ^ 9 ) rencontre â courbe, auquel cas, a désignant la Flg-ife. 
tangente qui lui correspond, 011 a (n0 258) 

• ' B •• : 

il faut, par compensation, que pour Fautre diamétre, on ait 

a > T 

Done ce seeond diamétre ne rencontre pas la courbe, 
Ainsi, pour chaqué sjsteme de diamétres conjugues } t'un 

est transverse et l'autre non transperse. 

La méme relation aa' = ~ prouve encoré que les deux 

anglesLOX, IOX, sont de méme espéce, c'est-á-dire tous les 
deux atgus ou tous les deux obtus , puisque leurs tangentes 
sont de méme signe. 

Ainsi, leur difíerence ne peut jamáis étre un angle droit, a 
moins que Ton n'ait a = o, d'ou a" = 00; auquel cas les 
deux diamétres se confondent avec les axes principaux. 

B 

Cette difíerence devient nulie si Fon suppose a = — ? 

puisqu'il en re'sulte aussi a = 5.. De méme , « = — ~ 

donne a' = — 2-; mais alors les deux diamétres se reu-
nissent en un seul, OR pour la premiére hypothése, et OS 
pour la seconde. 

264. DES ASYMPTOTES, — On donne cette dénomination á des 
ligues D R o i T E s ou COÜRBES, dont les branches (supposées infinies) 
d'une courbe donnée se rapprochent sans cesse et autant que 
l'on veut, sans pouuoir cependant les rencontrer. 

On peut aise'ment reconnaitre, d'aprés cette définition, que 
ês deux droites RR% SS' {fig. 149), qui, dans Fhyperbole, Fig.i4a. 
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font avec l'axe des x des angles ayant pour tangentes — et 

— —, c'est-á-dire que les droites qui ont pour équations 

B B jr = ^ ^ et j - ~ ~- — x, 

sont des asymptotes de la eourbe. 
En eífet f reprenons Fe'quation de l'hyperbole rapportée á 

i: / • ; • , > ' 

ses axes, ky* — E*x* = — A^3 > 

d'oú Fon déduit jr = ±: \/A''—x^=z ± . ~ l / i ~ . é - ^ 

ou, en ne considérant que la valeur absolue de l'ordonne'e, 

— — / — é l 
3r "~ A V x* ' 

Comrae le radical de cette valeur est plus petit que i , íl 
' , . ••• '• Bá' ' • 

s'ensuit quejr est toujours moindre que — , quantite' que nous 

pouvons repre'senter par Y. 
Cela pose', les équations 

„ BÍC B r / p " 
~ T ' ^ "~ T V 

nous montrent que plus x augmente, plus les ordonnées Y 
et j - augmentent; et lorsqu'on suppose x infini, Y et j* de-
viennent elles -mémes infinies. 

Cependanl, nous allons faire voir que la différence de ees ov-
données peut, par la supposition de x suffisamment grand f 
devenir plus petite que toute ligne donnée3 et qu'elle se re'duí t 
rigoureusement á zéro lorsque x est infini. 

En eífet \ des équations 
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B2 B2 
A2 A2 

on tire 

Y2 — r a = Ba; d'oü Y — r = ^ 7 ^ — . 

OrY et j * augmentent en méme temps que a;, et devien-
nent infinis quand x est infini; done, dans les mémes circons-
tances, la diíFérence Y — j diminue et finit par devenir nulle. 
C . Q . F . D . 

B 
D'oúl'on voit que la droite j * = ~ a? est telle que i'ordon-

née de la courbe, ou 5. x, sj1 — ^ , approcbe de plus en 

plus de devenir égale á celle de la droite; et elle lui devient 
en effet e'gale dans le cas de .ce = oo. 

Ainsi la courbe se rapproche sans cesse de la droite RR', et 
autant que l'on veut, sans pouvoir jamáis Fatteindre autre 
part qu'á Tiníini. 

Comme la méme cliose a lieu par rapport á la droite SS'r 
nous pouvons en conclure que les droites RR', SS', sont 
asymptotes á la courbe. 
( iV. B. — II resulte e'videmment de la discussion prece
dente , que Fhyperbole est entiérement renfermée dans Ies 
deux angles ROS, R'OS', c'est-á-dire qu'elie n'a aucun point 
situé' dans les angles ROS', R OS. 

268. Je dis actuelleinent que ees droites sont les seules 
asymptotes rectilignes qui existent dans le plan de Fhyper
bole. 

Pour le de'montrer, i l suffit de combiner Fe'quation de la 
eourbe 

A2̂ 2 ~ B2aa = — A2B2,... ( i) 

avec Féquation genérale d'une droite 

jr = ax + b . . , (2) 
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puis, d'exprimer que les points d'intersection de cette droite 
avec la courbe sont sitúes á l'infini j ce qui est la propriété 
cai'actéristique des asymptotes. 

Substituons dans réquation ( i ) , á la place dejr, sa valeur 
tire'e de l'équation (2) , i l vient 

(A.eaa — B2) x* 4 - ik^ab. ír+A2¿a + A2Ba = o. . . (2) 

Or on sait, d'aprés la the'orie des e'quations du second de-
gré, que Ies deux i-acines ne peuveut étre infinies á la ibis, 
qu'autant que Ton a en méme temps 

Asa2 — B2 = o, k*ab = o. 

La premié re de ees deux conditions donne 

. B 

Quant á la seconde, comme A et a ne sauraient étre mds x 
elle donne ne'cessairement 

Ces deux váleurs de a et de ¿» ? portees dans re'quation (2) ^ 
donnent enfin 

T = ± ^ ; 

^ ce sont les e'quations des droites RR', SS' íj'zg'. 149). 
Ainsi ees droites sont les seules asymptotes (rectilignes) que 

puisse avoir la courbe. 
iV. B . — Si Ton avait seuleraent la condition 

A2a2 — Ba = o, 

le coeíficient de x e'tant diíFe'rent de o ? l'une des racines de 
re'quation (3) serait injinie ¿ et l'autre se re'duirait á ua© 
quanüte' finie. 
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I/émiatíon (2) deviendrait d'ailleurs, dans cette hypothese, 

r ~t. ~ oc b 
J A 

[h restant arbitraire), et représenterait unedroite paralléle á 
]'une ou á l'autre des asymptotes RR', SS'; ce qui demontre 
que les paralléles aux asymptotes jouissent de la proprie'te' de 
rencontrer la courbe en deux points situésj l'un á, une distance 
fxnie 3 l'autre á une distance infinie. 

266. On pourrait demander si la parábale > qui est une 
courbe indéfinie dans un sens, a des asj-mptotes (rectilignes)? 

Pour le reconnaítre, combinons l'e'quation de la courbe 

J-* =z 2pX ( i ) 

avec réquation d'une droite ¿y = : ax b . . . (2) 

Cette combinaison donne 

«2£c2 4 - 2 (ab — p) x b* ~ o. . . . (3) 

Or, pour que la droite soit asymptote, il faut que les deux 
valeurs de x , tire'es de Tequation (3), soient injlniesj et, par 
conse'quent, que Ton ait á la fois 

a = o. ab — 0 = 0. d'ou b = z ~ . 
^ o 

Ce qui demontre que, si la parabole a des asymptotes, elles 
doivent étre paralléles á l'axe principal et situées a une dis
tance infinie du sommet de la courbe; en d'auti'es termes, 
(\vJelle n'en a pas j, puisque la construction de ees droites sur 
le plan de la courbe est impossible. 

Dans le cas oü Fon aurait seulement « — o, le coeffi-
cient de x restant d'ailleurs quelconque dans l'e'quation (3), 
l'uue des deux racines de cette e'quation serait infinie, et 
l'autre serait une quantité ftnie. 

Done toutes les droites qui ont pour e'quation 

jr = 6, 
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c'est-á dire tous les diamétres (n0 2 S O ) , jouissent de la pi©„ 
priété de rencontrer la courbe en deux points silués, l'un á 
une distance Jinie j l'autre á une distance injirde, 

267. THÉORIE ANAL-YTIQUE DES FOYERS.—Dans la recherche des équations de 
Fellipse, de l'hyperbole, et de la parabole, d^prés la définition géométrique 
de ees courbes, on a trouvé pour les expressions des distances de chacun, 
des points appeles foyers, a un point quelconque de la courbe, 

i». — Dans le cas de Fellipse (n0 228) , ^ = A — z' = A + _ j 

2° . — Dans le cas de l'hyperbole (n0 25í>), a — — Z ^ ^ ' I 

3o. — Dans le cas de la parabole ( n0 242) , z — x 

Ces résultats sont remarquables en ce que chaqué rayón veeteur est ex
pr imé en fonction rationnelle de l'abscisse du point que Fon considere sur la 
courbe. 

Les foyers jouissent, exclusivement á tout autre point pris sur le plan de 
la courbe, d'une semblablo propr ié té ; et pour le démont re r , nous nous pro-
poserons cette question genérale : Une courhe du second degré étant rappov-
lee a un systéme d'axes tout-a-fait arhitraire, troiwer dans son plan un point 
(nomme FOYER) tel que sa distance a un point (¡uelconque de la courhe, soit 
exprimée en fonction rationnelle et linéaire des coordonnées de ce dernier 
point. 

[ Cette propriété peut servir de définition aux foyers quand on déduit le^ 
courbes du second degré de leur équation générale] . 

Soit Aj-» + Bxy - f . Cx> -f- D r + Ex - f F = 

Féquation générale des courbes du second degré; et appelons les coor
données d'un point pris sur leur plan. On a (n0 158) pour l'expression de la 
distance entre ce point et un point quelconque { x , y ) de la courbe, 

%ih D = V i ? — f)2 ~h — a ) ' -h i {y ~ 6) {x ~ a.) cos9 , 

6 étant Tangle des deux axes auxquels la courbe est rapportée. 
Or comme i l faut, par hypothése , que cette expression devienne ration

nelle et de la forme ey -\-fx -{-g, aprés que l'on a exprimé que le point 
{ x , y ) est sur la courbe, i l s'ensuit que les équations 

{y — C)3 -{-{x — a.)* + i { y ~ C) (x — a ) cos8 — (ey - i - f x + g ) * = « 

et Ar> + Bxy + Cx= -f D r + Ex - j - F = o 

doivent exister simultanément pour une infinité de valeurs de x et d e / ; ce 
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«qui revienl á exprímer que les p r e m i m membres de ees équations doivent 
étre ídentíques entre eux, ou ne differer l 'un de l'autre que par un facleur 
coHslant l i car autrement, ré l iminat ion de y donnerait lien á une équation 
flnale en a:; et alors les équations n'existeraient simultancment que pour 
des valeurs particuliéres de r , ce qui serait contraire a la nature de la 
question que Fon a en vue de résoudre-

Ordonnant la premiere équa t ion , multipliant la seconde par un facteur 
indetermine / , puis égalant deux á deux les termes correspondans de ees 
deux équat ions , on obtiendrait ainsi six relations entre les six quanti tés 
a , C , e . f , g , l \ et ees relations serviraient a déterminer «t, c'est-a-
diré le póint ou les points susceptibles de satisfaire á la question propo-
sée, ainsi que les constantes e , g , l . 

Mais sans rien óter á la question de sa général i té , on peut la ramener á 
des calculs beaucoup plus simples par les considérations suivantes : i l est 
évident que s i , pour un certain systéme de coordonnées auquel la cowbe 
serait d'abord rappor tée , i l existe des points satisfaisant á la condition exi-
gée, ees mémes points y. satisferont également dans tout autre systéme, et 
serontd'ailleurs les souls qui y satisferont; car les formules de la transfor-
ination des coordonnées étant elles-mémes linéaires, si l 'on substitue pour x 
et jr leurs valeurs en xf e t y dans l'expression or-f- J x + g, cette expression 
restera encoré rationnelle et l inéaire en x' et y ; seulement, les constantes 
c , f , g, auront changé de valeur. Eien.n'empcche dono, pour la recherche 
des points en question, de supposer a priori la courbe rapportée au systéme 
d'axes le plus simple; et afín d'cmb.rasser dans un méme calcul les tfois 
courbes du second degré , nous partirons de Pequation 

qui représente ees courbes rapportées k un systéme d'axes rectangulaires, 
dont l ' un , celui des x , eet l 'ün dee axes principaux, et Fautre est tangent 
a la courbe. 

Par cette supposition , les équations á identifier terme a terme sont ( á 
cause de 6 = 100, d'oü cosfl = o ) 

(jr — C)» - r — «.)2 — i % +Jx + S.)a = g> 
/r» — iplx — cjlx* = o; 

ce qui donne les relations suivantes ; 

i—e»=Z, -ief—o, ! - - / * = —ql , C+ge—a, &^~gf=pl, f 2 - f a2 —g-» — o. 

Mais, comme la seconde relation est satisfaite, soií par 6' = o , soit par 
/ r = o , et ne saurait étre satisfaite autrement, i l s'ensuit que l'on peut 
élablirdeux systémes de relation que nous allons analyser successivement: 

1er SYSTÉME : e = o. 

I1'6 , ía 3e, ct la 4e relation- donnent 
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/ = I , y = ^ / Í •+- ?> C = o. 
Quant á la 56 et á la 6°, comme, en vel-tu tles résulíats precédens, elíes 

deviennent 

* + g V i + 1 — P> — áT' = o, 

on a d'abord a. p ~ g { /1-j -c¡ , d'oü ( p — g- l / i - f .y)2 _-gr> 

ou , effectnant les calculs et r édu i san t , qg* 2p V i + q .g p* = 0 ; 

done £• — - ( l A - f - f / i t 0 , et par conséquent , « =: — - ( i ± l / i 

2" SífSTEMR if.-VfS OÍ- ¡ 
La 3e, la i re , et la 5e relation donnent 

í = , í" = V » £í = — ' - . 

Alors la 4e et la 6e deviennent 

t + ^v/1111 = 0' ^ "í-~! - á ' ' = 0J 

o r l a premiére de ees deux-ci donne Ca = g" ^ 

d 'oú , substituant dans la seconde, o.' —-— \ Í;« = o ; 

done g* — — on g = ^ 

ct par conséquent C' = — (1 + q), ou ff = ± ^ i / — 1 — q. 

Ains i , en derniére analyse, les deux systémes sont 

1 ' q 

Or, a la simple inspection de ees deux systémes, on reconnait que 

Dans Fhypolhése de q positif et cgai á + (ce qui est le cas de l'hy~ 

vahóle)^ le premier systéme est rcel et le second imaginaire. 
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Dans l'hypothese de q négatíf et égal a — ^ (cc «I1" est Ic cas ^ üeZ-

lipse), 1^ premier systéme est re'eZ tant que Pon a <7< 1, ou B < [ A 3 c'est-
a diré tant que la courbe est rapportée á son grand axe comme axe des x ; 
et le second systéme est alors imaginaire, puisque «tet Q le sont évidemment. 

S í , dans cette méme hypothése de q négatíf, on suppose q > i , cu B > A , 
le premier systéme est imaginaire puisque f , g, et a, le sont 5 mais le second 
systéme est alors réel ; c'est le cas oú l'ellipse est rapportée á son petit axe 
comme axe des x. 

Enfin, dans l'hypothése de q = o (ce qui est le cas áe la paralóle) , les 
deux systémes présentant des valeurs sous forme infinie, 11 faut remonter 
aux relations primitlves qui deviennent alors 

1—6^=1, tef—o, i—f* = o, G-hge=zo, a . + g f = p l , C»+a3—g-2 = o. 

Or la 3e donnant / " = rfc 1, i l en resulte nécessairement 

e = o, Z = 1, C = o, a ± g = p, a* — g* =z o; 
mais de l'avant-derniére relation, Fon tire a. = p g, 

d'oü substituant dans la derniére (p zf. g)* —• g* z=z o, 

ou p' zpg = o; dono s z= ± 

P 

et par consequent a = p ou et 

ce qui fait voir que, dans le cas de la parabole, 11 n'exlste qu'un seul sys
téme qui est toujours réel, savoir: 

/ = = ± i , e = o, 1 = 1 , Q = o, g = ± . ? , « s = | . 

268. Premiére remarque. — Comme, des deux systémes établis , 11 
n'y en a jamáis qu'un seul rée l , mais qu'á chaqué systéme correspondent 
deux couples de valeurs pour a, et 11 s'ensult qu'í'Z existe en général dans 
le plan de toute courbe du second degre, deux points qui satlsfont á Fénoncé 
de la question. 11 seralt d'allleurs alsé de falre voir la coíncldence de ees 
points avec ceux qui ont été appelés foyers, d'aprés la définition géomé-
trique des courbes, ainsi qu'on le voit déjá bien clalrement pour la pará
bolo , pulsqu'on a trouvé £"=0, a r = ^ , pour Ies coordonnées du point 
cherché, 

269. Seconde remarque— Si , pour le systéme d'axes auquel nous avons 
supposé la courbe rapportée , on remplace e, f , g, par leurs valeurs dans 
l'expression ey + f x g, on reconnait que cette expression ne renferme 
Plus que Fuñe des variables x ou r , suivant les cas; mais 11 n'en est pas 
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moins vrai que, pour un systéme d'axes quelconques, l'expression de la 
distance renfermerait les deux coordonnées, puisque, pourpasser á ce non-
veau systéme, i l faudrait avoir recours aux formules 

x = a/cosa + j r ' c sof - j - « , X — ^ ' s i n « -f-^ 's inb + h. 

On trouvera peut-étre que nous I IQUS sommes trop étendu 
sur ees premieres notions; mais nous avons cru devoir en-
trer dans tous ees de'tails, afin de donner aux commenpans 
des idees nettes sur les élémens des trois courbes du second 
degre'. 

§ I V . Identité des courbes du second degré avec 
les sections du cóne. 

270. Les combes du second degré sont aussi appelées sec~ 
tions coniques j parce qu'on les obtiení en eoupant un cóne par 
un plan, et que ce sont les seules ligues qu'on puisse obtenir. 

Pour le demontrer, proposons-nous de rechercher l'e'qua-
tion de la courbe qui resulte de l'intersection d'un cóne droit 

Fig.iSi. SADBE {fig' I 5 I ) par un plan quelconque. 
Soient SC, l'axe du cóne, CD le rayón de la base, LLf la 

trace du plan sécant sur celui de la base , et OMO'M7 la courbe 
d'intersection. 

Abaissons du point C, CG perpendiculaire sur L L ' ; puis, 
par SC et CG conduisons un nouveau plan (que nous appel-
lerons plan principal: c'est ainsi qu'on nomme tout plan qui 
passe par l'axe du cóne); l'intersection de ce plan avec celui 
de la courbe est une droite O'OG perpendiculaire á L L , d'a-
prés une propriété connue des plans, et c'est cette ligne 00' 
que nous prendrons pour l'axe des X' , OYparalléle á L L ' , ou 
perpendiculaire á 00', sera l'axe desj^' 

Par un point quelconque P de 00', concevons un plan pa-
ralléle á la base, et dont l'intersection avec le eóne est, comme 
on le saitdéjá , une circonférence de cercle. Ce plan coupe le 
plan principal suivant IH paralléle á AB, le plan se'cant sui-
vant une ligne MPM' paralléle á L L ' , et par conséquent, per-
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pendiculaire á la fois á 00 ' et IH (puisque Ll /est elle-méme Fig.iSr. 
perpendiculaire á GO et á GC). 

Maintenant, faisons 

OP = .r, M P = : j r , 8 0 - = a, a n g l e S O O ' ~ « , 

angle OSO', ou ASB = ? ; d'oú kSC = ~ C , 

et SAB = 100o —- - C. 

Cela posé, comme MP est une ordonne'e commune au cercle 
el á la courbe , on a (n0 166) 

jra = IP x P H , . . . . . (i) 

et la question se re'duit á déterminer IP, PH, en fonction de 
a- et des quantite's données. 

Or, le triangle OTP donne 

I P : OP :: sin IOP : sin O I P , 

ou, á cause de sin IOP = sin SCO' = sin «, 

et de sin OIP ~ sin SAB = eos - £, 

,„ . i „ . T_ ce sin * 
IP ; sin « : eos - S; done IP — 

2 eos 5 Q 

Avant de de'terminer P H , reeherchons la valeur de OO'; 
on a, d'aprés le triangle SOO', 

00 ' : OS :: sin OSO': sinOO'S, ou 0 0 ' l a :: smG: sin («-f-C); 

d'oú 0 0 ' = . " S I N G ^ 
sin (a-4-fc) 

asinC Ou en déduit PO' = 0 0 ' ~ OP = 
sin 

21 
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F i g . i 5 i . Actuellement, le triangle PO'H donne 

PH : PO' :: sinPO'H : sinPHO', 

ou bien, PH : • , ' . ^ { T - x X \ sin ( « - f C) : COSÍC; 

^ asinC—xú.n{tt-\-Q) 
done = * 

Substituant les valeurs de I P , PH, dans réquation ( i ) , on 
obtient pour Tequation de la courbe cherchée , 

¡i x sin * r~a sin sin (x - j -

ou = f a sin ¿c — sin (« - f -C) .^ ' ] (2) 
v cósale c 

Cette e'quation étant du second degré, il s'ensuit d'abord 
que toutes les sections coniques sont des courbes du second 
degré. 

De plus , en la comparant á réquation jr1— ipx qx*, 
qui (n0 246) représente une ellipse, une parabole, ou une hy-
perbole , suivant que q est négatif, égal á o, ou positif, on re-
connait que la section est une ellipse toutes les fots que le 

«> • ' . sinfa-f- C) , .r , , 
coeracient ^- sm<«. — 3 — est nesatit, une parabole 

cosía¿C o 7 i-
quand ce coefficient est nul , et une hyperbole lorsqu'il est 
positif. 

Mais observons que, dans l'expression de ce coefficient, 
eos2 ^ ̂  est une quantité essentielleinent positive ; et il en est 

de méme de sin» tant qu'on suppose « compris entre o0 et 
200o; (nous verrons tout á Theure qu'il est inutile de lui 
donner des valeurs plus grandes). Ainsi le coefficient de a?2 
dépend uniquement du signe de sin(«-f- C). 

Cela posé, afin de mettre le plan sécant dans les situations 
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propres á donner toutes les sections coniques possibles, nous 
supposerons que ce plan tourne autour de la ligne OY 
{jig. comme charniére, en sorte que ía ligne 00', F i g l 5 1 " 
ti'abord couchee suivant OS, forme ensuite lous lesangles pos
sibles avec OS. 

En premier lieu, la droile OG étant couchée sur OS, la 
trace du plan se'cant sur la base est une tangente KK/ á cetté 
base, et i l est visible que le plan lonche la surface suivant 
AS; ainsi la section est, dans ce cas particulier, une ligne 
droite. 

En eííet, soit «rr: o, l'équation se réduit á ĵ 2 = o. 
Supposons actellement que la droile G00' soit dans une 

position telle, qu'elle rencontre les deux generatrices SA, SE, 
d'un inénie cote' du point S ; on a évidemment, dans ce cas, 

C <^ 200o, d'oú sin («¡-f-f) positif, et — s in(«- f -^) 
négatif', done, la courbe est une ellipse. En effet , on ol)tieut 
alors une courbe rentrante et fermée. 

Dans cette méme circonstance , l'angle «5 peut étre égal 
i'angle SOR, c'est-á-dire que la droite 00' peut devenir pa-

ralléle á AB , or, <* -~ SOR = SAB = 100° — - £ donne 
2 

sin a — eos - C, et sin («4- é") r= sin (100O -4- - £ ) = eos - C • 
2 \ a / 2 

, sin«sin («- f - í ) 
d ou —¿ ~ X . 

COS2 i h 

L'équation prend alors la forme jy>' == aro1 — ; et 
l'ellipse degenere en une circonférence de cercle, ce que nous 
savions déjá. 

Lorsque la droite OG, continuant de tourner, atteint 
la position d'um? paralléle á la genera trice SB (Jig. iSa), le Fig.iSa. 
plan se'cant est lui-méme paralléle á cette ge'nératrice, et le 
inangle S00' cesse d'exister, ou son sommet O'est situé á 
tuié distance infinie. Or on a, dans ce cas, 

u + C ==. 200o, d'oñ sin (os - f - f ) == o. 
2 1 . . 
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Ainsi, la courbe est une parábale. C'est en effet une courbe 
qui s'étend inde'finiment au-dessous de la charniére OY. 

Fig.iSS. ^ais quarid Ia droite OG {fig.. i53) se trouve dans une 
posilion telle, qu'étant prolongée au-dessus de la charniére, 
elle rencontre la ge'nératrice SB dans son prolongement en 0', 
on a e'videmment alors 

a ^ - C '^ 200o, d'oü sin (ct+G) négaíifj, et—sin (a-f-í) posiiif. 

La courbe est done, dans ce cas , une hjperbole. On voit, en 
effet, qu'elle se compose de deux brauches oppose'es qui s'e'-
tendent indéíinimenl sur ruñe et sur l'autre des deux nappes 
de la surface conique. 

L a droite OG venant á se confondre avec OA, la trace du 
plan se'cant redevient tangente en A á la circonfe'rence de la 
base; etla section se réduit de nouveau á une droite. 

En effet, « = 200o donne sin ít ~ o, d'ou jra = o. 

Lorsque l'angleaí devient plus grand que 200O, la droite GO 
Fig.iSi. {fig- ^ i ) prolonge'e reprend les positions qii'elle avait eues 

d'abord ; et Ton retombe sur les mémes courbes. L'angle «doit 
done rester compris entre 00 et 200o, comme nous Tavions 
etabli plus baut. 

Soit, comme cas particulier, « = 0; ce qui correspond á 
la supposition que le plan se'cant passe par le point S. 

L'équation ge'ne'rale devient alors 

ra s in^sin^-f g) 
1 — cos2^ X W 

et il peut se présenter trois cas : 
Ou Von a (fig- I 5 I ) 

es + C<;200o, d'oú sin (« -J-C) >• o et - sin («•+•£') <o 5 

ou négatif. Dans ce cas, il est visible que re'quation ne saurait 
étre satisfaite que par x = . o, j = o; ainsi, la courbe se ré
duit á un point qui, comme on Ta vu (n0 236} ^ est une 
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vaiieté de i'ellipse. Cette circonstance a lieu quand la droile 
GOprend une position SN intéiieure á Fangie Á'SB , puisque 

i'on a evidemment alors A'SN + ASB ou 200o. 

Ou bien, Ton a «-f-o =200° , d'oú sin ( C Í + C ) = O iSa); Yig.\52. 

ct l'équation se réduisant ájra = o, la section devient en
coré une ligue droite , qui n'est aime cliose que SB. C'est 
une variéte' de la parabole. , 

Enfin, on peut avoir os-f S > 200O ; d'oü — s i n ( « - f C ) 
positif. 

/sin «5sin (ei-h?) 
L'équation (3) prendalors ialonue r - ^ ± : . r w , 

et représente un systéme de deux droites qui se coupent. 
Cette circonstance a lieu lorsque ¡a droite OG passant par le 

pointS {Jig' i 5 3 ) , renconlre AB entre les poinf s A et B. 11 f 'a-1̂ 3-
est visible que le plan sécant dé termine alors sur la su ría ce 
du cóne, deux generatrices SD, SE; c'est un cas parliculier 
de l'hyperbole. 

Nous pouvons con el me de cette discussion , que le corte 
droit , par ses intersections apee un plan , donne lieu aux dif-
f¿rentes courbes du second degré et á leurs variétés. Les d i -
mensions de ees courbes dépendent de trois élémens princi-
paux, savoir : l'angle au centre du cóne, ou b , qui peut étre 
aussi petit et aussi grand que l'on veut; la distance a du som-
met au point de la génératrice SA, par lequel on fait passer 
le plan, et cette distance peut croitre depuis o jusqu'á l ' inf in i ; 
enfin, l'angle « q u i doit rester compris entre o0 et 2 0 0 O . 

iV. B. — Le sjstéme de deux droites par alíeles, qui est, 
comine on l'a vu, une variété de la parabole, semble faire 
exception á la conclusión précédente. Cependant i l serait pos-
sible d'obtenir cette variété i0 en transportant l'origine 
des coordonnées, 20 — en supposant ^ = 0 dans l'équation 
de la courbe, suppositiou qui feiait dégénérer le cóne en 
«ylindre. Nous laissons aux eleves le soin de faire ce calcul 
(lu» n'offre aucunc diíFiculté. 
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2 7 1 . Four démontrer complétement Videntité des courbes du second degré 
avec les sections coniques, nous nous proposerons la question suivante: 

On demande de placer une courbe du second degré connue, sur un cone 
droit de dimensión donnée ; en d'autres termes , de fixer la position que doít 
avoir un plan par rapport a un cone droit, pour que la courbe d'mtersection qui 
en resulte soít une courbe du second degré dont l'équation particuliére est 
donnée i*). 

SOLUTION. — On a trouvé (n0 267) pour l 'équation générale des sections 

coniques 

y» -a- sm ? - [<isinC.a- — sin (at €).x' ] , . . 
eos' - £ 

et (n0 2 4 6 ) pour l 'équation la plus simple des trois courbes du second de

g r é , jrs == aja* + ^ 3 {2) 

D'aprés I'énoncé de la question, les quantités p , q, et l'angle C qui dé-
signe l'angle au centre du cóne , doivent étre regardés comme connus j et i l 
s'agit de determinar, á l'aide des óquations précédentes, les quantités a, « , 
de maniere que ees équations soient identiques. 

Or, si l'on développe l 'équation ( i ) , et qu'on égale respectivement les 
coefficiens de x et de dans les deux équat ions , i l vient 

á sin st sinC = a» cobs - C,. (3) 

sin A sin : ct-f- f ) = — q eos" ¡4) 

Ce sont les deux équations du probléme. 
Gomme la seConde ne renferme que l'inconuue « , elle peut servir a la 

déterminér; aprés quoi , l 'équation (3) fera connaítre a. Or, pour dégager 
nous aurons recours á l'artifice suivant. 

De la formule tr igonométrique 

COSÍ? — eos/? = asin ^ (/? - f q) sin - (yo -f. q), 

établie n0 7 4 , on déduit 

. 1 , , x • 1 / eos q — eos p sm - [ p -h q) sm - [p — q) = ——— C j 

cu posant 

p — q—-'iii, p~i-q ='¿(a.-i~ S), d'oú p — l a - h £, q — &. 

C) Cette question cst du nombre de cellos, qui ont été pvoposces dans 1(5 ooncours des coi., 
léges royaux ; cL ia solution que notis allons en donnor est due a M. Vancchout, Mtíeo 
¿leve de l'École Polytechnique, maintenant oílici'er du Génic. Jintré Je premier á TÉcolc , " 
ful admis le premier dans les services publics. 
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* cosC — eos (at t-f C) 
sin ct sm (a -f- f) = — j 

done l'équation (4) deTient 

C O S C — COS (3í« 4- í ) ^ i , : . i — — Ú eos» - C, 
, - a \ ' a 

d'oú eos (2*-+-C) = eos f 4-2¿f eos1 - C . • • (5) 

Telle est l 'équation propre á faire connaítre l'angle * . 
Aprés avoir calculé l'angle (aac-f-C), on en retranehera l'angle C, puis 

on prendra la moitié du reste, et Pon aura la valeur de «t. 
Discussion. — Toutefois, pour que cet angle soit susceptible de détermína-

t ion, i l faut (n0 S9) que la valeur trouvée pour eos ( t is t-f-f) , soit com-
prise entre les deux limites — i et - f i ; c'^st-á-dire que l'on doit avoir les 
deux conditions 

eos f •+• afl eos» - C ^ — i , 
f 3 = 

eos t + eos» - C ."t- i • 

t I 2 
Comme on a (n0 6S) cosC = eos1 - C— sin» - C, ees conditions peuvent 

se transformer dans les suivantes, 

eos» - fe — sm ' - C vtq eos» ~ C — i , 
a 2 a = 

i i i ^ 
eos» - C — sin» - C la eos» - f t ; 

a ' v i f a == 

tana» - f 
cu bien, á cause de eos» - f = —¡ • , e t s i n » - f = , 

i •+- tang» - C i •+- tang» - C 

i . "> i _ 
i — tang» - t -f- af/ _ — i — tang» - C, 

i — tang» - C -f- â r ^ i -f- tang» - C. 

La premiére se reduit évidemment á ^ ^> _ 

el la seconde á ^ ^ tang» - f, ou tang3 - C ^. 
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Cela posé , examinons successivement les diíferens cas qui peuvcnf s© 
presentar, en commen^ant par le plus simple : 

IO. Si la courbe est une parábolo > ona. q — o; et comme on a évidemmení. 

o > — i , tang2 - f > o, les deux conditions précédentes sont satisfaites ; 

d'oü Ton peut conclure que, sur un cóne droit de dimensión dunnée, il est 
toujours possible de placer une paralóle quelconque dóní le paramétre est 
eonnu. 

Dans ce cas, remontons á l 'équation (4); elle devient 

sin ¡t sin (a, 4- f ) = o , 

équation qui donne pour at,, les valeurs suivantes, 

ct = o, x — MOO0 , a. — — C, A — seo0 — b ; 
ce qui prouve que le plan sécant doit étre parallhle a l'une des généra~ 
trices. [Voyez n0 2 7 0 ) . 

a0. Supposons que la courbe donnée soit une ellipse. On a, dans ce cas 
. B» 
(n0 2 4 6 ) , q = • — ^ j - , B, é t a n t , comme on le sait , essentiellement 

B1 i B ' 
moindre que A . Ainsi les deux conditions — >̂ — i , tang» > — ~ , 

sont remplies, et tome ellipse, quelque petites, ou quelque grandes que 
so¡¿nt ses dimensions, peut étre placee sur un cóne droit de dimensión 
donnée. 

B2 
3o. Enfin, si la courbe est une hyperhole, auquel cas on a ^ — - ( . - — , 

la premiére des deux conditions ci-dessns est évidemment satisfaite. 
Quant á la seconde, qui revient á 

tanpa - C ^r- , 

elle a besoin de quelque développement. 
Désignons par 9 Tangle des deux asymptotes de l'hyperbole donnée; on a 

1 B 
vu (n0 264) que tang - 6, a pour valeur — ; done la condition précédente 

2 A 
devient 

tang2 i ' C ^ tang1 ^ 9 ; d'oú l'on déduit f ^ 9 . 

A ins i , pour qu'une hyperbole dont on á Tequation puisse étre placee sur 
un cóne droit de dimensión oonnue , i l faut que Fangle au centre du cóne 
soit au moins égal á l'angle que íbrment entre ellos Jes deux asymptotes de 
la courbe que Fon considere. 
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Cette círconstance peut s'expliquer par la Géométrie. Concevons en effet, 
que Ton ait menédans un cóne droit unpremier systéme deplans, paralléles 
entre eux et paralléles á l'axe j ees plans donnent nécessairement lieu á une 
suite d'hyperboles dont les asymptotes forment entre elles le méme angle {*]. 
L'un de ees plans, passant par l'axe lu i -méme, détermine sur la surface 
deux génératrices dont Tangle est égal a celviL des asymptotes dont nous 
venons de parler. 

Imaginons maintenant un second systéme de plans, paralléles entre eux, 
mais non paralléles á l'axe , et qui cependant donnent encoré lieu á des hy-
perboles; l'ang'le des asymptotes de toútes ees hyperboles est constant et 
égal á celui des deux génératrices déterminées par celui des plans de ce sys
téme , qui pasp par le sommet. 

Cela p o s é , observons que, dans l'angle triédre formé par ees derniéres 
génératrices et l'axe du cóne, l'angle des génératrices est nécessairement 
moindre que la somme des deux autres angles plans ¡ or , cette somme n'est 
autre chose que l'angle au centre du cóne, ou l'angle des deux génératrices 
du premier systéme de plans. Dono l'angle des asymptotes relatives au 
second systéme, est moindre que l'angle des asymptotes relatives au pre
mier. 

En d'autres termes, íe máximum des angles que formen't entre elles les 
asymptotes de toutes les hyperboles qu'on peut obtenir sur la surface d'un 
cóne d ro i t , est l'angle de deux génératrices opposées, ou Vangle du 
centre du cone. I I n'est done pas possible de placer sur un cóne droit, une 
hyperbole dont les asymptotes font un angle plus grand que l'angle au centre 
du cone. 

Mais comme dans les équations (3) et (/j), l'angle f peut étre pris arbi-
trairement, i l n'en est pas moins démontré que toute courbe du second de~ 
gi é dont l'équation est connue, peut s'ohtenir au moyen de l'intersection~ d'un 
plan et d'un cóne de dimensión condenable. 

272. Nous ne pouvons nous dispenser de faire connaiíre ici un moyen 
aussi simple qu'élégant de démontrer géoraétrlquement l 'identité des sec-
tions du cóne avec les courbes du second degré , telles que nous Ies avons 
définies au commencement de ce chapitre. 

Ce moyen est fondé sur le principe suivant: Si d'un point pris hors d'un,e 
sphére on méne une suite de tangentes, toutes les parties de ees tangentes com~ 
prises entre le point donné et les points de contact, sont égales. 

En effet, chacune de ees portions de tangentes est un cóté de l'angle droit 

(*) Cela resulte do ce que, dans l 'équation de ees hyperboles, le coeflicient d e - r ' (qui 

«présente ici — J est indépendant de l a distance a du plan sccant au centre du efinc ; ce 

fJ'U piouvc que le rapporl _ est constant pour toutes ees hyperboles. 
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d'autant de mangles rectangles égaux, ayant pour hypotenuse commune la 
distance du point donné au centre de la sphére, et pour second cóté, la 
droíte qui jo int le centre de la sphére au point de contact, c'est-a-dire le 
rayón de la sphére. 

Ce principe étant admis, voici en quoi consiste le moyen de démonstra-
tion que nous avons annoncé: 

f ig.iS^. Considérant d'abord {fig. i54) le cas oú la courbe est rentrante etfermée 
concevons dans le plan principal SAB, deux cercles, l 'un inscrit au triangle 
SEE', Tautre ex-inscrit, et tangent aux droites EA,, E 'B, EE' . Ces cercles 
peuvent étre regardés comme les intersections du plan principal et de deux 
sphéres tangentes au cóne et au plan sécant. 

Soient F, F ' , les points de contact du plan sécant avec les deux sphéres j 
et joignons ces points avec un point quelconque M de la section conique. 
Soient d'ailleurs GG' , H H ' , les circonférences de contact du cóne et des 
deux sphéres, et C C la circonférence du cercle paralléle passant par le point M . 
Tirons enfin l 'aréte SM qui va rencontrer GG', H H ' , en deux points K , K ' . 

Puisque M F et MK. sont deux tangentes á la sphére dont O est le centre, 
o n a , e n vertu du principe démontré ci-dessus, M F s s M K , ou bien, á 
cause de M K =: GC, 

M F = GC ; 

on a encere d'aprés le méme principe , M F ' == M K ' , ou , á cause 
de M K ' = C H , 

M F ' = CH ; 

done, en ajoutant, M F -f- M F ' = G H ; 
Or GH est une quantité constante et déterminée pour tous les points M 

de la section EME' j d'oú l'on voit (n0 2 2 6 ) que les points de contact, 
F, F ' , du plan sécant et des deux sphéres O , O', sont les foyers d'une ellipse 
dont le grand axe a pour valeur la distance GH entre les deux circonférences 
de contact du cóne avec les deux sphéres. 

[ I I est aisé de reconnaítre d^aprés la figure, et en s'appuyant sur le prin
cipe démontré précédemment, que Fon a G H — EE' ] . 

En outre, prolongeons la droite EE ' ju squ ' á sa rencontre en N avec le 
diamétre G'G du cercle de contact de la sphére O et du cóne; puis tirons 
í'ordonnée MP de la section EME' . 

Les deux triangles semblables ECP, EGN , donnent la proportion 

EC : EG : : EP : E N ; d'oú GC : EG : : PN : E N ; 

ou bien , á cause de GC = M K = M F , et de EG = EF , 

M F : PN : : EF • EN. 

Or le rapport EF : EN est une quanti té constante et déterminée pousr 
tous les points M de la section conique ; done (n0 2 4 8 ) l'intersection N L 
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du plan sécant et de celui de la civconférence de contad du cóne avec la 
hete O n'est autre chose que la directrice de la courbe. 
Passons au cas oú le plan sécant (fg. i55) rencontre les deux nappes du Fig.iSS. 

cóne. i ' , 
Iroaginons encoré dans le plan principal , deux cercles , l 'un tangent aux 

droites EE', SA, SB, et l'autre tangent aux droites EE', SA', SB'. Soient 
F', Ies points de contact de ees deux cercles avec EE'; et GG' , H H ' , 

les circonférences de contact des deuxsphéres O, O', et du cóne; soit enfm C C 
le contour d'une section perpendiculaire a l'axe du cóne , et passant par un 
point quelconque M de la section conique. Joignons, les points F, F' , au 
point M , et tirons MS qui va rencontrer les courbes GG' , H H ' , aux 
points K , K / . 

On a évidemment d'aprés la figure et en vertu du principe déjá c i té , 

j o . . . . M F = M K = CG, a0 . . . . M F ' =s M K ' = C H ; 

d'oú M F ' — M F = CH — CG = GH. 
Or G H est une quant i té constante pour tous les points M de la section 

conique M E E ' ; done (n0 234) les points de contact F, F', des deux sphéres 
avec le plan sécant, sont les foyers d'une hyperhole dont le premier axe a pour 
valeur GH (que l 'on démontrerait facilement étre égal á EE ' ) . 

Soit d'ailleurs NL Pintersection du plan sécant et de celui de la circon-
férence de contact du cóne avec la sphére O. 

Les deux triangles semblables EC'P, EGN, donnent 

EC : EG :: EP : EN, d'ou GC : EG :: PN : E N , 

ou, a cause de GC = M K = M F , et de EG = E F , 

M F : PN : : EF : EN. 
Or le rapport EF ; EN est constant pour tous les points de la section co
nique M E E ' , done NL n'est autre chose que la directrice de la courbe. 

11 ne nous reste plus a considérer que le cas oü le plan sécant (Jig. i56) pjg jgg 
est paralléle á la génératrice SB. Concevons dans le plan principal SAB 
un cercle tangent aux droites SA , SB, EE'. Soient F le point de contact 
de ce cercle avec EE', GG' la circonférence de contact du cóne et de la 
sphére O, GC le contour d'une section perpendiculaire á Paxe du cóne 
et passant par un point quelconque M de la section conique, enfin NL 
et MP les intersections du plan sécant avec ceux de la courbe GG' et 
de la section C C Tirons d'ailleurs M F , et MS qui va rencontrer la 
courbe GG' en un point K . 

On a evidemment d'aprés la figure, » 

M F — M K = GC = G ' C = NP; 

d,ou M F = PN. 
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Done ( n0 241) la courbe M E E ' est une parábale dont le foyer est en F 
et qui a N L pour directrice. 

La section d'un cylindre droit par un plan peut étre caractérisee par un 
moyen analogue. 

Eig.iSy. g0jt ^ ^ g ' B ,5^ un cylindre droit coupé par un plan EME' . Ima-
ginons deux sphéres tangentes au cylindre et au plan sécant, dont les points 
de contact avec le plan soient F et F ' , et qui aient GG-', HH' , pour cercles 
de contact avec le cylindre. Menons par un point quelconque M de la sec
tion cylindrique un plan perpendículaire á l'axe, et soit C C le cercle qui 
en résulte. Tirons d'ailleurs les droites M F , M F ' , et Tárete K M K ' . 

On a, en vertu de ce qui a été di t précédemment , 

i » . . . M F | = M K = CG, ao. l . M F ' = M K ' = CH 5 
d'oú M F - í - M F ' = CG -f- CH == GH. quantité constante. 

Done la courbe EME ' est une ellipse dont les Joyers ne sont autre chose 
que les points de contact du plan sécant avec les deux sphéres. 

On démontrerait également comme ci-dessus , que le point N OM E E ' ; en-
contre la droite GG', est le point de l'axe EE' par oü passe la directrice. 
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CHA P I T R E V. 

Propriétés principales des Sections coniques. 

Observation préliminaire. —On a vu (n0 235) que , pour 
passer de l'e'quation de l'ellipse á celle de l'hyperbole, il suffit 
de changer B5 en — B2; il resulte de la ne'cessairement que 
ees deux courbes doivent oíFrir une tres grande analogie daus 
leurs propriétés, et surtout dans les démonstrations de ees pro
priétés. Nous éviterons done beaucoup de répétitions inútiles, 
si, apres avoir reconnu certaines propriétés dans l'ellipse , 
qu'on doit regarder comme la courbe la plus simple et celle 
dont l'usage est le plus habituel, nous nous bornons á énoncer 
les propriétés analogues pour l'hyperbole, en ayant soin|toule-
fois d'insister sur celles qui pourraient offrir quelques diíFé-
rences, soit dans leur nature, soit dans leurs démonstrations. 

Quant á la parabole, qui n'a pas de centre, et dont les axes 
principaux ou conjugues soijt infinis, comme ses propriétés ne 
peuvent avoir avec celles des deux autres courbes, qu'uneana
logie beaucoup plus éloignée, nous en présenterons une théorie 
tout-á-fait distincte. 

DE L E L L I P S E E T DE L ' H Y P E R B O L E . 

§ ier. Propriété de ees Courbes rapportées á leurs 
axes principaux. 

275. Caracteres anal/tiques des points, pris sur la courbe, 
au-dedans , ou au-dehors. — L'équation de l'ellipse rap-
portée á son centre et á ses axes principaux , étant {fig- i58) Fig.i5í 

Ay» -|- B2.** = A2B2, 
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Fig.iSS. on a d'aborcl, pour cbacim de ses poiats M, la relation 

Ay2 -f- B x̂* —• k%Bl == o. 

Maintenaot, si l'on considere un point N intérieur á cette 
courbe, comme l'ordonnée KP de ce point est moindie que 
l'ordonnéc MP correspondante á la méme abscisseOP, il s'ensuit 

que A2.NP est moindre que A2.MP; ainsi Ton a pour le 
point N, Ay2 4- B^1 — A2B2 < o. 

Pour un point N' extérieur, l'ordonne'e NP est plus grande 
que MP, et l'on a nécessairement A2jr2 -f- B2.x2 — A4B2 > o. 

Ar. B, — Si le point exte'rieur avait la position N", pour la-
quelle il n'y a point d'ordonne'e correspondante de la courbe, 
dans ce cas, coinnie l'abscisse de ce point serait deja plus 
grande que OB, ou A , il en résulterait B'ÍC2 > A2B2; d'oú, 
áfortíori j 

A5jra + B2£ca — A2B2 > o. 

On de'montrerait de méme que, dans l'hyperbole 

A y — Ba¿ca = — A2Ba, 

le caractére des points pris sur la courbe , est 

AV2 — B2¿na - f A'B2 = o, 

au-dedans Ay2 B2,xa -f- A2Ba < o, 
au-dehors A^2 — B2*2 -\- A2Ba > o. 

Les deux inegalités sont evidentes pour des points tels que 
Fig.iSg. N et N'; pour lesquels on a NP<MP) et N'P > MP (fg- iSy). 

Quant au point N", dont Tordonnee tombe entre les points A 
et B, comme on a 0Q"<OB ou A ; il en resulte A2B2—B'a^o; 

d'oú, á plus forte raison , A r̂2 — BE£C2 -f- A2B2 > o. 

274. Les définilions de l'ellipse et de l'hyperbole fournissent 
encoré pour les points pris sur la courbe, au-dedans, ou au-
dehors , un caractére qu'i! est importanl de connaitre. 



C A R A C T E R E S D E S P 0 1 N T S D E L A C O U R B E , 335 

Pour chaqué point M de l'ellipse, ou sait que la somme des 
distances F ' M F M {fig. i58}, est égale á i k . Fig.r58. 

Pour un point R intérieur, comme on a 

F'R -f- RF < F'M -f- MF, il en resulte F l l + RF < 2A. 

Pour un point R' extérieur, on a au contraire, 

F'R' -|- R 'F > F'M + MF ; d'oü F'R' -f- R'F > 2 A. 

Considérons actuellement l'byperboie. Pour un point quel-
conque M de la courbe , la différence des distances, F'M—MF, 
est égale ¿i a A. 

Soit un point intérieur R {Jig. iSg); en jóignant ce point F i g , i 5 > 

auxpoints F' et F , on a F'R = F'M + MR, et R F < MF-J-MR; 

d'oü l'on déduit F'R — RF > F'M - j - MR — MF — MR, 

ou F'R — R F > F ' M — M F > 2A. 

Prenons ensuite un point extérieur R', et joignons-le avec 
les points F, F ' ; puis tirons F'M. 

Comme on a F'M — FM — 2A, et F'R' — MR' < F'M, 

ilen resulte F'R' —MR' — M F , ou F'R' — R ' F < 2A. 

* B2 27S. De Féquation de l'ellipse on déduit jr3=: — (A2—x') • 

lu-.-ni - , '-, : . . . . ; ., B1 • r • 
ou bien, — — Ü — 7 7 7 — : ~ -rx-

(A - f - Í"7) (-̂  — A;) A 
Soientdonc M un point quelconque de la courbe, x et j - les 

coordonnées de ce point ; il est évident que A -f- x et A x 
{Jig. i 5 8 ) représentent les distances AP, BP, des sommets de Fi l58 
la courbe, au pied de l'ordonnée MP ; ainsi, Tequation pre
cedente devient 

MP' BA — ' 

A P ^ F B ^ A - OU M P : A P X P B : : B - A -
ce qui prouve que le carré d'une ordonnée quelconque est au 
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produitdes deux distances da pied deVordonnée aux sommets 
de la courhe, dans un rapport constant ¡ en d'autres termes 
les carrés des ordonnées sont respectívement proportionncls 
aux rectangles des distances des pieds de crs ordonnées aux 
sommets de la courhe. 

Si Ton suppose B = A, la relatiou se reduit á jr2 = Aa — x% 
ou j 2r=('A-f-o;) (A — x ) \ c'est-á-dire que le carré de Vor
donnée au diamétre d'un aérele, eŝ  égal au rectangle des 
segmens de c diamétre, formés par l'ordonnée; ou bien, que 
i'ordonnée est mqyenne proportionnclle entre les segmens du 
diamétrej propriete deja connue. 7 

ra B2 
On a egalement pour l'hyperbole, + A) (^ ^ ~ A1 ; 

Fig.iSg. mais x -f- A = AP, x — A ~ BP {Jig. iSg); 

ME»2 B1 
done AP X PB 

Ainsi, la propriete ci-dessus a egalement lieu pour l'hyper-
bole. La seule difíerence, c'est que dans Tellipse, le pied de 
rordonnée est situé' entre les points A et B, tandis que dans 
l'hyperbole, le pied de Fordonnée est place sur le prolonge-
ment de AB, soit á droite, soít á.gauche, 

Dans Fhypothése de B = A, ou de l'hyperbole équilatére, 
la relation se re'duit á ^ — { x - ^ - A) {x—A) ; ce qui signifie que 
le carré de l'ordonnée est égal au rectangle des segmens du 
premier axe, compris entre les sommets de la courbe et le pied 
de l'ordonnée ; proprie'té analogue á celle du cercle. 

Au reste, la propriete pre'cédente n'est qu'un cas particulier 
d'une autre plus ge'nérale dont jouissent les courbes du second 
degré rapporlées á des axes quelconques, et que nous démon-
trerons dans le 6e cbapitre. 

Fig.iSo. 276. De'crivons sur le grand axe AB {fg- 160) d'une ellipse, 
comme diamétre, une circonférence de cercle ; on a pour équa-
lion de cette circonfe'rence, ĵ 2 = A2 — .x2-



D E S O R D O N N Í E S . 337 

.y, • , . -B2 ' 

L'equaüon de FeUipse étant d'ailleurs j - = — (As—a^}, 
j l s'ensuit que, si Fon designe par j Fordonnée d'un point 
quelcoaque de Fellipse, et par Y Fordonnée da cercle, cor
respondan te á la méme abscisse .r, on a la relation 

c'est-á-dire que l'orJ.onnée de l'ellipse est á l'ordonnée da 
cercle décrit sur son gnu id axe > dans le rapport da petit cure 
au grand axe. 

De lá resulte un moyen assez simple de de'crire l'ellipse par 
poinís , lorsque ses deux axes sont conuus ; 

Sur les axes AB j CD décriuez deux circonférenees de 
cercle, élevez en un point quelconque P da grand axe^ une 
perpendiculaire MP/ tirez le rajón OMj et par le point L oh 
Ce rajón coupe la petit e circonfér ene e , menez WL parallele 
á AB; le point N ou cetle parallele rencontre PM, appartient 
á Fellipse. 

En eíFet, on a, d'apres la construction, 

OM : OL : : PM : P N , cu A : B : : Y : P N ; 

d'oü PN = . Y = T. 
A 17 

Prolongcant ensuite PM d'une quantile' P/z e'gale á PN, ou 
obtient n pour un nouveau point de la courbe; les points n 
et n" symétriques des points N et n peuvent étre ensuite faci-
lement detennine's. 

Voici un autre moyen de construiré Fellipse par points, 
qui est fondé sur la méme proprie'té, et qu'on empíoie son-
ven t avec avantage. 

Soient AB, CD {fig. 161), les deux axes de la courbe. A pros Fig.iGf. 
avoir marqué sur CD un point K tel qu'on ait OK = A — B , 
preñez un point quelconque I situé entre Oxet K j puis de ce 
point comme centrej, apee un rajan égal á A — B ou OK , dé -

2 2 
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crivez un are de cercie qui coupe AB en L ei L ' ; lirez JJ/ 
et preñez sur ees deux ligues prolongeos I M = IM'r^A ; les 
points M, M' appartiennent á la courbe. 

En eíFet, si Fon mene 1H parallele á AB, et MQ perpendicu 
laire á I H , les deux triangles semblables JQM, LPM, donnent 

Mr R 
M I : M L : : M Q : M P ; d'oü Fon tire M P . M Q = _ . M Q ; 

mais en posant OP = IQ = cp\ on a 
MQ r= S / M i ' — IQ' = l /A2 — a - ; 

done MP = | \ / A F ^ 1 ; 

d'ou Fon voit que MP est Fordonnee de Fellipse qui corres-
pon el á l'abscisse OP. 

En preñant 0 1 ' = OI , on delennincrait au-dessous de AB, 
deux autres points, m, m', symétriques des points M, M', par 
rapport á AB. 

On voit aisémení d'ailleurs pourquoi le point I doit clrc 
place entre O et K . 

On ne peut obteñir pour l'bypevboie des moyens de cons-

truction analogues ; car son équation étant ir'! = —- (a-2—A?), 
A 

ne peut éíxe compare'e qu'á c e l l e - c i . . . . . j'x — .r2 — A% 

c'est-á-dire, k celle d'une liypcrbole equilatere deciite sur Faxe 
transverse de la premiére liyperbole. 11 faudrait done savoir 
deja construiré une liyperbole equilatere, pour en déduirc 
cusuite la construclion d'une byperbole queiconque. 

277. MESURE DE LA SURFACE DE L ' E L L I P S E . — Le rapport cons-
B 

lant —, qui existe entre Fordonne'e de Fellipse et celle clu 

cercle de'crit sur son grand axe, conduit tres simplemenl á 
Fexpression de la surface entiére de Fellipse. 

En'cíTct, concevons que Fon aií inscrit au cercle un polygonc 
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ruelconque dont MM' { f g . 160) soit Fun des cotes. Des som- Fig.rC'o 
inets U t M » • • • de ce polygone, abaissons des perpendicu-
laires sur le grand ase, eí joignons par des cordes les poiuls 
^ 'M i " - oü ees perpendiculaires renconírent l'ellipse ; o a 
obtieiulra ainsi m i polygone inscrit á'ceíte courbe, dont NK' 
sera l'uu des cóte's. 

Cela pose', soientY, Y', les ordonnees des deux polnts M , M ' , 
et j - , j-'y les ordonnees des points N , W, correspondant auv 
mémes abscisses x, x'; les trapézes MM'PP', WN'PP', donnent 

MM'PP' — Y " ^ Y (x — x'), WN'PP' = A / ) ; 

d'oü Fon déduit 

Or, on a (n0 27G ) 

MMTPP' ~ Y + Y ' ' 

done 

r ~ — . Y , r = — . Y , d'ou % i - = — 
J A Á Y - f - Y' A 

]NN/PP/ B 
MMTP'" "~ A : 

On reconnaitrait, de la rnéme maniere, que chacun des 
trapézes dont se compose le polygone inscrit á l'ellipse, esí au 
trapéze correspondant du polygone inscrit au cercle , dans le 
rapport B : A; d'ou Fon peut conclure que la so mine de tbus 
les premiers trapézes, ou le polygone inscrit á l'ellipse, est au 
second polygone, dans le rnéme rapport; ainsi, soientp et P 

ees deux polygones, on a ^ = 

Comme cette relation est\iaie d'ailleurs, quel que soit le 
nombre des cote's des deux polygones, elle existe encoré pour 
les polygones l imi tes , qui ne sont autre olióse que la surface 
de l'ellipse et celle du cercle. Done, en designant par .9 et S ees 
deux surfaces , on a nécessairement 

B B _ 

3 2 . . 
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Mais on sait que w représentant le rapport de la civconfe-

renca ati diamétre, ou la surface du cercle dontle rayón est 15 
5r. Aa exprime calle d'un cercle qul a pour rayón A; par con-

v B 

séquent, T r . k ' . ou T T . A . B , est Texpression de la surface 

entiere de l'ellipse. 
^ - * : • > 1 ^ ^ . 

POUR L'HYPERBOLE , on obtiendrait egalement s = —-. S 5 
• • ' • A. . , 

s de'signant V a i r e comprise entre la courbe et une corde quel-
conque paralléle au second axe, S, Taire correspondante d'une 
hyperbole équilatére décrite sur le premier axe. Mais cette 
relation ne peut rien apprendre sur la quadrature de l'hy
perbole , puisqu'ii faudrait d'abord connaitre calle d'une hy
perbole équilatére. 
Propriétés des cardes .supplémentaires; leurs rela~ 

tions avec les diamétres conjugues. 

Fig i6'2 Si des extre'miíe's A et B ( f i g - 162) du grand axe, ou 
méne deux droitcs á un point quelconque M de la courbe, ees 
lignes de jonction sont ce qu'on appelle des cardes s u p p l é -

menta ires . Ces droites font avec le premier axe deux angles 
qui out entre eux une relation reinarquable/ 

D'abord, la droite EM passant par le point B dont les coor-
données sont j - = o, x = A, a pour e'qualion, 

J ~ a — A); 
cello de la droite A M , passant par le point ( j " — o, oczzi — A), 

est \ j " = a ' {x A ) . 

Cela pose', désignons par .1', j - ' , Ies coordonne'es du point 
M ; comme eiles doivent vériíier les e'quations preee'dentes, 
on a 

r' = a {xr — A) ) , -y' 
j = a (,r -f- A) J a / — A 
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ct par consequciit, n a = ^ r ^ ^ i 5 

niais puisque le poínt (a', j ' ) se trouve aussi sur la couibe, 
y3 Ba 

011 a A V2 - j - B V 2 = A'B2; d'oü / =1 ~~ ^ ÍC 2 — A¿ A2 

doncenfin, a a = — ( O 

Dans le cas de B = A, cette relation devient a a ' = = — 1 ; 
ce qui pro uve que , dans le cercle , les cor-des s u p p l é m e n t a i r c s 

sont á angle d r o i t ; c'est une pvoposilion connue en Geome-
trie. 

Au reste, la méme relation (r) existe entre les angles de 
deux cordes supplémentaires parlant des extrérnites d'un dia-
inétre quelconque E E ' . 

En effet, soient ir", j ' " , les coordoune'es du point E; celles 
du point E ' seront (n0 230) — x" > — j " ; et les e'quations de 
deux d roí tes menees des points E , E ' , á un point quelconque 
M' de la courbe, seront de la forme 

J — j " = a {x — x")7 
J "h j " = «'(¿c + x"). 

Comme le point M' cu ( x', j ' ) se trouve á la fois sur ees 
droites, on a les deux relations 

r . „ , \ , , n{ \ d'ou a a ' =^-7 ^ 

y 4- j " zsz a' {x + a?") ; J a/2 —- x 
Mais les points M', E , E ' , se trouvaut aussi sur la courbe , 011 
a également 

Aya 4. B V 2 ~ A'B2, \ f H — y ' 2 _ _ 

et par consequent, a a r= —• ~ 
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271). Reprenons les deux cordes supplémeníaires AM, BM , 
eí proposons-BOUS de détermiuer Fangle qu'elles fonucnt entre 

o lies • il sufllt pour cela de calculer Texpression i xaat > a dé-

signaní la tangente de MBX, et a celle de MAX. 

Or, on a trouvé plus liaut, a = —~ 
ÍC —- A ÍC' - f . A * 

y 
done 

ar' — A -f-A- sAj* 
I -f- aar x'2 —A2 ce'2 — Aa - f - j ^ " r -f-

Mais l'e'quation Ay'2 4 - B2.x'2 sas A'B2, donne-

• - % . . " ÁV2 V2 A2 — —- -

x • " Ba ' 

ainsi l'expressioa pre'ce'dente devient 

a — a 'j .kv' — i-f-/w' AV2 ra (A'!—B¿)tr 

L'inspeciion seule de ce resultat pro uve d'abord que, si 
l'on considere un point quelconque M de la courbe situé' au-
degsus de AB , auquel cas y ' cst posiíif, la tangente de 
Tangle AMB est n é g a t í i - e ; done cet angle est ne'cessaireinent 
oh tus. Cela doií ctre , puisque tous les poinís de Fellipse sont 
inte'rieurs á la derai-circoaterence décvite sur AB comme dia-
luétre. 

On voit en ouíre que plus j - ' est grand , plus la vaieur nu-
incrique de l'expression ( 2 ) est peíite, et, par conse'quent, 
plus Fangle est considerable (puisqu'un angle obtus est d'au-
tant plus grand que sa tangente est numenquement plu4» 
petite). v 

Le m á x i m u m de ccí an^le coiresnorul á celui de r , ces í -
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á-diie á jr' = B ; ce qui clonne pour la valcar correspon
dan te de l'cxpression (2), 

(Aa —Ba)B —aAB 

Íes valeurs de ay a', dcvíennent d'aillcurs, dans ce tic hypothése, 

n ~ — ~., a' — —, puisque j * = ii donne .x' = o. 

Concluons de la que les cor des s u p p l é m e n t a i r e s m e n é e s des 

e x t r é m i t é s d a g r a n d a x e > f o r m e n t a i i po int C le p l u s g r a n d 

angle poss ib le . 

DANS I/IIYPERBOLE , 011 trouverait, pour la relation entre les 
' _ • " ,, . Ba' 

angles des cordes supplémeníaires, a a = — , et pour l'ex-

prcssiou de 1 "angle qu'clles forment entre eiles, 

o,ABa 

- l63)- F.V.1G3. 

Ce dernier re'sultat de'moníre que l'angle A M B ou A M ' B 
de deux cordes supple'mentaires esí toujours a i g u } ct qu'il 
diminuc de plus en plus á mesure quejr'augmente. Lorsqu'en-
íin 011 supposejr' = oo, cet angle devient n u l . ( 

^ ' • ' * . B-a • C'est ce que prouve encoré la relation a a = ™. En elFct, 

le produit des deux tangentes a et a' e'tant positif, il s'ensuit 
que ees tangentes sont de ni eme signe; done les angles coi-
respondans M B X , M A X , ou M ' B X , M ' A X , sont tous les 
deux algas ou tous les deux obtus; la diííérence de ees angles, 
quin'est auíre cliose que A M B ou A M ' B , est alors ncccssairc-
Uient un angle aigu. 

- • B B 
Soit a — —; 11 en resulte aussi a — — ; les deux cor-

des supplémentaires devenant á la fois parallcles á rasymptote 
OL, ion i entre clles un ande n u l . 
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280. C o n s á q u e n c e s u r lesdmmetres coi}jugués.—Si du centre 
Fig. i64- (Tune ellipse, on méne deux diamétres GG', HH ' ( J í g . 164) 

respectivement paralleles aux cordes supplémentaires AM, 
BM, oti a entre les angles que forment ees deux diamétres avec 

• -. •• , • 3 '1 • ' A • ^ ; ' 

le gvand axe, la menie relation a a = — — . 
Or, cette relation est pre'cise'tnent (n0 265) celle qui carac-

íe'rise deux diamétres conjugues. 
Done d e u x d i a m é t r e s respectipement p a r a l l e l e s a u x cordes 

s u p p l é m e n t a i r e s d'ane e l l ipse j f o r m e n t toujours u n s j - s téme 
de d i a m é t r e s conjugues , 

D'aprés cela, connaissant un diamétre quelconque GG', pour 
obtenir son conjugué? i l suffit de mener d u p o i n í A une corde 
A M p a r a l l é l e á GG'j de t i r e r l a s e c ó n - l e corde s u p p l é m e n t a i r e 
MÍ3 , p u i s de t racer le d i a m é t r e H W p a r a l l é l e á MB. 

La memé conséquence s'applique á l'Iiyperbole, pour la-
quelle la relation des cordes supple'mentaires eí celle de deux 

B2 
diamétres conjugue's , est e'galemeot a a ' ' ~ — . Toutefois, on 
observera que, plus le poiat par lequel on méne les deux 
cordes supple'mentaires s'éloigue du sornaiet, plus les deux 
diamétres conjugue's, dont l'un est au-dessous et Fautre au-
dessus de Fasymptoíe (n0 264), se rapproclicnt l'un de Fautre; 
et lorsque le point est situé á Finíiai, c'est-a-dire 1 oís que les 
cordes supplémentaires sont (n0 279) paralleles á l'asymptote, 
les deux d i a m é t r e s c o n j u g u é s se confondent en un seul . 

281. R e m a r q u e , — Dans Fellipse , comme on a vu (n0 278) 
que Fangle AMB ( f í g . i 6 4 ) de deux cordes supplémentaires 
est toujours obtus, ct que ceíangle atíeint son m á x i m u m au 
point G , i l en resulte que Faugle GOH , formé par les partios 
de deux diamétres conjugués , siíuées du méme cóté par rap-
port au grand axe, est nécessairement obtus , et que les deux 
diamétres conjugues HIT, L I / , paralleles aux cordes AG, BC, 
forment entre eux le plus grand angle possible. 

Pour uu systcrae quelconque GG', 111]', Fangle GOH ayant 
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pour supplement GOH', il est cíair que plus le premier angle 
est graud, pius le second est petií j ainsi, de méme que l'angle 
JOL est un máximum parrai les angles obtus que forment dcux 
diamétres conjugues, de méme Tangía IOL' est un mínimum 
parmi les angles aigus que forment ees memos diamétres. 

D'oü Ton peut conclure enfin que l 'angle de d e u x d i a m é t r e s 

c o n j u g u é s d'une e l l ipse quelconque3 est toujours compris entre 

les d e u x l imites IOL' ou BGA'j et IOL ou BGA.. 
Nous verrons plus loin les autres conse'quences qui résultent 

de ees píropriétés. 

Probléme des tangentes,, 

282, Proposons^nous maintenant de mener une tangente á 

l 'e l l ipse ou á l ' I y p e r b o l e j par un point donné sur le plan de 
la courbe. 

Pour resondre cetíe question, nous emploierons une me'thode 
analogue á celle du n0 19G. Soient j ',j'',ies coordonne'es du point 

donne'; l'e'quation de Fellipse e'tant A2j"*-j- B2.r2 = A'Ba,... ( i) 

celle déla droite clierchée sera de la fonner—j''~a(.T—a')... (2) 
et il s'agit de déterminer a de maniere que la droite, conside-
rée d'abord comnie se'canle , devienne ensuite tangente. 

On de'duit de Fequation (a) = a x - j - j " ' — - a x ' ; d'oú, subs-
tiluant dans i'équation ( i ) , et ordonnant par rapporl á ar, 

(Asa3-f B ) A'-'a { f — a x ' ) a'+A4 (tr'—«x')^— A2B2= o. . , 

Cette e'quation e'tant re'solue, donnerait deux valeurs de x 
qui ne seraien t auíre cliose que les abscisses des points d'in-
tersection avec la xourbe, d'une droite correspoodante á la 
valeur particuliére que Ton aurait d'abord aítribue'e á a . 

Mais comme on veut que la droite soit tangente, il faut 
(ü0 19o) qu'on ait entre les coefficiens de a?, la relatioa 

4Aías (j-' — ax'f — 4AS (AV^ - f B2; [(y'. — ax'f —B2)] == o, 

ou , suppviaiant Ies deivx quanlites, { j — a x ' y ̂  
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— { y — d x ' y , qui se détruisent, eí divisaní par 4A.sBaK 

— { f — a x y + Aaaa + B2 == o, 

ou bien encoré, de'veloppant ot ordonnanl par rapport á a , 

(A2 — ÍC'2) a \ - h 2 x y . a - f B7 —jr'2 =: o . . . (3) 

Telle cst la condition genérale du conlact d'une droite 
menee par un point quelcoacjue (x' , j y ' ) , avec l'ellipse. 

[ L a remarque du n0 197, relativo a cette condi t ion, cst applicable , 
mot pour motj a la queslioa qui nous oceupe 5 ainsi i l cst inuíile de la 
répéter. ] 

On déduit de requation (3), toute siraplification faite, 

Fif.iGS. i'estd'at qui de'montre que par un point donne' N ( /%. i65), 
on peut, en ge'ne'ral , vueiicr deux tangentes JNM, KM'., 
Mais pour que la question soit possible , i l faut que Fon ait 
Ay'2 Bzx''2 — A'JB2^>o, c'est-á-dire VO 273) que le point N 
soit situé hors de la courbe, et non en dedans, puisqu'alors on 
auraií Ay 'a -f- B .r'^ — A'B1 <̂  o, eí le radical deviendrait 
imaginaire. 

Ceci prouve encoré que la courbe doit p r é s e n t e r s a c o n c a v i t é 
vers le centre; car autrement, il est aisé de voir que la tan
gente deviait éíre située en dedans de la courbe. 

Si Fon suppose A ' j - ' ' -\- B'a;'2 — A!B2 = o, auquel cas le 
point donné est sur la courbe, en M par exemple, Fexpres-

>-'• •" • • x'y~ ' '-•')''•'' sion (4) se reduit á « = • — - — - — - ; ou bien,'convenant 
w/ A4 — x'* \ h ' 

d'appcler .r" e t j - " les coordonnees du point de conlact, eí ayaut 
égard á la relation A'JK"2 = B2 (A2 — x"*), 

;Ba x" 1' • • • 
a = " T* 'P ' 

On obüent done, dans ce cas, pour Fe'quation de la tangente >: 
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j - y = - xy7 ( a " ~ ^ )• 

383. On peut parvenir directeineut á cctte cquation par une 
nielbotle analogue á ceile du n0 198. 

Soieiit(¿c',y), { x " l e s coovdonnées de deux points de la 
courbe, dont Tun doit devenir un point de contact. La droite 
qui joint ees .deux points est represeute'e par le systéme des 

trois équations ^ ^ + ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

A y ^ + B2x"a = A2BA (3) 

Retrancbant (3) de (a), on trouve 

A s ( y - h j " ) { y — y ) - f B2 + - = o , . . . . (4) 

équalioa qui peut remplacer l'équation (2). 

Or, ia reiation (4) donne —.—^y, = —. —7—-—r,: done 
A ^ y + y " 

la secante est encoré représenlée par le sysíéme formé de l'e'-
quation 

B2 x ' + x" 

J : - J = ~ T * ' y + y ^ - ^ 

jointe á ( 2 ) et (3). 

Pour ex primer que cette secante devient tangente, ií fauí 
posar y = y , x' — x"; ce qui donne en fin 

• 1 ~ ' J — T ^ ' y ^ — ^ 

pour Féquation de la tangente, en y joignant toutefois la re
iation A2r"a -f- B V 3 = A2B2. 

On trouverait par rapport á i'hyperbole , 

B2 x" 
jr — y z ^ — . — i x — x " ) . . . A>"2 — B — A ^ . 
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284. Reprenons l'équalion jr — - j - ' ' ^ : — — . ~ (x — x") , Gt 

táchons de la simpliíier. II vient d'abord, par la disparition des 
dénoininateurs, A^7x''~^Í7"''2~~B2#a;" 4 - B V / a ; mais on a 
A^r"a -f- B2¿c"2 = A2B2; done l'équation se réduit á 

A y y -f- B2^" = A2B3. 

Les mémes calculs eífectués sur Fe'quation de la tangente á 
l'hyperbole , la reduiraíent á A^jy" — B'-'xx" — — A2Ba. 

Ces équalions ne diíferent de celles de l'ellipse et de Vliy-
perbole, qu'en ce que les car res y 1 et y sont remplaces par 
les rectangles j y " et xx", 

Soit fait j - n= o dans Fequation simpliíiée de la tangente á 
Aa 

t'ig i65 l'e^'Pse; 011 trouve x = - p ( J i g . i65) ; c'est Texpression de 
Fabscisse OR da point oü la tangente rencontre Faxe des x . 

Si de cette distan ce OR on retranche Fabscisse x" clu point 
de con tac t, il en resulte 

OR — OP? ou PE = ~ — x" — ~ ^ ~ ; 

la ligue PR est ce qu'on nomine la soutangente. 

Coinuie son expression est inde'pendante du second axe 2B, 
il s'ensuit que, pour toutes les ellipses construí tes sur le pre
mier axe, les soutangentes q u i correspondent á l a m é m e abs~ 

c i sse j sont é g a l e s . 

En d'autres termes, si d'un point P de Faxe AX, on eleve 
tme perpendiculaire qui rencontre ees ellipses aux points 
M, M ' , . . . et que par ces points on leur méne des tangentes, 
celles-ci v iendront toutes ahout ir a u m é m e point de l ' a x e des x. 

Or le cercle décrit sur AB comme diamétre est une de ees 
ellipses; done l a soutangente est l a m é m e p o u r l 'e l l ipse d o n n é e 

et p o u r ce cerc le . 

De la re'sulte un moyen assez simple de mener une tangente 
á l'ellipse par un poinl donné M : d? ce po int i abaissez la per-i 
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pend icu la i re MPj et a u point M' o ü cctte p e r p c n d i c u l a i r e r c n ~ 

contre le c e r d e d é c r i t s u r AB comme d i a m é l r e , menez une tari' 

gente q u i rencontre en 11 l a l igue AB, et t irez MR; vous aurez 
la tangente demande'e. 

Soit fait également j - = o dans re'quation 

B'ír.x" = ~ - A'B1; 

on trouve x = = OR { f i g , 166); done OP — OR, ou Fig.iGG* 

PK rr: • c'est l'expression de la soutangente dans 

x • ) • 

riiyperbole; elle est constante pour toxis les points (corres
pondan t á une raéme abseisse) des différentes hyperboles dé-
crites sur le premier ase 2A. 

285. R e m a r q u e . — L a valeur de la soutangente peut s'obtenir 
directement d'aprés l'equation non simpiiíie'e de la tangente • 
il suffit de s u p p o s e r y = 0, et de d é l e r m i n e r l a v a l e u r c o r -

r e s p ó n d a n t e de x — x". 

II vient en efíet. par la supposition de j r = o dans l'équa--
A3 r"a 

tion relativo á Féllipse, x — x" = ' „ , ou á cause de . . , 

Ay"2 = B2(A'- — .T"2) 
Aa — x* 

Si, dans re'quation reíative á l'hypcrbole, on fait j r=o , on 
A2 — ¿c"2 

trouve également x — x" ™ — - j , — , re'sulíat idenlique avec 

celui qui correspond á Tellipse, ni ais de signe contraire au 
résultat deja obtenu dans le numero precedent, 

Pour interpréíer celíe circonstance, observons que, dans 
l'hypcrbole, la distance PR esí situe'e sur l'axe des ¿c, á la 
gauche du point P { f i g . 166) qui doit étre consideré comme Yig.-XG. 

le point á partir duque! on compte la soutangente ; ainsi, cette 
distance doit éíre ex primee ne'gaíivement; et, en efíet, comme 
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on a toujours pour l'iiyperbole, .v1; > A, il s'ensuit que Tex-

pression ^-— est négative , ct revient á — — . 

Concluons de la que le premier moyen employé pour déter-
miner la soutangente, donne sa valeur absolue, mais que le 
second fournit cette valeur apee l e s igne dont elle doit é tre 
a f f e c t é e , cu égard á sa posilion par rapport au pied de l'or-
donne'e. N 

Dans Tellipse, - — ~ - esí posiíif, parce que la soutangente 

Fig.i65. est placee á la droitc du point P { f i g . i65). 
(Nous supposons ici le point de con tac £ M situé' á la droite 

de l'axe des r ; s'il en e'tait autrement, les conse'quences que 
nous venons d'e'tablir auraient lieu en sens contraire.) 

2G6. Soit actuellemcnt propose' de mencr par le point de con-
Fijj.iGS. tactM {f ig- 166), une perpendieulaite á la tangente, c'est-á-

dire une n ó r m a l e ; et recherclions Féquation de cette nórmale, 
ainsi que I'expression de la s o u n o r m a l e PS. 

Puisque cette droite passe par le point (x ' \ j - " ) , son e'qua-

tion est de la forme jr — jr" == a ' {x — x") ; 
et comnie elle doit étre perpendiculaire á la tangente pour la-

y B V . . v ' 
quelle on a a = — A-y-1" â 1'ê atioa a a ' ~\- i ~ o donne 

/y ^ . 

et re'quation de la nórmale á l'ellipse est al oís 

On obtiendrait de píeme pour l'e'quation de la nórmale á 

.yperbole, jr — j " = — (x — x"). 

Si, dans la preraiérc de ees e'quations , on supposejr^0? ct 
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qu'on tire la valeur correspondan 1c de x — x", il vient 

B2 
ÍC — oc" == — — . x " ; 

c'est la valeur de la sounorrnale PS; cara:—x" represente 
évidemment, dansle cas de j ~ o, la diffe'rence desabscisses 
da point S oú la nórmale rencontre l'axe des x f et du point 
de contact M. 

Cette valeur de la sounormale est d'ailleurs n é g á t i v e ; ce qisi 
doít étre, puisqu'elle est comptee á partir du point P, dans 1c 
sens négatif. 

La méme hypotliese r = o, introduite dans l'e'quation de la 
" ymL: - i Ba 

nórmale á l'liyperbole, donne x — x" = . — .a-". 
La sounormale est ici positive, parce que PS (>%. 166) est Fig.iC( 

compte'e á la droite du point P. 

287. Si nous conside'rons la valeur absolue de la sounormale, 

— . ce", nous voyons que pour l'ellipse, plus x" augmente, plus 

cette valeur augmente. 
Soit a " = o, auquel cas le point de contact est á rextrémilé 

C du petit axe , la sounormale devient ¡tulle j ce qui pro uve que 
la nórmale correspondaníe passe par le centre. 

Soit x" = A, auquel cas le point de contact est en B; la 
X • -B*A B* 

sounormale se re'duií á —— ou — : et comme A est la nías A2 A f 
grande valeur que puisse recevoir Fabscisse a;-", il s'ensait que 
la sounormale est susceptible d'un m á x i m u m qui n'est aulre 
chose que la moitie' da parame Ir e (n0 240), ou l'ordonne'c 
qui passe par le foyefr. 

• B'sáfifcs 
Dans l'h y perbole, au contraire, —- est le m í n i m u m de l'ex-

pression de la sounormale; on l'obtient en faisánt a'" = A. 
Pour toute autre valeur de x", c e ñ e de la sounormale est plus 
grande , et elle devient infíriie quand x" est lui-méme infini. 
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288. Nous allons reprendie le cas oú il s'agit de m e h e r u n e 

tangente á l 'e l l ipse ou á l 'hj-perbole , p a r u n p o i n t d o n n é hors 

de la courbe j afin de déduire des re'sultats, quelques pro-
priélés analogues á celles qui ont été reconnues pour le cercle. 
( ^ o j e z les nos 200, 202, 203.) 

Soient ce', j \ les coordonnées d'un point quelconque N 
Fi^iGj. 167), parlequel on veut mener une tangente á l'ellipse. 

L'équation de cette tangente est de la fonnej-—-j '=«(.r—a'); 
B2 x" 

a ayant (n0 282) pour valear, A = — — . — ; 
et la question se réduit á déierminer x " , y \ qui repre'sentcm 
les coordonne'es du point de contact, en fonction dex',(r', qui 
expriment celles du point donné. 

Or, on a trouve (n0 284) pour l'équation simplifiée de la 
tangente, k y j " - \ - B 2 . r , r " = A B2; et córame, par hypothése, 
elle doit passer par le point { x ' , on obtient pour premiére 
relation en x" et j " , Ay"2 - f BVa?" = A2B2.... ( i ) 

D'ailleurs, le point { x " r j " ) appartient á la courbe; ainsi Ton 
a pour seconde relation, A;r"a + Wx"* •=. A'-'B5... (2) 

En éliminant x" et jr" entre ees deux e'quations, dont l'une 
est du premier degre , on trouve , tout caicul fait, 

" _ A ' ( ^ V/A^/a -f- Eaaya— A2B~) 
x ~ A y a H - B V a ' 

„ Ea(A°y qr x' j / A y ' * •+• B2.^2—ASE3) 
^ A'jr'2 + B2a;'3 

(les signes supérieurs se covrespondent ainsi que les signes 
inferieurs). 

Ces valeurs e'tant substituc'es dans a — donnent 
A2jr" 

a = — (B2^' y / A y 2 + B V ^ — A 2 B 2 ) 

A y + v & y ' 2 - f ' BV2—A2B~2' 

resultat qui, aprés avoir ete' multiplié liaut et bas par.. • 
A y ' a ? ' Ay2-f-BV2—A'B2 (pour que le dénominateur 
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devienne rationnel), se reduit á 

— x;y rh v/A2/a + BV2 —A'B1 
a — Aa —a/ft 5 

c'est la valeur obtenue n0 282. 
líous laissons aux commengans le soin cTexécuter tous ees 

calculs, qui n'olFrent aucune difFiculte', et qui d'ailleurs sont 
analogues á ceux que nous avons exe'cutes pour le cercle 
(n0 200). 

289. Au lieu d'eíFectuer rélimination, on peut (n0 181) 
construiré separe'ment les lieux ge'ome'triques exprimés par les 
e'quations (i) et (2), ÍC", y " e'tant considerées comme des va
riables. 

Or, re'quation (2), est évidemment celle de l'ellipse deja 
construite. 

Quant á re'quation (1), comme elle est du premier degré, 
elle appartient á une ligne droite dont la position peut étre ' 
facilement détennine'e par ses points d'intersection avec les 

' Aa 
axes. On obtient pour jr" == o , . . . ¿c" = - 7 - ? 

B* 
et pour o?" = o, . . . j " — —r. 

Aprés avoir construit sur OX, OY { f i g . 167), les distances Fí- ,6 
Aa Ba . . . 01 = — , OH = —7-, on j oint les points I et H par une droite 
x y ' s'- / 

dont les points d'intersection, M, m, avec la courbe, ne sont 
autre chose que les points de contact. Tirant ensuite NM et 
Nm, on obtient les deux tangentes demandées. 

A2 ' -
C o n s é q u e n c e . — L e re'sultat x a ' z = - ¿ r étant inde'pendant de 

l'ordonne'e du point N, prouve que , si Ton considérait un 
tout autre point N' sur L L ' paralléle á OY, et que par ce point 
on menát deux tangentes N'M', N W , la ligne joignant les 
points de contact passerait par le méme point I. 

23 
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La méme chose a lieu par rapport a des points pris sur nhe 

paralléle á Faxe des x , puisque l'expression j - " = ~ est in-
j . 

dépendante de Tabscisse x' du point N. 
Cette propriété, analogue á celle qui a e'té de'montrée 

(n** 205) pour le cercle, sera ve'rifiée par la suite pour une 
droite situe'e d*une maniere quelconque dans le plan de la 
courbe. 

Les résultats pre'ce'dens sont egalement vrais pour l'byper-
bole', et la de'monstration en serait absolument la méme. 

290. Pour ne rien laisser á désirer sur le probléme des tan
gentes , nous examinerons ce que deviennent les expressions 

lorsque Von considere le point de contact C»",^") dans toutes 
les positions possibles sur la courbe. 

Ellipse.-~'Añn depouvoir facilement de'terminer les varia-
tions qu'éprouve la valeur de a, nous mettrons á la place dej-" 

T[) _ _ _ _ _ _ _ 

sa valeur ±: — { / — ÍC"2 ; ce qui changera Texpression ci-

B V 

dessus en a = — í ~ T o " — 1 1 '' 1 > ou bien, en suppri-

A 

mant les facteurs comrauns, et divisantbaut et bas par x",~ 

Cela posé, si Ton fait d'abord a;" == o, auquel cas le point 
A2 

fig.iSS. de contact se trouve enC ouD ( / g . i65), la quantite' ^ de-
yieniinfinie; d'oü Ton déduit a = o. Done, aux points C 
et D la* tangente est paralléle au grand axe. 

k mesure que x" augmente , soit positiYement, soit ne'gati-
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vement, 4 ^ et par conséquent A v /4-2— i , diminue, €t la 
X V X 

valeur de « augmente de plus en plus, nume'riquement. Lors-
qu'enfin on suppose ÍC" — ± : A? auquel cas le point de contact 
se trouve en B ou en A, le radical devient n u l , et l'on a a=:cC ; 
done la tangente en ees deux points est p e r p e n d i c u l a i r e a u 

p r e m i e r a x e . 

Si l'on fait passer x" par tous les e'tats de grandeur depuis 
o jusqu'á A , il est visible que la valeur de a passera par tous 
les e'tats de grandeur depuis o jusqu'á Vinjht i n é g a i i f j et de
puis o jusqu'á Vinf in i pos i t i f , Ainsi la tangente p r e n d touies 

les inc l ina i sons poss ib les par rapport au premier axe; les an-
gles sont a i g u s pour tous les points sitúes entre B et D , ou 
entre A et C ; ils sont obtus pour tous les angles situe's entre C 
et B , ou entre D et A. 

Veut-on, par exenaple , savoir en q u e l po int l a tangente á 

l ' e l l i p s e f a i t avec le g r a n d a x e un a n g l e d o n n é 7 

B V 
Soit t la tangente de cet angle, on pose „•- = í, 

ce qui donne l'e'quation kHy" -f. B V = o, 

que l'on combine avec celle-ci: A -̂"" -f- B V 3 = A£B2. 
En substituant, dans la seconde e'qtiation, la valeur de y" 

tirée de la premiére, on trouve 

B^"a -f- h f W r x " * = A^Baía; 

±.A*t 
d'oú l'on de'duit x' V/A-^H- B1' 
résultat toujours rffe/j quelle que soit la valeur de t, 

Cette valeur est nécessairement nioindre que A, puisque 
V/AT-fBa est plus grand que Af. Si cependant l'on avait 
^ = oo, on trouverait que x" 

~7=====, ou ' 

23. . 
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S91. H j p e r b o l e . — L'expression a = - ^ - 5 devient , lors-

qu'on y remplace x" par sa valeur dt g- Í / T " 2 •+• B*, 

±iB / . Ba 

Si Ton fait d'abord j - " Z^L O , valeur á laquelle correspond 

x " = i ú z k y 011 obtient a = oo; done, aux points B et A 
Fig.iGe. ( J i g , 166), la tangente est p e r p e n d í c u l a i r e a u p r e m i e r a x e . 

B2 . . 

A mesure quejr" augmente , le termejjj diminue; par con-

se'quent, le radical approche de plus en plus d'etre e'gal á 1; 

et pour j " — 00, Ton obtient a ~ ±l — ; ce qui demontre 
(n0 264) que les tangentes á Tinfini font avee le premier axe, 
les mémeB angles que les asymptotes. 

A1 
D^n autre cote, si Fon considere rabscisse, £c = — , da 

point oú la tangente rencontre le premier axe (n0284), on 
voit que, dans l'hypothése de #"=00 (correspondant ájr=oo), 
cette abscisse devient n u l l e / dóneles tangentes á l'infini passent 
par le centre. 

D'oü l'on peut conclure que les tangentes á l ' infini ne sont 

autre c h ó s e que les asymptotes e l l e s - m é m e s . 

A? 
R e m a r q u e . — Tant que x" est positif3 l'expression reste 

positive; elle se réduit á A pour ce" = A, et á o pour c c " = c c -
Ainsi, pour tous les points de la premiére branche de V h f -
perbole,les tangentes rencontrent le premier axe entre le 
sommet B et le centre ; et pour tous les points de la seconde 
branche, la rencontre a lieu entre les points O et A. 
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B / B2 
Observons d'ailleurs que la quantité dr — ^ 1 + —57 a 

une valeur numérique essentiellement plus grande que ^• 

puisque le radical est toujours plus grand que 1, excepté qüand 
on suppose -̂" = 00, hypothése qui réduit le radical á 

l'unite', et Texpression elle-méme á dr —. 

11 resulte de la, que la tangente á l'hyperbole ne peut ja
máis former avec le premier axe un a n g l e a i g u moindre que 

B 
l'angle LOX dont la tangente est — un anS ê 0 t̂usP^us 

B 
g r a n d que HOX dont la tangente est — . 

Ainsi, dans l'hyperbole équilatére dont les asymptotes sont 
rectangulaires, ou font avecle premier axe chacune vki aaigle 
de 5o0, les tangentes ne peuvent faire avec cet axe un angle 
aigu moindre que 5o0, ni un angle obtus plus grand que i5o0. 

II serait facile de déterminer, comrae pour Fellipse, la po-
sition du point oü la tangente á l'hyperbole doit faire un angle 
donné avec le premier axe. 

De la Tangente comiderée par rapport dux 
diamétres et aux rayons vecteurs. 

292. Soient MR (f ig . 168) une tangente en un point quel- Fi ^ 
tonque M de l'ellipse, et MM' le diamétre qui passe par le 
point de contact. 

Ona trouvé (n0282) pour le coefficient de a; dans Tequa-
tion non simplifie'e de la tangente, 

Dun autre eóté, puisque le diamétre MM', dont réqua-
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tion est de la forme j ~ a ! x , passe par le point M, qui 
pour coordoime'es on a la relation 

j n = a'x" 
r" 

d'oú a! s±. f—r. 

Or, si Fon multiplie ees denx expressions de 4 et de a' Tune 
B2 

par l'autre , il en resulte aa = — — . 
Mais en désignant par a" la tangente de l'angle que forme 

avecl'axe des x le diamétre mm' conjugue' du diamétreMM', 
Ba 

on a e'galement (n0 262) la relation a a 
Les deux égalités precedentes, compare'es entre elleSj don-

nent ne'cessaireinent ¿i = a" ; ce qui veut diré que la tan
gente 3 en un point quelconque de l'ellipse , est paralléle au 
diamétre conjugué de celui qui pdsse par le point de contacta 

Conséquence.—Si par les extre'mite's M, M', m, m', des deux 
diamétres conjugues, on inéne quatre tangentes, ees droites 
forment un p a ra 11 él o gra mm e circonscrit á rellipse, puisque 
les tangentes menees aux extrémités du diamétre MM' sont 
paralléles au diamétre mm', et réciproquement. 

Dans l'layperbple, la propríéte' préce'dente a également lieu ; 
mais comme on a vu (n0 265) que, pour tout systéme de dia
métres conjugues, l'un est transperse et l'auitre non transversej 
il s'ensuit qu'on ne peut mener que les deux tangentes T T ' , 

Fig.ifig. «• {fig. 169). 
295. Cette propriété fournit un moyenassez simple de mener. 

une tangente á l'ellipse ou á l'hyperbole j i0, par un point 
donné sur la courbe, 20. parallélement á une .droite donnée 
de position sur le plan de la courbe. 

Dans le premier cas, déterminez, par l'un des moyens indí-
que'snos26i et280 , le diamétre conjugué de celui qui passe 
parle point de contad ; puis , par ce point > menez une pa
ra'lele au diamétre ainsi determiné; \q\\s obtenez la tangente 
demandée. , 
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Dans le second, tracez un diamétre pamllele á la droite 
(tonnée / puis déterminez son diamétre conjugué; et par les 
deux extrémités de celui-ci } menez deux paralléles au pre
mier, ou á la droite donnée ; vous avez ainsi les tangentes de-
mande'es. 

Poui* que la seconde construction puisse s'appliquer á l'hy-
perbole, il faut e'videmment que la droite donne'e fasse avec 
l'axe des x un angle aigu plus grand que celui dont la tan-

B 

gente esl —, ou un angle obtus moindre que celui dont la tan-

B 
gente est — —. C'est d'ailleurs une conséquence de ce qui a 
e'té dit, n0 291, sur rinclinaison de la tangente dans l'hy-
perbole. 

294, Considérons actuellement les deux rayons vecteurs 
inene's des foyers F , F' (Jig. 170), d'une E L L I P S E , aupoint de Fíg.í7Ós 
contact de la tangente MR, et proposons-nous de calculer les 
angles FMR, F'MR, que forment ees rayons vecteurs avec la 
tangente. 

Soient FMR = V , F'MR = V , 

tangMRX = a , tangMFX = a^ tangMF'Xr= a"; 

on a évidemment, d'aprés la figure, 

tangV— . tangV ===——-5. 
i -f- aa 1 aa 

B x̂" 
Or, on a déjá trouvé (n0 282) a ~ — ~^~7'' 

De plus, comme le rayón vecteur FM passe par le point 
dont les coordonnées sont j-z=o9 x — c ou k2 — Ba, son 
équation est de la forme y — a' {x — c)\ et puisqu'il passe, 
en méme temps par le point oc",̂ '̂  on a la relation 

— c ) j d'oú a'=z / ' . 
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On obtiendrait de méme pour la valeur de a" correspondant 
au rayón F'M qui passe par le méme point (x",j") et par 
le point { j == o, a; = c) , 

X - { - C 

Cela pose', si Fon substitue d'abord pour a et a' leurs va-
leurs dans l'expression de tang V , on trouve 

— E v y 

InníT V = " , , , , I , ^ 
B ^ V 7 A2a-'y" — A2cjr" — B^a-y ' 

1 A y C a / ' - c ) , 

ou bien, á cause de A2y2-f BVa=AaB% et A3 — Ba=c?,s 

B'c^" — A2Ba , B2 (cor" — A2) B2 
tang V 

csa''y — A \ r " cjr" (ex" — A2) c y 

Comme, pour passer de tangV k tang V , il suííit de rera-
placer a' par a", et que la valeur de a" ne difiere de celle de a' 
qu'en ce que c est cliangé en— c, il s'ensuit que , tout calcul 

Ba 
fait, on doit írouver tang V = — —^. 

De la re'sulíe iiécessairement que les angles F'MR, FMR, 
sont supplémens l'un de l'autre; ou bien , si l'on prolonge F'M, 
que les angles GMIl, FMR, sont égaux. 

Done la tangen-te á l'ellipse divise en deux parties égales 
l'angle formé par l'un des raj-ons vecteurs FM et le prolon-
711 ent MG de l'autre rayón •recteur. 

Soit prolongéc la tangente MR au-dessus du point M; comme 
on a GMR = F'MIV, i l en resulte FMR = F'MR'. Ainsi, l'on 
peut encoré diré que la tangente RR' forme apee les rajons 
vecteurs, de chaqué colé du point de contacta des*angles égaux-

Enfin , si l 'onméne la nórmale MK, de l'égalite'des angles 
FMR, F'MR', on déduit ne'cessairement celle des angles FMK, 
KMF'; done la nórmale divise en deux parties égales l'angle 
formé par les deux rajons vecteurs. 
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Ces diverses propriétés sont tellement lie'es entre elles, que, 
Tune étant démontrée, les autres s'en déduisent immédia-
tement. 

Passons á L ' H Y P E R B O L E . On a, en conservant les mémes nota-
tions que ci-dessus { f g . 170), Fig.170-

tang FMR ou tang V == tang (MFX — MRX) =¿ > 

ci — a" 

tangF'MR ou tang Y = tang (MRX — M F X ) = 7 ^ - ^ • 
B2a;" 

Cela pose', l'expression de a est pour l'hyperbole, a = ; 
, . c •• • r" y 

on a d'ailleurs, comme pour Tellipse, a = — , a " — „ . . 
Substituant les valeurs de a, a', dans Texpression de tangV, 

ou trouve 

x"—c AV* A V ^ - B V ^ + BW' 
B ^ y A ^ y — A 2 c y - i - B v y ' 

I + A y v ~ c ) 

ou, á cause de Ay"2 — BV2=: — A ^ 3 , A2 + B2=: c2, 

V — — ^ + 3 ^ " _ Ba(cx" — A2) _ B^ 
ang ~" c V y — A ' c y ex"{ex"— A2) ~ c f 

Quant á l'expression de tangV, comme on a 

tang V = a—t—^j, valeur qui peut étre mise sous la forme 1 -f-aa 
. {al'—a) . a" — a , i i , 1 tang Y = — ¿ , et que • ñ etant calcule, donne-l-f-aa 4 \-\-aa 

Ba . • ' 
rait -̂j puisqu'il suffirait de changer c en—c dans le re'sultat 

Ba 
préce'dent, i l faut ne'cessairement que Ton ait tang V ±=2 -^p-. 

Done les angles FMR, F'MR, sont e'gaux; ainsi, dans l'hy
perbole, la tangente divise en deux parties égales l'angle 

formé par les deux rqyons vecteurs eux-mémes. 
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29S. On déduit de la propriété piécédeute le moyen le pluS 
commode et le plus simple, en general, et pourvu que l'on 
connaisse les foyers, pour mener une tangente h l'ellipse ou á 
l'hjrperbole, Xo. par un point pris sur la courbe, 2o. par un 
point pris hors de la courbe. 

f,íg.t7o. Considérons d?abord un point M {fig. 170) donné sur l'el-
lipse. Tirez les deux rayons vecteurs FM et F'M / prolongez 
F'M d'une quantité MG égale á MF ; joignez F et G ; puis 
abai&sez du point M sur FG une perpendiculaire / vous aurez 
la tangente: car, á cause du triangle isocéle MFG, cette droite 
divise Tangle FMG en deux parties égales. 

On peut de'montrer synthétíquement que la ligne MR qui 
divise l'angle FMG en deux parties égales, n'a que le point M 
de commun avec la courbe, et «st par conse'quent tangente. 

En eíFet, soitN un tout autre point de cette ligne; et joi-
gnons-le aux points F', F , et G. Le triangle F'NG donne 
F'N-f-NG > F ' G ; mais d'aprés la construction, NG = NF, 
puisque tous les points de MR sontégaleraent distans des points 
F et G. De plus, MG = MF; d'oú F'G = F'M - f MF = 2A. 

Done l'ine'galité pre'cédente devient F'N •4-NF^>2A; ce qui 
prouve (n0 274) que le point lí est hors de la courbe. 

Soit actuellement proposé de mener une tangente par un 
point N donné hors de la courbe. 

Pour cela, il suffirait e'videmment de connaitre la position 
du pointG; car, ce point éíant determiné, i l en serait de méme 
de F'G, et par suite, du point de contactM. 

Or, ce point G jouit de la propriété d'étre á une distance 
du point F ' égale á 2A, et á une distance du point N égale 
k la distance NF qui est connue. D'aprés cette observation, 
ilíaut, pour l'obtenir, décrire des points F'^ comme centres j 
et avec des rayons respectivement égaux á 2.A. * NFj deux ares 
de cercle qui se coupent au point Gj et tirer F'G qui rencontre 
la courbe enM ; la droite NM est la tangente deraandée, 

Comme les deux ares de cercle se coupent en un second 
point G', si Ton tire F'G', et qu'on joigne le point N au poiní 
M' oü F'G' renconlve la cóurbe, on obtiendra la seconde tan-
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gente qui peut toujours étre mene'e du point N, tant que ce 
point est situé' hors de la courbe. 

Discussion.—Tant que le point N sera situé hors de la courbe, la construc-
tíon précedente sera possible; c'est-a-dire qu'on pourra mener du point N 
deux tangentes a la courbe. 

Pour le démontrer, i l suffit de faire voir que la circonférence décrite du 
point Ncomrae centre avec le rayón N F , a deux points, l 'un intér ieur , 
l'autre extérieur k la circonférence décrite du point F ' comme centre avec le 
rayón aA; car alprs elles se couperont nécessaireraent. 

Or, ona évidemment F ' F ^ a A ; ce qui prouve deja que le point F de 
c¡>e. NF est intérieur á CÍ/C 2A décrite du point F ' . 

En secondlieu, soit prolongé F 'N d'une quanti té NF" — N F ; comme, 
par hypothése, le point N est extérieur á Pellipse, on a (n0 2 7 4 ) 
F N - f N F > 2 A , et par conséquent , F 'N-f-.WF" ou F ' F " > 2 A ; ainsí 
le point F" de circ. NF est extérieur á circ. 2A décrite du point F ' . 

Done, etc. 

POUR L'HYPERBOLE , la construction est absolument la méme dans chacun 
des deux cas {Jig. 171). Fig.171. 

Quant á la discussion du second cas, i l suffit de prouver, en raisonnant 
comme pour l'ellipse, que circ. NF a deux points, l 'un intér ieur) l'autre 
extérieur á circ. 2A décrite du point F ' . 

Or on a deja F'F > 2 Á ; done le point F de circ. NF est extérieur á 
circ. 2A. 

Soit ensuite pris sur F ' N , NF" — N F ; puisque le point N est, par hy
pothése, extérieur á l'hyperbole, on a F ' N — N F < 2 A ; d'oú F ' N — N F " 
ou F'F" < aA; ainsi le point F" de circ. NF est interieur á circ. 2A. 

Done enfin les deux circonférences se coupent. 

iV. B . — I I est á remarquer que la construction precédeate 
et la démonstration synthe'tique que nous en avons donnée, 
sont uniquernent fondees sur les définitions de l'ellipse et de 
l'hyperbole , c'est-á-dire sur la propriéte' caractéristique qui 
a servi de base á la recherebe des équations de ees courbes. 

agG. líous pouvons maintenant rendre raison des de'nomi-
nations de foyers et de rayons vecteurs , données aux points 
F, F , et aux ligues FM , F'M. 

C'est un principe de Physique ge'néralement admis, que 
tout corps élastique qui rencontre une surface , se re'íle'chit 
de maniere á íbnner un angle de reflexión égal á cehu d'in-
cidence. 
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fig'ya. Cela posé, concevons qu'á l'un des foyers F (Jig. i •ja) d'une 
ellipse , on ait place un charbon ardent dont les rayons de eha-
leur viennent írapper la courbe en diffe'rens points M, M ' . . . ; 
ees rayons forment avee les tangentes mene'es par ees points, 
des angles FMT, F M ' T ' , . . . appelés angles d'imidence. Or, en 
vertu du principe dePhysique, ees rayons doivent étre réfle'-
ehis suivant des droiíes qui fassent avee Mí, M'í',. . des angles 
(appelés angles de réjlexion) égaux á ceux d'incidence; done 
les rayons réíléchis sont tous diriges vers le point F' pour le-
quel seul, les angles F'Mí, F'MY,, . . sont égaux aux angles 
FMT, FM'T'. . . . 

Ainsi, qu'on ait placé au point F un foyer de chaleur, et au 
point F' une matiére inflammable, ce corps s'enílammera 
comme s'il était placé au point F lui-méme. Les différens 
points de rintérieur de la courbe se ressentirontplus cu moins 
du rayonnement de la chaleur; mais le point F ' sera le seuloú 
se concentreront les rayons partis du point F. 

Dans l'hyperbole, des rayons de chaleur partant du point F 
Fig.173. {fig. 178) et venant frapper la courbe aux points M, M ' , . . . 

se réflécbú'aient dans rintérieur, suivant des droitesM/] My7,.--
qui, prolongées en sens contraire, iraient toules aboutir au 
point F ' ; car de Tégalité des angles FMT, TMF^ on eonclut 
celle des angles FMT, / M í , e tc . . . . 

297. Conséquences de la propriété du n0 294. 
Premiére.—Comme, pour fixer la position de la tangente en 

Fíg.^o. un point donné M { fig. 170), on a pris (n029S) MG = MF, 
et qu'aprés avoir tiré le droite F G , on a abaissé du point M 
une perpendiculaire sur F G , il s'ensuit que cette derniére 
droite est divisée en deux parties égaies au point I . Done, si 
Ton joint le centre au point I qui peut étre regardé comme le 
pied de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la tangente, 
on formera deux triangles semblables FOI, F F ' G , puisque Fon 
a O F — O F ' et IF = IG. Ainsi ees triangles donnent... 
F G : OI :: F'F : OF; mais OF est la moitié de FF' , et 
par constmelion, F'G est egal á i k ; done 01 = A. 
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D'oíi resulte la proprie'te' suivante: Si de Vun des fqyers 
d'une eltipse, on abaisse une perpcndiculaire sur une tan— 
gente quelconque, la distante du centre au pied de la perpen— 
diculaire est égale á la moitié du premier axe ; en d'autres 
termes , le Ueu ge'ométrique des pieds de toutes les perpendí— 
culaires abaissées d'un quelconque des fqyers sur les tan
gentes á la courbej est la circonférence de tercie décrite sur 2A 
comme diamétre. 

Cetíe proprie'te' a e'galement lleu pour l'hyperbole, et se de
montre de la méme maniere {fig' 171.) Fig.171. 

298. Seconde tonséquence. — Soient abaisse'es des points F 
et F' [fig. 170) les deux perpendiculaires F I , F T , sur la tan-Fig-i?0-
gente RR'; on vient de demontrer que les distances 01, 01% 
sont e'gales á A. 

Cela posé, si des points 0, F , on méne OL, F L ' , paralléles á 
la tangente, on a, d'aprés la figure, 

V T = I 'L 4- L F ' , 
I F = I ' L ' = I 'L — L F ' ; 

d'oú l'on dédurt I 'F' X I F = VL — Lp' ; 

mais les triangles rectangles I 'OL, F'OL, dans lesquels 
01' = A et OF' = c on V^A2—B% donnent 

f í ^ A ^ — OL, FX2=c2 — O L ; 

on obtient done 

I'F' x IF = A2 — OI — ca 4. 0L2= A2 — c2 = B2. 

Done, dans l'ellipse, leproduit des perpendiculaires abaissées 
des deux fojers sur une tangente 3 est égal au carré de la 
moitié du second axe. 

Pour l'hyperbole, l'egalité precedente deviendrait (n0 253): 
I F ' X I F = — B2 {fig. 171), parce que les deux perpendicu-^S*1?»» 



366 D E L ' E L L I P S E E T D E L ' H Y P E R B O L E 

laires sont placees en sens contraire Tune de l'autre par rap^ 
port á la tangente; mais si Ton faitle calcul dírectement, sans 
avoir égard au sens de ees lignes, on trouve de méme que 
leur produit est égal á -f- Ba. 

289. Troisiéme conséquence.—Soit mené le diamétre mm" 
Fig.iyo. (fj|g^ 1^0) conjugué de celui qui passe par ie point de contact 

de la tangente RR'. Tirons d'ailleurs les rayons vecteurs FM, 
F'M, et la ligne 01 qui joint le centre au pied de la perpendi-
culaire abaissée du foyer F sur la tangente. 

On a vu (n0 292) que le diamétre mm' est parailéle á la 
tangente ; d'ailleurs 01 est parailéle á F'M, á cause de la simi-
litude des triangles FOI , FF'G^ done la figure 01MH est un 

parailélogramme, et Ton a MH r= 01 = A. 

Ainsi, dans Fellipse et l'hyperbole , la partie d'un rayón 
vecteur comprise entre la tangente et le diamétre conjugué de 
celui qui passe par le point de contact est égale á la moitié 
du premier axe. 

Toutes ees proprie'tés, qui ont e'te' facilement de'duites de 
celle de la tangente par rapport aux rayons vecteurs, trou-
veront leur application dans la suite. 

§ I I . Propriétés de VEllipse et de ÍHjperhole 
rapporte'es a leurs diametres conjugues. 

300. La propriété caractéristique de tout systéme de dia
metres conjugue's consistant (n° 2S8) en ce que chacun d'eux 
divise en deux parties égales toutes les cordes de la courbe 
mene'es parallélement á l'autre, i l en re'sulte que, si Ton rap-
J>orte la courbe á un semblable systéme, la nouvelle e'quation 
ne doit renfermer que les carrés des coordonnées et une quan-
tite' toute connue, c'est-á-dire doit étre de méme forme que 
celle de la courbe rapportée á ses axes principaux. Nous pour-
rions done établir immédiatement, pour l'équation de la 
courbe rapportée á l'un de ees systémes, M 7 2 Í : ]S .T2=: i : P> 
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equátion qu'on pounait ensuite, a i'aide d'une transforma
ron analogue á celle des aos 235 el 239, ramener á celle-ci: 

Mais on confoit que, pour chaqué systéme dont bn donne la 
direction, les constantes A' et B' qui, comme il est aisé de 
le voir, repre'sentent les deini-diamétres , doivent avoif avec 
les demi-axes certaines relations. Or, ce sont ees relations 
qu'il s'agit maintenant de determiner. 

Pour y par venir d'une maniere genérale , nous nous propo-
serons la question suivante : L'équation d'une ellipse ou d'une 
hyperbole rapportée á ses axes principaux} étant donnée} on 
demande de rapporter la courbe á un nouveau systéme tel, 
que la nowelle équation conserve la mérne forme. C'est une 
simple application de la transformation des coordonnées. 

Occupons-nous d'abordde l'ellipse, qui a pour equation 

Ay2 4- B'x2 = A2B2, 

Substituons dans cette e'quation, á la place de cc^j-, les valeurs 

x = a?cosc4 -f-J'cos*'> 
j z=z x sin a -f- sin 

qui (n0 219) servent á passer d'un systéme rectangulaire á 
un systéme oblique de méme origine. 

II vient, par cette substitution, 
(Assin2ct'4.B2cosV)j-3-}-2(i3sincesinflí'-f-B9cosacos«')¿rjr-f 
(A^in^ -f B2cos2« ) ÍC2=A2B2 . 

Mais par hypothése, l'équation ne doit renfermer que les 
carrés des variables et la quanlité toute connue ; il faut done 
que le coefficient de x j soit e'gal á o; ce qui donne 

Aasin«sin«' - f B2cos<*cos« = o; . . . . (i) 

l'équation se réduit á 

(A2sinV4- B2cosV)jra+ (A2sin8ít +• B'cos'*») x* = AaBa.,. (2) 
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Si Ton divise réqualion (i) par eos « cosa, elle devient 

A nanga tang «' - f B2 = o ; d'ou tang «tang « = _. 

Comme on n'a qu'une seule équation pour de'terminer les 
angles u, il s'ensuit que le nombre des sjstémes de diamé-
tres conjagués estinfini. Cette relation est d'ailleurs identique 
avec celle du n0 261; et les conse'quences qui en ont e'té dé-
duites se reproduisent également ici. 

Soit fait successivement dans Tequation (2), 

r 

a? =: o. 

AaBa 

il en re'sulte... 
A1 sin3«»-f- Ba cos3 *' 

» _ A3Ba 
^ ~~ A3sm2 a'+B* cosa«' * . 

Ces expressions représentent les carre's des distances OM, Om 
Fíg. 168. ( f ig- I68 ) , ou des demi-diamétres conjugués. Done, en dé-

signant par 2 A', 2B', les longueurs totales MM', mirí, on a les 
relations 

A'1 = h l — r , ) ( A s s i n 9 « - f . B W « - ^ - , A^in^-f-B^os2^' ( , ) A * 

B/a = — - - T — ^ \ A^mV+B^cosV^:-^- . 
Aasm9« +BacosV J K ' B a 

Substituant ces valeurs dans l'équation (2), on obtient enfin 

A ' y - f B'axa = A'aB'3, 

pour l'équation de l'ellipse rapporte'e á un systéme quelconque 
de diamétres conjugue's. 

Comme pour a; == ± A', cette équation donnej-3=o, et 
que, réciproquement, pour jr = ± B ' , on a ce'1 = o, on 
doit conclure que les droites menees par les points M, M', w, rrít 
parallélementaux deux diamétres, sont tangentes á la courbe, 
proprie'té qui a deja éte' reconnue (n0 292). 



DIAMÉTRES CONJÜGUÉS» 869 

POÜR I/HYPERBOLE, on obtiendi-ait les équations 

- ; • B3 i 
A^in^sin*' — B3coso!cos«t'=o, d'oú tang «tatigas = — , 

et (AssinV —Bicos'-!«/)jra+ (A2sin2ít—B2cosV) £Ca =—A2B2, 

dontla premiére exprime (jue les nouveaux axes forment un 
systéine de diamétres conjugues j et la derniére représente la 
courbe rapportée á ce systéme. 

Soit fait successivement dans cette équation. 

r ~ o, — A2B2 
A2 sins;« — B2 eos2 «t' 

— A£B2 
A2sinS!«'—B2cos2a'/" Ív on irouve < 

I 
Mais il faut observar que de ees deux carrés, l'un est positify 

Fautre est négatif; car on a vu (11o 265) que, pour tout sys
téine de diamétres conjugues , l'un est Iransverse et l'autre non 
transverse ; d'oú il suit que , si la valeur de x correspondant 
ájr = o, est réelle, celle de jr correspondant á J? = O doit 
étre imaginaire; ou re'ciproquement {vqyez d'ailíeurs le 
n0 suivant). 

Supposons, ce qui est toujours perrnis, qu'onaitpris pour 
axe des x le diarnétre transuerse; dans ce cas, Texpressipn de o;2 
est positiva, mais celle de j*2 est négative. Désigoant done la 
premiére par A's, et la seconde par ~ B , a , on obtient les 
relations 

^ : = - . , ; - - TÍ: í lA2sin2« — B'cosV: 
Â sm-'cs — B2COS/ÍÍ \ , j A 2 

B - = 0U A - s i n V - B - c o s ' » -
A'sin2«—Bacos2ít" J l B/2 

Reportantces valeurs dans l'équation de la courbe, ou ob-
lleut, toute réduction faite,. . . A'3jra — B'2¿ra=—A'2B'2. 

Si, au contraire, on égalait la premiére á — B'% et la seconde 
^ A'% on írouverait B'̂ r2 — A'2.r2 — A'2B'a pour l'équation de 

34 
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i'hyperbole rapportée au diametre non transverse, comme axe 
des x (vqyez n0 240). 

SOI. On peut démontrer directement que les deux expres-
sions de et y* sont de signes coníraires. 

En eífet, multiplions-les entre elles; il vient pour leur 
produit, 

(A* sin2 a — B2 eos3 «e),(A2 sin V — B2 eos V ) ' 

Or, si Fon développe le dénominateur, on trouve 

AVmV&inV-f. B4cosaíícosV— A2B2 (sina«'coss«! -f- sinocos2»'); 

mais la relation Aa sin « sin «'—B2 COSAÍCOS a ' = o, donne 

A4sin4«sin2a' -4- B4COS2«SCOSV = a A ^ s i n aún» cosa eos*'-

done le de'nominateur devient 

xi2B* (a sin «sin »' cos«cosít' —- sin1«' eos2* — sin2 a eos" a'); 

expression qui se change encoré dans la suivaníe 

— A'B2 (sin»'eos «—sinocos st')3, ou —A'B3 sin2 («'•—<*). 

- . - . • A ^ 
Ainsi , le produit ci-dessus se re'duit á —-—yr—-,——, . 

7 r —-A'-'B2 sm" («—«) 
£ i A2Ba ou bien entin, a —• . • • . 

s i n " ( « —a) 

Ce resultat étant essentielleinent «e^aZz/^ prouye que les 
deux valeurs de x'2 etj-* sont de signes contraires. 

Désignant done , comme on l'a fait dan? le n0 précédent, la 
valeur de par A'2, celie de j-2 par — B'2, on parvient á cette 

A2B2 • 
relation remarquable, — A'2B'2 = ; j 

sin2 (« — ») 
d'oú A'.B'.sin(«' — « ) r = A . B . 

Les mémes calculs effectués gur les expressions 

A2B2 . A5B2 
A'sinV-f-B^osV' A2hin2«;-f-Ba eos'«" 
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velalives á Tellipse, donneraient pour résullat, 

y2g/3 sina — íí) — A^B4; d'oú A'. B'. sin (« — «) = A. B . 

302. Voyons ce que signifie un semblable resuitat en Géo-
inetrie. 

Soient MM', mrrí (fig. 168), deux diametres conjugues par Fig.168 
les extrémités desquels on a mené des tangentes qui, comme 
on Ta deja vu, déterminent un parallélogramme TT'í í, le-
quel, d'aiileurs , est évidemment quadruple du parallélo
gramme OMTm. 

Si du point m, on abaisse mi perpendiculaire sur OM, on 
aura évidemment OMTm = OM X = A.' X rñi; mais le 
íriangíe rectanglc O/m donne mi = Om.sin mOi , ou bien, 

mi == B'- sin mOM = B' sin ( « ' — « ) ; 

done OMTm = A'.B'.sin («' — ct). 

D'oú Ton peut conclure que le parallélogramme coastrait 
sur les demi-diarnétres conjugués OM , Om , est égal au rec
tanglc construit sur les demi-axes. 

Ce resuitat est tout-á fait indépendant du systéme de dia
metres conjugués que Ton considere. 

Comme la relation A'.B'.sin («' — u) = A .B , peut se trans-
former en celle-ci: ?A'.2B'.sin («'—a)~?.A.2B, on peut encoré 
diré que tous les parallélogrammes circonscrits á l'ellipse, et 
dont les cbtés sont respectipemeni paralléles á deux diametres 
conjugués , ont une surface constante pour tous les systémes 
de diametres conjugués , et égale au rectangle construit sur 
íes axes. 

305, N. B. — Cette surface constante jouit de la propriété 
d'étre un mínimum panni celles des diíFérens parallélo-
grammes que l'on peut, en general, circonscrire á une eliipse 
donnée. 

En eífet, considérons , par exemple, un parallélogramme 
^VV'Ü', dont deux cotes soient les tangentes menees par íes 

24 - • 
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extrémites du diamétre mrn\ el les deux autres cotes soient 
les tangentes menees par les extrémites d'un diamétre nn' non 
conjugue' de mrrí. Prolongeons d'ailleurs mí jusqu'á sa ren-
contreen / avec la base U'V. On a pour la surface de ce pa-
rallélogramme, U ' V X mi. 

Mais le triangle rectangle rnlrrí donne ml=mm'.sin mm'¿f 

ou mi == 2B' X sm?nOM = 2B'.sin (a — «), 

D'un autre cote, il est évident que U ' V , qui est paralléle 
á MM', est plus grand que MM' ou 2A', puisque les cotes 
ULJ', Y V , sonl exlérieurs á l'ellipse. 

Done U ' V X mi est plus grand que 2A' X ^B'.sin (íí' — et). 
Ce qu'il fallait démontrer. 

304. La propriété du n0 502 est e'gaiement applicable á i'liy-
perbole. Soient MM', NN', deux diamétres conjugues quel-

Fig. 169. conques; si Fon suppose que MM' { f í g - 169) représente le 
diamétre 2A', et qu'on prenne sur la direction de NN', 
O K — O T O ' — B , le parallélogramme OMTm a pour exprés-
s i e n . . . . . . . OM X Om. sin mOM = A'. B' . sin («' ~ «); et le 
parailélogramme que forment les íangeiiles TT' , tt\ avec les 
droites Tí, T'í', menees par les poinís m, m', paralléletnent a 
MM', est égal á 2A' X aB'.sin {a ! — a). 

Or, on a vu (n0 301) que ees expressions son t respectivement 
égaies á A X B et 2A X 2B; done, etc. 

Les parallélogrammes tels que TT', tt\ dont les cotes sont 
paralléles et égaux a deux diamétres conjugues, sont dits des 
parallélogrammes inscrits á l'hyperbole. 

óOü. On peut remarquer, par rapport au rectangle EE'ee' 
construit sur les axes, que comme les asymptotes OL, OH, ont 
été déterminées (^258) en prenant sur la perpendiculaire 
élevée au point B, deux parlies B E , B E ' , égaies á la moitié du 
second axe, les sommets E , E ' , e', e, de ce parailélogramme 
rectangle , sont sitúes sur les asymptotes. 

Or, je dis que cette propriété est cominune á lous les paral-
iélogrammes inscrits dont nous venons de parler. 
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Pour le démontrer, nous rechercherons d'abord quelles sont 
les équations des asymptotes rapportées á un systéme de dia-
niétres conjuguesOM,ON, pour lesquelsl'équation de la courbe 

est A V ~ B ' 3 x a = -A/2B'a (0 

Comme ees droites sont les seules qui, menees par le centre, 
rencontrent la courbe á l'infini, il suffit de combiner l'équation 
y , - ax (2) avec l'équation (1), puis d'expriiner que 
les valeurs communes de x et dejr sont infinies. 

Or, il resulte de cette combinaison , 

A V — B ' V = — A'2B'2, d'oú a ~ - ± A / ^ , 

valeur qui devient injinie lorsqu'on suppose B'2 — A'aaa = o, 

B' d'oú a = db —r. 
A 

Portant cette valeur dans l'équation (2), on obtient enfin 

. B' 
r = ± 1 - J J x. 

B 

Done les asymptotes qui ont pour équations, j r = ^ ][ x,> 

et jr ~ — -T- lorsqu'elles sont rapportées au systéme des 
A. 

axes principaux , sont représentées par 
B' B' 

J ~ + - j r J ~ ~ J T 

quand on les rapporte á un systéme de diamétres conjugues. 
Ainsi, soient OM, ON {fig. 174)» deux diamétres conjugues Fig. 174̂  

B' 
auxquels on suppose la courbe rapportée; Tequationj-^db-^o: 

A. 
représente les deux asymptotes rapportées au méme systéme j 
les x se comptant sur OM et les jr parallélement a ON. 
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Fig Cela posé, soit fait dans cette equaíion , x=A'; il en resulte 
y = z h B ' ; ce qui prouve que si, au point M, on méne une 
parailéle á NN', ou, ce qui revient au méme (n0 292), une 
tangente á la courbe, l e s p a r t i e s MT^ MT'j d e ce t te t a n g e n t e , 

c o m p r i s e s e n t r e l e p o i n t d e c o n t a c t M et l e s d e u x a s j - m p t o t e s , 

s o n t é g a l e s e n t r e e l l e s , e t , d e p l u s } é g a l e s c h a c u n e á l a m o i t i é 

dio d í a r n é t r e c o n j u g u é d e MM'. 

Méme re'sultat pour la tangente menee au point M'. 
• Done si Ton joiní les points T, t, et T', í', la figure ainsi 

forinée ne sera autre chose que le parallélogiamme dont les 
cóte's sont égaux et paralléles á 2A', 26'. 

B' 
506 La méme équalion j - ~ ± —7 x prouve encoré que, 

pour une abscisse quelconque OP, les ordormées PR, PR', sont 
égales et de signes coníraires ; d'ailleurs, il resulte de Fequatioo 

B' de la combe, j r = ± z - J J \ / x*—A'2, que Íes ordonne'es PS, 

PS', correspondaní á la méme abscisse OP, sont aussi égales 
et dé signes contraires ; done PR—PS ou RS=PR'—PS' ou R'S'. 

D'ou Fon peul concluí'e que l e s d e u x p a r t i e s d ' u n e s e c a n t e 

c o m p r i s e s e n t r e l a c o u r b e et l e s a s j - r n p t o t e s , s o n t é g a l e s entre 

e l l e s i 

Cette derniére propriété est vraie que lie que soit la direc-
tion de la secante sur le plan de la courbe ; car on peut toujouis 
imaginer par le centre, un diamétre parailéle á une secante 
donnée de position , puis déterminer le diamétre conjugué de 
celui-ci; supposer enfin la courbe et ses asymptotes rapportécs 
á ce systéme de diamétres conjugués. Déslors, la démonstra-
tion precedente sera immédiatement applicable. 

Nous reviendrons plus loin sur ees propriétés forí cuiieuses 
des asymptotes. Notre but principal était ici de faire voir que 
l e s s o m m e t s d e s p a r a l l é l o g r a m m . e s ( font l e s c d t é s sont p a r a l -

l e l e s et é g a u x á u n s j - s t e m e d e d i a m é t r e s c o n j u g u é s , o n t l e u r s 

s o m m e t s p l a c é s s u r l e s a s j m p t o t e s . 

307. Reprenous les valeurs de A'J, B'', obtenues (no500) 
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pour l'ellipse, et remplafons, dans ees expressions, sins«, 
COS*CÍ sin2 st', eos2»', par leurs valeurs en fonction de tarig*; 
savoir: 

i . , tangaí¿ 
eos2* = — , sin2 a -

i -f- tang2 a i + tanga ct 

sin4 a ~ —r— ~ r ; 

AgB2(i+tangV) A2B2(i4"tang^') on obtient A 3 = . • ~ , B 9 = — —r--™— , AHang^-í-Bf ' Aatang2«'-f-B2 ' 

e'quations qui, re'unies á Fequation de condition 

Ba 
tang«.tang«í = — 

renferraent les six quantités A, B, A', B', tang«, tang«'; done 
si Ton elimine entre ees équations les quantités tang eí, tanga', 
on doit néeessairement parvenir á une certaine relation entre 
les quantités A, B, A', B'. 

Or, des deux premieres équations on déduit 

B3(A2—A'a) , , Ba(A3--B'a) 
^ ^ A - C A ^ - B r t!xn̂  ^ Aa(B>2 — B2)' 

• , B4 (A3— A'2) (Aa — B'a) d ou tang2 * . tang2 - = ^ . ^ • 

D'un auíre cóté, la troisiéme équation donne 

B4 
tang2«. tang3« = -p ; 

i , . (Aa — A'a) (A2 — B'3) 
on a done la relaüon ^ ^ ^ ^ . ^ ^ = *, 

ou chassant le dénominateur et développant les calculs. 

Ai — A'A'3 — A2B'1 + A^B'3= A/2B'a—B2B'2~- A'3B2-j- B^; 

réduisant et transposant 

A4 — B-í ~ A'2 (A1 — B2) Yí* (A2 — B2); 
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d'oú enfin, en divisant par AJ — B2, on tire 

A'a4-B'2 = A2 + B4, ou 4A'a + 4B'2 = 4Aa-f-4B^ 

ce qui prouve que, dans l'ellipse, la somme des carrés de 
deux diamétres conjugués quelconques est égale d. la somme 
des carrés des axes. 

En opérant de la méme maniere par rapport á rhyperbole^ 
on trouverait 

A'2 — B'2 = A2 — B% ou 4A/2 — 4 B2 = 4Aa — 4 B2; 

c'est-á-dire la différence des carrés des diamétres conjugués 
est égale á la différence des carnés des axes. 

5Q8. Au reste, cette derniére propriété et celle du parallelogramme cir-
conscrit ou inscri t , peuvent se déduire trés simplement d'un calcul assez 
important en lu i -méme, et qui a pour objet, étant donnée Véquation d'une 
ellipse ou d'une hyperbole rapportée a un certain systéme de diamétres conju
gués, de retrouver Véquation de la méme courbe rapportée au systéme de ses 
axes principaux. 

Pour résoudre cette question par rapport á l'ellipse, nous férons usage 
des formules du n0 2 2 1 , 

x sin ( f — et) —y eos — A) x sin « + ^ eos a 
X ~~ ' smC ' r ~ sinC ' 

qui servent á passer d'un systéme oblique á un systéme rectangulaire de 
méme origine. 

Substituant ees valeurs dans l 'équation de la courbe, 

A'*y' + B'».r' = A ^ B ' ^ , 

et chassant le dénominateur, on bbtient la transformée 

[A'3 COS»ít-f- B̂ COS2 (C— ít;] .r» ] 
- j - [ i A.'* sin a. cosa. — 2B/asin(f—tt)cos(C-—a.)] xy .* = A' 'B'J sin1 C. 

+ [A '^s in ' í * + B'>s¡n» ( f f—a)] x* ) 

Comme le nouveau systéme d'axes doit jouir de la propriété caractéristique 
des diamétres conjugués (n0 2^8 ) , i l faut que le terme en xy disparaisse? 
ce qui exige que Ton ait 

A'2 sin acosa. — B'a sin ( f — eos (£" — «) i = o ; . ; . ( i j 
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et alors l'équatiou se réduit á 

+ [ A ' " s in ' a + B J sin2 a)] a:2 J 

I I resulte d'ailleurs de la nature de la transformation, que le systéme de 
diamétres conjugués actuel est un systéme rectangulaire; done co systéme est 
celui des axes principaux, puisqu'on a reconnu (n0 262) que c'est le seul 
systéme de diamétres conjugués perpendiculaires entre étix. 

Ains i , Ton doit regarder I 'équation (3 ) comme celle de l'ellipse rapportée 
á son centre et a ses axes. Cependant, pour qu'on puisse la comparer á 
j^iy» 4. B'a-2 = AaBa, i l est nécessaire que le second membre soit le pro-
duit des coefficiens de y" et xa. Mais, pour la ramener á cet é ta t , on sait 
( n 0 2 3 3 ) qu' i l suffit de multiplier les deux membres par un facteur K 

P 
égal á j y j ^ i M , N , désignant les coeíficiens de y", * > et P la quantité 
toute connue qui est dans le second membre. 

Calculons done cette valeurde K relative á I'équation (2); on a 

A/aB/2 sin» g 
" [A'2 eos» a-f- B'> eos» (C— *)] [A'» sin2 tt-h B'3 sin» (C— «}]* 

Effectuant les calculs indiques au dénominateur, et observant que l'équa -
tion de condition ( i ) , étant élevée au car ré , donne 

A'-* sin» « e o s » * -f- B'^sin» ( f —•«) eos» (t — «) 
= aA^B'2 sin«cos{tsin(C — *) eos (£ — a.), 

on reconnaít que ce dénominateur prend la forme 

A/aB'» [sin2 ¡*cos» ( £ — • * ) + sin2 ( f — ít)cos,«, 
•+• '2 sin ít eos ( C — ct) sin (C — íe)cos«], 

ou A'^B'» [sina eos ( C — o.) + sin ( f — «,) eos et]1;' 

ou bien enfin, A'aB'2 sin» («.-+• C —- a) = A^B'1 sin ' b . 

Done la valeur de K devient K = ^ T - ^ T — = T ; 
A ^ B ^ s i n » ^ 

ce qui prouve que I'équation (2) n'a besoin d'aucune préparation pour élre 
comparée á I'équation 

Asr> •+ B2x» = A»B». \ 

On a done immédiatement les relations suiyantes 

A'2 eos» * -f- B'» eos» {C — a.)' = A>, 
A'» sin' « + B'» sin» ( f — «) = B», 

A,2B'» Ún-C — A»B2. 
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Les deux premieres relations, ajoutées entre eües , donneat 

A'2 - f B ' = A» -f, B». 

Quant ala troisiéme, elle donne sur-le-champ 

A'B ' sin C — AB. 

Or, f étant l'angle que les deux diamétres conjugues font entre eux, on a 

f = * ' — A; 

d"oú Pon déduit A ' B ' sin ( a ' — st) = AB. 

En reprenant absolument les memes calculs á l'égard de Fhyperbole, oa 
trouverait les relations 

A'3 — B'» = A ' — B1 , A 'B ' sin (*' — <*) = AB. 

iV. B . — S i , dans la question precedente, on veut déterminer l'angle « 
que forme le nouvel axe des x avec l'ancien, i l suffit de résüudre Féquation 
de condition (i) par rapport á a. 

En la multipliant par a , on peut la transformer ainsi : 

A'» sin 3* — B'3 sin (2C — ase) = o 

[á cause de 2 s i n a t c o s « = sin ast, 'Jisin(é'—ÍÍ)COS{£—*) = sin2(f—«)], 

ou bien, développant sin ( i S — 2 * ) , et divisant parcosaat, 

A'3 tanga* — B'» sin 2C + B'a eos tanga* = o; 

B ^ s i n a f 
done tanga* 5= 

A'3 -f B'3 eos a f 

L'angle a* étant construit, on le diviserait en deux parties égales, et Pon 
obtiendrait la direction de l 'un des axes principaux; I'autre serait d'ailleurs 
déterminé, puisqu'il doit étre perpendiculaire au premier. 

309. Dan$ rellipse, il existe un certain systéme de diamétres 
conjugues qui tnérite une attontion particuliére; e'est celui des 

Fig.}6/¡, deux diamétres lí' , L L ' (Jíg. 164), paralléles aux cordes sup-
plémentaires AC, PÍC. {Fqyez n0 281. ) 

Puisque le triangle ACB est isoscéie, les angles CAB, ABC, 
sontégaux ; done aussi les angles IOB, LOA, sont égaux. 

Or, á cause de la syme'trie de la courbe par rapport aux 
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axes AB, CD, il est évident que deux diamétres qui font des Fig.164. 
angtés égaux avec AB, de part et d'autre du centre, doivent 
avoir des longueurs égales ; ainsi Ton a, pour ce systéme par-
ticulier, H' ou 2 A ' = LT/ OH 26', et Vequation de la couibe, 
rapportée á ce systéme, devient 

JT2 +• ^ = A/2; 

c'est-á-dire que l'équation est de la forme de celle du cercle 
rapportée á son centre et á des axes rectangp*Saires. 

D'oú Ton peut conclure qu'une équation telle que 
y* -J- x a = A:2, qui exprime une circonférence de cercle 
lorsque les axes sont rectangulaires, représenle, dans l'hy-
pothése d'axes obliques, u n e e l l i p s e r a p p o r t é e á u n s y s t é m e 

d e d i a m é t r e s c o n j u g u é s é g a u x . • 

Ce systéme est d'aiüeurs i m i q u e dans toute ellipse; car 
pour que deux diamétres soient de méme longueur, il faut 
que leur inclinaison sur le grand axe soit la méme des deux 
cotes du centre; et pour qu'ils soient c o n j u g u é s , ils doivent 
étre paralléles á un certain systéme de cordes supplémentaires 
(nJ 280). Or, il n'y a que les deux cordes AC, BC, qui jouis-
sent de la propínete de faire des angles égaux avec AB ; pour 
tout autre systéme AM, BM, on aévidemment 

AM > BM ; d'oü angle MBA > MAB. 

Le calcul conduit aux mémes resultáis; en efíét, on a 
trouvé (n0 300) 

A ¿~——r-_ et B's 
k'A siua a -f B2cosa a A2sin2«' - f - eos2 « 

Egalons entre elles ees valeurs, etvoyons ce qui en resulte 
on déduit d'aboid de cette égalité , 

A2 sin2« -f B2 eos2« r=A5 sin' a ! B2 eos2« , 
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ou, remplacant cosJ « , cosa <«', par leurs valeurs i — sin2 
i — sin2 

(A2 — B2) s i a ' u - f B2 = (A8 — B£) sin8«' -f B2; 

ou, réduisant, (A2 — B2)(sin"ct' — sin2 a) = o. . . (i) 

Cela posé, tant que la courbe est une ellipse proprement 
dite , A2 —B2 est diíFérent de o, et cette condition se re'duit 4 

sin2 ct — sin2 a = o ; d'oü sin a = r t sin « ; 

B2 
de cette nouvelle relationetde l'équation tang«tang a'— 1 

A2 
qui fait voir que les deux tangentes doivent étre de signes 
contvaires, on tire 

eos *' = eos a ; 

done , divisant ees égalités membre á membre, 

tang«' := — tangit; 

ce qui prouve deja que deux diamétres conjugues ne peuvent 
étre e'gaux qu'autant qu'ils forment avec l'axe des x des angles 
s u p p l é m e n t a i r e s l ' u n d e l ' a u t r e . 

Ba 

Cette valeur de tang a , reporte'e dans tang «. tang «'=— —, 

donne d'ailleurs 
B2 1 B 

tang2 a = —; d'ou tang a = - . 

(Le signe supérieur correspondant á «, le signe inférieur 
correspond á «',) 

D'oü Ton voit que les diamétres conjugues égaux forment 
avec Taxe des x , des angles dont les tangentes sont respecti-

B B 
vement exprimées par-f-— et — -. Ainsi ees diamétres sont 

A A 
paralléles aux cordes AC et BC. 
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Si Tellipse devient uu cercle, auquel cas on a A2 — Ba = o, 
l'équation (i) est satisfaite quels que soient a et u : c'est-á-
dire que tous les diamétres conjugues sont égaux dans le 
cercle ; ce qui est évident. 

510. Dans l'hyperbole quelconque , il ne peut exister de 
systéme de diamétres conjugues é g a u x • car, d'aprésla relation 
A'2,— B'2 = Aa — B2, si l'on suppose A' — B', il en re
sulte ne'cessairement A = B; et, rcciproquement, A = B 
donne A' = B ' . D'oú il suit que l'liyperbole é q u i l a t é r e est 
Ja seule qui puisse avoir d e s d i a m é t r e s < o n j u g u é s é g a u x ; et 
tous les systémes de diamétres conjugues de cette hyperbole 
sont des systémes de diamétres égaux. 

Ainsi, l'équalionjr2 — 2̂ — %̂ dans le cas oú la courbe 
est rapportée á des axes obiiques , représente encoré une hy-
f e t b o l e é ¡ u i l a t é r e . 

3 1 1 . Rapprochons les diverses relations que nous avons obtenues entre 
les grandeurs et les directions des axes et des diamétres conjugués; ees re
lations sont au nombre de quatre principales, savoir: 

Ba 

A'» 4 - B'2 = A» - f B», A'B' sin f — A B , tanga' tang* = — — , 

£ — a' — u, pour Pellipse j 
A'3 — B'» = A» — B», A 'B ' sin f = A B , tanga' tanga = ^ - , 

• Aa 
£ — ct' — ct, pour l'hyperbole. 

Ces équations renfermant sept quantités A , B , A' , B', u, a,', f , on peut 
se proposer cett?!. question genérale : Etant données trois de ees sept quan
tités, déterminer les quatre autres. 

Mais nous nous bornerons á resondre les deux suivantes : 

PREMIERE. — Connaissant les deux axes d'une ellipse et l'angle Q que deux 
diamétres conjugues font entre eux, déterminer ces diamétres en grandeur et 
en direction. 

On a d'abord, pour déterminer A ' , B', les deux relations 

A'> + B'9 = A ' + B», ) í (A' + B')* = A2 -f- B- + — B , 

, A ' B ' = ^ ( ) (A ' _ B')2 = A» + Ba - ^ ; 
Bin C ] [ K i sin f 
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et par conséquent , 

2 A B 
sin C A ' ^ - \ / A ' + B ' + + ^ V A ' + B ' -3 V sin t a » 

/ - ÍAB i 4 / ~ ~ ~ 7 aAB 
2 V sm t 5 v sm c 

Quant á la valeur de * , Féquation Aa tangí t tang * ' 4- Ba = o, devient, 
par la substitution de C -f- <* á la place de a! , 

A» tangatang (C -f- *) + B2 = o , 

ou , développant tang (C-f- A) et chassant le dénominateur , puis ordoñnant, 
A5 tang» (Aa — Ba) tang C.tang «4- B1 = o ; done 

tang£t ^ _ ( A ' - B ^ t a n g ^ _r_ ^ _ B5)J tang, ^ 

Ponr que cette valeur soit rée l le , i l faut que tang3 C soit supérieure ou 

) ' 4.A5B^ 
au moins égale á — t r — ; c'est-á-dire, que Parigle C, s'il est aigu, soit 

au moins égal á celuí dont la tangente est ' et s,il est oI)tus5 (Iu'il 

â ]g 
soit au plus égal á celui qui a pour tangente, ^a_ga-

• / 0/o- ^ B ' > * _ 2AB Supposons tang» C r= — 5-^-5 d'ou t a n g t r 
(Aa — B1)3' — — A» —BJ ' 

portons cette valeur dans l'expression de tang «; elle se réduit á 

Aa — B» 2AB B t a n g ^ - - ^ — x ± s r - g - = q = I . . 

ce qui donne, á cause de la relation tanp * tañí; ¡t' — , 
%",* % . , A» / 

B B 
tang a. — T , tang*' = —. 

A- A 
Ce résultat s'accorde avec ce qui a été dit n0 281; car on a reconnu dans 

Fig.iG^. ce numero que les deux diamétres paralléleá aux cordes A C , BC(Jig. 16Í)' 
forment entre eux le plus grahd et le plus petit angle possibles, suivant 

s que Pon considere l'angle I O L , ou son supplément IOL ' . 
La réalité des valeurs de A ' et de B' correspond aux mémes círconstan-

2AB 
ees; car en posant AA -f- JtJ» :—- = o, on trouve 

' sin t ' 
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s i n C = l í r q r B Í ^ d,OÚ C O s C - V (A . + B . j ' Á . + B 

et par consequent, t angf == ± : A j _ B 3 -

V 1 -

La détermination de A ' et de B ' au moyen des équations. 
AB 

4 » — B'a = A2 — B*. A 'B ' = "^gi relatives á l'hyperbole, ne serait 

pas aussi facile; on parviendrait par Féliinination de B ' , á une équation 
du quatriéme degré en A' , résoluble a la maniere de celles du second degré. 

512. SECONDE QUESTION. — Étant donnés dettx diamétres conjugues d'une 
ellipse, et l'angle qu'ils font entre eux, déterminer les axes en grandeur el en 
direction. 

Or, les équations A1 Ba = A'3 + B'», aAB = 2A 'B'.sinC, donnent 

, , ' í (A + B)» = A'> + B'1 4- aA 'B ' s in f , 
Sur-le-chamP , ^ (A _ B). _ ^ + Wt _ ^ ^ ^ 

d'oú 

- ^ A ' » - f B'a -f- aA'B'sinC + - l / A ' " 4- B'» — aA'B' sin f, 
A = 2 2 

B — i t / A ' » -+• B/a + 2A'B'sin f — - t / A 2 + B » — aA^ ' l hT? . 

Ces valeurs sont toujours réelles , car de (A' — B')3 ^> o, l'on déduit 

A ' > - f - B ^ > 2 A ' B ' , et afortiori, A'» + B'3 > a A ' B ' s i n í . 

Quant á Tangle a., on pourrait le déterminer d'aprés l'óquation 
B» 

l ang« tang (C + «) = — — 5 et i l faudrait substituer ensuite pour A3, 
B», leurs valeurs, ce qui entrainerait dans des résultats tres compliqués. 
Mais cet angle a déjá été calculé plus simplement (n0 508); on a trouvé 

B'a sin i G 
tang 2a = -77 — ^ - . 

0 A'3 -f- B'» eos iQ 

515. Considérons actuellement les équations de l'ellipse et de 
i'hyperbole, rapportées á un systéme de diamétres conjugues 5, 

savoir : A'2jr2-f-B'2.^ =r A'2B'2, A'2jra—6'"^ =—A,2B'% 

et voyons les conse'quences qu'on peut en tirer. 
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Comme ees équations sont absolument les mémes, aux ac-
cens prés pour A, B, que calles de ees courbes rapporlées i 
leurs axes, on conpeit que plusieurs des propriétés établies au 
commencement de ce chapitre doivent se reproduire ici, par 
rapport aux diamétres conjugues. Observons en cutre que, 
pour passer de Tellipse á l'hyperbole, il suffit eucore de changer 
B's en — g'a dans l'équation de la premiére courbe, 

í'ig 'yS. Cela posé, soient OB, OC (Jig. ryS) , deux demi-diamétres 
conjugues donne's en grandeur et en direction, dans l'ellipse 
que nous supposons rapporte'e á ees diamétres comme axes. 

On tire de réquation A ' ^ - f B,2.r2= A'2B/2, 

A'3—x3 A'*' 

ou bien, comme 

P M = j ,OP = ;r, 0 B = A', d'oú AP = A'-}-^, PB=A' —o-, 

PM2 _B,!i 
AP x P B ~ A / V 

Done le c a r r é d : a n e o r d o n n é e p a r a l l é l e d, l ' u n d e s d i a m é t r e s 

c o n j i L g u é s j e s t a u r e c t a n g l e d e s d i s t a n c e s d e s e x t r é m i t é s d e 

l ' a u t r e d i a m é t r e a u p i e d d e l ' o r d o n n é e 3 d a n s u n r a p p o r t c o n s -

t a n t . Cette proprie'té est analogue á celle dun0 

3i4. La liaison qui existe entre l'ordonnée et i'abscisse d'un 
point quelconque de la courbe e'tant la méme, soií qu'on sup-
poseles deux diamétres conjugues faisant entre eux un angle 
droit, soit qu'on suppose qu'ils font un angle quelconque , on 
peut en conclure le moyen suivant de c o n s t r u i r é l ' e l l i p s e , con -

n a i s s a n t u n s j - s t é m e d e d i a m é t r e s c o n j a g u é s e n g r a n d e u r e l 

e n d i r e c t i o n . 

Soient OB , OC, les demi-diamétres donués. p o i n t O 
é l e v e z OC p e r p e n d i c u l a i r e á OB et é g a l á OC y p u i s s u r l e s 

d e u x l i g n e s OBj OCj c o n s i d é r é e s c o m m e l e s d e m i - a x e s d ' u n e 

e l l i p s e , d é c r i v e z l a c o u r h e AC'BD'A , d ' a p r é s l ' u n d e s m o j e n s 



JUPPaftTEE AUX DIAMÉTRES CONJÜGUÉS. 385 

c o m u s , é l e v e z a u x p o i n t s P, P',.-- d e s o r d o n n é e s PN, P'Wj.. á. 

cet te c o u r b e ; m e n e z e n s u i t e l e s l i g u e s PMj P'M',... p a r a l l é l e s 

a O C j et r e s p e e t í v e m e n t é g a i e s á PN^P'N'...: les points M^I' , . . 
apjíartiendront á la courbe cherchée, qui sera alors représente'e 
par ACBDA. 

En eífet, i l est évident que pour les raémes abscisses, les 
ordonne'es des deux courbes sont égaies. 

Les resultáis pre'ce'dens sont, en tout point, applicables á 
l'hyperbole ( v q y e z le n0 386 pour cette méme question). 

518. Le probléme des tangentes e'tant re'solu parla me'thode 
du n0 285, pour une ellipse rapportée á un systéme de dia-
métres conjugues , conduirait, dans le cas oü Ton donnerait 
le point de contact (¿r", jr") { f i g ' 176) , á Te'quation Fig.176. 

dans laquelle a ~ — ~ ] ^ y r "'exp̂ 0161"21!* plus une tan
gente trigonométrique, mais bien (n0 459) l e r a p p o r í d e s 

s i n u s d e s a n g l e s q u e f o r m e l a t a n g e n t e MR ' a v e c l e s d e u x 

d i a m é t r e s c o n j u g u e s OB , OC. 

Cette e'quation, á l'aide de la relation 

A'y"2 B'2̂ "3 = A,2B'2, 

se réduit d'ailleurs á la forme A ' ^ r " -f- K ' ^ x x " =s A'2B'2. 

Faisons dans cette e'quation, j = z o ; i l en resulte xr=:—J. • 

c'est la valeur de l'abscisse OR du point oü la tangente ren-
contre l'axe des a?; et si de cette distanee, on retranclie x " ou 
^P, on obtiendra pour la valeur de la soutangente PR, 

Ou 

PR = f - , , .. a . .a 

parvient au méme résultat en posaut j r = 0 dans l'é-
25 



386 LA TANGENTE 

quatiou non simplifiée de la tangente , et cherchant la valeut 
correspondan te d e x — x " . 

II vient en effet ? pour j r = o , oc — x " = z r — j - , 

ou, á cause de la reía don 

X ' y " * ~ B'2 (A/2--íc"a), 

Ce re'sultat est analogue á celui qui a éte' obtenu (n0 288) 
pour la soutangente de Fellipse rapportée á ses axes princi-
paux. 

Quant á l'e'quation de la nórmale et á l'expression de la sou-
normale, elles seraient plus complique'es que celles du n0 286, 
puisqu'il faudrait faire entrar en conside'ration la condition de 
perpendicularite' de deux droites, dans l'hypoíhése d'axes 
obliques. 

516, Nous pouvons actuellement généraliser la proposition 
du n0 289. 

Soit L l / (Jig. 176) une droite menee á volonte' dans le plan 
d'une ellipse, et proposons-nous de mener par les diffe'rens 
points H', H " , . . . de cette droite, des tangentes á la courbe. 

Pour cela, supposons la courbe rapporte'e á un systéme de 
diamétres conjugues O X , OY, dont Fun soit paralléle á la 
droite donne'e, ce qui est toujours possible. De'signons par 
x r , j - f , les coordonne'es du point I T , et par x " , y ' , celles du 
point de contact de l'une des tangentes menees par ce point. 

L'e'quation de cette tangente sera de la forme 

jT — j / = : a ( x —~ x ' ) ; a ayant pour valeur — r77-« • 

A y 

Or, pour de'terminer x " , j a y on a les deux e'quations 

A V j " + B'V*" =A'2B'3... (1), A'y94. B'V3 = A'3B'fl... (2) 

Mais au lieu d'effectuer rélimination de x " , ¿ y " , entre ce» 
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équaüons, on peut construiré les iieux géométriques qu'elles 
représentent. { V o j e z n0289.) 

La seconde n'est autre chose que Fellipse déjá tracée. 
Quant á l'équation (i) qui représente une ligne droite, 

faisons 
Aa 

x" = - -
y = O> ) - i . \ x " 

successivement „ _ > 5 11 en resulte 
X O y J 0 Jí 

= y 
Ces deux resultáis étant construits et portes respectiveraent 

de 0 en P, et de O en G , détermineront une ligne PG, dont 
les intersections M', rn \ avec la courbe, seront les points de 
contact des deux tangentes que l'on peut mener du point H'. 

A' 
Cela pose', comme la valeur x" — , correspondant á 

j^"=o, est inde'pendante de Fordonnéejr' du point H', on peut 
conclure que si, par ün second point H" de la droite L L ' , on 
méne deux tangentes W M . ' \ et H'W, la ligne de jonction M . " m " 
passera ne'cessairement par le méme point P de ía droite OX. 

En ge'ne'ral, s i d e s d i f f é r e n s p o i n t s d ' u n e d r o i t e L L ' t r a c é e 

á v o l o n t é s u r l e p l a n d ' u n e e l l i p s e ( o u d ' u n e I r y p e r b o l e ) , o n 

m é n e d e s t a n g e n t e s á c e t t e c o u r b e , e t q u ' o n j o i g n e s u c c e s s i 

v e m e n t l e s p o i n t s d e c o n t a c t r e l a t i f s h c h a q u é c o u p l e d e t a n 

gente s 3 t o u t e s l e s l i g n e s d e j o n c t i o n j o u i s s e n t d e l a p r o p r i é t é 

d e c o n c o u r i r e n u n m é m e p o i n t , q u i s e t r o u p e p l a c é s u r l e d i a ~ 

m é t r e c o n j u g u é d u d i a m e t r e p a r a l l é l e á l a d r o i t e d o n n é e . 

Lorsque la droite est extérieure á la courbe, le point de 
concours est i n t é r i e u r ; et re'ciproquemení. Cela re'sulte évi-

demmentde l'espression x" — — , qui, pour ^ > A', donne 

00" < A', et pour < A ' , . . . ír"> A'. 

La reciproque de cette proposition est également vraie; mais 
nous renvoyons, pour la démonstration, á celle que nous en 
avons donnée par rapport au cercle (n0 2iS) , 
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517. R e m a r q u e . — S i le point de la droite L17. par lequd 
011 mene les deux tangentes , est situé' en R, c'est-á-dire sur le 
diauiétre GX, comme ona pour ce point, j^=o , l'équation (i) 

A'2 
devient W x ' x " = A/2B'a; d'oü x" = . 

Substiluaní cette valeur dans réquation (2) , on en déduit 
ne'cessairemení pour j " , deux valeurs égales et de signes con-
traires. 

Ce qui démoiítre que l a l i g u e q u i j ' o i n t l e s p o i n t s d e c o n t a d 

d e s d e u x t a n g e n t e s m e n é e s p a r u n p o i n t q u e l c o n q u e 3 est d i -

p i s é e e n d e u x p a r t i e s é g a l e s p a r l e d i a m e t r e q u i p a s s e p a r ce 

p o i n t j e t q u ' e l l e e s t p a r a l l é l e a u c o n j u g u é d e c e d i a m e t r e . 

518. L'ellipse e'tant toujours rapporte'e á deux díame fres 
Fig.176. conjugues AB, CD { f i g * 176), soient menées les deux cordes 

supplémentaires AK, BK. On a , pour les e'quations de ees 
droites rapportées aux axes OX, OY , 

j ~ m ( x — A') , j ~ j r í { x A') 

(m, m', de'signant ici d e s r a p p o r t s d e s i ñ u s ) . 

Appelons a/, y , les coordonne'es du point K ; les equations 
precedentes deviennent pour ce point, 

y m m { x ' — A'), y = m ' ( x ' + A') ; 

d'ou l'on déduit m.m' = —-^L. 
x'* — A'2' 

D'un autrecóté, la relation A'y'* - j - B ' ^ x ' ' = A^B'2 donne 

A ' y ^ — B ' 2 ( a : ' 3 ~ A , a ) ; d'oü — ~ 

Done m . m ' = 1 

ii 
A'» ~" x'* — A'2 

A'2 : 

111 eme relation que pour les cordes menées des extrémites 
du grand axe. 
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On trouvetait pour l'hyperbole, m. i r í = ~ . 

Z l S , P r e m i e r e c o n s é q u e m e . — Menons une tangente quel-
conque MR, et le diamétre OM qui passe par le point de 
contact, 

On a trouvé (n0 515) pour le coefficient de x clans l'équa-

tion de la tangente, a = — A7^"* 
D'ailleurs, l'e'quation du diamétre étant j^s^a'^, puisqu'il 

passe par le poimt £ c \ j r \ il en re'sulte jr" = « V , d'oú Ton 

W ^ - ' i - ' ^ ^ j i ^ - ' " •• , r" 
de'duit « = —JT ; 

x 

: ^ B'2 
il vient done, «•« — — , 

— ' /:: " , B'a relation qui, coniparée avec la precedente m.m = — , 

donne a . a ! •= . m . m . 

Done si Fon suppose A K paralléle á OM, auquel cas on a 
m ' = a \ il en re'sulte a == m , c'est-á~dire que MR est paral
léle á BK. 

Ainsi, pour m e n e r u n e t a n g e n t e en un point donné M 
d'une ellipse dont on ne connaít de posiüon qu'un diamétre 
AB , il suf f i t d e j o i n d r e l e c e n t r e a u p o i n t f ñ j , d e t i r e r l a c a r d e 

AK p a r a l l é l e á OM., p u i s d e m e n e r MR p a r a l l é l e m e n t á l a 

s e c o n d e c o r d e s u p p l é m e n t a i r e BK. 

Ce moyen a l'avantage de ne supposer connus de position , 
ni les axes, ni les foyers de la courbe. 

S e c o n d e c o n s é q u e n c e . — Soit ON le diamétre conjugue' du 
diamétre OM qui passe par le point de contact de la tan
gente MR. Puisque, ainsi qu'on vient de le voir, la corde AK 
étant paralléie á OM, la seconde corde BK est paralléle á 
la tangente , et qu'on sait d'ailleurs (n0 292) que cette tan-. 
gen(e est paralléle au diamétre ON, il s'ensuií nécessairement 
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que le diamétre ON est aussi paralléle á la corde supple-
in en taire BK. 

De la on peut conclure que d e u x d i a m é t r e s r e s p e c t i p e m e n t 

p a r a l l é l e s á d e u x c a r d e s s a p p l é m e n t a i r e s q u í p a r i e n t d e s 

e x t r é m i t é s d ' u n d i a m é t r e q u e l c o n q u e , f o r m e n t u n s j y s t é m e 

d e d i a m é t r e s c o n j u g u e s . 

C'est la proposition du n0 280 ge'néralise'e. 
Cette propriéte' et la precedente ont lieu pour l'liyperbole. 

320. D'aprés cela, pour fixer sur l'ellipse ou sur l'hyperbole, 
la position á 'un s j ' s t é m e d e d i a m é t r e s c o n j u g u é s f a i s a n t entre 

e u x u n a n g l e d o n n é j il faut, s u r u n d i a m é t r e q u e l c o n q u e AB^ 
d é c r i r e u n s e g m e n t d e c e r c l e c a p a b l e d e l ' a n g l e d o n n é $ ce seg-? 
ment, qui d'abord passera parles poinls A et B , coupera la 
courbe en un autre point K , tel que si l'on tire les cordes AK, 
B K , et que par le centre on mene ensuite OM, ON, qui leur 
soient paralléles, on obtíendra les deux diamétres demandes. 

iV. B. — On observera toutefois que , pour l'ellipse , cette 
construction n'est pas toujours possible, parce que les angles 
formes par des cordes qui s'appuient sur un diamétre, ont des 
limites déterminées. 

En effet, on a vu (n0 281) que les angles des diamétres con
jugués d'une ellipse ont pour m á x i m u m , l 'angle obtus corres-
pondant aux deux cordes supplementaires qui joignent les 
extrémités du grand axe á l'une des extrémités du petit axe, 
et pour m i n i m u m j le supplément de cet angle; or, en ver tu 
du numero precedent, touí angle inscrit et appuyé sur un 
diamétre est toujours égal á celui d'un certain systéme de 
diamétres conjugués; done ees angles ont le méme m á x i m u m 

et le méme r n i n i m u m que ci-dessus. 
Ainsi, avant d'essayer la construction précédente, il íau-

drait s'assurer si l'angle donné se trouve dans les limites qui 
viennent d'étre assignées. 

521. Nous terminerons eette tlie'orie par la question sui-
vanle : 

U n e e l l i p s e o u u n e h y p e r b o l e é l a n t t r a c é e s u r u n p l a n , d é ~ 
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t e r m i n e r s o n c e n t r e et s e s a x e s p r ¿ n c i p a u x } e n g r a n d e u r e t e n 

d i r e c t i o n . 

Soitune couibe I H L ' H ' { j i g . 177) que l'on sait étre une Fig.'77> 
elüpse, mais dont on ne connait aucun éle'ment. 

D'abord , pour trouver le centre, tire-z, d e u x c a r d e s q u e l c o n -

q u e s mm'j nn'j p a m l l é l e s e n t r e e l l e s , et j o i g n e z l e s m i l i e u x d e 

ees d e u x c o r d e s p a r u n e d r o i t e HH', qui, d'aprés ce qul a e'té 
dit (n0 2S8) , sera un á m i n h l T e . P r e n a n t e n s u i t e l e m i l i e a d e 

ce d i a m é t r e , vous aurez le centre demandé. 
Actuellement, pour obtenir Ies axes, on pourrait, a p r e s 

a v o i r t r a c é u n d i a m é t r e q u e l c o n q u e L L ' , d é c r í r e (n0 320 ) 

u n e d e m i - c i r c o n f é r e n c e 3 e t j o í n d r e l e s p o i n t s L j , L'j, a u 

p o i n t K o ü c e l t e d e m í - c i r c p r i f é r e n c e r e n c o n t r e l a c o u r b e ; p u í s 

e n j i n j m e n e r p a r l e p o i n t O l e s d e u x d i a m é t r e s AB, CD^ p a r a l -

l e l e s á L K , L ' K . 

Mais il est plus simple de d é c r i r e d u p o i n t 0 c o m m e c e n t r e ^ 

a p e e l e r a y ó n OI / j u n a r e d e a é r e l e q u i c o u p e V e l l i p s e a u 

p o i n t K j p í a s d e d i v i s e r c e t a r e e n d e u x p a r t i e s é g a l e s a u 

p o i n t I ; et la ligue de jonction 01 représente la direction de 
Tun des axes. 

Car, d'aprés la construction, les demi-diainétres OL', OK, 
sont égaux; ce qui exige qu'ils fassent des angles égaux, soit 
avec le premier axe, soit avec le second. 

§ ÍII. De l'Hjperbole mpportée a ses asymptotes. 

322. II resulte de tout ce qui a été dit jusqu'á pre'sent sur 
l'ellipse et l'hyperbole, que toutes les propriétés de la premiére 
courbe exislent également dans la seconde, á certaines modi-
fications prés pour quelques-unes. Mais la reciproque n'est 
pas vraie; nous voulons diré que Fhyperbole jouit de plusieurs 
propriétés qui ne peuvent appartenir á l'ellipse : ce sont les 
propriétés relatives aux asymptotes. Pour en compléter l'en-
&emble , nous allons nous proposer de r e c h e r c h e r l ' e ' q u a t i o n 
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de l'hjperbole rapportée á ses asymptotes, comrae axes coor-
donnés. 

L'équation de l'hyperbole rapportée á ses axes étant 

Ay* — B2cc* = — AaBa, (i) 

substituons á la place de x et á e y les vaieurs 

X — x eos ct -f* eos a f , 

jr x sin a j " sin u , 

yñ opi-es á faire passer la courbe d'un systéme rectangulaire á 
un systéme oblique {voyez n0 219); il vient 

( A1 sin" e¿ — B* cosa tt ) j 2 \ 
-\- (3A3 sin ct sin ct' — 2B1 eos <*. cos« ) x j \ — A^5. . . . (2) 

-f ( Aa sin3 a. — B3 eos3 a) x* 5 

Cela pose', prenons pour nouvel axe des x, Fasymplote OK 
.778. {Jig- 178)81^6 au-dessous du premier axe, et pour nouvel 

axe desj', l'asymptote O L ; les angles «, ont alors une va-
leur déterminée (n0 258) par les équations 

B B 
tang* — — t a n g *' = A , 

d'oú l'on de'duit 
A B eos a = —••- sin u = 

V/Aa 4- B2 ^/A2 -f B2 
A . , B 

eos « = ... . > sin « = —• . —, onítB —_ —•_ =1— , 
V/A2 4- B3 / A 2 - f Ba 

etpar conse'quent, 

A2 sin3 «' — Ba eos' = A^B' - - A3Ba _ o 
Aa -f Ba 

A'B2 — AaB3 A9 sin2 u — B3 eos3 a. _ 
A3 + B3 

i • • / ™, i 4A£B' 
aA2 sm « sin et — an1 eos « eos» — v ' ,— A3 -}- " 
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D'oü l'on voit que les termes en jr3 eí e a x 2 dísparaissent 
par TeíFet de cette transíbrmation ; el si l'on met dans l'e'qua-
tion (2) la valeur du coefficient de #7-, on obtient , toute re-
duction faite, 

Aa 4- Ba 
x r ~ Z ^ 

Cette equation , qui ne renfermc que le rectangle des varia
bles etune quantite' toute connue , est la forme caractéristique 
de Tequation de toute hyperbole rapportée á ses asymptotes 
conside're'es comme axes coordonnés. 

En effet, supposons qu'oa veuille , reciproquement, de'ter-
niiner», dans l'équation (-a), de maniere que les termes en 
¿r2 et en j-a disparaíssent. II faut alors e'tablir les relations 

A2 sin2 t í — Ba eos2 «' = o, A2 sinaOÍ — Ba eos2 « o. 

Or , la premiére donne 

B 

A2 tang2 » — B2 = o , d'oü tang a ~ ± 1 - ; 

la seconde donne aussi tang « = ± : ? ; 
ce qui prouve que , si l'on prend pour a l'angle dont la tan 

B 
A 
B 

gente est -f- -r, il faut prendre pour « celui qui a pour tan-

gente — —.. Done les nouvcaux axes par rapport auxquels Vé-

quation est ramenée á la forme x y =r A-2, sont les asymp
totes de la courbe. 

II est d'ailleurs visible , d'aprés cette equation , de laqueüe 
A2 h"1 

on déduit j - ~ ~ y ou x = —, que plus x augmente^ plus 
y diminue ; et si l'on suppose que x soit plus grand qu'au-
cune grandeur donne'e, devient moindre qu'aucune gran-
deur donne'e ; et re'ciproquement. Ainsi les nouveaux axes 
jouissentdela proprie'té caractéristique des asymptotes (n0 264), 
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523. Faisons , pour plus de simplicité, - — ~ — ^ L ^ . 

réquation (3) devient ay = /fa. 

Fig.178. Appelaut C l'angle LOK des deux asymptotes (7%. 178), 
et muUipliant les deux membres de cette e'quation par sin f, 

l'on obtient ocy sin € = k*. sin C. 

Cela pose', soient M un point quclconque de la courbe, MP, 
MQ, les coordonnées de ce point, paralléles aux asymptotes; on 
forme ainsi un parallélogramme OPMQ, dont la surface a 

pour mesure , OP X MH z=. ccy sin Q. 

Orcette expression est e'gale á k* sin € , quantité constante 
et inde'pendante de la position du point M. 

Done tous les parallélogrammes constmits su?' des coordon-* 
nées paralléles aux asymptoies sont équivalens entre eux. 

N. B. — II est aise' de reconnaltre que cette surface cons
tante est e'gale á la moitie' du rectangle OBEG construit sur 
les demi—axes. 

En efíet, Fangle £ des deux asymptotes élant double de 
l'angle LOX , on a 

sin S — sin 2»' = 2 sin A' eos a'; 

mais on a trouve' (n0 S22) 

eos a 
V/A2 -f- B2' ' l /A2 - f B2 * 

, „ 2AB As -f- . ^ AB 
done sinfc= —•—— et 7 . smG == •—. 

A* - f B3 4 2 

Observonsencoré que, si Fon jointles points A, B, aux points 
C , D , extrémite's du second axe , la figure ainsi forme'e est 
un losange dont les cotes sont paralléles aux asymptotes, et 
qui est quadruple du losange OIBJ/ construit sur les coor-« 
données du point B. 
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Or, le premier se compose évidemment de quatre triangles, 

BOC, COA, AOD, DOB, moitiés respectivement des quatre 
rectangles OBEC, OAeC, OAe'D, OBF/D; ce qui prouve, d'une 
autre maniere, que legrand losange estla moitie' du rectangle 
construit sur les axes , ou que le petit losange est moitie' du 
rectangle construit sur les demi-axes. 

La figure ADBC, qui a pour expression (Aa -f* B2) sinC, 
ou 2AB, s'appelle la puissance de l'hyperbole. Dans le cas 
de l'hyperbole équilatére j cette puissance se re'duit á 2A2, et 
le losange devient un carré qui a pour cote A^/a. 

384. Proposons-nous actuellement de mener une tangente 
en un point donne' M {Jig- i79) de l'hyperbole, en employant Fíg-^O-
la méthode du n0 198. 

Soient {ce"^j") les coordonnées du point M, i j ' ) celles 
d'un second point de la courbe. 

L'équation de l'hyperbole e'tant xy === A:2,.. . . (1) 

la secante sera represente'e par le systéme des trois e'quations 

^ =irEi? ^~^) . - . (2) 
¿ y =zk% (3) 
x Y =:k* (4) 

. , . / y", • ' 
Pour obtenir la valeur du coefficient ^.retranchons 

x — x 
lesdeux relations (3) et (4) Tune de Fautre ; il vient 
x'j-' — x"y' = o; équation qui, par rintroduction des deux 
termes — x 'y ' j -^yx ' , qui se de'truisent, se change en 

^(y-yo+y(^~-^")=o; d'oü 4—4 = - ^ . 
X X X 

Douc la secante est encoré repre'sentée par les équaüons 
suivautes 

- { x — x" ) , . . . et x"y =zk* 
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Mais si i'on veut que cette droite deviemie tangente , il faut 

supposer x' — x" eij-' = j ' " ; ce qui donne 

j - y == - ^ - x"), ¿ y ' = ^ , 

equations dont la premiére est celle de la tangente demandée 
lorsqu'on suppose que la seconde est satisfaite. 

523. Remarque. — Pour passer déla se'cante á la tangente, 
il a suffi évidemment d'introduire la condition x — x", puis-
que jr' n'entre pas dans les deux equations de la secante. 
Et en effet, il resulte de réquation de la courbe , xj—k*, 
qui ne donne qu'une seule valeur dej- correspondant á une 
valeur de x , et re'ciproquement, que la condition 
x' x" entraine ne'cessairement j ' =jr"- H n'en est pas de 
jnénie lorsque la courbe est rapportée á ses axes ou á un 
systéme de diamétres conjugues, parce qu'á la méme valeur 
de x i l correspond toujours deux valeurs de j ; ainsi Toa 
doit , dans ce cas , introduire les deux conditions á la fois. 

Si Fon appliquait la métliode géne'rale du ti0 196, c'est-á'-
dire que Ton combinát entre elies les deux equations X j == 
eXy —y' = a (r — x'), pour fornier, soit une e'quation en x 
seulernent, soit une e'quation en j , en trouverait, pour 
la condition qui exprime que les deux valeurs de o?, ou celles 
de j - , sont e'gales , la relation unique (j-'—ax'y -f- ¿iak*= o, 
sans aucune solution e'trangére (n0 I Q ' Í ) ; et cela s'explique en 
observant que les deux valeurs de x ne peuvent étre égales 
sans que celles de jr ne le soient en méme temps; et re'ci
proquement. 

326. Voyons les conse'quences qu'on peut tirer de l'e'quation 
r" 

de la tangente, jr — j r ' = — (x — x"). 
Soit fait dans cette e'quation , r = o ; il en resulte 

5" 
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Or cette vaieur de x—x" est égaleá la distance OR {fig, 179) Pig-1?^ 
dimimíe'6 de i'abscisse OP, c?esl-á-dire á la soutangente PR ; 
d'ou Ton voit que PR = OP. Done, á cause des tnangles sem-
blables OTR , PMR , on a nécessairement MR = MT; ainsi, 
la portion d'une tangente comprise entre les asjmptotes 3 est 
divisée en deux parties ¿gales au point de contact ¡ proprie'te 
deja de'montre'e n0 305. 

Actuellement, les deux triangles OMP, PMR donnent. 

(Trigon., n092), 
OM = o;"2 -f jr"2 -J- a ^ y . eos MPR, -

MR == x"* -fjr"a — o.x"j". eos MPR 

d'ou Fon déduit OM — MR = 4<r". eos MPR = ^x"j". cosC; 
* Aa 4-B3 

mais l'e'quation ÍC jr'7= k2=: — ~ - donne ^x"j-" = A.2 - j - ; 

d'ailleurs, 011 a C — d'ou eos? =;cos2« — sin5« ; ou raet-
íaut pour cosa<*, sin5» , leurs valeurs trouve'es n0 522 , 

,« A2 — Bs 
COSb — A2 -f. B2 

Done l'expression de OM — MR devieut 

"ÓM —MR2=: A2 — B2. 

Or , on a obtenu (n0507) la relation A/2 — B'1'=rA2 — B2 ; 

done enfin, OM — MR = A'2 — B'2. 

Ainsi, en supposant que OM soit le demi-diamétre A', on 
peut conclure que MR représente le demi-diamétre B'; c'est-
á-dire que laportion de tangente TR,, représente en grandeur 
le diamétre conjugué 2B' de celui quipasse parle point de con
tact ; c'est la seconde proprie'te du n0 SOS. 

De lá re'sulte aussi immédiateraent cette proprie'té, que les 
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parallélogrammes inscríts á l'hjperbole ont leurs sommets 
places sur les asyrnptoles. 

Gonsiderons encoré une secante quelconque á l'hyperbole, SS' 
tig. 179. (Jig. 1 ijg), et désignons par {x'^j-') les coordonnées du point N, 

par {x'^j") celles du point N'. 
On a trouve' (n0 524) pour le systéme des e'quations propres á 

r" 

représenler cette se'cante,.. -.7°-—jr"——~i -Í^")» • • • x''j"z=:kl. 

Or, si l'on fait dans la premiére, j - = o, Ton obtient 

á:—x''=z'¿j¡rz=:x,\ c'est-á-dire, OS'—OQ' ou Q'S'=OQ; 

et par conse'quent, Q'S' = QTí. 
D'ou Ton voit que les deux triangles NQ"S, N'Q'S', sont égaux, 
puisqu'ils sont équiangles et qu'ils ont un cote égal. De lá re
sulte nécessairement NS^N'S'; ce qui de'raontre que les deux 
parties d'une sécante comprises entre la courbe et les asymp-
totes ¿ sont égales entre elles (n0 506). 

Nous avons cru devoir revenir sur des propriéte's deja éta-
blies, pour faire voir le partí qu'on peut tirer de la com-
binaison de l'e'quation xy = A2, avec celle de la ligne droite; 
mais on doit reconnaitre que les de'monstrations qui en ont 
e'te' donne'es pre'cédemment sont préférables á celles-ci. 

527. La derniére propriéte' fournit un moyen aussi simple 
qu'expéditif de construiré une hyperbole ? des que Fon connaít 
les asymptotes et un seul point de la courbe. 

fig. 180. Soient L L ' , K K ' {fig. 180), les deux asymptotes, et M le 
point donné de position sur leur plan. 

Menez de ce point, des droites sous toutes les directions pos-
sihles, et á partir des points S j s'., s",.,. oú ees droites ren~ 
contrent 1'asymptoteK.K'j preñez des parties snij s'm% s"m", . .-
égales aux distances SM ^ S'M^ S'^I,, . . . du point M á, ceux 
oú les mémes droites rencontrent l'autre asj-mptote ; les points 
m , ¡72', m", ainsi détermine's, appartiennent á ía courbe. 
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Üemarquez que, par cette constmction, Ton obtient á la 
fois des poinls cíe chacune des deux branches; car la proposi-x 
tion des se'cantes a éte' démontrée méme pour une se'cante 
telle que Mm" ou Mm'". 

On peut, dans cette méme circonstance, déterrniner les axes 
en grandeur et en direction. 

D'abord, si Ton divise en deux parties e'gales l'angle ^ des 
deux asyraptotes , ainsi que son sUppIe'ment, on aura les di-
rections des deux axes. 

En outre, le point M étant connu de position , ses coordon-
nées, x \ y , paralléles aux asymptotes, sont aussi connues. 

On a done la relation ¿rj-'ss A:2, ou A ^ B ^ / ^ j r ' ; . . . (i) 

1 B 
mais on a aussi ( n0 238).. . . tang - S = ± : — : 

2 A 

d'oü Ba = AMang* ^ í . . . (21) 

Conibinant entre elles les e'quations (1) et (a), on trouve 

Aa(i - f l a n g ^ i ^ ^ ^ y ; 

d'oú Aa == _JfJ\ 1 e ~ 4^'.eos1 - C; 
1 - i - tang21 b ^ ^ 2 ' 

et par conséquent A = 2 eos ^ C \ / > 

B = A t a n g ^ = 2 tang-e .cos-e l / ^ r ' = : a s i n - C \/77~. 



40O CARACTERES DES POIXTS D E LA COURBE. 

§ IV. DE LA PARABOLE. 

Propriétés de cette courbe rapportée a ses axes 
principauoc. 

S28. Commeiifons, ainsi que pour Tellipse et l'hyperbole, 
par indiquer les caracteres analytiques ou géometriques qui 
distinguent les points pris sur la courbe, de ceux qui sont 
place's au dehors ou en dedans. 

I O . Soit j % ±s 2/),r Véquation de la parábola MAm. 
Fig.iSi. Considérons les trois points N, M, { f i g . 181), situe's sur 

une méme perpendiculaire á l'axe des x, et dont le premier se 
trouve liors de la courbe, le second sur la courbe , et le troi-
siéme en dedans. 

On a évidemment WP > MP et N'P<;MP; done, puisque 

pour le point M, M P = : 2 / ) , A P , ou j-2 — 2 p x = o, 

il s'ensuit que, pour le point extérieur N, on a jr" — i p x ^> o, 

et pour le point inte'rieur W , j-2 — s p x <C o. 

N. B.— Si le point exte'rieur avait la position N", l'abscisse 
AP" de ce point serait négative, et Fon aurait á fortiori 

jK3 — 2p;r >̂ o. 

2 * . Suivant la déíinition de la parabole (n0 241), chacun de 
ses points M est á e'gale distance du foyer F et de la directrice 
L L ' ; mais si l'on considere deux points R et R', Fun au dehors 
et l'autre en dedans de la courbe, en menant par ees points, 
les droites Q'RM', Q"M"R', paralléles á A X , puis joignant le 
point F aux points R et M', R" et M", on a d'abord : 

Pour le point R, F R - f RM'>FM' ou M'Q'; done FR>RQr; 
c'est-á-dire que la distance d'un point extérieur au fojer est 
plus grande que sa distance á la directrice ; 

Pour le point R'; FR' < FM" + M"R', ou <Q"M "4- M"R'; 
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J'oü FR' <Q"R/; ains'i la distance d'un point intér ia ir aii 

foyer est moindre que sa distance á la dírectrice, 

529. De réquation j-3 — 2j9a;, on déduit — ==: 2 / ) ; ce qui 

fait voir que , dans la parabole , le carré d'uhé ordonnée est á 
l'abscisse correspondante> dans un rapport constant appelé le 
paramétre de la courbe; en d'autres termes, les carrés des or~ 
données sont entre eux corhme les abscisses correspondantesjOM 
les ordonnées croissent comme les racines carrees des abscisses. 

Ce dernier caractére établit une diíFérence sensible entre 
le cours de la parabole et celui de chacune des branches de 
l'hyperbole. En effet, puisque l'on a pdur celle~ci: 

i! en re'sulte que les valeurs de / croisseat presque proporlion-
nellement aux abscisses paur des valeurs de x ün peu conside
rables. L'hyperbole s'eléve done beaucoup plus rapideinení 
au-dessus de l'axe des r, qu'une hranebe parabolique. Enfin, 
lorsque x est tres grand, le cours de l'liyperbole est presque 

celui d'une ligue droite ayaat pour equatidn j ^ - ~ — x ; tandis 

que le cours de la parabole approche beaucoup de celui d'une 
ligue droite paralléle á l'axe des .r. 

L'e'quation j r ¿ = 2 p x donnant encoré óp ' . j ' . ' . j ¿r, on peut 
en conclure te moyen suivant de décrire la parabole par 
points : 

Preñez sur le premier axe principal, ct a la gauche de ¿'ori
gine A { fig. 182), une distance KCégal • á -zp; élepez sicr AX, Fiíj.185 
de différens points V , V , V " . . . , des perpendiculaires, püis dé-
crivez sur les ligues CP^ CP'^CP"...; comme diametres, des 
circonférences ; enfin , p a r les points Q ^ {Y, Q"..011 ees c i r -
conférences renconírent le second axe , m 'enez desparalleles au 
premier; les points iVI, M', M", . de'tennirte's par la rencontre 

26 
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de ees pavalléles avec les perpendiculaires, sont des points de 
la parabole deniaudée. 

En eífet, pour une abscisse quelconque AP, vous avez 

CA:AQ::AQ:AP, OU :MP::MP:AP ; d'oú MP2r= ajo.AP. 

Les points delabranche iuférieure se détenninent en pro-
longeant les perpendiculaires , de parties égales á elles-mémes, 

350. MESURE D'ÜN SEGMENT PARABOLIQÜE. — Afin de suivre le 
nséine ordre que pour les deux autres courbes, proposons-nous 
de déterminer Taire d'un segment compris entre un are de pa
rábolo M A m , et une corde Mm perpendiculaire au premier 
axe, ou simplement Paire du detni-segment APM. 

FÍÍ;.I83. Pour y parvenir, considérons sur l'arc AM {Jig. i83), une 
suite de points M, M', M " , . . . ; et de tous ees points, meneas 
des perpendiculaires et des paralléles a l'axe AX; ees droites 
de'terminent des rectangles RPP'M', R"P'P"M",.... que nous 
nonamerons rectangles intérieurs , et (i'autres rectangles 
R'QQ M', R ' ^ ' Q ' ^ " , . . . . qui seront appele's rectangles exté-
rieurs. 

Or, en désignant par x et^-, x eij"', x" e t j " , . . . les coor-
données des diíFérens points M, M', M " , . . . . on a pour la 
surface 5 du rectangle inte'rieur RPP'M', s = j - ' {x — x'), 
et pour celle , í , du rectangle exte'rieur 
correspondant, í = ¿c' ( j r — j ) ; 

d'oú Fon déduit t—-Z. ^ ^ x} 

Mais, puisque les points M, M',... se trouvent sur la courbe, 
on .a les relations j'2 = 2/).r, ) = 7.px , qui donnent 

3.p 2p 

il vient done, par la substitution, 
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Oxi obiieudrait pour les deux rectangles suivans , 

et ainsi des autres. 
Observons maintenant que Ies poiutsM, M , M " , . . . peu-

vent étre pris sur ía courbe, de talle maniere qu'on ail la 
f U 

suite de rapports e'gaux, 4 = = ^ = ^ = i -f- m, 
J J J 

m étant une fraction constante aussi petite que Fon veüt (il 
suffit, pour cela, de prendre sur AY, des parties 

AQ' = AQ >< ~ — , ÁQ" = AQ' X — ~ , puis de 

mener par les points QVQ". . . des paralléles á AX). 
s s' 

Au ni oyen de cette condition, les rapports deviennent 
• w 

j ~ 1 rn} = 2 -f- m ? p =: 2 -f m • • • • ; 

d'oa, en ver tu d'un principe connü, 

s 4 . s +s" . , S 
; ,7- — , OU — = 2 4- m 5 

ce qui démonlre deja que le rapport entre la somrne des rec
tangles intérieurs et celle des rectangles extérieurs est égal d. 
la quantité constante 2 4* m-

Cela pose', comme ii est évident que , si l'on prend pour ni 
une tres petite fraction, la somme des rectangles intérieurs 
differera fort peu du demi-segment AMP; que la somme des 
rectangles extérieurs diíFérera aussi fort peu de la figure mixti-
ligne AMQ, et que ees diíFérences seront d'autant plus pelif es, 
que la fraction représentee par m aura une moindre valeur, 
011 peut conclure qu'á la limite, c'est-á-dire lorsqu'on suppo-
sera mr=o, les deux sommes de rectangles se confondront 
avec les surfaces AMP, AMQ, et que Fon aura nécessairement 

26,. 
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2 d'oú AMP == 2 AMQ ; ainsi, APMQ = 3AM0 
A M Q ^ ' 

et par conséquent, 

AMQ = ^APMQ, ou AMP = ^APMQ = | x . j - . 

Done enfin , la surface du demi-segment paraboli ¡ue AMP 
est égale aux deux tiers du rectangle construit sur les coor-
données extremes. 

II resulte de lá qu'un segment parabolique est une surface 
carrahle ; ce qui n'a lieu ni pour le cercle ni pour l'ellipse, 
dont les aires de'pendent du i'apport de la circonfe'rence au 
diamétre. 

Probléme des Tangentes. 

531. Proposons—nous actuellement de menor une tangente á 
ia parabole par un point (¿c", j-") donné sur la courbe. 

Une droite menee par ce point et par un second point (x',j') 
de la courbe , est repre'sentée par le systéme des trois equa-
tions 

J - y1 ̂ - ^ í ' • • w 
y'* ~ - i p X ' . . . . . . . . . . . . . (2) 
y ' * - = i p x " (3) 

y' y» 
Pour obtenir la valeur — ^ r , , retranchons les équaíions 

(2) et (3) l'üne de l'autre; il vient 

(y cy -x ' ) == ^ k - ; d , o ú f e $ ^ 7 ^ 7 " 

Ainsi, la se'cante est encoré exprimée par les deux équations 
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Mais pour que cette droite devienne tangente, i l faut que 
Ton ait á la fois jr' =jr% = ; ce qui donne 

dont la premiére est l'équation de la tangente lorsqu'on sup-
pose que la seconde est satisfaite. 

552. Remarque.—Gomme l ' é q u a t i o n j ' ^ ' / ; = j ^ — ( x — x " ) 

est indépendante de x', i l s'ensuit que l'hypothése y — j " 
suffit pour établir le contact de la droite. Cela tient á ce 
que, l'e'quation de la courbe étant j - * —^px, á une va-
leur dejr il ne correspond. qu'une seule valeur pour x; ainsi, 
des qu'on suppose que deux ordonne'es de la courbe sont egales, 
il doit en étre de méme des abscisses correspondan tes. 

Mais la re'ciproque n'est pas vraie. Aussi, en appliquant la 
me'thode ge'nérale du n0 196, ce qui revient á combiner entre 
elles les deux équations 

jr2 = y — y = a (a? — x')t 

on trouve pour le résultat de l'élimination dej*, 

cfx* -\~ 2. [a { j — ax') — p ] & -\- { j ' — ax'Y = ó, 

et pour le re'sultat de l'élimination de x, 

aj'3- — "zpj — 2/) {ax' —j-') = o. 

Pour que les deux racines de réquation en x soient egales, 
il faut que Ton ait 

[a ( / — ax'-) - p Y - «a Cjr' - " ¿ Y ~ o, 

ou , développant la premiére partie , supprimant les deux 
quantite's a2 — acc')", — « 9 ( y — «a?)9, qui se détrui-
sent, et ordonnant par rapport á a, 

zpx'.a9 — 2 / y ' . «-j-p5, =. o. . . . (i) 
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Quant aux deux valeurs de j ^ , elles deviennent égales au 

moyen de la condition p2 2a/} { a x ' —jr') = f>, 
oii, ordonnant par rapport a a, 

2/)ÍC' . a3 — . a -f- /)" = o , . . . . (2) 

résaltat identique avec le résultat (1), 
Mais on voit que la seule hypothése que les deux valems 

dejr soient égales , conduit á la veritable condition de con-
tact, sans condition e'trangére ; tandis que celle qui exprime 
Fegalite' des deux valeurs de x , donne lieu á une premiére 
équation qui renferme les solulions a = 0 0 , a — 0 0 , puis-
qu'on a suppriraé des termes en a* et a?. 

Si Ton suppose le point ( x , y ' ) donne' sur la courbe, 
comrae on a alors jr2 — apa/ , i'équation (1) devient 

j-'2 aa —• -xpj'a -f p2 = o, ou {j 'a — p)a = o; d'oú a == £ . 

C'est en eíFet la valeur du coefficient de x — x" dans Tequa-
tion de la tangente (en reinpiacant toutefoisj'' parjr"). 

353. L'équation jr — j " = yr, {x — x") devient, par l'e'va-

nouissementdu de'nominateur, etd'aprés la relationjy"2=2p.T", 

j r j " =:p{x X"), 

e'quation qui ne difíere de jr2 == .̂px qu'en ce que y* et 2ÍC, OU 
y . J et x + x , sont remplace's par j ^ - " et x -\- x". 

Soit fait, dans l'équation simplifiée de la tangente, J — 0 
Fig.184, { fg- I 8 4 ) ; il en resulte 

o;-f-tf" = o> d'oü X = Í - — x " , ou AR =s=—• AP. 

Ainsi, pour inener une tangente á la parabole en un point 
donne M , il suífit de prendre une distance AR égale á Vabscisse 

de ce point; et de joindre le point M au point R. 
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Si i'on suppose r = o dans Tequation non simpliilée, et 
qu'on cherche la valeur de — ce", on trouve 

7.X" 

ce qui demontre qu'abstraction faite du signe , la soutangerde 
PR ést double de l'abscisse dupoint de contact. Le signe dont 
elle est affectée convient d'ailleurs á sa position actual lo , puis-
qu'elle se compte á la gauche du point P, 

354. L'equation de la tangente au point M étant 

j - y ^ ^ { x - x"), 

on a , pour celle de la nórmale au méme point, 

et si Ton fait, dans cette nouvelle équation, ^ ~ o , il vient 

x — x", ou V& — BZjr =z p. 

Done, dans la parábolo, la sounormale est constante} quelle 
que soit la position du point de contact, et égale á la moitié 
du paramétre. 

Comme, dans l'expression a=i—n rordonne'ejr'/peut 

passer par íous les e'tats de grandeur, i l s'ensuit que la tangente 
est susceptible elle-méme de prendre toutes les situations pos-
sibles par rapport au premier axe. 

Soit j - " = o, on trouve a = oo ; c'est-á-dire que la tan
gente menee par le point A est perpendiculaire a AX. Elle 
ne devient paralléle á cet axe qu'au point pour lequel on a 
y ~ co. 

Si Ton veut connaitre en quel point la tangente fait 
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avec laxe principal un angle de 5o0 , il n'y a qu'a poscr 

^ = i ; ce qui donne jr" ~ p , et par conséquent, 

ajo 2 

Or, eelle abscisse n'est autre chose que calle du foyer F. 
Ainsi, dans toute parabole, la tangentefait un cingle de So0 

á l'exlrémité de l'ordonnée qui passe par le foyer. 
Fig.i84- 356. Menons le rayón vecteur FM {fig- i84) , et calculons 

Tangle FMR, comme nous l'avons fait pour Tellipse. 
Bn désignant par a et a' les tangentes des angies MRX, 

MFX , on a évidemment 

tansj FMR ou tang V = ^ a 

i -f- aa 
Or, l'équation du rayón vecteur passant par le point F poiu 

lequel on a r = o et .x ~ ^ , est de la forme 

et comme il passe en outre par le point (x" il en resulte 

r f = a'(x" ~ £ ) ; d'oú a' = . 
\ 2 / ao;" — p 

On a d'ailleurs a = ; done l'expression de tang V devient 

ajr" p 

t a n g _ 2 ^ - ^ y - ^ + ^ Z ' 

ou bien, á cause dejr"* = ipx" ^ ou 2j-//2 =r 4px'> 
7.px" -f- />» /)(2a;" + />) J» 

tang V 
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D'oü i'on voit que l'angle FMR est égal á l'angle MRF. 
Ainsi, 'a tangente divise en deux parties égales l'angle FMH 

formé par le rayón vecteur FM et une parallele á l'axe des 
x , menee par le point M. 

C'est ce qu'on peut encoré reconnaítre de la maniere sui-
vante: 

On a trouvé ( n0 355) 

AR = AP ; d'oú FR = - 4- AP. 

D'un autrecóté , soit L L ' la directríce •, le rayón vecteur FM 

est égal á la perpendiculaire MG, ou ^ -{- AP; done le triangle 

FMR estisocéle , et donne angle FMR == angle MRF. 
537, Cette propriéte' fournit le moyen de mener une tan

gente par un point de la courbe , ou par un point pris hors 
de la courbe. 

10 Pour mener une tangente par le point M {Jig- i84), tirez Fig.184. 
la ligne MH parallele á AX / joignez le point F au point Gj oú 
cetteparallele rencontre la directríce ; puis abaissez MR per
pendiculaire sur F G ; vous aurez la tangente demande'e ; car , 
le triangle FMG e'tant isocele, la ligne MR divise la base E G 
et l'angle au sommet, chacun en deux parties égales 

On peut reconnaítre , á postériori } que la ligne qui divise 
l'angle FMG en deux parties égales, n'a que le point M de 
commun avec la courbe. 

En effet, soit N un tout autre point, et tirons les lignes FN 
et GN, puis abaissons la perpendiculaire NK. sur L L ' . 

On a, d'aprés la construction , NF = NG; mais Toblique 
NG est plus grande que la perpendiculaire NK ; done NF est 
plus grand que NK , et, "par conséquent (n0 328), le point N 
est situé hors de la courbe. 

11 est á remarquer que cette construction dépend unique-
ment de la définition de la parabole. 

2o Pour mener la tangente par un point N donné hors de 



4 l O DE LA TANGENTE ET D ü RAYON VECTEUR. 
la courbe, décnvez de ce point c omine centre ave c un rayón 
égal á la distance NF , une circonférence de cercle qui coupe 
la directrice au point G / menez Gf paralléle á. AX ; et le 
point d'intersection M est le point de contact. 

Caiv, par construction , vous avez 

NG = NF, et MG = MF ; 

done la ligne NM est perpendiculaire sur le railieu de la corda 
F G , et divise Fangle NMG en deux parties égales. 

La ni eme circonférence rencontre la directrice en un second 
point G' , tel que , si par ce point on méne une ligne paral
léle á AX, le point oú cette paralléle rencontre la courbe 
est le point de contact de la seconde tangente qu'on peut 
mener par le point N. 

358. Conséquem e de la propriété pre'ce'dente. 
On vient de voir que, si Fon joint le point F au point G, la 

ligne de jonction FG est perpendiculaire sur la tangente , et 
est divisée en deux parties e'gales par cette méme tangente. 
D'un autre cote , Faxe des j - e'tant mené par le point A mi-
lieu de EF ,. passe nécessairement aussi par le milieu de FG ; 
done le pied I de la perpendiculaire abaissée du point F sur 
la tangente , se trouve sur Faxe des r. 

Cela demontre que , si du foy er on abaisse des perpendi-
culaircs sur les tangentes á la parahole 3 le lieu géométrique 
des pieds de toutes ees perpendiculaíres n'est autre chose que 
le second axe principal. 

Cette propriété correspond á «elle du n0 297 , relative á 
Fellipse et á l'hyperbole. 

De la Parábale mpportée a ses diamétres ou a ses 
axes conjugues. 

559. Nous avons vu ( n0 260) que si, par un point q 
Fig.i85. conque A' i/ig> i85) de laparabole, on méne une tangt 

uel-
tanííente 
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V H , puis une paralléle A'K au premier axe, ees deux drorteé, 
appelees axes conjugues j sont telles, que toute corde MMr 
paralléle á A'H , est divise'e en deux parties e'gales par la ligne 
A'H, qui, pour cette raison , se nomine un diamétre. 

II resulte de la que l'e'quation de la parabole , rapportée 
á ce systéme , doit étre de la forme jr2 = kx ; k étant une 
constante qui dépeud touíefois de la position du point A' sul
la courbe. 

Pour déterminer par l'analyse la valeur de cette constante, 
nous exécuterons une íransformation ayant pour but de rap-
porter la parabole á un nouveau sj-steme d'axes , tel que l'é-
qualion conserve la mente forme que lorsque la courbe ést 
rapportée á ses axes principaux. 

L'e'quation de la parabole rapportée á ses axes étant 

J * = 2/).*, . . . ( i ) 

substituons pour x, y , leurs valeurs 

X = X CCS at -f- JT eos tt' rjt ''á\ 
j =3 x sin ct j sin «' + ¿, 

au moyen desquelles (na2l9) on passe d'un systéme rectan-
fjulaire á un systéme oblique d'origine difíerente ; il vient 

.sina^2+2Sin'*''sin*»^+sma^ 
-\-{ibú.x\tt—apcosíí)^ =o. . (2) 

-|-¿2—"¡.pa 5 

Or, par hypothése, eette équation doit se réduire á la forme 
j - i _ .̂̂ p. ¿Que ¡ji faut p0sev les diíférentes conditions 

sin t¿. sin t t o , sin2« = o, ¿sina— p eos o, ba — zpa — o; 

et l'équation (2) devient alors j * = -.^f •;.x . . . (3) 

Comme la seeonde des conditions établies entrame nécessai-
remént lapremiére, il s'ensuit que, pour déterminer íe,»', 
nous n'avons réellement que trois équations dislinctes. Ainsi, 
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le nombre des sj-stémes d'axes par rapport auxquels l'équa-
tion consérvela forme ci-dessus , est injini. 

La relation sin « =. o nous apprend d'ailleurs que le nou-
vel axe des .r , qui, d'apres la forme de l'equation (3), n'est 
autre chose qu'un diainétre , est paralléle á l'axe principal. 
Done, dansla parabole, ious les diametres sont des paralléles 
á l'axe principal; résultat de'já connu ( n0 260). 

En second lieu , l'e'quation ¿a— ipa = o, e'tant ce que de-
vientjr8 = 2/)^ , oujr2 — 2/)¿c = o, lorsqu'on y remplace x et 
j par les coordonnées a et ¿ de la nouvelle origine , on doit 
conclure que cette origine est placee sur la courbe. Eu donnant 
á a une vaieur arbilraire, on tirera de l'e'quation ¿2 — ipa — o, 
la vaieur correspondante de 6 ; et le point A'determine'par ees 
valeurs, représentera la nouvelle origine. 

Enfin , l'équation b sin <¿ — p eos a! ~ o , donne 

tang « — x-, 

expression semblable á celle a = ~li, qui a e'te' trouvée pour 

la tangente á la parabole ; ce qui prouve que le noupel axe 
des y est tangent á la courbe. 

Tous ees résultats s'accordent avec ce qui a éíe' dit (n0 2S8) 
sur les axes conjugues. 

De la relation tang et ,on déduit cos2«'= ———-=:. 

et par conséquent, sins«' — tañe2 ot eos2 <¿— —^— = — — ; 
^ & ¿>2+jo2 i a+p 

d'oú - r — - , = 4a -f- ap = 4 -f. ^ \ sm-1« r 1 \ 2 / 

Or, si l ' on suppose que AG soit l'abscisse de la nouvelle ori
gine A'rapporte'e aux anciens axes., et qu'on tire le rayón 
vecteur FA', on sait que ce rayón vecteur a pour expres
sion, a - f ^ . Done . 3 f , ~ 4A,F : c'est-á-diré que ^ 

2 sin*« n ; 
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arametre de la paralóle rapporlée á un sjstérne d'axes con-
jugués j ou bien j le coefficient de x dans t'équation (3) , 
est égal au quadruple de la distance du foyer á la nouvelle 
origine. \ 

Désignant par ce nouveau paramétre , on obtient enfia 

* — ipx 

pour réquation de la parabole rapportée á l'un de ses dia-
métres. 

Nous pourrions ici , comme pouf Tellipse et l'hyperbole, 
nous proposer, réciproquement, de passer de l'équation de la 
parabole rapportée á un systéme d'axes conjugues, á celle de 
la courbe rapportée á ses axes ; maie ce calcul ne conduirait 
á aucun résultat im portan t. 

540. L'e'quationjr* = « , ou — = i p ' , prouve que, pouv 

un systéme quelconque d'axes conjugues , les carrés des or-
données sont proportionnels aux absctsses correspondantes ; 
c'est la proprie'te du n0 329 ge'néralise'e , puisque les axes 
principaux forment un systéme particulier d'axes conjugues. 

Cette propriété e'tant vraie quelle que soit l'inclinaisori 
des axes , on peut, par un procede' semblable á celui qui 
a éte' employé ( n0 514) , construiré la parabole, connais-
sant l'angle de deux axes conjugues et le paramétre corres-
pondant. 

Soient A X , AY ( j % . 186) les deux axes conjugues don-Fig. ,86, 
ne's. Élevez au point A une perpendiculaire á AX j et cons-
truisez sur AX ., AY j, considérés comme axes principaux, une 
parabole ANN' a/yant %p pour paramétre ; menez ensuile de 
différens points P', . . des paralléles á AY' ei AY j et pre
ñez desparties PM J P'M',.-. égales ct PNj P ' F . . . ; les points 
M , M',. ..appartiendront á la courbe demandée. {Vojez le 
n0 586 pour cette méme question.) 

341. En résolvant le probléme des tangentes d'aprés la mé-
thodedun0551,ontrouve pour l'équation de la tangen te,lorsque 
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le point domie est sur la courbe ,jr—j?-"= p (,T — x") ; ou • 

stmplifiant d'aprés la felatión j " " ^ ¿p'x"¡'jy^sEzp' {x -f. x"). 
Soit fait dans la seco tule équation , r = o ; ou trouve 

Fig.iSS. x == — ; c'est-á-dire [ f i g . i 8 5 ) A B ' = — R. 
L'hypodiese j - = o , iníroduite dans ki ptemiere , donne... 

r"2 x ~ x" = — — — 2.r" : ce qui prouve que la soutan-ip 
gente PR est négative, el numériquement double de l'abscisse 
dii point de contad. 

Ces resultáis sont analogues a ceux du u0 555. 
Quaut á la sounorrnale , la propriété démontrée u0 554 uc 

peut avoiv lieu dans le cas d'axes conjugues obliques; car le 
coefficient de x dans réquation de la nonuale, dépend e^g|i-
ticlleaient de leur iuclinaison. 

542 Supposons actuellement qu'ils'agisse de mener une tan
gente par un point H { fig. 187), ou (¿c', jr'), pris hors de la 
courbe; on a, pour déterminer les coordonnées x \ j ' \ du point 

de contact, les e'quattons y''±=.ip xu et J - ' J " — p ' {̂ x'-\-x"), 

Mais au lieu d'effectuer reliminalion , qui n'oíFiirait aucuti 
intérét, on peut, en regardaat x" , j \ coi a me des variables, 
construiré les lieux géométriques de ces e'quations. 

La premiére représente evidemment la par abóle deja cons-
truite. 

Quant á la seconde, qui représenle une ligne droile, en y 

f „ f tx ~ ^ - x 
faisanl successivement \ ^ ' 0' { on trouve \ „ px 

| ^ = 0 , | V ^ T 

Si i'on porte, sur les axes AX, AY, des pai ties A l , AH, res-

px 
y 

on a le lieu géométrique deinandé; ainsi les poinis M, m, ou 

pectivement égaies á — ^ - r ) et qu'on tire la droile I H , 
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cette droite do jonction coupe la courbe, sont les points de 
contact des deux tangentes qui doivent passer parle poiat N. 

Córame le vésultat x" s= — x' correspondant ájr"= o, ne dé-
pend pas de l'ordonnée j ' du point N, il s'ensuit que, si Tou 
prend un second point N' sur une paralléleá l'axe des / menee; 
par le point N, et qu'on tire les deux tangentes N'M', Wm , 
la ligne de jonction des nouveaux points de contact doit passer 
parle méme point I de l'axe AX; et ainsi de suite pour les 
autres points de la droite L L ' . 

Cette derniére droite peut d'ailleurs étre regardee coniníe 
une droite située á volonté sur le plan de la parabole; done la 
propriété démontree (n0 316) pour l'ellipse et l'hyperbole , est 
également vraie pour la parabole. II en est de méme de la re
ciproque. 

Ilfaut observer néanmoins que, si la droite donnée était une 
paralléle L L ' { j i g . i88) á l'axe principal, c'est-á-dire un dia- Fi { 
inétre, les ligues de jonction des points de contact M et m, 
M' et rrí, ne concourraient plus en un rnéme point, niais elles 
seraient toutes paralléles entre elles; c'est-á-dire qu'alors elles 
se rencontreraient toutes á l'infini, en un point situé' sur l'axe 
conjugue' de ce diamétre. 

En effet, supposons pour un instant, la courbe rapportée á ce 
diamétre et á son conjugué AY; comme , pour un point N de 
la ligne L L ' , on a x' quelconque, mais jr' égal á o, il s'ensuk 

que les resultats x" — — x\ r" = obtenus ci-dessus et 
.... j 

correspondant respectivement á j ^ i s ó , ,r"=o, se réduisent á 

x" = — x' et y" = • 
o 

d'oü Fon voit que la ligne de jonction des deux points de con 
tact M et m va rencontrer l'axe desjr á l'infini. 

^uíremmí.-réquation de la ligne de jonction qui? genérale-
menf, est de la imxnzff z=¿pf (ar'+a?*), se réduit dans l'hypo-
tbése d e y == o\ a p' (x' = o, d'oú x" — —xf, équátion 
d'une paralléle á l'axe des jr . 
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345. Nous terrainerons la théorie de la parabole par Íes 
questions suivantes : une parabole étant tracée sur un plan 
determiner, i0, sés axes principaux; 2o. un systéme d'axes 
conjugués íaisant entre eux un angla donné ; 3o. le paraméire 
á Taxe principal , ou á un diainétre quelconque. 

Tracez d'abord deux cordes paral leles mní, nn , et preñez 
Fiíf . igg. ]es mil¡eux a<; ees cordes; la ligne ab { fig. 189) qui joint ees 

milieux (n0 262), est un diametre. 
Cela posé, comme tout diametre est paralléíe á l'axe princi

pal, et que celui-ci divise en deux parties égales toute corde 
de la courbe, qui lui est perpendiculaire, il s'ensuit que , si 
l'on tire une corde quelconqueMM' perpendiculaire ¿L ab J et 
qu'on méne par le milieu P de cette corde une parallé'e á la 
méme droite ab , on obtiendra AB pour le premier axe prin
cipal) AC, perpendiculaire á AB, sera le second axe. 

Pour résoudre la seconde question , faites en unpoint quel-
conque G de AB., un angle NGB égal a celui des deux axes 
conjugués ; puis, par le point Qj milieu de MN menez A'B' 
paralléíe á AB j et au point A' tracez A'C paralléíe á NN'; 
vous aurez le systéme d'axes conjugués demandé. 

N. B. T - Cette construction fournit évidemment le moyen 
de mener ü la parabole une tangente paralléíe á une ligue 
donnée NN'. 

Quant á la íroisiéme question, comme, d'aprés les cons-
tructions precedentes, on connait les grandeurs des ligues AP, 
MP, ou A'Q, NQ, les deux paramé tres 2/1, 2/)', s'obtiendront 

, . . , . MP , ÑQ2 par ie moven des relations 20 = — e t = -rr^-r , r AP ^ AQ 

Le paramétre á l'axe principal étant connu, on peut en dé-
duire facileitient la positioa du foyer et celle de la directrice. 

544. Aux questions precedentes s'en rattache une aune 
qui a rapport aux trois courbes du second degré. 

Une portion de section conique étant tracée sur un plan > 
on-propuse de détenniner la nature de cette courbe , c'est-a-



.COORDONNÉES POLAIUES. 4'7 

¿lie de reeonnaílre si la cburbe est une ellipse, une hyperbole 
ou une parabole. 

Tmcez deux cordes parallcdes dans une prerniere dir c-
iiorijpuis dans une seconde ; foignez les milieux des deux 
premieres cordes et les milieux des deux autres. Suivant que 
ees ligues de jonction se couperont en dedans dftl'arc donné, 
ou au dehors de cet are, ou qu'elles seront parallcdes> la courbe 
sera éviJeinment une ellipse, une hyperbole, ou une parabole. 

Quant á la détennination des diíFérens éle'mens de la courbe, 
on aura recours aux moyens indique's (nos 520 , 521 et 345). 

§ V . Équations polaires des trois courbes du second 
degré. 

54S, Jusqu'á pre'sent, nous avons suppose' une courbe de'tcr-
minée de position sur un plan, par le moyen d'une cquation 
entre deux variables exprimant les distantes de chacun de ses 
points á deux droites íixes conipte'es paralielement á ees droites; 
mais il existe un autre moyen qui, dans ceríains cas, oíFre des 
avantages sur le pre'ce'dent (y?^. 190). 

Pouv fixer les ide'es sur ce nouveau mode de représeñtcr 
analytiquement les ligues, conside'rons une courbe quelconque 
niMm\ une droite OB déterminée de position sur le plan de 
cette courbe, et un point fixe 0 sur cette droite. Menons de 
ce point, nomnie póle_, k un point quelconque M de la courbe 
uneligneOMappele'emjon. vecleur; et de'signons par r ce rayón 
vecteur, par v Fangle qu'il forme avec la droite fixe OB. 

II est e'vident que si, de quelque maniere que ce soit, on 
parvient á e'lablir une relation entre r et p, qui soit vraiepour 
tous les points de la courbe et n'ait lien que pour ees points, 
la courbe sera entiérement de'terminée; car, ea donnant á Í> 
line se'rie des valeur P", P", on tirera dé la relation 

/ (̂ ,. i>) o, des valen rs correspondan tes r', r", rv / , . . . . pour r. 
Formánt aíors au point O des angles LOB, 1/OB e'gaux 
a f*. et portant sur OL, 01/, des partics égáles 

?'7 
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á r', r",. . . . on obliendra des pointsM, M ' , . . . . qui appar-» 
liendront á la courbe. 

Les variables r et v sont ce qu'on appelle des coordonnées 
-polaires , et l'e'quation f (r, v)~o est dite Véquation polaire 
de la courbe. 

546. Une courbe étant tracée sur un plan, on peut se pro-
poser de determiner direcíement une é¡uation polaire de cette 
courbe , en prenant d'une maniere convenable le pole et la 
droite fixe menee par ce point. Mais ordinairement, on suppose 
que la courbe est déjá fixe'e par le moyen d'une premiére équa-
lion entre des coordonne'es rectangulaires ou obliques (celles-
ci s'appellent coordonnées rectilignes); et il s'agit alors d'en 
déduire une e'quation entre des coordonnées pelaires. Or, 
cette transformation de coordonne'es peut étre facilement exe'-
cutée. 

Soiení, en eíFet, A X , AY (fíg. 190), deux axes par rapport 
auxquels on a une e'quation telle quef[x,íy)—o. 

Menons par le point fixe 0 les lignes OX' , OY', paralleles 
á ees axes, et de'signons par a, b, les coordonne'es A I I , OH, 
du póle O , par » i'angle BOX', par C l'angle dos deux axes; le 
rayón vecteur OM et I'angle MOB serónt d'ailleurs, córame 
ci-dessus, repre'sentés par r et v: 

Cela pose', la figure donne e'videmment 

AP ou x ~ a O K , 
MP ou j = b + MK; 

mais on a, d'aprés le triangle M O K , 

OK : OM :: sin OMK : sin O K M , 
M K : OM :: sin MOK : sin O K M ; 

d'oü Ton tire 

OK 

M K 

rsin {Q — p — a.) 
sin C 

rsin -f. ¿5) 
sin C 
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Substituant ees valeurs dans les expressions de x et de y , 
on obtient 

valeurs qui, reporte'es dans réquationf { x , j)—o, donneront 
Yéquation polaire demandée. 

Lorsque les axes sont rectangulaires , ce qui a lieu commu-
nement, on a 

Q , — ioo0, d'ou sin f ~^ i , s i n ( C — — «) = eos ( P + « ) ; 

et les formules deviennent 

x ~ a-̂ - r eos -j" ^ J J ~ b + r sin (Í^ . . (2) 

Outre cette hypotbése, on peut encoré supposer que la 
dio i te fixe soit paralléle á l'axe des .r, auquel cas on a « = o ; 
et les formules deviennent 

x ~ a-\-r eos v y j — h r ú x i . v. , . . (3) 

En fin, dans ees inémes eirconstances , on peut prendre pour 
pó/e Forigine méme des anciennes coordonne'es; et les for
mules se re'duisent á 

x = r eos p, jr = ^ sin p . . . . (¿J) 

Les deux derniers systémes sont ceux dont Temploi est le 
plus fréquent. 

347. Pour donner une premiere ide'e de leur usage, propo-
sons-nous de déterminer Yéquation polaire du tercie], en pro-
naní pour pole un point quelconque O {fig. 191) situé' sur le }?,•,,. 
plan de ce cercle. 

L'équation du cercle rapporte' á son centre et á des axes 

rectangulaires , étant. r2 4- ^ ~ R2, 

il suffit de ion)placer r et .:r par leurs valeurs (3); ce qui 
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donne en développant et orclonnant par vapport a r, 

r2 - | . 2 (¿ sin ^ - f « eos Í̂ ) r aa -f ¿a — R2 = o 

(la droite fixe, á partir de laquelle se conipte l'angle v f est 
une ligue OB paralléle á l'axe des x). 

Désignons par r', r", les deux racines de cette équation • 
on a, cí'aprés un principe connu, 

r' r" — a*-{-b*~- R2. 

Or, cette relation étant índe'pendante de Tangle p que forme 
Ja direction du rayón vecteur OM avec OB, il s'ensuit que 
pourdeux lignes quelconques Mm, M'm', menees par le point 
0, on a la relation 

OM X Om = OM' X Om', ou OM : OM' :: Ont : Om; 

ce qui prouve que deuxeordes se coupent, dans un cercle, en 
parties réciproquement proportionnelles. 

Tant que le point 0 est intérieur au cercle , a2 - j - ¿% ou AO,2 

est plus petlt que AC ou R2; ainsi , fl2-f.¿^— RJ est négaff. 
Cela doit étre, puisque íes distances OM, O/ÍZ, sont compte'es 
en sens contraire Tune de l'autre. 

Si, au contraire, le point 0 est exte'rieur, comine en 0', 

cf + b*, ou AO'' est plus grand que R5, et aa -f- ¿a — R2 est 
positif. La propriété des secantes se trouve d'ailleurs démon— 
tre'e, puisque la relation ci-dessus donne O'N X Ó'« égal á 
une quantité constante , quelle que soit rinclinaison de la sé-
cante. 

II en est de mérne de la propriété' de la tangente par rapport 
á la secante; car le triangle rectangle ADO' clonne évidem-
ment 

ÓD = ÁO''—AD = a2 - f h* — R2; d'oíi Ó^D^ O'N X 0'«. 

548, Soit eñeore proposé de trouver Tequation polaire de 
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l'byperbole, en prenant pour pole le centre mcine de la 
courbe, et pour droite Jixe le premier axe. 

11 ne s'a^ií, pour cela, que de substituer les valeurs.... 
$ = r eos v tXy — r sin p {fig. xZ'f) dans l'equation Fig-iSy. 

Ay^ — B2a;a = AaBa; 

11 vient (A2 sina ̂  — B8 cosa ̂ ) r2 = — A2B2 ; 

J , ± AB U ou r 
eos u .[/B^ — A2 lang2 v 

Or, ce re'sultat demontre d'abord que si, par le point O, Ton 
tire une ligne quelconque M 7 / 2 ' , les deux parties OM, Om', sont 
égales ei de signes contraires. 

De plus, pour que la valeur de r soit réelle, il faut que ron 

ait tang2 plus pedí , ou tout au plus égal á —. 

boit tangap = ; 11 en resulte tangid r t —. 

Oa voit done que les droites mene'es par le point O, de ma
niere qu'elles íbnnent avec AX des angles ayant pour tan-

B B 
gentes-f-— et — —•, ees droites, dis-je , séparent les ligues 
qui vencoutrent la courbe de celles qui ne la rencontrent 
pas. (Vojez n0 258,) 

Ce qui pre'céde suffit pour faire entrevoir avec quelle faci
lite' une transformation de coordonne'es rectilignes en coor-
donne'es pelaires , met en évidence certaines propriélés des 
%nes courbes. 

549. Passons mainlenant á la détennination des équations 
polaires des trois sections coniques, dans le cas le plus usité, 
celui oú Fon prend pour pble l'uu des foyers de la courbe, 
^tpour droite íixe , le premier axe. 

KLUPSE. —- Soit F { f i g . 193) le foyer pris pour póle; on a F. ^ 
aans ce cas, é = o? a ^ c j et les formules (3) du ua 346 
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deviennent 

x =2 c r eos P , j - = r sin p , 

Substituons ees valeurs dans l'équation de la courbe, 

A2jr2 -f- B2£ca == A£B% 

ou plutót, Ay¿ + (A.3 — c2) ¿c1 = A2 (A2 — c2) 

(aíin de n'avoir dans les calculs que deux constantes A et c ) . 

II vient (A2— c% cos't^r2 -}- 2(A2 — C2)C.COSP . r—(A2 — c2)a=: o ^ 

d'oü 

_—(A2—c'J)c.cosi;±: %/ (A^-c^V^cos'V-f (A2-c2)2(A2-c2cos2 )̂ 
A2 — c2 eos2 v 

ou , réduisant la quantité sous le radical, 

(A2— c2) ( —c eos v dr A) 
r _ A2 — ca eos2 ̂  ' 

expression qui, considére'e successivement avee le signe supé-
rieur , puis avec le signe inférieur , donne , toute re'duction 
faite , 

As —c2 Aa —o1 
et 

A- f -c eos ^ A — ccosv' 

Discussion. •— De ees deux valeurs , la pmniére est essen-
tíeliement positíve; car A2 — c2, ou B2, est positif, et quand 
bien méme eos p serait ne'gatif, coiunie un cosinas ne peut 
surpasser l'unité, et que c , ou V7 A2 — Ba, est moindre que A, 

ona ne'cessairement A -f- c eos P o. 

La stíconde est, par la méme raison , essentiellement néga-
tive ; et cela doit étre, puisque , pour une position quelconqne 
du rayón vecteur , on a toujours deux points M et ni, N et n, 
dans «ne posilion inyerse Tune de Fautre, par rapport au 
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poixit F . Mais eu faisant abstraction du signe de la seconde va-
leur, onvoit qu'elle se déduit déla premiére en ciiangeant 
eos ^ en — eos p; d'oü il resulte que celle-ci suííit a elle seule 
pour donner tous les points de la courbe , avec la condition 
de faire passer l'angle ^ par tous les états de grandeur, depuis 
o0 jusqu'á 400o. 

Faisons diverses hjpotliéses sur l'angle v , et delenninons 
les valeurs correspondan tes de r. 

Soieut ^ = o, d'oü eos v = 1; on trouve 

Aa —• V-
A -f- c C =? F B; 

v =£ 100o, d'oü eos ÍJ = o; done r — ——-—• =: — = FN , 
A A 

demi-paramétre ; 

v =r 200°, d'oü eos M == — 1 ; done Í' — A ~f- t — FA ; 

v = 3oo0, d'oü eos ^ = o ; done 

r ~ A " A 

Dans l'hypothése de u = IQO0, la seconde valeur genérale 

, , . A3 — c2 B2 
de /• devient r — -_— = 

A A 
Ces bypoíhéses sufFisent pour faire voir que re'quation 

"̂ 2 . ca 
J;= • repre'sente tous les points de la courbe , aussi 

A -}- c eos v 
bien que réquation Ay2 + B2^2 = AaB2. 

330. IÍYPERROLE. — L'équation de cette courbe rapporte'e 
á ses axes, étant 

A y - BU-2 = — A2B2, ou Aya —fca—A2) x' = — A1 (c2—A2),, 

íl £aut substituei' ala place dejK cí de x t les valeurs jr = "̂sin (¿ 
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el ¿i-zzz c ~¡-r eos v ou plutót, x — c — rcos Aj parce que 
Fig.igí. ]es sommetsB et A (Jig. igS) de la courbe, se trouvant places 

á gauclie du point F , on doit compter l'angle u dans le sens 
FÍ3A ; ce qui revi en t á remplacer v par 200o — p dans la for
mule x — c ~\- r eos w. 

On trouvera par cette substitulion^et aprés les simplifications 
qui ont dffjá éte' exécute'es pour rellipse, 

A -f- c eos ^' A c eos v' 
La discussion de ees valeurs mérite beaucoup d'attention. 
Tant que l'angle v estmoindre que 100O, eos v est positif et 

diminue de plus en plus , á mesure que v augmente jusqu'á 
cetíe limite ; done la premiere expression de r est positiye et 
augmente de plus en plus, depuis r — e — A , ou F B , qui 
correspond évidemment á v==io, ou 008^ = 1, jusqua 

r — — ou qui correspond á u = 100O, ou € 0 8 ^ = 0 . 

Quandí^ surpasse 100O, eos p est négatif et augmente numé-
liquernent; et il en est de méme de c eos p , et pour que 
A -f- c eos v reste positif, i l faut que p solt moindre que l'angle 

' A 
pour lequel on a A -|- c eos p = o ; d'oü eos p = , et c 
par conse'quent, 

tang e = ^/séc2 P ^ ~ I = Z s j ^ . — 1 B 
A ' 

c'est-á-dire que si Ton méne par le point F , la ligne FG pa-
ralléle á l'asymptote OL , l'angle P ne doit pas étre plus grand 
que OFG. 

Soit p — OFG, d'oú eos v = — - ; il en re'sulte 

— Aa _ ca — A2 

A c x — 7 
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Cela doit étre, puisqu'alors le rayón vecteur est paralléle á OL. 
Lorsque dépasse i'angle OFG, ia premiere expression de r 

devieatnégative; inais observons que, comme cetteexpression 
ue chance pas , si Ton remplace ^ par — v (car on sait, n0 , 
que eos — ̂  = eos - j - <'), elle est susceptible de representer la 
portion Bm"'m"... .tout aussi bien que la portion BM^M'"... . 
déla premiere branebe. 

II suffitj pour une valeur quelconque donne'e á v , OFM" 
par exemple, de de'crire du point F comme centre, et d'un 
rayón e'gal á la valeur correspondante de r , un are de eercle 
M"Dm"', puis de prendre J)mw = DM". 

Voyons maintenant ce que devient la seconde expression, 
lorsqu'on fait passer I'angle f par difiéreos états de grandeur. 

On peut metti e cette seconde expression sous la forme 

ca — A2 

Cela posé , soit d'abord p = o ; i l vient 

c2 — Aa 
c — A 

e + A ~ F A . 

De plus , on voit que r restera positif íant que I'angle u 
aura une valeur moindre que celui pour lequel on a 

A B 
c eos v — A = o, d ou eos v ~ ~ , et tang v — — 

C s A. 
c'est-á-dire tant que le rayón vecteur sera situé entre FA et 
FK' paralléle á la seconde asymptote OH'. 

A ' 
Soit v = OFR', d'ou eos v : on trouve 

r = — oo. 
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Dans la méme hypothése , la pi-emiére expressioti geaerale 
de r devient 

c% A2 c3 ^ ~ ^ — F I _ i FN. 
A o.k 2A 2 

A - f c X — 
c 

Pour une valeur de v plus grande que OFív', la seconde 
expression devient ne'gative ; mais , d'aprés la remarque faite 
ci-tlessus , cette seconde expression représente non-seulement 
la portion ArraS , mais encoré la portion A/w'S' de la seconde 
branche. 

II re'sulte de celíe discussion, que la premiere brauche de 
l'ii jpevbole est represente'e en rajons positifs } par la premiere 
expression de r , pour des valeurs de v positives cu négatives 
et comprises entre zéro et OFG , ou entre zéro et OFK ; 

Que la seconde branche est aussi repre'sentée en rajons posi~ 
tifs par la seconde expression de r , pour des valeurs de P 
positives ou négatives et comprises entre zéro ai OFK', ou entre 
zéro et OFG'. 

I I n'en est done pas de l'hyperbole comme del'ellipse. Dans 
ceile-ci, la premiere expression de r est sufíisante pour repre
sen ter tous les poinís de la courbe en rajons positifs j mais 
dans l'hyperbole , la considération des deux expreSsions est 
indispensable. 

PAR ABÓLE. — En faisán t pour cette courbe , relative-
ment á la maniere de compter l'angle la méme observa-
tion que pour l'hyperbole , on sera conduit á substituer dans 
l'e'quation 

FiS-m-í-ĵ  — zpx (fig. 1 9 4 ) , les valeursjr=^sin p , 0:=^—rcos^-

On obtient par cette substitution, et observant que., •.»» 
sin3 p = 1 — cos2p, 

( 1 «— eos5 v) r3 -f> 2/) cosp.r — /)s = Oj 
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— /> eosP±: y/p^cos2 v + ("i—cosV)__/?(—COSP±:I) 
'our ; — r : • _ CosV d 

I — COS¿ 

done ^ = ~ , et r 
I - j - eos V 

La premiére expression est essentiellement positiue} et la se-
ônde négative ¡ cela üeaí á ce que , pour une position quel-

conque MF/« du rayón vecteur, les deux points M, m, sont 
toujours en opposition par rapport au point F. 

Mais la premiére peuí donner á elle seule tous les points 
déla courbe , si Fon fait varier l'angle v depuis o0 jusqu'á 
4oo0. 

Soit V ~ Q . d'oíi eos = i : on trouve r — ^ = FA ; 
2 

^ = too0, ou eos íf=3 ô  il en re'sulte r ~ p — FN ; 

í̂ ™ 2O00, eos p = — i ; done r — = 0 0 : 
o 

f̂ =z 3oo0, eos r= o ; done r = ^ = FN. 

532. Pour ne rien laisser á de'sirer sur cette matiére , nous 
exposerons le mojen d'obtenir les équations polaires des trois 
courbes, direetement, c'est~á-dire en partant des de'finitions 
de ees courbes. 

ELLIPSE. — On a trouve (u0 228) que le rayón vecteur FM, 
ex 

our, apour expression, A — - ^ { f i g - 1 9 2 ) , ¿c représentant laFig.rga. 
distance du point O au pied de la perpendieulaire MP. 

Cela posé, soit x' la distance FP; on a évidemment x—c-ii-x'', 
mais le triangle rectangle FPM donne ¿c' = r eos ; d'oú 
x =. c -\- r eos v. 

Substituant ceíle valeur dans l'expression r A — ~ , 
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A3 — c.(c -f- r eos )̂ A5 ~~ c* ~- cr cosu 
onoblieut r 

d'ou Ton déduit 

A 

Aa — c* 
A -f- c cos ^ 

Pour ]e rayón Fm, on a également r — A — ex 

mais ici 

ce oix Op c — F/J = c — ¿c', et x' = r eos /)F//i nr r cos p 5 

d'oü o; = c — r eos ^. 

„ A—c (c— redsí^) A2—c!2-4-crcosf 
Done r = : —: — ; 

A A 
A3 — c4 et par conséquent^ 

c eos ^ 

On obtient rexpression du second rayón iiidépendamment 
de son signe, parce qu'on l'a cherche'e directement. Mais en 
tant que les deux expressions sont iie'es entre elles par une 
ménie équation , elles doivent y entrer avec leurs valeurs cor-
rélalives. 

ex 
HYPERBOLE, — On a trouvé (n0 25S) FM ou r — — A 

A 

Fig.igS. {Jig. 198 ) ; mais la figure donne a? ou OP r= c — x', ¿cercos p; 

d'ou x = c — r cos p ; 

, c (c — r cos c2 — A4 — cr cos 9 

done r ~ -4 — A = , 
A A 

et par consequent, A - j - c cos v' 

1 a ecc 
Pour le point m , on a F//i ou r — A 

A 
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Op = fp — YO ~ x —• c, x' = r eos f, d'oú 

x — r COS .í̂  — C ; 
c (r eos f — c) c/1 eos ^ — ca -f- A2 

done ^ = j J-A — ^ , 

.̂2 ca 
etpar consequent, r = =£ f i 
c f 1 A, — c eos ^ c eos p — A 

Leseeond rayón a une expression tout-á—fait idenlique avec 
celle dun0 ooO; et cela doit élre, puisque ce rayón est tantót 
posiüf tantót negatif. 

PARABOLE.— Onaobtenu (n0242)FM our=a; + ^ ( j % . 194)5 FÍQAO/I. 

mais x ou AP =3 - — x'. x' ±=r eos v, d'oú x = - — r eos p ; 
- 2 , 2 

P 
done r = n — /̂ COSP, el.par consequent, r =z — . 

I 1 -f- eos « 

On obtiendrait de inémele second rajón vecteur , mais abs-
traction faite de son signe. 

Des Sections coniques semhlables. 

Les propositions qui suivent ne se rattachent á aucune des theories pré-
cédentes; mais elles n'en sont pas moins importantes á connaitre. 

585. Deux ellipses ou deux hyperboles sont dites semblahles; lorsqu'elles 
ont leurs axes proportionnels. A i n s i , soient A et B les demi-axes d'une pre-
miére ellipse, a ct h ceux d'une seconde ellipse; ees deux courbes seiont 
semblables si Ton a la proportion 

A 1 B :: a 1 b, ou A : a : : B : 

Cette dénomination vient de ce que les deux courbes jouissent alors des 
mémes propriétés que les figures semblables de la Geometrie; c'est ce que 
nous nous proposons de démontrer. 

Pourplus des impt i c i t é , nous placerons les deux courbes Pune sur Pautre 
(fg- 'SS), de maniere qivelles soient conceñír iques, et que leurs axes se v,n t̂ C 
confondent. S ^ 0 ' 

Soient done deux ellipses pour lesquelles O A , O f l , dcsignant les demi-
graúds axes, les moiliés des seconds sont eleterminces par les paral-
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leles A C , A c ; en sorte que l'on a 

r OA : Oa : : o c : Oc> ou A : a ; : B : ¿-. . . ( i ) 

^ Cela posó, i0, considérons une ligue quelconque OL menéepar le centre, 
et appelons D , d , les demi-diamétres O M , OTO ; 1 , X , les coordonnées du 
point M , 6 t ? , x , celles du point rñ. 

Puisque les trois points O, m, M , sont en ligne droite, on a 

Y : x :: ^ : : : D d, 

et comme M , m , appartiennent aux deux courbes, on a aussi 

AJYa = ( A ' — X ' ) , « ' r 1 == i* («' — •»,,); 
d'oíi, divisant Tune par l'autre ees deux équations et ayant égard á la rela-
tion ( i ) , 

Y» : : : A2 — X* : — j r 1 ; 

mais ón a deja . . . . Y» : y *,* X8 : ; 

dono Xa : a» : t A4 —• Xa : a* — , on «^X1 = A'^2, 

X A Y D • j 
et par consequent, — — (aj 

A i n s i , les ligues MP et rnp, OP et O/», OM. et Om, sont dans le rapport des 
axes A et a. 

o.0. Soient deux autres points M ' , m', places sur une méme ligno OL', et 
nommons D ' , d', les demi-diamétres OM' , Om ; on obtiendrait de méme 
D' : (Z' ; ; A : a * ; D : ÍZ; done, si Fon tire les cordes M M ' , mm , on forme 
ainsi deux triangles semblables OMM' , Ommr, qui doonent 

M M ' : mm' : : B : d A : a; 

de plus. Ies cordes M M ' , mm', sont paralléles. 
3o. Concevons actuellement qu'on a t̂ inscrit aux ellipses deux poíygoncs 

dont les sommets soient deux á deux en ligne droite avec le centre; i l 
resulte de la proposition precedente, que ees polygones ont leurs cotes pa
ralléles et respectivement proportionnels; done ils sont semblables. Ainsi, 
les contours de ees polygones sont proportionnels aux demi-axes dos deii\ 
ellipses , et leurs surfaces sont entre elles comme les carrés de ees demi-
axes. 

Ces deux résultats étant yrais quel |que soit le nombre des cotes des poly
gones, le sont encoré á la l imite . y 

D'oñ Ton peut conclure que les contours E , e, des deux ellipses, sont 
entre eux dans le rapport des demi - axés, et leurs surfaces S ct s, dans té 
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afport des carrés de ees demi-axes; c'est-a-dire que l'on a 

E : e : : A : a, et S : Í I j A2 a2. 

Cette derniére i'elalion se déduit encoré de Texpression trouvée n0 277 , 
pour la surface de Tellipse. 

On a en effet S = w A . B , í = r w « . i ; 

d'oú 
S _ A B _ A*_ 
s a ' h a» 

I I en est de méme de deux secteurs elliptiques correspondant avix ménies 
díamétres. 

4o. Soíent F , . / , les foyers des deux ellipses; et désignons par C, c, Ies 
excentricités O F , O/"; on a 

done, á cause de la relation ( i ) , . C ' . c K a (3) 

5o. I I resulte des relations (2) et (3) que, si l'on joint les points M , m, 
aux points F , f , on forme ainsi deux triangles semblables O M F , Omf, 
qui donnent F M ' . fn i ' , \OF : O f \ : A ; « ; de plus, ees rayons vecteurs 
sont paralléles. 

Cest ce qu'on pourrait encoré reconnaítre au rnoyendes équations pelaires 
des deux ellipses. 

6o. Soient les tangentes M R , /nr; on a trouvé (n0 2 8 4 ) pour les sou-
tangentes PR, pr , 

„_ Aa — Xa aa — x* PR — _ , pr = } 
X 

d,oú PR _ A^ — X a _^ _ X ' x_ X 'A 
pr a1 —Xa X x1 X x a ' 

et pour les sounormales PS, ps, 

„ A» — B" v _ C» c' ir? = —— . A = -— . A , ps = —. 
AJ Aa ' ' rt> 

N. ??. «_ L'expressi&n 

PS = AV ^ . x = x - ^-. x, 
A ' , A» ' 
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ne dependant que de l'abscisse du point M et dw rapport des eres, ¡1 g\,n. 
suit que , pour toutes les ellipses semblablos, les noj-males menees aux point t 
M , m". . . . qui correspondent a la méme ahscisse OP, rencontient le grand 
axe au méme point S. 

7o. La similitude des triangles M P R , mpr, qui ont un angle égal com-
pris entre cótés proportionnels, prouve que les tangentes M R , mr, sont 
paral léles; done (n0 292) les deux demi-diamétres conjugués des día-
métres O M , Om, sont sitúes sur une méme droite; et si Ton appelle A' , B', 
les demi-diamétres conjugués de la prendere ellipse, a', h', les demi-dia
métres conjugués correspondans dé la seconde, on a la proportion 

A ' : n' : : B ' ; t ' A : a. 

On pourrait multiplier indéfinimení les conséquences qui résultent de la 
comparaison de deux ellipses semblables; mais celles qui viennent d'étre 
développées suíiisent pour démontrer que deux ellipses qui ont lenrs axes 
proportionnels, ont tous leurs élémens homologues, proportionnels a ees 
axes et également inclines entre eux s'ils sont linéaires; ou dans le méme 
rapport que les carrés des axes, si ce sont des élémens de superficie. 

Les mémes propriétés s'appliquent á l'hyperbole, et se démoníreraiení 
d'une maniere tout-á-fait analogue. 

On reconnalt en outre, i0, que deux hyperboles semblables, dont Ies axes 
Í ' B ¿ 

sont dans la meme direction, ont les mémes asymptotes, puisque _ ct -
expriment les tangentes trigonométriques des angles que ees droiíes font 
avec l'axe des x. 

Io. Que deux hipérboles équilatéres sont toujours semblables, puisque les 
B b 

rapports 'j^ et - sont égaux Tun et 1 autre á Tunité. 

5S4. Deux parábolos quelconques sont toujours desfigures semblables. 
Fig.xcfi, e^Gt) soient 2P, vp (fig. 196), les parámetros de deux parábolos, que 

nous supposerons placées Fuhe sur l'autre de maniere que leurs axes coín-
cident; F et y en sont les foyers. 

IO. Prenons deux abscisses A P , Ap, tellos, que Fon ait la proportion 

A ? : Ap :: A F : A f , ou X : x v : p-

et désignons par Y , y, les deux ordonnées correspondantes. 
On a les équations 

Y3 = 2 P . X , j ' == d'oü ; f* PX 1 px; • 

mais, par Iiypothése, 

X' P i ^ V j d ' p ú . . . . PX : px y, P» : p2^ 
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done 
Ya : •r' : : P'J : ;oa, ou t : y i t ' ü : p ( 0 

D'oú Ton peut conclure que les trois points A , m , M , sont en ligne droite, 
et^de plus, que Ton a 

A M : Am : : X : x : : P : 

2 ° . Joignant les points F, / , aux points M , m , on forme ainsi deux 
triangles A F M , Afm, semblables, comme ayant un angle égal compris 
entre cótés proportionnels; done les rajons F M , fra, sont paralléles; et l 'on 
a en cutre, la proportion 

F M : / m A F : A / : : p : p. 

3o. Soient deux autres points M ' et m', placés sur les deux courbes, comme 
le sont les points M , m; on obtiendrait de méme A M ' : A# / : : P 
et par conséquent, 

A M ' : Am' : : A M : Am. 

Done, si l'on tire les cordes M M ' , mm', ees cordes sont paralléles et dans 
le rapport P : p. 

Concevons maintenant que Pon ait inscrit aux ares A M , A m , deux por-
tions de polygones dont les sommets M et rw, M ' et m', . . . soient, deux á 
deux, en ligne droite avec le point A; ees portions de polygones sont sembla-
bles, comme ayant leurs cótés paralléles et respectivement proportionnels; 
d'oú i l suit que leurs contours sont dans le rapport P et leurs surfaces 
dans le rapport Pa p' . 

Cette double proposition é tant vraie pour les limites de ees deux poly
gones , on a également 

a r c A M * arcA/w H 1? I p , et AMP : Amp : : P2 ; p*. 

Ce dernier résultat se déduit encoré de l'expression obtenue (n0 5 5 0 ) 
pour l'aire d'un segment parabolique. 

On a trouvé AMP = | X . Y , Amp = | x ,y; 

d'oú 

«t par conséquent, 

AMP X . Y 
Amp x . y 

AMP _ X X _ X» _ P^ 
Amp x ' x xa p*' 

et ainsi de suite; d'oú Pon voit que les élémens homologues de deux para -
boles quelconques sont dans le rapport de leurs paramhtres. si ees élémeas 
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sont lineaires, et dans le vapporl des caires de ees mentes paramétres, sj 
l'on considere des élémens de superficie. 

3J>S. iV. B. — Les courbes que l'on obtient en coupánt un coree par une suite 
de plans parall&les entre eux, sont des courbes semblahles. 

En effet, si dans Tequation genérale des sections coniques (n0 2 6 8 ) , 

a sin ai sin C sin « sin f -f- f ) ra — • • .x — i i—-.x*. 
cosa - C eos' - C W 

a . ' .•v •• '.̂ tp .̂ ^ - . í j , 
on suppose d'abord «-f- C - ^ o n ^ - o , auquel cas la courbe est une 
ellipse cu une hyperbole, le coeílicient de est d i f f é ren tdeo ; ét l'on 

sin « sin ( « + f ) _^ B3 \ 
peut posar ^ = zt j^. 

eos» - C 

Or, tant que le plan sécant'reste paralléle a lui-méme, Fangle a ne change 

pas; d'ailleurs £ est une quant i té constante et donnée a priori. Done — 

est un rapport constant pour toutes les ellipses ou hyperboles produites par 
cette série de plans paralléles entre eux. 

Quand Ies plans sécans supposés paralléles entre eux, sont en méme 
temps paralléles a une méme génératr ice, les sections coniques qui en 
résul ten t , sont des paraboles. Or, on a vu ci-dessus(n0 5í>4) que toutes les 
paraboles sont semblarles ; done toutes ees sections coniques sont aussí 
sembíables . 
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CHAPITRE T I . 

Discussion de Téquation genérale du second degré a 
deux variables. Détermination du centre et des 
aoces. Considérations genérales sur les sections 
coniques. Applications de ees principes. 

§ 1ER. Discussion de l'équation du second degré par la sépa-
ration des variables. 

Nous nous propbsons , dans ce paragraphe , de faire 
voir comment, par la résolution méme d'une équatioa du 
second degré á deux variables, c'est-á-dire par la se'paration 
des variables, cu peut déterminer la natura , la forme , et 
méme la position , par rapport á des axes quelconques, 
de la courbe repre'sentée par cette équation. Nous revien-
drons ensuite sur la double transformation de coordonue'es 
á l'aide de laquelle il esttoujours possible (nos 250, 282 et 
2S5) de ramener l'e'quation á Tune ou l'autre des deux formes 

Mf2-f "NÍC2 = P, jr2 = Q^. 

Reprenons Téquation géoe'rale 

A r a - f Bxj- - f Cr'1 -f Dr + E:r -)- F — o, . . . (i) 

qui peut étre mise sous la forme 

Bx D , C E F 

28. . 
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On tire de cette équation résoiue par rapport- á j - , 

r = - ^ Í S ± : ^ v/(B4-4AC)^-j-3(BD-3AE)a^D2-4AF:(3) 

I'ig.igy. Cela posé, soient Á.X, AY {fig. 197 ) , les deux axes auxquels 
on suppose que la courbe esí rapporte'e. En donnant á x une 
saite de valeurs, on obtiendra pour 7- des valeurs correspon -
dantes qu'on pourra construiré, 1 cisque toutefois ees valeurs 
serón t re'elles. 

Comine la quaníité sous le radical de la valeur de j - , est im 
trinóme de second degre' en ce , et que le signe d'une sembla-
ble expression de'pend principalement, comme on le ,sait, de 
celui du premier terme , nous sommes conduits á faire sur 
le coefficient B£ — les trois bypothéses suivantes : 

B a — 4 A C < o , B2—4AC = o, B2 — 4 A C > o . 

Premiere hypothese , B7 — 4^^ ̂  0) ou négatif. 

Dans cette hypotliése genérale , le trinóme du second degré, 
égalé á o , peut donner lien á trois resultáis differens : ou les 
deux racines de cette équation résoiue sont réelles et inégales, 
ou elles sont réelles et égales > ou bien elles sont imaginaires. 

Considérons d'abord le premier cas , et désignons par x , x", 
les deux racines ; ce trinóme peut (Algebre , 8e édilion, 
n0 98) , étre mis sous la forme 

(Ba —4AC) { x — x ' ) (x — x") (4) 

II résulte encoré des principes éíablis (Algebre, n0 114) 
sur les trinomes du second degré, que, pour toute valeur de x 
comprise entre x' et x" (ees lettres désignent des quanlités 
re'elles quelconques, positives ou négatives), lesfacíeurs x—x , 
x—x" sont de signes contraires; done leur produit 
(x — x') {x — x") est négatif; et comme, par bypothése, 
Ba— 4AC est lui-méme négatif, i l s'ensuit que l'expression (4) 
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ou íá quanlité sous le radical de la valeur dej-, est posiiive} 
ainsi celte derniére valeur est nécessairement réelle. 

Mais si Fon donne á x des valeurs non comprises entre x' 
et a?", les facleurs x—x', x—x", sontde méme signe; dónele 
produit (4) est négatif j et les valeurs correspondantes dejK 
sont imaginaires. 

Concluons de la , que si AG, A H , repre'sentent les racincs 
x', x", et qu'on méne par les points G, H, deux paralléles GG', 
HHf, á l'axe des jr, la courbe a une infinite' de points entre 
ees paralléles; mais elle n'en a aucun ni en-dega ni au- delá. 
La courbe est done timitée par ees droites, dans le sens posi-
tif et dans le sens négatif des x. 

Supposons actuellement que les racines x' eíx" soient réelles 
et égales. Dans ce cas, le trinóme du second degre' en x prend 

la forme (B2 — 4AC) (x! — x'); . 

et l'onvoit que, pour toute yaleur de x diíFérente de x'̂  
cette expression est essentiellement riégative 3 et la valeur dej" 
correspondante est imaginaire. 

Mais si Ton suppose x ~ x \ le radical disparaít, et la valeur 

de Y devient r rr: •— — ~. 

Done lorsque les racines a/, xc", sont réelles et égales, la 
courbe se réduit á un seal point j 

— — _ + D) x — x , y — ^ . 

Admettons cníin que ees racines soient imaginaires. 
Comme on sait que, dans ce cas, si l'on designe, pour abré-

ger, le trinóme en x par mx2 -\- znx - f />, on peut le trans-
lormer ainsi: 
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/t* étant essenüellement positif, il s'ensuit que, quelqüe va~ 
leur qu'on donne k x) le signe de la quanlité sous le radical 
de la valeur de jr est négatif} et par conséquent , que cette 
valeur dejr est iinaginairc. Done la courbe est elle-méme 
imaginaire , c'est-a-dire que réquation (i) ne peut rien re-
présenter. 

JNous revietidrons tout á l'lieure sur la forme caracte'ristique 
qui convient á réquatiou (i) dans les deux cas précédens. 

JV. B. — Quandles deux racines x , x", sont réelles et iné-
gales, i l re'sulte de l'inspecüon de la valeur genérale de ;-, qui 
ne renferme x qu'au numerateur, et dont le dénominateur A 
ne peut étre nul, puisque ce serait supposer B3 — k̂G positif, 
il re'sulte, dis-je, de cette inspection , qu'á des valeurs de x 
iimitées, i l doit correspondre des valeurs clejr limitées. Ainsi 
la courbe est limitée dans tous les sens. 

D'ailleurs, si Fon re'sout l'équation (i) par rapport á .r, 
on tro uve une expression en jr, dont la quantité sous le radi
cal est un trinóme du secónd degre en j , ayant pour coef -
licient de jr% Ba—• 4AC, et qui, étant égalé á o , donne lien 
á deux racines j j - ' j j - " , réelles et inégal'es lorsque .r', a", sont 
elles-mémes réelles et inégales ; car, autrement, la courbe 
serait imaginaire, ou se réduirait á un seul point, ce qui se
rait centre l'hypotliése. Ces valeurs j ', j ' " , étant construites 
et représentées par A K , A L , si l'on méne par les points K 
et L deux paralleles K K ' , 11/, á l'axe des ,r, on obtient les 
limites de la courbe dans le sens des jr ; en sorte que la 
courbe est entiérement renfennée dans le parallélogramme 
m m . 

Deuxiéme hj-pothése B2 — /{AC — o. 

Cette hypothése réduit la quantité sous le radical á une 
expression du premier degié en x; et si l'on appelle x' la 
racine que donne ce binóme égalé á o, on peut le ineltre sous 

la, forme 2(BD — 2AE) {x-— a/). 
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Or, íl peut également se présenter trois circonstances : ou 
le coefíicient BD — 2AE est positif, ou il estná^atifj ou bien 
il est égal á o. 

Dans le premier cas, il est évident que , pour toute valeur 
de x plus grande que xr, le facteur (x—x), et par conséquent 
3(BD_«.2AE) (x—x'), est positif; mais, pour toute valeur 
de x plus petite, cette expression est négatiue. Done , si AG 
(Jig. 197) représente sa valeur xry qui peut d'ailleurs étre Fig. 197. 
positive ou ne'gative, et que , par le point G, l'on méue GG' 
paralléle á AY, la courbe s'étendra indéfiniment á la droite 
de cette paralléle, mais n'aura aucun point á sa gauche, 
puisque, pour des valeurs de x égales á AG, ou plus grandes 
que AG, les valeurs dej^ correspondantes sont re'elles , tandis 
qu'elles soní imaginaires pour des valeurs de x plus petites 
que AG. 

La eonse'quencs serait tout-á-fait contraire si le coefFicient 
BD — 2AE était négalif $ c'esl-á-dire que la courbe s'e'ten-
drait alors indéfiniment dans le sens des x négatifs, mais se
rait limite'e dans le sens des x positifs, par la paralléle AG. 

Si l'on a BD—3AE =& o en méme temps que B2—•4AC = o, 
la valeur genérale de y devient 

w ^ ? * 4 . v t ^ : ^ 
équation du premier, degré en ¿c, qui exprime alors un sjs-
teme de deux droites paralléles / car le coefíicient de x est le 
méme dans les e'quations des deux droites. 

Soit, córame cas particulier de celui que nous exarainons, 
D2—4AF = o. Les deux valeurs de jr se réduisent á une seule 

(BÍC + D) 
j - = _ ^ : . ; et la courbe degenere en une seule Ligue 
droite. 

Enfin, s'il arrive que Fon ait Da—4^1'<C0> les deux droitei 
paralléles sont imaginaires ; en d'autrcs tenues , réquation 
tte représente ríen. 
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Troisieme hypothése ,: B2 ~ ^> o. 

II peut, comnie dans la premiére hypothése , se presenter 
trois circonstances principales : ou les valeurs x', ce", du tri
nóme du second degré en x e'̂ ale' á o, sont réelles et inégalesj, 
ou elles sont réelles et égalcs , ou ellcs sont imaginaires. 

Dans le premier cas, comme ce trinóme peut étre mis sous 

la forme (Bfl — 4AC) {x — x') {x —x"), (6) 

toute valeur de x comprise entre x' et x", rend les deux facteurs 
x—x', x—x", de signes contraires; done léur produit, et par 
conséquent le produit pre'ce'dent, est négatif; ainsi la va
leur de j r correspondante est imaginaire. Mais pour une 
valeur quelconque de x non comprise entre x' et x", les fac
teurs x—~x', x — x'\ sont de uiénie signe; done leur produit, 
et par conséquent le produit (6) , est positif, et la valeur cor-
respóndante de j ' est re'elle. 

D'oú il suit que, GG','HH' (fig. 197), repre'sentant toujours les 
paralléles á l'axe desĵ ., mene'es aux distances AG=,r', AH=a;", 
la courbe n'a aucun point entre ees deux paralléles; mais elle 
s'étend indéjiiiimenV á droite et á gauche de ees paral
léles. . 9 '. ; 

Si íes deux racines x', x", sont re'elles et e'gales, le tri-̂  

nome en x prend la forme (B1 — 4A^) (x — ¿0% 

et la valeur ge'ne'rale de se re'duit á 

(Ba: -f- D) x 

équation qui repre'sente un sjstéme de deux lígnes droiles quí 
se coupent; car le coeffioient de x est pour Tune, 
— B + / B w j A G — B ™ V / E 2 - 4 A C „ 

r — , et v— z— pour l autre. 
2A i k 1 

I.orsque les racines x', x", sont imaginaires^ le trinóme 
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en & i qui peut s'écrire ainsi : 

reste positif queique valear que Ton donne a oc ; ainsi les 
valeurs de jr correspondantes sont toujours re'ellesj et la 
courbe s'élend encoré indéjiniment dans tous les sens. 

II re'sulte de la discussion precedente, que les courbes du 
second degre' peuvent étre divise'es en trois classes bien dis-
tinctes : courbes limitées dans tous les sens } courbes limitées 
dans un seul sens,, et courbes illímitées on indéjinies dans tous 
les sens. 

La premiére classe renferme comme varie'te's, un pointjou 
une courbe imaginaire; la seconde, un systéme de deux 
droites paralléles 3 une seule droite } cu deux droites imagi— 
naires; enfin, la troisiéme, un sj-stéme de deux droites qui 
se coupent. 

Ces résultats s'accordent avec ce qui a e'te' dit (n0 2S6). 
Un seul cas semble e'chapper á la classification pre'ce'-

dente : c'est celui oú les carrés des variables n'entrent pas 
dans l'équation; mais alors , cette e'quation étant de la forme 

B x j - -f- Djr + E:t 4" F ^ o, 

il esl e'vident que, pour une yaleur de x quelconque , celle 
de sera toujours réelle ; ainsi la courbe est ne'cessairement 
illimite'e. En effet, la quantité B3 — 4 ^ se réduisant á B% est 
essentiellement positive; done la courbe est de la troisiéme 
classe. 

Nous verrons plus loin dadis quelle siluation sont les axes 
par rapport á la courbe, dans ce cas particulier. 

Si l'e'quation e'tait privée du terme en jr7, on pourrait la 
yesoudre par rapport á x comme on Ta résolue par rapport 
v̂T» 61 â discussion serait la méme. On voit d'ailleurs que la 

combe est de la troisiéme classe } puisque BJ — 4 ^ se re'duit 
eilcoie á B2. 
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358. 11 peut étre utile de connaitre la forme qui caractérise l'equation 
genérale ( i ) , lorsqu'elle doit appartenir á Tune des varietés des trois classes. 

Considérons d'abord la premiére classe et la troisiéme. 
Si l'on suppose les deux racines x' et x" réelles et égales, on obtient pour 

la valeur dex 

J aA aA v ^ ' 

o u , en cbassant le denominateur et transposant la partie rationnelle , 

i h y -t- B̂ r + D = (x — x') 1/B» — 4AC; 

ou bien, élevant au carré et transposant tous les termes dans le premier 
membre, 

( aAr - h BJ? -f" D ) 1 — fB» — 4A.Cj { x — ar')» = o (M) 

En eflectuant les calculs et remettant pour x' sa valeur, on retrouverait 
nécessairement la proposée, puisqu'on n'a fait autre chose, par ees trans-
fomations, que de recomposer cette équation. ' 

Cela posé, si B » — e s t piegMí//", le premier membre de Tequation (M) 
exprime alors la somme de deux quantités essentiellement positives, laquelle 
somme ne peut étre égale á o, á moins que Pon n'ait séparément, 

a A / -f- Bx -f- D = o , x — x' =. a\ 

d'oü l'on deduit 
. B J / + D 

s e = x , r = T 
, , • - . - . aA 

Ainsi la courbe se réduit a un point lorsque le premier membre est la 
somme de deux quantités positives dont chacune est fonction de ^ , ^ ; et re-
ciproquement. 

Mais si Ba — ^AG est positif, on peut considérer le premier membre 
de l 'équation ( M ) , comme la différence de deux carrés, décomposable en 
deux facteurs du premier degré en x et y, savoir: 

a A / + Bx + B -h (x ~ x') V/Ba — 4AC, 
et aAj- -f- Bx 4- D — (x — x') { /B* — 4AC, 

lasquéis , égalés séparément á o , donnerent cbacun pour lieugéométrique, 
une ligne droite. 

Ces deux droites se coupent, car le coeííicient de x est nécessaíremení 
diíférent dans les deux équations. 

A ins i , la courbe degenere en un sysiéme de deux droites qui se coupent, 
lorsque le premier membre de l 'équation proposée est la différence des deux 
tcarés dont chacun est fonction de x , / j et réciproquement. 
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r Soicnt mainícnant x' et x" imaginaires, Ba — étanfc négatif. Le 

trinóme du second degré en x de la valeur genérale dejr, devenant, comme 
on I'a vu plus haut, 

(B» - 4AC) ^ x + ^ y - t - í ' ] , 

¡1 s'ensuit que, par des transformations analogues á celles qui ont été em-
ployées ci-dessus, on peut mettre la proposee sous la forme 

aAr -í- Bx -f- D )» — (Ba — 4 A C ) ^ + ^f— iBa — ^AC)-k' = 

Or comme, par hypothése, B a — 4 ^ est négatif, i l s'ensuit que cette 
expression est la somme de trois quantités essentiellement positives, dont la 
derniére est une quant i té toute connue. Or, cette somme ne peut jamáis 
devenir nulle, quelque valeur qu'on donne á x et a ainsi i l ne peut y 
avoir de courbe. 

Done la courbe est imaginaire lorsque le premier membre est la somme 
arithmétique de trois quantités dont l'une est toute connue; et récipro-
quement. 

Passons á la seconde classe, pour laquelle on a 

B» ~ 4AC = o. 
Si l'on suppose en méme temps BD — a A E r n o , la valeur de y se 

réduit á 

d'oü Fon déduit 

{-¿Ky 4 - Bar + D)^ — (Da — 4 A F ) = o . . . . (N) 

Cela posé, i l peut arriver qu'on ait 

Da — 4 A F > o , D» — 4AF = o, D^ — 4 A F < o . 

Dans le premier cas, le premier membre est évidemment la]diff'érence de 
deux carrés, et i l peut se décomposer dans les deux facteurs du premier 
degré 

2 A r - f Ba: D -f- V/D^ — 4 A F , 

a A r + BJ? 4- D — t / D » — 4 A F , 

qui, égalés séparément á o , donneront chacun poúr lieu gcométrique une 
bgne droite. Ces droites sont paralléles, puisque le coefficient de x est le 
Wénie dans les deux équations. 
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Ce qui ctablit une différencc entre cette variété de la seconde classe et 
celle qui correspond á la t ro is iéme, c'est que l 'un des carrés dont se com
pose le premier membre de l 'équation (JS), est indépendant de x et de y. 

Dans le cas de Da — = o, l 'équation (N) se réduit á 

(aAr + Bx + D)> = o ; 

c'est-á-dire que le premier membre de la proposée est un carré parfait, et 
ne peut représenter qu'íme seule droite. 

Enfin, si D2 — 4 ^ 1 ' est plus petit que o , le premier membre de l'équa
tion (N) est la somme de deux carrés dont l 'un est indépendant de^etdex, 
soname qui ne peut jamáis étre nulle ¡ ainsi la courbe ne saurait exister. 

Dans le cas du point, on a bien aussi une somme de deux carrés, mais 
dont chacun, étant fonction de x , r, peut étre égalé séparément á o. 

3S9. La seconde classe de courbes présente aussi, par rapport á son 
équat ion, un caractére tout particuller qui mérife d'étre remarqué. 

Les trois premiers termes, A^»-f-Bavr + C*3, de l 'équation générale 
peuvent, á cause de la relation 

B= — /jAC = o, d'oú B = av^A. y/C, 

étre mis sous la forme 

AjX5 -f- - iyy/K.xs /C + Cx2, oü ( j ' v ' A + »^Cty»;j 

c'est-á-dire que lew somme forme un carré parfait. La réciproque est vraie. 

3 6 0 . Juisqu'ici nous ne nous sommes occupés que de la 
classification des combes, eu égard á leur étendue; actuel-
lement, i l s'agit de faire voir comment, une équation nume-
rique étant donne'e, on peut construiré la courbe qui lui ap-
partient. 

Or, il est une constmclion que Fon doit repeler pour 
chaqué exemple particulier, si Ton en excepte toutefois ceux 
qui correspondent aux diíFérentes varie'tés, parce qu'alors 
cette construction devient tout-á-fait inutile. 

Reprenons la valeur genérale de j f , 

r~— ^ ± - ^ d : ~ V/ (B '-4AC) ^24.3(BD—2AE)Í+DMAF 

et observoH? qu'elle se coíupose de tHeux pai ties distmcles. 
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l'une ralionnelle, et Fautre radicale. Désignons la premiére 
parjr', et concevons que l'on ait construit l'équation 

{Bx -f- D) 
2A 

qui représente une ligne droite, dont on fixe ordinairement la 
position en faisant successivement j - = o , x—o, et de'-
terminant les valeurs correspondantes de x et de r . 

Soit BC (Jig. 197) celte droite ; il est évident que, pour ob- Fig.igy-
teñir les deux valeurs de jy correspondant á une valeur quel-
conque x — AP, il faut, aprés avoir mene par le point P 
une paralléle á Taxe des j ' , ce qui donne PQ pour l'ordonne'e 
correspondante de la droite , il faut, dis-je , porter, á partir 
du point Q, et tant au-dessus qu'au-dessous de cette droite, 
deux parties QM, QMr, égales á la partie radicale ; les points 
M, M', ainsi obtenus , appartiennent á la courbe. 

On voit, d'aprés cette construction , que la droite BC jouit 
de la propriété de passer par les milieux de toutes les cordes 
de la courbe > paralléles á l'axe des y. Done (n0 258) cette 
ligne est un des diamelres de la courbe. 

Observons niaintenant que, pour la premiére et la troi-
siéme classe, le radical pouvant étre mis sous la forme 

rfc ^/(B2 —4AC) {x — x') {x~-x") 

{x\ x", sont suppose's des racines re'elles), si Ton pose áasa/j 
ou x~x" , ce radical devient nul> et les deux valeurs de j ^ , 
correspondant á chacune de ees valeurs, se réduisent á l'or-
donnée du diamétre. Done les points D , E , ou les paralléles 
GG', HH', rencontrent ce diamétre, appartiennent aussi á la 
courbe, qui d'ailleurs est tangente, en ees points, aux deux 
paralléles, puisque chacune d'elles peut étre conside'rée comme 
une secante dont les deux points d'intersection se reunissent 
en un seul. 

Lorsque, dans la troisiéme classe, les racines x\ o-", sont 



446 CONSTRUCTloN 

imaginaires, le radical ne peut s'anéantir pour aucune válem
ele x, et la courbe ne rencontre pas le diamétre BC; mais 
comme elle doit avoir toas ses points sitúes symétriquement 
par rapport á cette droite, sur des paralléles á l'axe desj-, il 
faut conclure qu'elle se compose de deux branches distinctes 
qui s'e'tendent indéfiniment au-dessus et au-dessous du dia-
tnétre ; de méme que, dans Fhypothése oú oc", sont re'elles, 
la courbe se compose de deux branches qui s'e'tendent indéfi
niment á droite et á gauche des deux paralléles GG', HH'. 

Relativement á la seconde classe, pourlaquelle le radical re-

vienta v/2(BD—2AE) (¿c—^a:'), puisqu'il n'existe que 

la valeur x — x' qni puisse ane'antir ce radical, la courbe ne 
rencoiitre son diamétre qu'au seul point D d'intersection de 
ce diamétre avec la paralléle GG', á laquelle la courbe est 
d'ailleurs tangente en D; et alors cette courbe s'e'tend indéfi
niment au-dessus et au-dessous da diamétre, soit á la droite, 
soit á la gauche de GG', suivant que le coefficient BI) — 2AE 
est positif ou négatif. 

Cette construction préliminairé est commune á toutes les 
courbes dont on a les équations particuliéres. 

36i. On peut encoré se proposer d'obtenir d'autres points 
remarquables; ce sont ceux oú la courbe rencontre les axes. 

Si , dans l'équation 

A / 2 - f Bxj- 4 - Ccr' + I>r + E x - f F = o, 

on fait successivement ^ = o et a? = o, il en resulte 

- f E.T + F j = o, Ajr2 + Dj- - f F = o, 

et, en considérant la premiére de ees deux e'quations, suivant 
que Ies deuxjvaleurs de x sont réelles et inégales j réelles et 
égalesj ou imaginmres} la courbe rencontre l'axe des x en 
deux points i ou en un seul point} c'est-á-dire lui est tan
gente j oubien n'a aucun point commun avec cet axe. Si l'ou 
a CrrOj Tune des valeurs de x est finie, et l'autre est 
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¿nfinie ) ce qui veut diré que la couibe rencontre l'axe des x 
en deux points, dont l'un est situé' á une distance Jinie j 
et l'autre á une distance infinie. Lorsque l'on a, á la foís, 
C = o , E —o, les deux poinls d'intersecüon sont sitúes l'un 
et l'autre á l'infini. 

Méme raisonnement par rapport á l'axe des j - , 
Ces principes généraux étant e'tablis, passons á des appli-

cations particuliéres. 
Nous supposerons, pour plus de simplicite', dans toutes ces 

applications, les axes rectanguíaires; mais les constructions 
seraient analogues dans le cas d'axes obliques. 

PREMIERE CLASSE. Courbes limitées dans tous les sens j ou 
Ellipses. 

562. Soit , ipom premier exemple, Véqaation 

y — aary -f- 3^» + 2 r — — $ = o , . . ( i ) 

ou ordonnant par rapport & . r , 

r a — 2(x — i ) r = — Bx1 + 4^ + 3; 

on en déduit y •= x — r d r \ / — a^2 ix + ^ . , . . (a) 

Égalant á o le t r inóme sous le radical, on obtient 

r i i r rfc 3 
ar» — x — 2 = 0, dV)a x - de - K/Q = 5 

ce qui donne x = 1, ar=: — i ; e t l a valeur dej- revient á 

y — x — i ± i { / — ^ ( x -f. i ) ( x — 2 ) . . . . (3) 

La eourbe existe done; mais elle est limitée par les droites h U , M M ' 
(fg. 198), menées parallélement k l'axe d e s / , á des distances A G , A H , Fíg.íf 
respectivement ¿gales á—1 Gt + 2. 

Construction du diamétre y — x — 1. 
Pour j ' ' = o, on trouve 1; et pour x = o, r ' = — 1-
Donc ce diamétre passe par les points C et B , pour lesquels on a 

A C = i , AB = — 1. 
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Les points I et I ' oíi le diamétre rencontre les paralléles 1AJ, M M ' , 
appartiennent aussi á la courbe , qui touche d^illeurs les paralléles en ees 
points, puisque pour l'abscisse de chacun de ees points, les deux ordonnées 
de la courbe se réduisent á celle du diamétre. 

Soit fait successivement x — o , y = o, dans l'équation ( i ) ; i lv ien t . . . 

- f . 2R _ 3 = o; d'oü rz^ — x ± \ / \ , ou y = i , .r —— 3; et 
_ | ^ _ j — o; d'oü ^ ^ g i ^ V ' 1 ^ . 

Les deux premiers points ( a : = o, j - = i ) ( a : = o , y — — 3 ) , se cons-
truisent facilement, en prenant sur Faxe des y , des distances A D = i , 
A D ' = — 3 , et les points D , D ' , appartiennent á la courbe. 

s i 
Quant aux deux autres points [ y z= o, x = ; ^ - f . - v ' i 3 ) , 

( j = o , •r = ^ — ^ faut évaluer approximativement \ / i 3 ; on 

trouve ^13 = 3,6 á un dixiéme prés; ce qui donne x = : i , 8 et x — — o,5. 
Prenons done sur l'axe des x , deux partios A E = i , 8 , * E ' = ^—o,5, on 

aura E , E', pour deux nouveaux points de la courbe. 
Comme elle doit passer par les sis points D , D' , E , Er; I , F , et qu'elle 

est tangente aux deux paralléles L L ' , M M ' , on peut la regarder comme suf-
fisamment déterminée de forme et de position. 

Cependant, si l'on résout l 'équation ( i ) par rapport á on obtient 

1 J / 3JKA — 2/ -f- i3 . 

Soit F F ' le nouveau diamétre correspondant á x' = ^—^-^ j pour avoir 

les limites de la courbe dans le sens des y , posons 

— 2.y= — -f- i3 = o5 d'oü y — — i r f c I 1 / ^ — H L ^ L 2 , 
2 2 ^ 3 

c 'est-á-dire , y ~ o . , i ét y •=. — 3 , i . 

E n portant sur l'axe des y , deux partios A K = 2 , i et A K " = — 3 , i , 
puis menant par les points K , K " , deux paralléles K K ' et K"KW á l'axe 
des on obtient les limites demandées ; les points F , F ' , oú ees paralléles 
rencontrent le second diamétre construit, sont d'ailleurs les deux points de 
contaet de la courbe avec ees paralléles. 

Second exemple r » + "ixy + 3x* — = o . . . ( i ) 

Ó n déduit de cette équa t ion , y = — x db \ / — ax (x —"a .̂ 

Le diamétre passe par l'origine et fait avec l'axe des x un angle de l5o05 
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l'obtient en prenant AR-=: i 199), et élevant une perpendiculaire 
gQ__ puis joigrjant les points A et O. 

Comme x=o et o: = 2 anéantissent le radical, i l s'ensuit que la courbe 
rencontre son diamétre au point A , et au point I correspondant á l'abs-
cisse A G = 2 . 

Faisonsdans réquat ion ( 1 ) , .r=rr :o, puis x — o; i l vient I o . 3x' — ^ x = o , 
4 

d'oú x = o, ^ = 5 ; 2°. r ! = o. 

Les deux valeurs de indiquent que la courbe passe par l'origine et par 

le point E pour lequel on a A E = ^ . 
Quant á Texpression ^s = o, d'oú r —o , y=zo, elle indique que Faxe 

desyest tangent á la courbe au point A ; ce qu'on savait déja, puisque AY 
est une des limites. 

Résolvons réquat ion ( i )par rapport á x ; on endédu i t 

(r — 2) - \ / — 2 ( ^ a + a r — a)-

• Soit F F ' le diamétre correspondant a a-' = • i on tire d e . . . . 

y * - h - ? . X — 2 = 0 , r — — 1 dr v/3, c'est-á-dire > / — 0,7 e t y = —2,7 
á un dixiéme prés. 

Done si l'on prend sur A Y , A K = o,7, A K " = r — 2 , 7 , et qu'on méne 
Ies paralléles K K ' , K"K"',á A X , les points F, F' , oú ees paralléles rencon-
trent le second d iamét re , sont de nouveaux points de la courbe, qui so 
trouve suffisamment déterminée de forme et de position, puisqu'elle doi l 
passer par les points A , F, E , I , F ' , et qu'elle est tangente aux quatve 
droites A Y , G I et K K ' , K ' ^ ' " . 

563. Troisiéme exemple..... y" — nxy + -xx* — 3x -f- 2 = o. 

Cette équation donne 

.X — .r rt l/7— o:2 'ix — 1 •=. x rb \/— — OC37 — 2), 

Le diamétre est une droite AE {jig. 200) passant par l 'origine, et faisant Fig.200. 
un angle de 5o0 avec l'axe des,^; les limites de la courbe sont deux pa
ralléles á l ' axe des y, menées aux dist-ances A G = 1, A H = 2; et la courbe 
est tangente a ees deux paralléles , aux points D , E . 

Les hypothéses y ~ o , x = o, introduites successivement dans r é q u a 
t ion , donnent 2x'—3x + 2 = o, . r I - i - 2 = o, équations dont les racines 
sont imaginaires ; ce qui prouve que la courbe ne rencontre pas les axes. 

Nous pourrions, comme dans les deux exemples précédens, déterminer 
les deux limites dans le sens des^ ; mais nous allons avoir recours á une 
autre construction, qui peut s'appliquer a toutes les courbes de la premiére 
classe. 
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Cette consiructiqn cst fondee sur la propriété (no 202) qui consiste éü 
ce que, si Ton forme un parallélogramme sur un systéme de diamétres 
conjugues, la courbe est tangente aux quatre cótés de ce parallélogramme. 

D'apres cela, puisque DE représente un diamétre en grandeur et en di-
rection, le point O , milieu de D E , est le centre de la courbe. Ce poínt a 

A G + A H , . , , . V - f - , 
pour abscisse, A I c u — — ~ , cest-a-cüre, — , x 'etx designant 

les deux racines de Féquation x* — 3x~i~ 2=z o, ou du tr inóme sous le 
radical égalé á o; or, en vertu d'une propriété des équations du second 
degré, on a x' -h x" =z 3 , coefiieient du second terme pris en signe con-

traire; dono 011 A I = ^ ; ce qui est d'ailleurs évident , puisque 

l'on a déja pris A G = i et A H s= 2. 
D'un auíre cóté , comme DE divise en deux partios égales toutes les cordes 

paralléles á AY, i l s'ensuit que 10 représente en direction le diamétre con-

jugué de DE j done, si l 'on fait x = - dans Pexpréssion [ / — x » + 3 ^ — 2 y 

le résultat sera la valeur du demi-diamétre conjugué. 
Cette hypothése donne 

A i n s i , ' e n prenant, á partir du point O, deux parties ON —z - et 

ON' = — on obtient N N ' = i , pour le diamétre conjugué de D E ; 

et le parallélogramme L L ' M ' M construit sur ees deux lignes est t e l , qué 
la courbe doit étre tangente á ses cótés , et en leurs milieux D , E , N , N ' . 

Cette construction est propre á donner une idée tres nette de la forme et 
de Tétendue de la courbe. 

Dans les figures relatives aux deux premiers exemples, nous avons tracé 
ce méme parallélogramme. 

Le premier exemple, dont le radical est (n0 3 6 2 ) 

V*—2 ( x » — x — a ) , <•' 

¡"ig.igg, donne pour l'abscisse du centre, — - = AR ( fig. 198), et pour 

la valeur correspondante de G N , 

OÍÍ = y ^ — a x — | = ^ y'"», d'oú W ^ S y / a . 

Le second exemple, dont le radical est 1 / — 2 (o:1 — a x ) , donne pour 
l'abscisse du centre. 
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é í p o u r la valeurdeON 199), f ig- iQg. 

ON = J / _ 2 . _ ! = | / 2 ; d'oü == a I / a -

On fait usage de cette construction pour éviter la détermination des deux 
limites dans le sens des y , et principalement dans le cas oú la courbe ne 
rencontre pas les axes. 

Au reste, pour obtenir d'autres points de Ja courbe, 11 suffirait de donner 
á x des valeurs par t icul iéres , et de construiré les valeurs de y correspon-
dantes. 

564. Nous proposerons pour exercices, les exeraples suivans : 

I o . f1 •+• ixy -f- 2ara — 2J — • 5x + | = o ; 

La courbe est une ellipse tangente á Paxe des y qui forme alors Pune 
des limites; 

2°. 4-7'a — + — 8^'-f-4a:"'~4==o> 

La courbe est une ellipse tangente aux deux axes coordonnés; 

3o. 4^' -t- sx» -\- l\x — {\x — 5 = 0. 

Si les axes sont rectangulaires, la courbe est une ellipse, dont Ies axes 
principaux sont paralléles aux axes donnés , puisqu'il n'y a pas de terme 
en xy ; % 

4o. >-» - í - a?» — 3.rv-f- aa: -f- T = o. 

Dans le cas d'axes rectangulaires, cette équation appartient á un cercle. 
Mais la méthode précédente de discussion ne suffit pas pour le faire recon-
naitre; i l faut avoir recours á ce qui a été dit n0 177; 

5o. y* — /¡xy + 5.r* — 2 / -f- 5 = o; 

La courbe se réduit k un point, car on peut (n0 5IS8) mettre l 'équation 

sous la forme (y — 2x — r)J -i~ (x — 2)» = o; 

6o. , r a — 2xx 4- 3^' — "ix ^ =z o • 

La courbe est imaginaire, car Péquation revient á 

( r — x)* + {x — i)2 -f- 3 = o. 

SECONDE CLASSE. Courbes illimitées dans un seul sens 3 
ou Pavahóles. 

5G3.*Prm¡e/- exemple : 

y" — \xy + 4*» - f 27 — 7JC — 1 = 0 . , . . . fi) 

29. e 
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[Les trois premiers termes r J — 4^ + ^ forment (n0 5S9) un catre 
parfait, (jr —2a:)3.] 

Cette equation revient á 
ra — a (ax — 1) jK ± r — 4- 7X + ' , ' 

et donne , par sa résolution , 

.r = 2x — 1 rh V 3x -f- 3 

, 1 
Posant y = i Q ¡ a ; — i , on trouve pour r == o, x = - » et pow 

x = : o, j ' = — 1 ; done le diamétre est représenté par la ligne BC 
201 v ^ - 2 0 1 ) ' menée par les po in t sB, C , pour lasquéis on a 

AB = — íl AG = - . 
a 

Comme l'hypothése 3x -f- a = o , d'oú x = T—it anéantit le radi

cal et réduit ainsi les deux ordonnées de la courbe á celle du diamétre , i l 

s'ensuit que la droite GG' , menee á la distance A G = — parallélement 

á Taxe des j r , est la l imite de la courbe; et le point D oü cette paralléle 
rencontre le d iamétre , est celui oü elle est tangente á la courbe, qui doit , 
á partir de ce point, s^tendre indéfmiment au-dessus et au-dessous de son 
d iamét re , dans le sens des x positifs. 

Faisons successivement dans l 'équation (1)5 

y z= o, et x =. o • 

i l en resulte ¿¡x"1 — — 1 = 0, et y* — 1 = 0 * 

La seconde, qui est la plus simple, donne 

\ , j - = — 1 ±: V/a j 

or, comme on a deja, sur la figure, A B = — 1, 11 suffit évidemment de 
porter sur A Y , et a part ir du point B , deux distances B K , BK/, égales á 

^ /a ou BH (en supposant A H = aAC = : 1); et les points K , K ' , appar-
tiennent á la courbe. 

Quant á la premiére , on trouve 

7 =t y/65 i5 • 1 . 
x ^ 8 ^ -g" y ' a tres Peu Pr^s' 

Prenantdone A I = 1 -f- 2 et A F == — 
o b 

on obtient I , F , pour deux nouveaux points de la courbe, qui se troure 
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suffisamment -déterminée de forme et de position, puisqu'elle passe par 
les cinq points K , I ' , D , K ' , 1, et qu'elle doit étre tangente á GG'. 

Mais rien n'empéche d'obtenir de nouveaux points, en donnant a x des 
valeurs par t icul iéres , et construisant les valeurs correspondan tes de y. 

On peut cgalement construiré la l imite dans le sens de l'axe des x, en 
résolvant Féquation par rapport á x. 

Second exemple : 

— w ~\- x*'— 4̂" + ^ H- 4 = 0-

Cette équation donne 

^ = -f- 2 dr \/%x-

Le diamétre passe par les points B , C {fig. 202 ) , pour lesquels on a . . . |qg.202s 
AB = 1, AC = — a, et fait avec Faxe des x, un angle de 5o0. 

De plus, comme l'hypothése ^ = 0 anéantit le radical, i l s'ensuit que 
l'axe des^- est la l imite de la courbe et lu i est tangente au point B. C'est 
d'ailleurs ce qu'on reconnait en faisant x = o dans l 'équat ion; on trouve 

en effet ^> 4̂  -f- 4 = ó , cu — 2)a = o , 

d'oü y = 2, y — o.. 

Soit fait r = o , dans la méme équat ion; i l vient 

¿c1 -f- « - j - 4 — 0 3 
dont les racines sont évidemment imaginaires; ce qui prouve que la courbe 
ne rencontre pas l'axe des x. 

Pour obtenir de nouveaux points, faisons x == AP = 1; i l en resulte 
r = 3 rh \ / 3 ; done s i , aprés avoir elevé en P une perpendiculaire á A X 
(ce qui donne P Q = 3 ) , on porte successivement deux distances Q M , 
Qm, égales á "̂3 ou 1,7 , les deux points M , m, appartiendront á la courbe. 

Soient encoré ^ = 3 , i l vient ^ = 5 ^ ^ / 9 = 5 = 4 : 3 . A ins i , enp re -
nant AP ' = 3 , et portant sur P'Q' =; 5, á partir du point Q', deux dis
tances Q'M', Q W , égales á 3, on aura deux nouveaux points M ' , m', La 
courbe est ainsi suffisamment déterminée. 

566. On observera toutefois que comme, d'aprés la discussion, les deux 
ligues B E , BY, forment un systéme d'axes conjugues, si Fonconnaissait le 
paramétre á ce systéme , la courbe pourrait étre construite par le prooédé 
du n0 M O . 

Or, en désignant par 2 / ce paramétre , on a 2// = - ^ M.0 et BO 

étant les coordonnées du point M rapportées h ce systéme; mais on vient 
de trouver pour AP = 1, M Q == ^ 3 ; d^il leurs, le triangle réctangle BHQ 

d-onne BH ou AP = BQ.cosQBÍl , 
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ou j^comme tan¡j QBH = 1 , d'oú eos QBH = - ^ r j 

Ains i , BQ == AP. \ / á = I / 2 ; done enfin, 

y-i. z 

La méme observation est applicable á toutes les courbes de la seconde 
classe. " . . ' 

367. Nous proposerons les exerciees suivans: 

i0. y1 •+ zxy -f- x» — 6̂  -f- 9 s= o; 

La courbe est une parábolo qui a pour l imite Paxe des y , et qui s'étend 
indéfiniment dans le sens des x négatifs ; 

a». c ' — & + 5* — 2 = 0; 

La courbe est une parábolo ropportée a des axes paralléles k ses deux 
axes principaux; et elle s'étend indéfiniment dans le sens des x négatifs 5 

3o. jr* + Gxy -f- go:1 — i ? — (jx — i5 — o; 

La courbe se réduit á un systemé de deux drcites paralléles; car l'équa» 
tion peut (n0 3U8) étre transformée ainsi: 

{y -f- 3a: + 3J -f- 3ar — 5) = o; 

¿jO. y* ^Xy -f, ^jjs + 2 ^ — ^ + 4 — 0r 

On a un systéme Ae deux droites imaginaires • car Péquation revient a 

( / — 4. i)a + 3 = o; 

5o. y» - r "ixy + •r» + 6r — 6^ 9; 

Le lieu géométrique est une seule ligne droite; car Péquation se changa en 

{ y — o: -f- 3)» = o. 

TROISIÉME CLASSE. Courbes illimitées dans lous les sens ¿ 
ou hj'per bol es. 

Premier exemple. 

568, Soit Péquation / » + ixy — ax' — 4r — * + 10= o , . ( i ) . 
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pn en déduít y = — x +• a \/3x* — 3x — 6, 

ou, décomposant le trinóme sous le radical, 

y = — a: - j - 2 ± \ / ¿ ( x -f- i) (x — 2 ) . 

Construisons d'abord le diamétre BC {fig. 208) correspondant a réquat ion Fig. io3, 

y = — x -i~ 2; 

les paralléles C C , GG', á l'axe des y, menées aux distauces A C = r 2 , 
AG = — i , sont tangentes á la courbe, aux points C, E ; de plus, la 
courbe n'a aucun point situé entre ees droites; mais elle s'étend indéfini-
ment á droite et á gauche. 

En faisant successivement r = o x — o, dans Fequation (1), on trouve 

5 

2a:a + x — 10 — o, d'ou x z= -i, x = — - , 

puis — 4-^ "f~ i o = o, équation dont les racines sont imaginaires ; 
ce qui prouve que la courbe ne rencontre pas l'axe des y, mais qu'elle passe 
par deux points C , D , de l'axe des x , pour lesquels on a AC = 2, v 
A D '== — - . 

f 2 - v i j 
On obtiendrait de nouveaux points en substituant á la place de x Ies va-

leurs particuliéres x = 3 , ^ , , . . et 0;=: — 3, — ^ • • • j mais ce qui'precede 
sufíit pour donner une idee assez exacte de la position de la courbe par 
rapport aux axes. 

Second exemple. 

Soit réquat ion y* ~ ixy—-Sx* — vy + " j x — i = of . .< (1) 

on en tire y = x -\- 1 db \^^x* — 5x %. 

Le tr inóme sous le rád ica l , égalé á o, donne líeu á des valeurs imagi
naires,; ce qui prouve que la courbe ne rencontre pas le diamétre qui a pour 
é q u a t i o n . . . y'=z x 1 , . , , et est d'ailleurs représenté par la droite CB 

Qg. 204). , • ^ 
Les hypothéses successives r = : o e t ^ ^ o donnent ' ' 

o , . 11 • i3 , 1 , , á x ' — 7 X i ~ o, d'ou x = — et x — ^ apeupres; 

f»U — 2r — 1 — o , d'oú y — 1 diz s/-i. 

Pranant done sur l'axe des «.. A D ' A D = 1 , et sur l'axe desx. 
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B E = s/2, B F = — V*, d'ou A E = i + AF = i — ^ 2 , on obtieat 
quatre points D' , D , E , F , par lesquels la courbe doit passer. 

On aurait de nouveaux points en attribuant á a: de nouvelles valeurs, 
tant dans le sens positif que dans le sens négatif, puis construisant les 
valeurs correspondan tes de y. Mais Panalyse suivante fournira des élémens 
propres á fixer d'une maniere plus complete la forme et la position de la 
courbe, dans les exemples qui viennent d'étre toaités. 

369. Méthod - générale pour déterrainer les asymptotes. 
Lorsque , par la séparation des variables , dans une e'qua-

íion, Fon a reconnu que la courbe a des branches infiniesj une 
des questrons les plus importantes á re'soudre , consiste á cher-r 
cher les asymptotes rectilignes ou curvilignes (n0 264) que ees 
branches peuvent avoir. 

Reprenons l'équation genérale du second degre', re'solue par 
rapport á la variablejr, savoir 

(Bo; - f D) 
2A 2A 

±: -1- \ / rnx2 - f - Q.nx p. . . (1) 

[m, n ,p, de'signant les quantités Ba — 4 ^ > ^ — 2 A E , 
Pa — 4AF ; vojez n0 5S6]. 

Le trinóme mx* -f- znx -f- p peut étre transformé ainsi; 

m (x* -f — x 4- —^ ou TM \~( x -f- + — —"1. 

Dans l'hyperbole , m ou B2 — est essentiellement po-

sitíf, mais la quantité ~ — — peut étre indiíFéremment po-

sitive ou ne'gative. [ Elle ne saurait étre nulle ; car si l'on 

avait — — = 0, mxa-f- znx-f~p sera.it un carié parfait; et 

la courbe se re'duirait (n0 568) á un systéme de deux droites]. 

Faisons done — — = dt /c3; 

le trinóme mx* znx - j - P revient encoré á 
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etréquation (1) se change en celle-ci 

m 

Cela pose', je dis que les droites représentées par 

•(2) 

(B^- f P) 
2A 2A . . ( 3 ) 

sont asjmptotes á la courbe. 
En efFet, remarquons d'abord que les valeurs de jr et dej-, 

ont une partie commune, — a m s i , pour de-
2A 

montrer que les branclies de la courbe se rapprochent sans 
cesse et autant que l'on veut de ees droites , i l sufíit de 
faire voir que la diffe'rence des deux parties non communes 
tend de plus en plus vers zéro quand x augmente , et que 
cette diíFérence devient nulle quand x est infini. 

Pour le de'montrer , posons 

( x + ^ m / ^ + ^ y ^ 

^ TA ' \ / 1 - 7 ~ " ^ v 5 Ul " 2A ; 

et élevons ees deux égalite's au carré; i l vient 

2 n i {x + iÍ7í) V rn/ 
4Aa 
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±: mk* rh mk% 
d'oü u *—11*= , ka , et u 

Mais, d'aprés l'inspection des valeurs de u et de u l > U est 
évident que ees quantite's augtnentent en méme temps á me-? 
sure que x augmente , et qu'elles deviennent injinies quand 
x est infini; done il en est de méme de leur somme u -\. ut. 

Par conséquent, la différence (u — M,) diminue á mesure 
que x augmente, et devient nulle quand x est infini. C. Q. F. D. 

Les deux droites repre'sente'es pour l'e'quation (3) jouissent 
done de la proprie'te caractéristique des asymptotes (¥). 

N. B.— On peut observer, pour la pratique, que l'e'qua-
tion ( 3 ) se^déduit imme'diatement de l'équation (i) par Tex-
tractian de la racine carre'e du trinóme 

/ are , p \ mx* + iznx - í - p , oum [ x2 -\ x 4- - í - ) 1 ' \ m 1 mj 

en ne tenant compte que des deux premiers termes de la 
racine. s 

{*; On peut démontrer par un moyen analogue, que toutes les paraboles 
qui ont méme paramétre et méme axe principal , mais dont les sommets 
ont des positions différentes sur cet axe, sont asymptotes les unes aux autres. 

Considérons en effet les deux paraboles 

r 2 = -ipx, et -ip { x — ít)^ 
( . • 

A désignant Fabscisse du sommet de la seconde parábole , comptée á partir 
du sommet de la premiére . 

On déduit de ees équations 

r* — j r í = "ips-, et par suite, y — f i = ipat. 

Qv,y e t r i augmentant en méme temps á mesure que x augmente, et deve-
nant infini quand x est in f in i . 11 en est de méme de leur somme ( / + / ' ) }• 
ainsi, la différence {y - ~ y , ) á e s ordonnées des deux courbes, correspondant 
á la méme abscisse^ diminue de plus en plus á mesure que x augmente et 
devient nulle quand x est infini . Done la seconde courbe est asymptote a fe 
premiére. 
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370 Construcüon des asjmptoles. II nous reste encoré á 
fixer la position de ees droites par rapport aux axes. 

Pour cela , reprenons réqwation (3), en y remplacant m 
et n par leurs valeurs ; il vient 

_ (Bx-fD) ^ V / B - ~ 4AC/ _ 2AE - BD\ 
-''t " 2A ~ aA \ B2 — 4AC / 

Or , si Fon compare cette e'quation avec celle du diamétre, 
< r 
I 

, { K x 4- D) 

on reconnaít que les asymptotes se coupent sur le diamétre ? 
en un point pour lequel on a 

aAE — BD , ' 2 A E — BD d ou, B2 - 4 A C — ' ' — B2 — 4 ^ * 

Portant cette valeur dans l?équation du diamétre, on írouve, 

2CD — BE 
toute réduction faite,jr' = 

4AC 

Nons verrons bientót que ees valeurs ne sont autre chose 
que les coordonnées du centre de la courbe , par lequel 
on sait deja (11o 264) que les asymptotes de l'hyperbole 
doivent passer. 

Le point commun auxdeux asymptotesétant determine', il 
suffit de mener par ce point deux droites faisant avec l'axe 
des a? desangles qui (dans le cas d'axes rectangulaires) aient 
pour tangentes, 

— B + V/B2 — 4AG , — B — v/B2 — 4AC 
2A , « - 2A 

et cette construction peut se faire aisément dans chaqué cas 
particulier. 
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Soit repris le premier exemple du n0 568, 

y = — x 2 ± : V^Sx1 — 3x — 6. 

La racine carree de 3 ( — x — 2) étant â? — 0 \ / 3 , on obtient pour 

I'équation des deux asymptotes, 

= — ^ •+- a ztQr — 

Si l'on pose a: — - = o, i l en résulte x = - , 
a a 

• í ' • ' • , •'' ' . ' i . / •'' ^ -. 3 ' ..• • 
d'ou, en substituant dans y* — x - f - a , y ' = = - . 

Fig.2o3. Qes valeurs sont les coordonnées du point O {fig. 2o3) par lequel les asymp
totes doivent passer. 

Aprés avoir mené par ce point une paralléle á A X et pris sur cette paral-
lé le , OR = i , on éléve du point R une perpendiculaire á A X , sur laquelle 
on porte, a partir du point I (pour lequel R I = OR = i ) , deux distanees 
I S , IS ' , égales á V ' S ; et les deux points S, S', appartiennent aux asymp
totes, car on a 

RS = - i + Í / 3 , RS' = - i - 1 / 3 -

Done OS, OS', sont les asymptotes cherchées. 
La construction serait la méme si les axes étaient obliques; seulement, 

les valeurs de a et de «' n'exprimeraient plus des tangentes, mais des rap-
ports de sinus. 

On a representé également dans la figure 204, les deux asymptotes de la 
courbe relative au second exemple. 

Le t r inóme — 5ar + a ou 4 — | ^ ~ ) (ionnant 3 ~ 

pour les deux premiers termes de la racine carree, I'équation des asymp

totes est = x -f- 1 rb 2 — ^ j ce qui donne 

i», .r = - , X i - j i 2". a = 3, a ' = — i , 

quantités fáciles á construiré. 

JV. B. — On s'est dispensé de reproduire i c i les raisonnemens qui ser-; 
vent á prouver que les droites ainsi obtenues sont asymptotes ; mais les 
sléves feront bien de Ies répéter pour chaqué exemple. 
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371. La théorie des asymptotes comprend deux cas assez re-
marquables. 

Le premier est celui ou Fuu des carrés des variables manque 
dans Véquation. 

Soit i'équation Ajra + Brrjr -f- Djr + E;r + F := 0 ? 

privée du terme en x"1. On en déduit 

^ 2A ik 

d'oü , extrayant la racine carre'e et ne tenant compte que des 
deux preniiers termes de la racine, 

BD—aAE 
(B.r-H3) ^ ^ B 

J l ~ 2A ~ 2A ' 

ou , separant les deux valeurs et re'duisant, . j 

E B , AE — BD 
^ I ~ B' ""A^'T" AB * 

Le premier de ees deux résultats indique que Vune des asymp
totes est paralléle á l'aoce des x. 

Pour réquation Bírr - f CÍC2 -f- Eo; - j - F = o, 

on trouveralt, en la résolvant par rapport á x, 

( B j r - j - E ) 
^ = - w 2 ¿ ± ^ K B ! r 2 - f 2(BE—2CD)jr f Ea--4CF; 

d'oü, extrayant la racine carree et ne tenant compte que des 
deux preraiers termes de la racine, 

B E — 2CD 
( B r - j - E ) ^ " + r — 

X i — 

ce qui donnerait x z=. — - et x — r 4 -

pour les équations des deux asymptotes. 
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Ainsi, l'une d't lles est parallele á l'aoce des y. 
Les raisonnemens du n0 369 sont d'ailleurs appiicables á ees 

deux circonstances. 1 

572. Le second cas est celui oú l'équation est pripée des 
deux carrés. 

Dans cé cas , on a recours á une autre métliode pour déter-
miner les asymptotes. 

Soit Fe'quation B^r -f- Y)y -f- Ex -j- F = o ; si on la ré-
sout d'abord par rapport k j , on trouve 

^ ~ Bx + D ' 

ou y efí'ectuant la división de E . r -f- F par B.r -f- D, 

E DE — BF 
B ' B (Bx - f D)' 

Posons j T r ̂  — 5 
a ; 

je dis que cette derniére équation, dont le lien geométrique 
est unedroite parallele á Faxe des x, représente une asymp-
tote á la courbe. 

En eííet, pmions la diíFe'rence entre l'ordonne'e j de la 
courbe et Fordonncej-, de cette droite; il vient 

_ DE — BF 
J ' ^ ' ~ B ( Bx -f D)* 

D 
Or , il est évident que plus x augmente (á partir de x — —^ > 

qui donne Bx - f - D = o) > plus cette diíférence diminue. 
Elle peut inéme devenir aussi petite que l'on veut, et se re-
duit á o quand on suppose j - = oo , c'est-á-dire que l'or
donne'e de la courbe et Tordomiée de la droite deviennent 

alors égales. Done la^droite j r , = -— - est telle que la 
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'courbe s'cn rappioclie sans cesse et autant que Ton veut, sans 
pouvoir cependant jamáis Fatteindre aulre part qu'á Finfini. 
Done elle est asjmplote. 

En re'solvant réquation par rapport á a;, on obtient 

(Djr+ F) _ D DE — EF 
x ~ Bjr + E " " B B (Bjr - j - E ) ' 

et si 1 on pose x\ = ~ g, 

on prouvera, comme précédemment, que cette derniére e'qua-
tion, dontle lieu est uneparalléleá i'axe desjr» repre'sente une 

seconde asymptote ; car la différence x — £rt etant g^g^r^Tgy 

. , ^ . - E dimmue a mesure que j augmente , a partir de _/ = — g, 

et peut méme devenir moindre que toute grandeur donne'e. 
E D 1 , , * • V Amsi j " , ^ g, 0 ? , = —— sont les equations de 

deux asymptotes de la courbe représentée ^ar Féquation 

B . ^ -|" ^ Hh EÍC -f- F = o. 

Ces droites étant d'aborcl fixées de position, il faut, pour 
tracer la courbe, donner á x des valeurs particuliéres et cons
truiré les valeurs correspondantes j , tirées de Fe'quation 
de la courbe. II suffit méme d'un seul point, puisque (n0527), 
connaissant un point de la courbe et les asymptotes 3 elle 
peut étre facilement construite. 

Soit3 pour exemple r é q u a t i o n , xy — 2y _|_ ^ _ , — 0. 
[Nous supposerons la courbe rapportée á des axes quelconques A X , AY 

{fig. 2o5 ) ; autrement, Thyperbole serait équi la té re] . Fig.aoS. 

Cette équation donne 
x — 2 

et résolue par rapport k x, x = —.. + 1 — 2 L 
^ + ! r -4-
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Done ^ = —1, x = 2, sont Ies équations des deux asymptotes quj 
sur la figure, sont representées par les droites H H ' , L L ' . 

Soit fait dans l 'équation proposée ^ = = 0 ; i l en résulte x — i ; c'est-
á-dire que la courbe rencontre l'axe des x au point D pour lequel on a 

A D = i . On a de m é m e , pour x= o, y — — ^. Ainsi la courbe passe 

par le point G , tel qu'on a A G = — ^ et peut étre tracée d'aprés la mé-

thode du n» 527. 

375. Autre mojen de déterminer les asymptotes dans les 
cas particuliers qui précédent. 

II est remarquable que l'équation 

E . ÍDE — BF 
J ~ — o + B ^ B ( BÍT -{- D) ' 

qui donne la premiére asymptote, peut egalement faire con-
naitre la seconde : il suífiit pour cela d'égaler á ó le de'nomma" 
teur de la seconde partie de j . Car en posant Ba? -f- D = o, 

D 
on trouve x — — —. 

B 

Gette valeur de x portee dans l'e'quation de la courbe, 

donne jr=oo; ce qui prouve que la droite a' = — 5- rencontre 
la courbe á l'infini. C'est en eííet Tune des propriéte's dont 
jouissent les asymptotes. Mais cela ne suffit pas pour les carac-
tériser; il faut encoré, pour qu'une ligne soit reconnue asymp
tote j que la courbe puisse s'en approcher sans cesse et autant 
que Ton veut. 

Afin de faire ressortir ce ^econtl caractére, nous de'signerons, 
pour plus de simplicite', 

E , D , DE — BF 
— g par /r , — — par .T , et g^-— par m; 
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fequalion de la courbe prend alors la forme 

, m 
y =^ y ~\ 7. . . . (I) 

Cela posé, je dis que la droite x = xf est telle que la 
courbe s'en rapproche sans cesse et autant que l'on veut. 

Car si l'on pose x — xf ±:^, ^ étant une quantité trés petiíe, 
Fequation ( i ) devient 

Comraejr' et n i sont des quantíte's íinies et déterminées, on 

voit que plus sera petit, plus — sera grand, plus par csnsc-

quent les ordonnées des points de rencontre de la courbe avec 
Ies droites ( . r = : x' ± J") qui avoisinent la droite x — a - ' , 
seront grandes. 

Celle-ci qui, comme nous l'avons deja vu, rencontre la 
courbe á I'infini, est done telle en ni eme temps, qjue toutes 
les droites qui lui sont paralléles rencontrent la courbe en 
des points d'autant plus éloignés de l'axe des x que ees droites 
sont plus voisines de la droite x = x . Done la courbe se rap
proche sans cesse de celte droite^ et autant que l'on veut 
sans powoir cependant la rencontrer. 

Ce moyeu est applicable méme au cas oú Féquation du se
cón d degre' est de la forme 

ou B^r Cx2 -f- I>r -f- Ex -f- F = 0 . | C ^ ^ ^ ^ l . ) 

Considérons en effet la premiére et résolvons-la par rapport 
¿« ̂ ; ii vient 

— (Aj^ -4- P r -f- F ) 
x — B j r - h E 

ou> si Ton effectue la división en par lie, 
,\ • . 3o 
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A , AE — BD BDE — AEa — B'F 
a B B2 ^ B ^ B r - f - E ) 

Par un raisonnement analogue á celui du n0 572 , on prou
vera i t facilement que réquation 

A , A E — B D 
^ = - B ^ + — — 

représente une premiére asymptote. 

^ „ . * B , A E ~ B D Elle donne en eíiet J ~ — ~r x n — > 

équation qui n'est autre chose que Tune de celles auxquelles 
on est parvenú n® 571. 

Je dis en outre que, si Ton pose - j - E = o, ce qui donne 

E 
f B ' 

on a ainsi la seconde asymptote. 
Car soient, pour plus de simplicité, 

A AE — BD E , BDE—AE2—BSF 

i'équation de la courbe prend la forme 

rn 
PJ + 9 -h 

X —jr 
Cela posé, soit d'abord jr ==jr'; il en resulte a;=ao; ce qui 

prouve que la droite j ^ r z j ' , cu / = — rencontre la courbe 
B 

á l'infini. 
D'ailleurs, si Ton pose jr = j r ' ± ! ̂ (1 étant une quantité tres 

m 
petite), la valeur de x devient x = py' g ± ±i 
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Comme les quanlites />, ^, r n , f \ sont des quajitités finies eí 

déterminées, on voit que plus <̂  sera peüt, plus la valeur de 

sera grande, plus par conséquent les abscisses des points de 
rencontre de la courbe avec les paralléles á l'axe des x.._.. 
{•y z=.y dr seront grandes. 

Ainsi la droite jr — j r ' est telle, que toutes les paralléles 
mene'es au-dessus ou au-dessous d'elle rencontrent la courbe 
en des points d'autant plus eloignés de i'axe desjr qu'elles sont 
plus voisines de cette droite. 

Done la courbe se rapproclie sans cesse et autant que l 'ou 
veut de la droite jr =,7"'. 

Voici de nouveaux exemples relaíifs á la troisiéme classe dtí 
courbes. 

1°. T-3 — \xy - j - ux5 H- 6̂" — ga; -f- a = o ; 

équation d'une hyperbole qui ne rencontre pas son díamétre. 

3°. r ' — &r -f- ^ + 3 = oj 

équation d'une hyperbole dont Pune des asymptotes est paralléle á l'axe 
des x. ( \oyez nos 3 7 1 et 575 . ) 

30i — 'ixy — 2 = 0 } 

l'hyperbole est rapportée á son centre comme origine, et l'une des 
asymptotes est paralléle á l'axe des x. 

A0. y* — x ~ o } 

si les axes sont rectangulaires, l'hyperbole est équilatére et rapportée á 
des axes paralléles aux axes principaux. 

5o. i x y — a: - f I — o; 

la courbe est rapportée a des axes paralléles aux asymptotes. {Yoyez 
nos 372 et 375 . ) 

6°. y \ — -ixy iy + 4^ — 8 = o ; 

la courbe se rédui t á un systéme de deux droites qui se eoupent (n0 3i>8j. 
Ce dernier exemple présente uno circonstance remarquable, lorsqu'or! 

fésout l 'équation par rapport á x. 

. Ontrouve * - y Z - ± J Z ^ l t 

3o.. 
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o u , effectuant k dirision conformément h la móthode indiquée ci-dessus 
pour déterminer íes asymptotes , 

d'oú i l semble résulter que la courbe se reduit á une seule ligne droité. 

Mais observons que, si la división s'est faite exactement, c'est que le nu-

mérateur de la valeur de x peut se mettre sous la forme + 2 ^ (3^ — 4). 

Ains i la valeur de x revient á 

g - f - ^ ) ( * r - 4 ) 
x = — r~ } 

d'oá, dtia&sant le dénomínateur et transposant, 

équation qui peut é t re satisfaite , 

soit lofsqu'on pose ur — 4 — 0» ^ ' 0 0 r = 2, 

soit lorsqu'on pose x — - — a = o, úPou j = ix — 4-

Ains i la courbe se réduit k un systéme de deux droites, et non pas á une 
seule droite oomme on l'avait cru d'abord. 

Application de la méthode de discussion precedente a d'autres courbes. 

574. La méthode pxposée précédemment pour la discussion des équa-
tions du second degré peut également s'appliquer á des équations d'un 
degré supérieur, pourvu que l'on puisse opérer la séparation des variables. 

INous nous bornerons á une seule applicatíon qui suílira pour montrer 
comment i l fatídrait opérer dans tous les cas semblables. 

Soit Féquation yi — x*x+'íxj- — ¿ r 3 - f - v - f - 2 # = o , . . . (1) 

qui est du troisiéme degré , mais qu'on peut résoudre par rapport á y. 

On en déduit y = tfc - ] / x i - f . 4. 

Fig.aoO. Désignons la premiére partie de cette valeur de y par y' {fig. 206),, eí 
construisons d'abord le lieu góométrique 

y' = ^ — ^ — 2 
2 
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Cette équation revient á x* — — oír' — a = o, et donne . . . . . 

x = i ± V^' + 3; d'oú l*Qn voit que le lieu géométrique est une pa-
rahole qui a pour diamétre, ou plutót pour axe principal, la ligne EE' me
nee parallélement á Faxe des r , á une distance AP = 15 la l imi te de cette 
parábola est d'ailleurs DE menée parallélement á A X par le point D , 
pour lequel on a 

-f- 3 = ; o, ou y = —f - = AD. 

En faisant y' — a dans son équat ion , Ton trouve 

x t=z 1 áz V/3, ou a?,:=2 AQ, et x = AQ' . 
Soit ensuite x = o J la valeur de y1 se réduit á 

Q ' 
ainsi la parábolo passe encoré par le point B , pour lequel AB = — 1. 

La courbe correspondante a jr ' = ^ ^ est sujfüsamment dé-

te rminée , et peut étre représentée par REQ'R'. 
Je dis maintenant que cette parabole doit étre considérée comme un 

diamétrg de la courhe cherchée. 
En effet, pour une valeur de x quelconque, AP', i l faut, aprés avoir 

construit l 'ordonnée P'B' correspondante de la parabole, portar, á partir 
du point B ' , au-dassus et au-dessous de cette courba, une partie égale á la 

valeur du radical í \ / x 4 4 . 4. On voit dono que la ligne RQEQ'R' passe 

par les milieux de imites, les cardes de la courbe cherchée, qui soní paratléles 
a l'axe des y j done (n0 2S8) cette ligne est un diamétre. 

Actuellement, si nous observons que le radical V^4 revient á 

^ - y / i ~ , 011 peut mettre l'expression (a) aous la forme 

x a — ace — 2 . 1 4 / 4 r = ± - V 1 + "7' 

et si Pon appllque á cette équation les raisonnemens qui ont óté faits 
n» 369 , on prouvera faoilement que la eourbe cherchée a pour asymptotes 

systéme dés llgnes représentées par l 'équation 

„ x» — ax — a , «:» 
y* = — a 3 • 

Gatte équat ion , considérée successivement avec le signe supérieur et 
avec le signe inférieur, devtont 

1, et y" ~ — x 
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La seconde de ees deux-ci est Fcquatioa d'une ligne droite L L ' passaii* 

par les deux points B , B", pour lesquels AB = — i et AB" t= — i . 
Quant h la p remié re , on en déduit 

•2 2 

et , en la construisant, on obtient une nouvelle parabole SIS' ayant pour 

axe principal I I ' ^ou x = ^ , et pour sommet le point I , qu?on obtient 

en posant 

áf" + 5 = o : d'oú r " = — 7 = A G . 
4 

I I est á remarquer que les deux asymptotes L L ' , SIS', ont le point B 
commun et se touchent en ce p o i n t ; car la partie non commune de leur 

x* 
équation étant —, si Fon pose x = o, i l en resulte y" — — r. 

Ce méme point appartient aussi, comrae on l'a vu plus haut, au dia-
métre parabolique BQEQ'B' . 

I I ne nous reate plus qu'á déterminer quelques points de la eourbe cher-
chée, . 

Soit d'abord fait y = o dans l 'équation (1); ¡1 en resulte 

— %x ~ o, ou — a) = o ; 
d'oú x = : o, ar = -f- \ / ^ , x — — 5 

ainsi la courbe passe par Forigine A et par lea points G , G ' , pour lesquels 

on a A G = Va, A G ' = — v'a-
Soit encoré *• = o: on trouve 

y* -f ajr •— o, d'oú y =z o, r — — 2; 

done la eourbe passe par le nouveau point H pris sur l'axe des .r, á une 
distance A H = — 2. 

Faieons ensuite x = 1 dans l 'équation (2); i l vient 

a 2 
oe qui donne les noureaux points E", E " , pour lesquels on a 

AP = 1, P E — — ^ , EE" = 1 V^, E E * = — ^ V$' 
Pesons enfin JT = 2 = A P ' ; on trouve 
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Ces deux valeurs construites donnent encoré les points K et K ' pour 

deux points de la courbe. 
Le Heu geométrique cherché devant passer par les points K , G, E", A , 

puis K ' , Ewj E , G' , et ayant pour asymptotes la parábola SIS' et la 
droite L L ' , est nécessairement représentée par les deux lignes indéfinies 
K G E ' A T ' , G W E ^ K ' . . . 

IV. B . — S i Ton combine l 'équation de la courbe avec l 'équation 
y—z — x — -2, qui est celle d'une droite paralléle á l'asymptote L L ' et 
menée á la distance A H = — a, on trouve pour résultat de cette combi-
naison, — o et ^ — — a , ce qui prouve que la droite HH'es t tan
gente á la courbe au point H . Cela justifie la forme donnée en ce point á la 
branche G'HK.'.. 

On-trouverait encoré que Féquation 

x*y •+• ixy — y — o 

composée de deux branches D A D ' , EGE' {jig: 207), 
l 'origine, et est tangente en ce point á l'axe des JT; 

représente une courbe 
dont Tune passe par 
elles ont d'ailleurs pour asymptotes, les droites x±z — 1 et j = 1. 

Ceux qui désireraient étendre leurs connaissances sur la discussion des 
courbes de degré supérieur au second, peuvent consulter l'ouvrage de 
CBAMER , ayant pour t i t r e : Introducíion a l'Analyse des lignes courhes. 

§ 11. Détermination du centre et des axes, par la 
transforma tion des coordonnées. 

37S. Nous avons vu (n02S0et suivans) qu'onpeut toujours, 
une équalion du second degré á deux variables étant donnée, 
la ramener á Tune des formes Mj2 -}- Na;a = P, j"5 = Qa?, 
par deux transformations de coordonnées; savoir, par un 
changeraent de direction d'axes, ensuite, par une translation 
d'origine. Nous allons reprendre cette question avec de nou-
veaux détails, en renversant toulefois l'ordre des deux* trans
formations, parce que la méthode du n0 2SO a l'inconvénient 
d'introduire des quantités irrationnelle« dans les coefficiens 
de x et dej'. 

* L'équatíoñ générale des courbes du second degré étant 

Ar1 -f- B;rr C.r* + Dr - f Ex + F = o , . . . {\) 
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rempla^ons x e i j - par les formules x — x -f- a , y = j r -f ir. 
et proposons-nous de déterminer a , ¿, de maniere á faire dis-
paraítre les termes du premier degre en x el en j . II vient, 
par cette substitution, 

Aj-a Jr Bx j - -f- Ca:- ' + (aAé -f- Ba -f- D) r -f- (2C« -f ^ 
4. + Ba¿ -f- Ca'̂  + D¿ + Ea - f F T=: o. . . (2) 

Or, puisqu'on veut que cette équation ne renfermc plus le& 
termes lineaires en x et en jr , i l faut que Fon ait 

a k b -f- Ba -f- D =: o, aCa + Bé + E = o;... . (3) 

et alors l'équation se réduit á celle-ci : 

Ajr3 Brrjr - f Co;2 -f- F ' = o (4) 

Les trois premiers coefficiens A, B, C , sont les mémes que 
dans la propose'e. 

Quant á F' , on a F' —AbA -f- Ba6+ C«a-fD6 -f E« - f F ; 

mais on peut simplifier cette expression. En effet, si Fon ajoute 
entre elles les équations (3), aprés avoir multiplié la premiére 
jfar b , la seeonde par a, on trouve r 

^Aéa - f - 2Ba¿» 4- 2C«a 4- D¿ - f E a r= o, 

d'oü Fon déduit Ab* 4- Bfl¿ -f Ca9 = — (I)¿> Ea) , 

et par conséquent, F = F 4 ^ E ~ ; (5) 

c'est sous cette forme que nous rappellerons plus tard la va-
leur de F' . 

Les e'quations (3) donnent d'ailleurs pour a, ¿, 

a = 2AE — BD i _ 2CD-- BE .A. 
B' - 4AC ' ' W ^ M ' " " { ) 

valeurs qu'on pourrait repórter dans F ' , mais cela est inutile. 



DANS L 'ELLIPSE ET x'HyPERBOLE. 
Observonsactuellement que, l'équation (4) restant la méme 

lorsqu'on y change x et en — x et — j r , est telle, que si 
W r', représentent les coordonnées d'un point quelconqueM 
Ifig. 208) de la cotirbe rapportee au nouveau systéme OX', Fig.aoS. 

ÓY', cette e'quation est satisfaite par — x', — j ' , en méme 
tcmps que par -f- x\ - f jr ' . Or, il est évident que les deux 
points O ' , j - ' ) , ( —o? ' ,— j ) sont en liyne droite avec la 
nouvelle origine O, et situees á égale distance de ce point. 

D'oü Ton voit que le point 0 jouit de la proprie'té de diviser 
en deux parties égales toutes les cordes de la courbe qui 
passent par ce point; done (n0 250) la nouvelle origine est 
le centre de la courbe. 

Les valeurs de a et de b sont en effet celle qu'on a obtenues 
(n0 570) pour les coordonne'es du centre. 

Concluons de la que l'équation A^+Bay+C^c ' - f -F^o , 
est la forme caractérístigue des équations de toutes les courbes 
du second degré qui ont un centre, lorsqu'on y suppose trans-
portée l'origine des coordonnées. 

Comme , en ge'néral, l'liypothése Ba — 4 ^ — ° rend les 
expressions (6) infinies , il s'ensuit que la parabole n'a pas de 
centre > ou que son centre est situé á l'irifini. En d'autres 
termes, on ne peut, pour la parabole, faire disparaitre á la 
fois les deux termes linéaires en x et enj^. 

]V. B. — Lorsque, par cette premiére transformation de ' 
coordonnées, on trouve F / = o , ce qui raméne l'équation á 

itjr1 + Bxr -f Câ9 3= o, 

on peut conclure que la courbe se réduit ¿t son centrej ou á 
un systéme de deux droites qui passent par le centre. 

En effet, cette équation donne 

B 

ct Ton voit que, suivant qu'on aura B2 — 44C < o ou > o , 



DÉTERMINATION Dü CENTRE E T DES AXES 

réquation sera vérifiee par le systéine unique (j—o, ^ = 0 ) , 
ou bien, i^eprésentera un systéine de deux droites passant par 
j'origine. 

Observons encoré que toutes les conséquences precedentes 
sont vraies, quelle que soit l'inclinaison des axes. 

376. Admettons que la courbe soit une ellipse ou une hy-
perbole, auquel cas la transforraation precedente est toujours 
possible; et voyons maintenant comment on peut faire éva-
nouir le terrae en xy de l'equation (4)-

Or, ce calcul a deja été exécuté (n0 2S0) sur réquation 
genérale. Substituons dans (4) les formules (n0 220) 

x = x eos « — s i n u, = a? sin u + j r cos ^) 

au moyen desqaelles on passe d'un systéme rectangulaire á 
un autre systéme rectangulaire; et posons 

2 (A — C) sinescos» -f B ( eos4* — sina«) = o , . . . (7) 

puis 
M = Acosa« — Bsinstcos« -f- Csin2*, 
N = A sin2* -f- Bsin^cos« -f- Ccos'«, 

P = _ r = — ( F + £ t ± ^ ) ; 

l'equation (4) se trouve aíors ramenée á la forme 

Mjr2 -f Nx» = P. 

TI reste encoré á de'terminer Tangle «Í et les valeurs corres-
pondantes des coefficiens M et N. Pour cela, il ne s'agit que de 
reprendre les calculs du n0 281. 

On déduit d'abord évidemment de l'equation (7), 

B 
tang 2«Í = A — C ' 

« A — C _ B dou c o s 3 « = • — s i n 2 « = 
\ / A — C l | - B' y / l — C 4 - Ba 
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D'un autre cóté, conibinons successivement par addition 

et par soustraction, les valeurs de M et de N; il vient 

M -f- N = A -f- C, M — N = (A — C) eos aa — B sin 2*; 

d'oú, substituant pour COS2ÍÍ, s i n 3 « , leurs valeurs, 

M N = A -f- C, 

M — N = - A ^ - B? ^ s / ^ V B 7 -
- C + B2 

Done enfin 

2 a 

Mais avant d'appliquer á des exemples les formules qui 
précédent, nous devons faire une remarque sur la maniere 
de les employer. 

B 
L'angle 21» étant donné par la formule tang 2 « = — ~ ^ , 

est aigu ou obtus, suivant que cette tangente est positipe ou 
négative; mais dans les deux cas, son sinus est positif. Or, 
on a trouvé 

— B 
s i n 2« . = 

ou plutót, sin 2« 
— B 

Y / A - C - f B2 

(á cause du double signe dont un radical doit toujours étre 
affecté); et pour que cette expression reste positipe, il faut 
que le radical soit pris avecle signe-f-si B est négatif, et avec 
le signe — lorsqu'au contraire B est positif. 
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Les valeurs genérales de M et de N deviennent done 

M = i (4 + C) ± ^ y / A - G V B % 

N = - (A -f- C) qr - VA — B" ; 

les signes supe'rieurs correspondant á B négatif > et les sigues 
infe'rieurs á B posítíf. 

D'aprés cela, voici le tablean des formules dont ii faudra 
faire usage, pour toute équation particuliére représentant une 
ellipse ou une hyperbole, si Ton veut rapporter la courbe á 
son centre et á ses axes: 

Équation propose'e, 

k y * -í- B x j -f- Cxa -f~ Dj- -f Ea; - f F == o. 

i 0 * — Evanouissement des termes line'aires par une trans-
lation d'origine, 

2 AJE—BD aGD — BE ^ m + Ea 
a ~ K ~ l K V b ~ B » - 4 A C ' = F -f . 

Équation resultante, k j * - f ü x y -f- Cx2 + F' = o. 

a0. —Évanouissement du terine en xj-, par un changement 
de direction d'axes, 

tan62a = - A ^ c ' 

^ (A + C) - j - i i / A —e + B 

ou bien 

si B est négatij* 
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si B est posilij. 
N — - (A -f- G) -f- i i / ^ — C V ' B 3 

2 2 T 

Équation resultante,.. . Mjr2 -f- NÍC2 — P, 

[P ayant ici pour valeur, — F ] . 

Applications á différens exemples. 

577. — i0.... y* — ixy + 3as -f v — 4̂  — 3 = 0) c,est 3e 
premier exemple traité (n0 362 ) par la séparation des variables. 

A = i , B — — 2 , C = 4- 3, 1) - a, E =n — 4, F = - 3 ; 

ce qui donne, d'aprés Ies formules du tablean précédent, 

a — h — — - et F ' = — §. 
1 , 1 1 

Soient A C = ^ , CX) = — ^ ; OX', OY' ao8) representent les Fig.aof 
nouveaux axes par rapport auxquels l'équation est de la forme 

y* — "ixy -f- 3a:s — - = o. 

On trouve ensuite 

tanga» = — i , M = a 4- V^2? N = a — V/a.s P==7 

( comme B est ici négatif, on a pris les signes supérieurs dans les expressions 
deM et N>. 

Soit menee par le point O une droite OB qui forme avec OX', un angla 
ayant pour tangente — i ; divisons Fangle BOX' en deux parties égales; les 
deux ligues OX", OTÍ", sont les nouveaux axes par rapport auxquels l'équa
tion est enfin ramenée á la forme 

(a + l/a) r« + (a — l/a) x» == 5. 
2 

Pour comparer cette équation á celle-ci: 
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et en déduire les valeurs des demi-axes A et B , ü faut (n0 2 3 5 ) la multi-
plier par 

P 9 _ 9 

ce qui donne 

g ^ - t - V?) va . 9 ( ^ - ^ ) r . „ 81. 
4 y + 4 "* T ' 

d'oú l'on déduit 

A=z^\/-i -i-yZ, B = ^ \ / 3 — 1 /2, 
o u , calculant ees valeurs & 0,1 p r é s , 

A = -2,7 et B = 1,1. 

Connaissant ees demi-ases, on peut aisément construiré la courbe doné 
la position, par rapport aux axes pr imi t i f s , doit étre semblable á celia qui 
est indiquée par la figure 198, correspondante au méme exemple (n0362). 

2o... • r2 + aay — ix1 — 4^ — x "i" 10 = 0: c'est le premier exemple 
de la troisiéme classe (n0 368). 

B étant i c i positif, i l faudra prendre les signes inférieurs dans les expres-
sions de M et de N . 

On a 

A = Í, B = 2t C - — 2, D = — 4, E = - i , F = 10; 

d'oú 

1 I , 3 27 ^ . 27 
a ±= - , b = -, tr et + 2^7 — 2x5 ~ ~ O. 

2 a 4 4 
On trouve ensuite 

tanga* = — 5, M = • — — - — , N = —^ —-—? 
0 2 2 

ce qui donne pour nouvelle t ransformée, 

(1/T5 + 1) . ^ 1 3 
— r s 4- • 

27 
4 ' 

^ ' 3 + 1 ^ _ (V/13 - Q r i ^ 27 

2 ^ 4 ' 
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Cette équation représente évidemment une hyperbole rapportée á son axe 
non transverse comme axe des x ; et c'est en effet ce qu'indique la figure 2o3, 
qui correspond au méme exemple traité n» 368 par la séparation des 
variables. 

Pour la comparer á Tequation B ^ ' — Á.\x* =# A1B3 (no 2 4 0 ) , i l faut 

la multiplier par ^ ou | ; ce qui donne 

9 ( V / T 3 + x )y* - f i S / i i 9 f i / T i A _ ^ 
16' 

et par conséquent , 

B» = § (t/i3 -f- i ) = 5,i8, d'oü B = 3,2-
o 

Aa = | { y / T S — i ) == 3,98, d'oü A = 1,7. 
Nous engageons les commengans k appliquer les formules précédentes 

aux divers exemples de la premiére et de la troisiéme classe, qui ont été 
traites par la séparation des variables. 

3 7 8 . On ne peut plus suivre la méme marche, dans le 
cas de la parabole, puisqu'on obtient pour a , ¿>, des va-
leurs infinies. II n'y a pas d'autre moyen qué de faire e'va-
nouir d'abord le terme en xr , ce qui, comme on Ta vu 
( n0 3 3 1 ) , donne lieu á la disparition de l'un des carrés ; 
ensuite le terme en y et la quantité toute connue, ou bien 
le terme en x et la quantité toute connue , suivant qu'on 
trouve le coefficient de a?' ou de j*2 égal á o. 

Déterminons les formules relatives á cette double trans-
formation de coordonnées. 

La relation Ba—4^=:0> ou B!!=4AC, réduit Texpression 

Y / A ~ CVB% OU plutót ± \ / Á ~ - ^ ~ C -f- B% á dz (A C); 

done les valeurs de tang 2<e, sin 2a , eos aa, M , N, de-
viennent 

— B A — C . ~ - B tang ota = - — e o s 2 « == 3 -7 -^ -7-77:, s m 2<« = 
±:(A-HC)' 0 , " ^ - ± : ( A - f - C j 
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M = - ( A - f C)±: - (A-+-C), N = ^ (á - f C) zp - (A-f C) ; 
2 2 2 2 

c'est-á-dire 

M = A + C , N = o, oubien, M — o, N = A -f C, 

suivant que B est n é g a t i f o u p o s i t i f ; car la remarque da 
n0 376, reía ti ve au signe de sin 2 « , est applicabie au cas que 
nous considérons; et comme A-f- C est essentiellement p o s i t i f 

dans la parabole, si Fon veut que sin 2 » , ou . 
— ( A- -f- Li ) 

soit toujours positif, il faut que A -f- C soit aíFecte' du signe 
supérieur lorsque B est ne'gatif, et du signe infe'rieur lorsque 
B est positif. 

On a d'ailleurs trouvé (n0 280) pour les coefficients de x 
et de , dans réquation transformée, 

R = D eos m — E sin as, S = D sin a -f- E eos « , 

expressions qui, á cause de 

eos 
/ l -f- COS "Xct l \ —• eos i » 

V ~ 1 s i n « = ^ / . , 

se reduisent, lorsque B est ne'gatif, á 

_ P V/A — E y/C D j / C + E \ / k 

et, lorsque B est positif á 

= D y / C — E y / A s, ^ D^/A + E t / G 
V / A + T ; ' y/A + G 

Par cette premiére transformation , Tequation devient 

Mjr'-t-Rr-f-Sx + F—o, ou N ^ - f - R > + S' .r-f F - o. 
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Ea supposant qn'elle soit raaienee á ia premiórtí i'onne, ií 
íaut , pour chassev le tenue en j e t la quanülé touíe conuue, 
remplacer ^ , jr, par x - f a , j -\- b \ eí si ron pose 

2 M 6 - f - R = o , M¿a -f- \\b -{- Sa - j - F = o, 

tl'oú Ton tire 

R — ' — IU — F IV 4MF 

on obtient pour la derniere íransfonuée, M; ' S.r =r o. 
Si , au contraire, i'équatiou était N,r1: -f- R^f S'.r-f- F—-o , 

on tiouverait 

S' | S'a— 4NF T̂ . 

D'aprés cela , voici le íabieau des forumles nécessaires anx 
appiications : 

•i0.'.B négaiif; tang 2 « ~ — , M = A-f -C, . íí ~r. o, 

MjT51 ~f- %r "f" ̂  -f- F =: O ; 

R R3 — 4MF 
^>=: _ et X . W ~ 4.MS ' * J . M 

..B posüif; tang-2« = — — , M == o, N =-A-f C 

(V _ n y / c — E y / A s . . p y Á - f E y / c 
K T T C ' y ~~ ; ^ A -f- c ' 

Na;2 -f- R > 4-. S'.r + F = o ; 

• / — 4NF s R' 
" ; 2 « ' 41SR' » ~ — N-r- • 

• 
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379. Premier exemple.... .r5 — faf + 4**' •+• 2^ — -ya- — ! =:/>. 

(B étant négatif, i l faut employer le premier systéme de formules.) 

On a A — 1; B — 4, C = 4, D — 2, E = _ 7 ) F — _ , -

d'oú 

t a n g í a = - | , M = 5, N = o, R = 1 / 5 , S = - | ^5-

Fig.aog. Frenons d'aboid sur A X , AC = ? 209), et élevons au point C 

une perpendiculaire CD = — | ; puis tirons D A B , et divisons l'angle 

BAX en deux parties égales ; les droites A X ' , A Y ' , sont les deux axes pai? 
rapport auxquels l 'équation devient 

Sr* •+• ^ - V^S-r — ^ \ / 5 . x —1 = 0; 

on obtient ensuite 

Soient pris AE = — 2,7 et EA' = — 0,7. 

Les droites A ' X " , A ' T " , paralléles a A X ' , A Y ' , et passant par le point A ' , 
sont les nouveaux axes, par rapport auxquels l 'équation est enfin ramenée 
á la forme 

^ == 1 V5.*. 

« ^ .. •\ " 3 . . . 
Le paramétre est done égal á ^ V^S ou o,3 ; et la courbe cons-

truite d'aprés ees données , se trouve dans une situation semblable á celie 
de la figure 201 qui se rapporte ( n0 56S) au méme exemple traite par la 
séparation des variables. 

Second exemple... . y1 -f- r¿xry + x» —. 6y -f- 9 = o. 

(B étant posit\f, i l faut taire usage du second systéme.) 

Ona A = 1, B = + 2, G = = i , D = — 6 , E = o, F = 9; 

d'oú 

tangas » = oo, M = o, N = 2 , R' = — 3 & — ~ W"*'' 
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et l'on a pour la premiére t ransformée, 

sx1 — 3 — 3 {/'¿.x + 9 = 0 . 

On trouve ensuite 

La construction de la courbe, au moyen de ees resu l tá i s , peut étre faci-
¡eraent vérifiée par la séparatlon des variables. 

580. Dans les applications precedentes , nous avons passé 
sous silence les differentes varietés , parce que la resolutiou 
immédiate de l'équation les fait aisénient ressortir , et que 
toute transformation de coordonne'es devient inutilepour leur 
construction. Cependant, nous croyons devoir nous arréter 
un instant sur le cas particulier d'un systeme de deux droites 
paralléles. 

On a vu (n0 588) que cette variété est caracte'rise'e par les 
deux conditions B2 — 4 ^ — 0> -^^ ~~ = o.. . (i) 

Cela pose, la premiére donne B — z t a { /A . ^ / C , savoir: 
B = —2 x / k . v /GsiB est riégatifj, et B = + 2V^A , \ / G 
si B est positif. 

Admettons la premiére hypothése , et substituons pour B , 
sa valeur dans BD — 2AE c=s o ; il vient 

—2V /A. V / C . D — 2 ( i / Á ) 2 . E = o ; d'ou Di /C- f -Ev /A=o . 

Or, on a trouve (n0 579). . . S = — ~ — ; done , 

dans le cas parliculiér dont il s'agit, et pour B négatif, on 
a , á la fois , W = o et S = o. 

Si, au contraire, B étaitpositif, on trouverait 

H- 2 y Á V C . D — 2 V A . t / i / É = 0 

d,0¿ D V C — E V A = o . 
31.. 
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Ainsi, í'on obliendrait en méme ternps M ~ o et R' o • 
c'est-á-dire que la premiére transformation réduirait l'équa-
tion á Mr2 -f- R?' -f- F = o. ou N,T2 - f S'x - f F = o. {Fojez 
ce qui a été dit á ce sujet , n0 254.) 

Les formules de laseconde transformation (n0 579) donnent, 

daus le méme cas, b = í^., a—co, ou bien, <2= ^; 

¿> = oo ; ce qui doit étre , car le but de cette transformation 
est de rapporter la courbe á son sommet lequel se trouve 
alors place á une distance infinie , sur la ligue menee á égale 
distance des deux droites paralléles. 

Toutefois, apiés avoir détenniné, au moyen del'équaíion 
B 

Fig.ato. íang la ~ — -———r-^la positiondesaxes AX% AY'^g-. 2 i o ) , 

par rapport auxquels Fequation est, par exemple, de la forme 

yijr* K j - f F = o, 
on peut se proposer de faire e'vanouir le tenue en r. Pour cela, 
ti suffit de poser jr ~ r -f- ¿ , et d'égaler á o le coefficient dej-
dans réquation resultante. 

- TI ' . . . R '• 'V'.'Í;*'*" 11 vient, par cette substitution, b — • ~ , et 

- " 4M; ' 
d'oú Ton di'duit 

jr = ^ V̂  R2 ~ 4MF. 

R •Soit pris sur AY' , AD r - — Jtf ' et menons Par ê 

point Día ligue DE parailele á AX'. Poríons ensuite, á partir du 
,point D , deux parties DB , DB', égales aux valeurs dejr , Qt 
tracons Íes paralléles BC, B'C, á DE ou AX'; ees droites ne 
serení autre chose que les deux paralléles demandées , les-
quelles serónt alors rapportéesau sysíéme des axes DY', D A -
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Or, il est dair que si , par un poini A' prís ai hilraircincni 
sur DE, Fon méne A'Y" para lié le. á DY' , on pourra piendre 
également A'X" , A Y", pour nouveau systéme «l'axes , par 
rapport aaxqnels réquation est encoré de la forme 

j - ^ r h - ^ V/Rs 4MF.. 

Mais ce qu'il y a de plus reniarquahie dans le cas dont nous 
nous occupons acluellement, c'est que le systéme des deux 
liansfonnations employées n06 578 et 576, lui est aussi ap-
plicable. 

D'abord, si Fon emploie les formules du n0 378 , 

- aAE — ED aCD — BE 
a — B2 — 4AC ' B2 — 4AC 

o 
on tro uve pour a , b, des valeurs de la fornae - ; cela est 

évident pour a , d'apres les deux équations de condition....... 
B' — 4 ^ — 0 > — aAE — o ; eí si Ton muitiplie la pre-
miére par D , la deuxiéme par B , et qu'on Ies i etcanclie 1 •une-
de l'autre , il vient, aprés reducíion , — aCD-f-BE = Q -

ce qui prouve que b est aussi de la forme - . 

Ces resultáis s'accordent avec la nal are du lieu ge'ométrique; 
car soit A' (Jig. 2,1 o ) un point pris á volonté sur la ligue DE 
menee a égale dislance des deux paialléles BC, B'C. eí uienous 
par A' une droite quelconque GG'; ou a toujours A ' G ' A ' G , 
quelles que soient la direction de cetíe droite et la posiíkm du, 
point A' sur DE. Done tout point de ía ligue DE peut ( 1 1 ° 230) 
étre consideré comine un centre* 

Ces mémes resultáis indiquent ( Alg. n0 73) que les deux 
équations de condition qui ont serví á détemiiner a eí b, 
rentrent Tune dans l'autre ; et si Fon veut (¡xer la posiliou 
de Fun des points qu'on preud pour c^ní/*^ IOHÍ ipoiii? JÍOU— 

velie origine , il faut donner á a , par exeinple, une valeuí: 
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arbitraire , et déterminer , dV|»res l'équation de condition 
uniqué , la valeur correspondante de b. On obtient ainsi un 
nouveau systéme d'axes paralléles aux premiers , et par rap-
port auxquels Fequation est ramenée á la forme i 

Ajra - f Barr -f- C.r3 - f N' = o. 

Faisant ensuite évanouir le terme en xy d'apiés fes formules 
du n0 576 , on reconnait que la disparition de ce terme fait en 
meme temps disparaltre le terme en .a:2ouenJr^ suivant que 
B est négatif ou positif. 

Soit, pour exemple, r équa t ion 

y* — aa-r -f- x* + w ax — 3 = 0 , 

formée par la multiplication des deux facteurs y — x — 1 , et y — ar-f-3. 

Premier- systéme de transformations, au moyen des formules (n0 379). 

On trouve d'abord, tana 2* = + • - , M — 2 , N = o, R ^ S y ' a , S = o: et 
o 

l 'on obtient pour premiére t ransformóe, iy* •^-•2.^1.y — 3 = o. 
Fig.210. I-168 nouveaux axes AX", A Y ' {fig, •aro), font avec A X , des angles 

de 5o0 et i5o0. 
Posant ensuite dans cette transformee, / = ^ -f- ¿ , et déterminant h de 

maniere que le terme en y disparaisse, on obtient 4̂  •+ 3 v'3 == o j 

d 'o i i h-=.—^ v'a, et a r » — 4 = 0> ou ^ = ± \ / 1 -

Prenons sur A Y ' une distance AD égale á— - ^ 3 , et, á partir du point 

D , portons deux distances D B , DB' , égales á ^ / a ; puis menons DE, JBC, 
B 'C , paralléles á A X ' ; les droites BC, B ' C , sont les droites demandées et 
rapportées a un nouveau systéme d'axes, dont Pun A ' X " a une position 
dé te rminée , ©t Paatre A ' T " a une position arbitraire. 

Beuxihme systéme de transformations, d'aprés les formules des nos 37íí 
et 576. 

Posant d'abord dans l 'équation y — ixy + X* J{. ^y _ 3x — 3 = o, 
^ — X - f ^, * = et égalant á o les coefficiens de y et de x, on 
trouve 26 — a a + 2 — o , — i - h - m — ih = o; équations qui se rédui-
sent l '»ne et l'autre á b — « + 1 = 0 . 

Soit pr is , par exemple, « = - 2 , ¡1 en résulte Í ; ce qui donne, 
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poür la valeur correspondan te de F ' , 

F ' ~ h* — 2¿t6,-f- a* 4- — aa — 3 — ~ 4 ; 

et pour premiére transformée, y * — i x f -f- x* •-- .\ — ó . 

Lés deux droites A'X', A'lf' á n ) , menees párallélement á A X , A Y , Fig.a i i 
par le point A ' , ponr lequel on a a —a, i ~ i , représentent d'ailleurs 
le second systémé d'axes. 

On obtient ensuite tang a* = + - , M = 2, N = oj ce qui donne pour 

derniére transformée, ar9—4 —0> ou J ' = : ^ V ' ^ > comrae ci-dessus. 
Le troisiéme systéme d'axes est A ' X " , A'Y". 

581. Poür he rieñ laisser á désirer sur les ápplicatioris des 
formules de la transfonnation des cqordonne'es, á réquation 
du second degré, nous allons indiquer le moyen de passer de 
Fequation d'une hyperbole rapportee á des axes rectangu-
laires quelconques, á réquation de cette courbe rapportée 
á ses asyiriptotes. 

Pour y parvenir, nous supposerons d'abord que la courbe 
soit (a0 573) rapportée á son centre comme origine; en sorte 
que son équatioa soit ramenée á la forme 

Ajr1 - f Bxj 4- Ga44- F' = o (i) 

Cela posé, pour que le nouveau systéme d'axes soit celui 
des deux asymptotes , i l faut (n0 322) que réquation ne ren-
ferme que le rectangle des variables et une quantité toute 
connue. 

On doit done substituer dans l'équation ( i ) les formules 

x =s x eos « -f- eos «', j - = x sin a j - sin « 
[au moyeia desquelles (n0219)on passe d'un systéme rectangu-
laireá un systéme oblique], puis déterminer « , « ' , de maniere 
que les termes enĵ 2 et en .x2 disparaissent. 

Eneíléctuant cette substitutión, et égalant á o les coefíiciens 
dejr5 et de x' , on trouve les résultats suivans : 
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A sin7 et" -| • B sin «' eos «' -f" C cosa a' = o, (2) 

A sin2 « -f- B sin « eos « -f" ̂  cosi « = o, (3) 

c e qui doime la transfonnée K.XT 4- lv =: o, en posant 

K=:2 A sin «sin .'-f- B(sin « eos/-f- sinos'C0Sfií)-f-2CcOSíe COS«' ; (¿j) 

Afín de déterminer l'angle x , divisons les deux meinbres de 
(3) par eos2« ; il vient 

B , C - • ' '~ .. . ' 
tang-1« - i - 7 tang<* -f- - = o; . . . . (o) 

/ A A. 
T5 x . : 

d'oü Fon déduit tang * =± d z • - - V & - ~ / ¡ . k C . 

Oa obtient done ainsi , en apparence , deux valeurs pour 
íáng«; mais obsei vons que i'équation (2) étant coinposée eu «' 
comme (3) est composée en a, la resol 11 tion de (2) donnsraitles 
inémes valeurs que (3); d'oú Ton doit conclure que, si la pre-
miére des deux valeurs ci-dessus représente celie de tang «, 
la seconde doit exprirner celle de tang a.', et réeiproquemeat. 

On a done, par exemple, 

~ ~ B + | / B ~ - 4 A C , — B — y B * — 4A(-
íangíi = : — , tang « = ; > 

u 2A 0 1 2A 

valeurs identiques avec celles qui ont éte obtenues n0 370. 
11 ne reste plus qu'á déterminer la vaíeur correspondante 

du coefficient K, On peut mettre l'expression (4) sous la forme 

K = e o s a c o s í e ' [ 2 A tang «tang»' -f- B ( t a n g É e - | - tanga')-f-íC], 

en observa'nt d'ailleurs que 

1 
eos a . eos «' 

tang' u) (1 - f tanga u) ' 

0 1 , Tequation (5) donne, d'apres des propriétés connues^ 

• . • ) > B , .C ' tang a. "i tang « = — - , tang se.tang« = ^ ; 
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a'ou Yon tire ensuite 
; B2 % B2 — 2AC 

tang3 tang* « = — ~~ 2 tang í t tang a == . 

Substituant ees diverses vateurs dans la deuxiéme expres-
sion de K , ou oblient, ton te réductiou faite, 

— 4AC 
K — — ^ g - _ ( - ^ = . 

Done, enfiii , l'e'quation transforinée est 

Les formules pour eíFectuer la double tiaiisformation, sbní 

2AE—BD , 2CD—BE rf 
B2 — 4AC' Ba - 4AC 

T)h E a 

2o tang « = 

tang « 

— B 4- V^B2 --4AC 
2 A 

, _ _ B — / i F ^ A C 
2A 

B2 — 4AC 

V/B^-f (A—C)' 

Soit, pour exemple, l 'équation 

+ 2̂  — 2 X 3 — 4^ — ár'-f* 10 = o, 

déjá traitée n0 377. 
On a d^bord trouvé pour a, 6, F ' , 

2 2 4 ' 

ce qui a donné pour premiére transformée, 

un 
y* -f- ixy —• zx* - f—~ = o » -

4 
On obtient ensuite 

langa == _ , + ^/S, tang* ' - - j — i / 3 K = '4. . 
V/i3 

Rl pour deuxiéme transformée, =r -S. 1/73. 
16 
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Ce resultat peut étre facilement vérifié; en cffet, A et B désignant Ies 
demi-axes d'une hyperbole, on a (n0 3 2 2 ) 

oíais (n0 5 7 7 ) 

done 7 — = — v ' J* 

4 16 
§ I I I . Détermination d'une section cenique d'aprés 

certaines condítiom, Propriétés communes aux 
trois courhes. 

582. On peut, comme póur la ligneídroíte ét le cercle 
( n0014?, 190), recherchef des sections coniques quiremplis-
sent des conditions données ; dans ce cas, les coefficiens de 
leurs e'quations doivent étre regardés comme des constantes 
indélerminées , dont les valeurs dépendent des conditions 
impose'es á la courbe. 

Or , en reprenant re'quation genérale des courbes du second 
degré , et divisant tous ses termes par le dernter , on lá ra-
méne á la forme f 

aj* 4- hxy -H cx% - f dy ~\- ex \ = o . . . . ( i ) . 

Comme cette nouvelle e'quation he renferme que cinq coef
ficiens a, b. c > d, e, il s'ensuit qu'on peut, en general, faire 
remplir cinq conditions difíerentes á la courbe; et ees con
ditions , exprimées analytiquement, servent á déterminer les 
quanti tés « , ¿ , c, , e. 

Soit proposé , par exemple, de faire passer une section co-
nique par cinq points. Appelons {x , j - ' ) , [x" ,jr"), (x" 5 J*'*) > 
( .r 'v , jr 'V)5 {xy v7"v) les coordonne'es de ees points. En subs-
tituant successivement dans réquation (1 ) chacun de ees cinq 
systémes, on obtiendra autant d'e'quations du premier degré 
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en c, ¿¿, lesquelles étant résolues , donneront les va-
leurs de ees coefficiens ; eten rapportant ees valeurs dans l'e-
quation ( i ) , on aura celle de la section coiiique indiyiduelle, 
assujettieá passer par les cinqpoints donnés. Cette courbe sera 
d'ailleurs une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant 
que Fon aura (n0 5S6) entre les coeíficiens ay b, c , des trois 
premiers termes, 

_ 4,3-0 << o, ¿3 — 4 « c > - o , ¿1 — 4 « c = o . 

II pourra méme se faire que la courbe se réduise á Tune des 
varietés ; c'est ce qui arriverait, par exemple , dans lecas oú, 
sur les chiq points, on en donnerait TROIS en ligne droite. 
Comme une courbe du second degre' ne peut (n0 198) avoir 
que deux points au plus communs avec une droite , il s'ensuit 
que re'quation du lieu ge'ométriqüe passant par les cinq points, 
ne saurait appartenir qu'á une droite, ou á un systéme de 
deux droites. 

On observera encoré que , si la courbe cherchée doit étre une 
parabole, quatre points sufíisent pour la déterminer; car on a 
déjá entre les coefficiens de l'équation la relation particuliére 

éa — 4ac — 0-
Toutefois, comme eette équation est du second degré, tandis 

que les autres sont du premier degré, on devra genéralement 
obtenir deux parábales pour réponse á la question. 

585. Au lieu de áonnex cinq points de la courbe, on peut 
supposer connues de position des droites auxquelles la courbe 
soit assujettie á étre tangente. 

Si , par exemple, on veut que la courbe soit tangente á une 
droite j áas mx~\~n , m et n étant des quantités connues, il 
suffit de combiner cette équation avec l'équation (1), et, aprés 
avoir formé une équation du second degré en x, d'écrire (nos 194, 
i97) que les deux racines de cette équation sont égales. On 
obtient ainsi unepremiére relation entre les indéterminées a, 
¿, c1dj e\ et les quantités connues JTO, n. 
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Mcme raisonneinent pour une secoude , une tioisiéme, 

depile á laqueile ia courbe devrait élre tangente. 
SVi s'a.git d'isne hyperbole , la connaissance d'une asyiup-

tole equivaut á celie d'une tangente et de son point de contad, 
puisque (n0 291) Jes asymptotes sont des tangentes á i'iníim, 
Ainss, i! suffit de trois autres conditions pour determiner ]?t 
courbe. 

384. Si la courbe doit avoir un centre, et que Fon don no 
la position de ce point, trois autres conditions sont encoré 
sullisantes pour la détermination de la courbe. 

En eíFet, comme rien n'empéche de prendre ce point pour 
origine, l'équation est alors (n0 578) de la forme 

aj* -f- bxr -f- C.T2 -f- i = o, 

et ne renferme que trois coefficiens á de'terminer ; ainsi la 
connaissance du centre équivaut a deu.v conditions diííé 
rentes. 11 est vrai que, dans ce cas, la courbe ne peut étre 
qu'une ellipse ou une hyperbole, ou (n0 580) un systéme de 
ileux droites parálleles. 

38u. Lorsqu'on donne de position ie systéme des axes, on 
un systéme de diamétres conjugues, deux autres conditions 
suffisent pour de'terminer leur grandeur, et, par conséquent , 
la courbe elle-méme; car en rapportant la courbe á ce sys
téme, on a Uéquation A'̂ r2 ±: B'?£c2 ~ -f- A^B'2, dans laqueile 
A' et B' sont les seules constantes á de'terminer. 

Quant á la parabole , connaissant de position ie systéme des 
axes, ou un systéme d'axes conjugues, i l suffit d'uneaulre con-
dition pour determiner la courbe , puisque dans l'équation 

jr£ = 2jo',x-, il n'y a que p á determiner, 

586. Nous ferons connaitre á ce sujet un mojen beaucoup 
plus simple que celui qui a été exposé ( nos514et 540 ) , pour 
construiré la courbe, connaissant un systéme d'axes conjugués> 
et le paramétre á ce sjstéme , s'il s'agit d'une parabole, ou 
un systéme de diamétres conjugues, s'il s'agit d'une eUipseou 
d'une hyperbole. 
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Considérons d'aboi'd uno paraboie. — Soiení A X , AY 
{f ig- 212) Ua systéme d'axcs conjugues, 2/3'le para me tre á ce Fíg.?1' 
systéme. 

Prenons sur AY et au-dessousdu point A une disíance AD 
égale a 2//, et menons par le point I) une droite DL pa-
rallele á AX. Tirons eafin par le point A une droite quel-
conque AH. 

Les équatíons de la paraboie , de la droite A l ! , et de la 
parallele DL , sont y'1 — ip j ~~ ax, j - = — ip . 

Or , la combinaison des deux derniéres équations donoe, 
pour les coordonnées du point E oü la droite AH renco 11 tic 

la ligne DL, jr — — 2/)', .r = — — . 

> D'uu autre cote, en combinan t la premiere et la seconde 
équations, on trouve pour les coordonnées des points d'in-

tersection A etM , 10. a? = ; o, j r o, 20. x ~ - j ^ , j — 

d'oñ Ton volt que les distances DE et MP ou AG sont égales. 
Ceite propriété est vraie pour toutes les droites menées par 

le point A. 
Cela posé, pour construiré la courbe , preñez sur AY et au-

dessojis da point A ̂  AD = ip', et menez DL parallele á AX. 
7 'irez ensuite d s droites infinies AH, j AH' portez les 
dislances DE 3 DE'.- , . de A n G j G'^. . . et par ees derniers 
ifointsj tracez GK^ G'K' - . . paralléles á AX. Les points M , M ' . . . 
ou les droites AH et GK, AB' et G'K' se rencon tren í , a j¡par
tí cunen t iiécessairesnent á la courbe. 

Passons maintenant á Feilipse. — Soient OB=: A', OC ~ B' 
{ f i g ' 213) deux demi-diamétres conjugues , AY la tangente 
au point A, DL une parallele á AX, snenée a une distance . , 

2B'a 
AD = - ~ (c'est le paran éti e au systéme donné). Tirons 

N • t* A ' >&; " • .. ' v- -y. , 

d'ailleurs deux cordes supplemen taires queiconques AM , BM. 
Les équations de ees deux droites el de laparaliéle DL , sont 

^ = ax , j - =zz a [x — 2 . 4 ' ) j - ~ —• -—7- ; les quantités a , a" 
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etant, coniBOe on le sait , liées entre elles par la relation 

A'2* 

Or, la coinbinaisou de la prenúére et de la troisiéme éqim-

tions donne pour les coordonnées du point E , ~ — 

_ ^ 
D'un autre cote, si Fon fait x =z o dans la seconde équation, 

il vient pour Tordonnee du point G oú la droite BM rencontre 
AY . . jr = — 2 A V , 

3 , . B'2 2B'a ou , á cause de la relation aa = — , . . . . jr = —y-; 

done AG=: DE. 

( II est á remarquer que cette propriéte' renferme implicite-
ment celle de la parabole, puisque, si Ton suppose le grand 
axe infini , la droite BM devient une paralléle á AX.) 

D'aprés cela, pour construiré une ellipse , connaissant un 
systéníe de diamétres conjugués et l'angle qu'ils font entre 
eux , inenez par l'une des extrémités A du diametre AB, une 
paralléle á Vautre j preñez sur cette ligne AY et au-dessous 

2B'2 
du point k , une distance AD égale á-j—. Tirez ensuite des 
lignes indéfinies AH > A H ' . . . . ; portez les distances DE, DE'. . . . , 
de k en G , G' — ^ et joignez ees derniers points avec le 
point B; les points M,M'. . . . oü les droites AH et B G , AH' 
et BG' se rencontrent , appartiennent nécessairement 
á la courbe. 

Méine construction pour l'hyperbole 

387. Voici une nouvelle promete , commune aux trois 
courbes du second degré, qui peut servir á leur construction 
dans certaines circoustances. Elle est relative aux foyers et á 
la directrice {F̂ ojez nos 247 et 248.) 

Fig.214. Soient MNAM'. . . . {fg. 214) une courbe du second degré, 
L L ' la directrice qu'on suppose donne'e de posilion (nn 248)» 
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P Tuñ des fojers. Considévons deux points M, N de la courbe, 
et tirons les droites MN , FM , FN, en prolongeant MN jusqu'á 
sa rencontre en R avec la directrice , puis joignons FR. 

Je dis que la droite FR divise en deux parties égales Vangle 
^Vnx formé par le rayón vecteur et le prolongem ut/Fm de 
Vautre rayón ved ur FM. 

En effet, inenons du point N la droile NI parallele á F M , 
et abaissons les perpendiculaires MP, NQ, sur la directrice. On 
a, d'aprés la proprie'te' caractéristiquede la directrice (n0 247), 

M F : MP :: NF : NQ, O U MF : m :: MP : NQ; (0 

mais les triangies semblables RPM , RQN et R F M , RIN , 

donnent MP : NQ :: RM : RN, 
RM : RN r. MF : NI ; 

d'ou MP : NQ :: MF : N I ^ . . , (2) 

done, á cause du rapport coinniun aux proportions (i) et ( 2 ) , 

MF : NF :: MF : NT; etparconséquent, NF = NI. 

Le triangle NIF ptant isocéle, il s'ensuit que les angles NFÍ 
et NIF ou IFm sont égaux. C. Q. F. D. 

588. Cette propriélé fort curieuse en elle-méme , prouve 
d'ailleurs quVrae section conique est déterminée j lorsqu'on 
donne un foyer et trois points déla courbe ; en sorte que la 
connaissance de Tun des foyers equivaut á deux conditions 
diíFérentes. 

En eífet, soient M, N, P ( /%. 315) trois points donnés, par p. ^ 
lesquels on veut faire passer une section conique , et F l'un S 
des foyers de cette courbe. 

i0. — Si l'on tire les lignes MIS, FM, FN, et qu'on divise 
l'angle NFm en deux parties égales j le point R oú les deux 
droites MN, FR serencontrent, est nécessairement un premier 
point de la directrice. 

2o. — En exécutant une construction analogue par rapport 
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uux trois poinls N j, P ^ F CÍÍ M ̂  P j F „ un délennine un se-
cond point S de cette direclrice , qui est alors RS. 

Maintenant, si du point F on abaisse FB perpendiciiiaire 
sur RS , on á. la direction du premier axe. Mcuaut ensuiie 
de Fuu des points donnes , N par exemple, NQ perpendU 
culaire á RS , on obtient NF : INQ pour le rapport cons-
tant qui doit exisíer entre la distance d'un point quelconque 
de la courbe au foj ev , et sa distance á la directrice. Des lors, 
on peni, facilement ( n0 248 J déterminer les grandeurs 
des axes. 

Suivant que ie rapport NF : NQ est reconnu pluspetújplus 
granel ou égalk Tunité, ia courbe es-t, coiume on Ta vu (n" 247}, 
une eilipse, une bypefbole ou une paiabole. Dansia figure 2 i 5 , 
la tourbe est une pa rabo le , puisque Fon a évidenunent 
NF = NQ. 

589. iV. B. — Lorsqu'on exige d'avance que la courbe soit 
une parábale> i l suSfit de dotmer detm points ele la courbe 
avec le foyer ; et , daos ce cas , voici comment on deter
mine la direclrice : 

Soient M et N {Jig. 2 1 6 ) les deux points donnes, F le foyer. 
Jpres ai oir détenniné le point R, comme dans ia conslruc -
íion pre'cédente , on décrit de l'un des points donnés , M par 
exemple, comme centre , avec le rayonME j, une circonférence: 
puis du point R on méne une tangente RT á cette circonfé
rence, et cette tangente n'est autre cbose que a direetnce 
demandée $ car i l resulte nécessairement de la déíinition de la 
parábolo, que sa direclrice est tangente á ton tes ies circoníe-
rences décrites des diíí'érens points de la courbe comine 
centres, et avec des rayons égaux auxrayons vecíeurs cor-
respondans. 

Puisque parle point R on peut, en general , mener deux 
tangentes á la circonférence, i l s'ensuit qu'on obtient parce 
moyen directrices, et par conse'quent , deux paraboles; 
l'une est M'ANM , qui a pour direcírice RT? et pour premier 
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axe BX ; Tautre est nNaMm', douí la directrice «est RT' , et 
10 premier axe , B'X'. 

La quesiion n'auraitqu'une solution, silacirconférence pas-
sait par le point R. 

Enfin , il n'y aurait aucuue solution, si le point R était iu-
íérieur á la circonfe'rence. 

590 . Ladétermination d'unesectionconiqued'apiés certaines 
conditions, est, en general, un probíéme assez difficile á re
sondre par l'analyse , á cause de Tembarras qu'on e'prouve sou-
vent dans le choix des axes. Aussi, s'est-on attache' principa-
lement á en recherclier des solutions purement ge'ome'triques, 
en se fondant toutefois sur les proprie'tés connues des trois 
courbes. Les questions suivantes ontpour objel de donner une 
idee de ees sortes de constructioüs. 

PREMIÉRE QÜESTION. — Trois droites et un point étant donnés sur un plan, 
trouver une courbe du second degré tangente a ees trois droites, et qui ait 
pour FOYER le point donné. 

Soient M m , N n , P/» (J¡g-"i 17), les droites données , et F le foyer de la f ' ig. í 17, 
conrbe cherchée. On a vu (n0 2 9 7 ) que, dans l'ellipse et Fhyperbole, Ies 
pieds des perpendiculaires^baissées d'un foyer sur les tangentes, ont pour 
lieu la circonférence de cercle décrite sur le premier axe comme diamétre, et 
(n0 558) que, dans la parabole, ees mémes pieds se trouvent sur le second 
axe-

Cela posé , abaissez du point F les trois perpendiculaires F G , F H , F K j i l 
peut arriver deux cas : ou les trois points G , H et K forment un triangle, 
ou bien, ils sont en ligne droite. 

Dans le premier cas , joignez ees points deux a deux, puis élevez, par les 
milieux des lignes de jonction, des perpendiculaires; elles se rencontrent en un 
point 0 , qui est le CENTRE de la courbe. Tirez ensuite O F , et preñez sur cette 
droite deux paríies OB , O A , égales a O G ; vous obtenez AB pour le premier 
axe; et la courbe est une ellipse ou une hyperbole, suivant que le point B 
se trouve place, sur lé prolongement de OF, ou entre les points O et F . 

Dans la figure w] , la courbe est une ellipse; et le second axe CD s'ob-
tient (n0 251) en décrivant du point F comme centre, et avec le rayón OB, 
11 n are de cercle. 

Si la courbe était une hyperbole, le centre de Pare de cercle serait en B 
(n0 2 S 8 ) , et OF serait le rayen de cet are. 

Dans le second cas, c'est-á-dire lorsqué les irois points G , H , K {fg. ai 8), F i f . a iS . 
soní en ligue droite, cette ligne K H G Y représente le second axe de la 
conrbe, q«i est alors une parabole; et pour avoir le premier axe, i l suffit 

• . 3'2 
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á'abaisser A F X perpendiculaire sur K Y , Le quadruple de AF represente 
d'aillenrs le paramétrej ainsi la courbe peut étre construite facilement. 

iVi B- — Lorsqu'on sait d'avance que la courbe cherchée doit étre une 
parabole, i l suffit de connaitre deux tangentes et le foyer, puisque le second 
axe est déterminé par les pieds des perpendieulaires abaissées du toyer sur 
css tangentes; et, en effet, nous savons déjá que quatre conditions suffisent 
ponr la parabole ; or la connaissance du foyer compte (n0 5 8 8 ) pour deux 
conditions. 

SECONDE QUESTIOW. — On demande de construiré une ellipse, connaissant le 
centre, la longueur de son grand axe, une tangente et son point de contact. 

Fig.219. Soient O {jig. aig ) le centre donné , A le demi-axe de la courbe, T í la 
tangente et M son point de contact. i 

Du point O comme centre, et avec A pour rayón , décrivez une circonfé-
renee de cercle qui coupe genéralement T f en deux points R, R ' ; puis élevez 
aux poinis K , R', les perpendieulaires TiS, R'S', a cette tangente; elles pas-
sent nécessairement (n0 2 9 7 ) par les foyers de la courbe. 

Tirez ensuite la ligne OR , et par le point de contact M , tracez M N paral-
léle a OR ; i l resulte de la propriété déraontrée (n0 2 9 9 ) , que M N passe 
aussi par le second foyer. Done le point F ' , oú R'S' et M N se rencontrent, 
rfest autre chose que le second foyer. 

Menez enfin la ligne F'O qui rencontre RS en un point F, et vous obtenez 
ainsi le premier foyer. 

Les points A , B oú F'F rencontre la circonférence déjá décr i te , sont 
d'ailleurs les sommets de la courbe, qui est alors complétement déter-
minée . 

iV. l í . — Si le point de contact était placó sur la tangente T í , en un 
point M ' »tel, que la droite M ' N ' paralléle á OR, rencontrát R'S' au 
point y ' situé hors de la circonférence décrite sur A , la courbe, au lieu 
d'étre une ellipse, serait une hyperbole dont le premier axe aurait pour 
direction f ' O , et pour sommets a, h. Les foyers seraient les points / ' , f, 
oú la ligne f ' O rencontre R'S' et RS prolongés. 

On voit done que, bien qu'on ait demandé une ellipse, i l peut arriver 
que la courbe soit une hyperbole. 

TROISIÉME QUESTION. —Construiré une hyperbole, connaissant l'un des 
foyers, une asymptote et la longueur du premier axe, ou le rapport des 
axes. 

Fig.220. Soient F {jig. 220) le foyer donné , L L ' Pune des asymptotes, et A 1 a 
longueur du premier axe, 011 m le rapport B ; A , 

Abaissez du point F une perpendiculaire sur L L ' ; le pied R de cette per
pendiculaire est á une distance du centre de la courbe, égale á A (n0 2 9 7 } , 
puisque L L ' peut étre considérée comme une tangente. 

Ains i , en supposant que A soit connu, preñez a partir du potnt R sus 
L L ' , une distance B.0 cgale a A : et le point O est le centre de la cóurbe .j 
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Menant OF, tous obtenez la direcíion du premier axe; portant OR de O 
en A et B , puis OF de O en Y' , vous avez les deux sommets de la courbe, 
ainsi que les deux foyers. Tracez enfin K K ' , de maniére que l'angle FOK 
soit égal a Fangle LOF j vous obtenez la seconde asymptote. 

N. B. —Lorsqu'au lieu de A , on donne le rapport m, ou — , la tan-
A. 

gente trigonométrique de Fangle FOR est connue; ainsi, la direction de 
la ligne FO peut étre facilement déterminée. Quant aux grandeurs des 
demi-axes, elles sont évidemment représentées par OE. et RF. 

On a d'abord O R = : A , comme on l'a vu tout á Pheure; et RF = B , 

d'aprés la relation OF — c — ^/Aa -+- B1, qui donne nécessairement, . 

B'3 = c* — A1 = RF! 
QUATRIÉME QUESTION. —Étant donnés une asymptote, deux points et le rap-

port des axes d'une hyperhole, construiré la courbe. 
Soient L L ' , M , M ' {fig. 221), l'asymptote et les deux points donnés , F i g . í m . 

m le rapport -5 que l'on suppose conrm. 
a i 

Joignez les points M et M ' , puis a partir du point M ' , preñez une distance 
M'R' égale a M R ; le point R' appartient á la seconde asymptote (n0 3 2 7 ) . 

Comme le rapport , ou TW , est d o n n é , faites en un point quelcónque I 

de L L ' , un angle L I G dont la tangente soit égale a m , puis un angle H I L 
double de L I G . Tracez enfin par le point R' la droite K.K' paralléle a Í H , 
et vous avez ainsi la seconde asymptote. 

La courbe peut done étre tracée facilement d'aprés la méthode du n0 526. 

IV. B. — Si au lieu du rapport des axes, on donnait la pesition d'un t roi-
siéme point , en joignant ce point avec l 'un des deux points déjá donnés , 
on obtiendrait un nouveau point de la seconde asymptote, dont la direction 
serait alors déterminée. 

Voici les énoncés de nouvelles questions sur lesquelles on peut s'exercer. 

IO. — Construiré une paralóle, connaissant le foyer, un point et une tan
gente. 

'Io. •—Construiré une ellipse, connaissant deu% tangentes, le centre et la 
longueur du premier axe (la courbe peut. étre une hyperbole). 

3o. — Construiré une hyperhole , connaissant une asymptote, un foyer et une 
tangente. 

591. Nous term'nerons ees considérat ions, 10. —par la démonstration 
d'une propriété qui appartient aux trois courbes du second degré, et dont 
les géomélres ont tiré part i , pour construiré des sections coniques d'aprés 
certaines données ; 2°.— par la recherchede l 'équation de la tangente á une 
courbe du second dogré , rapportée á un systéme d'axes quelconques 

3 2 , . 
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Reprenons Féquation 

Ar» + B^r -4- Cx» •+• Bx -f- F == p, ( i ) 

que HOUS supposons représenter une des trois courbes, rapportée á un sys-
téme rectangulaire ou oblique, A X , A Y . 

Cette équation peut étre mise sous la forme 

r a 4 
D C S E F \ 

soit fait d'abord r = o , pour obtenir Ies points oú la courbe rencontre 
l'axe des x f i l en résulte 

\ 

â '-f- _ a; 4- -g- = ó,. . . . (3) 

équation dont les racines ne sont autre chose que les abscisses des points 
demandes. 

Si ees racines sont imaginaires, c'est un Índice que la courbe n'a aucur 
point commun avec l'axe des a-j et si elles sont egales, la courbe est tan-
srente k cet axe 

Mais admettons qu'elles soient réelles et inégales, et désignons par x', x*, 
ees deux racines. 

E F 
Le t r inóme x* + ' I ' Q reyíe^ i ^ g - , n0 98) a{x — x') { x ~ x " ) . 
Pour expri.mer ce produit géométr iquement , observons que AP represen 

tant une abscisse quelconque, et A B , A C , les abscisses x ' , x", on a néces-
sairement (x — x') (x — x") =. PB x PC. . . 

* .• / • ' ' C D'un autre cóté, le dernier terme de I'équation (3), ou - {x—x) [x—x"), 

est égal au produit des deux racines de cette équation résolue par rapport 
á . r ; et ees racines sont représentées par Pftíl et Pm. 

On a done la relation 

PM x Pw — j (x — x-) {x — x") = ^ x PB x PC; 

PM x Pm C 
d'oü Ton déduit PB^X^PC ~ A " 

Pour d'autres abscisses AP', AP" , on aurait également 

F M ^ x P W _ C P"M'; x ^m" C 
P'B x P'C ~ A ' P"B x PX]"" ~ A ' 

et par conséqueiijit, 

P M X ¥m V'W x V'm' _ P"M" x F"m" _ 
PB x PC ~ PTB x P'C ~ P 'B x P 'C ~ 
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Ce qui demontre que, dans toute courbe du second deg ré , si l'on consi-
dére une sécante quelconque A X , puis une série d'autres sécantes paral-
léJes entre elles et menées sous une dlrection tout-a-fait arbitraire, les 
rectangles des parties de ees paralléles, comprises entre leurs points de ren-
contre afee la premiére sécante et leurs points d'intersection avec la cuurbe , 
sont aux rectangles des parties de la premiére sécante, comprises entre les pieds 
des paralléles et les points oü cette sécante rencontre la courbe, dans un 
rapport constani. 

I I est aisé de reconnaítre que cette proprieté comprend implicitemont 
celles qui ont été démontrées dans le cínquiéme chapitre (nos 278 et 3 1 2 ) . 

En e f fe t , s i , la premiére secante étant un diamétre quelconque, les 
autres sécantes sont paralléles au conjugué de ce d i amé t r e , i l en resulta 
PM = J?m , P 'M' == P'TO', etc., et la relation ci-dessus devient 

PM FM'2 F^M"2 
PB x PC ~ P'B x P'C P"B x P^C 

On fait usage de cette propriété , pomfaire passer une section conique par 
cinq points donnés; mais les détails qu'exige cette construction, nous entraí-
neraient beaucoup trop loin. 

Nous renvoyons , pour ees sortes de constructions, au Traité des sections 
coniques, par le marquis de LHÓPITAL. 

592 . Pour obtenir l 'équation de la tangente en un point donné cBtinü 
oourbe du second degré, nous emploierons la méthode dn n0 198. 

Soient x', y , et x", y", les coordonnées de deux points de la courbe, dont 
Pun ( x \ y") doit devenir un point de contact. 

L'équation de la courbe étant généralement 

Ay* 4- "iüxX + Car2 4- -iDy 4 - aEx 4- F =r o, ( i ) 

(nous verrons bienlót pourquoi Pon met en évidence le facteur 2 dans ¡es 
termes en ay, jr et x ) , la sécante est exprimée analytiquement par le gys-
teme des trois équations 

. ::''• • , y —y" , t \ • • 

y — y ' — — ¡,r — x ) , (2) 
Ay» 4- a B x V 4- CV» 4- ^Qr' 4- aEx' -f- F == o , . . . (3) 

Ar"' 4- aBxV" 4- Gr"» 4- ^ y " 4- aEx" - { - F == o . . . , (4) 

Cherchons, au moyen des deux derniéres équa t ions , la valeurdu coeíEciení 
y — y " 
t' — x*' , 

Or, en soustrayant les équations (3) et (4) Pune de Pautre, on a 

A (y»—r"») 4-3Bíxy—x"y ' )4-C V»—tr">) 43D(r ' -~y ' ) 4 2E {x'—x'y^. o j 
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&u, observant que 

y » — = ( y + y ) ( y — y ) , ^ — x"» = ( x ' x") (x' -

et (no 324) x ' y x V " == W — ?*) + f — , 
( y _ y ) [ A ( y -f- r " ) -f- aBx' + 2 D ] j „ 0 . 

v + __ [ a B y - f - C ( x ' + ar") 4- aE] / — 05 

d'oú l'on déduit 

y' — y" _ [ a B y -f- C ( x ' + o-") -f- aE] , 
x ' -— x" ~ A ( y -f- r " ) aBx' -f- 2 D " " ' ^ 

Si l 'on portait cette raleur dans Féquation (a), on obtiendrait réquat ion 
de la sécante , en y réunissant toutefois les équations (3) et (4). 

Mais pour parvenir sur-le-champ á Féquation de la tangente, i l suffit de 
poser dans le résultat (5) x ' = x", y ' et de faire ensuite la substitu-
t ion dans l 'équation (2). I I vient done pour l 'équation demandee, 

, _ y _ _ ( B y + V + E ) 

y - y - A y H- Bx"-f - D {X X ^ W 
équation qui ne représente la tangente qu'autant que l'on considére en méme 
temps la relation (4), au moyen de laquelle on peut d'ailleurs la simplifier. 

En effet, si l'on chasse le dénominateur , et qu'on observe que de l'équa
t ion (4) on tire 

A y » -f- 2Bx"y + Cx"' — — a D y — 2EJ?" — F , 

11 vient, toute réduction faite, , 

Ar/'-Í-B ( x V + a y )-+• Cxx"4 .D ( r 4 - y ) 4 -E (x4 .x") - f -F = o . . (7) 

résultat qu'on déduit de l 'équation (1) en changeant 

i0-1 Ar* •+• Cx' en A r y 4- Cxx" {voyezvfi 199); 
2° aBxr ou Bxy 4- Bx^, en Bx'y 4. B x y ; 
3° aDr ou D r 4- C r , en ti y + D r ' ^ 
4o... Enfín aEx ou Ex 4- Ex , en Dx + Dx". 

Si la courbe est rapportée á un systéme d'axes dont l'un soit un diamétre 
et Fautre la tangente menée á Fexírémité de ce d i amé t re , Féquation dé la 
aburbe est alors (n0 Íá46) de la forme 

y1 = ipx 4- qx*. 

Dans ce cas, on a 

A = 1, B = o, C = — 9, D = o, E = — », F = o ¿ 
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et réquation de la tangente devient 

y £ — p •+ x") fxx". . . . ;8J 

On retrouverait de la méme maniere les équations correspondan tes aux-
autres formes sous lesquelles on a considéré les équations des differentes 
courbes. 

Dans les applications, on a souvent besoin de rappeler Féquatíon de la 
tangente sous la forme (8), en y réunissant I'équation de condition 

y"1 — •i.px" c¡x"*. 

^ IV. Applicaiions de la théorie des courbes du second 
degré . 

Construction des écjuations du troisieme et du quatriéme degré a une 
inconnue. 

593 . Nous avons vu (chap. Ier, n0 17) que, sans qu'ií soit d'abord né-
cessaire de résoudre une équation du second degré á une seule inconnue . 
onpeut ,par les intersections de la droite et du cerele; évaluer en ligues 
les racines de cette équation. Nous allons faire voir maintenant que celles 
des équations du troisieme et du quatr iéme degré peuvent étre également 
construites au moyen des intersections de deux sections coniques. 

Le principe fondamental de ees sortes de constructions consiste á regarder 
I'équation proposée comme le résultat de l'élimination enwe deux équations a 
deux inconnues, dont l'une, supposée lJinconnue primitive, est prise pour 
abscisse, et l'autre, pour ordonnée. En construisant «uccessivement, et sur 
Ies mémes ases, Ies lieux géométriques de ees équations (n0 1 8 1 ) , on 
reconnait que les courbes se rencontrent en un ou plusieurs points dont les 
abscisses représentent , en ligues, les racines réelles de Féquation proposée. 

Développons ce principe sur I'équation du quatriéme degré, 

x* -f- px^ -j- íjX* /-x -f« i = O. . . . (t) 

Posons dans cette équation . . . . . . . jr ' = k y . . . (2) 

{k est une quanti té tout-á-fait arbitraire, mais constante); 

elle devient.. . . k'y* + pkxy + qky -\- rx s u . . . . (3) 

Cela posé , comme I'équation ( i) résulte évidemmenlde l 'élimination dejr 
entre ( 5 ) et (3), i l s'ensuit qu'elle renferme toutes les valeurs de x , propres 
a vérifier les équations (a) et (3), en mémetemps que certaines valeurs deje; 
done si,par un moyen qnelconque, on peut obtenir les systémes des va
leurs de ;r et de.r communs aux équations ( 2 ) et (3), en ne tenant comple 
que de celles des x , on aura les racines de I'équation (1 ) . 
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Or, réquat ion (2) efent construite par rapporí á des axe6 rec tanguia í rs^ 
représente une parabole dont le premier ase est dirigé suivant Taxe des y • 
l'origine est d'ailleurs le sommet méme de la courbe. 

De m é m e , l 'équation (3) étant construite sur les mémes axes, a poup 
üeu geométrique une hyperbole (na 3 7 1 j , dont l'une des asymptotes est 
paralléle á l'axe des x. 

Ces deux courbes se coupent généralement en quatre points (puisque 
l 'équation finale ( 1 ) est du quatriéme d e g r é ) , dont les coordonnées jouis-
sent exclusivement de k propriété de satisfaire en méme teraps á leurs 
équations. Ainsi Ies abscisses de ces points sont les racines de Féqua-
t ion ( 1 ) . 

i ^ . B . — Le nombre des racines réelles de cetíe équation est égal avi¡ 
nombre des points d'intersection. 

394 . On peut, au moyen do quelques artifiees de calcu!,. remplacer les 
équations qui ont d'abord été établ ies , par d'autres plus fáciles á construiré^ 
A i n s i , parexemple, i l est toujours possible de substituer á l'équatio.a (3) 
qui est la plus eompliquée, celle d'une circonférence de cercle. I I sulíit j 
pour cela, de supposer que l'équation ( i ) soit privée du second terme ; et 
Ton sait que cette transformation est exécutable pour toutes Ies équations. 

Reprenons en eííet l 'équation du quatriéme degré, privée de second 

torme x4 qx1 -t- /-x + Í = o , . . . . (1) 

et posons . . . . . . . = . - (3.) 

i l en resulte.. . . í ^ - f - qlíx -f- r x + j =1 o . . . . . (3) 

On remarquera d'abord que, par cette premiére transformation, les lieux 
géométriques á construiré sont ífcwx paralóles, dont la seconde ( n 0 5 7 8 ) 
a ses axes prlncipaux paralléles aux axes coordonnés. On détermineraií faci-
lement le sommet de cellé-ci, en faisant disparaitre le terme en et la 
quant i té toute connue. Mais si l'on divise l 'équation (3) par A' et qu'on 
l'ajoute aveo (2), i l vient 

^ + I . . . — - . ^ + _ ^ _ ̂  0?.... (¿j) 
équation qui peut remplacer l 'équation (3), et qui a pour lieu géométrique, 
une circonférence de cercle qu'on pourra construiré d'aprés la méthode i n -
diquée (n0 177). 

En outre, comme la quant i té A est arbitraire, rien n'empéche de sup
poser k — y q, d'oú q — A2 = 05 ce qui fait disparaitre le terme en 
dans l 'équation (4) ; auquel cas, le centre du cercle se trouve place sus 
l'axe des x. 

395. Considérons actuellement l 'éqnation du troiisiéme degré , 

ar» -f- px* -4- qx -f- /• = o. 
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En poSant ^2 kf, on la change en 

kxx 4- pky ?f -f?. r oj 

et ees deux-ci, étant construites, donneraient deux courbes dont les points 
d'intersection auraient pour abscisses les racines réelles de la proposée. 

La troisiéme équation est celle d'une liyperbole dont les asymptotes sont 
(n0 572 ) paralléles aux axes coordonnés , et peut se construiré facilement, 
des que l'on a fixé la position de ees asymptotes et d'un seul point de la 
courbe. 

Mais si Pon veut la remplacer par celle d'un cercle, i l faut d'abord faire 
évanouir le second terme de la premiére , puis multiplier le résultat par x. 
Cette derniére prépara t ion , qUi a pour objet de ramener l'équation au 
quatriéme degi'é , introduit , á la véri té, une racine x=r.o, qui est étran-
gére; mais, daus le résul ta t , on a soin d'en faire abstraction. 

Soií done + qx* - j - rx ~ o , . / . , (i) 

l 'équation privée de second terme, et ensuite multipliée par x. 

Posons a?» = i . r ; . . . . (3) 

i l en résulte J'1 -f- 7 +• 1- —̂05 (3) 

k k* 

ou bien , ajoutant entre elles les équations (a), (3), et transposant, 

q — k" r 
ou bien enfin, faisant, pour plus de s impl ic i té , k=z y/q. 

Jr2 -4- *a 4- ^ = o;. . , (4) 

équation d'une circonférence de cercle dont le centre est sur Taxe des JT, 
et qui passe par l'origine. 

Appliquons ees considérations générales á quelques exemples. 

396 . PREMIER PROBLÉME. — Vn are quelconque AB de circonférence 
etant domé, on propose de le diviser en trois parties égales. 

On a trouvé (n0 6 9 ) , pour la formule qui donne le sinus da tiers d'im 
are en fonction du sinus de cet are, 

4 sin3 - a — ,i sin - a -\~ sm a = o. J i 
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Soient AB = a, BP = sin d — q, 

. ^ S . MQ = sin g a = a-, OA /• {Jig. •!>$) , 

et rétabüssons l 'homogénéité (n0 2 6 ) j cette formule devient 

4;r3 — 3rsx 4- c¡r* = o , . . . . (i) 

équation dont nous allons d'abord donner la construction. 

Pour y parvenir, posons XA = r j ' ; . . . . (2) 

l'equation (1) devient 

foy — 3nr + = o (3) 

Menons par le centre du cercle donné deux axes rectangulaires O X , OY, 
dont l 'un passe par le point A ; et eonstruisons la courbe représentée par 
réquat ion (2); c'est une parabole L O L ' , dont l'axe principal est dirigé sui-
vant OY, et qui a r pour paramétre. Ainsi sa construction n'offre aucune 
difficulté. 

Quant á l 'équation (3), qui appartient evidemment á une hyperbole, si 
on la résout successivement par rapport á .y et á .r, on trouve 

3rx — qr 3r qr qr y = . • ~ — i - , et x = o — - — ! — 5 - ; 

ce qui prouve (n0 371) que les deux asymptotes sont,i0.— une droite F'EF 

menée parallélement á l'axe des x á une distance OE = ^ r 5 20. — l'axe 

des j lu i -méme. 
D'ailleurs, l 'hypothése y — o, introduite dans l 'équation (3), donne.... 

x — í . A i n s i , prenant sur OA une distance OC = ~ , on obtient un 

point de l'hyperbole, qu ' i l est alors facile de construiré d'aprés le procédé 
du n0 3 2 7 , et que nous supposons figurée par les deux branches nm'n', 
«" /wV. 

La premiére de ees branches rencontre L O L ' en deux points m, m', la 
seconde en un seul point m"; et ees points sont tels, qu'en abaissant mp, 
m'p', Tn"p", perpendiculaires á O X , on a O^, Op', Op", pour les trois ra-
cines de l'équation ( t } . 

Cela posé , comme ees valeurs, dont Pune Op" est négative, expriment 
des sinus, i l faut les porter sur OY de O en Rr, R", mener ensuite RM, 
RTM', R"M% paralléles á OX; et Pon obtient enfin A M , A M ' , ANM", pour 

les valeurs des ares ^ , —-—-, — ( Voyez n0 9 . ) 
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597. On peiit donner, de ce problema, une construotion qui a l'avantage 
de faire servir le cercle donné comme un des lieux géométriques. 

Soient toujours AB {fig. 224) ou a, Tare qu ' i l s'agit de diviser en trois Fig.a24. 
parlies égales, A M le iiers de cet are qu'on suppose, pour le moment, 
déterminé. Faisons d'ailleurs 

OP ou eos a =. p, BP ou sina — q, OQ — x, MQ = y. 

On a d'abord cette premiére re la t íon , 

-f- x« = , . (1) 

Mainteñant , si Pon prolonge MQ jusqu'á sa rencontre en N avec la cir-
conférence, que par le point N on méne NR paralléle á O X , et qvie Pon tire 
BN, on forme ainsi un triangle BNR semblable au triangle OMQ (puisqu'ils 
ont leurs cótés perpendiculaires); et Pon a la proportion 

OQ : Q M : : BR : RN; 
mais, d'aprés la construction, 

BR = 9 + r ; RN OU PQ = ^ — p ; 

done cette proportion devient x l y q -{-y '. x — pt 

d'oú Pon déduit j a — ara -|- qy -\-px = o , . . . (2) 

équation q u i , combinée avec (1), donnerait, par Pélimination de a:, la valeur 

der , ou de sin ^- Mais au lien d'effectuer cette é l iminat ion , on peut (n0 181) 

construiré les lieux géométriques que les équations (1) e t (2 ) représentent, 
Or, Péquation (1) est celle du cercle donné. 

Quant á Péquation (2), elle représente évidemment une hyperbole équila-
tére dont les deux axes sont paralléles aux axes coordonnés. Pour en obtenir 
la position , résolvons cette équation par rapport ky ; 'ú vient 

BP 
Soit pris sur OY une distance OE = — ^ = — —5 la ligne G G ' , pa

ralléle á O X , est un díamétrede la courbe , et par conséquent , Pun des axes 

cherchés. 

On saitd'ailleurs (n0 570) que la moitié du cóeííicient de x sous le radical, 

pris en signe contraire , ou - , n'est autre chose que Pabscisse du centre ; 
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done la ligne HH' menée par le point H milieu de OP, ct parallélement á OY. 
représente l'autre axe. 

Actuellement, puisquel'hyperbole est équilatére, i l s'ensuit quelesasymp. 
totes divisent en deux parties égales les angles droits H1G' et HIG. Aiasi 
ees droites peuvent étre aisément determinées, 

Enfin, ¡1 résulte de rinspection de Féquation (2) , que la courbe passe par 
rorigine. On connaít done un point O de la courbe et ses deux asymptotes • 
dés lors la courbe est déterminée (n0 527). 

]V. B . — En la construisant, on reconnait qu'elle rencontre le cercle en 
quaíre points, M , M', M " et B ' , point oü ia perpendiculaire BP prolongée 
coupe la circonférence. 

La position des trois premiers pojnts M , M ' , M " , s'explique faci-
lement : 

On a, t0. MQ = sin ^ = sin ^ 

2O. — Si Ton prend ABC égal au tiers de la circonférence, ou á ^ , 

et C M ' égal á ^ cu 5 , i l en résulte 

M'Q' = sin f - f - ^ J = sin í ^ - 3 J = sin ( " 3 — ) ("069) 

3o.—En prenant A B D C égal aux deux tiers de la circonférence , oú á ~ , 

et C M ' égal á g , on en déduit 

M.q-=«„ ( f e + ? ) = , in + ) = _ si„ 

Quantau quatriéme point B ' , dont les coordonnées sont x — p , y = ~ q, 
ensubs t i tuan teesva leursdans leséqua t ions ( i )e t (2) , on ohtientp*+íf''=r2, 
et t}1 —/?' —í¡*-i~p* — o; ce qui prouve que ce point dolí en effet apparteuir 
aux deux courbes. 

S i , pour éliminer x , on ajoute les équations (1) et ( 2 ) , i l vient 

2r« + px •= r » ; d'oú x = ' * ^ 
• : . i-:- B - «O tío&tttkib üáf . V O lúa shüiWS* 

Substituant cette valeur dans Féquation (1), on trouve, toute réduction 
faite, 4r4 -f- ^pr3 — 3 r " j " — a^r2^ -f- q^r* — o ; résultat qui est divisible 
par y -h ' i , et donne pour quotient 

4r* — 3r5r -f- qr» =E o 
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Cette derniére óquationest identique avec l 'équalion ( i ) du noprécédent ; 
mais on voit en méme temps que, d'aprés la seconde méthode suivie pour 
resondre la question proposee, on a établi deux équations en x et y , plus 
genérales que la question e l l e - m é m e , puísqu'en é l imlnanta : , on parvient á 
I'équation relativa á cette question, njais embarrassée d'un facteur étranger. 

598. C'est ainsi qu'on doit interpréter la remarque faite par quelques géo-
métres ; savoir, que la construction d'une équation déterminée par les i n -
tersections des courbes, dome queJquefois plus de points communs aux deux 
courhes que la proposée n'a de racines réelhs. 

Tant que Péquatipn du probléme est véritablement I'équation finale résul-
tant de l 'élimination entre les deux équations á deux inconnues que l'on 
construit, le nombre des points communs aux lieux géométriques est toujours 
¿gal au nombre des racines réelles de la proposée. Mais si cette équation n'est, 
comme dans le n0 précédent , qu'une partie de Féquation finale qui corres-
pond aux deux équat ions , il peuty avoir plus de points communs que I'équation 
n'a de racines réelles. Les coordonnées de ees points vérifient les deux équations 
á deux inconnues ; mais leurs abscisses peuvent ne pas vérifier la proposée. 

399. SECOND PROBLÉME. — Trouver deux lignes moyennes proportionnelles 
entre deux lignes données a, b-

Appelons x s t y les deux lignes cherchées; on doit avoir, d'aprés l'énoncé , 
la progression géométrique 

ü a \ x l y b, ou plutót j a x ; \ x ; y , et x y y ', b ; 

d'oú Pon déduit les équations \ , 
H \ y*=zbx (2) 

En portant dans la seconde équa t ion , la valeur de y , tirée de la pre-
miére , et réciproquement , on obtiendraitsuccessivement, pour les équations 
finalesj 

x ( x 3 — a ' b ) - = o , y {r'i— abi) = o-i 

et par conséquen t , pour systémes de valeurs de x et de 
(x =. o et y •= 6) , { x = \ / a'b, et y = { / ab* • 

Le premier systéme (x = o, r = o) vérifie bien les équations ( i ' et (2V, 
mais ne signifie rien par rapport á l 'énoncé. Quapt au second, i l représente 
évidemment Ies valeurs ar i thmétiques des deux moyennes proportionnelles; 
car la raison de la progression étant (Alg., septiéme édit ion, n0 1 9 9 ) . . . . . 

» a 
on a, pour les deux termes cherchés, 

3 - 3 -
x = a == V ^ y r = a ( ^ \ / ^ ) — 

Mais i l s'agit icid'exprimer en lignes ees deux moyennes proportiotsnelles j 

/ 
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et pour cela, tout serédui t á construiré Ies équations ( i ) et (2), dontla pre 
i'ig.2¿5. miére représente une parabole L A L ' {Jig. 225), ayant pour paramétre a, et 

son premier axe dirige suivant Paxe des y 1 la seconde est aussi une parabole 
N A N ' , qui a b pour paramétre , et dont l'axe principal est dirigé suivant 
l'axe des x . 

Ces deux parábolos passent Tune et l'autre par l'origine qui correspond k 
la solution (x = o, r = o), et se rencontrent en un second point M , dont 
les coordonnées AP, PM, ne sont autre chose que les íighes demundées, 

D'aprés la posilion respective de ces deux courbes, i l est évident qu'elles 
ne peuvent avoir que ces deux points communs ; et, en effet, les équations 
á deux termes, — « ' 6 = 0 , y3—ab*=zo, n'admettent qu'wwe seule 
racine réelle. 

Si Pon ajoute entre elles les équations (1) et (2), i l vient 

y2 -f- x1 — ay — hx o; 

équation d'une circonférence de cercle, dont la construction peut remplacer 
celia de Pune des deux courbes. Elle a pour coordonnées de son centre, 

- et - ; de plus, elle passe par Porigine; ainsi sa construction n'offre 

aucune diñiculté. 
Soit , comme cas particulier", b — i a ; Péquation x3 —a*h = 0 , devient 

x3 — 2a3 = o, on x3 == 2a3, et peut étre considérée comme la traduction 
algébrique de ce probléme : Trouver un cube douhle d'un autre dont le cote a 
est donné. 

En construisant comme dans le cas généra l , les équations x* = ay, 
Fig.236. r ' = 2 « x (^0 226) (l 'une d'elles peut étre reraplacée par Péqua t ion . . . . . 

y* —ay— "iax — o , et supposant que l'on ait AB = a, on obtient AP 
pour le cóté cherché. 

iV. B . — Les problémes de la trisection de Vangle et de la duplication du 
cube sont deux problémes connus des anciens ; ils ont beaucoup oceupé les 
géométres, qui en ont vainement cherché une construction purement géo-
métrique. On appelle ainsi toute construction dans laquelle on ne fait usage 
que de la ligne droite et du cercle. Toutes celles oú l'on a recours aux sec-
tions coniques cu á d'autres courbes sont dites des constructions méca-
niques, parce qu'en généra l , ces courbes se déterminent d'abord par 
points , et se tracent ensuite á la ma in ; ou b^en, on les décrit par le moyen 
d'une regle. 

Détermination du nornbr des racines réelles d'une équation 
numérique par des intersections de courbes. 

400. Une équation numérique á une seule inconnue, étant donnée , si 
on la considere comme le résultat de Pélimination entre deux équations a 
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deux inconnues, et que l'on construise ees derniéres équations , on sait 
déjá que les abscisses des points d'intersection de letirs lieux géometriques 
expriment en ligues les racines réelles de la proposée. Done, en détermi-
nant par le procédé connu en Géométr ie , le rapport de chacune de ees 
abscisses avec Vunité linéaire, on obtiendrait approximativement les valeurs 
numéríques des racines. Mais cette méthode est tres défectueuse, en ce 
que Texactitude des résultats dépend du degré de perfection de l ' instru-
ment dont on se sert, et de l'adresse de celui qui opere. 

Toutefois, on peut employer avec avantage ees sortea de constructions, 
pour reconnaitre le nombre des racines réelles d'une équation numér ique , 
sans étre obligé d'avoir recours aux méthodes purement analytiques dont 
l'emploi en t ra íne , comme on le sait, dans des calculs tres laborieux. 

Comme nous ne connaissons aucun ouvrage moderna dans lequel cette 
idee ait été développée, nous croyons devoir entrer dans quelques détails 
á ce sujet. 

4 0 1 . Prenons, pour premier exemple, l 'équation du troisiéme degtó , 

— fía: — 7 = 0 . . . . ( i ) 
Soit fait = ; (2) 

i l en résulte nxy — 6a: — 7 = 0 . . . (3) 

Ces deux équations étant construites par rapport aux mémes axes A X , 
ATÍ {fig. w j ) , donnent, i0, une parabole L A L ' qui a pour paramétre 2 , 22 
et dont le premier axe est dirigé suivant l'axe des y ; 20. une hyperbole lc'"22^' 
( G M G ' , FCF') ayant pour asymptotes, les droites y = 3 , x = o , et 

passant par le point C pour lequel o n a y =: o, x = — 2 . 

Or, i l est évident que ces de i lp courbes ne se rencontrent qu'en un seul 
point M , dont l'abscisse AP est comprise entre 2 et 3. 

iV. B. — Cette équation a été traitée (Alg., chap. V I I I , n0 3 4 2 ) ; et 
comme on n'avait obtenu qu'im seul changement de signe, on s'était trouvé 
dans la nécessité de former l 'équation aux difí'érences, pour s'assuret s'il 
existait plus d'une racine rée l l e ; mais la construction précédente démontre 
sur-le-chaijip qu ' i l n'y a en efíet qu'une seule racine réelle. 

Soit , pour second exemple, l 'équation du quatriéme 

x» — 2.r2 -f- 8x — 3 == o , . . . 

pour laquelle la substitution des nombres entiers consécutifs ne donne 
Heu qu'á deux changemens de signe. 

Posons x* yy. , , (2) 

f ou r 1 - 2r - f 8a: — 3 = o; 
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et , ajoutant ees deux derniéres équations , 

y* + x2 — 3r + 8* — 3 = i o. . . : . (-3) 

Les équations (2) et (3 étant construites sur les memes axes,. donnent, 
FiS.2a8. i©, la parabole L A L ' (fg. 228) dont le paramétre est 1; 2°. une circoníe-

rence de cercle G M M ' G ' dont le centre a pour coordonnées , 

^ == _ 4, y = et le rayón est égal á 

6 4_ i* _f_ 3 — I \ /S5 — 4,6 á o, 1 prés. 
- 4 ~. 2 

Or, ees deux courbes n'ont évidemment que deux points communs M , M ' , 
dont les abscisses A P , AP', sont comprises, Pune entre o et 1 , Fautre 
entre — 2 et — 3. 

En effet, Féquation (1) a été formée par la multiplication des deux fac-
teurs — 2a: -f- 3, x' -{-zx — r, dont le premier, égalé á o, donne lieu á 
des racines imaginaires, et le second donne x = ~ i dz <¿i. 

Prenons , pour troisiéme exemple, l 'équation 

SJC3 — 63c — 1 = 0 , , . . . (1) 

trailée {Alg., chap. V I U , n0 545) par la méthode de l 'équatioa anx dif-
fórences. 

Soit xa = r j - • (2) 

l 'équation devient %xy — 6x. — 1 = o . . . . (3) 

La construction des lieux géométriques exprimes par ees deux équations 
n'offre aucune diííiculté. 

Fig.229. On obtient la parabole L A L ' {Jig. 229) et l'hyperbole (GMG', H^H') 
ayant pour asymptotes , Faxe des y , puis une droite BE paralléle á Faxe 

, . . . -üif , . . ^ • ^ ^ . 

des x, ét menée á une distance AB = : de plus, cette courbe passe par 
4 

le point </ pour lequel ona r — o, x — ~. 

D'aprés la situation respective des deux courbes, ¡1 est clair que les 
branches A M L , GMG', ont un point commun M dont Fabscisse est posi-
tive. 

Quant aux autres branches AmL', HmH', leur rapprochement dans la 
partie voisine*de Forigine A , peut laisser quelque doute sur le nombre de 
Seurs points d'inersection ; mais voici un moyen de faire cesser toute incer-
litude : 

Multiplions l 'équation 8x? — 6.r— 1 = 0 par x ; on a Féquation du q«a-
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trióme degré 
8x4 — 6x* — x = o; . . . , (i) 

(ar = o sera une racine étrangére á la question ). 

Posant de nouveau x* = j r , on en déduit 

Sy1 — Gy — x = o, 

équation d'une scconde parabole dont le premier axe est paralléle k l'axe 

des x, et si tué á une distance A I = s , puisque l 'équation donne 
o 

On vo i t , en outre, que le sommet D a pour abscisse x = — - , tiree 

de Sx + 9 = o , et que la courbe passe par l'origine A , par conséquent, 

3 
par le point B , pour lequel on a AJB = - = a . A I . 

Or, i l est évident que la parabole K D K ' rencontre la premiére parabole 
L A L ' en deux premiers points m , M 5 et puisque Pequation 8x3—6x—1=0 
a deja deux racines réel les , i l faut nécessairement qu'elle en ait une t ro i -
siérae correspondant á un point n situé un peu á gauche du point A et au-
dessus de Paxe des -x. (L'origine A est aussi commune aux deux courbes; 
mais on a déjá di t que x = o est une solution étrangére.) 

La construction de la troisiéme courbe présente un autre avantage, c'est 
de déterminer d'une maniere plus précise les points eherchés, puisqu'ils 
doivent se trouver á la rencontre de t rob courbes ; mais on ne doit y avoir 
recours que lorsqu'il y a incertitude sur les intersections. 

N. B . —• Toutes les fois que l 'équation proposée renferme des racines 
égales, on en est averti par le contad des courbes en un ou plusieurs points, 
ce qui suppose qu'on les ait tracées avec assez d'exactitude. Mais on sait que 
les méthodes d'approximation de l'analyse ne peuvent, en généra l , s'ap-
pliquer á une équation de cette espéce, et qu ' i l faut toujours commencer 
par ramener sa résolution á celle d'une autre équation dont toutes Ies ra
cines soient différentes. 

-402. Les principes qui viennent d'étre exposés pour la détermination 
du nombre des racines réelles d'une équation numérique du troisiéme et 
du quatriéme degré , sont aussi applicables aux équations de degré supé-
»i«urj mais on est conduit alors a des constructions un peu plus com-
Jíliquées. 

33 
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SoU, par exemple, l 'équatioa du cinquiéme degré , 

xs — 3x» -f- ax —• 4 = 0- • ( ') 
Faisons, comroe p récédemment , » = r ; (2) 
l'equation (1) devient y^x — Sy -f- 2* — 4 = o . . . (3) 

Fig.aSf). Aprés avoir construit la parabole L A L ' {fig. aSo) représentée par Péqua-
tion (a), on déduit de l 'équation (3j, 

y = — ± — i / _ fe» -f id* -Í-T; ••• (4) 

et en posant — -\~ \Qx + 9 = 0 , ou — aar •= | , on obtient 

pour * deux valeurs ^ = 2,4 et x=z — 0,4 ^ 0,1 p r é s , qui (n0 562) 
représentont les limites de la courbe dans le sens des x positifs et des x 
négatifs; c'est-á-dire que si l 'on prend sur A X deux parties A D = 2,4, 
AD'r= : —0,4, la cóürbe est entiérement cotnprise entre les paralléles 
DGr, D 'G ' . 

Afin d'obtenir les points ou la courbe touche ses deux l imites, i l suffit 
d'introduire dans la partie rationnelle de l'expression (4), les valeurs 
jr = 3,4 et x — — 0,4, ce qui donne 

^ - 4T8 - 48 - 8 - DE' r ~ M "4 
Donnons maintenant á x des valeurs intermédiaires. 

3 =fc 3 Soit d'abord = o ; r é q u a t i o n devient = 
1.1 

d'oú y = 00, y = -. 
•J o 

Pour savoir ce que signifie le dernier résu l t a t , remontons á l'équation (3), 

• t posons x = o ; l'on en déduit y =z — í _ _ 4 
3' 

D'QÜ l'on voit que la courbe rencontre l'axe des y á une distance 

Quant au résultat y= .cc , i l fait soup^onner que le méme axe sert 
d'asymptote á la courbe que l'on sait étre indéfinie dans le sens des f , 
puisque l 'équation (3) est du premier degré en x. E t , en effet, si l'on 
résout cette équation par rapport á x , on obtient 

r — ^ ~M _ 3 4 
' y * -h 'i ~ ~ y y * 
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valeur qui se rapproche de plus en plus de x = o , á mesure q u e / aug
mente , et se reduit k x = o lorsqu'on suppose r = ao. 

fioit actuellement x — i ; l 'équation (4) donne 

3 i , 

ou , á peu p r é s , ^ = 3 ^ 6 1 ^ = — ^ ; ce qui donne BN et BN 'pou r 

deux ordonnées de la courbe. 

Soit encoré « = a, on obtient x = - et y = o. Ainsi la eourbe passe 
a 

par le point G et par le point (7 , pour lequel on a 

1 3 - " * ' • • • ' 

Les points deja déterminés suffisent pour donner une idee du cours de la 
courbe correspondante á l 'équation (3); elle est assez exactement repré-
sentée par E ' H N ' C E C N . . . . 

Au reste, la partie inférieure C N ' H E ' . . . . est inutile k considérer pour 
Tobjet que nous nous proposons. Quant á la partie supérieure C E C N , . . . . 
i l est visible qu'elle ne peut avoir qu'un seul point commun avec la para-
bole L A L ' ; et ce point M ayant une abscisse comprise entre T et 2 , ií 
s'ensuit que l 'équation ( i ) n'a qu'une seule racine réelle positive. 

Elle n'a point de racine négative; car l 'équation 

3^ + 4 _ x — — , 

nous apprend qu'á des valeurs de^- positives, i l correspond toujours des 
valeurs de x positives. Ains i la seconde courbe ne peut rencontrer la pre-
miére dans l'angle Y A X ' . 

Observons encoré que, d'aprés la forme indiquée pour la seconde courbej 
uneligne droite ne peut la rencontrer qu'en írozí points au plus j ce qui 
doit étre puisque son équat ion est du troisiéme degré. 

Nous pouvons conclure de ce qui précéde que l 'équation proposée n'a 
quune seule racine réelle. 

•403. Prenons, pour nouvel exemple, l 'équation du sixiéme degré 

— 2:c< -f- aar' -f- 3^' — x — 2 = 0 . . . . (1) 

Au Heu de poser x» = y, ce qui donnerait lieu á une équation du troisiéme 

• 33.. 
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dogré en x et y , dont la construclion ne laisserait pas d^ í r e difficile, on 
peut íaíre 

X 3 = f , . . . . (?) 

et l ' éqmtion (i) devient 

y» — vxy -f- 2r +• 3J:» — * — i = O (3) 

Le lieu géométrique de Péquation (2) est une courbe du troisiéme degré; 
mais la construction en est tres simple. 

Observons cTabord que , les valeurs de et de .r étant nécessairement de 
méme signe, d'aprés l'inspection de r équa t ion , la courbe doit s^tendre 
indéfiniment á la droite de l'axe desy , mais au-dessus de l'axe des x , puis 
á la gauche de Taxe des y , mais au-dessous de l'axe des x. 

En outre, puisque la substitution de — x , —y á la place de -f- .r, -f-.r, 
ne change pas l ' équa t ion , ilis'ensuit (n0 57S ) que Torigine des coordonnées 
( qui se trouve sur la courbe , puisque x = o , y — o, vérifient l 'équation) 
est en méme temps le centre de cette courbe. 

On peut m é m e , en résolvant le probléme des tangentes d'aprés la me-
thode genérale exposée n0 3 9 2 , reconnaitre que l'axe des x est une tangente 

F i g . i B i . au point A (J!g. 23i ) ; mais cela n'est pas nécessaire á notre but. 
Actuellement, pour étre en état de tracer la courbe, i l sufílt de donner á 

x quelques valeurs, soit positives, soit négatives. 

», . ' - t i Pour x — zt. on trouve r = db - , 
2 H 

x — r t j , y 
. 3 v — -+r _ 8 

y . = zk 8; 

La courbe passe dono par les points ( N , n ) , ( N ' , n'), ( N " , n") , déter-
minés par ees systémes de coordonnées, et elle a la forme wVnANN'N". . . . 

On voit encoré, d'aprés la nature des valeurs de r correspondantes aux 
valeurs de x, qu'á partir de x — j , la courbe s'éléve trés rapidement au-
dessus de l'axe des x. 

404. Occupons-nous maintenant de l 'équation (3). En la résolvant par 
napport k y , o n trouve y = x ~ - i z t {/—<2x'~ ; d'oú i l suit que la 
courbe est une ellipse, qui a pour l 'un de ses diámetros y = x — } , ou DD' . 

o 

Ses limites, tirées de—ax»—^+3=0, d ' o ü x = i , x = , sont représen-

t é e s p a r D L , C'D'j et aprés avoir determiné ses points d'intersection avec 
les axes, ainsi que le diamétre 11', conjugué du diamétre DD' , comme on 
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Ta vu fn08 561, 565), on obtient la courbe D I D T D , qui u'a évidem-
ment que deux points communs avec la premiére courbe. 

A i n s i , I'équation proposée n'a que deux racines réelles, Pune positive, et 
comprise entre o et 1; Pautre négatwe, et comprise entre — 1 et — 2. 

On peut s'exercer sur I 'équation a:5 — 4x3 + ^x — 6 = o {fg. 23a) ; et Fíg-sSa 
en posant = j r , d'oü y*x — fao: 5x — 6 = 0 , on reconnaltra qué \ 
I'équation n'a encoré qu'une racine réelle. 

Nous n'insisterons pas davantage sur cette méthode de découvrir le nombre 
des racines réelles d'une équation n u m é r i q u e , méthode qui nous semble 
préférable á la formation de I'équation aux différences, puisqu'elle s'ap-
plique assez facilement á des équations qui surpassent le quatr iéme 
degré; tandis que la déterminat ion de I 'équation aux différences, méme 
pour une équation du quatr iéme degré, entraine dans des calculs presque 
impraticables. , 

-403. Remarque. L'équation y=z x3, dont on a fait usage dans 
l'exemple p récéden t , est un cas particulier de I 'équation * 
r = « -4- 4- ex* •+ dx* -í- ex* 4- Jx* -f- q u i , étant construite 
pour toutes les valeurs qu'on peut attribuer aux constantes a , 6, c , d%.... 
et suivant le rang ou degré du terme auquel on arréte le second membre 
de cette équat ion , conduií a des lieux géométriques connus sous le nom de 
courbes paraboliques. 

En ne prenant que les trois premiers termes du second membre, on a 
I'équation jr = « r f - - f - e x 2 qui appartient á la parabole ordinaire; ses 
axes principaux sont paralléles aux axes coordonnés (supposés rectangu-
laires'. 

L'équation y — a-\-hx-\-ex*-\~ dx'i, donne les parábales du troisiéme 
degré; ainsi, le lieu géométrique de l 'équation ^ = x3 est une éspéce 
particuliére AQ, paralóle cubique ; et ainsi de suite. 

Les géométres ont encoré tiré parti de la construction de ees courbes, 
soit pour déterminer approximativement les racines des équations numé-
riques á une seule inConnue, soit poUr expliquér les principes fondamen-
taux de leur résolution. Mais les bornes que nous devons mettre á notre 
ouvrage, déjá trop é tendu, ne nous permettent pas d'entrer dans ees 
nouveaux dé ta i l s , qu'on trouve d'ailleurs fort bien exposés dans l'Algébre 
de M. Garhier (deuxiéme volume). 
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G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E A T R 0 1 S 
D I M E N S I O N S . 

GHAPITRE VIL 

Des points, de la ligne drúite et du plan 
dans Vespace. 

§ I * * . Équations du point. 

406. De méme qu'un point est determiné de positiou sur un 
plan , par le moyen de ses distances á deux droites mene'es á 
volonté dans ce plan, de méme, sa position esl fixe'e dans l'es-
pace, des que l'on connait ses distances á trois plans. 

FigaSS Soient trois plans YAZ, XAZ, XAY {fig* 233) que nous 
supposerons d'abord perpendiculaires entre eux, et qui se 
coupent suivant trois droites AZ, AY, AX , dont chacune est 
perpendiculaire aux deux autres, d'aprés la théorie des plans. 
Appelons a , ¿, c, les distances d'un point de l'espace á ees 
trois plans, distances qui sont censées connues; je dis que le 
point est complétement determiné de position, en admettant 
toutefois qu'on sache aussi d'avance que ce point se trouve 
situé dans Tintérieur de l'angle triédre AXYZ. 

En effet, prenons sur les trois droites AX, AY, AZ, des dis
lances AB, AC, AD, respectivement égales á a , ¿>, c ; et me-
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nons par les poinls B,C, D, des plans paralléles auxplans dorinés. 
D'abord^ puisque les deux premiers plans paralléles ont tous 
leurs points place's aux distances a , ¿ , des plans YAZ, XAZ, 
il s'ensuit que tous les points de Mw, intersection cpmmune 
de ees plans paralléles, jouissent, e^clusivement á tout autre 
point, de la propriete d'étre á ees mémes distances de YAZ et 
de XAZ. Done deja le point cherche' se trouve sur cette ligne. 
D'un autre cote', le point doit ausgi étre situé' quelque part sur 
le troisiéme plan paralléle , puisque tous les points de ce plan 
sont, k Texclusion de tout autre point, á la distance AD = c 
du plan XAY. Done enfin le point cherché n'est autre chose 
que le point M oü le troisiéme plan paralléle coupe l'intersec-
tion commune des deux premiers ; et sa position est tout-á-
fait de'terminée. 

Nous conviendrons de designer par x les distances au plan 
YAZ compte'es sur A X , par^- les distances au plan XAZ eomp-
tees sur AY, et par z les distances au plan XAY compte'es sur 
AZ; en sorte que A X , AY, AZ, intersection des trois plans 
deux á deux, seront les axes des x, des j " et des z. On les 
appelle conjointement axes coordonnés ; et les distances dont 
nous venons de parler sont dites les coordonnées du point. 
Toutes ees dénominations sont analogues á celles que nous 
avons employées dans la Ge'ométrie á deux dimenskms. 

Nous nommerons aussi plan des j z , le plan YAZ perpendi-
culaire á l'axe des x-, plan des xz, le plan XAZ perpendiculaire 
á l'axe des j ; et plan des x j le plan XAY pespendiculaire á 
l'axe des z. Ce dernier plan est ordinairement représente' dans 
une position horizontale } et les deux autres dans une position 
verticale. 

11 resulte de ce qui a eté dit plus haut, que les é^uatipns 

x — a, y =. b, z = c, 

( a , />, c, étant des quantités connues), suffisent pour fixer la 
position du point dans l'espace ; elles sont, pour cette rajson t 
uommées les équations du point-
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On doit remarquer toutefois que, comme les trois plans 
coordonnés > étant prolongés inde'finiment, de'terminent huit 
angles triédres, savoir, quatre forme's au-dessus du plan des xj-y 
etquatre au-dessous de ce méme plan , i l faut encoré exprimer 
par l'analyse, dans lequel de ees huit angies le point se trouve 
situé. II suffit, pour cela, d'étendre aux disfances á des plans 
les principes qui ont e'te' établis (n0 26) pour les distantes á des 
points cu á des droiles, c'est-á-dire que, si Pon regarde comme 
POSITIVES les distances comptées s/írAX^ ¿lia droite du point A_, 
on doit regarder comme NEGATIVES les distances comptées á 
gauche c'est-á-dire dans le sens AX'. Méme raisonnement 
pour les deux autres coordonne'es. 

On doit done distinguer (n0 15S) dans les quantite's a, b, c, 
uon-seulement les valeurs numériques de ees quantite's, mais 
encoré les signes dont elles sont aífectées, eu égard aux diverses 
situations que le point peut avoir dans les angles triédres for
me's par les trois plans coordonnés. 

D'aprés ce nouveau principe, on a , pour exprimer com-
pléteraent la position d'un point dans l'espace, les combinai-
sons suivantes: 

a?=-f a, j = 4 - ¿ , z=-f-c, point situé dans Tangle AXYZ, 
0 ; = — f l , J -=H-¿ , 2 ; = : - | - C , AX'YZ, 
x ~ + a , j r = — ¿ , z z = z + c , , AXY'Z, 
x = + a , j r = - f ¿ , z = — c , AXYZ', 
X = z ^ a , j r = - ~ b , Z = + C , AX'Y'Z, 
x=-^a , j r = + ¿ , z=—c, AX'YZ', 
x = + a , j r = — ¿ , z = — c , AXY'Z', 

« , j r = = - 6 , 2=—c , AX'Y'Z'; 

en tout, AÍÍÍÍ combinaisons, savoir: deux systémes dans les-
quels les signes sont les mémes; trois dont un signe est négatif 
et les deux autrespositifs; et trois,, dont un signe est positif 
et les deux autres négatifs. 

407. Le point peut ensuite se trouver dans des posílions 
particuliéres. Par exemple, pour exprimer qu'un point est si-
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tué dans le plan des xjr, il faut écrire que sa distance z á ce 
plan est nulle ; et Ton aurait pour les équations de ce point, 

o; = a, ^ = ¿ , z = o. 

De méme , un poinl place' sur l'axe des x, ponr lequel Ies 
distances aux plans des xz, et des sont nuiles á la fois* 
aurait pour e'quations, 

= «, ~ o, z = o. 

Et ainsi des autres points place's, soit sur les plans, soit sur 
jes axes coordonnés. 

408. Premiere remarque. -— Les plans paralléles aux trois 
plans coovdonne's , et qui ont serví (n0 400) á fixer la position 
du point M 233), determinent avec ceux-ci un parallé- Fíg.233. 
lépipéde rectangle, dont les douze aretes, e'gales 4 á 4) ne sont 
autre chose que les trois coordonnées ¿tr,^, z, du pointM. 

D'un autre cóté, Fon sait que les pieds m , m", des 
perpendiculaires abaisse'es sur les plans coordonne's j sont, en 
terme de Géométrie descriptive, les projections du point M sur 
ees trois plans. 

D'aprés cela , si l'on suppose que x — a, j - = ¿ , z = c, 
soient les e'quations du point M, on a pour les coordonnées 

de m', les équat ions . . . . . x ~ a, j - = b ; 

pour celias du point m", x •= a, z = c ; 

ce qui donne pour celles du point m",. . j - z— b, z = c. 

D'oú Ton voit que les projections du point M sur deux des 
plans coordonnés étant connues, la troisiérae projeetion s'en-
suit nécessairement. 

C'est, au reste, ce qu'on peut reconnaitre aisément sur la figure. En 
effet, soient m, m', les projections données ; menons de ees points, et 
dans les plans des xy et des x z , mC, m'D, paralléles á A X ; puis des 
points C , D , et dans le plan des y z , élevons Cm" parallélc á A Z , Dnr" 
paralléle á A Y ; le point m" oü ees deux derniéres ligne» se rencontrent, 
aprésente la troisiéme projeetion. 
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409. Seconde remarque. — On peut encoré expliquer pour-
quoi, dans la Géoinétrie descriptive, i l suffit de deux plans 
de projectionj pour fixer la position d'un point; tandis que, 
dans la Géometrie analytique, ü faut trois plans coordonnés: 

La connaissance des projections d'un point sur un plan ho
rizontal et sur un plan vertical, est en efíet suffisante pour les 
constructions graphiques; mais si Ton veut fixer analytique-
ment la position de chacune de ees projections, par exemple, 
des points, m', m", i l faut, premierement 3 tracer dans le 
plan horizontal {xy) deux axes reetangulaires A X , AY; se~ 
condement, tracer dans le plan vertical {xz) deux axes AX, 
AZ, en prenant, pour plus de simplicité, pour axe commun, 
l'íntersection des deux plans de projection. Or, il est e'vident 
que les deux axes AY, AZ, determinent un troisiéme plan 
rectangulaire avec les deux autres. Ainsi, géométriquement, 
deux plans suffisent; mais analjtiquement j il en faut trois. 

410. Lorsque les plans coordonne's ne sont pas rectangu-
F¡g.a3/f. laires, auquel cas, Íes axes A X , AY, AZ 334), ônt 

entre eux des angles quelconques , et sont dits des axes 
obliques j les équations d'un point M sont encoré, x — a, 
y ~ h , % — c. 

Mais alors , a , ¿>, c , expriment des distances compte'es pa-
rallélement á ees axes; et les projections du point M s?ob~ 
tieunent par les ligues Mm, Mm', M/n", respectivement paral-
léles á A X , AY, AZ. 

Du reste , tout ce qui a éte' clit nos 407, 408, est applicable 
au cas oü les axes sont obliques. 

411. Occupons-nous maintenant de la recherche de i W -
pression de la distance entre deux points dont les coordo li
nees sont connues {vqyez n0 157). 

Soient x ' , j \ z', les coordonnées d'un premier point M, 
Fig^35. {fig. 335), x" ,y \ z", celles d'un second point N , rapporte'es 

d'abord á trois axes reetangulaires AX, AY, AZ. Il resulte de 
la remarque (n0 408) que, si des points M, N, on abaisse les 
perpendiculaires Mrcz, 1Nn, sur le plan des xj-, puis des points 
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A i , », les paralléles mV, nQ, á l'axe des j , il resulte , dis-je, 
que Ton a 

AV=x> m V = y , Mm—z', et A.Q=x" •, «Q—jr", N«— 

Tirons ensuite mn,ce qui determine un trapéze MN/ITO ; 

puis menons dans le plan de ce trapéze, NH paralléle á nm; 
et sur le plan des o^r, «L paralléle á AX. 

Cela posé, les triangles rectangles MNH et mnh dounent, 

et mn = 4- /«L — PQ mL ; 

d'oú l'on deduit M Ñ a = PQ + mL-h ÑH' 

Mais on a évidemment 

PQ = x' — x \ mh = y — y , NH = z — z"; 
d'oú 

P Q - ^ ' - ^ ' r , m L = ( y - j r " r , Í H W ^ - ^ f ; 

done enfin 

MN9, ou Da = (x — x"Y -f- ( r ' —jr")a + (s'— z")1. 

et par conséquent. D = Gr' — .r")'^(j''—jr")2 4- (z' —z")2-

Telle est rexpressíon genérale de la disíance des deux points, 
en fonction des coordonnées de ees points rapportés á des axes. 
rectanguíaires. 

On parvient encoré á cette formule de la maniere suivante« 
Soient tirées dans la figure 233, les lignes AM, km -, les F¡g ^3 

deux triangles ABw, AmM, rectangles, l'un en B, l'autre 

en m, donnent Am—ABV T m ^ k m ^ m n , d'oíi 

AM = AB V B m V W m ~ A I V AC'-j- m 
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On reconnaít ainsi, en passant, que dans tout parallélépi-
péde rectangle, le carré de l'une des diagonales est égal á la 
somme des carrés des trois aretes contigues, 

Fig.aSS. | Cela posé, conside'rons les points M, N (Jig. 235), et menons 
par chacun de ees points, trois plans respectivement paralleles 
aux plans coordonnés. Les deux plans paralléles au plan des 

jrz, sont ne'cessairement paralléles entre eux ; il en est de 
méme des deux plans paralléles au.plan des xz et des deux 
plans paralléles au plan des xj-, Ces six plans paralléles deux 
á deux, déterminent done un paralléiépipéde rectangle dont 
MN est une diagonale ? et dont les arétes, étant nécessairement 
paralléles aux trois axes , sont respectivement égales aux 
différences des distances des points M, N, aux trois plans 
coordonne's. 

Or, en appelant p, g, r, trois arétes contigues de ce paral
léiépipéde , on a, en vertu de ce qui vient d'étre dit, 

MÑa= p^+q* -f- r2; 

done á cause de p — ,a' — ce", q — j " " , r =zz — z", 

, MN ou D2 = {x* — x"Y -f- (jr' — f T + (z — z")̂ . 

^ Ce moyen de démonstration peut paraitre moins simple que 
le précédent ; mais il a l'avantage d'étre applicable á la re-
cherche de l'expression de la distance entre deux points, 
lorsque les axes sont obliques. 

412 . Deux points de l'espace étant supposés rapportés ádes axes obliques, 
imaginons, comme tout á l'heure, par chacun de ces points, trois plans res 
pectivement paralléles aux plans coordonnés. Les six plans obtenus de cetle 
maniére sont paralléles deux á deux, et déterminent dans l'espace un paral
léiépipéde oblique dont la distance des deux points donnés est une des dia
gonales , et dont les arétes ont pour longueur, les différences des coordonnées 
des deux points. 

Toute la d i ffi cuité, pour obtenir cette diagonale, consiste done á áéterminer 
celle d'unparallélépipéde ohlique, connaissant les arétes de ce paralléiépipéde 
et les cingles (¡u'elles Jbrment entre elles. 

La solution que nous allons donner de ce pi obléme est extraite de la cin-
quiéme note de la Géométrie de Legendre. 



ENTRE DEOX POINTS DONJIÉS. SaS 

Soient ABm CNÍ {fig- 234)un parallélépipéde oblique; AB, AC, A D , trois Fig.234. 
aretes contigués ; A M Tune de ees diagonales. 

Posons, pourabréger , A B — ^ , AC = 9, A D = r , A M = D; puis BAC=<«, 
g^ j ) — C A D — y, DA7M= «T ( les quantités D , «Tsont inconnues). 

Les deux triangles obliquagles ABTW, AmM donnent ( Tr igonométr ié , 

n0 92 ) , 

krn — A B 2 + Bm '-\~ aAB . Bm . eos BAC, 

et A M = km + Mm aAm . Mm . eos D A m , 

d'oü A M = AB -f- B.vi M m - f aAB . Bm . eos BAC 

-l-aA/M . Mm.cos DATM, 

ou bien, employantles notations convenues , 

D» = p » 72 + + ipq , eos « - { - 2r . Am . eos «T... (1) 

Ainsi tout se réduit á dé terminer eos í ; car Am est déjá connu, d'aprés la 
premiére des équations ci-dessns ; mais nous verrons bientót qu ' i l est inutile 
de substituer actuellement sa valeur. 

Vouv calculer l'angle , nous aurons recours aux principes de la Trigono
métrié sphérique. Considérons le point A comme le centred'une spliére^dont 
les intersections avec les plans BAC , B A D , C A D , BAm, soient les ares de 
grand cerele E F , E G , G F , G H ; i l resulte de cette construetion, que les 
angles « , f , ^ , «T, peuvent étre remplaces par les trois cótes du triangle 
sphérique EFG et par l'arc G H ; c'est-á-dire que Pon a 

EF = u, E G =zS,GF = y, G H =. /. 

Cela posé , les deux triangles sphériques GEF, G H E , donnent (en vértu 
du principe n0 8 ) , 

, , eos y — eos « eos f 
eos E = — :———, 

sin u sm t 

et eos iT = eos C eos E H - f sin £ sin E H eos E ; 

011, mettant á la place de eos E , sa valeur, 

FT /• ÜIT 1 SIN E ^ COS y — sin E H eos * eos C 
COS tT = COS f COS EH - j - —; . 11 ; 

s i n « ' 

ou, réduisant l'entier en fraction et observant que 

sin a cos E H — sin EH cos «. = sin ( * — E H ) = sin F H , 
. sin F H sin E H \ cos (f = cos t . —: f- cos y . —; . 
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Mais les triangles rectilienes ACm, ABm , donnent, 

i0. AÍM : Cm * l sin ACm ; sin CA/n, 

p _ sin CAWÍ _ sin F H 
d''oú *T sin ACm ~ sin * ' ' 

a0. Am : Bw : : sin AB/w : sin B A w , 

Í/ sin BAw sin E H 
d1oü Aro ^ sin ABTO sin * ' 

done eos f z= coaC.-̂ -h eos y-j~¡ 

et par conséquent , ATO . co8<r= pcosC-h qcosy. 
Substituant cette valeur de ATO.cosí, dans réquat ion ( i ) , on obtienl 

Da = 4- 9» -f- ~f- zpq cosít-f- 2pr cos€ + a^rcos^ ; 

ce qui donne enfin, pour l'expression genérale de la distance entre deux 
points rapportes á trois axes obliques, 

D» = (ar' — x*)* + { y — r " ) » -h (z' — z")* •+• '¿(x' — x") ( y eos* 
+ a (x' — ( z ' — *") cosf- l - a — r " ) (z ' —z")cos^. 

S i , dans cette formule, on suppose z' = 0, z" = o, ce qui revient á con-
sidérer la distance entre Ies projections des deux points sur le plan des x j , 
i l vient 

i > = — «•)* [ y — y ' ) 3 + 2 ( x ' — x") ( y — y ^ c o s s t ; 

résultat identique avec celui que nous avons obtenu, n0 138. 

§ I L Équations de la ligne droite dans Ves pace. 

415. Lorsque des points sont en ligne droite dans i'éspace, 
on sait que leurs projections sur un méme plan sont aussi en 
ligne droile ; et cette seconde ligne est díte la projection de 
la premiére sur ce plan, On sait encoré que les projections 
d'une droite sur deux plans suííisent pour de'tenniner sa po-
sition ; d'oú il suit qu'une droite serait fixée analyíiquement, 
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si Ton connaissaít les equations de ses projections sur deux 
des trois plans coordonne's. 

Ordinairement, on considere les projections de la droite 
sur les plans des xz et desj^z; et comme ees deux plans ont 
pour axe commun, AZ, c'est cette ligne qui, dans chacun des 
plans, est regardée comme l'axe des abscisses ; AX est alors 
i'axe des ordonne'es sur le plan des ¿cz, et AY l'axe des ordon-
nées sur le plan des j z . 

Ainsi, soient MN (fíg. aSG) une droite quelconque dansjpig ^̂ g, 
l'espace, mre, m'rí, ses projections sur les plans des .rz et des 
j z ; nous présenterons les equations de ees deux projections 

sous la forme... . < , , /= , s t ( JT = ¿Z -f- &;.. . (2) I 

«, b, sont des constantes qui (n0 140) désignent les tangentes 
des angles que forment mn, m'rí, avec l'axe des z; et <«, C, 
expriment les distances de l'origine aux points B et C oü ees 
droites rencontrent l'axe des x et l'axe des j . 

414. 11 est á remarquer que l'e'quation x=za.z OÍ, ex
prime non-seulement une relation entre les x et les z de tous 
les points de la droite mn, mais encoré une relation entre 
les x et les z de tous les points du plan mreNM imaginé par mn, 
perpendiculairement au plan des xz ; car, pour tout point M 
de la perpendiculaire nM á ce plan, les coordonnées x et z 
sont ( n0 403) repre'sentées par mP, AP, qui appartiennent 
aussi á la droite mn. 

Pareillement, l'équation = ¿ z - f - c o n v i e n t non-seu
lement á tous les points de la projection m'n', mais encoré, 
a toas ceux du plan mVNM mane' perpendiculairement au 
plan des jyz, par la droite m'n'. 

Done le systérae de ees deux e'qualions existe pour tous les 
points de la droite MN, intersection des plans perpendicu-
laives , et n'existe que pour ees points. Ces equations sont, 
en ce sens, les équations de la droite e¡le~méme , quoique 
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d'abord nous ne les ayons établies que comme celles des 
deux projections. 

II resulte de la évidemment que l'élimination de la va -
riable z entre les deux équations, doune lieu á une troisiéme 
équation en x etjr, qui représente la projection m V de la 
droite sur le plan des x j ; ou plus gene'ralement, celte équa
tion appartient á tous les points du plan MN«"m" mené par 
la droite MN perpendiculairement au plan des x j . 

415. Casparticuliers. Lorsque la droite passe par l'origine, 
il en est de méme de ses projections ; ainsi ( n0 415), les dis-
tances «t, sont nuiles, et les équations de la droite se re-
duisent á x — az, j-z=bz. 

II peut arriver que la droite soit située dans l'un des plans 
coordonnés, par exemple, dans le plan des xz. On a alors, 
pour tous les points de cette droite , j - = o ; et les équations 
deviennent ;r = az-{-««, j r = o ; c'est-á-dire que, dans ce 
cas, on doit avoir ¿ = o et £ = o ; ce qui est évident d'ail-
leurs, d'aprésla figure, puisque la projection de la droite sur 
le plan desj'-z, se confond avec l'axe desz. 

Méme raisonnement par rapport aux deux autres plans 
coordonnés. 

416. Tant que les constantes b, « , sont données á 
priori, la droite est complétement déterminée de position, 
Pour en obtenir les difíerens points, il suffit de donner, dans 
les deux équations íc = as-f-tf, j=:bz-\-Qt á la variable z 
par exemple , une valeur particuliére z ; ce qui entraíne, pour 
chacune des deux autres, x etj', une valeur correspondan te, 

savoir: x ~ az -\- b — x , y ^ bz' -\- C =z j ' . 

Fig.237. Pi'enant alors sur AX {fig. 287), une distance kV = x', on 
méne Vm" paralléle á AT et égale k j - ' ; puis au point m% on 
congoit une perpendiculaire au plan des xy, qui soit égale 
á z'; et le point M ainsi determiné, appartient á la droite. 
On obtiendrait de la méme maniere tous les autres points. 
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Mais on peut se proposer de déterminer les constantes a, ¿, 
«, d'aprés certaines conditions ; ce qui donne lien a une 
serie de problémes en trois dimensions, analogues á ceux que 
nous a presentes la lígne droite considéree sur un plan. 

417. PREMIÉRE QUESTION. — Trouver les ¿(¡uations d'une droite assujettie a 
passer par deux points donnés. 

Appelons x', y , z', les coordonnées du premier point , x", y", z", celles 
du second point. Les équations de la droite cherchée seroot d'abord de la 
forme 

« = «2 -f- « , . . . , ( i) 

y — bz + G y . . . (a)-

a, h, a , C, étant des quantités inconnues pour le moment. 
Or, les points {xf, yf, z ' ) , {x", y", « * ) , appartenant á la droite, leurs 

coordonnées doivent vérifier les équations ( i ) , (2) ; et Ton a les quatre re-
lations 

x? == az' 4- a , . . . . (3) 
y = , t z ' 4 - c , . . . . (4) 

x" = a z " + . . . (5) 

y" z=zbz" -h C (6) 

En appliquant á ees six équations la méthode du n0 148 , on trouve sue-
«essivement 

x — x' •=. a{z —~ z'), x' — x" = a{z' — z"), j 
> d'oú 

y — y = b(z -~ z'), y' — y" = b{z' - z"); \ 

et par conséquen t , 

x' 
a = -r ~ 7 " 

y* — y" 

x- — x- ,,v y — r" 

^ - * = T = ¿ ' {Z - 2 y - y = - ^ r ¿ . (* - * ' ) • 
Ces deux derniéres équat ions , qui ne renferment plus que les variables 

x, y, z , ei les quantités connues x', y , z', x'^y", z", sont Ies équations 
cherchées. 

JY. B . — Quant aux équations x — x f = a ( z — z ' ) , y —y* =. b (z — z ' ) , 
obtenues dans le cours du calcul, elles caractérisent une ligne droite pas-
sant par le point (x ' , y', zf ) , puisqu'elles sont satisfaites par les hypothéses 
« = y ^ r ' f Z ^ z ' . Les quantités « , J , se délerminent ensuite au moyen 
d'une seconde condition que Ton peut imposer á la droite; dans le probléme 
précédent, cette condition consiste á faire passer la droite par un second 
point. 

34 
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418. SECOSDE QUESTION. —Par un point donnc hors d'une droite , mener une 
paralléle a cette droite. 

Soient a/, y', z , les coordonnées du point. On a pour les équations de la 
droite donné%, 

ar = -f- * , , 
y hz -]r Q, 

Celles de la droite cherchee sont (n0 417) de la forme 

x — x? — o! — z'), 
y — y1 z=i h' [z — z ' ) , 

•a, V, é tant des quanti tés qu ' i l s'agit de déterminer . 
Or, puisque les droites sont par al íe les , les plans qui les projettent res-

pectivement sur les deux plans des xz et des y z , doivent étre parallélos; 
done les intersections de ees plans paralléles avec les plans coordonnés, 
c^st-a-dire les projections des deux droites, sont elles-mémes paralléles. 
Ainsi Ton a nécessairement (n0 l o O ) les relations « , h' =.h ce qui 
donne íinalement pour les équations de la droite cherchee, 

x — x' =. a { z — z') , y — y ' — b (z — z'). 

419. TR.0ISIÉME QUESTION. — Deux droites étant données par leurs équations, 
eaprimer par l'analyse, que ees droites se rencontrent, et trouver, dans ce cas, 
les coordonnées de leur point d'iníersection. 

c . t x = az + »,... (x) \ t x = a'z + a . ' , . . . , (3) 
foient ^ z s b s + C i . . . („) f et \ y =: b'z + C , . <.. (4) 

les équations des deux droites. 
Si elles se coupent, les coordonnées de leur point d'intersection doivent 

vcriíier á la fois les quatre équations ci-dessus; a insi , ees coordonnées ne 
sont autre chose que les valeurs de x , y } z, propres á satisfaire en méme 
temps á ees équations ; et comme on a trois inconnues á éliminer entre 
quatre équat ions, on doit nécessairement {Alg., chap. Ier, n0 79) parve-
n i r á une relation én t re le s constantes « , ¿ , et, -£,a' , V, a!, €' 

Les équations (i) et (3), (2) et (4), retranchées successivement Tune 
de Tautre, donnent 

o = (a — a')z — d'ou z = * ~ * 
a — a 
C — £ o — {b — b')z + Q — Q'- d'oú z 
b — V 

Or, ees deux valeurs de z doivent étre égales; on a done 

7 - ^ 7 ¿ - b ^ r v , ( í ' - - ¿ ' ) - - ( c ' - f ) ( « - « ' ) = o . . . (5) 



DÉTERMINER L'ANGLE D E DEUX DROITES DANS L ' ESPACE. 53 Í 

Telle est la relation qui doit exister entre les constantes, pour que les 
deux droitcs se coupent. 

En supposant que cetíe relation soit satisfaiíe , on obtient pour les coor-
données du point d7intersection, 

a! — a. C — C aetr — aa' — Qh' * 
z = cu — , x — ~ et y =. 

• h' 

Soit, comme cas partieulior, a — a', b — b', ce qui signiíie (n0 418) quo 
¡es deux droites sont paral lé les; Fequation (5) est satisfaite, et les valeurs 

M 
de x, y , z , se réduiscní á la forme •—, résultat analogue á celui da 

o 
132. S 

420 . QUATÜIÉME QUESTION. — Deux droites étant données par leurs étjua-
tions, déterminer l'angle quelles formenl entre elles. 

x =: az a, ) ( x — a'z -f- a', 
Soient 

C x = : -f- a , í \ x — az- \ - e t ' , 

\ y = bz + f, ) 81 í r = h'z -f 
les équations des deux droites. 

I I peut se présenterdeux circonslances ; ou les droites se coupent, auqtteJ 
cas, Péquation de condition du numero précédent est satisfaiíe; ou bien, 
elles ne se rencontrent pas, 

Dans l 'un et l'autre cas, si d'un point quelconque de l'espace, on congoit 
deux autres droites respectivement paralléles aux droites données , c'est 
l'angle formé par ees paralléles qu' i l s'agit de déterminer. 

Pour plus de s implici té , nous prendrons le point dont nous venons de 
parler, á Forigine méme des coordonnées. Soient done A L , A U (fig. 287), p , 
des paralléles aux deux droites données , on a (nos 41S et 418 ) pour ^ 
leurs équat ions , 

; : : : : : ; ; } w* \*rztzV* 
Pour obtenir l'angle L A L ' , prenons sur les cótés, deux paríies A M , A M ' , 

égales au rayón des tables, ou égales á 1; puis joignons les points M 
et M ' , dont nous désignerons d'áilleurs les coordonnées par a', y', &' et 

Cela posé, en appelant D la distance M M ' , on a (n0 4 1 1 ) , pour Tex-
pression de cette distance, 

D« = {x' — x " Y + [ y ' - y " Y + ( 2' - z " Y , 

ou développant et observant que les coordonnées du point M et cellos du 

34.. 
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point M ' sont liées (n0 4 Í 1 ) par les relations 

^ + y . - f . ^ = i , (3) x"« + y * + z " * = j , (4) 

D ' = a - a ^ x " +yx" -h z z " ) . 

D'un autre có te , le triangle A M M ' donne (Trigon. n0 92 ) 

AM2-f- AM'2— M M ' 1 a — D» 
eos M A M ' ou CGSV = 2AM x A M ' ^ í " ' 

ou mettaot pour D» sa valeur dans cette expressíon, 

cosV = x'x" + y y " 4- z ' z " . . . (5) 

Done tout se réduit maintenant á obtenir les coordonnees a:', y', s' et J?", 
y , z", en fonction des constantes a, 6, a', J ' . 

Or, le point { x ' , ? ' , z') se trouvant sur la droite A L , ses coordonnées 
doivent vérifier les équations (i); ainsi Ton a Ies deux relations 

j x = az', 7 
1 r' = 6 / , J 

q u i , jointes á la relation (5) x'» - f ya.-h z'3 = i , sufBsent pour^ déter-
miner les trois quantités x ' , y'. ¿ , 

Portons dans la troisiéme relat ion, les valeurs de x' et de y que donnení 
les deux premieres; i l vient 

(a» + . £» -f- i ) • = i ; d'oü z' = 
\ / a ' -f- 6» -|- i ' 

ce qui donne ensuité pour y ' et xf, 

b . a. 

V/a2 + ¿a + i ' \ / a * -f, ¿« _f i 

On obtiendrait de la meme maniere pour les coordonnées x", y", z", du 
point M , 

y" = 
V«'a + -M \/a'>-i-b'* + i ' ' ~ y á ' * + h'*+i 

Substituant ees valeurs dans l 'équation (5), on obtient enfin pour le cosinus 
de l'angle demandé, 

eos V = — 
V/(«» + &> + i) 4- j ' , + i ) " "' (^ 
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Cette expression , reftfermant un radical, est susceptible de dmx valeurs; 
et cela doit é t r e , puisque les deux droites forment entre elles deux angles 
mpplémens l'un de Pautre. 

•521. On peut trouver une autre expressiou de eos V , au moyen de cer-
taines considérations dont nous ferons souvent usage. 

Abaissons du point M {fig. 1$']) la perpendiculaire Mm au plan des xy t Fíg.237. 
et menons mP paralléle á l'axe des y ] on a, d'aprés cette constructionr 
AP = x', Vm = / , M/w = z'. De plus, le plan MwP étant paralléle au plan 
des j z , la lígne qui jo in t le point M au point P est perpendiculaire á A P ; 
et comme on a pris A M = ; 1, i l s'ensuit que AP ou x' est égal au cosinus de 
l'angle que forme la droite A M avec l'axe des x. On démontrerait d'une 
maniere analogue que y* et zf sont égaux aux cosinus des angles que forme 
la droite avec les axes des y et des z. 

Done, en appelant «, C, y, ees trois angles, on a les relations 

3/ — cosa, y" — cosff, z' — eos y, 

On obtiendrait de méme, par rapport &ix angles a , C, y , que forme la 
droite A M ' avec les trois axes, 

x" = eos u,'̂  y" = eos C, z" == eos y'. 

Ces valeurs étant portées dans Pequation (5) du n0 précédent , donnent 

cosV == eos « c o s a ' -f- cosCcosC -f- eos ^ eos (7) 

'522. On déduit des calculs précédens plusieurs conséquences fqrt i m 
portantes. 

i0 . — La relation (3) du n0 4 2 0 , donne, lorsqu'on y. remplace xf, y ' , z', 
par cosa, c o s í , cos^, 

eos9* -f- eos»? -f- cos'y = 1; 

ce qui demontre que la somme des corres des cosinus des angles que forme une 
droite quelcorujue avec les trois axes, est égale a Vunité; proposition qui r é -
sulte encoré de la relation qui. existe entre la diagonale d'un parallélépipéde 
rectangle et les trois aretes contigués (n0 411) 
'• ¡rv • * x' ' j r / • 

2o Des relations x'=.azf, yr — bz', on déduit a = —- , b ~ ~ et 
z z 

eos a , eos C 
par consequent, a = , b = . . . f8) 

COŜ / cos^- v 
Done, les constantes « , 6, des équations d'une droite, ont respective-

ment pour valeurs, les rapports des cosinus des angles que forme la droite avec 
l'axe des x et avec l'axe des y , au cosinus de l'angle qu'elleforme avee Vaxg:, 
des z. 
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3a. _ Enlin , les equations (8), ou 

cos« = ÍZ eos y coaC = bcosy, 

ctant élevces au earré tít ajoutées avec l ' identité cos'y — cos^y, donnent 

cogsjt _f. eos»? -f- cos'^, ou 1 — (a" + 6̂  ^ . , ) cos'^; 

done 
t . h 

cosy = —; . •> cosfc — • . , r 
y a * 4- 6» ^- 1 \ / a \ - f + ! 

cosa = - . a (9) 
^ / a » -f. -f- 1 

Ces dei'niéres formules donnent les angles que forme une droite avec les 
trois axes, connaissant les tangentes « , 5 , des angles que les projections 
sur les plans desx^ et d e s ^ , font avec Taxe des z. 

Itécipror/uement; lorsqu'on donne les angles que la droite forme avec les 
trois axes, les formules (8) font connaitre les constantes a , &, des équations 
de la droite. 

Nous observerons á ce sujet que, d'aprés la re la t ion. . , 
cos3a + cos^é'-f-cos4')/== 1, qui lie les angles et, £ , y, on ne peut donner 
arbitrairement que deux de ces angles^ et la relaíion donne la valeur cor-
respondante du troísiéme angla. 

423 . Reprenons la formule (6), et voyons ce qu'elle devient dans les deux 
hypothéses oú les droites données sont paralleles ou perpendiculaires entre 
elles. 

Dans le premier cas, on doit avoir eos V = I , ét Pon obtient entre « , ¿, 
a', h', la relation 

«ta! -f. hh' -f- * = l /(a4 ¿a -f- 1} (a'» ~f- S'a _^ 1). 

Faisant disparaitre le radical, développant et réduisan t , on peut latrans-
former ainsi: 

_ ¿y -h {b — 6')» + («5' — ba')* = o, 

ónuation qui ne peut évidemment exister, á moins que Fon n'ait séparé-
inent, a =z a', h = ab' ~ ba!. 

La derniére de ces trois relations est implicitement comprise dans les deux 
auíres ; et Ton sait dé já(n0 4 1 8 ) que celles-ci expriment que deux droites, 
dans l'espace, sont paralleles entre elles. 

Dans le secend cas, cosV doit étre nul: ce qui donne nécessairsjoaent 

««' -f- + • 1 = o 
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Telle est la condition qui exprime que deux droites sont perpendiculaires 

Fuñe á l'autre; ce qui peut avoir lieu d'ailleurs, sans que ees dpoites se 
coupent. 

En y reunissanl l 'équation 

(a — a') (.£' — Q) — {b — V ) (V ~ ct) — o , 

trouvée n 0 4 1 9 , on aurait les deux relations qui doivent exister entre Ies 
constantes, pour que les droites se coupent á cingle droit. 

La formule (7) devient, dans la méme circonstance, 

cosa eos*' + eos £ c o s í ' -f- eos-)-eos y = 0 , \ 

résultat dont nous ferons usage par la suite. 

424 . Nous pouvons, á l'aide des principes qui viennent d'étre é tabl is , 
résoudre en trois dimensions le probléme que nous avons résolu (n0 1Í56) en 
deux dimensions : abaisser d'un point donné hors d'une droite une perpendi-
culaire sur cette droite, et trouver la longueur de cette perpendiculaire. 

Soient, en efíet, x=:az-i~a,, y=.hz-\-Qy les équations de la droite 
donnée. Si Fon appelle x', y', z', les coordonnées du point, on a (n0 417 ) , 
pour la droite cherchée, deux équations d é l a forme 

x ~~ x' =• a {z — zf), y — y' — h' {z ~ z ' ) , 

les quanty,és b', sont les seules constantes qui restent á déterminer . 
Or, puisque les deux droites doivent étre perpendiculaires Fuñe á l 'autre, 

on a cette premiére relation aa! -\-hh{ -f-1 = 0 ; d'ailleurs, pour qu'ellos se 
coupent, i l laut ( n0 4 1 9 ) que Fon ait 

(« _ a') (C — f) — (6 — h>) («' — «) = o, 

011 mettant á la place de a!, leurs valeurs y ' — h'z' et x' — « V , 

(a — a ' ) ( / — b'z' — q — {b — V ) {x' — a'z' — a.) — 0. 

Cette relation, combince avec aa'4- W 4 - 1 = 0 , donnerait les valeurs 
de a', h', q u i , reportées dans les équations de la seconde droi te , condui-
raient finalement aux équations de la droite cherchée. 

Mais les calculs, et ceuxrelatifs a l a seconde pártie de la questionj ne 
laisseraient pas que d'étre assez compliqués; et nous verrons bientót un 
moyen beaucoup plus simple de resondre ce méme probléme. 

4215. Scholie general. Les principes établis sur la ligne droi te , depuis 
le n0 415 jusqu'au n0 419 inclusivement, sont \rais, quelle que soit l'in-
clinaison djs axes coordonnés. A i n s i , dans le cas d'axes obIiqiies; les équa
tions d'une droite sont toujours de la foi-me 

x z=i az y •= bz + C-f 
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seulement, Ies droites au lieu d'étre projetées sur les plans coordonnés par 
des perpendiculaires á ees plans, le sont (n0 410 ) parallélement aux axes, 
et les quantités a , b, n'expriment plus des tangentes trigonométriques, 
mais des rapports de sinus; les constantes tt, £ , conservent la méme accep-
tion. 

Les équations d'une droite passant par deux points donnés , les condltions 
de parallélisme de deux droites, etc., sont aussi indépendantes de l ' i nc l i -
naison des axes; mais i l n'en est pas de méme de la question qui a pour 
objet la détermination de l'angle de deux droites, et de toutes les consé-
quences qui en ont été dédui tes , puísqu'on a fait entrer en considération 
Texpression de la distance entre deux points donnés . 

Cette remarque est importante pour les jeunes gens qui voudraient .faíre 
quelques applications de ees principes. 

§ I I I . De VÉquation du plan et de ses combinaísms 
avec les équations du point et de la ligne droite. 

426. De méme qirune ligne droite est fixée de position sur 
un plan par une e'quation da premier degré entre les coordon-
ne'es oc,j-, de cliacun de ses points rapportés á deux axes, nous 
allons reconnaitre qu'un plan se determine aussi de position 
par rapport á trois autres plans, au moyen d'une équation du 
premier degre' en ¿x:,j', z ; ees variables de'signant les dislances 
de chacun des points du plan aux trois plans coordonne's. 

Fig.^S. SoientDB, DC (Jig. 238) les traces d'un plan quelconque, 
c'est-á-dire les intersections de ce plan avec deux des plans 
coordonnés (qui peuvent étre indifféremment rectangulaires 
ou obliques), 

Parmi les diffe'rentes manieres de concevoir une surface 
•plañe j il en est une qui consiste á laregarder comme [engen-
drée par le moupement d'une droite indéfinie qui glisse le 
long d'une autre droite ̂  aussi indéfinie, sans cesser d'étre 
paralléle á clle-méme, 

Ainsi, par exemple, si par les diíFerens points de la droite 
DB , on imagine une suite d'autres droites D'C, D ' C . . . , paral-
leles á DC, il est évident que cette suite de droites appartient 
au plan que nous considérons; par conséquent, ce plan peut 
étre regarde'comme engendre'par le mouvement de la trace DC,, 
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Je long de la traceDB , de maniere á rester constamment pa
va! ¡ele á sa direction primitive. 

C'est cette propriété c?iracte'ristique que nous alíons essayer 
de traduire en analyse. 

Comme la droite DB se trouve tout entiére dans le plan 
des ecz, ses equations sont (n0 4iS) de la forme 

= o, z = vix - } - / > . • • . (0 

Par une raison analogue, les equations de la trace DC sont 

x — o, z — ny + p (2) 

(Nous supposons ici les e'quations re'solues par rapport á z, 
parce que les deux traces doivent passer par un point D, 
dont le z (cu p) est teommun aux seconds membres de ees 
e'quations.) 

Cela posé, considérons la trace DC dans une situation quel-
conque, D'C par exemple; on a nécessairement (11° 418), 
pour les equations de cette droite paralléle á D C , 

x ~ *, z =z nx + G; (3) 

sont des quantltés, constantes pour tousles points d'une 
méme position D'C de la génératrice, mais variables d'une 
position á une autre D"C". 

II nous reste encoré á expi-imer que la ge'nératrice rencontre 
dans toutes ses posilions la trace DB ; et, pour cela, il faut 
(n0419) e'crire en analyse que les e'quations (1) et (3) ont 
lieu en méme teraps; ce qui donnera une relation entre lels 
inde'términe'es « , C , et les quantite's connues TO, p, Com— 
binons done ensemble ees quatre e'quations. 

La seconde des e'quations (3) devient, á cause de la pre— 
miére des e'quations ( r ) , z~C. 

Portant les deux valeurs x—a , z = í , dans la seconde de& 
equations on obtient pour la relation demandee, 

£ =z rna + p (4) 



538 ÉQUATIOX Dü PLAN. 
Observons actuellcmení que , pour chaqué pasition de la 

ge'nératrice, les e'quations (3) et Fequation (4) doivent étre 
satisfaites simültanément; done ( n0 214) , si Fon elimine 
entre ees e'quations les inde'terminées <«, €, l'équation resul
tante en z, et quantite's connues , appartiendra aussi 
á tous les points du plan. 

Or, les e'quations (3) donnant u ~ x , £ — z n j , Vé-
quation (4) devient 

z — ny = 3 mx + p; 

cu bien, z = mee -f- - { - / > . . . (5) 

Telleest, en ge'ne'ral, l'équation qui exprime la positio» 
d'un plan dans i'cspace , et qui en est, pour ainsi diré, la 
représentation analytique. 

Pour faire concevok comment cette équation repre'sente 
cbacun des points de la surface plañe, supposons qu'on ait 
pt is pour les -variables x , r r un systéme de valeurs xz=zkd', 

j —d'c . Si du point c' on eleve c'Yl perpendiculaire au plan 
des írr, et e'gale á la valeur correspondan te de /Z, tire'e de Fe'-
quation (5), le point E'r ainsi determine', appartiendra au 
plan , et ne peut appartenir qu'á lui. 

Me me raisonnement pour d'autres valeurs attribue'es á x 
et á JT-

iV. B . — De tous les moyens qu'on emploie ordinairement 
pour trouver l'équation du plan, nous avons p re fe re le pré-
cédent, d'abord , parce qu'il a Favantage d'étre inde'pendant 
de Finclinaison des axes coordonne'es, et ensuite , parce qu'il 
s'applique á la recliercbe des e'quations d'autres surfaces dont 
la ge'nération oíFre de Fanalogie avec celle du plan. Nous en 
verrons des exemples par la suite. 

427. Les constantes m, «,/>, qui entrent dans Fe'quation du 
plan, sont fáciles á definir. Ainsi, les quantite's m et n ne 
sont autre clxose que les tangentes des angles que forment 
les traces DB , DC, avec les axes des x et des r . Quant á la 
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quantité p , on l'appelle le z á roriginc; c'est la distance de 
l'origine au point oú le plan renconíre l'axe des z. 

Lorsque le plan passe par l'origine, on a p = o, et Te'-
quaüon se reduit á 

z — mx - f - nj, 

e'quation quiesl, en efíet, ve'rifie'e par a,=o, j^=:ov z = o. 
428 . Je dis que, réciproquement, toute équation du premier 

degre' á trois variables, 

AÍC + Bjr + Cz + D r= o, 

appartient á un plan. 
En efíet, on en de'duit 

A B D 

Or, si Ton considere deux droites dont les équations soient 

• ¡I , • ' " . ' - A D pour la premiere, j = o> z = — TT X — TT» 

B ¿ 
et pour la seconde, c c = o , z — — y — —, 

on peut regarder ees droites connne les traces d'un pían sur 
ceux des xz et des jrz; et si Fon recherclie l'e'quation de ce 
plan d'apres la métliode du n0 426, on trouvera nécessai-

A B D rement z ^ — - . ^ — - . ^ ^ , - , 

ou bien, Aa: - f Br -f- Cz -f D = o. . . (i) 

Done, réciproquement, etc. 

B. — Quoiquc réquation z ~ mx -f- nj P 116 ren-
ferme que trois constantes, tan dis que l'équation ( i ) en ren-
íeruie quatre, elle n'en csí pas moins aussi genérale que celle-
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ci, dont le premier membre peut toujours étre divisé par TUB 
de ses coefficiens. Mais nous conside'rerons presque toujouvs 
l'e'quation du plan sous la forme ( i ) , parce qu'elle est plus 
syme'trique, et qu'en outre, lorsqu'on aura á déterminer un 
plan d'aprés certaines conditions, comme l'équation (i) ren-
íermera une constante arbitraire de plus que l'équation... 
z — rnx -\-nj--\- p, on en profitera pour introduire certaines 
simplifications dans les calculs. 

Cette remarque est tres utile. 

Faissons successivement x—o,j-~o7 z=o, dans l'équation 

Aa; + Bj- + Cz + D = o; 

il en resulte pour x = o, Bj- Cz D = o, 

pour j - = o, Ax -\- C z J ) — o) 

et pour z = o, Ax ~\-Bj- D — o; 

ce sont les équations des traces du plan sur les trois plans des 
j-z , des xz et des x j : 

Enposantá la fois x = o, j = o , l'on obtient z =s — ̂ - ; 

ce qui donne les coordonnées du point oü le plan rencontre 
l'axe des z. 

On aurait de méme 

x = o, z =z o, áou y = — —, 

; D 
j - = o, z = o, dou x = -,, 

A 
pour les coordonnées des points ou le plan rencontre Taxe des. 

et l'axe des x. 
429. On peut faire entrer dans l'équation du plan les dis-

tances de l'origine á ees trois points d'intersection; et l'équa-
tion prend alors une forme tres elegante. 

Posons, en eíFet, 
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il en resulte A = —— , 15 = — - , — 

á'oú sutstituant dans re'qualion duplan etréduisant, 

rs.cc -j~ gs.y -f- qr.z = qrs, 

équation analogue á celle qui a éte' obtenue pour la ligne 
droite (n0 l&S), ainsi que pour les équations de rellipse et 
de l'hyperbole , rapporte'es á leurs axes. 

Elle ne renferme, comme re'quation z = mx + I T -f-/'» 
que trois constantes; mais elle est plus syme'trique. 

^130. Nous allons maintenant nous occnper de la résolution cTune serie 
de questions relatives au point , h la Hgne droite, et au p lan , q u i , avec 
celles que nous avons déjá traitées (n0 417 et suivans), constituent ce qu'on 
appelle les préliminaires de la Géométrie analytique á trois dimensions. 

PREMIÉRE QÜESTION. — Faire passer un plan par trois points domes. 

Désignons par (3/, y , z ' ) , {x", z"), {zf", f , zw) , les coordonnées 
des trois points, et par 

A * - f By + Gz + D = o (1) 

l'équation du plan cherché; A , B , C, D , sont des constantes qu ' i l s'agit 
de déterminer. 

Puisque le plan est assujetti á passer par les trois points, son équation 
doit étre vérifiée, lorsqu'on y remplace successivement x , par les 
coordonnées de chacun de oes points; ainsi , l'on a les trois relations 

A x ' + Br' 4- + D = o, Kx" - f Br" + Cz" + D = o, 
AJ^" H- By + Csw -f- D = o , 

qui peuvent étre transformées de la maniere salvante : 

A , B , ^ C , 

A „ ^ B C „ D" +D R 5" ^ ~. 
A R T 

X1" A . — Y1" — r>" , I 
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E n appliquant á ees cqnations les formules rlu premier degré á trois in-
connues {Alg., chap. Ier ) , et observant que le coefíicient D étant tout-á-fait 
arbitraire, on peut Fégaler á la quantité qui sert de dénominateur commun 

A B C 
aux trois expressions de-^, g-, on trouve, tout calcul fait, 

D == xy'z'" — « v y + z'x'y" — r'x"z'" + j w * * — ¿ y x ' " , 

A = — / V * -f- z"y"' — z'y'" - f j r V — r'z" + z Y ' , 

C = — aír" + x'y'" — x V " + y « * — / * * + J-V". 

I ! ne s'agirait plus maintenant quede substítuer ees valeurs dans Fcqua-
lion {1)5 et Fon aurait Péquaíion demandée. 

451. SECOSDE CUESTIÓN. — Faire passer un plan par un point et une dioile 
donnés. 

Soient x', y ' , zf, les coordonnées du point, 

x az -h a, \ _ / j N les équations de la droite; 
y — bz - i - £, j 

celle du plan cherché sera de la forme 

Ax - f Br -H Cs -f- D = o. . . (3) 

Comme ce plan doit passer par le point (x', y', z') , on a pour premicre 
relation, 

Ax' -+- V + + D = o;.. . (3) 

d'oú, retranchant les équations ( 2 ) et (3) ruñe de Pauíre, 

A (a: — x') -f- B (.r _ y ) + C - 5') = o . . (4) 
C'est la forme caractéristique de l'équation d'un plan passant par un point 

donné; nous aurons souvent occasion d'en faire usage. 
Maintenant, 11 faut exprimer par l'analyse, qye la droite donnée se 

trouve tout entiére dans le plan cherché; et, pous cela, i l suffit d'écrire 
que les coordonnées x , y , ^ , de tous les points de la droite vérifient Té-
quation du plan. Or , en substituant pour x ei y leurs valeurs tirées des 
équations (i) , dans l'équation (2), i l vient 

A {az + « ) 4- B -í- f) -f- C¿r -f- D = o; 

ou bien , elfectuant les calcáis ct ordonnant par rapport á z , 

(Art + C ) £ + A« - f B f -f- 1) = o. 
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Mais cette équation doit se vérilier indépendamment de tonto yaleur parti-
cn'liére attribuée a z; ainsi chacune des quantítes Aa+Bb+C, Aa-f-BC-f-D, 
doit étre nulle séparément; et Ton a les deux nouvelles relations 

Aa 4. + C = o, (5) 
A * BS + D = o, . . . (6) 

pour exprimer que la droite est comprise toní entiére dans lo plan. 
En soustrayant la derniére de ees relations de l 'équation (3), on obticnt 

A (x ' — ít) -f- B ( .y — C) + Czf = o , . . . . (7) 

équation qui no renferme plus D , et qu'on peut substituer á l 'équation (6). 
La question se réduit done á trouver les valeurs de A , B , C , ou plutót, 

A B 
des rapports -^r, h. l'aide des deux relations 

A B , A . , . , B* . , , , •^•«+•-^•¿ + 1 = 0 , ^- (ar _ a) -f. — ( y — i.) + / = o. 

Or, on trouve par Fé l imina t ion , 

A y — c — bs' 
C 6 ( x ' — « ) — a ( y — C) 

0 B _ ( — a, — az') 
2 ' "C _ ' ' i (or'— a) — « ( / — f ) 5 

et comme on peut disposer arbitrairement de Pun des trois coeííicicns A, 
B , C , i l n'y a qu'á poser 

C = J (x ' — «) - - « ( y — f); 

ce qui donne L y ' — £ — W , 

et B — — [x — a — az ' ) ; 

d'oú, substituant dans réquat ion (3), 

( y — C — hz') ( r — x') — {x' — a.— az') {y — y ' ) 
4- [b ( y _ _ « ( y _ c)2 {z - z') = o. 

Telle est l 'équation du plan demandé. 

452. íJe/war^zíe. — Dans la question précédente, nous avons établi deux 
relations, A « 4 - B i + C : = o, A a + B í + D = o , qui méritent.quelgiie 
attontion , parce qu'elles sont fréquemment empíoyées dans la Géométric 
analytique & trois dimensions. 
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Reprenons les équations de la droite et du plan : 

x =: az + *, y = bz + C, A* -h -h Cz D = . o; 

et proposons-nous de déterminer le point oú la droite rencontre le plan. 
Comme on a trois équations entre x , x, z , i l suffit de remplacer dans 

la [troisiéme , x et y par leurs valeurs tirées des deux premiéres. 11 vient, 
par cette substitution, 

(Aa + B6 + C ) z A a + Bg1 ^ D = o; 

d'OÜ S : 
(Aa + Bg - f D ) 

A« + B¿ -f- C ' 

« ( A a - J - B f + D ) 
par suite, x ^ C L - Aa ^ B6 + c " ' 

ou bien, 

puiSj 

A j K a - h m C ) — a (A^-f B f 4- D ) 
Aa -f- B¿ + C 

„ b (Aa. -f- Bg + D ) 
Aa -j~m + C ' 

e(Aa + B& -f- C) — J (A* - f - BC-f- D ) 
ou bien , r = —̂  ; £—rr;— 

Aa -f B i -f- C 

Cela posé , si Pon veut exprimer que la droite et le plan sont paralléles, 
i l faut écrire que les valeurs de . r , y , z , correspondant au point d'in-
tersection, sont infnies; ce qui se fait en posant Aa 4-B¿-f-C = o, 
car ees valeurs deviennent alors 

z _ _ i A í 4- BC 4- D ) ^ _ _ a ( A ^ 4 - BC 4- D) 
o ' o ' 

__ (A^t 4- BC 4- D ) 

S i , au lieu de la condition A « 4 . B&4.G = o , on établit la suivante, 
A<t 4 - B f 4 . D = : o , les valeurs de x , ,y, 2, se réduisent á 

z = o, x — a , y •=. C. 

Or, i l est aisé de reconnaitre que le point correspondant & ce systéme 
de coordonnées, est celui oú la droite rencontre le plan des xy, car si 
Fon pose, dans les équations de la droite, z — o, i l en résulte x = 

Supposons maintenant qu'on ait á la fois 

Aa 4- B i 4. C = o, Aa 4. Bf 4- D = o; 
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les valeurs de x, y , z , se réduisent á la forme ^ , signe de Vindéler-

minadon; ce qui prouve qu'alors la droite se trouve tout entiére dans le 
plan. 

On peut conclure de la que , des deux relations ci-dessus, la premiére 
exprime séulement que la droité et le plan sont paralléles; la seconde, que 
le -plan pcisse par un point determiné de la droite (celui oú la droite perce 
le plan des x y ) ; et que, toutes les deux conjointement, expriment que 
la droite et le plan se confondent. 

/555. TROISIÉME QUESTION. — Un plan et un point hors de ce plan, étant 
donnés, oa demande, Io.—d'abaisser du point une perpendiculaire sur le plan; 
2°. — de trouver la longueur de cette perpendiculaire, c'est-á-dire la disíance 
du point au plan donné. 

Soient x ' , r ' , z', les coordonnées de ce point, et 

Ax -f- Bjc" 4- -f- D = o (1) 

l 'équation d'un plan supposé connu de position. 
Les équations de la droite cherchee seront (n0 417) de la forme 

* — x' = a {z — z ' ) , y — r ' = b {z — z ' ) ; (2) 

a , b, étant deux constantes qu ' i l s'agit de déterminer. 
Pour cela, ndus rappelerons un des principes de la Géométrie descrip-

t ive, lequel consiste en ce que, si une droite estperpendiculaire á un plan 
dans l'espace, la projection de la droite sur un des plans coordonnés, est 
perpendiculaire a la trace du plan donné sur le meme plan coordonné. 

En effet, considérons, par exemple, la projection de la droite et la trace 
du plan sur celui des xz. 

Imaginons par la droite, le plan qui la projette sur le plan des xz ; la 
trace de ce plan projetant n'est autre chose que la projection de la droite. 
Or, ce p lan , passant par une droite perpendiculaire aü plan d o n n é , est 
lui-méme perpendiculaire au plan donné ; d'ailleurs, i l est aussl perpendi
culaire au plan des xz; d'oú i l suit que l'intersection commune du plan 
donné et du plan des xz, c'est-a-dire la trace du plan donné, est perpendi
culaire au plan projetant; done cette trace est perpendiculaire a la projec
tion de la droite, puisque la projection se trouve dans le plan projetant, 
et qu'elle passe par le point oú le plan projetant et la trace se coupent. 

Le méme raisonnement pourrait s'appliquer á la projection de la droite 
et á la trace du plan sur celui des yz. 

Cela posé, s i , pour obtenir les traces du plan donné , on fait successive-
ment y ^ o et x — o, dans l 'équation (1), i l vient 

A x - f . Cr -f D = o , BJK 4- CÜ + D = o, 

35 



5/|6 PROBLÉMES SUR LA. DROIÍE 

que l'on peut mettre sous la forme 

G D C D 
X = - A Z - A ' T = - B - - " ^ 

Or, puisque les droites exprimees par les éqxiations (a) doivent étre res-
pectivement perpendiculaires aux droites exprimées par les équations (3), 
i l faut (n0 133) que l'on ait entre les coefficiens de z , les relations 

C A 
a x — -ir -h i ~ 0i ¿'oú a r= -~ , ou bien, A. -= «C, 

C B 1 X — --- + i — o; d'oú b — 77,, ou bien, B — hC. 

Substituant ees valeurs de a , b , dans les équations (2), on obtient pour les 
équations de la perpendiculaire, 

1 * — x' = — z')> y — y — s ') . . .r(4) 

Actuellement, pour résoudre la seconde partie du probléme proposé, 
observons que, d 'aprés l'expression f n0 411) , qui donne la distance entre 
deuxpoints, i l suífit de déterminer les Taleurs de x — x', y-~y, z—z', 
propres a satisfaire en méme temps aux équations (1) eí (4), et de substituer 
ensuite ees valeurs dans l'expression de la distance (puisque, par cette 
é l iminat ion , on obtiendra nécessairement les différences entre les ooordon-
nées du point oú la perpendiculaire rencontre le plan et celles du point 
donné.) 

A cet effet, nous ferons subir á l 'équation (1) la transfbrmation suivante: 
ajoutons au premier membre la quanti té —Aa/—Br '—Gz '+Ax '+B/ ' - l -C / , 
qui est identiquement nulle; et posons 

Kx' + B y + Cz' 4 - D = D ' ; . ^ . (5) 

i l vient h. {x — x') + B (.r —-jr') -f . G {z — z') + D ' = o. 

Or, si l'on met dans cette équat ion , á la place de x — xf, y —y> leurs 
valeurs (4), on trouve 

(A> + B ' + 0 ) ( 2 - / ) + D ' C = o ; d'ou z - ¿ ~ ~ . ^ - r c J 
A2 4 - JJ "T u 

et par conséquent , 
x — f = - D A 

A^-f - B2 - f -C2 ' 
_ D'B 
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Mais en appelant P la perpendiculaire demandeej on a (n0 4 1 1 ) 

P = \/(x — + if —r')* - + - ( 2 — 

D? A r ' + By' -+• Cz' + D 
done P = 

V/A»-f-B* 4 - O V'A2 + B> -f- O 

[¥oyez. ce qui a été d i t n0 188 BVLV le double signe dont le radical est affecté.) 

454. Cas particuliers. i 0 . — L e point donné peut étre l'origine méme 
des coordonnées. Dans ce cas, on a 

x' = o, y ' =z o, z' = o, 

et Pexpression de la perpendiculaire se réduit h 

D . / 

Le pied de la perpendiculaire a d'ailleurs potir coordonnées 

A D _ 

CD 
A2 -f- B2 + C2 

2°. — Si le point donné se trouve sur le plan, ses coordonnées doivent 
vérifier l 'équation du p lan; c'est-á-dire que Fon a 

Ax' + B / -f- Cs' + D = o , d'oú P = o. 

4oo. ' QUATRÍEME QUÊ TION. — Réciproquement , un point et une droite étant 
donnés dans l'espace, mener par le point un plan perpendiculaire a la droite, 
et trouver la longueur de la distance du point a la droite. 

„ . f ^ —- az et ] 

aoient -J ^ bz + G \ ' ' ' ' ' (') ''es ^quations de la droite don-
n é e , et a/, y', z', les coordonnées du point. 

L'équation du plan cherché sera (n0 4 3 1 ) de la forme 

A(ar - x') + B ( r - y ) + C (a — zf) = o.....(2) 

Or , par hypothése, la droite et le plan sont perpendiculaires entre eux^ 
ona done (no 4 3 3 ) entre les coefficierxs A , B , C , et » , b, les relations 

A = a C , B = bC; 
35.. 
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d ^ ü , substituant dans l 'équation (2) et divisant par C , 

« O — y ) + b (y — y ' ) + z — J = o.. . (3) 

G'est l 'équation du plan cherché. 
Maintenant, pour obtenir la distance du point {x ' , y , 2') , au point oi\ 

le plan rencontre la droite, i l suffit de chercher les valeurs de x — x\ 
y y z propres á satisfaireen méme femps aux équations (1) et (3), 
puis de portar ees valeurs dans l'expression genérale de la distance entre 
deux points donnés. 

Afln d'eíFectuer cette é l iminat ion, nous mettrons les équations (1) sous 
la forme 

x — x' z=z a — z ' ) -f- a — ^ + az', 

s — / = h (z — + z — y + hz'. . . (4) 

(Cette transformation est analogue á celle du n0 ) 
Cela posé , si Pon substitue pour .r— x', y —y", leurs valeurs dans l'é

quation (3), i l vient 

-f. ¿a -f 1) [z — ¿r') -f- a {a. — x' az') -h b {£ —y' + J / ) = 0 ; 

, a (x —ít) -+-b ( y — g) -f. / , N 
d'ou e — z' = ~—; ~~ z = — j 

a» -f* 4. 1 a* + b* -t- j 
en posant, pour simplifier, 

N = a ( x ' ~~ u) + b ( y — f) + (5) 

Portons cette valeur de z ~ z ' dans les équations (4); on obtient pour 
valeurs correspondantes de x — o/, y — y', 

• • ' Na , , , , . ' • Na, . ,: ' \ ag + « — x az = *[x — tt), 
aa + fca-f- ! ^ ^ aa 4 . ¿ i _(_ ! 

y - y ' ^ - b z ' + £ - y + h z ' ^ — J - ! ^ _ _ ( y - f f ) . 

Faisant la somme des carrés de x — x', y — y', z — z', et observant, 
Io . — que les premieres parties élevées au carré donnent pour somme, 

0* -|- ¿TT+Ti' 20' — ^Ue â somme ^es dobles produits se r édu i t , d'apres 
aN» 

la relation (5), á — — p ^ — _ - , on trouve enfin pour l'expression la plus 

simple de la distance du point á la droite donnée , 
— a • 1 Na 

^ — * + y — c + ~ — — 

«a 4- fea 1 
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456. Conséquence. — S i Fon joint le point (a?', y , z ' ) , au point ou la 
droite est rencontrée par le plan qui lu i est perpendiculaire, point dont 
nous désígnerons, pour le moment, les coordonnées par x", f"} z", i l est 
évident que cette droite de jonction est perpendiculaire sur la droite don-
née. Or, les équations de cette droite sont (n0 4 1 7 ) de la forme 

oc*' — ¿t*' y" 11 - y* 
Q% Ies rapports — — • — - y - ne sont autre chose que les rapports des 

z — z z — z 
valeurs de x — x', y—«j^, z — z', t rouvéesdans le n0 précédent. Done, en 
eñectuant cette substitution , Ton obtiendrait les équations de la perpendi-
culaire ahaissée d'iin point sur ur̂ e droite Idans Vespace ¡ question dont nous 
avions déjá indiqué une premiére solution ( n0 4 2 4 ) . 

Nous n'acheverons pas ce calcul, qui n'offre aucune difficulté et qui con-
duit d'ailleurs á des résultats peu élégans, 

457 . CINQI'IÉME QUESTION. —Par un point domé dans l'espace mener un plan, 
paralléle a un autre. 

Avant de résoudre ce probléme, nous commencerons par établir les condi-
tions analytiques qui expriment que deux plans sont paralléles. 

Soient \ A ' x + B y + C z + w = o, ¡ les equatlons de deux 

plans donnés dans l'espace. 
Si ees plans sont paralléles, leurs traces sur le plan des xz et sur celui 

des yz doivent étre aussi paralléles. Or, ( n 0 4 2 8 ) les équations de ees 
traces sont 

Ax + Cz -í- Ü = o, B.r + Cz -f- D = o, pour le 1er plan, 

A'x + C z - f - U ' = o, B'y + C'z + D ' = o, pour le second. 

Et pour qu'elles soient respectivement paral lé les , i l faut (n0418) que l'on 
ait A A' . B B' 

C ~ — î, ct •j=r — j 

A A' 
d'oú l'on déduit encoré —• == ~ . 

D D 

Désignons actuellement par x'} / , les coordonnées du point donné. 
L'équation du premier plan étant Ax + Br - |- Cz -f- D = o, calle du 

second, qui est assujetti á passerpar le point { x , y , z ' ) , sera de la forme 

A' ( — * ' ) + B' — y ) + C (z - z') = o ; 
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mais, par hypothése, les deux plans doÍTent étre paralléles ; on a done 

A ' A B' B , a / A. sir nr B 

Portant ees valeurs de A ' , B ' , dans réqüat ion précédente, et divisant 
par C , oa obtíent pour l 'équation demandee, 

A ( * — x ) + B(jr - y ) + C(2 - z') = o, 

équation dont les trois.premiers coeíficiens sont les mémes que ceux de 
réqua t ion du plan donnej i l n'y a que le z de Torigine (n0 427) qui soit 
different. 

Si le point par lequel on veut faire passer le plan paral lé le , est Porigine 
méme des coordonnées, on a alors 

x = o, y' = o, z' = o; 

et l'équation ci-dessus se réduit á 

Ax •+ By + Cz = o . . . . (Voyez n» 427-) 

ÍSS- SIXIÉME QUESTION. — Trouver les équations de l'intersection commune 
de deux plans, 

c . t r Áx + + Cs 4- D 7= o, ( i ) 1 . , t . , 
Soient < A, . v, , r*/ . T\f / \ t it}S équations de& 

( A'x + B y L z -f- ü = o, (CJ) j 

deux plans donnés. 

Nous observerons d'abord qu'une droite dans l'espace est tout aussi bien 
déterminée par les équations de deux plans quelconques qui la renferment, 
que par celles de ses projections, lesquelles équations ne sont d'ailleurs. 
elles-mémes ( n 0 4 1 4 ) que les équations de deux plans perpendiculaires, 
I 'un au plan des xz , et l'autre au plan des xz. 

Mais on peut avoir besoin, pour certains problémes, de connaitre les 
équations des projections, 

Or, si Ton élimine x entre les équations ( i ) et (a), l 'équation résultante 
en xz , appartiendra á un plan perpendiculaire au plan des xz , et passant 
par la droite; done elle sera l 'équation de la projection de la droite sur le 
plan des xz. 

Méme raisonnement pour la projection sur le plan des yz. 
En effectuant ees calculs, on trouve, 

I o . — pour la projection sur le plan des xz, 

( A B ' — B A ' ) x 4. (CB' — B C ) * - f DB' — BD' = o ; 
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2o. pour la projection sur !e plan des yz , 

, (AB' — BA' ) y -f ( A C - CA ' ) ^ + A D ' — D A ' = o. 

L'élimination de z donnerait également l 'équation de la projection sur 
¡e plan des o-̂ . 

493. SEPTIEME QUESTION.— Deux plans étant donnés dans l'espace, trouver 
l'anglc qu'ils forment entre eux. 

Le moyen qui se présente au premier abord, pour résoudre cetíe ques-
t i o n , consisterait á rechercher, i0 .— les équations des projections de I ' i n -
tersection commune des deux plans, 2O. — l'équation d'un plan perpendicu-
laire á cette intersection; 3o.—'celles des traces de ce plan sur les deux plans 
donnés ; ¿j.0-—eníin, Fangle formé par ees traces. Mais i l est aisé de sentir 
que ees calculs , tous exécutables d'aprés les priricipes établis précédem-
ment, seraient tres laborieux. 

Voici un autre moyen plus simple et plus é légant : 
Supposons que les droites O B , OC {fig. 289), représentent dans Tespace p . 

les intersections des deux plans donnés avec un troisiéme qui leur soit per-
pendiculaire. Si du point G Ton éléve OB', O C , respectivement perpendi-
culaires aux deux plans, i l est clair que ees droites seront situées dans le 
troisiéme plan BOG dont nous venons de parler. 

Or, puisque les angles BOB', GOC, sont egaux comme droits, i l en ré-
sulte nécessairement B'OC'=BOGj c'e&t-k-áive qneVangle formé par deux 
droites menees en un point de Vintersection commune de deux plans, perpen-
diculairement a ees deux plans, est égal a l'angle que ees plans font entre 
eux. • • , ''., ' / .v • '. • . .: 

^ ! - . ^ f A r + B / + G¿ 4- D = o, i , , 
Gela pose, so^nt | ^ + ^ + G ^ 4 - D ' = o^ \ ,eS e<IuatlonS 

des deux plans. 
Gelles des deux droites qui leur sont respectivement perpendiculaires, 

de quelque maniere que ees droites soient d'ailleurs situées dans l'espace, 
seront de la forme 

x •=. az 
y =. bz 

«, ] { x =z a'z + \ 

a, i , a , h', ayant ( n 0 4 3 3 ) pour valeurs, savoir : 

A*̂  B , A ' , B' 

Or, on a trouvé (n0 4 2 0 ) pour l'angle de deux droites. 

eos V aaf -j- bb' ~f- I 
\ / (a2 -f- i ' + i) (a'2 + b'1 -h O 
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Done, en rempla(;ant a, a',bt b', par leurs valeurs, on obtient, tóate 
réduction faite, 

AA'' + EB' + C C 
eos V 

expression indépendante de D , D ' j ce qui doit é t r e , car tous les plans pa-
ralléles aux deux plans donnés forment entre eux le meme angle que 
ceux-ci. 

Le radical que renferme cette expression, rend indéterminé le signe de 
eos V , parce qu'en effet les deux plans font entre eux deux angles, Fun aigu 
et l'autre obtus j cette indétermination cesse dós que Ton sait d'avance de 
quelle espéce est Tangle cherché. . 

Examinons quelques cas particuliers. 

440. Si les deux plans sont perpendiculaires entre eux, on doit avoir 
eos V = o ; ce qui donne 

A A ' + BB' + C C = o, 

pour la condition de perpendicularité de deux plans., 
Supposons les deux plans paralléles entre eux, auquel cas, on a eos V = i ; 

si l'on égale a l 'uni té le second membre de la formule ci-dessus, et qu'on 
développe les calculs, on t roúvera , toute réduction faite, 

A B ' — BA' = o, A C - CA' = o, B C — CB' — o; 

A _ A ' A _ A ' B B' 
U B ~ B " C G " C — C* 

Ce sont les conditions déjá obtenues n0 457. 

441. Faisons maintenant coíncider l 'un des deux plans avec chacun des 
trois plans coordonnés. On obtiendra, par ce moyen, les cosinus des angles 
que forme un plan donné avec les plans de projection. 

Supposons, par exemple, que le second plan soit le plan des xy. Comme 
l'équation Áfx - f B'y + C's + D ' = o doit se réduire á. * = o, ib faut 
que l 'on áit 

A ' = o7 B ' = o, D ' = o ; 

et la valeur de eos V se réduit á 

c o s ( ^ ) = ( i ) 
-f- B2 + Ca 

[ c o s ( j y ) , co&{xz), eos { y z ) , sont des notations que nous adopterons. 
pour désigner les cosinus des angles qu'un plan forme avec les plans 
coordonnés. ] 
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Par un raisonnement analogue, on obtiendrait pour les angles que le 
pi'emier plan forme avec les deux autres plans coordonnes, 

B A 
pna (xz) = — .. . . ( i ) , eos (yz) = — • • . . (3) 

Si l'on ajoute entre elles les équations ( i ) , (a), (3), aprés les avoir 
élevées au car ré , on trouve 

eos» (oy) -f. eos1 (xz) -f- eos» ( ^ ) = i ; 

relation analogue á celia qui a été trouvée (n0 4 2 2 ) én t re les cosinus des 
angles qu'une droite forme avec les trois axes. 

Désignons par eos (xy)', eos {xz)' , eos ( ^ ) ' , les cosinus des angles 
qu'un second plan dans l'espace forme avec les trois plans coordonnés ; on 
aurait également 

C' , w 
C08 (x^-) = f eos (x^) 

eos {xz)' = 

En multipliant ees trois expressions respectivement par celias de eos (xj), 
eos ( x z ) , eos { y z ) , et ayant égard á la valeur de eos V , on a cette nouvelle 
relation, 

eos (xy).cos (xy)' 4- eos {xz).cos (xz)' •+• eos {yz).cos (yz) ' = cosT. 

Enfin , si les deux plans sont perpendiculaires entre eux, on doit avoir 

eos {xy).coa (xy)' -+• eos {xz).cos (xz)' + cos(yz).cos(yzy =. o. 

Tous ees résultats sont útiles dans le probléme général de la transfor-
mation des coordonnées en trois dimensions. 

442 . H u m É M E ET DERNIÉRE QÜESTION. — Trouver l'angle d'une droite et 
d un plan dans l'espace. 

Si d'un point quelconque de la droite on abaisse une perpendiculaire 
sur le plan donné , et qu'on joigne le pied de cette perpendiculaire avec le 
point oh la droite rencentre le plan, la ligne de jonction est, comme on 
sait, la projection de la droite sur le plan. Cela posé , on appelle angle d'unc 
droite et d'un plan celui que forme la droite avec sa projection sur le plan. 
Or, i l est évident que cet angle est le complément de celui que fait la 
ínéme droite avec la perpendiculaire abaissée sur le plan. 
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( x =^ az -f- d -y -, , , . ' -' . 
Soient done \ 7 s /= > les equations de la droite donnée 

y = : bz -f~ i, j > 
Ax -f- Bjr + -f- D = o celle du plan. 

Les équations d'raie droite perpendiculaire á ce plan seront de la forme 

f ar = a'* + a.', i ^ ayant ^ rlo 405 , p0llr yaleurs 
\ y — b'z -H w, } 

, A B 

a = c ' 6 = Ü : 

Mais on a (n0 4 2 0 ) psur l'angle de ees deux droites , 

aa' ~\~ bb' ~f- I eos V = 
\ / { a * 4- &̂  -f- 1) («'a + ¿'» -f. 1) 

Done, en substituant pour a' , V , leurs v^leurs , on obtient pour le sinus 
de l'angle cherché, 

Aa + B6 4 - C " 
sin v 

S/{a* + ft" 4 - 1} (A» -f- B3 -f- O ) . 

Si la droite est paralléle au plan, on doit avoir s i n V = 0 ; ce qui 
donne la relation Aa - f Bé 4- C = o, déjá établie n0 455. 

445 . SCOUE GÉNÉRAt. — Tels sont les principes á Faide desquels on peut 
résoudre toute espéce de questions relatives á la ligne droite et au plan dans 
l'espace. On ne doit pas toutefois perdre de vue que quelques-uns des résul-
tats obterius précedemment sont indépendans de l'inclinaison des ases, mais 
que toutes les questions dans lesquelles on a dú faire entrer en considé-
rat ion, soit la distance entre deux points, soit Pangle de deux droites, et 
par conséquent , la conditionde perpendicularité de deux droites ou de deux 
plans, toutes ees questions, dis-je, conduiraient á des resultáis beaucoup 
plus compliques, dans Thypothése d'axes obliques. 
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GHAPITRE Y I I I . 

Des surfaces courbes, et en particulier des surfaces 
du second degré. 

Noti&ns préliminaires. 

444. Une suriace courbe étant donnée de forme et de position dans l'es-
pace, s i , aprés avoir traduit algébriquement une de ses propriétés caracté-
ristiques, on parvient á une relation, F {x, y, z) — 0, entre les coordonnées 
de chacun de ses points, cette équation est dite Véquation de la surface, et 
la determine complétement 5 car, en donnant á deux des variables des va-
leurs arbitraires, on tire de Féquation une ou plusieurs valeurs pour la 
troisiéme variable; et le point correspondant á chaq\ie systéme de coordon
nées , se trouve nécessairement sur la surface, puisque, par hypothése , Pé-
quation convient á tous les points , et ne convient qu'aux points de cette 
surface. 

441!. Réciproquement, toute équation F ( x , y , z) — o, (?) 

dont les variables x , y , z , expriment les distances á trois plans rectangu-
laires ou obliques, comptées parallélement aux intersections de ees plans, 
a pour lieu géométrique une certaine surface, dont la nature et la forme de-
pendent de la maniére dont les variables sont combinées entre elles et avec 
d'autres quanti tés constantes, données a priori. 

Pour démontrer cette seconde proposition rigoureusement, considérons 
une seconde équation 

F ' (* , y , z) = o , . . . . (a) 

et recherchons le lieu de tous les points dont les coordonnées sont suscep
tibles de vérifier á la fois les équations (1) et (2). 

D'abord, si Pon elimine entre elles une des trois variables, y par 
exemple, Féquation résultante 

/ ( • » , z) = o (3) 

exprime une certaine relation entre des coordonnées de points situés dans 
íe plan áe xz, et appartient, par conséquent (n0 4 1 4 ) , á une ligne courbe 
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situee dans ce plan. Mais en imaginant, par les diSerens points de cette 
courbe, des perpendiculalres au plan des xz , on forme , dans l'espace^ une 
surface (d í te surface crlindric¡ue) pour chacun des points de laquelle les 
x et z sont les mémes que ceux de la courbe 5 ainsi l'equation (3) convient 
egalement á tous les points de cette surface , et ne peut convenir qn'á ees 
points. 

De m é m e , réquat ion / ' {y, ^ ) = o, . . . . {^) 

qui resulte de rél imination de x entre Ies équations (1) et (2), caractérise 
tous les points d'une surface cylindrique dont les aretes sont perpendicu-
laires au plan des y z , et qui a pour base la courbe représentée par réqua
tion (4). 

I I suit de la que le systéme des équations fs) et ( 4 ) , lequel peut remplacer 
celui des équations (1) et (2), appartient á tous les points qui se trouvent 
ala fois sur les deux surfaces cylindriques, et, par consé'quent, á leur in-
tersection commune q u i , en général , est une ligne courbe. Done aussi le 
lien des points dont les coordonnées satisfont en méme temps aux équa
tions (1) et ( 2 ) , est une ligue; ce qui exige que les lieux géoniétriques de 
ees équations soient des suifoces, et non des solides, comme on pourrait 
d'abord se Timaginer. 

On doit remarquer cependant que , si Féquation (1), outre les variables 
x, x, z, renfermait une ou plusieurs indé terminées , cette équation four-
nirait autant de surfaces différentes que l'on pourrait donner de valeurs 
aux indéterminées; en sorte que, dans ce cas , le l ieu géométrique serait 
Passemblage d'une infinité de surfaces ou de conches infiniment minees, 
qui formeraient alors, á proprement parler, un solide. 

446. Supposons actuellement que l'on ait trois équat ions , 

E ( * , y , z) = o, F ' (x, y, z) =z o, F" (x, y, z) = o, 

existanten méme temps pour différens points. 
Comme Ies deux premieres équations caractérisent tous les points de la 

ligne d'intersection des surfaces exprimées par ees équat ions , que la pre-
miére et la troisiéme caractérisent la ligne d'intersection des surfaces qui 
leur appartiennent, i l s'ensuit que les trois équations conviennent aux 
points oú ees lignes se rencontrent, c'est-á-dire á ceux qui se trouvent á 
la fois sur les trois surfaces, et l'on obtiendra les coordonnées de ees 
points en éliminant x, y , z , entre les équations proposées. Le nombre 
des points communs est égal au nombre des systémes de valeurs réelles 
de x, y , z , propres á vérifier ees équations simultanément. 

447 . On peut conclure des considérations précédentes, 
\0.— Qu'une seule équation entre trois variables x, y , z, détermine ana-

lytiquement une surface ; 
2 o . — Que le systéme de deux équations enx, y, z, caractérise une ligue: 
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«ourbe désignée ordinairement sous le nom de courbe a doubh courhure 
(comme tenant de la nature de Tune et l'autre surface représentées par 
les deux équat ions) . Cette méme courbe est ancore déterminée par les 
équations de deux de ses projections; ce sont (n0 les équations 

qu'on obtient en é l iminant successivement x et y entre les équations 
proposées ; 

30. — Que le systéme de trois équations en x, y, z , fixe la position d'un 
certain nombre de points dans l'espace ; en serte qu' i l n'est pas toujours 
nécessaire de se donner explicitement les coordonnées de ees points , mais 
bien les équations de trois surfaces sur lesquelles ils se trouvent places. 

Ces premiéres notions étant établies , nous allons nous oceuper de la 
résolution d'un probléme analogue á celui par lequel nous avons fait pré-
céder la théorie des courbes du second degré ; c'est celui de la transforma-
tíon des coordonnées en trois dimensions. 

IER. Transformatíon des Coordonnées dans l'espace, 

448 . Étant donnée l'équaiion d'une surface courbe rapportée a des axes 
rectangulaires on obliques, on propose de déterminer Véquation de cetíe méme 
surface rapportée a de noweaux axes de méme origine ou d'origine différente. 

Pour résoudre cette question, i l faut tácher d'exprimer les anciennes 
coordonnées x , y , z, en fonction des nouvelles x ' ,y ' , / ; aprés quoi, 
substituant ces valeurs dans l 'équatlon pr imi t ive , on obtient l 'équation de-
mandée. 

Or, quelle que soit la méthode qu'on emploie, i l est aisé do reconnaitre, 
a priorij que Ies valeurs de x, y, z en x', y', z', sont du premier degré et 
de la forme 

x — mx' -|- m'y' + ml'z' -f- a, ^ 
y = nx ñ'y' + n"z' + ¿ , > . , , . . . (1) 
z — px' p'y' -ir p"z' -f- c. ' 

En effet, elles doivent étre telles, que si on Ies applique au plan , l'équa
tion de cette surface ne cesse pas ( n0 4 2 6 ) d'étre du premier degré; ce qui 
n'aurait pas lien dans le cas ou quelqu'une des variables ¿c', y', / , se trou-
verait élevée á la 2e, 3e puissance. 

Nous n'entrepreñdrons pas de déterminer Ies constantes m\ m' , 
n, n' . . . , dans la cas le plus généra l , parce que les formules en sont peu 
Usitées; et nous nous bornerons aux cas suivans : 

449. PREMIER CAS. — Passer d'un systéme de coordonnées rectangulaires ou 
obliques a un systéme de coordonnées paralléles d'origine différente. 

Soient Á X , A ¥ , A Z [fig. 1^0) , Ies anciens axes; A ' X ' , A ' Y ' , A'Z', les F¡g.24o. 
nouveaux que nous supposons paralléles aux premiers, et prolongés jusqu'il 
lear rencontre avec les plan» á e s y z , x z , xy; Ies parties A ' B ; A ' C , A ' D , 
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representent les coordonnées de la nouvelle origine A' rapportée aux anciens 
axes. Si d'uu point quelconque M de la surface, nous menons les coordon
nées MP, M Q , MR, ees droites perceront les plans j V , ¡cV, aux 
points P', Q', R ' ; et Ton aura 

MP — x, MQ = y , MR = z, 

puis MP' = M Q ' = y' , MR' = ^ , 

et 

P P = A'B = « , Q'Q = A'G = l , R'R = A ' D = « ; 

ce qui donne, par conséquent , les relations 

x — x' a, y =^ y ' -\- h, z ~ z' + c, 

Telles sont les formules au moyen desquelles on passe d'un systéme 
quelconque de coordonnées á un systéme paralléle. 

Les signes des quantités a, J , c, font connaitre (n0/406) dans lequel 
des huit angles solides formés par les trois axes p r imi t i f s , se trouve la 
nouvelle origine. 

N. B . — Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que Forigine reste 
la méme, parce que, si elle était différente, on commencerait par trans-
porter les axes parallélement á e^ux-mémes d'aprés les formules ci-dessus; 
et l'on changerait ensuite la direction des axes autour de la nouvelle ori
gine. 

SECÓSE CAS. Passer d'un systéme rectangulaire a un systéme ohlique 
de méme origine. 

La méthode que nous emploierons pour ob teñir les,, formules relatives á 
ce nouveau cas, est fondée sur la proposition suivante: 

Fio1.341. Soien tLL ' , K K ' n ^ i ) , deux droites indéfinies situées ou non situées 
dans un méme plan. Abaissons de deux points A , B , de la premiére 
droite des ligues A a , perpendiculaires sur la seconde : la partie ah de 
cette seconde droite est dite la projection de AB sur K K ' . Cela posé, je 
dis que l'on a ab —A& eos v, v désignant Fangleque les deux droites L L ' , 
K K ' , font entre elles. 

En effeí, soient menés par les points A , B , deux plans M N , PQ, per
pendiculaires á K K ' ; ees plans contiennent les deux perpendiculaires A«, 
BZ», déjá abaissées. 

Du point A tirons ensuite A I perpendiculaire sur le plan PQ, et joignons 
le point B avec le point I ou cette perpendiculaire rencontre PQ; le triangle 
AIB est rectangle en I , et donne (n0 8S) 

A I = AB.eos BAL 

Mais AI = « ¿ , comme parties de paralléles cotóprises entre plans paral-
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leles • d'ailieurs l'angle BAI n'est autre chose que l'angle des deux droites 

L L ' , K K ' . Done enfin 
ab ==: A B eos v; 

c'est-á-dire que la projeciion d'une droite sur-une autre est égale au produit 
de la droite multipliée par le cosinus de l'angle quelle forme avec sa pro-
jection. 

AppHquons ce résultat á la question proposée. 

Soient A X , A Y , A Z {jig. •243)trois axes rectangulaires; A X ' , A Y / , A Z ' , Fíg.34c! 
trois axes obliques. Menons d'un point quelconque M de la sur-
face les anciennes coordonnées M P , PQ, A Q , et les nouvelles MP' , 
P'Q', AQ' , puis des points M , P', QV concevons trois plans perpendicu-
laires á A X . I I est évident que le plan mené par le point M coupe A X 
au point Q, puisqu'il se confond avec le plan MPQ. Quant aux deux 
autres, soient p', 9 ' , leurs points de rencontre avec A X . 

I I resulte de cetíe construction que la distance A Q , OM x, se compose 
de trois parties A.qr, q'p', p'Q, que l'on peut regarder comme les projections 
respectives des coordonnées AQ', P'Q'; MP' , ou x', y', z', sur l'axe des x. 
Done, en convenant de désigner par {xr, x ) , { y , x ) , (z', x ) les angles 
que les nouveaux axes forment avec Pancien axe des x , on aura, d'aprés 
le théoréme précédent , 

x — x' eos ( x ' , x ) -f- y eos { y , x ) -\~ z' eos x ) . 

Concevons actuellement qu'on ait projeté de la méme maniere les coor
données x', y', a/, sur chacun des deux axes des j et des z , et employons 
des notations analogues aux précédentes ; on obtiendra également 

r = x' eos ( x ' , y ) + y eos (y', y ) -i~ 2? eos (¿r', y ) , 

z = x ' eos (xf, z ) + yf eos (y', eos (z*, z ) . 

Les neuf constantes qui entrent dans ees trois formules, sont d'ailleurs 
liées entre elles ( n0 422 ) par les relations 

eos" (x', x ) + eos» (x*, y ) -f- eos1 ( x ' , z) = 1, 

eos» { y , x ) -f- cosa {y', y ) -4- eos» (y', z) = 1, 

eos9 ( x ) -f- eos1 ( z', y ) + cosa ( / , z) = 1. 

4S1. TROISIÉME CAs.'—Passer d̂ un systéme rectangulaire a un autre systéme 
rectangulaire de méme origine. 

Les formules sont les mémes que dans le cas qui précéde 5 mais i l faut 
joindre aux relations déjá établies entre les cosinus, celles qui exprimení 
(nos 4 2 1 et 4 2 5 ) que les nouveaux axes sont perpendiculaires deux á 
deux; ce qui donne, en vertu des números que nous venons de citer,' 
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eos x) eos { y , x) + eos eos ( r ' , jr) + eos ( JT', Z) eos ( y , *)r=*o} 

eos (x', x) eos { s , x) -f- eos {x ' ,y ) eos eos (*% j ) eos (z', = 0 j 

eos a:} eos J:} + eos (jr', r ) eos ( / , JK) + eos ( r ' , eos (z', — 0. 

On voit done que les constantes qui entrent dans les formules relativas 
au cas actual, sont liées entre elles par six relations différentes; d'oü i l suit 
que de ees neuf cosinus, i l n'y en a que trois dont on pujsse disposer 
arbitrairement. 

I I existe, en eíFet, d'autres formules propres á faire passer d'un systéme 
reetangulaire á un autre de méme espéee , et dans lesquelles on ne fait en-
trer en considération que trois constantes, savoir: 

L'angle que la trace du plan des x ' / sur le pían des xy, forme avec 
l'ancien ase des x\ 

2O. — L'angle que font entre eux le plan des x ' j ' et celui des j 
3o. Enfin — l'angle que fait l'axe des x', avec la trace dont nous ve-

nons de parler. 
I I est aisé de reeonnaitre que ees données suffisent pour fixer la position 

des trois nouveaux axes, par rapport aux anciens; mais ees formules étant 
tres compliquées et peu symétr iques , lious renvoyons, pour leur détermi-
nation, au tom. 11 , numéro i c v áe la. Correspondance de l'École Poljtech-
nique, ouvrage dans lequel nous avons puisé également la méthode suivie 
dans les deux derniers cas de la transformation des coordonnées. 

Cas particuliers du précédent. 

4t>2. On peut, en conservant Fun des anciens axes, celui des 2 , par 
exemple, changer la direction des deux autres axes dans le plan des xy. 

Fig.943. Dans ce cas, on a évidemment {Jíg. 243) 

eos {y', x) — eos [100O -f- (a/, r ) ] br — sin (x ' , x ) , 
eos ( / , j^) = o, 
eos {xfy y) = sin (a/, x), eos {y', y) = eos (x', x), 
eos ( / , y ) r= p, 

eos (x', z) = o, eos ( / , z) — o, eos [z', z) — 1 j 

ce qui donne, pour Ifrs formules correspondantes, 

x — x' eos {x', x) — y' sin ( y , x), 
,y =. a/ sin {xf, x) -f. y' eos {y1, x), 
z — z'. 

Les deux premieres sont identiques avec eelles du n0 222, parce qu'«» 
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eifet, tout se reduit i c i á une simple transformation de coordonnées en deux 
dimensions. 

455. Nous rerrons, par la suite, que, pour discuter une surface courbe 
dontla position est dé te rminée , au moyen d'une équation F (x, y) z ) — o 
entre des coordonnées rectangulaires, i l faut déterminer lés intersections 
de cette surface par des plans menés sous differentes ínclinaisons. Or, en 
combinant r é q u a ü o n F {_x,x, z ) = o avec réquat ion d'un p lan , 

Ax + Bjr -f- CÜ 4- D = o , 

et éliminant Tune des variables, z par esemple, on obtient une équation 
I7 (x , 7-) = 0 j qui représente ( ^ 4 4 3 ) la projection de la courbe d ' in -
terséction sur le plan des xy, mais q u i , en général , n'apprend rien sur la 
courbe el le-méme. Pour connaitre la nature de celle-ci, i l faudrait tácher 
d'en avoir Tequation dans le plan donné ; et c'est á quoi Ton peut parvenír 
aisément par la transformation suivante. 

Prenons pour plan des x'y\ le plan dont on demande Fintersection avec la 
surface; pour axe des x', la tracé AC 24í ) de ce plan sur celui des ay; 
l'axe des y' est alors une perpendiculaire AD menée á cette trace dans le 
plan sécant , et l'axe des 2' une perpendiculaire á ce plan. Nommons 
d'ailleurs $ Tangle C A X , et 9 Tangíe que forme le plan sécant, ou le plan 
des x'y' j avec celui des xf, 

Ces deux angles, dont la connaissance suffit pour íixer la position des 
trois nouveaux axes, peuvent étre Honnés a priori; ou bien, on peut les 
obtenir facilement d'aprés l 'équation 

A x + B / 4- Ca + D = o. 

En effet, on a d'abord (n0 4 4 1 ) pour l'angle 9, 

C 

- i - B» 4- O 

Quant á Tangle q , comme l 'équation de la trace du plan sur celui des xy 

est Ax + B j D = o , 

A 
i l s'ensuit qvie — ^ - exprime la valeur de tang 

Cela posé , pour rapporter la surface courbe au nouveau systéme d'axes, 
on a les valeurs de x , / , z, établies u0 4 8 0 , qu ' i l ne s'agirait que de subs-
tituer dans l 'équation F { x , 7 , z) = o. 

Mais puisqu'on a pour but de trouver l'intersection de la surface avec le 
plan des x ' / , ü faudrait faire ensuite s' = o dans l'équátion transforméc; 
et Fon voit que cela rcvient a poser sur-le-champ ¿ ' = o dans les for-

36 
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mules du n0 J ce qui les réduit a 

= x ' eos (x ' , x ) + eos (x'j x')s 
y = xf eos { x ' , 7 ) -f eos ( y , ^•)? 
5 = a/ eos (x', z) + y eos ( j ' , « ) , 

et á porter ees Valeurs dans l 'équation 

F (x, y , 2 ) = o. 

Mais i l reste encoré á ¡exprimer les constantes qui entrent dans ees for
mules , en fonction des seules données nécessaires ^ et 6. 

Fig.244. A cet effet, considérons Forigine A eomme le centre d'une sphére dont 
les intersections avec les plans Y A Y , X A T , Y ' A X ' , Y ' A X , soient les ares 
de cereleDE, B E , D C , D B ; on forme ainsi deux triangles sphériques DBC, 
D C E , daña lesquels on a , 

jo . — Pour le premier, DBC, 

DC = 100o, BG == (x', x ) = p, 

ct D B » ; ( r ' , x ) , angle DCB = 6 ; 

ao, — Pour le second, D C E , 

DC = 100o, CE = (x ' , y ) = 1000 — 9, 

ét D E 1= ( y , y ) , angle DCE = 200o — 0. 

Ces mémes triangles donnent d'ailleurs {Trig. sph,, n0 123) 

cosDB = cosDC.cosCB-f- s inDC.sin CB.cosDCB ; 

d 'oú, h. cause des valeurs ci-dessus, 

eos { y , x ) •=. s i n^ eos 9 ; 

puis eos DE = eos DC.eos CE + sin DC.s in CE. eos DCE; 

d'oú eos {y', y } = — eos p eos9. 

Enf in , eomme l'axe des z est perpendiculaire á l'axe des xf (puisque 
eelui-ci se trouve dans le plan des x y ) , et qu'i], forme, avec l'axé des y', 
un angle égal au complément de l'angle 9, on a encoré 

eos {x', s ) = : o , eos ( r ' , z) ~ sin 9. 

I I vient done, par la substitution de ces diverses valeurs, 

x = a/ eos <¡) 4- y1 sin q eos 9, 
y = x' sin q — y' eos ^ eos 9, 
z = yf sin 6. 



COOr.DONNÉES P O L A i R E S . 553 

Telles sont les formules dont nous aurons i faire «sage , toutes les ibis 
qae nous voudrons déterminer la nature de l'intersection d'une sur face 
courbe par un plan quelconque. Elles ne sont qu'un cas particulier des for
mules dont nous avons parlé (n0 4 S i ). 

434. Remarque.—Dans les transfoímations precedentes, nous avons 
supposé que Torigine fút la méme. S'il en était autrement, i l faudrait 
(n0 4 4 9 ) introduire dans les seconds membres de toutes les formules les 
quantités a , b, c, qui expriment les coordonnées de la nouvelle origine 
rapportée aux anciens axes. 

483. Nous terminerons ce paragraphe par la transformation des coor
données linéaires en coordonnées polaires. ( Voyez n0 343.) 

Soient O {J¡g. 2/j5 ) un point appelé pole, et donné de position dans Fes- F i g . a í o . 
pace au moyen de ses coordonnées a, b, c, ou A C , CB, OB, rapportécs á 
trois axes rectangulaires A X , A"Y, A Z } O M = r, un rayón vecteur, c'est-á-
díre une ligne menée de ce point fixo á un point quelconque d'une surface 
courbe, F ( a : , r , ^ ) = o; x , y , z , représentant les coordonnées A Q , PQ, 
M P , de ce dernier point rapporté aux mémes axeŝ  

Désignons d'ailleurs par {r, x ) , (/-, y ) , (,-, e), Ies angles que forme lo 
rayón vecteur OM avec chacun des trois axes. 

On a évidemment , d'aprés la figure, 

AQ ou * = AC -í- CQ = a -f- CQ; 

mais (n» 4 S 0 ) , 

CQ == OM.cos ( r , x ) = r eos ( r , * ) j 

done \ x z=z a + r eos ( r , x ) (?) 

On obtiendrait de méme pour les autres coordonnées, 

y =z b + r eos (r, y ) (2) 
a = c -f- r eos ( r , z) (3) 

Substituant les valeurs de x, y } z , dans Tequation de la surface, on 
aurait une relation entre le rayón vecteur r et Ies angles que ce rayón vec
teur forme avec les trois axes; cette équation est ce qu'on appelle une éejua-
tion pelaire de la surface. 

JV. J?. —Les angles ( r , x ) , ( r , y ) , ( r , z ) , sont, comme on Va vu 
( n0 4 2 2 ) , lies entre eux par la relation 

eos2 (r , x ) -f- eos» ( r , y ) + eos» (/•, z) = i . 

436. Aux formules ( i ) , (a), et (3), on peut en substituer d'autres qui ne 
renferment que deux angles indépendans l 'un de Pautre, savoir, l'angle Q 

36 . ' . 
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que forme le rayón OM arce sa prójectioñ BP sur le plan des xy, et Tangre ^ 
que cette projection forme avec l'axe des x. 

En eífet, menons OH paralléle BP, ct BR paralléle á A X ; on a évi-
demment 

AQ = a - j - BR, QP = 6 + BP, MP = c + M H ; 
mais 

BR = BP COB q = O H eos <f = r eos 6 eos p, 
RP = BP sin <¡> — OH sin q = r eos 9 sin ¡s, 
M H ! = OM sin M O H = r sin S; 

done enfin, 
AQ cu x — a + r eos S eos 
QP ou r = t> + r cós 9 sin 
MP ou 5 = c - j - r sin 6. 

^ IT. Ves différens genres de surfaces* 

Quoiqué nous áyons pour principal bu t , dans ce chapi t ré , d'expóser la. 
théorie des surfaces da second degré, c 'est-á-dire des surfaces qui sont 
exprimées par des équations du second degré á trois variables, nous croyons 
devoir entrer dans quelques détails sur certaines suríaces auxquelles on est 
souvent eonduit par la résolution de problémes indéterminés en trois di-
mensions , parce que, dans la discussion de l 'équation genérale du second 
degré , nous aurons occasion de retrouver les caracteres qui appartiennent 
á ees sortes de surfaces. 

Be la Surface sphérique% et du plan tangent a cette surfáee. 

-537. On appelle, en Géomét r ie , SURFACE SPHERIQUE , celle dont tous les 
points sont cgalement éloignés d'un méme point, R o m m é CENTRE de la surfaco. 

Cette propriété caractérist ique peut étre aisément exprimée par l'analyse. 
En eífet, soient z , y, r , les coordonnées d'un point quelconque de la sur-
face, A, C , i , celles du centre, et r la distance constante, ou le rayón de 
la sphére. 

Oá a (n0 4 1 Í j pour l 'équation de la surface, 

i* _ «)> + (.r -f. _ = ( , ) 

en supposant que les axes soient rectangulaires j 
et si les axes sont obliques (n0 ••MS), 

(x _ £t)3 + ( r _ C)? - f . {z — 7 y 
- f -¿{x — 4) (y — € ) . eos { x , y ) 
- f ^{x — *) — y ) . eos { x , z ) 
+ 2(r —- (z — . eos (r, z ) 

y*!) 
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snais la forme compliquée de cette dernióre équation pei-met rarement d'en 
feire usage. 

Cas particuliers. Lorsque l'origine est au centre, les ecordonnées « , 
§) y) sont nuiles, et réquat ion ( i) se réduit á 

ars + + 2» = r » ; (3) 

c'est l'equation que Pon emploie le píos fréquejnment. 
Le centre peut étre p lacé , soit sur un des plans coordonnés , soit sur 

l'un des axes. 
Supposons-le, par exemple, sur le plan dos x f , auquel cas orj a ^ = o, 

et r équa t ion devient 

^ __ ^ a,+ ( y - C ) « 4- ^ .=: r» , . - . 

Admettons encoré que le centre soit situé sur l'axe des x , ce qui doane 
C = o 7 ^ = o; 11 en résulte 

(x — a)* + z» = /•> (5) 

43$. L'équation ( i ) étant développée, donne un résu l ta tde la forme 

x* 4. -f- -j- A * + l{r + Ca + D = o (6) 

Réciproquement, toute équation de cette forme, lorsque les axes sont 
Eectangulaires, représente la surface d'une sphere dont les coordonnéos du, 
centre sont 

A c _ B _ _ C 

et qui a pour rayen 

SÍ A» + W -f- O _ D 

La démonstrátion de cette réciproqu^ est, en toijs pojnls, semblable a 
celle du n0 i 7 7 ; ainsi i l est inutile de la répéter. 

4í>9. Pour déterminer la nature de l'intersection d'une sphére par un 
plan, i l suffit ( nP í t í o ) de combiner l 'équation x* -f-̂ » 4- z» = rJ avec 
les formules 

x = . x' eos ^ 4 - T ' sin ^ eos fl -f- «, 
r = a/ sin p — y' cos»<j) eos 6 -f-
a = JK' sin fl -f- e; 

ct l 'équation resultante en x\ y', sera celle de la courbe d'intersection. 
Or, en substituaqt dans la premiére , pour. x, y , leurs valeurs, o i i 
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reconnait, i0.—que le coefficient de off est égal á o, 2 0 . _ q u e ies coefficíens 
de a r ' ' , / 2 , sont égaux á F u n i t é ; ainsi (n0 177) cstte équation est celle 
íTune circonférenec de cercle. 

4 6 0 . Recherchons actuellement réquat ion du -plan iangent á la sphére, 
en un po in í ( x ' , y', z ) de celte surface rapportee a des axes rectangu-
laires. 

Soienf {x — * )* + ( r C)» -f- {z — >)» = r » , . . (r) 

réquation de la sphére , 

et ( n o 4 3 0 ) A ( ^ — ̂ ) + B ( / — / ) + G ( á - £ / ) = ( ) . . . (a) 

Péquation d'un plan assujetíi á passer par le point x \ zf. 
On sait, e n G é o m é t r i e , que le plan tangent á la sphére est perpendicu-

laire au rayón qui passe par le point de contact. D'aprés cela, les équations 
du rayón étant ( n0 4 1 7 ) 

x' — ex. . - .7' — £ , 
z' — y z — y 

les relations A = «C, B = t C , du n0 4 5 5 , donnent 

z — y \ z •— y 

d 'oú , substituant dans (2) et dívisant par C , 

- « ) (a?^ x ' ) + { / _ g) ( r _ y ) -f. (S' _ ^j,) (3 = o . . . . (3) 

Telle est la premiére forme sous laquelle on peut présenter l'équation 
du plan tangent; mais on peut lu i en donner une autre, d'aprés la re-
lation 

{x ' — a)* -f- ( y ,— $)* + • — y y = r% 

qui exprime que le point {x', / , z') se trouve sur la sphére* 
En effet, cette relation revient á 

( V _ _ ^ + ( y _ f) - f) 4 . ( / _ >) ( / _ = 

et, ajouíée & l'équation (3), elle donne 

(V — «) (r — *) 4- (>'— 6) (> — é) +f _ ^ = . (4) 

ré&ultat qui ne différe de Téquation de la sphére qu'en ce que les earrá& 
( x _ « ) ' , {y — c y , { z ~ y y , cu — « ) ( ^ ^ . ^ ^ ( r _ C ) { r - Q , 
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~ y ) ( £ — > ) ) sont remplaces par Ies rectangleB { x — a) (x — a | í 
( y _ g ) ( / — S j , { ¿ — y ) (z — y ) -

Si Torigine est au centre méme de la sphére, on a 

« = o, C = o , y — o ; 

ct réquation (4) se réduit á 

x'x -}- / y -f- z'z = j •.' 

e'est l 'équation que l 'on emploie le plus souvent dans lés applicaljfons. 

Des Surfaces cjlindriques. 

•461- On Homme ainsi toute surfacc engendrée par le mouvement d'une 
droite qui glisse parallélement a une autre droite donnée de position le long 
d'une certaine cuurhe appelée la DIRECTRICB de la surface; la droite mobile 
s'appelle GÉKÉRATPJCE. 

Táchons d'exprimer ce caractére general par l'analyse. 

Soient x ~ az ct, y = %z - i - S, 

les équations <ie la génératrice considérée dans une position quelconque, 

et F ( x , y , z ) o, F ' (a?, y , z) = o, 

celles de la courbe qui sert de directrice. 

Puisque la génératr ice, dans son mouvement, ne dolt pas cesser d'Btre 
paralléle á elle-méme , i l s'ensuit ( n 0 . 4 i 8 ) que les quantités a , b , restent 
les mémes pour toutes les positions de la génératrice; mais Ies quanti tés 

6, qui (n0 452) expriment les x et f du point oü la génératrice ren-
contre le plan des xy, sont constantes pour tous Ies points d'une méme po
sition de la génératr ice, et varient lorsqüe le point passe d'une génératr ice 
a une autre. I I doit done nécessairement exister une certaine relation 
entre ees quantités a., oü leurs égales x — a z , y-^-bs, puisqu'elles sont 
constantes ensemhle et -variables ensemble. 

Afin de parvenir á cette relation, remarquons que la génératrice devant 
dans toutes ses positions, rencontrer la courbe qui sert de directrice, les 
équations de cette courbe et celles de la génératrice doivent exister simul-
tanément pour Ies points d'intersection ; et córame elles sont au nombre de 
quatre, si l 'on élimine les coordonnées x , y , z , on parviendra á une 
équation entre * , S, et des quanti tés connues,qui ne sera autre chose 
que la relation cherchée. 

Cette-relation, que noüs pouvons représenter en général , p a r / ( « , C^ssa, 
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ou dtevient, lorsqu'on y remplace par leurs valeure 
x ~~ az, y — hz , 

f { x — az, y — bz) = o, OM y — hz — f {x — az). 

Pour fixer les idees, proposons-nous, par exemple, de trouver réquat ion 
du cylindre oblique a base circulaire. 

Soient a :» - f - r9 = r» , et « = o , . . . . ( i ) 

les équationp du cercle qpi doit servir de directrice, et que nous supposons,, 
pour plus de s implici té , placé dans le,plan des xy, le centre étant d'ailleurs 
situé á rorigine. 

Les équations genérales de la génératrice sont toujours 

x — az = «j y —• hz • = • £ . . . {%) 

Or, pour exprimer que la génératrice, dans toutes ses positions , rencontre. 
le cercle, i l fauteombiner entre elles les quatre équations ( i) et (2). 

Cabord , l'hypotliése z = o, introduite dans les équations (2) , donne. 

\ ' ' x- = *, r = Gjt 
d'oü , substituant ees valeurs dans la premiére des équations (1), 

a» + 6« = ,;.»; . v (3) 

c'est la relation qui lie entre elles les quanti tés g , que nous avons re-
connu devoir étre constantes ensemble et variables ensemble. 

S i , maintenant, on reporte á la place de «t, f , leurs valeurs x—az, 
y — bz, dans (3), i l vient 

(x — az)*- H- {y — bz)1 = r», 

pour l'équation du cylindre oblique á base circulaire. 

•562. Nous pouvons reconnaitre, aposteriori, que toute équation de la 
forme 

y — hz — f { x — a z ) , . . . (1) 

appartient á une surface composée d'une infinité de lignes droites paralléles, 
entre elles; ce qui caractérise la surface cylindrique. 

En effet, eoppQns cette surface par un plan qui ait pour équation 

x — az = 

i l en resulte nécessairement 

/ — 62 — / ( £ ) = const, = h 
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D'píi Ton voit que la llgne d'intersection du plan x ~ az — kx 

avec la surface, se trouve sur un autre plan y — hz -zz l \ 

done cette intersection est une ligne droite. 
Considérons maintenant une sulte d'autres plans 

x — az — k', x — az =¿ k", x — az = k"'f . . • 

paralléles au premier, qui coupent la surface. 
L'equation devient successivement 

j - — hz = l ' , y — b z = i l", y - bz=z V . . . ; 

^cst-á-dire que les intersections de la surface par les plans paralléles au 
plan x — = / t , se trouvent situées dans des plans paralléles au plan 
y — hz — l . 

Par conséquent , toutes ees intersections sont des lignes droites paralléles 
á celle qui a pour équations 

x — az k et y — hz — l . 

Flu&généralement, je dis que toute équation de la forme 

Ma: - f 4- = F ( AJC -f- l í r +• Cz ) , ( i ) 

et dont l 'équation y — bz • = / ( x - ~ a z ) , n'est qu'un c^s particulier, ap-
partient k une surface cylindrique. 

En. effet, si Pon coupe la surface par une suite de plans paralléles entre 
eux, et ayant pour équations 

Ax + By •+ C& D , D ' , D", D ' " , . . . 

Foquation (t) devient, pour chacune des valeurs D , D ' , D " , . . . 

+ N r + P^ = Q , Q', Q", Q ' " . . . . 

Ainsi Ies lignes d'in.tersection se trouvent sur une autre suite de plans pa
ralléles entre eux, et sont, par conséquent , des droites paralléles entre 
elles. \ 

Nous aurons occasion, par la suite, de revenir sur ce oaractére general 
des surfaces cylindriques. 

Des Surfaces coniques. 

465. Trouver l'équation genérale des SURFACES CONiftCES , c'est-a-dire expri-
¡per par Tanalyse, qu'une surface est engendrée par le mpuvement d'une 
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droiie qui passe comtantment par un point donné, nommé CENTRE de la sur-
face, et assujetlie a glisser le long d'une courhe aussi donnée de position 
dans l'espace; cette courbe s'appelle DIRECTRICE, et la droite mobile estdite 
la GENERATHICE. 

Soient x', y', z', les coordonnées du centre de la surface, et 

F ( x , y, •*) =¿ o , F (x, r , — o . . . (i) 

les équations de la directrice. 
Celles de la génératrice sont (n0 417) de la forme 

x — a? z=. a [z — z ) , y — y' = b {z — z ' ) . . . . (a) 

Observons maintenant que, pour toute surface conique, lorsque le point 
x , y, z , change de position, sans quitter la méme génératr ice, les quan-

tités a et b, ou leurs égales ^ p , ¿~r¡p'' sont constanies 5 ma's 
elles varlent touíes deux, si le point passe d'une génératrice á une autre. 
Done ees, quant i tés , qui sont constantes et variables ensemble, dépendent, 
d'une certaine maniere, l'une de l'autre. 

Pour obtenir cette relation, i l suííit (n0 461) de combiner centre elles 
les équations ( i) et (2), q u i , étant au nombre de quatre, donnent l ieu, par 
ré l iminat ion de x , ^ , ^ , á une équation de condition entre a et i . 

Substituant dans cette équat ion , pour ees derniéres quan t i t é s , leurs va-
oc • ce' y 11 i, 

leurs j - ~ ~ ^ 7 , - — — , , on obtient enfin pour l 'équation de la surface co

nique , 

J [ 7 , ; ) = o, cu , = / ( ) . 

464 . Frenons , pour exemple, le cóne obligue a base circulairé, et sup-
posons que, la base étant située dans le plan des xy, le centre de la base 
s o i t á Torigine, aaquel cas on a pour les équations de la directrice, 

x» •+• .y» = r» , z = o (1) 

Combinons-les avec celles de la générat r ice , savoir : 

* — x' =za {z — z') , y — y' — b (z — z') ( 2 ) , 

Or rhypotbése z = o, introduite dans les équations ( 2 ) , donne 

x = x '—az ' , y = y , — bzf; 

d'oíi, substituant dans la premíére des équations ( i ) , 

(x' — áz)* -f (y' — hs')* — r» ; 
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c'est l'équation de condilion qui doit exister entre les quantitcs a , h , en, 
méme lemps que les équations (2) de la génératrice. 

^abstituant pour a, b, leiirs valeurs • _ y > z z ' ' on obti«nt 

\ ¿ (Í—/) —s' ( ^ - ^ ' ; ] »4 [r' (3—2') —/ (r—rO? = ( 2 - * ' ) » 

pour réquat ion demandée. 
Dans le cas du cóne droit, c'est-a-dire lorsque le centre du cóne est si tué 

sur Faxe des s, on a á la fois x' — o, y = 0; et réquat ion precedente se 
rédult h 

x* -f. /'.ya ES /•» (s — z')». 

Nous pourrlons, en combinant cetteéquation avec les formules dun04&5, 
obtenir les différens genres d^ntersection de la surface conique par un 
plan; mais nous ne nous arréterons pas acette discussion , qui a déjá été ex
posee d'aprés une autrc méthode. 

•463. Réciproqucment, toute équation á trois variables , dé l a forme 

\ Z Z ' z — z / z — z \z — z / 

(x, y , z' désignant les coordpnnées d'un point fixe dans l'espace), carac-
térise une surface conique. 

En effet, coupons la surface par une suitede plans qui aient pour équa
tions, 

x — x' x — x' k' x — x' je"-

eomme l 'équation (1) devient alors 

y — y _ _ l r — y _ y y — y y, 
z — d * z ~ z' > z — z' 

ií s'ensuit que les lignes d'intersection de la surface par les plans correspon
da ns á la premiére série d 'équat ions , se trouveront également situés dans 
Ies plans exprimés par la seconde serie. Done toutes ees intersections sont 
des lignes droites. D'ailleurs, un systéme quelconqne de deux équations de 

la premiére et de la seconde sér ie , —, •= k. ^—-f—^ = / , par 
z — z z — z 

exemple, représente une droite passant par le po in t . . , . {3/ y ^ z ) . 
Done enfin, on peut regarder la surface comme composée d'une infinité de> 

lignes droites q u i , toutes, passent par ce méme point. 
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Des Surfaces conoides. 

-566. On appelleainsi toute surface engendrce par le mouvemetit d'une droite 
qu¿, sans cesser d'éírelparalléle a un plan donné, glisse á la fois le long 
d'une droite fioce de position dans l'espace et appelée PREMIÉRE DIRECTRTCE 
puis le long d'une courbe aussi donnée, et appelée SECONDE DIRECTRICE. 

Pour faire concevoir une semblable généra t ion , supposons que Ton ait, 
mené dans l'espace une infinité do plans paralléles au plan donné; chacun 
d'eux coupe la droite fixe en un point , et la courbe en un cu plusieur^ 
points.En joignantcesderniers points avec celui de la droite fixe, et repétan^ 
oette méine opération pour tous les plans paralléles, on obtient une infinité 
de droites dont l'ensemble constitue la surface conoide. La dénomination de 
ees sortes de surfaces vient de Tanalogie qu'elles ont avec les surfaces co-
niques. Le centre cu lesommetdu cóne se trouve ie-i remplacé par la pre
miare directrice, 

Passons á la recherche de leur équation. 
Pour plus de simplicité , nous prendrons pour ase des z la droite qui doít 

servir de premiére directrice, pour plan des xy, celui auquel la génératrlce 
ou la droite mobile doit étre constamment paralléle. Les ases des x et desjr 
seront d'ailleurs deux droites menées á volonte dans le plan dont nous ve-
nons de parler, et par le point de rencontre de ce plan avec la droite prise 
pour axe des z. Qn v p i t , d'aprés cette construction, que la surfaces^ 
trouve, en general, rapportée k des axes, obliques. 

Cela posé , soient 

les équations de la courbe prise pour seconde directrice. 
Celias de la droite mobile, considérée dans une position quelconque, se-

ront de la forme 
y = mx, z s = ' n , ; . . . (?) 

puisque sa distanoe au plan d(js oey, compíée suivant l'axe des z , doit étre 
constante , et que sa projection sur le plan des xy passe nécessairement par 
Forigine. 

Or, i l est évident que, pour tous les points d'une certaine position de la gé-r 

r.ératrice , les quantité m et n, ou leurs valeurs — et ¿ , restent les mémes; 
x 7 

mais elles varient d'une position á une autre. Ces quanti tés étant constantes, 
ensemhle et variables ensemble, sont fonction l'une de l'autre. A i n s i , 

r g , . ) = o, ou -=F(J) 
est 'a foríne genérale de l 'équat iondcs surfaces conoído.s. 
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jpour déterminer la nature de cette fonction dans chaqué cas particulier, 
observons que les équations ( i ) et (2) doivent exister en méme temps pour 
les points coinmuns h la généralrice et á la premiére direelrice. Done, si 
Ton élimine x , y , z entre ees équat ions, on obtiendra une relation entre m 

e tn , telle que, si Fon y remplace ees quantités par leurs valeurs^, z , on 

obtiendra i 'équation demandée. 

467. Supposons, pour premiére application, que Fune des directrices éfarit 
toujours l'axe des z, on ait pour seconde directrice, une ligne droite dont les 
équations soient 

x=:az-{-ct) y ~ b z + C . . . . (1) 

Combihons ees équations avec celles d é l a génératrice, savoir : 

y ^ m x , z = n . . . . (á) 

D'abord, la valeur s ~ n , portee dans les équations ( i ) , donne 

x z= a n c t , JK = i?» -f- f; 

d 'oú , substituant dans la premiére des équations ( 2 ) , 

hn -f. C = ariétn + st<m. 

Telle est la relation qui l ie entre elles Ies quantités m, n, et qui doit exis
ter pour toutes les posítions de la génératrice, en méme temps que les 
équations de cette droite. 

Remplatjant enfin m et n par leurs valeurs, et z, on trouve 

hz + í = a z . - •+• a. , 
x x 

on transposant, 

bxz — cfz - i - Cx — = o , . . . . (3) 

pour I'équation de la surface engendrée par une droite qui se meut parallé-
lement a un plan, en s'appufant toujours sur deux autres droites. 

-468. On peut obtenir uneéquat ion beaucoap plus simple de cétts méme 
surface, en choisissant les axes d'une maniere convenable, 

Soient C C , DD' { fg . 24 )̂ les deux directrices, Imaginons, par la pre
miére, un plan paralléle á la seconde, et prenons ce plan pour celui desyz. F ' ff-3^^ 
L'un des plans auxquels la génératrice doit étre para l lé le , renconírant les 
directrices en A et B , par exemple, rien n'empéche de prendre pour axe 
des x la ligne Á B , qui représente une des positions de la génératrice. Ce 
méme plan coupe le plan dont nous avons parlé d'abord, suivant une cer-
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taine droito qu'on peut prendre pour axe des y;; celui des z sera d'aillG^rs 
la premiére directrico, comme précédemment. , 

Cela posó , i l resulte de la situation des deux directrices par rapportaux 
plans coordonnés , que les équations de la droite DD ' sont 

x = «t, y — k z , — (i) 

puisqne sa projection sur le plan x? doit étre paralléle á Taxe des y, et que 
sa projection sur le plan des yz passc nécessairement par l 'origine. 

On a en outre, pour les équations de la génératrice, 

- y r= tnx, z ~ n \ . (2) 

et i lnes 'agi t que de combiner Ies équations (1), (2), pour en t i rer la rela-
tion qui doit exister entre les quantités m, tí, 

L'équatioií j sa mx donne, á cause de x = et, 

y = nía., 

valeur q u i , substituée en raéme temps que z — n, dans l ' équat ion . , . . 
r== hz, conduit á 

ffíct = bn. 

Substituant, \ la place de m , n , leurs valeurs - ? tirées des équa

tions (2), on obtient enfin 

ix.^- — Iz , ou hxz — ay = o. x ' 

pour réquat ion de la surface. 
Soit fait, dans cette équat ion, y = o ; 11 en resulte 

hxz = o; d'ou x ~ o, ou a = o. 

Le premier systéme r o , x = o, représente Taxe des z , e t le second, 
y = 0 , z = o, l'axe des x ; ce qui prouve que chacun de ees axes appartient 
a la surface, comme nous le savions déjá. 

Nous aurons bientót occasion de revenir sur cette espéce de surface 
conoide. 

Des Surfaces de révolution. 

-569. On nomme ainsi toute surface engendrée par la révolution ¿tune 
cowbe, dile LA cÉNÉr.ATRiCE, autour d'une droite appelée AXE, de maniere 
que chacun des ppints de celie courbe décrwe une dreonférence de cercle 
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dont le plan est perpendiculaire a l'axe de révolution, et ijui a son centre sur 
cet axe. 

I I resulte évidemment de cette déf imtion, qu'en coupant la surface par 
un plan quelconque perpendiculaire á l'axe, on ohtieni pour section une 
circonférence de cercle dont le centre est dans l'axe; c'est ce caractére qui 
va nous conduire á l 'équation genérale des sur faces de révalution. 

Pour y parvenir, observons d'abord que, quelle que soit la position de 
l'une des circónférences qui composent la surface, on peut toujours (n0 439) 
regarder cette circonférence comme résultant de Fintersection d'une sphére 
ayant son centre dans l'axe, et d'un plan perpendiculaire á cet axe. 

Cela p o s é , soient 
« — — 

y — S =z b {z — y ) , 
les équations de Taxe de révolution; <*, C, ^ , désígnant les coordonnées 
d'un point pris á volonté sur cette droite. 

On a (n0 455 ) pour l 'équation d'un plan qui lu i est perpendiculaire, 

aa: ly -\. s = ky.. . . (i) 

et pour l 'équation d'une sphére ayant son centre au point ( a, C, > ) , 

{x — « ) • - h [y — •+• (2 — y)* = '•».... (2) 

Le systéme de ees deux derniéres équations représentant Tune quelconque 
des circonférences de cercle placees sur la surface, on doit regarder k et r» 
comme des quantités constantes ensemhte pour tous les points d'une méme 
circonférence, et comme variables ensemhle lorsque le point de la sur-
face de révolution passe d'une circonférence á une autre. Ainsi ees deux 
quant i tés , cu leurs égales, ax-+-hy~i-&, { x — « ) a - f - ( r — f ) 1 - } - ^ — >)% 
sont nécessairement fonction l'une de l'autre. 

Done enfin 

ax + hy J r z — ¥ [(.* — + (/ — f)» - f (s — 

ou b ien , 

( x — a)» -f- {y — £).* + (z — y) ' = 2 F (ax by + z ) , 

est l 'équation genérale des surfaces de révolution. 
La nature de la fonction F , c 'es t -á-dire la maniere dont les quanti tés 

ax hy + z, {x — 4 ) » + (.y — C)J -f- ( z — •j/)2, doiyent élre iiées entre 
elles, se déterminera facilement dés que l'on connaitra la nature de la gé -
nératrice. 

En effet, soseni 

f {x, y, z) — o, / ' {x, yy z ) — o . . . . (3) 

les équations de la génératrice. 
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Commc la círconfcrence représentée par les équations ( i ) et (2) est en-

gendrce par l'un des points de la génératrice (3), i l faut exprimer que la 
géneratrice , considérée dans sa premiére position, et la circonférence, ont 
un point commun, et, par cOnséquent, que les équations ( í ) , (2 ) , (á) 
ont líeu en méme temps. 

On a done ainsi qiiatre éiquátions, entre lesquelles on peut éliminer a-, 
y, z ; ce qui doñnéra une équation de condition entre k et r", dans laqucllo 
i l ne s'agifa plus que de substituer á la place de ees deux quantités leurs 
valeurs, pour avoir Uéquation de la surface de révolution individuello que 
l 'on considere. 

470 . On peut supposer, pour plus de simplici tó, que l'axe de réTolution 
se confonde avec l'un des axes coordonnés, celui des z , par exemple. 

Dans ce cas, Tune quelconque des eirconféreñees placées sur la surface, 
se trouvant dans un plan paralléle au plan des x f , et ayant son centre 
sur l'axe des e, peut étre représentée par le systéme des deux équations 

z = z k, x* -\- y * = z 7'2, 

dont la premióre exprime un plan horizontal, et la seconde la surface d'un 
cylindre droit dont l'axe se eonfond avec l'axe des z. 

A i n s i , quelle que soit la génératrice de la surface, on a pour Tcqua-
tion de cette surface , 

í = F (x» - f y2), ou ar» + j r ' = F {z); 
on trouverait de méme 

.r = F (y» + 2a), j = F (x» + a» ) , 

pour les équations des surfaces de révolution qui auraient pour axc , celui 
des x ou celui des y , 

4 7 1 - Proposons-nous, pour premier exemple, de trouver la surface do 
révolution engendrée par le mouvement dHme droite quelconque autour 
de l'axe des z. 

Soient -j ^ _^ j £ ? les équations de cette droite; les équa

tions de la circonférence décrite par chacun des points de la droite, se-

ront de la forme 

z =r. k, x* 4 - y » — ra. 

Les deux premiéres, combinées avec la t rois iéme, donnent 

x = M/S: + N , y — Wk -f- N ' j 
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ü 'oú , substituant dans la quat r iéme, 

( M A - + N)J - j - (M'k + K ' j » = 

ou, metíant á la place de í et de z-2 leurs valeurs générales s et xa + ^ a , 

(Ms + N)a + (M'¿ + N ' > — x» + 7 » . 

Rien n 'empéche, dans cet exemple, de prendre pour axe des x la plus 
courte distance entre la droite donnée et l'axe de révolutLon, auquel cas 
la droite est paralléle au plan desVz; et Fon a pour les équations de la 
genératr ice, 

x = N , j = M ' s ; . 

c'est-^i-dire qu ' i l suífit de supposer M = ; o, N ' = o dans l 'équation 
precédante; on obtient ainsi 

W'z* + K» — x2 -f- y , 

pour l 'équation de la surface. 
Soi t , pour second exemple, une hyperbole située dans le plan áes x,z 

et rapportée á son aafe transverse comme axc des x , puis h. son axe non 
transverse comme axe des z. 

Les équations de cette hyperbolu sont ( n0 240) 

j o, B'x» — Aai» ss A ' B * ; , 

celles de la génératrice étant d'ailleurs 

z = k, y* •= /•>, 

on obtient, par l 'élimination de x, y , z , entre ees quatre équations , 

Bar» — A'k* A»B2; 

cu, mettant pour A- et r2 leurs valeurs, 

B> (x> -f- r 2 ) — A'z* = A»B3, 

équation identique, pour la forme, avec celle de Texemple précédent , 

M'z* N2 = x» + j - 2 , 

ou .r» -J-j-» — M^^» = N " . 

Done la surface de révolut ion, engendrée par le mouvcment d'une ligue 
droite autonr d'une autre, n'est autre chose que la surface engendrée par 

s . . 37 
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le mouvcmcnt d'nne hyperbolc tournant aiitour de son axe non tfansverse -
cette derniére surface est ce qu'on appelle Vhyperloloíde de rcvolutwn a 
une seule nappe. Nous reviendrons par la suite sur cette espéce de sur-
faces. 

E n faisant tourner autour du premier axe pr incipal , soit une ellipse, 
soit une hyperbole, soit une parabole , placee d'abord dans le plan des xz, 
on parviendrait avec la méme facilité aux équalions des surfaces de ré-
volution correspondantes. 

472 . La surface engendrée par une parabole, ou le paraboloide de ré-
volution, mérite une attention particuliére. 

Soient 7 = 0, = zpz. 

Ies équalions d'une parabole située dans le plan des xz , et ayant pour axe 
principal l'axe des z , pour sommet Torigine méme des coordonnéeB, 

En cómbinant ees équations avec celles-ci: 

z r= k, x* - \ -y* — r * , 

on trouve l 'équation de condition 

r* = "ipk 5 

e t , par coñséquent ? pour équation de la surface, 

a:» -f- Ja s= "ipz. 

Si Ton combine cette équation avec celle du p l an , qui est généralemerít 
de la forme 

¿ = A« + Br Cj 

íl en resulto 

a:» + = 2^ ( A x -f- -f C) , 
équation qui représente la projection sur le plan des ¿cy, de l'intersectíon 
d ü paraboloide avec un plan ayant une direction quelconque dans Tespace. 
Or, cette équation est évidemment celled'un cercle; done si l'on coupe un 
paraboloide de révolution aulour de l'axe des z, par un plan quelconque, 
la courbe d'intersection se projelte comtamment suivant un cercle sur le pía® 
«Zeíxy. 
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§ I I I . Discussion des Surfaces du second degré. 

475. Les bornes que nous sommes obligé de mettre á cet ouvrage, ne 
nous permettant pas de donner ici une theorie complete des surfaces du se
cond degré, nous nous attacherons surtout á faire ressortir les circonstances 
relatives á leur classification, ainsi que les propríetés qui résultent i m m é -
diatement des équations les plus simples auxquelles i l est toujours possible 
de ramener une équation quelconque du second degré á trois variables. 
Nous suivrons d'ailleurs, pour la discusssion de cette équat ion , une marcho 
analogua á celle que nous avons employée, dans le quatr íéme chapitre, pour 
Féquation á deux variables. 

L'équation la plus générale des surfaces du second degré étant 

As» -f- A'r» -f- Étfx* 4 - Br^ + Wxz + B"ay 1 _ 
+ Cs + C'r + C"* + D 

on peut d'abord (n0 2 3 0 ) , par une premiére transformation de coordon-
nées , faire évanouir les trois rectangles ars, xy , c^st-a-dire ramener 
l 'équation á la forme 

Ms» + IVTr' + M " ^ + Ns + Wy -f- Wx - f D = o (2) 

{Yojez, pour cet objet, le deuxiéme volnme de la Correspondance de VÉcole 
Poljtechnique, 3e n u m é r o , ouvrage dans lequel j ' a i consigné la démonstra-
tion complete de cette proposition, ainsi qu'une note assez étendue sur les 
surfaces de révolution du second degré.) 

I I résulte de cette proposition, que les surfaces représentées par l 'équa
tion (2) sont ídentiques avec celles que comprend l 'équation (1). 

Voyons actuellement si , au moyen d'une translation d'origine, nous no 
pourrions pas { n0 2 o l ) faire disparaítre les termes linéaíres en x, y , z. 

Or, en substituant les formules 

x •= x -]r a, y = y -{- b, z ~ z c > 

dans cette équa t ion , et en égalant á oles coefficiens de x } y , Z) on obtient 
les équations de condition 

2M"a-f- N " = o, - ¿ W b + W — o , 2 M c + . N = o ; 

d'oú l 'on déduit 

N" : • W N . ' 
2M 

3? 
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Tant que la disparition des trois rectangles ne donné Ueu á la dispariíion 
d'aucun des trois carrés, les quanti tés M , M ' , M" , sont différentes de o, 
etJa nouvelle transformation ést possible: en d'autres termes, réqual ion 
peut étre ramenée á la forme 

Mz* + M's* + M"x* -f. P = o . . . . (3) 

(P ayant pour valeur 

Me» ^ - + . M " « ' + Nc + N'6 4- N"<i -f- D). 

474. Si l'on suppose que Fun des carrés s'evanouisse en méme temps que 
les rectangles, que Ton ai t , par exemple, M " = o, la transformation pré-
cédentene peut élre exécutée, puisqu'alors a devient infini. 

Dans ce cas , réquat ion étant de la forme 

MÍ» -f. M r̂» + 4 - N'r + N"« 4- D = o, 

on peut tácher de faire disparaltre les termes en z el en ainsi que 1% 
quantité toute connue. 

Olí obtient en effet, par la substitution des formules 

x z= x a, y — S h, z se: ^ -f» Cj 

€t en égalant á o le coefficient de z, celui á e y ) et la quant i té independante 
de y , z , 

aMc + N = o, 2M'6 - j - N ' = o. 

Me» ¥Jb-> - f Nc -f- K'í- + W a + D o; 

ce qui donne 

N N ' ( M e 4- Wb* - f Nc + Wh + D ) 
c " 2 M ' s M " 0 - ~ — — —fr. — , 

valcurs ree/Zeí et finies^ixaX que N " n'est pas mil; et Tequation se rédui tá 
cclle-ci: 

Mz» + M ' j " + N"x ~ o (4) 

47o . Lorsque l 'on a en méme temps M " = o, N " = o, la derniére 
íransi'ormalion est impossible, puisque « est encere injini; mais , dans ce 
cas parüculier , l 'équation (2) devenant 

MÍ». + W r * 4 - N Í 4- N ' r 4 D = o, 



suarACES CYLINDRIQUES DU SEGOND D E G R É . 58 Í 

ne renfeme plus que deux Tariables, et représenle évidemment ( n0 44S ) 
une surface cyJindrique dont ]es aretes sont perpendiculaires au plan d e s ^ , 
et qui a. pour base, sqit une ellipse , soit une hyperbole, suivant que, dans 
l'equation ci-dessus, les coeííiciens M , M ' , sont de méme ou de signe con-
traire. 

476. Supposons eacore que deux des carrés y» et xs aient disparu en 
méme temps que les trois rectangles, c 'est-á-dire que, par la premiére 
transformation des coprdónnées , l 'équation se soit réduite á la forme 

M2» 4- Na + N ' r H- W x -f- D = o ; 

on pourrait, dans ce cas, chercher á opérer révanouissement de quelques 
termes; mais cela est inutile pour la détermination de la surface représenteo 
par cette équation. 

En effet, posons successivemení 

z = kt z = fc', s •=. k " , . . . . 

ce qui rcvient á coupei-la surface par une suite de plans paralléles au plan 
des xy ; l 'équation devient, pour ees difíerentes hypothéses, 

Wy + Wx = L , N ' r + N ' V == V , K y + K'x = L " . . j 

d'oú ^ i l suit que les intersections de la surface par des plans tiorizontaux, 
«ont des droites/oaraZ/e/ej entre elles. Ainsi (n0 462) la surface est encoré 
de la nature des surfaces cylindriques; et si l'on veut connaítre une direc-
trice de cette surface, i l suííit de poser ^ = 0, par exemple, dans son 
équation. 

I I vient, par cette hypothése , 

Ms» -4- m - f N " * -f- D = o, 

équation qui exprime une parábolo située dans le plan des xz. 
Done, enfin, la surface rr'est autre chose qu'wne surface cylindrique 

base parabolique. 
477. En réfléchissant sur la discussion précédente, on doit conclure que 

toutes les surfaces du second degré se trouvent implicitement renfermées. 
dans les deux classes d'équations 

Mz» -f- M'ra + M"a;» + D = o, Ma» + M' /> -f- N"x = o, 

ll'exception de celles qui correspondent aux équations 

MÍ» + M>» + -f- + D = o, 
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et que nom avons reconnu appartenir á des surfaces cylindriques a base 
el l ipt ique, hyperbolique, ou parabolique. 

478 . IV. B. — U est bien entendu que nous comprenons dans ees trois 
variétés généra les , calles qui (n0 5S6) correspondent aux variétés de 
Tellipse, de. rhyperbole et de la parabole. A i n s í , lorsque Tellipse se ré-
duit k un cercle ou á un point, la surface cylindrique devient un cylíndre 
á base círculaire, ou une seule droite. Si l'hyperbole degenere en un sys-
térae de deux droítes qui se coupent, la surface cylindrique se reduit á 
un systéme de deux plans qui se coupent. Enfin, quand la parabole se 
réduit á deux droites paralléles ou a une seule droite, la surface cyl in
drique devient un systéme de deux plans paralléles ou un plan unique. 

479 . Avant de passer á la discussion de chacune des équations 

:» H- MO" -f- M"x» + P = o . . . (1), Ms» 4- M > » + N " ^ = o . . . (2), 

nous ferons quelques observations généraies sur la nature des surfaces 
qu'elles représentent , et sur les systémes d'axes ou de plans coordonnés 
auxquels les surfaces sont actuellement rapportées . 

PREMIÉREMENT , l 'équation (1) ne renfermant plus les termes du premier 
degré en x , y , z , reste la meme lorsqu'ony change - j - ^ H - / , - { - • s en — x , 
—y, —z; ce qui prouve que toute droite menee par la nouvello origine et 
terminée de part et d'autre par la surface, est divisée en deux partios égales 
en ce point. Done (n0 3 7 3 ) toutes les surfaces comprises dans l'équation (1) 
ont un centre, qui n'est autre chose que Forigine actuelle des coordonnées. 

Eemarquons d'ailleurs que l 'équation pourrait renférmer les reetanglca 
des variables ainsi que les car rés , sans que la surface cessát d'avoir ua 
centre, et d'étre rapportée á ce centre comme origine, puisque la condi-
tíon caractéristique du centre serait encoré remplie. On pourrait méme 
supposer la surface rapportée á des axes obliques menés par cette origine.. 

A i n s i , dans le cas d'axes quelconques, une équation telle que 

As» -f- A>» + A"a:' + BJKS + Wxz + B " ^ r - j - D = : o, 

dont plusieurs coefficiens peuvent étre nuls , représente une surface qui« 
un centre ; et ce centre est l'origine. 

SECONDEMEKT , on appeile plan diametral d'une surface, un plan qui divise 
en deux parties égales toutes les cordes de la surface parálléles entre elles et 
menées sousune directionquelconque. Or, d'aprés la forme de l 'équation (1) 
q u i , étant résolue successivement par rapport á chacune des variables, donne 
deux valeurs égales ct de signes contraires pour cette variable, i l est évident 
que chacun des trois plans coordonnés divise en deux parties égales toutes 
les cordes menées parallélement á l'intersection commune des deux autres. 
Done ees trois plans sont des plans diametraux • de plus, on peut les re-
garder comme formant UR systéme de plans diametraux conjugués' perpen~ 

( 
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diculaircs enlre eux, conformemont á la défmitiou donnée { n 0 2 S í i ) d'un 
systéme de deux diamétres conjugués.^ 

TROISIÉMEMENT. — Considérons l 'équatlon (a). Puísque le troisiéme terme 
change de signe lorsqu'on remplace -f- - f - / , - f ̂  par — — Z) ü 
s'ensuit que l'origine actuelle des coordormees tfest pas un centre. On a vu 
d'ailleurs (n0 4 7 4 ) quo, des qu'un des carrés manque en mémo temps que 
Ies rectangles, i l est impossible do faire disparaltre á la fois les trois termes 
du premier degré ; dono les surfaces raprésentées par l 'équation (a) sont des 
surfaces dépourvues de centre. 

Observons encoré que, des trois plans coordonnés , deux sculement, les 
plans des xy et des xz, peuvent étre regardés comme des plans diamétraux} 
puisque le premier divise en deux parties égales toutes les cordes paralléles 
a l'axe des z , et le second, toutes les cordes paralléles á l'axe des / . 

Concluons de ce qui vient d^étre d i t , que les surfaces du second degré se 
partagent en deux classes distinctes, savoir : les surfaces qui ont im QBNTBJEJ 
et les surfaces depouivues de centre. 

BISCUSSION DE L'ÉQUATION 

M 2 » 4 - M > » - f - M " x » + p = : o . . . ( i ) -

480. Afín de déterminer les différents genres de surfaces reprósentées par 
l'équation ( i ) , nous ferons successivement (n0 4S3) 

x = conslj, yznconst, z = constj 

ce qui reviendra á couper la surface par des plans respectivement paralléles 
a chacun des trois plans coordonnés ; mais on sait (n0 236) que la naturo 
de ees intersections dépend surtout des signes dont les coefficienaM, M ' , M " 
sont affectés ; ainsi nous sommes conduits á faire les hypothéses suivantes : 

i© M , M / , M " , positifs á la fois. 

Dans cette hypothése généra le , le dernier terme P peut étre lui-^iéme 
négatif, égal á o , ou positif. 

Soit d'abordP négatif, et mettons le signe en évidenoe 5 Kéquatioa devtent 

M 2 » 4 - M ' ^ + M " X » = Í P . . . (2) 

Cela posé , faisons successivement dans cette équat ion , 

Mz* + M"x» = P - M ' f % 
M y * + M"x» P - M ^ j 
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d'oú l'on voit que les intersections de la surface par des plans paraliéles axis. 
trois plans coordonnés, sont des ellipses qui deviennent imaginaires lors-
qu'on suppose 

P P 
^ > M7" C > > M 7 , > 2 > M ' 

c 'est-á-dire, f , > positifs ou négatifs , mais numériquement plus grands 

t / T 
V M7" V M " V M ' 

Ces roémes ellipses se réduisent a un point, pour les hypoíbéses 

* = * s / w " c = * \ / ^ ' y^V- l ' 
puisqu'alors Ies équations des intersections se réduisent k 

M s ' - f - M r * = o, Mz' -hW'x* =zo, M ' y ' - f M ' ^ ^ o . 

La surface que nous considérons est done limitée dam tous tes sens; d& 
plus, elle est inscrite au parallélépipéde qui a pour faces les plans 

La nature des intersections de cette surface avec les plans paraliéles aus 
trois plans coordonnés, lu i a fait donner le nom d'ELLipsoiDE. 

Pour détermíner les trois sections principales> en d'autres termes, les 
traces de la surface sur les plans coordonnés , i l suffit de poser successi-

« == o, V /- Mz» -í- M'jr2 = P, 
y =z o, > ce qui donne < Mz* -f- M " x ' = P, 

# ^ = o; J t M ' j - 4 - M"a :»= P. 

Quant au point d'intersection avec les trois ases, on obtient pour 

r — 6, z = o, M"x» = P ; d'oú X — ± \/-^7,5 

x — o, Í = o, M'r» = P5 d'oú r = d= y ¿ ' 

a: = : o, .7 = o, Ms* = P; d V i z = ±: y 
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1 Les lignes A A ' = 2 \ / B B ' = 2 y ^ ^ , CC = 2 S / , sont ce 

qu'on appellc axes principaux á& la surface ; et leur introduction dans 
réquation lui donne une forme symétrique et analogue á celle de l'equation 
de l'ellipse rapportée k son centre et á ses axes. 

Posons en effet 

2A = a ^ / - ¿ , 23 = 3 ^ / — , 2G = a \ / - ^ ; 

P P P 
i l en resulte M == -r— , M ^ — , 1̂ . = - ;^- : 

Aa ' B2 * C» ' 

d 'oü, substituant dans J'equation (2), et chassant les dénominateurs , 

A3B»2» Hf- A'C'jr» + B 'G 'x» = A - ' B ' C » . . . (3j 

4 8 1 . Cas particuliers. Supposons deux quelconques des trois coefliclens 
M , M ' , M " égaux entre eux; M == M ' , par exemple, ce qui donne C — B ; 

réquat ion devient A^B's1 + A^B2^3 -f- = A ^ B ' i , 

ou, divisant par B», A^z3 + Aara + B3x3 == A a B ' . 

Cette équat ion, qu'on peut mettre sous la forme 

B» 
z* _f_ jya = (A3 — x*), ou + ^a =r F (x), 

car^ctérise (n0 470) une surface de révolution autour de l'axe des car en 
faisant x — const, on obtient f * z * •= const; ce qui prouve que toute 
section faite perpendiculairement á Taxe des x est une circonférence de 
cercle. 

Les deux hypothéses successives y —o, z — o , dónnent 

A»^3 -t- B5xa == A3B3, A'f* + B'x3 = A2B2. 
Ce sont les équations de la génératrice considérée dans deux de ses po-

sitions, savoir : dans le plan des xz et dans le plan des xy. 
Si Fon avait M = M " , ou M ' — M " , on reconnaitrait de méme que Ja 

surface serait de révolution autour de l'axe des j - , ou bien, autour de l'axe 
des z. 

482. Supposons maintenant M = M ' = M " , d'oü C = B = : A ; r é q u a 
tion (3) se réduit á s3 -f-jK3 + x3 = A3, et représente une surface sphérií/ue 
dont le centre est a l'origine des coordonnées. 

483. Les coefliciens M , M ' , M " étant toujours posiíifs et quelconques, 
égaux ou inégaux, ón peut aroir P = : o , ouP positif. 
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Dans le premier cas, réquat ion devient 

Ma* -f- My* 4- M"x» = o, 

et n'admet qu'un systéme unique de valeurs réel les , savoir, 

x = o, y z= o, z = o; 

done la surface se réduit a un point. 
Dans le second, l'cquation 

Mz» + M ' r ' + M ^ » + P =? o, 

n^admot aucun systéme de valeurs réelles. Ainsi la surfaee est imaginaire. 
Concluons de lá , qu'á I'hypothése générale M , M ' , M " positifs á la ibis , 

correspond un seul genre de surfaces, I'ELLIPSOÍDE , comprenant comme va-
riétés, Vellipsoide de révolution, la sphére, un point et uno surfaee imaglnairo, 

2o — . . . M , M ' püútifs eí M " négatif. 

484 . Supposons d'abord M , M ' , P positifs et M " négavf. 
L^qual ion (i) du n0 480 devient, aprés qu'on a mis les signes en eví-

dence, 
MÍ» + M'JK» — M ' V = — P , . (a) 

Or, si l'on faít successivement x =.0,, y =.Q, s ~ y , i l vient poiif 

x = « . . . Mz* 4- W j * = M"*» — P . . (3) 

^ = C . . . M2» — M"a:» — (M'C + P ) . . . . (4) 

z = y . . . M 'y»— M"x» = — (]%» + P ) . . . . (5) 

Les équations (4) et (5) prouvent que toute section faite dans la surfaee, 
parallélement au plan des xz, ou au plan des xy, est une hyperbole dont 
Faxe transverse est dirige suivant une paralléle á l axe des x. 

Quant á réquat ion (3), elle représente évidemment une ellipse réelle, tant 
que Ton donne á a une valeur positivo ou négative , numériquement plus 

grande que \ / ^ ; ce qui veut diré que, si aux deux distances 

íig.248. 0 A = \ / W " OA' — S / w ^ 248)' on iraaííine deux planspa-
ralléles au plan des yz, la surfaee n'a aucun point compris entre ees plans f 
mais elle s'étend indéfiniment k droite et á gauche de ees deux plans, dans le 
sens des x positifs et dans le sens des x négatifs; d'oti l 'on peut conclure 
que cette surfaee se compose de deux partios distinctes, égales et opposées. 
On l'appelle pour cette raison, et k cause de la nature de ses intersections 
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par des plans paralleles á deux des plans coordonnés, HYPERBOLOÍDE « dcux 

nappes. 
Les trois scctions principales s^obliennent en faisant successivement dans 

Tequation (a), or = o, ^ — o, ^ = o ; ce qu¡ donne 

m.z* -+- M ' j » = — P , 
Mz» — M"x» = : — P, 

— M"^» = — P. 

La premiére section est imaginaire; mais les deux autres sont des hyper-
boles M A M ' et mAm% N A K ' et nAw', rapportées k l'axe des x córame axe 
transverso. 

Soit posé 

aA = 2 ^ / , 2B = 2 S , /^} > aC = a V/^M5 

11 en resulte M " = , = - f - , M = i ; 
A» B» C2 7 

d 'o í i , suhsfituant dans réquat ion (a) et réduisant , 

A ' B ^ » -f- A ^ C ^ » — B ' O c ' = — A'B^C». 

Des trois lignes aA, 2B, 2C, appelées les ]flxeí principaux de la sur-
face, la premiére seulement a ses deux extrémités A , A ' {fg. 248) pía- Fig.a^S. 
cées sur la surfaee. Quant aux deux autres, on convient de les représenter 
sur la figure par deux distances BB' , C C , comptées sur les axes des y et 
des z ; mais les points B j E ^ C ^ C , n'appartiennent pas á la surfaee, comme 
dans rellipsoide. En un m o t , Fhyperbololde á deux nappes a un seul axe 
transverse et deux autres non tvansverses. 

•583. Soient actuellement MjM'jooíi'íi/S e tM" ,? négaiifs, réquat ion (1) 
devient 

Mz" + M' j2 — M"J;2 = + P; 

et Fon en déduit successivement pour 

x — a . . . M2» -f- Wy* == M"a> + P, 
X = £ . . . Mz* — M"x* = — M ' í , - f P , 
k — ' y . : . M>a — M"^» = — M^a - f P . • 

La premiére équation représente une ellipse toujours rée l le , quel que 
soit a ; et les deux autres , des hyperboles rapportées á l'axe des x , comme 
axe transverse, ou non transverse, suivant que Pon a 

P P P P 
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On voit done que, dans le cas actuel, i l n'existe aucune discontinuité 
dans la surface q u i , pour celte raison, porte le nom d'HYPERBOLOiDE a 
une seule nappe. 

Fíg.349' Les hypothésessuccessives x = o, y — o , z = o (J¡g. 249) , donnent 

Mz* - f M.y* — P, IVb» — M"^» = P, — W x ' ts. P. 

L'ellipse représentée par la premiéro équatlon , est la plus petite de toutes 
^ celles qu'on oblient en coupant la surface par des plans paralléles au plan 

des yz. 
Les deux autres équations expriment des hyperboles situées } l 'üne dans 

le plan des xz, l'autre dans le plan des xy, et ayant pour axe non transversê  
l'axedgsx. Cecl suffit pour donner une idee assez exacte de la surface dofrt 
deux axes princlpaux sont transversos, et le troisiéme est non transverse. 

En posant 

a A - a V / ? ' 2;B = 2 V / - ¿ ' 2 ^ a V / ¿ ' 

P P P 
on t rouveM" = — , W = — , M = -^7} 

d'oü , substituant dans Féquation , 

486 . Cas particuliers des deux hyperboloides. 
Premiérement, soit M = M ' , d'oii C = B ; les équations des deux sur-

faces se réduisent á 

A»s» 4 - A ' r3 — Bax> = — A5B», 

A»2» - f A»^» — B'x» = - f AaBa; 

ce qui donne z i y i = p (x). 

Done Ies deux hyperboloides deviennent des surfaces de révolution auíour 
de l'axe des x, 

487 . Secondement, so ientM, W positifs, M " négatif, et P égal a O. 

L'équation devient Mz* -f- MV* — M"a:a = o; 

d ' o ú i W é d u i t I I = K 
W z* W 5 

ou bien , — = F { — ^ ; 
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done (n0 4G5) la surface se trouve, dans ce cas, dégénéréeen une surface 
conique, dont le centre est á l'origine des coordonnées. 

488. En resumant ce qui vient d'ótre dit par rapport á la seconde hypo-
tbése génerale, J Í » voit que cette hypothése donne lieu á deux genres p r in -
cipaux de surfaces, les hyperboloides á une ou deux nappes , renfermant 
comme variétés , Vhyperholoide de révolution et la surface conique. 

489. Remarque. Kous ne considérerons point ic i le cas oü deux des coef-
ficiens M , M ' , M " seraient négatifs , puisqu'en changeant les signes, on 
retomberait nécessairement sur celui oú deux de ees coefíioiens sont posi-
tifs , P étant d'ailleurs pqsitif ou négatif. 

Ainsi réqua t ion MÍ;2- 'f-MV2-f-M"ara-f-P = : o, ne renferme réelle-
ment que trois genres principaux de surfaces. 

DISCUSSION DE L'ÉQUATION 

Ms» -f- M'r» -f- N"a: = o. 

I I peut également se présenter deux cas principaux : M et M ' peuvent 
étre de méme signe ou de signes contraires. 

Xo —-.. . M , M ' positlfs á la fois. 

490. Dans cette premiére hypothése , N " peut étre indifféremmcnt négatif 
ou positif. Supposons-le d'abord négatif, et mettons le signe en évidence j 
l 'équation prend la forme 

En faisant successivement x = t t , y = Q, z = y, on obtient 

M2» + M'>-» = K " * , M s ^ W x — U'C*, M'r» = Wx — M ^ * . 

La premiére équation est évidemment celle d'une ellipse toujours réelle, 
tant que a. est positif, et de plus en plus grande á mesure que «augmente . 
Si Pon suppose st — o , I'ellipse se réduit á un point , et ello devient imag i -
naire, des qu'on suppose « négatif. On voit done que la surface s'étend i n -
définimeut dans le sens des x positifs, et n'a aucun point á la gauche du 
plan des J-Í , auquel elle est tangente, á rorigine méme des coordonnées. 

Les deux autres équations représentent des paraboles dont l'axe pr in
cipal est dirigé parallélement á Taxe des x , et dans le sens des x positifs. 

Les paraboles correspondantes á r h y p o t h é s e / = ; ont toutes le méme 
N " -

parámetro r¡g-; et celles qul répondent k z •=. y, Qnt pour paramétre 

N " 
constant, -^n-, * 

' M ' 
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Fig.aSr. En posant j? = o, puis 2 = 0, on tYome (Jlg. iSo) 

N " N " 

ponv les deux sections principales, suivant les plans des xz et des xy. 
D'aprés ees données , i l est facile de se former une idée nette du noméau 

genre de surfaces auquel on a donné le nom de PARABOLOIDE ELLIPTIQUE. 

Soit actuellement N " posilif^ auquel cas l 'équation revient á 

Mz> + M>> =± — W"^; 

comme, en changeant o? en — x , on la raméne a la forme 

i l s'ensuit que la surface est la méme que dans le cas de N " négatif : seu-
lement elle s'étend dans le sens des x négatifs comme elle s^tendait d'abord 
dans celui des x positifs. 

4 9 1 . L e paraboloide elliptique devient une surface de révolution autour 
de l'axe des x , dans le cas particulier de M = M7; car alors on a pour 
son équation 

sa = IfT * " F ^ i 

ce qui démontre que toute section faite perpendiculairement á l'axe des x, 
est une circonférence de cercle dont le centre est sur cet axe. 

3 ° — . . . M positif et M ' négatif. 

•592. I I nous suííira de considérer dans cette nouvelie hypothése, comme 
dans la précédente, le cas oü N " est négatif; puisque si N " était positif, on 
remplacerait x par — ar, ce q»i changerait simplement la situation de la 
surface, mais non sa na ture. 

En mettant les signes en évidence, on a pour l 'équation y 

Mz» — M'y» = N"x. 

Cela posé, soit fait successivement « = y = . C 7 z = y , i l vient 

Mz« — M ' . r = : N " * , Mz2 = N"x + M'C2, M>» = — N * * + M ^ ' • 

Les deux derniéres cquations représentent encoré des paraboles dont l'axe 
principal est paralléle á l'axe des x • mais celles qui correspondent h f = s 

, N " 
sont dirígeos dans le sens des x positifs , et ont pour paramétre constant » 
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tandís que les paraboles correspondantes s sont au contrairc dirigées 
N " 

dans le sens des x négat ifs , et ont pour paramétre constant — 
Quant á la premiére équat ion , c^st celle d'une suite d'hyperboles ayant 

pour ase transverse, une paralléle á Faxe des z , tant que etest positif, et 
vine paralléle á Paxe desjr, pour toute valeur négative de a. 

Les deux sections principales par les plans des xz et des ccy sont Mz^^zWx, 
M ' r ' = — N ' ' ^ {fig. 25i); c'est-á-dire deux paraboles COC, B'OB, Fig.25!. 

La sectíon par le plan des yz ayant pour équations 

x •= o, Mz» ~ Wy* — o, ou z = . ± y y / ^ - ) 

se réduit k un systéme de deux droites qui se coupent á Porigine. 
I I est remarquable que les hyperboles représentées par F é q u a t i o n . . . . 

M3a —M'y2 = N " í t , ont pour asymptotes les deux droites dont Féquation 
est M2» — "Wy* = o ; d'oú i l sult que les plans tnenés par ees droites et 
par l'axe des x , déterminent au-dessus et au-dessous du plan des xy deux 
angles d iédres , qui comprennent la surface tout en t i é r e ; et l 'on peut con-
sidérer ees deux plans comme des plans asymptotes par rapport á la surface. 

Ce nouveau genre de s urfaces étant caractérisé par des sections parabo-
liques et hyperboliques, se nomme PARABOLOIDE HYPERBOUQÜE. 

Comme les coefficiens de 2a et de y» sont de signes contraires, l'hypo-
thése M = M ' , ne peut donner lieu á une surface de révolution. D'ailleurs, 
nous verrons bientót que, quelle que soit la position du plan par lequel on 
coupe cette surface, i l est impossible d'ohtenir pour section une courbe limi-
tée , et par conséqueli t , une circonférence de cercle. 

493 . Le paraboloide hyperholique étant une surface assez difficile a se 
representer, nous allons faire connaitre un moyen de générat ion, commun 
aux deux paraboloides, qui sera tres propre á donner une idee exacte de Pun 
et de l'autre. Ce moyen, qui offre beaucoup d'analogie avec celui qui a été 
employé (n0 4 2 6 ) pour le p lan , consiste á faire glisser une parabole ayant 
pour équations, 

y — o, M ^ + N " x = o, 

parallélement a elle-méme, suivant une autre parabole. 

z z s o , M'y* + N"x = o, 

et de maniere que le sommet de la p remiére , appelée génératrice, se trcuye" 
constamment placé sur la seconde qu'on peut appeler la directriae. 

D'aprés ce mode de générat ion, U est évident que les équations de Is 
génératrice considérée dans l'une quelconque de ses positions, seroní de 
la forme 

y — Q, Mz* + Wx + ct = o. 
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Le paramétre de cette parabole mobile, ou — ~ , reste constant; mais 

cotnme le sommet q u i , d'abord, est situé á l'orjgine, occupe ensuite une 
position quelconque sur la directrice, i l s'ensuit que la seconde équation 
doit renfermer un terme « indépendant de x et de y. 

Cela posé , remarquons que, ponr tout point de la surface, placé sur la 
méme génératrice, la distance au plan des xz et la position du sommet de 
cette génératrice restent les mémes j mais lorsque le point passe d'une géné-
ratrice á une autre , les deux élémens dont nous venons de parler changent 
nécessairement; done les quantités C et qui correspondent a ees élémens, 
sont des quantités constantes ensemble et variables ensemble; ainsi elles 
doivent dépendre d'une certaine maniere l'une de l'autre. Or on obtiendra 
cette relation en exprimant, par l'analyse, que la génératrice et la direc
trice se rencontrent; ce qui revient á diré que Ies équations 

X — C, Mz3 + N"x + «*= o , . . . " ( 0 

z = o, M > s 4 - N ' V = o, . . - (2) 

ont lieu en méme temps. 

D'abord, la valeur 2 = o, portee dans la seconde des équations (1), 

donne x ~ ~ . Substituant ensuite les valeurs x ~ — ~ 
JN JN 

dans la seconde des équations (2), on troute 

M ' C — « = . 0 . . . (3). 

Telle est la relation qui lie entre elles les quantités «, £ , et qui doit 
exister en méme temps que les équations (1) pour toutes les positions de la 
génératr ice, c'est-á-dire pour tous les points de la surface. 

I I ne s^git plus que d'éliminer a, C entre ees trois équat ions , et pour 
cela, i l suífit de remplacer a,, £ par leurs valeurs tírées des équations ( i l ; 
ce qui donne 

M'JK» — ( —Msa — N " x ) — o, ou M2» - f M ' / * -h N"x = o; 

c^st l'cquation commune aux deux paraboloides. 

F i f 25o Lorsqu'ona M , M ' (fig. 25o) positifs, et IS" négatif, les paramétres de 

N " N " . • 
la parabole génératrice et de la parabole directrice sont r^-, -^p, quantités 
de méme signe; done les ases sont dirigés dans le méme sens. 

•p. r Mais si Ton a M (fig. 25T) positif, IVI' négatifei ]NT" négatif, les paramétres 
Jrig.20i. ^ „ 

sont — , ou de signes contraires; done les axes de ees paraboles 
JM M 

sont dirigrs en sens conlraire Tun par rapport a l'autre. 
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494- 11 resulte de la discussion préeédente que les surfaces du second 
degré se divisent en cinq genres 2 I'ELLIPSOIDE , ayant pour varietés, l'e/-
lipsoide de révolution, la ¡sphere, un point ou une surface imaginaire; 

L'HYPERBOLOÍDE á deux nappes et 1 'HYPERBOLOÍDE á une nappe, ayant tous 
déux pour variétés , Vhyperholoide de révolution et la surface conique de 
révolution ; 

LE PAP.ABOLOÍDE ELLIPTIQUE , ayant pour Varióte, le paraboloide de révolution* 
Enfin, le PAUABOLOÍDE HYPERBOUQUE, qui nJoffre aucune variété. 
Toutefois, les surfaóes cylindriques a base elliptique, hyperbolique ou 

parabolique (nos 4 7 S , 476) sont des surfaces qui se rattachent aux para
boloides, puisqu'on les a obtenues en supposant que Vun des ca r rés , ou 
deus des carrés , aient disparu en méme temps que les rectangles, dans 
Féquation genérale. 

493 . Cherchens actuellement de quelle nature peuvent étre les inler-
sections des surfaces du second degré par des plans situés d'ane maniere 
quelconque par rapport á ees surfaces, en considérant d'abord toutes celles 
qui ont un centre. 

I I suffit pour cela (n0 4 o 3 ) de substituor dans l 'équation 

Ms» + m.y* -f- W x * p = o , . . . ( í ) 

á la place des x, y , 5 , leurs valeurs tiróes des formules 

x •= x eos q> -f- .r cosj sin 4» «, 

j — x sin<t> •— y eos 6 eos1? -f» h, 

z =: y sin S + c 

On obtient, par cette substitution, un résultat de la forme 

A r , + B ^ + 0 2 - f - D . r + E . * - - f - F = : o , . . . (2) 

les coeffidens de cette équation ayant pour valeurs, 

A = M sin»9 -f- M ' eos28 eos54, 4- M " eos29 sin44>, 
B = ( M " — M') .2 eos 9 sin 4 eos 41, 
G = M ' sin» <f 4- M " cosa<}), 

D = 2Mc sin 9 — aM'S eos 9 eos q -f- oMl'a eos 9 sin 41, 
E = i W h sin 4> 4- -zWa eos «f̂  

F == Me2 4- M'¿2 4- M"a2 4- P. 

Or, on sait (n0 que la nature de la courbe représentée par I'éqtía-
tion (2) , dépend principalement de la quantité Ba — l [kC, q u i , suivafit 
qu'elle est négative, positivo GU nulle, correspond á une ellipse, une hy-
perbole, ou une parábolo, ou bien, a l'uno des varietés de ees courbes, 

i r r lw 3 8 
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En calculant cette expression, on obtient, toute réduction faite ? 

— 4(M'M" eos» 9 + M M ' s in ' f l s i n»^ - f M M " sin» 9 cos»^) . 

Cela posé , si la surface est un ellipsoi'de, les trois coefficiens M , M ' , M" 
sont positifs, et l'expression précedente est essentiellement négatwe. Dono 
rintersection d'un ellipsoíde par un plan est toujours une ellipsCj oul'ana 
des varietés de cette courbe. 

Mais pour les byperboloídes á une ou deux nappes, deux des trois eoeffi-
ciens sont positifs et le t roisiéme négatif; ou bien, l 'un est positif et les 
deux autres négatifs; ainsi l'expression ci - dessus renfermant des termes 
positifs et négatifs, peut> suivant les valeurs numériques de M , M ' , M " , 
<?> et 9, devenir positive, négative ou égale¡ h o. L'intersection d'un hyper-
boloíde par un plan peut done 6tre une byperbolej une ellipse ou uno 
parabole. 

La surface eonique q u i , comme nous l'avons v u , est une varióte de ce 
genre de surfaces, donne également lieu á ees trois genres de courbes, 
(Voyez nos 270 et suivans.) 

498- En reprenant les mémes calculs par rapport au paraboloide, dont 
Fcquation générale est 

Ms» + M'/2 + Wx = o, 

on obtient, pour les coefficiens dé y2 , xy, xaj 

A = M sin» S + M ' eos» 6 eos2 qt 

B — — 2M' eos 9 sin q eos <f, 

C = M ' sin ' 4); 

d'oú B1 — 4AC == — 4 M M ' s in ' 9 s in ' ^ 

Dans le cas du paraboloide el l ipt ique, les coefficiens M , M ' sont de 
méme signe; ainsi B»— 4 ^ est essentiellement négatif, et l'intersection est 
généralement une ellipse. 

Si cependant on suppose sin 0 = 0 , ou sin 9 = 0 , 11 en résulte B>—4AG=o, 
et Fintersection est une parabole. 

L'hypothése sin 4. = o correspond (n0 4 3 3 ) au cas ou la trace du plan 
/ sécant sur le plan des xy, est paralléle a l'axe des x ; ce qui exige que le plan 

sécant soit lui-méme paralléle a cet axe. 
L'hypothése sin 9 = o signifie que le plan sécant doit étre paralléle au 

plan des xy. 
D'oú Ton peut conclure que les intersections d'un paraboloide elliptiquo 

ne peuvent étre que des ellipses, des parábolos ou des variétés de ees courbes. 
Quant au paraboloide hyperbolique , comme M , M ' sont de signes con-

traires, B » — 4 ^ 011 — sin5 9 sin» 4 , ne peut étre que positif 011 égal 
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ü o. Done les intersections ne eauraient jamáis étre des ellipsfts ou des 
varietés de ees courbes. (Voyez ce qni a été dit no 492.) 

497. "Voyons comment i l faudrait placerle plan sécant , par rapport á 
l'ellipsoide eí aux deux hyperboloídes, pour que les intersections fussent 
des circonférences de cercle, 

Pour cela, on doit (n0 49S) poser B = o et A = C ; ce qui donne les 
deux équations de condition 

( M " — M ' Y eos 6 sin <f eos <f = o. ( i ) 
M sin» 6 + M ' eos» 6 eos» <p 1 w . , , ,T„ , , 

. . , } — W s in»A + M ' eos2a (2) 
- f M " eos» 6 s in ' <f J T Y > 1 

Comme, en general, M " est difíerent de M ' , l 'équation (1) ne peut étre 
satisfaite que par les trois hypothéses cosfl — o, sin p = o, cos<f = o, 
que nous allons examiner successivement. 

10 . . . . Cos6 = o, d ' o ú s i n S ^ i ; réquat ion (a)devient 

M = M ' sin» <¡) - f M " eos» <f; 

ou, remplacant s in»*; eos»*, par leurs valeurs ——"^ ^ — , X-—•— , 
' 1 v - f j r i - j - t a n g « p ' 1 - j - tang» <¡)' 

/ M " M 

M (1 + tang» ,») = M ' tang» ^ + M " 5 d'oú tang <? = ± ^ ^ Z Z w ' 

i 0 . . . . Sin = o , d'ou eos p = 1 ; on trouve pour Féquation (a), 

M sin» 6 + M ' eos» 6 = M " , 

ou M tang» Q •+• M ' = M " (1 + tang» 6); 

done tang 9 = ± y M _ w 5 

3o. — Enfin , eos ^ = o , d'oú sin ¡p — \ ; l 'équation (2) so reduit a 

M sin» fl-J-M" eos» 6 = M ' , 

cu M tang» 0 - f M " = M ' (1 + tang» 8) 5 

done tang 9 ± \ / ^ ~ • M " 
M'* 

Discutons ees valeurs de tang ^ et de tang 9, qui peuvent étre réelles ou 
imaginaires, suivant Ies hypothéses qu'on peut faire sur les eoefíiciens 
M , M ' , M " . 

Or, si Fon multiplie entre elles les .^uantités sous le radical, 
38.. 
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M " — M M " - • M / M " 
M - M " M — M ' " M — M " 

i l vient pour p rodu í t , ré&ultat e s s e n t i e l l e m e n t ^ ^ ; ce qui 

démóntre cFabord que Tune de ees trbis quantUés , au raoins , est positive; 

mais je dis que si la premiére , par exemple , est positive, les deux antros 

sont négatives. 

En effet, pour que U t positif, i l faut que M " — M et M M ' 

soient de méme signe, c'est-á-dire que Ton ait en méme t e m p s . . . . . . . . . . 

f M " — M > ou < o, 
• • - \ M — M ' > ou < o ; 
d 'oú, ajontant ees deux inégal i tés , M " — M ' > ou < o. 

On voit done que M " — M ' ef M — M " sont de signes contraires j 
M " — M ' . , , . , a;ns; __. est neñatil. 

Pareillement, M ' — M " et M — M ' sont de signes coirtraires; 
. . M ' - M " • , t.e 

ainsi> M - M7 neS ' 
On démontrerai t de la méme maniere que , si la seconde ou la troisiéme 

était positive , les deux autres seraient négatives. 
Concluons de la que, sur les trois systémes 

/ M " — M ' eos 6 = o, tang = ± y _____, 

^ ! / M ' ' — M ' sin = o, tang 8 = r t y , 

. / A l ' M " 
eos ^ = o, tang 6 = db 1 / — _ 

S V M — My ' 
i r y en a toujours un réel; mais i l n'y en a jamáis qu'un seul. 

D'ail leiirs, puisqu'á chaqué hypothése, eos 9 = 0, ou sin?)—o, ou 
cps <}> = o, i l correspond deux valeurs pour la tangente de Tautre angle, íl 
s'ensuit tju'on peut toujours, par chaqué point d'une des surfaces, du seeond 
degré qui ont UN CENTRE, faire passer deux plans qui coupent ceite sur/ace 
suivant une circonférence de cercle. 

Si Ton se rappelle Facception donnée no 453 aux quanti tés 9 et fl, on re-
connait sans peine que les hypothéses eos 9 = o, eos <p = o , sin = o, 
corresponckint á des plans respectivement perpendiculaires aux plans des 
tvois sections principales. 
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Ainsi ^ eos S = : o, indique que le plan sécant est perpendiculaire au plan 
des -x/; eos o, qu ' i l est perpendiculaire au plan des xz j et sin 4 1 = o , 
qu ' i l est perpendiculaire au plan des ^2 . 

Admettons maintenant que la surface soit de révolulion , c^st-á-dire que 
l'on ait M = : M ' vn0* 481, ^86) ; les trois systémes se reduisent i i 

eos fl = o , tang p — 00, ou eos <¡) sst o, 

sin <p. 3= o, tang 6 = d= — l9 
cas q — o, tang S = 00, ou eos 0 — o. 

Le second systéme est évidemment imaginaire. Quant aux d.eux autres, ils 
rentrent l 'un dans l'autre , et signifient qu ' i l n'y a qu'unplan perpendiculaire 
a l'axe des x qvü puisse produire une circonférence de cercle. 

498 . Les conséquences précédentes souffrent quelquos modifications pour 
les deux paraboloides-. 

Les coeííiciens A , B , C de Féquation transformée en xy ont (n0 496) pour 
valeurs , 

A = M sin» 9 -f- M ' eos5 6 eos2 q, 
B = — aM' eos Q sin ? eos p, 
G = M ' sin» q i 

ce qui fait voir d'abord que l'hypothése sin<í) = o esl inadmissible, si l'Qn 
veut que l ' intersecíion soit une circonférence de cercle, puisqutí cette sup-
position entralnerait C^=o, e,t que 5 dans le cas du cercle, ce coefficiení 
doit exister, 

Ainsi les deux conditions B = o, A — C , deviennent ic i 

eos 9 eos 0 = 0, et M sl!l , 9 = M ' sinJ p , 

équations auxquellcs 011 peut satisíaíre, 
... • •# - o • / M 

soit en supposant eos 9 = o , d'oü sin — ± v / — , , 

soit en supposant eos p = o , d'oü sin 9 V M: 

Ces deux systémes sont nécessa,irement imaginah'es, dans le cas du para
boloide hyperholique, puisque M et M ' sont de signes contraires (résultaí 
qui s'aGcorde avec ce qui a été d i t n0 49^)- Pour le parabolpide elliptique, 
le premier systéme seul est admissible , et le second inadmissible, si Pon a 
M < M ' ; le contraire a l i eu , lorsque M est > M ' . 

Soit enfin M = M ' ; i l en resulte 

eos ü = : o, et sin ^ = rir i , ou eos cf = o, 

oubion, eos ^ r .̂ o, d'oü sin 9 = i 1, ou oos 9 = Q.¿ 
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d'oü l'on voií que ees deux systemes rentrent l 'un dans Tautre; et ils signi-
fient que le plan sécant est perpendiculaire á l'axe des x. 

4 9 9 . Remarque. Comme les conditions B —; o, A = C , nedé te rmlnen t 
que les angles 8, q , et non les coordonnées a, b, c , i l s'ensuit que, pour 
chaqué surface du second degré ( le paraboloide hyperbolique excepte} i l 
existe deux systemes de plans en nombre infini, qui donnent des circonférences 
de cercle ; et les plans de chaqué systéme sont paralléles 'entre eux. Toute-
fois, si la surface est de révolut ion, Ies deux syStémes se réduisent h. m seul. 

On peut disposer, par exemple, des constantes indéterminées a, b , c , de 
maniere que l'origine des coordonnées soit au centre méme de la section; 
ce qui exige que, dans Féquation transformée du n0 fyS, les termes E , 
soient nuls. Or, si Fon pose 

•xSlc sin 9 — aM' b eos 9 eos ^ + aM" a óos S sin 0 = o ^ 

2M' b sin p 4- 2M" a eos 9 = 0, 

on obtient deux équations línéaires en a> b, c; ce qui prouve que, pour 
chaqué systéme de plans sécans , les centres de tous les cercles sont silués sur 
une méme ligne droite. En d'autres termes, toute surface du second degré, á 
Texception du paraboloide hyperbolique , peut étre engendrée de deux ma
nieres par le mouvement d'un cercle toujours paralléle a lui-méfne et variable 
de rayón. 

Des Plans tangens aux surfaces du second degré. 

ÍMX). De méme que nous avons déíini (n0 195) la tangente en un point 
quelconque d'une courbe, Félément de cette courbe, prolongé indéfiniment, 
nous consldérerons aussi le plan tangent en un point determiné d'une surface, 
comme l'élément de cette surface prolongé indéfiniment. 

II resulte de cette déíinition que, comme Félément de la surface en un 
point quelconque, se compose de tous les élémens des courbes qu'on ob
tient en coupant la surface par une suite de plans qui passent par ce 
point , et que ees élémens ne sont autre chose que Ies tangentes aux 
courbes, en ce point; i l en résul te , d i s - j e , que le plan tangent est 
encoré le lieu de ton tes les tangentes aux différentes courhes qu'on peut 
imaginer sur la surface par le point donné, et que sa position est déter-
minée , des que Fon connalt celles de deux des tangentes. 

C'est cette derniére considération qui va nous servir á trouver Féquation 
du plan tangent. 

Soit d'abord M-z» -f . Wy* -+• Wx* -f- P = o . . . (1) 

Féquation genérale des surfaces qui ont un centre; et appelons x , y', z' les 
coordonnées du point par lequel on veut mener un plan t ^ e n t ^ l f t surface 
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on a deja la relation 

M / 1 - f M y > + M V » H - P = o . . . (2) 

Maintenant, s i , par ce point , 011 imagine successivemcnt deux plans 
paralléles au plan des xz et au plan des yz , on aura pour les équations des 
¡ntersections de la surfaco par ees deux plans, 

y — y , Mz* -f- M"x» + M Y » -f- P == o, 
x = a:', Ma» -f- W f + M V a + P = o; 

et pour les équations des tangentes á ees sections, au point xf,x' , z' {voy:. 
n 0 3 9 2 ) , 

y = y , Mxz' + W x x ' + M y » H- P = o . . . (3) 
x — x', Mzz' + M r y + M'V» + P = o . . . (4) 

Or, le plan tangent do i t , en vertu de ce qui a été d i t ci-dessus, passe» 
par ees deux tangentes ; ainsi la question est ramenée á trouver réqua t ion 
d'un plan passant par deux droites dont on a les équations. 

D'abord, comme le plan doit passer par le point x'', yr} zf} son équation 
est de la ferme 

A ( x ~ r x') + B ( y — y ) + C(z — ¡T) = o . . . (5) 

I I suffit maintenant d'exprimer que ce plan , qui renferme déjá un point 
commun aux deux droites, est paralléle á chacune d'elies, On a, pour cela 
(n0 431) , les deux conditions 

Art • + B i -f- C = o, 
A a ' + B i ' - f - C = o ; 

mais les équations (3) et (4) peuvent se mettro sous la forme. 

( M y » + P) . , 
— M ' V M V 

Mz' ( M V 2 4- P) 
x = o . z - h x , y = — ^ y . z - ~ ' J 

M / . , Mz' 
ce qui donne a = ^ r - „ S = o, a' = o, ¿> = — , 

done les deüx relations ci-dessus deviennent 

A x " " I r Z + G = 05 dou a = = ~ m 7 " c ' 

Mz' „ ' . , • „' M Y n 
B X "mIZT + C = o ; d'oú B = ^ ' _ Mz 
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Substituant ees valeurs dans Pequation (5), on obtient en í in , 

Mz'(z — s') + M y — y ) + M"x' (x — x' ~ o.. . (6) 

ou développant et ayant égard á la relation (2) , 

Mzzf -f- M'fx' + M W + P = o, 

équation qui ne diífére de Péquation de la surfaee, qu'en ce que les carrés 
x2, sont reraplacés par les rectangles zz', yy', xx'. 

SOL Fassons actuellement aux surfaces dépourvues de centre. 
lí 'équatíon genérale des paraboloides étant 

- f M>» - f -iWx = o . . . (1) 

(on verra bienlót pourquoi Pon s.uppose le coefficient de a? égal á aN") , 01̂  
a pour le point de la surfaee dont les coordonnées sont a:', y'y z', 

M-z* + M ' j ^ 4- aN"^' = 0 . . . (2) 

Les équations des intersectioos de la surfaee par deux plans paralléles aux 
plans des xz et des x z , passant par le point (x', y' , z' ) , sont 

j — y , Mz* -f- zWx •+. m y » = = o, 
x = x', Wy* + aN 'V = o ; 

et celles des tangentes á ees courbesj menées par le méme point , sonl 
(no 3 9 2 ) 

y — y*, Mzz' -J- N " ( x 4 - x') + My=» == o, 
* = Mzz? + Wyy' + a N ' V = o. 

Maintenant, le plan taugent devant passer par le point xf, y , z'y son équa
t ion est de la forma 

A — a?) - j - B ( r - - y ) — z') = o j , . . (3) 

les relations qui expriment que ce plan est paralléle aux deux droites, etaní 
íoujours A a - f B 5 4 - C = o, A a ' - f B i ' - j - C r r o , on a évidemment icí 

ce qui donno pour les deux relations ^ 

A x - ^ + C = o ; d'oú A == ^ - . C , 
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í l vient done, par la substitution de ees valeurs dans l 'équation (3), 

N " (x — x') + m y ( r - y ) + (« — y v ) 0 | 

ou, ayant égard k la relation (2) 

Uzz' M / y y - f N " (x + x ' ) = o ; 

le t eme aN"^, ou N"x-f -N"a: , se trouve changó en 

N"a: -f- N V ' ou N" ( x + x'). 

Si Ton voulait obtenir les équations de la nórmale, c'est-á-dire de 
laperpendiculaire au plan tangent, menée par le point de contact ( ^ . r ' , zr), 
i l suffirait d'appliquer les principes établis (n0 4 3 3 ) , ce qui n^ffre aucune 
difficulté. Ainsi i l est inutile de B'arréter sur cette question. 

¿503. On peut se proposer de mener un plan tangent a une surface du second 
degré> par un point pris hors de cette surface. 

Soient x"} y , z", les coordonnées de point; x ' / , désignant toujours 
cellos du point de contact. On a entre ees coordonnées les deux relatións 

M^» -f- M y » - f M V » + P = o , . . . (1) 
M s V + W r ' y ' + Wx'x" -f- P = o . . . . (2) • 

(nous ne considérons ici que les surfaces qui ont un centre). 
Ces équations renfermant trois inconiíues x \ y', z'x ne suíTisent pas 

pour les déterminer. A i n s i , par un point extérieur, on peut mener une i n 
finité de plans tangens á une surface du second degré. 

En donnant á x' une suite de valeurs arbi,tra¡res, on tirerait des équations 
les valeurs de y , z', correspondantes á chacune de ces valeurs, et l 'on ob-
tiendrait ainsi les coordonnées des points de contact de tous les plans 
tangens; ou bien , si l'on él iminait successivem^nty et x ' , onparviendrait 
á deux nouvelles équations en x ' , z% et en y', z', qui ne seraient autre 
chose que les équations de la courbe passant par tous les points de contact; 
et cette courbe pourrait étre regardée comme la base d'une surface conique 
dont le centre serait au point d o m é , et qui enveloppei-ait la surface du second 
degré proposée. 

D'ailleurs, l 'équation (2) é tant linéaire en x', y', z', i l s'ensuit que la 
courbe de contact est plañe; et puisque cette courbe est situé© sur une sur-
face du second degré , nous pouvons encoré conclure (n049S) que cette 
courbe est du second degré, aussi bien que la surface conique dont elle est 
la base. 

S04. Nous terminerons la théorie des surfaces du second degré par l a 
démonstration d'une propriété fort curíense de l 'hyperboloíde á une nappe 
et du paraboloide hyperbolique. Cette propr ié té , qui peut se déduire tres 
simplement de la considération du plan tangent, consiste en ce que chacune 
de ces deux surfaces peut étre engendrée de deux manieres différenles par h-
mpuyement d'une ligue droile, ' 
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Reprenons réquat ion des surfaces qui ont un centre , 

Mz* + Wy> - j - W x * + P =* o j . . . ( i ) 

on a (n0 500 ) pour l 'équation du plan tangent á ees surfaces, 

Mz¡f*+ M ' r r ' -f- M"xx"-i~ P = o ; . . . (a) 

les coordonnées af, j ' , z', étant d'ailleurs liées entre elles par la relation 

M / 4 4 . M V * -f- M V » + P = o... (3) 

Pour déterminer les points qui se trouvent k la fo!s sur la surface et sur 
le plan tangent, i l suffit de combiner entre elles les équations (1) et (2). 
Or, si Ton double réquat ion (2), et qu'on la retranche de la somme des 
équations (1) et (3), 11 vient 

M (* — z'*)* -f- M ' ( r — + M " — a;'')» = o , , . . (4) 

équation d'une nouvelle surface dont tous les points communs avec le plan 
tangent appartiendront aussi á la surface proposée y puisque cette équatioa 
peut remplacer l 'équation (1). 

Observons d'abord que, si les coefficiens M , M ' , M " , sont tous trois 
positifs, l 'équation (4) ne peut étre satisfaite que par 2 = ^ x=:.x'( 
Done, dans ce cas, qui est celui de Vellipsoide, le plan tangent n'a quun 
poini commun avec la surface. 

Mais supposons que l 'on ait M , M ' positife et M " négatif; l 'équation (íj) 
et l 'équation (2) deviennent 

M.{z — z 'Y - f M ' (7 — yí)> — M " ( * — = o , . . . (5) 

Mza'-f- Myy"— W x x ' ^ P = o, 

que nous remettrons (n0 600) sous la forijie 

{z — i ' ) + W / ' i y — / ) — WW'ix - i ' ) = o . . . (6) 

Cela posé , afin de reconnaitre si les surfaces représentées par les équa
tions (5) et (6) peuvent avoir une droite commune, nous combinerons ees, 
équations avec les suivantes, 

x — x ' =3 a (z — z') , y — y = b {z — z ' ) , (7) 

qu i sont les équations d'une droite passant par le point x', f , zf ; et nous 
íácherons de déterminer « , 6 , d'aprés la condition que la droite se trouve 
tout entiére sur les deux surfaces, 

Or , si l 'on substitue dans les équations (5) et (6) les valeurs de x — 
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y y'\ tirécs des équations (7), on trouve pour les résultats de ees sulisli-
tutions, 

(s — z'Y (M + M'i» - M"«') == o, 

{z — z'*i (M2' + Why' — Wax') = o, 

ou bien, faisant abstraction du facteur {z — / ) correspondant a« point 
x , y', z , que nous savons déjá se trouver ü la fois sur les deux surfaces et 
sur la droite, 

M + M'i» — M"a» =3 0 , (8) 

M / C f . W b y — M ' V f c s o (9) 

Telles sont les relations qui expriment que la droite se trouve tout entíére 
sur les deux surfaces. ( 

On déduit de l 'équation (9), 

- M y i ¿ 4 -

* ^ ' M V ~ ' 

d 'oú, Substituant da tó l 'équation (8) et ordonnant, 

M ' ( M ' V * — M' r ' f ) b' — a M M Y z ' . 6 = M — M M ' V ^ 5 

DONC 6 = M ' ( M - ' ^ - M V ^ 

ou, en ayant égard h la relation Mz'a M y a — M"x'» -|- P = o, 

mM'y'z' zt x ' V — M W M ^ . V 
b == 

La valeur de ¿ étant calculée, on la substituera dans l'expression de a, 
ce quí donnera la valeur correspondante de cette seconde indéterminée. 

I I reste actuellement á savoir dans quel cas la quanti té Z> sera susceptible 
d'une détermination réelle. Or, cela ne peut avoir lieu ( M , M ' , M " étant 
supposés i c i essentiellement positifs) qu'auíant que P est négatif; condition 
qui (n0 ^Oo) correspond á Vhjperholoide a une nappe. 

Donc, pour ce genre de surfaces, le plan tangent en un point quelconquo 
a deux droites communes avec cette surface. En d'autres termes, i l n'y a pas, 
un point de la surface par lequel on ne puisse imaginer deux droites qui 
se trouvent tout entiéres sur celte surface; ou bien encoré , la surface peut 
ctre considérée comme engendree par une droite de deux manieres diferentes 
(voyez n0 471). 

SOS. Cette propriété du plan tangent a riiyperboloíde á une seule nappe, 
íi'infirme pas la définition que nous avons donnée du plan tangent (n0 SOO); 
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au contraire, elle en est une conséquence naturelle; car, puísquc le plan 
tangent se compose de toutes les tangentes menees en un point quei-conque, 
si l 'un des éiémens de la surface est une ligne droi te , le plan tangent doit 
passer par cette droite, quí est sa propre tangente. 

Cest ainsi que le plan tangent au cóne touche la surface suivant une de 
ses génératr ices; ce qu'on peut voir d'ailleurs d'aprés ce qui précéde. 

En effet, la surface conique n'est qu'un cas particulier de rhyperboloi'de, 
et s'obtient en posant P = o. 

Pono les valeurs ci-dessus d,e a , b deviennent 

_ - M M y í " _ M . M y s , y 
~ W ( M V * - MY'*) ~ M'Mz'* ~ z"' 
_ Wy'* 4- Mz'* . _ W a / ' _ x'l 

a M."xV - ' Wx'z'' ~ z' ' 

Ov, i l est aisé de reconnaitre que ees valeurs sont précisément les tangentes 
des angles que forment avec Taxe des z , les projections de la génératrice 
du cóne 

Mz* + M'T» — M"a:* = o. 

I I est á remarquer que l 'équation (5) du numero précedent, estcelle d'nii; 
cóne dont le centre a pour coordonnées xf, y , z'; car on en déduit 

y — 
_ z'i V M ' [z — z'Y ~ \ z ~ Z ' J 7 

résultat qui (n0 46o) caractérise une surface conique. 

oOC- Passons aux paraboloides. On a pour leur équation, 

Mi» + M'j» + aN"^ = o, ( i ) 

et pour celle du plan tangent au point x'} y \ z' (n0 SOI) , 

Mzz' •+• W f y ' + N"(x - f x') = o, , , . . (s) 

x') y', z' étant lies par la relation 

IVb'4 -f- M y * 4- a N V o.,. = . . . . . (3) 

Ajoutons les équations ( i ) et (3) , et retranchons de leur somme le double 
de la seconde ; i l vient 

M(0 — i ) * \ W {y — y y — o, • • • (4) 

rcsiiítat qui peut remplacer Pcquation ( r ) , en tant que l'on cherche le;. 
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points communa a la surfacc proposée et au plan tangent. Or commc, dans 
l'hypothéso oü M , M " sont de meme signe, l 'équation (4) ne peut étre 
satisfaite que par z — z'), y —y', i l s'ensuit que le paraboloide elliptique 
ne peut avoir qu'iíra point commun avec son plan tangent. 

Maís supposons M ' négatif, et mettons le signe en évidence; l 'équation (4) 
devient 

M ( ¿ - ¿O1 — - / ) » = o ; . . . (5) 

on en déduit y — y'*= rfc (z — é*) ^ / ; 

d'oú l'on voit que l 'équation (5) représente un systéme de deux plans per-
pendiculaires au plan desyz, et dont les intersections avec le plan tangent 
sont, en généra l , deux lignes droites. Nous sommes done en droit de 
conclure immédiatement qwe le paraboloide hyperbolique et le plan tangent 
en un point quelconque de cette surface, ont deux droites communes -passant 
par ce point. 

Mais pour fixer la position de ees droites, comme nous l'avons fait plus 
haut, nous combinorons l'équation (5) et celle du plan tangent, qu'on 
peut (n0 SOI) présenter sous la forme 

M / ( s — I7) — M ' y ' i x — r ' ) 4- N"(x - - * ' ) = 0 » - - - (6) 

avec les équations 

x —ar'! = a^z — / ) , y — y ' s z í (z — ¿').. . . . (j) 

I I resulte de la substitution de ees valeurs de x — x', y — y' dans 
Ies équations (5) et (6), et en faisant abstraction du facteur z — s', 

M — M'i» — o, MU/1— Why' + N"« = o. 

On tire de la premiére , 

, / M 

d 'oú, substituant dans la seconde, 

— M ¿ ' r i r / l / M M ' ^ 
« P w . ; 

ees valeurs de a et de Z» sont réel les , dans le cas du paraboloide hyperbo
lique. Done ¡Z n'y a pas de point de cette surface par lequel on ne puisse 
imaginer deux droites situéés tout entiéres sur la surface. 
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La substitution de la valeur de b dans la seconde des équalions (7) donne 

W 

résultat identique avec celui qu'avait donné réquat ion (5). 
Comme h est independant de x', y , z', i l s'ensuit que, dans les deux 

systémes de génération du paraboloide hyperbolique par une ligne droite, 
les projections de toutes les droites d'un méme systéme sur le plan des yz 
sont paralleles entre elles. 

Done ees droites sont elles-mémes situées dans des plans paralleles entre 
eux; ét c'est la ce qui peut servir á distinguer rhyperboloíde á une seule 
nappe du paraboloide hyperbolique, quoiqu'ils aient un mode commun de 
génération : dans celui-ci, toutes les droites génératrices d'un méme sys
téme sont paralléles á un méme plan; tandis que, dans l'autre, les géné
ratrices ont une direction quelconque dans l'espace. 

La surface conoide que nous avons obtenue (nos 466 et suwans), en sup-
posant qu'une droite glisse le long de deux autres, et de maniere á resíer 
constamment paralléle á un plan, n'est autre chose que le paraboloide hy
perbolique. 

F I N , 
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JUILLET 1845. 
I M P R I M E M E E T L I B R A IRTE 

P O U R L E S M A T H É M A T I Q U E S , L A M A R I N E , 
LES SCIEiNCES ET LES ARTS EN GÉNÉRAL. 

EXTRAIT DU CATALOGUE 
Des Livres qui se trouvenl chez B A C I I E L I E H , imprimeur-lihraire 

de 1'École Poljlechnique, du Burean des Longitudes, de VÉcole 
céntrale des Arts el Manufactures, etc., quai des Augustinsj n0 55. 
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OUYRAGES ADOPTES PAR LTJN1VERSITÉ DE FRANGE, 
POUR I /ENSEIGNEMENT D A N S EES C O L L Í G E S , etc., ET DESTINAS A U X C A N " 

D I D A T S POUR LES ¿COLES E O L Y T E C H N I Q U E , M I L I T A I R E , UE M A R I N E , etc. 

T R A I T E D E M E C A N I Q U E , 1 ^ S . -D. POISSON5 DEÜXIÍME ÉDITIOIÍ, CON-
SIDÉRABÍ-EMEJÍT AÜGMKNTÉE, 2 forts voiuííies in-8., avcc planches, i833 , rS f r . 
Cette edition est entiérement diífc'rente de la premiére , et pour la re'daction et 

pour Fordie que l'auteur a suividans rexposition des matiéres j cet ordre est celui 
que Ton a adopte', dans ees derniers tcmps, h I'Eccle Polyteclmique , ct qui paraí t 
le raieux convenir h l'enseignemcnt. Quoique cet ouvrage soit un traite de Me'ca-
nicpie rationnelle, l'auteur n'a cependant pas ne'glige d'indiquer les principales ap-
piications de cette science k la Mccanique pratique. Les autrcs exemples nccessaires 
pour éclaircir les questions ge'ne'rales ont ¿te multiplies et choisis, surtnut, dans 
l'Astronomie et dans la Physique , et quelques-uns dans FArtillerie. De cette ma
niere , Toimage peut servir h faciliter la lectuie de la Mécanique celeste; on y 
trouve aussi tous les principes de la Physique Mathémat ique dont l'ameur s'est 
occupédans diffe'rens rnemoircs, et dans i'ouvrage publié récemment sous le titre 
de Jyouvelle Théorie de l 'Aciion capiltaire. Le traite de Mccanique que nons 
annoncons est uno introduction h d 'áutres ouvrages oü Tauteur se propose de reu
nir et cíe développer les the'ories physiques aiuqnelles on a appliquc jusqu'á prcsent» 
avec quelque succés, Tanalyse mathématique. 

T R A I T E É L É M E N T A I R E D ' A R I T H M É T I Q U E , h l'asage des Ecoles 
primaires; par M . L . POÜMEAU-DELAFFOREST, Inspecteür des Ecoles primaires 
de la Dordogne, aulorise par le Conseil royal de rÜnivers i té , pour l'usage des 
Ecoles primaires elementaires, des Ecoles primaires supérieures, des Ecoles 
normales primaires; vol. in-12,184?, p r i x : broche', i f naSc , et to c. de pías cart. 

€ O U R S D E G E O M E T R I E E L E M E J V T A I R E , \ l^sage des Éléves q u i 
se destinent h l'Ecole Polytechnique, augmente de la Trigonométrie de 
M . BoirRDüif. Oucrage adopté par l 'Université pour l'enseignement de la 
Ge'ometrie 5 par VINCENT , Professeur de Mathématiques au College Saint-Louis; 
ciifQüifcME É D I T I O K , ! vol in-8., 7 f r . 

T A B E E S D E E O G A R I T H M E S , de L A L A N D E , etendues h S E P T D E C I 
M A L E S , par M A R I E , précede'es d'une Instruction, dans laqtielie on fait con-
naitre les limites des erreurs qui peuvent resulter de l'emploi des Logarithmes des 
nombres et des lignes tr igonométriques; par le Barón RETNAUD, examinatenr des 
candidats pour i 'École Polytechnique, etc.; in-12, STEREOTTPE (tirage de 1840, 
corrige), 3 fr. 5o c. 

1 LES MEMES, relies en demi—relinre, • .: ^ í r . 
Ouvrages de M . L A C R O I X , Membre de l'Instituí, Off. de la Legion-d Honneur, 

Doyen des Sciences a l 'Unwers i té , Professeur au College do Franee, etc. 
CO 

N 
daires. 

Chaqué volume du Couts se vend séparément, savoif 
Traiie'elémenmr« d'Añ^hw^'tique, ig6 edilioii, i836, u ff, 
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4 fr. V ^'mensde Geomdtrie, i5«e'chuon, i837, 4 f 
n lZTéUmenmro de Tr igdaométne recnhgne et sphenqne et d'Apphcalion de 

l'AIffébre h la Géoméir ic , 9» éditiou, i837 , 4 fr> 
r i m ^ m e n t d e s E!é0icnsd,Alg¿-bre,6eeduion i835, 4 fr. 
Complement des Elcmens de G é o m é m e , ou Elemcns de Geomeine dcscriptive, 

T r í S m e n í M e de Calcul diíFérentiel et de ¿a l co l inte'eral, 5e edit., 1837, 9 [ ¿ T r a í l é élenientaire de ^aicui auicicuuci « «c ^ V V " ' . ,jUU-' 10JV5 9 tr. 
surFEnsei^nement en general, ct sur cclui des Matbematiques en parüculier, 

oa Maniere d'cmdieretd'eiiseigner les Mathcmatiques, 1 volume in-8.; qnatrieme 
édlt ion, revue et augmentee i838 5 fr. 

Traite elémentairedu Calcul desProbabilites, in-S., 3e edit., i833,avec unepl. 5 fr. 
Introduction k la Géograpliie mathematique et physique. 2̂  edit., in-8., avec caries, 

10 fr. 
1 fr . 25. ntroduction h la connaissance de la « P 1 ' ^ , , in-i8. 

contiennent que les pri; 
mens de Géomctrie , ou rAuteBr a táche de concilier Íes rigueurs des demonslra-
tions avec Porare naturel des propositions j et le Traite élémentaire de Trigono-
métrie et d' Application de l'Algebre a la Géométrie, composent un Cours 
¿lémentaire aprés lequel on peut passer immediatement au ' frai lé de Calcul dif-
férentiel et de Calcul integral, L 'Auteur a evite' P.emploi des formules de 

iques 
et de velller h leur correciion. 
B O U R D O N , Inspecteur général de r j J n ^ e r s i t é de P a r i s , Eocaminateur des 

Aspirans a l 'École Polytechnique. E L E M E N S D ' A R I T H M É T I Q Ü E , 1 voL 
in-8. , aoe éd i t ion , revue et corrige'e, 18^3, 5 f r . 
Tous les exemplaires portent la griffe de i'auteur el celle du libraire-editeur. 

É L É M E N S D ' A L G E B R E , ge e'dition, 1 fort vol . in-8., 1843, 8 fr. 
- A P P L I C A T I O N D E L ' A L G É B R E A L A G É O M É T R I E , contenant les 

deux Trigonome'íries et la Ge'ometrie h. trois dimensions; 4e e'dition, 1 fort vol. 
in-8. , avec 15 planches, 1837, ^ fr. 50 c< 

BIOT, , Membre de l ' Inst i tut , professeur an College de France, etc. T R A I T É 
É L É M E N T A I R E D ' A S T R O N O M Í E P H Y S I Q U E , destiné á I'enseignement 
dans les Colléges, etc., 3** é d m o n , entiérement refondue et considerablement 
augmentee; 3 forts vol . in-8. et alias, {sous presse). 

Le i " Volume , avec un atlas de 26 planches, est en vente. 
L e 2e volume est ÍOUÍ presse. 

E S S A I D E G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E appliquée auxcoarbes et anxsur-
faces du second ordrej in-8., avec 10 planches, i833, 8e édition , revue, corrigee et 
augmentee, , n fr.^So c. 

- WOTIOWS E L É M E W T A I R E S D E S T A T I Q U E destinées aux jeunes gens 

3ui se prcjparent pour l'Ecole Polytechnique et qui suivent les Cours de r É c o l e 
e Saint-Cyr: 1 vol. jn -8 . , 1828 , 4 f r . 

squelles _,. 
mines, de la ligne droite et des lignes du second ordre, etc: 2» édi t ion, i83] 
i v o l . m ; 8 . , 7 f r . 5 o . . 

f J^eometrie descriptive, 2 vol. in-8. dont un de p l . , jo fr . 
— Lecons d 'Algébre, 7 f r . 5oc. 
mt'^^-i Chefd'une Inst i tut ion .polytccliníqne, et C H O O U E T , Professeur de 

Mathematiques. T R A I T É É L É M E N T A I R E D ' A L G E B R E l 1 vol. in-8., 
3meedition, I84T, 7 fr . 5o c. 

B E Z O U T . T R A I T É D ' A R I T H M É T I Q Ü E h Pusage de la Marine et de T A r t i l -
lerie, avec des Noies/ort étendues et des Tables de Logarithmes, pour les Él¿ves 
q u i se destmem h PEcole Polytechniqne; par A . - A - L . RETWAUD, Examinateur 
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des Candidats k l 'École Polytech., etc., in-8. , 20e e'dít. stere'ot., i83g , 3fr. 5o c: 

Le texte pur se vend separe'ment, a f r . 
— L e v iéme, saivi des lables des poids eí mesures et de tabies de logarithmes, de-

puis i jusqu'íi To,ooo; ia-80, a fr. 5o c. 
Les Notes se vendem aussi separément i f r . 5o c. 
B E Z O U T . A L G E B R E et Application de cette science á fa Geométrie 5 noavelle 

édi t ion, revae et augnieatee Notes fort e'tendues par A . - A . - L . RETEÍAUD , 
Exarainatenr des Candidats á l 'École Polytechnicjue, etc., in-8. , 1829, 7 fr. 5o c. 

Le íearíe £>«/• se vend separe'ment, 4 fr* 
Les Notps se vendent aussi separément, 4 5o c . 
—— G E 0 M É T H 1 E contenant la Trí^onome'tne rectiligne et la Trigonome'írie 

sphériquc; suiviedes the'orémes et problémes sur la Ge;ome'uie5 des ele'mens de 
Geométrre descriptive, etc., parR£TjrAUD,8e e'dit. avecaB planches, i836,7 fr. 5oc. 

Le texte pur se vend se'parement, 4 fr* 
Les Notes se ,vendent aussi se'parement, 4 5o c. 

T R A I T E D E N A V I G A T I O N , nouvelleedition, revue et augm. de Notes, et 
d'une Section sapplementaire oü l 'on donne la maniere de faire les Calcnls des 
Observations avcc de noavelks Tables qui les í'acilitenti par M . de Rossel, 
Membre de I ' Insti tut et du Burean des Longitudes, Contre-Amiral , etc., 
x vol. i n -8 . , avec 10 planches, 7 f r . 

COIJRS D E P H Y S I Q U E proftssé h l'Ecole Polytechnique, par M . LAME ; seconde 
e'dition, trois volumes in-8. , i84o, 18 fr. 

D I D I E Z . P E T I T GOURS É L É M E N T A I R E D ' A R I T H M E T I Q L E théorique 
et pratique á l'usage des commencants: in-18, i833, 1 f i . 

H A U Y ( -
Conse 

M O N G E , M e m b ^ d e Í T n s t o D E S C R I P T I V E / f í e ' ¿ d i t i o n , 
augmente'o d'une theorie des Ombres et de la Perspective, extraite des papiers 
de rAuteur ; par M . BRISSOÑ, ancien Eleve de l'Ecole Polytecbnique, Ingéuieur 
en chcf des Ponts et Chausséesj 1 vol. in-4., avec a8 planches., i838, 12 fr. 
Quel quesoit le ine'rile des ouvrages qui ont e'té publie's sur la Géometr ie , aucun 

ne porte cette lumiere que cet illustre savant repandait si habilement dans ses lecons. 
On ai me 2» y retrouver les eclairsde ge'nic que i'inyenteur distribuait avec tant d'art 
dans «es discours , et qui e'lectrisaient son auditoire. « En remontant dansle passc, je 
5) crois entendre, dit M . Francoeur, la voix de Mongo, lorsqu'il me fit comprendre 
» Ies premieres notions des arts qu ' i l avait assiijetis k sa nouvelle doctrine. Je 
» voyais les voutes de pierre s'édifier sous ses mains, les charpentes se dresser et 
w s'assembler h son ordre dans leurs justes proportions, les ombres se distribuer h 
» sa voix sur les corps mis en perspective et ees sublimes lecons, je les re-
3) trouve dans le TRAITE DE GÉOMETRIE DESCRIPTIVE, l 'un des plus beanx titres 
» que ce savant, aussi estimable que modeste, ait á la reconnaissance des hommes 
3) industiieux. » , , 

. A P P L I C A T I O N D E L ' A N A L Y S E A L A G E O M É T R I E , á l'usage de 
l'École Polytecbnique:, in-4-, 5e édition, revue, corrige'e et annote'e par M . L i o u -
ViiiLE (sous presse). 

T R A I T É É L É M E N T A I R E D E S T A T I Q U E , 7 - éd. , i834, vol . in-8., 4fr. 
* L E R O Y (Professeur á l 'École Polytecbnique). COURS D E L ' É C O L E P O L Y -

T E C H N I Q L ' E . - A K A L Y S E A P P L Í Q U É E A L A G E O M É T R I E D E S 
T R O I S D1MENSIONS, contenant les surfaces du ie ordre, avec la tbéorie gené
rale des surfaces courbes et des ligues h double conrbure; 3e éd i t . , revue, c o r r i 
ge'e et augmeníée , i i i - 8 . , 1843. , 5 fr . 

* P O I N S O T , membre de I ' Insti tut . É L E M E N S D E S T A T I Q U E , adoptes pouc 
l'instruction publique, suivis de quatre Me'moires sur lacomposition des Moments 
et des Aires, sur le plan invariable du Systeme du monde, sur la theorie genérale 
de l'équilibre et du moavement des systémes , et sur une théorie nouvelle de la ro-
tation des corps; in-8., 8e édit. avec p l . , 1842 , 6 fr. 5oo , 

GOURS D ' A N A L Y S E D E L ' E C O L E P O L Y T E C H N I Q U E ; p a r M . DOEAMEIIJ 
professeur íi cette Ecole 5 2 vol. in-8., 1840, 10 fr» 

Ouvrages de M . le barón R E Y N A U D , Examinaieur des Candidats d e P I Ü c o l 
Polytechnique, de VEcole spéciale militaire, de Marine. 

• A R I T H M É T I Q U E , a l'usage des Éléves qui sedesliaent k l 'École PolytecI»,, 



Polytechniqae e th l 'Éco le «P^iaJe miluaire; i vol. in-8.^ iSSg/S f. 
T R I G O N O M É T R 1 E RECT1LIGWE E l SPHER1QUE; 3* ed.tmn, suivie 

des T A B E E S DES L O G A R I T H M E S des nombres et des hgnes tngonomé-
triques de L A L A N D E , in-18, avec figures, 1818, , . 3 fr . 

Les Tables de Logarithmes de L A L A I N D E seules , sans la rngonometne , se 
vendent se'parement, . 2 fr-

- — C O U R S É L É M E N T A I R E D E M A T H E M A T I Q U E S , D E PHYSIOUE 
E T D E CH1MIE , suivi de quelqnes notions d'Astrono.nie , k l u>sage des eleves 
quise des t inentá subir les examens pour le Baccalaureat es-leltres, 3e edition, 
considérablement augmentee, 2 vol. in-8. avec 2r p l . , i83bet ibáo , ^ 12 tr. 5o c. 
Ce Cours est entierement conforme au programme qu i a ote publie par ordre de 

TUniversUtí, dansle Manuel poor le Baccalaureat és-lettres. 
Le tome ! « , contenant l 'Ar i th . , 'Algóbre, la Geométne et la rr igonométr ie , se 
vend se'pare'ment ^ 1 • • -u« ' .̂ r* 

Le tome ie contenant la physique, des notions de Chimie et d Astronomie, 
iBSg. 7 fr-

ET D U H A M E L . Problemes et Développemens sur diverses parties desMathe-
matiques, in-8., iS iS , avec n planches, 7 r̂> 

ARrrHMETIQUE h l'usage des Ingenienrs du Cadastre, in-8. , 5 fr. 
M A N U F X d e r i n g e n i c u r d u C a d a s t r e ; p a r M M . P o m m i é s e t R e y a a u d , i n - 4 . , i 5 f r . 

T R A I T É D E Í R I G O ] N O M É T R I E d e L a g r i v e , a v e c i e s Notes de Rey naud, 
in-8., 7 fr-

TXOTES SUR L ' A R I T H M É T I Q U E , i6e e'dit. Ín-S. , 1889, 3 fr. 5o c. 
— SUR L A G É O M E T R Í E , in-S,, ioe édh., T838, 4 fr. 5o c. 
• SUR L ' A L G É B R E e t Application de l 'Aigébre k la Ge'ometne, in-8., 

7meéd i t . , i834, 4 íV-5oc. 
T H E O R É M E S E T PROBLEMES D E G É O M É T R I E , suivis de la theorie 

des Plans et des préliminaires d é l a Géométrie descriptive, comprenant la partie 
cxige'e pour l'admission á l'Ecole Polytechniquej lo1116 e'dit. in-8., 1888, avec 
21 p l , , 5 fr. 

—— PET1T T R A F l ' É É L É M E N T A I R E D ' A R I T H M É T I Q U E , snivi de no
tions de Ge'ome'trie et de Physique, 2 parties en un vol. in-ia , i835. 3 fr 5o c. 

— - N I C O L L E T ET G É R O N O . COURS DE. M A T H É M A T I Q ü E S , á 
l'usage des Ecoles de Marine el des Aspirans á ees Écolcs ; 3 vol. in-8. 

1er vol . Ari thmétique et Algébre, par M . Reynaud (épuisé.) 
ae vol. Ge'ometiie e; Trigonorae'trie , par M . Kicollet. 7 fr. 
3e vol . Statique et Equilibre des Machines , par M . Gerono, i838. 5 fr. 
GARNIER. T R A I T É D ' A R I T H M É T I Q U E , 2e édi t . , in-8. , 1808, 2 fr. 5o c. 

É L É M E N S D A L G E B R E , k l'usage des Aspirans h l 'École Polytechniqae; 
3e c^ i t . , in-8. , 1,811, revue, corrigée et augmentee , , 6 fr. 

Suitede ees Ele'mens, ae partie, A N A L Y S E A L G E B R I Q U E , nouv. e'dit., 
considérablement augmentee, in-8. ,1814, 7 fr. 5o c. 

G É O M É T R I E A N A L T E I Q U E , ou Applicat io» de l'Algebreh la Géome'tne; 
seconde edition, revue et augmentee, 1 vol. in-8., avec 14 planches, iS i3 , 7fr. 

E L E M E N S D E G É Ü M É T R I E , contenant les deux Trigonome'tries, les Éle-
mens de ia Polygonome'tne et du levé des Plans, et Tlntroduction h la Geométne 
descnptivej 1 vol. in-8., avecplaaches, 1812, 5 fr. 

L ^ V ^ S D E S T A T Í Q U E , hl'asage des Aspirans á l 'Éco lePoly technique ; 
1 vo / . m-8, avec laplanclies, 181 r , 5 fr. 

— L E C O N S D E G A L G U L D I F F É R E N T 1 E L : Seéd i t ion , 1 vol. in-8 . , avec 
4 pl-» 1811, 7 fr. 

L E C O N S D E C A L C U L D I F F É R E N T I E L E T I N T É G R A L ; avoI.in-S., 
avec 4 planches, 1811 et 1813, i4 fr-

— T R l S E C T l O N D E L ' A N G L E , suivje deRecherchesanalytiquessnr le méme 
sujet; in-8 . , 1809, J 2 fr. 5o c. 

— D Í S G U S S Í O N DES B A C I N E S des Éqnat ions de'termineesdn premier degre 
a pluíienrs mconnues, et élimination entre deax équat ions de degrés quelconques a 
deuxinconnuesj 2«e'dit . , 1 vol. ¡n-8., 1 fr. 60 c. 
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f R A N G ( E U R , membre de r i n s t i t u t , Professeur de la Faculte des Sciences, ex-

Examinatenrde!, Candidats de TÉcole Polytcchniqoe, etc. COURS C O M P L É T 
D E M A T í l É M A T I Q U E S PLIRE.S, dedié á S .M.Alexandre l e r , Empereur 
de Russie; Ouvrage destiné aux Éléves des Écoles Nórmale et Polyteclmiqne, 
et aux Candidals qui se prépar tn t h y étre admis, etc.; 4e edit ion, revue et 
angmentee, 3 vol. in-8. , avec fienres, 1887, i 5 fr. 

. U R A I N O G R A P A I E ou T R A I T É É L É M E N T A I R E D ' A S T R O N O M I E , 
h l'usage des personnes peu versees dans les Matl iéraatiqaes, accompagne' de 
planisphéres ,e!c.;5eedit. j consid. augm., de'die'e ?i M . AR.AGO , 1 vol. in-8. 
iSSy, avec p l . , 9 fr. 5o C. 

. T R A I T E D E M É C A N I Q U E É L É M E N T A I R E . 

. T R A I T É D E S T A T 1 Q U E , in-8, 3 f r . 
A S T R O N O M Í E P R A T I Q U E , aeédi t ion, revue et augmentéej 1 vol. in-8. , 

avec 5 p l . , 1S40. 7 fr. 5o c. 
C L A I R A E L T . É L É M E N S D E G É O M É T R I E h l'usage des c'coles primairesj 

nouyeile e'dition, i83o, in-8, 4 fr-
—~- E L É M E N S D A L G E B R E , 6* édit., avec des Notes et des Additions trés 

e'tendues, par M . Garnier; precede' d'un Traite d A n t h m é t i q u e par Théveneau , 
et une ínstruct ion sur lesnouveaux poids et mesures; 2 vol. in-8., 1801, 10 f r . 

S U Z A N N E , Docteur és-Sciences, Professeur de Mathématiques au Lyce'é Char-
lemagne, á París . D E L A M A N I E R E D ' É T U D I E R L E S M A T H E M A -
T I Q L E S ; Ouvrage destiné k servir de gulde aux jcunesgens, á ceux snrtout 

Sui veulent approfondir cette Science, ou qui aspirent h étre admis k TEcole 
lormale ou á l 'Ecole Polytechnique; 3 gros vol. in-8., avec figures. 

Chaqué partiese vendséparémcnt , savoir : 
Premiére partie, PRECEPTES G É N É R A U X et A R I T H M E T I Q U E ; sc-

conde édition , considérableroent augmentée , in-8., 6 fr . 
— Seconde partie, A L G E B R E , epu / íee . 
• Troisiéme partie, G É O M É T R I E , in-8. , 6 fr . 5o c. 
B O U C H A R L A T , Professeur de Matl]ematiques transcendantes aux Écolcs m i l i -

taires, Docteur és-Sciences, etc. É L E M E N S D E C A L C L L D I F F É R E N T I E L 
et de Calcul integral, 5e édit., revue et augm., in~8., avec p l . , i838, 8fr . 

- T H É O R I E DES COURBES et des Surfaces du second ordi e, p. écédée des prin
cipes fondamentaux de la Géométrie analytiquej 3e édit . , aug., in-8 {sous presse 
pour paraítre fin de. Septembreprochain). 

É L E M E N S D E M E C A N Í Q U E , in-8., 3e édition, revue ct augmentée, avec 
planches , 18^0. 7fr. 5oc . 

S A U R I , I N S T I T U T Í O N S M A T H É M A T I Q U E S , servantd'introduction k un 
cours de philosophie á Fusagedes Univcrsi tés de France, 6°" éd i t . , i835,, 6 fr . 

L O L P O T , Professeur de Mathématiques au CoJlége royal de Nismes. É L E M E N S 
D ' A S T R O N O M I E ; h l'usage des personnes peu versees dans Ies Mathémat iques , 
in-80, avec planches, 1843, 5 fr. 5o c. 

A M A D I E U . N O T I O N S É L É M E N T A I R E S D E G É O M É T R I E D E S C R Í P T I V E 
exigéespour radraission aux diverses Ecoles du Gouvemement; in-8., i838, 2 f. 5o. 

B A U D Ü S S O N . L E R A P P O R T E U R E X A C T , ou Tables des cordes de chaqué 
angle, depuis une minute jusqu'k cent quatre-vingts degrés, pouc un rayón de 
miíle parties égales; 3e édition , 184^, in-18. 3 f r . 

B E R T H O L D . A R T D E C O N D E I R E ET R É G L E R L E S P E N D L L E S E T 
L E S M O N T R E S , sixiéme et jolie éá'n., &\cc \ú. . sous-presse- . 4 fr-

B R E S S O N . T R A I T É É L É M E N T A I R E D E M E C A N I Q U E A P P L I Q U E E A U X 
SCIENCES P H Y S I Q U E S E T A U X A R T S , in-4. , avec un atlas de 18 plañe, 
doubles, 1842, 25 fr . 

B R I A N G H O N . M É M O I R E sur Ies lignes du second ordre, 1817, in-8., 2 fr . 
C A R L Í E R , professeur de Mathématiques au Collége de Versaiiles. E L E M E N S 

D A R I T H M E T I Q U E , á l'usage des Eléves qui se destinent a PEcoIe Polytech
nique, Mi i i t a i r e , etc.; in-8., 1837, , 5 f r . 

C A R N O T . R E F L E X I O N SUR L A M E T A P H Y S I Q U E D U C A L C U L I N -
F I N I T E S 1 M A L E , in-8. , 3e éd i t . , iSSg , .4 fr. 

C A T A L A N , ancien éléve de l 'École Polytechnique, répétiteur á ladite École . 
É L É M E N T S D E G E O M E T R I E : in-8 . , avec 17 p l . , 1843, 5 fr. 5o c. 

COiNDORCET. MÜÍ 'EJNS D ' A P P R E N D R E A C O M P T E R avec facilité; 3« éd . , 
in -13 , i843, 1 f r . 5o c. 



( 6 ) 
COURS D ' A R I T H M É T I Q U E , D E C É O M E T R I E E T D E T R I G O N Q M É -

T R I E h Tusare des Sous-Officiers du Corps royal d AriiMene, adopte par M . le 
Ministresecréterre d 'É ta t au departcmcnt de la Gucire; m - n . avec G planches, 

18Í0, , . ' > r f ^ f r • L'ARITHMETIQUE se vend separement I tr. 5o c. 
r m i R S D E M A T H É M A T 1 Q U E S , avec des Notes et des A.dd¡tions par 
i ^uuxvo i , V , ^ í v . » r S r i i T . T f 7 —, ÁÍJU , „ . , « » r>r.rri#»cV flt ansnientee. i83a, m-R &_ 

TÉGR. 
o í , " í ' í - O M F T R I E , 1* ¿dit . rcvne corrígee ct augmentee, T83a, in-8., rfr PETRAKD. G f E A ü m ^ ^ L c i j L D Í F F E Í > E N T I E L E T I N T E G R A L , ^ voí. 

cousm. 
- ^ ¿ f r Í J S É L É M E N T A I R E D E L ' A N A L Y S E M A T H E M A T I Q U E 

D'^BR'EÜ ^ R I W C i P E S M A T H É M A T I Q U E S de feu Josenh-AnastasedaCuth^ 
Professeur á l 'Univcrsité de Coímbre ( corriprenant ceux de 1 Aruhmét ique , de 
la Geométr ie , de i 'Algébre, de son Application h la Geometne et du Calcul dif-
ferentiel et integral, traites d'une maniere enüercment nouvel le) , traduit httera-
lement du Portugais; in-8. , 1816, • _ . , 6 i r . 

D I D I E Z . COURS C O M P L E T D E G E O M E T R I E , divise en qaatre partios, 
i repar t ie . Géométrie plañe , section í;lenient<ure, in-o.j y - i T i r ™ r ^ ^ l & ' 

DUBOURGTJET. T R A I T E S E L E M E W T A I R E S DE^ C A L C U L D I F F É R E N -

etdes artistes, des sous-chefs et des chefs d'ateliers et de manufactures5 3 voi. 
in-8., 1826. 18 fr. 
Les volumes se vendent séparément: 
ier volunte. G E O M E T R I E , cu des Formes necessaires h r i n d u s t r í e , 6 fr. 
ame volume. MACHÍlNES É L É M E N T A I R E S nécesssaires h l ' lndustrie, 6 fr. 
3me volume. F Ü R C E S M O T R I C E S necessaires h l 'lndustrie , 6 fr. 

J O U R N A L D E L E G O L E P O L Y T E C H N I Q U E , par M M . Lagrange, Laplace, 
Monge,Prony, Fourcroj , Berthollet, Vauquelin, Lacroix , Hachette, Poisson, 
Sganzin, Guyton-Morveau, Barruel, Legendre, H a i i y , Malus, Ampere , Binet; 
28 cahiers i n - ^ . , avec des planches, aSo fr. 5o c. 

Les cahiers ct-aprés se vendent séparément, 
3e Cahier r í . 
ü - 7 5e — 

7et8— 30 
7et8— bis — {Mécan. phi l . , 

par M . PRONT.) . . i 5 
9e — 7 

31e — 12 
iae — 22 
id» - i 5 

i6e — i5 
. i5 •7 — 

20® — 10 
aae — 
3 3 e — 

8 5o 

i " Par suite de l'adjudication qui m'a e'te faite par le Domaine public, je suís seul 
possesseur de la totalite des exemplaires du Journal de l'Ecole Polytechniaue. 

A partir du 23c cahier, j ' impr ime ce Journal pour mon compte: la copie m'ea est 
remise par M . le Birecleur des Eludes. 
É P U R E S D E G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E A L ' U S A G E D E L ' É C O L E 
a R O Y A L E PO L Y T E C H I N I Q U E , con teñan t 102 planches gravees in-fol. (sans 

tex te ) , sur la Geometrie descriptive, la Charpente, la coupedespierres,laPers-
p e c ü v e e t l e s O m b r e s . Prixen feuiiles, r • ig fr-

C O L L E C T Í O N D ' É P Ü R E S D E T O P O G R A P H Í E A L U M I É R E O B L I Q U E , 
in-rol.,sans texte , 6 fr. 5o c. 

— D E T O P O G R A P H I E A L U M I É R E D I R E C T E in-fol . , sans texte, 
6 fr. 5o c. 

EP"1,68 de machines, 4 ^ 
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de 1'Algebre, etc. , t raduit de I'italien par Roxrx, de Genéve, 2 vol . m-8., o fr. 

A C H E T T E , ex-Professeur h l 'Ecole Polyiechniqne. P R O G R A M M E S D ' U N 
COURS D E P H Y S 1 Q U E , ou Precis deskcons sur lesprincipaux plienoménes 
de la natnre , et sur quelques appücations des Mathe'matiques á la Piiysique, in-8., 

J J V T G W Y . M O Y E N D E S l i P P L É E R P A R L ' A R I T H M É T I Q U E A L ' E M P L o i 
DE L ' A L G E B R E dans les questions d'ínle'réts composes, d 'annuités , d'amortisse-
mens, etc., t e rminé par une application spéciale du méme proce'de h l 'extincíion 
de la dette publique, ia-8., iS iS , a fr. 

L A G R A N G E , Membre de l lns t i tu t . L E C O N S SUR L E C A L C U L D E S 
EOINCTIÜINS, in-40., 1808. , fr. 

— T R A I T E D E L A R E S O L U T I O N D E S E Q U A T I O N S N U M E R I Q U E S de 
tous los degres, avec des Notes sur plusieurs points de la The'orie des Equations 
alge'briques , 3e edition, i n - ^ . , 1826, i 5 fr< 

— T H É O R I E D E S E O N C T I O N S A T N A L Y T I Q U E S . in-4 . 
— T R A I T E D E M É G A N I Q U E A N A L Y T I Q U E , édit., 2 vol. m-^ , 36 fr . 
L A P L A C E ( M . le marquis de ) , Membre de ITnstitut. E X P O S I T I O N D U 

S I S T E M E D U M O N D E , precédée de l'clogede M . de Laplace par M . fourier , 
6e edition, i835, in-4-f avec por t ra i t , 18 fr. 

——Le méme, 2 vol . in-8., i835. , . i 5 fr , 
—ESSAI P H I L O S O P H I O U E S U R L E S P R O B A B I L I T E S , í n - 8 . , 6 e e ' d . , i84o,5f. 
L E F E V R E , Géométre en chef du Cadastre. N O U V E A U T R A I T É D E L ' A R 

PEN T A GE , k l'usage des personnes qui se destinenth Pctal d'arpenteur, au 
leve des plans et anx operations du nivcllement, 4e edit., entiérement refondue et 

2 vol . ifi-8. avec 3o planches nouvellement gravees, 1826, 
— G L T D E P R A T I Q U E E T M É M O K A T I F D E L ' A R P E N T E U R , particn-

liérement destine' aux personnes qui n'ont point étudié la- Géome'triej conlenant 
tontes les méthodes ne'cessaires pour l'Arpentage, le leve des plans, l'ame'na-
gement des bois, lenivellement, le toise, etc., 1 gros vol. in-12 avec 18 planch., 
dont une coloriee, . 6 fr. 5o c. 

M A N U E L D U T R I G O N O M E T R E , servant deGnldeaux jeimesingenieurs 

et des surfaces planes, etc., ou Loneiplanimétrie pratique, in-8. , 5 fig , 1827, 5 fr . 
L E F R A N C O I S . ESSAIS D E G E Ü M E T R I E A N A L Y T I Q U E , ^ edition, 

revue etlaugmente'e , 1 vol. in-8., 1804, 2 fr. 5o. c . 
L E T E R R I E R . M É T H O D E E T T A B L E k Pusage des Geometres , pour rap^ 

porter sans le secours d'autrcsinstrumens que l 'echeüe et le c o m p á s , les angles 
observe's avec le graphoraétre et déduits de paralleles; in-18., 1 fr . 

L H U I L I E R . É L E M E N S D ' A N A L Y SE G É O M E T R I Q U E et d'Analyse a lgé-
brique, appliqués h la recherebe des lieux georaétriques, in-4-, «1809, i 5 fr. 

L I B E S , Professeur de Phvsique au Lycée Charlemagne k Paris etc. H I S T O I R E 
P H I L O S O P H I Q U É EfES P R O G R É S D E L A P H Y S I Q U E , 4 vol. i i i -8. , i 8 i r 
« t i H i í , , , , 20 f r . 

. T R A I T É C O M P L E T E T É L É M E N T A I R E D E P H Y S I Q U E , presenté 
dans un ordre nouveau, d'aprés les de'convertes modernes; 2e édit . , revue, corri-
gée etconsidérablement augmentée, 3 vol. in-8., avec fig., I8T3, 18 fr . 

L U B B E r S . - F . ) , Professeur á lTin ivers i té de Berlin. T R A I T É E L E M E N T A I R E 
D E C Á L G U L D I F F É R E N T Í E L E T D E C A L C U L I N T E G R A L , traduit de 
I'ailemand par M . Kartscher, in-8., 1832, . 7 fr» 

M A S C H E R O N I . PROBLEMES DE G E O M E T R I E , résolus de diíFcrentes nía-
nieres , traduit de l ' i t aüen , vol . in-8., i838, 2e e'dit., 3 fr. 5o c» 

M A S C H E R O N I G E O M E T R I E D U C O M P A S , traduit de I'italien par M . CA-
RETTE, Officier supérieur du Gcnie, in-8., 2e e'dit., augmentée d'une Notice 
biograpbique sur l'autenr, 1828, belle édition , 6 fr; 

M A U D U I T, Professeur de Mathématiques au Collége de France h Paris, L E C O N S 
É L É M E N T A I R E S D ' A R I T H M É T I Q U E , on Principes d'Anaiyse numerique, 
in-8., nouvelle edit ion, 1804* o fr. 
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toutcs sones (le plans et sur les surfaces de Ja spliere, et du cylmdre droit, 
sans aucan calcul, et en ne faisant usage que de la regle et du compás, suivie de la 

maires, 
P: 

s óBVtage adopté par le consol roval de rUmvcrs i te , in-12, i fr. 
l tE '(J-- l -)- lEXEtiCICES SUR L A " P H I S I Q U E , ou recueil de Questions, 

de Problcmes et d 'Éclaiicissemens , sur Ies differenteé parties de celte science, 
avec les solmions, i vol. in-8.,_i838. . .,-A , r, . f , • r 4 .t'r-

p n V T F r O U L A N T f nE ) , ancicn t leve de rLcoIe Folytechnique, Lapuaine 
au corps royal d 'État-Major. THEOR1E A N A L Y T Í Q U E D Ü SYSTEME 
D U MOINDE, 3 vol. iu-8, avec Supple'ment, i8a6 et iSSq, 3 3 fr. So c. 

P O U L L E T - D E L I S L E , Professeur de Mathemadqucs. A P P L I C A T I O N DE 
L ' A L G E B R E A L A G É O M É T R I E , in-8., 1806, " 5 fr. 

P U Í S S A W T , Menjbre de l ' Inst iuu. R E C I J E Í L DE D I V E R S E S PROPOSI-
T I O N S D E G É O M É T P J E résolncs ou démontrées par lAnalyse ; 3e cd. 
ancrrentee d'un nrécis sur le L E V É DES PLATNS, in-8., 1824, 7 fr. 5o c. 

. T R A I T É D E G E O D É S 1 E ov E X P O S I T I O N DES M É T H O D E S TRIGO-
N O M É T R I O U E S E T A S T R G N O M I Q U E S A P P L I C A B L E S A L A MESURE 
D E L A TERRE ET A L A COINSTRGCTION D U C A K E V A S DES CARTES 
T O P O G R A P H I O L E S , 3e edlt. revué et aug., a vol. ¡11-4., avec p l ,1842, 40 fr. 

R E G W A G L T , Professeur de Matheraatiques. T R A I T E D E G E O M E T R I E , 
comprenant les opérations graphiques et de nombrcusesapplicalions aux travaux 
d'art ct de construction, t vol. m-80 , avec IT planches, 18I2. 5 fr. 

R I V A R D . T R A I T É D E L A S P H É R E E T D U C A L E K D R I E R ; 8e ¿dit. (faite 
sur la 6e donnee par M . Lalande ) , revue et augmentee de notes et additions, par 
M . Puissant; 1 voL in-8., avec 3 p!. bien gravees, 1837, 5 fr. 

S I M O W I N . T R A I T E D ' A R I T H M É T i p U E D É C I M A L E , ¡n-8., 2 fr. 5o c. 
S E R V O I S , Professeur aux Écoles d'Artifletie. Essai sur nn nonvean mode d'ex-

posiíion des PRENCIPES D E C A L C U L D I F F É R E N ' L I E L , in-4, 1 i r . 5o c. 
S O U L A S . L A L E V E E DES P L A N S E T L ' A R P E N T A G E R E N D U S FA

C I L E S , precedes de notions elementaires de Trigonométr ie rectiligne \\ l'usage 
des employt;s au Cadastre de JaFrance, deuxiéme édi t ion, revue et corrige'e, 
1 vol. in-18- , 1820 , avec 8 plancjies , 3 fr. 

S T A I N V I L L E , Répe'tiieur h l'ÉcoSe Polyteclin ique. M É L A N G E S D ' A N A -
L Y S E ALGEBRIQXJE E T D E G E O M E T R I E , ¡n-8., avec pl, i 8 i 5 , - fr. 5o c. 

T E R Q U E M . , professeur aux Eróles d'anilleiie. EXERCICES D E M A I H É M A -
T I Q U E S E L E M E N T A I R E S , á l'usage des collegcs ct aspiraras aux Ecoles 
Militaire, Polyteclniique,Foiesticne e t N a W l e . A R I T H M É T I O U E e t A L G E B R E , 
in-8. , 1842, ; 5 fr! 

T R E U I L , Professeur ?i l'Ecole militaire de Saint-Cvr. ESSAI D E M A T H É M A -
T1QUES, contenant quelques détails surrAmhmetique, rAlgebre , la Géométrie 
et la Statiqne, in-8., 1819, 3 fr, 

J O U R N A L D E M A T H É M A T I Q U E S PURES E T A P P L I Q U É E S , recueil 
mensnel demémou-es sur les diverses parties des mathémaiiques parJ. LIOÜVILLE. 
I I paraít re'guliérementun caliier chaqué mois. 

Prix de rabonnement par an , 30 fr. 
Et franc de port pour les departemens, 35 fr. 
Et pourl'e'tranger , ¿{o fr. 

Nota. Ce journal a commence & paraítre le P R E M I E R J A N V I E R 1856. 

SOUS PRESSE. 
É L É M E N T S D E C H I M I E E X P É R I M E N T A L E E T T H É O R I Q U E ; par 

M . M U N I N , ancíen eleve de PÉcole Kormale, etc. 2 vol. in-8., avec planches. 

Imprimerie de B A C H E L I E R , rué du J a r d i n c t - S a i n t - A n d r é . d e e - A r c s . no n . 
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