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LECCIÓN PRIMERA. 
• • — — 

Integración de las funciones diferenciales mas sen
cillas de una sola variable. 

1.° Una función diferencial de primer orden de una sola 
variable eslá en general representada por X d ce, siendo X una 
función de x: esta función diferencial es siempre el resultado 
dé una diferenciación practicada sobre una cierta función y 
de la variable x , de modo que se tiene 

.. - ' d y 
d y ~ X d x y — = X 

d ce 

ó por lo menos se puede siempre mirar como el resultado de 
una operación semejante. La operación, pues, llamada íníe-
gracion consiste en hallar la función y cuando es dada la 
diferencial X d x , 6 en general hallar una función de x que 
diferenciada dé la expresión X á x. Esta función y que licne 
por diferencial X d x , se llama la integral de dicha diferen
c ia l , y para indicar esta operación, se coloca el signo 5 de
lante de X d x ; así, supuesta la ecuación d y = X d x , se ve
rifica por consecuencia de ella esta otra y = 5 X d #, y tam-



bien reciprocamente. Pero conviene observar, que, aun des
pués de hallada una función de a?, que diferenciada dé por 
resultado X d x , todavía se le podrá añadir una constante cual
quiera C, sin que por eso deje de tener la misma diferencial: 
luego si la función que se trata de hallar no nos es conocida, 
sino por la condición de que diferenciada dá por resultado 
X d x, debemos, para obtener su expresión general, compren
der en ella la cantidad constante y arbitraria C. Según eslo la 
integral de la función diferencial propuesta X d x sq debe ex
presar en general de este modo 

y = C - $ - S X d x 
En esta ecuación S X d x representa el resultado inmediato 

de la integración, esto es, la función de x, que diferenciada 
daría X d w; y G es la constante arbi t rar ia qae se debe agre» 
gar á esta función para dar á la expresión de la integral y 
toda la generalidad necesaria. Añadiendo esta constante, es 
como quedamos satisfechos de que y comprende todas las 
expresiones analíticas formadas de la variable x que dan por 
diferencial común X d x, porque tampoco se podría añadir á 
la cantidad S X d x sino otra cuya derivada fuese nula, es 
decir cero. 

Mientras la integral y no esté determinada por otra c i r 
cunstancia que la de tener por diferencial X d x , la constante 
arbitraria C permanece enteramente indeterminada; pero en 
las cuestiones que se resuelven por medio del cálculo integral 
siempre hay condiciones, en virtud de las cuales se puede íijai? 
su valor, y llegar á un resultado enteramente determinado. 

Desde luego podemos decir en general, que la constante 
arbitraria C, queda determinada siempre que, dada la diferen-
c'ial X d x cuya integral 1/ se pide, se añade la circunstancia 
de que á un cierto valor dado a de ac corresponde también 
otro valor dado 6 de ?/, pues sustituyendo en la ecuación 
y =* C j ¿ ¿ X d x tendremos C = 6 — /" (a) 

2.° No carece de fundamento el haber adoptado por signo 



- 5 -
para indicar la inlegracioü la letra 5 inicial de la palabra 
suma: en efecto, una función cualquiera se puede siempre 
considerar como la suma de, un número infinito de valores ;de 
su diferencial. Para hacerlo ver claramente volvéremos a h a 
cer uso de la consideración ya empleada otras veces de los 
valores subcesivos. 

»<,> ^ + 5 a?, £P0-{-2 J x ,xu 4 - 3 5 a;.. . . . x0 -}- (n — 1) í ir, 
ir. - { -n ía?, dados á la variable independiente x, y que se d i 
ferencian constantemente en la cantidad 5 x , y los correspon
dientes valores 

•: , 0 7 {'11 ' " • • . 

que toma entonces una cierta función y de dicha variable. 
Representando por a t/0, A 1/4, A y 2 . . . . A í/n.i las diferen

cias entre dos valores consecutivos de y , y supuesto que entre 
los valores x = x0, x = xn la función y no tiene valores infi-; 
nilos, se lî ene evidentemente 

2/» ̂  2/o + A í/p + A 2/1 + ^ 2/2 + A yz +.. . . . -fc A Va-i 

cuya expresión puede escribirse también así: 

/ A ! / o A 2 / t ' ' ¿ y » A 2 / ( « - i ) \ 
2/n = 2/o+ ( -i H h • • • • Px-

^ $ X $ X $ x $w S 

figurémonos ahora que la cantidad S x disminuye cada vez 
mas, aproximándose á cero, y que el número n aumenta al mis
mo tiempo y en la misma relación, de modo que la cantidad 
n $ x no varia: entonces el número de términos contenido en 
el paréntesis aumentará mas y mas y el valor de cualquiera 

A 2 / i 
de ellos, tal como se acerca sin cesar al del coeficiente 

¿ x 
d y 

diferencial - — , que corresponde al valor x 0 - \ - Z x de la va
ri a* 
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riable x , luogo,á medida que 5 x disminuye, la cantidad 

Y 1_ ^ _ _J_ _ _ _ _j- . , . r . ^ - u — U X 
\ $ X $ X $ X $ X / 

se aproxima á un límite, que es la suma de los infinitos valores 
d y 

que toma la diferencial d x de la función propuesta^ 
d x 

cuando la variable x crece por intervalos constantes e infinita* 
mente pequeños como d x desde x = x0 hasta x = x 0 -{- n S x . 
Se sigue de todo esto que, para pasar de un valor cualquiera 
y0 de la función á otro cualquiera y, hay que añadir á y0 la 

d y : 
suma de todos los valores que toma la diferencial d x 

' - . ' . • • • • d x 
en el inlérvalo comprendido entre los valores x 0 y x que cor 
responden á y0 é y . 

Si representamos, pues, como arriba p o r X d x ]a diferen-
f- . . , - / • 1 d & • -. 

cial de la función y , es decir d x , podremos en lugar de 
;: ., ,:' :,.. $ ® 

la ecuación precedente poner esta 

. . .y=y0-{-S x- X'dx / 

en la cual el signo S Xa denota que se ha tomado la suma de 
los valores de la diferencial X d x correspondientes á todos los 
valores x0, x0 -{- d x , x 0 - \ ' 2 d x , xa -^-'á d x. . . . etc. hasta 
el valor xt, -{- ( n - i ) d x que precede al valor de x correspon
diente é la función y que está en el primer miembro. De este 
modo se especifica cuál es el valor particular a;0 correspon
diente á y0 desde el cual se cuenta aquella suma. 

La ecuación anterior subsiste ademas, cualesquiera que sean 
los valores correlativos a?0 é ?/„; y si se hubiese dado simple
mente una diferencial X d x , sin expresar desde cuál valor x0 
de la variable se quería contar la suma de sus valores, ni cuál 
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era el valor corrcspondienle y0 de la función, entonces no ha
bría absolulamenle medio de determinarlos. 

Considerando, pues, á la función y en la ecuación prece
dente como sujeta solo á la condición de tener por diferencial 
X d x , es preciso mirar íx x0 á y0 como enteramente arbitra
rias: entonces es inútil marcar el valor indeterminado de x 
desde el cual se ha contado la suma S X d x, y se puede es
cribir como en el número anterior y — C -\- S X d x. 

3.° Esplicada ya la naturaleza de la operación llamada inte
gración, nos resta ahora esponcr los medios que la análisis su
ministra para efectuarla, es decir, para hallar la función finita 
de la variable x que diferenciada daria la diferencial propuesta 
X d x ; 6 bien para hallar la función primitiva cuya derivada ó 
cuyo coeficiente diferencial de primer orden es X . Pero debe
mos hacer notar que, aunque la operación que tiene por objeto 
dada una función i/ deducir su diferencial d y , se efectúa por 
un procedimiento regular y seguro que conduce siempre al 
resultado apetecido, la operación inversa que se propone por 
el contrario retroceder de la diferencial á la función primitiva 
no se puede efectuar completamente sino en casos particulares, 
y como si digéramos^ por escepcion de la regla. En efecto, 
hablando en general, no podemos tener seguridad de obtener 
en términos finitos la función primitiva de x que corresponde á 
una diferencial dada X d x , y muchas veces nos veremos pre
cisados, como se verá mas adelante, á suplir por métodos de 
aproximación la imposibilidad de hallar exactamente la expre
sión de la función primitiva. Conviene, pues, conocer los prin
cipales casos en que la integración es posible, y los métodos 
que en cada uno de ellos se deben emplear. -

4.° En primer lugar debe observarse que losísignos S y d se 
destruyen puestos el uno á -continuación del otro, porque indi
cando dos operaciones contrarias dejan en el mismo estado á 
la expresión á quien afectan. Esto supuesto, es evidente que 
se obtendrá desde luego la integral de una diferencial pro-



puesta cuando está presente la misma forma que algunas 
de las que obtuvimos para las funciones simples en la lección 
1.* del cálculo diferencia!. Asi se ve desde luego que 

íc m -f- 1 
d y ~ x m d x se tendrá Srft /=t/ = C- | 

m -f- 1 
dx , . „ , , 

rf i; =, — y = C 4- Ix 

, d y = e* d x y =zú -\~ ex 
. ;;: Bl • 7 80ÍÍJC . • • • ••a*' ' ' 

d y — r d ^ d x y == c ^ - — 
' - ' • ' l a 

id y = sen. x d x V ~ c — c05« $ i 

, ' í l y z^cos . x d x y±=c-\-sen*x 
0) ¡hi : •. • dx • , • : ^ ; 

^ í y ^ - ^ - — ; y ===<>:-%- l a n g . x , 
" cqsS-x m . , , . . . . •';•:. sota aa 

d X ., , • • . . |}| obiosJdtiO obóiífig'Ji 
rf y = — / y — c-\-col .x 

sen.2* 
^"; d x 

d y = * — • i / = c + are. («en. = a;) 
•-^/l—a;3 98 nono!; 

: mo rf» '••; 
d y == ——i -• - y — c-\- ara ^ós. = a;}" ;'j 

, : ' ^ ._ , \/{ — xz . , : , . oí • 

• s ; •, ^ ; K ' . bubilidieoqffti el floiDBfüi 

CÍ ÍC • lia AÍ 
d y = — '- y = c~{- are. (coi. «=• as) 

l-f-a)2 
^tn + i : ••:.;: I aoiaaii 

La fórmula S a,m d ac «= — ^ subsiste en general para 
m-$- l ••• 

todos los valores positivos ó negativos, enteros ó fraccionarios 
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y hasta irracionales del cxponcnle m, siendo dignos de notarse 
los dos casos siguientes: 

d x 4 d x 
5 — = 5 —r^ = 2 i / .x 

x2 x y x 
que se presentan con mucha frecuencia. Examinando el caso 

d x 1 
en que m = — 1, la fórmula da — — - , y no debemos por 

x 0 
esto inferir que el análisis dé un valor infinito para la integral 

d x 
de la función diferencial — , lo que seria un absurdo. Para 

i x 
esplicar este caso, debemos tener presente que la integral se 
ha de completar con una constante arbitraria, y lo que necesi
tamos venir á deducir es tan solo que la expresión general 

x m - \ - \ 
C_j dá el resultado que deba corresponder en lodos 

m -{- 1 
los casos y por consiguiente en el de m = — 1. 

Para ello en la expresión y = c- \ determinemos 
m- \ - 1 

la constante por la condición general de que y sea cero.cuando 
x == a y tendremos 

o = c- \ ; ó c=~ 
w 4 - 1 m -4- 1 

y sustituyendo será 

a, »* + 1 _ a m + 1 
y = — 

m -4- 1 
n 

que con m = — 1 se reduce á - libremos de iridelcnninacion ' 
O 

derivando ambos téi-minos do la fracción en concepfo dé m 
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variable y tendremos y = l x . En efecto eslc debe ser el valor 

d x 
de la función y, cuando m — I ; porque sabemos que — es-

x 
presión diferencial á que se reduce la propuesta amí/a;cuan-

d x 
do íti •= — 1 , proviene de ¿ a? es decir que d l x = . Lo 

x 
espuesto sobre la expresión diferencial xm d x da lugar á dos 
observaciones. 

1.* Que en toda espresion de la forma y ~ c -\- S X d x 
no porque la parte S X d x incurra en un valor indeterminado 
o op debemos decir que lo es la función y, sino que á esta le 
corresponderá el valor que resulte de la suma (7-}-5 A'(í ¿c 
luego que sea determinada la constante C. 

0 
2.° La circunstancia de incurrir en - !a espresion 

0 
i/8fife con m = — 1 ocurre en el mo-

m + 1 
mentó en que y = S xm d x cambia de naturaleza como se ha 
observado en otros casos, pues de ser ahora y algó4)rica con 
cualquiera valor de m, pasa á trascendente con ni — — I. 

5.° Obtenidas las integrales de la tabla puesta en el artícu
lo anterior pasaremos á dar reglas para obtener las corres-
pr dientes á las demás espresiones diferenciales y desde luego 
podemos decif que para obtenerlas es preciso emplear dife
rentes procedimientos que tienen siempre por objeto, ó ya 
descomponer la función en otras mas sencillas y que puedan 
reducirse á las esplicadas, ó ya variar su forma mediante la 
sustitución de una nueva variable en lugar de la se, á fin de 
que la diferencial propuesta tome una forma de aquellas cuya 
integral se conoce inmediatamente, ó ya por último hacer de
pender la integral pedida de otra integral mas fácil de obtener. 

Este último es el método que se conoce por el nombre de 
integración por partes, que es uno de los mas generales, y 

y •+. M T b l f - Ó&-
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(|uc con aias IVecuencia se emplean, en el cá lcu lo in tegra l . Para 
csp l i ca r l c , observaremos que d u v ~ i i d v - \ - v d u , luego 
será recíprocamente u v ~ S {u d v -{- v d u) = S u d v -+-
5 u í / í í (véase el número 7 , advertencia segunda) de donde se 
saca 5" u d v == u v — S v d u. 

A s i , pues, con tal que se consiga poner la d i ferencia l p ro-
pues(a en la forma u d v , es dec i r bajo la forma de un p roduc 
to, en el que uno de los factores sea una func ión finita u de ü , 
y el otro una función d i ferencia l d v cuya integral sea conoc i 
da , la investigación de la integral pedida quedará reducida á la 
integral S v d u . No es necesario advert i r que la expresión de 
la integral pedida se debe siempre completar con una constan
te arbi trar ia que no heñios expresado en la ecuación anterior. 

P a r a hacer visible con un ejemplo la ut i l idad del método 
de integración por par les, propongamos la d i ferencia l d y = x 
eos. x d x l a consideraremos compuesta de los dos factores x y 
eos. x d x , de los cuales el segundo tiene por integral sen. x : 
ap l i cando, pues, la fórmula general diremos 
S x . eos. x . d x = x sen. x — S sen. x d x = x sen. x-{-cos. x , 
y completando la integral con una constante arb i t ra r ia , se i iene 
y . ~ C - ^ - x sen, x- fceos. ¿c, expresión cuya exacti tud se c o m 
prueba fáci lmente por la d i ferenciac ión. 

E l buen éxito de la apl icación de este método depende siem
pre del acierto en la elección de los factores en que se descom
pone la d i ferencia l propuesta; si en la d i ferencia l a n t e r i o r a 
eos. x d x , hubiésemos descompuesto en los factores eos, x y 

x2 
x d x de los cuales el ú l t imo tiene por integral — , hubiese-

2 
raos tenido 

x2 eos. x xz x2 eos. x 
S eos.x . x d x = S — X — sen ,xdx- -

2 2 
x* sen. x d x ^X-f2 

s 
l • 
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donde se ve que la inlegral pedida depende de olra mas com
plicada que ella. Se debe, pues, descomponer, siempre que 
sea posible, la diferencial propuesta de tal modo, que la inte
gración de uno de los factores y la diferenciación del otro con
duzcan á espresiones mas sencillas, y cuya integral se presente 
inmediatamente. 

7.° En la practica de la integración de las funciones dife
renciales conviene mucho tener presente las tres advertencias 
siguientes que contribuyen á facilitarlas. 

Ír \ Que todo factor constante que afecte á una diferencial 
afecta igualmente á la integral, asi 

d y ~ a X d x ák^j = C -\- a S X d x {*) 
2.a Que cuando la función se compone de la suma de va

rias diferenciales, la integral pedida es igualmente la suma de 
las integrales correspondientes á estas diferenciales, y tomadas 
separadamente, es decir que 
d y=X1 d x + X ^ d £c-f-X¡ d x dá y = S X ^ x - j - S X ^ d x -{-
S X 3 d x (**) 

(•) Porque se sabe por el cálculo diferencial que la cons
tante a que afecta á la función, afecta del mismo modo á la di
ferencial, luego si en la diferencial hay un factor constante, 
será porque también lo habia en la función primitiva ó en la 
integral. 

(* •) Porque si suponemos 
d X ' = X , d x ) ( X ' ^ S X ^ i x 
d X " = : X 2 d x ¡ ó bien \ X " = S X : ¡ d x 
d X ' " ^ X 3 d x } [ X ' " ;=: S X 3 d x 

se tendrá según lo dicho en el cálculo diferencial 
d y ^ d X ' ~ \ - d X " + d X ' " = d [Xf + X " + X ' " ) 

c integrando ambos miembros 
S d y = S d ( X ' + X " - f X ' " ) que es lo mismo que 

?y = X ' -f- X " + X " \ luego poniendo por X ' , X " , X ' " sus va
lores y añadiendo la constante será por último 

y ^ c + 5 X . d a? - f S X , (í ¿» 4 - S X3 d x 



3.' Que cuando uuu í'uuciün tiene por s i , ó puede tomar, 
mediante una transformación, la forma f {X) d X , siendo A' 
una función cualquiera de x , entonces dicha función puede ser 
tratada como si X fuese una variable independienle; de mane
ra que si F [x] significa la función cujla diferencial es f {x) d xt 
es decir, si se tiene F { x ) = S f { x ) d x se tendrá del mismo 
m o d o F ( X ) — 5 / ' ( X ) d X . 

Sirva de ejemplo la diferencial 
... 

d y = x1*-1 X sen. (a -\~ b xm ) d x ; 
. • 

multiplicando y dividiendo por m &, se puede decir 
1 v : 

d y = sen. {a -\- b x m ) m b ^ ^ ^ r f ^ ^ ' é ^ d mbxm- i d x 
m b 

es la diferencial de la función a - j - 6 a;™ que está afectada del 
signo del seno, luego, si hacemos X = a -\- b xm, tendremos 

d y == — s e n . X d X , cuya integral es 

i 1 
y = C eos. X = C eos. (a -f- b x7"), como se 

m b mb 
podría comprobar por la diferenciación. 

LECCIÓN 2.-

integración de las funciones algébricas. 

8.° Lps func¡pue,s algébricas pueden ser racionales ó i r ra
cionales. Cualquiera que sea la naturaleza de las primeras po
demos presentarlas bajo la forma 

f (x) ¡'''(-yiq o ;i 3 
PCx) - \ 

F X x ) 
siendo la primera parle un polinomio racional en &', y la se-
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ganda una fracción cuyo denominador sea de mayor grado 
que el numerador por cuya razón la inlogracion déosla clase 
de funciones quedará expresada en 

^ v .S. í <p {X) -\ — ,j d x = S <p (X) ( la;-\- S ——- d x 
\ F (x)/ i O) ¡ 

La primera integral está ya demostrado su modo de obte
nerla, pues está comprendida en S (A -\- fí x -\- C #2.,". .-(-
K xm) d x — S A d x -j- S B x d x-%- + S K xm d x . 
En cuanto á la segunda, se sabe que toda fracción racio
nal se puede descomponer en tantas fracciones de primer 
grado cuantas raices reales contenga su denominador; y en 
tantas fracciones de segundo grado cuantas raices imaginarias 
conjugadas contenga, todo esto bajo el supuesto que 110 con-
lenga el denominador raicts iguales^ pues en teste caso son los 
denominadores las potencias sucesivas de los facióles reales 
de primero ó segundo grado desde el gfado'máyór en que en
tren hasta el primero según se demostró ya en eKtratado de 
las series. 

/ » 
Bajo este supuesto, la espresion solo puede ser des-

'F{x) 
compuesta en fracciones de las formas siguientes: 

A d x A d x (A x -\- B ) d x {A x -{- B) d x 

x - a (a;-a)m' (>-a) z+.6? ' [ (^-fj), 2_j_ ¿,2 ]m 

Los denominadores de las dos últimas espresiones son los 
factores de segundo grado correspondientes á cada par de rai
ces imaginarias conjug&das de la forma general x = a -+z 

h [ / - i , cuyo producto de sus factores de primer grado es (x-

a -{- b \ / A ) [x-a-b [/- i ) «=- (m-a) i-\- b2 
I,8 y 2.a liaciendo en las dos primeras x -a~ rZ quedan 
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A d z A d z 

reducidas ú las formas S , 5 , por lo lanío sus 

inlegrales son 
• 

A d x 
C - \ - A l { x -a ) ;S — — = 

(x-a)m 

• - \ \ - . 

k d x 
S , = C - \ . A l {x-a); S — - i - = — f- C 

x-a {x-a)m im-\) (x-d)"1-1 , 

S." Observando la forma de la 3.* se puede conocer que 
si en vez del lérmino A x d x tuviésemos otro de la forma 
A (x-a) d x , podrfia descomponerse dicha fracción en otras dos 
del mismo denominador, la primera de las cuales correspon
derá á un logaritmo y la segunda al arco función de la tan
gente. Para verificar esto, podemos dar al numerador la forma 

A x -\~ É 

(,x-«)2-f- 62 
(.4 a *jf B) d x 

A (íc-c) -\- [A a -\~ B) A (x-a) d x 
d x=k=~ lJ dx—'• • — 

{x a) 2-{- 62 {x-a) 2+6 

con lo cual la integración pasará á ser 

A (x-a) d x (A a - \ ~ B) d x A 
S _ + S — • ~ —l [ (x-a) s -f-6' ] + 

>-fl)2-M2 (x-a)2+b2 * , 
(A a + B) d x 

S 
{x-a) 5-f b2 

. ; • . ' • ' - A á -\- B 
Dándole á la úlüma integral la forma, 5 

1 - j - ^ 
l A a -\- B x-a 

• — — - — X â c. tang. f- C. 

i . ,, , ,. . (A x -}- B) d x 
*• lin el ultimo caso S — haciendo las mis-

' 



mas irausforinacioncs del caso uuterior queda bajo la forma 

A (x-a) d x {A a + B) d x 

[ {x-a) 24- 62 ] m [ [x-a) 2+ 62 ] ^ 

A A a -\- R (I z 
- / F ^ 5 — f/l) 

2(m-l)[(a;-a)2-t-6a) m 62 (m-1)^ (1 + 2=) « 

Esta úliima integral no puede encontrarse directamcnlc, y 
hay, que hacerla depender de otras mas sencillas. Para esto 
dándole la forma 

d z (1 + z * ) d z d z 

z d z ~- d z z 

\ _^ 2--) m _|- 1 (1 _|_ 2») Wí + 1 CJ x w (,| + .«^ > 

1 d z 
S 

2 w (1 4 " ^ ) m 
Im );i I 

cambiando m en m — 1 se obtendráj 

'.• d z d z 
S ^ S ^ ^ 

2 ( m — 1 ) ( l _ f ^ ) m _ . ( 4 + 2 ^ m 2 ( m — O í l + s 2 ) " 1 - 1 

2^ ín — 3 > d z 
_| ^__ 5 . ^ ,fí] 

2(^1 — 1) 1 - j - ^ ^ m - 1 ' V ' 

operando con la última integral del mismo modo que con la 
análoga anterior, ó mejora sustituyendo en el resultado ante
rior {{B)) por m, m - \ , y asi sucesivamente quedaría (por ser 
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d z 

vn entero positivo) dependiente de S = a rc . l ang ,=s ; 
i - \ -Z ' 

vslo es 
d z z 

5 ¿— {_ 
(1 4- «») «a-i 2 (w-2) (1 - f z2) ra-2 

2 m-S tí ar 
S 

2 (m-2) (1 + 23) »?l 

ó bien 

d^ z ( i 1 i + z' 
( l + z2)-» 2(1- f -z3) "1"1 ( w —1 m —1 w — ^ 

iL (1 -M3)3 ) 1 s 
X Ü L Z l l X X . . . . + [ + m — 2 y m - 2 ^ . ^ t >< 

w» — 2 w — 3 ) 7^ — 1 t» — 3 
.3. _L 
J . X J . X «^c. (írtMflf. = 2.) 
2 1 

cuyo valor sustituido en la ecuación {{A)) dá para la pro-
x — a 

puesta su valor final reemplazando por z su equivalente —; 
b 

d x i a + x ¿c3 + a;3 + 2 i 
S m — x l ' f¡$iiiú2¿ d x = - -

a3 — x* 2 a a — x a55>2£c3-fa; H & & M 
* 5 5 

h 2 l v - ~ T l { x - ~ í ) — 7 l { x + i ) 
X — I 

• . • • - • - . . • . . 

0 " = í are. [lang. === x) 

Í 3 0 + \ ) { x i + \ ) V x 2 + \ 
d x T, » 

l \ / ( x + \) (x*-\-%) \. 
(l+«)(«i+2)aC'(^+l)a 2 a: 
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- I — j = are. tang. = — ^ ^ 
S x * 6j/2 v/2 *{x*+l] 
1 
- «re. (<aw^. — «). 

LECCIÓN 3,« 

Funciones irracionales. 

9.* Las funciones algébricas irracionales no presentan ge-
Beralmente regla& fijas para poderse integrar bajo una forms 
finita; y solo en algunos casos puede conseguirse esto. Tales 
son: ! . • cuando la irracionaiidad es monomia, esto es, consis
te en términos de la forma i / — t í . 2.° cuando la irracionali-

dad es de segundo grado, esto es, corresponde á un polinomio 
de este grado afectado de un radical del mismo orden. Fuera 
de estos casos no queda otro arbitrio que üacer depender la 
integral de otras mas sencillas. 

n _ p 
t / xm -{- m i / x* -4- a;5* 

i .» clase. Sea —. , y, d x , una funcio» 
x2-\- \ / x 

irracional monomia. Para esto, si introducimos una nueva v a 
riable tal que haga racionales todos los términos quedará 1» 
integración reducida á las lecciones anteriores. Desde luego 
se concibe que si hemos de reducir los radicales á su mas 
simple racionalidad haremos x =* z ^siendo este esponente eí 
mínimo múltiplo común de todos los índices. Así sucede para 
este caso haciendo x — z nP9 y la espresion propuesta pasa
ría á ser 

2 m p q J ^ . z n a q ^ z h n p q 
S n p q z » p t i ' - i d z 

Z ^ n p q J ^ z n p 
la cual so integrará después de haberla descompuesto sqsro 
las reglas dadas para las fracciones racionales. 
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10.. . S.1 clase. Las funciones comprendidas en esta clase 

son según dejamos dicho, aquellas en que la irracionalidad 
proviene tan solo de la existencia de un radial de segundo 
grado, tal como 

\ / a - \ - b x - { - c x 1 ó \ / a-{- b x — ex2, siendo a y b cantida
des constantes cualesquiera, y c una cantidad constante y po^-
sitiva, siempre es posible hacer racional esta función, y por 
consiguiente siempre es también posible integrarla, empleando 
los procedimientos esplicados en el artículo precedente. 

En primer lugar, si el signo del término ex2 es positivo, 
tomaremos una nueva variable t y haremos 

l / a - \ - b x - \ - c x * = t — x [ / c ó a-^-b x •=* l* — 
2 í x j / c, y será 

l* — a J 1(i% i/~¿ - f 6 í - j- a t / (T) d l 
a; = = y rfa;= —-— ' ' — ^ - — -

2 t i / c + b ' ( S í ^ / c + f c ) 3 
cuyos valores sustituidos en la función la harán necesariamente 
racional. 

M . En segundo lugar, cuando el signo del término caf es 
negativo, la función se hará también racional, suponiendo 
\ / a - \ - b x — cx* = x l — \ / a ó b — c ac = íc í2 — 2 í j X a , 
que dá 

6 + 2 í \ / ~ a 2 (c i / l T — b t— i2 } / a) d t 
x = y d x == — 

c + í2 (c + í V 
Pero esta trasformacion, en el caso en que la cantidad a 

fuese negativa, introduciría términos imaginarios en la dife
rencial propuesta, por lo que procederemos del modo siguien
te. Pariiendo del supuesto de que se opera sobre cantidades 
siempre reales, y por consiguiente sobre valores de x tales 
que el radical \ / a -\- h x — cae1 , se conserve siempre real, 
observaremos que entonces el trinomio a -\~ b x — e x * tiene 
valores positivos, de donde se sigue que la ecuación x1 — 
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b a 
~x = 0 tiene sus raices reales ; si representamos, pues3 
c c 
por P y P * , estas raíces podremos suponer. 

i / a - \ - b x — c x ' = \ / c ( x — P) (P1 — a;) = ^ c (a; — P) í 
de donde sale; elevando al cuadrado 
/ ^ — a; = (a? — />) ía 

P í ' + P, 2 t d t i P - ~ P , } 
y x = =- d X => • 

estos valores sustituidos arriba harian ya racional la función y 
sin introducir en ellas cantidades imaginarias. 

42. Con la misma facilidad, se puede hacer desaparecer la 
irracionalidad, cuando provenga de la presencia de dos rad i . 
cales de la forma y a -\- x , y/* b -\- x que solo contengan x 

elevada á la primera potencia: entonces haremos y/ b -\- x ~ t, 
que dáa? = í2 — b y d x = % t d t, con cuya transformación 
desaparece el segundo radical, y el primero toma la forma 

I/" a — b -}~ t2 que se reduce al caso esplicado en el nú
mero /I0. 

13. Indicaremos algunas de las aplicaciones mas sencillas 
de los métodos que acabamos de esponer 

d x 
sea dy=*= ; empleando la trans,-

\ / a - { ' b x - { - cx2 
formación del número 10 esta diferencial se convierte eii 

ttdt 
dy = — , 

2 í ^/ c -}- 6 
que integrada es 

\ 
y «=* l [ f t ly/ c -\- b) -{-C: poniendo por t su valor ei» 

^ ~ 
x, resulla 
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l 

y ^ C -}- ¿(6 -f- 2 c a ; + 2 ^/ c * / « + b x + e x 7 6 

bien (•) 
^ ! / ¿ - \ 

y = C -{- í I — — -]-xy/'c-\-i/a-]-bx-\-cxi l.es-

presando siempre C la constante arbitraria que introduce la in
tegración. 

d x 
14. Sea ahora d y ~ , empleando la 

\ / a - ^ b x — c o j 2 
primera transformación del número H , esta diferencial se con
vierte en d t 

2 rf / 2 d t y / '7~ 2 \ / ~ e ~ 

« + Í 2 j / c c - \ - t * y / c 1-f- í * 
~T 

2 ( t 
la cual tiene por integral 7/ = are. \lang.s=: j + 

l / c j / c 
C y poniendo por t su valor 

(*) E l valor de t en función de x sacado del número f í , es 
i ' = [ / a - { - b x - \ ' C X % - \ - x y / c , el cual sustituido en y dá 

1 
t/ = L { b J r < ¡ l c x - \ ' 2 \ / c \ / a - \ - b x ^ - c x , ) - \ - C 

Ve 
dividiendo por 2 ^/ c dentro del paréntesis, y añadiendo fuera 
para compensarlo / 2 ^/ c , se tiene 

4 / 6 
y = l / _ ^ - a j ^ / c + j / f f + ^ ^ + c a ; * J-f-

l. 2 ^ 7 + C . 
y como el término / 2 ^/c"es constante, se omite suponiéndolo 
comprendido en la constante arbitraria C. 
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/ [ / a - \ - [ / a - \ - b x — c a r ' l 
í lang.= . _ J 
\ xy" c y 

2 1 
y _- c are. I lang.=: 

Empleando la segunda transformación del mismo número, 
2 d t 

se tendrá d y ~ — , cuya integral es 
I tó i t' + l 

2 
C are. (tang. = t ) y poniendo por t su valor, y = c — 

2 P l — x 
- — are. (lang. = j / _ ) esta espresion, teniendo presen-
| / c x ~ P 

b 
te que P y Pt son las raices de la ecuación a; * x — 

c 
a 

— - = o^ se podrá también poner bajo esta forma 
c 

2 — S c x + f i + ^ / i a c + f e ' 
y = c -— ore. (lang. = ^X — ) 

\ / c S e a ; — b - \ - \ / i a e - \ - b % 

Ambas espresiones de la integral pedida se pueden em
plear indislinlamentc, pues no difieren sino en el valor de la 
constante arbitraria. 

45. En el caso particular de que se diese la diferencial 
d x 

d y = — • haríamos a = = 1 , 6 = 0 , c = l , y la 
y/ l +x% 

fórmula del número 13, nos daría y ~ c- { -C ( x - \ - \ / i -{-a;,) 
d x 

16. Si la diferencial fuese d y = , se sabe que 
y/ i — x * 

entonces es t/ ==c-f- a»*c. ( ím4=« x ) ; y en efecto la primera 
fórmula del número 14, dá 
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j / = c 2 are. {íang. = — ) : pero s¡ hacemos 
x 

<p mam a r l . ( sen. = ¿c), esta espresion se convierte (•) en 

(•) Haciendo <p —are. (sen.=oc) ó x = sen. <p, la espresion 

i + y/ 1 - x* 
y -= c — 2. arí, ( lang .^* — ) se convierte en 

x 
1 -{- eos. <P 

y = c — 2 are. {tang, =» — ) = 
sen. $ 

1 - j - eos. * — <p — sen. a — $ 
2 2 

c — 2 are. (tang. ) ==« 
1 1 

2 s e n . — <(> e o s . — <P 
2 2 

1 
2 eos. ' — <?> 

2 
c — 2 a re . ( íarn^. ==» ) == 

1 1 
2 sen. — ffi eos. — $ 

2 2 
i 

C O S . — <P 
2 

tí — 2 or í . (tang. == ) =¿= c — 2 are. ( ían^. —« 
1 

«en. — <p 
2 

1 1 
COÍ. i ? ) ) = C — 2 ( TT ( Í ) ) = Í 7 — - T T - f - ? ) 

2 2 
ó por último, comprendiendo la w en la constante 
y = c -}- ?> , que poniendo por 9 su valor, es y » e -{- are. 
(«en. — x) como antes. 



I -f- COS. $ 
y am c -^ art. {tang. —)== C —* 

sen. $ 
1 

eos* — <p 
2 

2 are. ( tang. = == C + ^ » ^ " s es e' niismo resul-
4 

sen. — <p 
2 

tado de antes. 
Asi mismo la segunda fórmula del número 14, dá 

y = c — 2 a r e | lang. — i / i - x j , que es lo mismo que (*) 

i - x 
2 ^ 

i + x 
y =zc -~ a r e l tang. =* — > *= C — are, ( t a n g . ^ 

í - x i 

i +x I 

x 

y haciendo como antes <p =-. are. {sen. = x ) 
COS. <p 

y = c — are. (tang. = ) = c — are,(lang, = cot,<p)—c 
sen. ?> 

— ( f tt — <p) =: c -\- <p como siempre. 
i 7 . Conviene observar que también se podría deducir la 

d x 
integral de la función diferencial d y = H m ; por medio de 

l / i - x * 

2 lang, a 
(•) Recuérdese que tang. 2 a = 

f — tnng.* a 
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ía fórmula del número 13, haciendo en ella a = 1, 6 = o, f — 
— I; aplicando dicha fórmula bajo este supuesto, se tiene 
la espresion imaginaria 

y = c + —=: l (x i/-T + i/T^2 ) 
p / - l ^ / 

-18. Haremos notar todavía que podrá acaso parecer mas 
sencilla la integración de la diferencial 

d x 
d y 

y ' a -\- b x-c x* 

no empleando ya ninguna de las transformaciones del número 
Mí, si no refiriendo inmediatamente la diferencial propuesta á 

d t 
la espresion Z \ • Siguiendo este método se tendrá 

d x d x 
dy : 

r a b t / a b1- ¿ w 
— + — x-o? ,- — i {x ; 
c c V C c i c2 x %f¡ 

d x 

c 4 c* 

x — — 
2c 

, que tiene por integral 

a b% 
S - + — 

b 4 6* 
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b 

1 / 2 c 
v = c 4- ' are. I sen. = ó bien 

y / e \ >/ a t 6 • 
- -i 
c 4 c' 

l 2 c x — b 
y — c -\- __ are.(sen. = ^ 

j / c ^ ^/ 4 a c + 6^ 

Esla nueva espresion tampoco se diferencia de la que hemos 
hallado en el número 14 sino en el valor de la conslanle arbi
traria. 

Del mismo modo se podria reducir la diferencial 

d x el t 
— " á la forma ,_ , cuya integral h e -
l / a - ^ - b x - ^ - c x 2 , {/ \ -\- t3 
mos dado en el número 15; pero no obtendríamos por este 
medio un resultado mas sencillo que la fórmula del núme
ro 13. 

LECCIÓN 4.a 

Binomias . 

19. Se trata de integrar las diferenciales binomias com
prendidas en la general 

n 
K xm (a -{- b xn) d x 

siendo m, n p positivas, negativas, enteras ó fraccionarias. 
En primer lugar, si p es número tMitero, desenvolviendo 

el binomio resultará una espresion compuesta de número fini-
lo de monomios, y por ello capaz de integración exacta; de 
modo que únicamente siendo p fraccionario hay dificultad et 
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la integraciou. Veamos en general lo que sucede, suponiemio 
para ello 

z = a -{- b xa 

Despejando x primeramente, elévese el resultado á la po
tencia m -f- 1 y diferenciando después hallaremos 

•m -f- 1 
_ — í 

,2-aN _ / O - a ) « \ 
x = \ ) , xm d oc = { — j d 2 

n b 
n 

Por sustitución de estas espresiones, la general se trans
forma en 

m -\- \ 
{z — a) ñ p 

K K x z d ^ 
m -\- 1 

n b 
n 

m -\- l 
si — es número entero, desplegando el binomio 

n 
m -\- 1 

(z — a) 1 saldrán monomios todos sus términos; y 
n 

P 
multiplicándolos por 0 rf ^ se harán integrables por la regla 
de potencias, aunque p sea fraccionario. Luego, será la d i 
ferencial inleyrable, siempre que el esponente de x fuera del 
binomio aumentado con la unidad sea divisible por el de x 
dentro del binomio. 

Aunque por la simplicidad del cálculo se ha supuesto a — 
bxn = z , en la práctica se hace igual á zh, siendo entonces 

1 
en la propuesta p. — - , pues de este modo en el resultado an-
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teríor desaparece la irracionalidad de los monomios, y es mas 
cómoda su integración. 

Para examinar otro caso divídase el factor [a -\- b xa) f de 
la espresion general pora;nP, y multiplicando pora; nP; resultará 
Kx™ (a-f- bxn)v d x = K x m - \ - n p ( b - \ - a x — n ) p d x 

m-\- n p-\- \ 
que según el teorema precedente será racional, si 

ti 

m -\~ i 
ó su igual f- p es entero. Luego también será integra-

n 
ble una diferencial binomia, cuando el cociente espresado en 
el teorema anterior, aumentado con p, sea número entero. 

Cuando se da, pues, una espresion binomia, se hace desde 
luego el reconocimiento sencillo de si p es número entero; y 

m -\- i 
en caso de no serlo, si se halla en este caso; y cuan-

n 
m -j- i 

do no, á lo menos la fracción [- p; y después de d i -
n 

cho reconocimiento se procede á la transformación correspon
diente según lo observado. Para ensayo proponemos los dos 
ejemplos que siguen:] 

1.0 En la espresion S l x ^ d x { a - \ - b x i ) * ] 
es p número entero; y desenvolviendo el binomio, la propuesta 
equivale á 

i i i 
S a % x ~ d x - \ - S ' Í a b x - d 3 0 - \ ' S V í x - d x 

3 6 3 
2.° En esta otra espresion que proponemos 

- 2 — s 
x dx{a- \ - x*) 

3 

es p fraccionario, y ademas r e s u l t a — — — = — 3 : pero 
n 
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m -f ( 

+ ?) - - 2 
n 
Visto que pertenece al tercer caso, prepárese para la inte

gración siguiendo la marcha que está determinada: se mult i -

plica y divide primeramente por (¿c3) s'que aqui es el factor 

ccnp de la análisis general y resultará la equivalente á la pro
puesta 

X - t d x ( l + a x - z ) ~ 

Suponiendo en esta 1 -\- a x —• $ = z *, pov sev 3 el deno

minador de p = — r , se halla 

^ a ' 

Despejada ya x , elévese á la potencia — 6 que es aqui el 
valor d e m - f - n / ' + ' l j y diferenciando después hay la igualdad 

i 
x ~ i d x = (z 3 - 1 ) z2 rf * 

a3 

sustituyendo por x — 3ya?—7<¿£c sus equivalentes, viene 

_ s 1 
S x - i d x { \ + a a ; - 3 ) - = S (4 ~ - z - Z ) d z = * 

1 
(z - \ - i z - i ) - \ . const. 

aa 

y si en la integral hallada se sustituye (1 -f- a ar — 3) i por z , 
reemplazando también el primer miembro con su equivalente 
función propuesta, se tendrá 
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S x — 2 d x { a - \ - x*) | - = consí. — 3 
2 a2 ¿c / [ ( ^ + a) *] 

20. Cuando después de hacer los reconocimientos se vea 
que no pertenece la espresion á algunos de los tres casos, hay 
que recurrir al medio de que la integral dependa de otra mas 
simple, según el método de integración por partes. 

1 .er caso Wjj positivo. 

P 1 m — w + 1 P 
S se™ d x (a -\- b xn) = 5 a; X ( « + bxa) x 

n b 

n — 1 1 m ~ n - \ - i P-\-1 
n b x d x — x (a - f6a ;n ) 

n 6 ( P + l ) 

w — n -{- i m — n P - f - l 
S a5 d x (a -\- b xa) «= 

n b {p -\- t ) 

1 m — n -\- 1 P -{- i m -— n - \ - i 
(a -\- b x") X 

n b (p -\- \ ) n b (p -{- i ) 

m ~ n P 4 rn—n+i 
S x d x (a -\- b xn) (a -\-b x")— x 

n b [p -\~ H) 

/; f- ' a { m ~ n - \ - \ ) m — n P 
(a - \ - l , a " ) ~ S x dx {a+bx* ) 

n b {p-\- l ) 

(rn — w -{- 4) p 
S xm d x (a ~\~ b xa) 

n{p -\- i ) 

y reduciendo la última integral con la del primer miembro y 
despejando resulta 
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S xm d x {a - ^ b ¿r") = 1—Z. l . _ 
b {m -\- 1 -\~ n p) 

a [m — n - } - l ) m — n P 
5 a; d a; (a - f -6 a3n) . . . ( 1 ) 

b (m-\- \ -\- n p) 

2.° c a s o . . . . . . m,, negativo. 

Despejando la fórmulas ((!)) la integral del segundo miem
bro resulla 

S x d x { a - { - b x n ) = — ' -
a (m — n + 1) 

6 ( m - f - l + w p ) P 
S xm d x {a -{- b x") 

a (m — n -\- l ) 

y cambiando « i^ en m -f- w tendremos la fórmula para el caso 
de ser m negativo 

S x d x { a - { - b x") = ^ — í - i 
a [m — i ) 

b (— m - \ - i - \ - n p - \ - n ) — m -\- n P 
-j S x d x (a -\- b xn) 

a (m — 1) 

ó lo que es lo mismo 

(a 4 - 6 ¿cn) p d a? (a 4-& a;") p + * 6(np+n—m-f l ) 

x m a{m —l)a3m ^ o (w —- 1) 

[a 4 - 6"a3n) d x 

5 ^ - n (2) 
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5/r caso p positivo. 

En este caso conviene que p disminuya sin alterar m con 
cuyo objeto se dispone la integral del modo siguiente: 

P P — í 
S xmd x {a + b xn) = S xm 'dx{a -\- b xn) (a+6 xTi)= 

P ~ l m + n P—1 
a S xm d x [a-\- b xa) -{-b S x dx{a- \ -bxn) 

Sustituyendo en la fórmula ((!)) por mit m -j- w Y PorP» 
p — 1 resulta 

w -f- n P -~ \ x -#1 (a + ¿> ^n) P 
S x d x {a -\- b xn) = ~ — 

b {m -{- i -{- n p) 

a ( m + 1 ) P — ' f 
_ S xm d x (a -{-b xn) 
b 1 (w + 1 -{- w p 
é introduciendo este valor es el segundo miembro de la inte
gral propuesta, resulta 

P P - í 
S xm d x {a *{- b x*) = a S x m d x ( a - { - b x , i ) + 

x m + l (a 4 - b x*) p a (m + 1) m />_1 
^—! Sx d x ^ - y c " ) 

m -{- i -\- n p / M - j - l - f - w / ? 
en la que reduciendo se obtiene el valor 

S xm d x { a - \ - b x*) = K-—±- i j x 
m -\- 1 -\~ n p w - j - l + n p 

P - \ 
Sxm d x { a + b xa) (3) 

4." caso ptt negativo. 

Despejando en la fórmula ((3)) la integral del 2.° miembro 
resulla 
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S xm d ce {a -\- b xn) 
P - X m + ' (a + b x") & 

a n p 

a n p 
S xm d x (a -{- b xa] 

en la que cambiando ptl en — /> 4- 1. da por resultado 

a n (/j — f) 
S x™ d x {n -\- b Xa) 

tn -f- 1 — n p -\~ n 

a 11 (p — \) 
~ P+ \ 

S a;m d x (a -\- b ^n) 

\ 
o 10 que es lo mismo 

;̂ra d x x m -\- i 

(a -h 6 xn)P a n { p ~ í ) ( a - + - b x n ) P ~ ] 

'5 r - r - . . . . (4) 
a « ( p — 1 ) (a + 6 x") P - 1 

21. Las cuatro fórmulas ((,1)), ((2)), ((3))?, ((4)), cotiduceh 

• P á la integral de una espresion binomia K x m (u -+- b xn) a x , 
por medio de una serie de operaciones que resultan de some
ter sucesivamente á ellas la integral indicada, que viene por 
término último de cada operación. La fórmula ((1)) conduce á 
una serie en cuyos términos el exponente de x fuera del bino
mio va decreciendo: y en la ((2)) decrece el exponente p del 
binomio. Lo contrario sucede en la ((3)) y ((4)) siendo útiles 
por esta razón para integrar diferenciales binomias, en que es 
negativo uno de los exponenies m ó p. 

Las fórmulas que dejamos establecidas dejan de ser a|í!i-



cables solo en el caso en que m -{- n p -h i sea cero, poro en
tonces la espresion 
j^xm ^a _ ,̂ ¿,-£n ) P rf a? está comprendida en el caso de ser 
m -\- i 
— -|- p número entero pues que de m -{- n p -\- \ = 0 

n 
m + 1 

viene ^ p = 0 
n 

Si aplicamos á las dos espresiones que se van á proponer 
la fórmula ((!)) tendremos 

xra d x x™-i \ / ( í -x*) m-1 x m - ^ d x 
s - — « . + _ ™ _ 5 ~ — x h 

V (I-íc*) m m ) / {\-x%\ 

xm el x x m-,í \ / (x* z t i 1) 

^ (** dtz 1) w 

wi-l a; d x 
— S — . . . . ( 9 ) 
tn ^/ (¿c' - f- 1) 

Haciendo ío mismo con las integrales indicadas en los ú l 
timos términos de estas ecuaciones, vendremos por fin á que 
las integrales propuestas dependan de 

x d x x d x 
S , ó 5 , cuando m es impar 

d x d x 
$ ó S , cuando m sea par, 

\ / {\ —x9) ^ O2 :d= I) 
pues el esponente m de x decrece de dos en dos unidades. Es -
las finales están comprendidas en las reglas de ia lección pre
cedente. 
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También por medio de la fórmula ((3)) se halla 

d x ^ / ( l — á J a ) 
5 = ^ 

m — 2 d x 
5 (A) 

m— 1 x ™ - 2 \ / {1 — x* 

Cambiando w en m — 2, se tendrá por la fórmula ((/*)) el 
equivalente de la integral indicada en su último término, y la 
sucesión de operaciones nos conducirá por fin hasta so final 
uno ú otro de los términos 

d x 
, si m es par 

y / ( \ - x * ) 

d x 
S , si m es impar 

x ] / { \ —x*) 
cuyas integrales por las reglas dadas serán 

d & 
§ . _ angt (sen. = ^ ) 

d x n + t / n . t f p 
I C — l 

x p t ( í ~x*) 

LECCIOM 5.,a 

C + ^ (}̂ j>% 

E s p o n e n c i a l e s y l o g a r í t m i c a . 

22. Guando las diferenciales de esta clase no son integra
bles por las reglas de la primera lección, el calculador se d i 
rige á transformarlas en algébricas. Empezando por las espo-
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iK-ncialos, proponeinos unn de la fórmula 

f { a x ) d x 

tn que d x tiene por coeficiente cualquiera función de fe*. Su
póngase (ix =*= u, y será 

l u d u 
f {ax) z— f u; x == — - ; d x = 

l a u l a 

De este modo la propuesta se transforma según se mani-
íiesla en 

1 f u d u 
S f { a x ) d x = 5 ; 

l a u 

y por tanto, sabemos que toda función de tina esponenciat 
as mult ipl icada por la diferencial del esponente, se transfor
ma en algébrica, por la suposición as = u. 

Otra regla de integración se deduce de la diferencial 

d f x 
d & f x) = <?* d x Q x -] ) 

d x 

en que representa e la base de los logaritmos neperianosj 
pues, integrando sale 

d f x 
S ex d x ( f x H ) = e* f x ; 

d x 

y de aqui emana la siguiente regla. Cuando una espresion 
compuesta de dos factores, de los que uno sea esponenciat 
afectado de la diferencial de su esponente, y el otro conste 
de dos partes, de las que una sea derivada de la otra; la i n 
tegral es el producto de la esponenciat por la función p r im i 
tiva del segundo factor. Conforme á esto será 

j 0 f e® d x (a x* -¥- 2 a x -h b) = (a x ' -h b) ex -\- const. 

Si la espresion csponencial no está incluida en las dos 
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que anlecoden, se integra por partes, asi por ejemplo, supues
ta y función algébrica de x será 

v (tx \ 
S v ax d x = S ax d v ; 

l a l a 

y como d v debe contener menor potencia de x , que i» en la 
propuesta, será mas simple que ella la integral indicada del 
último término; por lo cual, integrando este por parles y s i 
guiendo en adelante llegaremos á un término final ia&gmbb» 

Por ejemplo, siendo i> = x" la función v del caso mas ge
neral que se ha discutido, sale 

ax x" n 
S x " ax d x = S a * «"-• d x 

l a l a 

Esta fórmula es propia para la integración de la propuesta 
cuando n sea entero positivo; pues el método mismo aplicado 
sucesivatnente á la integral no efectuada, conducirá á un tér
mino en que no exista x y que por tanto sea integrable por 
la regla de las esponenciales. 

Pero si n fuera negativa, convendrá hacer la integración 
por partes de modo que crezca el esponenle de x en las ope
raciones sucesivas, como 

a* d x ax l a ax d x 
¿ ,i S = k S — 

x - (n- l )a ;n- i n-1 x ^ 

Aplicando la misma regla á la integral indicada que resta 
se debe llegar á un término en que el esponenle de x sea la 

a x d x 
unidad como S . Esta integral se tendrá desenvol-

x 

a * 
viendo en serie por la forma de Maclaurin, mull iplican-
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do el resuliado por rf ¿c ; é integrando después que esté asi 
pre¡)anid;i. Las formas de la serie é inlcgral son 

a x d x A l a { l o . ) ' (I a ) s 
- + - + • x- { x* - { - . . . \c lx ; 

X \ X ; 2 2 . 3 

a d x x * ( l a ) 
l x -\- x l a -\ -f- . . . . 

x 2 . 2 
Este método de preparar una diferencial descomponiéndola 

en muchas partes integrables, se emplea con frecuencia en 
toda clase de funciones. 

Si fuese n fraccionario en la esponeneial de que se trata, 
el término último contendrá x elevada á un espolíente cuyo 
valor se hallará entre cejo y la unidad positiva ó negativa. 
En tal caso, se hará el desarrollo, y multiplicando después los 
términos de este por d x , la suma de sus integrales, será la 
del término final espresado. 

23, La función logarítmica v d x ( l x ) n en que v es fun
ción algébrica de x , se integra por partes á fin de hallar 

S v d x ( l x ) n = = * ( l x ) i 1 S v d x — 
• • " 

n S [ { l x ) n - i S v d x ] 
x 

y como se supone conocido S v d x por las reglas dadas, la 
integración de la propuesta dependerá de otra semejante á 
ella que es el último término; y la forma de este indica que 
al fin se ha d^ llegar á uno afectado de { l x ) 0 cuando n sea 
entero positivo. Suponiendo por ejemplo t;=^-a;m , será 

-m -f- 1 
x 

S X m ( l x ) n d x ^ * { l x ) n ~ ~ 
m ~\- i 

n 
S ( l x ) n - i x m d x 

m -f- 1 



- 3 9 -
Mas cuando n sea entoro negativo, la descomposición de 

factores, para integral' lia de hacerse de otro modo, según ma
nifiesta la ecuación 

d x 
v ( l x ) n d x = v x ( l x ) n ; 

x 
d x ( l x ) n -+- l 

y por ser S ( ¿a;)n = , tendremos la for-
x n -f- 1 

muía 
v x — n -h 1 

S v x i l x ) - " dec = ( I x ) -h 
n /| 

S ( I x ) d { v x ) 
n —1 

Fácil es conocer que del procedimiento resultará un tér
mino final, á que no pueda ser aplicada la misma fórmula 
de integración; y para que todo lo de este-caso se haga mas 
visible, nos referiremos á un ejemplo. Sea v — ícm en la espre-
sion general; y según ella tendremos 

m -f- 1 
x m d x x 

{ L x ) n (?i __ -i ) ( / ^ ) n „ i 

m -h 1 xm 
. ^ rn—í a X 

n — 1 { I x ) 
x m ( ] x 

El método conducirá al término final 5 •; y para 
l x 

m -{- \ 
su integración supóngase x =2r de donde 

l z 
( m - | - ' i ) / í c = i ¿ 2 r > v de aquí l x = La diferencia 

m •+-1 
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d z 

de esta última ecuación se reduce i\ x m d x ~ , cuyo 
m -t- 1 

segundo miembro se ha de sustituir por x m d x , asi como el 
de la anlcrior por / x en la expresión del término final que 
se trata de integrar; y haciendo después l z — u se tiene 

x m d x d z e * d u 
S = S — S 

l x l z u 
integra! que se halla desenvolviendo en serie c • como ya se 
sabe. 

Cuando n es fraccionario, los piocedimienlos conducen al 
término final en que el esponenle de l x se hallará eulre 0 y 
la unidad positiva ó negativa; y la integral de dicho término 
final se obtendrá también por serie. 

LECCIÓN 6.a 
. —.— . 

runciones circulares. 
. . . - -

24. Pasemos á las funciones circulares no comprendidas 
en la primera lección. 

Cuando están afectadas del ángulo función, con facilidad 
se consigue que esta desaparezca; porque su diferencial es can
tidad algébrica, é integrando por partes de modo que en la 
primera operación sea constante el ángulo, resultará una fun
ción sin él ; como por ejemplo sucede en 

S v d x ang. {sen. = ¡c ) == an(/. (sen. = x ) S v d x — 
S d x S v d x 

1 / (1 — a;a) 
Libre ya la propuesta de la dificultad principal, su integra

ción depende de las indicadas que hay en ella, practicables 
por medios que se conocen. 
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Del mismo modo se hallan las integrales de 

H d x ang. ( eos. = x ) y v d x ang. ( tang. = x ) 

teniendo presente las diferenciales ( 34 ) de ang. ( eos. = x ) y 
ang. {(ang. = x ) pues la integración por partes conduce á los 
resultados 

S v d x ang. (eos. == .r ) = ang. [eos. = x ) S v d x - + -
d x S v d x 

1 / ( 1 - ^ a ) 
S v d x ang. ( lang. ==&).— ang. ( tana. = x) S v d x — 

d x S v d x 
S 

4 - h x s 

Tanto en estos dos casos como en el primero, vemos que 
la cuestión se ha convertido en la de integrar funciones algé
bricas, con tal que S v d x fuera de esta naturaleza. 

17. Cuando la línea trigonométrica es función del arco, en
tre las muchas funciones diferenciales de esta naturaleza que 
pueden presentarse para la integración, merece particular 
atención por las diferentes espresiones formulares que de ella 
se deducen; la de la forma 

v = S d x , sen. m x eos. n x 

la cual, no puede ser integrada desde luego en forma finita, 
siendo preciso valerse del medio de hacerla depender de otra 
mas simple; bien reduciéndola á la forma de integrales bino-
mias, ó bien aplicándola directamente la teoría de la integra
ción por partes. 

Para integrarla por el primer medio bastará simplemente 
hacer sen. x = z , á que se sigue eos. x = \ / i — 5 * 

</ z 
d x - - , }' por lo tanto 

6 
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n — i 

S d x. sen. ^ x . eos. n ¿c=»5d;z. 2 m ( l — • £ ' ) 2 

la cual, siendo n número impar, será racional y desarrollan
do el binomio, se hallarán las integrales parciales por la 
regla sencillla de potencias. En el caso de no ser n número 
impar, será preciso recurrir á las formulas de reducción de las 
integrales binomias, escogiendo de ellas, la que corresponda 
á los valores y signos de los esponentes m y n, pero el siguien
te método de integración por partes, conduce mas directa
mente al resultado, razón, por la que le emplearemos coa 
preferencia para deducir la espresion de la integral propuesta 
y las de otras que de ellas se derivan. A este fin, distinguire
mos todos los casos que pueden ocurrir, dependientes de la 
naturaleza y valor de los esponentes m y n. 

4.° Siendo m positivo y queriendo que desminuya sin que 
n altere, dispóngase la integral propuesta bajo la forma 

de donde 

v 0=8 sen. m—í x ( eos. n x sen, x d x ) 

m •— 1 w -h 1 
sen. x eos. 

m — 4 m — 2 n -f- 2 
S d x. sen. x eos. x 

n -}- 1 

ó lo que es lo mismo 

m — 1 n- j rX 
sen. x eos. x 

n -h 1 ^ ^ ^ ^ ^ 
m — 1 

— S d x sen. m—2 a? eos. n x [ l — sen. * x ) 
n-H 
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tn—1 n+1 
sen. x eos. x m — \ 

1 S d x sen.1»—2 06 eos. n x — 
n -h 1 n -f-1 

m — 1 
v y despejando v 

n -h i 
m ~ \ n -h l 

sen. x eos. x 
v =r= S d x sen. ^ x cas. « x = — •— — -+-

m - h n 
m - í 

S d x sen. ni-2 x cos, n x / . ( i ) 
m-\-n 

2.° En el caso de ser n posiüvo y de quererse que disrni-
iiU3ra csle espolíente sin aumentar m se dispondrá dicha espre-
sion en la forma: 

f — 5cos. n--1 x ( sen. m x cos. x d x ) 
la que integrada del,mismo modo que la anterior, da por 
resultado 

w - M n — 1 
sen. x cos. x 

v '=^ S d x sen. m x cos. n x *=== -f~ 
m-hn 

n—I 
S d x sen. m x cos. "—2 x , , . . . . . . , ( í ) 

'm-hn 

3.° Si el esponente m fuera negativo, despejando en la fór
mula ( ( i )) la integral del segundo miembro resulta 

m—1 w-f-1 
sen. x cos, x 

S d x sen. m—2 x eos. n x = . 4_ 
m—i 

w - j- n 
— ¡— S d x sen. m x cos. n x y cambiando m en •— m •+• 2 

m — 1 



resulta 

n w -f-1 
eos. x eos. x 

S d X' = — fr 
sen. "t x (m —I) sen. m-1 x 

m — n — 2 eos. n & 
S d x ( 5 ) 

rn — 1 sen. m—2 x 

4.° Si el esponenle n fuese negativo, despejando cu la fór
mula ( 2 ) la integral del segundo miembro resulta 

m-\-\ n—\ 
sen» x eos. x 

S d x sen. m x eos. n—2 x ~ — — •̂ 
n - l 

m -\- n 
S d x sen. m x cas. ri x . 

n—1 

y cambiando n en — n + 52 resulta 

m- \ - \ 
sen. m x sen. x 

S d x 
eos. n x [n —i ) eos. n—* x 

m — n -}- 2 sen. m x 
S d x 3 . . ( 4 ) 

n—1 cos. n—2 x 

8.° Si en la espresion de donde se dedujo la fórmula 
(( 3 )) se sustituye por n „ — m resulta 

sen. m~2 x sen. ¡&—-2 % 1 
S d x = 5 rf ar X — 

cos. m x eos. n~2 x cos. ' x 
sen. n-*1 fe 

S d x iang. m—2 ¡r ( l -j- tang. * x ) = — — 
(m—l)coí.m -^ x 
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sen. m—i x 

S d x lang. >"-2 x -\- S d x lang. »» x = 
( m — i ) eos. m-1 x 

lang. m—! 8 
. de donde 

m—1 
tang. m—\ x 

S d x tang. ma; = — ~ S d x tang. "*—* x.(p) 
m—1 

6.° Por último, si en la ecuación que produjo la fórmula 
((4)) se sustituye por m ^ - • n/y resulla, siguiendo el mismo 
procedimiento que en el caso anterior. 

S d X COt. n-2 X [ i -\- COt. % X ) = S d x COt. «-2 x -f-

col."—2 X 
S d x, cot. n ¿c = — L y por lo tanto 

n—1 
coi. n—2 X 

S d X cot. n x = S d X COt. n—2 SB . . . (6) 
n—i 

Recopilando las seis fórmulas halladas, y ademas las que 
de ellas se deducen, haciendo respectivamente nulos los es-
ponentes m y n resulta el siguiente cuadro 

m positivo S d x sen.m x eos, n ¡r == — 

m—1 n-t-l 
sen. x eos. x m—\ 
£j J 5 d x sen. m—2 x eos. n %., (i{ 

m -\- n w-j-n 

n positivo S d x sen. m x eos. » íc =*• 

tn+1 n—1 
sen. x eos» x m—1 

1_, S d x sen. S x eos. n-2¿c . . . (2) 
m-J- « m -\-n 



n+ 1 
COS. n X COS. X 

m negat ivo . . . . S d x = (-
sen. m x (m—1) sen. m-1 x 

m — n — 2 eos. " x 
• S d x (3) 

m — 4 sen. m-2 x 
m -J¡- \ 

sen. m x sen. x 
n negativo... . . . S d x - == U 

cos. " ^ (n-\)cos^x 
-

m— n -j- 2 sen. m x 
S d x ( 4 ) 

w — 1 eos.n-2 x 
iang, m-i x m positivo ) o , . 

n~ — m j S cl x tan9'm ^ 

S d x lang. m-2 ¿c e .( 5 

coi. n—1 3. n positivo " l o , 
m~-.n \ S d x coL n ^ = -

S d x colang. n—a a; .. '" .„ ' ' . ' r^VV.'7.".. . . ( G ) 

^ . sen. x eos. n—i x 
n positivo . . . . } 5 d ^ eos' n * = • " + 

n — 1 
— r S d x eos. n-2 ¿» (7) 

n 

m ^ o ] s _ ^ _ Sen'X i 
n negativo . . . j ^ n x ' (w_/() cos> ^ ^ ^ 

w — 2 d x 
•--• s . . . . - (S) 

n — 1 eos. n-2 x 



m positivo . . . ) c ,7 ,r| i S d xsen . m x 

47__ 
sen. "*-* x eos. x 

m 
m — 1 

m negativo 
n = o . . . . 

S d x sen. m-2 ¿c (9) 
m 

d x eos. x 

sen.mx ( n — l ) sen.™-* x 
ni — 2 d x 

m — 1 sen. m-2 x 
(10) 

Por medio de estas fórmulas de reducción, se podrán efec
tuar las integrales propuestas, haciéndolas depender en último 
análixis de las siguientes; en el concepto de ser enteros los 
esponentes m y n. 

S d x = x -{• cansí. 

( T T X \ 

- + - ) 
4 (i / 

d x 
S —_— = / lang. ( -—j ) + const. 

eos. x 

S eos. x d x = sen. x + const. 

sen. x . 
S ~ rf a; = const. — l. eos. x. 

C O S . X 

S sen. x d x == ~ cas. x -f- const. 

COS. X 

S d x = l sen. x -\- const. 
sen. x 

i 
S sen. x eos. x d x = — sen. * x -\- const. 

2 
d x 

~ l tang. ce -|- const. 
sen. x eos. x 
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d x 1 
5 : , __; lang. — x -\- consl. 

sen. x 2 
de las cuales solo ofrecen alguna dificultad en su inlegracion, 
las que se consideran á conliimacion 

d x \ 
S ; [ Haciendo eos. a ;=2 , y por lo lanío .svíí.íp = 

sen. x j 
d z 

l / l — za- tt d x — u resulla 
j / 1 — z2 

d x d z / A B 
S = — S - — S d z { 1 Y 

\ \+z \—z I sen, x 1 — s9 \ 1 + 

— d z — d z ) i - z . \ - eos. x . 
S +5 = i ¿ = f | ( \ 

\ - \ - z \ — z ) \ - \ - z \ l-\-cos. X } 

y teniendo presente la formulít trigonométrica lang. :, i ¿c == 

1 — eos. x 
• será 

\ - \ - COS. X 

d x 
S • = l tang. f a? -f- const. 

stn; x 
d x \ 

S > Haciendo del mismo modo tí sen. x = z „ k que se 
eos. a; j 

d z 
sigue eos. x — \ / 1—z *tl d x = se obtiene siguiendo 

el mismo procedimiento 

d x d z \ -\- z l - j - sen. a? v f 
S = S = \ l = l ( ) ' 

eos. x 1 — z 2 i — z i -r- sen. x 

file:///-/-z
file://-/-cos
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y en virtud de la fórmula de trigonomefria 

1 -|- sen. x ir x \ 
tamj.* ( _ + _ ; 

c2 \ — sen. x 

d x w x \ 
= l tang. í ¡ ) - \ - const. 

eos. x ^ 4 2 

d x d x {eos. 2 íc -f- sen. * x ) = 5 , 4 
sen. x eos. x sen. x eos. x 

eos. x sen. x 
S d x -\- S d x = l sen. x — l eos. x 4r const. = 

sen. x eos. x 

l tang. x -\- const. 

En el caso de que los esponenles m y n sean fracciona
rios, las últimas inlcííral^s de que dependerán las propuestas 
serán de potencias fraccionarias^ del seno y del coseno, y ha
brá que apelar para su integración, al método de integración 
por series. 

Haciendo aplicación de la fórmula ((9)) á la integral 

4 ^ 
-£. = ~ E r* S^—r sen. * x d x 

3 e i 
resultará {*) 

4 3 1 T t̂t r * 
s = — E r 4 X — X — x — = £ 

3 4 2 2 4 
• . , - . \ ; • • • 

(*) Hemos presentado esta sencilla aplicación, por que el 
valor de s espresa el momento de resistencia á la flexión de un 
sólido cuya sección transversal sea un círculo. (Elementos de 
artillería deSeuderos,tomo 1.°, apéndice al ar(. 3 ° párrafo 8.°) 
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LECCIÓN 7.a 

Integración por series, 

25. La teoría general de series, y el teorema de Maclauríu, 
proporcionan el medio de desenvolver en serie una función 
por potencias enteras y ascendentes de su variable, y por con
siguiente, el medio de reducir á una sucesión de integrales de 
potencias una función dada: y asi sucede en efecto, porque 
siendo: 

¿c a ce * 
p r x ) ^ F{o) + x F ' [o) + — F " (o) -\ F ' " (o) + . . . . 

2 2 .3 
la forma general de dicho desarrollo, es evidente que la inte
gral de una función diferencial que lo admita, estará formula
da en la espresion 

S F ( x )dx= *C + x F{o)-{ F'(p)-\ F " (o) + 
2 2. 3 

V 4 
. X F"'(o)4-
2 . 3 . 4 

siendo C la constante adictiva. 

Cuando la función por incurrir las derivadas en el infinito 
al hacer la variable nula, no es desarrollable por potencias 
enteras de esta variable, pero si admite el desenvolvimiento 
por potencias fraccionarias bien por medio del desarrollo del 
binomio de Newton, ó por cualquiera otro método algébrico; 
en este caso la cuestión se resuelve del mismo modo, y la fun
ción se halla sujeta á las mismas condiciones en su integra
ción. 

Pero ni en uno ni en otro caso la cuestión quedarla re 
suella, si la serie que produce la integración no fuese conver-
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gente; pues solo con esta condición se puede valuar la función 
primitiva con relación al valor de su variable. Conviene adver
tir, que dicha serie será convergente, siempre que lo sea el 
desarrollo de la diferencial que la produzca, por la razón de 
aumentar una unidad el esponente de la variable y resultar 
dividida por este mismo esponente, la integral de cada término 
de dicho desarrollo. 

Cuando la operación de integrar por series una función 
produce una serie convergente, este método es de muy fácil 
aplicación y el mas sencillo á veces que se puede emplear, 
para obtener el desenvolvimiento de una función por potencias 
de su variable. 

Tal sucede en las espresiones 

1 

o;2 x5 a?* 3$ 

2 3 4 5 

1 
are. tang. x = S d x = S d a? (1 — x"2 -\-x4, —-

1 +xz 
as3 a;3 x7 x® 

¿c6_|_ íe8. . . . )= i íc — \- — — 1 . . . . . 
3 5 7 9 

1 1. 3 
are. sen. x = S d x — = S d . x ( \ + f a3s-¡ x ^ 

\ / i —x* 2. 4 
l - 3. 5 a;3 i . 3 xs 1. 3. b a7 
fej" ' - íKs-f. .-) = « + í 1 x — + • X 1-
2. 4. 6 3 2. 4 5 2. 4. 6 7 

sin constantes adictivas, por ser nula la función á la par que 
la variable. 
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Cuando por el con l ra r io , la serie no es convergente, enton

ces es preciso apelar al medio de hacer la de esta na lura lcza 
por medio de convenientes transformaciones que dif icultan y 
compl i can bastante la in tegrac ión. 

LECCIÓN 8.a 

Integrales definidas. 

26 . Supongamos que f ( x ) d x sea una d i ferencia l c u a l 
quiera de la var iable x , y que F (x) sea su in tegra l , esto es 
la func ión que tiene por d i ferencia l f ( x ) d x , ó si se quiere 
mas general idad que d [C -\- F x ] — f (x) d x siendo C una 
constante enteramente arb i t ra r ia : la func ión F (ce) se podrá 
deduc i r de la d i ferencia l f (x) d x , cuando esta sea dada , en 
vir tud de al i íuno de los métodos espuestos en los art ículos que 
preceden. Esto supuesto, y sabiendo que una función c u a l 
quiera se puede siempre mi rar como la suma de un número 
inf inito de valores de su d i fe renc ia l ; la espresion C - \ - F (x ) 
représenla en general la suma de un número in í in i lo de v a l o 
res de la di ferencial f (x) d x : mientras la consianle C p e r 
manezca indeterminada es igualmente indeterminado el va lor 
de x desde el cua l se ha pr inc ip iado á tomar esta s u m a , y 
por lo que respecta el valor de x , en el cua l la misma suma 
c o n c l u y e , es el mismo que tiene esta var iable en la esp re 
sion F (x ) . 

L a resolución de un gran número de cuestiones impor tan 
tes exige con f recuenc ia el conoc imiento de la suma de un 
número indef inido de valores de una d i ferencia l p ropuesta , 
pero contada esta suma desde un c ier to valor íc0 de o;, desde 
el cua l se supone que se suman unas con otras todas las d i fe
renc ia les sucesivas, hasta otro valor fijo íc n de la misma v a 
r iab le , pasado el cua l no se toman ya en cuenta las d i f e ren -
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ciales que siguen: esta suma se espresa analíücamcnle con 
toda generalidad de este modo 

5 n rf a; f (x) 
%a 

poniendo en la parte inferior del signo S el valor de la varía-
ble, desde el cual se principian á sumar las diferenciales, y 
en la parte superior el valor de la variable en el cual dicha 
suma se termina. Esta espresion es lo que se llama una inte
gra l definida, cuyo nombre significa que la integral o la su
ma de las diferenciales está tomada enlre íímites determina
dos; x0 es el limite inferior y x^ el límite superior de la inte
gral. Las integrales definidas consli luyen, como veremos 
después, una especie de funciones de un uso muy frecuente 
en el análixis. 

En contraposición á las integrales definidas se dá también 
con frecuencia el nombre de integral indefinida á la espre
sion C -{- F (¿c) de cuya investigación nos hemos ocupado en 
los artículos precedentes, que satisface de la manera mas ge
neral á la condición de tener por diferencial k f [x) d % y com-
prender todos los valores de su diferencial contados desde 
uno indeterminado de ¿c hasta el arbitrario que se quiera 
dar á esta variable en la función F ( » ) . Ahora bien, 
conocida la integral indefinida de una diferencial propuesta, 
se puede; siempre deducir iumediatamente el valor de una 
integral definida de la misma diferencial entre límites cuales
quiera: en efecto, si se hace x = # „ en la espresion : C - \ - F (#)> 
se tendrá C •+- F {x0) que espresa la suma de los valores de 
la d i ferencial / "O) d a? desde un cierto valor indeterminado 
de ce hasta el valor a;o ; y si se hace x = xa en la misma espre
sion, sin variar la constante c, se tendrá C -{-:F {¡Xn) que es
presará-la surtía de los valores de esla diferencial contados 
desde el misino valor indeterminado de ¿c, hasta el valor cca, 
luego la diferencia entre estas dos espresiones que es F (/c„) — 
F {x„ ) representará la suma de los valores de la diferencial 
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comprendidos entre el que corresponde a a;0 y el que corres
ponde á # „ . 

Se vé, pues, por todo lo que precede, que la ecuación 
d F (x) = f (x) d x lleva siempre consigo esta otra 

S l ° o d x f ( x ) = F (xn) — F {x0) 

es decir, que el valor de la integral definida se halla restando 
uno de otro los dos valores que toma la integral indefinida, 
cuando en ella se suponen á la variable los valores corres
pondientes á los límites inferior y superior, entre los cuales 
se quiere lomar la integral. 

27. Resulla de todo esto que es siempre fácil obtener el 

valor numérico de una integral definida S ^ d x f {x) cuando 

se puede espresar en términos finitos ó en una serie con 
vergente el valor de la función F [x) cuya diferencial es 
d x f (x). Gomo esto último no es siempre posible cuando no 
se puede conseguir, hay necesidad de calcular el valor numé
rico de la integral por métodos de aproximación de que habla
remos mas adelante. Aun en los casos en que la función F (x) 
se puede obtener bajo una forma finita, suelen ser muchas 
veces preferibles los métodos de aproximación á los que con
ducen direclamenle á la determinación de la función. 

28. Las nociones que preceden se hacen muy sensibles si 
se considera á la variable x como la abscisa y á la función 
F (x), ó mejor aun a la [ C - f F (x) ] como la ordenada de 
una curva: una diferencial cualquiera d [C -{- F {x)]~f (x) d x 
representa entonces el incremento infinitamente pequeño que 
recibo, la ordenada cuando se pasa de la abscisa o; a la inme
diatamente próxima x-{- d x : la suma de todos los incremen
tos que sucesivamente recibe la ordenada desde un cierto valor 
x0 de x hasta otro valor # „ es evidentemente igual al esceso 
que lleva la ordenada correspondiente al último límite á la que 
corresponde el primero, es decir que es t /n— y0 ó bien 
F (xn) - F (x0), • r-
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29. Debe tenerse ademas muy presente que la ecuación 

S ^ d x f {x) = F (xn) — F (xa) puesta anteriormente y en 
la que F (as) es tal que d F (x) = d x f [x) no se verifica en el 
caso en que x ó F [x) se hagan infinitas para un valor de 
x , comprendido entre los limiles xn y Xn de la integral defini
da. En efecto, cuando presentamos las consideraciones, de las 
cuales vinimos á inferir que una integral cualquiera representa 
siempre la suma de un número infinito de valores de la dife
rencial, no podíamos menos de mirar como escluido el caso 
en que las funciones de que se trata tomasen valores infinitos. 

Cuando se pide el valor de una integral definida 
S *a d x f {x ) y sucede que la función F {x) se hace infinita 
para un cierto valor a de a; comprendido entre los límites 
#<> Y * « de la integral, no se puede en general obtener el va-
íor que se busca, sino dividiendo la integral en dos partes, de 
las cuales la primera acaba, y la segunda principia en el valor 
a; = a , es decir, considerando separadamente las dos integra
les definidas 

5x d x f (x ) y S > d x f { x ) 
O 

cuya suma dará el valor pedido. Esta suma tendrá un valor in
finito, si las dos partes son infinitas con el mismo signo, ó si 
solo uno de ellas lo es: tendrá un valor indeterminado, si las 
dos partes son infinitas y tienen signos contrarios; y por úl t i 
mo tendrá un valor determinado y finito, si las dos partes tie
nen valores finitos. 

Análogamente si entre los limiles x ay Xn hubiese dos va
lores a y a% para los cuales F {x) se hiciese infinita, entonces 
se debería dividir la integral definida propuesta en tres partes 
de este modo 

s ' * 0 d x f C x ) + S V d x n x ) + S > d x f ( x ) 

y determinar por separado el valor de cada parle. Del mismo 
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modo se procedería, si fuese mayor el número de valores i n 
termedios que hic iesen infinita á F ( x ) 

30 . De lo d icho resulta que lo mismo es cambiar el signo 
á una integral definida que inver t i r el orden de los l imi lcs den-
tro de los cuales se considera tomada: asi 

Tamhien se puede cambiar la variable x que está bajo el 
signo de integral def in ida, con tal que al mismo tiempo se v a 
ríen los límites de tal modo que conserven los mismos valores 
absolutos. Sí, por e jemplo, en la esprcsion anterior se quiere 
reemplazar la variable x por otra nueva í , estableciendo e n 
tre ambas una cierta relación x = < p ( t ) entonces se deberá po
ner en lugar d x , d <p {l ] y en lugar x0 y de xR los valores de t 
que se deducirían respectivamente de las ecuaciones a;0 •= <?(«), 
X a = < p ( t ) 

LECCIÓN 9.V 

Aplicación de las integrales definidas á la determi
nación de las longitudes de las curvas y á l a medición 

de las áreas y volúmenes. 
•• .:•• i . m\ . * ¡iHinni rio» son , ,. 

I.0 Áreas dé las curvas planas. 
" uno" . . . , . h , • ; ; ; . . ' . : no< • . 

o l . Considerando una curva cualquiera referida á ejes 
rectangulares, propongámonos determinar su área, esto es, e l 
espacio compr¡end¡do entre el;,{?je, la curva" y dos ordenadas 
cua lesqu iera . Sea.y =r= f ( x ) la ecuación de; la curva ¿ĉ  y x n 
las abscisas que l imitan el área que; se quipre determinar: v i 
mos que designando por ti el área contada desde un or igen 
cua lqu iera hasta la ordenada correspondiente á la abscisa x , 
la di ferencial de d i cha área estaba éspresada por 

dw=^y dx 
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A h o r a b ien , el área que queremos determinar es la sumn de 
los in l i i i i los valores que loma la d u , cuando en el la se dan á 
x lodos los valores comprendidos enire x0 y xn ; luego, según 
lo d icho en el arli.culo an le r io r , esla área eslará espresada por 

la integral dennida S i " y d x , entendiéndose que x,, y Xb 
son en ellas dos números dados que espresan los vnlores de la 
abscisa correspondientes á las posiciones de las dos ordenadas 
que terminan el área. E l resa l lado, pues de la operación i n 
d icada en la es presten analít ica anler ior será también el núme
ro determinado que representará el valor de esla área. 

Puede también imaginarse que soló sea dado y fijo el p r i 
mer l ímite x0 y el segundo xa quede inde ienn inado y a rb i t ra 
r io ; entonces este segundo l ími te , se representará s imp lemen
te por x , y el resultado de la inlegí ación será una función de 
x que signi f ícala el área que p r inc ip ia á contarse desde fa o r 
denada correspondien ie á la abscisa xn y conc luye en la o rde . 
nada correspondiente á una abscisa arbi t rar ia é indetenniuarfa 
x . Espresando también por u este área, debemos dec i r 

u = : S * o y d x 

3 2 . Si la curva propuesta estuviese refer ida á coordenadas 
polares, su ecuación ser ia dada bajo la forma r = / " ( w ) siendo 
u el ángulo compreml ido entre el radio vec lor cuya longi tud 
representa r y una l inea fija. 

E l área sería entonces el espacio t r iangular comprend ido 
entre la c u n a y dos radios vectores que formasen respect iva
mente con el eje fijo los ángulos n 0 y u ; y como hemos visto 
que su di ferencia l es c/ s = i r a d w se tendrá aquí 

s = | - S " r * d u 

33 Cuadratura del c í rcu lo . 
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Primer método. 

' 
tt + y ' - c r ' ^ y^ i / r*-x* u^-md>btiü&* dx i / f-x* 

íolegral indefinida S d& ] / r i - x i = = ' S d x 

(t 3$ fiv Cí 3v 

| / r*-x% 
d x 

« • 5 S . = r * S 

• • - • • 

— 2 x d x x 
S « X === r3 ang. sen. j - x \ / r x x * — 

S y ' r ^ x 2 r 

S d x \ / r* - x 2 y despejando S d x { / r 3 - x * resulta 

1 
S dx\/r 2 - a? * = — ang. sen. y- — x \ / r* - x 3 y por 

2 r 2 
consiguiente la integral definida entre los limites x0 x l , será 

' ( ¿r, X q i 
S ** d x ^ / i^-x* = — ¡ ang. sen. = ang. sen, = — 

2 ( r ' r 

' i -j I x y r ' - x S - X e i / r ^ - x S l 
2 ( ) 

E l área del cuadrante corresponde á los limites 2^ «=. o 
<rt<»r tiene por valor 

r • sr ?• * 
~ {ang. s e n , = i — ang. sen.^* o ) — •„ de donde área 
2 4 

del círculo «=* w r • 



Segundo método. 

— 

X 

x* + y * = r a„ t/ = i / r*-x* . . . . m = S *» y d » — 

•̂  x1 d x [ / r '-x* y haciendo [/ r* x3 ~ l x , á lo que es cod-
r1 

siguiente ra-~xa ==> <* ¡c'^ a;a == „ resulla la integral 1 +1* 
indefinida 

t x * i 
S d x i / »'-«* = S t x x d x = S x % d t ~ -

2 2 
-

x l / r "-x * r a d i a; j / í a-¿ca r3 

2 2 l + í* 2 2 

j / r 3 - x a 
í a n ^ . — 

y por lo laulo la integral definida éntrelos limites x9 f /» 

i S*1 d x \ / r ^ -x * — i - xt \ / t í ' Xs2 - ~ X q \ / r*-at*—• 
( 

r* (are. iang. = —• — are. tang, ) í 
x1 ' x0 j 

tf w r 9 
El área del cuadrante = | r* x -—— f5*5 y por con-

2 4 
siguiente el área del circuid == tt r9 

34. Sea por cjcinido. la elipse referida á sus diámetros rec
tangulares cuya ecuación es 
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x 9 y ' b 

}_ .3^/1 ¿ ys—, — ] / a 1 - ^ c , (figura 1.') 
a a b3 a 

siendo a y h los semidiámeiros O A y o fí e\ área o B m p es
tará representada según lo dicha (31j por 

b x 
u == — So tí a; l / a1 - íc1 

a 

siendo a; la abscisa o /*. Para oblener el valor de esta integral, 

consideremos primero la indelinida S d x [/ a * x2 Esta se po
dría hacer racional; ó bien, y esto será mas sencillo, ponerla 
bajo la forma 

a * - x 
S d x considerada descompuesta en las dos partes 

a ' x 2T, » 
S d x \- S d x de las cuales la primera 

l / a * - x 2 i / a ^ - x ' 
se integra inmediatamente según lo dicho y la segunda conside
rándola como una diferencial hinomia, y procediendo semejan
temente á lo que se practicó (33); pero es mejor y mas sencillo 

o 2 
que todo esto suponer [ / a ^ -x"1 ~ l x que da ¿c2 = 

\ A- l * 
• ? 

siendo t una nueva variable, y se tiene 

S d x \ / a * - x * — S t x d x ~ i l x * — i S x * d t,*** 

a"1 d t a"1 
| í a ; ' 5 - = C + i i a; a are. 

( tang. = í ) : poniendo por t su valor 

8 rf err v / a * - * * = C - \ - i x \ / a * - x * — 
• . • • • 
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i i % a 2 a i c , { lany =*S 
x 

Determinando la ui logra! entre los l ímites cero y as 
i 

/ T 
S x u d x y a i x ' ' == \ x \ / a ' 1 -x"1 - \ -% a ^ [ — are . 

\ 2 lÍ3fiH 

¡/a'-x11 \ a * 
( lang. ~ — ) — ( • ) á ^ K ' a 2 - ^ a H ore. 

x I 2 ,fcl 
x 

( sen. =~ - ) 
a 

luego la espresion del área pedida será 

b x a b x x y 
u == V (t% — se * - \- — - are . (sen. = - ) = }-

z a 2 a . .,.; 2 ; •_ : ; • ^ 

a 6 aj 
a re . (sen. = - ) ; 

2 a 

( * ) Para de te rminar la constante, observaremos que e;uan-
do ¿c = o ( que es el l imite infer ior ) la integral ó' sea el área 
que se busca no existe, luego, poniendo por x cero en la in te-
g r a l q u e dá eí cálculo deberemos igualar á ce ro , y despejando 

a a a ^ tt 
C , resulta C = • a re . ( t a n g . = oo) = — X — • Puesto 

2 2 2 
este valor de c en la integral indef in ida, y sacando el factor 

común — , resul la la integral def inida tomada desde cero has-
2 

ta un valor ce que queda sin determinar. 
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*!/ 
Como • es el área del triángulo o m p, se vé que el área 

2 
a b x 

del sector o # m está representada por ore. (sen.= — ) 
2 a 

tt a b 
Haciendo 05 = a , resulta , que es el área del cua-

4 
drante elíptico o B A; luego el área total de la elipse será n a b. 

33. La ecuación de la parábola, (Fig. 2.*) contando las 
coordenadas desde el vértice es 

y I = 2 p x ó y ==[/ 2 p x ; 

luego el área o m p estará representada por 

•i 2 

que es lo' mismo que M = f | / 2 ! p X ^ 3 — f ^ í / ; 

se ve que el área o m p es los f del rectángulo o r m p, siendo 
o r m el tercio restante. 

36. Cuadratura de la cicloyde 

! x =* r í i p — ^en, w)) , 
; ' ¡ d x ^ r d w i l - c o s . w ) 

[ (ig ^ a& -toq uboainoq-(o ••. • : • 
• i — c q s - x . ^ ; 4 — r ^ . 2 t ü 

eos. | ¿c = — j , a; ~ 2 U) , eos.7 w = ——-. 
~ 2'- ,. . ' . 2. 

S Z l v d x «=• S r *• (1 — cos. w) x r d w (1 — co«. w) «— 
io3 rtsl b ol •. •• ;: Ion : - :- / 

r* 5 ^ ' ( 1 — cos.wV d w , - , 

Integral indcíinída S {] —cas. tv)1 d w - S d w ( \ — 2 cot, w + 
«o».* w)=sS d w {i — 2 coi?, w -j- f — f co«« 2 iü) = 
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¿ | d u; —- 2 S eos. w d w — l S eos. S w X ^ d w — ^ w — 

2 «en. w — i sen . 2 w -{- C y por consiguie>,ite: 

r* SZ> (1 — eos. w ) * d tD = r i [ ! ( « ; , — to., ) — 

2 (ser?, to t— \ en t00) — i {>sen. % io \ — sen. % t o j ] 

siendo x joa=o y t o l = 7 r , , resulu»,, (figura 3 a) O / ? / I = 
| tt r*,, O A H — S i r r 2 = l i e * veces el área d i c í rcu lo g e 
nerador. E l área c i c l oyd i d esler ior O << A 11 í l l icué por va > 
lo r : O C A D U = O C /) ÍJ ~ O A f l = í tt r2 ~ 5 tt , * =* 
7r)2 = área del c í rcu lo generador y el sci imenlo O C A =* 
IJ D A — O C A B — O A B = 2 ir r1 — i ir n = % tt r* ^ 
área semic ic loyda l es le r io r . 

37 . Siguiendo el método que acabamos de esponer , será 
posible s iempre obtener la espre>ion del área que encierra un 
contorno dado cua lqu iera trazado sobre un plano. Sea por 
e j e m ( d o M m i N m ^ (f igura 4.a) el contorno dado referido á 
coordenadas rec tangubres ; designemos por Xo , xn \ns abscisas 
estremas o P , o q , por x un<« abscisa cua lqu iera o p , y por 
y i y a ' a s ordenadas m i p y ma p corresp >ndientes á la m is 
ma abscisa x en cada una de las dos ramas,de curva que f o r 
man el contorno: .estas ordenadas deben ser dadas en función 
de x , y es fáci l comprender por lo que va d icho que el área 
M m y N i n a está espresada por la integral def in ida 

S i el contorno ñ f m , N m , es d iscont inuo, y está c o m -
puesto de parles disi intas cuyas ordenadas no se pueden e s 
presar por uuu misma función de la abscisa x , entonces se 
podrá d iv id i r lanío el área propuesta como la integral definida 
que espresa su valor en varias partes que correspondan r e s -
pecUvameato á aquellas porciones del contorno respect ivo. 
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38 . En las curvas referidas al s is lema po lar , la fórmula 

de las áreas es (32) 

§ 5 " r i d w 

• 

) i y se propone el siguiente ejemplo: 

Sea r = •, ecuación de la espira l de Arquímides. Sus-
2 TT 

t i l i lyendo en la ecuación por cí tí su espresion correspondien le, 
2 TT 

que aquí es cí m = 1/r vendrá ásal i r |)ara los l imi les o y a 

TT a 
m = 50 — r1 o í r = 7 r — 

a 3 

tercera parle del c i r cu lo del radio a 
— 

• • • • • . -

Rectificación de las curvas planas. 

i \ ! 

39. Empleando consideraciones semejanlos á las espucstas 
en él párrafo (51) y rccordandíVque la di feret ic ia! de l arco de 
una curva 'p l ;m: i cuya ecuación referida á coordenadas r e c 
tangulares es y = f x está esprésada por 

d s == (l x 1 + 
d y 
d x 

se tendrá evidentemente 

para la espresion general de la longi tud del arco de curva com
prendido entre los puntos cuyas abscisas son ¿c, y a: la integral 
deíj iuda. . . 

" ' • ' ' " • • 
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40. Asi mismo si la curva se ha referido á coordenadas 

polares, en cuyo caso su ecuación es r =/ ' (m), la cspresion 
diferencial de su arco es 

d s =.d u 
d r 2 

rl+} ) 
d ti 

y se tendrá por consiguienle la integral definida 
2 

d r Sa d U r2 + d u ) 
para la espresion general de la longitud del arco de curva 
comprendido entre los puntos correspondientes á los valores 
u0 u del ángulo que determina la dirección del radio vector. 

M . Tomemos por ejemplo la elipse referida á sus diámetros 
a? 2 y 2 

rectangulares cuya ecuación es -1 = 1, que úky z=z 
a2 b* 

b x 
~ \ / a2 — x2 , y 
a 

s = So d ce 

So d x 

d y 

d x 
se tendrá 

a \ / a * — 

1 +— X -
a2 a- x* 

(az ~ b2) x: 

O2 ( « 2 X 2 ) 

espresion del área contada desde el vértice de la curva hasta 
el punto cuya abscisa es a;: introduciendo la esceulricidad 
designada pore ó lo que es lo mismo, haciendo a2 — 6S ~= 
a2 e% la espresion anterior se podrá escribir asi 

S* d x 
x 

No es posible obtener esta integral bajo una forma íinila, 
pero se la puede desarrollar en serie convergente de diversas 

x 
maneras observando por ejemplo que — es siempre una frac-

a 
í) 
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cion, se puede suponer x = a eos. V de donde d x = 
— a s in . V d V, j será 

s = * ~ a S ^ d V 
2 

ó desarrollando el binomio 

1 — ea cos.a V; 

( i — e9 cos.a f ) ; S (•) 

Se=3a( V ^ + a S ^ d V Í - eos.2 V + i — eos.* F-{-
9 / 2 2 4, 

e2 e4 
(*) s = — a S Z ? d V ( \ eos.2 V — i . —eoiS V ~ 

2 2 4 
1. 3 e6 

• — eos.6 V ele*) 
2. 4 6 

separando la integral del primer término 
ea 

s = ^ ~ a S Z ! d V — a S ^ J d V { - eos.8 T — 
2 2 2 

e* 1. 3 e6 
i — eos.4 V . — . eos,6 . V — etc.) =. 

4 2. 4 6 
tt y e2 

- a [ V ~ - — ) — a S Z . d V { eos.2 F — no olí 
2 2 

1. 3 e6 
| . — . eos.4 V - . — 

4 2. 4 6 
eos.6 V — etc.) 

^ a ( - V ) - \ - a S Z - d V ( — . cas.' . V + 
v 2 2 v 2 

i . — . eos.4 V + 
1. 3 e 

2. 4 6 
eos.6 V + etc.) 
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4 . 3 e6 1. 3. S e8 

— eos.6 V + — eos.8 V 4 - e t c . ) 
2. 4 6 !2. 4. 6 8 

ahora bien la sétima de las fórmulas del núm. 24 aplicada 
aqui, da 
S d V eos.* V = i s e n . Veos. V - { - i S d V = i s e n . Veos. V-{-
i V+ c 
S d V eos.4 f F ' q Í sen. V eos. 3 V - ^ l S d V eos.* V -= 

1 . 3 1. 3 
i sen. V eos.3 V -\ sen. V eos. V -f- • V -j- c ' 

2 . 4 2 . 4 
S d V eos.6 F = | sen. V cos.s F + | S d Feos.4 V == 

1. 5 
| sen. F eos.5 F -} • íew. F eos.3 F -f-

4. 6 
i . 3. 5 1, 3. 5 

— sen. F eos. F -{- F + c " 
2. 4. 6 2. 4. 6 

1 7 
5 d Feos .8 F = — s e n . F c o s . ^ F - h — 5 d F eos.6 F = 

8 8 
4 i . 7 1. 8. 7 

—rsen. V cas.7 V-{ sen. Feos.5 F-^ sen.Feos.3 V -j-
8 6.8 4. 6. 8 

1 . 3 . 5 . 7 . 1 . 3 . 5 . 7 . 
—• sen. F eos. F-{- F-{- c ' " ele. 

2. 4. 6. 8. 2. 4. 6. 8. 

cuyas integrales tomadas desdes F = — hasta F = F son. 
2 

F 1 1 t 
5 tt d F eos.8 F = — sen. Feos. F ( F ) 

r 2 2 2 
F 4 1. 3. 

S tt d V cas.4 F =?= — sen, F eos.3 F H 1— sen. F eos. F — 
t i . S 6 2 . 4 . 

i . 3. w ; .r 
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V 1 1.5. 

S w d V úos.b V ̂  — «en. Feos.5 V- j sen. Fcos.3 F-f-
1 G 4. 6. 

1.5 5. 1. 3 . 5 . * 
, sen. V eos. V ( F ) 

2. 4. 6. 2. 4, G. 2 
• 

y i i , 7 . 
S tt d Vcos. 8 K = — sen, V eos. 7 V - \ — ' • — sen.Feos.5 V - \ -

T 8 6. 8. 
1.5.7. 1 . 3 . 5 . 7 . l . o . 5.7, 
— sen. V eos. 3 V -\- •—!— sen. V eos. V — 
4. 6. 8. 2. 4. 6. 8. % 4. 6. 8. 

( > ) ele. 
2 

Si se supone ¿c = a , y por consiguiente eos, F—1 ó F = o , 
la espresion anterior de s nos dará la longitud del cuadrante 
de elipse, que es (*) 

(* ) Poniendo en la espresion de s por cada uno de los 
términos que están bajo el signo integral sus valores hallados 
poco ha",5 teniendo presente que F = o, sen. F = o, cos. F = t 
resulta 

• T ra e * - i rr 1 e4 1. 3 . TT 
+ :_„ x _ _ . ^ .jJ^^r-^-ii^ _ . _ + 

2 2 B 2 - 2 2 4 2. 4. 2 
1, 3. e6 ' 1 .3 . 5. tt 

L.._: X — -—: — -i-eíc. 
2. 4. 6 2. 4. 6. 2 

T a e 2 1. 3. e 4 1. 3 ' . 5 e 6 
_ - i \ i | _„ a \ • 

2 22 2 2 4 2 2 a 4 3 6 2 
1. 32 - 5 5 . 7 e 

eíc, ) • 

2 2 4 2 G 3 8 2 
n a { M 1 4 . 3 

_. . ^ ( - . . e ) ^ ^ - _ l . ( e 
2 ( 2 3 2. 4 

1 1. 3. 5. 1 1. 3. 5. 7 V 
e 3 ) 2 „ __ ( - . e 4 )2 _ j fd 

5 2. 4. 6, 7 ' 2. 4. 6. 8 
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J 1 1.3. ? 4 1 . 3 . 5 . 

2 3 á. 4. 

1 1 . 3 . ^ . 7 . 
- ( 
7 2. 4. 6 . 8 . 

4 \ * 

5 2. 4. 6. 

42. La ecuación de la hipérbola 

d y 

y * 

b • 

t/ = — V/ a?2 — a 

a d x a i / x ' - a * 
• u . | • 

v por consiguiente 

S ^ d x 

V ^ + a; 

a x ' - a 

(a2_ | .6« )á ; ' _a4 

a9 (*"«--««j; 

ó haciendo como antes a * + 6 * = a a e * , 

i / e 3 a K - t - a * 

K ^ ' ~ a * 
esta es la espresion de la longitud del arco de hipérbola c o n 
tado desde el vértice de la eurv^ hasta el punto cuya abscisa 
es x ; como aquí es siempre a; > a , haremos 

a \ a sen, V d V 
x a , con lo cual será rf ¿r == H-^——---— > y 

eos. V 

.. d V 

eos.9 V 

a S 
eos. • V V é « _L eos. * V = 

• 
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e \ / eos. * V 
a S l d V 1 / 1 ••(*) 

'eos. 2F | / e2 
eos. 2 V 

desarrollando el binomio (1 - ) i sale 

s = a S y 0 d r 1 Cos 2 V 
eos.* V 2 e 2 

1.3 i 1 1 
" ^ z^-^qü&m—y —̂~ — = — .' 
2 4- e • 2. 4 6 e 6 

eos. ^ V — etc.) ó bien 

a 1 1 
« =» a e ían^. F . V—a Sv d V ( eos. 2 F + 

2 e x D í 2 4 e 3 

„ a s m . Fr fFf 

eos,a F 

•scos. 2 !F 

a S 
scw. F rf F 

eos. a F 

a b 0 ' 

a .5, 

; COS. 3 V 

V ^ g 
COSj 9:-.F, 

e 
a 5 : rf F 

eos. 2 F 

eos. 2 F 

\S a2 e ' — a * eos. * V 

a * — a * eos. a F 

< IB 31^019 íg i 

e * - ^ eos. ' Jf ^ 
. 

tos. 2 F > . 

e * 
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1. 3 1 

- e o s . * V - \ -e tc . ) {*') ' 
2 . 4 Ge 5 ^ 

El valor de los términos de esta serie se hallará por medio 
de las espresiones S d F , , S cí Y, eos**, F, , S d F eos. 4 F, ele. 
dadas en el número anterior y suponiendo Isi constante arbitra
ria C igual á cero. 

línll Is B (Ik 
Puede observarse que siendo ?/ = — a; la ecuación de la 

• • • • - ' r:a -

asíntota, la distancia del centro de la curva al punto de la 
asíntota cuya abscisa es íc será 

x \ / a2"-fb2 ae , 
= e x = (# *") Si llamamos r,' a esta 

a eos. V 
distancia tendremos = 

1 — sen. V a 
r — s = a e Á 1——| F -{-

eos. F 2e . . 
1 1. 3 1 

a s Y d V ( i eos.2 F -\ • eos.4 F + 
0 4 e 3 2. 4 G e * I 

(• ) Separando la integral de los dos primeros términos y 
haciendo la multiplicación de los del paréntesis por 

e . . 
• eos. s F -

( ** ) Porque dicha distancia se puede mirar siempre como 
hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos cateíosisoii ¿céy, 
y será por lo mismo 

x\ -+- y 

V 
a;a-i-

T=lc'r 

a 
x a e 
— a e = e a = 

eos. V 
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eos.6 V + etc.) 
2. 4. 6 S e ? 

si se supone x = —, y por consiguiente eos. V — 0 , ó V — 
O 

TT 

— , esta fórmula nos dará el límite á quien se acerca la dife-

rencia r — s, k medida que la abscisa x se va haciendo cada 
vez mayor: este limite (teniendo presente que la espresion 
< — sen. V 1 — sen.2 Y cas. V 

= -— ' = ——' se re-
co*. V O + sen' f ) cos' ̂  1 + sen- v 

duce á 0, cuando V == —) es 
2 

xra C 1 / 1 1 ' 1 / 1. 3 1 \ 2 !_!-_(_ _Y+ _ ( - ) + 
2 c ( 2 \ 2 e 7 3 \ 2 . 4 c 2 / 

/ 1. 3. 5 1 = ) 
( + etc. 

1 / 1. 3. 5 1 

5 

C\m>alura del volumen y planificación de la super
ficie de revolución. 

• i ". , ' . • • , • • 

43. Dadaía curva en cuya revolución fueron engendra
dos el volumen v y la superficie S de que se trata hay que 
apropiar al caso las fórmulas 

V ~ ~ S * tt y * d x , S = * S o 2 r r y i / ( d x * - \ -dy3 ) 
ó3 

Para aplicar la primera sea la elipse y * — — (a2 — #') 
a2 

la curva que suponemos dá vuelta al rededor del eje A x so-
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bre quién se halla el eje 2 ct de la elipse (tigura S.*) recordan
do que por verificarse la rotación sobre el eje mayor resulta 
elipsoide prolongado y si se verificase sobre el eje menor re 
sultaría elipsoide aplanado. Sustituyase, pues, en la fórmula 
1.a por r/2 su valor y será el volumen ó parte indefinida del 
elipsoide 

V = 7r ^ ( ^ X 2 ) dx=*-7r b ^ l x ) 

Si se quiere limitar el volumen de manera que se obtenga 
el del semí elipsoide dará la integral limitada para valor dé 
dicho volumen 

2 
V = — rr b* a 

3 
y su duplo ó elipsoide entero será 

4 
— ir b* a 

. 3 . , ... 
Si hacemos a == 6 la elipse pasa á círculo y según la 

espresion precedente el -volúmea de la esfera que tenga el 
4 

diámetro 2 a vale — tt a3 y si el diámetro de la esfera es 2 6 
3 

4 
él volumen vale — mé&i Comparando con el elipsoide vemos 

3 
que el volumen de la esfera está con el del elipsoide en la 
misma razón que el cuadrado del eje sobre que está construida 
la esfera tiéné con el otro eje del elipsoide. 

44. Tratemos de aplicar también la fórmula de las super
ficies para determinar la del elipsoide y para ello sustituyase 
por y y d y \as espresiones que dala ecuación de la elipse. 
Verificado esto y haciendo para simplificar 

^ (a« - 62) 

a 
10 
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que es la razón de la escentricidad al semi-ejé mayor se lione 
para cualquiera parte entre los límites 0 y a; 

S 
a V e * 

Esta integral sin el coeficiente es el área circular com
prendida entre los mismos límites en concepto de estar des-

a 
crito el circulo con el radio — integral que sabemos adquirir 

y llamándola £ tendremos la superficie del elipsoide 
27r 6 e 

S==> — s 
a 

Concluiremos aplicando la misma fórmula de las superfi
cies á la parábola y para ello la ecuación y2 = 2 p a; de la 
curva nos dá 

y á j l ys dy% 
d x = ^- , de donde d a?1 = • 

P P 
con la sustitución de este último valor la fórmula referida al 
paraboloide será después de las reducciones 

, 2 TT 
S = Sy y d y ] / { y ' + p*) 

0 P 
y su resultado por la regla de potencias 

2 ÍT 3 
S l s4H— [ ( y 2 + P 2 ) 2 —P3] 

3 p 
pero supongamos que se trata de averiguar el área del para
boloide comprendida por la circunferencia que en la revolu
ción habrá.descrito la ordenada al focus y como esta tiene 
de valor el semi-parámetro p la integral entre los límiies 
o y p será 

S _ _ l [ ( 2 ? ^ ) i - p 3 ] ^ ~ ^ p s ( / 2 - i ) 
3 p 3 
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Tl iORlA DE INTEGRACIONES DOBLES. 

e ^ r r é S S ^ ^ • 

Integrables dobles. 

45. El volumen m p ' y superficie w p (figura 6.a) com
prendidos entre dos planos A B ' y D C paralelos al coordena
do z v a las respectivas distancias a; y x -{- d x , y otros 
dos n p ' y m qr paralelos al s a? a los correspondientes v y v -)r-
d v ; son el volumen y superficie diferenciales de segundo 
orden de un volumen ó superfieie cualquiera y tienen por es
presiones formulares las siguientes: 

m p ' •=' d2 V = z . d x . d v m p = d* S = 

. d z ' \ * / d z 
d x d v / d z \ * / d z \ 

1+(--) + ( —; 
^ d ác / A d to ' siendo z *=* F (a?, w) ó lo que es lo mismo F {x, v ,z )==o la 

ecuación general de la superficier Ahora vamos á tratar de 
resolver el problema contrario, de hallar el volumen ó super
ficie primitiva entre límites determinados, de una diferencial 
de segundo orden. Para esto (figura 6.a) supongamos se trata 
de hallar el volumen limitado; en sentido del eje de las x , 
por dos planos paralelos al ^ v á las distancias asu, y a^ ; y en 
sentido del eje de las y,, por un plano paralelo al z x lirado 
á la distanciado, y por un cilindro proyectante arbitrario 
F F ' D ' E ' E , , dado por su ecuación i \ = f [ x ) que será 
como sabemos la de gu intersección F ' D ' E ' con el plano 
as u de proyección. El volumen A C => d ^ v y la superficie 
A C = d * S comprendidos entre el piado z x { é en general 
un plano v* paralelo á este coordenado) y dicho cilindro 
proyectante, son iguales á las recpectivas sumas de infinito 
número de volúmenes de diferenciales m p ' , y superficies d i -
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í'erencíales m p ; y tienen por valores con arreglo al principio 
de las integrales definidas, y en atención á ser constante d x : 

rfsF=-S,j"" X zdv.dx^dxSl1^ '' zdv,, 

d*S^dXSvl d v \ / \ + { ) +( ) 
V dx K d v J 

El volumen V y la superficie 5 comprendidos entre dos 
planos paralelos ai ^ u, trazado á las distancias ír0 x^ , y los 
limites anteriores, serán también sumas de los infinitos valores 
que d d ^ V y d dx S tomen entre estos limites, por lo que ten
drán los valores 

V ^ S x í d x S \ z d v S = 

s%i**s,Xv '"IX ' + (—) + (—) 0) 
r K d x ' d w 

Es evidente que si el cilindro proyectante que limita la su 
perficie y el volumen, fuera dado sobre olro plano coordena
do tal como el a? z por medio déla ecuación z = f ( x ) , dichas 
espresiones recibirían la forma 

' • ' • • 

• • r * = /" [x) 

oí'Süüid-r laiu c! a 

S * d x S á + / d v y 
\ d x j ( d z 

En dichas espresiones formulares ((!)), habrá que susti
tuir en cada caso particular por a?,, y x1 las distancias á que 
corlan al eje de las oc los planos paralelos al z v, entre los que 
se quiere hallar el volumen ó superficie por i;0la distancia á 
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que corta al eje de las v, el plano paralelo al z x que limita en 
este sentido dicha superficie ó volumen: por v, = f x el valor 
de la ordenada v^ del cilindro projectante y por z en el vo lú-

d z d z 
men, y por — , en la superficie, sus valores sacados de 

d x dv 
la ecuación que determina la naturaleza de la superficie ó vo
lumen definido que se quiera hallar. Pasemos para mayor 
claridad á hacer aplicación á algunos ejemplos: 

Hallar el volumen del elipsoide de tres ejes. 
• • 

X* V z 

46. La ecuación de este elipsoide es j 1 = 1 
a4 6a c2 

y como su volumen F, queda dividido en ocho partes iguales 
por los planos coordenados, resultará (figura 7.a) 

r = %. B o Ac 

de suerte, que hallando el valor de esta octava parte, tendre
mos el del total. A este fin sabemos que dich? parte Z? o A C 
está limitada en sentido del eje de las x, por los planos z v , y 
P C Q , que corresponden á los límites x0 =*= otl x v — a : en 
sentido del eje de las v los límites son el plano z x y e.\ c i l in
dro proyectante que tiene por base la elipse A C, ¡nlereesion 

x* u2 
del elipsoide con el plano x v , cuya ecuación es - — \ = 

\ ; de donde resulta v4 = o y v , = f xf=- — \ / a* — x* , al 

mismo tiempo que la ecuación del elipsoide dá para z el valor 
0 : 

v"1. Sustituyendo estos va
fe 

lores en la espresion correspondiente ((1)) resulta B O A C = 
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-Va^l /'h 
6 V a 

Mas como la integral 
b \é¿ s — i / a ^ - x * d v ^ / (_ j / a 2 - ¿ c 2 ) 2 - ü % es eviden

temente la cuadratura de un círculo cuyo radio es 
6 

— [/ a2-¿c2, definida entre el origen y el estremo del radio 
a 

según indican los límites, tiene por valor 
b 

d x í / { - i / a * - * * ) - ü 2 = 
y a 

rr b * br h C 
( a a - a ; a ) de donde 5 C M C = — S * d x (a2-^2)— 

4 a a 4 a 2 ' 
TT b c 2 1 

5 tm i í ^oL a3 = - t t b. c. a y por lo tanto, 
4 a f 3 2. 3 

4 
F = — vr b. c. a 

3 

Hallar el valor del elipsoide de revolución 

47. I.a ecuación del elipsoide de revolución que tiene por 
a; a f'2 # 2 

eje al de las x es 1 \ = 1 y siguiendo el 
a a b * b * 

mismo procedimiento que en el caso anterior se obtendría la 
espresion de su volumen; pero en atención á que su ecuación 
solo se diferencia de la del elipsoide de tres ejes en ser /í = c, 
es mas sencillo hacef esta modificación en el valor de F halla-
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4 

do anteriormenlc lo que produce F = — tt a 6a 
3 

Hallar el valor del volumen de la esfera. 
48. Siguiendo la teoría general, se deduciría de la ecua-

íc 2 v * unas i 

cion de la esfera ¡ j = 1 , el valor de su 
a 2 a 2 a 2 

volumen, pero es mas sencillo en el caso actual y por la ra
zón espresada en el anterior, hacer a = 6 = c, en la espresion 
del volumen del elipsoide de tres ejes, ó 6 — a en la del de re
volución, lo que dá para el de la esfera; el valor conocido des-

4 
de geometría F = = — t t a 3 . , 

3 
Hallar el valor de la superficie de la esfera. 

- x * v * ^z -^ , 
49. La ecuación de la esfera es j —[•——-= 1 

a ̂  a 2 a 2 
y de ella se deducen los valores 

d z x 
{ \ / a * - x * ) * ~ - v * „ — ==. 

d x z 
d z v 

dv z 
Ademas, haciendo idéntico razonamiento que en la deter

minación del volumen del elipsoide, se obtienen los valores s i 
guientes de la superficie y de sus limites (figura 8.a) 

5 .= 8 X ¿l o c /?„ a?0 =• o,, x t *= a , v, = o,, v% ~ f x = 

j / a 2 - .x ^ 
y sustituyendo en la fórmula (( 1 )) correspondiente resulta 

| / a 2 - £ c 2 i y / a;2 u9 
A o c B * = ~ s l d x S 0 d v l X 4 + - . - ( . - - = 



~ 8 Ü — 

aS* dx 5, 
1/ a - — x - d v 

V' ( \ / a * ~ x2 ) * — v 3 

la cua l puede rec ib i r la forma 

J A a z - x i 
A o e B ~= a S I d x S0 

d v 

\ / a i - x 

V v 2 

L a integral def inida tiene por v a l o r : 

d v 

\ / a * r - x 2 j / a 2 - ¿ c 2 

1/ v 2 l-( f) 
\ / a * - x 

a n g . sen. -f- c 

y por consigi i ientd' ' la espresio» anterior se trasforma en 

^ o c i 5 = a 5 o c í ¿ c a^g-, sen. = 1 — a ^ . J ^ . 2£ 0 

Tra iv 

2 

tt a 
-_ 5 = í t t a : 
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