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GURSO

DE

MECANICA APLICADA A LAS MAQUINAS

RESISTENCIA DE MATERIALES.

LECCION 1.°

PRELIMINARES.

SUMARIO.

slateriales de eonstrnecion.—Objeto de la resistencia de materiales.—Hipdtesis
sobre la formacion Je los cuerpos.—Ligeras consideraciones sobre el modo
de eonducirse los cuerpos sometidos 4 fuerzas exteriores.—Rotura.—Limite
de elasticidad.—ldea de la magnitnd de los esfuerzos permanentes & que
deben someterse los materiales de construccion.—Efecto de un esfuerzo con
relacion al tiempo.—Coeficiente 6 médulo de elasticidad.—Nuevas hipdtesis
para facilitar la teorfa.

§ 1. Materiales de econstruecion.-Algunos
metales, piedras y maderas; y otros cuerpos sélidos, en
reducido ntmero, vienen 4 formar la casi totalidad de

los materiales de construccion que se emplean en aquellas
2
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obras, que teniendo que estar sometidas 4 fuerzas exte-
riores, deben ser colocadas en condiciones tales, que
puedan resistir & su accion indefinidamente.

De aqui pues, el ser ficil determinar d priord, las
obras & construceiones que especialmente exigen el cono-
cimiento de aquella parte de la meednica aplicada, cono-
cida por teoria de la resistencia de materiales.

§ 2. Objeto de la resistencia de materiales.-
Aunque solo vamos & considerarla bajo el punto de
vista concreto de su aplicacion & las mdquinas, diremos
que su principal objeto se resume en el estudio de estas
dos cuestiones. i

Primera. Conocer los esfuerzos interiores que en un
cuerpo, 6 con mas generalidad, en una construccion
cualquiera, se desarrollan & consecuencia de las fuerzas
que actien sobre ella.

Segunda. Determinar las dimensiones minimas que
hayan de asignarse a un cuerpo, 4 fin de que los esfuer-
zos inleriores que se originen por la accion de las fuerzas
exteriores, no excedan ¢ traspasen los limites aconsejados
por la experiencia.

§'3. Hipotesis sobre la formaecion de los
euerpos.-Como ya sabemos, cuerpo es todo cuanto
tiene una existencia material, y afecta en su consecuen-
eia, mas 6 menos directamente, & alguno de nuestros
sentidos. Sobre la formacion de los cuerpos suele admi-
tirse: 1.°, que estin compuestos de partes extremada-
mente ténues, de elementos diremos, infinitamente pe-
quenos, & los cuales se dd el nombre de dtomos; y 2.7,
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que fuerzas atractivas y repulsivas inherenles & estos, y
cuyas acciones simullineas se ejercen en direccion de
las rectas que unen & cada uno de ellos con todos los
demas, los obligan 4 que se mantengan entre si & distan-
cias solo comparables & sus dimensiones.

§ k. Ligeras consideraciones sobhre el modo
de conducirse los cuerpos sometidos & fuerzas
exteriores.-Cuando un cuerpo se somete & fuer-
zas exteriores, el equilibrio de las moléculas ¢ atomos
desaparece; alteradas las distancias, cesa la igualdad
enlee las acciones alractivas y repulsivas, y toman en-
tonces como dependientes de aquellas, nuevos valores
en que preponderan unas 0 otras segun los casos. 8i las
fuerzas aplicadas se mantienen dentro de ciertos limites,
qne mas adelanle designaremos, se observa; que pasado
breve tiempo, adquiere aquel nueva posicion de equi-
librio; y si en esla situacion se suprimen las fuerzas,
aconlecerd una de estas dos cosas: que las moléculas no,
recuperen sus posiciones primilivas, ¢ que vuelvan a
tomar exactamente las mismas que (enian; se cumplird
lo primero, cuando el cuerpo haya estado bajo la accion
de un esfuerzo cualquiera, por pequefio que sea, con tal
de no haber recibido antes la de otro; y se realizard lo
segundo, cuando despues de sometido & un esfuerzo
dado y suprimido este, experimente de nuevo la accion
de uno igual 6 menor.

Aunque parezea inatil indicarlo prevendremos, que
en este allimo caso por posiciones primitivas de las mo-
léculas, entendemos las L;ué\lenian al dar principio el
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nuevo esfuerzo; 6 de otro modo, las que tomaron cuando
dejé de obrar el primero 4 que el cuerpo se somelié.

Estas conclusiones son la generalizacion de otras
analogas deducidas por el distinguido ingeniero y fisico
Mr. Hodgkinson de sus delicadas experiencias con el
hierro dulce y eolado. (1)

Como vemos, ellas vienen & destruir siquiera par-
cialmente, la idea admitida de que los cuerpos sélidos
carecian de perfecta elasticidad; toda vez que por el solo
hecho de someterlos 4 un esfuerzo, llegan 4 adquirirla
cumplidamente, respecto 4 otro nuevo de intensidad
igual 6 menor 4 la de aquel.

Esteresultado no debe sorprendernos si reflexionamos
que es andlogo al producido por ciertas operaciones me-
canicas que—como el martillado y laminado & que se so-
meten algunas materias—modifican sus propiedades fi-
sicas, entre las cuales la elasticidad no es la que menos
alleracion experimenta.

§ 5. Rotura.-Prescindiendo de cuanto pueda te-
ner eardcter excepcional; supongamos que somelemos
un cuerpo solido 4 un esfuerzo dado que vaya aumentan-

(1) Sin que la experiencia lo comprobase, parece no debiéramos aplicar re-
sultados obtenidos con un sélido de formas determinadas y sobre el cual actia
un esfuerzo determinado tambien, 4 aquellos easos en que ostas circunslancias
varien: pero la razon induce & ereer que si bien podrin cambiar los limites en
que los fendmenos se realicen; y haber dificultad e¢n su estudio y apreciacion,
sin embargo dada la manera de ser de los cuorpos sdlidos, un esfuerzo, cunl-
yuiera que este sea, habrd de producir efectos andlogos 4 los encontrados en
arruel caso particular.

fista observacion ha de tenerse en cuenta tambien muy en breve, cuando de
uEve \'L:I\ramos 4 generalizar ciertos hechos que se refieren 4 las citadas
experiencias.
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do en proporcion conocida; y dislingamos para mayor
claridad los efectos miximos producidos mientras aquel
esté en accion, de los que se revelan cuando deja de
obrar.

Si tenemos en cuenta lo observado por Mr. Hodgkin-
son; lo que la experiencia de todos los dias nos dice, y
las ideas admitidas acerca de la elasticidad de los cuer-
pos, podremos establecer en el primer caso: que la defor-
macion (1}—que llamaremos tnfal—es creciente con los
esfuerzos, adquiriendo las moléculas para cada uno de
ellos una nueva posicion de equilibrio; y por otra parte,
que tan luego como los esfuerzos alecanzan un valor de~
Yerminado, las acciones interiores van siendo tan violen-
tas y las deformaciones tan visibles que llega un momen-
to en que el equilibrio no puede existir y se produce la
rotura: en el segundo caso—eslo es, cunando despues de
haber dejado obrar & cada esfuerzo el tiempo necesa-
rio, se le relira y observa su efecto, antes de someter el
cuerpo & otra accion mayor—Ilos resultados pueden resu-
mirse asi: 1.°, todo esfuerzo produce una deformacion
permanente: 2.°, las deformaciones permanentes como las
totales crecen con los esfuerzos; y 3.°, que mienlras es-
tos no Lraspasen ciertos limites, las deformaciones perma-
nentes son despreciables por su magnitud, pudiendo con-

(1) Aunque las deformaciones que experimentan los cuerpos han de ser
estudiadas mas adelante en un senlido muy restrictivo, indicaremos que por
deformacion, debe entenderse el efecto aparente 6 nd, que sobre un material
de construccion pueden producir las distintas acciones & que se hallasometi‘f!o.
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templarse & los cuerpos dentro de estos mismos limites,
como gozando de perfecta elasticidad,

§ 6, Limite de elasticidad.-Ul lnite de elastici-
dad deberia quedar determinado por aquel grado de
deformacion en que los d4tomos 6 moléculas no vuelvan 4
ocupar exacltamente las posiciones primitivas: tomadas
las cosas con este rigor fisico—y prescindiendo natural-
mente del caso ya conocido en que el cuerpo haya expe+
rimentado dos acciones sucesivas en relacion determina-
da—semejanie limile no existe; pero guiados por la
consideracion de las dos agrupaciones que pueden esta-
blecerse respecto 4 la magnitud de las deformaciones
permanentes, el limite de elasticidad que podriamos lla-*
mar prdctico, corresponde & la linea de separacion que
parece exislir entre aquellas.

Como la magnitud de las deformaciones permanentes
que toman el cardcter de despreciables, es variable con la
naturaleza de los cuerpos, y modo de ejercerse los es-
fuerzos; y como por otra parte la linea divisoria antes
indicada carece de una precision matemsitica, los inge-
nieros han tenido que fijar para cada caso el esfuerzo
mdaximum pasado el cual los cuerpos se hallan fuera del
limite de elasticidad: para muchos de aquellos, dicho es-
fuerzo y este liwile son sinénimos.

§ 7. ldea de ia magnitad de los esfuerzos
permanentes & gque deben someterse los mate-
riales de eomstruceion.-Todos los ingenieros con-
vienen en que la intensidad de los esfuerzos—4 la carga,
espresion muy admitida—a que de un modo permanente
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se sometan los materiales de construccion, debe ser tal,
que estos puedan ofrecer una resistencia indefinida; pero,
si conformes en este principio, no lo estan respecto 4 con-
siderar un mismo esfuerzo como tjpo de comparacion &
que relerir el que haya de obrar de un modo permanente:
unos loman como base el que produce la rotura; otros, el
que corresponde al limite de elasticidad.

Admitiendo que, si para cada cuerpo y en los distintos
casos que puedan ofrecerse existe una estrecha depen-
dencia entre ambos fendmenos, debe haberla tambien
entre los esfuerzos que & ellos corresponden, es evidente,
que si al fijar el esfuerzo 4 que se ha de someter el cuer-
po, se ha tenido en cuenta aquella relacion 6 dependen-
cia, el resultado definitivo habrd de ser idéntico; pero no
aconlecerd lo mismo, si se prescinde, al tomar eomo
punto de partida el esfuerzo de rotura, del correspon-
diente al lmite de elasticidad; 6 inversamente del prime-
ro, en el caso de referirlo al segundo: esto tllimo, &
igualdad de circunstancias, ofrece en nuestra opinion mas
garantias de aciertn; y lo fundamos, en el riesgo que se
correria de someler un malerial desconocido & un es-
fuerzo, para el cual quedase profundamente alterada su
elasticidad hasta el punto quizds de que una causa
accidental pudiese iniciar la rotura.

Los que parten de este fendmeno, lo hacen principals
menle por que niegan la existencia del limite de elastici-
dad, enlo que no ven otra cosa, dicen, que una mera con-
eepeion; y si algo de realidad le conceden, es anadiendo
que su determinacion ofrece suma vaguedad; que no es
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posible fijarlo con exactitud, y que cada cual le da un
valor distinto; olvidando en cuanto & la magnitud de los
esfuerzos, la irregularidad con que se produce la rotura
a cuyo fendmeno le conceden una fijeza que no liene.

Acerca de esla divergencia de pareceres nos limitare-
mos & decir, que unos y otros cilan en su apoyo los re-
sultados de las mismas experiencias; que las formulas de-
ducidas admitiendo la existencia del limile de elasticidad,
satisfacen cumplidamente las exigencias de las aplicacio-
nes, en comprobacion de lo cual se pueden citar nume-
rosos hechos; y que solo cuando nos separamos de las
condiciones en que fueron obtenidas, se vé la falla de cor-
respondencia entre los resultados pricticos y los teéricos.

Sin embargo de esto, no dejaremos de indicar, que
cuando por la extremada rigidez de algunos materiales
se dificulta la delerminacion del limite de elasticidad,
conviene y suele referirse el esfuerzo permanente, al que
produce la rotura.

§ 8. Efecto de un esfuaerzo con relacion al
tiempo.-Es un hecho comprobado por la experiencia
que el efecto producido por una fuerza, depende en par-
te del tlempo durante el cual ejerce su aceion; pero tras-
eurrido cierto periodo, su influencia se debilita hasta
anularse, aun cuando el esfuerzo se separe muy poco
del que produzca la rotura.

Tambien al parecer depende en cierto grado el limite
de elasticidad, del tiempo que estin obrando las fuerzas,
resultando mas pequenos & medida que se prolonga su
accion.
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La duracion del tiempo tiene un limite, pasado el
cual, el de elasticidad permanece inalterable.

Cuando un esfuerzo no ha producido todo su efecto
se denomina pasagero.

§ 9. Coecficiente 6 modulo de elasticidad.-
La eantidad que entra en la mayor parte de las férmnlas-
que mas adelante ohtendremos, y cuyo valor—depen-
diente tan solo de la naturaleza de los materiales y del
modo de actuar las fuerzas—indica la importancia de
ellos eon relacion & su mayor 6 menor resistencia, reci-
be el nombre de coeficiente 6 modulo de elasticidad.

§ 10, Nuevas hipotesis para facilitar Ia teco=
ria.-Los solidos (que han de someterse 4 la accion de
esfuerzos determinados con el objeto de deducir las
f6rmulas correspondientes 4 los easos que por lo comnn
se presentan en las aplicaciones, serdn considerados
como sensiblemente prismaiticos, y siempre con un plano
de simetria en sentido longitudinal; se denominardn
prismas, solidos prismdticos y tambien solidos de resistencia
6 simplemenle sdlidos; y mientras otra cosa en contrario
no se prevenga, los contemplaremos, bajo un punto ds
vista mecinico, como homogénens; es decir, como presen-
tando la maleria en todos sus puntos la misma resistencia
& esfuerzos iguales y de direceion deteriinada, por mas
que al cambiar esta, varfe tambien aquella.

Con el objeto de [acilitar la teoria supondremos, en
conformidad, con la experiencia, que los solidos prisma-
ticos estan compueslos de rebanadas separadas entre si
por pequenisiinos resortes prontos & ceder 4 la menor

3



il
accion; y de tal manera, que cada una de ellas venga &
conslituir como una especie de disco de forma invariable,
Y en el que los dtomos no puedan recibir ningun movi-
miento.

Como una consecuencia de eslo, cuando un prisma
se somela & la accion de un esfuerzo moderado—como
asi debe ser y aconlece en la priclica—cada disco se
moverd cual si fuera de una sola pieza, tomando respecto
de los contiguos la posicion que su equilibrio exija.

Tambien admiliremos, que los dtomos estan dispuestos
de tal modo, que unidos por resortes, los de cada reba-
nada con los homdélogos de las contiguas, resulten for-
madas lo que llamaremos las fibras del sélido; verdaderos
prismas cuyas bases semejantes a las totales y semejan-
temente dispuestas, son infinitamenle pequenas respecto
4 sus dos dimensiones.

Si suponemos que las rebanadas no lienen espesor,
lo que resulte serd una seccion del prisma, superficie que
conlendra los centros de gravedad de los pequenisiinos
prismas 6 elementos de fibra correspondientes 4 cada una
de aquellas.

La linea que conliene el centro de gravedad de todas
las secciones, recibe el nombre de ¢je medio, linea 6 fibra
media; y acerca de ella, estableceremos la hipdtesis de
ser perpendicular 4 las mismas, aun despues de ligera-
mente deformado el sélido.

——Ee——



LECCION 2."

SUMARIO.

Consideraciones generales sobre el equilibrio de un sdlido sometido 4 la ac-
cion de fuerzas exleriores.—Posicion mas general que eu un prisma puede
tener una seccion cualquiera con relacion 4 la inmediata.—Clasificacion de
las deformaciones simples, en que ha lugar 4 considerar descompuesta la
que nace de la posicien mas general que puede tomar en un prisma, una
seceion cualquiera.—Principio relativo 4 la independencia de efectos produ-
cidos por esfuerzos simultineos; currespondencias entre estos vy aquellos.—
Resistencia de los prismas 4 la extension.—HResultados de las experiencias
con el hierro dulee sometide & Ia extension.—Resultades de lag experiencias
con ¢l hierro colado sometido 4 la extension.—Resultados de las experiencias
con la madera sometida d la extension.—Tabla n.® { que contiene los prin-
cipales datos sobre la resistencia 4 la extension de algnnos materinles.—
Cuestion que permite comprender la conveniencia de que las cargas de se-
guridad sean mucho menores que los esfuerzos correspundientes al limite de
elasticidad.—Resistencias vivas de elusticidad y rotura.—Resistencias de
Jos prismas 4 la compresion 6 contraccion.—Resultados de las experiencias
con el hierro eolado sometido 4 Ja compresion simple.—Tabla n.% 2 que
conticne los principales dates sobre Ja resistencia 4 la compresion de
alguncs materiales.

§ 11. Consideraciones generales sohre el
equilibrio de un sélido sometido & Ia accion de
fuerzas exteriores.-Sea S8’ fig. 1.* (lim. 1.*) un
solido cualquiera sobre el que estan actuando las fuerzas
R, B, B2, 0 0044

Para la resolucion de la mayor parte de las cuesliones
de que nos vamos & ocupar—y que se hallan compren-
didas en las dos mas generales enunciadas en el § 2—
conviene que recordemos el modo de introducir en el

.
-
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caleulo las fuerzas interiores 6 bajo otro nomhre las fuer-
zas eldsticas, (1) al establecer las ecuaciones de equilibrio.

Si el sdlido 88 fuese perfectamente duro 6 perfecta-
mente rigido, ¢ de otro modo, un sélido mvariable de
forma, enlonces bastaria que las fuerzas dadas salisfa-
ciesen 4 las seis ecuaciones generales de equilibrio: tres
de traslacion, y las otras tres de rotacion al rededor de
los ejes coordenados en cuyas direcciones se verifican
aquellas; pero como los cuerpos destinados & las cons-
trucciones son sdlidos naturales y constiluyen lo que en
Mecdnica racional hemos llamado sistemas materiales, di-
chas seis ecuaciones entre las fuerzas exteriores F, F',
F”,...... no baslan para establecer el equilibrio; es ne-
cesario ademds hacer ver, que esle exisle para todas las
partes del sistema dado, y en nuestro caso, para una
porcion cualquiera del sélido 88’, con lo cual todas sus
secciones permaneceran inmoviles.

Como al formular el equilibrio para un trozo S aa —el
cual se considera como un sistema rigido, invariable—
hay que tener en cuenta 4 mas de las fuerzas F, Fr,
las que nacen de las reacciones moleculares en la seccion
aa, y eslo mismo se repile para otro cualquiera S,
See,..... queda con esto recordado el modo de intro-
ducir facilmente en el cilculo las fuerzas interiores.

Sometido un prisma & esfuerzos exteriores cuyo efecto
inmediato es el desarrollo de las acciones moleculares,

(4) A las fuerzas que se desarrollan en el interior de los cuerpos, las deno-
minaremos indistintamente fuerzas inleriores 6 elasticas, acefunes O reacciones
snteriores, aceiones O reaceiones moleculares.
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generalmente distintas en todas las secciones, es eviden-
le, que en una de eslas por lo menos alcanzarén aquellas
el miximum de intensidad: la seccion en que esto se
verifique ha sido llamada por Poncelel seccion peligrosa.
En la posibilidad de establecer el equilibrio para cual-
quier trozo de un prisma que se nos dé, no es menos
evidenle que, silo oblenemos en buenas condiciones de
resistencia para aquel que lermine por la seccion en que
el efecto de las fuerzas exteriores sea un mdaimum, esta-
remos seguros de que en ninguna region del sélido exis-
tird un desarrollo de acciones moleculares, escesivo é
inconvenienle,

§ 12. RPosicion mas general gue en un pris=
ma puede {ener una seccion cualguiera con
relacion a la inmediata.-Dado un prisma 8 fig. 2.
(lam. 1.7 en el que A y B representan dos secciones con-
tiguas, la posicion mas general que B puede tomar res-
pecto de A, seré la producida por el movimiento elemental
mas general; es decir, por una traslacion igual al movi-
miento elemental de uno de los puntos de B, y una rota-
cion al rededor de cierlo eje pasando por el; ambos
movimientos han de ser simullineos, debiendo obser-
var, que para el primero de estos se ha considerado el
correspondiente al centrode gravedad de dichaseccionB.

Ocioso parece indicar que al tomar esta ullima la
posicion d—de propésito exagerada en la figura—el pris-
ma experimenta una deformacion: tralemos de analizarla.

§ 13. Clasifieacion de las deformaciones sim-
ples, en que ha lugar & considerar descom=
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puesta la que nace de la posicion mas general
que puede tomar en un prisma, una seecion
caalguiera.-lara conocer estas deforimaciones sim-
pies, descompongamos el movimiento general que acaba
de ocuparnos, en otros mas sencillos, eligiendo los pro-
ducidos por ciertos esfuerzos 4 que, ya solos & combina-
dos, suelen estar sometidos los materiales de construc-
cion, y tendremos:

1. Una traslacion de la seccion paralelamente &4 si
misma de B & a; esle movimiento no puede verificarse
sin que el cuerpo experimente una deformacion particu-
lar que recibe el nombre de extension ¢ alargamiento sim-
ple: la fuerza & que se puede eonsiderar debido, sellama
esfuerzo de traceion longitudinal. '

2.° Una rotacion al rededor del eje medio ee; cuyo
movimiento origina una torsion simple: el esfuerzo que
lo causa se llama de torsion simple.

3. Otra traslacion de bde, en virtud de la cual se
verifica un resbalamiento ¢ cizallamiento simple, el cual
es ocasionado por un esfuerzo que se denomina de ciza-
llamiento simple.

&.° Rotacion de la seccion ¢ al rededor del eje e'e’
contenido en su plano y que pasa por su centro de
gravedad; produce una flewion simple, y el esfuerzo cor-
respondiente recibe el nombre de flexion simple, 6 sola-
mente esfuerzo de flexion, suprimiendo el calificativo, lo
que suele hacerse respecto de los esfuerzos anteriores, y
tambien al designar las deformaciones.

Cuando el’esfuerzo de traccion longitudinal eambia de
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signo, la seccion B se aproxima 4 la A, y se verifica una
contraccion simple; y en lal supuesto, aquel se denomina
esfuerzo de compresion.

§ 1i. Prineipio relativo & la independencia
de efeetos producidos por esfuerzos simultia=-
neos; correspondencia entre estos y aquellos.
Cuando un prisma cualquiera sea sometido & uno solo
de los esfuerzos simples, se determinard en cada caso
—apoyandonos en leyes experimentales, que si no tienen
earicter de absolulas, ofrecen toda la aproximacion ne-
cesaria—la relacion entre el esfuerzo y las reacciones
moleculares correspondientes, deduciendo de la inlensi~
dad de estas, si el solido se halla 6 n6 en buenas condi-
ciones de resistencia.

Pero si dos 6 mas esfuerzos simples obran simulté-
neamenle, admitiremos que la reaccion mas compleja
que en este caso oponga una molécula eualquiera puede
ser considerada como la resultante de las parciales pro-
ducidas por cada una de aquelios.

Por lo dicho en el § 13 halugar & considerar tambien,
que las fuerzas que actian sobre un prisma, producen en
el caso mas general dos traslaciones y dos rotaciones, lo
que nos hace ver que solo son reductibles 4 dos que no
estén en el mismo plano; y como cadauna de eslasfuerzas
puede ser reemplazada por otra y un par,—descompo-
sicion que emplearemos con frecuencia—el sistema pri-
milivo quedard reducido & dos fuerzasy dos pares que
corresponderdn 4 las traslaciones y rolaciones en que se
descompuso el movimiento elemental mas general que
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puede tomar una seccion del prisma respecto de su
inmediata,

§ 15. Resistencia de los prismas ala exten=
sion.-Sea S8S8' fig.* 3. (lim. 1.") un prisina reeto homo-
géneo cuyo extremo 8, por un medio cualgaiera, hacemaos
que permanezea inmovil: prescindiendo de su peso y
despues de prevenir—lo que se habria de tener presente
para en adelante, siotra cosa en contrario no se indi-
cara—que adoplamos el metro ctibico, cuadrado y lineal
como unidades para valorar los voliimenes, superficies
y longitudes y que el kildgramo sera la unidad para pe-
s0s, representemos por
f........ la seccion recta
N........ resultante de las fuerzas iguales é igualmente

reparlidas sobre la seccion recta
A........ distancia entre dos secciones contiguas
dveunnss . aumento que A ha tenido por efecto de la
fuerza N
R........resullanle de las reacciones parciales de todas
las moléculas correspondientes duna seccion
L...o.... longitud total del prisma
lo.o.ov. alargamiento total del mismo producido por N
vovons modulo 6 coeficiente de elasticidad longitudinal
dependiente de la naturaleza de la naleria
referido 4 la seccion recta

L = . v
E = —... valor del mddulo con referencia al melro
A .

cuadrado.
Experiencias direclas—encaminadas 4 observar la ley
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de la deformacion particular que nos ocupa—han demos-
trado que el alargamiento total, dentro de ciertos limites,
estd en razon directa con N y L y en razon inversa de a.
Segun eslo si queremos eslablecer las ecuaciones de
equilibrio para un trozo cualquiera S’aa bastard que en-
contremos, fundados en la ley anterior, la uinica ecua-
cion & que en el caso presente se reducen las seis corres-
pondientes al mas general, es decir

R=N:
tratemos de conocer R.

Esta cantidad solo depende del alargamiento por
3 ; .
metro < afectado de un coeficiente variable con la ma-

teria: esto es cierto, como resultado de la experiencia;
de manera que

)
R= I—A—--—N

es la solucion que conviene al problema propuesto; y
por tanlo
R

I e
— _.—_E—I:—, de donde R=

aB!
L

= Nyves (4)
6 bien R=nE{=N,

despues de haber hecho —Eu =

La constancia de N hace ver que el sélido, en el su-

puesto de que se desprecie su peso, y en el de ser homo-
4
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géneo, no tiene seccion peligrosa propiamente dicha; y
que la rotura, si 4 este extremo se llegara, se verificaria
indistinlamente por cualquiera de ellas.

La ecuacion ((1)) encierra la solucion de varios pro-
blemas ficiles de enunciar.

Si en el siguiente valor general sacado de la misma

E:i[i. hacemos
la
n=14, l=1, L=1..... obtendremos

E—=N;
resultado que nos dice, que si el prisma determinado
por los valores anteriores, fuese susceptible de alargarse
sin romperse, hasta adquirir una longitud total, doble
de la primitiva, y en este aumento progresivo no abando-
nara la ley de proporcionalidad anteriormente indicada,
E representaria la fuerza necesaria para conseguir tan
considerable alargamiento.

Este modo de definir & E—que no es otro en el fondo
que el primero—pone mas en evidencia su naturaleza y
la eircunstancia de que solo depende de la del material.

Si el prisma estuviese compuesto de fibras, que
aunque homogéneas consideradas aisladamente, no lo
fuesen las unas con relacion 4 las olras, tambien seria
aplicable & este caso particular la formula ((1)).

En efecto, si representamos por da la seccion recta
de una fibra cualquiera; y por r la resistencia debida a
su fuerza eldstica, tendremos

daEl
TG
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siendo E el valor del mdédulo correspondiente & la fibra
que se considere, y para toda la seccion

R= -%fEdn:

la cantidad fEdn se llama resorte longitudinal del

prisma.

En estas lecciones consideraremos siempre los ma-
teriales como homogéneos en el sentido explicado § 10;
al separarnos ahora de este supuesto, solo nos ha guiado
el dar una ligera idea del modo de someter al célculo,
el caso en que no lo son.

§ 16. Resultados de las experiencias con el
hierro dulce sometido a la extension.-El hierro
dulce, por sus excelentes propiedades, es uno de los
materiales de construccion mas aceptables: de todas las
experiencias relativas 4 la extension, las de Mr. Hodgkin-
son se distinguen por lo numerosas, y muy principalmen-
te, por la precision con que han sido ejecutadas; empled
—por la union de otras de menos longitud—barras de
unos 45 metros y de 135 milimetros cuadrados de sec-
cion proximamente.

He aqui las principales consecuencias que de ellas se
desprenden y que 4 nuestro propdsito conviene que ci-
temos.

1.* Toda carga, por pequeiia que sea, produce un
alargamiento permanente.
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2.0 Los alargamientos totales, permanentes y eldsticos
(*) crecen proporeionalmente @ las cargas; los dos pri-
mmeros hasta los 15 kilégramos, poco mas ¢ menos, por
milimetro cuadrado; y los eldsticos hasta muy cerca de la
rotura.

3. El alargamiento permanente para la carga de 15
kilégramos por milimetro cuadrado es tan solo 0,01 de
milimetro por metro, ¢ sea préximamente '/;.* parte del
total: dicha carga 6 fuerza de 15 kildgramos, corresponde
al Limite de elasticidad:

&.» Elvalor encontrado para el coeficiente 6 modulo de
clastieidad longitudinal, reliciendolo al melro cuadrado,
¢s muy aproximadamente

E=20 x 109,

5.* La carga de rolura por extension—ai la que algu-
nos llaman valor de la tenacidad absoluta—es, con ligeras
diferencias, de unos 37 kilégramos por milimelro cua-
drado.

Apesar de estas interesantes conclusiones—que no
todos los materiales presentan en igual grado y de una
manera tan marcada—conviene dejar consignado, que si
la procedencia 6 fibricacion del hierro varian, aquellos
resultados habran de variar tambien, entre limites de-
pendientes de una y olra causa: esta observacion debe
liacerse estensiva & los demds materiales.

Por punto general, los hierros dulces al carhon vege-
tal, resisten mas que los hierros al cok.

(") Elalargemiento eldstico es igual 4 la diferencln entre ol fotal y ol
permanente,
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Tambien acontece, que cuanto mas (rabajados estan
los hierros, mayor es la resistencia que ofrecen; como se
observa en los que se llaman finos, respecto de los de
dimension media, y en estos, con relacion & los hierros
gruesos.

En visla de tales indicaciones, las cifras que se consig-
nan en la tabla del § 18 han de contemplarse solo como
valores medios, que puedan servirnos de guaia en los
principales casos que ocurran; debiendo prevenir que
siempre (ue sea posible, se ha de procurar oblener por
experiencia propia cuantos datos contribuyan & formar
una idea exacta del material que se emplee, sobre todo,
si nos es desconocido.

§ 17. Resultados de Inas experiencias con
hierro colado sometido a la extension.-Sc
ben igualmente & Mr. Hodgkinson notables experienci
sobre el hierro colado sometido 4 la extension, en las
que hizo uso tambien de barras cuya longitud, por: la
reunion de olras mas cortas, era de 15 meltros proxima-
mente y la seccion de 645 milimetros cuadrados.

Los resultados que dedujo, fueron andlogos & los del
hierro dulce con las diferencias naturales debidas 4 las
que lienen entre silas malerias: los que mas pueden
interesarnos son eslos:

i.° El limite de elasticidad corresponde 4 la’carga de
6 kilégramos por milimetro cuadrado.

El valor medio que puede asignarse al mddulo de
elasticidad es:

5 a
Q_u

E=9 x 10"
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3. La carga de rotura, como términomedio, puede
fijarse de 11 & 12 kilégramos por milimetro cuadrado.
La discordancia entre los resultados que presentan los
hierros colados comparados entre si, es mucho mayor
que la que ofrecen los hierros dulces; pues 4 mas de in-
fluir el ser al cok 6 al carbon vegelal, obtenidos al aire
caliente 6 alaire frio,la naturaleza de los minerales, ete.,
lo hacen tambien de una manera notable la forma y las
dimensiones de las piezas fundidas: en el concurso de to-
das estas causas debe buscarsela poca armonia entre las
cifras oblenidas, hasta por un mismo experimentador.

§ 18. Resultados de las experiencias con la
madera sometida &4 la extension.-Entre las mas
recientes—y que han sido ejecutadas en gran escala y
con suma escrupulosidad—citaremos las de MM. Che-
vandier y Werthein, limitdndonos 4 trasladar los si-
guienles resullados.

1.c El limite de elasticidad de las maderas no ofrece
aquel grado de precision que presentan otros materiales,
tales como el hierro dulce y aun el hierro colado.

2.c Para la carga correspondiente & dicho limite, los
citados experimentadores han tomado la que produce un
alargamiento permanente igual 4 0,05 de milimetro.

3. Para el olmo, roble y pino ensayados, las cargas
de rotura son respeclivamente, refiriéndolas & un mili-
metro cuadrado.

6,0¢09; 566 4 618,

&.* Los médulos de elasticidad de estas tres maderas
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por el érden en que quedan indicadas, tienen los valores
aproximados.

1,2%10% 0,9%10% 1,4x10°%

Los dalos que acabamos de consignar se refieren &
la resistencia de la madera cuando el esfuerzo es paralelo
4 las fibras, y solo tiende & romper los prismas por
una seccion perpendicular 4 el.

Los mismos experimentadores se han ocupado en de-
terminar el mddulo de elasticidad y carga de rotura & la
exlension dirigiendo los esfuerzos normalmente 4 las fi-
bras; los valores obtenidos en este supuesto, son bas-
tante significalivos por su inferioridad respecto de los
anteriores, para que procuremos evilar toda disposicion
en que la madera haya de resistir de un modo tan poco
venlajoso.

Como desde luego se comprenderd, multitud de cau-
sas influyen tambien en la resistencia de las maderas;
forman parte de ellas, entre otras, la constitucion geo-
légica del terreno, exposicion, edad, grado de deseca-
cion, etc. ;

En la carencia para la mayor parte de los materiales
de datos precisos tanto del mddulo como del limite de
elasticidad, ya por lo dificil, en algunos, de tal determi-
nacion, ya por haber dirigido en un principio las
experiencias solo & conocer las eargas de rotura, nos
limitaremos & reunir en la siguiente tabla las cifras mas
importantes que pudiéramos necesitar en la mayor parte
de las aplicaciones relativas 4 la extension. En ella debe
observarse que los esfuerzos permanentes, ¢ como fre-



cuentemente se dice las eargas de sequridad, se han suje-
lado & que sean '/, de las de rolura en los metales,
v '/;pen las maderas por su prematuro deterioro: para las
cuerdas & consecuencia de lo mucho que se alargan
antes de romperse, dicha relacion se eleva & '/,. Esto es
lo mas admitido en la prictica.

Tambien es de hacer notar, que comparadas las car-
gas permanentes, con los esfuerzos que corresponden al
limite de elasticidad, 'las primeras son por lo general
algo inferiores & la mitad de los segundos, en casi lodos
los maleriales de que se tiene este dato.



NUM. 1.

Tabla gue contiene los principales datos sobre
Ia resistencia i Ia extension de algunos mate=

rvinles,
- — = : =
Coeficien-) Alnlrgnmientn
s 1ot 1
Peso [jte 6 mi-||Limite Carga ...Er’it.s';f{fnmﬂ,ffa
de un|| dolo de de |Carga|de se- i ln
y &‘.‘.nrga
metro|| elastici- |jelasti-| d ri— | al limite {de se~
MATERTALES. . ¢ | 8" lide elasti- guri-
cubicol| dad. ||eidad. | rotara| dad. || cidad. | dad.
—— | ——— e — e ——.
Kildg. por|| Kilog. por milimetro
Kilag. [ el My cuadrado, Milimetros.
Hierrocolado grisen pie- )
zas de dimensiones | 7200 Os10t| 5,50| 44,50 4,92|| 060 0,22
medias.
Hierrodulecen barrasde | mme, "y .
dimensiones medias, j 7770 || 20100 15,00 37,00{ 6,47| 076 0,31
Acero |Irl ’\Iem'mlm de
muy  huena ecalidad, , o
templado rucnmoa 243407 || 25,00 75,00| 42,50 | 1,20 | 060
con aceile,
Ac:]ero fundido rnuyl f'lm:; 7820
e superior cahda &
templado y rewmdo’ 30%¢i0¢|| 66,00 100,00 16,67| 2,20 0,56
con aceite.
Hilo de ecobre. . B8B78,5/ 42)C10°|| = 30,00 8,23 . v
Bronce de cafiones, . 8670 3,2}(10‘1 2,00| 23,00 3,83 0,63 .
Laton fundido. 8303 ﬁ,&xlﬁ"i 4,80| 12,60 2,10 0,76 0,33
Alambre de laton. 8340 || 103400 | 15,00 30,00| 833 | 433 0,78
| o
Roble. ! 872 i 0,9%10%| 2.335| 566 057| (L,67) | (0.4)
Pino. . 593 | 1 lxiﬁ“ 245 | 4,18| 042 (1.47) | (0,23)
Olmo. . 723 1 “Xw‘, 1.8k 6,99| 0.70] (2,42) | (0,92)
Cuerdas de ¢i- | DUEVas." = 6,00] 3,00 . '
famo de 23 {
milfmetros de :
d;r‘xme‘lro_ l ’]g:.:':ﬂ? 015 s £20] 2,10 . .
Cnerdas embreadas, N 4,40] 2,20 . g
|
Correas. . H 909 ! o e 0,20] » | o ’
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OBSERVACIONES.

1.  Los niimeros que contiene la tabla anterior deben mirarse como aproxi-
mados; y si bivn habrd casos en que haya necesidad de consultar las de otras
mas completas, y quizds haver algunss experiencias, tales como son, dan una
idea de los valores mas generalmente aceptados en las aplicaciones 4 las mi-
quinas.

2.4 La resistencia del hierro culado procedente de las piezas de Artilleria
suele aleanzar valores muy superiores 4 los consignados en la tabla n.® 4,
Hegando hasta 49 y 20 kildgramos por milimetro cuadrado,

3.4 En lagar de la cifra 2,2—alargamiento del acero fundido de superior
calidad correspondiente al limite de elasticidad—algunos suelen tomar el valor
0,22, Aunque ereemos sea un error de impresion, lo advertimos porque es
bastante generalizado.

&4 Respecto al bronee de cafiones obsérvase la irregularidad de ser la
carga permanente, muy superior al esfuerzo que corresponde al limite de
elasticidad. Tredgold ha encontrado para este ultimo el valor 7,k3 en vez de
% que es el admitido comunmente. La nolable diferencia entre estas dos
cifras, refiriendose 4 un mismo malterial, induce 4 sospechar la existencia de
algun error.

5.4 Los nimeros comprendidos dentro de paréntesis corresponden d made--
ras de roble, pino y olmo, de calidad diferente i la de las empleadas por MM.
Chevandier y Wertheim; pues no habiendo determinado estos los alargamien-
tos 4 que se refieren dichos nimeros, hemos preferido para dar idea de ellos,
tomar las eifras obtenidas por otros cxperimentaidores. De una manera andlo-
#a se hin procedido respecto de algunos de los demas materiales, al tratar de
Henar las columnas que contliene la tabla en cuestion.

6.4 Para las cargas de seguridad de las correns hemos adoptado la cifra
0.k2 tnico dato que respecto de ellas existe en la mayor parte de las obras
ijue hemos tenido d la vista, Pero la cirennstancia de qne para su admision en
In Fabrica de Trabia se exigen proximamente 2.8 por wilimetro cuadrado,
v la de que segun Movin—NMeednica industrial de Poncelet, 2.2 edicion, pi-
gina 320,—las eorreas de ewero negro pueden tesistic sin temor de que se
altere su constitucion eldstiea el esfuerzo de 2k por igual unidad superficial,
hacen suponer muy pequeiio el valor 0,2, 8i consideramos que lis correas se
alargan mucho, antes de romperse, el esfuerco de seguridad 4 que se deban
sumeter podrd aleanzar, como acontece con lus cwerdas, un valor baslante cre-
cido relativamente al de la carga de rotura.

7.2 Adoptando tambien el metro cubico para fijur el peso de Ias correas, el

valor 909 es el minimuwm asignado para su admision d las empleadas en la
fibrica de Trubia.
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§ 19. Cuestion que permile comprender la
conveniencia de gque las cargas de seguridad,
sean mucho menores que los esfuerzos cors=
respondientes al limite de elasticidad.-Las re-
laciones '/;, '/, ¥ /s entre las cargas permanentes y
las de rotura, estin sancionadas por una larga experien-
cia debida & las nomerosas y variadas construcciones 4
que se han aplicado.

Cuando el limite de elasticidad sirve de norma para
fijar las cargas de seguridad, pareceria natnral—teniendo
presente cuanto hemos dicho y se relaciona con esto—
que solo debiera exigirse que la ultimd fuese igual ¢
algo menor que el esfuerzo correspondiente & dicho
limite, y no préximamente la mitad como se admite en
la prictica: para juslificar esto, entremos en otro drden
de consideraciones que las expuestas hasta aqui.

Sea A B fig. &.2 (lim. 1.%) un prisma, fijo por el extre-
mo superior, en la disposicion que se ve y por el que
puede resbalar sin rozamiento el peso P: el reborde m
tiene por objelo detenerlo cuando llegue & la parte
inferior.

Supongamos, para los efectos que vamos & indicar,
que sea despreciable la influencia de la masa del prisma,
¥ que el peso P haya sido colocado sin velocidad sobre
el reborde m: en tal supuesto, y pasado el primer ins-
tante, el prisma se ird alargando poco & poco, adqui-
riendo el peso P al par que desciende, una cierta fuerza
viva; cuando el extremo B haya llegado al punto B', que
es el que hubiera alcanzado por la sola accion estdlica de
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P, es decir, sin haber influido en este resultado su fuerza
viva, es evidente, que el prisma continuari alargédndose
hasta que el trabajo de los pequeiios resortes, que sepa-
ran & cada dos discos contiguos, sea igual 4 la mitad de
la fuerza viva total adquirida por P: hé aqui la primera
faz del fendmeno.

Consumida ya toda la fuerza viva, y siendo el peso P
inferior & las reacciones moleculares de una seccion cual-
(uiera, el estremo B” tiende & recuperar la posicion B’
correspondienle 4 la accion estitica; pero no se deliene
en ella, lejos de eslo, continta ascendiendo hasta la res-
titucion completa del trabajo que absorbieron los re-
sortes en el descenso; el segundo periodo queda terminado
cuando el prisma vuelve 4 su posicion primitiva A B: ya
en esta, da de nuevo principio al descenso el extremo B
para ascender otra vez despues de haber alcanzado el
lin de su curso, cumpliéndose de este modo una série de
escilaciones en namero indefinido, si el problema se con-
sidera bajo el punto de visla mnas abstracto.

Conocido de una manera general el fenémeno en el
¢aso mas sencillo, ninguna dificultad ofreceria su inter-
pretacion en los supuestus de tener el prisma un peso
despreciable con relacion &4 P, y de caer este de deter-
minada altura, comprendiendo el quedar ¢ no fijo al
extremo B: para el objeto que nos proponemos basta que
se le estudie en el supuesto mas sencillo.

Refiriéndonos & la fig. 4.7, el problema queda pues
reducido & encontrar lo que e! prisma A B se alargara de
mas, por efecto de la fuerza del peso P, con relacion
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al alargamiento estilico que este mismo peso produce.
A este fin representemos por

B SN ST La seccion del prisma

L ....... Lalongitud del mismo

P ....... El peso colocado sin velocidad al exiremo B

@ enanan. La variacion que experimente L por la accion
del peso P

I ....... Elalargamiento estitico producido por una

lraccion igual & P.
nEw
L
de signo contrario & P, la ecuacion diferencial del movi-
miento en direccion del eje B @, tomando el punto B
eomo origen de abscisas, sera

P dlx Ea

=P —

p TN L % «susesss 6 bien
d*x @
g =1 (=)

despues de haber sustituido por P su valor

Como al alargamiento @ corresponde la tension

okl
L
Para simplificar esla ullima ecuacion traslidese el
origen B al punto B’ distante de élla longitud /, y se tendra

d*o g
=

Si se integra, suponiendo que & @=—0 corresponde
v=v,, se llegard ficilmenle & este resultado

1 A .
—i-[v“—v,“):--«-;g—-%—w*..---... 2



ecuacion que mos permite encontrar la velocidad del
peso en un punto cualquiera de su trayectoria, en funcion
de la abscisa correspondiente y del valor particular v,.
Como & w=—1 corresponde » =0, introduciendo
estos valores en la ecuacion ((2)) se lendra
ot =iy ssensaesienies (8
Combinadas las ((2)) y ((3)) llegaremos & la siguiente,
en la que v ,* aparece eliminada,

v*:-‘?—(ﬁbme)...... de donde

n:il/%‘(;e_ﬂwe)........ (%)

Analizada esla ecuacion observamos

1.> El valor de v abraza el periodo descendente y el
ascendente, positivo durante el primero y negativo en
el segundo.

2. Que solo conviene para valores de @ eompren-
didos entre 41 y — I & cuyos limites corresponde v =:0;
y en su consecuencia que el alargamiento total por efecto
de la velocidad adquirida por el peso, es doble del
alargamiento estilico.

3. La mdixima velocidad corresponde & @=0, abs-
cisa perteneciente al extremo del prisma, cuando se ha
estirado una canlidad igual al alargamiento estitico.

k.° Las velocidades son ignales para puntos de la tra-
vectoria equidistantes del origen B”.

La segunda deduccion justifica, como habiamos
anunciado, la conveniencia de dar & las cargas de rotura



—_—n
valores algo menores que la mitad de los que correspon-
dan 4 los esfuerzos pertenecientes al limite de elasticidad ;
y por lanto, que la prudencia aconseja disminuirlos mas
y mas, & medida que aumenten en intensidad y nimero
los choques y vibraciones 4 que las obras esldn expuestas.
Con el objeto de hacer notar cierta parlicularidad,
vamos & encontrar la ecuacion propiamente dicha del
movimiento, es decir, una relacion finila entre @ y f;

. .. da .
para lo cual baslard sustituir 4y &1 Vez de v, é inlegrar

despues de haber despejado d ¢ siguiendo esta marcha
conocida tendremos:

ﬂﬂ_-kl/ —®%)vive.s00. de donde
—1

or lo tanto
=41 l/%(ig—mg) &

t‘:l/—z arc. (sen.:ﬁ)—l—c.
q l

Describase la semicircunferencia BCB" con el rédio /,

y teniendo presenle que & @=—/{ corresponde {=0,
resultard
" l = oL foriRat
= E-x?.........ypol consigulente

br.l A

t..._l/ zarc. sen._'£)+

[T
;: ;X’? (3)
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El tiempo para recorrer el (trayecto BB" =2/,

1
b= =
i/g

igual al empleado en una oscilacion pequeiia por el
péndulo circular simple de longitud : coincidencia no-
table que indica un medio tedrico para determinar el
coeficiente de elasticidad de los dislintos materiales.

Si observamos que w=——1cos. ¢, se lendrd, sustitu-
yendo por  su valor sacade de la ecuacion ((3))

serd pues

)

w=——1cos. ¢ ‘T,

scuacion de movimiento que buscibamos y que ofrece la
singnlaridad de ser la proyeccion de otro uniforme,
correspondiente & un punto que marcha por la semicir-
cunferencia BCB".

§ 20. Resistencias vivas de elasticidad y
rotura.-Cuanto acabamos de exponer viene lambien,
en cierto grado, & darnos la medida del muy distinto mo-
do que los materiales de construccion lienen de resistir
los choques; lo que ha de tenerse presente para la elee-
cion mas acertada de ellos, en armonia con las aplica-
ciones d que se destinen.

Si suponemos que un prisma ha experimentado una
exlension cnalquiera @, pero menor que el alargamiento
correspondiente al limite de elusticidad, el valor de R
seri



v el trabajo elemental,

Eaa
dT= f;:T d®....voaesness ¥ por tanto

i
I Eoax? _ EaXgl
T= “L” — L’ Stbsscma 1B)

el “que se desarrolla durante aquel alargamiento. Pon-
celet ha llamado & este trabajo resistencia viva de elas-
ticidad: como se ve es igual,lo que no debe sorpren-

1 Eax :;; !
dernos, al que produciria la fuerza constante
durante el camino L.

En el caso de que quisiéramos conocer la cantidad
total de trabajo desde que se inician los alargamientos
hasta que la rotura se presenta—{rabajo lotal & que el
mismo Poncelet ha dado tambien el nombre de resistencia
viva de rotura—apelariamos al método de Simpson por
sernos desconocida en toda aquella exiension la ley entre
esfuerzos y alargamientos.

Entendiendo que los cuerpos son tanlo mas rigidos
cuanto mayor es el esfuerzo que exigen para una defor-
macion determinada (*), sucede por punto general, que
los materiales en que esta propiedad se halla desarrolla-
da en su mas alio grado, son los menos & propdsilo para

Entl

(*) Segun esto, sien la expresion N = - consideramos N y | como
dN E . o
variables, es evidente que = TD dard la medida de la rigides.

6
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resistiv el efecto de los choques; por esto los hierros
suaves ofrecen bajo esle aspeclo, venlajas sobre los
dures; en cambio cuando solo han de experimentar unos
y otros la accion de cargas permanentes sin choques,
sacudidas ¢ esfuerzos violentos, los segundos son prefe-
ribles & los primeros. Eslas consecuencias se desprenden
de la comparacion entre si de los valores correspondien-
tes & las resistencias vivas de elasticidad y de rotura.

El fenémeno de que los prisinas presenten notables
diferencias al contraerse (rasversalmente por efeclo de
un esfuerzo longitudinal, debe considerarse tambien
como una consecnencia de la mayor ¢ menor rigidez de
la materia de que estdn formados. La contraccion, aunque
despreciable siempre en los materiales de construccion
dentro de los limites en que se encierran los esfuerzos,
aparece muy sensible en algunos cuando se les somele
4 cargas superiores 4 la del lmite de elasticidad; en
hierros muy suaves, como se alargan mucho antes de
romperse, la seceion se ve disminuir notablemente; en los
duros sucede lo contrario, se estiran poco y conservan
por lo lanto easi la misma seccion, aun en los momentos
anteriores 4 la rotura.

§ 21. Hesistencia de los prismas & la com=
presion 6 contraccion.-En los prismas sometidos a
esfuerzos de compresion, ha lugar 4 consilerar dos

casos: 1.° cnando solo se produee una contraccion simple;
2.° cuando este fendinenc se complica con el de la

flexion: por ahora Gnicamente nos ocuparemos del pri-
mero.
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La resistencia de los prismas susceptibles solo de ex-
perimentar una compresion simple, parece que debiera
ser ilimitada; y en verdad lo seria, si no anadiéramos
que desamparadas las partes laterales, tienden 4 dila-
larse, tomando un cierto bombeo—mas ¢ menos pro-

nunciado, segun los materiales y dimensiones de los

W

solidos—que puede considerarse como precursor de la
degradacion de ellos.
o

“

los prismas sometidos & un esfuerzo de traccion longitu-
dinal es aplicable & la compresion, con tal que el esfuerzo

La relacion (1)) § 15 y enanto se dijo al ocuparnos de

sea moderado, y se tomen las precauciones necesarias
para que el sélido no se doble 6 encorve: como es na-
tural hay que cambiar en dicha ecuacion los signos de
N v [, cuando de no hacerlo pudiera resullar alguna
confusion, 1

§ 22. Resultado de las experiencias con el
hierro dalce sometido a la compresion.-Los re-
sultados de las experiencias ejecutadas por Mr. Hodgkin-
son con el hierro dulee sometido solo & un esfuerzo de
eompresion, son andlogos & los abtenidos por este fisico en
las correspondientes & la exfension de la misma materia:
nos limitaremos 4 indicar los dos mas importantes.

1.2 El limite de elastieidad corresponde proximamente
4 un esfuerzo de 15 kilégramos por milimelro cua-
drado.

2.0 El coeficiente ¢ modulo de elasticidad es, como
término medio mus general, de 16 X10° 4 17X 10°* kil6-
gramos por metro cuadrado.
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La pequena diferencia que se observa entre esla
iltima eifra y la que corresponde al caso de ser alargado
¢l hierro—diferencia que merece comprobacion por
nuevas experiencias—no impide se contemplen como
iguales, con lo cual sin que la prictica se resienta, se
consigue facilitar la teorfa.

Los constructores que para el cdleculo de las cargas
de seguridad, toman como base las de rotura, admiten
que el hierro forjado rompe & los 25 kildgramos por
milimetro cuadrado,

§ 23. Resultados de las experiencias con el
hierro colado sometido & la compresion.-Las
cifras mas notables obtenidas por Mr. Hodgkinson de las
experiencias sobre la compresion simple del hierro co-
lado, son las siguientes:

1.2 El limite de elasticidad corresponde préximamen-
te & un esfuerzo de 10 & 12 kildgramos por milimetro
cuadrado, hasla el cual las contracciones permanentes son
despreciables.

2.%  El coeficiente de elasticidad difiere poco de 9 xX10°
kilégramos por metro cuadrado: este valor como sabe-
mos, es el admitido para el hierro colado sometido & la
esctension.

3.* La carga de rotura puede valorarse en unos 63
kildgramos por milimetro enadrado.

De la comparacion del hierro dulce al colado bajo el
punto de vista de la resistencia & la compresion, el se-
gundo parece preferible al primero; y asi es en efecto,
para aquellos que fundan en la de rotura, el célculo de
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las cargas de seguridad, pero no cuando sirve de norma
el esfuerzo perteneneciente al limite de elasticidad.

Respecto 4 las maderas y demis materiales, no exis-
ten experiencias que den 4 conocer el coeficientey li-
mite de elasticidad relativos & la compresion simple.

La tabla n.® 2—que se completard cuando nos ocupe-
mos del segundo caso de la compresion de los prismas—
contiene los principales datos que pueden sernos mas
necesarios.

En ella ha de observarse que las cargas de seguridad
son, como en la extension, '/, 6'/,, de las de rotura,
segun se trale de metales, 6 de olro malterial cualquiera.

A los materiales con que se construyen las funda-
ciones de las maquinas, se les aplica tambien la re-
lacion '/,, si bien muchas veces, se hace descender

a'/yy -
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NUML 2.
Tabla que eontiene los principales datos sobre

Ia resistencia & la compresion de algunes ma=
teriales.

[ lGueficien-
[ PagtioHEn ‘ Alargamiento
Peso |te & mé-|Limite Carga ‘Lg:ﬂ sI;::)rn:]r:f‘:ﬁz
—_————————
de uni| dulo de de |Carga |de su- i la
1 limi 1;:”’;&
metro || elastici- |lelasti-) de | guri-|al lHimite|de se-
MF‘TEBMLES. e - ildt-_elaalb guri-
cubico dad. { cidad. | rotura| dad. || cidad. | dad.
—— || —— — e —
Kitdg. por||Kilog. por milinetro
Kilig. "";_: J::W cuadrado. Milimelros.
Hierro colado.. . . .|| 95¢40°|| 11 | 63,0 | 10,30 1,30 1,20
Hierro dulee. . . . . (16,5100 15 25.0 | 4,47 0,02 0,25
I;Dlﬁn‘ P L » » ilB,{l i9,33 » "
|
Plomo fandido. . . .| 11352 " » 5,4 | 0,90 () »
| I
Roble. . . . & W * ¥ » 4.2 Oﬁ-g 0 »
PG « 2502 & @ W . . &2 | 0,42 . »
Olmo muy seco. . . .| » . . 7.0 | 0,7 | # '
Granito de Guadarrama.|| 2500/ » s 38 | 0,35 [ = .
Caliza azul de Metz,. . 2600] » 0 3,0 | 0,30 3 E
Ladrillorojo dencarnadd|| 2170 ‘ B B 0.6 | 0,06 » .
Mort.%rd.Odecal yarena | 1600 » | » 0,35 0,035 » »

OBSERVACIONES.

1.2 En esta tabla no se han incluido los pesos de los materiales comprendides
en la de la pigina 29,

2.4 Respeclo 4 los valores del madulo de elasticidad d la compresion, solo se
han puesto los determinados por experiencias directas; para los maleriales en
que sea desconocido dicho midulo, se tomardn los correspondientes @ la traceion
lungitudinal.

3% Aungque generalmente se refieren lus cargas de segaridad y de rotura de
tos metales al milimetro cuadrado, y los de los demas iales al eentfmetro
cuadrado, hemos tomado la primera wnidod para 1odos, con L idea de simplifi-
ear la tabla incluyendo bajo un solo epigrafe los ndmeros de coda colomna,




LECCION 3.*

SUMARIO.

Resistencia de los prismas 4 la torsion.—Resultados de las experiencias sobre
la torsion—Tabla 0.9 3, que contiene lus prineipiles datos sobre la resisten-
cia d la torsion de algunos materiales.—Nesistencia de los prismas al cizalla-
miento.—Resultados de algunas experieneias sobre la resistencia del bierro
dulce al cizallamiento.—Resistencia & lu Qegion simple.—Prisma sometido i
fuerzas situadas de cualgnier modo en su plano de simetrfa.—Curvatura
del eje medio deformado.—Ecuacion del eje medio deformado,

§ 2i. Resistencia de los prismas & Ia (orsion.
Cuando un prisma fig. 5.* (lam. 1.%), ¢ mas bien, con
objeto de facilitar la explicacion, un cilindro S8'—forma
comun de los solidos expuestos 4 la torsion—lijo por uno
de sus extremos, se somete 4 la accion de un par (P,—P.)
cuyo plano es normal al eje ee, todas las secciones 4
partir de la 8 qne suponemos inmdévil, hasta 1o corres-
pondiente al extremo libre, girardn al rededor de él,
siendo sus centros de rotacivn respeclivos 0, ¢’ ... ¥
obedeciendo, cuando el esfuerzo es moderado y el peso
del prisma sin influencia alguna, 4 lasleyes siguientes:

1.* La longitud y demis dimensiones del prisina no
varian; y las secciones A, A’,..... permanecen planas
v normales al eje durante la rotacion al rededor dc él,
moviéndose cual si fueran de una pieza.
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2. Los dngulos 6,6%,..... llamados de forsion ¥y
descritos en el mismo tiempo por los ridios oa, o'a'.....,
son proporcionales 4 las longitudes L, L',.....

De aqui se deduce, que el camino recorrido por un
elemento cualquiera, es proporcional & su dislancia al
eje del prisma y & la que le separa del extremo fijo 6
invariable del mismo, y por tanlo, que los puntos a, a’,...
en linea recta anles de la lorsion, vienen & constituiv
despues de ella una hélice b, b',.....

Para encontrar relaciones entre las fuerzas exteriores
¢ interiores, bastara establecer, siguiendo la marcha
ya conocida, las condiciones de equilibrio para un trozo
cualquiera A A¥.

A este fin, despues de haber cesado el movimiento del
prisma y considerada como fija la seccion A, determi-
naremos las acciones moleculares que se desarrollen en
esta y obren sobre su inmediatla que, para mayor claridad
supondremos lo sea A’; dichas acciones vienen 4 ser
otras nuevas fuerzas exteriores que con el par (P,—P)
proporcionan el equilibrio al trozo A A".

Desde luego se deja ver, que las fuerzas eldslicas que
se desarrollan en A y se hacen sentic en A', nacen lan
solo de que retrasindose en su movimienlo los puntos
m, n....respecto de losm’, n'. ..., lodos los elementos de
fibra mm’, nn'..... lienen que alargarse forzosamente,

Para mas fécil inteligencia representemos aparte el
trozo A A', fig. 6.* {lam. 1.2).

La tendencia con que una fibra cualyuiera s¢' trata
de recuperar la posicion ss', estd determinada por el
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momento respecto al eje del prisma, de la fuerza resis-

tente que se origina por el solo hecho de ser alargada.

Dicha fuerza depende de la seccion de la fibra, del cami-

no que con relacion & s, recorre el punto sitnado 4 la uni-

dad de longitud; y de la materia 6 naturaleza del solido.
Representando por

[ +e.... laresistencia que presenta la fibra distante »
del eje y cuya seccion es dao;

G ...... cantidad dependiente de la naturaleza del
prisma, 6 sea el coeficiente 6 modulo de elas-
ticidad ¢ la torsion;

9 v..... dngulo de torsion 4 la distancia A;

8 aiviieis idem 4 la unidad de longitud,

tendremos:

6
=6G—rdo=G6Ordn;
A

y por tanto, la ecuacion
Pp==65/ rda=G60Y... ceeun (1)

—cuyo primer miemhro expresa el momento del par
(P,—P), y el segundo el de las fuerzas elisticas corres-
pondientes 4 la seccion A—es la tnica, necesaria y sufi-
ciente para eslablecer el equilibrio del trozo A A" en el
caso que nos ocupa. La cantidad Y= /r*de ha sido
llamada por Persy momento de inercia polar.

Si representamos por F el valor que tome [ referido
4 la unidad superficial, se tendrd

_/._:F:Ggrcnnlq;..on--vo (2)

dao

y =1 en esta ecuacion, se obliene
7

y si hacemos 9=1
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inmediatamente el resultado G =F que nos permite defi-
nir el coeficiente de elasticidad y conocer sn mnaturaleza.

Para comprender bien su significacion representemos
por 88’ fig. 7.* (lam. 1.%) un cilindro cuyas dimensiones
sean las acotadas, Si se liene en cuenta que § no es otra
cosa que el arco a b=1 metro, G—reliriéndolo 4 las uni-
dades adoptladas en estas lecciones—expresara en kild-
gramos la resislencia que en semejante cilindro opondria
una fibra ficticia de un metro cuadrado por efecto del
alargamiento, que obedeciendo 4 las leyes del § 2k, es-
perimentase al recorrer su extremo libre un metro de
longitud. (%)

Como la accion de las fuerzas exteriores es igual para
todas las secciones, siguese, como en el § 15, que no
existe seceion peligrosa, en los cilindros sometidos 4 una
torsion simple.

En el gque hemos considerado fig. 5.>—como en todo
prisma regular, bajo la accion de un par paralelo al
(P,—P)—se comprende ficilmente, & consecuencia de la
simetria, que el eje de figura eesea el de rotacion; pero
eunando el prisma fuere irregular, ficil es ver tambien
gue esta, se habra de verilicar al rededor de la recta
que pasa por los cenlros de gravedad de las secciones.

En efecto, sea S8fig. 8.* (lim. 1.%) una seccion cualquie-
ra, y su o centro de rotacion. Si lrazamosen su plane los
dos ejes coordenados @ & y, sistema rectangular, y obser-

(") Desde luego se comprenderd, qua en vez de censiderar al mddulo G
cowno una resisteneia, se hubiera podido definir contemplindolo como esfuerzo
igual y contrario 4 ella,
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vamos que las fuerzas elisticas que se desarrollan enella
equilibran la acecion de un par—en cuyo caso, la suma
de sus proyecciones sobre una linea cualquiera ha de ser
nula—es evidente, que proyecladas sobre oa, se tendra:
G6 freen.eXda=G0o fyda=0
ecuacion que solo puede quedar satisfecha siendo
PREB==00 i ene enie b iinbininine B degiE,
pasando el eje de las @ por el centro de gravedad: y
como esto mismo habria de verificarse con otro sistema
coordenado—rectangular tambien y origen en o—queda
probado que la recta conteniendo los centros de gra-
vedad de todas las secciones, se confunde con el eje
de rotacion del prisma.

Si quisiéramos encontrar el dngulo «, fig. 5.° (lam. 1.%)
correspondiente & la hélice formada por una ﬁbr'a cual-
quiera despues de la torsion, facilmente lo ubtendriamos
por la ecuacion

fang. a==r il eiie L@
en la que » contlinia representando la distancia de la
fibra al eje, y 0 el dngulo de torsion & la unidad de
longitud.

Las: ecuaciones.((1)), (2) y ((3)) permiten resolver inte~
resantes problemas, de que nos ocuparemos en la parte
consagrada 4 las aplicaciones.

§ 25. Resmitados de las experiencias sobre
ia torsien.-Las llevadas & cabo para determinar los
valores de G y F en algunos materiales, han dado los re-
sultados que se expresan en la tabla mim. 3, pagi-
na 49,
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Se admile—y eslo se observa respeclo &4 la mayor
parte de los materiales que se consignan en dicha tabla—
que los valores de G, guardan aproximadamente con los
de E, correspondientes & la traccion longitudinal, la re-
lacion '/;: ¥y que si algunos, como acontece al hierro co-
lado y al roble, se separan mucho mas de ella, debe atri-
buirse principalmente & las variaciones ¢ diferencias

' que suele presentar un mismo cuerpo.

Tambien se expresan en la labla indicada, los limites
pricticos mas convenientes a F. Todos estdn contesles en
que el asignado al hierro colado, produce sélidos de
exagerada resistencia, anadiendo algunos, que con los
del hierro dulce y acero aconlece otro tanto: por eslo
muchos creen que 1,5 & 2 kilégramos por milimetro
cuadrado para el primero, y 6 para los dos ultimos, son
valores que pueden emplearse sin riesgo de caer en el
extremo opuesto, Si se consulta la tabla n.° 1 pig. 29, se
observard que dichas cifras no se apartan mucho de las
que, como cargas de seguridad & la traccion longitudi-
nal, se asignan 4 aquellos materiales.

Aunque nuestro parecer no se separe mucho del an-
terior, hemos de prevenir sin embargo, que los arboles
de maquinas y trasmisiones expuestas & la torsion, deben
de ser 4 la par que resistentes, bastante rigidos, para que
el angulo de torsion no aleance valores que alteren la re-
gularidad de los movimientos y aumenten las resistencias
pasivas; y que en esta doble condicion ha de verse el
fundamento de los limites tan pequefos asignados 4 F,
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NUM. 3.
Tabla que contiene los principales datos sobre

la resistencia & la torsion de algunos mate=
riales.

| Valores de G. | Valores de F,

MATERIALES. ———

|Kilogramos por metro euadrado

Hierro colado. . . . . . . . . . \| 23100 1334000
Bl dalés.. .. v ‘o 2l W Ladl LTI

{ By 100 4002000
Acero de Alemania,

|

Acero fundido muy fino.. 103107 »
Gcbre..............] 5,37 10° 3
Hronce . . . . . . . . N 1,1 10° .
RomRe oL wimath A Gaasn eovo o oaxcio 266000
Pino { s MRSk ‘ 0,435¢10¢ 288811

OBSERVACION.

Cuando los drboles hayan de ser muy fuertes, en el sentido de mas rigidos
—comu conviene respecto 4 los de miquinas motrices, ciertas trasmisiones de
movimiento y en algunos otros casos—los valores que se lomen para F suelen
ser mitad de los que se fijan en esta tabla.
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§ 26. Resistencia de los prismas al cizalla=
miento.-A pesar de que el resbalar una seccion sobre
otra, sea fendmeno que no se produzca ni se presente
aisladamente en las aplicaciones, pueden citarse multitud
de casos—entre ellos los ejes de las poleas, remaches de
las calderas etc.—en los que la principal resistencia que
los materiales oponen a los esfuerzos exteriores, es de-
bida al resbalamiento de una seccion sobre la conligua:
resislencia comparable por la manera de ejercerse, y de
aqui sin duda su denominacion, 4 la que ofrece el roza-
miento que se origina, cuando un cuerpo reshala sobre
olro, tomando la de resistencia al cizallamiento por la
analogia que tambien presenta el fenémeno con el de
cortar o eizallar los metales; y la de resistencia trasversal
por la direccion en que se ejerce.

De cualquier modo, preséutese 6 no el hecho en toda
su pureza, las ecuaciones de equilibrin, correspondientes
d un trozo del sélido, entre las fuerzas exleriores que
tiendan & trasladar una seccion en su mismo plano y las
reacciones que se originen de este movimienlo, se redu-
cen & una sola.

Sean A y B fig. 9.* (ldm. 1.} dos secciones contiguas
del prisma dado; para que la tltima, en el supuesto de
permanecer fija la primera, pase 4 la posicionB' (*) es
preciso un esfuerzo dirigido segun su plano.

Los hechos justifican que el valor del esfuerzo es pro-

(") Enla figura 9.2, B'se encuentrasitunda dla derecha de B, pero entién-
dase que ambas dehen estarconfundidas. Esta pequedia licencia que nos hemos
permitido, para mayor elaridad, aparece tambien en otras figuras.
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porcional 4 la seccion recta del sélido; al resbalamiento
por unidad de longitud contada sobre la normal 4 la
seccion que se considera fija; y por ullimo, dependiente
tambien de la naturaleza de la materia,

Segun eslo, designando por F la resistencia al cizalla-
miento correspondiente 4 la seccion o, 6 bien, el esfuerzo
necesario para vencerla, tendremos:

F=G'n%=6'mf............ )

4 e ;
haciendo T:a'. En este valor de F,

G'..... representa lo que pudiéramos llamar médulo de
elasticidad al resbalamiento trasversal 6 al ciza-
llamiento, variable con la materia.

& LR el camino recorrido por la seccion B en su mismo
plano; y

A, .... la distancia entre las secciones contiguas A y B.

Si en la ecuacion ((£)) hacemos A—1, e =1y =1, se

obtiene G'=F, valor particular que nos da 4 conocer 4 G/,

cuya significacion es idéntica, se puele decir, 4 la que

tiene G en el § 24; lo que no ha de extranarnos, si se
reflexiona que, cuando sesomele un prisma & un esfuerzo
de torsion, todas las secciones, al girar al rededor de sus
centros respectivos, resbalan unas sobre otras, oponien-
do una resistencia de igual naturaleza que la de los sé-
lidos al ser cortados 6 cizallados.

En apoyo de esta manera de ver el hecho de la tor-
sion de los prismas, existe el haber llegado 4 deducir
mediante cierlas consideraciones tedricas la relacion



v'=*/; E, partiendo del supuesto de ser Aisitropos los
cuerpos, es decir, verdaderamente homogéneos, ¢ de
otro modo, que la disposicion molecular de ellos—y por
tanto la resistencia que opongan—sea igual en lodos sen-
tidos. Dicha relacion se separa poco de la G='/, E oble-
nida de experiencias directas sobre la torsion, ejecutadas
con solidos que carecian de la homogeneidad absoluta.

§ 27. Resaltados de algunas experiencias
sobre Ia resistencia dei hierro dulee al ciza-
Hamiento.-Lo que acabamos de decir, hubiera debido
evilar toda experiencia directa para conocer las cargas de
seguridad correspondientes & los prismas sometidos &
esfuerzos de cizallamiento; no obstante esto se han hecho
algunas, si bien en escaso numero, cuyos resullados son
nueva corroboracion de la paridad admitida, entre aquel
fenémeno y el de la torsion. De ellas aparece que son
iguales la resistencia transversal y longitudinal del hierro
dulce; aunque muchos limitan la primera 4 ser ¥/, de la
segunda, relacion tedrica obtenida por Navier.

En visla pues de esto, y faltos de experiencias com-
pletas, admitiremos que las cargas de seguridad al ciza-
llamiento sean '/, de las correspondientes 4 la extension
¥ que nos son conocidas por la tabla n.° 1 pig. 29.

§ 28. Mesistencia ala flexion simple.-La fle-
xion simple es otra de las deformaciones elementsles con-
sideradas en el § 13, cuando se descompuso el movimiento
mas general que puede tomar una cualquicra de las sec-
ciones de un prisma.

Al estudiarla, nos limitaremos 4 establecerlas ccuacio-
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nes de equilibrio, enlrando en algunas consideraciones
que nos han de ser ttiles siempre que haya flexion, ya
se presente ¢ no, acompanada de cualquiera de las de-
formaciones conocidas. Cierlas cuestiones que se derivan
de todo sélido sometido 4 ella, se irdn estudiando en
aquellos casos que mas generalmente se presenlan en las
aplicaciones.

Para que una seccion de un prisma no tenga otro
movimienlo, respecto de la inmediata, que el de rotacion
al rededor de un eje situado en su plano y pasando por
su centro de gravedad, preciso es, que lodas las fuerzas
exleriores existentes desde ella al extremo libre, se re-
duzean & un par. Por consecuencia de la accion de este
sobre cada una de las secciones, el prisma tendrd que
doblarse necesariamente.

Ahora bien, si dado un prisma S8’ fiz. 10 (ldmi-
na 2.%) en cuyo plano de simetria esié situado el par
(P,—P), queremos hallar las ecuacionas de equilibrio para
la porcion 8’ A, es indudable que las fuerzas elisticas que
se desarrollen en la seccion A, deben reducirse & olro par,
cuya accion resistente destruya a la de aquel.

Antes de proceder & formular el valor de dichas fuer-
zas interiores, convengamos, en que despies de la defor-
macion que experimente el prisma, se imprima al sis-
tema un pequeiio movimienlo, el necesario para que A
vuelva & ocupar la posicion que tenia antes de la accion
del par; no olvidando que todas las secciones, encorvado
el prisma, conlinuarin siendo normales al ejemedio y por

tanto al plano de simetria denominadv plano de flexion.
8



-

Esto admitido, representemos por B’ la posicion que
tome B contigua & la A, por consecuencia de la accion
del par (P,—P) y obsérvese:

1.° Que las fibras del pequeiio prisma A B conlinua-
rdan siendo normales & A, por no existic accion que
tienda 4 separar en senlido trasversal una de otra, las
dos secciones A y B.

2.2 Que de dichas fibras, unas se alargan al par que
otras se acorlan; no pudiendo ser que todas se estiendan
6 contraigan solamente, porqne no seria nula su accion
como debe serlo en senlido longitudinal.

Repelidas experiencias han comprobado esto mismo.

3. Como consecuencia de lo que se acaba de indicar,
en el prisma A B deben existir forzosamente libras que
conserven su longilud primitiva, por enya razon se las ha
llamado fibras neutras 6 invariables.

Consideremos tambien, quesi o indica la interseccion
con A de la fibra neutra que se encuentra en el plano de
simelria, la linea @wx perpendicolar 4 este, podra repre-
sentar la de todas las fibras invariables, que vienen &
eonsliluir una capa de lénue espesor proyeclada en ab.

Tomemos & dicha linea como eje de las @, y su per-
pendicular en el punto o para el de las v; y pasemos &
establecer la unica ecuacion (it en el presenle caso basta
para el equilibrio del trozo 8’ A, caleulando antes los va-
lores de las fuerzas elisticas que se desarrollan en la
secelon A.

Sinn' es el aumento de longitud que ha tenido una fibra
cualquiera mn, es evidente, por lo dicho enel § 15, que



representard la fuerza elistica que se desarrolle en m.
Esta expresion conviene asimismo para todos los pris-
mas elementales que arranqguen de A, ya se conlraigan
6 se esliren, con lal de que se suslituya en vez de nn’, el
alargamiento 6 contraccion correspondiente.

Si prolongamos la seccion B hasta su encuentro con A
tambien prolougada, en C estarin proyectados los ceatros

de curvatura pertenecientes & aquellos puntos de las fi-
bras neutras que se hallan en el plano de la seccion A; y
la semejanza de los tridngulos oCD y Dan’, dard

¢ _ab _ w

W e T T
designando por ¢ el radio de curvatura.

Segun eslo,
Ed.da . _E bl
A F

expresard la suma de todas las acciones que la parte del
prisma situada 4 la izquierda de A, ejerce sobre la de la
derecha; y como dicha suma ha de ser nula, se tendrd

fﬂ.dﬂ:ﬂ:
L

ecuacion que nos dice que la linea o @ pasa por el centro
de gravedad de la seccion A, hallindose situado este,

por efecto de la simetria, en el punto o; resultado que se
pudo prever.
La fibra, 6 con mas rigor, la linea invariable que pasa

.
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0 no, segun el caso que se considere, por el centro de
gravedad de las secciones, es conocida por eje neutro.

Si se toman los momentos de las fuerzas eldsticas res-
peclo al eje @, la ecuacion de equilibrio que buscamos,

serd
-E—f-v“.dg:-E—-Y:M;
¢ p

en laque Y representa el momento de inercia con rela-
cion a dicho eje, y M el momento del par (P,—P).

. E : EY
La expresion - fv*.dn ésu igual T se llama mo-

mento de elasticidad; asi como M recibe mas particular-
mente la denominacion de momento de flexzion 6 momento
de rotura.

Si representamos por R el esfuerzo permanente de
traccion 6 compresion por unidad superficial en un punto
cualquiera tal como el m, se tendra

Ed Ev
R:.E-:_P_"..‘.....-.... (5)
de donde
E
T o y por tanto
EY RY i
T:?:M----o--o-.- {b)

8i en la igualdad ((8)) se introduce el méximo valor de
v correspondiente & laseccion A, obtendremos el mayor,
que en esta podrd tener R.
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Como por otra parte R—E¢, siendo 7 el alargamiento
por metro, se tendrd tambien

EiY

il oA M, de donde
v

o A,

— BX?

cuyo valor formular nos permite conocer i, cuando lo sean
las cantidades que entran en el segundo miembro.

De la ecuacion de equilibrio EP—Y: M, se desprende

desde luego una consecuencia: que siempre que sean
constantes E, Y é¢ M, lo serd igualmenle el radio de
curvalura; y por tanto, el eje medio se encorvaré afec-
tando la forma circular en toda la extension del solido en
- que se verifiquen estas condiciones.

Es de observar, que mientras M permanezca conslante,
no habré seccion peligrosa propiamenie dicha.

§ 29. Erismasometidoa fuerzas situadas de
eualquier modo en su plane de simetria,-Ter-
minado cuanto nos habiamos propuesto respecto de la
fleccion simple, pasemos & estudiarla combinada con otras
deformaciones, como ordinariamente se presenta en la
priclica.

Sea 88‘ fig. 11 (lim. 2.%), un prisma somelido 4 las
fuerzas F’, F"..... situadas en el plano de simetria, 0
satisfaciendo la resultante de cada dos & esta condicion;
¥ 87 A A el trozo en que tratamos de delerminar las con-
diciones de equilibrio.
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Supongamos, que las fuerzas dadas tengan una resul-
tante F,—el caso de reducirse 4 un par ha sido tratado
antes—y que sea descompuesla como indica la figura,
normal y paralelamente i la seccion A. Si 4 suvez se des-
compone T en un par, cuyo momento sea TXKH y una
fuerza situada en A, se tendrd:

1.2 Que la ¢componente normal N viene & constituir lo
que se llama esfuerzo de compresion 6 cxtension debido &
las fuerzas F!, F"....

2> Que T es el esfuerzo que se denomina de cizalla-
miento, esfuerzo trasversal o esfuerzo cortante.

3. Queel momento TXKH=FxXK’I=M respecto de
la linea proyectada en H, eslo que se di6 & conocer en el
§ 28, por momento de flexcion 6 de rotura.

Para que el lrozo 8’ A eslé en equilibrio, preciso es
que formen un sistema, que lo esté tambien, las fuerzas
N, T, el par (T,—T)y las reacciones moleculares que se
originen en la seccion A.

Llegaremos & conocer estas tltimas tan luego como,
siguiendo el principio citado en el § 14, determinemos
las que con independencia unas de olras, se desarrollen
en la misma seccion 4, por efecto de N, T y (T,—T); pro-
cediendo de esla manera encontraremos:

Para las reacciones molecu-

iy

; J ; lares desarrolladas en la
(@)en. E— do=Eaqi.. " .
A seccion A, por efecto de la
componenlte N.
, 3’ Idem..... por efecto del par
Boe o B @G s, E P
. A (T,—T.)
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Para las reacciones molecu-
lares desarrolladas por
efecto de la componenteT,
situada en el plano de la
seccion A.

Conocidas ya las componentes de las fuerzas elisticas
desarrolladas en A, si observamos que las (a) y (b) deben
sumarse, ficil serd establecer las ecuaciones que si-

guen, necesarias y suficienles para el equilibrio del
trozo 8' A,

N—/ i da—=0teauss (@)

T—G!lt':O...--o....-.. (b’}

MMl suponinansass (67

En esla tllima ecuacion, M y M’ expresan respectiva-
menle los momentos de las [uerzas exleriores é interio-
res con relacion 4 la linea proyectada en H.

Prescindiendo de la ecuacion (0) por ser los esfuerzos
cortantes de muy escasa influencia (*) en la mayor parte
de los casos que hemos de considerar, obsérvese en la
figura que

(c).... G,nirllllnlloia.oi

(") En efecto; refiriéndonos 4 la fig. 42 (lim. 2.%), la resistencia por uni-
dad superficial de A, debida al esfuerzo corfante T, se deduce dela férmu-

la ((4))§26 F= : , ¥ su valor serd

G's T
A d

§ o m Wi w kAY

La que se origina por el par (T,—T) en un punto cualquicra de la
misma seccion A, y por unidad superficial tambien, se obtiene de la ecua-
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" Y—u
d4d'= _V_ Xd;
siendo v, la distancia de un punto cualquiera de la seccion
A al eje que, pasando por ¢l centro de gravedad de ella,
se halla proyectado en H, y teniendo en cuenta, que mi-
ramos como posilivas las que estén por encima de él; ¥
represenla la distancia que separa la capa de fibras neu-

EY
cion ((6)) = — § 28, despues de sustituir por M el valor particular

T p, v por ¢ el que resulta de comparar los tridngulos CoD, Dn  f; segun
#sto se tendri:

&
’_!‘)(p:—E;)1 ¥ = de donde
E«?_ TXpw
TR

El maximo valor de esta wltima resistencia corresponderdi 4 v = 'sh, ¥ en el
caso de un prisma de seccion rectangular, serd

E& 6Tp _ 6Tp @

a - bht T Tha o
Comparados los valares ((1)) y ((2)) se obtiene
Gle
A ho
T
A

resultado que nos hace ver, que la resistencia eldstica originada por T estd con
la maxima correspondiente al par (T,—T) en razon dircela de b, é inversa de
la distancia p; y como consecuencia de esto, el que se pueda prescindir de
los esfuerzos cortantes al caleular las dimensiones trasversales en la mayor
parte de los casos relativos 4 la flexion de los prismas de seccion constante y
longitud algo considerable.

Aunque apoyados en lo que acabamos de demostrar y conformindonos con
la prictica general, omitamos el ocuparnos de la resisteneia al eizallamiento al
establecer las ecuaciones de equilibrio, procuraremos sin embargo, determinar
easi siempre el valor del esfuerzo que la ocasione: pues, como mas adelante
veremos, no puede praseindirse do @l al ealenlar lus dimensiones trasversales
ds ciertos prismas, ya por exigirlo la forma cspecial de su séccion, ya porque
siendo de eorta longitud prepondere el esfuerzo cortante.
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tras del eje H. Sustituido en ((a')) el valor de (¢ + 9" se tendra:

Edn V—
N ”xa N—Esfdn+—ftd:,

de donde N=Eni,.

por ser fvdnz'o.
Para oblener el valor de M’, basta considerar que
. E¢

—E s‘/dn-i—T vdo representa la suma de todas

las fuerzas eldsticas correspondientes 4 la seccion A, y
por consiguiente

M'=—E{ fvdn+-_f ‘dn—

el que sustituido en ((¢") dard

EY
M ——— e LR R ] .
- ®
Si nos fijamos en que E--(—Y-:%—-E—represemta la fuer-

za eldstica correspondiente al elemento do, el valor de
ella por unidad superficial en un punto cualquiera de la
seccion A, serd, designidndola por R,

v

R=Ei RRRTO L it |

‘7
Las ecuaciones (7)), ((8))y (9)) encierran lasolucion de
importantes problemas relativos & la flexion de los

prismas.
9
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§ 30. Curvatura del e¢je medio deformado.
Admitido que la seceion B cuando se halle en B', despues
de encorvado el prisma, conliniie sensiblemente normal
al eje medio Ha, proldnguese hasta su encuentro con la
Aen el punto C, y comparemos los tridngulos CHD” y
o' D D’; con arreglo & esto se tendrd

HC Do’
HD" — DD’
¢ e, T4
(T+{HD _ IxHD’
como el factor (1 41¢) se le puede considerar igual 4 la
unidad, se llegara 4 oblener mediante la ecuacion ((8)),

¥ EX
= /= e

i M

¢ bien

. i . ; y
La cantidad == mide la curvalura del eje medio de-

formado.

§ 31. Ecuacion del eje medio deformado.
Suponiendo el prisma encorvado, represenlemos su
ecuacion por y—=/[(x). Si consideramos que por ser muy

. dy .
pequeiio —=, puede despreciarse su cuadrado, con re-
lacion 4 la unidad, la expresion formular del radio de
curvatura

f dy 2}9/3
¥
B gy

d x*
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se simplificard quedando reducido &

Sustituyendo este valor en la ecuacion ((10)), se obliene
dy M
do® EY’
la que integrada dos veces sucesivas producird las si-
guientes;

dy _ .. A .
E=f@)+Ce (1)

y=[f(@)+Civeresrivisece (123)

Esta tltima es la ecuacion de la curva que busciba-
mos; y la ((11)) da & conocer la tangente en un punto
cualquiera de ella.

Formuladas las principales cuestiones que nos pro-
pusimos estudiar en un prisma sometido 4 la flexion por
fuerzas situadas de un modo cualquiera en su plano de
simelria, procederemos & ocuparnos de ellas, en los casos
mas concretos que comunmente se presentan en las
aplicaciones 4 las méquinas.
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LECCION 4.°

SUMARIO.

Prisma descansando horizontalmente sobre dos apoyos, ¥ sometido 4 la accion
simultinea, de un peso en eualquier punto de su longitu |, y una carga uni-
formemente repartida.—Observacion—.Ecunacion de la fibra media deforma-
da.—Casos particulares.—Prisma horizontal descansando sobre dos apoyos, ¥
sometido 4 la accion, de una carga uniformemente repartida, y i lade varios
pesos obrando en distintos puntos de sa longitud.—FEcuacion de la fibra
media deformada.—-Observacion,—Prisma horizontal cmpotrade por un
extremo, y somelido 4 una carga compuesta,de un peso obrando en el extremo
libre, y de otro igualmente repartido por toda su longitud.—Eecuacion de la
fibramedia deformada.—Particularidad que conviene hacer notar.—Obser-
vacion.—Otra observacion—Prisma horizontal empotrado por sus dos extre-
mos, y sometido 4 la accion, de un peso que obra en ¢l eentro, v 4 la de una
carga uniformemente repartida.—Casos particulares —Sdlido horizontal em-
potrado por un extremo, y descansando por el otro sobre un simple apoyo.—
Experiencias relativas 4 la flexion de los prismas. —Trahajo  desarrollado
durante la flexion de los prismas.—Sdlidos de igual resisteneia.—Urisma
horizonlal descansando sobre dos apoyos, y sometido i la aecion, de un peso
en el medio, y una carga uniformemente repartida,—Prisma empotrado por
un extremo, y con un peso suzpeadido en el otro.—Silidos cuyas secciones
trasversales son semejantes.—Observaciones.—Sdgitas correspondientes 4 los
sélidos de igual resisiencia.—Determinacion sencilla de las sigitas, del dn-
gulo que forma un elemento cualquieradelas eldsticas y trazado aproxima-
do de estas curvas.

§ 32. Prisma deseansando horizontalmente
sobre dos apoyos, y sometido & la aceion simul-
tanea, de un peso en cualgquier punto de sa lon-
gitud,y una carga uniformementie repartida,
Si representamos fig. 13 (lim. 2.?) por
2D..... ladistancia entre los apoyos 4 y B
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p ...es. peso por unidad de longitud de la carga unifor-
memente repartida,

2 P..... peso obrando en la seccion que pasa por el

punto G,
l,1'.... distancias de este, 4 los apoyos A y B,
@...... la que media entre A y una seccion cualquiera,

es evidentle, que los apoyos dardn lugar & dos reacciones
P, P”, que podemos considerar como otras fuerzas exte-
riores obrando tambien sobre el prisma.

La reaccion en A, se determinard por la ecuacion de
momentos al rededor de B; asi

Byl Pl'+pD?
D .
v de un modo andlogo, tomindolos con relacion & A,
tendremos
Pl+pD?
e PSS S
PH= 5 :

Para establecer las ecuaciones de equilibrio del trozo
Am comprendido en la parte AC, se reemplazard cada
fuerza de las que actian sobre él, por otra igual 4 ella,
siluada en el plano de la seccion m, y el par correspon-
diente; prescindiendo—lo que no habremos de olvidar
en adelante—de la ligerisima inclinacion que pueda
lomar m.

Tambien conviene lener presente, respecto & [os mo-
mentos de las fuerzas, que apreciaremos como posi-
livos, los que tiendan & disminuir losridios de curvatura
al doblarse el sélido; en el supuesto de mirar la parte
céncava hécia el eje de ordenadas, y en el de considerar



B
region positiva de esle, la que se encuentra por encima
del de las .
Con arreglo 4 eslas observaciones y & lo consignado

en los §§ 29 y 30, la ecuacion necesaria para el equilibrio
del trozo A m sera

M=Pax— %pw“:?,...... v (1)

¢ bien,
' )
-;—p.fc(?%- _co)zb—:f..“._... (2)
Si se quiere conocer el esfuerzo de cizallamiento ob-
tendremos para él, .
T—="P —p@tisesnavssss oo, [3)

valor, como puede observarse, igual & la derivada
respecto & @ del momento de flexion, es decir,

W
Wiy ) |
Analizadas las ecuacioness (1)) y ((2)) resulta:
‘Mzo
iR 4 @=—0 y
'P —_— o

2.° ... los momentos de flexion siguen la misma ley
“ que las ordenadas de la parébola
y=Pao—"pr*

(") Este hecho analitico puede demostrarse ficilmente, para enalquiera ni-
mero de fuerzas situadas en el plano de simetria, y perpendiculares i la lon—
gitud del sélido.

Aungue ninguna dificultad ofrezea fijar el signo del esfuerso de cizalla-
miento, se ha de tener presenie el cambio que experimenta, segun se consideren
las fuerzas situadas en el trozo de la derecha 6 en el de la izqu.erds, de los dos

en que queda dividido el prisma por lu seccion, respecto de la cual se quiere
conoeer dicho esfuerzo.
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de manera, que elméximo valor de ellos corresponderd a
la que pase por el punto C, en el caso de ser, como acon-
tece en la figura,
'

; yenel de

’

: Pl
AC=0 >D+ 7D & la que resulta de hacer

r
=D+ ;E' , valor que hubiéramos ob-

tenido aplicando la teoria de miximos y minimos.
3.%.... si se describe una semicircunferencia con el

r

e 4
ridio —— , los valores de los momentos
p 3

de flexion seran tambien proporcionales &
los cuadrados de sus ordenadas, pues re-
presentando estas por v se liene

v=tapa(2 o —a)

Si de un modo anélogo quisiéramos representar geo-
métricamente los esfuerzos de cizallamiento, bastaria
construir la recta y =P'—p, teniendo en cuenla, que el
mayor valor de @ no puede exceder de los indicados an-
leriormente.

Cuando la seccion se encuentra en n, esto es, entre
CyB

M=P'o—2P(a—)—Yep®® vevuus (§)
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serd la ecuacion de equilibrio, y como lo es tambien de
una parabola, sus ordenadas representarédn los momentos
de flexion en toda la parte CB.

El minimo valor de estos corresponde 4 @=2D, en
que se verifica M=o, y la curvatura, nula como en el
punto A; y el maximo, 4 la distancia

Pl 2P Pl
pb p pD
" 3 LAd 2P
si AC= 06 <D+ — — —; en el supueste
pD P Y p
Pl' 2P

V15 | o gl =il
pD p

dicho valor se obtendrd haciendo @=I.

La ecuacion que diera 4 conocer la ley de los esfuerzos
corlantes en la parte C B, seria evidentemente

Yy=P' —2P —p®..cscccc0ne. (B)
La sola inspeccion de la figura hace comprender desde
luego, que el médximo valor de M correspondera 4 una
seccion situada entre el medio del prisma y el punto de
aplicacion de la carga 2 P.
Esto mismo se desprende ficilmente de la ecuacion
((&)); de aqui el que haya de verificarse la desigualdad

si este valor ledrico ha de responder 4 la cuestion.
La construceion de los lugares geométricos perlene-
cientes 4 las ecuaciones ((1)), (3)), (4)) y ((5)), manifestaria

10
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visiblemente cuanto dejamos dicho en la discusion que
precede, y ningun medio mas apropdsito, para de una
sola ojeada conocer los momentos de flexion y esfuerzos
de cizallamiento en cada punlto del prisma.

La determinacion del mayor valor de R—que como ya
sabemos representa la resistencia 4 la extension ¢ com-
presion que por unidad de superficie opone una fibra
cualquiera al ser deformado el prisma & que pertenece—
no ofrece dificultad alguna; pues conocida la seccion en
que mas vivamente se haya hecho sentir el efecto produ-
cido por las fuerzas exteriores, que serd aquella en que
M tenga el méximo valor, se introducird este en la ecua-

. __Mv . B "
cion R_T’ poniendo por v el correspondiente & la

fibra mas distante de dicha seccion.

El valor que en estas condiciones se obtenga para R,
no debiera exceder de los que se fijan como permanentes
en las tablas n.** 1 ¢ 2, pdginas 29 y 42.

§ 33. Observacion.-La notable diferencia entre
los limites de elasticidad & la traccion y compresion en
el hierro colado, y sobre todo, entre las cargas de rotura
correspondientes & uno y otro esfuerzo; han sido causa
de numerosas experiencias, sometiendo 4 la flexion sé-
lidos de esta materia. Hé aquilos principales resultados
obtenidos:

1.°.... el médulo de elasticidad E alcanza por término

medio el valor 12%x10°,

2.°... el de R correspondiente 4 la rotura es 32 Kki-

légramos por milimeiro cuadrado.
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3.°.... para piezas fijas que no estén expuestas 4 cho-
ques, ni fuertes vibraciones, 7%,5 por mi-
limetro cuadrado es valor que se puede
adoptar sin riesgo alguno.

Estos resultados, & ser ciertos, autorizan 4} suponer

que en todo prisma de hierro colado sometido 4 la fle-
xion, la parte que se comprime proteje con su mayor
resistencia 4 la mas débil, 4 la que se alarga.

Algunos ingenieros, entre ellos Mr. Hodgkinson, apo-
yados enla diferencia antes indicada, han hecho construir
vigas de forma particular con sujecion 4 la idea de que
la parte comprimida sea menor que la que se alarga: las
experiencias han demostrado la ineficacia de este proce-
der, en tanlo las cargas'no alteren el limite de elasticidad
de la materia, pero & proporcion que se aproXiman mas
y mas 4 las de rotura, las ventajas 4 favor de él llegan
4 ser muy ostensibles.

Las experiencias 4 la flexion ejecutadas con otros
materiales, han hecho ver la posibilidad de servirse
sin inconveniente de los valores de R consignados en la
tabla n.°1; lo que no debe sorprendernos, sise atiende
i la menor diferencia que—comparados con el hierro
colado—existe al parecer entre sus limites de elasticidad
4 la extension y compresion.

§ 3k. Eeunacion de lafibra media deformada.
Para encontrarla, nos valdremos § 31 de la relacion
d*y M
dx? EY '’
que aplicindola 4 los dos trozos que hemos considera-
do, obtendremos las siguientes ecuaciones diferenciales:

general
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d?y 4 1
De.\éC... EYW=P :I,'—--g-p:b‘“
d? B, i
DeCéB... EY e =(P'— )w—-—-pw +2P1

Integrando una y otra hasta obtener las correspon-
dientes relaciones finales entre @ ¢ y se tendréa

dy A "
= EY;—-P ——pw —C'. ssmuesws 10)
beAdcC.. i b
PRSI R P Y - -
= 5y ﬁPw pm; C'o—Ciiresven.s (1)
1 U
-—:-— — —-2P)m“—-—-pw"+2?lm —c’ . (8)
i EY )2
DeCaB..
—l 1 : ‘+Plae)—g'e—F (9
=ET|s" i Ty
Siendo los valores (*) de las constantes,
1 S+ 1/,P1°
[ AR o o 2 el
o= EY Farss 2D
C=o
'c":-i— S—1, Pl
EY 2D
G = 4 L
L ST E AT

() Para determinar las constantes C4, C, Cr. Cse tlemn cnalro ecuaciones:
dos, que provienen de introducir reapec!.wamentr- en las ((T)) y (D) los va-
lores x=0 y =2D, para los que resulta en ambus y=o0; y otras dos que
nacen, una de igualar entre silos segundos micmbros de las ((6)) ¥ ((8))
despues de haber hecho a=l; y la otra, de igualar tambien lus valores de y
dedumdoa delas ((7)) ¥ ((9)) préwa la introduccion del mismo valor particular
w=l,
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8 representa la cantidad

& (P'—2P)(2D)*— - p(2D)* +PI(2D]?

Las ecuaciones ((6)) y (7)) responden & dos cuestiones;
4 la forma de la curve que afecta la fibra media corres-
pondiente al trozo AC, y 4 la inclinacion de la tangente
en un punto cualquiera de ella. Dicha curva recibe el
nombre de curva elistica 6 eldstica simplemente.

Las ((8)) y ((9)) tienen respecto de CB andloga signi-
ficacion.

§ 35. Casos partieulares.-Si en las férmulas
obtenidas anteriormente para el prisma § 32 hacemos
[=I1'=D, las que resulten, corresponderdn al caso par-
ticular (*) de obrar el peso 2 P en medio del prisma.

Como debia suceder las reacciones de los a W- .
son iguales entre si, y tienen el valor S R ‘A
P =P-pD—=P" \’K{
El momento de flexion méximo corresponde & a’@m«
cion que pasa por el centro del prisma, siendo su valor

Tty .,\_-1

=

. |
M:D{P—i—-é-pD}; cenenneee (10)

y la curva eldstica resulta simétrica respecto 4 la vertical
que contiene dicho centro; de aqui se deduce, que haya
de ser horizontal la tangente en este puuto, y que la or-

(') Gomo via de ejercicio, los alumnos deberdn encontrar directomente to-
dos las formulas relativas 4 este y demds casos que se deriven del mas general
& 32. Esla ohservacion halrd de tenerse presente, siempre jue haya logard
apliearla.



i
denada—conocida mas particularmente por sdgita ¢ fle-
cha—lenga el mayor valor absoluto

____,1 D:i
f——-3 XEY

i

oy mr ...-a.. Ill
P+ SPD] (1)

De su exdmen se desprende, que las sdgitas son:

1., ... Directamente proporcionales & los cubos de las
distancias entre los apoyos,

2.°.... Estin en razon inversa del producto EY,

3.%... Crecen en la direcla de la sumacompuesta del
peso colocado en el medio, y 3/, del unifor-
memente repartido.

Puede haber circunstancias, en que reducida la carga
uniformemente repartida al peso del prisma, se prescinda
de ella por su escasa importancia con relacion & la que
se coloque en un punto cualquiera de su longitud; las
férmulas correspondientes 4 este caso quedarin conocidas
introduciendo en las de los §§ 32 y 3% el valor particular
p=0o.

Si la carga 2P obrase ademds en el centro, habria
que anadir la condicion [=I'=D.

El valor de la flecha seria bajo este doble supuesto

Dﬂ

1
f:'é'xT:_Y ) I RARPUT S | &

De un modo andlogo, para conocer las férmulas per-
tenecientes al caso de una carga uniformemente repartida,
bastard hacer P—=o, en las ya citadas de los §§32 y 34 G
en las oblenidas para otro cualquiera en que estuviese
comprendido aquel.
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Limitdndonos & conocer el valor de la sdgita se tendra
para ella
D 3

! 5
f—BX"E—Y—X-g' 'p[)........ ;_]3)

De la comparacion de este valorconel ((12)) se despren-
de, suponiendo que las cargas sean iguales, que las flechas
estin en larazon de 5: 8; y de aqui la venlaja que ofrece
el repartir aquellas por toda la longitud de los prismas.
Esta ultima consecuencia pudo haberse deducido de la
formala ((11)), y tambien de comparar entre si los valores
pertenecientes 4 los miximos momentos de flexion. (¥)

§ 36. Prisma horizontal descansando sohre
dos apoyos, ysometido a ia aceion de una ear=
ga uniformemente repariida y a la de varios
pesos obrando en distintos puntos de su lon-
gitad.—La marcha general para resolver este problema
po ofrece dificnltad. Concretdndonos & uno de los casos
que por lo comun se presenlan en las aplicaciones, redu-
ciremos & dos los pesos, suponiéndolos iguales y simétri-
camente dispuestos respecto de la vertical que pasa por
el centro del prisma.

Con arreglo 4 esto las reacciones en A y B, fig. 14
(lam. 2.9 serdn,

P'=P4pD=P";eecuecucccus ¥

(") Los casos particulares que acabamos de sefialar, por la sencillez de las
férmulas que les pertenecen como por la facilidad que presentan de puder
verificar los resultados, son los que principalmente han servido ¥ sirven para
la ejecucion de las experiencias encaminadas & determinar el coeficiente d
module de elasticidad E.
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las ecuaciones de equilibrio, tildando laa y M para mayor
claridad,
M=(P+pD)mw—'/zpx?....... cresseses (16)deAa C
M'=(P+pD)a’'—P(a' —1)—1/,po'?....(15) de C4C’
M"=(P +pD)a""—P(@"—[—P(ax"=2D+1)—"/, px'*(16) de C’ 4 B.
Los esfuerzcs de cizallamiento tendrén los valores
aM

W:P—'—})D—]]maa-o-t..- ("7} []EA éﬂ
’
%:P-}-pD—P——pm’...... (18) deCacC’
dm” = )
m:P,+pD~2P——pm', evvee (19) de C' 47B.

De estas ecuaciones se desprenden andlogas reflexio-
nes 4 las consignadas en el § 32.

Para conocer el mayor valor que pueda tener R, pro-
cederemos como se indic6 en dicho parrafo.

El miximo momento de flexion para el caso presen-
le es

M=1,pD*+P;
del que se deduce, que la disposicion de repartir el peso
2 P como indiea la fig. 14, es preferible 4 la de hacerle
actuar en medio del prisma; por esto se la ve aplicada
ventajosamente & las ruedas hidrdulicas,'vagones y toda
clase de carruages, etc.
§ 37. Eeunacion de la fibra media deformada.

Basta seguir la marcha conocida y aplicada en el § 34; y
~ lener en cuenta al determinar las conslantes, que en el
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punto €, laordenada y tangente son las mismas para AC v
CC*5 sucediendo etro tanto en el €, respecto de CC yC'B.
Segun eslo se lendrd:

. Ay _ | .

) i . EX > ) 2 En

De A4 C. Tt E(l—l—pb:&s p.r" vos (20)
~ +r ] .'d [ ) r2 !

DeCacC.. I*\-d——~‘pljb +[E—~—pn cea (21)

dzyu " A 1 .,l ; .

be C'aB.. EYd e [(pD—P].L- —|—2[D—--,2—p.1= Ei""ﬂ’!

Integrando dos veces sucesivas cada una de eslas Lres
ecuaciones, se obtienen las siguienles para las langenles
y curvas de los (rozos 0 partes consideradas:

dy 1 f‘ . Loio |

\'ﬁ'— C= LYf P+pha* ——pr ) o o« o (23)
l‘ﬂAﬁC." ’ ‘-1

s g 2 il —Gr—0 (21

y_th 3 P+phya? )ip.'r % Cz—0C. .. - . (2%

dz TBY )
BeCaC 1 J
{ —pDa +—-,'[’£.:.’-v§-p.:: ‘—Cx-—L (26

gl[pll—P}:r +2PDz" ——-—p:s l « (27)

™

N 1{(1 e a P i el T
y :E—Y{ﬂg-(pn——l‘j;r 4Pz —-E};pm — (e =07 (28)

DeC'4B,

’.d'_q_;.[‘,— ‘l f%pr"+P!x'—-_l..pa=" ? o1 % = (35)

siendo los valores de las constantes
11



ST

bt } 1 'f w0 -u”'

l'_I_‘x—i B3 8 ’

» | Pt

=gy, X 1

M ' ]

B 1 ]

R ! 1 P17 — I’Is P(D 1 ISR SNk

en los que 8, 87, 8", expresan respectivamente las can-
tidades

1
P(l—2D) (I+1')+ = P(l+1)*

7 3 2 4 4
< (PD—P)(2D)*+2PD*——p @ D)

i
1 P(H—!')“—% P —P(D——]) (14 17)?
2D
La ordenada 6 sdgita correspondiente al medio del
prisma, se obtliene haciendo @=D en la ecuacion [(26).
Segun eslo, su valor formular serd

f= r.l pD*+ g B st pza—{s+s'—s*r)n}...{au}

Si en esta expresion se hace p =o, resultard
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e ._hi_{gl PID 4 —'EPH—TPD’ (S—S")D : (30)
y si P=o, obtendremos de nuevo el valor particular

5 Dt

%P EY

encontrado en el § 35.

Comparadas entre si la ségita ((29)), y la ((11)) obtenida
cuando el peso 2 P ecargaba direcltamente sobre el centro
del prisma, se llega 4 la consecuencia que se dedujo en
el § 36 de la consideracion de los valores de M.

§ 38. ©Ohservaeion.-Todos los problemas en que
la carga esté constituida por dos 6 mas pesos obrando en
distintos puntos, ya aumentada ¢ no, con otro igualmente
repartido por toda su longitud, pueden resolverse apo-
yandonos en el principio relativo & la independencia de
efectos citado en el § 14,

El procedimiento es sencillo: redicese 4 subdividir el
problema propuesto, en tantos como fuerzas exislan; 4
encontrar las soluciones de ellos, y componer por tltimo
los efectos correspondientes & cada punto.

Las fuerzas repartidas con uniformidad por toda la
longitud del prisma deberdn constituir un solo problema.

§ 39. Prisma horizontal empotrado por un
exiremo, y somelido & nna earga eompuesia
de un peso chrando en el exiremo iibre, y de
otro igualmente repariido por todn sun lon-
gitud.-Se dice que unsdlido estd empotrado en un muro
6 en un apoyo cualquiera, suando su enlace con él @s tal,
que la fibra neutra no puede variar de inclinacion en una

.
.
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extension determinada, por lo menos en un elemento. Esta
invariabilidad constitnye el empotramiento perfecto; to-
mando la denominacion de imperfecto, cuando el sélido
puede separarse en la parte empolrada de su direccion
primitiva, aunque no lanto como. en el caso de estar sim-
plemente apoyado. Nosolros tnicamenle nos ocupare-
mos del primero, '

Sen, fig. 15(ldm. 2.7, 8'§ el prisma dado. Como hasta
aqui, tralaremos anle todo de encontrar la ecuacion de
equilibrio para un trozo 8'm; de esle modo llegarin a
ser conocidas las fuerzas elisticas que se desarrollen en
una seccion cualquiera m. A la n se le dd el nombre de
seccion de empotramiento (¥) O de encastre.

Despues de reemplazar cada fuerza, por otra igual &
ella sitnada en la seccion (ue se considera, y un par,
tendremos para la ecuacion que buscamos _

M=—P (D—ax)—1/, p (D—uw)® ..o cue. (31)
perleneciente & una pariabola cuyas ordenadas represen-
taran los momentos de flexion.

Analizada, resulla:

1.°... que corta al eje de las @ 4 las distancias
=Py g =D +°'3_‘P;
2.%.... considerados en su valor absoluto, el menor
momento de flexion M—o, corresponde @
@=D; y el mayor M=PD 4/, p D*, & a=0;
de aqui pues, que n sea la secelon peligrosa.

(") Solo por acomodarnos ol uso, nos serviremos tambien de las denomina-
siones secevon de éncastee, solido encastrado, ete.
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Los esfuerzos corlantes serdn dados por la ecuacion
de la recta

T=P+4p(D—wx :ﬂ va veewas  (G33)
da
El méximo valor de R eslari en la seccion de encastre,
y correspondera 4 la fibra mas distante del eje neutro.
§ 10. Eeunaciondelafibramedia deformada,
Recurciremos 4 la ecuacion diferencial

( - A obi)
T = FF = ﬂlH-i-px +(P+pD):z:--PD-—.- ) pD"

que integrada dos veces sucesivas, y leniendo presente
que las constantes son nulas por serlo tambien la tan-
gente y la ordenada para el valor particular @ =o, se
llega & eslas relaciones:

dy 40770 U Paph L Py } o
H'_ﬁ}#?px +-ﬁ§——x-——(PU+—§-pD}z’. « e (33)
JAL 1 ! I P-t—pll el PD-{-'/’,p b* L) (34
¥'=Sx e ek, R i } ..(l}

Si en la ultima se hace @==D, y se prescinde del
signo, se tendra
SO [ »
e -X.—' ---—.'IJ$ cadase (D)
="y %) R
en la que haciendo sucesivamente p==0 y P=o0, resul-
tan los valores parliculares
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d -_ e e T B
['=3 Xgy! (36)
1 D? 3
i —— L GRS ) 1 R
"= %5y ® g1 37
que comparados entre si, dan la relacion
ff _8_ P 8

FE3Xe 3

en el supuesto P—=pD; resultado que traducido al len-
guaje ordinario dice, que si se carga un prisma empo-
trado por uno de sus extremos con un peso uniforme-
mente repartido por toda su longilud; y, despues de
retirado esle, con otro igual & el, pero colocado en el
extremo libre, la sdgita en el segundo caso aumenta res-
pecto & la del primero en la razon de 8: 3; 6 aproxi-
madamente en la de 3: 1. Esto mismo se desprende del
simple exdmen del valor general ((35)).

§ 4. FPartienlaridad que conviene hacer
notar.-Sila fuerza P ohrase en sentido contrario al que
indica la fig. 15 (lim. 2.7), habria que cambiar su signo
en la ecuacion ((31)) y en todas las que se deriven de ella.

M seria nulo con el valor -
o—=D— EE;
P

¥ siempre que se verifique la Jesigualdad
2P

D > = ey
p
el solido presentard un punto de inflexion & la distancia

9
m:l)——il.
p
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Aunque la sola inspeccion de la figura hace com-
prender la posibilidad de que exista este punto singular
en la extension del prisma S8, el andlisis, como facilmen-
te puede comprobarse, no deja de ello duda alguna.

§42. Observaecion.-Tan luego como se compara un
prisma, descansando horizontalmente sobre dos apoyos,
con otro tambien horizontal empotrado por uno de sus
extremos, se deja ver que cada mitad del primero, cuan-
do las acciones son simétricas respecto 4 la vertical que
pasa por el ecentro, puede ser considerada como un sdlide
empotrado por la parte mas baja.

Semejante observacion subsiste tambien en el su-
puesto de fallar en la carga la simetria indicada; la dife-
rencia solo aparece en la magnitud de los trozos.

Fundados en esto, las [6rmulas correspondientes al
primer caso son aplicables al segundo, y reciprocamente;
toda la cuestion queda reducida 4 determinar las acciones
a que han de someterse para que haya paridad de efectos.
Los valores ((12)) y ((36)) son una comprobacion de esta
verdad.

§ 3. Otra observacion.-Fijémonos en la fig. 16
(lam. 2.%); solo actua sobre el sélido S8', el peso P.

Si suponemos libre el extremo fijo, y descansando
el prisma sobre el apoyo A, es evidente, que no per-
manecerd horizontal si no se verifica la igualdad

OXg=PXp.

Como se puede reemplazar por Q, otra fuerza
igual 4 ella obrando enla seccion nyel par (Q,—1),
v en lugar del apoyo A introducir la fuerza ¥=1 + 1},
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queda con esto probado, que el empotramiento es equiva-
lente & un par y 4 una fuerza, cuyos valores son en el
presente caso (Q,~—Q) y F—Q.

A medida que la poarte empotrada es mas corta, las
reacciones que lienden & manifestarse desde el primer
instante en B y A fig. 17 (lim. 2.") aumentan notable-
mente, siendo iguales 4 Q y Q+P, cuyos valores no
deben exceder del limite fijado & la resistencia del mna-
terial de que esté formado el hueco ab, 6 el medio de
que se disponga para empolrarlo.

§ 4k, Prisma horizontal empoirado por sus
dos extremos y sometido & la accion de un peso
que obra en el ceniro, y a la de una carga uni-
formemente repartida. Casos particulares.
Aunque pudiéramos habernos propuesto resolver esta
cuestion con alguna mas generalidad, suponiendo que el
peso obrara en un punto cualquiera de la longitud; sin
embargo, guiados por la consideracion de que asi trata-
da basta & evidenciar las ventajas que los prismas empo-
trados por sus extremos ofrecen sobre los que descansan
en dos apoyos; guiados tambien por las necesidades de
las aplicaciones 4 las mdquinas, y ullimamente por Ja
idea de que bien comprendido el espiritu de cuanto deja-
mos consignado en los pirrafos anteriores, serian allana-
das las mayores dificullades debidas & la falta de simetria
de la carga respecto de los encastres, guiados por todo
eslo, repetimos, solo nos ocuparemos del caso concreto
que queda enunciado, no sin indicar antes la marcha de
la resolucion en otro supuesto mas general.
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Representemos por §8' fig. 18 (lim. 2.9, el prisma
fijo por ambas extremidades; y sea 2 P el peso obrande
en un punto cualquiera de su longitud.

Si suponemos conocido el sistema de fuerzas capaz
de producir el mismo efecto que una cualquiera de las
poreiones empotradas AS ¢ BS', el caso actual podri
ser tratado como el de un sélido fijo por un extremo.

Segun eslo, expresemos por P y & la fuerza y el par
equivalentes § §3, d la parte encastrada BS’; y en tal
concepto, y en el de referirnos 4 la seccion m, se obten-
drin las tres ecuaciones.

2
‘;;; = (0,5 Flone sus wiies « [38)

d sl O Gty
—E‘z——:?[w,p,?.......... (30)
Y =9¢(@ K Pleeieecenace. (£0)
Considerando la scecion m' lendremos andlogamente
diy! . ,
-&%—_—f'{w',pm)“........ (k1)
dy' <
di- = (@, T FyC)eennnnns  (B2)

= (e 7, FCeevein.. (43)

Igualando entre si los segundos miembros de las

((39)) y ((k2)) por una parte, y los de las ((40)) y ((43)) por

otra, despues de haber introducido el valor particular
o= mx'=1, se obtienen estas dos relaciones

(5, P =3 (F: FyC)eieiieceo. (34)

T P)=TFU5 BiCecuoros oo v (£5)

2
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Ademig, si en las ecunciones ((2)) y ((43)) se hace

x=2 1D, los primeros miembros serdan nulos, y lendremos
olras dos relaciones

P g o me—

(e, PG =0, .evevurers (87)
que con las (k) y ((£5)), podremos llegar a conocer los
valoresde %, ¥, C y C'; y porlo ltanto, en disposicion de
resolver lodas las cuestiones de que nos hemos ocupado
en los casos de prismas descansando simplemente sobre
dos apoyos, 6 empolrados por un extremo.

Para conocer 7' y P'—fuerzas equivalentes al encas-
re A S—puede adoptarse, en vez de determinarlos si-
guiendo el procedimiento indicado para 7,7, otro medin
mas sencillo que consisle en inteoducir los valores de
estos ultimos en las siguientes ecuaciones,

P+F'—2P—2pD=0 .0..... (i8)
p—u' B X2D—2P X I'—2pD*=0 .. (49)
que es permitido establecer entre todas las fuerzas
que obran sobre el prisma, contando entre ellas las equi-
valentes & los encastres.

Pasando & ocuparnos ya del caso en que el peso 2P
wbre en el centro del prisma—refiriéndonos 4 la misma fi-
gura 18—ohsérvese, que por la simetria de las acciones
respecto de la verlical que pasa por este punto se verifica

=1
=P\

Siguiendo la marcha indicada anteriormente hallare-
wos la ecuacion de momentos
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veferida & una seccion cualquiera m.
Integrada dos veces sucesivas teniendo presente que
las conslanles son nulas, resulta

dr,r 1 [ P2t 1 _
Jo— BY (T—?pm‘—um) (51)

-

1 /3% | ot
S s R ook s
y_EY( 3 %px 3 caddieues  £O2Z)

Como la ecuacion 2 F—2P—2pD=0 nos da el va-
lor de P, para tener el de i basta introducir aquel en la
((51)), y hacer ==D, & cuya distancia corresponde

dy

-~ —90; sezun eslo
o a L

1
=-§' PD+ JPD"

E

Conocidas & y P, ninguna dilicultad puede ofrecer la
resolucion de cuantas cuestiones han sido estudiadas en
tos casos anleriores.

Si queremos encontrar la flecha correspondiente al
sentro del prisma, higase @=D en la ecuacion ((52)j y
tendremos para el valor absoluto de y, que designaremos

por [,
Fe %“ 3;;1) +21=-$......... (53)
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De la comparacion de esta sigita con la ((11)) § 38, se

obtiene

Fog DEmdl,

i 2P +pb
de donde 7>4&/; resultado que patentiza el menor
clecto de las cargas en los sélidos empotrados por sus
extremidades, rclativamente al que experimentan cuando
estin sobre dos simples apoyos.

La ecuacion ((50)) perteneciente & una parabola, ex-
presa la ley que signen los momentos de flexion del sili-
do que se esta considerando.

El méximo valor de ellos

bif 4
M= 2,P~|— q POl il (BH)
corresponde al punto medio; tedricamente aparece & la
P

distancia 2 =D -4 —.

El minimo M =0 es dado por la abscisa

T g

haciéndonos ver que # esla distancia de las secciones de
encasire se hallan los dos puntos de inflexion que clara-
mente presenta el sélido S8’

De la inferioridad del valor ((5%)) respecto del ((10))
§ 33, se desprende la misma consecuencia que se ha de-
ducido de la comparacion de las flechas 7, f.

Los esfuerzos de cizallamiento estardn representa-



dos por las ordenadas de la linea cuya ecuacion es
Y=F—pw—= d_M_
da

Si en las ecuaciones que se refieren al sdlido S8,
hacemos sucesivamenle p=—o0y P=0, oblendremos las
correspondientes a los casos particulares que indican
estos supuestos; ofreciendo los momentos de flexion y
los valores de las sigitas, reflexiones semejantes & las
hechas repetidas veces en la presente leccion.

§ 45. Sélide horizontal empotrado por un
exiremo, y descansande por el otro sobre um
simple apeoyo.-Las pocas aplicaciones que de seme-
jante disposicion presentan las méquinas, nos dispensan
de ocuparnos de ella; y estocon Lanto mas motivo, cuanto
(que si hubiera necesidad de resolver alguna de las cues-
tiones tratodas antes, nada dificil deberia sernos—bien
penetrados de lo dicho en el § 4¢—hallar los valores de
las tres indelerminadas que contiene el presente caso.

§ 46. Experiencias relativas & In flexion.-Nu-
merosas han sido las verificadas: unas veces, con el ob-
jeto de comprobar la exactitud de las firmulas oblenidas
en los distintos casos estudiados; otras, para justificar las
hip6tesis en que nos hemos apoyado al establecer la teo-
ria de la flexion; y muchas en fin, como observamos en
la nota 2.* § 35, para determinar los valores del médulo
de elasticidad, correspondientes & dislinlos cuerpos.

Los resultados obtenidos por nolables experimentado-
res—entre los que debemos mencionar oy especialmente
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al general Morin—nada dejan que desear dentro de los
limites y aun mas allq, de las cargas moderadas adop-
tadas en la practica.

Los valores que se asignan al hierro colado, como
los referentes 4 los matleriales mas en uso cuando aquel
y estos se somelen 4 esfuerzos de flexion, quedan justifi-
cados, en cuanto eabe, por lo dicho en el § 33.

§ 47. Trabsjo desarrelliado durande la fle-
xion de los prismas.-Para calcularlo se buscard la ex-
presion del trabajo elemental correspondiente al esfuerzo
que la produzea,y se integrard entre los limites que
convenga.

Consideremos un prisma empotrado por uno de sus
extremos y sometido 4 la accion de un peso P pendiente
del otro. El valor general de la flecha en este caso es
como sabemos,

D3 3EY
f m de donde P= D'i f
y por tanto el trabajo elemental,
S3EY
Pdf="55 fdf;

que integrado entre los limites [y 0 dard por resultado

=r 3 K
Trabajo total T:f Bf}f % D—Ef’.. (55)

Si en lugar de la accion estitica de P, unica tenida en
cuenta, hubiere experimentado—como acontece con fre-
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cuencia en la prictica—la de un peso duraate el camino
[, el trabajo contrarestado por el s6lido seria

T:PX[:E-[];;; - 3 ]
doble del desarrollado antes.

Esto conduce & una observacion anéloga 4 la que fué
consignada en el § 19, respecto 4 la conveniencia de li-
mitar las cargas y evitar los choques en los materiales que
no eslén expuestos a ellos, por Ias condiciones especiales
de la construccion de que formen parte.

Como se comprenderd desde lnego, 4 esta misma con-
clusion hubiéramos llegado cualquiera que hubiere sido
la situacion del prisma.

$§ i8. Solidos de ignal resisteneia.-Todo sdlido
de los considerados hasta aqui, sometido & la flexion,
presenla en sus secciones—respecto a la inlensidad de
las fuerzas elasticas que se desarrollan—notables dife-
rencias; y estas no solo aparecen al pasarde una & otra,
sino que las hay dentro de ellas mismas, segun las fibras
se separan mas 6 menos, de las neutras 6 invariables de
longitud.

La teoria de los sdlidos de ignal resistencia, mira-
da en su verdadera acepcion y desde un punto el mas
general y abstracto, deberfa proponerse y resolver el
problema de determinar las dimensiones de cualquier
cuerpo sometido & la accion de un namero dado de
fuerzas, de manera que las tensiones moleculares fucren
iguales en todos sus puntos sin traspasar, bien entendido,
la resistencia mdxima que la maleria pudiera oponer
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Al limitarnos & estudiar los casos sencillos que por lo
comun se presentan en la practica—y que se refieren 4
prismas somelidos & la flexion por fuerzas normales & su
longitud y sitnadas en su plano de simetria—debemos
prevenir que si bien las soluciones que demos, dejan ted-
ricamenle consideradas, no poco que desear, permilen
sin embargo oblener sélidos, que sin disminuir su resis-
tencia, son mas ligeros, ventaja no despreciable en mu-
chos casos, y mas econdmicos casi siempre por la menos
maleria que entra en ellos.

§ 49, Prisma horizonial descansando sobre
dos apoyos vy sometido & la accion de un peso
en el medio, y una earga aniformemente re=
partida.-La ecuacion de equilibrio correspondiente @
esle caso es § 32,

RY 1.
-—ﬂ-__o::{P+pD}——2~pm =M,eecennn (56)

y la cuestion que nos proponemos resolver queda limi-
tada - 4 encontrar las dimensiones trasversales en toda
la longitud delsélido, de manera que el méximo valor de
R sea el mismo en lodas sus secciones. Los solidos asi
delerminados son los que impropiamente se llaman de
igual resislencia.,
La condicion de que sea constante
B:E%-E, (67)

paede ser satisfecha de varios modos, dependientes de
las que se impongan 4 las variables Y, v; y del valor que
tenga M.
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Supongamos que el sélido sea de seezion rectangular;

si representamos por b y A respectivamente la base y al-
tura de esla, se lendra:

1
Y:Ebm, v— ?f;; ¥y por lanlo

MK A

l—‘;’;bk“ =R 6 RX B AT =Muii b v, {B8)
Si suponemos b constante, y expresamos por y las al-
turas, la ecuacion ((58)) 6 su igual

6
y _bﬁgw(P-{—pD]——pw }, (59)

perlenecerd & una elipse cuyo eje mayor es

9(l)+3

y el prisma afectard la forma que demuestran sus dos
proyecciones fig, 19 (lim, 3.%),

Como en lugar dela variable y puedée ponerse 2y’,
la nueva ecuacion que resulte, de una elipse tambien,
dard origen al sélido que se ve en la fig. 20. (¥)

En el supuesto de ser / constante, la ecuacion ((58])
se convertird, represéntando por 3 la indeterminada 6,
en esta,

6 e) ;
3= g @ P+pD}——~—-p.v framfs (60)

que pertenece & una pardbola; el prisma lomard en su

(*) El sdlido, como se comprenderd desde lnego, podria tener tambien la
posicion 3¢ simétrica de S (fig. 19). Estaobservacion se tendrd presente en los
demis casos que vayamos considerando,

15
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consecuencia una de las formas indicadas en las figuras
21 y22 (lam, 3.9

Si en las ecuaciones ((59)) y ((60)) hacemos sucesiva-
menle P=o y p=o, los nuevos silidos que se obtengan
no resultardan con la arista viva mm que aparece en los
anteriores. En el caso de pasar la ((60)) 4 ser ecuacion de

una recta, el prisma se proyectara horizontalmente segun
un trigngulo.

§ 50, Prisma empotrado por un extremo y
con un peso suspendido en el otro.-Si al apli-
car la ecaacion ((57)) al presente caso, suponemos como

en el anterior que el solido sea de seccion rectangular
tendremos;

%I{. Oh*=P(D—uw).

Si b es constante, la ecuacion que resulte pertenecerd
4 una pardbola, y el sélido tomard la forma de las figu-
ras 23 6 2k (lam. 3.%); y si lo fuere A, las figs. 25y 26
responderian 4 la cuestion.

Si la carga, en vez de obrar al extremo libre del s6-
lido, estuviera iguslmente repariida por toda la longitud,
facil seria tambien determinar la forma de él en este su-
puesto. (%)

("} Como via de ejercicio los alnmnos deberin ocuparse de resolver eslos
y otros easos; no olvidando el de un sélido empotrado por un extremo, y so-

metido 4 la accion de un peso en el olro y una carga uniformemente
repartida.



§ 51. Soélidos euyas seceeiones trasversales
son semejantes.-Aungue nada dificil hubiera sido in-
troducir en los sélidos de igual resistencia de que nos
hemos ocopado anleriormente, la eondicion de ser entre
si semejanles las secciones normales 4 su longitud, lo
que no habria alterado la forma esencial de ellos, nos
limitaremos & considerar, por las aplicaciones que de él
suele hacerse, el caso en que sean circulares.

Tomando pues el prisma empotrado por un extremo
§ 50, v Lemendo presenle que

1 ; Mo
Y=—=r!, laecuacion R= —
& Y
aplicada 4 esle caso particular se converlird en

1 1
3 — ) =n, — 7 o — 5 16
P(D—a)=R A Trt X hind bien

P(D—)wo= %1: -

que nos dice que la generatriz a8’, fig. 27 (lam. 3.7
tiene por ecnacion una parabola eubica. El sélido, como
le indican sus dos proyecciones, es de revolucion y pro-
ducido por la superficie « S 8’ girando al rededor de 8 §'.
De un modo andlogo se resolveria cualquier otro caso.

Observaciones. 1.* Cuando una sola ecuacion no
comprenda la longitud del solido, para que esle resulte
de igual resistencia en toda ella, se caleularin las sec-
ciones trasversales correspondientes & vada trozo de los
que se consideren siguiendo la marcha que ya co-
110CEemos.

e
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2.0 Para el cileulo de las dimensiones (rasversales
de los solidos de igual resistencia hemos prescindido,
como siempre, de los esfuerzos de cizallamiento; tal
omision, de escasa importancia en los de seccion cons-
tante y longitud algo considerable, no lo es en el pre-
sente caso, toda vez que algunas secciones no podrian
soportar dichos esfuerzos, como se puede comprender 4
la simple inspeccion de las figs. 19 4 27 (lam. 3.%).

Para salvar este inconveniente sin necesidad de com-
plicar los cileulos, al tomar aquellos en consideracion,
en la prictica se procede de esta suerle: se conserva la
seccion maxima caleulada, y se di al solido la longitud

necesaria para oblener en los puntos débiles, secciones
. ; P : :
que salisfagan la relacion - =F siendo respecliva-

mente ambos miembros, el esfuerzo cortante y el de se-
guridad al cizallamiento.

Siel prisma estd sobre dos apoyos, se le dd un anmento
por cada extremo, igual a la altura que haya resultado
para su seccion en el centro; y si empotrado por uno de
ellos, dicho aumento lo recibe Ginicamente por el extremo
libre; esta regla praclica proporciona secciones suficien-
tes para resistir los esfuerzos antedichos.

3* Cuando los sélidos son de madera, las ventajas de
construirlos bajo los principios de la teoria que precede,
decrecen visiblemente; pues, por efecto de la conslitu-
cion de esle malerial, queda debilitadala resistencia que
nace de la cohesion de las fibras entre si; y ademds, por
el escaso valor de los residuos procedentes de la labra.



§ 52. Sagitas correspondientes a los solidos
de igual resistencia.-Nos limitaremos 4 encontrar
la que corresponde & un sélido de longitud D y seccion
reclangular, empotrado por uno de losextremos, y bajo
la accion en el otro de un peso P. Para conseguirlo
procederemos como al tratar de este punto en los
§§ 34, 37, 40 y 44 admitiendo, con el objeto de fijar las
ideas, que b sea conslanle y A variable.

La ecuacion diferencial perleneciente al caso pro-
puesto es,

d X T
E EE—}— P(D—ae) 6 bien il =PD—w);... (61)
f "‘.-l- -
¥ cOmo Y— i b ;,s:P‘Di?—_’i, de donde
B 12 R
BP0 —a) ; , L 6P(D —a)

vl ! yportanto Y= PR

=V i (l Rb )

solo reslara sustituir esle valor en ]a ecuacion ((61)) é in-
legrarla dos veces sucesivas.
Con arreglo 4 eslas indicaciones se llega & la relacion

‘.-.,:igﬁl/ (mL/D—I— (D— x)/ﬂh—nyu)

: dy
teniendo presente que & @ =o, corresponded—zz 0

é y=0.
Si hacemos =D en el valor general de y, el corres-
pondiente { la sdgita en ¢l extremo libre serd

o ol 0 RO
T il 5p XLV'D
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Comparando esta espresion con la que se obluvo en
el § 40,

p DD
3 EX
1 .
despues de poner por Y el valor que resulle & i3 bh*;
haciendo =0 en el de A, se llega 4 esla relacion

g
que ficilmente traduciriamos al lenguage comun.

De un modo andlogo hubiéramos encontrado el valor
de la sdgita en cualquiera de los prismas considerados
§§ £9-50-51. En lodos ellos observariamos que los sdlidos
de igual resislencia son menos rigidos que los de seceion
conslante, circunstancia que si bien es ulilizada en de-
terminadas construeciones—como en los dinamdmetros,
muelles de carruajes etc.— perjudica & otras que requie-
ren gran estabilidad.

§ 53. Determinacion sencilla de las sagitas,
del angulo que forma un elemento cnalguiera
de las elasticas y trazado aproximado de estas
eurvas.-Los cilculos prolijos que por lo general son ne-
cesarios para la determinacion de las sigitas y tangentes
de las eldsticas, nos deciden & indicar otra manera de
obtener sus valores fundada en seuncillas consideraciones,
debidas principalinente al ilustre Poncelet.

Sea A B’ fig. 28 (lim. 3.7, la fibra media antes de
encorvarse de un prisma empotrado por uno de sus ex-
tremos, y A B la eldstica, 6 sea la posicion que tome aque-
Ha despues de la flexion; nos proponemos conocer C B.
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A este fin tricese la evolvente BB' de la eldstica y to-
mando de esta un elemento ds—=mm', lirense las tangen-
tesm’n' y mn. Como CB se compone de la suma de todas
las siigilas elementales andlogas 4 nk, n'k’....., tratemos
de buscar el valor de una de estas, tal como la »' k.

De la comparacion de los tridngulos semejantes

an'k’, mm't resulla
dwx
ds’
y como nn'=mn.dz, y en vez de mn=mB, podemos
tomar la proyeccion C=D— cuando las flexiones son
muy pequeias—en cuyo supuesto estamos razonando—
tendremos:

k’ﬂ':ﬂ‘:f:nn'x

A= i)da R

=(D—m)dx Loon (69)
ds ?
3 . . ds
despues de introducir por d=« su lgualT;
BED, raeiED S\ e or tanto
PRI e S
"‘0=D pp_g)? 1 rp?
EB=f= Al T—dw:-E'*L—.Y—

Si se quiere obtener la sdgita en otro caso cualquiera,
bastard suslituir en la etpresmn de d/’ el valor que cor-

responda 4 —-‘——-—dependlenle solo de M, & igualdad
¢

de todas las demds circunstancias—é integrar dentro de
limites conocidos.

Para hallar el dngulo que forma un elemento mm' de
la eldstica se liene, refiriéndonos 4 la misma figura 28,
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mm'=ds=pdz, ycomo mi=dw=dscnse,
se obtendrd de la multiplicacion de estos dos valores
ds.do=¢da. dscosa de donde
cos o da=—d sen= it doe— 5 da;., (63)
¢ EY
y por tanto integrando despues de haber suslituido por

M su valor, P(D—w) en el presenle caso, resulla;

b ax?
SeIl, :z_f D_w}d:D:EY(DkU_T?,-

Si se desea conocer la inclinacion en B, tendremos,
T r . 3
sen.a=-=— o< DEZE T

Cuando el sdlido fuere de ignal resistencia, hay que
cuidar de poner Y en funcion de la variable @, en las dos
expresiones elementales ((62)) y ((63)) de un modo seme-
jante dlo hecho en el §52.

El procedimiento para el trazado de las eldsticas con-

EY

siste en delerminar mediante el valor general ¢ = s
los radios de curvatura correspondientes & distintas see-
ciones del solido; ir describiendo arcos de circulos que
no excedan de 1.° 4 2.° y por ultimo trazar la envolvente
de todos ellos.

Si algunos rddios fuesen tan grandes que no pudieran
tomarse sobre el plano en que se haga el trazado, se ape-
laria & la consteuccion de los dngulos de contingencia;
adaptando sucesivamente sobre los lados que resulten,
magniludes iguales 4 los arcos anterlmeb y llﬂzamio

despues la envolvente de ellos. . o= 2y lonetn

®

"



LECCION 5.*

SUMARIO.

Prismas verlicales cargados en direceion de sus ejes.—Resultados de las expe-
riencius con prismas de hierro colado suseeptibles de doblarse, 4 lapar que
se contraen, por efecto sulamente de un esfuerzo decompresion.—Resultados
de experiencias andlogas 4 las anteriores con ¢l hierro dulee.—Resultados de
experiencias andlogas 4 las anteriores con la madera.—Hesistencia de los
prismas al resbalamiento longitudinal de sus fibras.—Prismas inclinados so-
metidos 4 la accion de fuerzas situadas en su plano da simetria —Prismas
cuya seccion es una doble T.—Manera de aumentar la resistencia de un pris-
ma de gran longitud.—Influencia de los choques en las mdquinas.—S6lidos
en movimiento.—~Deterininacion de las secciones trasversales delos prismas.
—Momentos de inercin de las secciones mas usuales.

§ 54, Prismas vertieales cargados en diree-
eion de sus ejes.-Dado 4 conocer cuanto & nuestro pro-
posito convenia respecto & la flexion, vamos & ocuparnos
de 1a compresion de los prismas en el caso de doblarse, 4
la par que se conlraen, por el solo efecto de fuerzas que
obran en direccion de sus ejes.

Representemos por AB, fig. 29 (lam. 3.%), la fibra media
de un prisma colocado verticalmente. Si se supone fijo el
extremo inferior B y que un esfuerzo N obre en aquella di-
receion, esevidente que todaslas rebanadas irdntrasmi-
titndose unas 4 otras, la presion que reciba la primera;
en tal supuesto no es posible que laflexion se produzca.
Para que este fendmeno se presenle, necesaria es una

nueva causa, que bien puede provenir de la falta de ho-
14
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mogeneidad del sdlido, 6 de la accion momentinea de
una fuerza exterior.

Sea lo que fuere, iniciada la flexion—asilo demuestran
los hechos—esta tiende por lo general & ser mas y mas
sensible, sin detenerse hasta la rotura del prisma por
pequeno aumento que reciba el esfuerzo; & veces, aun
permaneciendo esle inallerable.

Admitido esto, y para precisar las ideas, considera-
remos el prisma de seccion rectangular y con flexion,
aunque ligerisima, en un plano vertical, habiendo girado
naturalmente cada seccion al rededor de su eje respec-
tivo de menor momento de inercia. En tal estado vamos
d determinar el valor del esfuerzo N para que el sdlido
se mantenga en equilibrio.

Sean m y n dos secciones cualesquiera, pero conli-
guas. Representando por ds, ds’ las distancias entre si,
antes y despues del esfuerzo N—cuya componente para-
lela 4 m puede despreciarse—y por 6 el angulo pequeiii-
simo que la seccion m forma, encorvado el prisma, con
un plano horizontal, las ecuaciones de equilibrio para el
trozo Am serén:

ds—ds'’
. i ———— PRI N UL R ’1
N En d;S 1 (]
dBy v 4 s
Eywzl\y 4 blen
eY Y —nyiiien . @

si se aliende 4 que
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d'y 1 do
de*™ ¢~ ds°®

Como la curva AB dé la ecuacion
dy=-—ds'"send,...... AT T -

si se combina con las (1)) y ((2)) podemos eliminar y, s,
y obtener otra entre 9 y N.
A este fin, se diferenciardla ((2)) respecto 4 s, sustitu-

vendo por % su valor deducido de las ((1)) y|((3)), con

lo cual

x N
EY?.;E:—N (1-—-E—n-) sen. 9;

de la que, multiplicada por 2d 6 & integrada, teniendo
presente al determinar la constante que en el punto A

do , .
§ y ——, toman los valores particulares

lls !
do
§—8, v —— =0, resulta
'Y ds x

do N . N
=ds ¢ —:\'I"‘ (i-——‘-‘;— ..... ( &)
v/ 2(cos. —c08. 8,) EY Ea

Para determinar 0,, se integrari el segundo miembre
de esla ecuacion entre los limites o, y H altura del pris-
ma: y el primero, entre —8, y +0,. En su consecuencia

sH : N N '
T Ve Tt
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-0 do =+ 0 '62
| o do ( 646, )’
J —0, V'2(cos. 6—cos.6,) —0, V0, —0* 24

despues de haber sustituido en lugar de cos. 0 y cos. 6,,
sus desarrollos en funcion de los arcos respectivos y ha-
ber tomado de cada uno, solamente los tres primeros
lérminos.

Antes de hallar y definir esta ultima integral conviene
observar, que el resultado que obtengamos es aplicable
lanto al caso indicado en la fig. 29, como al de la fig. 30
en que aparece la fibra media cortando en varios puntos
su primitiva direccion, y en la que los dngulos o0,0', 0”...
son iguales entre si.

Segun esto, si representamos por n el nimero de seg-
mentos AC,CD..... se tendra,

..'+ 8 ds (}l + 908 l
—nn —y t
J —6, V2 (cos. 6—cos. §,) =|b) J RoGianid
60"y __ N N,.
nw (1 +E)_Hl/ﬁ(4_ﬁ),
de donde

H N N
enszm’—w-a I/ﬁ(1“iﬁ) sz 18
ecuacion que nos proponiamos eneontrar.

Todo valor de 4 imaginario, indica que el prisma no.
es susceplible de encorvarse cualquiera que sea su allu-
ra. Si despues de admitir que tal resultado debe atri-
buirse 4 ser N insuficiente para producir la flexion,



—105—
supenemos (que vaya recibiendo aumentos sucesivos hasta
alcanzar uno N, con el que se verifique

H
s f —(1—E)_a ¥y por tanto 6,=o,

es evidente, que & partir de este valor N,, los de 9,
habrin de ser reales, teniendo la precaucion de tomar
la mas pequena de las raices, por ser la unica que satis-
face 4 la cuestion, es decir

“*——-En }1-[/4 -m&f”‘sl El ... (6)

Bajo el supuesto pues de dar al esfuerzo un valor
superior 4 N, tratemos de encontrar el de la sigita cor-
respondiente al punto medio de los segmentos.

Para conseguirlo, sustiliiyase en la ecuacion ((2)) por

{_i_ﬁ su valor deducido de la ((%)), y poniendo en lugar

th §

. 5 6%
de cos.f, los dos primeros lérminos 1—% de su des-

-

arrollo, introduzcase la condicion §=o; hecho esto,
y representando por f el valor absoluto de la ségita ten-

dremos,

sf--:l//mxl/‘“z_”: h“)i

ecuacion, cuyo segundo miembro es nulo con N =N,.
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8i en lugar de N ponemos N <4AN,, expresando
por AN, un ligero incremento, dicha ecuacion (7)) podri
tomar la forma

:V-i—k, (8)
f N \

en la que K representa una cantidad esencialmente po-
sitiva.

Este valor ((8)) hace ver que N, debe considerarse
como un limite que no es prudente traspasar, pues al
mas ligero aumento, la sigita tiende 4 lomar grandes
proporciones por la presencia del factor "

No ha mucho se dijo que siempre que se verificara
N <N,, la flexion no era posible, cualquiera que fuese la
longitud ¢ altura del sélido; ahora vamos 4 demostrar
que para esta dimension tambien existen limites dentro
de los cuales por grande que N sea, el prisma no puede
encorvarse. En efecto, fijémonos en la expresion ((6))

v obsérvese que cuando H<2nz}/ X, N aparece

imaginario, y por consecuencia 9 lo serd tambien; resul-
tado que viene 4 patentizar la imposibilidad de la flexion,
siendo preciso para que se produzca el que se verifi-

que H>2n= |/_nT_

- : N,
Como de hacer H=2n 11']/% se obtiene — =

wl":rj

presion enorme que aplastaria al prisma produciendo ine-
vitablemente su rotura, deducese de aqui, que la sola
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condicion H>2nw [,/_n‘: no es suficiente para obtenerla
flexion.
A vista pues de esto, yadmitiendo que N tenga el
ayor valor posible sin traspasar el limite de elasticidad

de la maleria, tratemos de determinar la méxima altura
que puede darse al prisma.

Si representamos por F la carga correspondiente a

dicho limite y combinamos la ecuacion —NE“ —F con la

N, _ ' i
i ? E {1— . 1—X e »
se llegara al resultado
H=nrE M ol i :
a(FE—F?)

igualdad ¢nyo segundo miembro es la altura maxima
que debe darse al prisma para que, cerca ya de la fle-
xion, pueda resistir el esfuerzo N, sin que llegue &
iniciarse y sin que quede alterada la elasticidad de la
materia.

De un modo andlogo se determinaria la altura del
prisma en el caso de ser el esfuerzo, equivalente d la carga
de seguridad de que la materia es susceptible.

Del valor de N,,ecuacion ((6)), se desprende quela
resistencia de los prismas verticales aumenta con el mi-
mero de segmenlos.

Para que un prisma corte  la direccion primitiva de
su fibra media, basta obligarle & que pase por apoyos con-
venientemente situados 4 uno y otro lado de él.
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Si en el sélido fig. 30 suprimimos las partes A m, Bin’,
¢ imaginamos fijos los elementos verticales correspon-
dienles 4 los puntos m, m’, la curva mnm’ permaneceri
inalterable; y por tanto todo prisma verlical encastrado
por sus extremos y somelido & un esfuerzo que tienda
4 comprimirlo en direccion de su eje lomard una dispo-
sicion semejante 4 lamnm'.

Como se puede suponer que la parte CaD cuya altura
es '/, H, siendo mm'=H, pertenece 4 un solido someti-
do 4 un esfuerzo vertical N en andlogas enndiciones al que
representa la fig. 29, todas las férmulas encontradas
anteriormente son aplicables al prisma encastradomnm/’,
con la tnica diferencia de poner un !/, Hen lugar de
H, quedando asi probado que los prismas verticales
empotrados, ofrecen mayor resistencia respecto de los
que no lo estin; deduccion andloga a la que obtuvimos
en los prismas horizontales.

Terminaremos la parte tedrica de los prismas verti-
cales hallando otra expresion mas sencilla para el valor
de Ny; aunque algo menos exacla permite sin embargo
formarse idea mas precisa de la resistencia de dichos
prismas, circunstancia que nos la hard recordar en esta
misma leccion.

Si en la ecuacion

H N, Ny
_“1+'nrr EY 1_59)_0

de donde procede el valor de N, se observa que el factor
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] N :
subradical (l —Ei), puede ser considerado igunal 4 la

unidad, tendremos

H N, ;
H*I+-ﬂ—ﬁ Y —o, de donde
EYniz®
N.:_HT_— R R I ) (9}

§ 55. Resultados de Ias experiencias eon
prismas de hierro colado susceptibles de do=
blarse, & la par que se contraen, por efecto so=
lamente de un esfuerzo de ecompresion.-De las
verificadas por Mr.sHodgkinson se desprende:

1.° Los prismas de hierro colado de seccion rectan-
gular 6 circular, cuya longitud sea & lo mas igual & 5
veces el didmetro 6 la menor de las dimensiones trasver-
sales, somelidos 4 un esfuerzo de compresion, no se do-
blan para romperse; lo hacen por simple aplastamiento,
cuando aquel llega 4 ser préoximamente de 63 kilégramos
por milimetro cuadrado.

2. Cuando la longitud se halla comprendida entre 5
y 25 veces el didmetro, los prismas se rompen por flexion
y aplasiamiento.

3.° De 25 veces el didmetro en adelante, la flexion es
inevitable, aun para esfuerzos muy moderados respecto
de los que pueden soportar los prismas cuando se rom-
pen solo por aplastamiento.

i3
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Estas deducciones encuentran en la teoria explicada,
una racional justificacion.
El mismo fisico propone, hecha la conveniente re-
(uecion de medidas, las siguientes formulas que contie-
nen los resultados de sus experiencias en esta parte.

e 2o Para alturas ¢
llen.Sdmac.* P=10676 T A (10)} " 1on gitudes
Columnas  de comprendi-
hierro colado, D36_[)36 g (il
hueeas.... P=10676 ——ﬁT (1 ‘] el didmetro,
P ..... representa en kilégramos la carga que produce la
rotura.
| — didmetro exterior en centimetros.
D'uis id. interior id.

H..... altura ¢ longitud en decimeltros.
Para calcular las de menor altura Mr. Hodgkinson

PRa
P+ Rao

I

da la formula P S P b A (|

siendo
F..... carga que produce la rotura.
P..... carga calculada por la férmula ((10)) @ ((11)).
R resistencia del hierro colado 4 la compresion por
centimetro euadrado.
... drea de la seccion de la columna en cent.* cuad.".
Las cargas de seguridad, siguiendo la regla estable-
cida, serdn la sesta parte de los valores dados por las
forinulas anteriores.
Con arreglo & la teorfa, los exponentes debieran ha-
ber sido férmula (9), 4y 2, en vez de 3,6 y 1,7; pero
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facil es, en parte, explicarse esta diferencia y las
demas que aparecen entre las formulas tedricas y las
empiricas, si se atiende 4 ser Py ¥ cargas de rolura para
las que, alterada profundamente la elasticidad, los ma-
teriales quedan fuera de las condiciones que sirvieron
de base al establecimiento de aquella.
Mr. Hodgkinson ha observado tambien:

1.° Que las columnas de bases planas y perpendicula-
res al eje ofrecen una resislencia 3 veces mayor que las de
igual longitud y seccion, pero con los extréemos convexos
6 redondeados; lo que se explica ficilmente, porque en el
primer caso las bases producen el efecto de un empotra-
miento parcial, privando 4 las columnas de ciertalibertad
para doblarse. .

2.° De dos columnas de igunal alturay con la misma
canlidad de materia, unade seccion conslante y olra con
una parte mas pronunciada en el medio, afectando la
forma “bombeada, la Gltima puede llegar 4 ser mas fuerte
si bien el aumento de resistencia, que por tal disposicion
alcance, no escederd de '/ a'/ porte de la corres-
pondiente 4 la primera.

3." Bajo el mismo supuesto de entrar en ellas igual
cantidad de materia, las columnas huecas resisten mas
que las llenas y las que tienen por seccion una crusz; di-
ferencia debida al mayor momento de inercia de las pri-
meras, 4 igualdad de seceion, respecto alde las otras dos.

Mr. Love, ingeniero distinguido, ha encontrado otras
expresiones mas sencillas, que conviene conocer, para el
cdleulo de las columnas macizas de hierro colado.
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Rao sParn l{mgiludpq
b= Fen e (48) ) g & ] 120
1,45+ 0,00337 (_D. | e did-

metro.

Colomnas o

lierro colada, i Ro Para Io_'gntude%

oy e de 5430 veces
0,68+ 0,1 + P el didmetro.

Las letras tienen la misma significacion que en las
formulas ((10)) (1)) ((12)); H y D, ambos estén ahora ex-
presados en centimetros.

El espesor practico de las eolumoas huecas de hierro
colado, es dato que depende principalmente de la mayor
dificultad que presentan & medida que son mas largas,
para llegar & obtener un reparto igual de metales.

A las columnas de 2 4 3 metros de altura, ne suele
dérseles menos de 12 milimetros, y i las de 6 4 8 metros,
unos 25 milimetros.

§ 56. Resuliados de experiencias analogas
a las anteriores con el hierro dulee.-Nos limita-
remos & dar d conocer las férmulas de Love que resumen
las ejecutadas por él con columnas macizas.

e S P

Columnas de 1,55 40,0005 (%‘ ;]e:teri.ﬂ e
hierro dulee - Ra .. (16) Para ]l)élgl[udj‘“
& 0,85 40,04 ._]};_ ;;a:.;lers; el dia-

Comparados los valores que dan estas férmulas cuando
la altura de las columnas llega & tener 30 veces el did-
melro, con los procedentes de las ((13)) y ((14)), aparece
el notable resultado, conforme con las experiencias de
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Hodgkinsen, que las de hierro dulce resisten mas que las
de hierro colado; lo que no ha de extrafiarnos si se refle-
xiona, que con lales dimensiones, laflexion una vez inicia-
da, tiende 4 pronunciarse mas y mas 4 cada aumento de
esfuerzo, por pequefio que sea, tomando por consiguiente
la compresion, una parte menor en la resistencia lotal.
Aunque Hodgkinson y Love hayan llevado sus inves-
tigaciones hasta la rotura de lascolumnas, sin preocu-
parse del limite de elasticidad, recordaremos otra vez
que cuando las cargas permanentes se subordinen 4 este
ultimo, el hierro dulce ofrecers venlajas sobre el colado.
§ 57. Resultados de experiencias analogas
a las anteriores, eon la madera.-Segun Rondelet,
admitiendo que tanto un cubo de roble como de pino, se
rempan por compresion con una carga de 420 kilégramos
por centimetro cuadrado, la resistencia de los postes
construidos con estas maderas referida 4 la del cubo

tomada como unidad, es como sigue.

Relacion de laallu-
ra 4 la mas pe-
quena dimension
trasversal.

1 —12 — 2 — 36 —48 — 60 —"172

Relacion entre las \ 5 1 1 1 1 |
resistencias.

Cargas en kildgra-
mos por cenli-
metro cuadrado }420 — 550 — 210 — 140 — 70 — §1— 11,5
que producen la
rotura.

Las cargas de seguridad se obtendrdn tomando la */,¢*
de estos valores.
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Tambien se ha ocupado Mr. Hodgkinson de la resis-
tencia de los postes de madera, y aunque sus experien-
cias en esle punto, no hayan sido muy numerosas, ha
llegado sin embargo & obtener las siguientes fdrmulas,
reducidas ya 4 unidades méiricas.

P o R g
e ;P PRONE . g i P 4 4
reclangular. i ' o
clangular H* ) menor.

Postes de seccinn‘P_f_ X b* |Para longitudes de 30
cuadrada. ek a 45 veces su lado.

b.... expresa en cenlimetros el lado del cuadrado, 6

el menor de la seccion rectangular.

h.... lado mayor de la seccion rectangular en centimel..

P y H tienen igual significacion que en las férmu-

las ((10))y ((11)).

El coeficiente & toma segun las maderas distintos valores.
Roble muy fuerte ¢ resistente........ 2565
Roble poco resistenteé........oo.u... 1800
Pino fuerte ¢ muy resistente....o.... 2142
Pino poco resistente........eovv0ee. 1600

Las cargas de seguridad serin, como sabemos,
la 1/, parte de las de rotura.

§ 58. Hesistencia de los prismas al reshala=
miento longitadinal de sus fibras.-Las experien-
cias delCoronel Ruso Jourawski han hecho ver,en algunovs
casos, la necesidad de tener en cuenla la resistencia «l
resbalamiento longitudinal de las fibras.

Para formarse idea clara de ella fijémonos en elsdlido
prisméitico S8’ fig. 31. (lim, £.?) sometido & la accion de
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dos esfuerzos F paralelos & su longitud, y que—iguales
entre si éigualmente repartidos sobre cada una de las
respectlivas secciones a y b, mitades de la total,—tienden
visiblemente & separar la parte C de la ¢/ haciendo res-
balar una sobre otra. La resistencia que oponen las fibras
4 esta separacion tangencial, conocida por resistencia al
resbalamiento longitudinal, es la que nos proponemos
estudiar exponiendo ligeramente su teoria.

Con este objeto nos referiremos fig. 32 (lim. £.%), al
prisma 88’ empotrado por un extremo y sometido por el
otro 4 la accion del peso P; A y B representan dos see-
ciones conliguas.

Siendo R:-}-IT”— la resistencia por unidad de super-

ficie en un punto cualquiera a de la seccion A, la que
corresponda 4 la faja infinitamente pequefia mn serd,

Bbdv:-]%- bovdov

y de un mnodo andlogo, para la faJa homologa m' ' de la
seccion B se tendrd:

R'bdv:%— hodw.

Restando una igualdad de otra, .

) IS L ) | bodv
(R'—R)bdv= Y bvdyv= i da ¥ ¥
bod: ”

6 bien (R*—Rybdo=Pdo—ai.usia (17)

Y

dard el valor del esfuerzo que impele & resbalar al pe-
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queiio prisma que hallindose comprendido entre A y B,
tiene por base bxXda, y dv por aitura; y su integral, entre
los limites o y '/,h, la resultante de los que tienden &
arrastrar la mitad superior de la rebanada A B. Para la
inferior oblendriamos otro valor igual, pero de signo
contrario.

Representando por N’ el valor absoluto de uno de
estos esfuerzos resultantes y poniendo por Y el corres-
pondiente al caso en cuestion, se lendrd

i
o Pbdm‘fg S ﬁEde'B
Y " h

De la accion simultinea de ambos esfuerzos resulta que

el pequenio prisma A B tiende & romperse por ¢’ ¢ que
indica la capa de fibras invariables.

Si expresamos por R’/ el méximo valor que por uni-
dad superficial puede atribuirse & la resistencia al resha-
lamiento longitudinal tendremos:

Pdx

”bd s
R S X 0 R

Rl 2
LA B > 2

X

x| o

(18)
Como el esfuerzo T de cizallamiento es igual & P, se
T
lendra tambien R" = === resu
= X o Itado que
sin dificultad interprelariamos.
El resbalamiento longitudinal explica la notable dife-

rencia que se encuentra entre las cargas & que pueden so-
meterse los sélidos SS y 8”8’ fig. 33 (lam. £.°). El segundo
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estd compuesto de otros dos m, n, simplemente yusta-
puestos, y cada uno, mitad del primero.
En efeclo, para el SS resulta:

__RY ROA® RbA2
PXD=—— =—g— dedonde P=—r
RY 2 2
y parael §8'.. PXD‘——‘E—S———— ——-—-R:T , Y por tanto P'— l}ft

De la comparacion de ambos valores se deduce, P—2P".

§ 59. RResuliados de las experiencias sobre
el reshalamiento longitudinal de las fibras.
Privados de sus indicaciones para la mayor parte de los
materiales, nos limitaremos & consignar los resultados ob-
tenidos por MM. Chevandier y Wertheim con algunas
maderas, y 4 considerar como iguales entre si, en el
hierro colado y dulce, y metales mas comunmente em-
pleados en las construcciones, las resistencias 4 los res-
balamientos longitudinal y trasversal.

TABLA NUM. 4.

]._ Corficiente & mddulo |
' de elasticidad al res- Carga Carga

| balamiento l[;lnf_ritudi- 4 y » dl
| . nal de las flbras. e rolura, |de seguridad.
| MADERAS. —~—~ o — | —
| Kilogramos por metro| Kilogramos por cenlimelro
[ cuadrado. cuadrado.

{

|| Roble...........| 0,1298x10° 40,6 %,06

I L]

1l 17 Vo SR St (5 0,0341x10° 29,7 2,97

Il Olmo....... ] 0,0838x10° 36,6 3,66

16
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§ 60, Prismas inclinndos sometidos o Ia aec=
cion de fuaerzas situadas en su plano de sime-
trin.-Sea S8 fig. 3% (lim. £.7) un prisma inclinado, em-
potrado por uno de sus exiremos, y somelido 4 la accion
de las fuerzas F, F',... y & la de una carga uniformemente
repartida,

Como cada fuerza puede descomponerse en una nor-
mal y olra paralela & la longitud del prisma, ninguna di-
ficultad ofrecerd el hallar las ecuaciones de equilibrio y
resolver cuantas cuestiones han sido estudiadas en el
§ 39; pudiendo decirse esto mismo respecto de otro pris-
mna cualquiera, que estando inclinado, sea comparable
a uno de los considerados en la leceion 4.*

§ 61. Prismas euya seccion afeeia la forma
de doble T.-Los sdlidos, que leniendo por seccion una
doble T, estdn dispuestos de modo que puedan agruparse
entre los llamados de igual resistencia, vienen & consli-
tituir un paso mas hacia la verdadera solucion del pro-
blema enunciado en el § 48.

_ M

En efecto, fijdndonos en el valor formular

v en la fig. 35 (ldm. %.%), si fuera posible que la materia de
cada rebanada AB del prisma se reuniese ¢ condensara
en los brazos a y b, hasla el extremo de ser despreciable la
del alma 6 nervio e, no hay duda alguna que semejante
disposicion seria preferible—en concepto de diferir menos
entre sf las resistencias de todos sus elementos—a la de
una rebanada de seccion rectangular, pero cuya altura
y cantidad de materia fuesen iguales 4 las de AB. El
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ideal tedrico se alcanzaria, cuando & la eircunstancia de
ser nulo el espesor de la parle ¢, fuera infinitamente
pequeno el de los brazos a y b.

Las piezas prismdlicas ¢ vigas andlogas 4 la indicada
fig. 35, suelen tener frecuente aplicacion 4 eierto género
de miquinas y determinadas conslrucciones.

Se hacen por lo general de hierro dulee 6 colado. Las
construidas con aquel casi siempre son de seccion cons-
tante, quedando reservada ordinariamente para el hierro
colado la forma de los sélidos de igual resistencia.

Las ventajas que la doble T ofrece, aun en el primer

al . Mo
caso, se derivan del mismo valor R-:_i’_’ tanto menor,

cuanto mayor Y. De aqui la conveniencia de alejar los
brazos de la capa de fibras invariables, y disminuir el
espesor de ellos 4 expensas de su ancho.

La seccion doble T ha sido objeto de serias experien-
cias encaminadas 4 fijar la importancia de repartir des-
ignalmente la maleria, en las vigas de hierro eolado,
teniendo en cuenta su resistencia 4 la extension y 4 la
compresion. Sobre este punto ya hemos manifestado las
apiniones que prevalecen.

§ 62. Rianera de aumentar la resistencia de
un prisma de gran longitud.-La necesidad de
emplear en maquinas determinadas—como en las co-
nocidas por gruas trasversales de frecuente uso en algunos
establecimientos del enerpo—vigas de extraordinaria lon-
gitud, nos lleva & considerar la manera de darles mayor
resistencia sin aumentar sus dimensiones; adoptando
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esle fin una marcha que, & la par de sencilla satisfaga
cumplidamente las exigencias de la priclica y pueda
servir de guia en olros casos mas complicados.

Sea fig. 36 (lam. 4.) 8" la viga en cuestion; m, m’ dos
tirantes simétricamente situados respecto de la pequena
columna vertical n, sosten ¢ apoyo de aquella en su parte
media.

Prescindiendo del peso de m, nym’', y del rozamiento
de las articulaciones que existenen los puntos a, b, A, B, de
escasa influencia prictica uno y otro, supongamos que la
viga esta somelida 4 la accion de una carga 2 p D unifor-
memente repartida, y de otra 2 P que puede obrar enun
punto cualquiera de su longitud.

Representemos por T, la tension de cada uno de los
tirantes, y bajo el supuesto de que el peso 2 P actia en el
cenlro, posicion la mas desfavorable, vamos 4 determinar
el valor que debe tener aquella para que el prisma ¢ viga
$ 8 padezca lo menos posible.

La ecuacion de momentos referida & la seccion del
centro del prisma es

N= B: —I’D—I——pDg TX% (19)
. de la que se deduce haciendo M=o
!
T—= — 25 2P+pD

con cuyo valor el punto a no abandonari la recta A B,
situacion la mas conveniente dla resistencia dela viga en
el supuesto de obrar en el medio el peso 2 P. Pero & me-
dida que este se aproxima & uno de los extremos, el tér-
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mino P D de la ecuacion ((19)), decrece sin delenerse
hasta llegar & ser nulo cuando 2 P obra directamente

sobre la seccion que pasa por A 6 B. En esle supuesto,
aquella se convierle en

RY 1 . hD
> — 2P T
¢ bien introduciendo el valor de T, en
RY
—=—PD;

LA
resultado que nos hace ver que la viga se encorvard en
sentido contrario, siendo —P D el momento de flexion.

Segun esto, la tension mas conveniente de los tirantes
serd la que dé lugar 4 dos flexiones iguales entre si y de
sentido contrario; una, producida hallindose el peso en
el centro; y la otra, cuando se encuentre en uno de los
extremos. Para determinar el valor de dicha tension
bastlara hacer
D

— d 2
M—=PD +3 pD*—Th 7

= -%—PD, de donde

l
T:-Z)I(pD—i—P)-

Cuando prepondere la accion de los lirantes, es decir
cuando el peso 2 P se halle sobre el extremo B, enlonces
la ecuacion de momentos referida como la anterior al
centro del prisma seri

1 TAD 1
M=o gt —— == PD.

Las dimensiones de la viga S8’ se delerminarin pues,
mediante la ecuacion



1 RY
s PD= —{——, de donde
- (3
PeD
R H;E_Y_’
y teniendo en cuenta al propio tiempo el valor de la

. D
componente horizontal T X —.

Las de los tiranles, si son de hierro dulce, por la ecna-
eion %: 6 k.%; y las del apoyo n porla ‘ET%:*I 0,5 k.*
Q

en el caso de ser de hierro colado. 8i la altura de dicho
apoyo fuera grande de modo que hubiera temor & fle-
xion, se recurriria 4 laformula correspondiente de Love
¢ de Hodgkinson.

o ¥ o' expresan las secciones respeclivas de esias
ultimas partes.

§ 63. Enfluencia de los choques en las ma-
quinas.-En la primera parte de este curso se vid ya la
influencia nociva de los choques en las miquinas; pues 4
conseeuencia de la pérdida de trabajo inherente & ellos
queda, digimos, mas ¢ menos alterada la conslitucion
molecular de las partes chocadas, y se destruye su buen
ajuste exigiendo naluralmenle mayores proporciones si
se quiere evilar un deterioro prematuro.

Aunqueen el § 19, guiados por otro género de conside-
raciones hemos podido entrever tambien sus inconvenien-
tes, vamos ahora—utilizando una de las formulas encon-
tradas entonces—si posible es, @ ponerlos mas de relieve,
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Con tal objeto recordemos, que de la ecnacion
—?[v’—-vn“):w% X %—.n", obluvimos v?*= %-{!’—:r.*‘-,
en el supuesto de ser colocado el cuerpo sin velocidad al
extremo de la varilla prismética AB fig. 4.* (lam. 1.%).

Representemos fig. 37, (lim. £.?) por P’ y P dos pesos,
é imaginese que el segundo cayendo de la altura & cho-
que contra el primero; la varilla sin peso sensible. Si
suponemos que P’ no se ponga en movimiento en tanto P
no termine su accion sobre él, y los consideramos como
cuerpos no eldsticos, es evidente que la velocidad inicial
de los dos reunidos serd designindola por »’,

I)
o' = — /th,....... (20)
PP

¥ por tanto vi—p"i=gl— %m“;

ecuacion, enla que [ representa el alargamiento estitico
debido al esfuerzo (P+P'); haciendo en ella v=o,
tendremos para valores de las abscisas-limites dela tra-
vectoria reclilinea descrita por P4-P'

w:il/l*—i—-;—v";

¢n sl consecuencia

z':z+l/:*+_‘_ »"—BB', ¢ bien
g
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P+ P’ (_p :I- PreLe p2 2Lk
/= —— R N
Eo L Ead T PEP N in " (21)

despues de introdueir por »" y [ sus valores respeclivos,
serd el alargamiento maximo de la varilla A B.
Para que aparezca mas sensible la dilerencia entre

este alargamiento y el estitico, hagamos aplicacion & un

caso particular dando 4 las cantidades que entran en la

expresion ((21)) los signientes valores;

P =P"'=20 kilogramos

L= ..o 1 melro

Ao esw 03]

E=20x10° kilégramos, suponiendo que la varilla sea
de hierro dulce.

a=.... 10 milimetros cuadrados.

Verificadas las operaciones se obliene proximamenle
I'=117.1, resultado que patentiza la enorme diferencia
entre las acciones eslilicas y dindmicas, y la convenien-
cia de evitar los choques en cuanto sea posible.

La expresion ((21)) hace ver tambien lo ventajoso que
es en ocasiones determinadas y dentro de ciertos limites,
el aumentar la carga permanente de los sélidos que hayan
de estar expuestos & choques.

El siguiente ejemplo, que trae Poncelet en su meci-
nica industrial (2.* edicion pig. 16%) es muy & propdsito
para hacer comprender la gran influencia de ellos.

Seaa b fig. 38 (lam. £.?) un cubo de materia muy dura
y resistente, y con peso de 300 kilégramos. Imaginemos
que cayendo al suelo desde 1.m 30 de altura, penetra por
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su cara inferior 2 centimetros; si prescindimos de las vi-
braciones y de cualquiera deformacion extrafia a dicho
efecto, es evidente, que este serd debido al trabajo

3005 X 1,m3 4-300% X 0,202 — 396, %=

desarrollado por el eubo durante su caida.
Si este trabajo tuviera que producirlo la sola y lenta
accion de un peso P colocado sobre el terreno, se lendria

P* % 0,02=396*, de donde P =19800*;

lo que nos dice, que el efecto obtenido en el ejemplo
propuesto por el choque de una masa determinada, es
equivalente al de un esfuerzo 66 veces mayor que el peso
correspondiente & ella.

Al principio del § 63 digimos, que & consecuencia de
la pérdida de fuerza viva ocasionada por los choques,
quedaba mas ¢ menos alterada la constitucion molecu-
lar de las partes chocadas. Este efecto, variable con la
naturaleza de los cuerpos, se presenta muy visible en
concepto de muchos, en los ejes de carruages; pues
hechos de hierro dulce de fibra larga y sedosa, se ha
observado que esta se va rompiendo con las vibraciones
hasta llegar 4 tomar el aspecto de un hierro de grano. (¥)

Aunque el buen ajuste de las piezas que constiluyen

(*) Esta observacion s¢ ha de tener muy presente, no solo para la mas
acertada eleccion de los hierros bastos con que se haya de construir toda pieza
de hierro expueste & continuades chogues, sino tambien para procurar que
las operacionss d que se vaya scmetiendo aguella primera materia, sean las
nias copvenientes al resullado que se apetece.

17
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las maquinas evita los choques, 6 atentia al menos sus
electos, sin embargo para el ¢ileulo de las dimensiones
de todo drgano en movimiento, faltos de experiencias,
adoptaremos la regla de que la carga sea i lo mas igual
41/, de la que corresponde al limite de elasticidad. En
muchos casos, semejante relacion se lendrd todavia
por excesiva.

§ 64. Solidos em movimiento,.-Cuando un solido
no liene movimiento, 6 que de tenerlo, es moderado, las
ecuaciones de equilibrio entre las fuerzas dadas y las
moleculares se establecen como queda dicho en las pi-
ginas anleriores al ocuparnos de este punto; pero si
aquel forma parte de un érgano, 6 es el organo mismo,
cuya velocidad sea considerable, no puede prescindirse
en tal supuesto de las fuerzas de inereia que tan violentas
reacciones provoca, particularmente si, como aconlece
en casos dados, ellas vienen & constituir los principales
esfuerzos 4 que ha de oponerse la maleria.

Asi pues, para la determinacion de las reacciones in-
teriores de un sélido prismdtico en movimiento, y por
tanto para el cdleulo de sus dimensiones, hay que conlar
eon las fuerzas reales que lo solicitan y con las de nercia,
procediendo en todo lo demds como si aquel estuviera
inmavil. _

§ 65. Determinacion de las secciones iras=
versales de los prismas.-Bajo este epigrafe vamos &
hiacer un ligerisimo resimen del modo de calcular las
dimensiones trasversales de un sélido, indicando mas
concretamente, que lo hemos hecho en las lecciones pre-



cedentes, la marcha para los casos en que se desee
obtener mayor grado de exaclitud.

Los sdlidos pueden estar sometidos 4 uno solo de los
esfuerzos denominados simples, 6 bien, & dos 6 mas de
eslos obrando simultineamente: si lo primero, recur-
ricfamos 4 la fdrmula correspondiente al esfuerzo de que
se trate; y st lo segundo, el principio relativo 4 la inde-
pendencia de efectos (§ !4) nos traza el camino que
hemos de seguir.

Con arreglo 4 la clasificacion hecha de los esfuerzos
simples, las reacciones 6 fuerzas elasticas producidas por
ellos seran perpendiculares entre si, ¢ conservarin la
misma direccion, siendo ficil adivinar en que ecasos
ocurrird lo primero y en cuales lo segundo.

De conformidad con todo esto, si un sdlidose halla ex-
puesto & una forsiony exlension sitnulténeas, el mayor
valor que pueden tener las fensiones respectivas R, R",
se subordinard & que el dela total R, dado por laecuacion

R=/REER™, . ceneniis (22)

quede comprendido entre los valores mdwimos asigna-
dos 4 R"y R", en el caso de obrar sobre el prisma uno
solo de los esfuerzos correspondientes. Porlo comun, R
se hace igual al mayor delos dos, de R’ 6 R".

Si el sdlido estuviese ademis sometido & un esfuerzo
de flewion simple, la reaccion provocada por esle se agre-
garia 4 R”, y asi modificado su valor, aplicariamos de
un modo andlogo la f6rmula ((22)).

Y por ultimo, si tambien tuviere que soporiar un es-
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[uerzo de eizallamiento, 1a tension nacida de é] vendria 4
reforzar en toda su intensidad el valor de R’,

Despues de esto, bueno serd repelir que en la pric-
tica se procede ordinariamente de olro modo mas senci-
Ilo. Conocida la seccion peligrosa solo se liene en cuenta,
cuando los esfuerzos son perpendiculares entre si, el
mayor de ellos en el conceplo de prodncir reacciones
mas intensas; y si obran en la misma direccion se suman,
aun(ue no pocas veces, como sea de pequena importan-
cia, se prescinde tambien del menor en esle caso.

Expuesta en el § 58 la teoria de la resistencia al res-
balamiento longitudinal de las fibras, para concluir con
eslas indicaciones generales anadiremos, que al calcular
las dimensiones de los sélidos no debe prescindirse

- de ella, especialmente en dos casos: ecuando son de
madera por la inferioridad dedicha resistencia respecto
de las demds que hemos considerado en este material; y
cuando, por la forma particular de ellos, resulta debili-
tada alguna de sus secciones longitudinales y paralelas 4
la capa de fibras neutras, como seobserva enlas vigas de
doble T ysdlidos euyo trazado estd subordinado al mismo
principio que estas.

§ 66, Momemnios de inercia de las seeciones
mas usnales.-Il uso frecuente de los momentos de
mercie en la resolucion de los problemas relativos & la
teoria de la resistencia de materiales, nos decide & reunir
los valores formulares de las secciones mas comunmente
adoptadas para los sdélidos prismaticos.

Mientras otra cosa en conlrario no se prevenga, los
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momentos de inercia se refieren 4 las lineas ¢ ejes,
que pasando por los centros de gravedad de las see-
ciones representan la interseccion de la eapa de fibras
neutras con el plano de la figura, en el supuesto de con-
fundirse el de flexion y el de simetria.

§ 67. Elde un rectangunlo fig. 39 (lam. 4.")
respecte de las lineas mn, m'n’ y con rela=
cion & su ceniro C.

h 1
Respectod mn.. Y— P 12

WX bdv=15 b M= 130kt (1

M.... m"n"oiiia.. Y:-—th’—t—nl{"........-.- (2)

W. alcentroC, Y‘———bh —|---—b.-’z:'—f|l bh(b’—i—-hgb;‘!; aD®..(3)

Si en estos valores se hace b=h, oblendremoslos cor-

respondientes al caso particular de ser la seccion un
cuadrade.

) I 1 o ik 5
Respeclo & M m.vnnnen Y= T b =13 e NN LS, (4)
Hl sis 77 S Y — er‘—i—n]{‘. e — (5)
1 asucentrn €., Y o b"——‘l—-nb2 el (6)
...... =35 5
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§68. EI de las seceiones fig. 40, 41, 42,
(lam, 4.7) y 43, 44, (lam. 5.") ecompuestas de

partes rectangulares,

Superficie  com-—
};rundiz&r_t en:re 1
dos rectingulos N B__ e ped e
conbenirioos ¥ Y_“‘ bh 1 L R (7)
consus lados pa- 2
ralelos entre sf.

Seeecion de forma I
de doble T con i 3 g
dos ejes de s]_! ZF’&& —Bb';i,h‘}............-.. (8)
metria, -

Seeeion de forma
do doble T con 1
dos _ejes de_si- *—-{bh —2'h—2b"h" 20"k .. ((9)
metria yrefuerp. 12 t
z0s angulares.

Seccion de forma

o o con o V= L (BA9+ 20"} eevaenns (10)

ejes de simetria

-

de doble T eon |y __ 5 [ by*(be)(y —e']'—}-b{h-y}’-(b-e)(h-y-c.)'} (11)

solo un eje de

Seceion de forma
IY_
simetria.

_ ('—e)e”+eh*+2(b—e)e,(h—3)

siendo (Y y=
2 (b'—e)e'+eh4(b—e)e, |
§ 69. El de un triangulo y un rombo fig. 45,
y 46 (lam. 5.°)
R K I
1o Y= / Wedv= / o — o ldv=¢ ,bk“(l%)
% U&' i _;hr

] '—|' D £ D 2 D I
¥ o e 2 e L ' E ~ ! \ = f 1°
R Y.._ﬁ' e viaxdv= '/ i (D'— -—D—v;vzdv_ﬁﬁl)? (13)

(") El valor de y puede obtenerse con suficiente exactitud dibujando 4 ma-
yor escala, sinecesario es, y en papel lo mas homogénes posible, la seceion
dada, y despues de recortada recurrir al método prdetico de colocarla sobre
nuna arista viva. 8i tuviéramos una balanza centroscdpica muy sensible, tam-
bien podria utilizarse para conecer . No obstante, debemos prevenir que euan-
do se resuelven ejemplos numéricos, los valores de y é ¥ ce simplifican nota-
hlemente por efecto de las muchas reducciones gue se prescutan.



—131—
8i el rombo se convierte en un cuadrado habrd que
hacer D=D', en cuyo supuesto

1
—— 2 1L
Y_al_éiﬁ.."-..'-..‘-. [i-'i-}

§ 70. Elde'an cireulo respecto & uno cual=
quiera de sus diametros y con relacion @ su
“eentro. El de una eorona eirveularComo los
momentos de inercia respecto 4 todos los didmetros son
iguales se tiene fig. £7 (ldm. 5.7)

Y=/ v".d%, & Y= [fa®.d%; y por lanto
Y=g ff @ o= f Tanditpet L L)
9 2' ) pkp.p— M T i

Momesio ds saercla odnl v pag. oA L4 g -
relacion 4 su ceniro. } Y-—-IP dn—-,é-,.r_—;na s ﬂﬁ;

-

doble del anterior como ya se sabia.

Como una consecuencia de los valores que acabamos
de dedueir, se desprenden los correspondientes 4 una
corona circular para la cual se tendri,

Y= 1 f:(?"‘-——?‘”}:% alr*+rMees.. (A7)
Y Al (e i) — ln (r*r'?).....  (18)
=79 T\ " . .

La relacion que existe entre la superficie de un circulo
de radio a 6 b, y la de una elipse cuyos ejes sean 2a y 20
nos conduce ficilmente al momento de inercia de esla
nltima,
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Y:-J-:_r:b"x'(!—j........ (19) con relacion 4 24
1 e D " . .

— T Pt L MO | | | s 2
Y . 2 = (20) id b

§ 71. El de una superficie plana enalguiera.
Sea S fig. 48 (lam. 5.7) una superficie cualquiera & la que
supondremos un plano de simetria. Para hallar su mo-
mento de inercia respecto de la linea mn, pase 6 no por
el centro de gravedad, recurriremos al conocido método
de cuadraturas de Th. Simpson para las partes abeda,
ya'ble'd'a'.

Despues de dividir la altura pg en 2n partes iguales
entre si, el valor aproximado del momento de inercia
correspondiente & la porcion abeda, seri

h4-h 3 -
Y= fk axdo X vi= -:]-{fcewn-l—{k-l—k)em,n +

+A4[(k+9 w4+ (h+33) oy +... ]+ 2 [(k+29) @, + (40, | }

De un modo andlogo procederiamos respecto de
a'b'e'd'a’. Las partes abb'a’a y d'c'e”d”d' entran
en uno de los casos recordados anteriormente.

Si la seccion dada tuviera, como indica la fig. 49
(lam. 5.7) un hueco en su interior, habria que restar del
momento de inercia de la superficie total abea, el per-
teneciente 4 la a’b’c’' a’.

Initil es prevenir que en lugar de dividir la parte
abeda (fig. &9) en fajas horizontales, estas hubieran
pedido ser verticales,



LECCION 6.*

APLICACIONES.

SUMARIO.

Qhservaciones preliminares.—Problemas relativos 4 la extension.—Problemas
relativos 4 la compresion.—Problemas relativos 4 la torsion.—Problemas re—
lativos al cizallamiento.—Problemas relativos 4 1a flexion.—~Aplicacion rela-
tiva 4 los prismas inclinados.—Problemas relativos 4 sélidos en movimiente
tomando en consideracion las fuerzas de inercia.—Problemas que se propo-
nen como via de cjercicio.

/. § 72. Observaciones preliminares.-Como apli-
cacion de lo ccpuesto en laslecciones que preceden y con
la idea de que sirva de norma, consagraremos esta ullima
i ejemplos diversos de los principales casos que se nos
pueden ofrecer en la prictica, debiendo hacer ante todo
las siguientes observaciones.

1.= En el conceplo de que, con mas frecuencia que
otrn alguno, se habrd de ocurrir el problema de deter-
minar las dimensiones de una mdquina, drgano, ¢ parte
de ella que haya de construirse, sobre esta cuestion re-
caerin por lo general las aplicaciones que propongamos.

2.» Aunque agrupemos los problemas con arreglo a
los esfuerzos simples, esto no serd obsticulo para que nos

privemos de darles mayor generalidad considerando la
15
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accion simultinea de dos ¢ mas de dichos esfuerzos.
Y 5. A pesar de que en principio debemos conocer
los principales drganos de las mdquinas, algunas veces
nos permitiremos ligeras explicaciones sobre ellos para
facilitar Ja inteligencia de las cuestiones.

PROBLEMAS RELATIVOS A LA EXTENSION.

§ 73. Caleular el diametro de un vastago de
hierro dulee para que resista un esfuerzo de
traccion en sentido del eje.-Representlemos por
L...« la longitud del vastago,

D.... didmetro de id;,
P.... esfuerzo 4 que se ha de someter,
Poes. pesode la unidad de volumen del vaslago,
R.... esfuerzo de seguridad por unidad superficial cor-
respondiente al hierro dulce.
Siel véstago tiene la posicion vertical y no se quiere
prescindir de su peso, lendremos para la earga total.

)
. D? D? s
y de la ecuacton P + WL}J == Wﬂa se deducira
273.P
el valor formular... D= Sl ()

-m,......--

¢ el de cualquiera de las cantidades que entran en ella,
con arreglo & los datos del problema.
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En el caso parlicular de ser P=o, toma D Ia

: 0 AL . J
forma — ; que nos indica que la resistencia del vastago
es independiente del didmetro, como debe suceder.
; R .
Si en el valor ry que liene L en tal supuesto, pone-

mos por R el correspondiente al esfuerzo de rotura, el
resultado nos dira la longitud que necesila tener el vés-
lago para romperse por su propio peso.

El valor que en la prictica suele asignarse 4 R, tra-
tindose de vistagos propiamente dichos, oscila entre
1 y 2 kilégramos por milimetro cuadrado, conlo cual no
son de temer los choques, vibraciones y otras causas (¥)
que disminuyen su resistencia principalmenie cuando
la longitud es algo notable, como en los de las bombas
de elevar agua, méiquinas de vapor, elc.

(") Una de las causas que mas pueden influir en la disminucion de resis-
tencia de los vistagos sujetos & esfuerzos de traccion longitudinales, proyiene
de la falta de coineidencia de la resultante de estos eon el eje de aguellos.

Para convencernos, sea abe d, fig, 50 (ldm 5.3), la seccion de un védstago
eorrespondiente al émbolo de una mdquina d= vaper; é imaginemos que el
esfuerzo N 4 que se ha de oponer obre en direceion de la generatriz a. Si
se sustituye en lugar de N una fuerza ignal 4 si misma obrande segun el eje
¢ yun par enyo momento sea Nr, tendremos para el efecto de estas dos ac-
ciones parciales (la figura solo hace ver el resultado de la accion del par)

End L E 7 ;
N:-n—- y Nr=— mm’, v, d,
A F a,
Qi de esta ultima ecuacion se elimina mm mediante los dos tridngulos
l . .
Hmme, HBBY y se introduce el valor 37 r* del momento de inercia, se

tendra
Eqd'r

Nr= -
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Cuando los viaslagos funcionen borizonlalmente y,
siendo bastante largos, nada impide el que se doblen,
facilmente se ealcularia el aumento que exigiese D por
electo de la flexion.

§ Th. Dado un prisma de longitud conocida
sometido &4 una earga que no pucda alicrar Ia
elasticidad de su materia, determinar el alar-
gamiento gque experimente.-Suponiendo que el
prisma sea de seccion circular y conservando & las letras
'a significacion que en el problema anterior, la signiente
ecuacion nos dard & conocer lo que nos proponemos,

D D? )

l
- =——_XE —, dedonde
P 1,273 Lp 1.273 X E T de donde

1,273PL+D*L2p

! (alargamiento tolal) = DI Saweter,, L)

en cuya expresion solo resta suostituir los valores parli-

Fl valor de la mixima reaccion molecular corresponde evidentemente @ la

generatriz a, y para obtenerlo, boastasamar los efectos producides por cada
wna de las acciones N v N, de modo que

.[_g_')..+l_3_';: -hl-{—fli:s}i;
A A 0 0 Q

resultado que demuestra la uotable diferencia entre 1as lensiones que experi-
menla un vistago sometido @ esfucrzos de traccion longitudinales. segun la
resullanle coineida & no con el eje; y como ana consecuencia natural de eslo,
la necesidad de ir disminuyendo el valor de R & medida que aumenten Jas
probahilidades de que suceda lo dliimo, Asl es que en fas bielas, drganos que
trasmiten algo oblicnamente los esfuerzos, despues de caleuladas las seeciones
extremas como queda dicho en ¢l §73 la corvespondiente al medio reeibe lo-
davia nn aumento de 0,003 4 0,004 por metro de longitud de lag mismas
hielas. "

Laus osperiencias de Hodgkinson vienen & corroborar todo esto, haciendo ver
que un prisma resiste mucho menos cuando se le somete d esfuerzos de lrac-
cion no dirigidos segun su eje, que en el caso de confundirse con este.
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culares de las cantidades que entran en ella, no olvidando
que E representa el mddulo
dad longitudinal que para
valor. 20109,

§ 75. Dado un vaso cilindrico de longitud
indefinida, seecion circular y paredes del=

4 coeficiente de elastici-

el hierro dualee tiene el

gadas respecto al diametro, y que suponemos
sometido inferiormente & la constante aecion
de un flunido, determinar el maximo valor gue
esta ultima puede temer.-Sea fig. 51 (lam. 5.9) el
recipiente 6 vaso en cueslion y tomemos de él una parte
A B, cuya altura sea igual & la unidad. & este trozo AB
nos referiremos en tndo lo que sigue.

Desde luego se observa, que la igualdad y simetria
respecto al eje oo de las acciones normales que experi-
mentan los elementos que constituyen la superficie
interior, son causa de que estos se separen 6 tiendan i
separarse de dicho eje permaneciendo conslantemente
simétricos de dosen dos. Este alejamiento simultineo no
se puede verificar sin que se alarguen ¢ estiendan las
distintas capas concénlricas en que podemos suponer
dividida la materia.

Tambien es ficil observar, que sila presion interior
llegara & ser tan grande como para romper ¢l cilindro,
la rotura—contando con la homogeneidad de la materia—
se habria de verificarforzosamente por cualquiera de los
planos meridianos ab, ed,...

Con arveglo 4 esto, ¢l problema quedard planteado
igualande entre si la resistencia del cilindro d ser abierto
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por un meridiano, y la suma de las componentes nor-
males d este, debidas & las acciones interiores.
Si representamos por

P «.. la presion efectiva por unidad de superficie, 6 de
otro modo, la diferencia entre la presion interior
y exterior,

D.... didmetro interior del recipiente,

De...  id.  exterior id,

e... . espesor del recipiente,

da,.. un elemento superficial cualquiera,

R.... esfuerzo de seguridad por unidad superficial de
la materia del recipiente,

v admitimos que durante la accion del fluido las dis-

lintas capas en que hemos supuesto dividida la materia,

presentan igual resistencia & la extension, tendremos

dencos-z:/p _ (dm'}g—[-{dy}gx ?___Ilﬁ
X Y
1+(z)
i dp
y por Lanto,/ f pde=pD=R(D'—D)=R.2¢; de
Y AN,
2

manera que pD=2Re.....cccvvveeee (3)
es la relacion (ue nos proponiamos encontrary que con-
viene al trozo ¢ parte A B (*).

(") Una sencilla consideracion hasta para encontrar la resultante de |as
componentes normales al plano de rotura. En efecto, imaginese que a’67 re-
presenta una pared muy resistente, pero de poquisimo espesor, é invariable-
mente unida d las del vaso cilindrico. Ahora bien, no alterdndose el equilibrio
por la presencia de este diafragma, la fuerza que tienda 4 separarlo Je uno
cualquiera delos dos semi-cilindros serd evidentemenle pl, ¥ por Lanto,

pD=2He.
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§ 76. Observacion.-Como los espesores de las cal-
deras de miquinas de vapor son porlo general pequeiios
(*) relativamente & su difmetro, la f6rmula ((3)) puede
servir para calcularlos sin gran inconveniente: no obstan-

te, en la prictica se hace uso de otras que proporcionan
un aumento de resistencia,

La adoptada por la administracion francesa y comun-
mente por nosotros es

e=18M—1)D 3" s ciseiois (&)

(") Cuando ¢l espesor de un vaso cilindrico de seccion circular sea consi-
derable con relacion al didmetro, como sucede en los cafiones de arlillerfa—
sobre todo en el primer cuerpo, parle que comprende la recimara ¢ sew la
region dunde se aloja la carga—no se debe, sin fuerte coeficiente de correccion,
splicar la formala ((3)) para establecer la relacion entre los esfuerzos que
tiendan 4 abrir el recipiente por planes meridianos, y la resistencia que nor-
malmente 4 estos presente la materia; resistencia que recibe, cuando se refiere
i los canones, la denominacion porticular de tengencial asi como la de tan-
genciales los esfuerzos que la provocan,

Paru haeerlo ver, basta fijarse en la fig. 52 (lim. 5.%) que representa un
trozo de cafion; y observar, que si todas les eapuas experimentaran la misma
tension por consecuencia de la presion interior, (prescindimos de la exterior
per su escasa importancia) expresando por
o, ... el ridio menor

L id. mayor
Ar..... unmento de r debido 4 1a presion de los gases de la polvora
arf.. id. der! id.
Ar Arf_ . " £ b
se tendria, Ar = = igualdad que para verificarse exige la condicion
T r

Avr#>Ar, evidentemente absurda, pues no se concibe que el espesor 'de me~

tales de la pieza aumente por el solo hecho de sometor esta d una presion in-
terior.

De aqui se desprende la consecuencia, que la tension de las capas vaya
disminuyendo de dentro 4 fuera, y por tanto que la resistencia tangencial
de los ¢ilindros de igual diametro interior, no sea proporeional 4 los espeso-
res. La rotura, en ¢l supuesto de paredes gruesas debe maturalmente iniciar-
s¢ por la caps mas préxima al eje.

Si se adopta lu hip6tesis—tanto mas admisible enanto mas rigidos los cuer-



— 4 §0-—
en la que las letras licnen la siguiente significacion:
... espesor en milimetros de la caldera,
... presion del vapor en atmdsferas,
D.... didmetro de la caldera en meltros.

Para pasar de la formula ((3)) 4 la ((4)), basla poner la
presion p en atmdsferas; hacer R=2870000 kilégramos
por metro cnadrado—mitad préximamente del que se ha
lijado al hierro dulee enla tabla nim. 1, § 18,—y despues
de despejar e y verificar las operaciones, anadir al re-

pos & que ge aplique—de que permanezca inalterable bajo la accion, tal come
se ha especificado, de un fluido cualquiera, la seccion recta del trozo cilin-
drico que se considere, las tensiones de las capas estardn en razon inversa de
los cwadrados de los rddios respeclivos.

En efecto, ignalando entre si la superficie de la seccion recta antes y despues
de experimentar los rddios de las capas extremas los aumentos Ar, Apr,
despreciando los cuadrados de estas cantidades, se llega inmediatamente d la
igualdad

rAr’=prar... de donde r—- Wt NN (1)
i AT
Sirepreszntamos por Ry RY las tensiones correspondientes d las capas cuyns
ridios respectivos son v v 1, se tendrd tambien

ar
B W il AT o T
it AT Ar gy
”
v medipnte la relacion ((1)),
R’ r
"

Initil es prevenir gque en lugar de las capas extremas pudimos haber to-
mado olras cualesquiera, quedande por lo tanto demostrada la ley enuneciada,
¥ conocida per de Barlow.

Alora bien, para determinar la resistencia tangencial de un Lubo de paredes
gruesns—Ilas del trozo de e¢afion que venimos considerando—d de otro modo,
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soltado el término constante +3"/,. Procediendo de
esla suerle lendremos;

10333 (n—1
g= —-—-—{————)XDzi,S(n-——*I)D

5740000 o Y13
y por tanto la férmula prictica serd, ) y J
e=1,8(n—1)D 43"/ . 3‘%4')
El factor (n—1) representa el nimero de atmés os™

correspondiente & la presion absoluta del vapor dentro de
la caldera, disminuido de la presion exterior.

De un modo andlogo se caleulan los espesores de los
tubos parala conduccion de aguas, cilindros de miqui-
nas de vapor, prensas hidrdulicas ete., variando en cada
aplicacion, con arreglo & la materia y grado de garan-

caleular el espesor que convenga darle para que pueda resistic los esfmerzos
tangeneciales, la ecnacion que debiera establecerse siguiendo la tor anierior,
seria, conservando las anotaciones conovidas y representando por o un radio
cualquiera.

T e Rre $
pr:/ —dw= _I{r de donde sale r'= e
1 r @ r o R—p

¥ por tanto e=r'—r, conocido.

Muchos, para quienes la ley de Barlow prodace un decrecimiento algo
ripido en las tensiones, aceptan como buena la que hace variar 4 eslpas en
razon inversa do los rddios de las capas respeetivas. Eatal supuesto, nada mas
fieil' que determinar €l espesor de los recipientes eilindricos de paredes
gruesas.

Otra ley gue se deriva Je la notable teoria sabire la resistencia de los cafio-
nes debida al coronel ruso Gadolin—y que ha de ser estwliada en 14 parte
conoside por mecdnica aplicada d la Artilleria—viene a separarse de lus dos
anteriores, y se halla comprendida entre ambas; apreximindase in cesar ya
d la una ya 4 la otra, segun el espesor anmenta ¢ disminnye. Para los valores-
Hmites rf==ry rt—co, todastres dan idéaticos resultados,

Interin lu experiencia no deelare enal sea la verdadera ley que rige 4 las
tensiones delas capas que constituyeén los espesures de los tubos eilindricos so- é
metidos 4 la accion de an fluido interior, no debe sorprendernos que nuevas
leyes & mas de 1as eitadas, yolras que hemos omitido esencinlmente empiricas,
aparezean ¥ aun se consideren preferibles en el terrenc do las aplitdciones.

(M}
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lia que se desee, el valor de la carga de seguridad y Ta
cantidad constante que se anade para responder de
ciertos accidentes fortuilos.

Cuando los espesores—eomo aconlece en alguna de
las aplicaciones que acabamos de indicar—no deban ser
calificados de cortos, pequeiios 6 delgados, esto conslituye
nuevo motivo para disminuir In carga deseguridad com-
pensando de esta manera con el aumento que resulia
para ellos la resistencia desigual, y menor de dentro 4
fuera, que presentan las distintas eapas de que esld for-
mada la maleria.

§ 77. Dado un fubo de paredes delgadas eo-
mo ei del problema § 75 —pero cerrado porsus
extremos con fondos planos—gue se sometiain-
teriormente a la accion de un flnide, determi-
nar el esfirerzo de seguridad que podra sopora=
tar en el supuesto de resistir solo en direceion
longitudinal.-Conservando las mismas anotaciones

Solo atendiendo al interés gue tiene para nosotros la ley anterior hemos po-
dido entrar en una digresion que si ligera, no es menos agena, en cierto grado,
wd objeto especial de las presentes leceiones.

Antes dv cerrar esta nota, repeliremos, que si conveniente es, y aun ne-
cesario, vl asegurarse de la resistencia de los materiales que entren en una
miquina eualquiera, las piezas de artilleria lo reclaman quizds con preferen-
oia 4 lodas.

Ya vimos que el bronee, cuyas cualidades rosistentes debieran sernos muy
conocidas, presentaba la irregularidad que dejamos senalada en las observa—
ciones de la tabla num. 1,

Tambicn el modulo de clasticidad de este mismo cuerpo, cuyo valor se
fijo en 3,210, ofrece muy serias dudas acerca de su exactitud; pues rectifi-
cado por Morin ha encontrado para él, por término medio 8,87 X 10°.

Estus y otras diferenvias andlogas que pudieran encontrarse entre valores
que dehen ser iguales entre i, justifican en parte Ja oportunidad de nuesira
reiterada odyerteneia.
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queen dicho problema, la ecuacion de equilibrio sera,

DQ__ _D'Q—D’
PﬂTmR“-—'L—,.-'-.”.. ‘-;)}
D'—D D'+D
de dond = R— ¢ —:
e donde P D X R

cuyo valor comparado con el que se desprende de la
formala ((3)) hacer ver, que la resistencia en sentido lon-
gitudinal es i lo menos algo mayor del doble, que la tan-
gencial. Por esta razon cuando se trata de determinarlos
espesores de una caldera, se hace uso de dicha férmula
({(3)), 6 mas exactamente, de la ((£)) que se origina de ella.
De un modo andlogo se procede para calcular los de las
prensas hidraulicas, cilindros de méaquinas de vapor elc,
debiendo anadir que al hacerlo asi, se prescinde, en con-
formidad conlo que ya sabemos, de todas las demas re-
sistencias que las paredes pueden oponer. (%)

§ 78. Calenlar el numero y diametro de los
bolones de hierro dalee necesarios para fijar
el fondo 6 eubierta del eilindro de una ma=-
quina de vapor.-Los c/lindros de las maquinas de
vapor conslan principalmente; de un cuerpo cilindrico y

(*) Si para los recipientes cilindricos de paredes gruesas se admite que la
resistencia en el sentide que se acaba de indicar—resistencia llamada longi-
tudinal por algunos, en particular, hablando de piezas de artilleria— obedece
i la ley de Barlow, la ecuacion de equilibrio serd

w 7 r
DRSS / R.2rzdr — = R.2=r% log. —
z r
. r

Si hacemos r' =3r—relacion que en una pieza de artillerfa nos indicarfa
tener un didmetre 6 como se dice un ealibre de espesor—y se determinan lu
resistencia longitudinal y la tangencial, se encontrard que la primera cs muy
aproximadamente, bajo tal supuesto, triple de la segunda.



— 1 h—
por lo comun de dos platos. Estos hacen las veces de
fondo y eubierta y se fijan al primero por medio de pe-
quenos flornillos, pernos & bolones cuyo nimero y dii-
melro  nos  proponemos conocer.

tepresentemos por n y d respeclivamente estas inde-
terminadas. Si admitimos que la distancia entre los
centros de dos bolones conliguios, sea igual 6 menor que
una cantidad dada, el problema quedard planteado con
la ecuacion de equilibrio,

5 D? 1 :
IMTZRM%‘*”'"“'”” (6)

2R
y la de condicion Tnn =iy o wibisiedwidbenn - ((F)

. siendo
R’..... el ridio de la circunferencia que corta los ejes
de los bolones,

k ..... un nimero conocido,
P «--.. presion efecliva en el cilindro,
D ..... didmetro del id.,

R ..... esfuerzo de seguridad correspondiente a la
materia del cilindro,

y estando p y R, ambos referidos 4 la misma unidad su-

perficial.

§ 79. Dado un vase ¢ deposito esférico de
paredes delgadas sometido inteviormente & la
accion de ua flunido, caleular el mayor valor
que esta puede tener en el concepto de obrar
de una manera permanente.-Por una considera-
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cion aniloga i la del § 75 se probaria que durante la ac-
cion del fluido y despues de ella} el recipiente, tig. 53
(lim. 5.7) debe conservar su forma esférica.

Ficil es ver lambien que, deseompuestas normal y
paralelamente al circulo ab las presiones que obren
sobre la zona acbh, el esfuerzo total con que el trozo de
corona esférica, aa'e’b’bea es impulsado 4 separarse
del centro en el sentido oc serd producido unicamente
por la accion de los componentes normales.

Una cosa andloga pudiera decirse respecto de cual-
quiera otra zona Jesighfiie; pero como la relacion entre
la suma de las componenles normales y resislencia que
ofrecen los respectivos trozos de corona esférica es varia-
ble, para determinar la superficie de rotura—caso de
llegar 4 este extremo—es preciso conocer la zona en que
dicha relacion adquiera el méximo valor.

Con este objelo, representemos por p la presion sobre
unidad superficial; pd?q sera la que experimente el ele-
mento mn, y por lanlo

pffd*acos.a=pf fdedy=pn,*

la suma de las componentes normales 4 la base a b, cuyo
radio designamos por ;. A este mismo resullado hubié-
ramos llegado aplicando el razonamiento de la nota § 75.

Si admitimos que la resistencia R de la materia del
deposito sea igual en lodos sentidos—hipdtesis como
sabemos muy admisible para los metales, en particular
para los de lestura eristalina—tendremos, para la . que
oponga el trozo de corona aa'c'tbea,
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,rl' __}.'3 .
R7; — 1 ¥ por consecucncia
=y | N
pEp Sil Pg?. . :
P ¥ Rr—r?

[{ﬂp " ?:—

la relacion que buscdbamos, cuyo valor maximo se ob-
liene con s =r. 7
De aqui se desprende que

prr*=Rmx(r'*—1r% ¢

pw E;:Rn(—qﬂTh]z),......... (8]

sea la ecuacion de equilibrio que nos dé & conocer el va-
lor de una cualquiera de las cantidades que entran en
ella,

La identidad entre esta ecuacion y la ((5)) § 77, hace
ver que la resistencia de una esfera es igual 4 la longitu-
dinal de un cilindro cuyos radios interior y exterior sean
respeclivamente iguales & los de aquella. (*}

§ 80. Caleunlo de la resistencia de una eade=
na ordinaria de hierro dulee.—La forma del esla-
bon de estas cadenas es ligeramente ovalada, afectando
la que se indica en la fig. 54 (lim. 5.9

El didmetro del hierro redondo con que se construyen,

(") El problema que acaba de ceuparnos—eon otros conocimientos gue se
adquiririn mas adelante—permite resolver interesantes cucstiones relativas i
los proyectiles esféricos huecos: como determinar la carga minima de polvora
necesaria para romper uno evalquiera de dimensiones dadaos; averiguar entre
los de igual calibre y distinto vdadio intevior el que exija para romperse I
mdxima carga de polvora, efe.
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se calcula enla praclica suponiendo que el esfuerzo, 4
que se hayan de oponer, obre por mitad sobre los dos
brazos de uno cualquiera de sus eslabones; y en tal con-
ceplo la ecuacion de equilibrio es
F=R¥A,8T08 D% 0 .ivenbs onnir {9)

Cuando un eslabon (fig. 54) se somete 4 esfuerzos de
traccion suficientemente grandes, los dos brazos laterales
principian por ponerse paralelos para seguir encorvin-
dose en la disposicion (*) que demuestra la parte pun-
teada. La consecuencia de estas variaciones sucesivas
de forma, es un aumenlo de tension en las regiones
acb y a’c'b’, las que concluyen por abrirse ¢ presen-
tar grietas trasversales en los puntos E l' sila rotura no
se hubiere iniciado ya por la soldadura, lo que suele
acontecer cuando esta es defectuosa.

Para contrarestar la tendencia 4 la flexion, se unen
los dos brazos, como demuestra la fig. 55, con otro de
hierro dulce 6 eolado & manera de entretoesa que les sea
perpendicular. Con semejante adicion, el hierro de los
eslabones conserva la misma resistencia que el de la
barra de donde procede; y cuando no existe, solo puede
contarse con unas */, & '/, partes de ella.

Las cargas de seguridad, si se tienen en cuenta las
fuertes y violentas sacudidas, y los choques 4 que estin

(*y Para explicarnos como se produce la flexion de los brazos laterales de
los eslabones y se verifica la rotura por los puntos mas distantes de su centro,
basta considerar fig. 54 una seecion enalquiera mam’n? y despues de hacer Ia

1 ! T
descomposicion gue se indica, reemplazar los dos pnres(:; e ) por

wtros tos (Q,—0Q) que les sean equivalentes y estén situados en el mismo plano.
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expuestas las cadenas, en ningun caso deben esceder
de 2 kilégramos por milimetro cuadrado (¥).

§ 81. Resistencia a In extension de las cuer=
das de eanamo.-Ninguna dificultad puede ofrecer el
encontrar la resistencia absoluta de una cuerda de ed-
namo, conocida la que tenga por milimetro cuadrado.
(uando no se tenga este dato, podremos hacer uso de
la siguiente formula empirica tomada de la mecdnica de

Morin
N={[45—0,28.C)0% ceoronosss ~(10).

que dd en kildgramos el esfuerzo de rotura de una cuerda
embreada, siendo C su circunferencia expresada en centi-
melros. Tambien suele emplearse otra mas sencilla, aun-
{ue menos exacta,
N==3803, v ixmmnrman. (1)
en la que C y N tienen igual significacion que en la (10).
La resistencia de una cuerda blanca se determina le-
niendo presente que guarda con la de la embreada de
igunal numero de hilos elementales 6 simples la rela-
cion */, & /.

§ 82. Observaeciones.- La humedad disminuye no-
tablemente la resistencia de las cuerdas. Segun Duhamel
el esfuerzo para romper una cuerda mojada es '/, del ne-
cesario para romper la misma cuerda cuando esta seca.

Las cargas de seguridad, como indicamos oportuna-
mentle, son mitad de las de rotura.

(") Las ecadenns para el servieio de la marina en Fruneia, se someten —
comwo prueba que garantize su resistencia—a un csfuerzo de 17 y 14 kildgra-
mos. por milimetre etadrado, segun tengan 6 uo los eslabones, entretoesas 6
estays. Lasconstruidas eon hierro redondo de 46 milimelros & menos de dig-
metre. nesuelen Hevar este refuerzo.
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PROBLEMAS RELATIVOS A LA COMPRESION.

§ 83. Consideraciones preliminares.-Los pro-
blemas relativos & la compresion de los sélidos, en el
caso 1.°de los dos indicados § 21, no deben ofrecer difi-
cultad alguna despues de lo que queda dicho en las apli-
caciones sobre la extension; y esto nos dispensa de entrar
en pormenores que contemplamos innecesarios.

Cuando los prismas se pueden doblar por un esfuerzo
de compresion, sus dimensiones se delerminan por las
formulas de la leccion 5.* § 55 al 58.

Aunque con esto pudiéramos dar por terminado lo
relativo & la compresion, vamos sin embargo & propo-
nernos dos aplicaciones, indicando la marcha para re-
solverlas.

§ 8¢, Comnocida la aliura de nna columna
que ha de ser hueea y de hierro eclado, y la
eargapermanenie que hade resistir, eneontrar
la seecion gue debe dener.-Dos [Grmulas hemos
dado para resolver esla cuestion: una de Hodgkinson
v otra de Love. Apliquemos por ahora la del primero,
segun el cual

36 [)rao
P —=1780 n—wl'%_'

Como existen las dos indeterminadas D,D’', hay que
dar valor & una de ellas, y sea 4 D por ejemplo, sirvienda
de norte para fijarlo la idea masé menos aproximada del
que debe tener con arreglo 4 la carga, allura de la co-

lnmna y la construecion d que esta se destine. Si se to-
20
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mara arbitrariamente uno cualquiera, el cileulo indi-
caria el sentido en que habria de modificarse.

Supongamos
P=20.000 kilégramos,

L... 100 decimetros,

Dy 20 centimetros,

v despues de haber hallado por logaritmos el valor
de LY y D% se tendré

1780 % D8 —=43685940 de donde D'=8,7 centimetros;
con 1o que resulta para el espesor de la columna poco
mas de 5,5. Aunque consideremos este valor bastante
aceptable, bien pudiera sin embargo haber sido algo
menor; lo que se habria conseguido dando 4 la colum-
na un didimetro mayor.

Si quisiéramos resolver la misma cuestion por la
foemula de Love—Is que se debe hacer cuando deseemos
evitar el uso de los logaritmos—se estableceria la ecua-
cion 20.000% =P"—P’; siendo P" y P' las cargas cor-
respondientes & las columnas macizas cuyos didmelros
respeclivos son el intericr y exterior de la que se busca.

Si como anteriormente se supone conocido el exte-
rior, P lo serd tambien, y solo restard despejar D' con-
tenido en el valor formular de P’.

Observaeion. Cuando un sdlido prismatico for-
me parle de una maquina U drgano en movimiento,
sometido & esfuerzos allernativos que lo alarguen y
comnpriman, sus dimensiones trasversales habrin de
calcularse tomando de dichos esfuerzos el que las
proporcione mayores.
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Casi todos los vistagos se hallan en este caso; pero
cuando tienen una longitud algo considerable, deben y
suelen ser guiados para evilar que se encorven, causa que
exige siempre un aumento de seccion.

§ 85. Caleular la presion que un anillo A
fig. 56. (lam. 5.") ejerce sohre un ecilindro B,
en el supuesto de ser antes de colocar aguel
DB, y conocer la diferencia D—D despues de
eolocado.-La resolucion de este problema—admitiendo
que no quede allerada la elasticidad del anillo por efecto
de lo que se baya dilatado—no ofrece la menor dificultad
si fué comprendido lo dicho en los §§ 75 y 76.

Con arreglo 4 lo dicho alli, se puede ahora suponer
tambien que las paredes del anillo sean 6 né delgadas
respecto del diimetro interior; y admitir para las ten=
siones, una u olra de las leyes indicadas entonces.

En este concepto basta despejar p de la férmula ((3)
§ 75, ¢de la oblenida de la ley de Barlow, 6 en tlin de
cualquiera en que aquella cantidad esté relacionada con
R y las dimensiones del anillo y cilindro envuelto.

El presente problema es de aplicacion muy general
en todos aquellos casos en que se desee reforzar un
drgano O parle de una maquina. (%)

'y En los cafiones de artillerfa, llamados cafiones sunchados por estar re-
forzados con aros, anillos & sunchos, se ve una notable aplicacion del problema
cuya resolueion acabamos de indicar.

Como mas adelante se debe estudiar extensa y minuciosamente, el moile
de obtener ¢l mdximo efecto de los sunchos en cuanto se refiere a4 la parte
que toman en la resistencia total de la pieza, es de todo punte innecesario, ¥
en cierto modo poco oportuno, el ocuparnos en esle momento de semejante
cuestion. Diremos sin embargo, que la materia de los sunchos es por lo gene-
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§ 86. Ohservaciones.-La forma de los anillos varia
con la de las piezas reforzadas, pudiendo ser eliplicos,
rectangulares, ete. Para colocarlos, cualquiera que sea la
que tengan, se dilatan al calor hasta ganar el aumento
necesario en ciertas dimeénsiones.

Cuando la tension del anillo, despues de colocado, sea
tal que la elasticidad quede alierada, convendri hacer
algunas experiencias, en caso de no tener datos sufi-
cienles, para conocer el valor de aquella y deducir el de
la presion.

PROBLEMAS RELATIVOS A LA TORSION,

§ 87. Comnoecido el esfuerzo de torsion a ilne
ha de estar expuesto ¢l vastago de una bar=
rena de abrie ol anima a las piezas de aprtille=
ria, caleular su diametro, el angulo de torsion
y el de ineclinacion de las hélices eorresp'on-
dientes a las fibras mas distantes del eje.
Cnando se establecié la teoria de la resistencia a la tor-
sion, digimos que las lres ecuaciones

12 =t b s (TEERRAPRAY RO SN e
Pz Garis il B lllivg i)
¥ Tah@i @smed. L i wdlsL THE)

ral el acera pudlado, cuyt resistoncia ahsoluta se puede graduar enp una quinta
parte mas que la de los buenos hierros dulees, siempre gue estén, en lo qua
cabe, izualmente trobajados.

El acero pudiado rcune tambien la precioss ventaja, sobre los hierros, de
ser mas eldstico. La falta de experiencias precisas y numerosas aceren del
elaborado en Trubia, nos impide dar las cifras correspondientes al limite da
elasticidad, alargamientos y oiras que tanto convendria conocer para la mejor
resolneion del importante problema de la artillerfa sunchada,
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permitian resolver los principales problemas relativos &
esta deformacion de los prismas.
. Los datos para el propuesto son:
esfuerzo de torsion equivalente al que
PXp...{ opone la materia al ser cortada por la
cuchilla, (¥)
miximo esfuerzo & que se ha de someter por
unidad superficial, la fibra mas distante del
F......{ eje del vastago; ¢ de otro modo, mixima
resistencia que se ha de exigir de ella por
unidad superficial.
mddulo de elasticidad 4la torsion correspon-
G{ diente 4 la materia del vistago.

Si llegdramos 4 establecer nna relacion entre P X p,
Fyr, inmedialamente obtendriamos el valor de esta ul-
lima canudad, radio del vistago é incdgnita de la
cuestion.

A este fin dividiendo una por otra las ecuaciones ((12))
v ((13)) se tendra:

; Kl
P_p:l z "’ z,f‘_m"a de donde
F r r 2
3

(") Unasimple ojeada sobre la fig. 57 (ldm. 5 #) basla para comprender en
principio el modo de barrenar un cafion de artilleria.

El vdstago V provisto dela cuchilla ab, tiene tan solo movimiento de trasla-
cion en direceion m n, mientras la pieza C gira al rededor de su eje m'n’, La
presion del vistago sobre el fondo del hueco que vaabriendo la cuchilla, obliga
d gue estu se introduzea en el metal y lo coma de frente al girar el cafion C.
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En el supuesto de ser el vistago de hierro dulce, & F
se le daria el valor 2001000 kilégramos, ¢ quizds uno
menor, para disminuir, aumentada la rigidez, el angulo
de torsion y en consecuencia el fuerle movimiento vi-
bratorio que generalmenle se produce durante el trabajo
de la cuchilla.

El valor del angulo de torsion se obtendra despejan-
do 9 de la ecuacion ((12)) 6 ((13)), asi pues

Pp F
b=itgg 9 b=rgrs

cuyos segundes miembros son conocidos.

La inclinacion de las hélices formadas por las fibras
exleriores serd dada por la ecuacion ((13)).

La experiencia ha demostrado que para el hierro dul-
ce, lang. « puede llegar 4 tomar sin alteracion de su elas-
ticidad, el valor 0,0023 que corresponde préximamen-
te & un 4ngulo de 8'. Si se compara dicho valor con el de

F
lang. a=- despues de hacer F=4002000 y G=6000,000,000

0,0023
0,000667
relacion que justifica, aun para el caso mas desfavorable,
la observacion que se hizo en el § 25 respecto al exceso
de resistencia que ofrecen los prismas que habiendo de
resistir una torsion, fueren calculados dando 4 R los va-

se tendra — 3, 4&5;

lores que se consignan enla tabla num. 3 de dicho
pérrafo.,
Los resullados de las experiencias verificadas con
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distintas clases de hierros colados, vienen 4 demostrar
lo mismo respecto de esta materia, haciendo ver que el
valor de R, adoptado como esfuerzo de seguridad, en el
caso de drboles aligerados, es menor que la '/,* parte,
del necesario para producir la rotura.

§ 88. Calecular el diametro del vastago de
barrena, del problema anterior, en el SUp ues-
to de tomar en counsideracion, 4 mas del es=
faerzo P Xp, la presion longitadinal N gue
hace penetrar & la euchilla en el metal -Exis-
tiendo ahora dos acciones simullineas, cada elemento
de fibra opone por unidad superficial una resistencia,
cuyas componentes son las parciales provocadas por
aquellas. Caleulemos ante todo dichas componentes.

La gran longitud que tienen los vistagos de las bar-
renas que nos ocupan, obligaria & calcular su didmetro—
en el supuesto de obrar solo el esfuerzo longitudinal—por
la formula {(15)) § 56,

R
= H \?
1,55 4+ 0,0005 (-ﬁ-)
despues de preparada para que el primner miembro ex-
prese carga de seguridad referida & la unidad superficial,

La componente que provenga del esfuerzo de torsion
serda dada por el valor general

X

o) =

B
B

Pp.r P
F=—bT —y6 L,
Y =D
Si suponemos que F'y N’ expresan los mayores valores
que respectivamente pueden tener las componentes par-
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ciales para que su resultante ® sea igual al limile—ue
representarenos por F—asignado & F en el caso de obrar
sulo el esfuerzo de torsion,

R=F— /N7

6 bien, despues de suslituir por N” y F’ sus valores,

F= — +~ {16 —=
I (6 X 1,55+0,0005(2)*) | ﬁn*)

serd la ecuacion (*) que nos dé 4 conocer el didmetro D
ilel vastlago.

Al asignar valores 4 las indeterminadas R y Pp, ha-
bremos de tener presente las experiencias que se hubie-
ren ejecutado para saber cuales convienen mas, d la
mayor cantidad de trabajo, unida al mejor producto.

Si verificados los cdlculos resulta D con un valor

poco aceptable, se rehacen modificando losde R y Pp
en el sentido queindigue el obtenido para aquel.
Observacion. La pequena diferencia que por lo
general existe entre los valores de los limites practicos
de las acciones moleculares, cualquiera que sea el es-
fuerzo simple & que hayan de resistir hace que, en cierto
grado, sea indiferente el que la resullante & tome el ma-

(") El método grifico de encontrar las raices reales de nna ecuacion numé-
rica de cualquier grado, es muy recomendable por lo breve y sencillo, dla par
de obtener con él resultados que satisfacen cumplidamente las neeesidades
de la praetica,
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yor que pudiere alcanzar ya F' 6 ya N, en el supuesto
anles indicado; pero si la expresada diferencia fuere muy
sensible facil seria inferir en que caso sedebe subordinar
R al menor de ellos.

@ira observaeion. Aunque ninguna dificultad
presente el tener tambien en cuenta el peso del vistago al
determinar su didmetro, conviene advertir sin embargo,
que siendo desconocida dicha fuerza—la cualentra enla
ecuacion de momentos relativa & la flexion—se le debe
asignar provisionalmenlte un valor, el mas aproximado
posible guiados por la idea gue tengamos de las dimen-
siones con que ha de resultar el vistago. Si ejecutados
los célculos se obtuviera para este un peso (uese separe
mucho del supuesto, se rehacen dandole un nunevo
valor, hasta conseguir que el caleulado y el hipotético
difieran wnuy poco entre si.

Esta observacion seha de tener presente en todos los
casos anilogos.

PROBLEMAS RELATIVOS AL CIZALLAMIENTO.

§ 90. Caleular las dimensiones gque debe
tener el bolon & perno m, que reune las dos
piezas enchufadas ¢, ¢, ig. 5% (lam. 3."). Cal=
eular las de la chaveta ¢ fig. 39.-La el perno A
fig. 58 (lam. 5.7, hay que considerar tres parles: la ca-
beza m, el cuerpo eilindrico n, y el extremo roseado p pro-
visto de su tuerca q.

Cuando se hace girar esta Wltima, encontacto ya con

21
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la base ¢, se produce un esfuerzo de traccion longitudi-
nal que tiende, & escupir toda la cabeza m 6 la parte
rayada solamenle, 4 romper el perno por una de las
secciones (rasversales de n 6 mas bien de p, y por ul-
timo & saltar los filetes de este extremo roscado.

Para conseguir que difieran entre si lo menos posible
las resislencias que pueda ofrecer el perno en las parles

indicadas, se calculan sus dimensiones con auxilio de las
ecuaciones,

N=9x:‘le.X%R........... (17)
N=HR PR S e “{18)
yN:%::r'ﬁ'x-;—B........ (19)

De la ultima se deduce la altura de la tuerca
A= % s

En la préctica se duplica, ¢ algo mas, este valor; A’
oscila por lo comun entre */; y ¥/, del didmetro 2 r. Este
aumento tiene por objelo responder 4 la eventualidad de
que pueda la tuerca, mal ajustada, ejercer su aceion
cerca del borde del filete y destruirlo ficilmente.

La seccion de la chavela a fig. 59, que tiene mucha
mas altura que ancho con el objeto de no debilitar los
vastagos atravesados porella, se determina por laecuacion

20X h X %—R:N;

de la que se despejara b 6 &, segun la que se dé conocida.
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No nos detendremos en caleular las dimensiones (e
las demds partes por no ofrecer dificultad alguna.

§ 91. Calemlar las resistencias que ofreceran
Ias piezas fig. 60 y 61 (lam. 6.") sometidas a es-
fuerzos de traceion longitadinal.-Las figs. 60 y 61
(lam. 6.%) representan chapas unidas por remaches (*)

Suponiendo que los esfuerzos N eslén ignalmente re-
partidos sobre ab y a'b’, es evidente, que existe una
marcada tendencia & sercortados los remaches por su mi-
tad y las chapas 4 romperse por extension.

Fijandonos en la fig. 60, la ecuacion de equilibrio para
que la parte débil de las chapas—que estd enla union 6
junta de ellas—quede en las mejores condiciones de re-
sistencia serd, expresando por n el nimero de remaches
Nk
N

De un modo andlogo se calcularia la resistencia de
cualquiera junta formada con remaches, ¢ se delermina-
rian las dimensiones mas convenienles para estos. (**)

§ 92. Observacion.-Comy laresisiencia en la union
de dos chapas por medio de remaches es d lo mas, mitad

nmw

X %R:(L—:ad)eXR:N,_._ (20)

de laquecorresponded una deellas, en esto nos funda-

{(*y Los remachesde hierro dulee son de frocuente usoen'la construccion de
calderas de maquinas de vapor, curefias de chapa de hierro y en otra multitad
de aplicaciones.

Constan de un cuerpo cilindrico y dos cabezas; la forma mas generai ad-
milida para estas, es la de casquete esférico, semiesférica 6 cinica; lus hay
cilindricas O troneo-cinicas poco pronunciadas, conicas inversas y ogivales.

(") La prdctica ha sancionado la adopeion de las signientes dimensiones
para cuands se unen eutre si dos chapas de hierro dulee, con remaches de la
misma materia.
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mos para asignar 4 R, § 76, el valor 2870,000, que lam-
bien es milad préximamente del que le hubiéramos dado
si las calderas, por estar formadas de chapas conlinuas,
no necesitaran remaches en direccion de las generatrices.

PO ¢ Relacion entre el didmetro de los remaches y espesor de lis
b "t chapas.

Distancia de centro 4 centro de remache, cuando las chapis

‘ tienen que soportar un esfuerzo de traceion, eomo sucede en

3 i las ealderas. Dicha distancia se eleva 4 10.2 en las constroe-

ciones ¢n que las shapas trabajan principalmente por flexion.

La que media desde los centros de los remaches a los bordes pa-

2 ralelos ab fig. 60 (Jdm. 6.%), El ancho de las parles extremas
Je. . 1 .
K, cuyn acotacion es = C, estambien 3¢

Radio de las esferas d que corresponden las eabezas en forma de
ensquetes esféricos, y cuya allura es hi=e.

Cunando son ednieas 6 cilindricas se les du tambien laalturah=e,
v Je prézimamente 4 los didmetros de sus hases.,

. Aumento de longitud que para formar las cabezas, se ba de dar
il E'Jﬁx =7 alscnerpo eilindrico por cada una.
. 9 4% e | Para los remaches conicos & cilindricos, 2e ¢ poco mas, es con

lo que se ha de contar para hacer sus cabezas.

Cuando solo existe un drden de remaches euele sueceder el que salten
las eabezas, como se compranderd & la simple inspeccion dela flg. 60, Existen
disposiciones en que este defeclo se atenia mucho; habiendo otras en que
desaparece totalmente, véanse las figs. 61 y 62.

La adopeion de dos drdenes de remaches colocados al tresbolille 6 no,
tiene la véntaja de gue por el rozamiento tan grande que se origina 4 causa
de la mayor presion, la resistencia de las chapas no quede debilitada en las
nnipnes, como aconteee en las formadas con una sola hilera.

Mr. Clair valia en 5000 4 8000 kildgramos el rozamiento producide por un
remache de 201 & 22 milimetros de didmetro, cifra que muchos estiman
exagerada.

¥n las calderas no se pone mas que una sola linea de remaches para umir
lae chapas. En las curefias uno, d dos érdenes segun las partes que se enlacen.

Lo merecida superioridad do las chapas de acero fundido sobre las de hierro
dulee el mas excelente, permite reducir casi 4 una mitad los espesores de las
calderas. El alto precio 4 gque la industria lo produee en Ia setualidad, impide
el que se generalice este producto.

Los remaches de acero fundido ofrecen al cizallamiento una resistencia,
wasi dable tambien, de o que Genen los de hierro dulee.
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$ 93. Caleulo de una cadena Galle.-Fslas ca-
denas, segun digimos en la primera parte de esle curso,
se generalizan de dia en dia con aplicacion especial 4
mdquinas, que como las gruas estin destinadas & la re-
mocion de grandes pesos.

El cdleulo de las dimensiones de un eslabon cualquiera
es sencillo. Basta, fig. 63(lam. 6.%), considerar el modo de
oponerse el pasador mn y las chapas a y ¢ & la accion del
peso P: el primero presenta una resislencia al cizalla-
miento segun las % secciones §, 8, 8, S; y las segundas,
una 4 la extension (*).

Con arreglo & esto serd preciso eslablecer las ecua-
ciones '

Gl o? & A e { s >
P:é-XTrT ><-’,—5 R, P=30XAXR, yP=2bXNXR,
con lo cual quedard resuelta la cuestion, tan luego se fije
el valor de b, A 6 A’. 8i quisiéramos generalizarla, repre-
sentando por n el nimero de chapas alravesadas,
tendriamos para disposiciones ansilogas 4 la de la fig. 63,
P=(n—1)r %2- : i) u:":ul xbhR="""]

2 2

bhR.

§ 94, Observaecion,-Se procurard que las chapas y
pasadores estén bien ajustados entre si, para evitar la
oblicuidad de -las primeras, respecto de los segundos;
defecto muy capital, que disminuye la resistenciade eslos
v por consiguiente la de la cadena.

(") La disposicion de las chapas que constituyen los eslabones de la cadena
Galle es distinta segun las aplicaciones. Cuandu se emplean chapas de un mis-
me e:pesor—lo que sueede con frecuencin—eadn pasador & bolun alrayiesa un
namero par de ellas.
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ROBLEMAS RELATIVOS A LA FLEXION.

§ 95. Caleular las dimensiones de una ma=
nivela.-La manivela lig. 64 (lim. 6.7) se calcula conside-
rindola como un sélido empotrado por uno de sus ex-
tremos y somelido por el otro & la accion de un esfuerzo.

Si representamos por n el namero de vueltas que dé
por 1', se tendrd si es de doble efecto
Fx2Dxn=0~0C; de donde el valor del esfuerzo, F= an.

Si suponemos que este obre normalmente 4 la lon-
gitud de la manivela, caso el mas desfavorable, la si-

suienle ecuacion de momentos

Y .~ [ N1 ;
F(D—z)= E,_,"' nos dard R=F D—ux) -%, que referi-

da 4 la seccion de encastre, pasa a ser

st el kLol )
b(d*—d'?) "’ o
b expresa la dimension paralela al eje o.

Segun la manivela sea de hierro dulee ¢ colado, se
pondrdn respectivamente por Rlos valores de 24 3, y de
1 4 1,5 kilégramos por milimetro cuadrado.

Calculada la seccion correspondiente al plano A B,
despues de dar 8 h="/3(d—d"), un valor comprendido
entre '/, v 3/, del didmetro d', relaciones muy admitidas
enla prictica, se suele asignar tambien & 7, olro compren-
dido entre '/, y */; de d’, y lirar las tangentes mn, m’n';
este trazado proporciona secciones convenientes en toda
la longitud de la manivela. De todos modos, bueno es
asegurarse de que la seccion del anillo segun A'B’, podra

R=FD
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resistir los esfuerzos & que estd expuesta aquella cuando
llega & los puntos muertos, aumentando, si preciso es, la
dimension en sentido del eje o'.

§ 96. Caleular las dimensiones de los dien=
tes deuna rueda dentada.-Los dienles de una rueda,
cualquiera que sea el procedimiento que se emplee para
su trazado, se consideran tambien como sélidos empo-
trados por uno de sus extremos y libres por el otro.

En este conceplo, si represenlamos porh y b fig. 65
(ldm. 6.%) las dos dimensiones de la seceion tomada como
de encastre, es decir, en m n, raiz de uno de los dienles,
y por C la cantidad de trabajo que se ha de trasmitir,
facil serd delerminar el esfuerzo 6 presion P, que se
desarrolle tangencialmente & las circunferencias primi-
tivas ey ¢,

Si admitimos, para estar massegnrosde la resistencia
de los dientes, que P ejerce su accion en la extremidad
libre y normalmente 4 la longitud de ellos, la ecuacion

R= ﬂ—b%l: nos permitira conocer
b 6 h. La relacion priclica entre estas dos dimensiones
mas generalmente aceplada por los construclores, se

g ; b
mantiene dentro de los limites T> b y <6. De un modo

andlogo se determinaria cualquiera otra seccion.

§ 97. Observacien.-Como los dienles, cuando se
trazan siguiendo el procedimiento de las evolventes de cir-
culo, resullan algo puutiagudos, es necesario ver si la

; 3 : : ;
relm‘:ion—b—}ﬁ es igual 6 menor que T, resislencia al
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cizallamiento del material de que estén formados.
Los valores que deben darse @ R, atendiendo d las
resistencias con que han de luchar—entre las que
merece particular mencion el rozamiento—no deben
separarse mucho de los siguientes si se ha de atender &
las indicaciones de la préctica,

R=1,5 kilégramos por milimetro cuadrado si los dientes
son de hierro colado.

R=1 kilégramo por igual unidad, si son de bronce 6
cobre; y aun para el hierro dulce se puede
adoptar este mismo valor.

R=0,5 kilégramo por milimetro cuadrado, si son de
madera bastante resistente como la encina,
raiz de peral, haya y otras parecidas con que
suelen constrairse los dientes.

§ 98. Calenlo de las dimensiones de los bra=
#0s 6 rayos de una rueda dentada.- Reflr‘lénclanos
a la fig. 66 (lam. 6.7) representemos por
C. ... lacantidad de trabajo trasmitida por la rueda en 1’,
naee. numero de vueltas dadas por la rueda en esta

unidad de tiempo,

D.... longitud del brazo desde el cubo 4 la circunferen-

cia primitiva,

r.... radio dela rueda.

Conocida la cantidad de trabajo que trasmite esta en
!, el valor del esfuerzo segun la tangente & la circunfe-
rencia primiliva serd,
G
2rrn
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Si se consideran los brazos como sélidos empolrados
en el cubo, y suponemos que i cada vuella reciben
normalmenle toda la accion de la carga sobre el otro
extremo, sus dimensiones serdn conocidas mediante
la ecuacion
RY

F(D—a) = —

introduciendo los valores particulares de las cantidades
que entran en ella y cuya significacion nos es conocida;
sin olvidar que el de R no debe exceder de la '/;* parte
del esfuerzo correspondiente al limite de elasticidad.

Si la rueda tuviese tal ancho que existieran dos ¢ mas
6rdenes de rayos en toda la longitlud del eje, el cileulo
de las dimensiones de ellos se haria suponiendo que el
esfuerzo F se repartia por igual en todos los que parti-
cipaban al propio tiempo de su accion directa.

La hipdtesis de que cada brazo recibe toda }a carga
sin que los demds tomen parte, en el momento =n que
se supone que tal sucede, conduce visiblemente 4 dimen-
siones exageradas. Prescindiendo de esto, hay nuevo
motivo para creerlo asi. En efeclo, al examinar la
fig. 67 (ldm. 6.%) se observa desde luego que los rayos
de toda rueda, en vez de sélidos empotrados por un ex-
tremo, deben ser considerados como fijos porlos dos, en
el cubo y la corona.

APLICACION RELATIVA A LOS PRISMAS INCLINADOS.

§ 99. Indicar la mareha para caleular las

partes principales de una grua.-Lafig. 68 (lam. 6.%)
22
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representa el esqueleto de una grua, maquina destinada
i la remocion de grandes pesos.

Las parles principales son: el drbol vertieal 6 colum-
na ab; el braso iclinado ¢ flecha ed; el tirante ad, y el
tambor e donde se envuelve la cuerda ¢ cadena de que
pende el peso, despues de haber pasado por la polea
lija m.

Representando por P el peso suspendido, y prescin-
diendo del de la maéquina, lo primero que se debe hacer
es determinar por simples ecuaciones de momentos las
reacciones en b y b' para tener todas las fuerzas que
obren en ella.

Hallada la resultante R, de P y ¢, una sencilla descom-
posicion nos dard & conocer los valores de p y p’
que tienden 4 contraer y alargar respectivamente & cd y
ad, lo que nos permilird calcular las secciones de estas
dos partes.

Las del drbol @b en las distintas partes en que queda
dividido con relacion & las fuerzas que actian sobre él,
se determinardn sin dificultad, atendiendo 4 que es un
sélido sometido 4 esfuerzos siluados en su plano de
simetria.

PROBLEMAS RELATIVOS A SOLIDOS EN MOVIMIENTO TOMAN-
DO EN CONSIDERACION LAS FUERZAS DE INERCIA.

§ 100. Caleunlar la seecion de um vastago
correspondiente al émbolo de una maquina
de vaposr teniendo en cunenta las fuerzas
de imereia.-Sca mn fig. 69 (lam. 6.%) el vastago en
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cuestion. Si suponemos con movimiento sensiblemen-
te uniforme el drbol principal o por consecuencia del
volante A colocado en él, el rectelineo del vistago habri
de ser variado, y por tanto la fuerza de inercia total, que
durante los viajes de ida y vueltade este, produzea alar-
gamienlos y compresiones, quedara reducida en el pre-

. odo
sente caso & su componente tangencial o

Como el movimiento del vistago es igual al que se
obtiene de proyectar sobre el eje @, el uniforme corres-
pondiente al boton B, se tendra,

m EE = — —F—- r'w? cos.o;
S 7 w* €08.¢;
siendo » la velocidad angular y P el peso del véistage.

Con cos. p=-=1, supuestos que corresponden al
principio y fin de cada viaje del émbolo, se obtiene

m L = -P—1"'m‘
dt g
para el valor de la fuerza que seria preciso anadir 4 las
(que se consideraron en el § 73, al ocuparnos de los
vistagos.

§ 101. Caleular las’ dimensiones gque debe
iener el cerco ¢ corona deunvelanie para gque
pueda resistir los efectos de las fuerzas de
inereia-En el supuesto de que conlinte siendo sensi-
blemente uniforme el movimiento del arbol o fig. 69 ¥
por consiguiente el de la corona A, sobre la que admiti-
renos no ejerzan accion alguna los brazos 6,9, ... cual si

.
-
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estuviese aislada, facil serd ver que la fuerza de inercia
total correspondiente 4 unelemento cualquiera, se reduce
en este caso 4 la componente normal, queno es olra
cosa que la fuerza centrifuga.
Segun eslo, sirepresentamos por
w. ...+ la velocidad angular del drbel o,
ds...... elemento de una circunferencia cualquiera n,
i aywes badie id.,
P.vavs.s peso de la unidad de volumen de la corona A,
R’, R”, R.. radios interior, exterior y medio de la corona,
R....... resistencia 4la extension por nnidad superficial
de la seccion n,
y stiponemos ac=1, el problema propuesto se resolveria
de un modo andlogo al del § 75, relativo & la resistencia
tangencial de un recipiente cilindrico,

5 v? n R
Ahora bien, como dm <t = —dsdre?r

es el valor de la fuerza centrifuga correspondiente 4 un
elemento de masa, vy

}:— dsdrXwirsen. o= L-otrdr X de
)
su proyeccion sobre el eje de las @, inmediatamente
podrd establecerse la ecuacion

L w(R"*—R*)=2Re

ﬂm’ffrdf‘dz:? -%-m’fr'dr: ~

2
q 3

1
tle donde R:gm“ (izg‘_},ﬁ‘l);._”_“_ (22)
valor delesfuerzo debido 4 las fuerzas de inercia, y al que

se hade oponerla materia de que estd formadalacorona A.
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La ecuacion ((22)) nos permite delerminar una cual-
quiera de las canlidades que contiene, conocidas las
demds.

El valor de R que sirve de base para el cilculo de las
dimensiones de los volantes cuando eslos se construyen
de hierro colado, que es lo mas general, suele ser 2 kild-
gramos por milimetro cuadrado.

PROBLEMAS QUE SE PROPONEN COMO VIA DE EJERCICIO.

Con el objeto de que los alumuos se ejercilen en la
resolucion de cuestiones andlogas 4 las que acaban de
ecuparnos propondremos las siguientes.

1.* Calcular los espesores de una caldera, de chapa
de hierro, para que leniendo 1 metro de didmetro inte-
rior puedaresisur 8 atmésferas de presion efectiva.

2.* Dado un suncho de acero pudlado de 50 centi-
melros de diamelro intlerior, 60 de exterior y 20 de altura,
caleular la presion que ejerceria sobre el primer cuerpo
de un caion, en el supuesto de recibir aquel, por la
presencia de este, un aumento de 0,2 de milimetro, y
admitiendo la ley que fija lus tensiones de las capas
en razon inversa de sus radios respectives.

Para el cileulo, se supondré que el limite de elasticidad
del acero pudlado, coresponde 4 18 kilégramos por mili-
melro cuadrado, experimentando con este esfuerzo un
alargamiento de 0,5 de milimelro por metro.

3.* Dada una rueda hidraulica de 20000 kilégramos
de peso y 40 caballos de fuerza dindmica, calcular las
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ERRATAS.

Tigs. Lineas. Dice, Debe deeir,
. dN Ea dN En
iltima, —— - e T
37 ultima a7 = = >
i6 25 Y Sll_ﬂ v 0, su
87 9 E Yem . YyNM
¥ Y
106 17 N<2nx o N<2aw e
= '/ [
i 1
108 13 un = I 3 H
17 5 ¥ para el S87 ¥ para el S 87
145 i olra zona e’ g' [ fe otra zond
147 13 puntos €, G, puntos ¢, ef,
157 21 L\('rnu m wrno A
162 8 T AD X n=0 ]F'x-iD;(:uzt‘.
C C
162 8 F=—— F=__
2Dn 4Dn
i 3 1 3 —
— = r o — de df
162 23 5V 3 de d ) 5 de d
Correcciones mas <mportantes que conviene hacer en las
figuras.
Lims. Figuras.
2.8 102 Faltala letra & en medio de nnt.
2.4 14,4 Lasletras O y € estin invertidas. El acento corresponde 4
la de la derecha.
P 3 P .
33 a1 El valor 2 ( +D F)' debe ser 2 ( D4 = ).Esl.-i demis
la lines gque se encuenira  encima de es'e valor. La
letra Z ha de ser minuseula,
3.8 22 Sobra la leten p que se hally 8l extremo de una linea e
trazos vertical.
R T R I
A 37 El valor |/ 1"3¢ —v'?, debe ser 12 i
l/ g l/ i
&0 48 [alta la letra 8 con que se designa la seccion qua repre—
senta esta figura.
52 56 El cilindro B debiera halbierse sombreado como la eabeza de
la barrena, fig. 87: ¥y no como uns media cafia.
6.2 65

Las circunferencias primitivas son respectivamente ¢ ¥ c'.
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Resistencia de materales.

ACADEMIA DE ARTILLERIA.
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