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considerar como un prisma regular de indefinido ntdmero
de caras.

6. El volumen de un tronco de pirdmide de bases paralelas,
es igual al tercio de su altura por la suma de sus bases y una
media proporcional entre ellas. Pues este tronco de piramide es
equivalente 4 tres tetraedros de su misma altura y que tienen
por bases las del tronco y una media proporcional entre ellas

(330, C.°). Se expresa por, _;_ a (B + & - B#), llamando o 4

la altura y B y & las dos bases.

7. El volumen de un tronco de cono circular recto de bases
paralelas, es igual al tercio de su altura por la suma de sus
bases y una media proporcional entre ellas. Pues este tronco se
le puede considerar como un tronco de pirimide regular de
bases paralelas que tenga un nimero indefinido de caras. Se

expresa por —;- a= (R? 4 72 4 Ry), llamando 4, la altura R y »

los radios de las bases.

8.2 El volumen de un tronco de prisma triangular, es igual
al tercio del producto de la base por la suma de las distancias
de los tres vértices de la seccién oblicua a la base. Pues este
tronco es equivalente d tres tetraedros que tengan por base la
del prisma y cuyos vértices sean los de la seccién oblicua (331).

9.2 El volumen de un poliedro circunscrito 4 su esfera, es
igual al tercio del radio de la esfera por el drea del poliedro.
Pues todo poliedro circunscrito a una esfera, es equivalente a
un tetraedro que tenga por base un tridngulo equivalente 4 la
superficie del poliedro y por altura el radio de la esfera ins-
crita (329).

10. El volumen de una esfera, es igual al tercio del radio
por el drea de la esfera. Pues toda esfera es equivalente 4 un
tetraedro que tenga por base un tridngulo equivalente 4 la su-
perficie esférica y por altura el radio (229, C.°) Se expresa

por % mRE— -;- R X 4nR2

11. El volumen de una cuia esférica, es igual a la cuarta
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parte del volumen de la esfera multiplicada por la relacién entre .
el angulo de su huso y el dngulo recto. Pues harfamos un ra-

1
zonamiento andlogo al expuesto (321). Su férmula = wRIA |
siendo A la relacién del dngulo del huso al dngulo recto; 6
bien % R X =R2A, que nos dice, el volumen de una cufia, es

igual al tercio del radio por el drea del huso. Del mismo modo,
el volumen de un tetraedro 6 de una piramide esférica, es igual
al tercio del radio por el drea del poligono esférico.

338. El volumen del cuerpo engendrado por un tridngulo
al girar alrededor de una recta exterior 4 €l que pasa por su
vértice en su plano, es igual al tercio de la altura del tridngulo
por el drea de la superficie engendrada por su base.

En efecto, figura 216, sea el eje MN, el tridngulo, cuyo
vértice A estd en
el eje, no puede
ocupar mds posi-
ciones respecto de
este que; 1.2 la
ABC ¢ ABC' en
que un lado coin-
cide con el eje; 2.2
la ABE en que la
base prolongada
encuentra al eje; y 3." la ABF en que la base es paralela al eje:
trazando las perpendiculares BK, EG y FH al eje, asi como las
ADy AD' d las rectas BC y BC', respectivamente, tendremos:
en la 1.* posicion ABC engendra dos conos circulares rectos en
que el radio de las bases es BK, y cuyas alturas son AK y CK,

por tanto el volumen serd, % AC X =BK? y como AC X BK=—

= AD X BC por ser expresiones del doble del drea del
triangulo, sustituyendo se obtiene para expresién del volumen,

1
TR AD X =BK X BC; si fuese el tridngulo ABC' -engendrarfa
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la diferencia de los conos circulares rectos engendrado por
los tridngulos ABK y BC'K, por tanto el volumen serd,

I T
% AC’ X nBK?, y como antes AC' X BK — AD’' X BC’,

sustituyendo se obtiene para expresién del volumen, — AD’ b
3

X nBKXBC'i en la 2.2 posicién ABE engendrar4 un cuerpo que
serd la diferencia de los engendrados por AEC y ABC, siendo
por tanto, el tercio de la altura AD del tridngulo por el 4rea
de la superficie engendrada por la base BE: y en la 3.2 posi-
cion ABF engendra un cuerpo que serd la diferencia entre, los
engendrados por el rectingulo BFHK y el triangulo AFH, y
el engendrado por el tridngulo ABK, siendo por tanto, el ter-
cio de la altura BK del tridngulo por el drea engendrada por la
base BF'; luego en todas las posiciones se verifica el teorema.
COROLARIOS.—1.° El volumen del cuerpo engendrado por
un sector poligonal regular al girar alrededor de una recta exte-
rior 4 el que pasa por su centro en su plano, es igual al tercio
de la apotema del sector por el drea de la superficie engendrada
por la linea quebrada regular que le sirve de base (319, C.°).
2.° El volumen de un sector esférico, es igual al tercio del
radio por el drea del casquete que le sirve de base. Pues el vo-
lumen de un sector esférico es el limite de los voliimenes engen-
drados por los sectores poligonales regulares inscritos en el
sector circular correspondiente cuando el nimero de lados de
la base del sector poligonal aumenta indefinidamente. De aquf
se deduce otra vez—cémo una esfera se puede considerar en-
gendrada por un sector circular igual 4 un semicirculo—que el
volumen de una esfera, es igual al tercio del radio por el drea
de la esfera.

3.9 El volumen de un segmento esférico es igual al producto
del 4rea del circulo que tuviese por radio su altura por la dife-
rencia entre el radio de la esfera y el tercio de la altura del
segmento. Pues no habria mds que restar del volumen del sector
el del cono correspondiente.

4.° El volumen de una rebanada esférica, es igual 4 la dife-
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rencia de los volimenes de los segmentos esféricos cuyas bases
sean respectivamente las de la rebanada.

337. EscoLi0 GENERAL.—Es muy conveniente observar
que para determinar el volumen de un poliedro cualquiera bas-
tard descomponerle en poliedros cuyos volimenes sepamos
determinar, si bien en algunos casos por la naturaleza del po-
liedro propuesto 6 del cuerpo cuyo volumen deseemos obtener,
se puede determinar este volumen por medios mds sencillos;
por esto se obtienen férmulas sencillas para calcular las capa-
cidades de los fosos, las de los cuerpos terminados por super-
ficies de revolucién, la de la parte de carena de un buque su-
mergido en el agua, y el del espacio comprendido entre planos
paralelos de una superficie reglada cualquiera. Por dltimo cuan-
do no sea fécil ni la descomposicién en figuras cuyos volimenes
sepamos determinar, ni la aplicacién de otros procedimientos
porque el cuerpo sea demasiado irregular en su modo de
terminar; para determinar su volumen se emplea el procedi-
miento del peso especifico (82, 1.” curso), que consiste en
dividir el peso del cuerpo por su peso especifico: siendo muy
ventajoso el empleo del sistema métrico por ser el kilégramo
el peso de un decimetro cibico de agua destilada, liquido que
se toma como término de comparacién para la determinacién
de los pesos especificos.

CAPITULO I

Semejanza.

LECCION 46.

Tetraedros semejantes.

338. Como ya sabemos por la Planimetrfa, las condiciones
generales de la semejanza, nos bastard aplicar 4 las figuras no
planas los principios que allf establecimos; y puesto que funda-
mos las propiedades de las figuras planas semejantes en la
definicién de tridngulos semejantes, en la definicién de tetradros
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semejantes debemos fundar las propiedades de las figuras no
planas semejantes.

TETRAEDROS SEMEJANTES, son los que tienen iguales ¢
igualmente dispuestos dos triedros cuyos vértices estén en una
arista.

Los tetraedros semejantes tienen por tanto sus caras res-
pectivamente semejantes y por consecuencia sus dngulos diedros
v triedros iguales (148 y 184, 1.° y 2.9).

En los tetraedros semejantes se llaman; eristas homélogas,
los lados homdlogos de las caras semejantes; caras komoélogas,
las caras semejantes; diedros homélogos, los formados por caras
semejantes, 6 bien los iguales; wértices homologos, los corres-
pondientes & triedros iguales; dZagonales homélogas, las que
unen vértices homologos; puntos homdlogos, son los que unidos
con tres vértices de dos caras homologas resultan dos tetraedros
semejantes; rectas lomdblogas, son las que unen de dos en dos
puntos homoélogos, y razin de semejansa, & la razén entre dos
aristas homologas. Dos tetraedros semejantes 4 un tercero son
semejantes entre si.

339. Los tetraedros semejantes tienen sus aristas homdlo-
gas proporcionales.

En efecto, figura 217, sean los dos tetraedros semejantes
VABC y V'A'B'C’; por ser seme-
jantes tienen los triedros V y V',
A y A’ iguales, de donde, los
tridngulos VAC y V'A'C’, VAB
y V'A'B/, ABC y A'B'C’, VBC
y V'B’C’, son respectivamente se-
mejantes, y por tanto (150), VA {
VIR =V VIS = ACT MG
=AB:A'B"=VBYVN B =BL:
: B'C’, conforme al teorema.

340. Si por un punto de una
de las aristas laterales de un tetraedro se traza un plano paralelo
4 la base, el tetraedro parcial que resulta es semejante al pro-
puesto.




En efecto, figura 217, sea el tetraedro VABC y tracemos
por un punto E de la arista lateral VA un plano paralelo EFG;
entonces los tetraedros VABC y VEFG, tienen el triedro V
comtn y los triedros A y E iguales por tener sus tres dngulos
planos respectivamente iguales (199); luego los dos tetraedros
son semejantes.

EscoLio.—Podriamos considerar las tres posiciones que
consideramos (152), pero enténces la que estd encima del vértice
no es tetraedro directamente semejante.

841. Dos tetraedros son semejantes si tienen; 1.° sus caras
respectivamente semejantes ¢ igualmente dispuestas; 2.° sus dn-
gulos diedros respectivamente iguales é igualmente dispuestos;
3.° sus caras respectivamente paralelas; 4.° una cara semejante
adyacente 4 tres dngulos diedros respectivamente iguales; 5.’ un
dngulo diedro igual formado por dos caras respectivamente se-
mejantes é igualmente dispuestas.

En efecto, figura 217, sean los tetraedros VABC y V'A'B'C’
en los que se verifica 1.° que las caras VAB y V'A'B’, VBC y
V'B'C’, VACy V'A'C’, ABC y A'B'C’, son respectivamente
semejantes, entonces los triedros V y V', A y A’ son iguales,
por tener sus tres angulos planos respectivamente iguales; luego
los tetraedros VABC y V'A’'B'C’ son semejantes; 2.° que los
diedros VA y VA, VBy V'B/, VCy V'C', ABy A'B’, BC
y B'C’, ACy A'C’, son iguales, enténces sucede como antes
que los triedros V. y V', A y A’ son respectivamente iguales,
por tener sus tres dngulos driedros respectivamente iguales;
luego los triedros VABC y V'A'B'C’ son semejantes; 3.° que
las caras VAB y V'A’B’, VBC y V'B'C/, VAC y V'A'C/,
ABC y A'B'C/, son respectivamente paralelas; entonces son
semejantes (152, 3.°), y estamos en el primer caso; 4.° que las
caras VAB y VA'B' sean semejantes y los diedros VA y V'A/,
VB y V'B’, ABy A'B' respectivamente iguales; egtonces los
triedros Vy V', A y A’ son iguales por tener un dngulo plano
igual y los dngulos diedros adyacentes iguales; luego los dos
tetraedros propuestos son semejantes; §5.° que los dngulos die-
dros VA y V'A’ sean iguales, y las caras que les forman VAB
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y V'A'B’, VAC y V'A'C’ respectivamente semejantes; entdn-
ces los triedros Vy V', A y A’ son iguales, por tener un 4n-
gulo diedro igual y los dngulos que los forman respectivamente
iguales; luego también los tetraedros VABC y V'A’B'C’ son
semejantes.

342. Larazén de las rectas homdlogas de dos tetraedros
semejantes, es igual 4 la razén de semejanza.

En efecto, figura 218, sean las rectas homoélogas de los

dos tetraedros se- -
mejantes VABC L2278,
y V'A'B'C’, DE
y D'E’, uniendo
sus extremos res-
pectivamente
con A, B, C,v
A', B/, C', se ob-
tienen los tetrae-
dros respectiva-

mente semejantes
DABC y D'A’B'C’, y EABC y E’A'B’C’; entonces los tetrae-
dros DEAC y D'E'A'C’, son semejantes (341, 5.°), luego
DE { D'E' = AC : A'C,

LECCION 41,

Figuras semejantes ¥y consecuencias.

843. CUERPOS SEMEJANTES, son los terminados por super-
Jicies semejantes.

Ya sabemos (163), las condiciones con que han de cumplir
dos superficies planas para que sean semejantes; pero como he-
mos estudiado superficies no planas, necesitamos conocer las
condiciones que han de tener estas para que sean semejantes;
sin embargo como nosotros nos hemos limitado 4 estudiar entre
las superficies no planas, la cénica cilindrica y esférica, si bien
por lo que respecta 4 las dos primeras sélo nos___ir%_;:resan, como
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formando parte de las superficies del cono y cilindro circular
recto; de aqui el que digamos: Dos superficies cénicas de dos
conos circulares rectos son semejantes, cuando los tridngulos
rectingulos que engendran los conos lo son: Dos superficies ci-
lindricas de dos cilindros circulares rectos son semejantes,
cuando los rectdngulos que engendran los cilindros lo son: Dos
superficies esféricas son siempre semejantes: dos superficies la-
terales de dos troncos de conos circulares rectos de bases para-
lelas son semejantes, cuando los trapecios generadores lo sean:
Dos husos son semejantes, cuando sus dngulos correspondientes
sean iguales: Dos casquetes son semejantes, cuando lo son sus
superficies cénicas correspondientes, Dos zonas son semejantes,
cuando lo son sus casquetes correspondientes: Dos tridngulos
esféricos son semejantes, cuando sus triedros correspondientes
son iguales.

344. POLIEDROS SEMEJANTES, son los que se componen de
igual nivmero de tetraedros semejantes ¢ igualmente dispuestos.

Dos poliedros semejantes 4 un tercero son semejantes
entre si.

345. Sipor un punto de una de las aristas laterales de una
pirdmide se traza un plano paralelo 4 la base, la pirdmide par-
cial que resulta es semejante 4 la propuesta. Puesto que descom-
poniendo las bases, que son poligonos semejantes (158), pot
medio de diagonales homélogas en tridngulos semejantes, y
haciendo pasar planos por estas diagonales y los vértices de las
pirdmides, quedardn descompuestas en igual nimero de tetrae-
dros semejantes ¢ igualmente dispuestos; luego las piramides
seran semejantes.

3486. Dos poliedros semejantes, tienen las caras homdélogas
semejantes y los dngulos diedros y poliedros homélogos respec-
tivamente iguales. Puesto que: las caras homélogas, 6 son caras
homélogas de tetraedros semejantes, ¢ se componen de igual
nimevo de caras homélogas de los mismos; los dngulos die-
dros, 6 son diedros homélogos de tetraedros semejantes, 0 se
componen de igual nimero de diedros homdlogos de ellos; y
los dngulos poliedros, se hallan compuestos de igual ndimero
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de diedros homélogos iguales. Claro estd, que las aristas ho-
mologas son proporcionales por pertenecer 4 tetraedros se-
mejantes.

REC{PROCO.—Dos poliedros son semejantes, cuando tienen
sus caras homologas respectivamente semejantes y los dngulos
diedros que estas formen respectivamente iguales. Pues eligien-
do dos vértices homoélogos de dos caras semejantes, se pueden
descomponer en igual nimero de tetraedros semejantes é igual-
mente dispuestos,

COROLAR10S.—1.° Dos poliedros regulares del mismo ni-
mero de caras, son semejantes. 2.° Las aristas homdlogas y las
rectas homdlogas de dos poliedros semejantes son directamente
proporcionales.

EscoL10.—Debemos hacer notar que las figuras semejan-
tes gozan de la propiedad de podérselas colocar de manera que,
trazando por un mismo punto rectas 4 todos los puntos de su
contorno, aquellas que tienen la misma direccién son propor-
cionales. A las rectas que se trazan desde un mismo punto se
las llama radios wvectores; y al origen comiin de todos los radios
vectores, centro de semejanza.

El centro de semejanza es direcfo, cuando los radios vec-
tores homélogos estdn dirigidos en el mismo sentido; y es zz-
verso, cuando estdn dirigidos en sentidos contrarios. Las figu-
ras semejantes, pueden por tanto ser directa 6 inversamente
semejantes, y cuando la razén de semejanza es la unidad; las
directamente semejantes son iguales; y las inversamente seme-
jantes son simétricas, por no tener estas sus elementos igual-
mente dispuestos.

847. La razén de las dreas de dos poliedros semejantes,
es igual 4 la razén de los cuadrados de sus rectas homélogas,
Puesto que los poliedros semejantes tienen por caras homélogas
poligonos semejantes y la razén de las rectas homélogas es igual
4 la razén de semejanza (163).

348. Larazén de las dreas de dos conos semejantes, es
igual 4 la razén de los cuadrados de sus rectas homdlogas.
Puesto que si llamamos, C y C’, 4 las édreas de los conos, /y /'
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4 los lados, y » y #' d los radios respectivos tendrfamos;
C=nr (r+4+1,yC =mnr' (r 4+ 1'), de donde, C:C' = »
(r42) s’ (L) ycomo,rir' =Ll =@+ : (r41'),
seobtiene C: C' =21y =123/,

COROLARIOS.—1.° Las dreas laterales de dos conos seme-
jantes, son proporcionales 4 los cuadrados de sus rectas homo-
logas. 2.° La razén de las dreas de dos cilindros semejantes, es
igual 4 la razén de los cuadrados de sus rectas homdlogas.
3.9 Las 4reas laterales de dos cilindros semejantes son propor-
cionales 4 los cuadrados de sus rectas homologas. 4.° La razén
de las dreas de dos troncos de cono semejantes, es igual 4 la
razén de los cuadrados de sus rectas homodlogas. 5.” Las dreas
laterales de dos troncos de cono semejantes, son proporcionales
4 los cuadrados de sus rectas homdlogas.

849, La razén de las dreas de dos esferas, es igual 4 la ra-
z6n de los cuadrados de sus radios ¢ diametros. Puesto que si
llamamos E y E" a las dreas de dos esferas cuyos radios sean
R y R’ tendriamos E—=4nR?% y E' —4=R'?, de donde, E: E'—=
=RI:RE_YRA SR G2

CoRrOLARIOS.—Las areas de dos casquetes, de dos zonas,
de dos husos, y de dos tridngulos esféricos semejantes, son pro-
porcionales a los cuadrados de los radios de las esferas de que
forman parte,

850. La razén de los volimenes de dos poliedros semejan-
tes, es igual 4 la razén de los cubos de sus rectas homdlogas,
Puesto que si son dos tetraedros semejantes, como los VABC y
V'A'B'C’ de la figura 217, se podrd colocar el segundo sobre
el primero de modo que tome la posiciéon VEFG; pero en este
caso se tiene (327), ABC : EFG — AB? : EF2 y como los vo-

limenes de los dos tetraedros son, llamando @ y ' 4 las alturas,
I 1 1 I

— aXABCy — &' X A'B'C’ —a; — &' =
: BE Ve s a’ BIGCH : a : @

= AB : EF, se obtiene, multiplicando esta igualdad por la an-

terior teniendo en cuenta que EFG=A'B'C/, y EF = A'B/,
1 F Ll

—— @XABC: _g_ @' X A'B'C' = AB® : A’B'% y si
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fuesen dos poliedros semejantes sabemos que se componen de
igual nimero de tetracdros semejantes ¢ igualmente dispuestos;
Iuego se podrian formar una serie de razones iguales en que la
suma de los antecedentes fuese un poliedro la de los consecuen-
tes el otro y un antecedente el cubo de una arista y su conse-
cuente el cubo de su homdloga.

351. La razon de los volimenes de dos conos semejantes,
es igual 4 la razén de los cubos de sus rectas homdlogas. Puesto
que si llamamos C y C’ 4 los volimenes de los conos, ay
a' las alturas y » y # los radios de sus bases tendriamos;
C— ;_ a X w2 Cl = % 2" X2 de donde, 0 1 C'=
—ar?ra’ #'% y como,aia =~ : 7', se obtiene, C: C' =
=g 't ="} pl8

COROLARIOS.—La razén de los volimenes de dos troncos
de cono, de dos cilindros, de dos sectores esféricos, de dos cu-
flas esféricas, de dos segmentos esféricos, de dos rebanadas es-
féricas semejantes, son iguales 4 la razén de los cubos de sus
rectas homélogas.

352. La razdn de los volimenes de dos esferas es igual ala
razén de los cubos de sus radios 6 didmetros. Puesto que si lla-
mamos E y E’ 4 las dos esferas cuyos radios sean R y R, ten-
driamos; E —= -—g— mRI Bli= % wR',3 de donde, E: E' =
=RIGRO=CRAER"

EscoLto.—Es conveniente observar que; 1.° la razon entre
las longitudes de dos lineas semejantes es igual 4 la relacion de
las primeras potencias de dos rectas homologas; 2.° la razén
entre las dreas de dos superficies semejantes, es igual 4 la razén
de las segundas potencias de dos rectas homdélogas; y 3. que la
relacién entre los volimenes de cuerpos semejantes, es igual 4
la relacién entre las terceras potencias de sus rectas homdlogas.

353. ESCOLIO GENERAL.—Debemos hacer notar que lo
expuesto en (173), es aplicable por completo d la Estereometria,
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LECCION 42
Maximos y minimos.

354, Para terminar la Estereometria nos resta, determinar
los mdximos y minimos de las figuras no planas; pues de este
modo cumpliremos el plan que en las dos partes del aspecto
particular de la Geometria hemos razoniado en la primera leccién.

Principiaremos por tanto por la determinacién de los maxi-
mos y minimos de los tridngulos esféricos; puesto que el tridn-
gulo esférico es la figura fundamental de la Estereometria, asi
como el tridngulo rectilineo lo es de la Planimetria.

8355. De los tridngulos esféricos que tengan dos lados dados
cuya suma sea menor que 180° serd de drea mdxima aquel cuyo
tercer lado sea didmetro del circulo circunserito.

Para demostrar este teorema antepondremos los dos lemas
siguientes:

1.° Cuando el vértice de un tridngulo esférico se mueve so-
bre su circunferencia circunscrita, la diferencia entre la suma de
los dngulos adyacentes 4 la base y el dngulo en el vértice es
constante.

En efecto, figura 219, sea el tridangulo esférico ABC, P el

Zz}’ 27 c:t.entro e.sfer:co de la c:rcunferenlea
circunscrita, y tracemos los radios

b A esféricos PA, PB y PC; entonces
/"'7—""'““ tendremos, BAC 4+~CBA —ACB=—

I

— BAP 4+ CAP-+ABP-- CBP —
— ACP — BCP — 2BAP; y como

f ' . :
Z’?ﬁ'g««\ ’ B esta diferencia depende solamente
\x\‘““‘j e / de la posicién del centro esférico
.4 ,/’ respecto de la base AB, serd cons-
ST -
N S

tante. En el caso especial de que

AB sea un didmetro esférico de la
circunferencia circunscrita, la diferencia serd nula.

RECIPROCO. —El lugar geométrico de los vértices de los
tridngulos esféricos que tengan una ‘base comun y en los que

A



sea constante la diferencia entre la suma de los dngulos adya-
centes 4 la base y el dngulo en el vértice, es una circunferencia
circunserita 4 la base comun,

En efecto, figura 219, sea ABC uno de los tridngulos que
cumplen con la hipétesis del enunciado, P el polo del circulo
menor circunscrito al tridngulo, y trazando los radios esféricos
PA, PB y PC, los tridngulos esféricos PAB, PAC y PBC son
isésceles; por tanto, la diferencia, BAC 4 CBA — ACB —
— 2BAP, es constante, siendo por consecuencia el triangulo
PAB fijo, lo mismo que el polo P; luego siendo la distan-
cia PC = PA constante, el vértice C estd siempre sobre la cir-
cunferencia descrita desde el punto P como polo con un radio
esférico igual 4 PA.

2. El lugar geométrico de los vértices de los tridngulos
esféricos que tengan una base comin ¢ igual drea, es una cit-
cunferenicia menor que pasa por los puntos opuestos 4 los ex-
tremos de la base comun.

En efecto, figura 219, sea A'B'C uno de los tridngulos
esféricos que cumplen con la hipétesis, siendo A'B’ la base
comin; entonces, por ser (A' 4B’ - C — 2) constante, tam-
bién lo es (C— A —B), pues A' =2 — A, B’ =2 — B; por
consecuencia el lugar de que se trata es el mismo que ¢l de los
vértices de los triangulos como el ABC, cuya base AB es fija
siendo constante la diferencia entre el dngulo en el vértice y la
suma de los angulos en la base, lugar que segiin acabamos de
ver, es una circunferencia menotr que pasa por A y B puntos
opuestos 4 los extremos de la base comin A'B'.

Ahora ya es ficil demostrar el teorema propuesto, una vez
que, figura 220, si son AB y AC los dos lados dados cuya
suma sea menor que 1809, frazan- : _
do por los puntos A’ y B' opuestos /;/ 224
dlos Ay B, el circulo cuyo did- A’
metro esférico A’'C sea suplemen-
tario del lado AC, lo que exige
A'C>AB 6 bien AB+4 AC<180°
segun la hipdtesis, y trazando tam-
bién la semicircunferencia mdxima
A’'DA que corte en D & la circun-
ferencia menor A'B’C; se tendrd,

que los tridngulos ABC y ABD




—208—

tendrdn la misma 4rea segiin el lema segundo: tomando ahora
sobre AD una parte AE —=AC, serd AE < AD; puesto que
AE—A'C> A'D; de donde resulta que el tridngulo ABE
tiene menor drea que el ABD; luego ABC > ABE. Pero en el tri-
dngulo esférico ABC, se tieneB4+C—A =—B'+C+ A
y como A’C es un didmetro esférico se anulan los dos miembros
de esta igualdad, segtn el lema primero; por tanto BC es un
didmetro esférico del cfrculo menor ABC.

Escor1o. —Es conveniente observar que teniendo en cuenta
los triangulos polares de los considerados se tiene evidente-
mente: 1.° Cuando la base de un tridngulo esférico se mueve
de modo que no deje de ser tangente al circulo inscrito en el
mismo, la diferencia entre la suma de los otros lados y la base
serd constante: 2.° Las bases de los tridangulos esféricos con un
dngulo comun en el vértice ¥ que la diferencia entre la suma
de los lados que concurren en el vértice comin y la base sea
constante, son tangentes por fuera 4 un circulo inscrito en el
dngulo de dicho vértice comun: 3.° Las bases de los triangulos
esféricos con un dngulo comin en el vértice ¢ iguales perime-
tros, son tangentes por fuera 4 un cfrculo inscrito en el dngulo
comiin: 4.° De los tridngulos esféricos que tengan dos angulos
dados cuya suma sea mayor que 180° serd de perimetro minimo

aquel cuyo tercer dngulo sea igual al didmetro del circulo ins-
crito.

856. Entre todos los cuerpos de la misma drea, la esfera
es el que tiene mayor volumen; y entre todos los de igual
volumen, la esfera es de menor drea.

Para demostrar este teorema antepondremos los lemas
siguientes:

1.° Cuando una figura plana tiene dos ejes de simetria que

forman entre s{ un dngulo incomensurable con =, esta figura es
un cfrculo,
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En efecto, figura 221, secan OA y OB los dos ejes de si-
metrfa que tenga la figura plana 2y
de que se trate; entdnces la rec- ’i"d e
ta OC simétrica de OA con res-
pecto 4 OB es también eje de
simetrfa; porque siendo M un
punto cualquiera de la figura
y N su simétrico con respecto
4 OA, al rebatir la figura por
OB, los dos puntos M’ ¥ N’ con
los cuales coinciden M y N, se-
rdn también puntos de la figura
4 causa de la simetrfa con respecto & OB, pero estos dos pun-
tos M' y N’ son simétricos con respecto 4 OC, por haber coin-
cidido OA con OC en el rebatimiento, luego OC es eje también
de simetria: por tanto, haciendo girar 4 OB un dngulo AOB
alrededor del punto O y en el plano de la figura, se obtiene un
tercer eje de simetria OC; una nueva rotacién de la misma am-
plitud darfa un cuarto eje de simetria, y asi sucesivamente: pero
como el dngulo AOB que forman los ejes es incomensurable
con w, no se obtendrd nunca un eje de simetria ya obtenido por
mds que se continde la retacién; luego la figura tiene un nimero
indefinido de ejes de simetria pasando por el punto O, de modo
que es un circulo (421, E.° 2.°)

2.° Si por los puntos medios de las aristas laterales de un
tronco de prisma triangular se traza un plano; los dos segmen-
tos del tronco son equivalentes, y la seccién es en general me-
nor que la semisuma de las bases. Puesto que los dos segmen-
tos del tronco tendrian el mismo volumen (331), y la seccién es
la semisuma de las proyecciones de las bases.

Escorio.—Es necesario observar que del lema anterior
resulta que: si en un cuerpo limitado por una superficie con-
vexa se trazan una serie de cuerdas paralelas, la superficie lugar
geométrico de los puntos medios de estas cuerdas divide al
cuerpo en dos partes equivalentes, y tiene un drea menor que la
mitad del area del cuerpo.
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Ahora es ya fécil la demostracion del teorema propuesto;

una vez que, figura 222, si imaginamos un cuerpo que tenga la
. 2 propiedad de ser de mayor volu.

{}f 22z men que todos los de igual superfi-

7z cie que él, necesariamente existe
para una direccién dada un plano
que divide 4 la superficie en dos
partes iguales, sea A uno de estos
planos, B y C las mitades de la su-
2 perficie; siel cuerpo no estuviese
I dividido por este plano en dos par-
tes equivalentes, siendo por ejem-
plo AB > AC, no podria tener este
cuerpo un volumen mdximo, por-
que se podria reemplazar C por la
simétrica de B y habfa aumentado el volumen sin variar la su-
perficie; es por tanto preciso que AB — AC: si con este su-
puesto C no fuese simétricamente igual a B, se podrfa imaginar
una supetficie B’ del mismo lado que C con respecto al plano A,
y simétricamente igual 4 B, teniendo AB' — AB — AC; y por
tanto el cuerpo BB'—DBC:si en los espacios comprendidos
entre C y B: se trazasen rectas paralelas entre si y limitadas
por estas superficies, sus puntos medios estardn sobre una su-
perficie D que tendrfa la misma base que C y B’ entdnces;
AD = AC = AB’, 6 BD — BC; pero segin el segundo lema,
2D < C 4 B', 6 bien, D < C, puesto que C—=B': la superfi-
cie D, que seria menor que C encerrarfa, pues con B un espacio
equivalente al que estd encerrado entre By C, lo que es con-
trario al supuesto: se necesita por consiguiente que C sea simé-
tricamente igual 4 B; 6 de otro modo el cuerpo supuesto tiene
la propiedad de admitir como plano de simetria todo plano que
divida 4 la superficie en dos partes equivalentes. Pues bien, con-
sideremos una recta cualquiera M en el espacio, y tracemos por
eila dos planos cualesquiera P’ y Q' que formen entre si un dn-
gulo incomensurable con = el cuerpo maximo admitird dos pla-
nos de simetrfa P y Q, respectivamente paralelos 4 P' y QF

e



—301—
por consiguiente, toda seccién del cuerpo hecha perpeudicular-
mente 4 la recta M tendrd por ejes de simetria las dos rectas
2y ¢, segin las cuales el plano de esta seccién corta 4 los
P y Q; pero estas rectas forman entre si un dngulo incomensu-
rable con =; luego esta seccién es un circulo segin el lema pri-
mero, y como la direccién de ella es arbitraria, sewvé que el
cuerpo maximo es cortado por un plano cualquiera segin un
circulo; luego es una esfera.
Para demostrar la segunda parte del teorema, llamemos

E 4 la esfera equivalente 4 una figura F, y E; 4 la esfera de
igual drea que F; tendremos F < E,, y por tanto E <E,, de
donde E tiene menor area que F.

357. ESCOLIO GENERAL.—Por lo expuesto en esta leccidn,
se vé que los teoremas demostrados para las figuras planas en
la leccién 22, conservan su exactitud para las figuras esféricas.

Aplicaciones.

LIBRO PRIMERO.

1.0

Trazar por un punto una recta paralela 4 otra dada.
Este problema se resuelve como su andlogo de la Planimetria.

2. Trazar por una recta un plano, perpendicular 4 otro
dado. Se resuelve este problema trazando por un punto de la
recta dada una perpendicular al plano dado. Si la recta dada
fuese ya perpendicular al plano dado el problema serd inde-
terminado.

3.° Trazar por un punto una recta que corte a dos rectas
dadas. La solucién serd la recta interseccién de los dos planos
determinados por el punto dado y cada una de las rectas dadas.
Discusion de este problema segin las diferentes posiciones de
los planos.

4.° Trazar una recta paralela 4 otra y que corte 4 otras dos
dadas. I.a solucion de este problema serd la interseccion de los
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dos planos paralelos 4 la recta dada & quien ha de ser paralela
la que se nos pide, trazados por las dos rectas dadas 4 que ha
de cortar la pedida.

5.° Determinar el lugar geométrico de los puntos que equi-
distan de otros cuatro dados. La solucion de este problema serd
la perpendicular, trazada en el centro del circulo determinado
por los tres puntos dados, al plano determinado por los tres
puntos dados.

6. Determinar el lugar geométrico de los puntos que equi-
distan de otros tres dados. La solucidn de este problema serd
el punto interseccion de la perpendicular en su centro al cfrculo
determinado por tres de estos puntosy el plano perpendicular
en el punto medio 4 la recta que une el cuarto punto con cual-
quiera de los otros tres. Discusion de este problema cuando los
cuatro puntos estdn en un plano.

7.2 Hallar en un tetraedro dado su altura. Para resolver este
problema se trazan desde el vértice del tetraedro perpendicula-
res 4 dos aristas de la base y ensus piés se trazan en el plano
de la base perpendiculares a esas aristas, uniendo el punto de
interseccion de estas perpendiculares con el vértice del tetrae-
dro tendremos la altura pedida. Determinar la magnitud de la
altura de un tetraedro impenetrable sobre un plano,

8. Dada una pirdmide truncada de bases paralelas, hallar
su altura, la de la pirdmide total, y la de la deficiente. La al-
tura del tronco se determina por el problema anterior; para de-
terminar las otras dos se forman las proporciones siguientes;
llamando, & y 4" dos aristas homdélogas de las bases, 2 la al-
tura del tronco y VO y VO’ a las alturas total y deficiente
VO:VO'=6:4",2:VO=(b-06"):6,a:VO' = (6—0') : &',

a b ab’
dedonde: VO — ———— VO —
e donde; VO " VO = =

9.2 Trazar un plano tangente 4 la superficie cénica, paralelo

4 una recta dada.
Se resuelve este problema, trazando por el vértice una
paralela 4 la recta dada, por un punto de esta recta se traza un
plano paralelo 4 la base, y por el mismo punto la tangente 4 la
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seccion; esta tangente y la paralela trazada desde el vértice 4
la recta dada, determinan el plano pedido.

10. Trazar un plano tangente 4 una superficie cilindrica,
paralelo 4 una recta dada.

Se resuelve este problema, trazando por un punto de la
recta dada una paralela al eje, por otro punto de la misma recta
un plano perpendicular al eje, por la recta dada otro plano
paralelo al eje, que cortard al anterior segtn una recta, y tra-
zdndo una tangente 4 la seccién determinada por el plano para-
lelo al eje, que sea paralela 4 la interseccién determinada por
los dos planos; esta tangente y la generatriz del punto de con-
tacto determinaran el plano pedido.

11. Dado un tronco de cono circular recto de bases para-
lelas, hallar su altura, la del cono total, y la del deficiente. La
altura del tronco se determina construyendo un tridngulo rectdn-
gulo que tenga por hipotenusa el lado del tronco y que uno de
los catetos sea la diferencia de los radios de las bases, el otro
cateto serd la altura pedida; para determinar las otras dos se
forman las proporciones siguientes, —llamando » y #' los radios
de las bases, 4 la altura del tronco ¢, y VO y VO'a las
alturas total y deficiente VO : VO'—=# ;7' a: VO = (r—
—r')ir,a: VO' =@ —r):7'; de donde,

Vo 87 i, 20 Ra6 2
r—v y—r

12. Construir un tridngulo esférico conocidos tres cuales-
quiera de sus seis elementos.

1.° Si se dan dos lados y el dngulo comprendido, se resuelve
como en Planimetria.

2.2 Si se dan un lado y los dngulos adyacentes, se resuelve,
por el triangulo polar, como el anterior.

3.° Si se dan los tres lados que llamaremos, @, &, ¢; supon-
dremos, para fijar las ideas, que, a > & > ¢, tracemos una cir-
cunferencia maxima en la superficie esférica y tomemos sobre
ella una parte BC — @, tracemos desde los puntos B y C como
polos y con una abertura de compds igual a las cuerdas de ¢ y
&, arcos de circunferencia que se encontraran en dos puntos A
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y A’; los tridngulos ABC y A'BC resuelven el problema, si
bien el segundo es simétrico del primero. Para que se pueda
resolver este problema es preciso que,
alb+tc,ya-t b4 c<360°

4.° Si se dan los tres dngulos, se resuelve, por el tridngulo
polar, como el anterior.

5.° Si se dan dos lados y el dngulo opuesto 4 uno de ellos;
se trazan en la superficie esférica dos circunferencias mdximas
que formen un dngulo A igual al dado, tomaremos d partir del
vértice sobre una de ellas un arco AB=24, y desde el punto C
como polo y con una abertura igual d la cuerda de @, describen
un arco que corte al otro lado en B, entonces, el tridngulo ABC
serd el pedido; pero en el caso que no le corte 6 lo corte en dos
puntos, no habra tridngulo 6 el problema tendra dos soluciones.

6.° Si se dan dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos,
se resuelve, por el tridngulo polar, como el anterior.

o

LIBRO II

13. Determinar la altura de una pirdmide regular; cuya
base es un cuadrado que tiene por lado 4 metros, y cuya drea
lateral sea ocho veces la de la base. La altura pedida es un
cateto de un tridngulo rectingulo en que el otro cateto es la
apotema de la base y la hipotenusa la apotema de la pirdmide;
luego llamando «, esta altura sabemos (175 y 309), que se
tiene 2 X 4 I/a“*+4:8 X 16, 6 bien 1/a9—|- 4 =16, de
donde, a2 =162 — 4,y a=6V 7— 15'87 metros.

14. Se desea determinar cudnto cobrard un pintor que ha
pintado una cuba cilindrica por dentro y fuera; sabiendo que la
cuba tiene dos metros de didmetro y cinco de profundidad, y
que cada metro cuadrado cuesta 0’15 de peseta. El numero de
metros cuadrados que habrd de pagar serd el doble del 4rea to-
tal de la cuba, que sabemos es (318), 2 X 2x7 (/ -+ #); luego,

4 X 314 X 6 X 0'15=1130 pesetas, serd lo que cobrard el
pintor.
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15. Determinar el drea de una zona esférica; sabiendo que
el didmetro de la esfera es de 6 metros, y que las bases distan
hacia el mismo lado del centro uno y dos metros respectiva-
mente. El drea que se nos pide estard expresada (320) por,
I X 2m3 =314 X 6 — 18'84 metros cuadrados.

16. Determinar el drea de un tridngulo esférico, cuyos 4n-
gulos tengan respectivamente, 60°--20', 70"--30" y 80°--40°,
teniendo el radio de la esfera 70 centimetros. El drea del tridn-

7

gulo esférico propuesto es (322), v X =702 cuando se to-
ma por unidad el dngulo esférico recto 6 sea la cuarta parte del
drea de la esfera, 6 bien :—0 X 4+ = X 70% cuando se toma

por unidad el tridngulo esférico trirrectdngulo; efectuando las
operaciones se obtiene en uno y otro caso para valor del drea
2.693 centimetros cuadrados.

17. Determinar el peso del aire contenido en una habita-
cién; sabiendo que un litro de aire pesa 1'29 gramos, y que las
dimensiones de la habitacién cuya forma sea un paralelepipedo
rectdangulo, son 7 metros de largo, 5 de ancho y 4 de altura.
El volumen del aire es (335), 7 X 5 X 4 = 140m" = 140.000 /;
luego el peso pedido serd, 140.000 X 1'29 = 180.600 gramos—
— 180 kg.--6GHg. '

18. En una clase de 50 discipulos y cuyas dimensiones, te-
niendo la forma de un paralelepipedo rectdngulo, son 8, Om,
v 4m; se desea determinar las dimensiones de una abertura cua-
drada, con el fin de que entre el aire necesario con una veloci-
dad por segundo de 5dm, para la respiracion de los alumnos
durante la hora y media de clase, sabiendo que cada alumno
necesita 67* de aire por hora. El nimero de metros cibicos de
aire que contiene la habitacién es segiin sabemos (335), 8X6X4
= 192m?; para 50 discipulos se necesitan 6 X 50==300 m?
por hora, y en hora y media 450 #2%, es preciso pues que entre
en ese tiempo, 430—192 = 258m° de aire, 6 lo que es lo
mismo durante un segundo 258 : 5.400 = 0'048m%; y como la
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velocidad por segundo es de 5dm, el drea de la abertura tiene
que ser, 0'048 : 0’5 = 0'096m*.

19. Determinar las dimensiones del litro que se emplea
para los Jiquidos; sabiendo que tiene la forma de un cilindro, y
que su altura es doble del didmetro de la base. Como sabemos
que el litro es equivalente & un decimetro ciibico, se resolverd

el problema (335, C.% 1.’y 5.°) estableciendo la siguiente igual-
2
dad, 18 == —%5— X a, llamando « 4 la altura del cilindro, pues

entonces el radio de la base serd —Z— :de la 1gualdad estable-

cida se deduce, 16 — ma® a®* = , ¥ efee.

tuando el cilculo se obtiene, @ == 172mm y -%- 43mmi.

20. Determinar las dimensiones del litro, del decilitro, y
del hectdlitro que se emplean para los dridos; sabiendo que tie-
nen la forma cilindrica, y que la altura de cada uno de ellos
es igual al didmetro de su base. Llamando 2, &/, 2" las alturas
del litro, del decdlitro y del hectdlitro, los radios de las bases
respectivas serdna : 2, @' : 2, 2" : 2; por tanto como en el
problema anterior estableceremos las siguientes igualdades,

e 'raz

ey 12 2
(1974 v
Xar 10X 18 =—— 2 X“'NIOOXIS-:TXM

de las que se deduce, 2 = \/4 i vl = {’./40 e gliies

F oL
= \/400'. =, y efectuando el cédlculo se obtiene, @ = 108mim,

a' = 233 mm, ar = 503mm.

21. CUBICACION DE MADERAS.—Las maderas se venden
ordinariamente en vigas 6 en tablas, en el primer caso, sino
estdn labradas, tienen la forma de un tronco de cono, y en el
segundo tienen la forma de un paralelepipedo rectdngulo; por
tanto para la cubicaeidn de las maderas bastard aplicar las for-
mulas respectivas (335, y C.° 7.°) Pero sucede d veces que los
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didmetros de las dos bases del tronco de cono de bases parale-
las, difieren en muy poco; entonces se le considera como un
cilindro circular recto cuya base sea la seccién hecha por el
punto medio de su altura, Supongamos, por ejemplo, que se
desea cubicar una viga de 7 metros de larga y en la que los
didmetros de las dos bases sean préximamente iguales; medire-
mos, con una cinta barnizada dividida en metros y sus divisores,
la longitud de la circunferencia media, que supondremos ten-
ga 1790 metros; entonces el radio de la seccién serd 1'g0 : 2,
su drea 1'90% : 4=, y el volumen de la viga 1'902 X 7 : 47 =
— 2’050,

22. CUBICACION DE TONELES,—Los toneles por su forma se
les puede considerar como la suma de dos troncos iguales de
cono circular recto de bases paralelas, siendo la base mayor la
seccién hecha en la parte media del tonel y las bases menores
los testeros del tonel; por tanto para la cubicacién de los tone-

les bastard aplicar la férmula ;— na (R242+R7), (335 C.° 7.%).

Pero esta férmula nos dd un resultado erréneo por defecto, lo
que ha hecho se sustituyan R# por R?, lo que nos dd la férmula

de OUGHTRED,—;-— na (2R? 4 »?), esta férmula da por el con-

trario un resultado por exceso mayor que la de DEZ, =@ [R- g8

8
(R—7)]% la férmula mds aproximada para la determinacion de

I
la capacidad de los toneles dada su forma general es, 5 @

[2R% 4 r2— —%-— (R2—#2)], sin embargo en la practica se acos-

tumbra 4 usar la siguiente, 0'6254°, en la que 4 representa la
diagonal que va desde el agujero central al punto mds bajo de
uno de los testeros; esta férmula tiene la ventaja de que hay va-
rillas de metal construidas para medir la diagonal y que tienen
ya calculados los voliimenes para los diferentes valores de €l, lo
que hace se obtenga la capacidad del tone una simple lec-
tura: para comparar esta formula con las anteriores, basta ob-




servar que 4 es la diagonal de un tridngulo rectdngulo en que

uno de los catetos es % y €l otro R <7, por lo cual se puede

2
escribir, 0'625d% — 0'625 (—%— -+ R2 4 2Ry 4 »2 ) —i- . Su-

pongamos, por ejemplo, que un tonel, tiene, de altura 1's me-
tros, de radio central 0’45 metros, y de radio del fondo 6 de uno
de los testeros, 0°325 metros; la primera formula efectuando
los cdlculos por logaritmos nos dd, 714 litros para capacidad
del tonel, la segunda 802, la tercera 765, la cuarta 751,y la
quinta 784.

23. Determinar el volumen de la tierra, suponiéndola esfé-
rica. Por la definicién del metro sabemos que la longitud de un
circulo maximo de la tierra, es de 4.000 miriametros, por tanto
el radio serd 2.000 : =,y su volumen serd, 32.000.000.000 : 3r?
—1.080 759.000 Mm? efectuando las operaciones por loga-
ritmos.

24. Determinar el volumen de una esfera; sabiendo que el
sector que tiene por base 122 tiene por volumen 2% Como
(336, C.° 2.°) el volumen de un sector esférico es igual al tercio
del radio de la esfera por el drea del casquete que le sirve de
base; se tiene para radio de la esfera 6, y para volumen

% m X 63 ==904'8m?, efectuando el cilculo por logaritmos.

25. Hallar el drea de una esfera de cristal; sabiendo que
pesa 24g, y que la densidad del cristal es de 2'7. Como la den
sidad de un cuerpo es igual al peso dividido por el volumen;
tendremos, 24kg — 4z Re X 2'7 = 47R?® ¥ 0’9, de donde

e e
e : 4™ X 0'g — 0'5.613 dm, luego el drea serd
4™ X (0'5613) = 3'959 dm®.

26. Determinar el volumen de un segmento esférico, sa-
biendo que el radio de la esfera tiene 8, y que la base estd
trazada d una distancia del centro igual 4 la mitad del radio.
Como el volumen de un segmento esférico es igual (336, C.° 3.9)
al producto del drea del circulo que tuviese por radio su altura
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por la diferencia entre el radio de la esfera y el tercio de la al-
tura del segmento; tendrd por expresion

m 42 (8— %):ﬂ ¥ 2650 —230—: 335m5,
efectuando el cdlculo por logaritmos.

27. Determinar el volumen de una rebanada esférica, sa-
biendo que el radio de la esfera es de 8, y que las bases estin
trazadas hacia un mismo lado del centro y 4 una distancia de él
igual 4 3 v 6. Como el volumen de una rebanada esférica es
igual (336, C.° 4.°) 4 la diferencia de los volimenes de los seg-
mentos cuyas bases sean respectivamente las de la rebana-
da; determinaremos como en el problema anterior el volumen
del segmento cuya altura tiene 572, que tendrd por expresion

7 M 28 W % = 497'1m3, y el del segmento cuya altura tiene

22
2m, que es g X 4 X = — 92'1m% y restando tendremos
para volumen de la rebanada propuesta 405 °.

28. Determinar la arista homdloga de un poliedro semejante
4 otros dados que sea equivalente 4 la suma de ellos; sabiendo
que las aristas homoélogas de la serie de los poliedros semejantes
dados, son los términos de la progresién decreciente — 1 : 0'6:
0'6% : 0'6%; ... Sabemos que por ser los poliedros semejantes
setene(380), P'o IP=R + 66°=PF,} 06%=PY 1067 =—..= X
: #3, llamando P, P,, P,, P,,... X, 4 los poliedros y x 4 la
arista homéloga que nos proponemos determinar; por tanto, de
esta serie de fracciones iguales se deduce (260, 1.” Curso)
(P 4P, 4Py 4 Py+...) : (13406740654 0'6°+..) = X & 27,
pero como los numeradores son iguales, segin el enunciado, los
denominadores también lo serdn; luego #3—-1°-40'6% 4065
-+ 0'6? 4 ..., el segundo miembro de esta igualdad es la suma
de los términos de una progresion geométrica decreciente inde--
finida, cuyo primer término es uno y la razén 0’63, cuyo limite
es (391, 1. Gurso) I : (1—0'6%), por consiguiente tendremos,

r= \3/ I3 (Iﬂ—o’ﬁﬂ):\s/ 1.000 : 784 = 1'084m, efectuando
el cdlculo por logaritmos.
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929. Determinar las dimensiones de una vasija cilindrica
que tuviese doble capacidad que otra dada, sabiendo que esta
tiene por radio 0'2572, y por profundidad 0'757. Los volime-
nes respectivos de los dos cilindros estdn en la relacion de 1 : 2,
y ademds (351, C.%), 1 :2=0'25% : »*=075% : 4%, llaman_
doralradioyadla profund1dad de la vasija que vamos a encon.-
trar; luego » — 025 \/2 =0'32m, ¥ @ =190'75 \/2 —0'g5m.

30. Determinar los volimenes de la Luna y del Sol, to-
mando el de la Tierra por unidad; sabiendo que los didmetros
de la Tierra, la Luna y el Sol son proporcionales & los nime-
ros 1,3 : 11 y 112, Suponiendo la Tierra, la Luna y el Sol
esféricos, y representando sus voliimenes respectivos por T, L,

3
y S, tendremos (352), T : 1 =L (1—31-) — S :112%; de don-

de, L—=(27: 1331) T, y S = 1404928T.

31. Determinar el paralelepipedo rectingulo de mayor
volumen, entre todos los que tengan la misma drea. Llamando
S al drea constante, y a, &, ¢, las tres dimensiones, se tiene
S = 2ab + 2ac + 2bc = 2 (@b + ac + b¢); luego a?42c2 =
— ab Y ac X b¢ cuadrado del volumen, serd miximo cuando
sean iguales los factores ab, ac, dc, pero como su suma es
constante, es preciso que se tenga, ab —ac —bc, 6 a—b— ¢,
(472, 4.°, 1.“ Curso): el cubo serd, pues, el paralelepipedo
mdximo,

32. Inscribir en una esfera el mayor paralelepipedo posible.
Llamando D al didmetro de la esfera, z, 7, 2, las dimensiones del
paralelepipedo P, tendremos P2 = #2922 y como (256, C.° 1.°),
D? =22 + »% 4 5% luego el producto x#2y2z? serd un maximo
cuando #*=—=y? = 35% 6 x —y—2, siendo por tanto el cubo
el mayor paralelepipedo que puede inscribirse en una esfera.

33. Circunscribir 4 una esfera el menor cono posible. Lla-
mando x al radio de la base del cono, y, su altura, R al radio de
la esfera; el tridngulo rectangulo, cuyos catetos son el radio y la
altura del cono y la hipotenusa el lado del cono, serd semejante
al tridngulo rectangulo, cuyos catetos son el radio de la esfera
y la parte de lado del cono comprendida entre el vértice y el
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punto en que toca 4 la superficie esférica siendo la hipotenusa
la parte de altura del cono comprendida entre el vértice y el
centro de la esfera, de modo que como el cateto homélogo 4 la
altura del cono es tangente 4 la circunferencia maxima de la
esfera que pasa por el punto de contacto con la superficie esfé-
rica, tendra por expresion 1/y (y — 2R) ( 156, C.° 1.9), y por
tanto se tendra la proporcién, R ! x— 1/;7)7—_2_1-2_) y, de
donde #=R?y : (y — 2R): ahora bien, el volumen del cono

I : Figs o ice .
es -3—1: #%y, pero el minimo de esta expresidn siendo indepen-

: I 4y
diente de la cantidad constante —3—7:, se puede escribir, x2y—m,

que sustituyendo en lugar de x? el valor antes encontrado se

tiene, R?y2: (y — 2R )—m, de donde R%y2 — my | 2Rm—o,
__m+Vm? —8Rm
a5 2R3

que podemos dar 4 m es (472, 5.° 1.” Curso) m — 8R3, enton-

ces, y —m ; 2R2 = 8R? : 2R?=4R, sustituyendo ahora estos

valores de e’y en la expresién 22y — m, se tiene 22 X 4R =

(461, 1.", 1.” Curso), el menor valor

— 8RS8, x — RV 2; luego el menor cono posible que puede
circunscribirse 4 una esfera tiene por altura el cuddruplo del
radio de la esfera dada, y por radio de la base el lado del cua-
drado inscrito en uno de los cfrculos mdximos de la misma
esfera.



PARTE QUINTA.

Aspecto general de ls Geometria,

LECCION 43.

Nociones preliminares.

358. Ya sabemos (10, 1. Curso), que el aspecto general
de la Geometria estudia las leyes relativas a los hechos dela
extension, es decir, que no considera d la extensién particular
y determinada, siné 4 un conjunto de extensiones que cumplen
con una condicién, y que por tanto obedecen 4 una ley; claro
estd que la expresion de una ley que comprenda 4 varias exten-
siones, no puede expresarse con sencillez y claridad por al-
gunas de las extensiones que cumplan con las condiciones que
la ley prefija; v de aqui la necesidad de emplear otros medios
de expresi6n distintos de los que hemos hecho uso en el aspecto
particular de la Geometria; una vez que, si bien es cierto que
en €l hemos tratado de leyes sencillas 4 que obedecian ciertas
extensiones, hemos tenido que valernos del lenguaje comtin
auxiliados de los medios de expresién propios y peculiares del
mismo, medios que si alli no complicaban la exposicién, aqui—
que nos proponemos sintetizar con la mayor brevedad posible
todo lo que en aquel hemos expuesto—nos imposibilitarfan por
lo complicados y difusos, la exposicién sencilla y clara de las
importantes leyes elementales de la extensién. Las leyes de los
hechos de los nimeros se expresan por férmulas (300, 1." Curso),
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y como ya sabemos que las extensiones una vez medidas son
numeros (36, 1.” Curso); estas férmulas las hemos empleado
después de determinar la magnitud de las extensiones, determi-
nacién necesaria para el completo conocimiento de la equiva-
lencia y la semejanza. Pero como las extensiones no sélo se
pueden diferenciar en la magnitud siné que también en la posi-
cién y la figura (6); es presiso que en las férmulas que aquf
empleemos se puedan apreciar estas diferencias. Y para conse-
guirlo—como las lineas que tunicamente estudia la Geometria
elemental son, la recta y la circunferencia, habiendo determina-
do la magnitud de esta tltima considerdndola como compuesta
de un nimero indefinido de rectas—se comprende que necesite-
mos, como preliminar, conocer la manera de representar me-
diante una expresion literal no solo la magnitud siné que tam-
bién la posicién de las rectas; puesto que todas las rectas tienen
la misma figura.

359. Las diferentes posiciones que pueden tener dos rectas
en un plano son, 1. que no tengan ninglin punto comin 6 que
sean paralelas, v entonces se dice que tienen Jla misma divec-
cion; 2.2 que teniendo un punto comin sean prolongaciones
opuestas respecto del punto de encuentro, y entonces se dice
que tienen dZrecciones opuestas: y 3.% que cortandose lo hagan
perpendicular  oblicuamente, no teniendo entonces ni la misma
direccidn, ni direcciones opuestas. Para la representacion de es-
tas diversas posiciones, teniendo en cuenta lo expuesto (296,
1. Curso), nos valdremos; de su magnitud precedida de signo
mas, cuando tienen la misma direccién; de su magnitud prece-
dida del signo menos, cuando tienen direcciones opuestas; y de

su magnitud precedida del signo + /—1 6 + ¢, cuando no
tienen ni la misma direccién ni direcciones opuestas; necesita-
mos en este ultimo caso diferenciar la posicion perpendicular de
la oblicua, y esto se consigue, rcpresentando la posicién per-
pendicular por una expresion imaginaria, y la oblicua por una

expresion compleja.
Aclararemos lo expuesto para su mejor comprensién en la



forma giguiante: supongamos, ﬁgura 223, que tenemos un punto
1@‘ 223 de o'ngen,(-) ¥ que trazamos 4

4 partir de €l; una recta OA que

tenga la misma direccién que la
unidad #; otra recta de igual
longitud OA" que tenga opuesta
direccion; y por tltimo las ree-

tas de igual longitud también

OB y OB’ perpendiculares y

A : . OCy OC’ oblicuas; llamemos 4
la longitud de todas ellas @; de-
cimos que, - a representa en
magnitud y posicion la recta
4 0OA, — a representa igualmente
en magnitud y posicion 4 la

Z
?
|

(oY

2
recta OA’, @ |/ — 1 representa del mismo modo & OB,
—a)/—140B a4B)y/ —140C,ya—B Y —14d OC’
siendo « la magnitud de OD y {3 la magnitud de CD. En efecto;
1.° conteniendo OA, @ unidades y teniendo la misma direccién
que la unidad, contribuird directamente, con ese¢ nimero de
unidades, al fin que nos propongamos; luego segin el convenio
hecho (296, 1. Curso) serd una cantidad positiva que la repre-
sentaremos por - @; 2.° conteniendo OA’, @ unidades y te-
niendo direccion opuesta 4 la unidad, se opondra directamente
al fin que nos propongamos con ese nimero de unidades; luego
serd una cantidad negativa que la representaremos por — a; 3.’
conteniendo OB asi como OB, 2 unidades, y no teniendo la
misma direccién ni direccién opuesta respecto de la unidad, no

se opondrdn directamente al fin que nos proponemos ni contri-
buirdn directamente 4 este fin; luego serdn cantidades imagi-
narias, que veremos con claridad tienen que representarse

por + a )/ —1, teniendo en cuenta que OB es media propor-
cional 4 OA y OA por tener las mismas longitudes y tener la
misma posicién respecto de OB, por consiguiente tendremos,

+ata—ai—a,dedonde e, = — a2, ya=+al/—1
la expresién + @ |/"— 1 corresponde 4 OB, y — a )/ — 1




corresponde 4 OB'; 4.° conteniendo OC, y OC’, a unidades, y
no teniendo la misma direccién ni direccién opuesta respecto de
la unidad, no contribuirdn directamente al fin que nos propone-
mos ni se opondrdn directamente 4 este fin; luego serdn cantida-
des imaginarias, cuya representacién no puede ser la anterior
que solo corresponde 4 la posicion de perpendicularidad, pero que
las podremos representar por las cantidades complejas a3/ —1
4a0C,ya—B1/—1 40C’', puesto que para ir de O 4 C,
podremos ir de Od D y luego de D4 C, y para ir de O &4 C’
podremos ir de O 4 D y luego de D 4 C'.

EscoLios.—1.° Es conveniente observar que cada una de
las expresiones + @, —a, +a|)/—1 y—a|/—1, se com-
ponen cada una de dos factores que son, a X 41,2 X —1,
a X 4+ /—1,yaX —/—1, de estos factores el primero
@, expresa la magnitud de la recta y el otro expresa la direc-
cién una vez fijada la de 4 1. Por otra parte, en la figura 223,
se vé que OC y OC’ tienen la misma posicion y magnitud res-
pecto de OA, y por tanto se tiene, (a+-3 V/~1) : a—a:(a—PB V/~1),
de donde a® —of 4 (2, y a = + /2% + 32, 6 por ser solo la
longitud, @ = /0% 4 B2 que es como en los demds casos la

magnitud de las rectas OC 6 OC’ y el otro factor serfa
o I

AP = yarg VU
En cada caso al factor que expresa la magnitud de las rectas se
llama , cocficiente de magnitud, y al que expresa la direccion
de la recta, coeficiente de direccion,

2. Para terminar todo lo relativo 4 magnitud y posicion
réstanos conocer la expresion de la posicion de una recta res-
pecto de un plano 4 quien corta. Para ello sea, figura 224, P el
plano y AB la recta, trace- s
mos por B la recta BC como <. 224,
unidad de direccién y en el
plano P, la perpendicular AD
al plano, desde su pié¢ la DE
perpendicular 4 BC, y tunase
E con A; entonces AB que-
dard determinada, sabiendo
su posicién respecto de BC
en el plano ABC y la posi-
cion de este plano respecto
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del P, como la expresién de ABC respecto de P, es igual que
la de la recta AE respecto de DE, serd ¢ 4-d |/ —1I, esta ex-

presién es la longitud & de la expresidn @+ 4 |/ —1 de la rec-
ta AB; de modo que para conocer la posicion de la recta AB
respecto del plano P, basta conocer la longitud @ y la expre-

sién de AE, ¢4 d/—1, respecto de una perpendicular 4
la BC.

880, Sabiendo ya representar la magnitud y posiciéon de
las extensiones, nos resta saber representar la figura de las mis-
mas; pero como hemos visto que la figura de las extensiones
depende de los dngulos (148 y 338), necesitamos representar
mediante una expresidn literal los dngulos rectilineos, que si
para determinar su magnitud nos hemos valido de los arcos co-
rrespondientes (128, E.° 2.9), sabiendo que todos los arcos co-
rrespondientes 4 un mismo angulo son semejantes (130 y 1635),
para representarlos cualquiera que sea su magnitud de modo
que sea fdcil relacionar su expresion, con las expresiones ya co-
nocidas de las rectas, nos valemos de la siguiente propiedad.
Para un mismo dugulo se verifica que, la relacién del arco co-
rrespondicnte & su vadio es constante cualquiera que sea el radio
con que se trace el arco, asi como también las relaciones de las
Ires rectas al radio que se tracen con las condiciones siguzentes;
la 1" trazdndola desde un extremo del arco de modo que sea per-
pendicular al lado que pasa por el ofro; la 22 trazando la tan-
genle en un extremo del arco hasta que encuentre al oire lado;
la 3. trazdndola de modo que sea la parte de un lado que una el
vértice con el extremo de la langente trazada en el punto que el
otro lado corta al arco correspondiente.

En efecto, figura 225, las relaciones; BO : CO=B'0’ : CO'

-ﬁj 225 AB: CO':::A 'B": C(?’,DO t

y VICO=D'Q« 004 v.CD2ED

2_# —=CD':CO' son evidentes

_,,'9’,3’ (150 y 165); de aqui resulta

que podemos tomar para arco
correspondiente d un dngulo
& | un arco trazado con un radio

cualquiera, y que las tres rec-
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tas cuyas relaciones con los radios son las mismas para un mis-
mo angulo podemos también tomarlas relaciondndolas con el
radio del arco correspondiente que mds nos convenga. Esto hace
que tomemos para arco correspondiente 4 un angulo el trazado
con un radio igual 4 la unidad, y que por tanto las tres rectas
al dividirlas por la unidad nos dén por cociente ellas mismas.
Estas rectas que dependen, como los arcos correspondientes, de
los dngulos respectivos son las que se sustituyen por los dngu-
los; por lo cual se llaman lineas gonométricas 6 trigonométricas;
pues hemos visto (354) que la figura fundamental de la Geome-
tria es el tridngulo.

881. Las leyes de los hechos de la extension, tienen por ob-
jeto calcular los elementos desconocidos de una figura, mediante
los elementos conocidos de la misma, que la determinan,

362. Como todas las figuras en Planimetria se pueden refe-
rir al tridngulo rectilineo, asi como en Estereometrfa al tridngulo
esférico; de aqui el que el aspecto general de la Geometria se
divida en dos partes una que se ocupe de la resolucién de los
triangulos rectilineos & que se llama 7rigonometria rectilinea , y
otra que se ocupe de la resolucion de los tridngulos esféricos
que se llama 7rigonometria esférica, pero como esta resolucion
necesita el conocimiento de las Zineas trigonométricas, debemos
anteponer 4 esas dos partes la referente 4 las mismas; por con-
siguiente, el cuadro sintético de la divisién del aspecto general
es el siguiente.

ASPECTO GENERAL DE LA GEOMETRIA.,

Lineas trigonométricas.

b=
i

Trigonometria) = ( Trigonometria

Mmalrie

Aplinacion

[
i

e

= t rectilinea. |\ ( esférica.

363. Como las lineas trigonométricas las hemos referido 4
los arcos: de aqui el que tengamos necesidad de determinar la
posicién de los mismos, puesto que conocemos ya su magnitud.
Para ello, figura 226, se acostumbra 4 trazar dos diametros
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perpendiculares en un cfrculo
tales como AA’ y BB’ y lla.
mando al AA" didmetro hori-
zontal y al BB’ vertical; se lla-
ma origen de arcos, al extremo
derecho A, del didmetro hori-
zontal y origen de los comple-
mentos de los arcos, al extremo
superior B, del didmetro verti-
cal; siendo positivos los arcos
trazados en la direccion del ori-
gen de los arcos al origen de

los complementos, y negativos los que tienen direccion opuesta.
364. ARCOS COMPLEMENTARIOS, son los que su suma
literal es un cuadrante. Como AC' — BC',
ARCOS SUPLEMENTARIOS, son los que su suma literal es
una semictrcunferencia. Como AC 4 CA'.
Los arcos complementarios tienen la propiedad de tener el

mismo éxtremo.

L P



LIBRO PRIMERO

Lineas trigonométricas.

CAPITULO I

Relaciones entre las lineas trigonométricas.

LECCION 44.

Lineas trigonométricas de un arco.

365. LINEAS TRIGONOMETRICAS, son reclas cuyo valor
depende del dngulo en que estdn irazadas, ¢ del arco corres-

pondiente & este dngulo.

Las principales son; seno, tangente y secante. A estas lineas
se las suele llamar también funciones circulares, por mds que
son un caso particular de ellas; de modo que las lineas trigono-
métricas se diferencian de las funciones circulares en que son un
caso particular de estas; por otra parte las lineas trigonométri-
cas tienen un origen puramente geométrico, mientras que las
funciones circulares su origen es algébrico.

888 SENO, es la perpendicular trasada desde el extremo

de un arco al didmetro que
pasa por el origen. Como CD
en la figura 227.
TANGENTE, es la parte de
langente trazada en el ori-
gende un arco, y comprendi-
da entre el origen y el didme-
troprolongada que pasa por €l
extremo del arco. Como AE.
SECANTE, es la recla com
prendida entre ¢l centro de
un arco y el extremo de su
tangente, Como OL.

L9 227 y
A |
4 7 ('\
_/{ i j 7 y .14
"
d_’.f: ——,/Cw
Z
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Estas lineas se representan abreviadamente, anteponiendo
4 la letra 6 letras con que se exprese el dngulo 6 el arco, las no-
taciones; sn, g, sc. Asf las lineas trigonométricas del dngulo
AQC 6 de su arco correspondiente AC figura 226, llamando «
4 la medida del dngulo 6 arco; se representan abreviadamente
por las notaciones; s»a, iga, sca.

867. COLINEAS TRIGONOMETRICAS DE UN ARCO, son las
lineas trigonomricas del arco complementario. Las principales
son, coseno, cotangente y cosecante; que se representan abrevia-
damente, anteponiendo 4 la letra ¢ letras con que se expresa el
arco, las notaciones; csn, ¢tg, csc. Asi el coseno del arco AC,
figura 227, seria el seno de su complemento BC 6 CF; la cotan-
gente seria la tangente de BC 6 BG; y la cosecante serfa la se-
cante de BC 6 OG: que llamando « la medida del arco AC, las
representarfamos abreviadamente por las notaciones csna,
ciga, csca.

EscoL1o.—Ademads de las lineas y colineas trigonométri-
cas principales que hemos definido, hay otras tres lineas auxi-
liares con sus correspondientes colineas, ¢ lineas de Mendoza
por ser este célebre matematico espaol el primero que empled
en sus Zablas de Navegacion las dos tltimas, que son; senover-
so, verso y subverso las lineas, cosenoverso, coverso y subco-
verso las colineas. Senoverso de un arco, es la parte de did-
metro comprendida entre el pie de su senoy el origen. Verso
de un arco, es la mitad del senoverso del mismo. Como 4 AD.
Cosenoverso de un arco, es el senoverso del complemento.
Como FB. Coverso de un arco, es el verso de su comple-
mento. Como %+ ¥B. Subcoverso de un arco, es el verso de su
complemento 4 270°. Como 4 B'F — 4 F'B. La unidad de
direccién para las lineas y colineas es OA. En esencia no hay
mds que una linea principal que es el seno; ni mds que una co-
linea principal que es, €l coseno; pues como ya veremos todas
las demds lineas y colineas se pueden obtener mediante estas.

868. Las lineas y colineas trigonométricas de un arco si
tiene el extremo; 1.° en el primer cuadrante son todas positivas,
ya reales 6 imaginarias; 2.° en el segundo cuadrante, son el
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seno, Senoverso, verso, subverso, cosenoverso, coverso y sub-
coverso positivas, y las restantes lineas y colineas negativas, ya
reales 6 imaginarias; 3.” en el tercer cuadrante, son la tangente,
secante, senoverso, verso, subverso y sus colineas positivas, y
el seno y coseno negativas, ya reales & imaginarias; 4.° en el
cuarto cuadrante, son el coseno, senoversoy su colinea, verso
su colinea, subverso y su colinea, positivas, y las restantes li-
neas y colineas negativas, ya reales ¢ imaginarias,

En efecto, figura 227, como la unidad de direccion para
las lineas y colineas es OA, en virtud de (359 y 360), se tie-
ne; 1.9 para el arco AC cuyo extremo C estd en el primer cua-
drante, su AC —= DC linea positiva é imaginaria, f& AC — AE,
linea positiva ¢ imaginaria, s¢ AC— OE, linea positiva y com--
pleja, sw-vr AC —= DA, linea positiva, v» AC =4 DA, linea
positiva, szr AC — 41 D'A, linea positiva, e¢su AC—= FC, co-
linea positiva, cg AC =BG colinea positiva, cse AC = 0G
colinea positiva, esn-z» AC — FB colinea positiva ¢ imagi-
ndria, cvr AC — 1 FB colinea positiva é imaginaria, y por dul-
timo scor AC — 4 F'B colinea positiva é imaginaria, es decir,
que todas las lineas y colineas del primer cuadrante son posi-
tivas; 2.° para el arco AC’ cuyo extremo C’ estd en el segundo
cuadrante, sz AC'=D’'C’' linea positiva ¢ imaginaria, sn-v»
AC" == D'A linea positiva, » AC'= 4% D'A linea positiva,
sorAC'—%} DA linea positiva, csn-vr AC'—EB colinea positiva
¢ imaginaria, cor AC' — & FB colinea positiva ¢ imaginaria,
scor AC' — } F'B colinea positiva ¢ imaginaria, csnAC'=FC'
colfnea negativa, eAC’' — AE’ linea negativa ¢ imaginaria,
s¢ AC' = OE, linea negativa y compleja, czg AC' — BG’ coli-
nea negativa, cscAC’ — OG’ colinea negativa y compleja;
3.9 para elarco AC” cuyo extremo C” estd en el tercer cua-
drante, z& AC" — AE linea positiva ¢ imaginaria, scAC"—0OE
linea positiva y compleja, snor AC" == D'A linea positiva,
vr AC"—} D'A linea positiva, sz» AC” — § DA linea positiva,
ctg AC” =BG colinea positiva, csc AC"=0G colinea positiva
y compleja, esnor AC" ==F'B colinea positiva ¢ imaginaria,
cor AC" — 4 FB colinea positiva ¢ imaginaria, sc-or AC" =



—322—

F

— 4 FB colfnea positiva ¢ imaginaria, s» AC”" — D'C”
linea negativa ¢ imaginaria, y csnAC” —= F'C” colinea negativa;
4.° para el arco AC" cuyo extremo C" estd en el cuarto cua-
drante, csnAC" —=F'C" colinea positiva sz-orAC" = DA lfnea
positiva, esn-v» AC"—=F 'B colinea positiva € imaginaria, v AC"
— } DA linea positiva, cz»-AC"” =% F'B colinea positiva é
imaginaria, su7AC”"— } D'A lfnea positiva, scur AC" =% FB
colinea positiva ¢ imaginaria, s# AC"” —=DC" linea negativa é
imaginaria, & AC"-=—AE' linea negativa ¢ imaginaria, sc AC"—=
— OE' linea negativa y compleja, c¢zg AC"” —=BG' colinea ne-
gativa, y esc AC" = OG’ colinea negativa y compleja. Todo lo
cual estd conforme con el enunciado en todas sus partes.

EscoL10S.—1. Debemos hacer notar que conocida la
unidad de direccion sabemos (359), que toda perpendicular 4 la
unidad de direccién es imaginaria y toda oblicua es compleja;
siendo por tanto, lo mds interesante conocer cudndo las lineas y
colineas son positivas 6 negativas, lo que se consigue con la si-
guiente Regla. Las lineas trigonométricas son positivas cuando
estidn en el didmetro horizontal 6 encima de él, y negativas cuan-
do estén debajo; las colineas trigonométricas son positivas cuando
estin en el didmetro vertical 6 & su derecha, y negativas cuando
estan & su isquierda. Por esto las lineas y colineas auxiliares
son siempre positivas,

2. Por la simple inspeccion de la figura 227, se vé que el
coseno de cualquier arco es siempre igual 4 la parte de didmetro
comprendido entre el centro y el pie del seno

369. Las lineas y colineas trigonométricas principales de
un arco cualquiera, pueden expresarse en magnitud por las del
primer cuadrante.

En efecto, figura 227; las lineas y colineas trigonométricas
principales de los arcos AC’, AC”, AC", son iguales en magni-
tud 4 las del arco AC, 6 por lados opuestos de rectangulo 6 por
lados homélogos de tridngulos iguales.

COROLARI0.—Las lineas y colineas trigonométricas princi-
pales de un arco cualquiera, pueden expresarse en su magnitud
por las de un arco menor que 45°. Puesto que siendo iguales en



—323—
magnitud 4 las del primer cuadrante, como todo arco mayor
que 45° tiene por complemento otro menor que 435°% todas se
pueden expresar por las de uno menor que 45°.

370. Las lineas y colineas trigonométricas de un arco no
se alteran porque se afiadan 4 este arco una 6 mds circunfe-
rencias.

En efecto, las lineas y colineas trigonométricas de un arco
dependen de su extremo, y como éste no varia porque se
agregue al arco una 6 mds circunferencias, sus lineas y colineas
tampoco variardn. Asf siendo 7 un niimero entero cualquiera y
a la medida de un arco cualquiera, 2mm -+ a, expresard un
arco compuesto de un nimero 7z de circunferencias y del arco a;
puesto que ya sabemos 2=R representa la circunferencia y como
aquf el radio es la unidad la circunferencia se expresa por 2.

CorOLARIO.—Las lineas y colineas trigonométricas princi-
pales de un arco cualquiera, no varfan en magnitud cuando se
agrega al arco un nimero impar de semicircunferencias; pero
el seno y el coseno varfan de signo. Puesto que si al arco AC
de la figura 227 se le agrega, una semicircunferencia tendremos
el arco AC” en que se verifica el corolario; pero agregando
ahora un mimero cualquiera de circunferencias las lineas y colf-
neas no varfan, luego el corolario subsiste cunalquiera que sea
el mimero impar de semicircunferencias que se agreguen al arco.

871. Las lineas y colineas trigonométricas principales de
un arco negativo, son iguales en magnitud 4 las del mismo
arco tomado positivamente; pero tienen distinto signo, excepto
el coseno que tiene el mismo.

En efecto, figura 227, AC" contado de A 4 B’ serd un
arco negativo, que por ser igual en magnitud al arco positivo
AC 4 que representamos por «, le expresaremos por—a; ahora
bien las lineas y colineas trigonométricas principales del arco

AC" son, sn (—a)=DC" =—DC=— sna, g (—a)=
—=AE'—=— AE —= — fga, sc (—a) = OE' ——OE = — sca;
esn (—a) = OD = csna, ctg (—a) = BG'=—BG =— ciga,
esc (—a) = 0G' = — OG = — csca.
EscoL1o.—Es conveniente observar, }_.f__gue los arcos,
( S 21
N \ 2



—324—
figura 227, AC’, AC", AC", pueden expresarse llamando «, la
medida del arco AC, en la forma siguiente AC' == — q,
AC" =n+4a, AC" =2rn — a; 2.° que los arcos suplemen-
tarios tales como @ y n — a2, 6 —a y ®+a, tienen sus senos
coversos y subcoversos iguales; 3.° que el versoy subverso de
un arco negativo es igual al del mismo arco tomado positiva-
mente, pero el coverso y subcoverso son respectivamente igua-
les el coverso al subcoverso, y el subcoverso al verso del
mismo arco tomado positivamente; pues se tiene, v (—a) =
—31 DA —=uora, svr(— a) =3 A'D =4 D'A — svra, cor( —a)=
—4+F'B=34B'F =scvra,y scor(—a)=4B'F' =4 FB=
—cura; y 4.° que en el primer cuadrante una linea ¢ colinea
cualesquiera determina el arco, en el 2.° hay que exceptuar el
seno coverso y subcoverso, en el 3.° hay necesidad de dos que
no sean la tangente y cotangente, y en el 4.° dos no siendo el
coseno, verso y subverso.

372. Hallar la relacién que existe entre el coeficiente de
direccién de una recta y el dngulo que esta forma con la unidad
de direccion. Sea la recta dada OC, figura 227, cuya expresion

esao-+ P/ —1, y su coeficiente de direccién

el
% a+ 4 S ;;M /' — 1 (359, E.°), tracemos hacien-
ge o

do centro en O con un radio igual 4 |/a% 4 B2—1, el arco
AC — a correspondiente al dngulo AOC, el seno de a serd

B/ —1 yel coseno «, y las magnitudes csna, sna, seran res-
pectivamente o y [3; Iuego L ] |/— I —csna -+ l/"“ I sna, y

S A T SRR AOC +1/—1 snAOC,
- —I=—cs% SNy
Va2 4 B2 Va'*+“

igualdad que resuelve el problema y que por ser /a2 F B2=1,

: - + ¢ V —1—=csna+ |/ —1 sna,
‘/aa,__*_:jsa V“a _[_ 1@2

se tiene,




LECCION 45.

Relacliones entre las lineas y colineas trigonométricas
de un arco.

878. El seno de un arco menor que un cuadrante, es igual
en magnitud 4 la mitad de la cuerda del arco duplo.

En efecto, figura 227, sea AC un arco y su seno CD; pro-
longando esta recta hasta C"” punto en que encuentra 4 la cir-
cunferencia se tiene; que la longitud del arco AC es igual 4 la
de AC’ (103), siendo por consiguiente el arco CAC" duplo del
arco AC, del mismo modo CD es igual 4 C"D, siendo por tan-
to CD mitad de CC" cuerda del arco CAC": de modo que la
magnitud del seno CD del arco AC es igual 4 la mitad de la
cuerda del arco duplo.

374. Las relaciones entre las magnitudes de las lineas
y colineas trigonométricas principales de un arco cualquiera
son; 1.2 sn%a 4 csna — 1; 22 fga—sna: csna; 3.2 clga=—
= csna | Sna; 4.2 sca =1 : csna; y 5.2 csca = 1 : sna.

En efecto, figura 227, siendo AC el arco cuya medida
es a, se tiene; 1.° 1 = sn2z + csna, 6 bien, sna + csn?a =1,
(372); 2.° en los tridngulos semejantes OAE y ODC, fga—
—sna i csna,y sca —1 ; csna;y 3.° en los triangulos semejan-
tes OBG, y OFC, ciga—csna : sna, y csca =1 : sna: pero co-
mo las magnitudes de las lineas y colineas principales de un
arco cualquiera, son iguales 4 las del primer cuadrante (369);
las relaciones obtenidas para un arco del primer cuadrante, son
las mismas para un arco cualquiera.

COROLARIO. —Las magnitudes de las colineas principales de
un arco cualquiera, son reciprocas; €l coseno de la secante; la
cotangente de la tangente; y la cosecante del seno. Puesto que
la relacién cuarta se tiene, csna — 1 & sca; de la segunda y ter-
cera multiplicindolas, #ga X cfga— 1, 6 bien, clga—1 . iga;
¥ la quinta nos da directamente ¢csca — 1 : sna.

EscoL1os.—1.° Por la simple inspeccién de las cinco rela-



.—325_.
ciones del teorema se vé que todas las lineas y colineas princi-
pales dependen del seno y su colinea el coseno, tinicas que en
esencia se pueden considerar como principales.

2.° Las relaciones entre las magnitudes de las lineas y colf-
neas principales de un arco cualquiera, se transforman en rela-
ciones entre las mismas lineas y colineas, observando; que el
coseno y cotangente no pudiendo ser mds que positivos 6 nega-
tivos, se expresan por sus magnitudes afectadas de los signos
més 6 ménos; que aun cuando el seno, tangente, secante y co-
secante son las dos primeras imaginarias, y las dos dltimas com-
plejas, como ademds pueden ser positivas O negativas: se
podran establecer para no confundirnos las siguientes relaciones;
Csna= csna, Clga=ctga, Sna—sna X {/—1, Tga = tga X
XV —1 , Sca—sca (csna 4 \/—1 sna), Csca = csca (csna +
~+ /—1 sna), de donde, las relaciones entre las lineas y coli-
neas de un arco cualquiera son; 1.2 Csn?a— Sna=1; 2.2
Tga—= Sna : Csna; 3.2 Cliga— Csna : \/—1 Sna; 4.* Sca—
—=(Csna—+Sna) : Csnay 5."* Csca—(Csna+ Sna) /' —1 : Sna.

3. Las relaciones entre las lineas y colineas trigonomé-
tricas auxiliares de un arco cualquiera son; 1.* Sz-vra—1 —
— Csna; 2 Csn -~ vra = |/ —1 ;: Sna; 32 Vea= (1 —
— Csna) : 2; 4% Cora—=/— 1 : 2Sna; §2 Svra=— (1 +
+ Gsna) : 2;y 62 Scora— (1 — /— Sna) : 2.

4. En Geometria siempre se supone que el radio es igual
4 la unidad, pero si fuese un radio cualquiera, bastarfa poner
en las férmulas en lugar de cada linea 6 colinea trigonométrica
su relacion al radio (360).

375. PROBLEMAS.—1.° Hallar las lineas y colineas trigo-
nométricas de un arco conociendo el seno. Para ello de la 1.*
relaciéon del teorema anterior se obtiene esna — ;/ 1 — snta,
sustituyendo este valor del coseno en la 2.2, 3.2, y 4.* queda
resuelto el problema.

2.° Hallar las lineas y colfneas trigonométricas de un arco,
conociendo el coseno. Se resuelve como el anterior, sin mds
que despejar en la 1.2 relacién en lugar del coseno el seno.



3. Hallar las lineas y colineas trigonométricas de un arco,
conociendo la tangente. Para resolver este problema, se eleva

al cuadrado la segunda relacién y al resultado se le suma 4 sus
dos miembros la unidad teniendo,

groy snia esnla - sn2a 1
1 tg%a — I+csn3a — =T = de donde,
I lea
ESHA T/ e lgaccshee—————— |
Vi+ %2 Vi+ 2%
sca=\1+12g%a, y csca = Vitigta .
laga

4. Hallar las lineas y colineas trigonométricas de un arco,
conociendo la cotangente. Se resuelve como el anterior sin mas
que tomar como punto de partida la relacidn tercera.

5. Hallar las lineas y colineas trigonométricas de un arco,
conociendo la secante. Conocida la secante por la relacion cuarta
se conoce el coseno, que sustituido en la primera nos dard el
seno, y sustituidos estos valores de las restantes tendremos las
demds lineas y colineas trigonométricas.

6. Hallar las lineas y colineas trigonométricas de un arco,
conociendo la cosecante. Se resuelve como el anterior, sin mas
que conocer primero el seno que el coseno.

7.° Hallar las lineas y colineas trigonométricas de los arcos
de, 30° 4359 vy 18°% Se resuelve este problema, teniendo en
cuenta lo expuesto (373 y 175, 176, 177, E° 1.%), en la forma
siguiente; 1.° 57 30° == csn# 60° = 4§, y por el primer problema

sne-300 = sn 60" = V_2§ yio 30 = clgGoli= % yclg 307 =

=t 60° =\ 3, 5c 30" = s 600 = # ,V csc 30°—=sc 60°

3
= oy SN = sl 45% = VT , ¥ como antes, & 45° =¢lg

450 =1,y sc 45° —esc 45° =V 2;y 3.° sn 18° = esm 720 =

= 1/5___1, y como en las anteriores, esz 18° = sn 72° = %
4 —

TR aE Xas SV-5
ViV s rist = 72°= __4_\/*
ol S VT E, 0 _"M. s Se i8S 29— Vil .Y

1—5V's 31 5

, G 18" — g

cse 18° = s¢c 72° = \/5.
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EscoLio.—Hemos resuelto los problemas para las magni-
tudes pero en virtud del escolio segundo del nimero anterior no
ofrece dificultad pasar de las magnitudes de las lineas y colineas
4 ellas mismas. Como hemos visto, que las lineas y colfneas tri-
gonométricas auxiliares no dependen mds que de el senoy el
coseno, no nos hemos entretenido en determinarlas en los pro-
blemas por ser sumamente sencillas.

LECCION 46

variaciones de las lineas ¥ colineas trigonomeétricas.

3768. Como la circunferencia es una curva cerrada reentrante
en si misma, claro estd que los arcos 4 contar desde el origen
pueden variar tomando todos los valores desde o 4--00, y desde
0 4—o00; por lo cual nos conviene examinar las variaciones que
experimentan las lineas y colineas trigonométricas cuando va-
rian los arcos.

877. Las variaciones que experimentan en su magnitud las
lineas y colineas trigonométricas principales de un arco, cuando
este varfa desde cero 4 infinito y desde cero 4 menos infinito,
son; I.° de cero 4 uno, el seno y coseno; 2.° de cero 4 infinito,
la tangente y cotangente; y 3.° de uno 4 infinito, la secante y
cosecante,

En efecto, figura 227, tenemos: 1.° s#0=—0, esn0=—1;
SHQe%2==/1, cs#H 90% =0, s 1800 =0, csn 1809—1; sp 2707 =
= 1,c5n270°=0: 2. {g 0=—0, ¢lg 0= 00; %z Q0° == 00, Cig
90°—o0; g 180°—0, cfg 180°=00, Zg 270°=—00, cig 270°=o0:
3 S0 T, 650 00; SC00°==00; c5c00° == 1 £ 180°P=T,
¢sc 180° == 00; s¢270° =00, ¢s5¢270°==1: y como el arco
de 360° 6 2x tiene los mismos extremos que el arco cero,y
ademds las lineas y colineas trigonométricas, no varfan cuando
se agrega 4 su arco un nimero entero cualquiera de circunfe-

rencias positivas 6 negativas, queda demostrado el teorema en
todas sus partes.
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COROLARTO.—Las variaciones que experimentan las lineas
y colineas trigonométricas principales de un arco, cuando este
varfa desde cero 4 infinito y desde cero 4 menos infinito, son;
1.° de +74—7, el seno; 2.° de414—1, el coseno; 3.°
de 4- 0074 — o0 7, la tangente; 4.° de 4 00 4 — 00, la cotan-
gente; 5.° de 1 4 007y de 1 4 —007, la secante; y 6.°
de+o007d -+ iy de—o0074a-47, la cosecante. Pues de las
igualdades anteriores, se tiene (374, E.° 2.°); 1.° Sno—o,
Sngo® =1z, Sn 180° =0, Sn 270°—=—17; 2.° Csno—1, Csn
90°=o0, Csn180°——1, Csn270°—0;3.° Tgo—o, Tg
90’ =o0027, 7g180"=0, Tg 270° =—o00 7; 4.° Cig 0 =00,
Cirgo"—o0, Ciz 180" =—o00, Cizr270°—0; 5.° Sco=—1,
Sc9o’=o0 7, S¢ 180°=1, Sc 270°—=—007; y 6.° Csc 0—007%,
Cse 90 =4, Csc 180" —— 002, Csc 270 ='t.

378. PROBLEMAS.—-1.° Hallar la expresién general de los ar-
cos que tienen el mismo seno, Este problema, teniendo en cuenta
lo expuesto (350 y 368, E.° 1.°), se resuelve en la forma siguien-
te; puesto que la expresién general del seno es + # |/ — 1, toma-
remos, figura 227, 4 partir del centro sobre el didmetro verti-
cal, encima y debajo del didmetro horizontal, una longitud
OF = OF' —#, trazaremos después por los puntos F y F', las
paralelas CC" y C"C" al didmetro horizontal, y entonces los
arcos cuyos extremos son C, C’, C” y C" todos tienen por seno
la magnitud #: pero llamando 4 la magnitud del arco AC, a;
los arcos que tengan el mismo extremo que el arco AC, tienen
por expresién 2m™ - a; los que tengan el mismo extremo que
el AC’, como AC' es igual 4 © — g, tienen por expresién
(2m + 1) = — a; los que tengan el mismo extremo que el AC”,
como AC” — -+ a, tienen por expresién (2m -4 1) = -} a,
y los que tengan el mismo extremo que el AC", como AC" —
— 2. —a, tienen por expresién 2= — a: por consiguiente las
expresiones que resuelven el problema son; 2m=™ + @, y (2m -
-+ 1) = = g, siendo & la magnitud del menor arco positivo, 7 un
mimero entero cualquiera positivo 6 negativo incluso cero, y
tomando el signo mds de la primera con el ménos de la se-



gunda para el positivo, y el ménos de la primera con el mds
de la segunda para el negativo.

2.° Hallar la expresion general de los arcos que tienen el
mismo coseno. Puesto que la expresién general del coseno es 47,
tomaremos 4 partir del centro sobre el didmetro horizontal &
derecha é izquierda del didmetro vertical, una longitud OD —
— OD' — , trazaremos después por los puntos D y D', las pa-
ralelas CC"” y C'C" al didmetro vertical; y entonces los arcos
cuyos extremos son C, C*, C” y C" todos tienen por coseno la
magnitud #: pero llamando 4 la magnitud del arco AC, a; los
arcos que tenga el mismo extremo que el arco AC, tienen por
expresion 2mn—-a; los que tengan el mismo extremo que el
AC', (zm+1)r—a; los que tengan el mismo extremo que el
AC", (2m < 1) = < a; y los que tengan el mismo extremo que
el AC", 2mn — a; por consiguiente las expresiones que resuel-
ven el problema son 2m= + 2, para el positivo, y (2m -+ 1)r+a,
para el negativo.

3. Hallar la expresién general de los arcos que tienen la
misma tangente. Puesto que la expresion general de la tangente
es+n\—I, tomaremos 4 partir del origen de la linea sobre la
tangente trazada en él, encima y debajo del didmetro horizon-
tal, una longitud AE — AE’ =, trazaremos después por los
puntos E y E’ las rectas EO y E'O que cortan a la circunfe-
rencia en los puntos C, C”, C" y C'; y entonces los arcos cuyos
extremos son C, C’, C” y C” todos tienen por tangente la
magnitud #: pero llamando 4 la magnitud del arco AC, a; los
arcos que tengan el mismo extremo que el arco AC, tienen por
expresion 2mm —+ a; los que tengan el mismo extremo que el
AC" tienen por expresién (2m - 1) = 4 a; los que tengan el
mismo extremo que el AC’, tienen por expresién (2m—--1)r—a;
los que tengan el mismo extremo que el AC", tienen por expre-
sién 2mm—a: por consiguiente las expresiones que resuelven el
problema son; mr 4 a, para la positiva, y mn—a, para la ne-
gativa,

4.° Hallar la expresién general de los arcos que tienen la
misma cotangente. Puesto que la expresién general de la cotan-
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gente es + #, tomaremos 4 partir del orfgen de las colfneas sobre
la tangente trazada en él, 4 derecha é izquierda del didmetro
vertical, una longitud BG = BG' = #, trazaremos después por
los puntos G y G’, las rectas GO y G’O que cortan 4 la circun-
ferencia en los puntos C y C", C' y C"; y entonces los arcos
cuyos extremos son C, C' C”" y C" todos tienen por cotan-
gente la magnitud #: pero llamando 4 la magnitud del arco
AC, a; los arcos que tengan el mismo extremo que el arco AC,
tienen por expresion 2msn - a; los que tengan el mismo extre-
mo que el arco AC”, tienen por expresién (2m 4 1) = 4 a; los
que tengan el mismo extremo que el arco AC’, tienen por ex-
presion (2m —- 1) =—a; los que tengan el mismo extremo que
el arco AC", tienen por expresién 2mm —a; por consiguiente
las expresiones que resuelven el problema son; mr 4+ @; para la
positiva, y mm—a, para la negativa.

5.° Hallar la expresién general de los arcos que tienen la

misma secante 6 la misma cosecante. Puesto que la expresion

general de las secantes y cosecantes es 141/ —1 y |/ —1 =+ 7,
seguirdn la misma ley que las tangentes y cotangentes; siendo
por consiguiente las expresiones que resuelven el problema;
mm - a, para las positivas, y m~—a, para las negativas.

LECCION 47,

Operaciones con los arcos ¥ sus lineas
trigonométricas.

879. Si sumamos dos arcos cuyas magnitudes sean a y &,
tendremos las igualdades siguientes; 1.2 sz(a-+6) =sna csnb+
+ csna snb; y 2." csn(a—+b)= csna csnb — sna snb.

En efecto, figura 228, sean

AC y AD dos arcos cuales-
quiera cuyas magnitudes re-
presentaremos por 2 y 4, y
AE la suma de estos dos ar-
cos cuya magnitud serd a-6&;
entonces tendremos, AO=—1,
OC = ¢csna+V — 1 sna,
OD = csnb + \/ — 1 snb'y
OE = csnfa—+8) +v/—1 sn
(a-+&): pero por ser la posi-
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cién OE respecto de OC, la misma que la de OD respecto de
OA, sfendo ademds sus magnitudes iguales, se tiene la propor-
cion, [ csn(a -+ 8) + 1/ — 1 sn(a+0)| : [csna 41/ —1 sna]=
—(csnb+-V/—1 sub) : 1, de donde se tiene csn (a+6)+/—1
sn(a— b)=(csna+ V/— 1sna) (esnb + V/ — 1 snb) = csna
csnb — sna snb 4 /— 1 sna csnb + / —1 csna snb,y por G-
timo (371, C.° 2.° 1.” Curso); esn (a4-b) =csna csnb—sna snb,
sn(a—+ 6) = sna csnb + csna snb, que son las igualdades que
nos proponfamos demostrar.
COROLARIOS.—1.” Si restamos dos arcos cuyas magnitu-

des seana y 4, tendremos las igualdades siguientes; 1.* sz /a—5)
= sna csnb—csna snb;y 2. esnfa —b) = csnacsnb + sna snb,
Puesto que si en las igualdades del teorema, ponemos en lugar
de &,— &, se obtienen las igualdades del enunciado (371).

2.° Si sumamos dos arcos cuyas magnitudes sean 2 y 4, ten-
dremos las siguientes igualdades; % (a4 6 )= (iga + g6 )
(1—tgatgh); y22clg(a+ b)=/(8gacigh—1): (clga+
-+ cteb ).
, _ sn(a+b) _
Pues sabemos (374 2.%), g (a+46) = e
__ Snaq csnb - csna snb loa -+ lgh :

T csna csnb — sna snb 1 i ég’;zgtgb s SUSHEIERCD, S
garde su(a-+ b))y esnfa— &) sus valores, y dividiendo los
dos términos de la fraccién resultante por ecsna csnd; del mismo
5 _csufa+6)
modo (374, 3.3), ctg (a+ b )= i e A
. csna csnb — sna snb __ clga clgh — 1
T sna csnb +-csna snb T clga + clgh
garde csn(a-06)y sn a6 ) sus valores y dividiendo los
dos términos de la fraccion resultante por snasné. 3.° Si restamos
dos arcos cuyas magnitudes sean a y &, tendremos las siguientes
igualdades: 1." 4g (a— &) = (tga—1igd) » (14-tgatgh); y 22
clg (@—0b)=( 1+-ciga ctgh ) : (cigb—ciga). Pues no tendriamos
mds que poner 4 en lugar de 4, en las igualdades del coro-
lario anterior.

, sustituyendo en lu-
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4.° Sisumamos dos arcos cuyas magnitudes sean 2 y &, ten-
dremos las siguientes igualdades; sc (@ <+ 6 )=sca scb csca csch
: (csca escb —sca scb );y 2.2 esc (a4 b6) = sca scb csca esch +
t ( sca cseb +- csca sch ). Pues sabemos (374, 4.%), sc (a4 b)=
T on(a+b) T csnacsnb— sna snb
300 I __ scaschescacsch

T I tsca sch— 1% csca csch T csca csch — sca scb’
sustituyendo en lugar de csz (@ - & ) su valor, poniendo en vez
de los senos y cosenos sus reciprocos (374, C.°), efectuando la
sustraccién en el denominador de las fracciones resultantes, y
por tltimo la division de la unidad por la fraccién que resulta;

del mismo modo (374, 5.%) esc (@ + &) = m(a-—i—éﬂ

I I
sna csné -+ csna swb 1 : csca scb + 1 3 sca esch
sca sch csca csch
" sca esch - csca scb

, sustituyendo en lugar de sn/a—-6)

su valor, poniendo en vez de los senos y cosenos sus reciprocos
(374, C.%), efectuando la suma en el denominador de las fraccio-
nes resultantes, y por ultimo la divisiéon de la unidad por la
fraccién que resulta.

5. Si restamos dos arcos cuyas magnitudes sean 2 y &, ten-
dremos las siguientes igualdades; 1." s¢ (@— b ) = sca scb csca
¢sch L ( sca scb 4 csca csch); y 2. csc (@ — &) = sca scb csca
cseb & (sca csch — csca scb). Pues no tendriamos mds que po-
ner — & en lugar de &, en las igualdades del corolario anterior.

Escor1o.—Las férmulas obtenidas son para simples sumas
de arcos, pero como sabemos (91, 3.* 1.*" Curso) que una com-
binacién de sumas se efectiian mediante la misma regla que una
simple suma, podrfamos determinar férmulas para sumas de tres
6 mds arcos: asi si quisiéramos obtener la férmula del seno de
la suma de tres arcos cuyas magnitudes sean @, & y ¢, tendrfa-
mos; sn(a+4b+c)=snfatb)csnccsn(a+b) snc—

— (sna csnb + csna snb ) csnc + (csna csnb — sna snb Jsne =
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= sna csnb csnc + csna snb csne + csna csnb sne — sna snb sne;
del mismo modo procederfamos si fuesen mas arcos y con las
demds lineas y colineas trigonométricas.

380. Sise duplica un arco cuya magnitud sea @, tendre-
mos las siguientes igualdades; 1.2 sn2a — 2sna csna; 2.4 csn a—=
=csn2a—snla; 3.2 fg2a = 2tga i (1 —1g%a); 4" clgza—=
= (clgta — 1) : 2clga; 5.2 scca=sc?a csc?a : (cscPa—scPa );
y 6.* cse 2a = sca csca § 2.

En efecto, si en las formulas obtenidas en el nimero ante-
rior ponemos en lugar de 4, a, s¢ obtiene; 1.°de sz (a + 6 )=
— sna csnb + csna snb, sn 2a = 25na csna; 2.° de csn (a4 8)
=csna csnb — sna snb, csn 2a = csna—sn?a; 3.° de ig (a+6)
=(tgatigb): (1 —tgatgd), tr2a=2lga : (1 — lg%a);
4°declg (a4 )= (clga clgb— 1) : (ciga - clgh ), ctg 2a=
= (clg*a—1) : 2ciga; 5.° de sc ( a + b ) = sca scb csca esch
(¢sca esch — sca scb ), sc 2a = sc®a es®a : (csc®a—sc?a); y
6.° de ¢sc (a - b) = sca scb csca csch : ( sca cscb - esca scb),
€sc 2a == sc®a csc?a * 2s5ca csca — sea esca s 2.

COROLARIO.—Si se divide por dos un arco cuya magnitud
sea a, tendremos las siguientes igualdades; 1.2 sn 4 a =

— \/1 _ OG22 snda = '\/7[ e 3ricda=
2 2

't — csna 1+ csna
:\/__.. i 42clr b a— _+—;5.3 sc 4 a =
1 4 csna 1 — csna

2 (1 - csna) B b = \/’2(1 — csna)
1 - csna 1 — csna

Pues si en las formulas obtenidas csnza — esn?a — sn’a,

L = csn?a - sn2a, ponemos en lugar de e, % a, se tiene; csna=

=csn?ya —snta, y 1 =csn*ta 4 sn*ta; de las cuales,

1+ csna

1 — ¢sna
4y & e
5 —, Y s# J‘;a._.—_—-z

I -— csna 1+ esna
dremos; 1." suia—= \/._ % D20 esnta = \/__L'z__,

esn?la— ; y por tanto ten-

2

&



<

: —|- csna’ — esna
2 (I + csna) & 2t — esna)
6. i el e !
1+ csna e ek v L —csna (374), con

forme al enunciado,
EscoL10s.—1.° Nos conviene observar que, 1.° en csn?tqa—

I csna 1
== -—-i_*z————v, como ¢l segundo miembro es el subverso del arco
cuya magnitud es #, el primero también lo serd, y de aqui el
que se llame también subverso de un arco el coseno cuadrado

X : 1 — csna
de la mitad de este arco; 2.° en sn?dg—=——

, como el

segundo miembro es el verso del arco cuya magnitud es a, el
primero también lo serd, y de aquf el que se llame también
verso de un arco el seno cuadrado de la mitad de este arco:
ademds estas formulas se suelen emplear también en la forma,
2csn2fa =1 + csna, 2snfa—1—csna, y lgita — (1 —
— csna) & (1 =+ csna), cig?ya = (1 + csna) : (1 — csna).

2. Hemos visto (379), (csna +1/— 1 sna) (csnb -+ V—1
snb) = csn (@ + &) +/— 1 sn(a+ &) del mismo modo se
tiene, (csna 4 /— 1 sna) (csnb 4/ — 1 snb) (csnc+ / —1
sne) =csn (@4 b64c)4 /—1sn(a+b-+¢c), y asi sucesi-
vamente; por consiguiente si en la igualdad anterior hacemos
a=b=c=.. , y suponemos » el nimero de factores del

primer miembro, se tiene; (csna - \/— 1 sna)™ = csn ma/ —1
sn ma; férmula debida 4 MOIVRE que nos dice: para elevar 4
una potencia entera s, una expresién de la forma csna + /—1

sna, basta multiplicar el arco por el exponente de la potencia:
m

= a
de esta férmula se deduce; Vc.ma “+ /— 1 sna = csn = -+

-+ /— 1sn ;‘-;z—; pues elevando el segundo miembro 4 la po-

tencia m nos di la cantidad subradical; luego la férmula de
MOIVRE es cierta para un exponente fraccionario, y en virtud



del convenio (307, 1.° 1.™ Curso), respecto de las cantidades
afectadas de exponente negativo, lo es también cuando el expo-
nente es negativo. De la formula de MOIVRE se deduce des-
arrollando el primer miembro por la férmula del binomio de

m o m
NEWTON ¢sn ma — csn™a — ( 5 ) esn™ 2a sn?a + ( 4)

"
esn™tsnta— ...,y snma=mcsn™ " sna— ( ) esn™~8g

m G
snba + ( : )c.m’"—ﬁa SR =L ; férmulas que nos ddn las -

lineas y colineas trigonométricas de los muiltiplos de un arco.

x ; a
Sustituyendo en las férmulas exteriores por a, 25 resultarfan

; ! : 3 a a
dos ecuaciones de grado m cuyas incégnitas serfan sz gt Al

que nosotros no sabemos resolver, mds que cuando m —2,
como ya hemos visto.

381. Cuando se tienen dos arcos cuya suma sea A y su
diferencia B, se tienen las igualdades siguientes; 1." SnA +4-

A4+B A-—B A+B
-+ suB =2sn j T By 2.2 suA — snB = 2¢sn

A—B A+ B ~=
S 3.2 csnA + csnB = 2¢5n _l— :.mA 5 B; y 4*

A =
esnA — csuB —— 2sn T8 SH ciress ;
2 2
En efecto; sea, 2 4+ & = A, a — & = B, entonces se tiene,
A4B A—B

a o TP sustituyendo estos valores en las for-

mulas conocidas siguientes, sz (a 4 &) = sna csn b + csna snb,
sn (@ — b) = sna csn b — csna snb, csn (@ -+ 8) = csna csn b—
— sna snb, y csn (@ — b) = csna csn b -+ sna snb, después de
sumar y restar las dos primeras, asfi como las otras dos, que
nos ddn; sn(a &) + sn (@ — b) = 2sna csnb, sn (@ + 6) — sn
(@ — &) =2csna snb, csn (@ + b) + esn (@ — &) = 2csna esnb,
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y esn (@ + 6) — esn (a—08) =— 25na snb, tendremos; 1.* snA +

A+B A—
~+ suB = 2sn "12‘ - i

3 2.9 snA — snB=2csn

A—B A+B %
sn ; 3.0 csnA - csnB = 2esn -L_ “”A - B; y 4.°

2 ?
AXB - A—B
Ry

esnA — csnB =— 25n

= , conforme al teorema.

CorROLARIOS. —1.” Cuando se tienen dos arcos cuyas mag-
nitudes sean A y B tendremos las siguientes igualdades;
1. tgA 4 1gB =sn(A 4 B) & csnA csnB; 2.2 (gA — 4B =
==sn(A —B)lcsnA csnB; 3.5 cigh 4+ ctgB=sn(A+B):
tsnA suB; v 4." clgA cigB = su(B — A): suA suB. Pues se
: sul snB  snA csnB + csnA suB
bete, A it B =20 5 o esnB csnAA csnB g

sn(A+B)

= A aaB e eSS la 1." igualdad y del mismo modo se

obtienen las demas.

2. Cuando se tienen dos arcos cuyas magnitudes sean Ay B
tendremos las siguientes igualdades; 1.* scA + s¢B = 2 csu
A-+B A—B

e : csnA csnB; 22 scA — sAB = - 25n
AJ4+B A—B A-L+B
_2|_ n— 2 csnA esnB; 3.* cscA - cscB = 251 i

ruy A+ B
csn o - B 2 snA suB; y 4.2 cseA — ¢s¢B = 2¢csn + sn
A—B L I I

: snA snB. Pues se tiene, scA 4 scB = i -+ —

A|B A—B
csnA + csnB - 2esn S

2 -
S e e e Bl ees la 1. igualdad

y del mismo modo se obtienen las demds.
EscoL1o. —Dividiendo ordenadamente las dos primeras
igualdades del teorema, se tiene

A4+B A—B A4 B
suAA + suB  sn '—2}- est— s & +Bdg A—B_tg_:l__
oy B A—B 2 2 3 - 1 ASB?
snA — snB c.r?zA+

== I3
.mz gz



férmula que traducida al lenguaje vulgar nos dice: suma de los
senos de dos arcos es & su diferencia, como la tangente de la sem;.
suma de dichos arcos es a4 la tangente de la semi-diferencia de
Jos mismos. Mas formulas se pueden deducir de las encontradas
en el teorema y corolarios, pero no de la importancia de la ob-
tenida.

382. PROBLEMAS.—1.° Transformar la expresion msna 4-
-+ nesna en producto. Para resolver este problema, sacaremos m

n
factor comun en la forma siguiente, (s?m -t ;g—csmz), y pon-
n
gamos Zgz en lugar de — |, lo que siempre es posible cualquie-
"

" ; x :
ra que sea el valor de — (377, 2.%); entdnces se tiene, msna -+
i

10
+ n csna = m (sna + igu.csna) = m (sna + =

csna), sus-
S22

sn
tituyendo por Zgw sz igual ﬁ , efectuando la suma dentro del
e )

; I
paréntesis y sacando factor comin b tendremos,  sna + n-

msn (@ + o
csna = ——— (sna csno -+ sna esna) = i el
csno. esn

2.° Transformar la expresién Mi{=N en producto, siendo

M y N cantidades positivas. Para resolver este problema se

sigue el mismo procedimiento del problema anterior; asi MEN=
N 2 M

=m(s =) =M *fg%a) =M1+ > )= =

csny csn?a

(esn?a = sn%a); de donde M 4 N = —— y YM—N =

csn2a
Mesnza

ot (374 1.7y 380, 2.%)
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CAPITULO II.

Tablas trigonométricas.

LECCION 48.

Construccidén de las tablas trigonométrioas.

383. TABLAS TRIGONOMETRICAS, son estados 6 cuadros que
contienen los arcos de diez en diez segundos 6 de minuto en mi-
nuto, desde dies segundos 6 un minuto, hasta noventa grados; y
los correspondientes valores de las lineas y colineas trigonomé-
lricas 6 de sus logaritmos.

Se dividen las tablas trigonométricas en naturales, y loga-
ritmicas, segin que contengan los valores de las lineas y coli-
neas trigonométricas 6 bien sus logaritmos.

Como conocido el arco menor de las tablas y los valores
de sus lineas y colineas trigonométricas es fdcil por las férmulas
halladas en las lecciones anteriores conocer los restantes arcos y
los valores de sus lineas y colineas trigonométricas; de aqui el
que para construir unas tablas trigonométricas, necesitemos de-
terminar el valor, del arco menor de las tablas, y de las lineas y
colineas trigonométricas correspondientes, que es de lo que nos
vamos & ocupar mediante los teoremas siguientes.

884, Todo arco positivo menor que un cuadrante, es mayor
que el seno y menor que la tangente.

En efecto, figura 227, si tenemos el arco AC positivo y
menor que un cuadrante cuya magnitud representaremos por &;
se tiene por ser el arco CAC"” duplo de AC, y el arco menor
que la cuerda, @ > sna, pero el sector OAC es menor que el
tridngulo OAE, por lo que, @ < fga; luego tendremos la si-
guiente limitacién, sna < @ < tga, conforme al teorema.

COROLARIO.—La relacion entre el seno de un arco y este
arco cuando el arco tiende 4 cero, tiene por limite uno. Pues

sna sna
de a> sna, se deduce, — < 1,y de a £ ga = ——, se dedu-
a csna
SHa tende 4 1
ce, — > csna; y como cuando el arco tiende 4 cero, el coseno
a

tiende 4 la unidad, el limite de 2 es la unidad.
a o -‘"’——/1_. '\
=

p— -~ {

-

Se LY

_ __._.-/"/;7':’
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385, En todo arco positivo menor que un cuadrante, su
seno, es menor que el arco y mayor que la diferencia entre el
arco y la cuarta parte de su cubo.

En efecto, segtin el teorema anterior tenemos, sna < a; y

J&a

ademds Zg4a > }a, de donde > ta, 6 bien, snia > }a

esnda, que nos dd multlphcando 105 dos miembros por 2csnda,
2snka csnka > a csn®4a, y como el primer miembro de esta
desigualdad es s7a (380, 1.%), sua > a csn*}a, poniendo en esta
desigualdad en lugarde csn%§ @ su igual 1—s#n?§ a resulta, sna <a

— a sn?ta, y como el seno es menor que el arco, con mayor
3
a o e G :
razén, sna > a --—4—; luego tendremos la siguiente limitacién,

5
a
a>sna>a— T conforme al teorema,

386. Como el arco menor de las tablas trigonométricas
construidas es, diez segundos 6 un minuto, y en las tablas de
que nosotros vamos hacer uso el arco menor es diez minutos,
vamos 4 ocuparnos de determinar; el valor del arco de un mi.
nuto y de sus lineas y colineas trigonométricas, resolviendo
para ello los siguientes problemas.

1.° Hallar €l valor del arco de un minuto. Para resolver este

problema sabemos que 360° = 2, de donde, 1° = %, y por

tantoyr’ — = 0'0002908882086.

10800
2.° Hallar el valor del seno de un minuto. Segun el teorema
y problema anterior tenemos; 0'00020908882086 > sz 1’ >

‘ 8

> 0'0002908882086 — 2 0002903882086 , ¥ con mayor ra-
' 3

z6n, 0'0002908882086> 51 1’ >0'0002908882086 — = 0203 )

6 bien efectuando, 0'0002908882086>s7 1’ >0'0002908881816;
luego el valor del seno del arco de un minuto estd comprendido
entre dos valores que se diferencian en menos de una unidad del
noveno drden subdécuplo, y por tanto cualquiera de estos valo-
res serd el del seno de un minuto en menos de esta unidad.
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3.° Hallar el valor del coseno de un minuto. Como sabemos
I —csna

@
ue sn? —
4 2 2

a
, de donde c.ma—.::—zsu“—z—,

! 1 2
sustituyendo por el seno el arco se tiene, cswag = 1 — 2 =

a 2 2
con un error de, I— 2sx2 = —I-2 % =2 (%—sn’ i)=g

a a a a) a a
-_— S — —_—— S — e e
(2 e 2)(2 = y como 2-{—.9;::z < a,

a a a \®
e S + ( 2—) , por ser el seno menor que €l arco y

mayor que la diferencia entre el arco y la cuarta parte del cubo

; 1 (a) a\*
del arco: luego el error es menor que, 22 X e ?) = (?) 5

pero como sabemos que el arco de un minuto es menor que

I!
! —
0’0005 —

Eﬁ’(T)%(‘t xlloﬁ)d'( 156;10“‘ -

I
< W; luego el error que se comete tomando por csz 1’

0/ 0002908882086 2 ;
G = 09999 9995769 no llega
4 media unidad de 14° orden subdécuplo.

Conociendo el seno y coseno de un minuto, se obtendrdn
las demds lineas y colineas trigonométricas de un minuto, me-
diante las relaciones (374); teniendo las lineas y colineas del
arco de un minuto se obtienen las de los demds arcos, mediante
las relaciones (379 y 380), pero es preferible el empleo, para la
determinacién de los senos de los arcos multiplos de un minuto,
de la férmula de SIMPSON que se obtiene mediante el siguiente
teorema.

887. El seno de un arco multiplo de otro, es igual 4 la di-
ferencia entre el seno del multiplo precedente multiplicado por
el duplo del coseno del arco dado y el seno del miltiplo anti-
precedente.

elvalor 1 —2
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En efecto, si sumamos la 1.* igualdad de (379), con la 1.2
de (379, C.° 1.%), se tiene; sn (@ 4 0) + sz (a—b) = 2 sna
¢csnb, poniendo en esta igualdad en lugar de 4, ¢, y en lugar de
a, ma, se obtiene, sn (ma + ) 4 sn(ma — @) = 2sn ma. csna,
6 bien, sn (m 1) a 4 sn (m— 1) a = 2sn ma. csna; de don-
de, si(m 1) o= sn ma X 2csna— sn(m—1) a, que es la
férmula de SIMPSON.

Para emplear esta férmula, se supone que « es el arco de
un minuto y se hace 4 m = I, m = 2, y asi sucesivamente. Asi
tendremos para m=1: sn 2' = 2 snl'cos1’; para m = 2;
sn3' = 2 su2'csn1’ — sn1'; y asi sucesivamente.

ESCOLIO GENERAL.—Debemos hacer notar que por el pro-
cedimiento expuesto se comprende puedan formarse unas tablas
trigonométricas naturales; y despiés tomando los logaritmos,
formar unas tablas trigonométricas logaritmicas; pero el proce-
dimiento elemental es muy pesado, y por tanto los constructo-
res de tablas ya naturales 6 logaritmicas se sirven de procedi-
mientos superiores mucho mds rdpidos.

LECCION 49.

Disposicién y uso de las tablas trigonométricas.

388. Como para los cdlculos son mucho mds ventajosas las
tablas trigonométricas logaritmicas, que las naturales, ain cuan-
do se han construido de unas y otras, nosotros vamos 4 ocupar-
nos exclusivamente de las logaritmicas. Las diferentes tablas
trigonométricas logaritmicas, tanto nacionales como extran-
jeras, contienen los arcos de diez en diez segundos 6 de mi-
nuto en minuto, 6 por dltimo de diez en diez minutos, y los
logaritmos de sus lineas y colineas trigonométricas hasta
90°%; pues como sabemos las magnitudes de las lineas y co-
lineas trigonométricas de un arco cualquiera positivo 6 ne-
gativo, son iguales 4 las del primer cuadrante (369). Pero la
disposicién de las tablas no es la misma, casi todas estdn
dispuestas 4 simple entrada, menos las de GASCO que como
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las de los niimeros estdn dispuestas 4 tricuple entrada (381 1.”
Curso); por lo que recomendamos, el empleo de estos tlti-
mos que tienen sobre las demds las ventajas siguientes:
1.2 que las demds tablas—que no acostumbran 4 traer mas li-
neas y colineas trigonométricas que el seno, tangente, cotan-
gente y coseno,—si bien traen los logaritmos de las lineas y co-
lineas trigonométricas, con una aproximacién menor de una &
media unidad del 6.° 6 7.° orden subdécuplo, mientras que la
aproximacién de las de GASCO es menor que media unidad del
4.° orden subdécuplo; tienen el inconveniente de necesitar por
lo menos 88 pdginas, y las de GASCO que tienen todas las lineas
y colineas trigonométricas, excepto el seno-verso y su colinea,
solo tienen diez pdginas; 2.* que las demads tablas cuando el arco
contiene unidades de segundo 6 partes alicuotas de ellas; necesi-
tan emplear las partes proporcionales, como dejamos expuesto
en los numeros (383, 1.” Curso), si bien el principio que aplican
es: que las diferencias de tres arcos, son proporcionales & las di-
ferencias de los logaritmos de las lineas y colineas trigonométri-
cas correspondientes, mientras que las de GASCO como sucedia
en los nimeros no necesita aplicar este principio; y 3.* que se
puede con ellas obtener doble aproximacién que la ordinaria,
merced 4 tener la tltima cifra de orden subdécuplo de mayor
cardcter cuando el logaritmo estd aproximado por exceso, lo
que no sucede en la mayor parte de las demds.

389. El principio que hemos consignado antes que aplican
todas las tablas para las interpolaciones, no se puede emplear:
para arcos menores que tres grados y superiores 4 87° en las
tablas que contienen los arcos de diez en diez segundos; para
arcos menores que 4° y superiores 4 867, en las tablas que
contienen los arcos de minuto en minuto; y para arcos menores
que 5° y superiores 4 85° en las tablas que contienen los arcos
de diez en diez minutos; la razén de ello es porque las diferen-
cias de las lineas y colineas trigonomeétricas varian con mucha
rapidez entre los limites citados y se cometerfan errores de con-
sideracion. Esto hace que todos empleen, un procedimiento
fundado en que cuando los arcos son pequefios las relaciones



de los senos y tangentes 4 los arcos tienden hacia la unidad
(384, C.0); por tanto podemos establecer, sz (@ 4 o) : (@ 4 o) =
—sna . a,yig(@a+a) (@4 ) =1#ga:a, suponiendo que ¢
no llega 4 3, 4 6 5 grados, y que « no llega 4 10", 1’ 6 10;
de las igualdades establecidas se deduce, tomando los logarit-
mos, las siguientes, Jgsz (@ -+ o) = lgsna + lg (@ + o) + clga
y lgte (@ + o) = lgtga+ lg (@ + @) 4 clga, que nos dan el
procedimiento para hallar los logaritmos de los senos y tangen-
tes de los arcos inferiores & 3, 4 6 5 grados que no traigan las
tablas directamente. Para los arcos superiores a 85°, 86° 6 87°,
segin las tablas, se determina el complemento; en virtud de
que si suponemos que & -+ 3 es un arco, en que & es superior
4 8509, 86° 6 87°, y @ menor que 10", 1’ 6 10/, llamando @ 4 «
4 su complemento 2 y « cumplirdn con las condiciones del caso
anterior; por tanto tendremos las igualdades, /g 4o (645 )=
=g clg (a+a) = clglg (a4 o), lgsc (640 )=lgesc(a+-4)=
=clgsn (a -+ a); luego bastard determinar los logaritmos senos
y tangentes por el procedimiento que concluimos de ver y hallar
después los complementos. Las demds lineas y colineas de arcos
que no traigan directamente las tablas, por estar comprendidos
en los limites citados, se determinan sus logaritmos de un modo
andlogo.

No insistimos mds, en la disposicién y uso de las tablas
trigonométricas logaritmicas, porque como hemos dicho en el
primer curso, el profesor, segun las tablas que adopte, ensefiard
4 sus alumnos convenientemente todo lo que 4 ellas se refiera
con las tablas & la vista.



LIBRO II

Trigonometria rectilinea
CAPITULO I
Triangulos rectdngulos

LECCION 50,

Férmulas para la resolucidén de tridngulos rectangulos,

390. Como un tridngulo queda determinado por tres ele-
mentos, siendo uno de ellos por lo ménos un lado; v en el caso
de que el triangulo sea particular se necesitan ménos elementos
para su determinacién (48, E.° 1.° y 97, C.° 7.%): si nos propo-
nemos resolver un tridngulo rectingulo, como en este se nos
dd siempre el Angulo recto, no necesitamos para su resolucién
mas que dos elementos siendo necesariamente uno de ellos un
lado; y como ademds los dngulos agudos de un tridngulo rec-
tdngulo son complementarios (81, C.° 3.°), los teoremas que
necesitamos demostrar para la resolucion de tridngulos rectdn-
gulos, tienen que darnos formulas que relacionen dos lados y
un dngulo; pues el teorema de PITAGORAS nos dd la férmula
que relaciona los tres lados.

391. En todo tridngulo rectdngulo; 1.° un cateto cualquic-
ra, es igual 4 la hipotenusa por el seno del dngulo opuesto 0
por el coseno del angulo comprendido; 2.° un cateto cualquiera,
es igual al otro cateto por la tangente del dngulo opuesto al
primero 6 por la cotangente del dngulo opuesto al segundo.

En efecto, figura 225, sea el tridngulo rectingulo ABC,
tracemos haciendo centro en C con un radio CB' = 1, el arco
correspondiente al dngulo en C, tal como B'O’, y tracemos su
seno B'A’; 1.° sabemos (360) que AB:BC=A'B':B'C, ¢
bien ¢ : a=—snC : 1 (147 y 366), de donde se tiene, c —a s2C—
— a csnuB, por ser complementarios los dngulos en By C; y
2.0 las férmulas anteriores aplicadas 4 los dos catetos nos dan,
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c—asnC—=acsnB,y b —asnB—=—a csnC, dividiendo ordena-
damente tomando en los segundos miembros el mismo dngulo,
se obtiene ¢ : b—a suC : acsnC—=1eC, ¢ : b=—a csnB : @ suB—
—ctgB,bic=asnBiacsnB—B, 6 c—=acsuC ; asnC=
—ctgC,dedonde, b=c X 4B —=¢XctgC,y c =6 X gB=
=& X ¢tgC; luego las férmvlas que relacionan dos lados y un
dngulo son, 6 —asnB=acsnC,c—=asnC —acsuB, 6 —
=cXgB—=cXclgC,ye=06 X gB=10 X ctgC.

EscoLio.—Hay que tener en cuenta que con arreglo 4 lo ex-
puesto (388, 1.” Curso), las férmulas anteriores no solo nossirven
para conocer los catetos, conocida la hipotenusa y un dngulo
agudo, 6 bien un cateto, conocido un dngulo agudo y el otro
cateto; sind que también las dos primeras nos sirven, para
conocer la hipotenusa, conociendo un cateto y un dangulo agudo,
6 bien un angulo agudo, conocida la hipotenusa y un cateto; y
las dos dltimas nos sirven para conocer un dngulo agudo cono-
cidos los dos catetos, de modo que las férmulas con las cuales
podemos resolver los triangulos rectingulos, en los diferentes
casos que vamos 4 considerar, son las siguientes que escribi-
remos ordenadas:

1.2 B4 C=00°, 2.* b—a s#B, 3.* c—a snC, 4.2 b—a csnC,

58 c=qgripB 60 b = c X LeB . 7¥e=F XizC, 82 b=
X eteC, 02 e =06 X ctgB, 102 a— 4 : suB, 11.2a— ¢ : suC,
122 a—b : esuC, 13.° a—c : csuB, 142 suB =04 : a, 15.* snC=
=c:a,162csnC—bla, 17 ¢csnB—=c:a,182 B =05:z¢,
e grC=0c1 4, 208 epC = &:¢c, 218 ctgB—c2 5, 22>
a= V6242, 2320 b=/ a? — 2,y 242 c =/ a® — b*.

LECCION 51

Resolucidén de triangulos rectangulos.

392, Los diferentes casos de resolucidn de tridngulos rec-
tdngulos que vamos 4 exponer son cuatro; 1.° dados los dos
catetos; 2.° dados un dngulo agudo y la hipotenusa; 3.° un
cateto y un angulo agudo; y 4.° un cateto y la hipotenusa.
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Los datos en el primer caso son; & y ¢; por tanto ten-
dremos que determinar 2, B y C; para determinar #, nos val-
dremos de la férmula 22.2 del escolio anterior que nos d4,
a—\/b* -{— ¢®, y tomando los logaritmos, /g e =} /& (a®+8%),
férmula fdcilmente calculable con las tablas de Gaus; para
determinar B, nos valdremos de la férmula 182 del escolio
anterior, ZgB—24 : ¢, tomando los logaritmos se obtiene, /g
1gB=1[g b+ clgc,y el antilogaritmo de logaritmo tangente
de B nos dari los grados, minutos y segundos del dngulo B;
para determinar C, nos valdremos de la férmula 1.2 del escolio
anterior, 6 bien de la 202 ¢£4gC =24 : ¢, y tomando los logarit-
mos tenemos, lg ¢fgCz=/g b 4 clge, siendo el antilogaritmo
de logaritmo C#gC quien nos dari los grados, minutos y se-
gundos de C, sirviéndonos la férmula 1.* de comprobacién.

Los datos en el segundo case son a y B; por tanto tendre-
mos que determinar, &, ¢ y C; para determinar 4 nos valdremos
de la férmula 2.2 del escolio anterior, 4 — @ s#B, y tomando lo-
garitmos, lgb = [ga + lg s#B, el antilogaritmo de /g 7z & nos
dard el nimero de unidades de longitud de &; para determinar ¢,
nos valdremos de la formula 5." del escolio anterior, ¢ — a csuB,
y tomando logaritmos, /Jge = lga - /g csnB, el anti-logaritmo
de /ge nos dard el nimero de unidades de longitud de ¢; para
determinar C, nos valdremos de la 1.2 formula del escolio ante-
rior, B+ C —go°, de donde C —=go°® — B.

Los datos en el #ercer caso son & y B, por tanto tendremos
que determinar @, ¢ y C; para determinar @, nos valdremos de
la formula 10* del escolio anterior, @ — & : s#B, y tomando lo-
garitmos, lga —lgb 4 clgsnB, el antilogaritmo de /ga. nos
dara el mimero de unidades de longitud de #; para determinar
¢, nos valdremos de la férmula 9. del escolio anterior, c =6 X
X ¢c1gB, y tomando logaritmos, lge = /g4 + /g ¢fB, el anti-lo-
garitmo de /g¢, nos dard el nimero de unidades de longitud
de ¢; para determinar C, nos valdremos de la férmula 1.* del
escolio anterior B -+ C — 90°, de donde, C —=90” — B.

Los datos en el cuarto caso son by a; por tanto tendremos
que determinar ¢, B y C; para determinar ¢, nos valdremos de la



—348—

férmula 24.% del escolio anterior c=v a®— 6*=\/(a+-b)(a—?),
y tomando logaritmos, ge=% [lg (a+0) 4+l (a2 —2)], el
anti-logaritmo de /g¢ nos dard el niimero de unidades de longi-
tud de ¢; para determinar B, nos valdremos de la férmula 14."
del escolio anterior, s#B=24:a, y tomando logaritmos,
lg snB = lg b+ clga, €l anti-logaritmo de /gs#B nos dard los
grados, minutos y segundos de B; para determinar 4 C, nos
valdremos de la férmula 16.2 del escolio anterior csuC—=14 : a,
y tomando logaritmos, lgesnC = lg & < clga, el antilogaritmo
de /g ¢csnC nos dard el mimero de grados, minutos y segundos
de C, la férmula 1." del escolio anterior nos puede servir de
comprobacion,

Escov1o.—En la resolucion de problemas las incégnitas
deben estar, 4 ser posible, en funcién de los datos y no de otras
incognitas; por esto siempre nos hemos servido, en la resolu-
cién de los diferentes casos de triangulos rectangulos de las fér-
mulas que nos daban las incéngnitas en funcion de los datos y
no de otras incdgnitas, sirviéndonos estas dltimas de comproba-
cion. Datos para resolver un tridngulo rectangulo; e=3581'92m,
b= 2316522, ¢ = 2732'86, B = 4,0°--16'--27"2, v C=
= 49"--43'--32"8.

CAPITULO 1I.

Tridngulos oblicudngulos.

LECOION 52.

Férmulas fundamentales para la resoelncion
de triangulos oblicuangulos.

393. Como en los tridngulos oblicudngulos e¢s necesario
conocer tres de sus elementos para determinarlos, siendo por lo
menos un lado uno de los elementos conocidos: necesitamos
determinar férmulas que relacionen tres lados y dos dngulos,
tres lados y un dngulo y dos lados y dos dngulos; pues la for-
mula que liga 4 los tres angulos nos es conocida (81).



394. En todo tridngulo se verifica; 1.° los lados son pro-
porcionales 4 los senos de los dngulos opuestos; 2.° un lado es
igual 4 la suma de los productos de los otros dos por el coseno
del dngulo que cada uno forme con el primer lado; 3.° el cuadra-
do de un lado, es igual 4 la suma de los cuadrados de los otros
dos, menos el doble producto de estos lados por el coseno del
angulo comprendido.

En efecto, figura 229, sea el tridngulo oblicudngulo ABC,
suponiendo que CE sea la uni- ;
dad de direccién, tendremos }}f 227,
(147, 359 E.°y 372); que la ex-
presidon de la recta BC sera,
b+ a -+ By —r1,llamandox dla
magnitud de AD y 84 la de
BD, y también & (esnC+/— 1
snC), pero como la expresion dea 4 3 |/ —1 es igual 4 ¢
[cm (180°—A )41/ — 151 So“—A)]:c (—esnA+/—1 snA)
igualando las dos expresiones de la recta BC, se tiene, @
(esnC 4+ /—1 snC) =& + c(—esnA + / — 1 snA), efec-
tuando las multiplicaciones indicadas en los dos miembros, se
obtiene, @ csnC4-V/—1 a sn C—= b —c esnA + |/ —1 ¢ sul, é
igualando la parte imaginaria y lareal (371, C.° 2.° 1. Curso),
tenemos las dos férmulas siguientes; 1.2 @ ssC—=¢ snA, 2.2
a csnC = b — cesnAA : de estas férmulas se deduce; 1.2 dela 1.2,
@+ c=snA : snC, que expresa la 1.2 parte del teorema; 2.° de
la 2.2, 4 —=a csnC + ¢ csnA, que expresa la 2.* parte del teo-
rema; y 3.° de la 1.* y 2.® elevdndolas al cuadrado y sumdindo-
las, @2522C +a2csn®C = c2esn? A+ 62 4 c?esn® A—2bcesns,
y teniendo en cuenta, que scn®A + csn*A=t1, asi como s#*C -
+ ¢sn2C = 1, (374, 1.%), se obtiene, a® = §%4-c? —26c X csnA,
que expresa la 3.* parte del teorema.

EscoLio.—Aplicando las férmulas obtenidas 4 los tres la-
dos, y teniendo en cuenta que de, a : 6=szA : =B,y b:c=
—s#B : snC, se deduce multiplicindolas ordenadamente, 2 : c=
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— snA : snC, obtendremos los tres sistemas de férmulas funda-
mentales siguientes:

1.° A4B4C=180%a: b—=snA:1snB,y b:c=snB . snC.

2" a=0bcsnC 4 cesnB, b = acsuC 4 ccsn, y c =a
csnB =+ & esnA.

3.0 a2=42 4 2 —26c csnA, 8% = a® 4 ¢® — 2ac csnB,
y ¢2 = a® + 62 — 2ab csnC.

Con estas formulas podemos resolver un tridngulo oblicu-
dngulo y aun siendo rectangulo; pues entonces nos bastarfa ha-
cer al 4ngulo A recto, en cuyo caso sabemos que el seno es la
unidad y el coseno cero.

LECCION 53.

rormulas derivadas para la resolucidon de triangulos
oblicuangulos.

895. En todo tridngulo, la suma de dos lados partida por
su diferencia, es igual 4 la tangente de la semi-suma de los dn-
gulos opuestos partida por la tangente de la semi-diferencia
de los mismos dngulos.

En efecto, de la férmula a : 6 = snA : su#B, se deduce
a—+ 6  snA 4 snB
a—0&  snA— suB

snA 4+ snB  ted (A + B)

snA — snB tg 4 (A — B)
a+6_ g} (A+B)
a—% i3 (A—B)

396, En todo tridngulo se verifica; 1.° el coseno de la
mitad de un dngulo es igual, 4 la raiz cuadrada del cociente de
dividir por el producto de los lados que le forman, el producto
del semi-perimetro por la diferencia entre el semi-perimetro y
el lado opuesto; 2.9 el seno de la mitad de un dngulo es igual,
4 la raiz cuadrada del cociente de dividir por el producto de
los lados que le forman, el producto de las diferencias entre el
semi-perimetro y estos lados; 3.° la tangente de la mitad de un

(243, C.° 4.9 1. Curso),

ycomo (381, E.°%)

tendremos, , conforme al enunciado.
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angulo, es igual, 4 la raiz cuadrada del cociente de dividir por
el producto del semi-perimetro y la diferencia entre el semi-
perimetro y el lado opuesto, el producto de las diferencias entre
el semi-perimetro y los lados que le forman; y 4.° la cotangente
de la mitad de un dngulo es igual, 4 la raiz cuadrada del co-
ciente de dividir por el producto de la diferencia entre el semi-
perimetro y los lados que le forman, el producto del semi-
perfmetro por la diferencia entre el semi-perfmetro y el lado
opuesto,

En efecto; 1.° de la férmula, a® = 62% 4 ¢2 — 26¢ csn,
5242 . g2

se deduce, esnA —
2b¢

, ¥ sumando la unidad 4 los

b2 4 % —a*
26¢

en lugar del primer miembro su igual 26522 4 A (380, E° 1.9, y
efectuando la suma indicada en el segundo miembro se obtiene,
gisnIp AL b2 -l-2éc—-}—cz—a2 (64-c)*—a? __(o+ecta) (64c—a)
26¢ 26¢ 2b¢

(306, 1.” Curso), llamando 2p al perimetro, @ 4 & -+ ¢ = 22,
y é+c—a=2(p—a), por tanto sustituyendo se tiene,

dos miembros, T - csnA =1}

, ahora, poniendo

20sn2F A — W, simplificando, ¢cs#?§A = 2 '/P a/,
¢
y por tltimo extrayendo la raiz cuadrada, csniA = \f ‘fﬁ&c:f’!

férmula que estd conforme con la primera parte del teorema;

2.9 restando de la unidad los dos miembros de la férmula,

2 2_ 9 B g

il , se tiene, I — csnA — ML il
26¢ 20¢

poniendo en lugar del primer miembro su igual 2s2%}A

cShA =

(380, E.° 1.°), y efectuando la diferencia indicada en el segundo
Bpe B8 vacigl 2
miembro, se obtiene, 2s#%24 A= i oy 32 e =
a2—(é—c)2 (@4b6—c)(a—b+¢)
26¢ 2bc
llamando como antes 2p al perimetro, a+&é —c=2@ —¢),

(306, 1.* Curso),
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y @ — b=+ ¢ =2 (p — &), que sustituyendo se tiene, 2572 A=

MEPTK AQ P clihcando. siia =& 00—
26¢ BE

-y por dltimo extrayendo la raiz cuadrada,

sny A — \/(P e '3’)6'(‘9 = C), férmula que estd conforme con la
¢
segunda parte del teorema; 3.° dividiendo esta dltima formula

por la obtenida anteriormente se tiene, @%Aw\/%(j_))
(323 ¥ 364 1. Curso), férmula que estd conforme con la tercera
parte del teorema; y 4.° dividiendo la 1. férmula obtenida por

la 2.* se tiene, cig3 A= ___M)_ férmula que estd
. 6—0(—0

conforme con la ultima parte del teorema.
EscoLio.—Las férmulas con las cuales podemos resolver

un tridngulo en los cuatro casos que vamos 4 considerar son:

5 et DR ___a__s@_
12 A4+ B4 C = 180°% 2" 6= — de=—ui

; 5.° 2=a?4-b2—2ab csnC;

4213 (A—B)=1 _é):ﬁ ;A +B

atg’%A \/ ;(?(P )73,22‘%B_V(p;(‘2—-_;—‘5),

8.2 223 C = \/(P"—" (ﬁc) &) . g8 B__é.w;A;

y 10.* a% = 42 4 ¢® — 25¢ csuA.,

LECCION 54,

Resolucién de triangulos oblicugngulos.

397. Los casos de resolucién de tridngulos oblicudngulos
que vamos 4 exponer son cuatro; 1.° dados un lado y dos dn-
gulos; 2.° dos lados y el dngulo comprendido; 3.° los tres
lados; y 4.° dos lados y el 4ngulo opuesto 4 uno de ellos.
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Los datos en el primer caso son, a, A y B; por tanto
tendremos que determinar C, 4 y ¢; para determinar C, nos
valdremos de la 1.* formula del escolio anterior, A 4+~ B 4 C =
= 180°, de donde, C= 180" — (B + A); para determinar &,
asnB
A
tomando los logaritmos, /gb = lga - lgsnB < clgsnA, y el
antilogaritmo de /¢4 nos dard el nimero de unidades de longi-
tud de é; para determinar C, nos valdremos de la férmula 3.*
del escolio anterior, ¢ = a snC ; sn/, tomando los logaritmos,
lg ¢ = lga + lgsnC 4 clgsnA, y el antilogaritmo de /g¢ nos
dard el numero de unidades de longitud de ¢; hay que observar
snC = sn (A + B) (371, E.° 2.9).

Los datos en el segundo caso son a, by C; por tanto ten-
dremos que determinar A, By ¢; para determinar A y B, nos
valdremos de la férmula 4.* del escolio anterior, #r ¥ (A -— B)=
= (@ —b8) g% (A 4 B) : (@4 &), tomando logaritmos, lg Ze 3
(A —B)=/lo(a —b)+ lgted (A 4 B) 4 clg (a—+ &), el anti-
logaritmo de /g g4 (A — B), nos dard el nimero de grados,
minutos y segundos de (A — B) y duplicando tendriamos los
de A — B, conocida la suma A -+ B, doble de § (A 4 B)=
=90’ — 4 C, y la diferencia A — B de los dos dngulos busca-
dos serdn (459, 3.° 1.” Curso), el mayor igual & la mitad de
la suma mads la mitad de la diferencia, y el menor igual 4 la
mitad de la suma ménos la mitad de la diferencia; para deter-
minar C, nos valdremos de la férmula 5.2 del escolio anterior,
2= a? -} 62 —24b csnC, en la que poniendo en vez de csnC
su igual 1 — 25224 C(380, E.° 1.9), se tiene, ¢? —=a? 4 6% —
— 2ab + 4ab sn24C — (@ — 6)® + 4ab sn*3C, aplicando el
procedimiento expuesto (382, 2.°), haciendo 4aé s223C :
: (@—8)2=1g*«, tendremos, ¢' = (@— &) (1 + 4absn*}C ;
t(@a—08)2) =(a—8)% (1 +1g%e) = (e —0)° [cm’a—|—.m‘ ot] 2
s esnta—=(a—&)? : esn*a, de donde, c=(a — &) : csna, to-
mando logaritmos lee—/g (@ — &) + ¢lg csnx, determinando q,

nos vaidremos de la 2.* férmula del escolio anterior 4 —

tomando logaritmos en la’ férmula, Zge— [2.m $C:(a—10) ’]
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V/ ab, se obtiene lg tga—lg2+lg sn}CH-clg(a—b)+ }
(lga -+ Igb), conocido el valor de « el antilogaritmo de ¢ nos
dari el nimero de unidades de longitud que contenga.

Los datos en el Zercer case son, a, &, y ¢; por tanto tendre-
mos que determinar A, By C; para determinar A, nos valdre-
mos de la férmula 6.* del corolario anterior, g § A =
=/ (p—¢)(p—c¢c):p(p—a)l,tomando logaritmos se
tiene, pig 4 A =14 [le(2—06)+lg(p—c)+clgp +clg
(p—a) ] , v el antilogaritmo de /& Z¢ § A nos dard la mitad
del niimero de grados, minutos y segundos de A, que duplica-
dos nos dardn por dltimo el valor de A; del mismo modo deter-

minarfamos el valor de B y C eplicando las férmulas 7.4 y 8.2
del escolio aeterior.

Los datos en el cuarto caso son, a, & y A; por tanto tendre-
mos que determinar B, Cy ¢; para determinar B, nos valdremos
de la férmula 9.* del escolio anterior, su B = & snA : a,
tomando logaritmos, /g suB = lgb -+ lg snA -+ clga, el
antilogaritmo de /JgsuB nos dard el nimero de grados, mi-
nutos y segundos del angulo B, pero como los senos de los
dngulos suplementarios son iguales, su suplemento podrd ser
el valor del dngulo B, también para determinar 4 C, sabe-
mos que es el suplemento de A -+ B, de modo que pudien-
do tener B dos valores, también los podrd tener C, hasta el
punto que la expresion de s#B es la mismayque la de sz (A+C);
para determinar ¢, nos valdremos de la férmula 10.* del escolio
anterior, a® = 4%+ ¢? — 26c csnA, en que, ¢ =& csnA +
+V/ 6%csn® A—4% 4 a® (461, 2.2 1. Curso), y poniendo en
lugar de 1 — cs2%A su igual sn2A, ¢ = besnA + \/a_“m
y como s22B—=054%sn?A : a2, se tiene, c=6 csnA + \/m
=0 esnAA + a csnB, de donde, c=0b csnA (1 + a csnB : b csnh),
y poniendo por @ : & su igual szA : suB, c = b csnA (1 + snAA
esnB :suB esnA) =& esnA [(.mB esnAsnA csnB) 2 snA .e:mB],
y por ultimo, c =& sz (A = B) : suB; puesto que no hemos

podido prescindir para determinar C del dngulo en B, hubiera

sido mds sencillo determinarlo por la férmula 3." del Escolio
anterior,
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DiscusioN.—Una vez que en este problema el éngulo en
B estd determinado por su seno y puede tener dos valores lo
mismo que el C y lado ¢ que de él dependen; nos conviene sa-
ber en qué caso tendrd el problema dos soluciones 6 una ¢ nin-
guna como ya vimos en las aplicaciones de la Planimetrfa 1.°, pa-
ra ello, es evidente que si A es recto i obtuso el problema no
tiene mds que una solucién por ser B necesariamente agudo;
pero si A es agudo puede suceder que sea @ > b, a =5, y a< é,
1. si @ >4, A> B, y por tanto B agudo, y el problema tendrd
una sola solucién; 2.° sie= &, A = B, por consiguiente B
agudo, teniendo el problema también una sola solucién; 3.° si
a < b, A < B, enténces, B puede ser agudo @ obtuso, pudiendo
tener el problema dos soluciones 6 ninguna; pues siendo @ < 8,
puede ser, @ > & sul\, a = bsul, y a < & snl\; siendo @ £ & snA,
puede el dngulo en B ser agudo G obtuso, teniendo por consi-
guiente el problema dos soluciones; siendo @ = & snA, el dngulo
en B serfa recto por ser su seno igual 1, teniendo el problema
una sola solucién; y siendo por tltimo @ < & suA, el seno del
dngulo B serfa mayor que 1, lo que es imposible, luego el pro-
blema no tendrfa ninguna solucién.

Escor1o.—Hemos procurado, como digimos en la resolu-
cién de los tridngulos rectdngulos determinar las incégnitas en
funcién de los datos y no de otras incégnitas; pero hemos tenido
ocasion de ver e sos segundo y cuarto, que esto no siem-
pre era posible%ﬁaara determinar, ¢, en uno y otro caso ne-
cesitamos obtener su valor en funcién de otra incégnita; cuando
esto sucede deben determinarse las incégnitas mediante la for-
mula mads sencilla, sirviendo en todo caso las demds como medio
de comprobacién.

Datos para resolver un tridngulo oblicudngulo; 2 = 97'8gm,
b =153'33m, ¢ = 159’ 36m, A =36°-25'-20", B=68"-26'-17",
¥ Cir=75%8'-23"



LIBRO 1II

Trigonometria esférica

CAPITULO I
Tridngulos rectdngulos y rectilateros

LECCION 55.

Foérmulas para la resolucién de 1os triangunlos rectdan-
gules y rectilateros.

398. Como un tridngulo esférico queda determinado por
tres elementos, y en el caso de que el triangulo sea particular son
necesarios menos elementos para su determinacion (286, C.° 1.9);
si nos proponemos resolver un tridngulo rectdngulo 6 rectildtero,
como en estos se nos da siempre el dngulo recto 6 el lado de
90°, no necesitamos para su resolucién mds que dos elementos;
por tanto los teoremas que es preciso demostrar para la resolu-
cién de tridngulos rectangulos ¢ rectilateros, tienen que darnos
formulas que relacionen tres elementos siendo dos de ellos co-
nocidos. Suponiendo siempre como en la trigonometria rectili-
nea, que el radio de la esfera es la unidad,

899. En todo tridngulo esférico rectdngulo el coseno de la
hipotenusa es igual al producto de los cosenos de los catetos.

En efecto, figura 230, sea ABC el tridngulo esférico rec-

: tangulo en A, tracemos por B la per-

-ﬁf 230, pendicular BD a4 AO, por% la perpendi-
cular DE a4 OC, y unamos B con E, en
cuyo caso BD serd perpendicular al pla-
no AOC, y CO perpendicular al plano
BDE (215, E.° 2.2); ahora bien, en los
tridngulos rectangulos OED, ODB, y
OEB se tiene, (391, 1.°), OE = OD csné,
OD =O0B ¢sne, y OE=O0B csna, de
donde multiplicando las dos primeras




s i—=
OE == OB csnb csnc, y por tltimo de esta y la tercera que tie-
‘nen sus primeros miembros iguales, obtenemos, csna— csnb
esne, férmula conforme con el enunciado.
400. En todo tridngulo esférico birrectingulo, los senos de
los lados son proporcionales 4 los senos de los dngulos opuestos,
En efecto, figura 231, sea ABC el tridngulo birrectdngulo
en Ay B, enténces Ces polode AB (285 C.° 2.%), 5
y AB es la medida del 4ngulo C; por tanto, 4;‘37 2317
tendremos, sna ; sub | swe—1 : 1 : snC— AL
= snA : suB : suC, una vez que el seno del
dngulo recto y el del cuadrante es la unidad.
401. En todo tridngulo rectangulo, el seno
de un cateto es igual al seno de la hipotenusa ¥, 7
por el seno del dngulo opuesto al cateto.
En efecto, figura 232, sea ABC el tridngulo rectdngulo en
' A, prolonguemos los lados
j}‘;?' £ CA y CB hasta un cuadrante
y prolonguemos los arcos AB
y FE hasta su encuentro en
D; enténces C es polo de FE
y D de CF; por tanto en los
tridngulos birrectdngulos
CFE y DAF se tiene por el
teorema anterior, snCE :
t suEF=suF : snE, s#nDF : snAD—snA : snF, y en el tridngulo
rectdngulo BDE (399), ¢s#BE ¢s#DE — ¢suBD, 6 bien, su2BC
snCE suEF suDF = snAB s»AD, (379), ahora bien, multi-
plicando esta igualdad por las dos anteriores, miembro 4 miem-
bro resulta, s#BC s#CE s#EF s#DF (suDF : snAD) (snCE :
t suEF) = snAB snAD (snA : suF) (snF : suC), simplificando,
suBC s#2CE sa2DF — s#AB 522 AD szA : snC, y por ser CE,
DF y AD cuadrantes, swa— sunc : sunC; luego snc = sna suC
férmula conforme con el teorema.
COROLARIO.—En todo tridngulo esférico rectingulo, el co-
seno de un dngulo oblicuo por el seno de la hipotenusa es igual
al coseno del cateto opuesto al dngulo oblicuo por el seno del
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otro cateto. Pues en la figura 232, en los tridngulos BEF y BAF
rectdngulos en E y A, se tiene (399), csnEF csnBE — csnBF —
— ¢snAB ¢s#AF, y como CE y CF valen 90° y el arco EF
eslamedida del dngulo en C, se tiene, csuBE = ¢cs# (CE—BC)—
=— snBC, ¢snAF = ¢sn (CF —AC) — s#AC, de donde sustitu.
yendo, csnC sna —csne snb, formula conforme con el enun-
ciado.

402. En todo tridngulo esférico rectingulo se verifica;
1.° la tangente de un cateto es igual d la tangente de la hipote-
nusa por el seno del dngulo comprendido; 2.” la tangente de un
cateto es igual 4 la tangente del dngulo opuesto por el seno del
otro cateto; 3.° el coseno de un dngulo oblicuo es igual al cose-
no del cateto opuesto por el seno del otro dngulo oblicuo; y
4.° el coseno de la hipotenusa es igual al producto de las cotan-
gentes de los angulos oblicuos.

En efecto; 1,° segun el corolario anterior, csuC — csuesné @
: sna, y como (339), csnc=csna : csnb, sustituyendo se tiene ¢s2C
—csnasnb ; snacsnb = clgatgh, luego, tgb — tgaecsnC; 2.° de las
formulas, sne—snasnC, y csncsnb—snacsnC (401 y C.°) dividién-
dolas, se deduce, fgr — sublgC, luego, tgc — £gCsnd; 3.° de las
formulas (401 y C.%), csnesnb —snacsnC, y snb — snasnB, divi-
diéndolas se deduce, csnec — esnC ; snB, luego, csnC = csncsnB;
y 4.° concluimos de demostrar que ¢sne — csnC : suB, csnb =
== ¢snB 1 snC, multiplicando y teniendo en cuenta (399), esna—
= ctgB ¢tgC.

403. En todo tridngulo esférico rectildtero se verifica; 1.° el
coseno del dngulo opuesto al cuadrante es igual 4 menos el
producto de los cosenos de los otros dos angulos; 2.° el seno de
un dngulo adyacente al cuadrante, es igual al seno del angulo
opuesto al cuadrante por el seno del lado opuesto al angulo;
3. la tangente del angulo adyacente al cuadrante es igual 4 me-
nos el producto de la tangente del angulo opuesto al cuadrante
por el coseno del lado no opuesto al dngulo; 4.° la tangente de
un dngulo adyacente al cuadrante es igual al producto del seno
del otro dngulo adyacente al cuadrante por la tangente del lado
opuesto al primer dngulo; 5.° el coseno de un lado adyacente al



S350 —
cuadrante es igual al coseno del dngulo opuesto por el seno del
otro lado; y 6.° el coseno del dngulo opuesto al cuadrante es
igual 4 menos el producto de las cotangentes de los otros dos
lados.

En efecto, si suponemos un tridngulo rectilitero ABC,
cuyos dngulos sean A, By Cy sus lados @, & y ¢, valiendo @ 9o°,
el tridngulo polar correspondiente que llamaremos A'B'C’,
serd rectangulo en A', y se tendra (283), a' — 180° — A,
6'—=180"— B, ¢/=180°—C, A'=180°—¢@, B'—180°—54,
C'=—180° —¢; por tanto de las férmulas que concluimos de
obtener para los tridngulos esféricos rectingulos se deducen por
simples sustituciones las siguientes (370 y 371, C.%); 1.2 de
csna' —=csud" esnC', csnA=—csuB csnC; 2.° de snc’ —=sna'snC/,
snC—=snA snc; 3.° de igb' —tga’ csuC’, 1gB —=— te'A csnc;
4.0 de tgd' —snc' teB', teB—snC lgb; 5.° de esaB'=esnd’ snC',
csnb—csnB snc; y 6.° de csna’ —cteB'cteC', csnA——cigb clge.

EscoL1os.—-Hay que observar: 1.° que en todo triangulo
esférico rectdngulo los tres lades son menores, é uno menor y
los otros dos mayores que 90%; pues de la férmula, esna==
— csnb csne, se desprende que siendo esna positivo, 6 menob
que 90’ la hipotenusa, lo serdan también los catetos 6 bien serdn
los dos mayores, y siendo csna negativo 'serd da: hipotenbusa
mayor que 90° y entonges un’ catéto tiene que sermayor tam-
bién y el otro menor: 2.” que cada cateto y su dngulo opuesto.en:
un tridngulo esférico rectangnlo; sonambos: mayores 6 menores
que 9o°, pues en Ja férmula csuB ==icsnb suC; 51C €s siempre
positivo por ser menor que 1809, luego B.y 4 tendrin siempre
el mismo sigho: 3.°.quel en todo tridngulo rectildtero los. tres
ingulos son mayores (6 uno mayer 'y los otros.dos menores
que go”; pues de la férmula csnA == ansB csnC'se desprende
por consideracipnes andlogas al primer escolio: 4." que en todo
triangulo rectildtero un dngulo adyacente al cuadrantely sudado
opuesto, los dos son mayores 6 meno:es que\go’; puesise dedus
ce como antes de la férmula, csnb — csnBsnc:5.las formulas
con las cuales podemos resolver uny triangulosrecténgule en:los
seis casos que vamos a considerar son; 1.* csna = csnb csnc;
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2.8 snec— sna snC; 3.2 fgb—=1ga csnC; 4.* 1gb = snc {¢B; ya
csuB — csnb suC; y 6.* csna = cigB ¢ctgC, aplicadas 4 todos los
elementos andlogos: y 6.° las férmulas con las cuales podemos
resolver un tridngulo rectildtero en los seis casos que vamos 4
considerar son; I1.* csnA —— csuB esnC, 2.% snC = snA snc;
3.8 2eB=— o A csnc; 4.2 tgB —=snC #gb; 5.* csnb = esnB sne;
y 6.2 csnA —— cigh cige.

LECCION 56,

Resolucién de tridngulos rectangulos.

404. Los casos de resolucion de tridngulos esféricos rec-
tangulos que vamos 4 exponer son seis; 1.” dada la hipotenusa
y un cateto; 2.° dados los dos catetos; 3.° dada la hipotenusa
y un dngulo oblicuo; 4.° dado un cateto y el dngulo opuesto;
5.2 dado un cateto y el dngulo adyacente; y 6.° dados los dos
angulos oblicuos.

‘Los datos en el pwémer caso, sona y b; por tanto tendre-
mos que determinar ¢, B y C; para determinar ¢, nos valdremos
de la 1.* férmula (403, E.° 5.°), esna— csnbesne, de donde,
csne = csna + csnb, tomando logaritmos, leesne — lgesna +
-+ clgesnb, y el antilogaritmo de lgesne, nos dard el numero
de grados, minutos y segundos del lado ¢; para determinar B,
nos valdremos de la 2.* formula (403, E.° 5.%), snd — sna suB,
de donde, s#B—snb : sna, tomando logaritmos, lgsuB=—
= lgsnb 4 clgsna, y el antilogaritmo de /gs#B nos dard los
grados, minutos y segundos del dngulo B; para determinar C,
nos valdremos de la 3.* férmula (403. E.° 5.9), #gb — égacsnC,
de donde, ¢snC—1{gb : fga, tomando logaritmos, lgesnC=—
= lglgb + clgiga, y el antilogaritmo de lges#C nos dard los
grados, minutos y segundos del dngulo C. Para que el problema
sea posible es preciso que 576 < sna, lo cual exige; si @ < 90",
que se tenga @>6,66>180°— a, si a>90%, a< 8,68
< 180° —a, si a==q0°, siempre sub < sna: cuando el pro-
blema es posible no tiene mds que una solucién porque el dn-
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gulo en B dado por el seno tiene que ser mayor 6 menor que
90° segun que su lado opuesto sea mayor 6 menor que go°
(403, E*° 2.9).

Los datos en el segundo caso, son by ¢; por tanto ten-
dremos que determinar @, By C, para determinar 2, nos val-
dremos dc la 1.® formula (403, E.° 5.%), csna=— csnbesne,
tomando logaritmos, lgesna = lgesnd -+ lgesne, y el antilo-
garitmo de [gesna, nos dara el valor de a; para determinar B,
nos valdremos de la 4." férmula (403, E.° 5.9, teb—snc 1gB, de
donde, 7gB — 7g4 t snc. tomando logaritmos, JgtgB — lotgh
-+ clgsne, y el antilogaritmo del ZezgB, nos dard el valor
de B; para determinar C, nos valdremos de la férmula andloga
4 la anterior, Zgc— snbigC, de donde, #gC = fgc 1 sub, to-
mando logaritmos, /gtgC = lgtc -+ clgsnb, y el antilogaritmo
del /g#eC, nos dard el valor de C. Este problema es siempre
posible y tiene una sola solucién, no olvidando que cada lado
tiene que ser siempre menor que media circunferencia.

Los datos en el fercer caso, son a y B; por tanto tendremos
que determinar 4, ¢ y C; para determinar 4, nos valdremos de
la 2." férmula (403, E.* 5.°), sub = snasnB, tomando logarit-
mos, lesnb = lgspa -+ lesuB, y el antilogaritmo del lgsnd,
nos dari el valor de &; para determinar ¢, nos valdremos de
la 3. formula (403, E.° 5.%), Zg¢c = /ga csuB, tomando logarit-
mos, lgige = lotga + lgesnB, y el antilogaritmo del /JgZge
nos dard el valor de ¢; para determinar C, nos valdremos de
la 6.2 formula (403, E.” 5.9}, esna — cfgBeigC, de donde,
clgC —csna i ctgB, tomando logaritmos, /[getgC = lgesna +
+ clgetgB, y el antilogaritmo de /[grcigC, nos dara el valor
de C. Este problema es siempre posible y tiene una sola solu-
cién; pues el cateto & y el dngulo opuesto B son los dos mayo-
res 6 menores que 9o° (403, E.° 2.9).

Los datos en el cuarto case son & y B; por tanto tendremos
que determinar a, ¢, y C; para determinar @, nos valdremos
de la férmula 22 (403, E. 5.°), snd = snasnB, de donde,
sna— snb ; snB, tomando logaritmos, lgsna = lgsnb - clgsuB,
del antilogaritmo de /gsna, nos dard el valor de a; para
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determinar ¢, nos valdremos de la 4.* férmula (403, E.° 5.7,
tgb = snctgB, de donde, sne=1gb : fgB, tomando logaritmos,
lgsne = Igtgh + clgtgB, y el antilogaritmo de lgsuc, nos dara
el valor de ¢; para determinar el valor de C, nos valdre-
mos de la 3.2 férmula (403, E° 5.9), esuB—csn bsnC, de
donde, s#C — csnB : csnb, tomando logaritmos, /JgsnC —
— lgesnB + ¢lg csnb, y el antilogaritmo de /g s2C, nos dard
el valor de C.

Este problema tiene dos soluciones; puesto que todas las
incégnitas estdn dadas por su seno,y ademds los tres lados
tienen que ser menores que 9o° 6 uno menor y otros dos mayores,
siendo cada cateto de la misma especie que el dngulo opuesto
(403, E.*1.°y 2."); de modo que las tinicas soluciones posibles son;

s 180%-¢, 180°-C
é<9°°%‘:éo°—a, ISOi-L', 183’—(2% 6>90 } 180"-a, ¢, G
llamando &, ¢, y C los valores de las incdgnitas dados por las
tablas.

Los datos en el guinto caso, son & y C; por tanto tendre-
mos que determinar @, ¢, y B; para determinar @, nos valdre-
mos de la 3.* férmula (403, E.° 5.°), 4¢6 = fgacsnC, de donde,
tga = 1gb | ¢snC, tomando logaritmos, lgiga = lgtgd -+
+ clgesn C, y el antilogaritmo de Jg/gq, nos dard el valor de
a; paradeterminar ¢, nos valdremosdela 4.* férmula (403, E.° 5.%),
tgec — snbtgC, tomando logaritmos, Jg {gc == lgsnb + lgigC, y
el antilogaritmo de /¢#¢ ¢, nos dard el valor de ¢; para de-
terminar B, nos valdremos de la férmula 5." (403 E.° 5.9), csuB =
csnbsnC, tomando logaritmos, lgesnB = lgcsnb + lgsnC, y el
antilogaritmo de /g¢suB, no dard el valor de B.

Este problema es siempre posible y tiene una sola solucion.

Los datos en el sexto caso, son B y C; por tanto tendremos
que determinar 4, & y ¢; para determinar @, nos valdremos de la
6.2 formula (403, E° 5.9, csna = cigBcfgC, tomando logarit-
mos, lgesna = lgetgB + lyctgC, y el antilogaritmo del logaritmo
del coseno de @, nos dard el valor de @; para determinar el
valor de 4, nos valdremos de la §.* férmula (403, E© 5.9,
csnB = csnbsnC, de donde, csné = csnB 1 snC, tomando loga-



ritmos, lgesnb = lgesnB + clgsnC, y el antilogaritmo de leesnb,
nos dara el valor de &; para determinar C, nos valdremos de la
misma férmula, cs2C = csnesnB, de donde, csine = csnC 2 suB,
tomando logaritmos, {gosnc = lgesnC -+ clgsnB, y tomando el
antilogaritmo de /gcsne, nos dard el valor de ¢, Para que este
problema sea posible es preciso, que la suma de los angulos
dados esté comprendida entre go” y 270°% y su diferencia en-
tre — g0 y 90’; cumplidas estas condiciones el problema tiene
una sola solucién,

EscoL10.—No hemos considerado los tridngulos birrectdn-
gulos y trirrectdngulos; porque no dan lugar 4 ninglin proble-
ma; una vez que el birrectangulo los dos lados que forman el
angulo oblicuo valen 9o° y el tercer lado es igual al dngulo
opuesto, y en el trirrectangulo los tres lados son iguales & go®.
En el cuarto caso siendo 4 = B, resulta un triangulo birrec-
tangulo.

Datos para resolver un tridngulo esférico rectiangulo;
a=—="71% 24" 300, ==1400:< 3" - 40" c=114%-- 15"+~ 53"g;
B—138"- 15t g4 Q=050 52"c 30"

LECOION 57.
Resolucidon de tridingulos rectilateros.

405. Los casos de resolucion de tridngulos esféricos recti-
lateros que vamos 4 exponer son seis; 1.° dados dos dngulos
siendo uno opuesto al cuadrante; 2.° dados dos dngulos que
ninguno se oponga al cuadrante; 3. dados el dngulo opuesto
al cuadrante y un lado; 4.° dados un lado y el dngulo opuesto;
5.© dados un dngulo y el lado adyacente; y 6.° dados dos lados.

Tas férmulas para la resolucién de los tridngulos esféricos
rectilateros en los seis casos, son las de (403, E.°6.%); y la
posibilidad y nimero de soluciones de cada caso son andlogas
4 las de los casos correspondientes de los tridngulos esféricos
rectangulos, sin mds que estar fundadas en los escolios 3.° y 4.°
de (143) vy en las propiedades generales de los tridngulos esfé-
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cos (283 al 286); por esto, nos limitaremos 4 exponer solo las
férmulas para cada caso, llamando « al cuadrante.

Los datos en el primer caso, son Ay B;-por tanto tendre.
mos que determinar C, & y ¢; determinaremos C, por la for-
mula 1.7, csnA ——csnB ¢snC, de donde ¢cs#C —— csnA csnB,
tomando logaritmos, /locsnC —=— (lgesnA + clgesnB), y el
antilogaritmo de JgesnC, nos dard el valor de C; determina-
remos &, por la formula 2.2, suB = snA snb, de donde, snb—
— B : snA, tomando logaritmos, lgsnbd = lgsnB 4 clgsnA,
y el antilogaritmo de /gisnb, nos dard el valor de 4, determina-
remos ¢, por la férmula 3.2, #B —— #gA csnc, de donde,
csne = — f¢B 1 fgA, tomando los logaritmos, /lgesne ——
= (lgtgB 4 clgtgA), y el antilogaritmo de /gesnc, nos dard
el valor de ¢.

Los datos en el segunde caso, son B y C; por tanto tendre-
mos que determinar A, 4, y ¢ determinaremos A, por la for-
mula 1.2, esnA —— csuB csnC, tomando logaritmos, JgesnA=——
=——cleesnB - leesnC), y el antilogaritmo de [eesnA, nos dard el
valor de A; determinaremos &, por la férmula 4.3, fgB—snC ¢4,
de donde, 4gb — #B : suC, tomando logaritmos, Jgtgd —
= lgtgB + clgsnC, y el antilogaritmo de Zetgd, nos dara el
valor de 4, determinaremos ¢, por la férmula andloga, de modo
que, el antilogaritmo de Jgvev, nos dard el valor de e

Los datos en el zrcer caso, son A, y 4; por tanto tendre-
mos que determinar B, C, y ¢; determinaremos B, porla foér-
mula 2.%, suB—snA, snb, tomando logaritmos, lesnB—=/lesnA—+
- lgsnb, y el antilogaritmo de loesnB, nos dard el valor de B;
determinaremos C, por la férmula 3., t9C —— tg A esnb, to-
mando logaritmos, lg#gC =— (leteA + lgesnb), y el antiloga-
titmo de /g4¢C, nos dard el valor de C; determinaremos ¢, por
la férmula 6.8, csnA——ctgbctge, de donde, ctge—=—rcsnA ; clgh,
tomando logaritmos, /gcige =— (lgesnA +- clgetgd), y el antilo-
garitmo de /gezge, nos dara el valor de ¢.

Los datos en el cuarto caso, son b y B; por tanto tendre-
mos que determinar A, C y ¢; determinaremos A, por la férmula
2.%, suB — snAsnb, de donde, s#A — snB : snb, tomando loga-
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ritmos, JgsnA = lgsnB + clgsnb, y el antilogaritmo de lesnA,
nos dara el valor de A; determinaremos C, por la formula 4,2,
%8B —=suC igb, de donde, snC — #gB : #g4, tomando logarit-
mos, [gsnC = lgigB 4 ¢clgtgb, y el antilogaritmo de Zgs#C, nos
dara el valor de C; determinaremos ¢, por la férmula 3.2,
csnb = csnB sne, de donde, snwe = esund : ¢suB, tomando loga-
ritmos, fgsne = lgesnb - clgesnB, y el antilogaritmo de /gsue,
nos dard el valor de ¢.

Los datos en el guznto caso, son By ¢; por tanto tendremos
que determinar A, C y 4; determinaremos A; por la férmula 3.%,
1¢B——igAcsne, de donde tzA—-—£¢B : csne, tomando loga-
ritmos, [gigA —=— (lotgB 4 clgesnc), y el antilogaritmo de
lgtgA, nos dard el valor de A; determinaremos C, por la
férmula 4.%, 26C—suB¢gC, tomando logaritmos, lgteC—lesnB+}
-+ gtge, y el antilogaritmo de [g#e¢C, nos dard el valor de C;
determinaremos &, por la formula 5.%, csud = ecsnBsuc, tomando
logaritmos, /lgesnb = lgesnB —+ [lgsne, y el antilogaritmo de
lgesnb, nos dara el valor de 4.

Los datos en el sexfo caso son, b y ¢; por tanto tendremos
que determinar A, B y C; determinaremos A, por la formula 6.%,
csn ——clebelpe, tomando logaritmos, JgesnA —=— (lgctgd +
+lgetge), y el antilogaritmo de lgesnA, nos dard el valor de A
determinaremos B, por la formula 5.8, csnb — csuBsne, de donde,
csnB —¢snd 1 suc, tomando logaritmos, leesnB=lgesnb--clgsnc,
y el antilogaritmo de ZeesnB, nos dard el valor de B; determi-
naremos C, por la formula andloga, de modo que el antiloga-
ritmo de LgesnC, nos dard el valor de C.

Escorios.—Debemos hacer notar: 1.% que si se nos di
para resolver un tridngulo esférico que tenga dos lados 6 dos
angulos iguales, trazando desde ¢l vértice opuesto al lado des-
igual ¢ desde el vértice del dngulo desigual un arco de circun-
ferencia maxima al lado desigual ¢ al lado opuesto al dngulo
desigual; quedard dividido el tridngulo propucsto en dos tri-
dngulos rectdongulos iguales, que resolviendo uno quedard
resuelto el triangulo: 2.° que si se nos dd para resolver un
tridngulo en que la suma de dos lados 6 dos dngulos sea 180",
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prolongando uno de los lados dados y el tercero, 6 bien uno
de los lados opuestos & uno de los dngulos dados y el lado que
no se opone 4 ninguno; se formard un tridngulo en el cual dos
lados 6 dos dngulos serdn iguales, que se resolverd segin hemos
dicho en el problema anterior.

Dafos para la resolucion de un tridngulo esférico rectildtero,
b=—41°--44'-- 1476, c = 74°-- 7'-- 21", A=108°-- 35'-- 30,
B=39%-7/--207,C=165%:44/--6""1. :

CAPITULO II

Tridngulos oblicudngulos.

LECCION 58

Férmulas fundamentales para la resolucion
de triangulos oblicudngulos.

408. Como en los tridngulos esféricos oblicudngulos se
necesitan conocer tres de sus elementos para su determinacion;
son necesarias formulas que relacionen cuatro elementos siendo
tres de ellos conocidos.

407. En todo tridngulo esférico, los senos de los lados son
proporcionales 4 los senos de los dngulos opuestos.

En efecto, figura 233, sea ABC el tridngulo esférico, y su

. & triedro correspondiente OABC; trace-
ﬁ/f 2 mos desde el vértice C una perpen-
Q dicular CD al plano AOB, desde el
NS pie D de esta perpendicular tracemos

las perpendiculares DE y DF 4 las
aristas OB y OA, y unamos por ul-
timo Ccon E y I, las rectas CE y
CF son perpendiculares respectiva-
mente 4 OB y OA (215, E° 2.9,
siendo por consiguiente, CE el seno y
OE el coseno del lado 2, y CF el seno y OF el coseno del lado




6; ahora bien, CF=DF+4-CD |/ —1 =snb (csuA -4/~ 1 snA)
(359, E* 2.° y 372), de donde, DF — subcsnA, y CD = sné
snA (371, C." 2.9 1.” Curso); pero en el tridngulo CDE rec-
tangulo en D, CD = szas#B (391, 1.°); luego igualando los dos
valores de CD dados por esta igualdad y la anterior se tiene,
snasnB — snbsnA, de la que se deduce, sna i sub—snA : suB,
conforme con el teorema.

408. En todo tridngulo esférico, el coseno de un lado es
ignal al producto de los cosenos de los otros dos mas el pro-
ducto de los senos de los mismos por el coseno del dngulo
comprendido. ‘

En efecto, figura 234, sea ABC el tridngulo esférico, y
OABC, su triedro co- ]
rrespondiente, tracemos j}/’? 2“26#
en A las tangentes AD
y AE, 4 los lados ¢ y &
del triangulo esférico,
desde los vértices B y C
tracemos, paralelas 4 la
arista OA hasta que
encuentre 4 las tangen-
tes de ¢ y &, tales como
BD y CE, y paralelas
4 las tangentes AD y
AE hasta que encuen-
tren 4 la arista OA, tales como BD' y CE', unamos E con D,
y tracemos por ultimo la cuerda BC del lado a4, y por E la
paralela EF 4 esa cuerda; las rectas BD' y CE' son los senos
respectivos de los lados ¢ y &, siendo sus cosenos OD'y OE/,
por consiguiente en los paralelégramos ADBD’ y AECE' se

tiene, AD —=BD' =sn¢, BD = AD' = OA — OD' =1 — csne,
AE=CE' =snb, y CE=AE"=0A — OE' = 1 —csnf;
ahora bien, en el trisngulo ADE (394, 3.%), ED2 =sn%c +
+ sn2b — 2sucsnbesnA, y en el tridngulo DEF rectangulo
en D (203, C.° 1.°), por ser EF = BC, ED?2 = 4sn2}a— (csnc—
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— csnb)?, pues BC es el doble del seno de la mitad de 2 y DF =
== BD — CE; igualando los dos valores de ED? 4sn2}a—
— (este — esnb)® = sn®c 4 snh — 2snesnbesn\, de donde,
4snha — csn®c — csn®b - 2¢sne csnb == sn*c |- sn*b — 25nb
snccsnA, y (374, 1.°), 4sn?ba = 2 — 2c5mb csne — 2snb sne
esnA, simplificando y poniendo en vez de 25#%§a su igual 1—csna
(380, B 1.9), 1 —¢sna = 1 — csnbesnc — snbsncosniL, ob-
teniendo por tltimo, simplificando y cambiando de signo 4 los
dos miembros, csnwa = csnbesne - subsnecsnA, conforme al teo-
rema, -

409, En todo tridngulo esférico, la cotangente de un lado
por el seno del ofro es igual, al coseno de este por el coseno del
dngulo comprendido mids el seno del mismo dangulo por la co-
tangente del opuesto al primer lado.

En efecto, en virtud de las férmulas obtenidas en los teo-
remas anteriores; snc = snasnC : snl, esnc = csnacsnb -+ sna
snbsnC, y sustituyendo estos valores de sue y esne, en la férmula
csna — csnbesne - snbsncesnAA, obtenemos, csna = csnb (csna
csnb -+ snasnbesnC) -+ snbesnAsnasnC + snA, de donde,
csna —csnacsn®b + snasnbesnbesnC - snasnbsnC cégh, restando
csnacsn?h de ambos miembros, csna (1 — esn2d) = snasnb
csnbesnC 4 snasnbsnC g\, poniendo en vez de 1 — csn2h su
igual $#%, csna sn® b= snasnbesnbesnC <& snasnbsnC cigh, y
por tltimo, dividiendo ambos miembros por snasné, se obtiene,
cigasnb = csnbeesnC + snC ¢fgA, conforme al teorema.

410. En todo triangulo esférico, el coseno de un angulo es
igual 4, menos el producto de los cosenos de los otros dos mds
el producto de los senos de los mismos por el coseno del lado
opuesto al primero.

En efecto, sean a, 4, ¢ los lados y A, B, C los dngulos del
tridngulo ABC propuesto, los lados y dngulos de su tridngulo
polar A'B'C’ serdn @, 4, ¢’ y A',B/C’; y en este tridngulo te-
nemos segun (408), csna' == csnb' csnc' - snb" sne' esnA, de
donde, poniendo en esta formula en lugar de o, 8, ¢ y A’ sus

valores, 2" —=180°~ A, b' = 180" — B, ¢/ — 180°— C, ¥

A'=180°—¢, se obtiene,—csnA = esuB esnC— suB snC esna,



y cambiando de signos tenemos, csnA =— csuB csnC 4 snB
snC ¢sna. conforme al teorema.

Escor10s.—1.° En el teorema (407), asf como obtuvimos
dos valores para CD, pudimos también obtener dos valores para
DF, deduciendo asf una férmula que con la obtenida, se podia
deducir de las dos la del teorema (408), por un procedimiento
andlogo al segundo (394) en los tridngulos rectilineos; pero el
cdlculo es tan pesado que hemos preferido seguir otro procedi-
miento.

2. De los cuatro teoremas obtenidos, se deducen facilmente
los que hemos hallado para los tridngulos esféricos rectangulos
y rectildteros, sin mds que poner en vez de A su valor go° para
los rectdngulos, y en vez de @ su valor go® para los rectilateros;
pero hemos preferido obtenerlos directamente, pues aunque no
hemos fundado en ellos los relativos a los tridngulos esféricos
oblicuangulos, como tampoco lo hicimos en los rectilineos, en-
tendemos se debe proceder siempre en una obra elemental de lo
sencillo 4 lo complicado.

LECCION b9,

ITormnlas derivadas para la resolucidn de triangulos
oblicuangulos.

411. En todo tridngulo esférico se verifica; 1.° el coseno de
la mitad de un dngulo es igual, 4 la raiz cuadrada del cociente
de dividir por el producto de los senos de los lados que le for-
man, el producto del seno del semiperimetro por el seno de la
diferencia entre el semiperimetro y el lado opuesto; 2.° el seno
de la mitad de un dngulo es igual, 4 la raiz cuadrada del cociente
de dividir por el producto de los senos de los lados que le for-
man, el producto de los senos de las diferencias entre el semipe-
rimetro y estos lados; 3.9 la tangente de la mitad de un dngulo
es igual, 4 la raiz cuadrada del cociente de dividir por el pro-
ducto del seno del semiperimetro por ¢l seno de la diferencia en-
tre el semiperimetro y el lado opuesto, el producto de los senos
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de las diferencias entre el semiperimetro y los lados que le for-
men; y 4.° la cotangente de la mitad de un dngulo es igual, 4 la
raiz cuadrada del cociente de dividir por el producto de los se-
nos de las diferencias entre el semiperimetro y los lados que le
forman, el producto del seno del semiperimetro por el seno de
la diferencia entre el semiperimetro y el lado opuesto,

En efecto; 1.° de la férmula fundamental, csna=csnb csne--
+ snb snc esnh\, se deduce, csu\ = (csna-—csnb csne) : snb sne,
sustituyendo este valor de csnl en la formula, esn §+ A =

— /(1 + esnA) : 2, se obtiene, csn ¥ A =

= \ (esna — csub csnc + snb snc) b2 snb sne, y (379, 2."),
csniy A =\ esna—csn (b4 c)):2snb snc =

=\Vsnk(atdoFfc)sns/eo Fe—a): snb snc (381, 4.),
llamando 2p al perimetro, a-+d+4c=2p, y & + ¢—a=2 (p—a),

por tanto sustituyendo tenemos, sz § A= \/sup sn(p-a) : snbsnc,
conforme la 1.7 parte del teorema; 2.0 sustituyendo el valor de

csnl, en la férmula, s $ A = \/'( I —¢snA) s 2, se obtiene,

snk A =\ (snb snc - csnb csnc— esna ) : 25nb snc,
¥ (379, C° 1.° 2.0), sn § A = \ [esn (b—c)—csna] & 2snbsnc =
e \/.m } (a4-c—b) sn (a+b—c) : snbsne, llamando como antes
2p al perfmetro, a--c-b=2 (p—1b), y a+b-c =2 (p—c¢), por tanto
sustituyendo tenemos, sn & A = \sn (p—b) sn [p—c) & snb sne,
conforme la 2." parte del teorema; 3.° dividiendo esta dltima

férmula por la obtenida anteriormente se tiene, Zr 3 A =

= \/m (p—10) sn (P —¢)ssnup sn /p—a), conforme con

la 3." parte del teorema; y 4.° dividiendo la primera férmula ob-
tenida por la segunda tenemos,

cig ¥ A =\ sup sn (p—a)isn(p—0b)sn(p—c)
COROLARIO.—En todo tridngulo esférico se verifica; 1.9 €l
coseno de la mitad de un lado es igual, 4 la raiz cuadrada del
_cociente de dividir por el producto de los senos de los dngulos
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adyacentes, el producto de los senos de las diferencias entre
los dngulos adyacentes y el semi-exceso; 2.9 el seno de la mitad
de un lado es igual, 4 la raiz cuadrada del cociente de dividir
por el producto de los senos de los dngulos adyacentes, el pro-
ducto del seno del semi-exceso por el seno de la diferencia entre
el angulo opuesto y el semi-exceso; 3.° la tangente de la mitad
de un lado es igual, 4 la raiz cuadrada del cociente de dividir
por el producto de los senos de las diferencias entre los dngulos
adyacentes y el semi-exceso, el producto del seno del semi-
exceso por el seno de la diferencia entre el dngulo opuesto y
el semi-exceso; y 4.° la cotangente de la mitad de un lado es
igual, 4 la raiz cuadrada del cociente de dividir por el producto
del seno del semi-exceso por el seno de la diferencia entre el
angulo opuesto y el semi-exceso, el producto de los senos de
las diferencias entre los dngulos adyacentes y el semi-exceso.
Puesto que llamando 2E al exceso esférico del tridngulo pro-
puesto; A4 B 4 C—180°=2E, 6 bien, A 4B+ C=180°+4-2E;
por tanto aplicando las férmulas obtenidas en el teorema, al
tridngulo polar del ABC tendremos;

1.° ¢snka =/ sn (B — E) scn (C —E) : suB sxC;
2.% snya =/ snE sn (A — E) : s1B snC;
32%ta= snEsn(A—E):sn(B—E)sn(C—E); y
40 ctgta=/ sn(B—E)sn(C—E) : snE sn(A —E).
412. ANALOGIAS DE DELAMBRE.—DELAMBRE asf como
GAUSS, han obtenido cuatro férmulas entre los seis elementos

de un tridngulo esférico que pueden emplearse para la resolu-
cién de tridngulos, en algunos casos con ventaja; las férmulas
son las siguientes:

12 sn $(A4B)iesniC=csn §(a—b)icsntc

2" sn 3(A—B):cesnyC=sn % (a—b)isn }¢

32 csny(A4B)isn §C=cn ¥ (atb)iesnte

4" csn} (A—B)isn $C=sn §(atb)isn k¢
' 24



Para obtener estas férmulas, de los valores del seno y el
coseno de la mitad de un 4dngulo obtenidas en el teorema ante-
rior, se deduce,

b — sn (p—b
sn tAecsnt B srzﬁ; ) ‘\/mpm(p i5):.“ ‘}c.m&C

snesnb SHC

csn kA sn ﬁB-—‘m(P'“) WT) m(p —a)

SHe snasnb

esn y C

__ Snp A [sn(p—a)sn ( p-—é) snp
csny Acsn i B—= = sng C

SHC snasnb

sn ¥A sn}B=Z (f»’-d\/m Z-a) s (p-b) _sn(p-2)

sne snasnb s
de donde por suma y resta de las dos primeras y las dos ltimas,
snyAesnd Bresnd Asnd B sn (p—b) + sn (p—a)

7% C;

esn g C sne
csndAcsn 5 B+sni Asni B s;'zp + sn (p—c)
sn 3 C Sne X

porsera 46+ c=2p, sn(p —b)+ sn(p—a)—2sn ycesn}
(@a—0),sn (p — &) — sn(p — a)—=2¢csnycsny(a—20),
snp~+sn(p—c)=2sny(a-b)csntc, snp—sn(p—c)=
—2csnd(a - b)sut ¢, ademds, snc = 2sn 3 ccsn 3 ¢, luego
poniendo estos valores en las dos igualdades anteriores y sepa-
rando los signos, obtendremos las cuatro férmulas de DELAMBRE
(380 y 381).

413. ANALOGIAS DE NEPER~—NEPER ha obtenido cuatro
formulas entre los seis elementos de un tridngulo, que como
las de DELAMBRE se pueden en algunos casos emplear con
ventaja para la resolucion de tridngulos esféricos; las formulas
son las siguientes:

12 93 (A4+B)=cty s Cesng(a—&)resnd(a+b)
22 g3 (A—B)=ctg$Csn (a—b):sn 3 (a+6)
32 tgd(a+b)=t Ycesn} (A —B):esn}(A+B)
42 t93(a—&)=ty tcsn $}(A—B):sn 3+ (A +B)
Estas férmulas se obtienen; la 1.2, dividiendo la 1.* de
DELAMBRE por la 3.2; la 2.2, dividiendo la 2.* de DELAMBRE
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por la 4.% la 3.% dividiendo la 4.* de DELAMBRE por la 3.2; y
la 4.%, dividiendo la 2.* de DELAMBRE por la 1.*
EscoL10.—Podriamos obtener mds férmulas, pero para
los seis casos de resolucién de tridngulos que vamos 4 consi-
derar son suficientes las férmulas obtenidas.

LECCION 60.

Resolueidn de triangulos oblicuangulos.

414, ILos casos de resolucion de tridngulos esféricos obli-
cuangulos que vamos 4 exponer son seis; 1.° dados dos lados
y el dngulo comprendido; 2.° dados dos dngulos y el lado adya-
cente; 3.2 dados los tres lados; 4.° dados los tres dngulos; 5.°
dados dos lados y el dngulo opuesto 4 uno de ellos; y 6.° dados
dos dngulos y el lado opuesto 4 uno de ellos.

Los datos en el prémcr caso, son a, &,y C, por tanto ten-
dremos que determinar A, By ¢ para determinar A y B, nos
valdremos de las dos primeras férmulas de NEPER, 773 (A--B)=
=ctg3Ccsng (@ —b) : csny (a+ 8), 193 (A —B) =ctgiC sn}
(@ —0b) : sni (@ + &), tomando logaritmos, /gfg3 (A + B)=
=lgctg 3 C+ lgesny (a — &) 4 clgesni (a + b), lgtgt (A — B) =
= lgctgy C + lgsny (a — &) + clgsny (a 4 &), y los antiloga-
ritmos de /gig3 (A + B)y lgtgi (A — B), nos dardn el valor
de 3 (A 4 B) y 4 (A — B); de donde, la suma de estos valores
serd el valor de A y la diferencia el de B; para determinar ¢,
nos valdremos de la 3.* formula de NEPER, g% (@ + &) =1tgic"
esny (A — B) : esny (A + B), de donde, #g3c =ty (2 4 &)
esny (A -+ B) s csny (A — B), tomando logaritmos se obtiene,
lgtgsc = lgtgs (@ + &) + lgesny (A + B) + clgesny (A —B), y
el antilogaritmo de /gZg1¢c, nos dard el valor de 3¢y duplicdn-
dolo tendremos el valor de ¢. Este problema es siempre posible
y tiene una sola solucién; no olvidando que los datos han de
ser menores que 130°.

Los datos en el segundo caso, son A,By ¢ por tanto
tendremos que determinar @, & y C; para determinar @ y &, nos
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valdremos de las férmulas 3.2 y 4.* de NEPER, 74 (@ + &) =
=1tgyceny (A—B)tesny (A+B), &gy (2 —0) =ty sny
(A —B): sn3 (A + B), tomando logaritmos, lglgt (a4 6) =
= lgtgtc + lgesny (A — B) + clyesni (A+B), lgtgi (@ — b)=
= lgtghc + lgsny (A — B) 4 clg (A + B), y los antilogaritmos
de lytgt (@ + &) y lgtg s (a—0b), nos dardn el valor de i (¢ 4-0)
y 3 (@ — &), de donde la suma de estos valores serd el valor
de a y la diferencia el de 4; para determinar C, nos valdremos
de la 2.2 férmula de NEPER, #7% (A — B)=c#y3Csni(a —08):
: sni (@ -+ 8), de donde ctgiC=1zy3 (A — B)snk(a+0): sni
(@ — b), tomando logaritmos, /gctg 3 C = lgtg s (A — B) + lgsni
(@ 4 b) +-clygsn 3 (a—b), y el antilogaritmo de Zgciy 3 C, nos dard
el valor de #C, y duplicado el valor de C. Este problema como
el anterior es siempre posible y tiene una sola solucién.

Los datos en el Zercer caso, son a, &'y ¢; por tanto tendre-
mos que determinar A, B, C; para determinar A, nos valdremos

de la formula, g 3 A= \sn(p — &) sn(p—rc) : snpsn (p—a)
(411, 3.°), tomando logaritmos, lytg ¥ A =14 [lgsn (p — &)+
+ lgsn (p—c) + clgsnp + clgsn (p — a) ], y el antilogaritmo
de Jgtg & A, nos dard el valor de § A, y duplicado el valor de A;
del mismo modo determinariamos el valor de B y C, aplicando
la férmula (411, 3., 4 los dngulos B y C. Este problema para
que sea posible es preciso, que la suma de los datos sea menor
que 360°% y que cada lado sea menor que la suma de los otros
dos (283, C.° 2.2 y 284); siendo posible tiene una sola solucién.

Los datos en el cuarito caso, son A, B y C; por tanto tendre-
mos que determinar @, & y ¢; para determinar @ nos valdremos de

laférmula (411, C.°3.°), 27 4 a=\/snEsn (A-E): sn (B-E) sn (C-E),
tomando logaritmos, /gty § a =% [lgsnE -+ lgsn (A —E) +
+ clgsn{B—E) + clgsn (C—E)], y el antilogaritmo de
lgtg % @, nos dard el valor de 4 @, y duplicando el valor de &;
del mismo modo determinariamos el valor de 4 y ¢, aplicando
la férmula (411, C.° 3.%), 4 los lados & y ¢. Este problema para
que sea posible es preciso, que el exceso esférico esté compren-
dido entre cero y 3609, y que cada uno de los dngulos sea ma-
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yor que la mitad del exceso (283, C.° 1.°); siendo posible, tiene
una sola solucién.

Los datos en el guznto caso, son a, by A; por tanto tendre-
mos que determinar B, C y ¢; para determinar B, nos valdremos
de la formula, sna : snb—snA : s»B (407), de donde, snB—sné
snA : sna, tomando logaritmos, lysnB = lgsnb—+-lgsnA—+-clgsna,
y el antilogaritmo de /gs#B, nos dard el valor de B; para deter-
minar C, nos valdremos de la formula 1.* de NEPER, #g 3 (A + B)
=clysCesni(@—0&):esnd (a+ b),de donde,ctg 3 C =
=g $ (A+B)csni (a4 b):csn ¢ (a— b), tomando logarit-
mos, lgetg 4+ C= lgtg 3 (A + B)+ lgesn 4 (a-+6) + clg csn
3 (@—2&), y el antilogaritmo de /gczg % C, nos dard el valor
de § C, y duplicando el valor de C; para determinar el valor de
¢, nos valdremos de la férmula tercera de NEPER, 7 % (a+44) =

=1g%cesn % (A—B):esn 12— ( A+B), de donde, #y f? P
=1y —;— (a}-8) csn % (A-+B): csn % (A —B), tomando lo-
garitmos, /gty -;—,n c=lgty ;f (a—+ &) + lgesn -:? (A 4+ B)4
—+ clgesn {,— (A—B), y el antilogaritmo de /gzg —;- ¢, nos dard
el valor de —; ¢, y duplicando el valor de .

DiscusiON.—Una vez que en este problema el dngulo en
B estd determinado por su seno y puede tener dos valores lo
mismo que el C y el ¢, que de ¢l dependen; nos conviene saber
en qué caso tendrd el problema dos soluciones una 6 ninguna;
para ello es evidente que s#B=snbsnA 1 sna, tiene que ser menor
que uno, pues si fuese mayor el problema no tendria ninguna so-
lucion; ahora bien, siendo s#B<1, puede suceder; 1.° que A<90°,
ya<ha=5a>h2° que A=090%ya< b,a=2ba>b
y3.°,que A>90', yalbha=08a>b:1°5ia<bB>A
(2835, 2."), y de los dos valores de B se toma el mayor que A,
teniendo el problema una solucién cuando no hay mds que un
valor de B mayor que A, pero si lo son los dos el problema ten-
drd dos soluciones; si @ = #, 3= A, (285, 1.%), el problema
tiene una sola solucién; si @ > 4, B < A, el problema tendrd una
sola solucién: el segundo y el tercer caso se discutirain como
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el primero; viéndose en todos ellos, que el problema, cuando es
posible, tiene una 6 dos soluciones. Los valores de C y ¢ no
admiten duda; pues en el caso de dos soluciones, los dos valores
de C y ¢ son menores que 180° y en el caso de una solucion,
uno de los valores de C y ¢ es mayor y el otro menor que 180°.

Los datos en el sexfo caso, son A, B y a; por tanto tendre-
mos que determinar 4, ¢ y C; para determinar b, nos valdremos
de la férmula, sna : snb — snA : snB, de donde, snb— suBsna :
: snA, tomando logaritmos, lysab = lgsnB —+ lgsna 4 clgsnA,
y el antilogaritmo de Zgsnb, nos dard el valor de §; para deter-
minar ¢ nos valdremos de la férmula 3.* de NEPER, 4 ~'2 (a+45)
= ctg —— COSB — (A — B): csn —'f (A-+B), de donde, # _'ﬁ_‘
c=ty 1} (@4 0) csn % (A + B):esn % (A-—B) tomando Ioga
ritmos, lgg ¥ c=lglg — L (a+b) -i-igcm - (A+B)+d_¢c.m —
(A—B) y el antilogaritmo de ZgZg T ¢, nos dard el valor de
¢, y duplicando el valor de ¢; para determinar C, nos valdre-
mos de la férmula 1.* de NEPER, # -fz-w (A + B)=cty % Csn
—— (@—b) : csn —;-— (@-+8), de donde, cfy —;— C=y4 —-;- (A +B)
esn -—1- (a + b) : csn ; @ — b), tomando logaritmos, /gctg ;
L= !gt_q (A +B) + lgesn - o (@4-0) 4 clgesn ; (a—25),
y el antilogaritmo de Jycy ; C, nos dari el valor de ; Ciy
duplicando el valor de C. Este problema se discute como el
anterior, teniendo por consecuencia dos soluciones, una 6 nin-
guna segtin los casos,

EscoL1o.—Teniendo en cuenta lo expuesto (397, E.%),
hemos obtenido las incégnitas por las férmulas mads sencillas,
aunque no siempre en funcién de los datos, como nos ha suce-
dido en los casos 1.9, 2.°, §.° y 6.°; pudiéramos haberlas obte-
nido directamente, pero no estando las férmulas bien dispuestas
para el cdlculo logarftmico, la aplicacién del procedimiento
expuesto (382, 2.%), las transformarfa en otras bien dispuestas
para el calculo logarftmico, si bien introduciendo una nueva
incégnita que tenfamos previamente que determinar; por lo


file://-/-lgcsn

ol
cual allf como aqui, se deben como hemos hecho emplear las
férmulas mds sencillas, sirviendo en todo caso de comprobacién
las demas.

Hay muchos mds casos de resolucién de tridngulos esfé-
ricos que los expuestos; algunos de ellos los trataremos en las
aplicaciones, otros son propios y exclusivos de los tratados de
Geodesia, por lo cual no nos ocuparemos de ellos.

Datos para la resolucién de un tridngulo esférico obli-
cudngulo,

A=121°--36"--19"" 84, B=42°--15"-- 13" 46,
C= 34°--15'-- 27" 78,8 =76°--35'--36"
= B0°--10"--36"  ,ec=408°-- ®':.10

Aplicaciones.

LIBRO PRIMERO.

1.* Determinar sobre una circunferencia dada un arco que

&bl
6 l

4.° por cotangente —IZO— ; 5.2 por secante —53—; y 6.° por cosecan-

10
tenga, 1.° por seno 2.° por coseno—‘g——; 3.° por tangente -—7-—’

te —'-5— Resolveremos este problema, figura 227, trazando los
5

diametros horizontal y vertical y tomando, 1.° -é— de OB enci-

ma del didmetro horizontal, tal como OF, y por F trazando
una paralela 4 ese didmetro tal como CC/’, los arcos AC y AC’

de OA 4 la derecha del diametro verti-

son los pedidos; 2.2

cal, tal como OD, y por D trazando una paralela 4 ese didmetro
tal como CC", los arcos AC y AC" son los pedidos; 3.° sobre

. . 10
la tangente trazada en A y encima del didmetro horizontal T



—378—
del radio, tal como AE, y uniendo E con el centro, los arcos
AC y AC’, son los pedidos; 4.° sobre la tangente trazada en B

y 4 la derecha del didmetro vertical —7_ del radio, tal como BG,

10
y uniendo G con el centro, los arcos AC y AC’, son los pedi-

dos; 5.° _§...del radio, se traza un arco haciendo centro en él de
3

la circunferencia con ese radio que cortard 4 la tangente trazada
en A en los puntos E y E’, uniendo el punto E, que estd enci-
ma del didmetro horizontal, con el centro, los arcos AC y AC”,

son los pedidos; y 6.° —i del radio, se traza un arco haciendo

centro en él de la circunfereneia con ese radio que cortard 4 la
tangente trazada en B en los puntos G y G', uniendo el punto G,
que estd 4 la derecha del didmetro vertical, con el centro, los
arcos AC y AC” son los pedidos.

EscoL1o. —Si se nos diesen valores negativos en vez de po-
sitivos, se resolveria el problema del mismo modo, sin mas que
tomar las partes del radio 4 partir del centro debajo del diame-
tro horizontal, para las lineas, y 4 la izquierda del didmetro ver-
tical, para las colineas.

2.° Hallar el seno de 60°, 36° 22”5, y 15°. Resolveremos
este problema teniendo en cuenta la leccién 20, y el valor del

seno de un arco, en la forma siguiente; 1.° s#60°—4% /,—4% V3 =
= 0'8660; 2.° s# 36° =4 /. = } '\/10—2 \igi=lol5i878: 32
22y =%l =% \/2—-\/?:0’3826; y4.°sn 15°=% ,,—=%

= (V6—\/2) = 0'2588: con menos error que una diez-
milésima.

3. Determinar con error de una diezmilésima las demds -
neas y colineas trigonométricas principales, sabiendo que el va-
lor de la tangente de un arco es — 0’ 8540. Resolveremos este
problema teniendo en cuenta, que por ser la tangente negativa
el arco tendrd su extremo en el segundo 6 en el cuarto cua-

drante, y por consiguiente aplicando las férmulas del proble-
ma 2.° de la leccién 45, se obtendran para magnitudes de las li-
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neas y colineas pedidas las siguientes cs7=—0"7604 , s7#=—=0'6493%,
clg == 1'1707, sc == 1’ 3152, y ¢sc = 1" §399; conocida la mag-
nitud la posicién es la correspondiente al 2.2 6 al 4.° cuadrante.

4.° Dado un arco de 1236°, determinar sus lineas y colineas
trigonométricas principales por las de un arco menor que 43"
Resolveremos este problema teniendo en cuenta que, 1236° =
= 360° X 3 + 156 y 156° = 180" — 24°; por tanto la mag-
nitud de las lineas y colineas pedidas es la misma que las de
las lineas del arco de 24° y respecto de la posiciéon como el
arco de 1236° tiene su extremo en el segundo cuadrante, sera
la de las lineas y colineas de ese cuadrante. Si el arco fuese
negativo entonces se restarfa de 360° X 4, lo que nos daria
204" = 180° 4 24°; la magnitud serfa la misma pero la posi-
cion seria la correspondiente a las lineas y colineas del tercer
cuadrante.

5.° Sabiendo que el duplo del seno de un arco mds el triplo
del coseno del mismo arco valen tres, encontrar los valores del
arco menores que go°. Llamando » al arco tendremos, 257y 4
+ 3esnx—3, de donde, 3csnx — 3 — 2snz, elevando al cua-
drado gesn®x — 9 — 12snx - 4sn%x, poniendo en vez de csn?x
su igual 1 —sn?x, 9 —gsn?xr—=9 — 12snx + 4sn?x, hacien-
do la trasposicién y reduccion, 13s7%x — 12572 —— 0, sacando

snz factor comun, snx (13snx — 12) = 0, y de aquf se deduce,
Hx — 0, Snx = % = 0’ 9230; luego, lgsnx = [g0'9230 =

— 1'9682 = lgsn (67°- - 22"). En este problema pudimos des-
pejar csnx, y después de determinado el arco podemos encon-
trar los valores de sus lineas y colineas trigonométricas, cono-
cidos los valores del seno 6 el coseno.

6. Determinar el seno de la suma de los arcos, sabiendo

que el seno del uno es —‘:— y % el del otro. Llamaremos 4 los

arcos z é y, y determinaremos los cosenos dc esos arcos que

serdn; esny = \/1 — L == — oSy = \/I _—= m, luego,

sn(x+y) =— X -|— X = Del miswo modo
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determinarfamos el seno de la diferencia, el coseno de la suma
y diferencia, la tangente de la suma y diferencia, la cotangente
de la suma y diferencia, la secante y cosecante de la suma y
diferencia de dos arcos; conociendo una de sus lineas 6 colineas
trigonométricas, pues nos bastard determinar las lineas trigono-
métricas que entren en la férmula que hayamos de aplicar de

la leccidn 47.
7.° Hallar los valores correspondientes de las lineas y coli-

neas trigonométricas del arco de 51°. Resolveremos este pro-
blema, teniendo en cuenta el problema segundo, y las férmulas
del seno de la suma de dos arcos, en la forma siguiente; sz51° —
= 51 (36° + 15%) = 72 36° csn 15° + esn 36° sn 15° =0’ 77771;
csn51° = 0'6293; £g51° =1'2349; cfg51° = 0'8099; sc51° =
= 1'5888; y ecsc51° = 1'2867. Del mismo modo pudimos
haber aplicado, las férmulas, del coseno de la suma de dos
arcos, asi como las formulas de la tangente, cotangente, secante

y cosecante de la suma de dos arcos.

8. Hallar el seno del duplo de un arco, sabiendo que el
seno de este arco es 0'4. Resolveremos este problema teniendo
en cuenta la formula 1." (380), swuza — 2sna csna = 2sna

VI — sn?a, de donde sustituyendo snza=—2 X 0'4 X 0'916 =
— 0'7328. Del mismo modo hallarfamos el coseno del duplo de
un arco conocido su coseno, asi como la tangente, contangente,
secante y cosecante del duplo de un arco conocidas la tangente,
cotangente, secantc y cosecante de ese arco, sin mas que aplicar
las formulas 2.2, 3.*, 4.2, 5.2y 6.2 del ntimero 380.

9. Determinar la cosecante del duplo de un arco, sabiendo

que la cotangente de ese arco es —— 4 Resolveremos este proble-

ma teniendo en cuenta que la tangente de ese arco es %,y

entonces el seno serd, § : \/ -|- i , v el coseno serd,
v -|- ——, ¥y segin el problema anterior el seno

del duplo del arco serd, z—:'; luego la cosecante del duplo del

arco sera -2——5~
24
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10. Hallar el seno del triplo de un arco, sabiendo que el
seno de este arco es 0 4. Resolveremos este problema, poniendo
en la férmula, su(a + &)= snacsnb + csnasnb, 2a en lugar
de &, con lo cual se obtiene, sn#3a — snacsnza ~+ esnasnza, y
poniendo en lugar de csn2a y sn2a sus valores (380, 2. y 1.3),
sn3a = sna (csna — sn?a) + 2snacsn®a, de donde, sn3a —
= sna (1 — sn2a) — snBa + 2sna (1 — sna) = 3sna — 4snsa,
y sustituyendo por seno de & su valor 0’4, tendremos s#3a —
=3 X04—4X0'4%=0"944.

11. Determinar el seno de la mitad de un arco, sabiendo
que el seno de un arco es 0'8. Resolveremos este problema
teniendo eu cuenta (380, C.° 1.%; determinando primero el co-
seno del arco que serd, /1 —0'8?2=0'6, por tanto el seno
I1—0'6

2
mismo modo determinariamos el coseno de la mitad de un arco
conocido el coseno, asi como la tangente, cotangente, secante
y cosecante de la mitad de un arco, conociendo la tangente,
cotarigente, secante y cosecante de este arco, sin mas que apli-
car las féormulas 2.2, 3.3, 4.%, 5.2 y 6.* de (380, C.0).

12. Hallar la tangente de 27° sabiendo que el esz 54° —=
= 0’ 5876. Resolveremos este problema aplicando la formula 3.2

de la mitad del arco serd, —/0"2=—0'44. Del

I =080 84

(380, C.%), que nos da, #g 27" =

1 tcsn54°
I —0'5876 :
:://_IT-'-'—'O—'_S_S}TS-——-\;O 2597 = 0" 509.
LIBRO II

13. Hallar la distancia entre dos puatos visibles, sicndo ac-
cesible sélo uno de ellos.
Sea CB, figura 229, la distancia que deseamos determinar,
siendo C accesible; tracemos y midamos la recta, CA, que por
ser accesible toda ella y servirnos de punto de partida se llama
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base, hecho esto determinemos los angulos que con CA forman
las visuales CB y AB de los extremos de la recta CA al punto
inaccesible B, enténces conoceremos en el tridngulo CAB un
lado y dos dngulos, que resolviendo el tridngulo nos dara el va-
lor del lado CB que nos proponfamos hallar. En el caso de que
por las circunstancias del terreno nos fuese posible elegir una
base tal como la AD perpendicular 4 la visual DB, el tridngulo
ADB que tendriamos que resolver para conocer la distancia AB,
serfa rectingulo, siendo por lo tanto el problema mds sencillo.

EscoL1io.—Debemos de observar como ya digimos
(123, E.° 1.9), que los instrumentos necesarios para la determi-
nacién de rectas y de dngulos en el terreno, no los describimos
por ser preferible 4 toda descripcion y dibujo, el presentar 4 la
vista de los alumnos los instrumentos y ensefiarles 4 operar con
ellos. Por otra parte los trabajos de medicion son siempre en
Geometria de dos clases; unos de campo, que nos suministran
los datos necesarios para resolver el problema 6 problemas que
nos propongamos; y otros de gabinete, que se reducen a efec-
tuar los cdlculos que se necesiten para la resolucién del pro-
blema.

14. Hallar la distancia entre dos puntos visibles, pero in-
accesibles,

Sea CD, figura 52, la distancia que deseemos determinar;
tracemos y midamos la base AB, y los dngulos ABC, y BAC;
obtendremos asi, un lado y dos dngulos del tridngulo ABC,
que respelto nos dard el lado BC; midamos después los dngulos
DBA y DAB, que nos dard del igual modo el lado BD del
tridngulo ABD; y midamos por tltimo el angulo CBD, cono-
ceremos dos lados y el dngulo comprendido del triangulo BCD,
que resuelto nos dari la distancia CD pedida.

EscoL1o. Es preciso observar que en ocasiones no podemos
medir una base desde cuyas extremidades sean visibles los dos
puntos inaccesibles: en tal caso se elige un punto desde el cual
se vean los dos inaccesibles y se miden dos bases que partan de
ese punto.
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15. Determinar una altura de pié accesible, en terreno hori-
zontal.

Sea FK, figura 33, la altura que nos proponemos determi-
nar; tracemos y midamos la base EF, y el dngulo FEK, obten-
dremos asif, un cateto y un dngulo agudo del tridngulo rectdn-
gulo EFK, que resuelto nos dard el lado FK. En el caso de que
el dngulo FEK tuviese 45° se tendria FK —= EF.

16. Determinar una altura de pié accesible, en terreno no
horizontal.

Sea GK, figura 335, la altura que nos proponemos deter-
minar; tracemos y midamos la base EG, y el dngulo DEK que
la vertical DE forma con la visual EK, y el 4ngulo DEG, ob-
tendremos asi, el dngulo KEG, diferencia entre los dngulos
DEG y DEK, el dngulo GKE — DEK por alternos entre para-
lelas, y el lado EG del tridngulo EGK, que resuelto nos
dara GK.

17. Determinar una altura de pié visible, pero inaccesible.

Sea CA, figura 138, la altura que nos proponemos deter-
minar; tracemos y midamos la base DB, y los dngulos ABD y
ADB, obtendremos asi, un lado y dos dngulos del tridngulo
ABD, que resuelto nos dard los lados BA y DA; midamos
después los dngulos DBC y CDB, que nos dard de igual modo
los lados BC y DC; midamos por ultimo el dngulo CBA, cono-
ceremos dos lados y el dngulo comprendido del tridangulo ABC,
que resuelto nos dara CA.

18. Determinar una altura de pié invisible.

Sea CH, figura 97, la altura que nos proponemos determi-
nar; tracemos y midamos la base DE, y los dngulos HDE y
HED, obtendremos asf, un lado y dos dngulos del tridngulo
DEH, que resuelto nos dard el lado EH; y midiendo después
el dngulo FEH — EHC por alternos entre paralelas, conocere-
mos en el tridngulo rectingulo EHC, la hipotenusa EH y el dn-
gulo agudo EHC, que resuelto nos dard CH.

19. Determinar el 4rea de un tridngulo, conocidos dos lados
y el dngulo comprendido.



Sea el tridngulo ABC, figura 220, su drea sabemos que es;
53 — ; BD ¥ AC, y como en el triangulo rectangulo ABD

BD — ABsnA, se tiene sustituyendo, S; — —;- AC 3 ABsnA_:
= ; besnA, esta férmula nos dice: gue el drea de un tridngulo

es igual & la mitad del producto de dos lados por el sene del
dngulo comprendido.
CoROLARIO,— El drea de un paralelégramo, es igual al pro-
ducto de dos lados por el seno del dangulo comprendido.
20. Determinar el drea de un tridangulo, conociendo un lado
y los dngulos adyacentes. Resolveremos este problema sustitu-
yendo en la férmula del problema anterior, en lugar de 4, su igual
esnB & snC, lo que nos dard, Sy — ¢* snA snB ¢ 2sn2C esta fér-
mula nos dice: gue el drea de un tridngulo, es igual al cuadrado
de un lado por el producto de los senos de los dngulos adyacentes
y partido por el duplo del seno del dngulo opuesto.
21. Determinar el area de un tridngulo, conociendo los tres
lados.
Resolveremos este problema sustituyendo en la férmula del

problema 19, en lugar de s#A s# igual 252 .1 A csn —;- A, lo

1 1 s
que nos dara, Sy = dcsn , Acsn , A, y poniendo en vez

1 v
de seno y coseno de o A sus valores, se tiene

S3= V2 (p—a) (p—b) (p—c), esta formula nos dice: que el
drea de un tridngulo, es igual & la rais cuadrvada del semiperi-

metro multiplicado por las diferencias entre el semiperimetro y
cada lado.

22,

Determinar el drea de un cuadrilatero, conociendo sus
diagonales y el dngulo que forman.,

Sea el cuadrilitero ACBD, figura 132, determinaremos su
drea hallando las dreas de los cuatro tridngulos AOC, COB,
BOD y DOA, en que queda descompuesto por las diagonales,
que son; ; OA X 0C sn0, —; OC X OB 510, ; OB X OD
520, y : OD X OA 20 sumando estas dreas tendremos para

drea del cuadrildtero, S, — ; AB X CD 570, esta férmula



nos dice; que ¢l drea de un cuadrilétero, es igual & la mitad del
producto de sus diagonales por el seno del dngulo que forman.

COROLARIOS. 1.° El drea de un rombo es igual 4 la mitad
del producto de las diagonales. 2,° El drea de un cuadrado es
igual 4 la mitad del cuadrado de su diagonal.

23. Determinar el drea de un poligono regular, conocida su
apotema y el nimero de sus lados.

Sea ABCDEF, figura 71, un poligono regular cual-
quiera; trazando los radios del poligono queda este descom-
puesto en tantos tridngulos iguales al AOB como lados tiene,
de modo que suponiendo sea # el nimero de lados del poligono

propuesto se tiene; S, =z X AOB =z X ; AB X 0G =
== 2 X AG X OG, y poniendo en lugar de AG su igual

[:]
0G X g AOG=0G X 1z é AOB:‘:m‘g[STO, llamando a

(1]

180 3
esta formula nos di-

la apotema OG, se tiene; S, — na? tg

ce: que el drea de un poligono regular, es igual al producto del
niimero que expresa los lados que tiene por el cuadrado de su
apotema y de la tangente de la mitad de su dngulo central.

EscorLio.—Teniendo en cuenta la férmula obtenida, se
pueden obtener con facilidad otras que nos den el drea de un po-
ligono regular, en funcion de su radio y el nimero de sus lados;
y en funcién de su lado y el nimero de ellos.

LIBRO IIIL

24. Determinar la distancia geogrifica entre dos puntos de
la superficie terrestre, conocidas sus longitudes y latitudes.

Sean A y B, figura 232, los dos puntos de la Tierra cuya
distancia nos proponemos determinar, C, el polo del hemisferio
en que se hallen los dos puntos, FD el ecuador terrestre, y CE
y CF los meridianos de los puntos dados; entonces, el arco AF
serd la latitud del punto A, el BE la latitud del punto B, el EF
serd la suma 6 diferencia de sus longitudes, segtin que los dos se
encuentren 4 distinto 6 al mismo lado del primer meridiano, y el
arco AB de circunferencia méxima sera la distancia entre los



puntos dados A y B, y como en el tridngulo esférico ABC co-
nocemos dos lados y el dngulo comprendido, podemos determi.
nar el lado AB que seri la distancia pedida, teniendo en cuenta
que el cuadrante tiene 10.000 km.
25. Determinar el drea de un triangulo esférico, conociendo
sus lados.
Resolveremos este problema, sustituyendo en la 1,2y 3.* de

las férmulas de DELAMBRE, en vez de —; (A+B) su valor go.o—
— (-5 C-E), deducido de la expresién 2E=A-B 4 C —18¢°,

obteniendo asi; csn (—;— C—E) : esn —;— C=tsn —; (a—15) :
:(.m—;—c, .m(—; C—E):m—} C:f.m—; (@ +8): c.m—;
¢; de la primera igualdad se deduce (243, 1.* Curso), la si-
guiente, [c.m(m;— C—E)—esn —;j- C]s resn (—;f C—E)+-csn —;

C)=[ecsn —; (a—b) — csn —;— c]: [esn —;j- (a—b) + csn —; cl;

que transformando las sumas y diferencias en productos nos dd;
1 1 1 1

g5 Etg— (C—E)—ig— (p—a)tg—5(2—0b) Lase

gunda igualdad, siguiendo un procedimiento andlogo nos d4;
g i e

&t v E: g5 (C—E)=¢ —;—p tg—é— (¢ —c); y multipli.

cando esta igualdad por la anterior miembro 4 miembro, obten.
dremos por tltimo;

#—E=\/te 5215+ (1—0) 1  (1—b) 15— (P—)

expresién sencilla y cémoda para calcular E, y por tanto para
determinar el drea de un tridngulo esférico en funcién de sus
lados.

. ESCOLIO GENERAL.—No nos extendemos en las aplica-
ciones numerosfsimas del aspecto general de la Geometria, por-
_ que hay obras especiales que de ellas tratan, y ademds la rama
de las Matemdticas que se llama Topograffa no es mds que una
aplicacién de la Geometria: por tanto, los que deseen conocer
mids aplicaciones de la Geometria, pueden consultar los libros
de problemas de esta ciencia, asf como los tratados de Topo-
grafia en los que se describen los instrumentos y la manera de
emplearlos para el levantamiento de planos de corta extension.

ETIIN.
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