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P R Ó L O G O , 

E n el desenvolvimiento de la ciencia matemát ica sor­
prende que, después de haberse sucedido tantas generacio­
nes de genios ilustres, de inventores infatigables que han 
hecho de la misma un cúmulo inmenso de verdades sóli­
damente establecidas, no se haya llegado á su organiza­
ción en un plan donde, desde un foco ó centro irradien 
las diversas gerarquías de verdades, con riguroso enca­
denamiento subordinadas y coordinadas entre sí ; y aun 
más sorprende que, efecto sin duda de lo defectuosa que 
hoy aparece la exposición y la enseñanza de la Matemá­
tica , se siga desconociendo la naturaleza de esta ciencia, 
generalmente considerada como ár ida , repulsiva y a lgún 
tanto envuelta en cierta oscuridad que inclina á juzgarla 
difícil y resistente al esfuerzo de las inteligencias. 

No conformes con estas apreciaciones, hoy aspiramos 
á dar el primer paso hacia una organización de dicha 
ciencia, acogiéndonos á cuanto han producido, ya los 
grandes inventores, ya otros más modestos cuyos descu­
brimientos, sin embargo, son de gran val ía , y yacen hoy 
sepultados en el olvido, ó dispersos en obras numerosas 
sin haber hallado todavía el lugar que les corresponde 
en el plan de la ciencia; y además de reunir estas disper­
sas ideas, hasta hoy fuera del plan de enseñanza , preten­
demos desenvolver una parte que creemos esencial para 
la exposición y progreso de la Matemát ica , á saber: la cri-
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tica matemática que ha de facilitar la síntesis de sns verda­
des, dándoles un encadenamiento lógico, á la par que con­
duce á un conocimiento filosófico de las mismas, y cons­
tituye una preparación para la Metafísica de esta ciencia. 

'"Claridad y sencillez para que los alumnos, además de 
hallar accesibles á sus inteligencias los primeros conoci­
mientos matemát icos , experimenten el natural agrado que 
ocasiona la posesión de la verdad, lo cual les sirva de es­
t ímulo para encontrar más suave la pendiente que les ha 
de elevar á conocimientos superiores, cuya afinidad con 
los elementos debe hacerse ostensible, gracias al método. 
Esto es lo que pretenderíamos ver en un tratado elemen­
tal de Matemát icas , y , ya que nosotros nos hallemos sin 
fuerzas para realizarlo, presentamos un primer ensayo en­
caminado á dicho fin , haciendo entrar en el plan de en­
señanza las teorías modernas, fundidas en las ún icamente 
hasta hoy admitidas en la enseñanza clásica, cuya amplia­
ción es hoy absolutamente indispensable. 

Pero la realización de nuestro propósito ha de luchar, 
desde luego, con la indiferencia que persigue constante­
mente en nuestro país este linaje de estudios que hace es­
caso el número de lectores y propagandistas, así como 
muy crecido el de los que miren con recelo toda separa­
ción de la antigua rutina , ya hoy a lgún tanto puesta en' 
evidencia y aun amenazada, si todavía no vencida; y otro 
obstáculo m á s difícil de vencer hallamos para la realiza­
ción de nuestro propósito, en el plan vigente de ense­
ñanza, que a lgún dia debe ser modificado para ampliar el 
cerco estrecho en el cual hoy encuadra la Matemática, en 
particular, y los estudios científicos en general, y, huyen­
do de entrar en detalles que nos conducir ían demasiado 
lejos, y concretándonos á nuestro trabajo, deberemos 
anunciar como una reforma capital, en el órden de prio­
ridad de las asignaturas correspondientes á la parte ele-
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mental, la anteposición de la Geometría al Álgebra, p ues 
si, desde luego, la historia hace ver la aparición de la Geo­
metría de Euclides, que hoy es nuestra Geometría elemen­
tal, unos seiscieutos años antes que el Álgebra de Dio-
fanto, hoy los progresos de la teoría de las cantidades ima­
ginarias, juntamente con la necesidad de dar cuerpo á las 
numerosas abstracciones del Álgebra que hac ían tan i n ­
grato su estudio, conduciendo al subterfugio de las conven­
ciones, por las cuales resultaba transformada la rama m á s 
importante de la ciencia matemát ica en una ciencia con-
mncional, exigen que el Álgebra , como dijo en su Teoría 
trascendental de las cantidades jmaginarias el sábio filó­
sofo y matemát ico Rey y Heredia, sea el tronco común 
donde se reúnen la Ari tmética y la Geometr ía , puesto que 
abarca en su superior generalidad el n ú m e r o y la exten­
sión , la cantidad y su cualidad. 

A pesar de esto, hemos procurado, ya que no sea po­
sible contar desde luego con las reformas exigidas en el 
plan de enseñanza, escribir un tratado elemental de Mate­
máticas , conforme con estas exigencias y compatible con 
dicho plan vigente, pues, aun anteponiéndose el Álgebra 
á la Geometr ía , según lo hasta ahora umversalmente ad­
mitido , son tan ligeras las nociones geométricas necesa­
rias para dar cuerpo ó forma á los conceptos del Álgebra, 
que dicho obstáculo resulta de poca trascendencia, por 
más que, desapareciendo, permit i r ía ventajas considera­
bles en la exposición científica. 

Después de este preliminar para dar noción del espí­
r i t u dominante en el nuevo tratado de Matemát icas , bas­
tará consignar algunas particularidades del mismo. Res­
pecto á la Ar i tmét ica , hemos creído conveniente separar 
en dos tratados distintos el número abstracto del número 
concreto, pues d é l a especial naturaleza de cada uno se de­
rivan inmediatamente sus diversas propiedades; y en cada 
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tratado hemos creído necesario distinguir cuidadosamente 
el cálculo ó sección práctica de la sección teór ica , que si 
bien es una ramificación del Algebra, permite, desprendién­
dose de su tronco, hacer de la Ar i tmét ica , no puramente 
el arte de contar, sino un estudio preliminar de aquél la . 
E l Algebra caracterizada por las ecuaciones cuyo estudio 
se refiere á las funciones implíci tas, contiene también, 
como preliminar obligado, el estudio de las funciones 
explícitas, bajo las cuales se comprende la cantidad en 
todas sus manifestaciones cualitativas, y según las eleva­
das concepciones de Wronski , sobre el sistema de esta 
ciencia, la función seno, independiente de toda idea geo­
métr ica , aparece como un algoritmo que resuelve el pro­
blema recíproco de la función logar í tmica , sin que el 
concepto puramente racional ó abstracto de estos algorit­
mos impida hacer el estudio de sus correspondencias geo­
métricas, mediante las cuales, la periodicidad de la una y 
la multiplicidad de los valores de la otra se hace visible; 
y , cómo resúmen ó síntesis de la teoría de las funciones 
explíci tas , hemos creído indispensable presentar una teo­
ría genefal de las operaciones y de las cantidades , en la 
cual se hace ver, cómo, por una generalización sucesiva 
de los conceptos de una y otra, se consiguen resolver los 
problemas cada vez más complejos del Algebra. 

Por úl t imo, el estudio de las ecuaciones ó funciones 
implícitas no había de discordar con el plan seguido en 
las explícitas, y , aparte de las correspondencias geomé­
tricas que dan forma visible á todas las transformaciones 
a lgébr icas , propias para convertir una función implícita 
en explícita, es decir, para resolver ecuaciones, encuen­
t ran los conceptos de órden y combinación aplicaciones 
en la representación y reproducción periódica de las raíces 
de las ecuaciones binomias y de las ecuaciones de con­
gruencia. 



TRATADO DE ARITMÉTICA. t i l 

E n cuanto á la Geometr ía , convencidos de que poseer 
los métodos es disponer de instrumentos preciosos para 
demostrar los teoremas, según corresponda á la naturaleza 
de las verdades que expresan, hemos tratado de ponerlos 
de relieve hasta el punto de que la demostración de los 
teoremas sirva de motivo para alcanzar dicha posesión, 
con lo cual se qui tará á la enseñanza de la Matemática el 
carácter mecánico de que ahora adolece y se convert irá 
en gimnasia de la inteligencia. A d e m á s , es evidente que 
una clasificación ó distinción de las ideas ha de permitir 
establecer puntos de vista que subordinen las particulares 
á las superiores ó fundamentales, aliviando á la inteligen­
cia del abrumador cúmulo de ideas sin t rabazón, enlace 
n i dependencia que resultan como efecto de esa tendencia 
al detalle y falta completa de generalización predominante 
en casi la totalidad de los tratados conocidos. Por este 
mot ivo, en nuestro tratado señalamos los conceptos de 
existencia, determinación y coexistencia , hacemos visibles 
las correlaciones existentes entre las verdades , así como 
las equivalencias ó distinta extensión de las proposicio­
nes geométr icas; separamos por completo las verdades 
referentes á las ideas de igualdad, mayoridad ó minoridad, 
de las verdades referentes á la idea de medida en las cua­
les interviene el número como expresión dé la s cantidades 
geométricas para obtener su determinación mediante rela­
ciones de igualdad entre productos ó razones de segmentos 
rectilíneos. La homotecia, de la cual es una variante la 
semejanza de las figuras geométr icas , y las relaciones 
métricas entre los ángulos y los lados de un t r iángulo que 
permiten fundir la Tr igonometr ía en la Geometría ó con­
vertirla en un capítulo de la misma, son las cuestiones 
de determinación que citaremos como constituyendo una 
de las innovaciones que introducimos en nuestro plan de 
exposición de las Matemáticas elementales. 
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Hemos creído necesario , en nuestro plan de propa­
ganda científica, principiar por una exposición rigurosa­
mente didáctica de la Matemát ica , como base sobre que 
ha de apoyarse la doctrina que pensamos desenvolver en 
obras posteriores, cuyo objeto será realizarla desaparición 
de erróneas preocupaciones, todavía demasiado arrai­
gadas aun entre personas dedicadas á la enseñanza, res­
pecto á esa ciencia que posee el carácter de ser una espe­
cie de creación de nuestro entendimiento, razón que obligó 
al filósofo Vico, á considerarla como la ciencia más cierta, 
ó el prototipo de lo verdadero en la ciencia humana, y 
que hoy permite á los sabios considerarla como la ciencia 
que además realiza sus conceptos en el mundo físico, 
cuyos fenómenos son la t raducción individual de las leyes 
generales abarcadas en cada fórmula. As í , pues, necesi­
tamos hoy para terminar esta contienda, en que las anti­
guas preocupaciones y rutinas se desmoronen al impulso 
de las modernas ideas, constituir una filosofía matemática 
que exponga el criterio de la verdad matemática, una lite­
ratura matemática que organice el mundo de lo bello 
matemát ico por la exposición de las infinitas a rmonías 
del número y el espacio, y una pedagogía matemática, 
que consagre las leyes de la exposición científica armoni­
zada con el modo de ser de nuestra inteligencia; y esto 
será el objeto de nuestras próximas publicaciones, destina­
das á consolidar nuestro modo de exposición didáctica. 



INTRODUCCION. 

Ciencia es un conjunto de verdades subordinadas á un 
corto número de principios y coordinadas entre sí. 

La ciencia comprende dos ramas denominadas teoría 
y técnica :\& teoría compréndelas proposiciones que se re­
fieren á la especulación ó ejercicio de nuestra inteligencia, 
la técnica comprende las proposiciones que se refieren á 
los liedlos ó ejercicio de nuestra voluntad. 

Teoría es una parte de la ciencia que comprende un 
conjunto coordinado de verdades relativas á a lgún objeto 
particular de aquélla. 

Las proposiciones teóricas son de dos clases: axiomas 
y teoremas. 

Axioma es una verdad evidente que no necesita de­
mostración. 

Teorema es una proposición que necesita demostrarse 
para admitirse como verdad. 

Los axiomas son las primeras verdades de una ciencia 
ó de una teoría. E n matemáticas son, generales , es decir, 
aplicables á todas las ramas de la ciencia , 6 particulares, 
es decir, relativos á cada rama. 

Los principales axiomas generales son los siguientes: 
E l todo es mayor que cualquiera de sus partes. 
Dos cosas iguales á una tercera son iguales entre sí. 
Si con dos objetos iguales se hacen operaciones igua­

les , los resultados serán iguales. 
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Variedades del teorema son el lema y el corolario. 
Lema es un teorema que debe anteponerse á otro para 

facilitar su demostración. 
Corolario es una consecuencia del teorema. 
E l teorema consta de dos partes: hipótesis y tesis. H i ­

pótesis es lo que se supone, tésis lo que se vá á demostrar. 
Demostración es un razonamiento por medio del cual 

se hace evidente un teorema. 
Las proposiciones que se refieren á la práctica se lla­

man técnicas y son: oí problema y slporisma. 
Problema es un enunciado en que se propone hallar 

una cosa desconocida por medio de otras conocidas. La 
parte desconocida se llama incógnita, lo conocido datos. 

Resolver un problema es hal lar la incógnita por medio 
de los datos. 

Porisma es una proposición que participa del teorema 
y del problema, pues además de haber en él por demostrar 
una verdad enunciada, hay que buscar la manera de ser 
de ciertas cosas, mencionadas en el enunciado de esta 
verdad. 

Todas las proposiciones matemát icas pueden reducirse 
á problemas, pues en realidad los teoremas son enuncia­
dos de los resultados obtenidos al resolver problemas. 
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C Á L C U L O D E L O S N Ú M E R O S E N T E R O S . 

C A P I T U L O P R I M E R O . 

NOCIONES GENERALES. 

1. MATEMÁTICA es la ciencia que trata de la cantidad. 
2. CANTIDAD es la cualidad en virtud de la cual con­

cebimos las cosas como susceptibles de aumento ó dismi­
nución. 

Ejemplo: La arena que hay en una plajea, el agua 
que hay en un estanque, los bancos colocados en un 
paseo. 

3. La cantidad se nos presenta bajo la forma de espacio 
y tiempo que son el fondo común de las verdades matemá­
ticas , hasta el punto de poderse decir que: MATEMÁTICA es 
la ciencia de las leyes del espacio y tiempo. 

4. UNIDAD es una cantidad arbitraria que se toma como 
tipo de comparación de todas las de su especie. Así, para 
medir pesos se usa u n peso determinado que sollama gra­
mo ú otro que se llama kilogramo, y antiguamente se 
empleaban exclusivamente pesos llamados • arroba ó 
l ib ra , etc. 
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5. MEDIR UNA CANTIDAD es compararla con la unidad 
de su especie. Así, medir una pieza de tela es comparar 
su longitud con la longitud de una parte determinada de 
la misma, tomada como unidad. 

6. NÚMERO es el resultado de comparar la cantidad con 
la unidad. As í , las veces que la longitud de la tela, toma­
da como unidad, en el anterior ejemplo, se halla conte­
nida en la pieza de tela , será el número que mida ésta y 
en tal caso el NÚMERO es una reunión ó pluralidad de uni­
dades ; pero la longitud de tela puede no hallarse exacta­
mente contenida en la pieza, y sí una parte de dicha Jon-
g i t u d , en cuyo caso esta parte de la unidad será la nueva 
unidad que sirva de medida, pudiéndose decir entonces 
que: NÚMERO es una reunión de unidades ó departes de la 
unidad. 

I . Se llama NÚMERO FRACCIONARIO Ó QUEBRADO una re­
unión de partes de la unidad. 

8. Los números se dividen en «/^mtfo,? y concretos. 
9. NÚMERO ABSTRACTO Ó ABSOLUTO es el que simplemente 

designa una pluralidad sin expresar la especie de ésta. 
Ejemplo: siete. 

10. NÚMERO CONCRETO es el que designa la especie á que 
se reitere. 

Ejemplo: 9 kilogramos. 
I I . Los números concretos se dividen en homogéneos 

y heterogéneos. 
12. NÚMEROS HOMOGÉNEOS son los que se refieren á una 

misma unidad y HETEROGÉNEOS los que se refieren á uni­
dades diferentes. 

Ejemplos: 6 litros , 11 l i tros, son homogéneos; 9 litros 
y 8 kilogramos son heterogéneos. 

13. ARITMÉTICA es la ciencia que trata de la generación 
elemental de los números y de las propiedades que se refieren 
inmediatamente d dicha generación. 
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14. Los modos elementales de gene rac ión de los nú­
meros son: lñ numeración qne Qonstitnye el modo pr imi­
tivo, pues que de él dependen todos los demás y las llama­
das operaciones fundamentales: adición, multiplicación 
y elevación a potencias con sus inversas respectivas sus­
tracción , división y extracción de raices. 

La numerac ión , juntamente con las operaciones fun­
damentales, constituyen el cálculo d é l o s n ú m e r o s , de 
manera que: la Aritmética práctica tiene por objeto el cál­
culo de los números. 

16. Además de la Ari tmét ica , la Matemát ica compren­
de la Geometría que estudia la cantidad extensa y figurada 
y el Algebra que incluye el estudio de dichas ramas en la 
superior generalidad de sus leyes y aun otras más sape-
riores como son las diferentes especies de geometrías á 
saber: la Qeometria analítica , la descriptiva, la proyec-
tiva, el calculo infinitesimal, etc. 

C A P Í T U L O I I . 

NUMERACION. 

16. Definición.—NUMERACIÓN es el modo de genera­
ción y expresión de los números por medio de un número 
determinado de éstos que se consideran como elementos ó 
números elementales. 

17. La expresión de los números puede hacerse por 
medio del lenguaje oral ó del escrito, y por eso la nume­
ración se divide en oral ó hablada y escrita. 

18. Principio general de la numeración»— Un 
número no es solo un conjunto de unidades simples ó iguales 
entre s i , sino que también puede concebirse como un con­
junto de unidades de distintos órdenes, tales, que CADA UNI­
DAD DE UN ORDEN CONTENGA UN NÚMERO DE VECES CONSTAN­
TE Á LA DEL INMEDIATO INFERIOR, 
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19. Doflnlclon.—llama BASE de un sistema de nu­
meración el número de veces que una unidad de un orden 
contiene d la del inferior inmediato, y el sistema recibe un 
nombre derivado del de la base. 

20. €iieneracIon y espreslon de 1®® números.— 
Todo número se engendra por la agregación sucesiva de la 
unidad. 

Los números elementales se expresan cada uno con 
un nombre y un signo ó guarismo particular. A s í , la re­
un ión de uno y uno se expresa con la palabra dos y con el 
guarismo 2, la reunión de dos y uno se llama tres y se ex­
presa con el signo 3, la palabra cuatro y el guarismo 4 de­
signan la reunión de tres y uno, de manera que la expre­
sión oral y escritade los números elementales es como sigue: 

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocio, nueve, 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ' 8, 9, 

suponiendo que nos proponemos emplear nueve números 
elementales, pues si deseáramos emplear m á s , bastar ía 
añad i r las palabras y los guarismos correspondientes. 

A la reunión del úl t imo número elemental nueve y de 
la unidad se llama diez que se considera, no como diez 
unidades sino como una sola unidad diez veces mayor que 
la unidad absoluta ó simple, y es la unidad de segundo 
órden que se escribe así 10, empleando el signo 0, llamado 
cero que no tiene n i n g ú n valor, para hacer que las cifras 
ocupen el lugar expresado por su órden. 

Tomando, pues, esta agrupación de unidades simples 
como una nueva unidad, se engendra rán los números sim­
ples de segundo órden diciendo: una decena ó diez, dos 
decenas ó veinte, tres decenas ó treinta, manera que la 
expresión oral y escrita de los números simples de segun­
do órden es como sigue: 



TRATADO DE ARITMÉTICA. 7 

diez, veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, 
10, 20, 30, 40, 50, 60, 

setenta, ochenta, noventa. 
70, 80, 90. 

Habiéndose contado todos los números simples de se­
gundo orden, el siguiente obtenido agregando á nueve uni­
dades de segundo orden otra también de segundo, recibirá 
un nuevo nombre, el de centena, ciento ó unidad de tercer 
orden que se escribe as í , 100, ocupando el lugar de su 
orden; y repitiendo cuanto anteriormente se ha dicho res­
pecto al segundo orden, se tendrá la expresión oral y es­
crita de los números simples de tercer orden. 

ciento, doscientos, trescientos, cuatrocientos, quinientos ^ 
100, 200, 300, 400, 500, 

seiscientos , novecientos. 
600, 900. 

Nueve unidades de tercer orden con una del mismo 
forman la unidad de cuarto orden, que se llama mil ó mi­
llar y se escribe así: 1.000, siendo la expresión de los nú­
meros simples de cuarto ó rden , la siguiente: 

mil, dosmil, tresmil, cuatromil...... nuemmil. 
1000, 2000, 3000 4000 9000. 

De igual manera se formarán y expresarán los núme­
ros simples de quinto y sexto órden que se llaman dece­
nas de millar y centenas de millar, pasándose á la genera­
ción d é l a unidad de séptimo órden que se llama millón y 
las siguientes: decena de millón, cente7M de millón, millar 
de millón, etc., hasta llegar al millón de millón que se 
llama Ullon, y así sucesivamente. 
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La agregación sucesiva de la unidad hace pasar de 
un número elemental de decenas al siguiente por el inter­
medio de nueve números consecutivos. Así se tiene: 

diez, diez y uno, diez y dos, diez y tres , diez y nueve, 
10, 11, 12, 13, 19, 

debiéndose observar que en vez de diez y uno, diez y dos, 
diez y tres, diez y cuatro, diez y cinco , se dice por breve­
dad: once, doce, trece, catorce, guiñee, 

veinte, veintiuno, veintidós, veintitrés , veintinueve, 
20, 21, 22, 23, 29, 

noventa, noventa y uno, noventa y dos, noventa y tres, 
90, 91, 92, 93, 

noventa y nueve, 
99; 

formados y expresados todos los números consecutivos 
hasta ciento, será fácil formar y expresar los comprendidos 
entre cada dos números simples de centenas, y se tendrá: 

ciento, ciento uno, ciento dos, ciento tres, 
100, 101, 102, 103, 

ciento noventa y nueve , 
199, 

doscientos, doscientos uno, doscientos dos , doscientos tres, 
200, 201 202 203, 

doscientos noventa y nueve, 
299, 

novecientos, novecientos uno, novecientos dos, 
900, 901, 902, 

novecientos tres , novecientos noventa y nueve, 
908 999. 
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Formados y expresados todos los números consecuti­
vos hasta m i l , podrán formarse y expresarse los números 
comprendidos entre cada dos números consecutivos de mi­
llares y lo mismo se dirá del millón, billón, etc. 

Este análisis nos lleva á enunciar como consecuencia 
inmediata la siguiente 

Regla.—Parí? enunciar ó escribir m número com­
puesto cualquiera, se enuncian ó escriben sucesivamente las 
palabras ¿guarismos que expresan los números simples de 
las unidades de sus diversos órdenes; si faltan unidades de 
algún orden, se expresara el lugar de éste con un cero. 

Ejemplos: E l número 3749, se lee: tres m i l setecientos 
cuarenta y nueve, el 504 se lee: quinientos cuatro. 

Observación.—Si en vez de emplear nueve signos ó 
diez, contando el cero, y la ley décupla de subordinación 
entre las unidades de los órdenes consecutivos, se hubiera 
empleado otro número de signos y su ley correspondiente, 
el sistema se habr ía llamado binario ó ternario, ó cuater­
nario etc., según el número de cifras empleadas, y bastar ía 
repetir lo anteriormente dicho con alguna ligera modifica­
ción de palabras. 

Ejemplo: E n el sistema cuaternario el número 3221 
expresa unidades de distintos órdenes, cada una de las cua­
les contiene cuatro del inmediato inferior. 

CAPÍTULO I I I . 

OPERACIONES FUNDAMENTALES. 
§ l.o—Adición. 

21. Definiciones.—SUMA Ó ADICIÓN es una operación 
que tiene por objeto reunir las unidades de varios números 
en uno solo. Los números que se suman se llaman SUMAN­
DOS y el resultado SUMA. La operación se indica con el sig­
no -f que se escribe entre los sumandos y se lee más. 
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La suma es una generalización de la numeración y en­
gendra los números por medio de pluralidades ó conjuntos 
de unidades ó números formados ya por la numeración, 
y se efectúa agregando al primer sumando sucesivamente 
las unidades del segundo, al resultado sucesivamente las 
unidades del tercero , y así se cont inúa hasta agregar las 
unidades del úl t imo. 

La suma posee, pues, las propiedades siguientes: 
22. Propiedad asociatlvau— Una sima no altera 

cualquiera que sea el modo de agrupación de los sumandos 
sin alterar su orden. Sea, en efecto, la suma 34-5- |-2-f4. 

Considerando los tres primeros sumandos, se tendrá 

3_|-5 + 2 = (3 + 5) + 2 = 3 4 - ( 5 + 2 ) , 

pues agregar 5 al 3 y al resultado 2 es pasar, á partir del 
3, 5 lugares en la escala de la pluralidad , y á partir del 
resultado, 2 lugares más . Para llegar, por consiguiente, á 
la pluralidad total ó suma fal tarán al 3 5 lugares m á s que 
al 3-j-5, como indica la relación anterior. 

Dicha relación se convert i rá en la siguiente, para 4 
lugares más en la escala de la plural idad: 

3 + 5-}-2 + 4 = ( 3 + 5 - f - 2 ) - f 4 = ( 3 + 5) + (2 + 4) = 
= 3 4 - ( 5 + 2 + 4) = 3 + (5 + 2) + 4 , 

expresión que extendida á cualquier n ú m e r o de sumandos 
puede traducirse en el enunciado siguiente: 

Todo sumando, agregado Todo sumando aumentado 
ó quitado a l PRINCIPIO DE UN Ó disminuido a l PIN DE UN 
GRUPO , disminuirá ó aumen- GRUPO , disminuirá ó aumen­
tará el número de sus tmi- tará el número de sus unida-
dades AL CONJUNTO DE GRUPOS des a l CONJUNTO DE GRUPOS 
ANTERIORES , para que la su- POSTERIORES , para que la su­
ma sea constante. ma sea constante. 
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La propiedad asociativa puede expresarse también en 
el siguiente 

Teorema.—¿ft en um suma que no altera, uno de ¿os 
sumandos aumenta ó disminuye, el conjunto de los demás 
Tía de disminuir ó aumentar en el mismo número de unidades. 

23. Propiedad conmutativa.— Una suma no alte ra 
cualquiera que sea el órden de los sumandos. 

Si se trata de dos sumandos , se tiene evidentemente, 
por ejemplo, 

3 + 5 = 5 - f -3 

pues, en vi r tud de la propiedad asociativa 

3 + 5 = 3 - f - ( 2 + 3 ) = (3 + 2 ) + 3 = : 5 + 3, 

porque si el mayor sumando que forma un grupo se con­
vierte en el menor que forma el otro grupo, disminuyendo; 
el menor sumando se ha de convertir en el mayor aumen­
tando lo que éste disminuyera. 

También puede decirse que al mismo grado de la plu­
ralidad seilega contando la serie de unidades 

(1 + 1 + 1 ) + ( 1 + 1 + 1 + 1 + 1) 

principiando por la derecha que por la izquierda, y el teo­
rema queda demostrado más sencillamente. 

Sea ahora la suma 2 - f 3-f-4-f-5. Se tiene, en vi r tud 
de lo que se acaba de decir, y de la propiedad asociativa 

2 + 3 + 4 + 5 = (2 + 3 ) + ( 4 + 5 ) = ( 2 - f - 3 ) + (5 + 4 ) = 
= : ( 2 + 3 - f - 5 ) - r 4 = [ ( 2 + 3 ) + 5 ] - | - 4 = [ 5 + ( 2 - | - 3 ) ] + 4 = 

= ( 5 - f 2 - f 3 ) - f 4 = 5 + 2 + 3 + 4 . 

De manera que el sumando 5 y cualquiera, por consi­
guiente, puede ocupar un lugar cualquiera. • 

E n estas propiedades de la suma se funda la siguiente 
Kegla.—i^m sumar números de varias cifras, se su* 
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man todas las cifras de cada uno de los órdenes diversos, 
principiando por las de órden inferior, y se escriben las 
unidades agregando las unidades de órden superior sobran­
tes a la suma de las de órden inmediato. Los números dí­
gitos , que son los sumandos de cada órden, se suman de 
memoria. 

Ejemplos: 1.° Sumar, en el sistema decimal, 4328, 6549 
y 3268. 

4328 
6549 
3268 

14145 

Para efectuar la operación, se procede diciendo: 8 y 9 
son 17, 17 y 8 son 25, escribo cinco unidades, y sobran 2 
decenas: 2 y 2,son 4; 4 y 6 son 10, etc. . 

2.° Sumar, en el sistema de base 7, los números 4654, 
3256 y 6265 

4654 
3256 
6265 

20541 

Teniendo presente que cada unidad de un órden con­
tiene 7 del inmediato inferior, se d i rá : 4 y 6 son 10 (1); 10 
y 5 son 15, es decir, 2 sietes ó unidades de segundo órden 
y una unidad de primero que se escribe; 2 que sobran y 5 
son 7, 7 y 5 son 12, 12 y 6 son 18, es decir, dos sietes de 
segundo órden ó dos unidades de tercero y cuatro de se­
gundo, etc. 

24. Definición.—PRUEBA de una operación es otra 

(1) E l sistema decimal, que es el adoptado, sirve de base para 
contar en cualquier si stema^ 
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operación que se efectúa para cerciorarse de la exactitud de 
la primera.—En la adición se reduce á efectuarla inversa­
mente, es decir, de abajo á arriba, ó en otro órden cualquie­
ra, siempre que no se omita n i repita n i n g ú n sumando. 

§ 2.o—Sustracción. 

25. Definiciones.—RESTA Ó SUSTRACCIÓN es una ope­
ración que tiene por objeto hallar la diferencia que existe 
entre dos números. E l número que se resta se llama sus-
TRAEKDO, aquél del cual se resta MINUENDO y el resultado, 
RESTO , EXCESO ó DIPERENCIA. L a operación se indica con el 
signo — que se lee menos. 

La sustracción es un modo de generación de los nú­
meros análogo á la suma, pero en sentido inverso, pues 
se propone engendrar números inferiores al minuendo en 
vi r tud de la oposición de la afección de las unidades del 
sustraendo, respecto á las del minuendo, que puede enun­
ciarse en el siguiente: 

26. Principio ffnndamental.--6W« unidad del 
minuendo ó sustraendo tiene una afección contraria á cada 
unidad del sustraendo ó minuendo, es decir, cada unidad 
de uno de los datos tiende á disminuir en su valor a l otro. 

Desarrollos de este principio son las propiedades si­
guientes : 

27. Propiedad asociativa del sustraendo.— Una 
diferencia no altera, cualquiera que sea el modo de agru­
pación de las sustracciones entre las partes del minuendo 
y las partes del sustraendo, sin alterar el órden de unas 
y otras. E n efecto, evidentemente se tiene 

20—(3 + 4 + 2 ) = (20 — 3 ) — ( 4 + 2) = (20—3 — 4 ) — 
- - 2 = 2 0 — 3 - 4 — 2, 

pues, si una parte del sustraendo se resta del minuendo, 
eso menos faltará que restarle para obtener el resto, 
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Estas relaciones pueden expresarse diciendo que: s i 
aumenta ó disminuye mo de los datos de la sustracción l a 
de aumentar ó disminuir en el mismo número el otro para 
que el resto no altere, según se observa pasando de un 
miembro al siguiente ó de éste á aquél . 

Corolarios.—al minuendo se aumenta ó disminuye 
en un número , el resto aumenta ó disminuye en el mismo. 
S i a l sustraendo se aumenta ó disminuye en un número, el 
resto disminuye ó aumenta en el mismo. 

Propiedad asociativa del minuendo.—El prin­
cipio fundamental permite también descomponer el mi­
nuendo en tantas partes como tiene el sustraendo, respecti­
vamente mayores á las de éste, pudiendo haber algunas 
iguales y restarlas, resultando, por ejemplo: 

2 0 ~ ( 3 + 4 + 2 ) = (5 + 7 + 8 } — ( 3 + 4 + 2 ) = 

= ( 5 ~ 3 ) + ( 7 - 4 ) + ( 8 ~ - 2 ] , 

relación que puede expresarse en el siguiente 
Teorema.—Z« diferencia de dos números es igual á 

la suma de las diferencias entre las diversas partes del 
sustraendo é igual número departes del minuendo, no me­
nores ninguna de éstas á aquéllas que les son correspon­
dientes. 

Ejemplo: 8 7 4 — 5 4 3 = ( 8 0 0 + 7 0 + 4 ) — ( 5 0 0 + 4 0 + 3 ) = 
=(800—500)+(70—40)+(4—3). 

Podrá , pues, de igual manera, enunciarse, como equi­
valente , la siguiente 

R e s l a . — P a r a restar números enteros, se restan las 
unidades de los diferentes órdenes del sustraendo de las 
correspondientes del minuendo, principiando por las de 
orden inferior con objeto de que, s i en alguna sustracción 
parcial el sustraendo es mayor que el minuendo, se agre­
guen á éste diez unidades de su orden, ó en general, para 
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cualquier sistema de numeración, tantas unidades como 
contiene las de un orden superior á la del inferior inme­
diato, y dicha unidad se suprimirá a l minuendo parcial 
siguiente ó se aumentará á su sustraendo , para que el 
resto no altere. L a diferencia de dos números dígitos debe 
saberse de memoria. 

Ejemplos: 

8974 6473 

5632 (sistema decimal) 4236 (sistema de base 8). 

' 3342 2235 

E n el primero se dirá : d e 2 á 4 , 2 ; d e 3 á 7 , 4 , etc. E n 
el segundo, de 6 á 3 no puede ser, pero añadiendo 8 uni­
dades que tiene una de segundo orden son 1 1 , menos 6 
son 5 , d e 3 á 6 ó d e 4 á 7 van 3, etc. 

27. Prueba.—P^m que la sustracción esté lien 
hecha, el sustraendo, sumado con el resto, hade dar el 
minuendo. 

§ S.0—Multiplicación. 

28. Definiciones.—MULTIPLICAR un número entero 
por otro es hacer tantas veces mayor el primero como uni­
dades tiene el segundo, ó formar un tercer número con el 
multiplicando de igual manera que el multiplicador lo está 
con la unidad. E l número que se multiplica se llama MUL­
TIPLICANDO, aquél por el cual se multiplica, MULTIPLICADOR, 
y el resultado PRODUCTO. 

La multiplicación se expresa con el signo X ó . que 
se escribe entre el multiplicando y multiplicador y se lee 
multiplicado por. 

E l multiplicando y el multiplicador se llaman factores 
del producto. 

29. Según la definición, multiplicar 7 por 5 es formar 
el producto con 7 como el 5 resulta formado con la unidad, 
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De manera que si 

S ^ l + l + l + l + l , el producto e s = 7 + 7 + 7 - | - 7 + 7 = 3 5 . 

La multiplicación de números enteros es, pues, el caso 
de la suma en que los sumandos son iguales, y engendra 
los números por agregaciones sucesivas de una misma 
pluralidad ó multiplicando, como la numerac ión , los en­
gendra por la agregación de unidades. Es un procedi­
miento más rápido de generación. 

30. Propiedades.—La multiplicación posee las pro­
piedades siguientes : 

1 a E l producto de cero por cualquier número ó de cual­
quier número por cero es cero, 

2.a PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.—^^W^WC^ de un número 
por otro (1) es igual d la suma de los productos de cada su­
mando ó parte del multiplicando por cada uno de los su­
mandos dos ó partes del multiplicador. 

En efecto, siendo, por ejemplo, 

l x 9 = : l + l + l - { - l + l - j - j + i + i _ L i = ( i + 1 ) + 

+ ( l + l + l + l ) + ( l + l + l ) = 2 + 4 + 3 , 

aná logamente se tendrá 

8 x 9 = 8 + 8 + 8 + 8 4 - 8 + 8 + 8 + 8 - 1 - 8 = ( 8 + 8 ) + 
+ ( 8 + 8 + 8 + 8 ) + ( 8 + 8 + 8 } = 8 . 2 + 8 . 4 + 8 . 3 . 

es decir, que > / 

8 x ( 2 + 4 + 3 ) = 8 . 2 + 8 . 4 + 8 . 3 . 

Siendo, á su vez, por ejemplo, 8 = 1 + 4 + 3 , se tendrá 

8 . 2 = ( l + 4 + 3 ) x 2 = { l + 4 + 3 ) + ( l + 4 + 3 ) = : 
=:1+1+4_|.4_|_3_|_3_::1.2+4.2+3.2, 

(1) Se entiende, que en esta primera parte, sóio se trata de 
números enteros. 
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y continuando así , resul tará 

( 1 + 4 + 3 ) x ( 2 - | - 5 + 6 ) = ( l + 4 + 3 ) x 2 + ( l + 4 - f 3 ) x 5 + 
_|_( l_j_4_|- 3 ) X 6 = 1 . 2 + 4 . 2 + 3 . 2 + 1 . 5 + 4 . 5 + 3 . 5 + 

+ 1 . 6 + 4 . 6 + 3 . 6 . 

De la propiedad distributiva resulta como corolario la 
siguiente 

R e g l a . — m u l t i p l i c a r un número de varias cifras 
por otro de una sola, basta multiplicar sucesivamente las 
unidades de cada orden del multiplicando por la cifra del 
multiplicador, principiando por las de orden inferior, y 
se suman los\productos parciales, para lo cual hasta escri­
bir las unidades simples de cada uno de éstos, reservando 
las unidades de órdenes superiores para agregarlas d la 
multiplicación parcial siguiente. Los productos de los nú­
meros dígitos deben saberse de memoria. 

Ejemplo: Multiplicar 8569 por 7 
8569 

X 7 

59983 

Para efectuar dicha mult ipl icación, se dice: 9 por 7 
son 63, escribo 3 y llevo 6; 6 por 7 son 42 y 6, 48, escri­
bo 8 y van 4, etc. E n efecto 

8569x7 = (8000+500+60+9 )X7 = 8000.7+500.7+ 
+ 6 0 . 7 + 9 . 7 , 

y el producto de 8 millares por 7 es 56 millares, así como 
el de 5 centenas por 7 es 35 centenas, etc., es decir, que:, 
el producto de una cifra seguida de ceros por una cifra 
sera el producto de dichas cifras seguido de tantos ceros 
como siguen á la del multiplicando. 

Befinieion.—/Voítóo de varios factores es el resuh 
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tado que se obtiene multiplicando el primero por el segundo, 
el producto obtenido por el tercero, y asi sucesimmente. 

3.a PROPIEDAD CONMUTATIVA.— Uu producto de varios 
factores no altera, cualquiera que sea el orden de la colo­
cación de éstos. 

Sea el producto de dos factores 4 x 3 ; se tiene 

4 = : l - f l - | - l - f - l y multiplicando por 3, 4 x 3 = 
= 3 + 3 + 3 + 3 = 3 x 4 . 

Sea ahora el producto 5.7.3.4.2.6 de varios factores. 
Vamos á demostrar que un factor cualquiera, el 4 por 
ejemplo, puede permutarse con el que le precede ó con el 
que le sigue, sin alterar el producto. E n efecto, siendo 3 
el factor que le precede, se tiene 

5 . 7 . 3 = 5 . 7 + 5 . 7 + 5 . 7 

y, multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 4, 

5 . 7 . 3 . 4 = 5 . 7 . 4 + 5 . 7 . 4 + 5 . 7 . 4 = 5 . 7 . 4 . 3 ; 

multiplicando, en fin, por los factores que siguen, resul tará 

5 .7 .3 .4 .2=5 .7 .4 .3 .2 , 5 .7 .3 .4 .2 .6=5 .7 .4 .3 .2 .6 . 

Se pe rmuta rá el 4 con el factor que le sigue, escri­
biendo 

5 . 7 . 3 . 4 = 5 . 7 . 3 + 5 . 7 . 3 + 5 . 7 . 3 + 5 . 7 . 3 , 

y , multiplicando por 2, 

5.7 3 . 4 . 2 = 5 . 7 . 3 . 2 + 5 . 7 . 3 . 2 + 5 . 7 . 3 . 2 + 5 . 7 . 3 . 2 = 
= 5 . 7 . 3 . 2 . 4 , 

y , en fin, 

5 .7 .3 .4 .2 .6=5 .7 .3 .2 .4 .6 . 

Cualquier factor, pues, por una série de permutacio-
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nes con el que le precede ó el que le sigue, podrá colocarse 
en el lugar que se desee. 

4.a 1 PROPIEDAD ASOCIATIVA.—S¿ itno de los factores de 
un producto se multiplica por un número, el producto que­
dará multiplicado por el mismo. 

Un producto de varios factores no altera, aunque se 
sustituyan varios de éstos por swproducto, ó aunque alguno 
de ellos se descomponga en sus, factores. 

Un producto de varios productos no altera, aunque los 
factores de unos pasen á los otros ó formen nuevos factores. 

E n efecto: 1.° Para multiplicar 2.7.5 por 3, basta 
multiplicar por 3 cualquiera de sus factores, es decir, que 

2.7 . 5 x 3 = 6 . 7 . 5 = 2 . 2 1 . 5 = 2 . 7 . 1 5 

pues 

6 . 7 . 5 = 2 . 3 . 7 . 5 = 2 . 7 . 5 x 3 ; 2 .21 .5=21 .2 .5= 
= 3 . 7 . 2 . 5 = 2 . 7 . 5 x 3 , etc. 

2.o Se tiene 

3 . 5 . 7 . 4 . 2 = ( 7 . 4 } x 3 . 5 . 2 = 7 . 4 . 3 . 5 . 2 = 5 . 7 . 2 . 5 . 4 = 
= ( 5 . 7 . 2 ) x 5 . 4 . 

3.° Se tiene, inversamente, que 

6 . 5 x { 3 . 4 . 2 ) x 9 = ( 3 . 4 . 2 ) x 6 . 5 . 9 = 3 . 4 . 2 . 6 . 5 . 9 . 

4.o (2 .3 .4)x(5 .7)x(8 .6)=2.3 . 4x (5 .7 )x (8 .6 )= 

= ( 5 . 7 ) x ( 2 . 3 . 4 } x ( 8 . 6 ) = 5 .7 .2 .3 .4x(8 .6 ) = (8 .6 )x 

X(5 .7 .2 .3 .4 )=8 .6 .5 .7 .2 .3 .4 . 

Observación.—El mecanismo de las demostraciones 
anteriores se reduce á hacer pasar al primer lugar el pro­
ducto que se va á descomponer ó los factores que se van 
á convertir en un producto. 

Corolario .̂—1 .o Para multiplicar un número por un 
producto indicado, basta multiplicarlo sucesivamente por 
cada uno de los factores. 
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ejemplo: 9x{2.3A)=:9.2.3A, pues, 9 x ( 2 . 3 . 4 ) = 
= ( 2 . 3 . 4 . ) X 9 , etc. 

2.° P a r a multiplicar dos cifras significativas seguidas 
de ceros, se multiplican dichas cifras, y a l producto se le 
añaden tantos ceros como hay en el multiplicando y multi­
plicador. 

E n efecto 

8 0 0 0 x 7 0 0 = 8 . 1 0 0 0 x 7 . 1 0 0 = 8 . 7 .1000 .100= 
8 .7 ,10000=56 centenas de millar. 

E n las propiedades distributiva, asociativa y conmu­
tativa se funda la siguiente1 

Regla, genera l .—mul t ip l i car dos números de 
varias cifras, coloqúese el multiplicador debajo del multi­
plicando; multipliqúese todo el multiplicando por cada cifra 
del multiplicador, principiando por las de orden inferior, 
de manera que se harán tantas multiplicaciones parciales 
como cifras haya en éste, y se escribirá cada producto par­
cial de manera que sus unidades se hallen debajo de la cifra 
del multiplicador que las ha producido, para efectuar en 
seguida la suma de todos ellos. 

E n efecto 

8749x358 = 8 7 4 9 x ( 3 0 0 + 5 0 + 8 ) = 
= 8 7 4 9 . 3 0 0 + 8 7 4 9 . 5 0 + e t c . , 

y se tendrá 

8749 
X 3 5 8 

69992 
43745 

26247 

3132142 
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diciéndose: 8 por 9 son 72, escribo 2 y llevo 7; 4 por 8 
son 32 y 7, 39, etc. 

Ejemplo 2 .°: Mult ipl icar , en el sistema de base 7, los 
números 546 y 54. 

546 
X 5 4 

3153 
4032 

43503 

Se di rá : 6 por 4 son 2 4 = 3 . 7 + 3 ó 3 unidades de se­
gundo orden y 3 de primero, que se escriben; 4 por 4 
son 16, y 3, 1 9 = 2 . 7 + 5 ó 2 unidades de tercer orden y 2 
de segundo que se escriben, etc. 

31. Prueba.—Para probar si una multiplicación está 
bien hecha, tómese el multiplicando por multiplicador y éste 

por aquél, y el nuevo producto ha de ser igua l al primero. 

§ 4 D i v i s i ó n . 

32. DefinIcíones.—Bividir tm número por otro tam­
bién entero, es hallar las veces ó el mayor número de veces 
que el dividendo contiene a l divisor. E l número que se di­
vide se llama DIVIDENDO, aquél por el cual se divide, DIVI­
SOR y el resultado GOCIINTE. S i el dividendo contiene exacta­
mente a l divisor, la división es EXACTA é INEXACTA en el 
caso contrario. 

La división se indica con el signo: que se escribe 
entre el dividendo y el divisor, y se lee dividido por. 

Según la definición, dividir , por ejemplo, 20por 4 es 
averiguar las veces que el divisor se puede quitar ó restar 
del dividendo. Así 

20—4=16 ; 16—4=12; 1 2 — 4 = 8 ; 8 - 4 = 4 ; 4 - 4 = 0 . 

Sean 23: 6, se tendrá 

23—6=17; 1 7 — 6 = 1 1 ; 11—6=5. 
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En el primer caso el cociente es 6, en el segundo es 3 
y sobran 5 unidades; de esto resulta que: E n la división 
inexacta el cociente, que se llama COCIENTE ENTERO, indica 
el mayor número de mees que el divisor está contenido en el 
dividendo. L a diferencia entre el dividendo y el producto 
del divisor por el cociente entero se llama residuo. Esta es la 

Relación fundamental.—Dividendo=divisorXco-
ciente entero-j-resíduo. 

La división de números enteros puede considerarse 
como una sustracción abreviada. Es una sustracción su­
cesiva de sustraendos iguales. 

33. Propiedad distributiva respecto al dividen-
An»—El cociente de unnúmero por otro es iguala la suma de 
los cocientes parciales de cada parte ó sumando del dividendo 

por todo el divisor, más el cociente de la suma de los restos. 
E n efecto, el divisor estará contenido en el dividendo 

tantas veces como agrupaciones iguales al divisor puedan 
formarse con las unidades contenidas en el dividendo. Así 

8756 :-4 = 8000 : 4 + 7 0 0 : 4 + 5 0 : 4 + 6 : 4 = 2 0 0 0 + 1 7 5 + 
+ 1 2 + l + { 2 + 2 ) : 4 . 

Observacioné—Por este teorema se ve que la división 
no es generalmente distributiva y sólo lo es, únicamente 
respecto al dividendo, cuando cada sumando ó parte del 
dividendo es exactamente divisible por el divisor. E n este 
caso se verifica la relación 

( « + ¿ + c + ^ ) : n=za: n+b: n-\-c: n-\-d: n 

expresando las letras a ,b , c, d números divisibles por el 
número representado por n. 

34. A la propiedad distributiva se refiere la siguiente 
M e g l a . — d i v i d i r un número de varias cifras por 

otro entero cualquiera, se toman en el dividendo, á contar 
desde la izquierda, el menor número de cifras suficientes 
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para formar un número mayor ó, por lo menos, igual a l 
divisor, y se tendrá el primer dividendo parcial que divi­
dido por el divisor dará las unidades de orden superior del 
cociente; se resta del dividendo el producto de estas unida­
des por el divisor. A la derecha del resto se baja la cifra 
del dividendo que sigue a l primer dividendo parcial tomado, 
y se formará asi el segundo dividendo, que dividido por el 
divisor dará la segunda cifra del cociente, ésta se multi­
plica por el divisor, y el producto se resta del segundo divi­
dendo parcial. Y del mismo modo se continuará hasta haler 
dividido el último dividendo parcial que contendrá las uni­
dades del total. 

Sea, en efecto, dividir 30759 por 94. 
Se d i rá : 3 decenas de millar divididas por 94 no pue­

den dar decenas de mil lar en el cociente, n i 30 millares 
divididos por 94 pueden dar millares; pero 307 centenas 
divididas por 94 pueden dar centenas, que no podrán 
llegar á diez, pues entouces hab r í a millares en el cociente 
contra lo que acaba de verse. Multiplicando el 94 sucesi­
vamente por 1 , 2, 3, etc., se ve que el mayor número de 
veces que puede restarse el divisor del dividendo parcial 
es 3 centenas y sobran 25 centenas que con las 5 decenas 
forman el segundo dividendo parcial 255 decenas, el cual 
dividido por 94 dará las decenas del cociente, etc. La 
operación se ejecuta en la forma que sigue: 

30759 
282 

255 
188 

679 
658 

94 

327 

21 
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Las distribuciones sucesivas hechas entre las partes 
del dividendo, se expresan como sigue: 

30759=30700+59=28200 - f 2 5 5 0 + 9 = 2 8 2 0 0 + 1 8 8 0 + 
+ 6 7 9 = 2 8 2 0 0 + 1 8 8 0 + 6 5 8 + 2 1 

y 30759 : 9 4 = 2 8 2 0 0 : 9 4 + 1 8 8 0 : 9 4 + 6 5 8 : 9 4 + 2 1 : 9 4 = 
= 3 0 0 + 2 0 + 7 + 2 1 : 94. 

Observación.—En vez de escribirse los productos de 
cada cifra del cociente por el divisor para restarlos del di­
videndo parcial correspondiente, pueden hacerse, para 
brevedad, s imul táneamente ambas operaciones, diciendo 
3 por 4 son 12 al 17 van 5, 3 por 9 son 27 y 1 , 28 al 30 
van 2, etc.-

Ejemplo: Dividir 3546 por 24, en el sistema de base 7: 

3546 
114 

66 
15 

24 

132 

Se dirá: dividir 35 unidades de tercer orden por 24 de 
primero, en el sistema de base 7, equivale á dividir 3 . 7 + 5 = 
=veintiseis de tercero por 2 . 7 + 4 = d i e z y ocho de primero 
en el sistema decimal. E l cociente es 1 y el resto ocho, en 
el sistema d e c i m a l = 7 + l = l l en el sistema de base 7. 

Dividi r 114 por 24 en el sistema de base 7 equivale á 
dividir ( 7 + l ) x 7 + 4 = 6 0 por 2 . 7 + 4 = 1 8 en el sistema 
de base 10, obteniéndose 3 unidades de segundo orden en 
el cociente y el resto 6. 

E n fin , 6 6 7 : 247 = 48io: 18io, obteniéndose 2 por 
cociente y por residuo 12ie = 7 + 5 = 157, indicándose 
con ú n subíndice el sistema en que se halla tomado cada 
número . 

35. Defiuicion.—/W la división de un número por otro 
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es exacta ó no deja residuo, la relación fundamental (32) 
se reduce á 

dividendo = divisor x cociente 

y entonces se dice que el primero es DIVISIBLE por el segundo 
ó MÚLTIPLO de éste que á su vez se llama DIVISOR , SUBMÚL­
TIPLO é PARTE ALÍCUOTA del primero. También se d i r á , se­
g ú n la relación anterior, que: un número es DIVISIBLE por 
otro ó MÚLTIPLO de este otro, cuando es igual a l producto de 
multiplicarle por un número entero. 

36. Además de la regla de la división, se deducen de 
la propiedad distributiva los siguientes 

Corolarios. I.0 S i un número divide exactamente á 
otros varios, divide también d su suma , pues siendo , por 
hipótesis, 

a : % = núm.0 ent.0, 6 : n = n ú m . 0 ent.0, c :n = 
= núm.0 ent.0, d: % = núm.o ent.0, 

el primer miembro de la relación . 

(a j^b4-c-{ -d) ' .n = a: n-{-c: n-\-d : % (1) 

será la suma de varios números enteros, ó un n ú m e r o 
también entero , es decir, 

( « - ] - í - f c-{-d): w=:núm.0 ent.0, 

y , por consiguiente, a-{-&-{-c-\-d es divisible por n. 
2. ° S i un número divide a otro, divide d sus múltiplos, 

pues si « : w = núm.o ent.0, sé t endrá 

(« - f -« - f a + ) : n-=a : n-\-a : w + = n ú m . 0 ent.o 

3. ° S i un número divide exactamente á una suma de 

(1) Es conveniente sustituir en los razonamientos los números 
por letras que pasan á ser símbolos generales de los mismos, es de­
cir, números cualesquiera sometidos á l a s condiciones de los enun­
ciados. Así se evita el error que resultaría de creer los razonamien­
tos sólo aplicables á los números que se emplean como ejemplos. 
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varios números y á todos ellos menos uno, dividirá también 
a l otro , pues si 

[a,-\-h-\-c-\-d) n, a-.n, h-.n j c-.n 

son números enteros, el sumando restante d-.nho, de ser 
iambien un número entero. 

\ E n particular: S i un núinero divide á una suma de dos 
sumandos y á uno de éstos, divide a l otro, ó también en 
v i r t u d del n ú m . 27, s i un número divide a l minuendo y a l 
sustraendo, divide a l resto, 

4. ° S i un número divide al dividendo y a l divisor de 
una división inexacta, divide a l resto, y recíprocamente: 
si divide al divisor y a l resto divide a l dividendo. Esto se 
deduce inmediatamente de los corolarios 1.° y 3.° aplica­
dos á la relación fundamental (3^). r 

dividendo = .div isorx cociente-}- residuo. 

5. ° De esta relación se deduce 

dividendo x n = [divisor x cociente) x n + residuo x n 

ó dividendo x n = [divisor x n) x cociente -f- residuo x n, 

en v i r tud de la propiedad conmutativa y asociativa de la 
mult ipl icación, es decir que : s i el dividendo y divisor de 
una división inexacta se multiplican por un número, el 
cociente en tero no altera y el residuo queda multiplicado por 
el mismo número. 

6. ° S i el dividendo y divisor de una división inexacta 
se dividen por uno de sus divisores comunes, cuando le tienen, 
el residuo queda dividido por el mismo, pues, según el coro­
lario 2.° dicho divisor ha de dividir al (divisor X n ) X co-
c ^ ^ , y según el corolario 4.0tambien al residuo, y se tendrá: 

[divisor : n) x cociente + residuo: n = [divisor x 
X cociente residuo): n = dividendo: n 

ó dividendo: n = (divisor : n ) x cociente -f- residuo : n , 
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én vi r tud de la propiedad distributiva de la división que 
tiene lugar en este caso, relación cuyo enunciado es el si­
guiente : /Si se dividen el dividendo y divisor de una divi­
sión inexacta por un número , el cociente entero no altera y 
y el residuo queda dividido por el mismo. 

37. Divisores comuaes.—Cuando el divisor no está 
contenido exactamente en el dividendo, podrá buscarse 
si hay a lgún otro número contenido exactamente en los 
dos, ó si tienen a lgún divisor común. Entre los diviso­
res comunes á dos números hay que considerar muy es­
pecialmente el mayor de todos ellos que se llama el máxi­
mo común divisor, y con respecto á éste deberá enun­
ciarse, como caso particular del corolario 4.°, el siguiente 

Corolario U — E l m. c. d. de dos números es igual a l 
m. c. d. del mxnor y del resto de su división. 

Ejemplo: Siendo 6 8 = 1 2 . 5 + 8 ; el m. c. d. de 68 y 12 
es el mismo que el de 12 y 8. 

38. Del corolario anterior resulta la siguiente 
Regla.—.Azm hallar el máximo común divisor de dos 

números se divide el mayor por el menor, éste por el resi­
duo , este primer residuo por el obtenido en la segunda di­
visión , y asi sucesivamente hasta que se llegue á una di­
visión exacia. E l residuo de ésta será el m. c. d. buscado. 

Ejemplo: Sea hallar el m. c. d. de 250 y 78. La ope­
ración se dispone como sigue: 

3 4 1 7 

250 

16 14 

16 14 

Después de dividir 250 por 78, se divide el divisor 78 
por el resto 16, pues el m. c. d. de éstos es el mismo que 
el de 250 y 78; luego se divide el 16 por el resto 14, y 
así sucesivamente; 2 es el m, c. d. buscado. 
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39. Propiedad del máximo común divisor.—/S'¿ 
dos números se multiplican ó dividen por otro, su m. c. d. 
queda multiplica/io ó dividido por el mismo. 

Esta proposición es una consecuencia de los corola­
rios 5.o y 6.° y de la regla anterior. 

40. SPvu&ba.—Para averiguar s i una dimsion está 
bien hechay se multiplica el divisor por el cociente, y este 

producto sumado con el resto, que es cero cuando la divi­
sión es exacta, ha de producir el dividendo. 

§ 5.o—Elevación á potencias. 

4 1 . D e a iliciones*—Elevar un numero d una poten­
cia es tomarlo sucesivamente varias veces por factor. E l 
número que se eleva se llama BASE, el resultado POTENCIA y 
el numero de veces que aquél se toma como factor, EXPO­
NENTE. La operación se indica colocando el exponente á la 
derecha de la base, un poco más elevado, as í : 54, y se lee 
cinco elevado d cuatro. Las potencias de segundo y tercer 
grado se denominan cuadrado y culo. 

Según la definición, la elevación á potencias es una 
multiplicación sucesiva de factores iguales. Asi f 

73 = 7 x 7 x 7 x 7 x 7 

42. Propiedad distributiva*—Zrt; potencia de cierto 
grado de un producto es igual a l producto de las potencias 
del mismo grado de cada uno de los factores. E n efecto 

( 5 . 7 . 4 ) ^ ( 5 . 7 . 4 ) x ( 5 . 7 . 4 ) x ( 5 . 7 . 4 ) = 
= 5 . 5 . 5 . 7 . 7 . 7 . 4 . 4.4=r53.73.43. 

43. Desarrollos de potencias de sumas.—TEO­
REMA 1.° E l cuadrado de la suma de dos números es 
igual a l cuadrado del primero, más el duplo del primero 
por el segundo , más el cuadrado del segundo. E n efecto, 
se tiene 
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( 5 4 - 7 ) 2 = ( 5 + 7 ) x ( 5 - f 7 ) = ( 5 + 7 ) x 5 + ( 5 + 7 ) x 7 = 
5 . 5 + 7 . 5 + 5 . 7 + 7 . 7 ; 

pero 5.5 = 52, 7.5 = 5 . 7 , 7.7 = 72; 

luego (5 + 7 )2 = 52 + 2 . 5 . 7 + 72; 

Corolario cuadrado de un número compuesto 
de decenas y unidades es igual a l cuadrado de las decenas 
más el duplo de las decenas por las unidades, más el cua­
drado de las unidades. 

792 = 70ii + 2 . 7 0 . 9 + 9 2 . 

Corolario 2.°—La diferencia entre los cuadrados de 
dos números enteros consecutiws es igual a l duplo del menor 
más 1 , pues si los números son 47 y 48 ? se tiene 

4 8 2 ~ 4 7 2 = ( 4 7 + l ) 2 - 4 7 2 = 4 7 2 + 2 . 4 7 + 1 — 4 7 2 = : 2 . 4 7 + 1 . 

Wk Corolario l i . ' — L a diferencia entre los cuadrados de 
dos decenas consecutivas es igual a l duplo de la menor por 
10, más el cuadrado de 10. 

Ejemplo: 802—702=702+2.70.10+102—702= 
= 2 . 7 0 . 1 0 + 1 0 2 . 

Teorema t i »—El cubo de la suma de dos números es 
igual al cubo del primero, más el triplo del cuadrado del 
primero por el segundo, más el triplo del primero por el 
cuadrado del segundo, más el cubo del segundo. E n efecto, 
se tiene 

( 5 + 7 ) 3 = ( 5 + 7 ) 2 x ( 5 + 7 ) = ( 5 2 + 2 . 5 . 7 + 7 2 ) x { 5 + 7 ) = : 
=:(52+2.5 7 + 7 2 ) x 5 + ( 5 2 + 2 . 5 . 7 + 7 2 ) x 7 = 5 3 + 2 . 5 2 . 7 + 

+ 7 2 . 5 + 5 2 . 7 + 2 . 5 . 7 2 + 7 3 

pero 2 , 5 2 . 7 + 5 2 . 7 = 3 . 5 2 . 7 y 5 . 7 2 + 2 . 5 ; 7 2 = 3 . 5 . 7 2 ; 

luego . (5+7)3=53+3 .52 .7+3 .5 .72+734 
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Corolario 1 s — E l cubo de un número que consta de 
decenas y unidades es igual a l culo de las decenas, más el 
triplo del cuadrado de las decenas por las unidades , más 
el triplo de decenas por el cuadrado de unidades, más el 
cubo de las unidades. 

863=(804-6)3=803+3. SO2.6+3.80. 6á+63 . 

Corolario SB.0—Ztf diferencia entre los culos de dos 
números enteros consecutivos es igual a l triplo del cuadra­
do del menor, más el triplo del menor, más 1, por ejemplo, 

873—863=863+3.862+3.86+1—863=3.862- | -3 .86+1. 

Corolario B S — Z a diferencia entre los culos de dos 
decenas consecutivas es igual a l triplo del cuadrado de la-
menor por 10, más el triplo de la m enor por 100, más 1000. 

Ejemplo: 603—503=503+3.502 .10+3.50 .102+ 
+103—503=3.502.10+3.50.102+103. 

TTeorei i ia Z « cuarta potencia de la suma de dos 
números es igual á la cuarta potencia del primero , más 
cuatro mees la tercera potencia del primero por el segundo, 
más seis veces la segunda potencia del primero por la segun­
da potencia del segundo, más cuatro veces el primero por 
la tercera potencia del segundo, más la cuarta potencia del 
segundo. E n efecto, se tiene 

( 5 + 7 ) i = ( 5 + 7 ) 3 x ( 5 + 7 ) = ( 5 3 + 3 . 5 2 . 7 + 3 . 5 . 7 2 + 7 3 ) x 
x 5 + ( 5 3 + 3 . 5 2 . 7 + 3 . 5 . 7 2 + 7 3 ) x 7 = 5 4 + 3 . 5 3 . 7 + 

3 .62 .72+73 .5+53 .7+3 .52 . 72+3 .5 .73+74 ; 

pero 3 .53 .7+53 .7=4 .53 .7 , 3 .52 .72+3 .52 .72= 
= 6.52.72, 5 . 7 3 + 3 . 5 . 7 3 = 4 . 5 . 7 3 ; 

luego ( 5 + 7 ) 4 = r 5 4 + 4 . 5 3 . 7 + 6 . 5 2 . 7 2 + 4 . 5 . 7 3 + 7 * . 

Corolario.—Z# cuarta potencia de un número que 
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consta de decenas y unidades es igual á la cuarta potencia 

de las decenas, más etc. Así 

5 0 + 6)4 = 5 0 4 + 4 . 5 0 3 . 6 + 6 . 5 0 2 . 6 2 + 4 . 5 0 . 6 3 + 6 * . 

Observación.—Este procedimiento nos conduciría á 
seguir hallando los desarrollos de potencias de cualquier 
grado de sumas, no sólo de dos sumandos, sino de cual­
quier número de éstos haciendo para 5 - 1 - 7 + 4 + 6, 
por ejemplo, el desarrollo de la suma de dos sumandos 
( 5 + 7 + 4 ) + 6; después considerando 5 + 7 + 4 como (5+7) 
+ 4 , y así sucesivamente. 

§ 6.° Raices. 

44. Definiciones.-/^ llama RAÍZ CUADRADA de un 
número, otro número que elevado a l cuadrado produce el 
primero. 

Así , la raíz cuadrada de 36 es 6, porque 62=36. 
Los'cuadrados de los diez primeros números , que deben 

saberse de memoria, son : 

números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
cuadrados 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100. 

Los primeros son las raíces cuadradas de los respecti­
vos de la segunda l ínea, siendo éstos los únicos números , 
entre los cien primeros d é l a série entera, que tienen raíces 
exactas. Los demás números sólo tienenlo que se UamaRAÍz 
CUADRADA BNTERA, que es la raiz exacta del mayor cuadrado 
contenido en el número dado. Así, 7 es la raíz entera de 58 
porque 72=49 es el mayor cuadrado contenido en 58. 

L a raiz entera difiere de la verdadera en menos de una 
unidad, pues, por ejemplo, la raíz de 58 está comprendida 
entre 5 y 6, raíces respectivas de los cuadrados consecu­
tivos 49 y 64, entre los que se halla comprendido el 58. 
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Se llama RAÍZ CIJBIOA de un número, otro número que 
elevado al cubo produce el número dado. 

Así , la raíz cúbica de 64 es 4 , porque 43—64. 
Los cubos de los diez primeros números , que conviene 

saber de memoria son : 

números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
cubos 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000 

Los primeros son las raíces enteras de los respectivos 
colocados en la segunda línea, siendo éstos los únicos nú­
meros, entre los m i l primeros de la serie entera, que tienen 
raíces exactas. Los demás sólo tienen RAÍZ CÚBICA ENTERA, 
que es la raíz exacta del mayor cubo contenido en el número 
propuesto. 

Así , 89 no tiene raíz exacta, y la raíz entera es 4. 
$e llama ixvsímo la diferencia entre un número y el 

cuadrado de su raíz cuadrada entera ó el cubo de su raiz J 
cúbica entera, etc. v > 

La extracción de raíces se indica con el signo / — , 
entre cuyas ramas se coloca un número llamado Ín­
dice que expresa el grado de la r a í z , y debajo de dicho 
signo se coloca el número de que se va á extraer la raíz. 

5 _ 3 

Así / 2 9 , / 5 4 expresan respectivamente, la raíz quinta 
de 29 y la raíz tercera ó cúbica de 54. Para la raíz cua­
drada se escribe el radical sin índice alguno. 

45. R e g l a p a r a e x t r a e r l a rasa: c u a d r a d a . — ¡ 
extraer la raiz cuadrada de un número mayor que 100, 
después de dividirlo con comas en secciones de d dos cifras, 
principiando por la derecha; 1.0 Se extrae la raiz cuadrada 
exacta ó la raiz cuadrada entera de la primera sección de 
la izquierda, y se tendrá la cifra de orden superior de la 
raiz buscada. 2 . ° Hespues de bajar á la derecha del resto 
la sección siguiente y de separar las unidades del número 
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$ue resulta, se dividen sus decenas por el duplo de la ci fra 
hallada, y el cociente será la segunda cifra ó un número 
mayor que ésta. 3.o P a r a averiguarlo, se coloca el cociente 
á la derecha del divisor, y el número asi formado se multi­
plica por dicho cociente; si el producto se puede restar del 
dividendo unido d la cifra separada, el cociente será la 
segunda cifra de la raíz; si no puede restarse, se rebajará 
á dicho cociente una unidad, repitiéndose la comprobación 
hasta que la sustraccmi sea posible. 4 . ° A la derecha del 
resto se bajará la tercera sección , y se continuará, como 
anteriormente, hasta haber bajado la última sección del 

número propuesto. 
D e m o s t r a e l o o . - E s t a se funda en que: Todo núme­

ro mayor que 100 tiene una raíz cuadrada mayor que 10, 
y , por consiguiente compuesta de decenas y unidades, de 
manera que dicho número consta del cuadrado de las de­
cenas de la raiz, más el duplo de las decenas por las ?m-
dades, más el cuadrado de las unidades, más el residuo, si 
le hay. Esto sentado, se demuestra cada parte de la regla 
como sigue: 

1 o Representando por d el número de decenas y por u 
la cifra de las unidades de la r a í z , se tiene (43 cor. 3 o) 

[ ( ^ + 1 ) 0 ] 2 _ - Í ? 0 2 = 2 ^ 0 X 1 0 4-102, 

, duplo de decenas X unidades + (v/nidadesf— 
= 2 Í ? 0 X W - K 2 = Ó < 2 Í / 0 X 9 + 9 2 , 

pues el mayor número posible de unidades es 9 ; 

pero 2 ^ 0 x l 0 + 1 0 2 > 2 ( / 0 x 9 4 - 9 2 ; 

luego las centenas que pueden provenir del duplo do dece­
nas por unidades, etc. y hallarse sumadas, en las centenas 
del número propuesto, con las que provienen del cuadrado 
de decenas de la raíz, no pueden contribuir á hacer variar 
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la raíz entera de las centenas; luego extrayendo ta raíz 
cuadrada entera de las centenas, se obtendrán las decenas de 
la raiz buscada. 

2.° Si se supone determinada la raíz cuadrada entera 
de las centenas, ó, según acaba de verse, las decenas de 
la raíz buscada, en vi r tud del principio arriba sentado; 
s i se resta del número propuesto el cuadrado de las decenas 
de la raiz , el resto se compondrá de las demás partes , á 
saber: DOBLE PRODUCTO DE DECENAS POR UNIDADES , CUADRA­
DO DE UNIDADES YRESÍDUO DE LA RAÍZ, es decir, 

2 ^ 0 x w + w2 + ^ , 

y como r puede tener por valor, desde 0, que es su míni­
mo , hasta 2 du ó 2d§ -\- 2u , que es su m á x i m o ; dicho 
resto tendrá alguno de los valores comprendidos 

desde 2d0xu+u*+0={2d0+u)u hasta 2^0XM-fw2-f 

+ 2d0+2u={2d0+2d0+u+2)xu, 
ó dividiendo por 2d0, se tendrán las expresiones 

2d0-{-u 
2d0 ~ X %, 2dO-{-2dQ+ti+2 

2d0 - x u , 

cuyos cocientes enteros son : u_, para la primera y mayor 
que u para la segunda: luego dividieyido las decenas del 
resto por el duplo de las decenas de la ra iz , el cociente será 
las unidades ó un número mayor que éstas. 

3.o P a r a determinar la raiz cuadrada entera de las 
centenas, que arriba se supuso determinada, si éstas no 
llegan á 100, es decir, s i el número propuesto no tiene más 
de cuatro cifras , se procederá como en el caso de los núme­
ros menores que 100; s i el número de centenas excede de 
100, se considerará como unidades simples, á las que se 
continuará aplicando el razonamiento expuesto hasta llegar 
0 %n número cuyas centenas no lleguen á contener más de 
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dos cifras, es decir, hasta considerar la primera sección 
de la izquierda del número propuesto. 

Ejemplo: Sea extraer la raíz cuadrada de 119723. 
Según acaba de verse, la cuestión se reduce desde luego 
á extraer la raíz entera de las centenas 1197, considera­
das como unidades, y este nuevo problema á extraer^ la 
de las 11 centenas, consideradas como unidades, y se dirá: 
la raíz entera de 11 es 3, primera cifra de la raíz; 3 ele­
vado al cuadrado es 9 , de 9 á 11 van 2 , que son decenas 
de mil lar , con 97 centenas son 297 centenas; 29 dividido 
por 2 . 3 = 6 , son 4 de cociente entero; 6 4 x 4 = 2 5 6 puede 
restarse de 297 ; luego 4 es la segunda cifra de la r a í z , etc. 
La operación se ejecuta en la forma siguiente: 

| / l l , 97 ,13 
9 _ 
29,7 
25 6 

411,3 
342 5 

68 8 

345 

64 
4 

256 
686 

6...5 6 
685 

5 
4116 3425 

E l análisis de esta operación puede hacerse como sigue: 

119713=3452+698=3402-[ -2 .340 .5+52+688 
3402=115600 

2 . 3 4 0 . 5 = 3400 
5 2 = 25 

. 6 8 8 = 

por el cual se vé que en las 411 decenas del resto 4113, 
además de 2 .340 .5=3400 ó 340 decenas que provienen 
del duplo de decenas por las unidades, hay 68 decenas 
solamente del residuo , que influyen para que el cociente 
sea 6 en vez de 5, que son las verdaderas unidades. 
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46. R e g l a p a r a e x t r a e r l a r a í z cúhlcst,»—Paí'(l 
extraer la r a ü cúbica de un número mayor que 1000, después 
de dividirlo con comas en secciones de á tres cifras, princi­
piando por la derecha: 1 Se extrae la raíz cúbica exacta 
ó la raiz cúbica entera de la primera sección de la izquierda, 
y se tendrá la cifra de orden superior de la raiz buscada: 
2.o Después de bajar d la derecha del resto la sección si­
guiente , y de separar las dos primeras cifras de la derecha 
del número que resulta, se dividen sus centenas por el triplo 
del cuadrado de la cifra hallada, y el cociente será la se­
gunda cifra ó un número mayor que ésta. 3.o P a r a averi­
guarlo, se forman aparte el triplo del cuadrado de la prime­
ra cifra por dicho cociente, el triplo de la primera cifra por 
elcuadrado del cociente y el cubo del cociente, y considerando 
la primera parte como centenas, la segunda como decenas y la 
tercera como unidades, se sumarán. S i la sumapuede restarse 
del dividendo unido á las dos cifras que se separaron, dicho 
cociente será la segunda cifra de la ra iz ; s i no puede res­
tarse, se volverá á hacer la comprobación, rebajando a l co­
ciente en una unidad, hasta que la sustracción sea posible, 
en cuyo caso se habrá hallado la segunda cifra de la raiz. 
Y asi se continuará para hallar la tercera, etc. 

© e m o s í r a c i o n . — E s t a se funda en que: Todo número 
mayor que 100 tiene una raíz cúbica mayor que 10 , y, 
por consiguiente, compuesta de decenas y unidades, de 
manera que dicho n ú m e r o consta del cubo de las decenas 
de la raiz, más el triplo del cuadrado de las decenas por 
las unidades , más el triplo de las decenas por el cuadrado 
de las unidades , más el cubo de las unidades, más el resi­
duo, s i le hay. Esto sentado, se demuestra cad^,parte de 
la regla como sigue: 

1.° Representando por d el n ú m e r o de decenas y por 
u la cifra de las unidades de la raíz, se tiene 

[ ( Í H - 1 ) 0 ] 3 — ^ 0 3 = 3 ^ 0 2 x l Ü - h 3 JO. 102+1035 
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triplo del cuadrad® de decenasxumdades-\~eiG.=3dO* .u-\-

+ 3 ^ 0 . M 2 + # = ó < 3 ^ 0 2 . 9 + 3 ^ 0 . 9 2 + 9 3 , 

pues la mayor cifra posible de las unidades es 9; 

pero MO*. 1 0 + 3 . dO. 1 0 2 - f l 0 3 > SÍ/O3 .9+3.^0.92-f-93 

luego los millares que pueden provenir del triplo del cua­
drado de las decenas por las unidades, más etc. y hallarse 
sumadas, en los millares del número propuesto , con las 
que provienen del cubo de las decenas de la r a í z , no 
pueden contribuir á hacer variar la raíz entera de los 
millares; luego extrayendo la raiz cúbica entera de los mi­
llares , se obtendrán las decenas de la raiz buscada. 

2.° Si se supone determinada la raíz cúbica entera de 
los millares, ó , segun acaba de verse, las decenas de la 
raíz buscada; en v i r tud del principio arriba sentado: si se 
resta del número propuesto el cubo de las decenas de la 
raíz, el resto se compondrá de las demás partes y á saber: 
TRIPLO DEL CUADRADO DE LAS DECENAS POR LAS UNIDADES , etc. 
es decir, 

3 .^02.w~[-3^0.w2+%3 + ^ , 

y como> puede tener por valor, desde 0, que es su mínimo, 
hasta 3 ^ 2 + 3 ^ = 3 ( ¿ 0 2 + 2 ( ¿ 0 - { - W 2 ) + 3 ¿ ? 0 + 3 M , que es su 
m á x i m o ; dicho resto tendrá ^alguno de los valores com­
prendidos 

desde 3^02. « ¿ + 3 . dO. tf+u? hasta 3^02. w + 3 ^ 0 . w2-f 
- f w ' H 3 ¿ 0 - + 3 . 2 ^ 0 + 3 w 2 + 3 ^ 0 + 3 w , 

ó , dividiendo por 3^02, se t end rán las expresiones 

3^02+3^0. w-f- u% 3^02. u + M O . ^ + # + 3 á r 0 2 + e t c . 

cuyos cocientes enteros son , ^̂  para la primera y mayor 
que u para la segunda; luego dividiendo las centenas del 
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f esto por el triplo del cuadrado de las decenas de la raíz, 
el cociente será las unidades ó un número mayor que éstas. 

3.° Para determinar la raíz cúbica entera de los mi­
llares , que arriba se supuso determinada, si éstos no lle­
gan á 1000, es decir, si el número propuesto no tiene más 
de seis cifras, se procederá como en el caso de los números 
menores que 1000, si el número de millares excede de 1000, 
se considerará como unidades simples á las que se conti­
nuará aplicando el razonamiento expuesto hasta llegar á 
un número cuyos millares no lleguen á contener más de tres 
cifras , es decir, Tiasta considerar la primera sección de la 
izquierda del número propuesto. 

Ejemplo: Sea extraerla raíz cúbica de 195104, según 
acaba de verse, la cuestión se reduce desde luego á ex­
traer la raíz entera de los millares 195 , considerados como 
unidades absolutas, que es 5. Elevando 5 al cubo resul­
ta 125 que restado de 195 dá 70. Bajando el siguiente 
per íodo, resulta 70104. Dividiendo las 701 centenas por 
3 .52=75 se obtendrá 9 por cociente entero, que resul tará 
ser mayor que la cifra buscada , practicando la compro­
bación indicada en la regla. 

La operación se ejecuta en la forma siguiente: 
3 

57 / l 9 5 , 1 0 4 
125 

~701,04 
60193 

" 9 9 11 

75 
9..8..7 

3.502.9 67500 3.502.7 52500 
3.50.9á 12150 3.50.72 7350 

93 723 73 343 
60193 
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TEiliMl iiEUBSTMCTO. 

LIBRO PRIMERO. 
T E O R Í A D E L N I M R O - F A C T O R 

CAPÍTÜLO PRIMERO. « 

NOCIONES GENERALES, 

47. »<ífi3ilcíoBtes.—Z/;¿ número es PRIMO, SIMPLE Ó 
ELEMENTAL cuando no es (LIVISÍUQ por ningwii número infe-
rior a l mismo, excepto la unidad, que es el-divisor ó ele­
mento común de todos los números abstractos. E n este caso 
también se dice que el número es PRIMO ABSOLUTO. Un nú­
mero es COMPUESTO cuando, es divisible por alguno de los 
números inferiores al mismo, distinto de la unidad. 

•Ejemplo: 7, que no es divisible por 6, 5 , 4 , etc., es un 
número, primo. 8, divisible por 4 y 2, es compuesto. 

Dos ó varios números son PRIMOS ENTRE SÍ Ó PRIMOS 
RELATIVOS, cuando su máximo común divisor es 1. 

Varios números son primos relativos 2 á 2,3 á 3.... n á n, 
cuando, considerados de 2 en 2, de 3 en 3, etc., su máximo 
común divisor es \ . 

Los números primos 2 á 2, lo son también 3 ^ 3 , 
4 á 4 , etc.; los primos 3 á 3, lo son 4 á 4 , etc. 

Varios números son equimúltiplos, cuando admiten algún 
divisor común mayor que 1. 
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Entre los múltiplos comunes de varios números se con­
sidera especialmente SU MÍNIMO COMUN MÚLTIPLO, Ó Sea el 
menor de todos ellos, asi como entre los divisores comunes 
el MÁXIMO COMUN DIVISOR. • 

FORMA de un número, es da expresión que indica su 
modo de generación. Este se reduce siempre-á una combi­
nación de operaciones fundamentales. 

Ejemplos: 3 « - | - 2 , a. d .c, son dos formas numér icas . 
48. O b s e r v a c i ó n . — L a teoría de los números , consi­

derados como factores ó productos, se reduce al estudio 
de los elementos ó factores primos comunes ó propios que 
entran en su constitución ó generación. Lo común es como 
un núcleo común de la generación de" varios números 
considerados s imul táneamente , lo propio es lo distinto de 
cada uno con respecto á los d e m á s , lo que.caracteriza á 
cada uno ó constituye su naturaleza propia. 

49. E x p r e s i o n e s s i m b ó l i c a s d e l o s r a z o n a ­
mientos.—Conviniendo, para la claridad y comprensión 
sintética de los razonamientos matemáticos, el empleo del 
menor número posible de palabras, ó sustituir al lenguaje 
ordinario la forma scliemática, es decir, simbólica, que 
brevemente condensa, ó reduce á lo esencial los ra­
zonamientos, emplearemos las siguientes notaciones abre­
viadas : 

LA EXPRESION. LÉASE. 

m m.n m j n múlt iplo de de m . n, de m y n 

J= m no es igual á múlt iplo de m 

m m.n m y n t divisor de ^ , de m . oí, do m y n 

JL m. * no es igual á divisor de m 
J) [a , h , 'c) - . . . . máx imo c o m ú n divisor de« , hy c 
M [a , h ¡ c).. mín imo común múltiplo de <?, í y c 
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D { a , h, c ) > l divisor c o m ú n d e « , 1) y c; a,t>yc 
son equimúlt iplos. 

J) [af i>, é) — 1 . múlt iplo común de a ,'b ye; a, hy e 
son primos relativos. 

E [ a : h) cociente entero de a : b. 
n t 1 .2 .3 .4 .5 n. 

Además de estas expresiones abreviadas se emplean 
los signos i , > , < que se leen respectivamente: no és 
igual, no es mayor, no es menor. Otros hay también que 
se da rán á conocer en su respectivo lugar. 

O b s e r v a c i ó n . — E n la exposición de la teoría de los 
números emplearemos alternativamente, según convenga, 
el lenguaje ordinario y el razonamiento simbólico que 
llamaremos schemático ó sintético. 

CAPÍTULO I I . 

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA TEORÍA DE NÚMEROS PRIMOS. 

50. T e o r e m a * — u n número primo absoluto no di­
vide d otro ; los dos son primos relativos , ])\IQB no tenien­
do el úl t imo por divisor al primero, no tendrá ya con él 
más factor común que la unidad. 

Oemostraelon scliemátlca» 

[p = p ± . • 
Hipótesis... | , p i rc; {tésis) D { n rp) = l . 

• { 1 = P 
Corolario.-Zo.? números primos absolutos son primos 

relativos 2 á 2, y por consiguiente, 3 á 3 etc., pues nin­
guno de dichos números divide á ninguno de los demás. 

51. fiegla para la obtención d é l o s n ú m e r o s 
primos Para obtener todos los números primos, hasta 
cierto limite, escríbanse todos los números hasta dicllo 
limite; d partir del 2 vayanse tachando los números que 
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distan entre s i dos lugares; á partir del primer número 
no tachado, 3, myanse tachándolos números que distan 
entre s i tres'lugares; á partir del primer número no tacha­
do, 5, vayanse tachando los números que disten entre s i 
cinco lugares etc. Los números que resulten ,sin tachar 
serán números primos aisolutos, y compuestos los tachados. 

M í e m o s t r a c i o n . — L o s números tachados serán , res­
pectivamente : 

2 + 2 , 2 + 2 + 2, 0 2 , S-fS, 3 + 3 + 3,...;. 0 3 , 

5 + 5 , 5 + 5 + 0 , ó 5 (36 cor. 1.o) 

y los no tachados serán de las formas siguientes: 

2 + 1 , S ^ , 3 + 2 , 5 + 1 , 5 + 2 , 5 + 3 , 5 + 4 , etc., 

es decir, los que no son múlt iplos de 2, n i de 3, n i 
de 5, etc. [contrario de 36, cor. 3.°) 

Luego los primeros son todos los -compuestos, y los 
segundos todos los primos. 

Aplicando la regla á los números -comprend idos en­
tre 1 y 40, se tiene : • 

t ^ - 3 4 5 6 § 8 9 10 
I I 12 13 14 15 16 19 18 1» 2Q 
21 22 93 24 25 26 27 28 99 30 

31 32 33 34 35 36 39 38 39 40 

Observstclon.—Los números de caracteres gruesos 
representan los no tachados. 

52. ü e g l a fiara a v e r i g u a r s i u n n ú m e r o e s 

jprlmo*—Divídase el 7iúmero dado, sucesivamente, por los. 
números primos 2, 3 , b, etc. 6 i se llega, sin o 5 tener co' 
ciente exacto, á una división en que el cociente entero sea 
menor que el divisor* tomado, el número será primo. 

• E n efecto, el cociente de cada división no puede ser 
mayor que el de la anterior, pues el divisor va aumen-



TRATADO DE AEITMÉTICA. * 43 

tando; luego si no se liega á-obtener cociente exacto, se 
llegará al caso de un cociente menor que el divisor, y 
entonces se sabrá que no puede llegarse á un cociente 
exacto; pues si se llegase, como el dividendo sería divisi-. 
ble por el cociente, sería divisible por un número menor 
que el úl t imo divisor tomado, lo cual se ha visto prác­
ticamente que es imposible. 

Ejemplo: Sea 47 el número dado. Se tiene: 

47:2 = 23 (cociente entero); 47 : 3 = 15 (coc. ent.); 
47 : 5 = 9 (coc. ent.); 47 : 7 = 6 (coc. ent.) 

Es inúti l continuar la operación, pues 47 no es divi­
sible por n i n g ú n número primo menor que 7, y con ma­
yor razón que n i n g ú n compuesto (36, 2.°). 

OesHostrgBelots «©f'emátiea. 

Hipótesis... i V < l l 2 y i ¥ i 2 , i V i 3 , i V i 5 , i V i ' ? , TVi í l ; 

luego N é = 2 . N \ - N ^ - . N \ N ^ b . N ' , etc. 

T e s i s . . . . . Se tendrá : iV=L 11 -\-n 

pues si iV=l l - | -?¿ ó = ( n i i m . > l l ) x 6 ' , 

sería í 7 < l l [hipótesis], es decir, ó 2, ó 3, ó 5, etc., 
lo cual no puede ser. 

53. Cas» de un sistema «staaitpiiera de niiine-

r a d o n . — L a regla anterior que se ha aplicado á los nú­
meros escritos en el sistema decimal, es aplicable á otro 
sistema cualquiera. Sea, por ejemplo, él de base 7.-

E l 1, el 2 y los números impares inferiores á 100 (1), 
escritos en el sistema de base 7, son: 

1, 2, 3/5, 10, t«, 14, 16, Si, 23, 25, 30, 32, 31, 36, 
41, 43, 45, SO, 53, 54, 56 ,61 , ©3, 65, SU, 53, 

74, 96, § 1 , 83, 85, OO, O*, 94, »6, 

(1) Se suprimen desde luégo los pares, que son múltiplos de 2, 
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Los números marcados con caracteres gruesos son los 
múlt iplos de 3, de 5, etc., que se hallan contando desde 

. de 3 en 3 lugares, desde 5, de 5 en 5, etc. Los otros 
números son los primos absolutos, idénticos á los obteni­
dos escritos en el sistema decimal, pues, en efecto, 

1 0 < > 7 , 1 4 < > 7 + 4 = 1 1 , 1 6 < > 7 4 - 6 = 13, 

23 < > 1 4 + 3 = 17/etc. 

54. Teorema.— Todo número que no e¿ primo {1) es 
divisible por un número primo. 

Demostración.—Si el número JV no es pr imo, será 
divisible por otro 1, y sé t e n d r á : 

- lY=JV' . ~ 

Si no es primo, será divisible por otro N ' \ y así 
sucesivamente; de manera que se t end rá : 

N ' ^ = Ñ \ N " = = Ñ " , etc., siendo N " > 1 , N"'>1 , etc. • 
y como N \ N ' \ N " \ etc. van siendo cada vez menores, 
se llegará á un factor primo que llamaremos p y se tendrá: 

• • • N=p.-

. C o r o l a r i o \.a—Todo número que no es primo es un 
producto de números primos, pues siendo 

N = p = p . C j e = j ? G \ y etc. 

resu l ta rá : N=p .p'.p" 

Corolario 'Ss—Dos ó más números equimúltiplos 
admiten siempre un divisor común primo absoluto, pues 

Hipótesis:.. S i N = í ) , N' — B , N " = . J J , etc. y D = p . 

Tésis Se tendrá (36, cor. 2.°) ^'—p, W.—p, etc. 

(1) Cuando se diga simplemente que uno ó varios números son 
primos, se sobrentenderá que son absolutos. 
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CAPITULO m . 

TEORÍA DE LOS FACTORES PROPIOS. 

55. I * r i u o i p t o ( le l a « l i v l s t b l l i d a t l (1).—Todo nú­
mero primo contenido exactamente en alguno de los facto­
res, está contenido exactamente en su producto, y, r e c i -
p r o e a i n e n l e , todo factor primo contenido exactamente en 
un producto de varios factores, está contenido en alguno 
de éstos. 

l . o ileiHostraelwn.—Siendo n ~ a . h : C j d=d, por 
ejempla, se tendrá (36, cor. 2.°): • 

n = a . d . c = b . a . c = d . a . c = d . 

2.° (Caso de dos factores.) 

Hipótesis a.b — d, I ) [a y d ) ~ \ . . 

Tésis d = d . 

D e m o s t r a c i ó n . — I . a serie de operaciones necesarias, 
para hallar el m. G. d. de a j d podrá indicarse como sigue: 

' a • = ¿f -f- n . 

Relaciones auxiUarés\d — r i ~f" 2̂ 
ó intermedias "¡n ' = r2 + n [1] 

a.h = d.h - \ -rxh 
d.b = f i . í + 2̂ ^ 

y multiplicando por b . \ ^ % r^ _ ¿ _|_ r,. y 

•,~2.b = rn-~-i . h \ - r n h . 

(1) Este principio hace referencia á lo eontenieiite y lo conté, 
nido de losi iúraeros , y por ésto pudiera llamarse de lo conteniente 
y contenido. ' . 

file://-/-rxh
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Si rn es el rnáximo común divisor se t endrá : 

Tn — l , porque D [ a , b) = l (hipótesis.) 

Pero, en v i r tud de las relaciones [2] y del n ú m . 36, 
cor. 3.°, se t endrá 

d = b . r i , (l = b.r'í, d ~ b . T z , . . . . , 

y , en fin, cl=^b.rn — b.l-=^b [tésis demostrada.) 
3,° (Caso de mrios factores.) 
Deuiostracl<m.—Sea n = a.b.c.d. Se d i rá : a .b .c .d 

se puede considerar como el producto de dos factores a 
y b . c .d ; y , según se acaba de demostrar, p dividirá á a 
ó & b . c . d ; QB. el caso de dividir á b.c.d=-b'Xcd, producto 
de b por cd, t endrá que dividir á b (y á c,^, y , continuan­
do, si es preciso, eLrazonamiento , resul tará que p debe 
dividir á alguno de los factores. 

l i e m o s t r a c i ó n s c l t e i u á t l c a . 

Hipótesis p=z a .b .c .d 

si ^ Í Í Í ! , serái?(«, p)—! (50); luego 

s i ^ X ^ , será i ) (í, v ) = \ (50); luego p—c. d; 

si j o i c , será'i? (c, j»)—1 (50); luego p = d, . 

(tésis demostrada); luego si p ± - a , ni p ^ b , etc., serápz=.d. 

Corolario.— Todo número primo contenido en otro, lo 
está en sus potencias, y recíprocamieaites <?ító conte­
nido en mía potencia de un número, lo estará también en 
éste, pues una potencia es el caso de un producto de varios 
factores iguales. 

C o r o l a r i o s . I.0 S i un 2.° Reciproco. S i un 
número primo p no divide á número primo p no divide 
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cada uno de los factores de d %n producto a . b . c . d , es 
un producto a . b . c . d , ^ - decir , s i es primo con éste 
cir, si es primo con cada uno (50), lo sérá con cada uno de 
de ellos (50), lo será con éste, sus factores.. 

f l e t n o s t r a c i o n sad snh- D e m o s t r a c i ó n a d a b -
s u r d u i n . ' s u r d u m . 

I.0 [Negaciónde la lés is ) 1.° [Negacióndéla tésis^ 
Si f no fuese primo con el Si p no fuese primo con to-
producto. ' dos los factores. 

2.° [Conclusión) \Q 2.° [Oonclusion\ 
di r ía ; luego dividiría á al- ría á alguno; luego dividi -
guno de los factores ( 55 ría al producto (55) , contra 
recip.), contra la hipótesis, la hipótesis. 

O b s e r v a c i ó n . — P a r a demostrar ad ahsurdim ó por 
reducción al absurdo, se supone falsa la tésis del teorema 
propuesto, y de esta hipótesis ha de resultar una conclu-

' sion contraria á la hipótesis de dicho teorema, ó un 
absurdo. 

C/orOlárlos. 

l.o Directo. S i dos 2.° Recíproco. Sidos 
números son primos relati- potencias son números pri­
v e s s u s potencias también mos relativos, lo serán sus 
lo serán, pues siendo cada nilhieros correspondientes, 
.potenciaun producto, todos pues siendo primos los pro-, 
los factores de cada uno se- ductos , lo serán sus fac-
r á n primos con los del otro, tores. 

• 3.° S i dos números compuestos ó productos, son primos 
relativos, sus factores primos tamMen lo serán, pues uno 
de dichos números será primo con los factores del otro 
(55, 2.°) y sus factores lo serán respecto á éstos. (55, 2.°) 

D e m o s t r a c i ó n s c l i e m á t i c a . — S e a n n = a . 6 . C, 

n' z=^a' .h ' ,c ' . 
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Biyótesis. D { n , n') = l ó B [ a . h . c , a ' J f . c ' ) = l 

Luego. í D {a.b.c,b')=l, D [a le . c ) = l 

Luego . . : D { a , a ' ) = ^ l , D { a , t > ' ) = : l { a , c') etc. 

56. I*rÍBi«?ipi© de la cosiip®sIeIoii de un n ú ­
mero. 1 .o Todo número compuesto SÓLO puede reducirse de 
icna manera á un producto de factores primos, es decir, que 
no admite dos descomposiciones distintas en factores primos. 

2.o Sean A . B . C j E . F . Q . E dos formas distintas de un 
n ú m e r o N como producto de factores, por lo general com­
puestos, j a.b.c.d su forma como producto de factores 
primos que llamaremos descomposición elemental, es decir, 

N ^ A . B . O , N = E , . F . Q . H , N ^ a . b . c . d 

Siendo a factor de N en la forma elemental, lo será de 
a l g ú n factor de las otras dos formas. Sea, por ejem­
plo, A ~ a . A \ C r = a M ' ; se t end rá : 

N = a . A ' . B . Q ; N ^ B . F . a . Q ' . H ; N=a.b.c.d: . . . 

y dividiendo por a (suponiendo N ' = N : a} , se t end rá : 

N ' ^ A ' . B . O ; W = E . E M ' . H ; N ' = b . c . d 

Si se repite lo dicho, para el factor b, se tendrá' , por 
ejemplo: 

N ' = z A ' . B ' . b . C ' ; N ' ^ E . F . G ' . H ' .b;N'=t>.c.d...., 

y dividiendo por b 

N " = A ' . B ' . C ; N " = E . F . G ' . I F ; N = c . d 

y así se cont inúa hasta haber considerado el úl t imo factor 
de la descomposición elemental, en cuyo caso se h a b r á n 
dividido sucesivamente las dos formas propuestas portodos 
los factores de la elemental, y reducídose las tres á la unidad. 
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©bservaciones. M E l principio de la ún ica des­
composición de un número en factores no es más que una 
variante del principio de lo conteniente y contenido y 
así como de éste se ha pasado á a q u é l , inversamente, 
la única manera de composición elemental de un número 
conduce á concluir la inclusión de cada factor primo 
en los factores del pfoducto ó en éste. 

2. a E l razonamiento empleado para establecer la única 
descomposición elemental de u n número no exige que 
s e a n « , ¿, etc. desiguales, así , pues, es .aplicable sean 
todos ellos desiguales ó haya varios iguales entre sí. 

3. a Es evidente que la proposición directa del princi­
pio de lo conteniente y contenido es cierta, sea el número 
supuesto primo ó no; pero la recíproca sólo es cierta para 
los números primos. As í , por ejemplo ; el 20 divide al 
producto 60 de 10 por 6 y no divide á ninguno de éstos, 
pues en este caso los factores primos del 20 se hallan dis­
tribuidos entre los "factores del 60, 

Corolario 1.°— Wn número no puede ser divisible por 
o t r o s i no contiene todos los factores de éste y repetidos 
tantas mees, por lo menos,.como en él se hallen, é inversa­
mente: un número no puede ser'dimsor de otro si contiene 
algún factor, primo distinto de los de éste ó repetido mayor 
número de veces, pues si un número N es divisible por 
otro.yí , al contener, á éste como uno de sus factores, ha 
de contener todos sus factores primos, y se t end rá : 

. N = A = { p . p ' .p".....), • 

designando porj», / , los factores primos d e . X 
Inversamente, dicha igualdad no pod rá verificarse si, 

por ejemplo, a lgún factor jt? de ^ no fuera factor de N, 
porque entonces un número admit i r ía dos descomposicio­
nes distintas'en factores primos. 

Corolario JZWo número N divisible por varios 
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a, b , o,,..... primos dos a dos, es divisible por su producto, 
pues ^ ha de contener todos los factores primos distintos 
de sus factores. 

Hipótesis:.. i o N - J J J 7 . 2 ^ B { l i ) = \ ; h { a ) a ) l l , k c . 

/ N = a.a 'z=d, D \ a , ¿) = 1 (hip.) ; 
Relaciones\luego a ~ b = b.b' 

/luego b — c — c.cl. 

K N ^ a . h . c . c ' - i D [ a , h , c, 'd) = \ (hip.), etc. 

67. De^ooiiipo««icion de un aiMiisero .—i^nz des­
componer un número en sus factores primos, divídase por 
uno de los factores primos *que lo divida; el cociente por el 
mismo, si todavía es divisor, ó por otro que lo divida , y 
as í sucesivamente hasta llegar á un cociente que sea primo 
B l producto de éste por los diversos divisores correspon­
dientes á las divisiones efectuadas será el número expre­
sado por medio de sus factores primos. 

Ejemplo: Sea el n ú m e r o 360. Se dice : 

360 :2=180 , 1 8 0 : 2 = 9 0 "90: 2 = 4 5 , 45: 3 = 1 5 , 1 5 : 3 = 5 , 

luego 3 6 0 = 1 8 0 . 2 = 9 0 . 2 . 2 = 4 5 . 2 . 2 . 2 = 1 5 . 3 . 2 . - 2 2 = 
= 5 . 3 . 3 . 2 . 2 . 2 = 5 . 3 2 . 2 3 . 

. La 0Peracion se acostumbra á efectuar bajo la forma 
siguiente: 

360 
1,80 
90 
45 
15 
5 
1 

1 
3 
9 
5 

15 
45 

2 
6 

18 
10 
30 
90 

12 
36 
20 
60 

180 

24 
72 
40 

120 
360 
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colocándose los divisores á la derecha de una raya verti­
cal y los cocientes sucesivos á la izquierda. 

58. BMvIsores compuestos.—/^¿^ hallar todos los 
divisores compuestos ie un número, se escribe en una linea 
la unidad y las diversas potencias del primer factor primo 
obtenidas en la descomposición; se multiplican dichos nú­
meros por la primera potencia del segundo factor, luego 
por la segunda, si entra dos veces en la descomposición, y 
asi sucesivamente. Después de multiplicar por las diversas 
potencias del segundo factor primo, se multiplicaran iodos 
los números obtenidos por el tercer factor primo, etc., ó de 
otro modo, Tos términos del producto 

( l + « - M 2 + ( l - f -¿- f¿M-. . (l-fH-c2-!-.. • . ^ ) 

Son TODOS LOS DIVISORES'DEL NÚMERO 

N—am . bn . cp 

pues, según la propiedad distributiva de la multiplica­
ción, se ha de multiplicar cada sumando ó término de un 
factor por cada sumando ó té rmino de los demás. 

59. Hffáxtmti. poteaiei» de un número primo 
conienidii en el producto n!—Esta cuestión se redu­
ce al siguiente 

Wr&hl&mm,—Hallar el exponente de la máxima po­
tencia de un número primo ^contenida en el producto 

— 1 . 2 . 3 . . . . n . 

Resolución.—1.° E l producto 

p ^ p . Z p . . . E { n : p ) . p = : 1 . 2 . ? > . . . E [ n : p ) x p E ^ 

contiene todos los factores del propuesto divisibles por 2?. 
2.° E l producto 1.23... E [E[n :p) :p].pE^^\es igual á 

1.2.3 E { E [ n \ p ) : p \ . p E ^ : ^ » p m 
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contiene todos los factores del úl t imo producto, y por 
consiguiente, del propuesto , divisibles por p, y así suce­
sivamente, de manera que la expresión dé la m á x i m a 
potencia buscada, será 

. p E { n : p ) p E [ E { n : p ) : n ] p E { n : p ) + E [ E { n : p ) : n ] -+- . . . 

Ejemplo: Sea hallar la mayor potencia de 2 conteni­
da en el producto 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 . 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . 1 6 . 1 7 . 

Para 17! será 2 x 2 . 2 x 2 . 3 x 2 . 4 x 2 . 5 x 2 . 6 x 2 . 7 x 2 . 8 = 
= : 2 8 . 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 

para 8*! s e r á ' 2 x 2 . 2 x 2 . 3 x 2 . 4 = 2 * . 1 . 2 . 3 . 4 
para 4! será. 2 x 2 . 2 ' = 2 2 . 1 , 2 
para .2 ! será 2 = 2 ; 

luego la potencia buscada = 21+2+4+8-

Corolario.—/S'¿ se verifica la igualdad 

m = n -\-p -j - g -\- , 

el producto m ! es divisible por el producto 

nj x p \ x q \ . . . . • 

D e m o s t r a c i ó n . — S e a a un factor primo cualquiera 
de % !j»! ^!. . . . se t endrá 

E { m : a ) ^ E . [ n : a ) + E [ p : a ) + E { q : a ) + . . . . : 

Dividiendo de nuevo por a estos cocientes se tendrá: 

• E [ E { m . : a f . a ] % E [ E [ n : a ) : a ) ] + E [ E [ p : a ) : a ] + 
+ E [ E [ q : a ) : a ] - \ -

Continuando así hasta que todos los cocientes enteros 
sean menores que a, y sumando ordenadamente las rela­
ciones halladas, r e su l t a r á : 
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» ) E [ : J ) r f > &{k:A}-ji 
+ £ [ J ? { n : a ) : a ] + . . . . B { p : a ) + . B [ B { n : / a ) - . a ] + . . . . 

donde se ve que la máxima potencia dea contenida en 
m es igual ó mayor que la suma de las máximas poten­
cias de a contenidas, respectivamente, en n\ en pl etc., 
luego no existirá en ^ ! gl. . . n i n g ú n factor primo con 
el expouenté superior al qne tenga en m 7> luego (56 cor. I.6) 

ml = n l x p \ x g \ 

• . CAPÍTULO IIT. • . • 

SOBRE.EL NÚMERO DE FACTORES PRIMOS. 

60. Teorema.—Bl número de números primos qne 
existen en la serie entera es ilimitado.. 

líeniostracion.—Seap un número primo cualquiera. 
E l número expresado por lá forma 

es primo ó compuesto. E n el primer caso es un número 
primo mayor que en el segundo es divisible por un 
número primo que no es ninguno de los comprendidos 
en la serie 

1, 2, 3, 4...... 

pues dicha expresión consta de un sumando divisible y 
otro no divisible por cualquiera de ellos ; luego será divi­
sible por u n número primo mayor que p. 

61. T e o r e m a . — j g Y número de números primos con 
otro dado N , inferiores d éste, es igual a l mismo, dismi­
nuido sucesivamente en los cocientes qne resultan de divi­
dirlo, por cada uno de sus factores primos distintos < por 
cada uno de los productos distintos que resultan tres d 
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tres, y, en general un numero impar de veces y ademas 
sumado^sucesimmente con los cocientes que resultan de. di­
vidirlo por cada uno de los productos distintos de dichos 
factores tomadas dos d dos, cuatro á cuatro, y en general, 
un tiúmeropar de veces, es decir que 

<?{IV)=iV—]V:a — N:l>—lV:c~ . . . . . - { -JV:a .d- \ -

- \ - N : a . c J r N : b .c-\- . . . . :—N:a.b.c— 

Designando por la expresión, cp [N) dicho número 
buscado (1). 

Deinostracioii.—De la serie de los'jV" números 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, N [1] 

hay que suprimir los números de las series 

a, 2a , S a , á a , { N : a ) . a = N [2] 

* . ' . 2h, U , U , { N : t > ] . d = N [3] 

* . C, 2c , 3c, á c , { N : c ) x - - = N , [4] 

que contienen, respectivamente, los números divisibles 
por a , por d, por c 

Suprimiendo de la serie [1] los números d é l a se­
rie [ 2 ] , cuyo número es N : a, q u e d a r á n 

N ~ N : a 

números no divisibles por a. 
A l suprimir de este resultado los números de la se­

rie [3 ] , cuyo número QS N : &, se observará que, los de la 
serie [2] se han suprimido ya algunos múltiplos de ¿, á 

(1) La expresión © (iV) se lee: funciones deiV, y expresa, según 
el significado de dicha palabra, que la expresión depende del nú­
mero y valor de los factores de iV, es decir, del valor de N. 
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saber, los que también son múltiplos de a; luego ñay que 
aumentar a l residtado el número de términos divisibles á 
la vez por a y porh, es decir, N : a.d, y no quedará más 
que el número de términos dado por la expresión 

AÍ—JV: a — N : b + .V: [a . b). 

A l suprimir de este número resultante el de los múl­
tiplos de c\ ó de los números que no son múltiplos de a n i 
de b los que son múltiplos de c, es decir, los términos 
de la série [4], se observará que en las supresiones ante­
riores se ha verificado: la de los múlt iplos de c que lo son 
de a y de b} cuyos números son, respectivamente, iV': [c.a), 
N:[b.a) . Y , por consiguiente, éstos de menos hay que 
suprimir, resultando el número de términos 

N — N : a—N: b ~ N : c-\-N: {a .h]+N- [a .c )+N: [b.c). 

Pero entre los múltiplos de c y ÚQ a hay [ N : c . a ) : b = 
= N : [a.b.c) múltiplos de b, y entre los múltiplos de <? y 
de b hay [N:c .b ) -„a=^N:[a .b . c ) múlt iplos de a, es decjr, 
que al agregarse el número de té rminos 

N - . U . a ) y N : \ c . b ) , 

se ha agregado dos veces el número N-.a.b.c. Por consi­
guiente, será preciso restar una vez dicho valor para obte­
ner el número de términos no divisibles por por b n i 
por c, es decir, primos con estos factores, cuya expresión 
será: 

N - N : a ~ N : b - N : C ^ - N : ' 

. + N : [ b , c ) — N : [ a . b c ) \ 

y así se cont inuará hasta haber, suprimido todos los nú­
meros divisibles por los factores primos inferiores á N . 

5 

file://N:/c.b
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CAPITULO I V . 

TEORÍA DE LA COMPOSICION DE LOS NÚMEROS POR SUS FACTORES 
COMUNES Y PROPIOS, 

62. T cor ema»-~Fl má­
ximo común divisor de va­
rios números es el producto 
de todos sus factores primos 
COMUNES distintos, elevado 
cada uno á la MENOR potencia 
contenida en aquéllos. 

• I leinosttraelon.—Sean 
los números 

A — dK^.c5, B = a*.P.c7.d, 

0 = aKl.&.d 

cuyos factores primos son 
a, b, £, etc. E l número 

es divisor común de todos 
ellos, pues todos sus facto-. 
res primos se hallan conte­
nidos en aquéllos (56 cor. 1.°) 
Además es ú. mayor divisor 
común, porque si contuviera 
a lgún otro factor primo igual 
ó desigual á los que ya con­
tiene, tendr ía un factor que 
no se hallaría en alguno de 
los números propuestos, Ges­
tar ía repetido mayor número 
de veces como factor, yZ>no 
sería divisor común (56 ¿r. 1.0) 

63. T e o r e m a . — ^ mí­
nimo común múltiplo de va­
rios números es el producto 
de todos los factores primos 
DISTINTOS , elevado cada uno 
á la MAYOR potencia conteni­
da en aquéllos. 

D e m o s t r a c l o n . — S e a n 
los números 

A 
C ^ a . b \ c \ f 

cuyos factores primos son 
a, ¿, c, etc. E l número 

M = a ? . h \ c \ d . f 

es múl t ip lo común de todos 
ellos , pues contiene todos 
los factores primos de cada 
uno (56 cor. I.0) Además 
es el menor múltiplo co­
mún, porque suprimiendo 
cualquiera de sus factores 
primos, ya no contendrá 
todos los factores primos 
de alguno de los números 
propuestos, y entonces no 
será múlt iplo común (56 co­
rolario 1.°) 
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64, Del teorema anterior 
se deduce la siguiente 

R e g l a . — h a l l a r el 
máximo común divisor de va­
rios números, se descompo­
nen en sus factores primos, 
y se forma un producto de 
todos los que sean COMUNES, 

filevado cada uno á la MENOR 
potencia obtenida en dichas 
descomposiciones. 

Ejemplo: Sean los nú­
meros 

840, 360, 1260, 132. 

i Descompuestos en sus 
factores primos, son 

8 4 0 = 2 3 x 3 x 5 x 7 5 

3 6 0 = : 2 3 x 3 2 x 5 , 

1 2 6 0 = 2 2 x 3 2 x 5 x 7 , 

1 3 2 = 2 2 x 3 x l l . 

Su máx imo común di­
visor es-

i ? r = 2 2 . 3 = 1 2 . 

66. Corolttrf o: — E l 
MÁXIMO COMUN DIVISOR de Va-
rios números es igual «¿MÁ­
XIMO COMÚN DIVISOR de dos 
de ellos DIVIDIDO por el pro­
ducto de los factores primos 

65. Del teorema anterior 
se deduce la siguiente • 

Regla.—/V¿m hallar e l 
mínimo común múltiplo de 
varios números, se descompo­
nen en sus factores primos, 
y se forma un producto de 
todos los que sean DISTINTOS, 
elevado cada uno á la MAYOR 
potencia obtenida en dichas 
descomposiciones. 

Ejemplo: Sean los nú­
meros 

840, 360, 1260, 132, 

Descompuestos en sus 
factores primos, son 

8 4 0 = 2 3 x 3 x 5 x 7 , 

3 6 0 = 2 3 x 3 2 x 5 , 

1 2 6 0 = : 2 2 x 3 2 x 5 x 7 , 

1 3 2 = 2 2 x 3 x l l . 

Su mín imo común múl­
tiplo es 

J /=23 .32 .5 .7 .11=27720 . 

67. Coro lar io : — E l 
MÍNIMO COMUN MÚLTIPLO de Va-
rios números es igual a/' MÍ­
NIMO COMÚN MÚLTIPLO de dos 
de ellos MULTIPLICADO por el 
producto de los factores pri-
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iguales ó desiguales COMU­
NES á los mismos, que no lo 
son del tercero, DIVIDIDO des­
pués por el producto de los 
factores primos iguales ó 
desiguales COMUNES á los tres 
primeros y no pertenecientes 
a l cuarto, y asi sucesiva­
mente, lo cual puede expre­
sarse simbólicameñte como 
sigue: 

B [a, c, d ) = 

^\D[a,h):fc{a, V)\:fe[aAc\. 

tfc [a, b, c, d), etc., 

representando por ft [a, b),... 
los factores exclusivamente 
comunes de a, b con res­
pecto á los anteriores. 

Ejemplo: Sean los nú­
meros arriba propuestos. Se 
tiene: 

mos iguales ó desiguales del 
tercero NO PERTENECIENTES á 
los mismos, MULTIPLICADO 
después por el producto de 
los factores primos iguales 
ó desiguales del cuarto NO 
PERTENECIENTES á los tres 
primeros, y asi sucesiva­
mente], lo cual puede expre­
sarse simbólicamente como 
sigue: 

M [a, b , c , d ) = 

= \ [ M [ a , h ) , f p { c ) ] : U t í ) \ . 

. fp{e ) , etc., 

representando por fp{c),... los 
factores primos propios de 
cada número con respecto á 
los anteriores. 

Ejemplo: Sean los nú­
meros arriba propuestos. Se 
tiene !* 

m. c. d. de 840 y 360^23.3.5. m.c.m. de 840y360=23.32.5.7 

C 840) 
m. c. d. de ] 360 \ — 

{1260 j 

( 840) 
m. c. m. de< 360 [ 

(1260J 
=23.3.5: 2=22.3.5. =23.32.5. 7x1=23.32.5.7. 

/ 840 \ 
m. c. d. de 1260 — 

' 132/ 
=:22.3.5:5.-=22.3. 

m. c, m. de 

/ 840' 
V 360 
i 1260¡ 
' 132. 

=23.32;5.7x1-1. 
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68. C a s o p a r t i c u l a r . 

M mínimo común múltiylo 
de dos- números es igual a l 
PRODUCTO de uno de ellos yor 
el cociente que resulta de di­
vidir el otro por el máximo 
común divisor de los dos. 

Sean ^ y B los núme­
ros dados, B su m. c. m. Se 
tiene: 

A = a . B , B — l . B 

llamando a y h los cocien­
tes de su división por B , 
según la regla conocida, su 
m. c. m . , que representa­
remos por i / , será (63) : 

M = z a . B . h = A . b = B , a . 

Ejemplo: Sean los nú­
meros , . 

2520=23.32.5.7 

300=22.3.52, 

cuyo m. c. d .=22 .3 .5 

ó m. c. d.=r60. 

Se tiene: 

2520.(300*: 6 0 ) = 

= 2 5 2 0 . 5 = 1 2 6 0 0 ; 

69. Caso particular. 
E l máximo común divisor 
de dos números es igual a l 
COCIENTE de uno de ellos dU 
vidido por el cociente de di­
vidir su mínimo común múl­
tiplo por el otro. 

Sean A y B los núme­
ros dados, B su m. c. d. Se 
tiene: 

A = a . B , B = l . D , 

llamando a y h los cocien­
tes de su división por B , y 
multiplicando dichas igual­
dades , 

A . B = z a . B . b . B ' , 

luego B — a . B . h . B - . A ~ 
= A . b . B : A = b . B ; 

es decir, B = b . B ] 
luego B=B:b=B:[M:A){Q%). 

Ejemplo: Sean los nú­
meros 

2520=23.32.5 ,7 
300=22. 3.52, 

cuyo m. c. m = 2 3 . 3 2 . 5 . 7 

ó m. c. m.=12600, 

Se tiene-

2520: (12600: 3 0 0 ) = 
= 2 5 2 : 4 2 = 6 0 ; 
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ó de otro modo 
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•23..32.5.7.(22.3.52:22;3.5)=: 

=23.32.5.7x5^r23.32.52.75 

y ' t a m b i é n 

3 0 0 . ( 2 5 2 0 : 6 0 ) = 

= 3 0 0 . 4 2 = 1 2 6 0 0 , 

ó de otro modo : 

22.3.52.(.23;32.5.7:22.3.5)= 

=22.3.52x2.3.7=23.32.52.7. 

ó de otro modo: 

23.32.5.7:(23.32.52.7:22.3.52)= 

=23.32.5.7:2.3.7=22.3.5 

y también 

300: (12600: 2 5 2 0 ) = 

— 3 0 0 : 5 0 = 6 0 ; 

ó de otro modo: 

22.3.52:(23.3i.52.7:23.32.5.7)= 

=22.3.52 : 5=22.3.5. 



LIBRO SEGUNDO. 

TEORÍA DEL NÚMERO-RESTO. 

CAPÍTULO P E Í M E E O . 

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS CONGRUENCIAS. 

7.0. D e f i n i c i o n e s . — ^ ^ números se dicen, CONGRUEN­
TES, CONGRUOS ó EQUIVALENTES entre s i con relación a un 
divisor M , cuando divididos 'por éste, dan el mismo resto. 
Dicho divisor se llama MÓDULO. 

Ejemplo: Los números 39 = 5.7 - f 4 3̂  25 = 3 . 7 + 4 , 
que dan el mismo resto, divididos por 7 , son congruos 
ó congruentes con relación á este módulo . 

La congruencia de dos números « y ¿ se expresa por 
los notaciones 

a ^ d á z É ó a ~ d { m 6 d . M) 

que se leen : a igual á b más ó menos un múlt iplo .de M, 
ó a congruente con relación al módulo M. 

C o r o l a r i o . — ^ dos "números son congruentes con re­
lación d un módulo, su diferencia es múltiplo de éste. E n 
efecto 

Si a ~ h ( m ó d . i / ) | resuitará; restando: a - h = M + r - ~ 
ó a = É + r , b = M + r \ _ j / _ _ , = = i r 
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puesto que la diferencia de dos múltiplos de i / " es múlti­
plo de M. 

Ejemplo : Siendo 32=17 (mód. 5) se tiene: 

3 2 — 1 7 = 1 5 = 5 . 
RESTO de un número entero a, con relación a un mó­

dulo M , es cualquier otro número que aumentado ó dismi­
nuido en cierto múltiplo de m, dé por resultado a. 

E l resto dé los múltiplos de un número es cero. 

Así 20 = 5 + 0, 28 = 7 + 0. 

RESTOS MÍNIMOS son los dos restos menores que el mó­
dulo obtenidos restando del número dado el producto del 
módulo por el cociente entero, ó restando del producto del 
módulo por el cociente aumentado en una unidad, el nú-
me-ro dado. E l primero es ^KESTO MÍNIMO POR DSFEOTO Ó 
ADITIVO , y el segundo es el resto MÍNIMO POR EXCESO Ó SUS-
TRACTIVO. 

O b s e r v a c i ó n . — E n este tratado sólo emplearemos 
los restos mínimos aditivos, que son ios que resultan de 
la división ordinaria. 

C o r o l a r i o . — Z O Í dos restos mínimos son complemen­
tarios, es decir, sumados dan el módulo, pues el uno 
excede á un múlt iplo del módulo lo que el otro es exce­
dido por el múltiplo inmediato , es decir, que mediante 
su suma, se pasa de un múltiplo á su inmediato. 

Ejemplo: Los restos mínimos de 37, con relación 
á 11, son 4 y 7 pues 

4 = 3 7 — 3 . 1 1 y 7=4 .11—37. 

húmeros INCONGRUENTES con relación á un módulo son 
los que divididos por éste, dan restos diferentes. La incon­
gruencia se expresa de la manera siguiente : 
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Los números incongruentes de otro, con relación á mi 
módulo, se llaman NO RESTOS de aquél con respecto a éste. 

71. P r o p i e d a d e s f u n d a m e n t a l e s . — 1 . a y 2.a L a 
suma ó diferencia de dos congruencias, con relación á un 
módulo- M , son también congruentes con respecto a l mismo 
módulo, es decir, 

si (mód. M \ a = b ' (mód. M), 

se tendrá 

a + á — b + b ' (mód. M), a—cí=ab—b' (mód. M) 

ó ad[za'=b±:5' (mód. i / ) . 

D e m o s t r a c i ó n . — S i e n d o 

a — b - i - É , a ! ~ h ' + M , 

se t e n d r á , sumando ó restando, miembro á miembro, 

ai^(¿—b+M±Lb'±LM==.b±.b'-\-M, 

pues la suma ó diferencia de dos múlt iplos de M es múl­
t iplo de M , 

ó a±.a'z=b±.b' ( m ó d . M) . 

O b s e r v a c i ó n . — E n vi r tud de la propiedad asociativa 
de la suma y de la resta, estas propiedades se extienden á 
varias congruencias; así, por ejemplo , de 

a ~ a ' (mód. ¥ i \ b=~b' (mód. -M), c^c (mód. M) 

resulta a-\-b—c^a'-\-b'~c' ( m ó d . M). 

3.a Los productos de dos números congruentes por un 
número son también congruentes con respecto a l mismo mó­
dulo , es decir, 

si «s=¿ (mód. M)> será aM=b.n (mód. i f ) . 
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pues de a s ^ ( m ó d . M ) , se deduce «-f-«4-í?. . .^í~}-¿-{-¿4-. . . 
(mód. M) 

4. a Zos producios, miembro i miembro, de varias con­
gruencias , con relación á un mismo módulo, son tamiien 
congruentes, es decir , 

si déza' (mod. M), l ~ V (mod. J / ) , c^c '^mod. i / ) , 

resul tará a . h . c ^ a ' .b' .c (mód. i / ) , 

E n efecto, de 

« = « , + Í r , b = b ' + M : ' 

resulta, multiplicando miembro á miembro, 

ó « . ^ « ' . ¿ ' ( m ó d . J / ) , 

multiplicando ahora, miembro á miembro, las igual­
dades 

a .b=a'.V + c — c + M , 

se tiene 

a.h.c^a!Mx - \ ' k x +a \h \ i i+ i i , i l=zc i : .h \ c '+11 

ó a . b . c ^ a ' .b' .c ( m ó d . M). 

E n el caso de ser las congruencias iguales, resulta 
la propiedad 

5. a L a s potencias del mismo grado de números con­
gruentes son-también congruentes, con relación a l mismo 
módulo. Así , de . 

a ^ b (mód. M) resulta '«w = ^ (mód. M). 

6. a Los cocientes de dividir los términos de una con-
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gruencia por un factor primo con el módulo, son también 
congruentes (J), es decir, 

si a.m = h.m (mócT. M ) , m. c. d. [m, i i ) = l , 

resul tará « ~ ¿ (mód. M ) . 

E n efecto; la congruencia propuesta se reduce á 

m.a — m.h-^-M.q, 

, llamando ^ el cociente de m.a dividido por m.h 
y , dividiendo por 

a — l ^ M . q ' . m ) ' , . • 

y , como J / y m son primos entre sí , será preciso que n 
divida á q. 

72. • • r o p l e d a d e s d e ios residuos.—Sean ñ, u',n!'... 
varios números y f, r \ r" sus residuos respectivos, con re­
lación á un módulo M; las relaciones anteriores se redu­
cirán á las siguientes: 

n ~ r (mód. M) \ í n-\-n'-\-n"^ 
1 a g i n ' ( m ó d . M) resul tará = ^ + / - f r / / ( m ó d . i W ) 

n ' ~ r " (mód. JV)) -(Ó 8n=Sr (mód. M), 

representando n+ri - \ -n" por ^ la suma de los números 
y por 8r la suma de los restos, es decir, que: 

E l residuo de la suma de varios números es igual á la 
suma de los residuos respectivos de dichos números, con 
relación á un mismo divisor. 

2-aSl ^ = / ( m ó d . i í / ) i resul tará l D n ~ D r (mód. M), ; 

representando por Dn y Dr las diferencias respectivas de 
los números y de los restos, es decir, que : 

(1) Esta propiedad no es general, como se vé, y exige que los 
tér minos de la congruencia sean divisibles por el factor considerado. 
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M residuo de la diferencia de varios números es igual 
á la diferencia de los residuos respectivos de dichos números. 

3 a Si n ~ r (mód- resul tará — ( m ó d - M) 

representando por Pn y Pr los productos respectivos de 
los números y de sus restos, es .decir, que: 

B l residuo del producto de dos números es igual a l 
prodiicto de los residuos respectivos de dichos números. 

representando por On y Or los cocientes respectivos de los 
números y sus restos, es decir, que: 

E l residuo del cociente de dos números es igual a l co­
ciente de los residuos de dichos números. 

5,a Si n~r{m6(i .M), resul tará ne=re (mód. I f ) , 

es decir, que: 
E l residuo de la potencia de cierto grado de un número 

es igual á la potencia del resto y también a l residuo de la, 
potencia del mismo grado de dicho resto. 

Ejemplos : 

l .o Si 7 = 2 ( m ó d . 5) , 9 = 4 ( m ó d . 5 ) , 1 3 = ( m ó d . 5) 

resulta que 

7 - j - 9 + 1 3 = 5 + 2 + 5 + 4 + 1 0 4 - 3 = 5 + 5 - f - 1 0 - f 2 + 4 + 3 = 

= 5 + 2 + 4 + 3 

es decir 7 + 9 + 1 3 — 2 + 4 + 3 (mód. 5) , 

(1) Esta proposición sólo es cierta cuando los términos de la 
congruencia dividendo son divisibles por sus respectivos de la 
congruencia divisor, y los términos de ésta primos con el módulo. 



TRATADO DE ARITMÉTICA, 67 

2.° Si 1 7 = 6 ( m ó d . 6) , 9==3(mód. 6.), 

resulta que 1 7 — 9 = 5 + 6 — 3 — 6 = 5 — 3 + 6 

es decir que 17—9 ^ 6—3 ( m ó d . 6 ) . 

3 o Siendo 2 2 = 2 (mód. 5), 3 4 = 4 (mód. 5), 
resulta que 

2 2 . 3 4 = : ( 2 + 5 ) ( 4 + 5 ) = 2 . 4 + 5 . 4 + 2 . 5 + 5 . 5 = : 5 + 2 . 4 

es decir, que 2 2 . 3 4 — 2 . 4 (mód. 5). 

4. ° Sea la congruencia 

6 8 = 2 6 (mód . 7). 

Dividiendo por 2, que es primo con 7, resulta: 

3 4 = 1 3 (mód. 7). 

5. ° Sea la congruencia 

18—3 (mód. 5); 

elevando al fcubo, resulta: 
, 183==33 (mód. 5.) 

CAPÍTULO I I . 

TEORÍA DE LOS SISTEMAS DE NÚMEROS INCONGRUENTES ó DE LOS 
SISTEMAS DE RESTOS DE LAS FORMAS NUMÉRICAS. 

73. F o r m a s d e l o s n ú m e r o s . — E l e g i d o como tipo 
u n número entero M, todos los demás enteros pueden ser 
representados, mediante aquél , por la forma 

n—aM-{-r, ó = J / + r , 

en la cual el factor a que multiplica á M es un número 
cualquiera y r uno de los M números 

O, 1, 2, 3, 1, 
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de manera que, entre cada dos múltiplos consecutivos de 
M existen siempre M números , á saber, 

a.M/a .M-^ 1, a.M + 2, [M— 1). 

' Ejemplo: Para ertipo"4. los números de la serie entera 
se hallan comprendidos en alguna de las siguientes formas 

4^, 4 « + l , 4 « + 2 , 4 « + 3 , 

cuando se sustituyen por a todos los valores sucesivos 
desde cero, así se tendrá: 

para a = Ó , 4 « r = 0 , 4 « + l = l , 4 « - j - 2 = 2 , 4 « + 3 = 3 
para 4 « = 4 , 4 « - } ' - l = 5 , 4 « - f - 2 = 6 , 4 « + 3 = 7 
para « = 2 , 4«= :8 , 4 ^ + 1 = 9 , 4«4-2^=10, 4 « + 3 = l l ' 

74. F o r m a de los restos.—Siendo los múlt iplos de 
un número congruentes con .0 , respecto al mismo. 

• Si nmr (mód. M) 

se tendrá también •: 

de manera que la forma general de los restos de un nú­
mero n, respecto al módulo i¥, es 

r + a.M 

suponiendo que a recorra toda la serie de los números 
enteros , á contar desde 0. 

75. Clases de n ú m e r o s . — S i e n d o un número cual­
quiera congruente con su residuo mínimo aditivo, respecto 
á u n módulo cualquiera , l í , le corresponderá como tal 
uno, y sólo uno, de los restos 

0, 1 , 2, 3, 4 , M — l . 

De esta consideración resulta la distribución de n ú -
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meros en clases, según los restos que den respecto del di­
visor ó módulo tomado por tipo. 

Ejemplo: Todos los n ú m e r o s , respecto al módulo 5, 
se dividen en las 5 siguientes clases : 

nums .=0 (mód. 5),=EÉ1 (mód. 5 ) ,=2 (mód. 5) . . .=4(inód. 5.) 

Cada n ú m e r o , ó individuo de una clase, representa á 
todos los individuos de la misma; y si se toma un indiv i ­
duo de cada clase, se formará un sistema de M números 
respectivamente cóngraos con el sistema 

0, 1, 2, 3-,..... M , 

que se llama sistema completo de restos, ó sistema comple­
to de números incongruentes, respecto al módulo M. 

Ejemplo: Respecto al módulo 5, los números 

2 0 = 0 , (mód. 5), 1 1 - 1 (mód. 5), 7 = 2 (mód. 5), 

3 3 = 3 (mód. 5), 1 9 = 4 (mód. 5) 

son los representantes de las diversas clases de números. 
O b s e r v a c i ó n . — L a forma a M , como acaba de verse, 

es un caso particular de la forma general a.M-{-r, por esta 
razón la teoría del número-producto ó múlt iplo queda 
incluida en la teoría de las congruencias, y pronto se 
verá que sus proposiciones son casos particulares de las 
de ésta. 

76. ILema.—ZOÍ productos 

a, 2.a, 3.#, 4 , ^ ( u — l ).a [1] 

de los M — 1 primeros números de la serie entera 

3, 2, 3, 4 , M—1 [2] 

por un números, primo con^í, forman un sistema completo 
de nüfneros incongruentes, respecto al múiulo M , es decir, 
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los términos de la serie [ 1 ] serán congruentes á los de U 
serie [ 2 ] , aunque en mi orden distinto. 

D e m o s t r a c i ó n . — 1 . ° N i n g ú n término dala serie [1] 
es divisible por i / , es decir, da cero de residuo, porque 
constan de un factor menor que M y de otro primo, 
con M (55, cor. I.0) 

2.o Dos términos b.a y 3.«, por ejemplo, de la série [1 ] 
no pueden ser congruos entre s í , es decir, dar el mismo 
resto respecto de M , porque entonces su diferencia 

b . a — 3 , « = ( 5 — 3 ) . « 

debería ser divisible por M , lo cual es.imposible (1.°) 
Luego los términos- de la série [1] son un sistema 

de M — l términos incongruentes, respecto al módulo M, 
y deben dar, en cierto órdenj, toda la variedad de restos 
posible, expresada por la série [2] . 

Vnrolixvla.—Siendo M y a, primos relativos y n m 
número cualquiera, la série de los M términos 

n, n + a , n+%a, n + i . d , n + { M — l ) . a [3] 

forma un sistema completo de números incongruentes, % 
origina un sistema completo de restos, respecto al módulo M, 
pues la série [3] se reduc i rá , en un cierto orden, á la série 

n\ % - f - l , M - 2 , % + ( M — 1 ) , 

sustituyendo por los sumandos a, 2.«, 3.«, etc. sus res­
pectivos restos de la série [ 2 ] . 

Ejemplo: Siendo 5 primo con 6 , la série 

4, 4 + 5 , 4 + 1 0 , 4+15-, 4 + 2 0 , 4 + 2 5 , 

con tendrá , como la série 

4 i 4 4 - 1 , 4 + 2 ' , 4 + 3 , 4 + 4 , 4 + 5 , 

el sistema completo de restos, respe cto al módulo Q. 
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77. Teorema de P e r m a t . — S el número a no es di­
visible por el número primo p , la diferencia ai1-1—! es 
divisible por p , es decir se tiene 

a^- i = I (m5d. ; ; ) . 

p é m o s t r a e i o n . - S i e n d o el. sistema de restos d é l a 
serie [1] (76) igual al sistema de la serie [2] ( 7 6 ) , el 
producto de los términos de la una será congruente con 
el producto de los términos de la otra, es decir, 

« .2¿ .3# . . . . . ( ^ — 1 ) ^ = 1 . 2 . 3 ( jo—l) (mód .^ ) 

ó 1 . 2 . 3 . . . . ( p — ^ . ^ - i ^ í ^ . S . é . . . . ^ — l ) ( m ó d . j i ? ) 

y , dividiendo por el producto 1.2.3..... j»—1 (71, 6.a) 

^ - i = l ( m ó d . jo) 

Ejemplo: Sea « = 4 , ^ = 5 , se tiene: 

4 = 4 , 4 ^ - = 1 6 = : 5 + l , 4 3 = 6 4 = 5 + 4 , 4 ^ = 2 5 6 = 5 + 1 . 

78. Teorema de Etaler ó de Fermat g e n e r a l i ­

zado.-^ los números a y M .w/¿ primos rehtivos, la di­

ferencia a '^M)—1 será dimsible por M , es decir, 

«?( i1í)=l (mód. i / ) , 

expresando por y { M ) el número de números primos con 
i / " , no superiores á éste. 

Demostraclou.—Sea 

m, m'y • m"y m!", [4j 

la série de los cp (M) números primos con M, no superiores 
á este n ú m e r o ; sus productos por a , 

a .m, a .m\ a.m", a .m", [5] 

forman un sistema de números incongruentes, porque 
si no, la diferencia 

a. m'"—a.m'=a [m!"~m') 
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de dos que fueran congruentes, sería múlt iplo de M, lo que 
es imposible, por ser a primo relativo cón él y m'/'—m'^W] 
por la misma razón, n i n g ú n té rmino de dicho sistema es 
divisible por M ; los residuos por i / de dichos términos 
forman, pues, un sistema de v¡>{M) números distintos, 
que serán primos con M , porque lo son los términos del 
sistema. [51 (35, cor. I .0); luego dichos restos son los ©(Jf) 
números primos con M. 

Siendo los té rminos d é l a s séries [4] y [5] respecti­
vamente congruentes, sus productos también lo serán, 
es decir, 

am.am'.am" ^m.m' .m" (mód . M \ 

ó m.m'.m" d^M)^m.m'.m' [móñ.. M) , 

y dividiendo por » ¿ , m ' . m " , que es primo con M (71, 6.a)> 
resulta: 

- ^ W E = l ( m o d . i / ) . 

.Ejemplo: Sean « = 8 , i / = 1 5 , los números primos 
coií 15 inferiores á és te , son: 

1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 1 4 y cp(15)=r8. 

Además 

1 . 8 = 8 , 2 . 8 = 1 , 4 . 8 = 2 , 7 . 8 = 1 1 , 8 . 8 = 4 , 1 1 . 8 = 1 3 . 

' 1 3 . 8 = 1 4 , 1 4 . 8 = 7 (mód. 15); 

multiplicando estas congruencias, miembro á miembro, 
resulta: 

1 . 8 . 2 . 8 . 4 . 8 . 7 . 8 . 8 . 8 . 1 1 . 8 . 1 3 . 8 . 1 4 . 8 = 

= 8 . 1 . 2 . 1 1 . 4 . 1 3 . 1 4 . 7 (mód. 15), 

y dividiendo por el producto 1.2,4.7.8.11,13.14, resulta 

8 8 = 1 (mód . 15). 
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79. n e f i n i c t o n . — d i c e que un .número a PERTE­
NECE á un ex/ponente n, con respecto á un módulo M , cuan­
do &n es la menor potencia que dividida por M produce el 
resto L - • 

Ejemplo: 10 pertenece al expolíente 6 respecto al 
módulo 7, según se vé en la siguiente serie de potencias 
y residuos: 

potencias 10, 102, 103, 10*, 103, 106, 107, etc. 
residuos- . 3, 2, 6, 4, 5, t, 3, etc. 

CAPÍTULO I I I . 

TEORÍA DE LA PERIODICIDAD DE LOS RESTOS POTENCIALE». 

80. D c f l n t c i o i a — S e llaman RESTOS POTENCIALES los 
que se obtienen dividiendo las potencias sucesivas de una 
misma base por tm módulo dado. 

81. P r i n c i p i o de la p e r i o d i c i d a d de los restos 
potenciales.—/SV bpertenece a l exponente n respecto a l 
módulo M . primo absoluto, ó primo relativo con b , las n 
primeras.potencias de b 

l \ h\ l \ h\ hn 

son entre s i incongruentes, respecto a l módulo h, y forman 
un periodo, es decir, que se repiten indefinidamente y en 
el mismo-orden. 

D e m o s t r a c i ó n . — l . o Sea 7i < n y n" < n. Si se 
tuviese 

bn' = K ( m ó d . i / ) 

resul tar ía (71, 6.a): 

b*': ^ " = l (mód, M) ó 6d= l {mód." 'M], 

siendo d=n '~n" , puesto que se dividen dos potencias de 
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un número restando sus exponentes, como se multiplican 
sumándolos . 

Por consiguiente, ^ no sería el grado de la menor 
potencia congrua con 1, según M, contra lo supuesto. 
Luego dos potencias de grado inferior á n no pueden ser 
congruentes entre sí , cuando n es el exponente á que per­
tenece b, según el mismo módulo. 

Además , r e c í p r o c a i n e i i l e , s i todas las. potencias 
de b de grado inferior a n son incongruentes entre s i , en 
la congruencia 

¿« = 1 (mód. M ) 

n es el exponente á gue pertenece h, según el módulo M ; 
luego la incongruencia de todas las potencias de grado in­
ferior d n EQUIVALE d la pertenencia de la base h a l expo­
nente n . (1) . . 

2.° Siendo ¿w = 1 + 4 / , se t e n d r á : 

frn+l—bn . ¿ c = ( l - f j f ) b — h-^M, ^ + 2 — ^ + 1 . ¿ = 

= ( ¿ + J f ) etc.; 

luego 

y , por consiguiente, /OÍ restos se reproducen, d contar de 
bn, en el mismo orden en que se obtuvieron, á contar desde b. 

82. E n fin, de la expresión general 

bn+m = bm [móá. M) ó , en general, bn+m = bm[m6á. M), 

resulta que:./OÍ términos distantes entre s i n lugares son 
todos congruentes, ó mejor: S i los EXPONENTBS son cón-

(1) La demostración de un teorema directo y su recíproca se 
reduce á establecer la equivalencia entre la tésis y la hipótesis. 
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gruos entre si, con. relación a l exponente á que pertenece la 
base, las POTENCIAS correspondientes son congruas respecto 
a l mismo módulo. 

Ejemplos: 1.° E n el sistema de base 10, se tiene res­
pecto al módulo 7, 

potencias 10, 102, 103, ÍO4, 1()3, 10^ 
restos 3, 2, 6, 4, 5 , ' 1 . ' 

E l período de restos es, pues, 3, 2,'6, 4, 5, 1. 
Se observará además que el resto 2 , por ejemplo, sólo 

corresponde á las potencias 102,108=102+6 10l4=lO2+6 2 
1020=:102+6-3 etc. 

2.o E n el sistema de base 5 se tiene, respecto al mó­
dulo 7, escribiendo en el sistema de base 10: 

potencias 5, 52, 53, 54, 55, 58, 
restos 5, 4, 6, 2, 3, 1 , ' 

ó escritos en el sistema de base 5 
« 

10, 102, 103, 10*, 103, 106 
10, 4 11, 2, 3, 1 

pues 

5 i o < > 1 0 5 , G Í O O I I Q , así como 7x0 < > 125, 

es decir que 6, en el sistema decimal, es 10 en el sistema 
de base 5, etc. 

C o r o l a r i o . - ^ D (b, M ) = l y b pertenece a l expo-

neñte n respecto a l módulo M , se tendrá n = ^ { M ) \ j s i M 
es primo absoluto , se tendrá n = M - l , pues siendo', según 
el teorema, 

ln = 1 s e r á .b^ = { l I + M ^ ' = 

= ( l - f M ) 3 = l + J í ; e t c . ? 
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podrá decirse que: los exponentes de las potencias con­
gruas con 1 son todos los múltiplos de n y sólo ellos. Por 
consiguiente, en vi r tud de los teoremas de Euler y de 
Fermat cp(i¥) y i l f — 1 , serán respectivamente múltiplos 
de n, como se quería demostrar. 

83. Periodicidad In«'oiiipletíi._ Teorema. — S i 
D (b M ) > 1 , ̂  la série de restos que se obtienen divi­
diendo las potencias sucesivas de b por M , no se repiten 
periódicamente todos los restos , á partir del primero ; y 
habrá tantos irregulares ó no periódicos, anteriores a l 
primer periodo, como unidades contenga el entero inmedia­
tamente inferior al mayor de los cocientes, que respectiva­
mente se ̂ obtienen, dividiendo los grados de los factores 
primos contenidos en M por, los de los factores iguales á 
aquéllos contenidos en h. Gada periodo constará de tantos 
términos como unidades tiene el exponente á que pertenece b, 

M • 
con relación a l módulo ^ ^ y , siendo b* la menor 

potencia deh que contiene sus factores comunes con M ele­
vados á igual ó mayor grado que en este módulo (1) . 

»e.no*tracioii. I.0 Teniendo cada una de las po­

tencias 
¿., ¿2, h \ í6"1 

más factores primos comunes con J f que las anteriores 
lo mismo sucederá á sus restas respectivos (36, cor, 4.o) 

" ^ T ^ t e teorema, demostrado por D. Ricardo Vázquez Illá, 
le hemos tomado casi literalmente de su obra titulada Propiedades 
elementales relativas á la divisibilidad de los números enteros por 
creerle necesario para hacer una exposición de la Aritmética, donde, 
deba figurar la idea de congruencia, aplicada ,á la de la divisibili­
dad, en conformidad con eFmodo de expresión didáctica iniciada 
por tan distinguido autor, y tan sólo hemos procurado presentar su 
demostración con alguna más sencillez ó brevedad. 
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luego éstos serán todos distintos, y aquél las incongruen­
tes, respecto á M. 

Además , niaguuo de estos restos- puede ser igual á los 
de las potencias 

¿e+1J ¿e+2, t>e+n, [3] 

porque éstas contienen, por lo menos, todos los factores 
primos de 31 comunes con ó , iguales ó desiguales, y 
por consiguiente, también los restos mínimos respecti­
vos {36 , cor 4.o) 

re, re+u r e + 2 , re+n. [4] 

2.° Para que re sea igual á otro resto re+n de la sé-
rie [ 4 ] , es decir, para que se verifique la congruencia 

ó be+h—de=M, ó t>e {dn—l')±=M, 

bas ta rá que contenga dn—1 los factores de i f no comunes 
á dn, 6 sea, sus factores propios, es*decir, que se verifique 
la relación 

posible, porque ¿ { ^ - - ^ — j ^ D 

Siendo posible la congruencia 

/ M 
hn = 1 í mód. 

• D { h \ M . ) \ 

el n ú m e r o de términos del período será el menor valor 
posible de ra, es decir , el exponente d que pertenece b, 

según el módulo p ^ ' eü conformidad con el 

enunciado. . 
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Ejemplos: í.o Sea ¿ = 6 0 = 2 2 . 3 . 5 , M=84=:22 . 3 .7. 
Dividiendo sucesivamente, por 84, las diversas poten­

cias de 60, resultan las siguientes series de éstas y los 
restos mínimos que les corresponden : 

potencias 60, 602, 603, 60*, 605, 606, etc. 
residuos 60, 72, 36, 60, 72, 36, etc. 

2.° Sea í = 3 0 = : 2 . 3 . 5 , M = 3 3 6 = 2 4 . 3 . 7 . 
Dividiendo sucesivamente, por 336, las diversas po­

tencias de 30, resultan las siguientes series de éstas y sus 
restos mínimos que les corresponden: 

potencias 30, 302, 303, 30i, 305, 306, 307, etc. 
residuos 30, 228, 120, 240,144, 288, 240, etc. 

Observación.—Para obtener estos resultados no es 
necesario calcular directamente las potencias sucesivas 
de h, pues hasta multiplicar cada resto obtenido por la 
base, y dividir el producto por el módulo. 

Corolario \mo—¡Si la base b contiene todos los facto­
res primos del •módulo M , los restos periódicos no existen 
y s i un número limitado de restos correspondientes- d la 
parte irregular de la serie de restos, pues en este caso la 
congruencia 

b n = l í mód 
M 

se reduce á 
M / M \ 

/ / ' ^ l í mód. ó bnEEl (mód. 1) 

y, por consiguiente, bn debe ser igual á la unidad, único 
número congruente con 1, según el módulo 1 , y el núme­
ro n de cifras del período debe ser nulo, sin lo cual el nú­
mero bn, distinto de 1 , sería congruo con 1, respecto al 
módulo 1. 
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Ejemplos: 1.° Sea í = : 2 2 . 3 . 5 = 6 0 y 3i=27.3=384. 
Se t e n d r á : 

potencias 60, 602, 603, 60*, 603, etc. 
residuos 60, 144, 192, 0, 0, etc. 

2,o Sea ¿ = 2 2 . 3 . 5 2 = 3 0 0 y iW=23. 3 = 9 6 . Se tiene: 

potencias 300, 3002, 3003, 300'*, etc. 
residuos 300, 48, 0, 0, etc. 

Corolario V s - S i D (ra, M ) = l , la serie de restos 
de los productos 

m.b, m:b\ m W1, m.ln, 

consta del mismo número de términos periódicos y no perió­
dicos que la serie de restos de las potencias sucesivas 

b, ¿2, b\ hn, 

pues, según el teorema, uno y otro dependen de los fac­
tores comunes de b y M. 

Ejemplo: Siendo ¿ = 5 y i ¥ — 7 , se tiene: 

potencias 5, 52, 53, 5*, 55, 56, etc. 
residuos 5, 4, 6, 2, 3, 1, etc. 

y p a r a 2.5, 2.52, 2.53, 2.54, 2.55, 2.56, etc. 

se tendrá: 2.6=3, 2.4=1, 2 .6=5, 2.2=4, 2.3=6,2.1=2, etc. 

84. Clases de series d e restos.—Ztfá" séries de res­
tos pueden dividirse en mm?ABAS , que constan de un núme­
ro limitado de términos; en PERIÓDICAS PURAS , que constan 
de periodos, á contar del primero, y en PERIÓDICAS MIXTAS, 
que antes de los periodos contienen un número limitado de 
restos el cual constituye la parte llamada IRREGULAR de 
la série. 
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CAPÍTULO IV. 

RELACIONES DE CONGRUENCIA EN CUALQUIER SISTEMA 

DE NUMERACION. 

85. Principio fuñdanientaL—resto de un núme­
ro cmlquiera-de unidades de un orden y sistema de nume­
ración dados, es igual a l producto de su número por el 
resto de una de ellas, con relación á un mismo módulo , y 
el resto de un número cualquiera, expresado en cualquier 
sistema de numeración, es igual á 'la suma de los restos 
de las unidades de sus diferentes órdenes. 

Demos trac ión .—Represen t ando por B la base del 
sistema considerado y por a, b, c, q las cifras que 
representan las unidades de los diversos órdenes de un 
n ú m e r o la expresión de éste será : 

iV'== qB '^+p B n - i + + ^ B*-\-h B + a . 

Sea M un módulo cualquiera y R el resto mín imo 
aditivo de B , con respecta al mismo. Se tendrá (72, 5.a): 

BH=M+ R \ ' B ' ^ M - i - Mn-\... B ^ m B2, B=M+ R 

y q B ^ Í U q R ' \ p B ' ^ M ^ B » ^ . . . cB^M+cB*, hB=M+bR, 

por consiguiente [12,1.a), 

. N ~ M - \ - { q R n + p R n ' i J r ^ c f t ^ . K ^ . 

que es lo que se deseaba demostrar. 
Ejemplo: Supongamos iV=3421305 

ó A — g . 53-f-4.5/í-f-2.534-1.5'2 - f 3 .5+0 . 

Siendo 3, 2, 6, 4, 5 los residuos respectivos de 53, 5*..., 
con relación á 7, se tiene: 

. i ^ = 7 + ( 3 . 3 - f 4 . 2 + 2 . 6 + 1 . 4 + 3 . 5 ) . 
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Corolario 1."—/5f¿ un número se divide en grupos 
cuyas unidades respectivas son de los grados 

oc-{-n, a - f 2. n, 'a-f-3. n, a-|-4. n] 

expresando por n el número de restos que constituyen e l . 
periodo, respecto a l módulo dado y -<x un número mayor que 
el de restos irregulares, el resto de aquél es igual d la 
suma de los restos de cada, grupo considerado como unida­
des del orden del primer, grupo, más el número formado 
por las unidades de orden inferior d las de éste. 

Demoslraclon.—Representando por gx, g ̂ , g%, 
los valores de cada grupo , á contar del de orden inferior, 
y por yo Ia parte del número que precede al primer grupo, 
siendo b la base del sistema, se t e n d r á : 

N 4 - ^ • h M + g , . b*n+*+g,. tf^+g,. l M + g \ 

pero siendo ( 82) 

¿ ^ E E ^ m ó d . M ) ; ' , *. 

r e su l t a rá : 

= ( . . . : ; g í . b*+ g%. b^+gz. ¿ a + pi. ba ) - \ -g^ 

= ( . . . . . ^ 4 + ^ 3 + ^ 2 ^ 1 ) ¿ a + y o (mód. M.) 

Observación.—Cuando los grupos se cuentan desde 
las unidades simples del número dado , ĝ  es igual á cero 
y resulta como caso particular el siguiente 

Corolario ZtS—Si un número, cuya serie de restos es 
periódica pura se divide, d contar de las unidades simples, 
en grupos de tantas -cifras como restos componen el periodo, 
respecto a un módulo ó divisor dado, ó en grupos de tantas 
cifras como unidades contiene el exponente á que pertenece 
la base, cuando M x̂s primo absoluto ó h y M primos rela­
tivos, sera congruente con la suma de los periodos conside­
rados en su valor absoluto. 
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En este caso se tendrá : 

Cor®iarl® 3 . " — u n número se descompone en gru­
pos de tantas cifras como restos componen el periodo, res­
pecto un módulo ó divisor dado, á partir del orden cual­
quiera a- de unidades, superior a l número de restos irregu­
lares si los hay, su resto es igual á la suma de los valores 
absolutos de cada grupo multiplicada por el resto mínimo 
aditivo correspondiente d los órdenes de unidades de cada 
grupo, más el valor absoluto del número separado á la de­
recha del primer grupo. E n efecto, siendo 

dn+*~r (mód. M) ó ¿n+cl=r-{-M 

y ^ = + ^ • ^ + ^ 3 • ̂ + a + ¿ • ¿ 2 w + a + y i • ^ * + g o , 

resu l ta rá : 

W = . . . . g i { r + M ) + g 3 { r + M ) + +g0 

ó W^{'.--'+#4:+gs-\-g2-t-gi)r+gQ{mod. M). 

tovnnlelon.—Llamaremos PERÍODO DE UN NÚMERO, 
CON RELACIÓN Á UN MODULO Ó DIVISOR DADO., las partes del 
mis?m formadas de tantas cifras consecutivas como térmi­
nos ̂  contiene la série completa de restos potenciales, con re­
lación d un módulo cualquiera. 

Ejemplo: Siendo 3, 2, 6, 4 , 5, 1, la serie de restos 
de 10, 102, 10* , con relación á 7, el n ú m e r o 

54728456762315463284 

dividido en períodos, será ; 

54,728456,762315,463284 

ó 5,472845,676231,546328,4 

ó 547284,567623,154632,84 etc, 
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Esta definición permite abreviar el enunciado del an­
terior corolario, diciendo que; 

E l resto de un numeró es igual á la suma de los valo­
res absolutos de sus periodos multiplicada por el resto cor­
respondiente d los órdenes de sus unidades, más la parte 
separada á la-derecha de los periodos. 

Así, el resto del número arriba propuesto será igual á 

(54+728456-f702315-f4032S4) x 1 

ó • (5+472845+e7e231-f-540328.)x3-f 4 

ó (547284+507023+154032) x 2 + 84 etc. 

Corolario 4L»0—iSi M = b m , es decir, si M es divisor 
de una potencia de la base del sistema de numeración, y a 
expresa el número inmediatamente inferior al mayor co­
ciente obtenido dividiendo el exponente de cada factor primo 
de Mpor su correspondiente de S, el resto de dicho número 
es igual a l del número formado por sus cifras de los.* pr i ­
meros órdenes. . 

E n efecto, siendo 

representando por O el grupo formado por las unidades 
de orden a, 

y ' a . b a = M ó tf.feO (mod. M ) , 

se t endrá go (mód . -M). 

Ejemplo l.o Sea ¿ = 1 0 , J f ~ 2 3 . 5 = 4 0 y el núme­
ro 84054io. Se t e n d r á : 

iV=:84e541o=841o .103+e541o=841o ;40+654i0 

Ó 84054x0=054J0 (mód. 40). 
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. Ejemplo 2.o S e a - í = 2 2 . 8 = : 1 2 , 3 / = 2 7 . 3 y el núme­
ro 875461.2, escrito en el sistema de base 12 . Se tendrá: 

E { 1 : 2 ) r = B 

y • 8754612=81.2.10f2-f7546-=8.12+7546 

ó 87546 = 7546 (mód. 2 2 . 3 r = 1 2 ) ; 

CAPÍTULO V. 

APLICACION DE LA TEORÍA. DE LA CONGRUENCIA 1 LA TEORÍA 

DE LA DIVISIBILIDAD. 

§ l .o—Teoría . 

86. . f r i f i e i p l o funodaiiieiit í i l .—/^m que un número 
sea dimúhle por otro , es necesario y basta que la suma de 
los residuos de las unidades de.sus diferentes órdenes, con 
respecto á dicho divisor, sea nulo. 

De inostrao lon .—Siendo (85 ) 

N = É + [ q . 'Rn+p. R n - l + c. I P + b . R + a ) ; 

para que N sea M , será preciso que 

• q . R ^ p . R ^ ^ c . R ? + h . R + a = . { ) . 

Ejemplo: Sea el número 4 3 2 3 5 y el divisor 7. Se tiene: 

potencias 5, 52, 53, 
residuos 5, 4 , 6 , . . 

es decir, 53=7+6) 5 2 = 7 + 4 , 5 = 7 + 5 ; 

luego 4 . 5 3 = 4 ( 7 + 6 ) , 3 . 5 2 = 3 (7+4), 2 . 5 = 2 ( 7 + 5 ) , . 

y, en fin, 4 3 2 3 5 = 4 ( 7 + 6 ) + 3 ( 7 + 4 ) + 2 (7+5) + 3 = 

= = 7 + 4 : 6 + 3 . 4 + 2 . 5 + 3 

y si • 4 . 6 + 3 . 4 + 2 . 5 + 3 = 0 , 

será 4r3235 = 7 , y no lo será en el caso contrario. 
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C o r o l a r i o . — i ^ m que wn número sea divisible por 
otro, es necesario y basta que la suma de sus periodos, mul­
tiplicada'por el resto correspondiente á los órdenes de las 
unidades de dichos periodos-mis la, parte separada á la 
derecha de los periodos sea múltiplo del mismo, 

Deinostraofon.—Siendo (85, cor, 1.a) 

para que N sea M será preciso que se tenga 

87. C a r a c t e r e s d e divlsi b l ü i l a t l . — D e l i n l e i o n . — 
CARACTÉRES DE DIVISIBILIDAD de los números son las condi­
ciones á qiie deben satisfacer las unidades de sus diferentes 
órdenes para que sean divisibles por divisores ó módulos 
dados. 

88. Para establecer los caractéres de divisibilidad de 
los números conviene distinguir tres casos, á saber: 
l.o Que la base contenga todos , los factores primos del 
divisor dado, 2.° Qúe la base contenga algunos factores 
primos del divisor dado. 3.° Que la base no contenga 
n i n g ú n factor primo de la base dada, los cuales dan lu­
gar á los siguientes teoremas: 

' T e o r e m a t,—Para que un número escrito en un sis­
tema de base B sea divisible por un divisor de una potencia 
de la base, primo ó compuesto, es necesario y basta que 
éste divida al número formado por-tantas cifras de .su 
derecha como unidades tiene el mayor cociente exacto ó 
el mayor cociente entero más uno que se obtiene dividien­
do los exponentes que afectan á los factores primos de M 
y de 'Q. , 

neanosíración.—Siendo e el menor exponente que 
hace Be = M, un número ^ c u a l q u i e r a podrá descompo-
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nerse en dos partes, separando del mismo las e cifras de 
la derecha. A s í : 

]\Í=={CÍ&C ) Bz -^mnp =M-{-m np , 

siendo abe las cifras que quedan á la izquierda, cuyos 
órdenes son todos divisibles por J3e=M, j m fip..... l&s 
cifras de la derecha; luego 

J V = M -\- m np 

Éjmphs: 1.0 Sea Jg=22.3==12 y lf=:27.3í, y el número 

479386512=479000012+386512. 

Pero 1000012=l"2io^=Í2; luego 

4793865i2 = 12-f-386512. 

2 o Sea fc2.5=10, M=23.52 y el número 

35846742io = 35800000+46742. 

Pero 1000001o = 101o=23.5-2; luego 

35846742io = 25.52+46742. • 

X e o r e m a H , ~ P a r c i que un número escrito en un 
sistema de base B sea divisible por un módulo que no con­
tenga más que factores primos con la base, es decir , por 
un módulo primo con la base, es necesario y basta que la 
suma de sus periodos multiplicada por el resto de los órde­
nes de las unidades de cada periodo, más la parte separada 
á la derecha , sea divisible por dicho módulo. 

Demos trae lon .—Siendo (85, cor. 3.°) 

^ = ^ + ( • • • • ^ 4 + ^ 3 + ^ 2 + ^ 1 ) ^ + ^ 0 ' 

para que iVsea igual á un múlt iplo de M es uecesarro que 
se tenga 

( • • • • • ^ + ^ 3 + ^ 2 + ^ ) ^ + ^ 0 = ° ' 

y si esto no se verifica, i ^ n o será M. 
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Casos p a r t i c u l a r e s . — q u e un número, escrito 
eti el sistema de lase 10, sea divisible por 7, es necesario y 
basta que la sima de los periodos de seis cifras, á contar 
de las unidades, sea múltiplo d e l , ó más general, que la 
suma de los periodos de seis cifras, á contar de mi orden 
cualquiera, multiplicada por 1, por 3, por '2, por 6, por 4 
ó por 5, según que sea este orden el primero, el segun­
do, etc., sea múltiplo de 7. 

Ejemplo: E l número 425478932543io es divisible por 7, 
porque 

425478 ~f- 932543 = 1358021 — 7 

y también 4 2 5 4 . 2 + 789325 .2+43=1587201=7 . 

Teorema V i l . - P a r a que un número, escrito en un 
sistema de base B , sea divisible por un módulo que contenga 
factores de la base y factores primos con la base, es necesa­
rio y basta que, d partir de un orden igual ó superior a l 
número de restos no periódicos, la suma de sus periodos 
multiplicada por el resto de los órdenes de las unidades de 
cada periodo, más taparle separada d la derecha, sea divi­
sible por dicho módulo. 

Demostración.—La misma que la del teorema an­
terior. 

Ejemplo : el número 457519764, cuyo período 
respecto al divisor 5 2 = 1 3 . 4 , de sexto orden, es 

48 12 16 4 40 36, 

siendo 10 el resto no periódico. Se t e n d r á : 

457519 ,12+764=5490992=52 .105596=52 

ó también 

4 5 7 5 . 4 + 1 9 7 6 4 = 3 8 0 6 4 = 5 2 . 7 3 2 = 5 2 . 
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§ 2.0—Aplicaciones de la t eo r í a á casos particulares. 

89. C í a s o s de Ist divisibilidad.—Se dis t ingui rán 
primeramente los casos de considerarse los números en el 
sistema decimal, ó en otro sistema cualquiera. Cada uno 
de estos casos originará tres, á saber: 1.° que el divi­
sor considerado sea di-visor de una potencia de la base, es 
decir, contenga TODQS LOS FACTORES PRIMOS de la base; 2".° 
que no contenga NINGÚN FACTOR PRIMO de la base, ó sea pr i ­
mo con ésta; 3 . ° que contenga ALGÚN FACTOR PRIMO de la 
base, ó que tenga con ésta un máximo común divisor distin­
to de la unidad, y algunos FACTORES PRIMOS DISTINTOS de 
los de la base. 

90. Caso d© los divisores de potencias de las 
bases.—Teorema.— Un número, considerado en el sis­
tema decinml, será divisible por 2 ó 5 , .por 4 ó 2b, por 8 
ó 125, ó en general, por 2n ó 5'¿, cuando su primera , ó 
sus dos primeras, ó en general, sus n primeras cifras son 
ceros ó forman un múltiplo de dichos divisores. 

Demostración.—Está incluida en el razonamiento 
general del n ú m . "S? , tcor. I . 

Ejemplos: 3 0 = 2 y o , 2 6 = 2 , 3 5 = 5 

7 0 0 = 4 ^ 2 5 , 6 4 8 = 6 0 0 - 1 - 4 8 = 4 + 4 = 4 , 8 5 0 = 

= 3 0 0 + 5 0 = 2 5 + 2 5 = 2 5 

8 0 0 0 = 8 y 125 7 8 8 0 = 7 0 0 0 + 8 8 0 = 8 + 8 = 8 , 

4 5 0 0 = 4 0 0 0 + 5 0 0 = 1 2 5 + 1 2 5 = 1 2 5 . 

91. Caso de ios divisores primos con la base.— 
Teorema.—^ un número se divide en grupos de á tres 
cifras, desde las unidades, y se multiplican respectiva­

mente, por \ , por 3 y por 2 , las unidades decenas y 
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centenas de aquéllos; cuando la suma de los productos cor­
respondientes d los grupos de lugar impar, disminuida en 
la de los correspondientes d los grupos de lugar par , sea 
cero.ó múltiplo d e l , el número será divisible por 7. 

Demostración.—Se tiene 

unidades 3, 10, 100, 1000, 10000,100000,1000000, etc. 
restos por 7 1, 3, 2, 6 = 7 - 1 , 4=7-3 , 5=7-2, 1, etc. 

Ejemplo. Sea el número 423654. Se tiene 

. 4 . 1 + 5 . 3 + 6 . 2 — ( 3 . 1 - 1 - 2 . 3 + 4 . 2 ) = 3 1 — 1 7 = 1 4 ; 

luego ' 423654=7. 

92. Teorema.—^ un número se divide en grupos de 
d tres cifras, desde las'unidades,y se multiplican, respec­
tivamente por 1 , por 10, por 9 , las unidades decenas y cen­
tenas de aquéllos; cuando la suma de los productos corres­
pondientes d los grupos de lugar impar; disminuida en la 
de los correspondientes d los grupos de lugar par, sea cero 
ó múltiplo de 13, el número será múltiplo de 13. 

Ejemplo. E l número 439686 es divisible por 13, porque 

6 . l _ | _ 8 . 1 0 + 6 - . 9 — ( 9 . 1 + 3 . 1 0 + 4 . 9 ) = 1 4 0 - 7 5 = 6 5 ^ Í 3 . 

93. . Xeoreeua.- Un número, considerado en el sistema 
decimal, será divisible por 

17, 19, 23, 29,. 31, 37, 41, 43, ó 

cuando la suma de sus periodos de 

16, 18, 22, 28, 15, 3, 5, 21 , ó 

cifras, forma un múltiplo, respectivamente, de cada uno 
de estos divisores. 

Démostraetou.—Los períodos de restos de 

1, 10, 10Q, 1000, 10000, 100000, 
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son, respectivamente, para 

17... 1, 10, 15,14, 4, 6, 9, 5, 16,7, 2, 3, 13, 11, 8, 12, 
19... 1,10, 5, 12,6, 3 ,11, 16,17, 18, 9, 14, 7, 13,16, 8, 4, 2, 

31.. . 1,10, 7, 8, 18, 25, 2, 20, 14, 16, 5, 19, 4, 9, 28, 

94. T e o r e m a . — Un número, considerado en el siste­
ma decimal, será divisible 

p o r a . . s . n . { T t ^ * & ^ Í H f í " ' 
(cuando la suma de sus grupos í " n 

• j de 2 ó de 2.11=22,.... cifrasj 11 0 

T ^ , . "7 A "2 ícuando la sutna'de sus g r u p ó s í ^ r i ? e u1n ^ ^ l ' poi 7 o ^ 4 9 . . . , I de 6 ó de 6i7==42) s c i ¿ a g | ü p b d e 7 o 

T^OT i-5 A IQ2 leo ícuando la suma de sus grupos í^11?3 " n 
poi 1 3 0 1 3 = 1 6 9 . de 6 ó ( i e 6 . 1 3 = ; 7 8 8 c i ¿ a s tipio de 13 o 

\ ' . ( de lt>9, 

Ejemplos: l.« 7254 = 7000 + 200 - f 50 + 4 = 

= 7 ( 9 + l ) + 2 ( 9 + l ) + 5 ( 9 7 h l ) + 4 = 9 + ( 7 + 2 + 5 + 4 ) = . 9 . 

2.° 22887738 = 2 7 + 22 -f- 887 + 738 — 27 + 1 6 4 7 = 

• = 2 7 + 2 7 . 6 1 = 2 7 . 

3.o 37421894532492 = 81 + 37421 + 894532492= 

= 8 1 + 8 9 4 5 6 9 9 1 3 = 8 1 + 8 1 . 1 1 0 4 4 0 7 3 = 8 1 . 

4.o 9 6 1 4 = 1 1 + 9 6 + 1 4 = 1 1 + 1 1 0 = 1 1 . 

95. R e g l a s d e l o s periodos.—1 .a P a r a el módulo 
33=27, cuéntese desde 10 hasta 28 = 1, de nueve en'nueve 
unidades , a s í : 

10 19 1. 
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2. a P a r a e l m ó d u l o ^ l — ^ , cuéntese desde 10 / ^ t ó 8 2 = 1 , 
¿fe en nueve unidades, a s í : 

10 19 28 37 46 55 64 73 82 = 1. 

3. a P a r a el módulo 24:3=^3°, cuéntese desde 10 has­
ta 2 4 4 = 1 , de nueve en nueve unidades, as í : 

10 19 28 37 46 55 64 73 82 
91 100 109 118 127 136 145 154 163 
172 181 190 199 208 217 226 235 244 

ó tomándolos ahora, contando de tres en tres, resulta: 

10 37 64 91 118 145 172 199 226 
19 46 73 100 127 154 181 208 235 
28 55 82 109 136 163 190 217 2 4 4 s l 

quedando formados tres ciclos de restos congruentes, res­
pecto al módulo 2 7 , correspondientes respectivamente á los 
órdenes de unidades. . 

101 10* 107 1010 10iB 1016 1019 1022 1023 
102 105 108 10" 1015 10i7 1 020 1 023 1026 
103 106 109 lO12 10i5 1018 lO21 1024 1027. 

4.a ' P a r a el módulo Í Q — T , cuéntese respectivamente, 
desde 3 = 1 0 , 2 , 6, 4, 5 , 1 , d e l e n l unidades, y se obten­
drán las series de números 

3 10 17 24 31 38 45 
2 9 16 23 30 37 44 
6 13 20 27 34 41 48 
4 11 18 25 32 39 46 
5 12 19 26 33 40 47 
1 8 15 22 29 36 43 
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ó, ¿ornando, respectivamente, los términos de Sen 3, 2 en 2, 
6 en 6, 4: en 4, 5 en 5 y 1 en l , 

3 24 45 17 38 10 31 10 31 3 24 45 17 38 
2 16 30 44 9 23 37 2 16 30 44 9 23 37 
6 48 41 34 27 20 13 ó 20 13 6 48 41 34 27 
4 32 11 39 18 46 25 4 32 11 "39 18 46 25 
5 40 26 12 47 33 19 40 26 12 47 33 19 5 
1 8 15 22 29 36 43 8 15 22 29 36 43 1 

y , tomando sucesivamente un término de cada una de las 
últimamente obtenidas, resultará la série total de restos 

10 2 20 4 40 8 31 16 13 32 26 1 5 . . . . . 

correspondientes á las potencias sucesivas de 10, 

que contienen los restos respectivos de las potencias 

• 10' 107 1013 ; 102 108 10u ; 103 109 lO12 ' 
10* 10i01016 ; 103 10" 1017 ; 10° 1012 1018 

p que componen, tomando sucesivamente un término de 
cada una, la série total de restos 

10 2 20 4 40 8 31 16 13 32 26 

5.a Para el módulo 121^=112 cuéntese desde 10—11—1 
V desde 12—11-f-l, ^ 11 en 11 unidades, y se tendrán las 
siguientes séries : 

. 10 21 32 43 54 65 76 87 98 109 120 
12 23 34 45 56 67 78 89 100 111 122=1 

qtie equivalen á la série 

• 10 12 21 23 32 34 43 45 54 56 65 67 etc. 

formada contando, alternathamenté, de 2 en 2yde % en 9 * 
unidades,, 
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6> P a r a el módulo 132=169, cuéntese, respectiva­
mente, desde 10, 9, 12, 3, 4 , 1, ^ 13 en IZunidades, y 
sé obtendrán las series de números 

10 23 36 49 62 75 88 101 114 127 140 153 166 
9 22 35 48 61 74 87 100 113 126 139 152 165 
12 25 38 51 64 77 90 103 116 129 142 155 168 
3 16 29 42 55 68 81 94 107 120 133 146 159 
4 17 30 43 56 69 82 95 108 121 134 147 160 
1 14 27 40 53 66 79- 92 105 118 131 144 157, 

ó tobando, respectivamente, los términos de 1 e n l , o en 5, 
11 en 1 1 , Sen 6, S en S y 2 en 

10 101 23 114 36 127 49 140 62 153 75 166 88 
9 74 139 35 100 165 61 126 22 87 152 48 113 
12 155 129 103 77 51 25 168 142 116 90 64 38 

* 3 81 159 68 146 55 133 42 120 29 10.7 16 94, 
. 4 108 43 147 82 17 121 56 160 95 30 134 69 

1 27 53 79 105131 157 14 40 66 92 118 144, 

y escribiéndolas, á contar desde los seis primeros restos 
10, 100, 155, 29, 121, 27, resultarán las senes de 
números 

10 101 23 114 36 127 49 140 62 153 75 166 88 
100 165 61 126 22 87 152 48 113 9 74 139 35 
155 129 103 77 51 25 168 142 116 90 64 38 12 
29 107 16 94 3 81 159 68 146 55 133 42 120 
121 56 160 95 30 134 69 4 108 43 147 82 17 
27 53 79 105 131157 14 40 66J)2 118 1 4 4 - 1 , 

que componen, tomando simsimmente un término de cada 
una, la série total de 'restos 

10 100 155 29 121 27 101 165 129 107, 
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CAPÍTULO V I . 

CARACTERES DE DIVISIBILIDAD INDEPENDIENTES DEL SISTEMA 

DE NUMERACION. 

96. T e o r e m a . — i f o el sistema de numeración cuya 
hase es b , todo número D , divisor de bw—1, es decir, de 
una potencia de la base disminuida en 1, dividirá á todo nú­
mero cuyos grupos de n cifras formados á contar desde las 
unidades, y sumados, formen un múltiplo de D. 

D e m o s t r a c i ó n . — C o n s i d e r e m o s el n ú m e r o 

en el cual, y i , g*, g ¡ , representan sus grupos suce­
sivos de % cifras. 

Siendo bn •—1 = 1) , 

y , por consiguiente 

Vm^x—j)^ h ^ — \ — b , h ^ — l = D , 

resul tará 

N ^ g ^ + g - ^ + g ^ (mód. D) 

ó ^ ^ + ( . . . ^ + ^ + ^ 4 - ^ 1 ) . 

97. C o r o l a r i o . — ^ , el sistema decimal, un.número 
será divisible por, 3 y 9, por 11, 33 y 99, por 111 , 333, 
y 999 etc., cuando la suma de sus periodos de 1, 2, 3, etc. 
cifras sean múltiplos respectivos de dichos divisores. 

Ejemplos: Se tiene: 2 + 1 - f 6 — 9; 

luego 216 ó 126 ó 6 1 2 = 3 7 9 ; 2 4 + 1 3 + 5 2 = 9 9 = 1 1 7 3 3 ; 

luego 1352346521334, e t c . = l l y 3 3 2 5 1 + 7 4 8 = 9 9 9 = 1 1 1 ; 

luego 251748 ó 748251=111. 
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98. Teorema.—.6% el sistema de numeración cuya 
lase es b , todo número D , divisor de hn-\-l , es decir, de 
una potencia de la base aumentada en 1 , dividiráA todo 
número cuyos grupos de 2n cifras, formados a contar 
desde las unidades, y sumados, producen un múltiplo del). 

Wc-'Miosrt r a c i ó n . — S e a el número 

N = g^g^g-ig^gu 

en el cual, ; g i , g?, , representan sus grupos suce­
sivos de 2% cifras. 

Por hipótesis 

^ - | - 1 = = i?; ó ^ = — 1 ; 

luego 

^ r = ( ) 2 — i ) 2 _ ^ 2 . \ = D - \ - \ , ó ¿2» (mód. D) 

y , por consiguiente, 
¿4.« ¿o.n ¿s.» ¿2~«sl mód. i ) ) (82); 

luego 

^ - ( . . . . . ^ 4 + ^ 8 + ^ 2 + ^ ) (mód. 

C o r o l a r i o . — / ^ el sistema de tase b , un número 

A — ^ ^ 4 g^gig, 

será divisible por hn-^l , es decir, joor una potencia de la 
base aumentada en 1 , ó por un divisor D, de b ^ + l , cuando 
la diferencia entre las sumas de sus grupos de lugar im­

par y de lugar par , de n cifras, contados desde las uni­
dades, forman un múltiplo de dichos divisores. 

« e m o s t r a c i o n . - S i e n d o ¿ « = ( ^ + 1 ) — 1 , resulta (82) 

¿3« ¿5«} ¿7« ¿ 2 n + l _ - . ^ _ j _ l _ l , 

y , por" consiguiente, siendo gi , gz, g-0, los grupos de 
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lugar impar de n cifras y g-2, ffi, los grupos el Ingar 
par, se t endrá : 

N=b'\+1 - f ( ^ B + y s + ^ i M ¿ 7 4 - h 7 2 ) ; 

luego, si 

( ^ + y 3 + ^ l ) - ( ^ + y 2 ) = F - f l ó = ^ 

será divisible por bn - \ - \ ó por cualquier divisor I ) de 
este módulo . 

Ejemplo: Siendo 1000-f-l = l l . 13 y 

5734-432—823=182F= 13, 

se t e n d r á : 

573853432=13, 432823573=13. 
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SECCION P R I M E R A . 

cilio mimo WiTO COilüMElE. 

LIBRO PRIMERO. 

C A L C U L O D E L N Ú M E R O C O N C R E T O I N D E T E R M D O . 

C A P Í T U L O P E I M E R O . 

F R A C C I O N E S O R D I N A R I A S . 

§ l.o—Nociones preliminares. 

99. Definiciones.—NÚMERO FRACCIONARIO Ó QUEBRADO 
es un conjunto de f artes de una unidad concreta indetermi­
nada. Unidad CONCRETA es todo objeto real ó existente en la 
naturaleza. UNIDAD FRACCIONARIA es cada una de dichas 
partes. 

Refiriéndose toda especie de cantidad matemát ica al 
espacio ó al tiempo, ó presentándose bajo una de estas 
formas, hay que distinguir en su concepto y expresión dos 
elementos separables, á saber: 1* E l número resultante 
de su comparación con una unidad de su especie. 2.° L a 
distinción y designación de dicha especie que es la misma 
que la de ia cantidad. Pero cuando la cantidad que se 
mide no contiene exactamente á la unidad medida, es 
preciso medir la cantidad, no por medio de esta unidad 
sino por otra unidad inferior que resulta de dividir la 
primera en 2 , 3, 4 , etc. partes iguales. Estos números 
que resultan de medir la cantidad, no con la unidad, sino 
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con una de sus partes a l ícuotas , se llaman números 
fraccionarios. 

Los números fraccionarios, según acaba de indicarse, 
contienen en su expresión dos elementos: la pluralidad ó 
número de unidades fraccionarias y la especie de la unidad 
fraccionaria, la cual depende del número de partes igua­
les en que se ha dividido la unidad para medir la canti­
dad. Así pues: 

Un quebrado consta de dos términos: NUMERADOR que 
expresa el número de unidades fraccionarias en aquél con­
tenidas y DENOMINADOR que expresa la denominación ó espe­
cie de dichas unidades fraccionarias, cuija magnitud está 
determinada por el número departes en .que se lia dividido 
la unidad absoluta ó entera. 

100. iVutneracion.— Vn quebrado se expresa escri­
biendo el numerador, debajo una raya y debajo de ésta el 
denominador. As í , 5 unidades fraccionarias que resultan 
de dividir la unidad entera en 8 partes iguales se escri-

5 - ' ' • • " . 
birán como sigue: — . • 

S 8 
-Un quebrado se lee nombrando el numerador, como nú­

mero cardinal ó absoluto, y en seguida expresando la deno­
minación por medio de los partitivos MEDIO,, TERCIO, CUAR­
TO , etc. Jtasta DÉCIMO , si el denominador es uno de los diez 
primeros números, y , en adelante, añadiendo la termina­
ción AYO al número cardinal que expresa dicho deñomina-
j , , 3 2 6 - , . ' 

clor. Asi : — , — , —— se leerán, respectivamente, tres 
7 5* 13 -

sépt imos , dos quintos, seis treceavos. Y , como estas 
expresiones no indican cuál sea la unidad cuyos tres sép­
timos, etc. se dan, se vé que los quebrados son, concre­
tos de unidad indeterminada, 

101. División.— Un quebrado se llama PROPIO cuando 
el numerador es menor que el denominador é IMPROPIO cuan-
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do es igual ó mayor. E l quebrado propio no llega á valer 
la unidad , pues no se toman tantas partes como las en 
que se ha dividido. E l quebrado impropio vale igual ó 
más que la unidad, pues se toman todas ó mayor n ú m e r o 
que el correspondiente á una unidad. 

5 , . 6 7 . 
Ejemplos: — es quebrado propio, - — y -—• son i m -

7 6 4 
propios. 

Los quebrados impropios se l laman, en general, nú­
meros fraccionarios. 

Se llama NÚMERO MIXTO á la reunión de un número en-
6 

tero y un quebrado. Así 4 - ¡ - — es un número mixto. 

: QUEBRADOS/) FRACCIONES DECIMALES son aquéllos que 
"tienen por denominador la unidad, seguida de ceros. 

• 7 8 i 47 / 
Ejemplos : w — , 

Los quebrados decimales impropios se llaman 'núme­
ros decimales. 

102. O r i g e n . — L a generación de los números frac­
cionarios se verifica por medió de la d ivis ión, pero no 
una división de pluralidades, como ,se consideró en la 
teoría del número abstracto ó entero, sino una división 
de la unidad, j esta división de la unidad sirve de com­
plemento á la división de pluralidades, pues hace posible 
la división en todos los casos, lo cual no se verificaba 
siempre en ej caso del número entero ó abstracto. A s í , la 
división 17:5 , imposible por pluralidades, se hace posible 

mediante la fracción —7— que expresa una división de la 
O 

unidad, sin al teración del número ó numerador, ó sea 
una sust i tución de la unidad entera por la unidad frac-

. . * 1 
clonaría cinco veces menor, es decir, por -—. 

r 5 
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Por esta razón: Un quebrado eqvÁvaie á una división 
cuyo dividendo es el numerador y cuyo divisor es el deno­
minador. 

§ 2.°—Propiedades de los quebrados. 

103. P r i n c i p i o g e n e r a l . — Un número concreto se 
hará cierto número de veces mayor ó menor, no sólo ha­
ciendo el número de sus unidades ó su pluralidad dicho 
número de veces mayor ó menor, sino haciendo dicho nú­
mero de veces mayor ó menor la unidad fraccionaria. 

E l número de partes varía de iyual manera que el 
numerador que las expresa, la magnitud, inversamente al 
denominador, pues que*las partes de la unidad, ó unida­
des fraccionarias, son tanto más pequeñas ó mayores, 
cuanto mayor ó menor es el número de partes en que se 
ha dividido la unidad principal. 

Ejemplo: es la mitad de — , porque entre 4 par-
b 4 

tes de éstas componen lo mismo que entre 8 de aqué l las , 
es*decir, la unidad. 

104. Del principio enunciado se deducen las siguientes: 
Propieilailes.—1 .a S i aumenta ó disminuye el nu­

merador , aumenta ó disminuye el quebrado, y si aumenta 
ó disminuye el denominador, disminuye ó aumenta el que-

brado. Asi - ^ - > — < — . 

2. a S i el numerador de un quebrado se hace cierto nú­
mero de veces mayor ó menor, el quebrado se hace el mismo 
número de veces mayor ó menor, pues como varía el nu­
merador, así var ía el n ú m e r o de partes. 

7 20 . 4 
Ejemplo: - y - es o veces mayor que — . 

3. a S i el denominador de un quebrado se hace cierto 
número de veces mayor ó menor, el quebrado se hace el 



TRATADC) DE ARITMÉTICA. 103 

mismo número de veces memr ó mayor, pues la magnitud 
de las partes varía inversamente á como varía el deno­
minador, haciéndose, tantas veces menor ó mayor aqué ­
llas como veces mayor ó menor se hace éste. 

7 ' "7 ' 
Ejemplo: — es 3 veces menor que 

4. a S i el numerador y el denominador se multiplican ó 
dividen d í a vez por im mismo número, el quebrado no 
altera, pues en el nuevo quebrado hay cierto número de 
veces más ó menos partes, pero el mismo número de ve­
ces menores ó mayores. 

12 2 4 
Ejemplo: E l quebrado y el — equivalen al — . 

5. a Un entero puede reducirse á quebrado de denomi 
nador dado, multiplicándole por éste, y poniendo al producto 
dicJio denominador, porque el nuevo número consta de 
un número de. unidades cierto número de veces mayor, 
pero el mismo número de veces más pequeñas . . 

14 21 28 
Ejemplo:. 7 es igual —— á ——- á —— etc. 

. • ' . Á O ít 
6. a Un quebrado impropio es igual á un número mixto 

cuya parte entera es el cociente entero que resulta de divi­
dir el numerador por el denominador y cuyo quebrado tiene 
por numerador el" residuo y por denominador el del quebra­
do, y recíprocamente, un número mixto puede reducirse á 
quebrado multiplicando el enteropór el denominador y agre­
gando a l producto el denominador, que se pondrá como de­
nominador del resultado. 

39 36 . 3* - 3 
Ejemplos : — + — = 4 + — , 

2 35 2 JJ7_ 

•. 5+T = " r + T ~ 7 • • 
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7.a S i aumentan los dos términos de .un quebrado, en 
un mismo' número, el quebrado aumenta, si es propio, y 
disminuye, si es impropio. A s í : 

5 + 3 _5_ 

' 7 + 3 T̂* 
E n efecto; aumentando las cineo unidades del nume-

l 3' 
rador en 3, á cada una corresponde un aumento de — ; 

• . 5 
aumentando las 7 unidades del denominador en 3, á cada 

3 . *• 
una corresponde un a amonto de ; luego el n ú m e r o de 

partes ha aumentado más que disminuido la magnitud 
de és tas , ,y, por consiguiente , el valor del quebrado ha 
aumentado. • • 

7 
. Si el quebrado fuese — , se t endr í a : 

7 + 3 7 

< 5+3 . 5 
3 

pues cada unidad del numerador hab r í a aumentado en — 

y cada unidad del denominador en - - - es decir, el deno-
J 5 • 
minador menos que el numerador. 

E n general se tiene, pues, 

a . a-\-n a a-\-n a-\-b ^ a-\-'bJrn 

« + 5 a-{-b-\-n ' a a- \ -n! a ' ' a + n 

hal lándose expresados los aumentos .respectivos del nu­
merador y denominador, en cada caso, por 

n n n n . . n ^ ,0 x 
— v i . o • — y — 2.o ; — — y ~— 3.o . 
a • a+b K 1 a J a . 1 a+b J a K 1 

Dependiendo el valor del incremento del numerador 
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y denominador del valor de % resulta además que: Un 
quebrado propio aumentará tanto más, cuanto mayor sea 
el número que se aumente á sus dos términos, y un que­
brado impropio disminuirá tanto más, cuanto mayor sea el 
número que se aumente á sus dos términos. 

§ 3 .o—Adición y sustracción. . 

105. Def in ic ión .—SUMAR Ó RESTAR números fracciona­
rios es hallar, en número y magnitud, el valor de la suma 
ó diferencia de dichos números. 

406. Ü H i t g n i t a d y n ú m e r o de l a s unidades .—En 
la adición y sustracción de los números fraccionarios hay 
que considerar, además del número de unidades fraccio­
narias, su magnitud; pero si los números considerados, 
se reducen á unidades de la misma magnitud ó especie, 
sin alterar su valor, dichas operaciones se reducirán á las 
de los números absolutos, sin más que asignar al resul­
tado la especie ó denominación correspondiente. As í , es 
necesaria la . • 

107. ü e d n c c l o n á sana m i s m a espec ie ó á un 
c o m ú n d e n o m i n a d o r . — M e g l a . — P t í t m Tedu'cif que­
brados á un común denominador, se multiplican los dos 
términos de cada uno por el producto de los denominadores 
de los dernás, pues así no alteran (104, 4.a). 

• * • • 2 5 4 , . 
Ejemplo : Sean los quebrados -—, -—. Se tiene: 

ó i O 
2 2 .7 .6 5 5 .3 .6 _4_ 4 .3 .7 • 

Y ~ 3 . 7 , ( r ' 'T = 7 .3 .6 ' ~6 ~ " 6 .3 .7 ' 
• 2 84 5 90 4 84 

3 126 ' 7 126 ' 6 126 

108. Propiedades .— Comó^en el caso del número en. 
tero, la adición y sustracción de los números fraccionarios 
son ASOCIATIVAS y COÑMUTATIVAS. 
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109. R e g l a . — i ^ z m sumar ó resta?' números quebra­
dos, de iguales denominadores, se suman ó restan los nu­
meradores , afectando al resultado del denominador común. 
S i los quebrados propuestos tienen distintos denominado­
res, se reducirán á un común denominador, quedando re­
ducidos a l caso anterior. 

S i los sumandos son números mixtos, se sumarán 
aparte los enteros, después de haberse sumado los quebrados, 
y si de éstos resultan algunas unidades enteras, se agrega­
rán á la parte entera del resultado. E n este último caso 
pueden reducirse las expresiones mixtas á quebrados, que­
dando reducido a l anterior. 

Ejemplos: 
5 6 ' 11 

i-0 ~ñ~ "í" ~Tr ' 

2.° 

7 

8_ J6_ 2 

9 ~ 9 ~ y 

2 4 , 6 2 .5 .7 , 4 .3 .7 6 .3 .5 
3 D . y. 3 ' 5 ' 7 3 .5 .7 1 5 .3 .7 ' 7.3 5 

70 84 90 244 

105 105 1 105 105 ' 

4.0 3 - ^ + 5 - | - = - 3 - f 5 + ~ + — = 8 + — + 
9 1 8 ,T 9 ^ 8 ^ 72 ^ 

54 n 110 38 -̂ 8 
+ - ^ = = 8 + -——- = 8 + 1-1 = 9 

72 ' 1 72 ' 7 2 72 

K 6 34 46 272 414 686 38 

5.o 

9 ' 8 9 ' 8 72 1 72 72 .72 

_7_ _35_ 32 3 

8 5 " l o "IcT ~ ~40"" 

6.° 6 — = 5- | — — = 0 — 
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§ 4.°—Multiplicación y división. 

110. D e f i n i c i ó n . — 
MULTIPLICAR un número en­
tero ó quebrado por otro en­
tero ó quebrado, es formar 
un tercer número, con uno 
de ellos, como el otro se lia 
formado con la unidad, ó ha­
llar un tercer número que 
sea respecto de uno de ellos, 
como el otro lo es respecto 
de la unidad. 

. . •* 3 5 
. Así ,mult ipl icar —• por — 

• 4: Q 
es formar un tercer número 

con el — , como —se halla 
4 6 

formado respecto á la uní-
o 

• dad; pero el — . se ha for-
6 

mado dividiendo la unidad 
en seis partes iguales y to­
mando 5 de és tas ; luego 
el producto buscado se for-

, •• ' 1 3 
m a r á hallando — de — y 

6 4 J 
.multiplicando el resultado 
por 5, es decir: 

111. I t e c í p r o c a n i e n -
te.—DIVIDIR un número en­
tero ó quebrado por otro en­
tero ó quebrado, es formar 
un tercero con el cual se ha­
lle formado uno de ellos, co­
mo el otro se ha formado con 
la unidad, ó hallar un tercer 
número respecto al cual sea 
uno de los dados corno el otro 
lo es respecto de la unidad. 

3 5 
Así , .dividir —- por 

4 o 
es formar un tercer número, 
con'el cual deba hallarse for-

• / 3 ' . 5 
mado el —- como el — esta 

4 . . 6 
formado con la unidad, y 

3 5 
si el — es los — del n ú m e r o 

4 6 
que se busca,' éste será, in-

, 6 3 
• versamente, los — de —; 

5 4 
luego el cociente buscado se 

, 1 * 3 
formará hallando — de -—• 

5 4 
y multiplicando el resultado 
por 6, es decir: 

Producto—i ^ &Q-~\><b\ (Jociente=(~ de — - ^ x G 
\ 6 4 / \ 5 4 / 
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pero ^ - d e - j - = ¿ - ( i 0 4 , 3 . 0 ) ; p e r o r e ^ = ^ ( 1 0 4 , 3 . ° ) 
6.4 

luego: producto= 
3.5 

4:6 
luego: cociente 

4 5.4 

3.6 
4 5 

Luego: • üegjlsa.—i^zn? 
multiplicar dos números que­
brados,se multiplican los nu­
meradores, y a l resultado se 
pone por denominador el pro­
ducto de los denominadores. 

112. Corolarip.—/Vm? 

multiplicar dos números 
mixtos, se reducen á quebra­
dos, y después se practica la 
regla anterior. 

Luego: Regf la .—jPsní . 
dividir un número quebrado 
por otro , se multiplica el di­
videndo por el divisor inver­
tido. 

113. C o r o l a r i o . — P a r a 
dividir dos números mixtos, 
se reducen á quebrados, y 
después se practica la regla 
anterior. , 

114. funciones del mnltiplieando y (livSdcodo 

respectes al 'multiplicador y divisor*—El mult ipl i ­
cando y el dividendo ejercen funciones distintas á las 
del multiplicador y divisor. Los primeros son simplemente 
números ya formados, los segundos pueden considerarse 
como sus modificadores, destinados á transformarlos en 
otros números (productos ó cocientes) ó á realizar su ge­
neración. E l multiplicador modifica al multiplicando como 
el es respecto á la unidad; el divisor modifica al dividendo, 
de una manera inversa á como él es respecto á la unidad. 
Por el multiplicador, el multiplicando asciende en la es­
cala de las pluralidades, como por el divisor el dividendo 
desciende en la escala de las unidades. Así , multiplicando 
es sinónimo de numerador, como divisor es sinónimo de 
denominador, según la idea que ya se ha dado de estos 
té rminos del quebrado. 

E n el multiplicador y en el divisor fraccionarios, los 
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términos del mismo nombre ejercen entre sí funciones 
inversas, mientras que los de distinto nombre ejercen las 
mismas, de manera que: 

E l numerador del multiplicador MULTIPLICA, como el 
numerador del divisor DIVIDE, y el denominador del multi­
plicador DIVIDE como el denominador del divisor MULTIPLICA; 

a s í , pues, 

elnumerador del miUliplicador o a l denominador divisor, 
(pues ambos mult ipl ican) 

como 

eldenominador delmiütiplicador^alnufnefador deldivisor ̂  
(pues ambos dividen), 

3 5 3.5 3 5 3.9 

E l 6 del multiplicador multiplica, como el 5 del di v i 
sor divide, y.el 9 del multiplicador divide, como el 9 'del 
divisor multiplica. E n resumen, el 5 del multiplicador y 
.el 9 del divisor multiplican, como el 9 del multiplicador y 
el 5 del divisor dividen. 

115. C o r o l a r i o . — e l multiplicador y divisor, los 
términos de igual nombre ejercen ftinciones inversas, é 
idénticas los d-Q nombres distintos. 

Siendo la división siempre posible mediante la consi­
deración de las fracciones, pueden establecerse las siguien­
tes proposiciones: 

116. • Wfvíívklclnvk.—Producto ó cociente sucesivo de 
varios números enteros ó fraccionarios es el resultado de 
multiplicar ó dividir los dos primeros números, después el 
resultado obtenido por el siguiente factor o 'divisor, y asi 
sucesivamente. 



7 5 6 \ 7 5 / 6 35 6 210 

5 : Y * 9 ' 8 ~ \ 5 ' 7 / ' 9 ' 8~~l50~:"9~:'8" 
28 3* \ 2 252 2 

: — etc. 
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Ejemplos de multiplicaciones y divisiones sucesivas 

3 4 2 / 3 4 \ 2 12. 2 24 
1.° 

2.o 

30 9 / 8 900 ' 8 

117. Reglas.—1.a P a r a multiplicar sucesivamente 
un quebrado por otros varios, se multiplican los numera­
dores entre s i y los denominadores también entre s i ; el 
primer producto será el numerador y el segundo el deno­
minador. 

2.a Para dividir sucesivamente un quebrado por otros, 
se multiplica el numerador del dividendo por el producto 
de los denominadores de los divisores sucesivos y el deno­
minador del dividendo por el producto de los numeradores; 
el primer producto será el numerador y. el segundo el deno­
minador del cociente. 

118. Propiedad coniiiul.itiva.—1 .a E l producto 
sucesivo de varias fracciones no altera, cualquiera que sea 
el orden en que se e fectúen las multiplicaciones. Así, siendo 

3 5 6 3 .5 .6 5 3 6 5 .3 .6 

7 " 9 " 8 7 .9 .8 y 9 ' 7 ' 8 9 .7 .8 ' 

ambos productos serán iguales, pues 3 .5 .6 = 5 .3 .6 
y 7 . 9 . 8 = 9 . 7 . . 8 (30, 3.°). 

2,a E l cociente sucesivo de varices fracciones no altera, 
cualquiera que sea el orden en que se tomen los diversos 
divisores. A s í , siendo 

3 5 - 7 3 .6 .9 3 7 5 3 .9 .6 

4 6 9 4 .5 .7 J 4 9 6 4 .7 .5 
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ambos cocientes serán iguales , pues 3 .6 .9 = 3 .9 .6 
y 4 . 5 . 7 = 4 . 7 . 5 . 

119. Propiedad asociativa.—1.a E l producto su­
cesivo de varias fracciones no altera, aunque se sustituyan 
varios factores consecutivos por su producto efectuado, ó 
cualquiera de los factores por un producto indicado equi­
valente. Así: . . 

4 6 7 2 24 7 2 168 2 336 

9 8 3 45 8 3 360 3 1080 
etc. 

120. Da la propiedad asociativa se deduce la siguieAte-
Pegla.-~i,¿m multiplicar ó dividir un1 número en­

tero ó fraccionario por un producto de números enteros y 
fraccionarios ó todos fraccionarios, hasta multiplicarlo ó 
dividirlo, sucesivamente,por cada uno de los factores. 

5 6 4 8 5.6.4.8 960 
Ejemplos: l P y X y - y — - ^ ^ - - ^ r - -

6 4 3 2 6.5.*8.7 1680 
2.o 7 5 8 7 7 . 4 . 3 . 2 168 

121. Propiedad distributiva.—1 .a . Para multi­
plicar un número mixto, ó una suma de fracciones, por otro 
número mixto ó una sima de fracciones, basta multiplicar 
cada parte ó sumando del multiplicando por cada parte ó 
sumando del multiplicador, ó también, se reducen el multi­
plicando y multiplicador á un común denominador y des­
pués se efectúan los productos. 

6 7 . 
Ejemplo: Multiplicar 4 - f - p o r 5+—. .Se tiene: 

(4+í) x(5+1) = (4+Í) x5+ (4+l) X1= 
' : y 1 8 ' 7-2 •51840 ^ 5 1 8 4 ^ 8 
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y también podrá obtenerse el resultado, como sigue: 

5 • 6 \ / 7 V 42 47 30 

^ 72 
2 7 + 

12 

2.a i^^r^ dividir un numero mixto, o <?%?w« ó dife­
rencia de fracciones, por un número entero ó fraccionario, 
hasta dividir cada parte ó sumando del dividendo por el 
divisor. 

• 7 . 3 
Ejemplo : Dividi r 5 + por Se tiene: 

. * ' , 9 8 

7 \ •_3 _3_ •7_ 3 _ 15 21 

5 + Y j x 8 " 5 " s " + T ' Y - T + "72 

CAPITULO I I . 

FRACCIONES DE FORMA ENTERA. 

§ 1.—Nociones generales. 

•122. Ü t a i n e r a c i o n . — - L a s ^fracciones, cuyos denomi­
nadores son la base del sistema de numerac ión que se 
considera, ó potencias de esta base, admiten una expresión 
oral y escrita análoga á la de los números considerados 
en dicho sistema. 

Sea un sistema de base'5, Si cada unidad se considera 
dividida en b partes iguales , se t end rán unidades de un 
orden inferior al de las unidades de primer ' orden , que 
serán con respecto á és tas , como éstas respecto á las de 
segundo. 

Dichas * unidades son las unidades fraccionarias de 
primer orden. Si cada unidad de éstas se considera divi­
dida en d partes iguales/se obtendrán 5 unidades de 
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segundo orden; y continuando de esta manera, se obten­
d r á la serie de unidades 

1 1 1 1_ • 

tales, que cada unidad de un orden contendrá b del orden 
inmediato inferior. As í : ' 

y , por consiguiente, - * , 

j ^ . ^ ^ . f e J - . ^ 

De estas consideraciones resulta que: Todo número 
compuesto de unidades fraccionarias, obtenidas dividiendo 
la unidad entera y cada una de las frue asi resulten en tantas 
partes iguales como unidades tiene la base del sistema de 
numeración,puede escribirse bajo forma entera colocando, 
sucesivamente, las unidades fraccionarias de los diferentes 
órdenes á continuación de las enteras, de las cuales se 
separarán con una coma. 

Ejemplo: 1453,6427 es un número fraccionario de 
forma entera, considerado en el sistema de base 7, cuya 
forma explícita es : 

1 . 7 H - 4 . 7 H 5 . 7 + 3 + 6 . y + 4 . ^ + ^ . 

123. F r a c c i o n e s d e c i m a l e s . — E n el caso de ser 
¿ = 1 0 , las unidades fraccionarias de primero , segundo, 
tercero...., orden, se llaman respectivamente 

décimas, centésimas, milésimas, diezmilésimas, 
cienmilésimfis, 
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es decir, que: tienen denominaciones análogas, respectiva­
mente, á las unidades enteras que se componen de la unidad 
absoluta, como ésta se compone de ac/tiéllas, y se colocan 
de igual modo hacia la derecha. As í : 

diez y décima se escriben 10 y 0,1 
cien y centésima » 100 y 0,01 
mil y milésima » 1O0 y 0,001 

supliéndose con un cero el lugar de las unidades. 
Meglsi.—jPara escribir un número decimal, se escribe 

la parte entera, á continuación una coma, y después la 
parte decimal, colocando en el primer lugar la cifra que 
expresa las décimas, en el segundo las centésimas , etc., y 
recíprocamente , para leer un número decimal, se lee 
la parte entera, y á continuación la parte decimal, como si 
fuera un número entero, añadiendo después la denominación 
de la última cifra. 
• Principio.— Todo número decimales igual a l número 

entero formado por el conjunto de sus cifras, afectado de 
la denominación correspondiente a l orden de la última 
de éstas. 

23865 
Ejemplo: 238,66 es igual á 23865 centesimas^: 

/ • . 100 • 
124. Propiedades. 1 a Un número fraccionario, 

expresado en cualquier sistema de numeración, se multi­
plica 6 divide por una potencia de la base, corriendo la 
coma hacia la derecha ó la izquierda tantos lugares como 
unidades tiene el exponente. A s í : 

476,54328=:4,7654328.82, 476,54328=476543!2S: 83. 

2.a Ün nú?nero fraccionario de forma entera, expre­
sado en cualquier sistema de numeración, no altera aña-
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diendo ceros á su derecha, pues la parte entera no varía, y 
las unidades fraccionarias de cada orden aumentan por su 
n ú m e r o , cuanto disminuye, en valor, por su denomina­
ción. Así: 

37,,á91o=37,4900,1o) , 

^ • 49 4900 49. -pues 0,49— • 0,4900= 
100 • 10000 100 

§ 2.°—Cálculo de las fracciones de forma entera. 

125. ^il ición y sustracción.—Bteg;la.—Para su­

mar ó restar fracciones de forma entera, se colocan los 
sumandos., ó el minuendo y sustraendo, en columna, de ma­
nera que se correspondan las unidades de los mismos ór- • 
denes, y se efectúan dichas operaciones con los números 
enteros. 

Ejemplos: 1.° Efectuar las siguientes adiciones 

i 87,464 / 23,564 
, . A 54,693 0. 7 7 43,236 

bistema decimal. \ 823,546 Sistema de lase 8.< 54 347 

19657703 (l43,371 

2.° Efectuar las siguientes sustracciones: 

I'46,572 . " (-23,421 
Sistema decimal.! 32,856 Sistema de lase 5.! 12,431 

'13,716 110,440 

126. m u l t i p l i c a c i ó n y d i v i s i ó n . — i l e g l a . — P ^ m 

multiplicar ó dividir dos fracciones de forma entera, se 
multiplican ó dividen los números, poniéndose a l producto 
la denominación correspondiente a l producto de los denomi­
nadores, y a l cociente, el cociente del número correspon-
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diente a la denominación del divisor dividido por el nú­
mero correspondiente á la denominación del dividendo. 

D e m o s t r a c i ó n . — S i e n d o , por ejemplo, 

847 563 
8 4 , 7 X 5 , 6 3 = — X -

847 563 847.100 
y 84,7:5,63: 10 ' 100 563.10 

resulta 

• 847 ."563 / ^ v V o 847 100 8470 
8 4 ' 7 - 5 ' 6 ^ " l 0 0 0 - y 84'7 : 5 ' 6 3 = i ü ^ - 5 6 3 • 
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C Á L C U L O . D E L N Ú M E R O C O N C R E T O D E T E R M O O , 

C A P I T U L O P R I M E R O . 

, NOCIONES GENERALES. 

127. Definiciones.—NÚMERO CONCRETO ^ m conjuntó 
de unidades concretas determinadas. 

ESPECIES de unidades concretas son las variedades de 
éstas que existen, según su diverja naturaleza. 

E n cada especie de unidades concretas se distinguen, 
como en los números abstractos, varios órdenes; cuya 
dependencia es arbitraria, según las localidades donde 
se emplean. 

NÚMEROS INCOMPLEJOS so7i los números concretos sim­
ples ó que constan de un solo orden de unidades. 

Ejemplo: 7 arrobas. 
NÚMEROS COMPLEJOS son los números concretos compues­

tos de diversos órdenes de unidades. 
Ejemplo": 4 arrobas, 9 libras y 5 onzas. 
SISTEMA de números concretos ó SISTEMA DE PESOS Y 

MEDIDAS es el Conjunto de unidades de diversas especies y 
órdenes empleados en una localidaclyen las relaciones comer­
ciales ó sociales. 

E n el sistema de unidades concretas, hoy vigente, 
se distingue, para cada especie de unidades, üna uni­
dad principa l ó fundamental cuyos múlt iplos ó submúl-
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tiplos constituyen la variedad, que en la misma se 
admite. • • • 

128. lEspe«?i®s de unidUtde«> concretíis.—Las espe­
cies de unidades concretas son muy diversas y var ían á 

'medida que se dilatan los horizontes de las ciencias físico-
naturales , perteneciendo su definición á las teorías de 
estas ciencias que de ellas se ocupan. Así, poí ejemplo, la 
•mecánica considera el kilográmetro ó unidad de fuerza, 
la calorimetría def ínela caloría* ó unfdad de calor, etc. 
E n Ari tmética se consideran las unidades fundamentales 
á las cuales todas las demás se refieren, ó de las cuales se 
componen, éstas son: 

longitudes, superficies, volúmenes, capacidades, pesos 

unidades monetarias y unidades de tiempo. 

129. Concepto del numero concreto.—El con­
cepto del número concreto consta de dos elementos: ei 
númefo abstracto resultante de compar'ar una cantidad 
concreta ó magnitud con la unidad de su especie y la 
designación de esta especie; pero estando expresada la 
dependencia de cada orden de unidades, respecto á las 
d e m á s , por el número de veces que cada una contiene-ó 
está contenida en otras, la denominación de cada orden 
es lo mismo que el denominador de los números fraccio­
narios. Por esta razón: Todo número concreto, referido á 
otro de-un orden superior, puede considerarse como un nu­
mero fraccionario cuyo denominador esta expresado por las 
veces que su orden se halla contenido en aquél á que se re­
fiere, es decir, qué : todo número concreto puede conside­
rarse como un -número FIÍAOGIQNARIO implícito.. 

7 

Ejemplo: 7.-realesr= de duro; porque un real es 

la veinteava parte del duro. 
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CAPÍTULO I I . 

NUMERACION DE LOS NÚMEROS CONCRETOS. 

130. Sistemas antiguos ó d e l e y de d e p e n d e n ­
cia variable.—Entre los sistemas de pesas y medidas 
adoptados en los diversos países , convendrá citar como 
ejemplo, el admitido hasta poco h á en E s p a ñ a , cuya no­
menclatura es la siguiente: 

UNIDADES DE LONGITUD. La lefiia=16Qft —- estadales; el 

es tada l—ávams; la v a r a ~ 3 pies; el p i é ~ l 2 pulgadas; 
la pulgada~12 l íneas; la l i n e a = í 2 puntos. 

E n la navegación se emplean las unidades longitu­
dinales siguientes: la legua marina—S millas; la mi-

7 
^ « = 9 cables; el cable—12 brazas; la braza—$ piés. 

30 
, MEDIDAS DE SUPERFICIE. Son cuadrados que tienen por 
lados las unidades longitudinales, y son: la fanega—§1$ 
estadales cuadrados; la aramada =4:00 estadales cua­
drados. 

MEDIDAS DE VOLUMEN Ó CÚBICAS. Son cubos que tienen 
por aristas magnitudes iguales á las unidades de longitud. 

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA ÁRIDOS. Son las siguientes: 
oí c a / i ú = 1 2 fanegas; la fanega=12 celemines; el cele-
mw—4 cuartillos. 

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA LÍQUIDOS. E l mogo = 16 
cán ta ras ; la cantar a = á cuaviiWas; la cuartilla—2 Sizu.m-
bres; la azimbre=A cuartillos; el ¿íM¿zf^7/o=4 copas. 

MEDIDAS DE PESO. Son: la tonelada=2Q quintales; el 
quintal—4: arrobas; la arroba=-2b libras; la ^ ¿ ^ — 1 6 
Q \ \ z m ; l a ú m a = l Q adarmes; el adarme=?> tomines; el 
iomin-=í2 granos. 

UNIDADES MONETARIAS. Son: la onza=l6 duros; el 
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duro=20 reales; el ^ « / = = 3 4 maravedises. Además se co­
nocen el c ^ ¿ m = 1 0 0 reales; el dodlo?i=80 reales, el escudo 
de ofo=40, etc., la p e s e ¿ a = i reales y otras de cobre que 
ya no se usan. 

UNIDADES DE TIEMPO. Son: el siglo—^S) lustros; el 
lu.stroír:h Míos 1, el &ftó==:12 .meses; el ¡ ^ ^ = 3 0 , 3 1 , 28 
ó 29 dias, según los casos; el dia=24: horas; la /¿om=:60 
minutos; el mimi to~ñ0 segundos. 

131. Sistema moderno ó de ley de dependencia 
constante.—El sistema moderno, de ley de dependencia 
constante, se llama í i ^ e » ^ métrico decimal, porque su base 
es olmetro y la ley de dependencia es la ley decimal, em­
pleándose para expresar los múlt iplos y submúl t ip los de 
las diversas unidades , las palabras griegas 

miria , kilo, hecto, deca, y deci, centi, mili , 

que significan respectivamente, 

10000, 1000, 100, 10, 0,J, 0,01, 0,001. 

Su nomenclatura es la siguiente : 
UNIDADES DE LONGITUD. E l metro, unidad fundamen­

tal del sistema, es una longitud igual á la diez millonésima 
parte del cuadrante del meridiano terrestre que pasa por 
Paris. Se expresa por su inicial m. Las demás unidades son: 

el miriámetro, kilómetro, hectómetro, decámetro, 
decímetro, centímetro y milímetro, 

que se expresan con las iniciales: 

Mm, Km, Bm, dm, cm, mm. 

UNIDADES SUPERFICIALES. Son cuadrados que tienen por 
lados las unidades lineales, y son: el miridmetro cuadra­
do [Mm*), el kilómetro cuadrado {KmP), el hectómetro cua­
drado {Hin1) que se llama hectárea, el decámetro cuadrado 
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[Dm?) que se llama área, el metro cuadrado (W2) que se 
llama centiárea, etc. 

UNIDADES DE VOLUMEN. E l decímetro cúbico [dm?], el 
centímetro cúbico (m3) y el •milimetro cúbico [mm?) (1). 

UNIDADES DE CAPACIDAD. E l litro, unidad principal, es 
una vasija cuya cabida es igual al volumen de un decí­
metro cúbico. Se expresa con la inicial l , las demás uni­
dades son: 

elMlólitro [ K l ] , hectolitro ( / / / ) , decalitro, {DI), etc. 

UNIDADES DE PESO. E l g r a m o (y ) , unidad principal, 
es un peso igual al del agua destilada á la temperatura 
de 4 grados centígrados sobre cero, que llena una va­
sija de un centímetro cúbico de capacidad. Las demás 
unidades son: 

el kilogramo [kg), Tiectógramo , [hg) , etc. 

132. Forma compleja de Sos números concre­
tos.— TOÚM número complejo puede considerarse como un 
número abstracto compuesto de tantos órdenes de unidades 
como órdenes de unidades concretas lo componen, depen­
dientes entre s i , no según una base ó ley constante como en 
los sistemas de numeración de los números abstractos, 
sino según bases distintas, por lo general, y referidas 
todas d la inferior especie. 

Si se emplean letras para expresar el número absoluto 
de unidades de cada orden concreto y un subíndice para 
indicar la ley de dependencia de cada unidad respecto á 
su inmediata inferior, las formas de los números comple­
jos, pertenecientes á los sistemas de pesos y medidas con­
siderados, son las siguientes : 

(1) Los múltiplos del metro cúbico no se usan generalmente. 
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SISTEMA ANTIGUO : 

Í [para las unida­
des longikidina-
les.) 

i [unidades de capa-
« 1 . 2 1 * 1 2 C i f l cuartillos . | cidad para ári-

( dos.) 

í [unidades de capa-

a-ie 1*4 « 2 « l t C i f ¿ ^ ¿ w . J cidadpara líqui-

« 2 0 b i C 2 5 « l io ©16 f ? g i 2 \ \ ¡ /ranos. . . [unidades de peso) 

ai6 l i2o ©34 d maravedises í {un!d^es moneia-
\ rías.) 

« 2 0 fes c865 d24 e6o f6o S segundos... i ^ f 1 ^ ^ ^ -

SISTEMA MÉTRICO DECIMAL : 

a b e d c f g h o mllimeíros | ( ^ / ^ ^ lon-

a b c d c f g hxoo M f / m . . ^ . ^ r . . . 

f g i i iooo milims. cúbicos.. . \ i ^ i d ^ e s de volé-

b c d e f g h o m e 7 ¿ ^ 7 r ^ | ^ 

b c d e f g h u í miligramos . . . . . [unidades depeso.) 

1 3 3 . F o r m a i n c o m p l e j a d e l o s n ú m e r o s c o n c r e ­
tos.— Todo número complejo puede considerarse como una 
fracción ordinaria ó decimal, según que ¡pertenezca á mi 
sistema de dependencia variable ó a l sistema métrico deci­
mal, cuyo numerador sea el número absoluto de unidades 
de inferior especie que contiene y cuyo denominador sea el 
número de veces que la unidad, en la cual se quiere expre­
sar , contiene á la inferior. Así : 
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l » 2 o C 3 4 «1 maraudises ==—— reales— ^ duros—... 
34 640 

a 2 o l > 4 C25 t l i o ©16 S 1 2 l i granos — ¿omines— 
12 

— "TTTT amrmes= ——-onzas == 
36 576 

a b e i l e f ^ i i , , , milímetros h e d e , f g h metros—... 

Ejemplos: 1* Reducir el complejo 7 « r f o í ^ , 9 ^ -
¿ r a í y 8 O T Í ^ Í á incomplejo de arroba. Se tiene : 

7 @ . 9 / ¿ . 8 í ? ^ . = { 7 . 2 5 + 9 ) ^ . + 8 o ^ . = [ ( 7 . 2 5 + 9 } . 1 6 j ^ . + 

+ 8 o/¿J.—2952 o n : . = z • @. 
400 

2.° Reducir 478,563 centímetros á incomplejo de we-
ifro ó de kilómetro. Siendo 1 centímetro—0,01 metro= 
=0,00001 kilómetros. Se tiene: 

478,563 m.y.^4,78563 m.=0,00478563 kms. 

Observación.—Los números absolutos que expresan 
los diversos órdenes de unidades complejas en el sistema 
métrico decimal, dependiendo entre sí según la misma 
ley, no forman sino un número expresado en el sistema 
de la base 10, ó si se trata de unidades superficiales ó 
cúbicas, en los sistemas de base 100 ó 1000, respectiva­
mente. Por esta razón los números concretos del sistema 
moderno se presentan ya bajo la forma incompleja. 

C A P Í T U L O I I I . 

OÁLOULO DE LOS NÚMEROS CONCRETOS. 

§ 1.°—Adición y sustracción, 

134, Regla.—Ptffr t ! efectuar estas operaciones, se 
procederá, como en el calculo de los números abstractos^ 
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expresando, en cada suma ó diferencia parcial, la especie 
de unidades correspondientes. 

/ 7 @. 19 ¿5. V& onz. [17^,?. l A r s . § ms. 
Suma. ' 8 ^ 22 > 14 » Resta. 4 » 10 » 13 * 

(15 » 41 » 27 » t l 3 » 3 » 20 » 
ó . . . . 16 » 17 » 11 » 

§ 2.»—Multiplicación. 

135. D e ñ n i c i o n , — M u l t i p l i c a r un número concreto 
por otro es hallar el mlor de un número concreto de cierta 
especie, cuando se da el valor de la unidad de su especie, en 
unidades de otra especie distinta. 

Ejemplo: Hallar el valor de 7 varas j 2 pies, cuando 
se sabe que el valor de 1 vara es 3 duros y 8 reales, es 
multiplicar 3 duros y 8 reales por 7 varas y 2 pies. 

136. R e g l a . — P a r a multiplicar un número concreto 
equivalente a una unidad concreta de otra especie, por un 
numero concreto de ésta, hasta multiplicar el multiplicando 
por el número entero ó fraccionario que expresa el valor 
del multiplicador, en la unidad cuyo valor es el multipli­
cando. 

Ejemplo: Hallar lo que pesan 6 caldees, 9 fanegas y 
3 celemines, sabiendo que la fanega pesa 3 arrobas, 14 li­
bras y 8 onzas. Se tiene que 

3 @. 14 Ibs. y 8 onzs. x 6 ca/is. 9 /ans. 3 cels.— 
rt , 'rt ( 6 . 1 2 + 9 ) 1 2 + 3 

= 3 @. 14 Ibs. 8 071ZS.X1 T~ 
12 

pues, en efecto, siendo el multiplicador 

rt 7 ( 6 . 1 2 + 9 ) x l 2 + 3 , 
6 calis. 9 fans. Bce l s .^ — fans .^ 

de fanega. 
12 
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el producto se ob tendrá , hallando el número de par­
tes alícuotas del multiplicando expresado por el multi­
plicador, es decir, las 975 doceavas partes; por consi­
guiente , 

3 @. 14 Ibs. 8 onzs.y^o calis. 9 fans. 3 ctls. < S > 
975 

O S 2 5 1 4 i 6 § onzs. x . 
í ¿ 

La multiplicación de dos números complejos que­
da, pues, reducida á multiplicar un número de órde­
nes de unidades de base variable por un número frac­
cionario. 

§ 3.°—División. 

137. Definición.—Z)¿I-¿V/M* un número concreto por 
otro es obtener, en unidades de una especie, el valor de la 
unidad de otra especie distinta, cuando se conoce el valor 
de un número de ésta, correspondiente á un número de la 
especie primera, ó también , cuando se conocen dos núme­
ros de una misma especie y otro número de una • especie 
distinta , correspondiente d uno de ellos, hallar el valor 
correspondiente d una unidad cualquiera del otro. 

Así: 1.° Dividir 3 O^MÍ , 12 duros, 7 reales por 7 arro­
las, 9 libras, 6 onzas, es hallar , en número de la primera 
especie, el valor de una unidad de la segunda especie, y, 
siendo 

7@. 9 Ibs. 6 o ^ = [ ( 7 . 2 5 - f 9 ) . 1 6 4 - 6 ] 0^ .—2950 onz.= 
2950 77 2950 

- los. = @. 
16 400 

B onz. 12 ds. 7 r s . : 7 @. 9 ¿5. 6 onz. <>3lt, I t s o 9 rs: 2950 

2950 2950 
o <> Bis Í 3 2 0 5 rs. : — — - o <> Sie t̂ o 9 r s . : 

16 400 
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según que se busque el valor de la onza , de la libra ó de 
la arroba. 

2.° Dividir 24 arrobas 13 libras 8 onzas por 3 arrobas 
7 libras 6 onzas es hallar un número de otra especie, que 
debe corresponder al dividendo, como el divisor correspon­
de á una unidad de uno de sus órdenes , y siendo 

24 @. 13 Ib. 8 o^.=:[(24.25-[-13).16-l-8] o ^ . = 9 8 8 6 onz. 

3 @. 7 Ib. 6 ^ . = [ ( 3 . 2 5 - f 7 ) . I G - f - G ] ^ . = 1 3 1 8 onz. 

el número que se busca será, respecto á la unidad que se 
busca, como el número que expresa el dividendo 9816 es 

i n- '• . o . o -, • 9816 
al número que expresa el divisor 1318, es decir: y 

1318 
se t end rá : 
24@. 13 Ib. S o n z . - . S ® . ! Ib. 6 o n z . 0 2 4 2 5 1316 8:3257iG6== 

= 9 8 1 6 : 1318 ds. r s . , etc., 

según que el valor del divisor sea el de 1 duro ó un real 
ó una unidad de otra especie cualquiera. 

§ 4.—Reducción de unidades de distintos sistemas. 

138. M é t o d o d e r e d r a c c i ó n á l a u n l d a d . — E S e g l a u 
P a r a hallar el valor de varias unidades de una especie^ 
cuya correspondencia con las de otra se Italia dada, se 
obtendrá primero el valor de una, dividiendo, y después el 
valor del número buscado, multiplicando. E n efecto, sea 

n fans.-=-n! rs. 

la relación conocida entre las especies fanegas y reales. 
Se deduci rá : 

vi n * * 
1 fans.~—1 rs. 6 T f a n s . = l real; 

n n 
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luego la expresión de un número N de fanegas ó de 
reales, será : 

N f a n s . = iVf^. •iVYffw.?. 

Ejemplo: Si 7 ^ríz-y valen 243 ¿cuánto val­
d rán 9 libras'? 

Siendo 7 / ¿¿mí—243 f^^^ í , se t e n d r á : 

243 243 rx 2187 _ . 0 3 

.7 7 7 • 

139. H e g l a c o n j u n t a » — / ^ m resolver un problema 
de regla conjunta, es decir .para hallar el valor de una 
especie en unidades de otra, ligadas por una série de igíial-
dades tales, que el segando miembro de cada una es de la 
especie del primero de la siguiente, se multiplicaran res­
pectivamente todos los números abstractos de los primeros 
miembros y todos los de los segundos. E l primer producto, 
expresado en unidades de la primera especie, será igual a l 
segundo, expresado en unidades de la última. 

D e m o s t r a c i ó n , l . o Sean e , e ' y e" tres especies 
distintas de unidades. Si se tiene: 

expresando ¿, c, Í¿ los números correspondientes, se 

tendrá evidentemente, multiplicando la primera igualdad 

por el número abstracto c y la segunda por el número 

abstracto ¿ , 

# . c e = # . c e ' y c.be'=^d.bid" \ 

luego a>ce>=d .be." 

2.° Sea la serie de relaciones 

¿ ü e = ¿ e ' , c é — d é ' , f é ' = g é " , h é " ' = i é " ' 
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Se tendrá , sucesivamente, según el primer caso: 

a . c e - d . d e " , f é ' = g é " , A e " W e ' / ' , 

( i . c . f e — b . d . g v " , / ¿ . e " ' = ¿ c " " , etc. 

Bjemplo: Hallar cuántos rublos corresponden á 1720 
pesetas, sabiendo que 5 duros equivalen á 24,75 francos, 
126 francos á 5 libras esterlinas, 40 libras esterlinas á 
468 florines alemanes y 24florines á 12,25 rublos? 

Se tiene la serie de equivalencias: 

x rublos =1720 pesetas, 
pesetas —24,75 francos. 

126 francos = 5 libras esterlinas. 
40 Ibs. ests.= Añ^ florines, 
^florines =12 ,25 rublos, 

por consiguiente: 

a?. 25.126.40.23 rublos~1120 .24,75.5.468.12,25 rublos 

1720.24,75.5.468.12,25 
x r u b l o s — — — — rublos. 

25.126.40.23 
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C A P Í T U L O P R I M E R O . 

EXPRESION GENERAL DE LOS NÚMEROS FRACCIONARIOS 

DE IGUAL VALOR. 

140. D e f i n i c i ó n . - í 7 ^ fracción se llama IRREDUCIBLE 
cuando no es igual a otra cuyos dos términos sean respec­
tivamente menores que los suyos. 

141. P r i n c i p i o f u n d a n i e n t a l . — loda fracción , cu­
yos términos son primos entre s i , es irreducible, y r e c í ­
p r o c a m e n t e , toda fracción irreducible tiene sus dos tér­
minos primos entre si. 

l . o HIPÓTESIS. J) [a, b )= l ; 

a m , ^ - , 
TESIS. — J_ , cuando m < a y n <^ b. 

b ~~ n 

a m ^ , a-n 
D e m o s t r a c i ó n . - S i — = , resultara m = —r-

b n v 
siendo m un número entero, por hipótesis; 

luego b^aTn; pero D { a . ; luego b=n (55 recíp.); 
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71 
luego w = « . - — = « . n ú m . o entero\ 

n 
además n = . d . — - = b . n ú m * entero 

o 

; luego m ^ a y n>b. 

2.° D e m o s t r u c i o n a d a b s u r d u m . — S i los dos tér-

minos de la fracción ~ no fuesen primos entre s í , ten­

dr ían un factor común, y, dividiéndolo por éste, resultaría 

una fracción de menores t é rminos , equivalente, lo cual 

es contra la hipótesis. 
C o r o l a r i o . — J'oda fracción equivalente á otra fracción, 

cuyos dos términos son primos entre s i , es decir, á una 
fracción irreducible, tiene sus términos equimúltiplos de 
los de ésta; de otro modo: la expresión general de todos los 
números fraccionarios equivalentes á una fracción irredu­

cible — es 
b 

a. n 

b. n ' 

siendo n un número entero ó fraccionario cualquiera. Esto 
resulta de ser (teor) 

n 7 ii 
m ~ a . — - , n = b. — . 

b h 

142. Del teorema últ imo resalta la siguiente 
Me¡s ta ,—Pam reducir un número fraccionario á su 

expresión más sencilla, se dividen sus dos términos por su 
máximo común divisor, pues, suprimiendo sus factores 
comunes, sólo quedarán los factores propios de cada uno. 

Ejemplo: Siendo D (910 y 936) = 26 , se tiene 

910 _ 910 : 26 _ 35 

936 ~ 936 : 26 ~~~36' , 
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143. P r o p i e d a d e s d e lo s n ú m e r o s f r a c c i o n a ­
r i o s d e i g u a l v a l o r . —- S i don números fraccionarios 

~ , —son de igual valor, los productos a, 3 y 0.7 del nu-

merador de cada uno por el denominador del otro son igua­
les, y, r e c í p r o c a m e n t e , s i dos productos ce.. u y o, y son 
iguales, también lo serán los números fraccionarios que re­
sultan , tomando como términos de distinto nombre, los 
factores de cada uno. 

a 
D e m o s t r a c i ó n . — 1 . 0 Si — representa el número frac-

a 7 
cionario irreducible equivalente á los dados — y — , las 

o 3 
expresiones de éstos serán de la forma 

a. n a.m 

b. n ^ b.m ' 

designando n y m los factores comunes á los dos términos 
de cada número fraccionario; y , por consiguiente, los 
productos de los términos de distinto nombre constarán 
de los mismos factores; luego serán iguales, es decir: 

{a.n)'X{b<m) = [ a . m ) x { b : n ) ó a . 5 = c. y 

2.° De esta igualdad de productos se deducen las si­
guientes igualdades fraccionarias: 

{a.n)x{b.m) {a.m)x{b.n) {a.n)x{&.m) [a.m)x{b.n) 
[a.n)x[a.m) {a.n)x{a.m)' {an).{b?i) [ari).{bn) 

{a.n)x[b.m) {a.m)x{b.n) {a.n)x{bM) {a.m)x[b.n) 

{b.m)x[a.m) [b.m)x[a.m) {b.m)x[b.n) {b.m)x{b.n) 

b.m b.n b.m a.m a.n b.n a.n a.m 

a.m a.n' b.n a.n.' a,m b.m' b.n b.m 
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ó sustituyendo por a .n , b.n, a .m, b .m, respectiva­
mente , a, 6, y, o , 

5, o o y ...OÍ. o a y 

y a o a y 

5 10 
Ejemplos: 1." S iendo—-= , se t e n d r á : 

y ^ 6 12 

5 . 1 2 = 6 . 1 0 . 

2.° Siendo 5 . 1 2 = 6 . 1 0 , se tendrá : 

12 _ 6 12 10 5 6 5 10 

TcT"- 5' ' 6 — I T ' l o " " T i " ' ' 6== l2 ' 

144. Rc^gla.— Cuando se conoce el numerador ó deno­
minador de un quehrado equivalente d otro dado, se hallará 
su denominador ó su numerador, multiplicando este que­
brado, ó su inverso, por el término conocido. As í , siendo 

8 ó — — 7 
21 ' 56 • 4 2 ' 

designando por medio de un punto el t é rmino que se 
busca (1) , se t e n d r á : 

8 42 
término buscadora . 2 1 , té rmino buscado=4. . 

56 7 
E n efecto: en el primer caso, conocido un cocien-

te — y el divisor 2 1 , se busca el dividendo, lo que equi­

vale á multiplicar, en el segundo, conocido el dividendo 4 

. 7 

y el cociente se busca el divisor, lo que equivale á 

dividir (110, 111). 
(1) En Álgebra, los valores que se buscan, ó incógnitas, se 

expresan por medio de las últimas letras del alfabeto, x, y , z. 
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145. T r a n s fo r m Í a e i o n e s d é l a s i g u a l d a d e s f r a c ­
c i o n a r i a s . — 1 . a S í dos números fraccionarios son igua­
les, lo son los quebrados formados tomando, en el mismo 
orden, los términos del mismo nombre, y también lo son sus 
inversos. E n efecto, siendo 

a.n a.m a.n b .n 
se tendrá b .n b . m ' a.m b.m 

b.n b.m a.m b.m 

a.n a .m' a.n b.n ' 

lo cual resulta del niun. 104, 4.a, pues dichas igualdades 
fraccionarias se deducen, simplificando, á las identidades 

n n b a m m 

m m' a ¿ 1 ?¿' n 

2.a E n toda igualdad fraccionaria pueden sumarse , á 
los términos de una de sus fracciones, los términos de igual 
nombre de las otras, j t ambién , á los numeradores ó á los 
denominadores sus denominado?^ ó ?iumeradores respec-
tiws. 

E n efecto, se tiene 

a. n a.m a.n-\-a.m a[n-\-m) 

b. n b.m h .n-\-d .m bin-^m) 

a.n-\-b.n a.m-\-b.m a.nA-b.n a.m-\-b.m 
o b.n b.m a .n a.m 

que evidentemente son igualdades fraccionarias. 
Ejemplos : 

, ^ 7 21 , 7 + 2 1 7 7 + 2 1 21 
1.° De—=-r—resu l ta————==— y 

24 8 + 2 4 8 J 8 + 2 4 24 

a ^ 7 21 u 7 + 8 2 1 + 2 4 ' 7 21 
2,0 De — = — resulta = • y 

8 24 8 24 7 + 8 2 1 + 2 4 
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y, t ambién , según las transformaciones conocidas: 

7 + 8 8 7 + 8 7 

" 2 1 + 2 4 = 2 4 ' 2 1 + 2 4 ~"~2r 

Observación.--Una fracción se considera como una 
relación ó razo® entre el numerador y denominador que, 
en este caso, se llaman antecedente y consecuente. Las 
igualdades fraccionarias se llaman proporciones, y sus tér­
minos pueden considerarse como números proporcionales, 
es decir, tales, que la relación del primero al segundo es 
igual á la del tercero al cuarto. 

( t e 
La igualdad fraccionaria — - - = : — se escribe asi: 

6 b d 

a : b : : C : d 

y se lee: « es á ¿ como (? es á ¿Z. 

C A P Í T U L O 11. 

TEORÍA DE LAS MAGNITUDES PROPORCIONALES. 

§ 1.°—Nociones sobre la relación de dos magnitudes. 

146. Definiciones.—RAZÓN Ó RELACIÓN de dos magni­
tudes de la misma especie es el número que expresa la pr i ­
mera, cuando se toma por unidad la segunda. La primera 
se llama antecedente, la segunda consecuente y las dos 
juntas, términos de la relación. 

147. Expresión de las relaciones.—Debiéndose 
distinguir en. toda magnitud el número que expresa su 
medida con relación á la unidad de su especie y ésta , se 
empleará, en su expresión general, una letra minúscula 
que designe aquél y una letra griega que designe ésta; 
as í , a y. expresa a unidades de la especie a. T a m b i é n , bre­
vemente, se expresará una magnitud por medio de una 
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letra mayúscula . La relación de dos magnitudes A y B 

se indica de esta manera A : B ó —- , lo cual se enun-
B 

cia diciendo A es á i?. 
Corolario.—ZÍZ magnitud antecedente es igual á la 

consecuente multiplicada por la razón, y la consecuente es 
igual á la antecedente multiplicada por el valor inverso de 
dicha razón. As í , siendo n el número que mide A , por 
medio de B , se tendrá : 

A -.B—n 

y, evidentemente, 

y A ~ B M 

y B - ^ A 

148. Este corolario puede enunciarse también bajo la 
forma de la siguiente 

R e g l a . — l a relación de dos magnitudes, se obten­
drá la antecedente, efectuando sobre la consecuente las 
mismas operaciones que con la unidad se efectuaron para 
obtener el numero que expresa dicha relación. 

149. Teorema.—/S'¿ dos magnitudes de la misma es­
pecie se miden por medio de una tercera, su relación será 
la misma que la de los ?iúmeros que las miden. 

Demostración.-Sean A y B las magnitudes dadas, 
(71a tomada por unidad, a j d los números que las mi­
den. Se t e n d r á : 

A = C . a , B = C . b ; 

1 / 1 
pero (148) C ' ^ B - — - ; luego A - = l B - — 

Así , pues, 

. 0 = ^ — ( 1 1 9 ) . 

B 
10 
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§ 2.o—Principios de la proporcionalidad de las magnitudes. 

150. D e f i n i c i o n e s . — Cuando dos magnitudes varian 
simultáneamente, de manera que la relación de dos va­
lores cualesquiera de la primera es igual á la de los 
valores correspondientes de la segunda, se dice que dichas 
magnitudes son DIRECTAMENTE PROPORCIONALES Ó VARÍAN 
EN LA MISMA RELACIÓN; y, cuando la relación de dos va­
lores cualesquiera de una de ellas es la inversa de la re­
lación de dos valores correspondientes déla otra, se dice que 
son INVERSAMENTE PROPORCIONALES Ó VARÍAN EN RELACION 
INVERSA. 

Ejemplos: E l jornal de un obrero es proporcional á l a 
duración de su trabajo, así como varias fanegas y su peso 
correspondiente. E l tiempo necesario para terminar una 
obra y el número de obreros empleados son inversamente 
proporcionales. 

&e dice que una magnitud es proporcional á otras va­
rias cuando, permaneciendo constantes todas éstas menos 
una, la primera es proporcional á la que varia. 

Ejemplo: La cabida de un salón es proporcional á su 
largo, ancho y altura, pues permaneciendo invariable su 
altura y su ancho, la cabida será proporcional á su 
largo, etc. 

O b s e r v a c i ó n . — E n las cuestiones que por lo general 
resuelve la Ari tmét ica , la proporcionalidad se admite 
como un hecho convencional ó hipotét ico; as í , por ejem­
plo , sucede con el precio de las varas de una mercancía 
y su n ú m e r o ; en geometría la proporcionalidad de las 
magnitudes se demuestra, y en las ciencias físicas resulta 
como un hecho ó como un resultado aproximado. 

151. P r i n c i p i o fundamental .— ÍSV dos magnitudes 
son directa ó inversamente proporcionales, y se multiplica 
un valor particular de la una por un número entero ó 
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fraccionario cualquiera, el mlor correspondiente de la 
otra quedará, respectivamente, multiplicado ó dividido por 
dicho número, y, r e c í p r o c a m e n t e . 

D e m o s t r a c i ó n . - 1 . » Sean A y B dos magnitudes de 
la misma ó de distinta especie, que suponemos directa­
mente proporcionales. Sean a, « 2 a las expresiones 
explícitas de dos valores de la primera; sean ¿ 1 S, 62 S 
las expresiones de los valores correspondientes de la se­
gunda. Se tendrá ( 149 ) : 

« 2 a « 2 h % h 

ai a ai ' h % h ' 

pero, por hipótesis , 

«2 _ h 
ai bi 

designando por n el valor de la relación entre dichos uú-
meros abstractos; 

luego â  * - = [ a i <*.).% y b2%={hi%).n 

A d e m á s , si estas relaciones se verifican, es decir, si 
multiplicando por un mismo número n los valores-de 
dos magnitudes, se obtienen dos valores correspondientes, 
las magnitudes consideradas son proporcionales. 

2.° Si las magnitudes A y B son inversamente pro­
porcionales , se tendrá (149): 

« 2 a ^ 2 ^2 S ¿ 2 _ 

ai a ai b i ^ bi ' 

y , por hipótesis , 

02 1 bi 

a i ' " b2 ¿ 2 

1 7 
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designando por n el valor de la relación de los primeros 

números , por lo cual designará — la relación entre los 
, v ^ • - ^ • " - n \ . 
dos segundos; 

luego « 2 a = ( « i a).n y ^ (¿i S ) ~ . 
n 

A d e m á s , siestas relaciones se verifican, es decir, si 

multiplicando por los valores inversos n y — dos valores 

correspondientes de las magnitudes dadas, resultan valo­
res también correspondientes, serán inversamente pro­
porcionales. 

152. P r o p o r c i ó n n u m é r i c a . — L a s igualdades frac­
cionarias 

« 2 « ¿ 2 S « 2 a ¿i 6 

que expresan la proporcionalidad directa ó inversa de las 
magnitudes de las especies a y o , suelen sustituirse pol­
las igualdades fraccionarias numér icas 

^ 2 h ai ¿i 

di bx ' ai ~~ ¿ 2 

para pasar de la realidad del mundo físico ó de la vida 
social á los dominios del cálculo, reemplazando así la 
consideración de los objetos reales por la de sus símbolos 
correspondientes. Hecha dicha sus t i tuc ión , y sometidos 
los números abstractos á las operaciones del cálculo, se 
tiene cuidado de expresar, en los resultados finales, las 
especies á que éstos se refieren. 
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§ 3.°—Cuestiones que se refieren á las magnitudes proporcionales ó Inversamente 
proporcionales. 

153. P r o b l e m a genera l .—( CASO DE DOS ESPECIES.) 
Conocidos dos valores de una magnitud de una espede, hallar 
todos los pares de valores de otra magnitud de distinta espe­
cie que estén en razón directa ó inversa de los dos primeros. 

ü e s o l u c i o n . — L a s expresiones 

(x=[ai ccj,.——) (¿2 ^ = [ai « j . - r— 

correspondientes á la proporcionalidad directa é inversa 
de las magnitudes de la especie a y 6 indican que: /Si el 

b2 
valor numérico —— de la relación entre dos valores de 

bi 
una magnitud de especie S es conocido, ¡os valores de otra 
especie a, multiplicados ó divididos por dicka razofi, darán 
todos los sistemas de sus valores correspondientes de la 
misma especie, en razón directa ó inversa d los expresados 
por la relación dada. Así , á la série de valores 

a, 2a, 3a, 4 a , . . . . 0 

corresponderán las series 

a.w, 2 a. 3 a . 4 a . « ó a : » , 2 a: n, 3 a: %, 4a:%, 

en razón directa ó inversa, expresada por la letra n. 
CASO DE VARIAS ESPECIES. Conocidos valores corres­

pondientes de varias magnitudes proporcionales de diver­
sas especies% hallar el valor correspondiente d un valor 
dado de otra nueva magnitud proporcional á aquéllas, es de­
cir , que: siendo 

ai a, ¿ i 6, d y , dx 8, 
« 2 a, ¿ 2 6, c% y, ¿¿2 8, 

m sistema de valores correspondientes de las magnitudes 
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de especies a, o, y, o; se busca el valor í% cp, correspondiente 
á otra magnitudít v, proporcional á agüellas. 

• R e s o l u c i ó n — 1 . ° S i « 2 = « i , h = h , C 2 ~ C i , se 
tiene (150 y caso anterior) 

^ ^2 / ^ A ^2 „ d\ 
A 2 T = / i ? . - 7 - o A cp = / i c p : _ = / ! cpe — , 

según que la proporcionalidad de las especies 8 y cp sea 
directa ó inversa. 

2.° Si solo a%~ax, ¿2 = ¿ i , se t end rá aná logamente , 
d d 

para el valor que corresponde á fx ? . - r - ó A í ' . - y - ? 

¿?2 

^1 

C2 . . ^2 , d \ Ci 
— Ó / K p . - — . — ; ^cp, 
C\ dx C2 d i Cx 

. ' dx cx 
o ^ cp. — . — - , 

«2 C2 

continuando así se ob tendrá , como expresión del valor 
buscado, la siguiente: 

„ d 2 ó l C2Ó1 *̂ 2 ó 1 ^ 2 ó l 

A 7 ? 

« 1 0 2 CXÓ2 #10 2 #16 2 
es decir que: se obtendrá el valor que se busca, multipli­
cando el número de unidades de la especie cuyo valor se cono­
ce, por las razones directas ó inversas entre los valores 
correspondientes d la magnitud desconocida y los correspon­
dientes á la conocida. 

154. P r o b l e m a s p a r t i c u l a r e s . — 1 . ° REGLA DE TRES 
es la que sirve para obtener el valor de una magnitud li­
gada á otras conocidas por la relación de la proporcionali­
dad. Regla de tres SIMPLE es la que se resuelve por medio 
de una relación de proporcionalidad y COMPUESTA la que se 
resuelve por dos ó más. 

Ejemplo 1.°: Si 7 fanegas pesan 84 libras ¿ c u á n t a s 
libras pesa rán 9 fanegas? 

R e s o l u c i ó n : 9 fanegas pesarán 84. 
9 

libras. 
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2.° Si 6 ohrems, en 7 dias, trabajando 8 horas han 
hecho 56 varas de un trabajo ¿cuán tas mras del mismo 
h a r á n 13 obreros en 9 dias y 5 Jioras cada dia? Se tiene: 

6 obrs., 1 ds., 8 Jis., 56 w . , 
13 oír^. , § ds., 5 . x vs. 

R e s o l a c l o n . — C o m o todas las especies de magnitu­
des se hallan en razón directa con el número de varas 
que se busca, se tendrá : 

13 9 5 13 .9 .5 .56 
w varas—56 vs. — — = Q q %— varas' 

3.er ejemplo: Si 19 obreros, en 56 dias, trabajando 9 
horas han hecho una obra ¿en cuántos dias la h a r á n 27 
obreros, trabajando 8 horas? Se tiene: 

19 obrs., 56 ds., 9 hs., 
27 obrs., IL ds., 8 lis. 

H e s o l u c l o n . — C o m o el tiempo que se tarda está en 
razón inversa del número de obreros, se t e n d r á : 

19 8 19.8.56 
dias=:56 días — = ^ ^ — d í a s . 

2.° REGLA DE INTERÉS es la que sirve para hallar lo 
„ que produce una cantidad de dinero, con la condición de que 

cada cien unidades produzcan una ganancia determinada. 
La ganancia producida por 100 se llama tanto por ciento, 
la cantidad que produce se llama capital, y lo producido 
por ésta interés. 

E n la regla de interés se supone el interés directa­
mente proporcional al capital y al tiempo en que éste se 
halla produciendo. 

Ejemplo: Averiguar el interés que producen 8500 
reales en 7 meses, sabiendo que en un año 6 rs. produ­
cen 100. 
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R e s o l u c i ó n . — L l a m a n d o i al interés que se busca, 
y recordando que el año tiene 12 meses, resulta 

. QKAA 6 7 6.7.8500 1 
¿ = 8 5 0 0 rs. = -=297 — realeo 

100 12 1200 2 
3.° REGLA DE DESCUENTO es la que sirve para hallar lo 

que se debe descontar de una letra ó pagaré, cuando quiere 
hacerse efectivo su valor antes de su vencimiento. E l va­
lor expresado en una letra se llama valor nominal, el va­
lor que tiene la letra, no en el dia señalado para su cobro, 
sino el dia en que se la considera, se llama valor actual ó 
efectivo, y la diferencia entre el valor nominal y el actual 
se llama descuento. 

R e s o l u c i ó n . — H a y dos modos de hallar el descuento 
de un p a g a r é : el primero consiste en considerar su valor 
nominal como un capital y el descuento como su interés, 
quedando en este caso el problema reducido al anterior; 
así se procede en el comercio. E l otro método de descon­
tar se reduce á emplear el razonamiento siguiente: 

Si 100 produce r en un a ñ o , producirá r t en el tiem­
po t, considerado en años ó fracción de año ; luego cien 
unidades actuales corresponden á 100 -f- r ¿ nominales; 

100 • 
y TT^T, será la razón por la cual se ha de multiplicar 

100-f-f^ r 
el valor nominal de la letra para hallar el valor actual. 

Ejemplo: Hallar el descuento de un pagaré de 46500 
reales que vence dentro de 9 meses, siendo 5 el tanto 
por 100. Se tendrá : 

100 345 
valor efectivo~4:6600. w . = 4 4 8 1 9 — rs. 

1nn . - 9 1245 
1 0 0 + 5 . — 

345 900 
descuento=¿6b00 rs.—44819 — — rs.—16S2 rs. 

1245 1245 
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4.° REGLA DE COMPAÑÍA que tiene por objeto repartir la 
ganancia ó pérdida de un capital social entre los socios, 
proporcionalmente á los capitales de cada uno y al tiempo 
que los han tenido impuestos. 

Ueso luc ion . -Represen t ando por c , c \ c"...... los 
capitales que han impuesto los diversos socios, por t', t", t'", 
los tiempos respectivos que han estado impuestos , las 
ganancias parciales serán proporcionales k c . t \ c" ,t , 
c"' j ' " , ; luego dichas ganancias es tarán representadas 
por c'. \ ' . n, c" . t". n, c " . t'". n, siendo n una razón común; 
luego la ganancia total estará representada por c .t' .n-\-
^ c " _ t".n+c'". f" ,n. La razón de cada ganancia parcial 
á la total estará dada, pues, por las expresiones 

c ' J ' . n c " J " . n 
c'.t'M-!rc".t".n+c'f,.t,".n ' c' .t'M+c"rM+c"'.t"'.n 

c".t"' .n 
c ' . t ' .n-{-c 'J , ' .n- \ -c / ' . t" , .n ' 

c't' - ¿ ' 1 ' 
6 c ' t ' + c ' r + c - r ' ~ 7 ñ 7 T + c ' ' ' r ~ 

c"t" 

luego (153) para una ganancia las ganancias de los 
socios estarán expresadas por los productos. 

• - c ' í r c"*' 

^ • m ^ f o : Repartir 32000 pesetas proporcionalmente-
á l o s capitales 18000, 27000 y 22500 de los socios y á 
los tiempos 16, 6 y 12 meses, durante los cuales han es-
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tado impuestos, respectivamente. Llamando / , / " la 
ganancia de cada uno, y siendo 

18000.16+27000.6-f-22500.12=720000 

se t endrá : 

y 720000 ' " 720000 ' 

^ = • 3 2 0 0 0 . ^ 1 . 
720000 

/ = 3 2 0 0 0 • 4-=12800, / / = 3 2 0 0 O • - ^ = 7 2 0 0 , 
o 40 

/ " = 3 2 0 0 0 - 4 - = 1 2 0 0 0 . 
8 

5.° REGLA DE ALIGACIÓN gue tiene por objeto determinar 
el precio de una mezcla ó la ley de una aleación, y, r e c í ­
p r o c a m e n t e , conocidos éstos, calcular las cantidades 
que deben mezclarse ó alearse. Se llama aleación la mezcla 
que resulta de la fusión de dos ó más metales. Precio de 
una sustancia es la relación que existe entre su valor, 
expresado en unidades de dinero, y la cantidad de la 
misma, expresada en especie conveniente; se representa 
por la expresión 

v 
P ~ — , c 

designando porj» , v, c el precio, el valor y la cantidad. 
Ley de una aleación cualquiera es la relación entre el peso 
del metal fino (oro ó plata en las monedas) y el peso total 
(oro y cobre ó plata y cobre). Se representará por la relación 
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designando l , V ^ las tres especies de magnitudes con­

sideradas. 
La regla de al igación, como se ha manifestado, com­

prende los dos siguientes problemas : 
1.° Problema directo.—Conociendo las cantidades 

que entran en una mezcla y sus precios respectivos, deter­
minar el precio de dicha mezcla. 

Hesolueion.-Sean c , c \ c " \ las cantidades que 
se mezclan, p \ p \ J>"\ sus precios correspondientes 
y Pm ©1 precio medio. 

Tomando como unidad la cantidad total c + c " 4 -
, la expresión de cada cantidad será: 

c ' + í ; " 4 - C " " d + d ' + d " 

y sus precios respectivos, 

d p ' c"p" d"p"' . 

d + d ' + c " " d + d ' + c " " d + d ' + d ' " 

luego la expresión del precio total Pm será: 

_ d p ' + c " p " + d " p " , 

Pm— J + d ' + d " 

luego: para hallar el precio de una mezcla, se multiplican 

las cantidades mezcladas por sus precios respectivos, y la 

suma de los productos se divide por la suma de dichas 

cantidades. 
2.o Prohlema inverso.-Conocido el precio de una 

mezcla y los de las sustancias que han de formarla, hallar 
las cantidades que deben mezclarse. 

Itesolueion.-l. Siendo solo dos las sustancias mez­

cladas , de la relación 
Vmt{c'+d')=p . d + p " .d' ó pm.d-]-pm.d,^=p\d-{-p",d} 
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se deduce, restando primero V' c' de los dos miembros y 
después pm c", 

{pm~p').c'={p"--pm),c' c p"-~pr¡ 

c pm~p 

luego: las cantidades de dos sustancias mezcladas son in­
versamente proporcionales á las diferencias entre sus pre­
cios respectiws y el precio de la mezcla. 

2.o Cuando sean más de dos las sustancias mezcladas, 
se obtendrán las cantidades respectivas de dos, lúégo se 
considerará una de ellas con otra de las propuestas, repi­
tiéndose el razonamiento anterior, y así sucesivamente 

Ejemplos: l . o Siendo 0,960 y 0,870 las leyes de dos 
barras de plata y sus pesos respectivos 5 y 7 kilogramos, 
bailar la ley de su aleación. 

« e s o l u e i o n — S i e n d o los pesos de metal fino de 
cada barra 0,960.5 y 0,870.7 kilogramos, y 5 + 7 kilogra­
mos el peso total, se t endrá : 

ley de la aleación = ^ i 9 6 0 ^ 8 ! 0 ^ 
5-|-7 

2.o Se tienen dos barras de plata de ley de 0,865 la 
primera y 0,974 la segunda, ¿en qué relación se t omarán 
cantidades de una y otra para producir plata de ley 
de 0,900? J 

Hesoluolon . -Represen tando c la cantidad dé la 
primera barra que se tome y c" la de la segunda, se 
t end rá ; 

g/g=_QL974—0,900 0,074_. 74 

o" ^ " 0 9 0 0 - 0 , 8 6 5 " ~ 0,035~~~35~- " 
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CAPITULO PRIMERO. 

PRINCIPIOS DE LA TEORÍA DE LOS LÍMITES. 

155. D e G n i c l o n . ^ / S ^ m a cantidad Y varia de tal 
manera, que se aproxima indefinidamente á una cantidad 
fija L , pvdiendo llegar á diferenciarse de ella en valores 
susceptibles de ser menores que cualquier valor designado, 
por pequeño que sea, sin llegar á ser jamás igual á la 
misma, se dirá que ésta es el LÍMITE DE AQUÉLLA. De otro 
modo, una cantidad fija L será LÍMITE de una cantidad 
variable C, cuando la diferencia L — V ó V — L , según que 
V sea O ' >> q%e L , tienda indefinidamente á ser cero. 

La diferencia entre la cantidad variable y sn límite se 
dice que es una cantidad evanescente, si se representa 
por a , la cantidad variable podrá representarse por 

i - j - a ó i — a , 

según que se aproxime á su límite, disminuyendo ó 
aumentando. 

Ejemplo : Todo número fraccionario propio 1 ó fraccio­
nario impropio, cuyos dos términos aumentan en un 
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mismo valor, disminuye ó aumenta respectivamente, 
(104, 7.a) aproximándose á la unidad en los descases, db 
manera que se t end rá , por ejemplo; 

1 > 
1 + n 
8 + % 

8 4 % 
1 + n 

y además , 

1— 

8-f% 

l-\-n 8-f-%—7-

< 1 

8—7 

7 + w 

8 + % 
8 + ^ — 7 -

1 + n 

8-[-% 
8—7 
7 + % 

valores fraccionarios susceptibles de ser tan pequeños 
como se quiera, haciendo el valor de n, suficientemente 
grande (104, 1.a). 

1 es pues el límite común de los números fracciona­
rios que var ían , aumentando sus dos términos en un mis­
mo número indefinidamente. 

156. T e o r e m a i.—Dos cantidades mnal les que per­
manecen constantemente iguales, tienen el mismo limite. 

D e m o s t r a c i ó n . — S e a n V y V las cantidades varia­
bles , L y L ' sus límites respectivos. 

Si L ^ ' - L \ será L < ó > Z ' . Sea por ejemplo, L < L ' , 
y llamemos S la diferencia evanescente entre F y su lími­
te Z ; y se tendrá la serie de cantidades 

L — o , L , Z - j - 8 , Z ' , 

colocadas por orden de magnitud. 
Siendo Z el límite de F, l legará un momento en que V 

quede comprendida en el intervalo de Z—3 á Z-f-o, y 
por consiguiente, no podrá acercarse indefinidamente á L ' ; 
pero lo mismo sucederá á su igual V ; luego V no se po­
drá acercar indefinidamente á L ' , y entonces Z t n o será 
el límite de V , contra la hipótesis. 
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157. Teorema l í . — $ j dos cantidades constantes C y 
C se hallan comprendidas entre dos variables V y V , cu­
ya diferencia puede ser tan pequeña como se quiera, aqué­
llas serán iguales. 

Demostración.—Si C fuera, por ejemplo, mayor 
que (7, colocando dichas cantidades por orden de magni­
tudes, se tendr ía la serie de las mismas: 

F, Q, Q \ V 

absurda, porque V j V , susceptibles de acercarse entre 
sí indefinidamente, l legarían á hallarse en el intervalo de 
valores comprendidos entre O'y 0 \ mientras no sea 0 ~ G ' . 

158. Teorema • • • . — ¿ 7 limite de la suma de varias 
cantidades variables es igual á la suma de sus limites, 

Demostraolon.—Sean F, V \ V", las cantidades 
variables, L , L ' , L " sus l ímites , S, 8', o7', sus dife­
rencias evanescentes. 

Se t e n d r á : 

j r - f F - f ¥ " + = (i;+S)+(Z'-[-S ')+{Z,,-f8,,)+ = 

= Z + Z / 4 - Z ' / + +(a-f3/+5'/+ ), 

y si se llama \ la mayor de las cantidades 8, 8', 8", 

F-f- F'-f- F"-f- <Z- l -Z/ - f Z ' ^ - j -^+) .+>.-f ) 

ó < Z - f Z ' + Z / / + 
llamando n el número de sumandos. Y como X tiene por 
límite cero , lo mismo sucederá á n \ , es decir , que será 
una diferencia evanescente, y Z - | - Z - | - i ' ' + será el 
límite de F + F ' + F / / + 

159. Teorema l W — E l limite de la diferencia de 
dos cantidades variables es la diferencia de sus limites. 

D e m o s t r a c i ó n . — S e a n F y V las cantidades varia -
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• bles, L j L ' sus límites, o y ó ' sus diferencias evanes-
oentes. Se tendrá : 

V— V ' = L + l ~ L ' — o ' = Z — L ' - \ - { o—Z'), 

siendo o—8' una cantidad evanescente , y por consiguien­
te, L — L ' el límite de F— V . -

160. Teorema V.—/iV limite del producto de Daríos 
factores variables es igual a l producto de sus limites. 

Demostración.—Empleando igual notación que 
anteriormente, se t e n d r á : 

r . r - ( / :+3)x(Z '+5/)=z.z /+z.a , - f -z / .o+o.o '=z.z '+) . , 

llamando X la suma de las cantidades evanescentes 
Z.o'-f-Z' .o-j-o.^ que es también evanescente; luego 

Z . Z ' ^ l í m . V. V'. 

Lo mismo se razonará para varios factores. 
Corolario 1.°—Z7 limite de la potencia de una can­

tidad variable es igual d la potencia del mismo grado del 
limite cíe dicha variable , es decir, 

lím. Vn — Ln . 

©«rolarlo &,o—M limite del cociente de dos cantida­
des variables es el cociente de sus limites, pues siendo V 
y V las cantidades variables y V" su cociente, L , U y L " 
sus límites respectivos, se tendrá : 

= V", V = V . V", lím. V = L ' . L " , ~ ^ L " . 

Corolario 9 ,°—El limite de la raíz cuadrada de una 
cantidad variable es la raíz cmdrada del limite de dicha 
variable , pues se tiene 

/ F = r , V = V / - , lím. r = (lím. V Y ^ L ^ L ' ^ L ^ i / Z 
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CAPÍTULO I I . 

LAS FRACCIONES ORDINARIAS COMO LÍMITES DE FRACCIONES 

DE FORMA ENTERA. 

161. D e f i n i c i ó n . — ^ llama FRACCIÓN GENERATRIZ, la 
fracción ordinaria equivalente a una fracción de forma 
entera, ó de la cual ésta 'procede. 

162. VLesl 'Ar-Para reducir una fracción ordinaria á 
fracción de forma entera, basta efectuar la división del nu­
merador por el denominador, multiplicar el resto por la 
base del sistema de numeración en que quiere expresarse, y el 
cociente entero será la Cifra de primer orden, de la fracción 
de forma entera, y asi se continuará, obteniendo las de los 
demás órdenes. 

9 19 17 
Ejemplos: Sean las fracciones — , - ^ j - , - ^ g - , que 

se quieren reducir á forma entera, en el sistema decimal. 
Se tiene ; 

9 
10 

20 
40 

0 

8 190 
U 2 5 - 250 

33 170 
350 0,57. 

35 

45 
0,37. 

E n el primer ejemplo, la fracción de forma entera se 
ha obtenido exactamente, en ei segundo, el primer resto 19 
se ha repetido, lo que indica que la fracción obtenida 
se compondrá del número 57 repetido indefinidamente, 
en el tercer caso, la repetición del segundo resto 35 indica 
la repetición indefinida de la cifra 7 del número fraccio­
nario buscado. 

163. D e f i n i c i o n e s . — ¿ f e llama fracción decimal EXAC­
TA, laque consta de un número Imitado ^ a ' / m ^ , y PERIÓDICA 

w 
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la que contiene cifras que repiten , ene l mismo orden, inde­
finidamente. E l número formado por las cifras que se re­
piten, se llama PERÍODO. Una fracción periódica se llama 
periódica pura, cuando el periodo principia en las unidades 
fraccionarias de primer órden y PERIÓDICA MIXTA , cuando 
el periodo principia en un órden distinto del primero. 

E l teorema n ú m . 83, referido á los cocientes, expresa 
las siguientes : 

164. P r o p i e d a d e s d e l a s f r a c c i o n e s d e f o r m a 
e n t e r a . — Toda fracción ordinaria, irreducible: 1.° s i no 
contiene, en el denominador, ynás que factores primos de 
la lase del sistema, reducida d forma entera, se compon­
drá exactamente de tantas cifras como unidades tenga el 
mayor exponente de los factores primos de la base. 

7 7 
Eiemplo: = — =0,175. 

J * 40 23.5 

2. ° S i no contiene , en el denominador, masque fac­
tores primos con los de la base del sistema, su forma 
entera constara, d contar desde las unidades de primer 
órden, de un periodo cuyo número de cifras sera el nú­
mero d que pertenezca la base del sistema, con relación 
a l denominador. 

Ejemplos: 
3 - v' :-

l.o _ - : o , 4 2 8 5 7 1 428571... (en el sistema de base 10). 

2.o - ^ - = 0 , 1 4 6 3 4 14634... (en el sistema de base 10). 

3. ° S í contiene factores primos de la base y factores 
primos con la base, su forma entera constará, además del 
periodo, de una parte no periódica que precederá, cuyo nú­
mero de cifras será igual al mayor exponente de los factores 
primos de la base contenidos en el denominador, 
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Ejemplos: 

7 
1.° =0 ,58 3333... (en el sistema de base 10). 

12 ' V 

2.o -1—=0,22010 211225 211225... (enel debase30). 
336 v 

Observación.—Si las fracciones propuestas no estu­
vieran b a j ó l a forma irreducible, el enunciado de esta 
úl t ima propiedad recibiría la modificación expresada en 
el teorema 83. 

C o r o l a r i o s . — 1 ° Las fracciones ordinarias de igual 
denopiinador tienen igual número de cifras periódicas (en 
el mismo sistema). 

2.o Los periodos, correspondientes á dos fracciones irre­
ducibles — , , tienen el mismo número de cifras 

B B 
cuando B y B ' sólo difieren entre s i por potencias de U 
base del sistema. 

165. Propiedades de las fracciones fteneralri-
ees.—La generatriz de una fracción de forma entera, 
periódica, es el LÍMITE hacia que converge el valor de 
ésta, cuando se considera un número cada vez mayor de 
periodos. 

Demostración.—Sea, por ejemplo , la fracción 

f = { ) ^ 457 457 457 

cuyo período es 457, siendo 29 la parte no periódica; y 
consideremos, para sencillez, que el número n de períodos 
sea igual á 4. 

Se t e n d r á : 

/ = 0 , 2 9 457 457 457 4 5 7 + f ' - ^ r r - [1 ] 
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Multiplicando los dos miembros por 102, y después 
por 103+2=105. se t end rá : 

102.A=29,457457457457-f/ — . [21 

105./>=29457,457457457+/'- 1 0 ^ 3 . [3] 

Restando, miembro á miembro, las igualdades obte­
nidas, resulta: 

(103--102)/=.29457~29— - ^ - 4 - f ( ' 1— 

457 . „ / 103—1 4^7 / 
=29457—29— -f- / . ( 

y, dividiendo por 105—102, 

103.4-2 

, 29457—29 457 1 /103—1 
f = - ^ — r ^ - T T ^ - ^ T ' -TT^-T-\-f. 

1 0 5 _ 1 0 2 1 0 3 — 1 0 2 101-3 1 VlO3^- ' ) 

pero tomando, en vez de 4, un n ú m e r o de periodos 
suficientemente grande, los dos úl t imos té rminos , cu • 
yos denominadores se h a r á n suficientemente grandes, 
l legarán á adquirir valores tan pequeños como se quie­
ra ; luego 

, 29457—29 
lím. f = ~ . [41 

99900 1 J 
166. C a s o p a r t i c u l a r . — C u a n d o la fracción es perió­

dica pura, el sustraendo del numerador se reduce á cero, 
así como 103+2—102 á 103—1, pues entonces, de la igual­
dad [3], en la cual no existen las cifras 2 9, no se restará 
la [ 2 ] , sino la [ 1 ] , y se t end rá : 

f = l í m . 
999 
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pues dividiendo por 103—1 después de dichas operacio­
nes , resulta 

457 457 1 1 

1 0 3 _ i 1 103—1 1 0 ° 1 io4-3-3 

457 457 1 1 1 

999 999 lO-3 1 104-3-3 103—1 

pero tomándose un número de períodos, que en el ejem­
plo considerado es 4 , suficientemente grande, los dos 
úl t imos términos del segundo miembro se hacen tan pe­
queños como se quiera; luego 

lím. /= 
999 

Las expresiones de los límites obtenidos pueden enun­
ciarse bajo la forma de los siguientes 

C o r o l a r i o s . — l . o E l limite del valor de una fracción 
decimal periódica pura es una fracción ordinaria cuyo 
numerador es el periodo y cuyo denominador esta formado 
por tantos nueves como cifras tiene el periodo. 

2.° E l limite del valor de una fracción periódica mixta 
es un quebrado ordinario cuyo numerador es el número 
formado por taparte no periódica, juntamente con el pri­
mer periodo, ménos este primer periodo, y cuyo denomina­
dor consta de tantos nueves como cifras tiene el periodo, 
seguido de tantos ceros como cifras no periódicas hay. 

CAPÍTULO I I I . 

NOCIONES SOBRE LAS CANTIDADES INCONMENSURABLES. 

167. Def in ic ión-— -Ai? dice que dos magnitudes son 
INCONMENSURABLES, cuando no existe ninguna otra de su 
especie que sea su común medida. 



166 TKAÍADO DE ÁR1TMEÍICÁ. 

ü l e d i t l a s d e l a s m a g n i t u d e s i n c o u n í i e n s i i r a -
bles.—Sean n , n " n ú m e r o s tales que n<Cn <^n,"<i.... 
Sean Z7y J / la magnitud tomada como unidad y la mag­
ni tud que se va á medir. 

No estando U contenida exactamente en M , n i las 
. . . ü U U 

nuevas unidades , — — — sucesivamente meno-
n n n 

res, que se van tomando para medirla, puesto que M se 
supone inconmensurable; si se forman las series de mag­
nitudes 

u u u • , , ̂  u 
— , 2 — , . . . ^ — M — , . . 
n n n n 
U U , , , ü 

— 2 — m'— M -f-1)-—, 
n n n n 
~ , 2 ~ m " - ^ i f K + l ) - ^ , , 
n n n n 
la magnitud M se encont rará sucesivamente comprendida 
entre dos magnitudes consecutivas 

u u u u u u 
m — y ( w + l ) — , w ' — y ( w - f - l ) — ^ ' ' - T ; y K ' H - 1 ) — % n n n n n 

U U U 
cuyas diferencias respectivas — , ——, — , sucesivamente 

n n n 
menores, indican que comprenden á la magnitud M, con 
tanta mayor aproximación , cuanto mayores se tomen los 
divisores sucesivos de la unidad de medida; por consi­
guiente, los números 

m m-\-\ m! m'-\-l m" m"-\-l 
y " ' ) 7~ y / •> TT" y ~r >••••> 

n 7b % n n m 
que respectivamente las miden, i rán comprendiendo cada 
vez ? con mayor aproximación , el número que mide la 
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magnitud M ; pero ésta es el límite de las magnitudes 
sucesivamente consideradas, puesto que su diferencia con 
ellas puede hacerse tan pequeña como se quiera, luego 
podrá decirse que: el número que mide una magnitud in­
conmensurable, es el limite de los números que miden series 
sucesivas de magnitudes conmensurables, cuyo limite es 
aquélla. 

168. IWlimeros Irracionales. — Definición. —Se 
llaman números IRRACIONALES Ó RADICALES las raices de 
cualquier grado de los números enteros que no las tienen 
exactamente, en forma entera ó fraccionaria. 

169. Teorema.—Las raices de los números enteros, 
que no se pueden obtener exactamente en números enteros, 
son inconmensurables. 

D e m o s t r a c i ó n . — S e a N un n ú m e r o , cuya raíz / ti 
de grado n no es exactamente un número entero. Tam-

poco podrá ser exactamente un número fraccionario — , 

porque entonces se tendr ía , reduciendo á la forma irre­

ducible si ya no lo es tá , 

o 

a 

ycomo a yb' son primos relativos (141 recip.), t ambién lo 
a'n 

serán an y b'n (55 cor. 1.°); luego será un número 

fraccionario irreducible (141); que sería igual al número 
entero N , lo cual es absurdo; luego i V n o puede tener una 

n 

raíz fraccionaria exacta; luego / A7 es un número in­
conmensurable. 

170. Con i imta fe i l i dad i de las p o t e n c i a s y raí-» 
ee s .—Teorema .—Z«jü6»fe«m de un grado cualquiera de 
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un producto ó cociente, es igual a l producto ó cociente de tas 
potencias de igual grado de los números que se multiplican 
ó dividen, y r e c í p r o c a m e n t e , la raíz de un grado cual­
quiera de un producto ó de un cociente es igual al-producto 
ó cociente de las raices del mismo grado de los números 
que se multiplican ó dividen. 

D e m o s t r a c i ó n . — l . o Siendo 5.3 y 17 : 6 el producto 
y el cociente propuestos, se tendrá , por ejemplo, 

(5.7)3=:5.373, pues (5.7)3=5.7.5.7.5.7=5.5.5.3.3.3 

1 7 : 6 ) - 1 7 ^ : ^ p u e s ^ Y = n 17 17 ^ ^ 6 / 6 6 6 7 64 

2.° Se tendrá t ambién , para dicho producto y co­
ciente , 

= / 3 , po rque (Vó" . / 3 > = ( / 5 > . ( / 3 > = : 5 . 3 

/ 9 T 6 = : / 9 " : p o r q u e ( / 9 : (/6 ) 2 = ( / 9 > : ( / 6 >r=9:6; 

luego 5.3 es la raíz cuadrada de | / 5 . / 3 y 17 : 6 es Ia 

raíz cuadrada de / l 7 : / 6. 
Corolario.— l'oda raíz inconmensurable, del grado g, 

de un numero puede obtenerse, con la aproximación del or­
den decimal n , multiplicándole por 10n g, y dividiendo la 
raiz entera por 10n, pues, por ejemplo , 

3 3 3 3 

/ 2 0 . 1 0 5 - 3 = / 2 6 . 1 / 1 0 ^ ' = / 26 •103 

luego |/26Q00OOO0O00QO000~_ ^ 

100000 ~ 

con una aproximación de menos de 
10p 



LIBRO SEGUNDO. 

C Á L C U L O D E L O S N Ú M E R O S I N C O N M E N S U R A B L E S 
Y APROXIMADOS. 

CAPITULO PRIMERO. 

NOCIONES GENERALES SOBEE LOS ERRORES. 

171. Definiciones.—Cuando un número exacto n se 
sustituye por otro n ' , su diferencia se llama ERROR ABSO­
LUTO y el número n ' se llama APROXIMADO POR DEFECTO Ó POR 
EXCESO , según que se tenga 

n'<in ó n > n . 

ERROR RELATIVO de un número aproximado es el cociente 
de su error absoluto por su valor exacto, por consiguiente: 
el error absoluto es igual a l producto del error relatiwpor 
el numero exacto. 

Llamando £« y £r los errores absoluto y relativo de 
un número n, se t end rá : 

e« = -^L í 1 ! [2] 

Ejemplo: Sea un número exacto 49,8653. Si se des­
precian las dos úl t imas cifras, se desprecia un valor infe­
rior á 0,01. E l error absoluto será menor que 0 ,01 ; el 
valor aproximado 49,86; el error relativo será menor que 

0,01 1 
ó que 

49,8653 1 4986,53 
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¡Se llam,a LÍMITE SUPERIOR DE UN ERROR absoluto ó rela­
tivo, á un número mayor que éstos. 

172. ü e g l a s d e l o s l í m i t e s d e l o s e r r o r e s . — 
l a Dividiendo el error absoluto de un número por un 

valor de éste, aproximado por defecto, se obtiene un limite 
superior de su error relativo. 

2.a Multiplicando el error relativo de un número por 
un valor de éste, aproximado por exceso, se obtiene un li­
mite superior de su error absoluto. 

E n efecto; siendo n un valor del número n, aproxi­
mado por defecto y n" un valor aproximado por exceso; 
de las expresiones [ 1 ] y [2] se deduc i rá : 

£ r = — < - T , [3] er. ^ < £,.. [4] 
n n L J 

173. C u e s t i o n e s f u n d a m e n t a l e s . — L a s cuestiones 
relativas al cálculo de los números aproximados , se redu­
cen á las dos siguientes: 

1. a Conocido el grado de aproximación de los datos, 
hallar el grado de aproximación que debe tener el re­
sultado. 

2. a Conocido el grado de aproximación que debe tener 
el resultado, hallar el grado de aproximación con que han 
de tomarse los datos. 

174. R e g l a s d e l o s e r r o r e s c o n r e s p e c t o á l a s 
c i f r a s exactas .—1.a S i C es la cifra de orden superior 
de un número, cuyas n + 1 primeras cifras son exactas, el 
limite superior de su error relativo será: 

C,10n 

E n efecto, sea el número 4,78934, cuyas cuatro pri­
meras cifras son exactas; su error absoluto 0,00034 es 
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menor que 0,001; luego el límite superior de su error re­
lativo será (172,1.a) 

0,001 , _ j _ _ 1 _ 
~~4: 0 4000 ~ " 4.103 * 

2.a JSÍ O es la cifra de orden superior de un número 
aproximado, que tiene por limite superior de su error rela-

1 
tivo la fracción rn ^ , , sus n + 1 o sus n primeras ci-

6 .10!1, 
fras serán exactas, según sea G' *> G ó C ^ O. 

En efecto, sea el núftiero aproximado 426,537, cuyo 

error relativo es inferior á n * - . Su error absoluto 
7.10* 

tiene por límite superior el producto (172,2.a) 

1 500 5 1 
.500=:-7.1.03 * 7000 70 10 

Siendo el error absoluto < 0 , 1 , las cuatro primeras 
cifras son exactas. 

Supóngase ahora el número aproximado 62,7869, 

cuyo error relativo tiene por l ímite superior la frac­

ción — ^ . E l límite superior de su error absoluto será 

1 70 7 50 , 1 
, 7 0 = = - — — - < -

5.10* ' 50000 5000 5000 100 

E n este caso hay sólo cuatro cifras exactas. 

E n fin, para el número 62,7869 aproximado y el lími­

te del error ^ , se tendría : 

1 ' 70 7 . 60 , 1 
. 7 0 = — — - = = < -

6.10* 60000 6000 6000 100 
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CAPÍTULO I I . 

CÁLCULO DE LOS NÚMEROS APROXIMADOS. 

§ 1.°—Adición de los números aproximados. 

175. R e g l a . — . A z m obtener la suma de varios núme­
ros , con un número determinado de cifras exactas, basta­
rá, tomar una cifra más en cada uno de los sumandos, cal­
culándolos por defecto, efectuar la suma de estos mlores 
aproximados, y suprimir la última cifra, aumentando una 
unidad á la última cifra conservada. 

Ejemplo: Obtener la suma de los números 47,8594; 
126,54579; 35,8749, en ménos de 0,01. Se tendrá : 

47,859 
126,545 
35,874 

210,278 

La suma buscada será 210,28. E n efecto, el error ab­
soluto de cada sumando es menor que 0,001; luego la 
suma de los errores será menor que 10x0,001 ó 0,01 (1), 
y la suma buscada estará comprendida entre 210,278 
y 210,278-f-0,01, y con mayor razón , entre 210,27 y 
210,29; luego será 210,28, en menos de 0,01, por defecto 
ó por exceso. 

§ 2.0—Sustracción de los números aproximados. 

176. H e g l a . — / V ^ « obtener, con un número determi­
nado de cifras exactas, la diferencia de dos números, basta 
tomar ambos, por defecto ó por exceso, con tantas cifras 
como se piden en el resultado, y efectuar la sustracción de 
los números aproximados obtenidos. 

(1) Se supone que el número de sumandos no excede de 10, 
pues si excediere se tendría que modificar la regla. 
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Ejemplo: Hallar la diferencia de 867,53259^ 654,38654; 
en menos de 0,001. Se t endrá : 

867,532 
654,386 
213,146 

Conservando, en efecto, sólo hasta las milésimas, los 
errores absolutos del minuendo y sustraendo son, por 
defecto, menores que 0,001; luego, con mayor razón lo 
será el resto. 

§ 3.°—Multiplicación de los números aproximados. 

177. l ' r l n c i p l o s i d e l o s e r r o r e s r e l a t i v o s . — 1 . ° E l 
error relativo del producto de dos factores, uno exacto y 
el otro aproximado, es igual a l error relativo del Jactor 
aproximado. 

Siendo el factor aproximado a—a y el factor exacto b, 
se tendrá : 

[ a ú i a ) y < b — a h ± a b - , 

el error absoluto es, pues, a ¿ y el relativo será : (171 ) 

ab a 

ab a ' 

2.° E l error relativo del producto de dos factores, aproxi­
mados ambos por defecto, tiene por limite superior la suma 
de los limites superiores de los errores relativos de dichos 
factores . 

Siendo los factores a—a y b — o, el valor aproxi­
mado será : 

[a — ci)x{b — o)=:a b — a b — a £ ~\-OCQ; 

el error absoluto es, pues, a b - ^ a v — « s y el relativo 

5 a b 

a h ' ab a ^ b 
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expresión que demuestra que: el error relativo del pro­
ducto de dos f adores, aproximados por defecto, es igual d 
la suma de los errores relativos de los dos factores, dismi­
nuida en el producto de estos mismos errores. 

3. ° E l error relativo del producto de dos factores, aproxi­
mados por exceso, es igual á la suma de los errores relati­
vos de los factores, aumentada en el producto de estos mis­
mos errores, pues 

Cí ^ ÍD 

a h a h 

4. ° E l error relativo del producto de dos factores 
aproximados, uno por defecto y otro por exceso, es igual á 
la diferencia de los errores relativos de los factores au­
mentada ó disminuida en el producto de dichos errores, pues 

a o a . o :r 
( « + a ) x { ¿ - f í + a b~-a&~v. o y £r— .—* 

a b a b 
5. ° E l error relativo del producto de dos factores 

aproximados, tiene por limite superior la suma de los erro­
res relativos de los factores, pues siendo, por lo general, 
los errores relativos valores muy pequeños , su produc-

a o 
to — será muy pequeño con relación á cada uno, y 

en el caso de los factores aproximados por exceso, la suma 
de los límites superiores de los errores relativos excederá, 
generalmente á la suma de los tres términos arriba obte­
nidos ; en los otros dos casos la proposición es evidente. 

R e g l a d e l p r o b l e m a directo,—Para obtener el 
producto de dos números aproximados con m cifras exac­
tas, basta tomar m - f - l en cada uno de los factores, si la 
primera cifra de la izquierda es distinta de la unidad, 
y m-f-2, en el caso contrario. 

E n efecto, para que el resultado tenga m cifras exactas. 
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1 
basta que su error relativo sea menor que ^ (174, 2.a), 

y, por consiguiente, que el error relativo de cada uno de 

los factores tenga por límite superior (177,2.°); y 

esto se verifica cuando se toma cada número con m-{-2 
cifras exactas, y m - j - l , en el caso de ser la primera > 1, 

porque entonces el error relativo es menor que ^ 

1 
y con mayor razón menor que 

2.10m 

Ejemplo: Calcular, en menos de 0,001, el produc­

to ^ = 3 5 6 ( / n — 2 ) . 
Teniendo tres cifras la parte entera de P , se pide el 

resultado con 6 cifras exactas, y deberá calcularse cada 
factor 356 y ^17—2 con 8 exactas; pero en este caso, 
siendo el primero exacto, bastará obtener el segundo con 7. 

fitéfíla del prohleina Inverso.—producto de dos 
mmeros aproximados podrá obtenerse con m—2 cifras 
exactas, cuando aquél de los números que contiene menos 
exactas contiene m. 

E n efecto, el límite superior del error relativo de cada 

factor es ^ , y , por consiguiente, el del resultado 
r 10'»-1 

, 2 • , • , 1 sera , interior a 

§ 4.°—División de los números aproximados. 

• 178. Principios «le los errores relativos.- ] . » E l 
error relativo del cociente de u% numero aproximado por 
un número exacto, es igual a l error relativo del dividendo, 

. , a a-\-y. . . , . A ~ 
pues siendo y — los cocientes exacto y aproxí-

b b 
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mado, por exceso, se t endrán las expresiones siguientes 
de los errores absoluto y relativo 

¿Z-j-a a a ^ a a a 

h b h a b a 

2.° E l error relativo del cociente de dos números apro­
ximados , tiene por limite superior la suma de los limites 
superiores de los errores relativos de estos números. 

E n efecto, siendo el dividendo el producto del divisor 
por ercociente, el límvte superior de su error relativo es 
la suma de los errores relativos del divisor y del cocien­
te (177) y , rec íprocamente , el l ímite superior del error 
relativo del cociente será la suma de los errores relativos 
del dividendo y del divisor. 

179. H e g l a d e l p r o b l e m a d i r e c t o . — i V r a hallar 
el cociente de dos números aproximados con m cifras exac­
tas, basta tomar m - f - l en cada uno de los números que 
principien por una cifra diferente de la unidad ym-f-2, en 
el caso contrario. 

E n el primer caso, como cada n ú m e r o tiene m + 1 ci­

fras exactas , sus errores relativos t endrán por límite co­

m ú n -̂ , luego el error relativo del cociente deberá 
2.10™ 

ser menor que — — y t end rá , por consiguiente, m cifras 
IQm 

exactas, por lo ménos . 
En el segundo caso, tomando m-)-2 cifras exactas, en 

el número que principia por la unidad, su error relativo 

gerá ~ — v también ; pero como los números 
iOm+i J 2 . 1 ( K r 

dados principian por la unidad, se calculará cada uno 
con m-Y^ cifras exactas, el límite común del error relati-

1 2 1 . 1 
vo sera yel del cociente -77—77" — ^ . T T " < ' , r 

10H'+1 l O ^ 1 5.10m 10 
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de manera que éste contendrá m cifras exactas. Cuando 
uno sólo de los números principie por la unidad, éste se 
tomará con cifras exactas, y el otro con m-^-l, lo 
cual es fácil deducir razonando como en los casos ante­
riores. 

Ejemplos:- Calcular con 4 cifras decimales el co-
TT 3,14159... 

cíente = — — . 
257 257 

Siendo el orden de las centésimas la primera cifra del 
cociente, y no teniendo influencia en la evaluación del 
error relativo más que las cifras significativas, se piden 
3 cifras exactas en el cociente, y como el dividendo es el 
sólo número aproximado, se tomará con 4 cifras, es de­
cir, TT—3,1415, y efectuando la división abreviada, se 
obtiene el cociente 0,0122. 

§ 5.°—Potencias y raíces de los números aproximados. 

180. Teorema.—7s7 error relativo de la potencia de 
un número aproximado tiene por limite superior el pro­
ducto del exponente por el limite superior del error rela­
tivo de dicho número. 

Este teorema resulta inmediatamente del n ú m . 117. 
Reoíprociiinente.—7?/ error relativo de la raíz de 

un número aproximado tiene por limite superior el error 
relativo de este número dividido por el índice de la raíz. 

181. Reglas para las potencias.-—T^m obtener 
con m cifras exactas las potencias de un número aproxi­
mado, se calculara éste con m-{-2, cualquiera que sea su 
primera cifra, siempre que el exponente no exceda de 10, y 
reciprocamente, siendo m el número de cifras exactas 
de un número aproximado, puede contarse con m—2 en 
una potencia cuyo exponente no sea superior d 10. 

182. Reglas para las raíces.—1.a P a r a obtener la 
miz cuadrada de un número, con m cifras exactas, basta co-
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nocerlo con m-f-1 ó con m cifras exacias, según que su pri­
mera cifra significativa de la izquierda sea ó no menor que 5. 

E n efecto, para contar con m cifras exactas en la raíz, 

su error relativo ha de ser menor que —-—, lo cual se 

verificará, si el error relativo del n ú m e r o de que se extrae 
• • 2 , 1 

es menor que o que . 
10m s . i o™-1 

Pero tomando dicho número con m-^-l cifras exactas, 

su error relativo es menor que --—!•—, y con mayor razón, 

que . Si el número principia por una cifra 
S.IO»1-1 

igual ó mayor que 5 , basta tomarlo con m cifras exactas, 

pues entonces , su error relativo, menor que — — - - — - , 

expresando G dicha cifra, será también menor que — —. 

l l e t ' í p r o c s i m e n t e . — u n número aproximado 
con m cifras exactas, se puede calcular su raiz cuadrada 
con m—1 ó con m exactas, según que la primera cifra sig­
nificativa de la izquierda sea ó no menor que 5, 

E n efecto, siendo la primera cifra de la izquierda 
1 

del número dado, su error relativo será menos que - :—• 
c í o ™ - 1 

y, por consiguiente, el error relativo de su raíz cuadrada 

será menor que ^ E l valor de esta expresión 
2 . C I O ™ - 1 

1 , . 
será evidentemente menor que — para cualquier 

valor de la cifra ¿7; pero si ésta es 5 ó mayor que 5, dicho 

valor será menor que — — ; en el primer caso se podrán 
10m 

contar m—1 cifras exactas, y w en el segundo. 
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O b s e r v a c i ó n . — L o s teoremas anteriores son aplica­
bles á la raíz cúbica, sustituyendo la cifra 4 á la 5, en 
sus enunciados. 

Ejemplos: 1.° Calcular en menos de 0,001. 
Teniendo el valor w una cifra entera, se deberá hallar 

el resultado con 4 exactas, y como la primera cifra 3 es 
menor que 5, se considerarán las 5 primeras cifras de 
su valor. 

2.° Extraer la raíz cuadrada de 38,76 con la mayor 
aproximación posible, sabiendo que dicho número se 
halla aproximado por defecto, en menos de 0,01. 

Siendo la primera cifra de la izquierda menor que 5 
y constando el número propuesto de cuatro cifras exactas, 
no se podrá contar más que con tres en la raíz (181 recip) 
Obteniendo, pues, ésta con 0,01 de error, por exceso, 
para compensar el error cometido sobre el m'ftnero pro­
puesto, al darlo aproximado por defecto, será 6,23 en 
ménos de 0 ,01, por exceso ó por defecto. 

FIN. 
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