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PROLOGO.

En el desenvolvimiento de la ciencia matemdtica sor-
prende que, despues de haberse suced lido tantas generacio-
nes de genios ilustres, de inventores infatigables que han
hecho de la misma un ctimulo inmenso de verdades soli-
damente establecidas, no se haya llegado 4 su organiza-
cion en un plan donde, desde un foco 6 centro irradien
las diversas gerarquias de verdades, con riguroso enca-
denamiento subordinadas y coordinadas entre si; y aun
mis sorprende que, efecto sin dudade lo defectuosa que
hoy aparece la exposicion y la ensefianza de la Matemdi-
tica, se siga desconociendo la naturaleza de esta ¢ iencia,
generalmente considerada como drida, repulsivay algin
tanto envuelta en cierta oscuridad que inclina 4 juzgarla
dificil y resistente al esfuerzo de las inteligencias.

No eonformes con estas apreciaciones, hoy aspiramos
4 dar el primer paso hdcia una organizacion de dicha
ciencin, acogiéndonos 4 cuanto han producido, ya los
grandes inventores, ya otros mds modestos cuyos deseu-
ha'mue.ntus. sin eu_ﬁ_mrgu, son de gran valia, y yacen hoy
sepultados en el olvido, 6 dispersos en obras numerosas
sin haber hallado todavia el lugar que les corresponde
en el plan de la ciencia; y ademds de reunir estas disper-
sas ideas, hasta hoy fuera del plan de ensefianza , preten-
demos desenvolver una parte que creemos esencial para
la exposicion y progreso de la Matemdtica, d saber: la cri-
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tica malematica que ha de facilitar la sintesis de sus verda-
des, ddndoles un encadenamiento légico, 4 la par que con-
duce & un conocimiento filoséfico de las mismas, y cons-
tituye una preparacién para la Metafisica de esta ciencia.

Claridad y sencillez para que los alumnos, ademds de
hallar accesibles 4 sus inteligencias los primeros conoci-
mientos matemdticos, experimenten el natural agrado que
ocasiona la posesién de la verdad, lo cual les girva de es-
timulo para encontrar mds suave la pendiente que les ha
de elevar & conocimientos superiores, euya afinidad con

los elementos debe hacerse ostensible, gracias al método.
Esto es lo que pretenderfamos ver en un tratado elemen-
tal de Matemdticas, y, ya que nosotros nos hallemos sin
fuerzas para realizarlo, presentamos un primer ensayo en-
aminado 4 dicho fin , haciendo entrar en el plan de en-
sefianza las teorfas modernas, fundidas en las tinicamente
hasta hoy admitidas en la ensefianza cldsica, cuya amplia-
cion es hoy absolutamente indispensable.

Pero la realizacion de nuestro propésito ha de luchar,
desde ludeo, con la indiferencia que persicue constante-
mente en nuestro pafs este linaje de estudios que haee eg-
caso el nimero de lectores y propagandistas, asi como
muy crecido el de los que miren con recelo toda separa-
cion de la antigua rutina, ya hoy algun tanto puesta en’
evidencia y aun amenazada, si todavia no vencida: y otro
obsticulo mis dificil de vencer hallamos para la realiza-
cion de nuestro prop¢

)sito, en el plan vigente de ense-
fianza, que algun dia debe ser modificado para ampliar el
cerco estrecho en el cual hoy encuadra la Matemdtica, en
particular, y los estudios cientificos en general ¥, huyen-
do deentrar en detalles que nos conducirfan demasiado
lejos, y concretindonos & nuestro tral ijo, deberemos
anunciar como una reforma capital , en el érden de prio-
ridad de las asignaturas correspondientes 4 la parte ele-
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mental, la anteposicion de la Geometria al ilgebm: p ues
si, desde luégo, la historia hace ver la aparicion de la Geo-
metria de Euclides, que hoy es nuestra Geometria elemen-
tal, unos seiscientos afios antes que ¢l Algebra de Dio-
fanto, hoy los progresos de la teoria de las cantidades ima-
ginarias, juntamente con la necesidad de dar cuerpo 4 las
numerosas abstraceiones del Aiige.-l_rra que hacian tan in-
grato su estudio, conduciendo al subterfugio de las conven-
ciones, por las cuales resultaba transformada la rama més
importante de la ciencia matematica en una ciencie con-
vencionel, exigen que el ;i]gel_»ra‘ como dijoen su Teorfa
trascendental de las cantidades imaginarias el sibio fil-
sofo y matemdtico Rey y Heredia, sea ¢l tronco comun
donde se reunen la Aritmética y la Geometria, puesto que
abarca en su superior generalidad el nimero y la exten-
sion, la cantidad y su cualidad.

A pesar de esto, hemos procurado , ya que no sea po-
sible contar desde luégo con las reformas exigidas en el
plan de ensefianza, escribir un tratado elemental de Mate-
méticas, conforme con estas exigencias y compatible con
dicho plan vigente, pues, aun anteponiéndose el Algebra
4 la Geometria, segun lo hagta ahora universalmente ad-
mitido, son tan li ;
rias para dar cuerpo 6 forma 4 los conceptos del Algebra,
que dicho obstdculo resulta de poca trascendencia, por

ras las nociones geométricas necesa-

mis que, desapareciendo, permitiria yentajas considera-
bles en la exposicion cientifica.

Despues de este preliminar para dar nocion del espi-
ritu dominante en el nuevo tratado de Matemdticas, bas-
tard consignar algunas particularidades del mismo. Res-
pecto 4 la Aritmética , hemos creido conveniente separar
en dos tratados distintos el niimero abstracto del nimero
conereto, pues dela especial naturaleza de eada uno se de-
rivan inmediatamente sus diversas propiedades; y en cada
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tratado hemos creido necesario distinguir enidadosamente
el cdleulo 6 seccion préctica de la seccion tedrica, que si
bien es una ramificacion del x'ilge.bm. permite, desprendién-
dose de su tronco, hacer de la Aritmética, no puramente
el arte de contar, sino un estudio preliminar de aquélla.
El Algebra caracterizada por las ecuaciones cuyo estudio
ge refiere 4 las funciones implicitas, contiene tambien,
como preliminar obligado, el estudio de las funciones
explicitas, bajo las cuales se comprende la cantidad en
todas sus manifestaciones cualitativas, y segun las eleva-
das concepciones de Wronski, sobre el sistema de esta
ciencia, la funcion seno, independiente de toda idea geo-
métrica, aparece como un algoritmo que resuelve el pro-
blema reciproco dela funcion logaritmica, sin que el
concepto puramente racional ¢ abstracto de estos algorit-
mos impida hacer el estudio de sus correspondencias geo-
métricas, médiante las cuales, la periodicidad de la una y
la multiplicidad de los valores de la otra se hace visible;
y, como resumen 6 sintesis de la teoria de las funciones
explicitas, hemos creido indispensable presentar una #eo-
via general de las operaciones y de las cantidades , en la
cual se hace ver, como, por una generalizacion sucesiva
de los conceptos de una y otra, se consiguen resolver los
problemas cada vez mds complejos del Algebra.

Por altimo, el estudio de las ecuaciones 6 funciones
implicitas no habia de discordar con el plan seguido en
las explicitas, y, aparte de las correspondencias geomé-
tricas que dan forma visible 4 todas las transformaciones

algébricas, propias para convertir una funcion implicita

en explicita, es decir, para resolver ecuaciones, encuen-
tran los conceptos de 6rden y combinacion aplicaciones
en la representacion y reproduccion periddiea de las raices
de las ecuaciones binomias y de lus ecuaciones de con-
gruencia.
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En cuanto 4 la Geometria , convencidos de que poseer
log métodos es disponer de instrumentos preciosos para
demostrar los teoremas, segun corresponda 4 la naturaleza
de las verdades que expresan, hemos tratado de ponerlos
de relieve hasta el punto de que la demostracion de los
teoremas sirva de motivo para aleanzar dicha posesion,
con lo cual se quitard 4 la ensefianza de la Matemtica el
cardcter mecdnico de que ahora adolece y se convertird
en gimnasia de la inteligencia. Ademds, es evidente que
una clasificacion 6 distincion de las ideas ha de permitir
establecer puntos de vista que subordinen las particulares
4 las superiores ¢ fundamentales , aliviando 4 la inteligen-
cia del abrumador camulo “de ideas sin trabazon, enlace
ni dependencia que resultan como efecto de esa tendencia
al detalle yfalta completa de generalizacion predominante
en casi la totalidad de los tratados conocidos. Por este
motivo, en nuestro tratado sefialamos los conceptos de
existencia, determinacion y coexistencia , hacemos visibles
las correlaciones existentes entre las verdades , asf como
las equivalencias ¢ distinta extension de las proposicio-
nes geométricas; separamos por completo las verdades
referentes 4 las ideas de igualdad, mayoridad 6 minoridad,
de lag verdades referentes 4 la idea de medida en las cua-
les interviene el nimero como expresion de las cantidades
geométricas para obtener su determinacion mediante rela-
ciones de igualdad entre productos 6 razones de segmentos
rectilineos. La homotecia, de la cual es una variante la
semejanza de lag figuras geométricas, y las relaciones
métricas entre los angulos y los lados de un tridngulo que
permiten fundir la Trigonometria en la Geometria 6 con-
vertirla en un capitulo de la misma, son las cuestiones
de determinacion que citaremos como constituyendo una
de las innovaciones que introducimos en nuestro plan de
exposicion de las Matemdticas elementales.




Vit TRATADO DE ARITMETICA,

Hemos creido necesario, en nuestro plan de propa-
ganda cientifica, principiar por una exposicion rigurosa-
mente diddctica de la Matemstica, como base sobre que
ha de apoyarse la doctrina que pensamos desenvolver en
obras posteriores, cuyo objeto serd, realizar la desaparicion
de erréneas preocupaciones, todavia demasiado arrai-
gadas aun entre personas dedicadas 4 la ensefianza, res-
pecto d esa ciencia que posee el cardcter de ser una espe-
cie de creacion de nuestro entendimiento, razon que obligd
al filésofo Vieo, 4 considerarla como la ciencia mds cierta,
¢ el profotipo de lo verdadero en la ciencia humana, y
que hoy permite 4 los sabios considerarla como la ciencia
que ademds realiza sus conceptos en el wundo fisico,
cuyos fenémenos son la traduccion individual de las leyes
generales abareadas en cada formula. Asi, pues, necesi-
tamos hoy para terminar esta contienda . en que lag anti-
guas preocupaciones y rutinas se desmoronen al impulgo
de las modernas ideas, constituir una #losofia matemalicn
que exponga el criterio de la verdad matemitica, una Zie-
ratura matemdtica que organice el mundo de lo bello
matemdtico por la exposicion de las infinitas armonias
del ntimero y el espacio, y una pedegogie matemdtica,
que consagre las leyes de la exposicion cientifica armoni-

zada con el modo de ser de nuestra inteligencia; y esto
serd el objeto de nuestras préximas publicaciones, destina-
das & consolidar nuestro modo de exposicion diddectica.




 —

S

S -

INTRODUCCION.

Ciencie es un conjunto de verdades subordinadas 4 un
corto nimero de prineipios y coordinadas entre si.

La ciencia comprende dos ramas denominadas feoria
¥ téenica :la teoria comprende las proposiciones que se re-
fieren & la especulacion 6 ejercicio de nuestra inteligencia,
la téenica comprende las propoesiciones que se refieren 4
los Lechos 6 ejercicio de nuestra voluntad.

Teorda es una parte de la ciencia que comprende un
eonjunto coordinado de verdades relativas 4 algun objeto
particular de aquélla.

8 proposiciones teoricas son de dos clases: aziomas
¥ leoremas.

Azioma es una verdad evidenle que no necesita de-
mostracion.

Teorema es una proposicion que necesita demostrarse
para admitirse como verdad.

Los axiomas son las primeras verdades de una ciencia
6 de una teorfa. En matemdticas son, generales , es decir,
aplicables 4 todas las ramas de la ciencia , 6 particulares,
es decir, relativos 4 cada rama.,

Los isi'.lllt‘-!in;i]...; axiomas ;!.-'1|I;'i‘.'ll=;":~' son log :*'i_:-__'_'llil'i‘.l]i{'S.'

El todo es mayor que cualquiera de sus partes.

Dos cosas ignales 4 una tercera son iguales entre si.

51 con dos objetos iguales se hacen operaciones igua-

les, los resultados serdn iguales.
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Variedades del teorema son el lema y el corolario.

Lema es un teorema que debe anteponerse 4 otro para
facilitar su demostracion.

Corolario es una consecuencia del teorema.

El teorema consta de dos partes: Aipdtesis y tésis. Hi-
polesis es lo que se supone, £dsis lo que se vi 4 demostrar.

Demostracion es un razonamiento por medio del cual
se hace evidente un teorema.

Las proposiciones que se refieren 4 la prictica se lla-
man enicas y son: el problema y el porisma.

Problema es un enunciado en que se propone hallar
una cosa desconocida por medio de otras conocidas. La
parte desconocida se llama inedgnita , lo conocido datos.

Resoloer un problema es hallar la incégnita por medio
de los datos.

Porisma es una proposicion que participa del teorema
y del problema, pues ademds de haber en él por demostrar
una verdad enunciada, hay que duscar la manera de ser
de ciertas cosas, mencionadas en el enunciado de esta
verdad.

Todas las proposiciones matemsticas pueden reducirse
4 problemas, pues en realidad los teoremas son enuncia-
dos de los resultados obtenidos al resolver problemas.




PARTE PRIMERA.

TRATADO DEL NOMERO ABSTRACIU.
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SECGION PRIMERA.

o S i o

CALCULO DEL NCNERO ABSTRACTO.

LIBRO PRIMERO.
CALCULO DE LOS NUMEROS ENTEROS.

CAPITULO PRIMERO.

NOCIONES GENERALES.

1. MaTeMATicA es la ciencia que trata de lo cantidad.

2. Cantinap es la cualidad en wirtud de la cual con-
cebimos las cosas como susceptibles de awmento 6 dismi-
RUCLON.

Fjemplo: La arena que hay en una playa, el agua
que hay en un estanque, los bancos colocados en un
paseo.

3. La cantidad se nos presenta bajo la forma de espacio
y tiempo que son el fondo comun de las verdades matems-
ticas, hasta el punto de poderse decir que: Matemirica es
la ciencia de las leyes del espacio y tiempo.

4. UNIpAD es una cantidad arbitraria gue se toma como
lipo de comparacion de todas las de su especie. Asi, para
medir pesos se usa un peso determinado que sellama gra-
mo 1 otro que se llama kilégramo, y antiguamente se
empleaban exclusivamente pesos llamados  arroba 6
libra, ete.




4 TRATADO TE ARITMETICA.

5. MEeDIR UNA CANTIDAD es compararla con lo unidad
de su especie. Asi, medir una pieza de tela es comparar
su longitud con la longitud de una parte determinada de
la misma, tomada como unidad.

6. NoMERO es el resultado de comparar la cantidad con
la unidad. Ast, las veces que la longitud de la tela, toma-
da como unidad, en el anterior ejemplo, se halla conte-
nida en la pieza de tela, serd el nimero que mida ésta y
en tal caso el NUMERO es wna rewnion d pluralidad de uni-
dades ; pero la longitud de tela puede no hallarse exacta-
mente contenida en la pieza, y sf una parte de dicha lon-
gitud , en cuyo caso esta parte de la unidad serd la nueva
unidad que sirva de medida, pudiéndose decir entonces
que: NUMERO es una reunion de unidades 6 de partes de lo
unidad .

7. Se llame NUMERO FRACCIONARIO - 0 QUEBRADO #%ud -
wnion de parles de lo unidad.

8. Los ntmeros se dividen en abstractos y concretos.

9. NUMERO ABSTRACTO 6 ABSOLUTO es ¢l que simplemente
designa una pluralidad sin copresar la especie de ésta.

Ejemplo: siete.

10. NUMERO CONCRETO 68 el que designa la especie & que
se refiere.

Ejemplo : 9 kilégramos.

11. Los numeros concretos ge dividen en homogéneos
y heterogéneos.

12. NuMmeros HOMoGENEOS gon los que se refieren 4 una
migma unidad y meTEROGENEOS los que se refieren & uni-
dades diferentes.

Ejemplos: 6 litros , 11 litros, son homogéneos; 9 litros
y 8 kilogramos son heterogéneos.

13. Armmirica es la ciencia que trata de la generacion
elemental de los nimeros y de las propiedades que se vefieren
inmediatamente 4 dicha generacion.

- ——
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14. Los modos elementales de generacion de log nu-
meros son: la numeracion que constituye el modo primi-
tivo, pues que de él dependen todos los demds y las llama-
das operaciones fundamentales: adicion , multiplicacion
y elevacion & polencies con sus inversas respectivas sus-
traccion , division y extraccion de raices.

La numeracion, juntamente con las operaciones fun-
damentales, constituyen el edlculo de los numeros, de
manera que: la Aritmética practica tiene por objelo el cal-
culo de los nimeros.

15. Ademdsde la Aritmética, la Matemiitica compren-
de la Geometria que estudia la cantidad extensa y figurada
y el _’Ugei}m que incluye el estudio de dichas ramas en la
superior generalidad de sus leyes y aun otras mds sape-
riores como son las diferentes especies de geometrias &
saber: la Geometria analilica , 1a descriptiva , la proyec-
tiva, el cdleulo infinitesimal , ete.

CAPITULO II.

NUMERACION,

16. Definicion.—NuMERACION ¢$ ¢l modo de genera-
cion y expresion de los nimeros por medio de wn nikmero
determinado de éstos que se consideran como elementos o
wiimeros elementales.

17. La expresion de los niimeros puede hacerse por
medio del lenguaje oral 6 del escrito, y por eso la nume-
racion se divide en oral 6 hablada y escrita.

18. FPrincipie general de la numeracion.— %
nibmero no es solo un conjunto de unidades simples 6 iguales
entre st, sino que tambien puede concebirse como un con-
Junto de unidades de distintos drdenes, tales, gue cADA UNI-
DAD DE UN ORDEN CONTENGA UN NUMERO DE VECES CONSTAN-
TE A LA DEL INMEDIATO INFERIOR,
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19. Definicton.—S¢ llamna BASE de un sistema de nu-
meracion el numero de veces que una wnidad de un drden
contiene a la del inferior inmediato, v el sistema recibe un
nombre derivado del de la hase.

20. Gemeraciomn vy expresion de los nimmeres.—
Todo niimero se engendra por la agregacion sucesiva de la
unidad.

Los ntimeros elementales e expresan cada uno con
un nombrey un signo 6 guarismo partienlar. Asf, la re-
union de uno yuno se expresa con la palabra dos y con el
guarismo 2, la reunion de dog y uno se llama Zres y se ex-
presa con el signo 3, la palabra cuetro y el guarismo 4 de-
signan la reunion de tres y uno, de manera que la expre-
sion oral y escritadelos niimeros elementales es como sigue:

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siele, ocho, nueve,
.. 2.8 - A4 SRR (R, e 9,
suponiendo que nos proponemos emplear nueve nimeros
elementales, pues si desedramos emplear mds, bastaria
anadir las palabras y los guarismos correspondientes.

A la reunion del ltimo niimero elemental nueve y de
la unidad se llama dies que so considera, no como diez
unidades sino como una sola wnidad diez veces mayor que
la unidad absoluta d simple, y esla unidad de segundo
drden que se eseribe asi 10, empleando el signo 0, llamado
¢ero queno tiene ningun valor, para hacer que las cifras
ocupen el lugar expresado por su érden.

Tomando, pues, esta agrupacion de unidades simples
como una nueva unidad, se engendrardn los ntimeros gim-
ples de segundo 6rden diciendo: una decena 6 diez. dos
decenas 6 veinte, tres decenas 6 treinta, de manera que la
expresion oral y eserita de los niimeros simples de segun-
do érden es como signe:
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diez, veinle, treinta, cuarenta, cincuenta , sesenta,

10, = 20. 30, 40, 50, 60,
selenta, ochenta, noventa.
70, R0, 90.

Habiéndose contado todos los niimeros simples de se-
gundo érden, el siguiente obtenido agregando 4 nueve uni-
dades de segundo 6rden otra tambien de segundo, recibird
un nueyvo nombre, el de centena , ciento & unidad de tercer
orden que se escribe asi, 100, ocupando el lugar de su
orden ; y repitiendo cuanto anteriormente se ha dicho res-
pecto al segundo orden, se tendrd la expresién oral y es-
crita de los nimeros simples de tercer Grden.

ciento, doscientos, trescientos, cuatrocientos , quinientos ,

100, 200, 300, 400, 500,
seiscientos..... , novecientos.
600, 900.

Nueve unidades de tercer 6rden con una del mismo
forman la wnidad de cuarto drden, que se llama mil 6 mi-
lar y se eseribe asi: 1,000, siendo la expresion de los nii-
meros simples de cuarto érden, la siguiente:

mil, doswil, tresmil, ewalromil....., nuevemil,
1000, 2000, 3000 4000 9000.

De igual manera se formardn y expresaran los nime-
ros simples de quinto y sexto 6rden que se llaman .dece-
nas de millar y centenas de millar, pasindose 4 la genera-
cion dela unidad de séptimo 6rden que se llama millon y
las siguientes: decena de millon, centena de millon, millar
de millon, ete., hasta llegar al millon de millon que se
HNama illon , y asi sucesivamente.

e
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La agregacion sucesiva de la unidad hace pasar de
un niimero elemental de decenas al siguiente por el inter-
medio de nueve mimeros consecutivos. Asf se tiene:

diez , diez y wno, diezy dos, diez y tres....., diex y nueve,
10, 11, 12, 13, 19,

debi¢ndose observar que en vez de diez y uno, diez y dos,
diez y tres, diez y cuatro, diez y cineo, se dice por breve-
dad: once, doce, trece, catorce, guince,

veinle, veintiuno, veintidos, veinlitres....., veinlinueve
20, 21, 22, 23, 29,

aoventa, novenie y uno, nwoventny dos, noventay tres,
90, 91, 92, 93,
noventa y nueve,
99 ;

formados y expresados todos los mimeros consecutivos be
hasta ciento, serd ficil formar y expresar los comprendidos
entre cada dos mimeros simples de centenas, y se tendri: .

ciento, ¢iento wno, cienlo dos, ciento tres,

100, 101, 102, 103,
ciento noventa y nueve ,
199,
doscientos, doscientos uno, doscientos dos , doscientos tres,
200, 201 202 203,
doscientos noventa y nueve,
299,
................................ !
novecientos, novecientos uno, novecienlos dos, i
900, 901, 902,
novecientos 1res....., novecientos novenla y nueve,

903 999,
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Formados y expresados todos los nimeros consecuti-
vos hasta mil , podrén formarse y expresarse los niimeros
comprendidos entre cada dos nimeros consecutivos de mi-
llares y lo mismo se dird del millon, billon, ete.

Este andlisis nos lleva 4 enunciar como consecuencia
inmediata lasiguiente

Regla.—Para enunciar 6 escribir un nmero conm-
puesto cualquiera, se enuncian 6 escriben sucesivamente las
palabras 6 guarismos que expresan los nimeros stmples de
las unidades de sws diversos drdenes ; si fullan unidades de
algun drden , se expresard el lugar de dste con un cero.

Ejemplos : Bl mimero 3749, se lee: tres mil setecientos
cuarenta y nueve, el 504 se lee: quinientos cuatro.

Observacion.—Si en vez de emplear nueve signos 6
diez, contando el cero, y la ley décupla de subordinacion
entre lasunidades de los 6rdenes consecutivos, se hubiera
empleado otro nimero de signos y su ley correspondiente,
ol sisterna se habria lamado dinario 6 lernario, 6 cuater-
nario ete., segun el niimero decifras empleadas, y bastaria
repetir lo anteriormente dicho con alguna ligera modifica-
cion de palabras.

Ejemplo: En el sistema cuaternario el numero 3221
expresa unidades de distintos 6rdenes, cadauna de las cua-
les contiene cuatro del inmediato inferior.

CAPITULO ITL

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

§ 1.0—Adicion.

91. Definiciones.—SUMA 6 ADICION £8 UG operacion
que tiene por objeto reunir las unidades de varios mimeros
en uno solo. Los mimeros que se swman $¢ llaman SUMAN-
pos ¥ el resultado suma. La operacion se indica con el sig-
no - que se escribe entre los sumandos y se lee nds.
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La suma es una generalizacion de la numeracion y en-
gendra los nimeros por medio de pluralidades 6 conjuntos
de unidades 6 nimeros formados ya por la numeracion,
y se efectia agregando al primer sumando sucesivamente
las unidades del segundo, al resultado sucesivamente las
unidades del tercero, y asf se contintia hasta agregar las
unidades del tltinio.

La suma posee, pues, las propiedades siguientes:

22. WPropiedad asociativa.—/na suma no allera
enalquiera que sea el modo de agrupacion de los sumandos
sin allerar su drden. Sea, en efecto, la suma 3+-b-}-2-4-4.

Considerando los tres primeros sumandos, se tendra

3+b+2=(3+45)4+2=34-(b+42),
pues agregar b al 3 y al resultado 2 es pasar, 4 partir del
3, b lugares en la escala de la pluralidad , y 4 partir del
resultado, 2 Iugares més. Para llegar, por consiguiente, 4
la pluralidad tofal 6 suma faltardn al 3 5 lugares mds que
al 345, como indica la relacion anterior.

Dicha relacion se convertird en la siguiente, para 4
lugares més en la escala de la pluralidad :

B4b+244=(34542) 4 4= (345) | (244)=
=3+ (5+2+4)=34(5+2) 44,

expresion que extendida 4 cualquier niimero de sumandos
puede traducirse en el enunciado siguiente:

Todo sumando, agregado Todo sumando avmentado
0 quitado al PRINCIPIO DE UN ¢ disminwido al ¥IN DE UN
GRUPO , disminuird d aumen- GRUPO , disminuird ¢ auinen-
tard el mimero de sus uni- tard el wimero de sus uwnida-
dades AL CONJUNTO DEGRUPOS  des @l CONJUNTO DE GRUPOS
ANTERIORES , p@rG gue o su- POSTERIORES, pai que la si-
e sea consianie, ma seq conslante.
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La propiedad asociativa puede expresarse tambien en
el siguiente

Teorema.— S5 en una suma que no altera , uno de los
sumandos aumenta ¢ disminuye, el conjunto de los demds
ha de disminuir 6 aumentar en el mismo nibmero de unidades.

23. Eropiedad conmutativa.— Jng sumano allera

cunlguiera que sea el drden de los sumandos.

S1 se trata de dos sumandos , se tiene evidentemente,
por ejemplo,

34+5=51}3
pues, en virtud de la propiedad asociativa
34+5=3+4(2+3)=(3+2)+3=5+3,

porque si el mayor sumando que forma un grupo se con-
vierte en el menor que forma el otro grupo, disminuyendo;
el menor sumando se ha de convertir en el mayor anmen-
tando lo que éste disminuyera.

Tambien puede decirse que al mismo grado de la plu-
ralidad se‘llega contando la série de unidades

(114 1)+ (114 14141)

principiando por la derecha que por la izquierda, y el teo-
rema queda demostrado mds sencillamente,

Sea ahora la suma 2+4-34-44-5. Se tiene, en virtud
de lo que se acaba de decir, y de la propiedad asociativa

2434-44-5=(243) +(44-5)=(243)+ (5+4)=
=(2+4-34-5)+4=[(24-3)4-5 | -4=[6-+(2+3) | +-4=
=(D+-2-3)-+4=5-+2-4+34-4.
De manera que el sumando 5 y cualquiera, por consi-
guiente, puede ocupar un lugar cualquiera.
in estas propiedades de la suma se funda la siguiente
Regla.—Pura sumar nimeros de varias cifras, se sy-
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man todas las cifras de cada uno de los drdenes diversos,
principiando por las de drden inferior, y se escriben las
unidades agregando las unidades de drden superior sobran-
tes & la suma de las de drden inmediato. Los nimeros di-
gitos , que son los sumandos de cada drden , se suman de
MeMoria.
Zjemplos : 1.0 Sumar, en el sistema decimal, 4328, 6549
y 3268.
4328
6549
3268
14145
Para efectuar la operacion, se procede diciendo: 8 y 9
son 17, 17y 8 son 25, escribo cinco unidades. y sobran 2
decenas: 2 y 2,son 4; 4 y 6 son 10, ete. .
2.0 Sumar, en el sistema de base 7, los mimeros 4654,
3256 y 6265
4654
3266
6265
20641

Teniendo presente que cada unidad de un érden con-
tiene 7 del inmediato inferior, se dird: 4 y 6 son 10 (1); 10
y D son 15, es deeir, 2 sietes 6 unidades de segundo 6rden
y una unidad de primero que se eseribe; 2 que sobran y b
son7, 7T ybson 12, 12 y 6 son 18, es decir, dos sietes de
segundo drden 6 dos unidades de tercero y cuatro de se-
gundo, etc.

24, Definicion.—PrUEBA de una operacion es ofra

(1) El gistema decimal, que es el adoptado, sirve de base para
contar en cualguier sistema,

-—
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operacion gue seefectia para cerciorarse de la exactitud de
la primera.—En la adicion se reduce 4 efectuarla inversa-
mente, es decir, deabajo 4 arriba, 6 en otro 6rden cualquie-

i, .-lbl'ﬂpl{‘r que no se Olnlt{l ni I'Bp]tﬂv 1111]0'111_1 sumando

§ 2.0—Sustraccion,

25. Definiciones.—RESTA § SUSTRACCION €8 Ung 0pé-
racion que tiene por objeto hallar la diferencia que existe
entre dos mibmeros. Bl wimero que se resta se llama sus-
TRAENDO, aguél del cual se restq MINUENDO y el resultado,
RESTO, EXCESO ¢ DIFERENCIA. La operacion se indica con el
signo —que se lee menos.

La sustraccion es un modo de generacion de los ni-
meros andlogo 4 la suma, pero en sentido inverso, pues
se propone engendrar numeros inferiores al minuendo en
virtud de la oposicion de la afeccion de las unidades del
sustraendo, respecto 4 las del minuendo, que puede enun-
ciarse en el siguiente:

26. Principio fundamental.—Ceda wnidad del
minuendo ¢ sustraendo tiene una afeccion contraria & ceda
unidad del sustraendo 6 minuendo, es decir, cada unidad
de uno de los datos tiende & disminuiv en s valor al otro.

Desarrollos de este principio son las propiedades si-
guientes :

27. Propiedad asociativa del sastraendo.— {na
diferencia no allera, cualguiera que sea el modo de agru-
pacion de las sustracciones entre las partes del minuendo
y las partes del sustraendo, sin alterar el drden de unas
y otras. En efecto, evidentemente se tiene

R ) om e ot e s —4)—
'.2:“’0 —5 42

pues, si una parte del sustraendo se resta del minuendo,

eso menos faltara que restarle para obiener el resto,
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Estas relaciones pueden expresarse diciendo que: si
anmenta 0 disminuye uno de los datos de la sustraccion ha
de aumentar 6 disminuir en el mismo wihmero ¢l otro para
que el resto no altere, segun se observa pasando de un
miembro al siguiente 6 de éste 4 aquél.

Corolarios.— % al minuendo se auments ¢ disminuye
en un mumero , el resio aumenta ¢ disminuye en el mismo.
Si al sustraendo se aumenta ¢ disminuye en un nimero, el
resto disminuye ¢ awmenta en el mismo.

FPropiedad asociativa del minuendo.— [l prin-
cipio fundamental permite tambien descomponer el mi-
nuendo en tantas partes como tiene el sustraendo, respecti-
vamente mayores 4 las de éste, pudiendo haber algunas
iguales y restarlas, resultando, por gjemplo:

20—(3+44-2)=(54+7+48)—(34+442)=
=(5—8)+(T—4)+ (8—2)

relacion que puede expresarse en el siguiente

Teorema.—Lq diferencia de dos nimeros es wqual d
la suma de las diferencias entre las diversas partes del
sustraendo ¢ igual mimero de partes del minuendo, 1o me-
nores ninguna de dstas & aguéllas que les son COrvrespon-
dientes.

Bjemplo : 87T4—543=(800--704-4)—(500--40-+3)—
=(800—500)4-(70—40)+-(4—3).

Podrd, pues, de igual manera, enunciarse, como equi-
ralente, la siguiente

Regla.—Para restar wimeros enleros, se restan las
unidades de los diferentes drdencs del sustraendo de las
correspondientes del minuendo ,(principiando por las de
drden inferior con objeto de que, i en alguna sustraceion
parcial el sustraendo es mayor gue el minuendo, se agre-
Juen a éste diez wnidades de su drden , 6 en general, para

— e

e ——
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cualguier sistema de nwmeracion , tantas unidades como
contiene las de wn drden superior @ la del inferior inme-
diato, y dicha unidad se suprimird al minvendo parcial
siguiente J se aumentard ¢ su sustraendo , pare gue el
resto no altere. La diferencia de dos mimeros digitos debe
saberse de memoria.

Ljemplos :
8974 6473
5632 (sistema decimal) 432 (sistema de base 8).
3342 2235

En el primero sedird: de2 4 4,2; de 347, 4, ete. En
el segundo, de 6 4 3 no puede ser, pero afiadiendo 8 uni-
dades que tiene una de segundo 6rden son 11, menos 6
sond,de346d6dedd Tvan 3, ete.

27. EPrueba.—Para que lao sustraccion esté bien
hecha , el sustraendo, swmado con el resto, ha de dar el
minuendo.

& 8.»—Multiplicacion.

28. Definiciones.—MULTIPLICAR %7 aumero entero
por otro es hacer lanlas veces mayor el primero como wni-
dades tiene el sequndo , 6 formar un lercer wimero con el
multiplicando de igual manera que el multiplicador lo estd
con la wnidad. Bl nidmero gue se multiplica se llame MUL-
TIPLICANDO, aquél por el cual semwltiplice, MULTIPLICADOR,
y el resullado PrRODUCTO.

La multiplicacion se expresa con el signo >< 6 . que
se escribe entre el multiplicando y multiplicador y se lee
multiplicado por.

El multiplicando y el multiplicador se llaman faclores
del producto.

29. Segun la definicion , multiplicar 7 por 5 es formar
el producto con 7 como el b resulta formado con la unidad,
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De manera que si

5=1+41+1-+1-+1, el producto es=T-+4T74- 7471 7=35.

La multiplicacion de nimeros enteros es, pues, el caso
de la suma en que los sumandos son iguales, y engendra
los numeros por agregaciones sucesivas de una misma
pluralidad 6 multiplicando, como la numeracion, los en-
gendra por la agregacion de unidades. Es un procedi-
miento méds rapido de generacion.

30. Wropiedades.—La multiplicacion posce las pro-
piedades siguientes:

12 Bl producto de cero por cm?gme? atmero ¢ de cual-
qUier WUMero por cero es ¢ero.

2.8  PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.— L producto de un niimero
por otro (1) es igual & la suma de los productos de cada su-
mando o parte del multiplicondo por cada uno de los S
mandos dos 6 partes del muwltiplicador.

En efecto, siendo, por ejemplo,

1914141 114 14 14-1=(1 - 1)4-
A I DI 1+H-1)=2 443

andlogamente se tendrd

89 =8+-81-84-8184-84-81-848 — (848)+
T(8+4-8-4-84-8)4-(8-+-8-8)=8.24-8.4-1-8. 3.

es decir, que L
8x(2+4+3)=
Siendo, & su vez, por ejemplo, 8=1-+4--3, e tendra |

B.2=(1+4+44-8)5<2=(14 44-3)+(1+4-44-3)—
=14144+44343=1.214.213.2,

8.248.418.3,

(1) Seentiende, que en esta primera parte, sélo se trata de
numeros enteros,
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y continuando asf, resultara

(1444 8)5<(2+-54-6)=(1-4-4--8)><2(14-4+4-3)><5-+
4 (14-4+438)x<6=1.244.2+3.2+41.5+4.5+3.51
+1.6-44.64-3.6.

De la propiedad distributiva resulta como corolario la
siguiente )

Regla.—Para multiplicar wn wimero de varias cifras
por otro de una sola , basta mulliplicar sucesivausente las
unidades de cada drden del multiplicando por la cifra del
multiplicador, principiando por las de érden inferior, y
se suman los productos parciales, para lo cual basta escri-
bir las unidades simples de cada uno de éstos , reservando
las unidades de drdenes superiores para agregarias @ la
multiplicacion parcial siguiente. Los productos de los nii-
meros digitos deben saberse de memoria.

Ejemplo: Multiplicar 8569 por 7
' 8569
>

59983

Para efectuar dicha multiplicacion, se dice: 9 por 7
son 63, escribo 3 y llevo 6; 6 por 7son 42y 6,48, eseri-
bo 8 y van 4, ete. En efecto

85695<7 =  8000-1-500+-60--9)><7=8000. 74500.74-
160.7-+9.7,

y el producto de 8 millares por 7 es 56 millares, asi como
el de b centenas por 7 es 3D centenas, ete., es decir, que:
el producto de una cifra seguida de ceros por una Cifra
serd el producto de dickas cifras seguido de tantos ceros
como siguen & la del multiplicando.
Definicion.—Producto de varios factores es el resule
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tado que se obtiene multiplicando el primero por el sequndo
el producto obtenido por el tercero, y asi sucesivamente.
3.2  PROPIEDAD CONMUTATIVA.— {/n producto de varios r|
Tactores no allera, cualyuicra que sea el drden de la colo-
cacion de €stos.
Sea el producto de dos factores 4><3; se tiene

¥

4=1+141+41 y multiplicando por 3, 4 ><3=
=343+3-13=38x4

Sea ahora el producto 5.7.3.4.2.6 de varios factores. |
Vamos 4 demostrar que un factor cualquiera, el 4 por !
ejemplo, puede permutarse con el que le precede 6 con el
que le sigue, sin alterar el producto. En efecto, siendo 3
el factor que le precede, se tietie !

5.7.83=5.71b5.745.7 BT
¥y, multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 4, l?

5.7.3.4=5.7.44-5,7.445.7.4=5.7.4.3: ‘
multiplicando, en fin, por los factores que siguen, resultarg,
5.7.3.4.2=5.7.4.3.2,5.7.3.4.2.6=5.7.4.3.2.6.

Se permutard el 4 con el factor que. le sigue, eseri-

biendo
5.7.3.4=b.7.34-5.7.8345.7.34+5.7.3
¥, multiplicando por 2,

5.7 8:4.2=5.7.8,24-5.7.8.24-5.7.3,2415.7.8.9—
e

¥, en fin, '

D.7:.3.4.2.6=5.7.3.2.4_86.

Cualquier factor, pues, por una série de permutacio-
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nes con el que le precede 6 el que le sigue, podrd colocarse
en el lugar (ue se desee.

4.* - PROPIEDAD ASOCIATIVA.—Si wuno de los fuctores de
un producto se multiplica por wn nimero, el producto que-
dard multiplicado por el mismo.

Un producto de varios factores no allera, aungue se
sustituyan varios de estos por su producto , & aungue alguno
de ellos se descomponga en sus faclores.

Un producto de varios productos no altera, aunque los
Tactores de unos pasen d los ofros 6 formen nuevos factores.

En efecto: 1.° Para multiplicar 2.7.5 por 3, basta
multiplicar por 3 cualquiera de sus factores, es decir, que

o

s D3=06.7T.b=2.21 5—2 .7.15

pues

2.0 Se tiene

:-3..-3.7.4.2:g.4]><:—;f'

:Irl_') .3
\

4316, 2=0"7, 2. b 4=

>=<5H .4,

= =1

3.° Se tiene, i11\'0r.~'_4£1111@11te, que
6.5><(5.4.2)><9=(3.4.2)><6.5.9=3.4.2.6.5.9.
4.0 (2.3.4)<(5.7)<(8.6)=2.3.4<(5.7)>(8.6)=
=(5.7)>(2.8.4)<(8.6)=5.7.2.3.4><(8.6)=(8.6)x<
>(5.7.2.3.4)=8.6.5.7.2.3.4.

Observacion.—E]l mecanismo de las demostraciones
anteriores se reduce & hacer pasar al primer lugar el pro-
ducto que se va 4@ descomponer 6 los factores que se van
4 convertir en un producto.

Coreolarios.—1.0 Pora multiplicar wn wimero por un
producto indicads, basta multiplicarlo sucesivamente por
cada uno de los faclores.
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Ejemplo: 9<(2.3.4)=9.2.3.4, pues, 9><(2.3.4)=
=(2.3.4.)x9, ete.

2.0 Paramultiplicar dos cifras significativas sequidas
de ceros, se multiplican dichas cifras, y al producto se le
anaden tantos ceros como hay en ¢l multiplicando y multi-
plicador.

En efecto
8000><700=8,1000><17.100=8.,7,1000.100=
8.7.10000=56 centenas de millar.

En las propiedades distributiva , asociativa y conmu-
tativa se funda la signiente

Regla general.—Para multiplicar dos nimeros de
varias cifras, coldquese el multiplicador debajo del multi-
plicando ; multipliquese todo el multiplicando por cada cifra
del mulliplicador , principiande por las de drden inferior,
de manera que se haran tantas multiplicaciones parciales
como cifras haya en éste . y se escribird cada producto par-
cial de manera que sus unidades se hallen debajo de lo cifra
del multiplicador que las ka producido, para efectuar en
sequida lo suma de todos ellos.

En efecto

8749><358 = 8749><( 3004-50+48) =
—8749 . 3008749 50}-ete. ,

y se tendrd

8749
><3b8
69992

43745
26247

3132142

—— e —
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diciéndose: 8 por 9 son 72, escribo 2 y llevo 7; 4 por 8
son 32 y 7, 39, ete.
Ejemplo 2.0: Multiplicar, en el sistema de base 7, los
nimeros H46 y b4,
546
><H4

3153
4032

43503
Se dird: 6 por 4 son 24=3.743 6 3 unidades de se-
gundo érden y 3 de primero, que se escriben; 4 por 4
son 16,y 3, 19=2.74-5 62 unidades de tercer érden y 2

de segundo que se escriben, ete.
31. Wrueba.— Para probar siuna multiplicacion estd
bien hecha, tomese el multiplicando por multiplicador y éste
por agudl, y el nuevo producto ha de ser igual al primero.

§ 4.o—Division.

32. Definiciones.—Dividir un nibmero por otro taim-
bien entero, es hallar las veces 6 el wmayor nimero de veces
que el dividendo contiene al divisor. £l wibmero que se di-
vide se llama DIVIDENDO, aquél por el cual se divide, pi1vi-
sor y el resultade cocienta, St el dividendo contiene exacta-
mente al divisor, lo division ¢S EXACTA € INEXACTA én el
caso conirario,

La division se indica con el signo: que se escribe
entre el dividendo y el divisor, y se lee dévidido por.

Segun la definicion, dividir, por ejemplo, 20 por 4 es
averiguar las veces que el divisor se puede quitar 6 restar
del dividendo. Asi
20—4=16; 16—4=12; 12—4=8; 8 —4=4; 4—4=0,

Sean 23: 6, se tendra

25—6=17; 17—6=11; 11—6=5.
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En el primer caso el cociente es 6, en el segundo es 3
y sobran 5 unidades: de esto resulia que: K la division
wnexacte el cocienle, yue se llama cooTENTE ENTERO, #ndica
el mayor mimero de veces que el divisor estd contenido en el
dividendo. La diferencia entre el dividendo y el producto
del divisor por el cociente entero se llama residuo. Fsta es 1a

Relacion fandamental.—Dividendo=divisors<co-
ciente entero-l-residuo. :

La division de ntmeros enteros puede considerarse
como una sustraccion abreviada, Es una sustraccion su-
cesiva de sustraendos iguales.

33. Propiedad distributiva respecto al dividen-
do.— Ll coclente de unnitimgro por otre es igual d la suma de
los cocientes parcialesde cada parte 6 sumando del dividendo
portodo el divisor, mds el cociente de le suma de los restos.

En efecto, el divisor estard contenido en el dividendo
tantas veces como agrupaciones iguales al divisor puedan
formarse con las unidades contenidas en el dividendo. Asi

8756 :'4 =8000:44-700 : 44-50 : 446 : 4= 20004175
+-124-14-(24-2) : 4.
Observacion.—or este teorema se ve que la division
no es generalmente distributiva y sélo lo es, tnicamente
respecto al dividendo, cuando cada sumando 6 parte del
dividendo es exactamente divisible por el divisor. En este
cago se verifica la relacion

(a4-b4-ct-d):n=a:ntb:nt-c:n4-d:n

expresando las letras @, 4, ¢, d ntimeros divisibles por el
numero representado por .
34. A la propiedad distributiva se refiere la siguiente
Regla.—Para dividir un wémero de varias cifras por
otro enlero cualguiera, se toman en el dividendo, ¢ contar
desde la izquierda, el menor wimero de cifras suficientes




para formar un mé_m-‘ or d, por lo ménos, igual al
imer dividendo parcial que divi-
dido por el divisor dart tas unidades de drden superior del
cociente; se resta del dividendo el producto de estas unida-
des por el divisor. A la derecha del resto se baja lu cifra
del dividendo que sigue al primer dividendo parcial tomado,
y se formara asi el sequndo dividendo, que dividido por el
divisor dara lo sequnda cifra del cociente, dsta se mulli-
plica por el divisor, y el producto se resta del segundo divi-
dendo parcial. ¥ del mismo modo se continuara hasta hader
dividido el wltimo dividendo parcial que contendrd las wni-
dades del total.

Sea, en efecto, dividir 30759 por 94.

Se dird: 3 decenas de millar divididas por 94 no pue-
den dar decenas de millar en el cociente, ni 30 millares
divididos por 94 pueden dar millares; pero 307 centenas
divididas por 94 pueden dar centenas, que no podrin
llegar 4 diez, pues entonces habria millares en el cociente
contra lo que acaba de verse. Multiplicando el 94 sucesi-
ramente por 1, 2, 3, ete., se ve que el mayor niimero de
veces que puede restarse el divisor del dividendo parcial
es 3 centenas y sobran 25 centenas que con las 5 decenas
forman el segundo dividendo parcial 2565 decenas, el cual
dividido por 94 dard las decenas del cociente, etc. La
operacién se ejecuta en la forma que sigue:

30759 | 94
282 | 3971
255

188

679
658

21
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Las distribuciones sucesivas hechas entre las partes
del dividendo, se expresan como sigue:

30759=30700-4-59=28200 -} 2550--9=28200--1880-
+4-679=28200-1-1880-- 658421

y 30759 :94=28200:94-}-1880:944-658: 944-21: 94=
=3004-204T7-21: 94.

Observacion.—[En vez de escribirse los productos de
cada cifra del cociente por el divizor para restarlos del di-
videndo parcial correspondiente, pueden hacerse, para
brevedad, simultdneamente ambag operaciones , diciendo
3 por 4 son 12 al 17 van 5, 3 por 9 son 27 y 1, 28 al 30
van 2, etes

Fjemplo : Dividir 3546 por 24, en el sistema de base T:

3546 | 24
66
15

Se dird: dividir 35 unidades de tercer érden por 24 de
primero, en el sistema de base 7, equivale 4 dividir 3.7-}-b=
=veintiseis de tercero por 2. 744=diez y ocho de primaro
en el sistema decimal. El cociente es 1 y el resto ocho, en
el sistema decimal=T7--1=11 en el sistema de base 7.

Dividir 114 por 24 en ¢l sistema de base 7 equivale 4
dividir (741)<7+44=60 por 2.744=18 en el sistema
de base 10, obteniéndose 3 unidades de segundo érden en
el cociente y el resto 6.

En fin, 66;:24;=48,,: 1849, obteniéndose 2 por
cociente y por residuo 12,,—=7-4b=15;, indicindose
con un subindice el sistema en que se halla tomado ecada,
numero.

30. Definicion.— 5% (2 division de un wimero por otro

—-A-T—.—-___
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es exacta 6 no deja residuo, la relacion fundamental (32)
go reduce &

dividendo = divisor >< cociente

¥ entonces se dice que el primero es DIVISIBLE por ¢l sequndo
¢ MULTIPLO de dste que & sy vez se llamae DIVISOR, SUBMUL-
TIPLO 6 PARTE ALfovoTA del primero. También se dird , se-
gun la relacion anterior, que: %z nimero €8 DIVISIBLE por
otro 6 minTIPLO de este otro, cuando es igual al produclo de
multiplicarle por un wimero entero.

86. Ademads de la regla de la division, se deducen de
la propiedad distributiva los siguientes

Corolarios. 1.° Si un wimero divide exactamente ¢
alros varios , divide tambien ¢ su swna , pues siendo , por
hipotesis,

¢ : n—=—nim.0 ent.%, &: 7 =nim.° ent.o, ¢: =
—nim.? ent.9, 4 : #=num.? ent.?,
el primer miembro de la relacion
(a+b+c+d):n=a:n+b:n+c:n+d:n (1)
gerd la suma de varios numeros enteros, 6 un nimero
tambien entero, es decir,
(@464 c+d): n=ntm.° ent.?,

y, por consiguiente, #-4-8--c¢ -4 es divisible por #.
20 8% un witmero divide @ otiro, divide a sus miklliplos,
pues si ¢ :n=num.© ent.o, g6 tendrd

(a4+a4-a-+.....):n=a:04a:n+.....=nim. ent.c

3.0 Si un wmimero divide exactamente @& una swma de
{1) Es conveniente sustituir en los razonamientos los niimeros
por letras que pasan 4 ser simbolos generales de los mismos, es de-
eir, nameros cunalesquiera sometidos 4 las condiciones de los enun-
ciados. Asi so evita el error que resultaria de creer los razonamien-
tos sdlo aplicables & los nimeros que se emplean como ejemplos.
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varios wimeros y & todos ellos menos uno, dividird tambien
al otro , pues si

(e4b+ctd):n,a:n,b:nyc:n
son ntmeros enteros, ¢l sumando restante 4: # ha de ser
{ambien un numero entero.

- En particular: 52 wn niimero divide & una swna de dos
sumandos y @ wno de éstos, divide 2l olro, 6 tambien en
virtud del nim. 27, si un nimero divide al minwendo y al
sustraendo, divide al resto.

4o Si un numero divide al dividendo y al divisor de
une division inevacta, divide al resto, y reciprocamente:
st divide al divisor y ol resio divide al dividendo. Esto so
deduce inmediatamente de los corolarios 1.0 y 3.° aplica-
dos 4 la relacion fundamental (3253

dividendo=— divisor >< cociente—+ residuo.
5.0 De esta relacion se deduce
dividendo >< n = (divisor >< cociente ) >< n 4~ residuo > n

6 dividendo > n==(divisor > n)>< cocienle -+ residuo><n,

en virtud de la propiedad conmutativa y asociativa de la
multiplicacion, es decir que : si el dividendo y divisor de
wna division inexacta se multiplican por wn numero, el
cociente entero no allera y el vesitduo queda multiplicado por
el mismo numero.

6.0 S7el dividendo y divisor de une division ineracta
se dividen por uno de sus divisorescomunes, cuando le tienen,
el residuo queda dividido por el mismo, pues, segun el coro-
lario 2.0 dicho divisor ha de dividir al (diviser > n ) >< ¢o-
ciente, y segun el corolario 4.°tambien al residuo, yse tendri:

(divisor : 1) >< cociente - residuo: n = (divisor <
>< cociente - residuo ) : n =dividendo : n
O dividendo :n—divisor : 1) >< coctente - residuo : 1,

rﬂ'.'_""
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én virtud de la propiedad distributiva de la division que
tiene lugar en este caso, relacion cuyo enunciado es el si-
L guiente: S% se dividen el dividendo y divisor de una divi-
sion inevacta por un mimero , el cociente entero no allera y
y el residuo queda dividido por el mismo.

37. BDivisores comunes.—Cuando el divisor no estd
contenido exactamente en el dividendo, podrd buscarse
si hay algun otro nimero contenido exactamente en los
dos, 6 si tienen algun divisor comun. Entre log diviso-
res comunes & dos ntimeros hay que considerar muy es-
pecialmente el mayor de todos ellos que se llama el mdui-
me comun divisor, y con respecto & éste deberd enun-
ciarse, como caso particular del corolario 4.%, el siguiente

Corolario 9. X/ m. ¢. d. de dos niimeros es igual al
= . ¢. d. del menor y del resto de su division.

Ejemplo: Siendo 68=12.5+4-8; el m. c. d. de 68 y 12
.5 es el mismo que el de 12 y 8.
‘g 38. Del corolario anterior resulta la siguiente
1 Regla.—Para hallar el mazimo comun divisor de dos

numeros se divide el mayor por el menor , éste por el resi-
duo , este primer restduo por el oblenido en la segunde di-
vision , y asi sucesivamente hasta que se legue d una di-
vision exacta. Bl residuo de ésta sera el m. ¢. d. buscado.

Ljemplo: Sea hallar el m. ¢. d, de 250 y 78. La ope-
racion se dispone como sigue:

gt &l TRnleef

250 2
n |
16 | 14 | (2 0
I Despues de dividir 250 por 78, se divide el divizor 78
por el resto 16, pues el m. c. d. de éstos es el mismo que
el de 250 y 78; luégo se divide el 16 por el resto 14, y
L asf sucesivamente; 2 es el m. e. d. buseado,
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39. FPropiedad del maximo comun divisor.—S7
dos mimeros se multiplican 6 dividen por otro, sum. e. d.
queda multiplicalo ¢ dividido por el mismo.

Esta proposicion es una consecuencia de los corola-
1108 5.0 y 6.° y de la regla anterior,

40. Wrueba.-Pura averiguar si una division estd
bien hecha, se multiplica el divisor por el cociente, y este
producto sumado con el resto, que es cero cuando la divi-
sion es exacta, ha de producir el dividendo.

§ bir—Elevacion & potencias.

41. Definiciones.—Elevar un mimero ¢ una poten-
cta es tomarlo sucesivamente varias veces por factor. Bl
miimero que se eleva se llama Basg, el resullado POTENCIA y
el mumero de veces que aquél se toma como faclor, EXPoO-
NENTE. La operacion se indica colocando el exponente 4 la
derecha de la base, un poco mds elevado, asi: 5!, yse lee
cinco elevado & cuatro. Las potencias de segundo y tercer
grado se denominan cuadrado y cubo.

Segun la definicion, la elevacion 4 potencias es una
multiplicacion sucesiva de factores iguales. Asi ¥

P=TxTxTx7xT

42. Wropiedad distribativa.—Zg polencia de cierto
grado de wn producto es igual al producto de las potencias
del mismo grado de cada uno de los factores. En efecto

(5.7.4)3=(5.7.4)3<(5.7.4) (5.7.4)=
5.5.7.7.7.4.4,4=5% 73 48,

=h

43. Desarrolles de potencias de sumas.—Tio-
REMA 1.0 A cuadrado de la suma de dos wimeros es
tyual al cuadrado del primero, mds el duplo del primero
por el segundo , mdas el cuadrado del segundo. En efecto,
se tiene
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(BT P=(0+T)<(5+T)=(+T)<dH(B4-T)<T=
B. J—l—l. 5D THT.7

pero h.b=582 T.B=0.7, T.1=73;
luego (6+T7Rp=5"42.5.T47%

Corolario 1.—F! cuadrado de un nimero compuesto
de decenas y unidades es igual al cuadrado de las decenas
mis el duplo de las decenas por las unidades, mas el cua~
drado de las unidades.

792=704-2.70.9-+

Corolario 2.—La diferencia entre los cuadrados de
dos nilmeros enteros consecutivos es tgual al duplo del menor
mds 1, pues si los nameros son 47 y 48, se tiene

48— AT = (4T 1)2—4T2=4774-2 471 —4T2=2 47} 1,

Corolario B.—La diferencia entre los cuadrados de
dos decenas conseculivas es igual al duplo de la menor por
10, mas el cuadrado de 10.

Ljemplo: 503——-?0'3—Tt)3—|~"1 70, 104+102—=70%=
=2.70.10--10%

Teovema B8.—E7 cubo de la suma de dos nimeros es
sgual al cubo del primero, mas el triplo del cuadrado del
primero por el sequndo, mas el triplo del primero por el
cuadrado del sequndo, més ¢l cubo del segundo. En efecto,
se tiene

5152 s N A

luego (5-7)*=5H*4-3.52.743.58. 747"
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Cerolario Vo—F] cubo de un nvmero que consta de
decenas y unidades es igual al cubo de las decenas , mds el
triplo del cuadrado de las decenas por las unidades , mds
el triplo de decenas por el cuadrado de unidades , mds el
cubo de las unidades.

=(804-6)*=80%--3.802.64-3.80 ., 624-6°,

Corolarie 2.°—Lag diferencia entre los cubos de dos
numeros enteros consecutivos es igual al triplo del cuadra-
do del menor, mds el triplo del menor, més 1, por ejemplo,

73—86°=86%+3.86°4-3,864-1—869=3.862+ 3.86}-1.

Corvolario B."—La diferencia entre los cudos de dos
decenas consecutivas es igual al iriplo del cuadrado de la
menor por 10, mds el triplo de la menor por 100, mds 1000,

Fjemplo : 60°—50°=50"+-3.502.1043.50.102+
+10°—50°=3,502.10-+3.50. 1024108,

Teorema WMN.— Ly cuarta polencia de la suma de dos
mimeros es igual @ la cuarta polencia del primero , mis
cuatro veces la tercera potencia del primero por el sequndo,
mds seis veces la segunda potencia del primero por la segun-
da potencia del segundo, mds cuatro veces el primero por
la lercera polencia del segundo , mds la cuarte potencia del
sequndo. En efecto, se tiene

(B+1)" =(B+-T13< (5+T)= (57 +8.5%.
><5-4-(5°+43.5°.743.5. ’"i—i—’f )><7=:_1‘—f—3.5
J i 2 s H? E

pero 3.5%.7T4-5%.7=4.5%.7, 3.52.72-3.5%. 12—
=6.5.7% 5.7°4-3.5.7'=4,

luego (B4-7)'=b"+44.5%,7--6,5%.724-4.5. T84T,

Corolario.—La cuaria polencia de un .nimero que
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consta de decenas y unidades es igual 4 la cuaria potencia
de las decenas, mas ete. Ast

564 =(50-+ 6)' =50"+4. 50%.6-4-6.50%.6%4-4.50. 63465

Observacion.—Este procedimiento nos conduciria 4
seguir hallando los desarrollos de potencias de cualquier
grado de sumas, no solo de dos sumandos, sino de cual-
quier nimero de estos haciendo para b4T7-4+4-46,
por ejemplo, el desarrollo de la suma de dos sumandos
(54-T-}4)+4 6; despues considerando H-4-7--4 como (54-7)
-4, y asi sucesivamente,

& 6.0 Rafees,

44. Definiciones.—Se /lama RAZ CUADRADA de un
wikmero , otra nmimero que elevado al cuadrado produce el
primero.

Asi, la raiz cuadrada de 36 es 6, porque 62=36.
Los cuadrados de los diez primeros ntmerog, que deben
gaberse de memoria, son:

numeros 18780 4 08, MBS, 9, 10
caadrados 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,

Los primeros son las raices cuadradas de los respecti-
vos de la segunda linea, siendo éstos los inicos NINeros,
entre los cien primeros dela série entera, que tienen raices
exactas, Los demds nimeros sélo tienen lo que se llamaRafz
CUADRADA ENTERA, gue €s la rats evacta del mayor cuadrado
contenido en el mimero dado. Asi, T es la raiz entera de b8
porque 72=49 es el mayor enadrado contenido en 53,

La raiz entera dificre de la verdadera en ménos de una
wnidad , pues, por ejemplo, la raiz de b8 estd comprendida
entre D y 6, raices respectivas de los cuadrados congecu-
tivos 49 y 64, entre los que se halla comprendido el 58.
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Se llama wafz cOsica de wn mimero, otro mimero que
elevado al cubo produce el mimero dado.
Asi, la rafz eiibica de 64 os 4, porque 43—=064,

Los cubos de los diez primeros numeros, que conyiene
saber de memoria son :

mimeros 1, 2, 3, 4 Dy g S ha ety 10,
euhos 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000

Los primeros son las raices enteras de los respectivos
colocados en la segunda linea, siendo éstos los tinicos ni-
meros, entre los mil primeros de la série entera, que tienen
ralces exactas. Los demds s6lo tienen rafz CUBICA ENTERA,
que es o raiz exacta del mayor cubo contenido en ol numero
propuesio.

Asi, 89 no tiene raiz exacta, y la rafz entera es 4.

Se llama Rusiovo la diferencia entre un namero y el
cuadrado de su raiz cuadrada entera 6 el cubo de su ralz
cibica enlera , ete.

La extraccion de rafces se indica con el signo ¢/~
enire cuyas ramas se coloca un ntmero llamado 7-
dice que expresa el grado de la raiz, y debajo de dicho
signo se coloca el nimero de que se va & extraer la raiz.

5 8
Asi V29, V54 expresan respectivamente, la rafz quinta
de 29 y la raiz tercera 6 ciibica de 54. Para la raiz cua-
drada se eseribe el radical sin indice alguno.

45. Regla para extraer Ia raiz cuadrada.—Pgrg
extraer la ratz cuadrada de un nitmero mayor gue 100,
despues de dividirlo con comas en secciones de d dos cifras,
principiando por la devecha: 1.0 Se extrae i raiz cuadrada
exacta o laraiz cuadrada entera de la primera seccion de
la izquierda, y se tendrd ln cifra de drden superior de la
ratz buscada. 2.9 Despues de bajar d ln devecha del resto
la seccion siguiente y de separar las wnidades del nimero
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que resulla , se dividen sus decenas por el duplo de la cifra
kallada , y el cociente serd la segunda ¢ifra 6 un WUMero
mayor que dsta. 3.0 Para averiguarlo, se colocael cociente
4 lu derecha del divisor, y el wikmero asi formado se multi-
plica por dicho cociente ; si €l producto se puede restar del
dividendo unido & la cifra separada, el cociente serd la
segunda cifra de la rais; si no puede restarse, se rebajard
& dicho cociente una unidad, repiticndose la comprobacion
hasta que la sustraccion sea posible. 4.0 A4 la derecha del
resto se bajard la tercera seccion , y sé continuard, como
anteriormente , hasta haber bajado la wltima seceion del
nAUMEro Propuesio.

Demostracion.—Esta se funda en que: Todo ntime-
ro mayor que 100 tiene una raiz cuadrada mayor que 10,
y, por consiguiente compuesta de decenas y unidades, de
manera que dicho nimero consta de/ cuadrado de las de-
cenas de la ratz, mas el duplo de las decenas por las wii-
dades, mas el cuadrado de las unidades, mds el residuo, st
le hay . Bsto sentado , se demuesira cada parte de la regla
como sigue:

1.0 Representando por 4 el nimero de decenas y por %
la cifra de las unidades de la raiz, se tiene (43 cor. 3.0)

[(d4+1)02 —d0*=2.40<10 +-10%
duplo de decenas>< unidades +(unidades)==
—=200><u~+ut=0b < 2d0><94-9?,
pues el mayor niumero posible de unidades es 9;

pero 2d0><10-4-102=>2d0><9 4-92:

luego las centenas que pueden provenir del duplo de dece-
nas por unidades, ete. y hallarse sumadas, en lag centenas
del nimero propuesto, con las que provienen del cuadrado
de decenas de la raiz, no pueden contribuir & hacer variar
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la raiz entera de las centenas; luego extrayendo la rais
cuadrada entera de las centenas, se obtendrin las decenas de
la raiz buscada.

2.° Si se supone determinada la rafz cuadrada entera
de las centenas, 6, segun acaba de verse, las decenas de
la raiz buseada, en virtud del principio arriba sentado;
81 se resta del mimero propuests el cuadrado de las decenas
de la rats , el resto se compondri de las demdbs partes , &
saber: DOBLE PRODUCTO DE DECENAS POR UNIDADES , CUADRA-
DO DE UNIDADES Y RESIDUO DE LA RAZ . es decir,

2d0 < ut+uw2+r,

¥y como 7 puede tener por valor, desde 0, que es su mini-

mo, hasta 2du 6 240 4 2%, que es su méiximo: dicho

resto tendrd alguno de los valores comprendidos

desde 2d0><u--u+0=(2404-u)» hasta 2d0><u-+u-+4
-+ 240} 2u= (RdO~+-2d0+-u+-2)<u

6 dividiendo por 2d0, se tendran las expresiones

2d0--u 2d0+2d0--u--2
- > 1w, e
2d0 2d0

>,

cuyos cocientes enteros son : w, para la primera y mayor
que v para la segunda: luego dividiendo las decenas del
resto por el duplo de las decenas de la ralz , el cociente serd
las unidades ¢ un wimero mayor que éstas. _

3.0 Para determinar o ratz cuadrada entera de lus
centenas , que arriba se supuso determinada, siéstas no
liegan a 100, es decir , si el nimero propuesio no tiene mds
de cuatro cifras , se procederd como en el caso de los nime-
708 menores que 100; si el numero de centenas exeede de
100, se¢ considerard como unidades simples, & las que se
continuard aplicando el razonamiento expuesto hasta llegar
6 un mimero cuyas centenas no lleguen @ contener mds de

=
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dos cifras, es decir, hasta considerar la primera seccion
de la izquierdn del mimero propuesto.

Fjemplo: Sea extraer la raiz cuadrada de 119723.
Segun acaba de verse, la cuestion se reduce desde luégo
& extraer la raiz entera de las centenas 1197, considera-
das como unidadds, y este nuevo problema 4 extraer la
de las 11 contonas . consideradas como unidades, y se dird:
la raiz entera de 11 es 3, primera cifra de la raiz; 3 ele-
vado al cuadrado es 9, de 94 11 van 2, que son decenas
de millar, con 97 centenas son 297 centenas; 29 dividido
por 2.3="6, son 4 de cociente entero; 64>¢4=256 puede
restarse de 297 ; luego 4 es la segunda cifra de la raiz, ete.

La operacion se ejecuta en la forma siguiente:

V11,9713 | 340
9

29.7 6 64

25 6 4 4

256
411,83 | 68 626 G3D
3425 "6 5 6 B
G838 4116 3425

El analisis de esta operacion puede hacerse coma sigue:

119713 =345?-1-698=3402-2.340 . 54-H>4-688
3402=115600 i
9.340.5= 3400  {yg-1g_ (110600 (3400

H=— 25 {+4123=] 25
688— 688 | 688

por el cual se vé que en las 411 decenas del resto 4113,
ademds de 2.840.5=3400 ¢ 340 decenas que provienen
del duplo de decenas por las unidades, hay 68 decenas
solamente del residuo , que influyen para que el cociente
sea 6 en vez de b, que son lag verdaderas unidades.
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46. Megla para extraer la raiz cublea. Py
ewtraer la raiz cibica de un nmimero mayor gue 1000, despues
de dividirlo con comas en secciones de @ tres cifras, princi-
piando por ln derecha: 1.0 Se extrae laraiz cibica exacta
d la raizcibica entera de la primera seceion de la izquierda,
Yy se lendrd la cifre de drden superior de la rais buscada:
2.9 Despues de bajar a lo derecha del resto la seccion si-
guiente , yde separar las dos primeras cifras de la derecha
del nmikmero que resulta, se dividen sus centenas por el triplo
del cuadrado de la ¢ifra hallada, y el cociente serd la se-
gunda cifra d un ndmero mayor que ésta. 3.9 Para averi-
guarlo, se forman aparte el triplo del cuadrado de la prime-
ra cifra pordicho cociente, el triplo de la primera cifra por
el cuadrado del cociente yeleubo del cociente, Y considerando
la primera parte como centenas | la segunda como decenas y la
tereera como unidades, se sumardn. St la suma puede restarse
del dividendo wnido d las dos cifras que se separaron, dicho
cociente serd la sequnda cifra de o rais; st no puede res-
tarse, se volverd a hacer lu comprobacion , rebajando al co-
ciente en ung wnidad, hasta que la sustraccion sea posible,
en cuyo caso se habrd hallado ln segunda cifra de la raiz.
Y asi se continuardg para hallar la tercera, ete.

Demostracion.—Esiase funda en que: Todo niimero
mayor que 1000tiene una raiz eibica mayor que 10, y,
por consiguiente, compuesta de decenas y unidades, de
manera que dicho niimero consta del cudo de las decenas
de lu raiz, mds el triplo del euadrado de las decenas por
las unidades , mdas el triplo de las decenas por el cuadrado
de lus uwnidades , mds el cubo de las unidades. mas ¢l resi-
duo , si le hay. Esto sentado, se demuestra cada parte de
la regla como sigue:

1.°  Representando por 4 el niunero de decenas y por
% la cifra de las unidades de la raiz, se tiene

[(@4-1 J0]P—d0*°=3d0*< 103 .d0 . 1024107,

~ &=
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tiplo del cuadrads de decenas><unidades--ete.=3d0%. u+-
-840 .2 +ub= 6 <3d0%.943d0.924-9%,

pues la mayor cifra posible de las unidades es 9;
pero  340%.104-3.40.10*4-10°>340%.94-3.40 . 9*+-9*

luego los millares que pueden provenir del triplo del cua-
drado de las decenas por las unidades, mds ete. y hallarse
sumadas, en los millares del nimero propuesto, con las
que provienen del cubo de las decenas de la raiz, no
pueden contribuir & hacer variar la raiz entera de los
millares; luego extrayendo la raiz cibica entera de los mi-
lares, se oblendrdn las decenas de la raiz buscada.

2.0 Si se supone determinada la raiz ctbica entera de
los millares, 6, segun acaba de verse, las decenas de la
raiz buseada; en virtud del prineipio arriba sentado: sé se
resta del niimero propuesto el cubo de las decenas de la
raiz, el resto se compondrd de las demads partes, & saber:
TRIPLO DEL CUADRADO DE LAS DECENAS POR LAS UNIDADES , efc.
es decir,

3.d0*.u4-3d0.v*+ w7,

y como’r puede tener por valor, desde 0, que es su minimo,

hasta 3du*+-3du=3( d0*+2d0-+%* )+340-+3u, que es su

méximo; dicho resto fendrd alguno de los valores com-

prendidos

desde 3d0%.u+3.40.%2-u® hasta 3d02.w4-340.%>+

~u2 3402 4-3 . 2d 0 3u*+-340-4-Bu,

6, dividiendo por 340% se tendrin las expresiones

30074840 .ut-12  340%.4-3d0 .12 4124300 |-etc.

3402 3402

cuyos cocientes enteros son, # para la primera y mayor
que % para la segunda; luego dividiendo las centenas del
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resto por el triplo del enadrado de las decenas de la raiz,
el cociente serd las unidades d un mikmero mayor que éstas.

3.0  Para determinar la raiz ciubica enlera de los mi-
lares , que arriba se supuso determinada, si dstos no {le-
gan 4 1000, es decir, si el miimero propuesto no tiene mas
de seis cifras, se procederd como en el caso de los mimeros
menores que 1000, si el mibmero de millares excede de 1000,
se considerard como unidades simples ¢ las que se conti-
nuard aplicando el razonamiento expuesto haste legar d
wn nimero cuyos millares no lleguen @ conlener mds de tres
¢cifras, es decir, hasta considerar lo primera seccion de la
izquierda del nimero propuesto.

Ejemplo: Sea extraer la raiz cibica de 195104, segun
acaba de verse, la cuestion se reduce desde luego 4 ex-
traer la rafz entera de log millares 195, considerados como
unidades absolutas, que es 5. Elev amlrn 5 al cubo resul-
ta 125 que restado de 195 da 70. Bajando el siguiente
periodo, resulta 70104, Dividiendo las 701 centenas por

3.52=7H se obtendrd 9 por cociente entero, que resultard

ser mayor que la cifra buseada , practicando la compro-
bacion indicada en la regla.
La operacion se ejecuta en la forma signiente:

/195104 | 57

S B3 |
701,04 ‘_73 35029 67500 35027 52500
60195 |9 8.7 55000 12150 35077 7350
99 11 93 723 7 343

60193

——
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i 47. Definictones.—[/n nimero es PRIMO, SIMPLE ¢
ELEMBNTAL cuando wo es divisible por ningun nilmero infe-
N rior al misimo, exceplo la wnidad , que es el divisor d ele-

mento comun de todos los mimeros abstractos. En este caso

tambien se dice que el ntimero _es PRIMO ABSOLUTO. TR wti-
i mero s CoMPUESTO cuando es divisible por alyuno de los
wbmeros inferiores al mismo, distinto de lo tnidad.

Ljemplo: T, que no es divigible por 6,5,4, ete., es un
nimero. primo: 8, divisible por 4 y 2, es compuesto.

Dos ¢ varios nibmeros Son PRIMOS ENTRE sf ¢ PRIMOS
RELATIVOS, cuando sw mdazimo comun divisor es 1.

Virios nitmeros son primos relativos 24 2,3 43....nan,
cuando . considerados de 2en 2, de 3en 3, etc., su mdzimo
» comun divisor es 1.

' Los ntmeros primos 2 4 2, lo son tambien 34 3,
4 4 4, efe.; los primios 8 4 3, loson 4 4 4, efe.

Varios wihmeros son equimiltiplos, cuando admiten algun

divisor comun mayor que 1.

&
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Lntre los mibltiplos comunes de varios nimeros se con-
sidera’ especialmente su MINIMO COMUN MULTIPLO, d Seq el
menor de todos ellos, asi como enlie los divisores comunes
¢/ MAXIMO COMUN DIVISOR..

Forma de un nidmero, es la expresion que indica su
modo de generacion. Este se reduce siempre’d una . combi-
nacion de operaciones fundamentales.

Fjemplos : 3a+2, a.b.¢, son dos formas numéricas.

48, @bservacion.—La teorfa de los niimeros, consi-
derados como factores 0 productos, se reduce al estudio
de los elementos 6 factores primos comunes 6 propios que
' entran en su constitucion 6 generacion. Lo comun es como
un nueleo comun de la genera¢ion de” varios nimeros
gonsiderados simulténeamente, lo propio es lo distinto de
cada uno econ respecto 4 los demds, lo que caracteriza 4
cada uno ¢ constituye su naturaleza propia.

49, Expresiones simbolicas de los razena-
mientes.—Conviniendo, para la claridad y comprension
sintética de los razonamienfos matematicos, el empleo del
menor nimero posible de palabras, ¢ sustituir al lenguaje
ordinario la forma schemdtica, es decir, simbdlica, que
brevemente condensa, 6 reduce 4 lo esencial los ra-
zonamientod, emplearemos las siguientes notaciomes abre-

viadas:
LA EXPRESION. LEASE.
mm.nmyn...,.. miliplodemn, dem.n,demya

L Mooonn Vee.esi. 1o esigual 4 miltiplo de m

m MmN MY n...... divisordewm, dem.n,demyn

A T «.v.e. Do es igual 4 divisor de m
D el s “+.. mixime comun divisor dee, &y o
M(g,by¢)........ minimocomun multiplodeg,dyc
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D(a,b, c)}'l ..... divisor comundes,bye;a,bye

son equimultiplos.

Da, d,ey=1..... multiplo comun de ¢,"d ye; a, by e

son primos relativos.
(B ) o ahe e o siorin s cociente entero de a: 6.
R e s o ate s 1.2.83.4.5..... n.

Ademds de estas expresiones abreviadas se emplean
los signos L, >, << que s¢ leen respectivamente: n¢ €5
igual, no es mayor., no es MENoT. Otros hay tambien que
ge darén d conocer en su respectivo lugar.

Observacion.—In la exposicion de la teoria de los
ntimeros emplearemosalternativamente, segun convenga,
el lenguaje ordinario y el razonamiento simbélico. que
Namaremos schemdtico & sintético.

CAPITULO 1L

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE NUMEROS PRIMOS

50. "Weovema.—Si un wiimero primo absoluto no di-
vide & otro; los dos son primos relativos , pues no tenien-
do el wltimo por divisor al primero, no tendrd ya con €l
mas factor comun que la unidad.

Demostracion schematioa.

n=7p : .
ﬁzgzda’esas V 2 L n; (tesis) D (nyp)=1.
E]. :p

Corolario.—Los mimeros primos absolutos son primos
relativos 2 4 2, y por consigniente, 3 &3 ete., pues nin-
guno de dichos niimeros divide 4 ninguno de los demids.

5l.  SRegla para la obtencion de los nameros
primos.—Para obtener todos los mikmeros primos, hasta
cierto limite, escribanse todos los nimeros hasta diclko
onite; @ partir del 2 viayanse tachando los mimeros gque
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distan entre si-dos lugares: & partir del primer nimero
no tachado, 3, vdyanse tackando los witmeros gue distan
entre si treslugares; a partir del primer wimero no lacha-
do, B, wdyanse tuchando los wibimeros que disten entre si
cincd lugares ete. Los nimeros gue resullén sin lochar
Serdn tabmeros primos absolilos, y compuestos los tachados.
Demostracion.—Los nimeros tachados serdn, res-
pectivamente : .

24224242, 2,843, 848430 63,
b- |— b -1—.1—4—:3 ...... 65 (36 cor. 1.0)

y los no tachados serin de las formas siguientes:
21, 3% 312 541, b+4-2, b3, b4, ete.,

es decir, “los que no son multiplos de 2, ni de 3, wi
de b, ete. (contrario de 36, cor. 3.°)

Luego los primeros son todos los compuestos, y los
segundos todos los primos.

Aplicando la regla 4 los nidmeros comyprendidos én-
tre 1 y 40, se tiene:

(=]

1 2.3 4 & 6 9 8 9 10

i1 12 43 14 15 16 47 18 49 2(

21 22 23 24 25 26 27 23 29 30

31 32 33 34 35 36 39 38 39 40

Ohservacion.—Los niimeros de caractéres gruiesos
representan los no tachados.

52. Hegla para averiguar si un namere es
prime.—Dividase el wmimero dado , sucesivamente, por los
numeros primos 2, 3, 5, ete. Si se llegw, sin oblener co
eiente exacto, & una division en gue el cociente enlgro sea
menor que el divisor lomado, el wiimero serd primo.

In efecto, el cociente de cada division no puede ser
mayor que el de la anterior, pues el divisor v& aumen-
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tando; luego si no se llega 4 obtener cociente exacto, se
llegard al caso de un cociente menor que el divisor, y
entonces s¢ sabrd que no puede llegarse 4 un cociente
exacto; pues si se llegase, como el dividendo serfa diyisi-
ble por el cociente, serfa divisible por un ndmero menor
que.el ultimo divisor tomado, lo cual se ha visto prie-
ticamente que es imposible.

Fjemplo: Sea 47"el niimero dado. Se tiene:
47:2 =23 (cociente entero); 47 : 3=15 (coe. ent.);
47 :5=9 (coc. ent.); 47:7=6 (coe. ent.)
Es initil continuar la operacion, pues 47 no es divi-
sible por ningun nimero primo menor que 7, y con ma-

yor razon que ningun eompuesto (36; 2.°).
Demostracion sehemation.

Hipdlesis... N<11*y. NL2, NL3, N-Lb NLT, NL1I;

luego NL2 N A’” VL3

Tésis..... Setendra: ,.-1-'.;'11--;'-;-5

pues si N=114n 6 =(nim.>11)><C,
seria (<11 (hipdtesis), es decir, 6 2, 6 3, 6.5, ete.,

lo eual no puede ser.
b3. Caso de un sistema cualyuiera de nummes
racion.—La regla anterior que sé ha.aplicado 4 los mi-
meros escritos en el sistema decimal, e aplicable 4 otro
sistema cualquiera. Sea, por ejemplo, ¢l de base 7.-
El 1, el 2 y los ntumeres impares inferiores & 100 (1), -
escritos en el sistemna de base T, so1 :

1,235, 10, 42, 14, 16, 21, 25, 25, 30, 32, 34, 36,
41,43, 45, 50, 52, 34, 56, .-I.. 63, 65, 70, 32,
74, 96, 81, 83, 85, 90, 92, 94, 98,

(1) Be suprimen desde Inégo log pares, que son multiplos de 2,
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Los nimeros marcados con caractéres gruesos son los

multiplos de 3, de b, efe., que se hallan contando desde 3,*

~de 3 en 3 lugares, desde 5, de b en b, ete. Los ofros
ntmeros son los primos absolutos, idénticos & los obteni-
dos escritos en el sistema decimal, pues, en efecto,
10<>7, 4<<>T4H4=11, 16<>T7}+6=13,
23< >14+3=17,%tc.
h4. "Weorema.— Todo nimero que no es primo (1) es
divisible por uwn nimero primo.

Demostracion.—Si el nimero N no es primo, serd
divisible por otro V'>>1, y se tendrd : '
N=N".

Si N' no es primo, serd divisible por otro N, y asi
sucesivamente ; de manera que se tendrd:
N'=N", N'=N""ete,, siendo N''>1, N''">1, etc.

y como N', N” N"' etc. van siendo cada.vez menores,
se llegard & un factor primo que Hamaremos p y se tendré:
N.—_-}.).

Corolario A.o— Todo wibmero gue no es primo €8 un
producto de niimeros primos, pues siendo

N=p=p.0y €=p 0', y C'=p".C", ete.

resultard : Ny o ptious N _

Coroiario .—Dos § mds wimeros equimiltiplos
admiten siempre un divisor comun primo absoluls, pues
Hipitesis:.. i N=2D, N'=D, N'=.D, ete. y'D=p.
Tésis.. ... Setendrd (36,cor.2,°) N=p, N'=p, N'=p, ele.

(1) Cnando se diga simplemente que uno 6 varios mimeros gon
primos, se sobrentenderd que son absolutos.
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CAPITULO IFL .

TEORIA DE LOS FACTORES PROPIOS.

55. WPrimcipio de la divisibilidad (1).—7vdo ni-
mero primo conlenido exaclamente en alguno de los facto-
res , estd eonlenido exaclamente en sw produclo, y, reeis
procamente, lodo fuclor primo contenido evactamente en
un producto de varios. factores, estd contenido en alguno
de ¢stos.

1.0 Demostraeion—Siendo 2=a¢.b:¢ y b=d, por
ejemplo, se tendra (36, cor. 2.9):

n=a.b.c=h.a.c=d.a.c=d.
2.0 (Caso de dos factores.)
Hipdtesis a.b=d, D(ayd)=l.
Tésis d=b.

PDemeostracion.—La série de operaciones necesarias.
para hallar el m. ¢. d. de @ y d podrd indicarse eomo sigue:

d ‘l— 71

y 4. e :

Lelaciones ms-.?_:zf-am'e.s-sd e et 1
d intermedias . .. . .(?'1 = F7y ;

(@

e.b =d.b +rbd
' \,m = b b
y multiplicandopor 8., 7 —y 5 L 9]

\ Pt b= ?'.,‘_1,5 + b.
(1)

nido de logatimeros, y por ésto pudiera Hamarse de lo conteniente

Eate prineipio hace referencia & lo conteniente y lo conte.

v contenido.
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Si o2, es el maximo comun divisor se tendrd:

r.=1, porque D (@, b)=1 (hipdtesis.)

Pero, en virtud de las relaciones [2] y del nim, 36,

cor. 3.9, se tendrai

Ad=0br1, d=bry, d=0b.75,....

y, en fin, Ad=brn=>0.1=10 (tesis demostrada.)
3.0 (Caso de varios factores. )

Demostraeion.—Sea n — ¢.0.¢.d. Se divd: ¢.b.c.d
se puede considerar como el producto de dos factores @
y b.c.d; y, segun se acaba de demostrar, p dividird 4
04 b.c.d; en el casode dividir 4 b.¢.d=0b><ed , producto
de & por ed, tendra que dividir 4 4 6 4 ¢,4, y, continuan-
do, si es preciso, el razonamiento , resultara que p debe
dividir 4 alguno de Jog factores.

Demostracion schemalica.

‘Hipdlesis p=a.b.c.d

! 24 i
J | 8 pLa, sera D(a, p)=1 (50); lnego p=0b.c.d,
Relaciones in- : i

termedias. . ) si pLb, serd D (b, p)=1(50) ; luego p=¢.4;

. I3

\ sl pié, serd, ) (¢, p)=1 (B0); luego p= d,

(#ésis demostrada) ; lunego si p_La, nipLb, ete., serd p=d.

Corolario.— Todo mibmero primo contenido en otro, lo
estd en sus potencias, y veciproeamentes si esid conte-
nido en una polencia de un nimero, lo estard tambien en
¢ste , pues una potencia es el caso de un producto de varios
factores iguales.

Corolaries. 1.0 57 un 2.0 EReciproeo. Siun
mibmero primo p no divide &  mimero primo p no divide

L
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cada wno de los factores de
un producto a.b.c.d, es de-
cir, siesprimo con cade wno
de ellos (50), lo serd con éste.

Demostracion ad ab-
surdam.

1.0 (Negacion de la lésis.)
Si p no fuese primo con. &l
producto. .

2. (Conclusion) lo divi-
diria ; luego dividirfa & al-
guno de los factores (b5
recip.), contra la hipdtesis.

& wn producto a.b.c.d, es
decir , $i es primo-con éste
(00), lo sérd con' cada uno de
sus factores.

Demostracion ad ab-
surdam.

1.0 (Negaciondela tésis.)
Si » no fuese primo con to-
dos los factores.

2.0 (Conclusion) dividi-
ria 4 alguno; luego dividi-
ria al producto (55), contra
la hipdtesis.

@bservacion.—Para demostrar ed absurduwm 6 por
reduccion al absurdo, se supone falsa la tésis del teorema

propuesto, y de esta hipotesis ha de resultar una conelu-

sion contraria 4 la hipotesis de dicho teorema, 6 un

absurdo.
Ceorolarios.

10 'Divecto.. ISP dos
nilmeros son primos relati-
vos , sus polencias twmbien
lo serdn, pues siendo cada
jpotenciaun producto, todos
los factores de cada uno se-
rin primog con los del otro.

20 HEReciproco. Sidos
polencias som mimeres pri-
wios relativos, lo serdn Sus
wiitneros  correspondientes,
pues siendo primos los pro-
duetos , lo serdn sus fac-

tores.

3.0 S dos nikmeros compuestos 6 productos , son primos
relativos. sus factores primos tambien lo serdn, pues uno
de dichos ntmeros serd primo con los factores del otro

(65, 2.9) y sus factores lo serdn respecto 4 éstos. (59,

2.9)

Demostracion schematicon.— Sean #n=ga.0.¢,

n'=a'.b".c.
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Lipdtesis. D(n,n")=16D (a.b.c, U

: (D(abe, a')=1, D (a.bc,b)=1, D (a.bec. ¢)=1 _
N D(a,0 b ¢)=1,D(b,a' ¥ ¢')=1, D(¢c.a" ¥ ¢ )=1 f
Luego..: D (a,4')=1, D (a, ¥)=1,D(a, ¢') ete.

Luego. .

b6. Principio de la composicion de wn nu-
mero. 1.° Zodo nitmero compuesto s61.0 puede reducirse de
una manera d un producto de factores primos, es decir, que
no admite dos descomposiciones distintas en factores PrEmos.
2.0 Sean 4.8.Cy E.F.G.H dos formas distintas de un
nimero N como producto de factores, por lo general com-
puestos, y @.0.c.d..... su forma‘como producto de factores
primos que llamaremos descomposicion elemental, es decir, '

N=A.B.C0, N=E.F.G.H, N—g.b.c.d...

Siendo ¢ factor de N en la forma elemental , lo serd de

algun factor de las otras dos formas. Sea, por ejem- IR
plo, A4=a.4', G=a.q’; se tendrs:
N=a.4'.B.0; N=F.F.0.@ .H; Ne.b.c.d-.
y dividiendo por « (suponiendo N'=N:q), se tendri:
N=4'.B.C; N=E.E.G .H; N'=b.c.d...
: Si se repite‘la dicho ,-para el factor 4, se tendrd, por
gjemplo :
| NS B 3.0, N=E.F.G . H"5 N=b.c.d..,
‘ | y dividiendo i::or /2
r N"=A'".B'.C; N'=E.F.G' .H; N=¢.d.. o

| y asi se continia hasta haber considerado el tltiro factor
i de la descomposicion elemental, en cuyo caso se habrén
dividido sucesivamente las dos formaspropuestas portodos
losfactores dela elemental, y reducidose las tres 4 la unidad. '
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Observaciones. 14 El principio de la tnica des-
composicion de un nimero en factores no es mds que una
variante del principio de lo conteniente y contenido y
agl como de éste se ha pasado 4 aquél , inyersamente,
la tinica manera de composicion elemental de un ndmero
condude 4 concluir la inclusion de cada factor primo
en los factores del pfoducto 6 en éste.

24  Blrazonamiento empleado para establecer la inica
descomposicion elemental de un ntmero no exige que
sean @, 4, ete. desiguales, asi, pues, es .aplicable- sean
todos ellos desiguales ¢ haya varios iguales entre si.

3.2 [sevidente que la proposicion directa del prinei-
pio de lo conteniente y contenido es cierta, sea el nimero
supuesto primo ¢ no; pero la reciproca soélo es cierta para
los niimeros primos.*Ast, por ejemplo, el 20 divide al
producto 60 de 10 por 6 y no divide & ninguno de éstos,
pues en este caso los factores primos del 20 se hallan dis-
tribuidos entre los factores del 60.

Corolario 1.— Unnimero no puede ser divisible por
otro, sino contiene todos los factores de éste y ‘repetidos
tantas veces, por Lo meénos, como en ¢l se hallew, é inversa-
mente: un nkmero no puede ser divisor de olre si contiene
algun factor primo distinto de los de este 0 repetido mayor
wibmero de veces , pues si un ntmero N es divisible por
olro A, al contener 4 éste como uno de sus factores, ha
de contener todos sus factores primos, y se tendrd:

Ne—d=(G7 -7,
designando por 2, ', p"..... los factores primos de. 4.

Inversamente, dicha ignaldad no podré verificarse si,
por ejemplo, algun factor p de 4 no fuera factor de N,
porque enténces un nimero admitiria dos descomposicio-
nes distintas’en factores primos.

Corolario 8.'—Todo wimers N N divisible por varios
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ay D, ¢, primos dos & dos , es divisible por su producto,

pues & ha de contener todos los factores primos distintos

de sus factores. :
Demostracion schemation.

Hipitesis... 1.0 N=a.bcx 2.0 D (a,8)=1, D (a, g)=1. ete,

(N=a.a'=b, D(a,b)=1 (hip.);
Relaciones\1nego a’' =6 —15.73".

interme-) N=u.b.t'=¢, D (¢, b,¢)=1 (hip. )
dias. ..

luego V' =¢—=¢.¢".
\N=a.b.e.c'=d Dla,b.c, @)=1 (hip.), ete.

57. Pescomposicion de un numero.—Pyrg des- !
COMPONeT* Un MUMero en sus factores primos, dividase por
uno de los factores primossque lo dipida; el cociente por el .
mismo, si todavia es divisor, ¢ por otro que'lo divida , y
asi sucesivamente hasta llegar ¢ un cociente que sea primo.
Bl producto de-éste por los diversos divisores correspon- b &
dientes d las divisiones efectuadas serd el
sado por medio de sus factores primos.,
Ljemplo: Sea el nimero 360, Se dice :

wimero expre-

360 : 2=180, 180: 2=90, 90 : 2—=dbH 45 3=15, 15 8—=h,
luego 3360:180.2:90.:Z.?:4:3.&2.2_—:15.3.2..2.2_—_
=5.8.3.2.2.2=5.32, 92,

La operacion se acostambra 4 efectnar bajo la forma
siguiente:

360

2 119 4 8
180 | 2 TR TS I
90 2 g ABLLE380 & TP _ [
45| 3 5T U B [ i O
1513 15 350 G0 =020
5 45 90 180 360
1
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coloedndose los divisores 4 la derecha de una raya verti-
cal y los cocientes sucesivos 4 la izquierda.

H8. Mivisores compuestes.—Pgra hallar todos los
divisores compuestos fle un winero, se eseribe en unn lineq
le unidad y las diversas polencias del primer factar primo
obtenidas en lo descompasicion ; se multiplican dickos ni-
meros por la primera potencia del segundo factor | luégo
por la segunda, si entra dos veces en la descomposicion, y
ast sucesivamente. Despues de multiplicar por las diversas
potencias del sequando faclor primo, se multiplicardn lodos
los mimeras obtenidos porel lercer factor primo, cte., 6 de
otro modo, los términos del producto

(14-a+a*+- ..am) (104024, . . 0") (14-cfe2-f. . .cP)
$02 TODOS LOS DIVISORES DEL NUMERO

.__:1'.-': an. A . cP

pues, segun la propiedad distributiva de la multiplica-
cion, se ha de multiplicar cada sumando 6 términe deun
factor por cada sumando § término de los demds.

59, REaxima poiencia de un numere primo
contenida en el prodaeto n/—Iista euestion se redu-
ce al siguiente 3

Problema.—Hullayr el exponente de lo maxima po-
teneia de un mibmero primo pcontenida en el producto

A= lR v, s o0

BResolucion.—1.° Il producto
L

2.2p.3p... B(n:p).p=1.2.3... En: pp<pFen

contiene Zodos los factores del propuesto divisibles por p.
2.0 Elproducto 1.2:3... & [E(n:p): p]. p™"¥) es igual 4

1.23.... BIB(n:p):plpPon pF Hen
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contiene todos log factores del tiltimo producto, y por
consiguiente, del propuesto, divisibles por p, y asf suce-

sivamente, de manera que la expresion dela mdixima r
potencia buscada , serd
j)f‘:(n s ) f.:!?_ E(nip)ipl :J;}E(u Y FE[Enm:p)inl+ ...

Ejemplo: Sea hallar la mayor potencia de 2 conteni-
da en el producto

1.2.3.4.6.6.7.8.9.:19,11.,12.13:14.15.16.17.
Para 17! serd 25<2.2:¢2.83><2,45¢2.55¢2.6:<2.7¢2.8 =

=2%.1.2.3.4.5.6.7.8
»pard 8! serd 23¢2.25¢2.83<2 4—=2%.1.2.3 .4
para 4! sera 2><2.2 2 b |
para -2! serd 2
. _ ?

luego la potencia buseada —

Corolavio.—S% se verifica lo igualdad

m=n-+p-+g-+...,
el producto m! es divisible por el producto
nlXplxgl..

Demostracion.—Sea ¢ un factor primo cunalquiera

de nlp!l g!l... se tendrd : -
Z (m a)SE(n:a)+E(pia) 4 E(g:a)+...
Dividiendo de nuevo por @ estos cocientes se tendrd:
HEm:af.a|SE[ Bn:a)a)\+EE(p:a):a]l-+ !

+E[Eg:a):a]+...

Continuando asi hasta que todos los cocientes enteros
sean menores que ¢, y sumando ordenadamente las rela-
ciones halladas, resultard :
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E{m:a)+ EJ F(m-fé}:(x" trienn = B re.H—
+ £ (Jz a):a)4... B(p:a)+ B E(n:a):a)+...

donde se vo que la mdxima potencia de # contenida en
m es igual 6 mayor que la suma de las mdximas poten-
cias de 2 contenidas, respectivamente, en #! en p! ete.,

|

luego no existird en 2! p! ¢l.... ningun factor primo con
el exponenté superior al que tenga en m 7; luego (56 cor. 1.9)

ml=n!><p! >< ¢!

« ., CAPITULO III

SOBRE EL NUMERO DE FACTORES PRIMOS,

60. Weorema.—FK£l nimero de mimeros jxs'mos que
existen en la série enterw es ilimitado.
Demostracion.—Sea p un numero primo Luaiqumra
El niimero expresado por la forma

pl41
es primo 6 compuesto. Eu el primer caso es un niimero
primo mayor que p, en el seguntdo es divisible por un
numero primo que no es ninguno de los comprendidos
en la série

s I B B .

pues dicha expresion consta de un sumando divisible y
otro no. divisible por cualquiéra de ellos ; luego serd divi-
sible por un ntmero primo mayor que p.

61. Meovema.—Ll nimero de nibmeros primos con
otro dado N , inferiores d éste, es igual al mismo, dismi-
nuida sucesivamente en los cocientes que resullan de divi-
dirlo, por cada uno de sus factores primos distintos. por
cada uno de los produclos distintos yue resullan tres d
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tres , y, en gengral un mimero impar de veces y ademds
sumado-sucesivamente con los cocientes que resultan de. di-
vidirlo por cada uno de los productos distintos de diclos
factores tomadas dos @ dos, cuatro d@ cuatro, y en general,
wn nimero par de veces , es deeir que

L N-g.c+N:b.e4....—N:a.b.c—.....

Designando por la expresion ¢ (N) dicho ndmero
buseado (1).
Demostracion.—De la gérie de los"N niimeros

(925 8, W, BB T N ]

1

hay gue suprimir los niimeros de las séries

a; 2a, Bayda,h (N:a).a=N [2
b, 28, BHAH . onc (N B=N (3]
T G N WS (N-ve)ve=N [4]

que contienen , respectivamente, los nimeros divisibles
por &, por &, por ¢.....

Suprimiendo de la série [1] los nimeros de la sé-
rie [2], cuyo numero es N : a, quedarin

N—N:a

numeros no divisibles por «.

Al suprimir de este.resultado los nimeros de la sé.
rie [3], euyo numero es N: 4, se observard que, los de la
série [2] se han suprimido ya algunos miltiplos de 4, 4

(1) La expresion o (N) selee: fanecion g de N, y expresa,segun
el significado de dicha palabra, que la expresion depende del ni-
mero y valor de los factores de IV, es decir, del valor de N,
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saber, los que tambien son miltiplos da-; lnego Aey que
aumenter al resuliado el wimero de términos divisibles &
la vez por a y porb, es decir, N:e.d, y no quedard mds
que el nimero de términos dado por la expresion

N—N:a—N:b+ N:(a.b).

Al suprimir de este numero resultante el de los mul-
tiplos dee, 6 de los niimeros que no son mltiplos de ¢ ni
de 4 los que son miiltiplos de ¢, es decir, los términos
de la série [4], se observard que en las supresiones ante-
riores se ha verificado: la de los multiplos de ¢ que lo son
de ¢ y de 4, cuyos niimeros son, respectivamente, V: (c.a),
N:(b.a). Y, por consiguiente, éstos de menos hay que
suprimir, resultando el nimero de térninos

N—N:0—N:b—N:c+N:(0.0-+N: (a.0)+N: (b.c).

Pero entre los multiplos de ¢ y de e hay (V:¢.q): b=
=N:(a.0.¢) miltiplos de &, y entre los multiplos de ¢ y
de 4 hay (NV:c¢.b):a=N:(a.b.c) multiplos de a, es decir,

que al agregarse el nimero de términos

A (c.a) y ]V:-(c.ﬂl),

se ha agregado dos veces el nimero V: @.5.¢. Por consi-
guiente, serd préciso restar una vez dicho valor para obte-
ner el nimero de términos no divisibles por @, por & ni
por ¢, es decir, primos con estos factores, cuya expresion
serd:

N—N:a—N:0—N:¢+4N:(2.0)+N: [@.c)-+-
+N:(b.e)—N:(a.bec);

y asi ge continuard hasta haber suprimido todos los ni-
meros divisibles por los factores primos inferiores & JV.
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CAPITULO IV.

TEORIA DE LA COMPOSICION DE LOS NUMEROS POR SUS FACUTORES
COMUNES Y PROPIOS.

62. Weovema.—L/nd-
zimo comun divisor de va-
rios nitmeros es ¢l producto
de todos sus faclores primos
COMUNES distintos, elevado
cada uno d o MENOR polencia
contenida en agudllos.

Demeostracion.—Sean
los niumeéros

A—=a* B 5 B=a20c"4d,
O=av.b.c%d

cuyos factores primos son
a, b, e, ete. Bl nimero

D=a*dr"

es divigor comun de todos
ellos, pues todos sus facto-
res primos se hallan comfe-
aidos en aquéllos (56¢er. 1.9)
Ademds es el mayor divisor
comun , porque si contuviera
algun otrofactor primo igual
6 desigual & los que ya con-
tiene, tendrfa un factor que
no ge hallarfa en alguno de
logniimeros propuestos, 6 es-
taria repetido mayor ntimero
deveces como factor, y-Dno
serfa divisor comun (56 ¢.1.%)

63. Meorema.—L] mi-
nimo comun multiplo de va-
ri0s numeros es el producto
de todos los factores primos
pISTINTOS , elevado cade uno
d le MAYOR potencia content-
da en aguéllos.

Pemostracion.—Sean
log nimeros

Ad=a2Bd, B=a*be,
C=abref

cuyos factores primos son
a, b, ¢, ete, Bl nimero

M=a2.t.c*d.f

es multiplo comun de todos
ellos , pues contiene todos
log factores primos de cada
uno (b6 eor. 1.°) Ademds
es el menor milliplo co-
mun, porque suprimiendo
cualquiera de sus factores
primos, ya no contendrd
todos los factores primos
de alguno de los mimeros
propuestos, y enténces no
sera muliiplo comun (56 ¢o-
rolario 1.9)
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64. Del teorema anterior

se deduce la siguiente

Regla.—Para hallnrel
mdzimo comun divisor de va-
rios wimeros , se descompo-
nen en Ssus factores primos,
y se forma un producto de
todos los gue $éan COMUNES,
elevado cada uno @ lo MENOR
potencia oblenida en dichas
descomposiciones.

Ljemplo: Sean-losg nu-
meros

840, 360, 1260, 132.
Descompuestos en sus
factdres primos, son
840=23><3><H<T,
360=2"<32<b,
1260=2?<3?<5<7,
189=285¢35¢11." *

Su mdximo comun di-
visor es.

D=2 3—=12,

66. Corolario:— 7/
MAXIMO COMUN DIVISOR de va-
7108 numeros esigual ql M-
XIMO COMUN DIVISOR de’ dos
de ellos DIVIDIDO por el pro-
ducto de los factores primos

"
57

Del teorema anterior
se deduce la siguiente

Regla.— Parahallar ol
minimo comun miltiplo de
VAVI0S WBMLI0S, S¢ descompo-
nen en Sus factores primos,
y se forma un producto de
todos los que sean DISTINTOS,
elevado cada uno ¢ la MAYOR
potencia Bbtenida en dickas
descomposiciones.

Eiemplo: Sean los nu-
meros

65.

840, 360, 1260, 132.

Descompuestos en sus
factores primos , son

840=2%<3<5<T,
360=2%><32><H,

1260=23><32<5><T,
152=22><3><11.

Su minimo comun mul-
tiplo es

M=2*.32.5,7.11=27720.

67. Corolarioe: — L/
MENTMO COMUN MULTIPLO de pa-
ri08 numeros es igual al M- -
NIMO COMUN MULTIPLO de dos
de ellos MULTIPLIOADO por el
producto de los factores pri-

.
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sguales o desigudles coMu-
NES @ los mismos , que no lo
son del tercero, DIVIDIDO des-
pues por el producto de los
factores primos iguales ¢
desiguales COMUNES & los tres
primeros y no pertenecientes
al cuarto, y asi Sucesiva-
mente, lo cual puede expre-
sarse simbdlicamehte como
gigue:

D(a,d, e d....)=
=D (a,9):/:(a, b):7(a,5,0)}:
1 (@, 8, ¢, d), ele.,

representando por 7, (@, 8),...
log factores exclusivamente
comunes de @, f..... con res-
pecto 4 los anteriores.

Ejemplo: Sean los nu-
meros arriba propuestos. Se
tiene:

m. c.d. de840 y360=2%.3.5.
f 840)
m.c. d,de!{ 360
[ 1260
=23 ,3.5:2=22 3.5.
%0)
( 260

L2604
i

m. ¢. d. de:

99 9 -

3:2 Sh T

mos iguales d desiguales del
tercero NO PERTENECIENTES &
los mismos, MULTIPLICADO
despues por el producto de
los factores primos iguales
o desiguales del cuarto No
PERTENECIENTES ¢ los tres
primeros, Y asi Sucesiva-
mente', lo eual puede expre-
sarse simbolicamente como
sigue:

M (@b e d..)=
={M(a, 8).7:(c)]. 1@}
1y (e), etc.,
representando por £,(¢),... los
factores primos propios de
cada nimero con respecto d -

los anteriores.

Ejemplo: Sean los mi-
meros arriba propuestos. Se
tiene:’

m.c.m. de840y360=2%.325.7
( 840"
m. ¢, m. de!{ 360;=
ll?GOJ
—=2%.8%.5. T>x1=208.31b.7.
840
( 360 ) i
]9b05
132
=232 15 T5>< Lk

n. ¢. m. de:
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68. ©Caso particunlar.
Ll minimo comun mikitiplo
de dos nmeros es igual al
PRODUCTO de wno de ellos por
el cociente que resulla de di-
vidir el otro por el mdzimo
comumn divisor de los dos.

Sean 4 y £ los niime-
ros dados, £ su m. ¢. m. Se
tiene: :

A=a.D, B=b.D

llamando « y & los cocien-
tes de su division por 2,
segun la regla conocida, su
m, ¢. m., que representa-
remos por M, seré (63 ):

M:a.D.&:A.&:B.a.

Ejemplo: Sean los ni-
meros
2520=2% 32 5 7
300=22.3.5?,
cuyo m. ¢. 4.=22,3.5

0 m. e. d.=060.

Se tiene:
2520. (300 : 60 )=
—2520.5=12600;

69. ©aso particular.
Ll maximo comun divisor
de dos mimeros es igual al
COCIENTE dé uno de ellos di=
vidido por el cociente de di-
vidir su minimo comun mikl-
tiplo por el otro.

Sean 4 y B los ntime-
ros dados, 2 su m. e, d. Se
tiene:

A=a.D, B=b.D,
llamando @ y 2 los cocien-
tes de su division por D, y
multiplicando dichas igual-
dades,

A.B—=n.D.b.D;
luego B=e.D.b.D: A=
— 0 B R

es decir, B=b.D;
luego D=2R:0=PB:(b:A)(68).

Ljemplo : Sean log nu-

Meros
2620=23 .32.5.7
300=22 3,52,

cuyom. e. m==2%.3?.5.7
6 m. e m.=12600.
Se tiene:
2520 : (12600 : 300 j=

=252:42=60;
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6 de otro modo: 6 de otro modo:

y tambien y tambien
300.(2520 : 60 )= 300 : (12600 : 2520 )=
=300.42=12600, =300:50=060;

¢ de otro modo : 6 de otro modo:

923



LIBRO SEGUNDO.
TEOR{A DEL NUMERO-RESTO.

-

CAPITULO PRIMERO.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS CONGRUENCIAS

70. Definiciones.—Dos milmeros se dicen CONGRUEN-
TES, CONGRUOS ¢ EBQUIVALENTES enire S¢ con relacion & wn
divisor M., cuando dividides por éste, dan el mismo resto.
Dicho divisor se Hama mépuLo.

Zjemplo: Los nimeros 39—=5.7F4 y 256=3.7--4,
que dan el mismo resto, divididos por 7,
O congruentes con relacion 4 este maédulo,

La congruencia de dos nimeros ¢ y & se e\pu,sa por
loa notaciones

gon edngruos

a=bxM 6 @=10(méd. M)

que se leen : ¢ igual & 4 mds 6 ménos un multiplo de A7
6 ¢ congruente con relacion al médulo A/

Coreolarlo.— i dos nimeros son congruentes cop re-
lacion & un médulo, su diferencia es miltiplo de éste. En
efecto

resultard, 1'0&%:111:‘1':;: —b=
— =3

ﬂ}’—g—r——

Bi g=1 (m:"ad. ﬂf}\
6 a=M+r, b=M-17 }
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puesto que la diferencia de dos multiplos de A/ es mrlti-
plo de A/

Fjemplo : Siendo 32=17 (mdd. H) se tiene:

32— 17=15=5H.
Resto de un nwitmero entero o, con velacion @ un md-
dulo M, es cualguier olro nimero que awmentado ¢ dismi-

nwido en'cierto mitltiplo de m, dé por resullado a.
Fl resto de los miltiplos de un nitmero es cero.

Asi 20 =540, 28 =7-0.

Resros miNivos son los dos restos menores que el md-
dulo obtenidos restando del niimero dado'el producto del
mddulo por el cocienle entero, d restando del producto del
madulo por el cociente aumentado en une unidad , el ni-
mere dada, £ primero es el RESTo MINIMO POR DEFECTO ¢
ADITIVO , ¥ €L segundo es el reslo MENIMO POR EXCESO ¢ SUS-
TRACTIVO. .

Observacion.—lin este tratado sélo emplearemos
los restos minimos aditivos, que son los que resultan de
la division ordinaria. .

Corolavio.—Los dos restos minimos son complemen-
tarios , es decir, Sumados dan el médulo, pues el uno
excede 4 un miltiplo del médulo lo que el otro es exce-
dido por el multiplo inmediato, es decir, que mediante
su suma, se pasa de un multiplo 4 su inmediato.

Hjemplo: Los restos minimos de 37, con relacion
a 11, son 4 y 7 pues

A—=0

T=4 11—37.

Niimeros INCOSGRUBNTES con relacion d un médulo son
los que dividides pordste, dan resios diferentes. La incon-
gruencia se expresa de la manera siguiente :

(AR U
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Los wiimeros incongruentes de olro, con relacion ¢ un

mddulo, se llaman No REsT0S de aquél con respecto d éste.

71. Eropiedades fundamentales.—18 y 2% /g
suma ¢ diferencia de dos congruencias, con relacion d un
mddulo M, son tambien congruentes con respecto al mismo
modulo, es deeir,
si a=b (mod. U), ¢'=0" (mbd. M),
ge tendra

at+a'=0+0" (méd. M), a—a'=b—0" (mod. M)

6 ata'=b£b" (mod. M).

Demostracion.—Siendo

ﬁ:“——&—}—fv ; d:ﬁ’—f—ﬂf,

. se tendrd, sumando 6 restando, miembro & miembro,

el =04 M8 £ W=b=0 - I,

pues la suma 6 diferencia-de dos muiltiplos de M es muil-
tiplo de 4/,

6 ata'=bxd (mod. M).

Observacion.—En virtud de la propiedad asociativa
de la suma y de la resta, estas propiedades se extienden 4
varias congruencias; asi, por gjemplo, de

a=a (méd. M), i=4" (méd. M), e¢=¢' (m6d. M)
resulta a+b—c=a'4+0'—¢' (méd. M).

3.0 Los productos de dos wibmeros congruentes por un
nmero son tambien congruentes con respecto al mismo mo-
dulo, es decir,

sl a=0 (méd. M), serd a.n=>b.n (mod. i),
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pues de ¢=0(méd. M), se deduces +-a+4-a... =b++b-4b+...
(méd. M)

42 Los productos, miembro ¢ miembro, de varias con-

gruencias , con relacion @& un mismo mddulo, son tambien
congiruentés , es deecir ,

si  a=a (1-11011, M), b=V’ (mod. M), ¢=¢'(mod. M),
'yésultard @.b.c=a'.¥ .¢' (méd. M),
En efecto, de
a=a'+M, b=b+4-M

resulta, multiplicando miembro & miembro,

a.b=a' .V +a' . M4V MM M=a' . ¥+

0, 0 -a.b=a'.0'(méd. M), 1

1
multiplicando” ahora, miembro & miembro, las igual- st
dades

¢.b=q b+ M, c=¢'+M,

se tiene

abe=a' .V .c'4-M.c'+a B M+-MM=a ¥ ¢ +M

o-

a.b.c=a".¥.c’ (méd. M.

En el caso de ser las congruencias iguales, resulta '
la propiedad
D% Las potencias del mismo ‘grado de mimeros con-
gruentes son-tambien congruentes, con relacion al mismo
mddulo. Asi, de

2= b (m6d. M) resulta’ g = I (méd. M).

6.8 Los cocientes de dividir los ldrminos de UNA"CON-
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gruencia por un factor primo con el mudralo, son tambien
congruentes (1), es decir,

si am=bm (mod. M), m. ¢c. d. (m, U)=1
resultard a=4 (méd. M).
En efecto; la congruencia propuesta se reduce 4

lm.r;:m.&—l—ﬂf.g,

. llamando ¢ el cociente de m.e dividido por m .5

y, dividiendo por =,
=04 (M.q:m);

¥, como M y m son primos entre si, serd preciso que
divida 4 g.

72. Propiedades de los residuos.—Sean 2, 2/, ...
varios nimeros y 7,7, # sus residuos respectivos, con re-
lacion & un modulo M las relaciones anteriores se redu-
cirdn 4 las siguientes:

% = (mod. M))
1a8i n ‘(mod. M) resultard
2" =" (mod. M}J

( u—j—u'—{—:&”;
= -{—J ' (méd. M)
f =N (mnd M),

1-|3p1'e5'entaudo n+n'+n" por S la suma de los mimeros
y por S, la suma de los restos, es decir, que:

El residuo de la suma de varios nmimeros es igual & la
suma de los residuos respectivos de dickos Wimeros, con
relacion & wn mismo divisor.

L = (mod. M)) —n'=r—' (mod,. M)

2aSi | w=r (mou.l."lf)}lwn[tm‘i{ D, =D, (mod. M),

representando por 2, y D, las diferencias respectivas de
los nimeros y de los restos, es decir, que:

(1) Esta propiedad no es general, como se vé, y eéxige que los
términos de la congruencia sean divigibles porel factor eonsiderade,
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El residuo de la diferencia de varios milmeros és igual
& la diferencia de los residuos respectivos dedickos mimeraos.

gag; *=7 (m6d. M)

i n.0' =r.r" (moéd. M)
7= (mdd. M)

} iEaliue {{3 P,=2P, (méd. M),

representando por P,y P, los productos respectivos de
los niimeros y de sus restos, es decir, que:

17l residuo del producto de dos wimeros es igual al
producto de los residuos respectivos de dichos nimeros.

40s #=r (méd.M)

{ '?!.:?3’:?':?"’ (ﬂl()d. 11[) (1)
n'=r'(méd. M)

} vesalidd | = 7 (Insd. ),

representando por C, y €, los cocientes respectivos de los
nimeros y sus restos, es decir, que:

2l residuo del cociente de dos nimeros es igual al co-
ciente de los residuos de dickos nimeros.

5.8 81 n=7(mdd. M), resultard n¢=7¢ (méd. i),

es decir, que:

Ll residuo de la polencia de cierto grado de wn niimero
es tgual @ la potencia del resto y tambien al residuo de lo
potencia del mismo grado de dicko reséo.

Hjemplos :

Lo $i7=2(m6d. 5), 9=4(mod. 5), 13=(méd. )
resulta que
T4+9-+13=5+4245+4+104+3=5+5410+2-+443—

=5-42-4443
68 decir T+94+13—24-4-+3 (méd. 5),
(1) Esta proposicion gélo es cierta cuando los términos de la

congriiencia dividendo son divisibles por sus respectivos de la
congruencia divisor, y los términos de ésta primos con el mdédulo,
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20 Si 17=5H(mdéd. 6), 9=3(mdd. 6.),
resulta que - 17—9=5+6—3—6=5—3-6
es decir que 17—9 =5—3 (mdd. 6 ).

3.0 Siendo 22=2 (méd. 5), 34=4 (méd. b),
resulta que

22.84=(245) (4+5)=2.44+5.44-2.5+5.p=5-+2.4
es decir, que 22.34—=—2.4 (mdd. 5).
4.9  Sea la congruencia
68=26 (méd. 7).
Dividiendo por 2, que es primo con 7, resulta:
34=13 (mod. 7).
H.0 Seala congruencia
18=3 (mdd. 5);
elevando al €ubo, resulta:

18°=3? (méd. 5.)

CAPITTULO TIL
TEOR{A DE LOS SISTEMAS DE NUMEROS INCONGRUENTES ( DE LOS

SISTEMAS DE RESTOS DE LAS FORMAS NUMERICAS.

73. Formas de los numeros.—Elegido como tipo
un ntmero entero J/, todos los demds enteros pueden ser
representados, mediante aquél, por la forma

n=aqM-+-r, 6=M-+}7,
en la cual el factor ¢ que multiplica & 4/ es un nimero
cualquiera y # uno de los M nimeros

0, 1,2 8. M1,
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de manera que, entre cada dos multiples consecutivos de _
M existen siempre M nimeros, 4 saber, .o

e M, e M1, a. M4 2,.... a. M+ (M—1).
Bjemplo : Para el tipo 4, log nimeros de la série entera
se hallan comprendidos enalgunade las siguientes formas

da, 4a-+1, 4242, 4043,

euando se sustituyen por ¢ todos los valores sucesivos
desde cero, asi se tendrd:
para a=0, 44=0, 424-1=1, 4a-2=2, 44+4-3=3
para a=1, 40=4, 40+ 1=5, 444-2=06, 4a¢{3=T
para ¢=2, 44=8, 4e+1=9, 404-2=10, 4a-3=11

74, Forma de los restes.—Siendo los multiplos de
un nimero congruentes con .0, respecto.al mismo.

Si n=r (mod. M)
se tendrd tambien :
n=(r--a. M) (méd. I},
de manera que la forma general de los restos de un ni-
mero 2, respecto al modulo M, es
' r+4 a.M

suponiendo que @ recorra foda la série de los ntumeros
enteros, 4 contar desde 0. :
75. Clases de numeros.—Siendo un nimero cual-
quiera congruente con su residuo minimo aditivo, respecto r
4 un modulo cualquiera, M, le corresponderd como fal
uno, y solo uno, de los restos
0, 1,2, 8, @ M.

De esta consideracion resulta la distribucion de ni-
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meros en clases, segun los restos que den respecto del di-
visor 6 modulo tomado por tipo.

Ejempla: Todos los mimeros, respecto al médulo 5,
se dividen en las 5 siguientes clases :

nums.=0 (méd, 5),=1 (méd. 5),=2 (méd. b)...=4(méd. 5.

Cada niimero, ¢ individuo de una clase, representa 4
todos los individuos de la misma: y i se toma un indivi-
duo de cada clase, se formard un sistema de M nimeros
respectivamente congruos con el sistema

0,042, 3540, 3

que se llama sislema completo de restos, 6 sistema comple-
fo de miimeros incongruentes , respecto al médulo M,
Zjemplo : Respecto al médulo 5, los ntirmeros

20=0, (mdd. 5), 11=1 (méd. 5), 7=2 (méd. 2),
33=3 (mdd. 5), 19=4 (mdéd. H)

son los representantes de las diversas clases de nitmeros.

©@bservacion.—La forma 4.}, como acaba de yerse,
es un caso particular de la forma general . M—-7, por esta
razon la teorfa del nimero-producto 6 miltiplo queda
incluida en la teorfa de las congruencias, y pronto se

verd que sus proposiciones. son casos particulares de las
de ésta.

76. Wema.—Los produclos
4, 24, 3.4, 40 (H—1)a 1]
de los M—1 primeros mimeros de lo série entera
15 2y 8, dimes g5t [2]

por wn wimero a, primocon M, forman un sistema completo
de niimeros ineongruenles, respecto al midudo M, es decir,
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los términos de la série [1] serdn congruentes « los de i}
série [2], aungue en un drden distinto.
Demostracion.—1.0 Ningun término dela série [1]

es divisible por M, es decir, da cero de residuo, porque
constan de un factor menor que M y de otro primo
con M (53, cor. 1.°)

2.0 ' Dos términos b.a y 3.¢, porejemplo, dela série[1]
no pueden ser céngruos entre i, es decir, dar el mismo
resto respecto de M, porque entonces su diferencia

2.4

3.a=(b—3).a
deberfa ser divigible por M, lo eual es imposible (1.7)

Luego los términos: de la série [1] son un sistema
de J—1 términos incongruentes, respecto al madulo M,
y deben dar, en cierto érden!, toda la variedad de restos
posible, expresada por la série [2].

Corelario.—Siendo M y a, primos relativos y n un
mibmero cualguiera, la série de los M términos

n, n4-a, n4+2.04, 4+3.4,..... a4 (M—1).a [3]

forma un sistema completo de mimeros incongruentes ., 1
origing un sistema completo derestos, respecto al modulo M,
pues la série [3] se reducird, en un cierto érden, 4 la série

n, n-1, a+2,.... w— (M-—1),

sustituyendo por los sumandos «, 2.4, 3.¢, etc. sus res-
pectivos restos de la série [2].
Ejemplo: Siendo 5 primo con 6, la série

4,415, 4410, 4-+15, 4420, 4125,
contendrd, como la série
4, 4-+1, 412, 443, 414, 445,

¢l sistema completo de restos, respe cto al modulo 6.
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77. "Meorema de Fermat.—S; ¢l niimero a 10 s di-
visible por el mimero primo p, lo diferencia av='—1 eg
divisible por p, es decir se tiene

bt = 1 (méd. p).

Demostraeion.—Siendo ol sistema de restos de la
série [1]| (76) igual al sistema de la série (2] (76), el
producto de los términos de la una serd congruente con
el producto de los términos de la otra, es decir,

@.2¢.32..... (p—1) a=1.2 3..... (p—1) (méd. p)
6 1.2.3..(p—1).a1=1.2.3.4.... (p—1) (néd. p)

@’~1=1 (méd. p)
Fjemplo : Sea, @=4, p=D>, se tiene:
d=4, L=16=>H |1, 4'=64—514, 44 =256-=51-1.
718. Meorema de Ealer ¢ de Fermat generali-
zado.—Si los mibmeros a y M son primos relativos, la di-
ferencia a?™ —1 serd divisible por M, es decir,
a? =1 (mod. I ),

expresando por % (M) el nimero de nimeros primos con
M, no superiores 4 éste.
Demostracion.—Sea

my, wm,m, m' 4]
la série de los o (M) ntimeros primos con M, no superiores
d este niimero; sus productos por ¢,

a.m, w.m, a.mn’, a.m’,.... [5]

forman un sistema de ntimeros incongruentes, porque
81 no, la diferencia

a.m"—a.m'=a(m'""—m')
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de dos que fueran congruentes, seria miltiplo de ¥, lo que
es imposible, porser  primo relativo con €l y m""—n' < M
por la misma razon, ningun término de dicho sistema es
divisible por M los residuos por. J/ de’ dichos términos
forman, pues, un sistema de ?{,:i/l nimeros distintos,
que serdan primos con A, porque lo son los términos del
sistema [5] (35, cor. 1.0); luego dichos restos son los o(W)
numeros primos con J. ' i

Siendo los términos de las séries [4] y

5] respecti-
vamente congruentes, sus productos tambien lo serin,
es decir,

am.am' .am’....=m,m m' (mod. M)

: N pe Sleenlly
6] m.m . m’..... a?!

=m.m .m'" (mod. 1),
y dividiendo por-m.m’.m”", que es primo con M (71, 6.2),
resulta: _

) (M

a? =1 (mod. M)

iemnlo : Sean a=8, M=15, los nimeros primos

Kjemplo: Sean a=8, M=15, los mimeros primc
con 15 inferiores 4 éste, son:

1, 2, 4, 7, 8,11, 13, 14 y ¢ (15)=8.
Ademads
1.8=8, 2.8=1, 4.8=2, 7.8=11, 8.8=4, 11.8=13
13.8=14, 14.8=T7 (mdd. 15);

multiplicando estas congruencias, miembro & miembro,
resulta:

=8.1.2,11.4.13.14.7 (mdd. 15),
y dividiendo por el producto 1.2.4.7.8.11.13.14, resulta

8°=1 (mdd. 15).




TRATADO ' ARTTMETI(A, ' 73

9. Defintolon.—S2 dice que un atkmers a PERTE-
NECE & un ezponente 0, con respecto & un mddulo M, cugn-

“do 8" es la menor potencia que dividida por M produce el

resto 1. :

Ljemplo : 10 pertenece al exponente 6 respecto al S
mddulo 7, segun se vé en la siguiente série de potencias %N\
y resfduos: :

potencigs 10, 102, 10%, 10% 105 1085 107, ete.
residuos- . 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3. ete

CAPITULO IIT.

TEORIA DE LA PERIODICIDAD DE LOS RESTOS POTENCIALES.

80. Definicion.—S2 /lgman RESTOS POTENCIALES los
que se obtienen dividienda lus poteneias sucesivas de une
misma base por un midulo ff(;rfx}

31. Erimcipio de'la periodicidad de los restos
potenciales.— 87 b perlencee al exponente n respeclo al
midulo NL, primo absoluto, ¢ primo relativo con b, las n
primeras potencias de b '

by B2 0% B,..... B

son entre st incongruentes, respecto al médulo b . Y forman
un periodo, es decir, que se repiten indefinidamente y en
el mismo-drden.

Demostracion.—1.0 Sea 2' <n y 2" <. Si so
tuviese

v = b (mod. M)
resultaria (71, 6.4):
M =1 (méd, M) 6 =1 (moéd. M),

siendo d=n"—n", puesto que se dividen dos potencias de
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un ntdmero restando sus exponentes, como se multiplican
sumédndolos.

Por consiguiente, n no serfa el grado de la menor
potencia céngrua con 1, segun J/, contra lo supuesto.
Luego dos potencias de grado inferior 4 » no pueden ser
congruentes entre sf, cuando 2 es el exponente i que per-
tenece 4, segun el mismo modulo.

Ademds, reciprocamente, si lodas las polencias
de b de grado inferior & n son incongruentes enire si, en
la congruencia

=1 (mod. M)

nes el exponente a que pertencce b, sequn el mnddulo M;
luego la incongruencie de todas las potencias de grado in-
ferior & n BQUIVALE ¢ la perlenencia de la base b al expo-
nente n. (1)

2.0 Siendo d*=1-} M, se tendrd:

prit=pn =14 ) b=b+ M, 2=+t h=
=(b++M) b=0*+M, ete.;

luego |
fntl _:__5} -2 = 52‘ e — 5-,3‘ e D = &vu (l]l(jd. ﬂ_[)‘
y, por consiguieute, los #estos se reproducen, & contar de
bn, en el mismo drden en que se obtuvieron, a4 conlar desde b.

82. En fin, de la expresion general
prrm=pm (méd. M) 6, en general, = (moéd. M),

resulta que: los términos distantes entre sin lugares son
lodos congruentes, 6 mejor: Si los EXPONENTES S0 cO%-

(1) La demostracion de un teorema directo y su reciproca se
reduce 4 establecer la equivalencia entre la tésis y la hipdtesis.




#

PRATADO DE ARITMETICA, ' 75

gruos entre si, con relacion al ewponente 4 que perienece lg
base, las PoTENCIAS correspondientes son congruas respecto
al mismo moduly.

Ljemplos : 1.° En el sistema de bage 10, se tiene res-
pecto al médulo 7,

potencias 10, 103, 103, 104 103, 108,
resios I MR a 1.

El perfodo de restos es, pues, 3, 2,.6, 4, 5, 1.

Se observard ademds que el resto 2, por gjemplo, sélo
corresponde 4 las potencias 102, 105=1(?2 0, 10H=102+62
1030=102+6.3 atg,

2.0 En el sistema de base b se tiene, respecto al mé-
dulo 7, escribiendo en el sistema de base 10:

Dbolencias B, B2, 5% B B3 58
restos 5,4, 6, 2 8 1
0 escritos en el sistema de base 5
10, 102, 10% 10% 10°% 10°
ML A NS BRI R
pues
D10 <>105, 619<< > 115, asf como Ty < >125
es decir que 5, en el sistema decimal , es 10 en ol sistema

de base b, ete.

Corolario.—S8i D (b, M)=1 y b pertencce al expo-
nente n respecto al mddulo M, se tendra n=q (M); ysi M
es primo absoluto | se tendrd n=M—I, pues siendo, segun
el teorema,

b =1-L M, ser P =(14-MP=1431, pn=
= (14-Mp=1411, ete.,
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podrd decirse que: los exponentes de las polencias con-
gruas con 1 son todos los multiplos de n y solo ellos. Por
consiguiente, en virtud de los feoremas de Euler y de
Fermat ¢ (M) y M—1, serin respectivamente multiplos
de #, como se queria demostrar.

83, Perviodicidad incompleta.— Teorema. — 57
D (b, M)>1, en la série de resios gue Se obtienen dive-
diendo las potencias sucesivas de b por M, no se vepilen
periddicamente todos los restos , ¢ partir del primero; y
halré tantos irregulares 6 ng periddicos, anteriores al
primer periodo, como unidades conlenga el entero inmedia-
tamente inferior al mayor de los cocientes , que respectiva-
mente se obtienen, dividiendo los grados de los factores
primos contenidos en M por. los de los factores iguales &
aquéllos contenidos en b. Cada periodo constard de lantos
lérminos como wnidades tiene el exponente & que pertenece b,
— siendo b la menor

con relacion al médulo ————
S [\h”, M) :

potencia de b que contiene sus factores comunes con M ele-

vados @ igual 6 mayor grado que en este modulo (1).

PDemostracion, 1.° Teniendo cada unade las po-

tencias

més factores primos comunes con M que las anteriores,
lo mismo suceders & sus restos respectivos (36, cor. 4.0)

Piy Pa; Pgyeeens Tat)
demostrado por D, Riecardo Vazquez 1114,

(1) Tete teoremi,
e su obra titulada Propiedades

le hemos tomado cagi literalmente d
elementales relativas & la divisibilidad de los sibmeras enteros, por
ereerle necesario para hacer o
deba figurar la idea de eongruenciiy
ad con el’modo de expresion diddetica iniciada

na exposicion de la Aritmética, donde
aplicada 4 lu de la divisibili-
dud, en conformid

por tan distinguido antor,
gunamds sencillez 6 brevedad.

y tan sélo hemos procurado presentar su

demostracion conal
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luego éstos serdn todos distintos, y aquéllas incongruen-
tes, respecto 4 M.

Ademsis, ninguno de estos restos puede ser igual 4 los
de las potencias

5.&'! Zn“':_H', &a,--_—ﬂ,_._“ g,e:+u, Isl

porque éstas contienen, por lo menos, todos los factores
primos de J# comunes con &, iguales ¢ desiguales, y
por consiguiente, tambien los restos minimos respecti-
vos (36, cor4.9)

Va5 Tty Tardqeinss Petnn H:J

2.0 Para que #, seaigual 4 otro resto 7., de la sé-
rie [4], es decir, para que se verifique la congruencia
betn= e (mod. M)
0 betn—pr—=M, o be (n—1)=M,
bastarda quecontenga #"—1 los factores de J/ ne comunes
4 4", O sea, sus factores propios, es'deeir, que se verifique
la relacion

- LS e L M
0 —J_m 6la congruencia /= (mm D, ;1[})

e Eeah - S L SR, U /i)_
posible, porque D {4, D%, 30) =0 LD, D, 30) =20
Siendo posible la congruencia

=1 | 16d £
i (]]]L.‘l. : m 3

el niimero de términos del periodo serd el menor valor
posible de #, es decir, el exponente @ que perienece b,

il = iformidad 1
2y &5 - — — " AT + - -
sequn el mddulo D (b, M) en conformidad con e

enunciado,
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Fjemplos: 1.0 Sea /=—60=22.3.5, M=84=2%3.7. |
Dividiendo sucesivamente, por 84, las diversas poten- |
i cias de 60, resultan las siguientes séries de éstas y los »
restos minimos que les corresponden :

potencigs 60, 602, 607, 60, 60% 60° otc.
residups 60, 72, 36, 60, 72, 36, ete.

2.0 Sea $=30=2.3.5, M=336=2.3.7.

Dividiendo sucesivamente, por 336, las diversas po-
tencias de 30, resultan las signientes séries de éstas y sus
restos minimos que les corresponden:

l
l

potencias 30, 302, 303, 30% 30% 30%, 307, ete.
restduos 30, 228, 120, 240, 144, 288, 240, ete.

Observacion.—Para obtener estos resultados no es s
necesario calcular directamente las potencias sucesivas
de &, pues basta multiplicar cada resto obtenido por la
base, y dividir el producte por el mddulo. i

Corolario 1.°— 55 [la base b contiene todos los facto- fh
res primos del mddulo M, los restos periddicos no exislen ‘}
y 81 un nvmero limilado de restos correspondientes- @ la .
parte irregular de la série de restos, pues en este caso la

congruenecia

) i 1 M |
AL : ,
= (mo( “ D ) ) !

se reduce 4
M
=1 (llu’nl. —)

o

i =1 (moéd. 1)
y, por consiguiente, " debe ser igual 4 la unidad, tinico
nimero congruente con 1, segun el modulo 1, y el niime-
ro n de cifras del periodo debe ser nulo, sin lo cual el ni-
mero 4", distinto de 1, serfa congruo con 1, respecto al
modulo 1.

o —

?
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Bjemplos: 10 Sea $=223.5=060 y ¥=27.3=384.
Se tendra:
potencias 60, 602, 603 60% 60° ete.
residuos 60, 144, 192, 0, 0, ete.
2.0 Sea s=22.3.52=300 y M=2%.3=96. Se tiene:
potencias 300, 3003, 300%, 300, ete.
residuos 300, 48, 0, 0, ete.
Corolario 2.—5i D (m, M)=1, la série de restos
de los productos
m.b, w.B m B,.. Wb s B 5eenns

consta del mismo numero de términos periddicos y no perid-
dicos que la série de restos de las polencias sucesivas

B2, B BP,

pues, segun el teorema, uno y ofro dependen de los fac-
tores comunes de & y M.
Bjemplo: Siendo =5 y M==T7, se tiene:
polencias 5, 5%, B3 BY, 5%, BF, ete.
residuos D, 4, 6, 2, 3, 1, ete.

y para 2.5, 2.b% 2.6% 2.5%, 2.5° 2.b% ete.

I

se tendra: 2.5=3, 2.4=l, 2.6=0H, 2.2=4, 2.3=6, 2.1=2, etc.

84, Clases de series de restos.—Las sérics de res-
tos pueden dividirse en LIMITADAS, que constan de un niime-
ro limitado de términos; en PERIGDICAS PURAS, que CORSIAN
de periodos, & contar del primero, y en PERIODICAS MIXTAS,
gue anles de los periodos contienen un nimero limitado de
restos el cual constituye la parte lamada TRREGULAR de
la série.
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CAPITULO 1V.

RELACIONES DE CONGRUENCOIA EN CUALQUIER SISTEMA

. DE NUMERACION.
35. Wrincipio fundamental.— /£ résio de un nitme-
70 cualguicra-de wnidades de un drden y sistema de nume-
racion dados, es igual al producto de su mimero por el
resto de una de ellas, con relacion d un mismo mddulo . Y
el resto de un wilmero cualguiera, expresado en cualyuier
sistema de nwmeracion, es igual ¢ la swma de los restos
de las unidades de sus diferentes drdenes.
Demostracion.—Representando por 2 la base del
sistema considerado y por a, b, ¢,..... p, ¢ las cifras que
representan las unidades de los diversos érdenes de un
numero V, la expresion de éste serd:

N=gB*+p B+ .. te¢B2+bBta.

Sea M un médulo cvalquiera y 2 el resto minimo
aditivo de 2, con respecto al mismo. Se tendri (72,.5.2):

B =M+ R, ' Bl el .. B-M+ B2, B-M:+ R

Yy g B =MigRn, ;.an-l jf—'jiﬁ”'l,‘.. cB2=M:cR?, b B-M+)R,
por consiguiente (72, 1.%),

N=M-+(q R 4-p Br—14...., L B2

que es lo que se deseaba demostrar.
Ljemplo: Supongamos N=342130,

6 N=3.5°4-4.5'4-2.5°+1.524-3.54-0.

Siendo 3, 2, 6, 4, 5 los residuos respectivos de 5%, Bl...,
con relacion & 7, se tiene:

N=T4(3.8344.24-2.6+1.44+3.5).

i
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Corolavio 1.°—Si un nidmero se divide en grupos
cuyas unidades respectivas son de los grados

otn, o420, o3 .2, a4.0, ...

expresando por n el wimero de restos que constituyen el

periodo, respecto al mddulo dado y -« un wimero mayor que
el de restos irregulares , el resto de aquél es igual d la
suma de los restos de cada. grupo considerado como unida-
des del drden del primer. grupo, mis el mimero formado
por las unidades de drden inferior @ las de éste.

Demostracion.—Representando por g1, g2, 3,00
los valores de cada grupo, 4 contar del de érden inferior,
y por gy la parte del niimero que precede al primer grupo,
giendo & la base del sistema, se tendra:

A(T: lllll _{".\'7-1 : 51‘;; id—h‘?s f é::u--:—i_i_y: '&',lu—l-st__i_yl A ',)n—.-st__i_yu‘
pero siendo (82)

=" (mod. M);

resultard:
N=( e 9167+ gs. Kf‘—|—-5/3,41—|— h .Z"OEH'{,’\}‘H:
=(.ooogutgstg2to1) ¥ 4go (mod. I)

©@bservaeton.—Cuando los grupos se cuentan desde
las unidades simples del nimero dado, g, es igual & cero
yresulta como caso particular el signiente

Corolario ®.°— i un nibmero, cuya série de restos es
periddice pura sedivide, & contar de las unidades simples,
en griupos de tailas cifras como veslos conponen el periodo,
respecto & un médulo 6 divisor dado , 6 en grupos de tantas
cifras como unidades contiene el exponente & que perienece
la base, cuando M.es primo absoluto 6 b y M primoes rela-
tivos, serd congruente con la suma de los perdodos conside-
rados en su valor absolulo.
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[ En este caso se tendra:

I: ."“l"PE ..... ‘f/_l_l_y;; ‘—i_yg_!_.ql > {‘

Corolario B.—57 un wiimero se descompone en gru-
| - pos de tantas cifras como restos componen el periodo, res-
pecto un médulo ¢ divisor dado, 4 partir del orden cual-
quiera o de unidades, superior al nibmero de restos irrequ-
! laves silos kay, su resto es igual & la suma de los valores |
| absolutos de cada grupo multiplicada por el resto minimo
aditivo correspondiente & los drdenes de unidades de cada
grupo, mas el valor absoluto del nimero separado d la de- '
recha del primer grupo. En efecto, giendo

Vo= (m6d. M) 6 M i—pi i

: y Ar—: +.¢1 : b-tfH—ﬂ!A_}_ys ¢ Z’ﬂﬂ_e_a“’—jg . &‘_‘n----ac_{_gl I &n.e-o.'_!_yo‘
resultard: ¢

N=.... g +-M)+-g5(r+-31) ... +g0

) ' |
o N=(....4+gs+gs+g:4-p )r-go(mod. M),
| Definicion.— Zlamaremos pirfono vy ux NUMERO,
; CON RELACION & UN MODULO ¢ DIVISOR DADO, Zas partes del
mismo formadas de tantas cifras consecutivas como Lerimi-
nos contiene la série complela de restos potenciales, con re-
lacion 4 un médulo cualguiera.

Ljemplo: Siendo 3, 2. 6, 4 5, 1, la série de restos
7,

7 ?

de 10, 102, 10%....., con rélacion 4 7, el ntimero
D4728456762315463284

dividido en periodos, ser4: : 2
54,728456,762315,463284

0 0,472845,676231,646328. 4

547284,567623,154632,84 ete,
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Esta definicion perinite abreviar el enunciado del an-
terior corolario, diciendo que:

El resto de wn wibmerd es igual @ la suma de los valo-
res absolutos de sus periodos multiplicadn por el resto cor-
respondiente d los drdenes de sus unidades, mas la parte
separade 4 laderecha de los periodos.

Asi, el resto del niimero arriba propuesto serd igual 4

(5472845662315 1-463284) >< 1

6 (54+4728451-676231 -+ 546328) <34

6 (5472841567623 4154632 ) >< 2 - 84 ete.

Corelario 4."— 57 M:I‘F‘-, es decir, si M es divisor
de una polencia de la base del sistema de nuwmeracion, ¥y o
expresa el wimero inmediatamente inferior al mayor co-
ciente oblenido dividiendo el exponente de cada factor primo
de M por sw correspondiente de 6, el vesto de dicho nibmero
es igual al del nimero formado por sus cifras de los o pri-
meros drdenes.

Iin efecto, siendo

N=G 6"+,

representando por & el grupo formado por las unidades
de drden «,

y G .0 =M (6] G i2%=0 (mod. M),
ge tendrd N=gy(méd. M)

Ejemplo 1.0 Sea 6=10, M==2".5—40 y el ntime-
ro 84604, Se tendrd:

N="18465410="24,y. 10°--654,,=84, . 40+654,,

0] 84654,,=6b4y ( maod. 40).
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Liempln 2.0 Sea- =22 .3=12, M=27,;
ro 87646, , escrito en el sistema de ba

3y el nume-
12, Se tendri:

y B154615=815.10},4- 7546 =8, 127546

0 87546 = 7646 (mod. 2?,3=12);

CAPITULO V,
APLICACION DE LA TEORI(A DE LA CONGRUENCIA A LA TEORIA
DE LA DIVISIBILIDAD.
2 Lie—Teorin.

86. E¥wincipio fandamental.—Para gue un nikmero
sea divisible por olro , es necesario y bastu que la suma de
los residuos de las unidades de sus diferentes m‘rfﬂ;{{‘s’ con
respecto d dicho divisor, sea nulo.

Demostracion.—Siendo (85 )

N=M+(q.Rr+4p. R—4-..... 0. R*-0. R+a);
para que JV sea M, serd preciso que
g. B R4 0 B2 -0, B4 a=0.
Ejemplo : Sea el niimero 4323; y el divisor 7. Se tiene:

potencias J, b2 ZJ'
vesiduos 4,

es decir, = i—|—fa pr=T-+4, .‘::T-|—=.‘;;

luego 4.5%=4 (T +6), 3.5%=3 :_'_T'—]—.— ), 2.5=2(7+D),

y, en fin, 4323; =4 (1+46)4-3 (14-4)4-2 (745)+3=
—74-4.64-3.4+2.543

ysi - 4 .64-3.4-4+2.543=0,

gerd 4523; =T,

v no lo gerd en el caso confrario.
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Corolario.—Para que wn mimero sea divisible por
otro, es necesario y basta que la swma de gus periodos, mul-
nte & los drdenes de las
unidades de dichos periodos-mis la parte separads ¢ la
derecha de los periodos sea miltiplo delmismo,

tiplicada por el reslo correspon

Demaostracion.—Siendo (85, cor. 1.7)
P"r:‘,‘;"}h {":"k«"1+{7!;‘41‘73+ﬁ1) &Z_l_y” |

para que JV sea Jf serd preciso que se tenga

(g gsH05H0,) ¥ +9,=0.

R7. Caractéres de divisibilidad.—Definicion.—
OARACTERES DE DIVISIBILIDAD de los nimeros son las condi-
ciones i que deben satisfacer las unidades de sus diferentes
drdenes para que sean divisiblos por divisores ¢ mddulos
dados.

83, Para establecer los caractéres de divisibilidad de
los numeros conviene distinguir tres casos, 4 saber:
10 Quela base contenga todos los factores primos del
divisor dado. 2." Qne la base econtenga algunos factores
primos del divisor dado. 3. Que la base no contenga
ningun factor primo de la base dada, los cuales dan lu-
gar 4 los siguientes teoremas:

Weovema B.—Pare que un nibmero escrilo ¢n ui $is-
tema de base B sea divisible por wn divisor de una polencid
de la dase, ;;:_r,;',-;g.g d compueséo, es necesario W basta que
dste divida al wibmero [ormado por tanias cifras de su
derecha como wunidades tiene el mayor cociente exaclo ¢
el mayor cociente entero mds wno que se obtiene dividien-
do los exponentes que afectan @ los Tactores primos de M
yde B.

Demostracion.—Siendo ¢ el menor exponente que
hace £ =M, un ndmero IV cualquiera podrd descompo-
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nerse en dos partes, separando del mismo las e cifras de
la derecha. Asi:

N=(zb¢...) B=tmnp...=M+tmup....,

siendo ¢Jc..... las cifras que quedan 4 la izquierda, cuyos
6rdenes son todos divisibles por B‘=M, y map..... las
cifras de la derecha; luego
N=M-+map...
Lijemplos: 1.° Sea B=223=12y M=2".3" y el niimero
4793865,,=4790000;,- 3865 ..
Pero 10000,,=12,,=12; luego
479386515 =12 -L 3865,0.
2.0 Sea B=2.5=10, M=23.5* y el nimero

308406742, =3H800000-4-46742.

.b*; luego

30846742, —=2%,5%-}-46742. -
I

‘Weorema WN.—Pqara que un wimero escrifo en un
sistema de base B seq divisible por un médulo que no con-
tenga mds que factores primos con la base, es decir , por
un mddulo primo con la base, es necesario y basta que la
suma de sus periodos multiplicads por el resto de los drde-
nes de las wnidades de cada periodo, mas la parte separada
@ la derecha , sea divisible por dicho mddulo.

Demostracion.—Siendo (85, cor. 3.0)

N=M+(...g+g,+0:+9,) r+7,,
para que JV sea igual 4 un muiltiplo de M es necesario que
se tenga
(s t5H0,+7,) r+9,=0,
y si esto no se verifica, V no serd, M.

—— i
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Casos particulaves.—Pgra que wn nimero , ¢scrito
en el sistema de base 10, seq divisible por 7, es necesario y
basta gue la suma de los periodos de seis cifras, 4 contar
de las unidades , sea multiplo de T, 6 mas general, que lo
suma de los periodos de seis cifras, ¢ conder de un drden
cualguiera, multiplicada por 1, por 3, por2, por 6, por 4
6 por b, sequn que sea este drden el primero, el segun-
do, ete., seamalitiplo de 7.

Ljemplo: El mimero 425478932543, es divisible por 7,
porgue

4925478 4+ 932548 = 1358021 =17
y tambien 4254.24 789325. 2-4-43—1587201="T.

Weovema BUE.— Para gue wn mimero, escrito en un
sistema de base B | sea divisible por un mddulo que contenga
factores de la base y factores primos con la base, es necesa-
ri0 y basta que, @ partir de un drden igual ¢ superior al
wikmero de restos no periddicos, la suma de sus periodos
multiplicada por el vesto de los drdenes de las unidades de
cadn perdodo , mas la parte separada a la devecha, sea divi-
sible por dicho midulo,

Demostracion.—La misma que la del teorema an-
terior.

Ljemplo: Sea el nimero 457519764, cuyo periodo
respecto al divisor 52=13 .4, de sexto ¢rden, es

48 12 16 4 40 36,
siendo 10 el resto no periddico. Se tendra :

457519, 12} 764=5490992—=>52 ,106596=52

O tambien

4575, 44-19764=38064=>H2.732=>5H2.

=1
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§ 2o—Aplicaciones de la teorla & cnzos partionlares,

8. Casos de ia divisibilidad.—Se distinguirin
primeramente los casos de considerarse los nitmeros en ¢l
gistema decimal 6 en ofro sislema cualquiera. Cada uno
de estos casos originard tres, 4 saber: 1.9 gue el divi-
soy considerado sea divisor de unn patencia de lo base, s
deciv, conlengae TODOS LOZ PACTORER PRIMOS de (g base; 2"
gue no contenga NINGUN FACTOR PRIMO de (o base, ¢ seq pri-
mo con ésla; 3.0 que conlenge ALGUN FACTOR PrIMO de [q
base, ¢ que tenga con ésta ur mdzimo comun divisor dislin
to de la wnidad , y algunos FACTORES PRIMOS DISTINTOS de

" los de la base.

90, Caso de los divisores de potencias de las
bases.— Feovema.— Uy wimero, considerado en el sis-
tema decimol, serd divisible por 2d 5, .por 4 ¢ 25, por 8
d 125, ¢ en general, por 2% 4 b, cuando Su primera ., o
sus dos primeras , O en general, sus nprineras cifras son
ceros d forman un mitltiplo de dichos divisores.

Demostracion.—Fsti incluida en el razonamierito
general del nim. B7, teor. I.

Bjemplos : 30=2 y b, 26=2, 85=>H
T00=4 y 25,648 =0600--48 =4 4—4, 850—
=3500-4-50=25-}-25=2H

8000=8 y 125 78B0=T000-}880=8--8—8

4500=4000-4-500=125-4-125—125.

1. Caso de los divisores primos comn Ia hase.—
Teorema.—S57 un nmimero se divide en grupos de @ tres
cifras , desde las unidades, y se multiplican respectiva-
mente, por 1, por 3 ypor 2, las 35-.'Jriﬁff{-'ffif-\’ decenas vy
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centenas de aguéllos ; cuando lu suma de los productos cor-
respondientes & los grupos de lugar impar , disminuida 6n
la de los correspondientes @ los grupos de lugar par, s6a
sidle por 7.

cero.d matltiplo de 7, el mimero serd div
Demostracion.—Se liens
wnidades 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000, ete.
restos por T 1,3, 2, 6=T-1, 4=7-3, 5=T7-2, 1, ‘ete.
Biemplo. Sea el nimero 4236564, Se tiene
4. 14-5.34-6.2—(3.14-2. 3-4+4.2)=31—17T= 14;
luego 4236b64="T7.
92, 'Weorema.—Si un nimero se divide en grupos de
@ tres cifras, desde las wnidades, y se multiplican , vespec-
tivamente por 1, por 10, por 9 , las unidades decenas y cen-
tenas de agquéllos : cuando la swma de los productos corres-
pondientes & los grupos de ugar impar; disminvida ew lo
de los correspondientes & los grupos de lugar par , seq cera
dmaltiplo de 13, el mibmera serd miltiplo de 13.
Ejemplo. El niimero 439686 es divisible por 13, porque
6.14+8.104+6.9—(9.1+3.1044.9)=140—T75=65=13.

03. . Heovema.— [ nimero, considerado en el sislema

decimal , serd divisible por

17,19, 23, 29,-81, 37, 41, 43, 6.....

cifras. forma un witltiplo, respectivamente, de cada uno

de estos divisor

Demostracion.—Los periodos de restos de

1, 10, 10Q, 1000, 10000, 100000,... ..
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son, respectivamente, para

125110, 1 D, 14, 1 6, 9, ."), lli,T.L" 3,18, 11 8,112
19,1, 105 #1859, 14,7 13, 16 84,2
SLedi 3070 B 08 80, 2 20, 14: 16 l‘* 4.9 98

94. Feorema.— [ witmero, considerado en el sisle-
ma decimal, serd divisible

{ forme
por 3, 3% 34 g8 ‘("”"”"l" la guma de gus u"'”l""-""rij:-r:ll. :Tln,lu“l»lj-‘
. 8 s, e ol S cifras j ml f,r_"_ i

,‘Ir.m v un mul”

ndo e g bR
11.6 118=191. J!t uando la suma de sus grog “1‘“ de1l 6

por

| de2dde 2.11=22 ...,,1I1]'~f i
b - e
( . fn]lu" un miil-
- SHAanco i 81 f o BlUR - Bl & 5 =t
por 7 6 72=49 _'u.] indo la gimna de sus @ llpusi “l-‘i" e

| de 6.6 de 6.7=42,.... Cifl‘:lH{ b 40
'[.nmu un mul-
ill!]l da 13 O
de 149......

‘:mml.: la suma de sus grupos |

por 13:0/15°=189. { de 66 de 6,13=78, cifr 08 |

Bjemplos: 15 7254 = 1000 - 200 4 50 - 4 —

=T (941)42 (94-1)45 (¢ 94 5-4-4)=9.

2.0 2988

3.0 37421894532492 — 81 - 37421 - 894532492 —
—811-894569918=81-4-81.1 1:_.44073_—_51 .
4.0 9614=11496-+14=11-+110=11.

95. MReglasde los peviodos.—1.% Para el moduly
=21, cucnlese desde 10 hasta 28=1, de nueve en nueve
U f-(fm:?.w , asl;

LRy Wl il

 —
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90 ParaelmiduloS] =3, cuéntese desde 10 hasta 82=1,
de nueve en nueve unidades, asi :

10 19 28 37 46 b 64 73 82=1.

8.8 Pare el midulo 248=3", cuéutese desde 10 has-
{a 244=1, de nuecve en nuecve unidades , asi;

10. 19 28 87 46 55 64 .73 82
91 100 109 118 127 136 145 154 163
172 181 190 199 208 217 226 235 244

d tomdandolos alkora, conlando de tres en lres, resulta;

10 37 64 91 118 145 172 199 226
19 46 73 100 127 154 181 208 255
98 Bp 82 109 186 163 190 217 244=1

quedando formados tres ciclos de restos congruentes , 1es-
pecto al mddulo 27, correspondientes respectivamente d los
drdenes de unidades.

10' 10* 107 10 10 10'¢ 10" 1022 10%
102 10% .10% 10" 10' 10'7 1020 102 10%¢
107 10% 109 10'* 10' 10'% 102! 102¢ 10%7.

4.5° Para el médulo 49=T72, cuéntese respectivamente,
desde 3=10, 2, 6,4, 5,1, de T en T unidades, y se 0blen-

dran las séries de nibmeros

31017 24 31 38 45
2 9 16 23 30 37 44
6 1320 27 34 4] 48
4 1118 25 32 39 46
5 12 19 26 33 40 47
1 815 22 29 36 43




2 TRATADO DE ARITMETICA,

¢, tomando, vespectivamente, los términosde 3en 3, 2 en 2, |
Gen6G,4end, dendylenl,

3 24 45 17 38 10 31 10-31 3 24 45 17 38
2 16 30 44 9 23 37 2-16 30 44 9 23 37
6 48 41 2720 13 6 20 13 6 48 41 34 27
4 32 11 18 46 2H 4 32 11 39 18 46 25
b 40 26 47 33 19 40 26 12 47 33 19 5
1 8 15 29 36 43 8 A5 222936 43

=]
=W

e

o o
[ o

B =t
Y b

¥y, tomando sucesivamente un término de cada wno de las

wltimamente oblenidas ﬂ'e.sw.’a‘fu-ré le serie lotal de reslos
10 2 20 4 40 8 31 16 13 32 26 1bH

correspondientes 4 las potencias sucesivas de 10,

‘6-- L

que contienen los restos respectivos de las potencias

T 10" 107 10%.,...; 107 10% 10'.....; 10% 10* 102 * il
104 1{!‘” 10'.....; 10° 10" 10'7.....; 108 102 1018

Y que componen, tomando sucesivamente um lérmino de

cade una, la série tolal de reslos

10 2 20 4 40 8 31 16 13 32 26

A

b2 Para el mddulo 121=112 cuéntese desde 10=11—1
y desde 12=114-1, de 11 en 11 wnidades, y se tendrin las
siguientes séries :

10 21 32 43 54 65 76 87 98 109 120
12 23 34 45 56 67 T2 89 100 111 122=1
que equivalen d lo série
10 12 21 23 32 34 43 45 54 56 65 67 ete.

formadea contando, allernativawente, de 2 en 2y de 9 en H °
unidades.
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6o Pare el midulo 13*=169, cudntese, respectiva-
mente , desde 10, 9,12, 8,4, 1, de 13 en 13 unidades,

sé obtendran las séries de wimeros

10r 23 36 49 62 75 88 101 114 127 140 153 166
9 92 35 48 61 T4 87 100 113 126 139 152 165
(2 95 38 b1 64 77 90 103 116 129 142 165 168
3 16 29 42 Hd 68 &1 94 107 120 535 146 159
4 17 30 43 56 69 82 95 108 121 134 147 160
1 14 27 40 53 66 79. 92 105 118 131 144 157,

d lomando, respectivamente, los términos de Ten'T, Den D,
11enll,Gen G, Ben 8y 2en o
10 101 23 114 36 127 49 140 62 153 TH 160 boto!
9 74 139 35 100 16561 126 22 87 152 45 0
12 15D 129 103 77 51 25 I'H 142 116 90 64 38
120 29 107 16 94

3 81 109 68 146 hb 133
£ 108 45 147 82 17 121 56 160 95 30 134 69
1 927 53 79 105131 157 14 40 66 92 118 144

y eseribiendolas, & conlar desde los seis primeros resios
10. 100. 155, 29, 121, 27, resultardn las séries de

RUMETOS

10 101 25 114 36 127 49 140 62 153 75 166 B85
100 165 61 126 22 87 152 48 113 9 14 139'E
155 129 103 77 bl 25 168 142 116 90 64 3

99 107 16 94 3 Bl 159 68 146 Hp 133 42 120
121 56 160 95 30 134 69 4 108 43 147 8

o7 B3 79 105 131157 14 40 i".ﬁ_n;’ 118 144=]
que componen, tomando sucesiwamente wn termino de cada
una . lo série toial de restos :

100 155 29 121 27 101 165 129 10750500
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CAPITULO VI
CARACTERES DE DIVISIBILIDAD INDEPENDIENTES DEL SISTEMA

DE NUMERACION.

96. Meorema.—/fn el sistema de numeracion cuya
base es b, todo mimero D, divisor de b*—1, es decir, de
una polencia de la base disminuidn en 1, dividird é tods ni-
mero cuyos grupos den cifras formados d contar desde lus
unidades , y sumados , formen un mitltiplo de D.

Demostracion.—Consideremos el nimero

."7\_-'.: N I!y.j l1'7:; ﬂﬁ f?]

en el cual, ., g2, gs,.... representan sus grupos suce-
sivos de 7 cifras,

Siendo h—=1=2D,
¥, por consiguiente N

M—1=D, pw—1=D, #—1=D,....

resultars
V=g 03,8 go. 04 gr=(..gs+g52+-91) (mod. D)
0 N=D(...qs+-g5-+-g2+g1).

97, Corelavie.—IMn ¢l sistema decimal, wun.nimero
serd divisible por 3 y 9, por 11, 33 99, por 111, 333,
7 9899 ete. , euwando il suma de sus periodos de 1, 2, 3, ete.
cifras sean miltiplos vespectivos de dichos divisores.

Lljemplos : Se tiene: 2 --]—- 14-6=9;
luego 216 6 126 6 612—3 y v O "’4—|—]u—]—d?:‘m—1

luego 135234 6521334, ete _._Il\u'; 201 --T48—=999—1 ]

luego 2561748 6 748251 = ll.
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08, "Weorema.— L el sistema de nwmeracion cuyt
base es b, todo nibmero D, divisor de b*-}-1, es decir, de
wng potencia de la base au menlada en 1, dividira.d tode
wibmero cuyos grupos de 2n cifras, formados @ contar
desde Tas unidades , y sumados , producen un mitltiplo de D.
Demostracion.— Sea ol ntimero

N=..... Fads s gag,

en‘eleval, 71, ¢, a1 repregentan sus grupos suce-

givos do 27 ci

Por hipotesis

Ml — D; 6 r=0—1;
luego :
= D—1P=D*+2. D4 1=D+-1, 6 & =1 (méd. D)
v, por consiguiente,
o g g Pr=1 mod. D) (82);
luego
N=(oovo gat-gaFg2+g1) (m6d. D).
Corolarvie.— i ¢l sislema de base b, un nimero

V== Jags s gt

serd divisible por -1, es decir, por una potencia de la
base awmentada en 1,6 por un divisor D, de b"4-1, cuando
la diferencia entre las swinas de sus grupos de lugar im-
par y de lugar par, de n cifras, contadss desde las uni-
dades, forman un miltiplo de dickos divisores.
Demostracion.—Siendo 4*=(/"-1)—1, resulta (32)

33—4

y , por consigniente, siendo g1 , g3, g5 ,..... l0s grupos de

/Ji--." H;-'"‘: ﬁr'.-r Z‘;:I-"::&H
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lugar impar de # cifras y g2, g4 ,..... los grupos el lugar
par, se tendra:

N=0+1 +(c.... gst-gs-01)—(- gs+92) 5
luego , si
(e gstg3Fg1) = gitgp)=0'4+1 6 =D

N serd divisible por 416 por cualquier divisor D de
este maodulo,
yemplo: Siendo 10004+-1=11.,13 y

DI3-1+-432—R23—=182—13.

ge tendra
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SECCION PRIMERA.
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L0 B MUVER CONCRETD CORSURIE

LIBRO PRIMERO.
CALCULO DEL NUMERQ CONCRETO INDETERMINADO,

CAPITULO PRIMERO.
FRACOIONES ORDINA RIAS,

2 1.0—Npciones preliminares,

09, Definiciones.—NUMERO FRACCIONARIO 0 QUEBRADO
es un conjunto de partes de una wnidad concreta indetermi-
nade. Unidad coxoreTA es todo objeto real d ewislente en la
nuturalesa. UNIDAD TRACCIONARIA 8 cada wna de dichas
PATLES

Refiriéndose toda especie de cantidad matemdtica al
espacio 6 al tiempo, 6 presentdndose bajo una de estas
formag, hay que distinguir en su concepto y expresion dos
olementos separables, 4 saber: 1.9 B mimero resullante
de su comparacion con ung unidad de su especie. 2.° L
distincion y designacion de dicha especie que es la misma
que la de la cantidad. Pero cuando la cantidad que se
mide no contiene exactamente 4 la unidad medida, es
preciso medir la cantidad, no por medio de esta unidad
sino por otra unidad inferior que resulta de dividir la
primera en 2, 3, 4, ete. partes iguales. Estos numeros
(e resultan de medir la cantidad, no con launidad, sino
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con una de sus partes alfcuotas, se llaman numeros
fraccionarios. -

Los ntimeros fraccionarios, segun acaba de indicarse,
contienen en su expresion dos elementos: Iz pluralidad 6
niimero de unidades fraccionarias y la especie de la unidad
fraccionaria, la cual depende del nimero de partes igua-
les en que se ha dividido la unidad para medir la canti-
dad. Asi pues:

Un quebrado consta de dos términos : NUMERADOR que
expresa ol nimero de unidades fraccionarias en aguél con-
lenidas y DEXOMINADOR gue expresa la denominacion 6 espe-
cie de dichas unidades fraecionarias, cuya maguitud esta
determinada por el niimero de partes en gue se ha dividido
la wunidad absoluln d entera. ;

100. NWameracien.— Iz guelrado se expresa escri-
biendo €1 numerador , debajo wana raye y debajo de ésty el
denominador. Asi, 5 unidades fraccionarias que resultan
de dividir la unidad entera en 8 partes icuales se eseri-
birdn como sigue 2

Un quebrado se lee nombrando el numerador, como ni-
mero cardinal 6 absoluto, y en sequida expresando la deno-
minacion por medio de los parlitivos MEDIO, TERCIO, CUAR-
10, ete. hasta viomo, si el denominador es une de los dies
primeros mitmeros | ., en adelante, anadiendo la lerming-
eion AVo al mimero cardinal que expresa dicko denomina-

2 <) A
'] i 4] ) %

dor. Asi: —, —, 13 se leerdn, respectivamente, tres
i 14 9] -

séptimos, dos quintos, seis treceavos. Y, como estas
expresiones no indican cudl sea la unidad cuyos tres sép-
timos, ete. se dan, se vé que log quebrados son, conere-
tos de unidad indeterminada,

101.  Division.— 2 guebrado se llama vrovio cuando
el numeradar es menor que el denominador ¢ IMPROPIO cuan -

=

e —

i o -
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do es igual ¢ mayor. El quebrado propio no llega 4 valer
la unidad , pues no se toman tantas partes como las en
¢ue se ha dividido. El quebrado impropio vale igual 0
mds que la unidad , pues se toman todas 6. mayor nimero
que el correspondiente 4 una unidad.
5 ey 7 (

Ejemplos : = quebrado propio, 5 ¥ 7 o -
1‘\l'ulni0_‘-€.

Los guebrados impropios se llaman, en general, au-
Mer0s [raccionarios.

Se llama NOMERO MIXTO & [o reunion de wn nUmero en-

G ; :
tero y un quebrado. Asid 4 5 ©8 un numero mixto.

QQUEBRADOS § FRACCIONES DECIMALES $on aquéllos que
tienen por denominador ln unidad seguidade ceros.
7 81 47
107 100 * 1000

Log quebrados decimales impropics se llaman admne-
ros decimales.

Fjemplos : -

102, Origen.—La generacion de los mimeros frac-
cionarios se verifica por medio de la division, pero no
una division de pluralidades, como se congiderd en la
teoria del mimero abstracto 6 entero, sino una division
de la unidad, v esta division de la unidad sirve de com-
plemento 4 la division de pluralidades, pues hiace posible
la division en todos los ecasos, lo cual no se verificaba
siempre en el caso del niimero entero 6 abstracto. Asi, la
division 17:5, imposible por pluralidades, se hace posible

17 '

mediante la fraccion que expresa una division de la
unidad, sin alteracion del nimero 6 numerador, 6 ses
una sustitucion dela unidad entera por la unidad frac-

cionaria cinco veces menor, es deeir, por —.

1)
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Por esta vazon: Un guebrado equivale ¢ una division
cuyo dividendo es el numerador y cuyo divisor es el deno-
minador. :

& 2 n—Propiedades de los gquebrados.

103. EPrimcipio gemeral.— /i nimero concrelo se
hara cierdo mimero de veces mayor J menor, no sélo fa-
ciendo ¢l mimero de sus wunidades ¢ su pluralidad dicho
witmero de veces mayor o menor , sino haciendo dicko ni-
mero de veces mayor 6 menor g unidad fraccionarid.

Bl mtmero de partes vavia de dguwal manerw que el
aumerador que las expresa, la magnitud , inversamente al
denominador , pues querlas partes de la unidad, 6 unida-
des fraceionarias, son tanto més pequefiag 0 mayores,
cuanto mayor ¢ menor es ¢l mimero de partes en que se
ha dividido la unidad prineipal.

1
es la mitad de
R 4

tes de éstas componen lo mismo que entre 8 de aquéllas,

Ljemplo : , porqueentre 4 par-

eg deeir, la unidad. ;
104. Del principio enunciado se deducen las siguientes:
Propiedades.—1.2* S qumente o disminuye el au-
merador ., aumenta ¢ disminuye el quebrado, y si aumenta
d disminwye el denominador, disminuye 6 aumenta el que-

e 3 B Dy
bradop. Asi —> —, ey
] g:%.9 7

22 ¢ el numerador de un quebrado se hace cierto ni-
mero de veces mayor ¢ wmenor, el quebrado se hace el mismo

nimero de veces mayor ¢ menor, pues como varia el nu-

merador, asi varfa el niimero de partes.
20 4
es D yeces mayor que —.
i
3r 8% el denominador de wun quebrado se hace cierto

Fjemplo:

wdmero de wveces mayor o menor, el quebrado se hace el

n——
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mismo wikmero de veces menor ¢ mayor, pues la magnitud
de las partes varia inversamente & como varfa el deno-
minador, haciéndose fantas veces menor 6 mayor aqué-
llas como veces mayor 6 menor se hace éste.

. rr

it S i {
Fjemplo : 75 & 3 veces menor que —.
6} )

4o S el numerador y el denominador se multiplican ¢
dividen @ lo vez por un mismo wimero, el quebrado no
altera, pues en el nuevo quebrado hay cierto nimero, de
veces méds 6 -menos partes, pero el'mismo niimero de va-
ces menores, 6 mayores.

2 2 : 4
Ejemplo: Bl quebrado TR el — equivalen al R
o S 0 )

~ ba  Un entero puede reducirse & quebrado de denomi
nador dado, multiplicdandole por éste, y poniendo al producto 2
dicho denominador, porque el nuevo nuimero consta de
un nimero de unidades cierto ndimero de veces mayor,
pero el mismo nimero de veces mds pequefias. .

: bl 4. 21 28
Ejemplo :. T es ignal —— 4 } ete.

D)
d o)

6.8 Un quebrado impropio es igual & wn wibmero micto
euya parte entera es el cociente entero que resulla de divi-
dir el numerador por el denominador y cuyo quebrado liene
por numerador el residuo y por denominador el del quebra-
do, y reciprocamente, wn admero mizto puede reducirse &
quebrado multiplicando el entero por el denominador y agre-
gaudo al producto el denominador, que se pondrd como de-
nominador del resultado.

39 36 3 3
viemplos = — — = —
Ejemplos 3 5 3 Lok 3
. 2 35 2 37
R e T — Sl e ) o
=R 1 - 7 7
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7.8 8% aumentan los dos términos de .un quebrado, en
un mismo nibmero, el quebrado awmenta, si es propio, y |

disminuye , sies tmpropio. Asi:
i b4-3 5
[ ot T
En efecto: aumentando las cineo unidades del nume-
(v ]
)
rador en 3, 4 cada una corresponde un aumento de —;
. 13
aumentando lag 7 unidades del denominador en 3, 4 cada
o
5 ] : .
una corresponde un aumento de —; laego el atimero de |
i
partes ha aumentado mds que disminuido la magnitud I
de éstas, .y, por consiguiente , el valor del quebrado ha |

aunmentado.

|

, Si el quebrado fuese —, se tendria: i

743 7

)

b-+3 b
3
pues cada unidad del numerador habria aumentado en —
o) =
. = (2
y cada unidad del denominador en —, es deeir, ¢l deno-
5 i
minador menos que el numerador.
En general se tiene, pues,
@ a-tn i a+n  a+t-b a4 u
<4 =y e U =
a0 a-+-o-4n a a-+n. . a--n
. ; : |
halldndose expresados los aumentos .respectivos del nu- ,
L

merador y denominador, en cada caso, por

] n A 7 ! "
A
I

—y (Lol —¥ —(2.0); —y (3.0},
7 :.r—l—/JIl : 1 @ / -0 @

Dependiendo el valor del increrhento del numerador
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y denominador del valor de % resulta ademds que: Uz
quebrado propio auwmentard lanto mas, cuanto mayor Seq
el mimero que se aumente & sus dos trminos, y wh que-
brado impropio disminuird tanto mds, cuanto mayor sed el
wmikmero que se aumente & sus dos trminos.

8 #.0—Adigion y sustracclon

105. Definicion.—SUMAR 6 RESTAR niéeros fracciond-
rios es hallar, en nimero y magnitud, el valor de la suwma
d diferencia de dichos ambkmeros.

106. Magnitud y namero de las unidades.—In
1s. adicion y sustraccion de los niimeros fraccionarios hay
que considerar . ademas del nimero de unidades fraccio-
narias, su magnitud; pero si los nimeros considerados,
se reducen 4 unidades de la misma magnitud 6 especie,
sin alterar su valor, dichas operaciones se reducirdn 4 las
de los ntimeros absolutos, sin més que asignar al resul-
tado la especie ¢ denominacion correspondienté. Asi, es
necesaria la

107. Meduccion @ pna misma especie & & un
comun denominador.—Begla.—Para redutir que-
brados ¢ un comun denominador , se multiplican los dos
términos de cada wno por el producto de los denominadores
de los demds , pues asi no alteran (104, 4.2).

i 2 b 4
Fjemplo : Sean los quebrados —, —, - Se tiene:
5] i )
ot o g B BB.S 4" 487

3 88T R38" 6.0 8.8

2 84 b 90 4 84
i} T == -)T‘ — = ‘-"—:) —y = —-:)—-.—,

3 126 q 126 6 126

108. EPropiedades.—Como.en el caso del nimero en
levo . la adicion y sustraccion de los wimeros fraccionarios
SO ASOCIATIVAS % CONMUTATIVAS. '
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109. Wegla.—Pare sumar d restar mimeros quebra-
dos, de iguales denominadores, se suman ¢ restan los nu-
meradores, afectondo al resultado del denominador comun.
87 los quebrados propuesios tiencn distintos denominado-
res, se reducirdn & un comun denominador quedando re-
ducidos al casoanlerior.

Si los sumandos son niumeros mizlos, S¢ Sumardn
aparite los enteros, despues de haberse sumado los uebrados,
o st de éstos resultan algunas wnidades enteras, se agrega-
rdn & la parte entera del vesuliado. Fa esle wltimo casa
pueden reducirse las expresiones mintas ¢ quebrados, que-
dando reducido al anterior.

Hjemplos :
D 6 11
i SETeeiR e
) { { v
& L5 2
2.2 —_—— e —
9 9 g9
2 4 6 Dty
30 T T D D e T e
3 5 | ’ &9
70 84 90 244
:._‘__Jl_ = ‘]l‘ TR o b e A

105
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110. Definicionm.—
MULTIPLICAR % nlmero en-
tero d quebrado por olro en-
tero & quebrado, es formar
wn lercer wumero, con uno
de ellos, como ¢l olro se kit
Formado con o unidad, 6 ha-
lar wun tercer nimero que
seq respecto de uno de ellos,
como el otro lo e¢s respeclo
de la unidad.

a =
o)

Asl, m11]t.ipiic;'11' —i g

os formar un tercer niimero

= 3
o )

con el —, como 8e halla
4 ;

formado respecto 4 la uni-

y B .
dad; pero el &5 ha for-
i

mado dividiendo la unidad
en seis partes iguales y fo-
mando 5 de
el producto buscado se for-

éstas; ludgo

; 1 3
mard hallando — de — y
(6}
.multiplicando el resultado

por 9, es deciy:

! 1 3
P?m{ﬂée'{r‘;:( — de P-)><.'.l;
\\, L i ;L F,

Multiplic,

ARITMETICA. 107
acion v division.
111. Meciprocamen-

te.—DIVIDIR % nimero en-
lero 6 quebrado por otro en-
tera o quebrado, es formar
un tercero con el cual se ha-
lle formado uno de ellos, co-
wmo el alro se ha formado con
la unidad, d kallar un lercer
nimero respecto al cual sea
uno de los dados como el otro
lo es vespecto de la unidad.
el B

Asi, dividir —— por —

4 L]

eg formar un tercer ntimero,
con el ecual deba hallarse for-

a =

L 2 '
mado el — como el — estd
i} b

formado con la unidad, y

: o 2 1
si el 7 es los — del niimero

0D
que se busea, éste serd, in-
3
versamente, los de —;
) 4
luego el cociente buscado se

1 3

formarda hallando — de
) L
y multiplicando el resultado

por 6, es decir:

"all il
Cociente :.-(? de ; )x(i
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1 ! :; “ 1'11n ] ‘l :; :I’rI_:I: Yy O
peEro —dp—— 04.3.7); pero—de —————{104. 3.°):
A e 15_4{ e R )

0 = (5 1 »

2.0 | 0.b

luego : producto=———-. luego: cocienit———

. 4.0 )
Luego: . Megila.— Para L'lmgc'l ¢ Megla.—LPara.

multiplicar dos mimeros que-  dividir wn nimero quebrado
brados, semultiplican los nu-  por otro , se multiplica el di-
meradores, y al resultado se  widendo por el divisor inver-
pone por denominador el pro-  tido.

ducto de los denominadores.

112, ©Corvolarie.—Para 113. Corelarie.—Para
multiplicar  dos mibmeros dividir dos mitmeros mizlos,
mizlos, se reducen & quebra- se reducen d quebrados, y
dos, y despues se practicala despues se practica la regla
vegle anterior. anlerior.

114, Funciones del multipiicando v dividendos
respecto al ‘muoltiplieador v divisor.—[] multiphi-
cando y el dividendo ejercen funciones distintas 4 las
del multiplicador y divisor. Los primeros son simplemente
mimerog ya formados, los segundos pueden considerarse
como sus modificadores, destinados 4 transformarlos en
olros nimeros (productos ¢ cocientos ) 6 4 realizar su ge-
neracion. Bl multiplicador modifica al multiplicando como
¢l es respecto 4 la unidad; el divisor modifica al dividendo
de una manera inversa 4 como €l es respecto 4 la unidad.
Por el multiplicador , el multiplicando asciende en la og-

cala de las pluralidades, como por el divisor el dividendo

=)

desciende en la escala de las unidades. Asi, muftiplicando
es sinonimo de aumerador, como divisor es sindénimo de
denominador, segun la idea que ya se ha dado de estos
términos del quebrado.

En el multiplicador y en el divisor fraccionarios, los
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términos del mismo nombre ejercen entre si funciones
d
inversas, mientras que log de distinto nombre ejercen las
mismas, de manera que:

Bl numerador del wmultiplicador MULTIPLICA, como el
wumerador del divisor DIVIDE, i el denominador del mulli-
plicador DIVIDE como ¢l denominador del dipisoy MULTIPLICA;
asi, pues,
elnwmerador del multiplicador <> al denominador divisor,

(pues ambos multiplican)

como

eldenominador del multiplicador< >alnumerador del divisor,
(pues ambos dividen).

) » 3 5] 7] 3.9
Ljemplo: Sean, — ><—= —ma——
i ) 9 (.2

El 5 del multiplicador multiplica, como el 5 del divi
gor divide, y.el 9 del multiplicador. divide, como el 9 del
divisor multiplica. En resumen, el 5 del multiplicador y
el 9 del divisor multiplican, como el 9 del multiplicador y
¢l b del divisor dividen.

115. Ceveolario.—Ap el multiplicador y divisor, los
términos de igual nombre ejercen funciones inversas, €
idénticas los de :

wmnbres distintos.

Siendo la division siempre posible mediante la consi-
deracion de las fracciones, pueden establecerse las siguien-
tes proposiciones :

116. - Definicion.—Producto d cocienle sucesiyo de
varios niknieros enteros ¢ fraceionarios ¢s el resultado de
mulliplicar o dividir los dos primeros witimeros , despues ej
resultado oblewido por el siguienle factor ¢ ‘divisor, y asi
sucesivamente.
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Ljemplos de multiplicaciones y divisiones sucesivas :

5 4 16132 4 U) Siee 2800 P
) et e e e e
A i e T R R e
‘g8 B\ 2 202 2
= “—.—):-—: — el
30 "9/ 8 900 " 8

7. Reglas.—1:2  Para mulliplicar sucesivamente
wn guebrado por olros varios, se multiplican los numera-
dores entre si y los denominadores tambien entre st; el
primer products serd el nwmerador y el segundo el denv-
minador.

22 -Para dividir sucesivamente un quebrado por otros,
se multiplica el numerador del dividendo por el producto
de los denominadores de los divisores sucesivos y el deno-
minador del dividendo por el producto de los numeradores;
el primer producto serd el numerador y. el segundo el deno-
minador del cociente.

118. Propiedad conmutativa.—1.2 f/ producto
sucesivo de varias frucciones no ellera, cualyuiera gue seq
el drden en que se efectien las multiplicaciones. Asi, siendo

S B 23.5.6 g UR D.3.06
R T P i L ey
i Y o) . 9 [ o] .8

ambos productos serdn iguales, pues 3.5.6=5.3.6
¥y 7.9.8=9.7.8 (30, 3.9),

2.2 Kl cociente sucesivo de varias fraceiones no allera,
cualguiera que sea el drden en gue se tomen los diversos
divisores. Asi, siendo

3 5T 3.6.9 B SUReh 3.9.6
ey e T
6 9 §.5- T I AT AR

——

e =



————— T

e
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ambos cocientes serin iguales , pues 3.6.9=3.9.0
y4.5.1=4.7.5. )

119. FPropiedad asociativa.—12 5 producto su-
cesivo de varias fracciones no altera, aungue se sustituyan
varios factores consecutivos por su producto efectuado, d
cualguiera de los factores por un products. indicado equi-
valente. Asi: :

R e 2 R Le e 168 2 336
e -—_'Ti—_-——'“:“—IH'T:—IL‘tC.
i L - e Ay, B*3 360 3 1080

120. Ds la propiedad asociativa se deduce la siguiente
Begla.—Para multiplicar ¢ dividir wn'mbnero en-
lero 6 fraccionario por un producto de wikmeros enteros y
Fraceionarios 0 todos fraccionarios, basta multiplicario ¢
dividirlo, sucesivamente, por cada uno de los faclores.

iy ; B 16 B 5.6,4.8 960
LjGImpLas : = e e ST e e U et
5. 97T 5 13 99518 40%
Gue LA S PR B R T 1680
z_t': et —— — — \.
i - N 7.4.3.2 169

121. WPropiedad distributiva.—1."* Para mulli-
plicar un mbmero mivto, 6 waa swma de fracciones, por olro
numero mizto d una suma de fracciones, baste multiplicar
cada purte 6 sumando del multiplicando por cada parie ¢
sumando del multiplicador, 6 tambien, se reducen el mulli-
plicando y multiplicador @ wn comun denominador y des-
pues se efectiban los productos.

; Eae b LR .
Fjemplo : Multiplicar 44 o por :_‘)—|—T..be tiene:

L

N

s e RS R S S A T 1 |
(4+ —_-/]; (.9+ —)= (\J— T) B+ (A-H--?- ) X —=

9 8 ) 8
e 30 28 42 = 228960 2160 o 5
=20—-t- =+ ——201 2 =i —r—4al
=gy T 8 ) —|--._)1H~.L(J H184 ¥E
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y tambien podrd obtenerse el resultado, como sigue:
6 T\ 42 47 30 5]

(’lJF } "/( H-- Sl e o wiais G 204-—

] ' ; [ « = ! - ot 2

2.8 Para dividir un nimero mizto, 6 wna suma 6 dife-
rencia de fracciones, por un mimero enlero ¢ fraccionario,
basta dividir cada parte 6 sumando del dividendo por el
divisor.

Aty A g
Ejeanplo : Dividir b - Por —. Se tiene

<= |
o 8
<o
-1
|

(a+ ) L

CAPRPITULO II.
FRACCIONES DE FORMA ENTERA.
& 1.—Nooiones generales.

122, Nomeraclom.—.Las ll aeelones, cuyos denomi-

nadores son la base del sistema de numeracion que se

considera, 6 potencias ge, admiten una expresion
oral y escrita andloga & la de los niimeros considerados

en dicho sistema.

Sea un sistema de base's. Si 1 Im.el ad se considera

dades de un

dividida en J partes iguales, se t .
orden inferior al de las unidades de primer drden , que
gerdn con respecto 4 éstas, como estas respecto 4 las de
F:'Qg;‘l‘.h:-'u'l.

Dichas*unidades son las unidades fraccionarins e
primer érden. Si cada unidad de éstas se considera divi-
dida en & partes iguales, se obtendrin 4 unidades de

.
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segundo drden ; y continuando de esta manera, se obten-

| drd la série de unidades

1 1 1 1

W e

tales, que cada unidad de un drden contendri b del drden
inmediato inferior. Asi:

I, 1 1 1 1
il fie —'.bi——:——_éi — _/}; -
b b b2 b2 &
¥, por consiguiente, S
:11 | B 1
| = e —— = PP L
(} 1’.’)"‘ &‘;
De estas consideraciones resulta que:  Fodo nitmero
"

compuesto de unidades fraccionarias , oblenidas dividiendo
‘ la unidad entera y cada una de las Jue ast reswllen en tantas
parles iguales como unidades tiene la base del sistema "de
nwmeracion, puede escribirse bajo forma entera colocando,
sucesivamente, las wnidades fraccionarias de los diferentes
; drdenes @ continuacion de las enteras, de las cuales s¢
SEPArAran con une coma.
Ejemplo: 1453,642; es un numero fraccionario de
forma entera, considerado en el sistema de base 7, cuya
forma explicita es:

hsk) | S e Ve, ol | A 2
1,784, ;'—’_[_-,J_ “|"‘55—E“f3 ,— ..|_.-_] a e
' i 72 Fitd

123. Fracciones decimales. _En el caso de ser

{

" 5=10, las unidades fraccionarias de primero, segundo,
! tercero...., 6rden, se llaman respectivamente

|

| décimas, cenlésimas, milésimas , diesmilésimas,

CIenmilesinas ,. . ...
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es decir, que: tienen denominaciones andglogas, respectiva-

mente, & las unidades enteras que se componen de la unidad

absolwla, como ésin se compone de aguéllas, y se colocan {
de igual modo hacia la derecha. Asi:

diez y dédeima  se escriben 10y 0,1 : |
cien y cenddsiing » 100 y 0,01 |
mily milésima » 100 y 0,001

supliéndose con un cero el lugar de las unidades.

Regla.—Para escribir un nibmero decimal, se escribe
la parte entera, & continuacion wna coma, y despues la
parte decimal, colocando en el primer lugar-la cifra que
ezpresa las ddcimas, en el segundo las centésimas , ete., y
reciprocamente ., para leer un wimero decimal, se leg
la parte entera, y 4 conlinvacion la parte decimal, como $i A
fuera wn mbmero entero, aiiadiendo despues la denominacion
de lu witima cifra.

Erincipio.— 7odo nimero decimal es igual al wilmero
entero formado por el conjunto de sus cifras, afectado de
la denominacion correspondiente al drden de la illima
de dstas.

23865
100 °

124 Propiedades. 12 UUn umere fraccionario,

Ejemplo: 258,66 es igual 4 23865 centésimas=

exzpresado en cualquier sisfema de numeracion, se mulli-
plica o divide por una polencia de la base, corriendo {a
coma hdcia la devecha 0 la izquierda tantos lugares como _
unidades tiene el exponente. Asi i

476,5432,—4,7654325 .82, 476,54325—476543,2,: 83,

2.8 Up ndmero fraccionario de forme entera, expre-
sado en cualquier sistema de wumeracion, no aliera aia-
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diendo ceros & su derecla, pues la patte entera no varia, y
las unidades fraccionarias de cada érden anmentan por su
ntimero, cuanto disminuye, en valor, por su denomina-
cion, Asi:

37,49,0=37,4900y,

49 - 4900 49
pues 0,49 ——— GAN =
TUU ’ 10000 ll}l}

§ 2.0—Caleulo de las fraceiones de forma enterni,

125. Adiclon v sustraccion.— Megla.— Pyre su-
mar d restar fraceiones de forma entera, se colocan los
sumandos ., ¢ el minuendo y sustraendo, en columna, de ma-

nera que s¢ correspondan las wnidades de los mismos 0r--

denes, y se efectban dickas operaciones con los nitmeros
enteros.
FHjemplos: 1.° Efectuar las siguientes adiciones

87.464
54,693
823 546  Sistemade base 8.

965,703

Sestema decimal.

e —,

2.9 Efectuar las siguientes sustracciones:

(46,572 | (93491
Sistema decimal.’ 52,856 Sistema de base ',3.) ]H,-L)l
13,716 10,440

126. DREmitiplieacion y division.—Megla.—Pire
multiplicar ¢ dividir dos fracciones de forma entera, se

mulliplican 6 dividen los mimeros , ponidndose al producto

la denominacion correspondiente al producto de los denomi-
nadores, y al caciente, el cociente del mibmero COPTES POt~
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diente @' la denominacion del divisor dividido por el nii-

mero correspondiente d la denaminacion del dividendo.

Demostracion.—Siendo, por ejemplo,

RIS 847 H63
84.75¢5,63=——<

10~ 100
847 H63 847.100
84.7:5,60—=—: —
10 100 5635.10
resulta :

47 .563 247 100

84.7.5,63=—— v R4 T:Hh = ———-

7

1000 b63 10

8470

"~ B63
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CALCULD DEL NUMERO CONGRETO DETERMINADO.

CAPITULO PRIMERO,

NOCIONEs GENERALES.
Definiciomes.— NUMERO CONCRETO €S Ul Coiljunto
] & de unidades concretas delerminades. :
L Bspucius de wnidades concretas son lus variedades de

£ agstas que exisien , sequi S diverga naluralesa.

En cada especie de unidades concretas se distinguen,
como en los niimeros abstractos, varios drdenes; cuya
dependencia es arbitraria, segun las localidades donde

| g0 emplean.

NMEROS INCOMPLEJOS Son los nuimeros concrelos sim-
ples 6 que constan de un solo drden de wnidades.

Fjemplo: T arrobas.

NUOMEROS COMPLEJOS §6% [08 Wbmerps Concretos compues-
tos de diversos drdenes de unidaedes.

Fjemplo: 4 arrobas, 9 libras y b onzas.

Sierama de abmeros coneretos O SISTEMA DE PESOS ¥
MEDIDAS es el conjunto de unidades de diversas especies y
drdenes empleados en wna localidad, en las relaciones comer-
ciales 6 sociales.

'n el sistema de unidades concretas, hoy vigente,

B
Sp ‘l: e ar wda aenanio l_. 11 ln 1--...- ¢ "=
1stingue, para cada especie de unidades, una wnd

k dad principa l 6 fundamental cuyos multiplos 6 submuil-
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tiplos constituyen la variedad, que en la misma. se
El‘hli]il'.

128, Espeecies de nnidades coneretas.—Las espe-
ciés do mnidades coneretas son muy diversas y-varian &
‘medida que se dilatan los horizontes de las ciencias fisico-
naturals 2, ;u*rimu‘ufurlu gu definicion 4 lag teoriag de
estas ciencias que de ellas se ocupan. Asi, por ejemnplo, la
anecdnien considera el Ailogramelro 6 unidad de fuerza,
la calorimelria define la eezloria- 6 unidad de ealor, ete.
En Aritmética se consideran las unidades |11]|t"w|"11l iles
& lasg enales todag lag demis se vefieven, 6 de lag cusles se

componen, ¢stas son:

longitudes , superficies , wolimeies, capacidedes, pesos

unidudes monglarias y unidedes de tiempo

120, Conceplo del numers conerpto.— 1] con-
eepto del mimero concreto consta de dos elementos: of
aumero abstracln resultante- de comparhr una cantidad
conecreta ¢ macnitund con la unidad de su especie y lo
designacion de esta especie; pero estando expresada la
dependencia de cada 6rden dé¢ unidades, respecto & las
demds, por el miunero de veces que cada una contiens -0
estd contenida on otras, la denominacion de cada Grden
es lo mismo que el denominador de los mimeros fraceio-

narios. Por esta razon: Todo witmero concreto, refe
otro r!rf i grden superior , puede considererse como wn nil=
mero [raccionario cuyo denominailor estd expresado por las
pULeR g s ot st hatl contenido en agudl @ que se re-
fiere, es decir, que: fado wibmero concreto puede conside-

PAPRE COMO U RUMEFD FRACCIONARIO mplicilo.

'3 — ‘
mplo: Treales— —— de duro: porque un real es
/ 20 |

Yol

I veinteava parte del duro.

e e
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CAPITULO II.

NUMERACION DE LOS NUMEROS CONCRETOS,

130. Sistemns antiguos 6 de ley de dependen-
eia variable.—Entre los sistemas de pesas y medidas
adoptados en los diversos paises, convendrd citar como
ejemplo, el admitido hasta poco hi en Espafia, caya no-
menclatura es la siguiente:

2
UNmpapes DELONGITUD.  La lequa—=1666 = estadales; el

estadal=4 varas; la vara=3 piés; el pi¢=12 pulgadas;
la pulyada—12 lineas; la linea=12 puntos.
En la navegacion se emplean las unidades longitu-

23

dinales siguientes: la legua maring=3 millas; la mi-

Ua=9 _‘JF cables; el cable=12 brazas; la braza=—6 pids.
il

MEpipAs DE SUPERFIoIE.  Son cuadrados que tienen por
lados las unidades longitudinales, y son: la 7anega=>576
estadales enadrados: la arenzads =400 estadales cua-
drados.

MEDIDAS DE VOLUMEN ¢ oUBIoAs. Son cubos que tienen
por aristas magnitudes iguales 4 las unidades de longitud.

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA ARIDOS. Son las siguientes:
el caliz=12 fanegas; la 7anege=12 celemines; el cele-
min—=—4 cuartillos.

MEDIDAS DE CAPACIDAD PARA Liguipos. El moyo= 16
cantaras; laeéntera=4 cuartillas; la cuartilla=2 azum-
bres; la gaumbre=4 eunartillos; el cunrtillo—=4 copas.

MgepipAs pE PEs0.  Son: la fonelede—=20 quintales; el
quintal—4 arrobas; la arroba=25 libras; la libra=16
onzas; la onca=16 adarmes; el adarme=3 tomines; el
tomin=12 granos.

UUNIDADES MONETARIAS, Son: la engg=106 duros; el
9
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duro=20 reales; el 7ea/—>54 maravedises, Ademis se co-
nocen el cenlen=100reales; ol dodlon=30 reales, el escudo
de oro=40, ete., la peseta—4 reales y otras de cobre que
ya, o se usan.

UsmApid pe TiEMpo.  Son: el siglo=20 lustros; el
lustro=>5 aiios ; el aio=12 meses; el mes=30, 31, 28
6 29 dias, segun los casos; el dia=24 horas; la fora=060
minutos; el minuto=60 segundos.

131. Sistema moderno ¢ de ley de dependencia
comstante.—LEl sisterna moderno, de ley de dependencia
constante, se llama sistema métrico decimal, porgue su base
es el metro y la ley de dependencia es la ley decimal, em-
pleindose para expresar los miltiplos y submuiltiplos de
las diversas unidades , las palabras griegas

miria , kilo, hecto, deca, v deci, centi, mili,
que significan respectivamente ,
10000, 1000, 100, 10, 0,1, 0,01, 0,001.

St nomenelatura es la siguiente :

UNIDADES DE LoNagITuD. Ll metro, unidad fundamen-
tal del sistema, es una longitud ignal 4 ladiezmillondsima
parte del cuadrante del meridiano terrestre que pasa por
Paris. Seexpresa por su inicial m. Las demds unidades son:

el miridmetro, kildmetro, hectdmetro, decametro,
decimetro, centimelro y milimetro,
que se expresan con las iniciales:
Mm, Km, Dmn, dm, cur, win.
UNIDADES SUPERFICTALES.  Son euadrados que tienen por
lados las unidades lineales, y son: el miridmetro cuadra-

do (Mm?), el kildmetro cuedrado ( Km?), el hectomelro cua-
drado (Hm?*) que se Nlama Aectdrea, el decimelro cuadrado
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(Dm?) que se llama dren, el metro cuadrado (m*) que se
llama centidrea, ete.

UnipabEs DR VOLUMEN., Rl decimetro ciibico (dm®), el
centimetro cibico (em®) y el milimetro citbico (mm?) (1).

UNIDADES DE cAPAcDAD. Ll Itre, unidad prineipal, es
una vasija cuya cabida es igual al volimen de un decl-
metro eibico. Se expresa con la inicial Z, las demds uni-
dades son :

el &eldlitro (K1), kectolitro ( H1), decdlitro, (D 1), etc.

Uxipapes pE pEgo.  El gramo (7), unidad principal,
es un peso igual al del agua destilada 4 la temperatura
de 4 grados centigrados sobre cero, que llena una va-
sija de un centimetro cibico de capacidad. Las demds
unidades son:

el kildgramo (kg), hectdgramo , (Lg), ete.

152. KForma compleja de los nimeros concre-
tos.— 7odo mitmero complejo puede considerarse como un
aumero abstraclo compuesto de lanlos drdenes de uwnidades
como drdenes de unidades concretas lo componen, depen-
dientes entre si, no segun una base ¢ ley conslante como en
los sistemas de nwuwmeracion de los wimeros abstractos,
sino segun bases distinias, por lo general, y referidas
todas & la inferior especie.

Si se emplean letras para expresar el nimero absoluto
de unidades de cada érden concreto y un subindice para
indicar la ley de dependencia de cada unidad respecto d
gu inmediata inferior, las formas de log niimeros comple-
jos, pertenecientes & los sistemas de pesos y medidas con-
siderados, son las siguientes :

1) Los miltiplos del metro ciibico no se usan generalmente.
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SISTEMA ANTIGUO :

"{/ww las unida-
Aies .;. h; ¢; (l[-: L) fl‘_: = j??%lg(‘}-i'. .y l des t"f)afh?:‘r,’f’d-ﬁdﬁi

les.)

y f?tiaf.(fﬂffe.f de capa-

anbye. d cuartillos.. ........... ¢ cidad para ari-
dos. )

gt ({mu'rr'frr?e s de capa-

agh, . dy e Feopas.........., y cidad para Ugui-
\ dos. )

a b, exdye;f; g hyranos. .. (?d.‘lle‘,t’f{{{ffﬁ-s‘(!?{!j}[?.s’o_]

((wnidades moneta-

a by ey d maravedises. ... ... ... $ier Sy
{ 7reas.)

(unidades de tiem-

H B b.'. { LI il:1 Cqy fﬁn = St‘?ﬂiﬁ?td{id‘. ik { )
L #9:)
SISTH.\I,\ METRICO DECIMAL :

((unidades de lon-

abedefgh, nilinetros ...... { gitud,

)
abede gl nillms. cuadrs. . ;
| ciales.)

5 (wnidades de voli-

£ = Iy milims. cubicos. .
] OO0 i Mmen. )

( [m.-:xrfmﬂe.s- de capa-
( cidad.)

bedefgh, miligranos. ... (unidadesdepeso.)

bedefgh, wmililitros.......

133. Forma incompleja de los numerosconcre-
tos.— Todo nimero complejo puede considerarse como une
fraccion ordinaria ¢ decimal, segun que perlenezca @ un
sistema de dependencia variable 6 al sisteina métrico deci-
mal, euyo numerador sea el nimero absolulo de unidades
de inferior especie que contiene y cuyo denominador sea el
nitmero de veces que la unidad, en la cual se quicre expro-
sar, conliene ¢ la inferior. Asi:

((unidades super/i-




-
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'8 T

— duros—...
0

réales—

5 2

a by end naravedises —

. ‘."V -
axh esdief; goh Jranos = 12 lomines—

N
= —— adarmes = ——onias =—.....
514 ai6

abedeflghnilinctros—abede, Cghnetros—...

Hjemplos: 1.* Reducir el complejo T arrobas, 9 Ui-
bras y 8 onzas 4 incomplejo de arroba. Se tiene :

(@900 .80nz.=(1.25+49) 1.4 8ons.=|(7.25--9).1 6] ong. -
2952

- 8.0nz.=2852 ong.—

400
2. Redueir 478,563 centimetros 4 incomplejo de me-
fro 6 de kildmetro. Siendo 1 centimelro=0,01 melro—
=0,00001 kildmetros. Se tiene:

478,063 ems.==4,78563 ms.=0,00478563 fms.

@bservacion.—Los nimeros absolutos que expresan
los diversos drdenes de unidades complejas en el sistema
métrico decimal, dependiendo entre sf

segun la misma
ley, no forman sino nn nimero expresado en el sistema
de la base 10, 6 si se trata de unidades superficiales 6
ciibicas, en los sistemas de base 100 6 1000, respectiva
mente. Por esta razon log niimeros coneretos del sistema
moderno se presentan ya bajo la forma incompleja.

CAPITULO 111
l'_‘_il,t'!l_.’]’,l'} DE LOS NlJ'.\lHIl.HH CONCRETOS.
& Le—Adieion v sustraceion,
134, Wegla.—Para efectuar estas operaciones, se
procederd., como en el calevlo de los wimeros abstraclos,
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expresando, en cada suma J diferencia parcial, la especie
de unidades corvespondientes.

( Ta. 19 1. 13 onz. (17 ds. 1425, 9 ms.
Suma.) S » 22 » 14 » Resta! £ » 10y 13 »
(1575 41 5 27 » (i3 3 %.2D 2

(:l. o nl I'_i " 1; @ ll »
§ 2, «—MMultiplieacion.

135, Wefinicion.— WNulliplicar un wibmero concreto
por otro es hallar el valor de un numero concretlo de cierla
especie, cuando se da el valor de lounidad de su especie, en
unidades de olra especie distinta.

Ljemplo: Hallar el valor de 7 varas y 2 pids, cuando
se sabe que el valor de 1 vara es 3 duros y 8 #eales, es
multiplicar 3 duros y 8 reales por T varas y 2 piés.

136. WRegla.— Para mulliplicar uwn atmers conerelo
equivalente ¢ wna unidad concrela de olra especie, por un
aumero concredo de dsta, basta multiplicar el multiplicando
por el mimero enlero ¢ fraccionario que expresa el valor
del mulliplicador, en la wnidad cuyo walor es el multipli-
cando.

Ljemplo: Hallar lo que pesan 6 cekices, 9 fanegas y
3 celemines, sabiendo que la fanega pesa 3 arrobas, 14 li-
bras y 8 onzas. Se tlene que

3a 14 1bs. y 8 onzs. <6 caks. 9 fans. 3 cels.—

* 19 Loy 199
=3 @.14 lbs. 8 onzs.>< m—lHLli} s

pues, en efecto, siendo ol multiplicador

(6.12-1-9)><12-1-3
G cals. O fans. 3 cels.—= [ ] ]9} hli— fans.—

975 :
AT de fanega,

A
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el producto se obtendrd, hallando el numero de par-

tes alicuotas del multiplicando expresado por el multi-
1- plicador, es decir, las 976 doceavas partes; por consi-
l guiente,

1 3@ 14 lbs. 8 onzs. <6 caks. 9 fans. 3 cels. < >
| <>8; 14 ; S onzs. < 1'__ z

La multiplicacion de dos niimeros complejos que-
da, pues, reducida 4 multipliear un ntumero de oérde-
nes de unidades de base variable por un numero frac-
cionario.

| § #.0—Division,

137. Definieion.—Dividir un wimero concreto por

» otiro es oblener, en wnidades de una especie, el valor de la
1 unidad de otra especie distinla , cuando se cgnace el valoy
|' de wn numero de dsta, correspondiente & un ndmero de la
especie primera , 6 también, cuando se eonocen dos nikime-
108 de una misma especie y olro numero de wna - especie
distinta , correspondiente ¢ wno de ellos, hallur el valor
correspondiente & una unidad cualyuiera del otro.

Asf: 1.0 Dividir 3 onzas, 12 duros, T reales por T ario-
bas, W libras, 6 onzas, es hallar, en nimero de la primera
especie, el valor de una unidad de la segunda especie, y,
siendo

T
i

1@ 9 lbs. 6 onz.=[(7.2549).164-6] one.=2950 ons.=
2950 2950

L == = W8 — ———
; 16 400

Boneg 12ds. Trs.:7 @ 910, 6onz. <=3, 12,9 7s: 2950

2950 | 2950
¢ e B le-),l_l 9 rs. e

0 <>3:ul2,9 7s.: : —,
400

4 16
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segun que se busque el valor de la onze , de la libra 6 de
la arrola.

2.0 Dividir 24 arrobas 13 libras 8 onzas por 3 arrobas
7 libras 6 onzas es hallar un nimero de otra especie, que
debe corresponder al dividendo, como el divisor correspon-
de & una unidad de uno de sus érdenes, y siendo

24 @ 13 0. 8 one.=[(24.25-}+13).16-+8] onz.=9886 onz.

3 @ 706 0ns.=|[(3.2047).164-6| onz.=1318 onz.

el nimero que se busea sers, respecto 4 la unidad que se
busea, como el nimero que expresa el dividendo 9316 es
i i e . 9816
al ntimero que expresa el divisor 1318, es deecir: ~aia Y
alo
se tendri :

24 @ 1310, Bonz.: 3@ T 1h. 6 ong.<< >2455 1315 8: 35, T156=
—0816; 1318 ds. rs., ete.,

segun que el valor del divisor sea el de 1 duzo 6 un 7eal
6 una unidad de otra especie cualquiera.

5 4. —Reduoecion de unidades de distintos sistemas.

138, Miétodo de redaccions: lzunidad.—Regla,
Para hallar el valor de varias unidades de uwna especie
cuya correspondencia con las de otra se halle dada, se
obtendra primero el valor de waa , dividiendo, y despuds el
valor del wimero buscado, multiplicando. En efecto, sea

n fans.=n' rs.

la relacion conocida entre las especios fanegas y reales.
Se dedueird:
: w : W 5
1 fens,=—ms. 6 — fansi=1 reai;
n 7

——

g

o
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luego la expresion de un nimero IV de fanegas 6 de
reales, seri: '

N fai .__?"’ N 7 N g _i_ N fa
T s e e T Noyrg,.—=—- N fans.
) 7

Ejemplo: Si T libras valen 243 reales, ¢cudnto val-
dran 9 lidras?
Siendo 7 dibras=243 reales , se tendrd:

243 243 2187 5
1lh=——nrs. 79— —_—) 9 pg.=——p8.=312—rs.
F { { {

130. MRegla conjunta.—Para resolver un problema
de regla conjunta, es decir, para hallar el valor de una
especie en unidades de otra, ligadas por una séric de igual-
dades tales , que el segundo miembro de cada una es de la
especie del primero de la siguiente, se mulliplicardn res-
pectivamente lodos los mitmeros abstractos de los primeros
miembros y todos los de los segundos. Bl primer producto,
eapresado en unidades de lo primera especie , serd igual al
segundo , expresado en unidades de la wltima.

Demostracion. 10 Sean €, € y €' tres especies
distintas de unidades. Si ge tiene:

ce=he, ce'=de’,

expresando @, &, ¢, 4 los nimeros correspondientes, se
tendri evidentemente, multiplicando la primera ignaldad
por el niumero abstracto ¢ y la segunda por el numero
abstracto &,

g.ce=b.ce y che=die’;
luego a.ce=d.be’
2.0 Sea la série de relaciones

ne=le, ce'=de’, fe'=ge"’, Le"'=ie .
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Se tendrd, sucesivamente, segun el primer caso:

1

a.ce=b.de”, /\L"”:I_r/(:'”3 et —=ie"

e.c.fe=bdge’, Le'"=ie', ece.
Ljemplo: Hallar cudntos rublos corresponden 4 1720
pesetas, sabiendo que b dures equivalen 4 24,75 francos,
126 francos & 5 libras esterlinas, 40 libras esterlinas 4

— e ———— f—

468 florines alemanes y 24 forines 4 12,25 rublos? . :
Se tiene la série de equivalencias: |

x rublos =1720 pesetas. ﬁ

20 pesetas —=24.15 francos. I

126 francos = b libras esterlings. ﬁ

40 lbs. ests.= 468 florines. o fh

23 florines =12,25 rublos,
por consiguiente: 1
©.20.126.40,23 rublos=1720.24,75,5.468, 12.25 rublos

1720.24.75.5.468.12.25
z rublos=———1——
25.126,40,.23

rublos.
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EXPRESION GENERAL DE LOS NUMEROS FRACGCIONARIOS
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140. Definicion.— [na fraccion s¢ llama IRREDUCIBLE
cuando no es igual & olra cuyos dos Lrminos sean respec-
tivamente menores que los suyos.

141, Principio fandamental.— 7oda /raccion , cu-
yos rminos son primos entre si, es irreducidle, y reei-
procamente, /oda [raccion irreducible tiene Sus dos ter-
wminos primos entre si.

10 Hmwdresis. D (e, b)=1;

A Vi

Tisig. — L —, cuando m <a y 2 << b.
b 7
L@ ) @. 7%
Demostracion.—51 — = , resultara m =
[/ % i

siendo s un ntimero entero, por hipétesis;

luego b=a.n; pero D (a.0)=1; luego b=n (B recip.);
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| n |
| luego m=a .TZG.nmn.” entero)

15 luego m>a y n>0.

|
}
- ?a -
ademss ;‘z:-é‘T:rﬁ,num.“ entero) \
2.0 Demostracion ad absurdum.—Si los dos tér-
s . . L 3 . :
minos de la fraceion 5 no fuesen primos entre si, ten- ‘
drfan un factor comun, y, dividiéndolo por éste, resultaria
una fraccion de menores términos, equivalente, lo cual

es contra la hipdtesis,

Corolario.—7Toda fraccion equivalente d ofra fraceion, {
cuyos dos lérminos son primos entre si, es decir, ¢ ung 1
Fraccion irreducille, ticne sus t2rmings equimiltiplos de |]

los de ésta; deotro modo: la expresion general de todos los |

niimeros fraccionarios equivalentes & una fraccion irredu- 3
L {z' J(‘ -
cible — es :
/
a.n
bon'’

siendo v un niimero enlero & fraccionario cualyuiera. Esto
resulta de ser ( feor.)

" 2%
M=, —, n—=0,—.
] b

142, Del teorema tltimo resulta la signiente

Begla.—Para veducir un mibmero fraccionario ¢ su
expresion mas sencille, se dividen sus dos términos por su
mdzimo comun divisor, pues, suprimiendo sus factores
comunes, s6lo quedardn los factores propios de cada uno.

Ljemplo: Siendo D (910 y 936) = 26, se tiene

\

— e

910 910 : 26 3D

936 :

936 26 a0
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143. FPropiedades de los numeros fracciona-
rios de igual valor. — 5% dos nimeros [raccionarios

—, %srm de igual valor, los produclos =.5 y &.y del nu-

3
merador de cada uno por el denominador del olro son igua-
les, y, reciprocamente, §i dos productos .5 y £, son
iguales, tambicn lo seran los wimeros 1raccionarios que re-
sultan, tomando como tdrminos de distinto nombire, los
fuctores de cada wno.

O . :
Demostracion.—] .0 Si = representa el numero frac-

&
= e . ; : b 7
cionario irreducible equivalente 4 los dados — y —, las
C f

expresiones de éstos serdn de la forma

@&.n .
e y s
b.n b

designando a y m los factores comunes 4 los dos términos
de cada nimero fraceionario; y, por consiguiente, los
productos de los términos de distinfo nombre constarin

de log mismos factores ; luego serdn iguales, es decir:

(a.n)<(b.m)=(a.m)>x(b.n) 6 as=5.y

2.0 De esta ignaldad de productos se deducen las si-
guientes igualdades fraccionarias:

(@.n)><(b.2m) (@any><(bm)  (aa)><(bm)  (a.m)=<(bn)

(a.n)><(a.m) (@.n)>< (@) (e n).(0n) (an).(bn)

(qua)><(h.m) (a.m)><(b.n)  (@.n)><(b.m) (a.m)><(b.n)

(bom)><(@.m)  (bom)=(a.am)  (bn)<(b.n) (b.an)><(b.m)
bwm ba bwm  am  an bn  amn  a.m

0 —_— A e ! —
am  an bn  aa. em bdbm’ bm b
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6 sustituyendo por ¢.n, b.n, @.m, b.m, vespeciiva-
mente, z, &, ¢, 3,

~ < - 7o e - _
_"ﬂ ¥ o _G_ .___"J_ o Y Q i 4 o /
” o z a’ 7 . m= £ 5
= x ) 10 :
Ejemplos: 10 Biendo —= , se tendrd :

5 12
5. 12=610.

2.2 Siendo H,12=6,10, se tendrd:

19 -8 12 . 105 6 . 5. 10
105, 578 b I 1928 1D

144. Megla.— Cuando se conoce el numerador d deno-
mingdor de un quebrado equivalents d otro dado , se hallard
su denominador ¢ su numerador, mulliplicando este que-
brado, 0 su inverso, por el término conocido, Asi, siendo

8 4 7
———— ) —
21 b6 42

designando por medio de un punto el término que se
buseca (1), se tendra:

; 8 { 42
término buseado—=——.21, término buscado=4.—.
26 i

En efecto: en el primer caso, conocido un cocien-

8 :

te — y el divisor 21, se busca el dividendo, lo que equi-
ob

vale & mulfiplicar, en el segundo, conocido el dividendo 4

y el cociente so busea el divisor, lo que equivale 4

42"
dividir (110, 111 ).
(1) En Algebra, los valores que se busean, o inchgnitas, se

expresan por medio de las (ltimas letras del alfabeto, 2, ¥, 2.
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145. "Mransformaciones delas igualdades frac-
cionarias.— 1.8 §7 dos nimeros fraceionarios son igua-
les, lo son los guebrados formados tomands, en el misimo
drden ., los términos del mismo nombre, y tambien lo son sus
inversos. Iin efecto, siendo

a.n  a.m L asm o
= , se tendra, ——
b.n b.m @.m  b.m
b.n b.om a.m b.m
¥ E= ; —_—,
a.n  a.m a.n b.n

lo cual resulfa del niim. 104, 4.8, pues dichas igualdades
fraccionarias se deducen , simplificando, & las identidades
% Wb & m

m  m' a b w' a
2.8 K toda igualdad fraccionaria pueden sumarse, @
los términos de une de sus fraceiones, los terminos de igual
nombre de las olras,y tambien, & los numeradores ¢ a los
denominadores sus denominadores 6 numeradores respec-
livos.
En efecto, se tiene

¢.n  a.m  @.nta.m a(n—t-n)

bon  bom boatb.m b(ntm)

. n-+0.n

@b m a.n-+0.n a.m--0.m

E L T — —— e

b .7 ) .9 @.m

que evidentemente son igualdades fraccionarias.
Ejemplos :

7 21 7421 7 421 21
1 Dg—=—resulta ————=— v ——=——|
8 24 8+24 8 ° 8424 24
el +8 21424 [ 2
2.0 De —=— resulta SR R ke Vv _—1--:7]
8 24 ) 24 T 148 214-24
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y, tambien, segun las transformaciones conocidas:
748 8 748 7
21424  24° 214

o)

94 21

Observacion.—Una fraccion se considera como una
relacion 6 razon entre el numerador y denominador que,
en este caso, se llaman anfecedente y consecuente. las
igualdades fraccionarias se llaman proporciones, y sus tér-
minog pueden considerarse como nimeros proporeionales,
es deecir, tales, que la relacion del primero al segundo es
igual 4 la del tercero al cuarto.

: s . Sl ¢ : .
La igualdad fraccionarin —=—=— se escribe asf:
b I

g:bie: 4

v se lee: @ es i & como ¢ s 4 d.

CAPITULO II.

TEORIA DE LAS MAGNITUDES PROPORCIONALES.

8 L.o—Nociones sobre 1a relacion de dos maguitudes. !

146. Definiciones.—RAZ0N 6 RELACION de dos magni-
tudes de la misma especie es el niimero gue ezpresa la pri-
mera, cuando se lomn por unidad la segunda. La primera
se llama anfecedente, la segunda consecusnte y las dos
juntas, rmines de la relacion.

147. Expresion de las relaciomes.—Debiéndose
digtinguir en toda magnitad el ntmero que expresa su
medida con relacion 4 la unidad de su especie v dsta, se
empleard, en su expresion general, una letra miniscula
que designe aquél y una letra griega que designe ésta;
ast, ¢ 2 expresa # unidades do la especie . Tambien | bre-
vemente, se expresard una magnitud por madio de una
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letra maytscula. La relacion de dos magnitudes 4 y B

g A
e indica de esta manera: 4: 8 6 s lo cual se enun-
cia diciendo 4 es 4 B.

Corolario.—La magnitud anlecedente es igual ¢ lo
consecuente multiplicada por la razon, y la consecuente es
igual a la antocedente mulliplicada por el valor inverso de
dicha razon. Asi, siendo # el nimero que mide 4, por
medio de 5, se tendrd :

d:B=n y A=Bn

y, evidentemente,

1 : 1
Bidem—— " ¥ S B=d
7 7

148. Iste corolario puede enunciarse tambien bajo la
forma de la siguiente

BRegla.— Dada la relacion de dos magnitudes, se obten-
dra la antecedente, efectuando sobre la consecuente las
mismas operaciones que con la unidad se efectuaron pare
oblener el nibmero que expresa dicha relacion.

149. Weoremun.— 50 dos mugnitudes de la misma es-
pecie se miden por medio de una tercere, sw relacion serd
la misma que la de los mikmeros que las miden.

Demostracion.—Sean A4 v B lag magnitudes dadas,
€ la tomada por unidad, ¢ y 4 los muneros que las mi-
den. Se tendrd :

A=02; B=C.0;

| § ) B
pero (148) C=B-—; luego .4:(1;-7),(4_—_3-%(119)_

Asi, pues,

i
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§ 3,0—Principios de la proporcionalidad de las magnitudes

150. Definiciones.—Cuando dos magnitudes varian
simultdneamente, de manera que la relacion de dos va-
lores cunlesquiera de la primera es igual ¢ le de los
valores correspondientes de la segunda , se dice que dickas
magnitudes $on DIRECTAMENTE PROPORCIONALES 6 VARFAN
EN LA MISMA RELACION; ¥, cuando la relacion de dos wva-
lores cualesquicra de una de ellas es la inversa de la re-
lacion de dos valores correspondientes de ln otra, se dice que
$07 INVERSAMENTE PROPORCIONALES ¢ VARIAN EN RELACION
INVERSA.

Ljemplos: El jornal de un obrero es proporcional 4 la
duracion de su trabajo, asi como varias fanegas y su peso
correspondiente. El tiempo necesario para terminar una
obra y el niimero de obreros empleados son inversamente
proporcionales.

Se dice que ung magnilud es proporeional ¢ otras va-
7as cuando , permaneciendo constanles lodas dsias menos
wna , la premera es proporcional @ la que varia.

Hjemplo: La cabida de un salon es proporcional 4 su
largo, ancho y altura, pues permaneciendo invariable su
altura y su ancho, la cabida serd proporcional & su
largo, ete.

O®bservacion.—lin las cuestiones que por lo general
resuelve la Aritmética, la proporcionalidad se admite
como un hecho convencional 6 hipotético; asi, por ejem-
plo, sucede con el precio de las varas de una mercancia
y su numero; en geometria la proporcionalidad de las
magnitades ge demuestra, y en las ciencias fisicas resulta
como un hecho ¢ como un resultado aproximado.

151. Frincipio fandamental.—S7 dos magniludes
san direcla d inversamente proporcionales, y se multiplica
un valor particular de lo wna por un wkmero enlero ¢
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Fraccionario cualyuicra, el wvalor correspondiente de la
otra quedard , respectivamente, multiplicado ¢ dividido por
dicho wiimera, y, veciprocamente.

Demostracion.—1.0 Sean 4 y B dos magnitudes de
la misma 6 de distinta especie, que suponemos directa-
mente proporcionales. Sean ¢; «, @ « las expresiones
explicitas de dos valores de la primera; sean 4, €, by €
las expresiones de los valores correspondientes de la se-
gunda, Se tendrd (149):

@ O s fa ¢

oy | o
]
i,

ay o @y &y

(15} J.’]’-i
— L
(5 &1

designando por z el valor de la relacion entre dichos nu-
meros abstractos ;

luego ao—=(ma).n y b6=(lt).n

Ademds, si estas relaciones se verifican, es decir, si
multiplicando por un mismo nimero # los valores-de
dos magnitudes, se obtienen dos valores correspondientes,
lag magnitudes consideradas son proporcionales.

20 Si las magnitudes 4 y 2 son inversamente pro-
porcionales, se tendrd (149):

az o @ 626 by
_r;n“ -__I’ET &13-#_51_)
y, por hipétesis,
s 1 B
e
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designando por # el valor de la relacion de los primer o

: . 1 :
ntimeros, por lo gual designars — la relacion entre log
» 7
dos segundos;

el
luego Go=(ma).n y b &=l &) —.
: n

Ademds, si estas relaciones se verifican, es decir, si

dos valores

multiplicando por los valores inversos u y
7
corregpondientes de las magnitudes dadas, resultan valo-
res tambien correspondientes, serdn inversamente pro-
porcionales.
152. Wroporcion mumérica.—Las igualdades frac-
cionarias

©

@y o E’QC fly o r71| &
My & !{“| 5 2« r,l‘] &

que expresan la proporcionalidad directa ¢ inversa de lag
magnitudes de las especies 2y &, suelen sustituirse por
las igualdades fraccionarias numérieas

s 0/ s Iy

5] by’ (4} by

para pasar de la realidad del mundo fisico 6 de la vida
social 4 los dominios del cilculo, reemplazando asi la
consideracion de los objetos reales por la de sus sfmbolos
correspondientes. Hecha dicha sustitucion, y sometidos
los niimeros abstractos 4 las operaciones del edleulo, se
tiene cuidado de expresar, en los resultados finales. las
especies 4 que éstos se refieren.
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& 3.o—Coestiones que se refieren 4 las magnitudes proporcionales 6 inversamente
proporcionales.

1563. FProblema general.—(Ciso DE D03 ESPECIES.)
Conocidos dos valores de una magnitud deuna especie, hallar
todos los pares de valores de ofra magnitud de distinla espe-
cie que estén en razon directa d inversa de los dos primeros.

Resolucion.—Las expresiones

bo . O
By o =(m 2), 7 as o= ( JJT

correspondientes 4 la proporecionalidad directa € inversa
de las magnitudes de la especie « y € indican que: 8% el
b

palor numerico de la relacion enire dos valores de

J
wna magnitud de especie & es conocido, los valores de olra

especie =, multiplicados 6 divididos por dicka razon, darin
todos los sistemas de sus valores correspondientes de la
misma especie , en razon directa d inversas @ los expresados
por la velacion dade. Asi, 4 la série de valores

o, 2a, Sl ke L,
corresponderdn las séries

o.n, 2u.n, Sa.n, da.n.,... O aim, 2e:n, Bain, dan,

en razon directa ¢ inversa, expresada por la letra z.
Caso pE varias msercins.  Conocidas valores corves:
pondientes de varias magnitudes proporcionales de diver-
sas especies, hallar el valor correspondiente d wn wvalor
dado de otra nueva magnitud proporcional 4 aguellas, es de-
cir , que: siendo
a e, 616, o1 7 dy 3,
@z o, b8

un sistema de valores correspondientes de las magnitudes
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de especies «, 6, v, 5; se busca el valor f © , correspondiente

& olra magnitud fy o, proporcional ¢ aguéllas.
Resolucion.—1.0 Siage=a1, bo=0b, ¢z =0¢1, S0

tiene (150 y caso autcrjm-)

. s dq

fl-a‘—— (4] /au:f«,;. = 10—,

di Yoy S e
segun que la proporcionalidad de las especies 3 y ¢ sea
directa 0 inversa.

2.0 Sisolows =ay, by =101, se 1011&1'3. andlogamente,

.ff
para el valor que currespondo d e, d o fio e
s
do ¢ d ¢ di ¢ d
P 2 2 €1 s : 1 Oy
ho ——06hp.——; A — — 06 1p.—.—
i e TS B L

continuando asi se obtendrd, como expresion del valor
buscado, la siguiente:

/1

es decir que: se obtendrd el valor que se busca, multipli-
cando el mimero de unidades de la especie cuyo valor se cono-
ce, por las razones directas ¢ inversas entre los valores
correspondientes @ la magnitud desconocida y los correspon-
dientes @ la conocida.

154. FProblemas particulares.—1.° REGLADETRES
es la que sirve para obtener el valor de una magnilud li-
gada & otras conocidas por la relacion de lo proporcionali-
dad. Regla de tres SINPLE es la que se resuelve por medio
de una relacion de proporcionalided y cOMPUESTA la que se
reswelve por dos ¢ mdas.

Ejemplo 1.0: Si T fanegas pesan 84 libras ¢cudntas
libras pesaran 9 fanegas?

Gag1 €261 Das1- @asi

e
an)
.

(ZT 62 Cl162 51:52 ay 62

9
Resolucion: 9 fanegas pesaran 84. — lLibras.
[}
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90 8i6obreros, en T dias, trabajando 8 foras han

hecho 56 veras de un trabajo gcudntas varas del mismo

harén 13 odreros en 9 dias y 5 lhoras cada dia? Se tiene:

G obrs., T ds., 8 ks., 56 vs.,
13 obrs., Ods., b hs.. x vs.

EResolacion.—Como todas las especies de magnitu-

des se hallan en razon directa con el nimero de varas
que se busca, se fendrd :

I3 =9

L varas.
8] {

¢ varas=—0b0 vs.

3. gjemplo : Si 19 obreros, en b6 dias, trabajando 9
horas han hecho una obra gsen cudntos dias la hardn 27
obreros, trabajando 8 Zoras? Se tiene:

19 obrs., b6 ds., 9 ks.,
27 obrs:, x ds., 8 #s.

Resolucton.—Como el tiempo que se tarda estd en

razon inversa del nimero de obreros, se tendrd:

e P R 19.8.56 .
2 diag=>b6 diag «—i—=————dias.
o 27.9

2.0 RecuA DE INTERES es lo que sirve para hallay lo

_ que produce une cantidad de dinero, con la condicion de gue

cada cien wnidades produzcan una genancia determinada.
La ganancia producida por 100 se llama Zanto por cignto,
la cantidad qgue produce se llama eapital, v lo producido
por ésta inleres.

En la regla de interés se supone el interds directa-
mente proporeional al capital y al tiempo en que éste se
halla produciendo.

Ejemplo: Averiguar el interés que producen 8500
reales en 7 meses, sabiendo que en un afio 6 rs. produ-
cen 100.




142 TRATADO DE ARITMETICA,
Resolucion.—Llamando 7 al interds que se buse,
y recordando que el afio tiene 12 meses, resulta
6 7 6.7.8500
100 32" " 1200

i=8500 rs. . =297 i reales.
2

3.2 REGLA DE DESCUENTO es la que sirve para hallar lo
que se debe descontar de una letra d pagaré, cuando guiere
hacerse efectivo su valor antes de sw vencimiento. Bl va-
lor expresado en una letra se lama valor nominal, ol va-
lor que tiene la letra, no en el dia sefialado para su cobro,
sino el dia en quese la considera, se lama valor actual 6
gfectivo, y la diferencia entre ¢l valor nominal y el actual
so Hama descuento.

Resolucion.—Hay dos modos de hallar el descuento
de un pagaré: el primero consiste en considerar su valor
nominal como un capital y el descuento como su interés,
quedando en este caso el problema reducido al anterior;
asi se procede en el comercio. El otro método de descon-
tar se reduce 4 emplear el razonamiento siguiente:

Si 100 produce # en un afio, producird # Zen el tiem-
po ¢, considerado en afios 6 fraccion de afio; luego cien
unidades actuales corresponden 4 100 4-# ¢ nominales;
~ 100
el valor nominal de l letra para hallar el valor actual.

Ljemplo: Hallar el descuento de un pagaré de 46500
reales que vence dentro de 9 meses, siendo 5 el tanto
por 100. Se tendré :

- serd la razon por la cual se ha de multiplicar

S sl 345
valor efectivo—=46500, — 3 ?'S':‘l'lbm‘]aﬁ 28,
1(![)—{—5'T2—

oL 345 900
descuento=46500 rs.—44819 — r$.=1682 —— 73,

1245 1245
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45 REGLA DE COMPANIA gue tiene por oljeto repartir la
ganancia 6 pérdide de un capital svcial entre los sicios,
praporcionalmente d los capitales de cada uno y al tiempo
que los han tenido impuestos.

Resolucion.— Representando por ¢, ¢, €7 ..oy los
capitales quehan impuesto los diversos s6cios, por ', ¢4,
los tiempos respectivos que han estado impuestos, las
ganancias parciales serdin proporcionales 4 ¢'.¢, ¢".t",
¢! 4 ....; luego dichag ganancias estarin representadas
por ¢ o .m, ¢ e giendo 7 unga razon comury;
luego la ganancia total estara representada por ¢'.¢ .-+
d¢” 0 cnte" .t .m. Larazon de cada ganancia parcial
4 1a total estard dada, pues, por las expresiones

e . .m e .0

cLate e ] ¢t atc’ ' me"" 2"
et

ot e AT R e :
] et et
C. LFd ! / ¥’ 1 gt Lrr ’ ’

cl'Fct e A A
S

ct ¢t e ' :
luego (153 ) para una ganancia (7, las ganancias de los
sbeios estardn expresadas por los productos.

: Cé U”{,"
Gi———————— G g ?
't +e't et ¢t4-ct ¢

gt
G — SR

¢ f-"—c‘”?"'fcwﬁ“

Ejemplo: Repartir 32000 pesetas proporcionalmente
4 los capitales 18000, 27000 y 22500 de los séeios y

los tiempos 16, 6 y 12 meses, durante los cuales han es-
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tado impuestos, respectivamente, Llamando ¢/, g”, ¢’ la
ganancia de eada uno, y siendo

18000. 164-27000. 6-}-22500, 12—=720000

se tendrd:

288000 162000
'=32000+ ——, —82000>—= e
i T 720000

270000

'”:T"_j.(-{“ . —te
g = 32000 —or s

2 9
'=32000-—-=12800, 4" =82000"~--=7200,
&) =

(> ]

"= 32000+ — =12000.
e

5. REGLA DE ALIGACION gue tiene por objeto delerminar
el precio de una mezela 6 la ley de wna aleacion, Y, recis
procamente, conocidos éstos, caleular las cantidades
que deben mezelarse 6 alearse. Se llama aleacion 1a mezcla
que resulta de la fusion de dos 6 més metales. Precio de
una sustancia es la relacion que existe entre su valor,
expresado en unidades de dinero, y la cantidad de la
misma, expresada en especie conveniente: se representa
por la expresion

designando por p, 2, ¢ el precio, el valor y la cantidad.
Ley de una aleacion cualquiera es la relacion entre el peso
del metal fino (oro 6 plata en las monedas) y el peso total
(oro y cobre 6 platay cobre). Se representars por larelacion
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designando 7, p, P las tres especies de magnitudes con-
sideradas.

La regla de aligacion, como £ ha manifestado, com-
prende los dos siguientes problemas :

10 Problema directo.—Conociendo las cantidades
que entran en ung mezcla y sus precios respectivos , deter-
minar ¢l precio de dicha mezcla.

Resoluecion.—Sean ¢, ¢, ¢”,..... las cantidades que
se mezelan, 7" p .. SUS precios corregpondientes
y P, ¢l precio medio.

Tomando como unidad la cantidad total ¢'-4-¢"+-
4-¢""+....., 1a expresion de cada cantidad serd:

’

¢ g Ve
c,_l_c”—‘_c:u 1 C(-i—c”-ll—{,"” ] {,‘f—"-r‘_' —i“{;.‘
y sus precios respectivos,

c,.-?j_m

¢4e¢' 4"’

¢

luego la expresion del precio total Py, sera:

¢y

Sl i 208

f,." ¢ ‘{—If,'! o

luego: para hallar el precio de una mezcla , se multiplican
las cantidades mezeladas por sus precios respectivos, y la
suma de los productos se divide por la suma de dickas
cantidades.

2.0 Problema tmverso.— Conocido el precio de une
mezcla y los de las sustaucias que Lan de formarla , hallar
las cantidades que deben mezclarse.

Resolucion.—1 .9 Siendo solo dos las sustancias mez-
cladas, de la relacion

P (&€ )=p 4P 6 O P o€ Apu € '=0 P o€
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se deduce, restando primero 7

¢ de los dos miembros y
despues g, ¢

(B —p).C=(p'"—pp).c” 6 —=l TP,
¢ Po—p
luego: las cantidades de dos sustancias mezcladas son in-
versamente proporcionales d las diferencias entre sus pre-
cios respectivos y el precio de la mezcla.

2.0 Cuandoe sean mss de dos las sustancias mezeladas,
se obtendrin las cantidades respectivas de dos, Mégo se
considerard una de ellas con otra de las propuestas, repi-
tiéndose el razonamiento anterior, ¥ asi sucegivamente.

Hjemplos: 1.0 Siendo 0,960 v 0,870 las leyes de dos
barras de plata y sus pesos respectives b y 7 kilégramos,
hallar 1a ley de su aleacion,

Resolucion.—Siendo los pesos de
cada barra 0,960.5 y 0,870.7 kil ot
mos el peso total, se tendrd

metal fino de
amos, y 547 kildgra-

' : _ 0,960.5--0,870 .7
ley de Iz aleacion — ———1 7170
'._J—[—- i
2.0 Se tienen dos barras de plata de ley de 0,865 la
primera y 0,974 la segunda, gen qué re

lacion se tomardn
cantidades de una y otra para producir plata de ley
de 0,900°?

Besoluelon.—Representando ¢ la cantidad de la
primera barra que se tome y ¢ la de la segunda, se
tendrd

¢ 0,974—0,900 0074 74
S R i T i e e o
¢ 0,900—0,865 0,035 35
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TEORIA DEL NUMERO INCONMENSURABLE.

CAPITULO PRIMERO.

PRINCIPIOS DE LA TEOR{A DE LOS LIMITES.

155. Definicion.~Si una cantidad V varic de tal
manera, que se aproxima indefinidaments d une cantided
fija L, pudiendo llegar & diferenciarse de elln en valores
susceptibles de

ser menores gue cualowier valor designado
/4 i i y

por pequeio que sea, sin legar @ ser jamds igual ¢ o
wmisma, se dird que ésia es el LivatE DE AQUELLA. De otro
modo, una cantidad fija L serd el uivrrr de una cantidad
variable C, cuando la diferencia L—N 6 Y—L, segun que
V sea << 6> que L, tienda indefinidamente a ser cero.

La diferencia entre la eantidad variable y su limite se
dice que es una cantided evanescenle, si se representa
por z, la cantidad variable podrd representarse por

L2 06 =g
gegun que se aproxime # su limite, disminuyendo 6
aumentando.
Fiemplo : Todo nimero fraceionario propio ¢ fraccio-
nario impropio, cuyos dos términos aumentan en un
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mismo valor . disminuye ¢ aumenta respectivamente,

(104, 7.2) aproximéandose 4 la unidad en los dos casos, da ]
manera que se tendrd, por ejemplo,

T2 S-F n

1 Ly LT

8tn -2

y ademis,

Jim = S=

8L B 8-1n

S-1-n S+n—T—n 8—7

—e i ==, =

T-4n T—4n )

valores fraccionarios suseeptibles de ser tan pequefios
como se-quiera, haciendo el valor de #, suficientemente
grande (104, 1.2),

1 es pues el limite comun de log nimeros fracciona-

rios que varian, anmentando sus dos términos en un mis-
mo miumero indefinidamente.

156. ‘Weorema B.—JDos cantidades variables gue per-
manecen constantemente iguales | tienen el mismo limite.

Demostracien.—Sean V7 y 77’ las cantidades varia-
bles, L v L' sus limites respectivos.

Si LA:=L°, serd L< 6 > L'. Sea por ejemplo, L <L/,
y llamemos 3 la diferencia evanescente entre I~ y su Hmi-

te L; y se tendrs la série de cantidades
Li—38,; L. L48, &',

c¢olocadas por érden de magnitud.
Siendo Z el limite de 77, llegard un momento en que 7

34 L3, y ]

por consiguiente, no podra acercarse indefinidamente 4 Z;

pero lo mismo sucederd 4 su igual ¥'; luego ¥’ no se po- |

drd acerear indefinidamente & Z', v enténces L' no serd

el limite de V', contra la hipétesis.

quede comprendida en el intervalo de Z
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157. Meorema BE.—S% dos cantidades constantes Cy
O’ se hallan comprendidas entre dos variables N y V', cu-
ya diferencia puede ser tan pequena como Se quiera, agueé-
las serdn iquales.

Demostracion.—Si (" fuera, por ejemplo, mayor
que , colocando dichas cantidades por érden de magni-
tudes, se tendria la série de las mismas:

e s S

absurda, porque V'y V', suseceptibles de acercarse entre
gf indefinidamente , llegarian 4 hallarse en el intervalo de
valores comprendidos entre C'y @', mientragno sea 0=C".

158. Teorvema WRR.— B/ [inile de la swna de varias
cantidades variables es igual & la swnag de sus limites.

Demostracion.—Scan V7, V', V" ... las cantidades
variables, Z, Z', L sus limites, 3, 3", 3",..... sus dife-
rencias evanescentes.

Se tendrd

Vb VAV e (LA (L A8 L A8 ) =
=L TA-T e s

y si se llama A la mayor de las cantidades 3, &', 3”,.....
VAV V" <L4-L'HL'4 . {0 0240)
6 < LALHL'+....+adk,

llamando n el nimero de sumandos. Y eomo A tiene por
limite cero , lo mismo sucederd 4 zA, es decir, que serd
una diferencia evaneseente, y L4 L4 L' ... serd el
limite de PH-FV'4-V""4-.....
159, ‘Weorvema WV.—Z limite de la diferencia de
dos canlidades variables es la diferencia de sus limites.
Demeostracion.—Sean 'y V7 las cantidades varia -
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bles, Ly L sus limites, 3y 3" sus diferencias evanes-

centes, Se tendra

V—V =LA43—L'—¥'=L—L'}(3—3")

]

siendo s—3" una cantidad evansscente, v por consiguien-
te, L—L" el limite de F—¥".
160. Weerema W.—Z7 linile del producto de varios
Tactores variables es igual al producto de sus Umites.
Demostracion.—Empleando igual notacion que
anteriormente, se tendrd

VoV (L3 <(L 3 ) =L L LA+ L 3435 =L L4,

1
Hamando 7 la suma de las cantidades evaneseentes
L .3 +4-L"343.%" que es tambien evanescente ; luego
LL :“II]. I—. T‘
Lo mismo se razonard para varios factores.
Corolarie 8.— LI lmile de la polencie de una can-

tidad variable es igual @ la potencia del mismo grado del
lhmite de dicha variable , es decir,

lim. 7#*=1n .

Ceorolario B.o— 1L limite del cociente de dos cantida-
des variables es el cocie

le de sus lwmiles , pues siendo 7
y V' las cantidades variables y 7' su eociente, L, ' y L”
sus limites respectivos, se tendrd :

r I
e ol el 8 T B A [ W T Pl S ST Y
J L

Corolario B.°— 7Y limite de o raiz cuadrada de wng
cantidad variable es la raiz cuadrada del Limite de dicha
variable , pues se tiene

VIV =V, P=V?2 lim. V=(lim. V'), L=L"* L'=VL.
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CAPITULO T1I1.

HAS FRACCIONES ORDINARIAS COMO LIMITES DE FRACCIONES
DE FORMA ENTERA.

161. Definicion.— S //ama FRACCION GENERATRIZ, /o
fraccion ordinaria equivalente & una fraccion de forma
entera, 6 de la cual ésta procede.

162. Wegla.-—Pare reducir una fraccion ordineria @
Fraceion de forma entera, basta efectuar la division del nu-
merador por el denominador , multiplicar el resto por la
base del sistema de numeracion en que quiere expresarse, y el
cociente entero serd la cifra de primer drden de la fraceion
de forma entera, y asi se continvard, obleniendo las de los
demds drdenes.

, A s 4 9 19 11
Eﬂmaﬂﬂ«;ﬁ. Sean las fracciones ?, ? B
se quieren reducir 4 forma entera, en el sistema decimal.
Se tiene :

0 b 190 33 170 45
10 |77125 200 |"p57..... 350 |70 37,
20 " ™ {912 35 A
40
0

En el primer ejemplo, la fraccion de forma entera se
ha obtenido exactamente, en el segundo, el primer resto 19
se ha repetido, lo que indica que la fraccion obtenida
se compondri del nimero BT repetido indefinidamente,
en el tercer caso, la repeticion del segundo resto 35 indica
la repeticion indefinida de la cifra 7 del niumero fraccio-
nario buscado.
163, Definiciones.—5¢ lama fraccion decimal BxAC-
1A, la que consto de un wimero limitado de cifras,y PERIGDIOA
: ti
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la que contiene cifras que repiten, en el mismo drden, inde-
finidamente. El wimero formado por las cifras que Se re-
piten, se llama pertovo. Una fraccion periddica se lama
periddica pura, cuando el periodo principia en las unidades
fraccionarias de primer drden y PERIGDICA MIXTA , cnando
el periodo principia en un drden distinto del primero.

El teorema ntm. 83, referido 4 los cocientes, expresa
las giguientes :

164. E*ropiedades de las fracciones de forma
entera.— 7oda fraccion ordinarie, irveducible: 1.9 si no
conliene , en el denominador, mds que factores primos de
la base del sistema , reducida @ forma entera, se COMPON-
dra exactamente de lantas cifras como unidades tenga el
mayor exponente de los factoves primos de la buase.

i i
]J'—"I-If"s’-'il?ﬂ-' _——— —-——:“]l-lu
G} 40 93 1, ' )

2.9 8i no contiene , en el denominador, mis que fac-
tores primos con los de o base del sistema, su foring
entera constard , & contar desde las wnidades de primer
drden , de un periodo cuyo numero de cifras serd el ni-
mero 4. que pertencrea la base del sistema, con relacion
afl denominador.

Fjemplos :
1o ——=0,428571 428571... (en el sistema de base 10).
i

(5]
2.0 T:U,l—}-*.ii}—} 14634. .. (en ¢l sistemade hase 10).

3.0 8¢ contiene facloves primos de ly base y faclores
primos con la base, s forma entera constard , ademds del
periodo, de una parte no periddica yue precederd, cuyo ni-
mero de cifras serd igual al mayar exponente de los factores

primos de la base contenidos en el denominador,
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Ejemplos :
| B —;;—:U:-':H 3333... (en el sistema de base 10).

2.0 ;'; —0,22010 211225 211225... (enel dehase 30).

Observacion.—Si las fraceiones propuestas no estu-
vieran bajo la forma irveducible, el enunciado de esta
ultima propiedad recibiria la modificacion expresada en
el teorema 83,

Corvolarios.—1.9 Las fracciones ordinarias de igual
denominador tienen igual mimero de cifras periddicas (en
el mismo sistema ).

2.0 Los periodos, correspondientes & dos [racciones irre-

’

: J‘\.
ducibles = B | tienen el misme wwmers de cifras

> b }
cuando B y B’ sdlo difieren entre sé por polencias de la
base del sistema.

165. Fropiedades de las fracciones generatri-
ces.—La generatriz de wne [fraccion de forma ealerd,
periddica, es el uinrre hdcia que converge el valor de
ésta . cuando se considera wn nibmero cada ves mayor de
pertodos.

Demostracion.—Sea, por gjemplo, la fraccion

F=0,29 457 457 457 ..

cuyo periodo es 457, siendo 29 la parte no periddica; y
consideremos, para sencillez, que el nimero # de perfodos
sea ignal 4 4.
Se tendri:
1

/==0,20 457457 45T 45T+ f*——=-. 1]
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Bllll[-i]_‘:iim‘l.lll.l:_) los dos miembros por 102, v fl‘l@f?[’."l.leﬁs
por 102 =105, s tendrd:

102 /=29 457457457457+ 1+ ————,

[

10°./=20457 45TABTABT /" . (3]

Restando, miembro & miembro, las igualdades obfe
nidas, resulta:

457 ' | '

(10*—10%)/=29457—29— J—- }—-/'( . : —--)

10+8 10485 10432
—soir—gn_ L, (101 )
_]_”I.;; IU:-:.-]--‘_'

y, dividiendo por 10°—102,
. 29457—29 457 1 L 103—1 )
G 0 T T TS T, e ¥ '(,1:1-%-‘ ':-_)' '

pero tomando, en vez de 4, un nimero de periodos ‘

suficientemente grande, los dos tltimos términos, cu-
yos denominadores se harin suficientemente grandes,
llegarin & adquirir valores tan pequerios como se quie-
ra; luego

20457—29

dica pura, el sustraendo del numerador se reduce 4 cero,
agi como 1072—10% 4 10°—1, pues enténces, de la igual-

166. Caseo particular.—Cuando la fraccion es perié-

dad [3], en la cual no existen las cifras 29, no se restars
la [2], sino la [1], y se tendrd:

3 B 457
=lim, ——

g0g
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pues dividiendo por 10°—1 despues de dichas operacio-
nes, resulta

45T 457 {

5y 103 —1 108 —1 1043 + 101.5-3 T
451 457 1 ] 1

— = i

T 999 999 1063 ' 10— 10°—1 '

pero tomdndose un numero de perfodos, que en el ejem-
plo considerado es 4, suficientemente grande, los dos
ultimos términos del segundo miembro se hacen tan pe-
quetios como se quiera ; luego

457

lim. f= 999 "
Las expresiones de los limites obtenidos pueden enun-
ciarse bajo la forma de log signientes
Corvolarios.—1.0 A limite del valor de wna fraccion
decimal periddice pura es wna fraccion ordinaria cuyo
numerador es el periodo y cuyo denominador estd formado
por tantos nueves como cifras liene el periodo.

2.0 B lmite del walor de una fraccion periddica mizta
es un quebrade ordinario cuyo numerador es el nimero
formado por la parte no periddica, juntamente con el pri-
wer pertodo., ménos este primer periodo, y cuyo denominag-
dor consta de lantos nueves como cifras tiene el perioado,
sequido de lantos ceros como cifras no periddicas hay.

CAPITULO III.
NOCIONES SOBRE LAS CANTIDADES INCONMENSURABLES.

167. WDefinicion.—S¢ dice que dos magnitudes son
INCONMENSURABLES, cuqndo 7o existe ninguna otra de sw
especie que seq su comun medida,
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Medidas de Ias magnitudes inconmensuri -
bles.—Sean 7, ', n''...., numeros tales que n<<n'<Zn""<....
Sean Iy M la magnitud fomada como unidad y la mag-
nitud que se va 4 medir.

No estando 7 contenida exactamente en M/, ni las

VR e I
nuevas unidades —, —, ——,..... sucesivamente meno-

% N n
res, que se van tomando para medirla, puesto que M se
supone inconmensurable; si se forman las séries de mag-
nitudes

0 o o vl
— 2——“” m— ﬂj (?R-f" J}'_,.
i) n n n

e Ll U U

— 2 m'— M e I SR e
7 % 7 )

o U R o
e L SROMON i T S s SNt A Y ;
7 7 % 7

la magnitud 4/ se encontrard sucesivamente comprendida
entre dos magnitudes consecutivas

U g o | & 5 ) e
m —y(m~-1)—, m' — y (' -F1) —, m" ' —y (m +1)—..,,
7" 7 7 n BT ‘n
iyt ; : e e )
cuyas diferencias respectivas —, —-, —, sucesivamente
now N

menores, indican que comprenden 4 la magnitud A/, con
tanta mayor aproximacion , cuanto mayores se tomen los
divisores sucesivos de la unidad de medida; por consi-
guiente, los nimeros

m w1 m' -1 wm” m’’ -1
= }v =L o _' }' 7‘] __.’_ ,r 7!""!
7 n T on 7' '’ '’

que respectivamente las miden, irdn comprendiendo cada
yez, con mayor aproximacion, el nimero que mide la

dm —
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magnitud J; pero ésta es el limite de lag magnitudes
sucesivamente consideradas, puesto que su diferencia con
ellas puede hacerse tan pequefia como se quiera, luego
podrd decirse que: el wikmero que mide una maguibud in-
conmensurable, es el limile de los wkmeros que miden séries
sucesivas de magniludes conmenswrables, cuyo limile es
aguélle.

168. Nameros irracionales.— Definicion. —5¢
Laman nibmeros 1RRACIONALES 6 RADICALES las raices de
cualquier grado de los milmeros enteros gue no las tienen
exactamente, en forina entera o fraccionaria.

169. Teorema.—Las raices de los nilmeros enteros,
que no se pueden oblener exactamente en nimeros enteros,
Son Inconmensurables.

/ 1]
Demostracion.—Seq /V un numero, cuya raiz ' N

de grado z no es exactamente un nimero entero. Tam-
- . . . . f;r:

poco podrd ser exactamente un nimero fraccionario —-;

porque enténces se tendria, reduciendo & la forma irre-

prE T S ,
ducible —, si va no lo estd,

[/ 3
({_' N\ an -n..'-’
7) =
yeomo ¢ y &' son primos relativos (141 7¢cip.), tambien lo
‘n
serdn @™y & (55 cor. 1.0); luego — serd un nimero
= ) £
fraccionario irreducible (141); que seria igual al numero
entero &V, 1o cual es absurdo; luego IV no puede tener una
A
raiz {raccionaria exacta; luego /' N es un ndmero in-
conmensurable.
170. Conmutabilidad de las potencias y rai-

ces.—Teorema.— L polencia de un grado cualyuiera de
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wn producto 6 cociente, es igual al producto d cociente de las
potencias de igual grado de los mimeros que se mulliplican
d dividen, y reciprocamente, [a raiz de un grado cual-
quiera de un producto d de un cociente es igual al producto
d cociente de las raices del mismo grado de los wilmeros
gure se multiplican d dividen.

Demostraeion.—1.0 Siendo 5.3 y 17 : 6 el producto
y el cociente propuestos, se tendrd, por ejemplo,

(5.7)*=5.37%, pues (5.7)'=5.7.5.7.5.7=5.5.5.3.3.3

L B S b L [
Téne =11 6% nnes (1—1):_?_2_]_'_‘:]_'_
6 DTN RGN 6

20 Se tendrd tambien, para dicho producto y co-
ciente,

V53=V5.V3, porque (V5 . V3 2=(V5 2.(V3 =53
V9:6=V9: V6, porque(v'9: V6 2=V (V5 )2==9:6;

luego 5.8 es la raiz cuadrada de V5.V 3y 17 :6 es |12
rafz cuadrada de V17 : V6.

Corolario.— Toda raiz inconmensurable, del grado g,
de wn wikmero puede oblenerse, con la aprozimacion del dr-
den decimal n, multiplicandole por 10™8, y dividiendo la
74z entera por 10, pues, por ejemplo ,

3 3 b 3 =
V26,107V 56 .V IOt/ 26, 10°

luego "ml—ﬂ_}”ﬁ“mM — ;/ 26
100000
1
10°

con una aproximacion de meénos de

|
_ﬁ
.J
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LIBRO SEGUNDO.
CALCULO DE LOS NUMEROS INCONMENSURABLES

Y APROXIMADOS.

CAPITULO PRIMERO.

NOCIONES GENERALER SOBRE LOS ERRORES.

171. Definiciones.—Cuando un nimnero exacto n se
sustituye por otro v, su diferencia se llama ERROR AESO-
LUTO ¥y el numero 1’ se liama APROXIMADO POR DEFECTO ¢ POR
EXOESO, Sequn que se tengda

n<n 6 n>n
ERROR RELATIVO de un nimero aprozimado es el cociente
de su error absoluto por su valor epacto, por consiguiente:
el error absoluto es igual al producto del error relativo por
el nimero exacto.
Llamando :, y s, los errores absoluto y relativo de
un nimero %, se tendrd:
cq=—[1] go=cwithi [2]
EBjemplo: Sea un ntimero exacto 49,8653. Si se des-
precian las dos tltimas cifras, se desprecia un valor infe-
rior 4 0.01. El error absoluto serd menor que 0,01; el
valor aproximado 49,86; el error relativo serd menor que
0,01 1

oG o 0 que l—.__';‘.
49 8603 4986,565
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Se llmma LIMITE SUPERIOR DE UN ERROR @dsoluto ¢ rela-
tivo, d un mabmero mayor que éstos.

172. ®

Lo Dividiendo el error absolulo de un nitmero por un
valor de éste, aprozimado por defecto , se obtiene un limite
superior de su error relativo.

2.8 Multiplicando el error relutivo de un nimero por
un valor de dste, aprovimado por exceso, se obliene un li-
mile superior de su error absoluto.

En efecto; siendo #” un valor del nimero z, aproxi-

eglas de los limites de los errores.—

mado por defecto y 2" un valor aproximado por exceso;
de las expresiones [1] y [2] se deducirs

gp=——<—,  [3] Cp==C . N <. (4]

173, Cuestiones fundamentales.—Las cuestiones
relativas al cdleulo de los nimeros aproximados , se redu-
cen 4 las dos siguientes:

L Conocido el grado de aprozimacion de los datos,
hallar el grado de aprozimacion que dele tener el 7re-
sultado.

2.2 Conocido el grado de aprovimacion que debe tener
el resultado, hallarel grado de aproximacion con que han
de tomarse los datos.

174. Meglas de los ervores com respecto @ las
cifras exactas.—1.2 §i C es la cifra de drden superior
de un numero, cuyas n--1 primeras cifras son exactas, el
limile superior de su error relativo serd :

1

(f'. I. “ .1.

in efecto, sea el nimero 4,78934, cuyas cuairo pri-
meras cifras son exactas; su error absoluto 0,00034 es




TRATADO DE ARITMETICA. 161
menor que 0,001 ; luego el limite superior de su error re-
lativo sera (172, 1.9)

0001 1 1

& 4000 o A0S

98 8% Ces lacifra de drden superior de un nibmero
aprowimado , que tiene por limite superior de su error rela-
sus n--1 4 sus n primeras ci-

ivo la fraceion ————
tivo Jraccion 010"

fras serdn ezactas, segun sea ' > C6 ¢ = C.
En efecto, sea el nimero aproximado 426,537, cuyo
7 PRI ; 1 .
error relativo es inferior 4 ————. Su error absoluto
7.10°
< .'t:]

tiene por limite superior el producto (172, 2.

L 500 5 1
e o= e e ‘f.. .
710" 7000 0 10

Siendo el error absoluto <<0,1, las cuatro primeras
cifrag son exactas.
Supéngase ahora el nimero aproximado 62,7369,
cuyo error relativo tiene por limite superior la Irac-
: 1 [ :
¢lon El limite superior de su error absoluto sera

.

g bt 70 7 R |

e — i e e .
50 = 50000 - 5000 — 5000 100

En este caso hay sélo cuatro cifras exdactas.
En fin, para el ndmero 62,7869 aproximado y el limi-

1 ,
te del error ————, se tendria :
6.10°

iy TS o |

e 10" U= 50000~ 6000 — 6000 ° 100
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CAPITULO 1II.

CALCULO DE LOS NUMEROS APROXIMADOS,

§ 1.0—Adicion de log ntimeros aproximados.

175. Regla.—Para obtener la suma de varios nime-
708 , con un mimero determinado de cifras exactas, basta-
74 omar una cifra mas en cada uno de los sumandos , cal-
culandolos por defecto , efectuar lo suma de estos valores
aprozimados, y suprimir lo wltima cifra, aumentando una
unidad d la iltima cifra conserveda.

Ljemplo: Obtener la suma de los mimeros 47,8594;
126,54579 ; 35,8749, en ménos de 0,01. Se tendr:

126,545
30,874

La suma buscada serd 210,28, En efecto, el error ab-
soluto de cada sumando es menor que 0,001: luego la
suma de los errores serd menor que 10:<0,001 6 0,01 (1),
y la suma buseada estard comprendida entre 210,278
y 210,278-1-0,01, y con mayor razon, entre 210,27 y
210,29; luego serda 210,28, en menos de 0,01, por defecto
0 por exceso.

g 0

§ 2.0—Bustraccion de los nimeros aproximados,

176, Megla.—Para oblener, con wn nbmnero determi-
nado de cifras exactas , la diferencia de dos nibmeros , basta
lomar ambos , por defecto 0 por exceso, con tanias cifras
como se piden en el resullado, y efectuar la sustraccion de
los mimeros aprowimados obtenidos.

(1) Be supone gue el ntmero de sumandos no excede de 10,
pues si excediore ge tendrfa que modificar la regla,

——

R
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Lyjemplo: Hallar la diferencia de 867,63209% 654,38654 ;
en menos de 0,001. Se tendrd:

867,532

Conservando ., en efecto, solo hasta lag milésimas. los
errores absolutos del minuendo y sustraendo son, por
defecto, menores que 0,001; luego, con mayor razon lo

serd l‘-] resto.

& goo—Multiplicacion de log mimeros aproximados

[77. Erimcipios de los errores relativoes.—1.0 /7
errvor velativo del producto de dos factores, wno exacto y
el olro aprozimado, es tqual @l ervor rvelativo del factor
aprovimado.

Siendo el factor aproximado a—e y el factor exacto &,
ge tendrd

(ea) < b=nbtab;
el error absoluto es, pues, 24 y el relativo serd: (171 )

2 b 2%

72 TR

20 Hlerror velativo del producto de dos factores, aprowi-
mados ambos por defecto , tiene por limile superior la swing
de los lmiles superiores de los erroves relutivos de dickhos
faclores.
Siendo los factores ¢ —a= y 6—&, el valor aproxi-
mado serd :
(g—eo)<(b—C)=ab—ab—abta 83

el error absoluto es, pues, 2042 €—=3 y el rplativo

oh-t+as—abd o o G

ab @ 7/ A
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expresion que demuestra que: el error relativo del pro-
ducto de dos faclores, aprozimados por defecto, es igual @
la suma de los errores relalivos de los dos factores . dismi-
nwida en el producto de estos mismos errores.

3.0 Llerror relativo del producto de dos factores, aprowi-
mados por exceso, es igual ¢ la suma de los errores reloli-
vos de los factores , aumentada en el producto de estos mis-
MO8 errores , pues

-
2 <4 Q

(@+o)<(b+-8)=abt-adtbstad y e, =m0 2
[l ; a /] a b

4.0 Hi ervor rvelutivo del producto de dos factores
aprovimados ., wio por defecto y otro por exceso, es igual &
ln difevencia de los errores relativos de los factores au-
mentade d disminuida en el producto de dickos errores, pues

\ = s 2 o 6 R
(a2 <(b+S=rbtab—ab—alye =~ —
a B ligad

5. Bl error relativo del producto de dos factores
aprozimados, tiene por limite superior la suma de los erro-
res velativos de los faclores, pues siendo, por lo general,
los errores relativos valores muy pequenos, su produe-

to —-— serd muy pequefio con relacion & cada uno, y
a i} %

en el easo de los factores aproximados por exceso, la suma
de los limites superiores de los errores relativos excederd,
generalmente 4 la suma de los tres términos arriba obte-
nidos; en los otros dos casos la propogicion es evidente.
Hegla del problema directo.—Parg ollener el
producto de dos mimeros aprozimados con m cifras exde-
tas, basta tomar m~-1 en cada wno de los fuctores, si la
primera cifra de la iequierda es distinta de la unidad,
y m--2, en el caso contrario.
En efecto, para que el resultado tenga m cifras exactas,

-
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: A B

basta que su error relativo sea menor que ST 174, 2.8),
n 4

y, por consgiguiente, (ue el error relativo de cada uno de

| 1
los factores tenga por limite superior —
Th 2.10m
esto se verifica cuaudo se toma cada nimero con m--2
cifras exactas, y m--1, en el caso de ser la primera > 1,

1
10m-+1

(177 Do\ v
(177,2.0%; y

]_:(_r]‘t|11('!_,‘i:‘1!1-1_'}]]f.'l.‘.“ t‘l error I‘C-lali'i\‘r} 68 menor :;!_1_10

]

I
2.10m
Ejemplo: Calcular, en menos de 0,001, el produe-
to P=3566 (V17—2).

Teniendo tres cifras la parte entera de P, se pide el

¥ eon mayor razon menor que —

resultado con 6 cifras exactas, y deberd ecaleularse cada
factor 356 y ¥/17—2 con 8 exactas; pero en este cago,
Sil;‘-lll]l} ol 1ll'i1|1(_’l't)l_'_\':'!f'li\_ ]‘H.‘*tﬂi'ii ll}ﬂii!ﬂi--]' el ;-‘_{(\_\.;r“['[“!.]_!_\ conT.

Regla del problema inverso.— 7/ producte de dos
nimeros aprovimados podrd obtenerse con m—2 cifras
exactas. cuando agudl de los nibmeros gue contiene wenos
exactas contiene m.

En efecto, el Hmite superior del error relativo de cada

factor es T y, por consiguiente, el del resultado
= '
2 o N 1
SPrd ————— IN{eror f—--———.
1Qm—? 12
L
§ 1.o—Division de log nimaeros aproximados

178, Prineipios de los errvores relatives.—1 .0 7/
error relulivo del cocienle de wwn nimero aprozimado por
un wimero exacto, es igual al error relativo del dividendo,

@ f —]i- 2€

pues siendo Jiotene los cocientes exacto y aproxi-
J 4
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mado, por exceso, se tendrdin las expresiones siguientes
de log errores absoluto y relativo

-+ @ o o o
By e e A — —
b 4 b @By
2.0 Bl errvor relativo del cociente de dos nimeros apro-

aimados, ticne por limite superior la swma de los limiles
superiores de los ervores relativos de estos nimeros.

In efecto, siendo el dividendo el producto del divisor
por el cociente, el limite superior de su error relativo es
la suma de log errores relativos del divisor y del cocien-
te (177) y, reciprocamente, el lmite superior del error
relativo del cociente serd la suma de los errores relativos
del dividendo y del divisor.

179. Megla del problema directo.—Para lallar
el cociente de dos numeros aprozimados con m ci/ras evac-
tas, basta tomar m-F1 en cade uno de los wibmeros que
principien por una cifra diferente de la unidad ym+-2, en
el caso conlrario.

En el primer caso, como cada nimero tiene m—-1 ci-
fras exactas, sus errores relativos fendrin por limite co-

1 i Y ;
mun --—— , luego el error relativo del cociente deberd
2. 10"

ser menor que —— y ftendrd, por consiguiente,  cifras
IUJH
exactas; por lo ménos.
En el segundo caso, tomando m--2 cifras exactas, en

el nimero que principia por la unidad, su error relativo

2ons . 1 y
geri ———— ¥ tambien ————— DEI'0 COMo los numeros
PR = 2. 100"

dados principian por la unidad, se calculard cada uno
con m -2 cifras exactas, el limite comun del error relafi-
2 1 1

1 >
vo serii ——— vel deleocliente ————==- 7 )
it 10m+L 1 (ze-t-1 H.10Om = 1()m

e
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de manera que éste contendrd  cifras exactas. Cuando
uno g6lo de los niimeros prineipie por la unidad , éste seo
tomard con m--2 cifras exactas, y el ofro con w41, lo
cual es ficil deducir razonando como en los casos ante-
riores.

Ljemplos:- Caleular con 4 cifras decimales el co-

4 " 3,14159...
ciente = e
257 257

Siendo el érden de las centésimas la primera cifra del
cociente, y no teniendo influencia en la evaluacion del
error relativo mds que las cifras significativas, se piden
3 cifras exactas en el cociente, y como el dividendo es el

solo mimero aproximado, se tomard con 4 cifras, eg de-
cir, m=3,1415, y efectuando la division abreviada, se
obtiene el eociente 00,0122,

& d.0—Polencias ¥ raices de los mimeros aproximados.

180. Weovema.— 7] ¢rror relativo de la potencia de
un niimero aprovimado tiene por lmite superior el pro-
duceto del ezponente por el limite superior del error relu-
tivo de dicho nimero.

Este teorema resualta mmediatamente del nam. 117.

Reciprocamente.— /] e¢rror relativo de lo rads de
wn mibnero aprovimado tiene por lmile superivr el error
relativo de este nmimero dividido por el indice de la rate.

181. meglas para las petencias.—Pgra oblener
con 1 cifras exvactas las potencias de un mimero aprowi-
mado, se calewlard éste con m—+-2, cualguiera que seq su
primera cifra, siempre que el ezponente no exceda de 10, y
reciproeamente. siendo m ol wibmero de cifras exactas
de un witmero aprozimaedo, puede contarse con m—2 en
una polencia euyo exponente no seq superior ¢ 10.

182, Meglas para las raices.—1.2 Paprg ollener la
raiy cuadrada de wn nibmero, con M ¢ifras exactas, basia co-

12
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nocerlo con m~-1d con m cifras ezaclas, sequn que su pri-

mera cifra significativade laizquierda sea d no menor gue d. ]
En efecto, para contar con m cifras exactas en la raiz, i

su error relativo ha de ser menor que Ton lo cual se l
Om
verifieard, si el error relativo del nimero de que se extrae i
ks 1 {
es menor que —— 6 que ————. p
]{}ur .l"]”:ul—;
Pero tomando dicho mimero conm—-1 cifras exaclas, |

su error relativo es menor que -

» ¥ COIN mayor razon,

1om ’ |
- . 81 el namero principia por unsd cifra

5. 101 '

igual 6 mayor que b, basta tomarlo con u cifras exactas,

que

; 1
pues entonces, su error relativo, menor que TSR f
[

At ; : 1 4

expresando € dicha cifra, serd tambien menor que T I
H.A0m

Reciprocamente.—Dado un nimero aprovimado !

con m cifras evactas, se puede calewlar su ralz cuadrada
con 1n—1 ¢ con m ezaclas, segun que la primera, cifre sig- {
wificatlive de la tzquierda sea d no menor que d.
En efecto, siendo fla primera cifra de la izquierda
delntimero dado, su error relativo serd ménos« [ue——l—_-_
¢.10m"
y, per consiguiente, el error relativo de su rafz cuadrada

{ 1 oy ! i
gerd menorque — . El valor de esta expresion !
2, 0.10%- J

, | : |

serd. evidentemente menor que ——— para cualquier _

] Um 1
valor de la cifra (f; pero si ésta es 5 6 mayor que 5, dicho

valoy serd menor que en el primer easo se podrdn

contar m—1 cifras exactas, y 7% en ¢l segundo.
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Observacion.—Los feoremas anteriores son aplica-
bles & la raiz ctbica, sustituyendo la cifra 4 4 la b, en
sus enunciados.

Ljemplos: 1.0 Caleular V' en menos de 0,001,

Teniendo el valor = una cifra entera, se deberd hallar
el resultado con 4 exactas, y como la primera cifra 3 os
menor que d, se considerardn las b primeras cifras de
su valor.

2.0 Extraer la raiz cuadrada de 88,76 con la mayor
aproximacion posible, sabiendo que dicho ntimero se
halla aproximado por defecto, en ménos de 0,01.

Siendo la primera cifra de la izquierda menor que b
y constando el ntmero propuesto de cuatro eifras exactas,
no se podrd contar mds que con tres en la raiz (181 recip.)
Obteniendo, pues, ésta con 0,01 de error, por exceso,
para compensar el error cometido sobre el nimero pro-
puesto, al darlo aproximado por defecto, serd 6,23 en
ménos de 0,01, por exceso 6 por defecto.

FIN.
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