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A LOS PROFESORES Y A LOS ALUMNOS

Somos, en general, enemigos de toda clase de advertencias
y prologos, y, sin embargo, nos obliga a eseribir algunas lineas
un deber de conciencia, que harto temerosos estamos de los
defectos que forzosamente ha de encerrar cuanto brote de nues-
tra modesta pluma, para que sin protesta aceptemos ademis
las numerosas y justisimas criticas, y las merecidas y severas
responsabilidades, que seriamos los primeros en formular y exi-
gir al autor del presente trabajo, considerindolo bajo el punto
de vista cientifico, si no abrigdramos la conviccién de que la
mayoria de las censuras que & nosotros mismos nos aplicaria-
mos, tendrian su origen en agenas culpas.

No pretendemos escribir un Tratado verdaderamente com-
pleto de Aritmética y Cdlculos mercantiles, que abrace desde
sus primeros fundamentos hasta la Gltima palabra que la cien-
cia Matemdtica, aplicada al mundo mercantil, haya pronunciado,
porque esto exigiria muchos volumenes, que contendrian mate-
ria para varios cursos de leccion diarvia; solamente nos propo-
nemos ser ttiles 4 cuanfos se vean obligados & efectuar cual-
quier combinacién numérica relacionada con las diferentes y
numerosas profesiones ue ese mundo abraza, y especialmente
a los profesores y alumnos de ensefianza oficial y libre, por lo
que nos vemos precisados a encerrarnos deniro de los eslre-
chos limites del programa de Aritmética impuesto 4 unos y
otros para el ingreso en las Escuelas de Comercio y del hetero-
géneo y abigarrado conjunto de Aritmética, Cilculos mercan-
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tiles y hasta Caligrafia (!) que en ia excesivamente pequena
duracion de un solo curso fija la Ley vigente, para que desarro-
llando en él cuantas aplicaciones del An:lisis matemédtico pue-
den hacerse en las multiples esferas de la especulacion y los
negocios, demostremos los catedrdticos, reemplazando & Ilos
santos de la Edad Media, que aun no ha terminado el tiempo
de los milagros.

Lasg explicaciones de dicho curso, por otra parte, han de
apoyarse en el referido programa oficial de ingreso, para re-
dactar el cual ignoramos las opiniones que se habran tenido en
I cuenta, pero que nos vemos forzados 4 declarar no hariamos
i nuestro de ningtn modo, ¥ 4 mayor abundamiento ha de ense-
fiarse 4 personas que, no debiendo estudiar hasta mas adelante
la Beonomia politica, Estadistica y Legislacion, y careciendo de
las nociones mas elementales de Gramatica espafiola, que para
nada se les exige antes del estudio de las lenguas Francesa,
Inglesa y Alemana 6 Ttaliana, desconocen por completo el tec-
nicismo comereial, asi como el significado de muchas palabras
frecuentemente usadas en nuesfro hermoso idioma, y por lo
tanto, el de una multitud de frases y conceplos que han de en-
trar en el enunciado y exposicion de la parte exclusivamente
cientifica y de un gran nimero de cuestiones pricticas.

Pero si no pretendemos que la presente obra sea verdade-

:amente completa, tampoco quisiéramos afiadir una mas 4 las
I varias que en Espaiia se han publicado, excelentes muchas de
i ellas con arreglo al criterio que presidio & su confeccion y 4 las
' necesidades de la época en que vieron la luz publica, si no hu-
i bieran de existic entre una y ofras profundas y fundamentales
i diferencias, porque esto & nada conduciria, convencidos como
estamos de que, si asi no fuese, ningtn fin 1til realizariamos con

escribir un Tratado que llevase nuestro nombre, y que por lo
mismo que ha de llevarlo, tendria que ser inferior 4 todos los
demds, fuese cnal fuese el punto de vista bajo el cual se le con-
siderase. .

Desde ia publicacién del Real decreto de 11 de Agosto de
1887, por el cual fueron creadas en nuestro pais diferentes Es-
cuelas de Comercio con cardcter oficial, el plan de estudios ha
variado radicalmente, y es necesario que las nuevas obras se
armonicen con el nuevo plan, si es que alguno ha presidido 4 la
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reorganizacion de estos estudios y se quiere sean fecundas en
resultados de algiin provecho.

Consideremos, pues, este supuesto plan con algin deteni-
miento para justificar, si es posible, el que nosotros nos pro-
ponemos seguir.

Los titulos de Perito y Profesor mercantil se otorgaban ya
antes de la creacion de esas Escuelas, pero no habilitaban para
ninguna carrera oficial, proponi¢ndose solo el que los oblenia
adquirir ciertos conocimientos que le permitieran encontrar fi-
cil .colocacion en algiin establecimiento particular; de aqui el
que cuantas obras conocemos, que bajo un nombre 11 ofro se
ocupen de los Calculos mercantiles, revistan un cardcter exa-
geradamente praclico y exageradamente elemental, en armonia
con el objefo que debian proponerse sus autores, puesto que
por una parte solo se exige al dependiente de una casa de Co-
mercio, sea de la categoria que sea, la prictica del corto ni-
mero de operaciones relacionadas con los negocios @ que se
dedica, aun cuando no se dé cuenta de lo que hace, ni de por qué
lo hace de aquel modo, y por otra, todo lo que se referia 4
Caleulos, Contabilidad y Teneduria de libros, debia estudiarse
en el mismo curso.

Hoy existe uno para el estudio de los primeros, ofro para la
Confabilidad y Teneduria, y un fercero para las Pricticas de
operaciones de Comercio, lo gque permite suprimir ciertos deta-
lles que en realidad pertenecen 4 log ultimos; pero en cambio
el titulo de Profesor mercantil habilita para lo que indica su
nombre, para el profesorado oficial, y si el dependiente de una
rasa puede ser en cierto modo una maquina de calcular y con-
fesar no sabe mas en deferminadas ocasiones, el Prolesor ha
de ser un hombre cientiflico, que se dé razdn de todo, capaz de
resolver cualquier cuestion que se le presente relacionada con
su carrera y que, llamado para desempenar un empleo & sol-
ventar una dificultad por el Gobierno, por el Juzgado 6 por la
Junta directiva de una (Caja de Ahorros 6 de Retiro, de un
Banco, de una Tontina, de una Sociedad de Seguros 6 de cual-
quier otra analoga, no debe verse en el caso de tener que con-
fesar ignora por completo como ha de empezar, seguir y ter-
minar los ealculos necesarios para llenar la misién que quiere
confiarsele; de aqui que sus estudios, sin dejar de ser practicos,
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fengan que ser tedricos al mismo tiempo y algo menos elemen-
tales, debiendo, como debe conocer, siquiera sea tan solo en sus
fundamentos, todas aquellas cuestiones 4 que el Céleulo pueda
aplicarse en el extenso campo de la especulacion.

Pero este campo lo constituyen multitud de profesiones cu-
yas necesidades son distinfas, desde las del que se dedica & la
ensenanza de la asignatura, que nada debe ignorar de cuanto en
ella pueda comprenderse, hasta la del mds modesto dependien-
le del mds modesto de los comerciantes; el primero pudiera
descuidar cierfos detalles practicos, dedicindose principalmente
4 la parte tedrica; para los ofros sigue siendo la préctica de ca-
pital importancia, y las obras deben escribirse para todos, como
para todos debg darse la ensefianza, ya que no existen, como
deberian existir, un curso elemental y esencialmente préctico
entre las asignaturas correspondientes al Peritaje, y otro algo
méis superior y tedrico para los que aspiran al Profesorado,
sin perjuicio del que se considerase necesario como prepa-
atorio, para seguir con fruto los estudios de aplicacién al Co-
mercio.

Veamos ahora los medios que proporciona la legislacion
actual para llevar 4 cabo el objeto que debe proponerse y he-
mos de creer se propone.

Antiguamente era necesaria la aprobacion previa de un cur-
so de Aritmética y Algebra para matricularse & dichos estudios:
de aqui el que las supongan conocidas todos 1os autores y hablen
de logaritmos, despejen incégnitas y deduzean [érmulas litera-
les, en la seguridad de que los lectores comprenden perfecta-
mente su lenguaje, las varias (ransformaciones que ejecutan y
lo que esas férmulas significan.

Hoy ese curso se ha sustituido por algunas nociones de Arit-
mética, exigidas por la Ley para el ingreso en la Escuela, supri-
miendo por completo el Algebra; y como por lo menos ciertas
nociones del Cdleulo literal son indispensables para la determi-
nacion de muchos resultados, sin llegar 4 los cuales no es posi-
ble resolver numerosas cuestiones, de aqui que esfos conoci-
mientos tengan que adquirirse durante el curso, 4 menos que
los futuros Profesores mercantiles, después de obtener su ho-
norifico y pomposo titulo, se contentaran con saber realizar
aquellas combinaciones numéricas que por lo frecuentes y ge-
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neralizadas, han Ilegado 4 ser del dominio de los memorialistas
menos ilustrados.

Pero no es esto todo,

El no ensenarse en las Escuelas la parte de Aritmética que
ha de servir de base 4 la asignatura que nos ocupa, ofrece desde
luego un inconveniente gravisimo, aun suponiendo 4 los que
ingresan perfectamente impuestos en dicha parte; y es que, ha-
biéndola estudiado con diferentes maestros y con arreglo 4 au-
tores muy distintos, no so6lo es facil fengan ideas diversas sobre

la esencia de las operaciones aritmélicas, sino que puede ase-
gurarse con certidumbre que, siendo tantos los procedimientos
que en casi todos los casos pueden seguirse para cjecutarlas,
cada cual estarda acostumbrado a practicar uno, quedéandose sin
entender las explicaciones del catedrdtico cuando éste emplee
algiim otro; de aqui la necesidad absoluta de fijar un punto de
partida concrefo & que referirse siempre y uniformar los cono-
cimientos que se suponen adquiridos ya.

De si esto es mids una suposicion que una realidad, apenas
hay por qué hablar; nadie ignora que la mayoria de los exami-
nandos ingresan en las Escuelas sin saber mas Aritmélica que
la que se ensefia en las de instruccion primaria, y aun sabiendo
menos, de lo que no culpamos 4 los que constifuyen los tribu-
nales, aunque 4 muchos podria culparse, porque, de todos mo-
dos, este resultado es preciso y fatal desde el momento en que
se impone como forma del examen una sola pre
la suerte de entre 42, y no puede suspenderse, ni se puede hacer
ofra, al que saque la 1.", y diga lo que son Malemiticas, can-
tidad, niimero 1y extension; al que conteste a la 10.*, definiendo
las polencias y nada més, 6 al que responda 4 la 34." con Ia
definicidn de raices y modo de indicarlas, aun cuando los que
le han de juzgar estén convencidos de que ahi coneluye todo su
saber; de aqui que el recordar cuanto debe saberse, aprove-

ounta, sacada a

chando las mismas explicaciones nuevas, sea del todo indispen-
sable, aunque para ganar tiempo se supongan adquiridas las
nociones y las reglas explicitamente comprendidas en el Pro-
grama oficial de ingreso, que también se ha impuesto por el
Gobierno 4 los alumnos y a los profesores,

pues, verdad que este Programa existe. ;Ojald no exis-

tieral Pero es tan deficiente, tan desordenado, tan vago, al pro-
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pio tiempo que confuso; tan errdoneo ¢ incomprensible en algu-
nos de los conceptos que abraza y preguntas de que consta, y
hasta tan antagénico con la necesidad que debia satisfacer, que
& no expresar la Heal orden de 4 de Septiembre de 1887 que
habia sido formado en la Direceién general de Instruccion pu-
blica, hubi¢ramos asegurado que en su redaccién no habia in-
tervido ninguna persona (ue poseyera con exactitud y elaridad
los miis elementales principios de la Ciencia de los nimeros, de
que hoy se halla en posesion casi fodo el mundo, ¥ ni aun hu-
biéramos tenido inconveniente en creer que habia nacide por
generacion espontinea en las columnas de la Gacela.

Tan absurdo es el tal Programa, que aun los mismos auto-
res (que han publicado obras con posterioridad 4 la fecha del
mismo, no han podido ereer sin duda lo (ue sus ojos veian, y
dando & las preguntas mds alecance del que se deduce de su
texto y del que de fijo le dardn los que s6lo tienen obligacién
de confestar 4 lo que se les pide de un modo terminante y clavo,
suponen conocidas diferentes propiedades y reglas no conteni-
das en él, y sobre todo, las que hacen referencia & la importan-
tisima teoria de las razones y proporciones, base y fundamento
de la mayor parte de los problemas comerciales, olvidando que
la pregunta 41." s6lo exige que se tenga un concepto general
de las mismas; de aqui la necesidad, no sélo del repaso de que
hemos hablado, sino también de ampliar y completar los cono-
cimientos aritméticos que puedan tenerse, con todo aquello que
sea fundamental y conveniente para las posteriores explicacio-
nes y para los variados cargos que dentro de la extensa carrera
mercantil puedan desempenar las personas que deseen perte-
necer a ella.

Esperamos que con lo dicho se comprendera fdcilmente cudl
es nuestro criterio, erréneo 6 no, sobre el particular; cudles son
los proposifos que nos animan: cudi el objeto que nos propone-
mos, y cudl el plan que nos trazamos al comenzar 4 escribir
este Tratado.

Intentamos, sin que se nos oculte la dilicultad y magnituc
de la empresa, publicar una obra de ufilidad para los alumnos,
para los profesores y para cuantos se dedican al Comercio en
la parte que se relaciona con las aplicaciones al mismo del Ana-
lisis matemadtico; para lo cual necesitamos ante todo fijar un
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punto de partida terminante, claro y categdrico, y fundados en
él, desarrollar después tres clases de conocimientos diversos,
aungue unidos por estrecho lazo: los que se refieran al Com-
plemento de Aritmética, indispensable para llegar al desarrollo
y comprension de Ias aplicaciones mercantiles 6 de innegable
utilidad para determinadas profesiones relacionadas con las
mismas; los necesarios para formarse idea clara de todas las
magnitudes y resolver cuantas cuestiones caen bajo el dominio
del verdadero Comercio, es decir, del acto de comprar para
vender, procurando obtener una ganancia, y los precisos para
resolver otros problemas de orden un poco mas elevado, que
no por ocurrir con menos [recuencia, son menos importantes
para evilar que un Profesor mercantil tenga que quedarse per-
plejo y confuso en cuanto salga fuera del mostrador de una
tienda 6 del escritorio de una casa comercial, y se olrezea & su
atonita mirada algo que, apartindose ligeramente de lo mads
vulgar y conocido, pueda ser para él fotalmente incomprensible
¥ nuevo.

Para conseguir lo primero, 6 sea fijar el punto de partida,
haremos lo tinico (ue nos permite hacer la imposicion del Pro-
grama del ingreso, que es anteponer al resfo de la obra un Re-
sumen de las contestaciones que 4 sus preguntas puede darse,
resumen que ademas podra servir de consulta en cnalquier
tiempo para aprender 6 recordar una propiedad ¢ una regla des-
conocida 11 olvidada, sin necesidad de acudir & distintos libros.

La diferencia de los ofros conocimientos nos obliga a dividir
en fres tomos nuestra obra, lo que ademas de facililar su ad-
quisicion, permitira & los profesores prescindir de alguno si
juzgasen excesiva la materia contenida en todos, aunque pro-
curaremos al mismo tiempo demostrar que no lo es, incluyendo
delante de cada parte un Programa que, ademas de evitar & los
alumnos un nuevo gasto, podra servir de indice de los parrafos
en que se desarrollan las explicaciones correspondientes 4 cada
pregunta, y que en su totalidad procuraremos no exceda de lag
cien Lecciones que suelen componer los referentes 4 asignafu-
ras diarias, lecciones que sabemos por experiencia pueden ex-
ponerse detalladamente en el término medio de una hora, con
un poco de buena voluntad.

El primero comprenderi, con el resumen dicho, la Arit-
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mélica tedrico-practica, con cuyo nombre lo distingniremos.

Al eseribirlo fendremos presente, que el mejor modo de
acostumbrar al alumno 4 conocer cudndo debe aplicar las ope-
raciones fundamentales, es darle de sus objetos y fines ideas
claras, precisas y generales, haciéndole ver al propio tiempo
las intimas relaciones que entre si tienen; que el medio mas
adecuado de acostumbrarle & pensar, es ensefiarle desde el
principio 4 deducir de las mismas definiciones cuantas conse-
cuencias de importancia se desprendan de ellas, y & realizar
cuantas transformaciones numéricas puedan imaginarse; que
esas operaciones fundamentales apenas son aplieables si no se
aprende & combinarlas entre si y & operar con los signos gene-
rales que exigen determinadas formulas, entre los cuales se
encuentran con gran frecuencia, no sélo las letras é cuyo uso
hay que ir acostumbrindose poco 4 poco, sino también los li-
mites de los niimeros indefinidamente pequefios ¢ indefinida-
mente grandes, los resultados negativos, los exponentes é indi-
ces de esta clase 6 fraccionarios y algunos otros, que al anularse
un numerador ¢ denominador, al tener que restar dos nime-
ros, efectuar una divisién inexacta, efc., suelen ofrecer una in-
superable dificultad 4 los que no tienen de ellos ninguna idea;
que en aquella carrera en que el tiempo es oro, segin la cono-
cida frase inglesa, un calculista, es decir, un hombre verdade-
ramente prdctico, debe conocer cuantos métodos v disposicio-
nes de caleulo se relacionen con aquéllas, para escoger siempre
los mds breves y sencillos ahorrando trabajo y horas, y poder
repasar y comprobar los (que otra persona haya efectuado por
cualquier procedimiento; que en las cuestiones en que siempre
se compromete el dinero propio 6 ei ajeno, es esencial apren-
der & caleular los resultados finales que no puedan ser exactos,
como no lo pueden ser en la mayoria de los casos, en menos
de un céntimo, por ejemplo, sin exponerse & que este pequefio
error, como desgraciadamente sucede con frecuencia en la préc-
tica, multiplicado después por un millén de pesetas, si asi lo
exige la indole del problema que se resuelve, dé una diferencia
de diez mil pesetas en ei resultado; por tiltimo, que ciertas pro-
piedades y teorias, algunas de las cuales hemos indicado ya,
son indispensables para proseguir los estudios con fundamento
v base suficientes.
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Confiamos, por lo tanto, en que este tomo contendri reglas,
disposiciones de célculo, métodos, procedimientos y abreviacio-
nes casi desconocidos en nuestra patria, y aun algo nuevo y
propio, como varias de las referidas consecuencias y el deteni-
do estudio que hemos hecho sobre los defectos y modificacion
de lag reglas abreviadas de Wantzel.

El segundo comprenderd, con el nombre de Calculos mer-
canliles elementales, ademas de la Metrologia, todas las reglas
y cuestiones mas usuales y freuentes.

Recordaremos al escribirlo, que para formarse clara idea
de todas las magnitudes, no basta el aprender de memoria
unos cuantos nombres y relaciones de unidades, sino que es
preciso también comprender siquiera la posibilidad de llevar
cabo toda clase de mediciones por medio de aparatos adecua-
dos; que por la innumerable variedad de las cuestiones que
ocurren, pueden no bastar muchas veces las reglas de cardc-
ter invariable y tener que apelar al planteo y resolucion de sen-
cillag ecuaciones; que ese planteo suele ser la parte mds difi-
cullosa cuando las relaciones entre los datos no estin muy
claras, y, que por lo tanto, conviene en ciertos casos disponer
de otros medios para poder liegar al fin propuesto; que los pro-
cedimientos generales son preferibles casi siempre 4 los parti-
culares, incapaces 4 menudo de salvar la mas pequena dificul-
tad al sufrir el enunciado de un problema la mas ligera modifi-
caeion, y que en cambio los particulares suelen ser los mis
convenientes para llegar al fin con claridad, sencillez y pron-
titud.

Este segundo tomo, por consiguiente, sera el que mayor
semejanza habrd de guardar con las obras mis conocidas y con
lo que hasta aqui ha sido costumbre ensefar; pero esperamos
que sera mas completo, y por su desarrollo, y aun por su con-
tenido, no dejara de ofrecer algunas novedades, entre las que
podra incluirse la resolucion de ciertos problemas que no he-
mos visto tratados en otros libros.

El tercero comprenderi los Caleuwlos mercantiles superiores,
con los principios mas esenciales y ficiles de la Teoria de pro-
babilidades, base y fundamento de las Rentas vitaliciag, de los
Seguros y de un gran nimero de cuestiones andlogas.

Procuraremos que en su exposicién no quede reducido el




importantisimo estudio de las Rentas generales en sus diversas
formas, 4 las breves nociones que es costumbre adquirir sobre
los easos particulares en que se trate de Anualidades 6 de Tm-
posiciones; que & lag pocas palabras que suelen pronunciarse
al hablar de amortizaciones, sustituya siquiera una idea gene-
al de las diferentes clases de empréstitos, del modo de reali-
zarlos y de la marcha que debe seguirse en los cdlculos que
para exfinguirlos sea necesario efectuar; que no se ignoren las
multiples combinaciones que pueden presentar las Rentas vita-
licias y Seguros; que se comprenda la necesidad y construceion
de las Tablas 6 curvas de mortalidad y vida probable, asi como
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lag diferencias que las distinguen, y, en fin, que se conozca el
modo de fundar y sostener cualquiera de esas muchas Socieda-
des particulares que, con nombres diversos, tanto van exten-
diéndose por todas las naciones.,

De la primera parte de estos estudios, casi desconocidos en 0
[ito hasta hace dog anos, l,}
en que el distinguido matemitico D). Vicenfe Vizquez Queipo |
publicd, bajo el nombre de Aritmética superior mercantil, el
unico libro que merece fal calificative por confener, expuestas 3
con verdadero método y perfecta claridad, las férmulas relati-
as & toda clase de Rentas generales y Empréstitos, muchas de
las cuales son completamente originales y mds sencilias que las

Espaiia, nada que sepamos se habia es

dadas 4 conocer por algunos autores extranjeros; de la segunda,
algo, aunque muy poco, hemos encontrado en nuestro idioma,
pero precisamente en un libro de los menos conocidos, bastante
antiguo, en el que abundan las erratas de imprenta y no faltan
algunas de concepto, que hacen ciertas formulas y teorias del b
todo incomprensibles. ]

Esperamos, pues, que en el tercer tomo hallaran la mayoria
de los lectores bastantes cosas nuevas, y aun podemos asegu-
rarlo, en razén & que sobre algunos de los puntos que abrazara
como el del Interés continuo, por ejemplo, los Préstamos vita-
licios y ofros, creemos poder tener la certidumbre de que nada
se ha escrito en nuestra pafria,

Abrigando la pretension de que dichos tres tomos sean ati-
les 4 todos, y al mismo tiempo que de ensefianza puedan servir
de consulta en cualquier circunstancia, procuraremos que en la
préelica no pueda presentarse un solo caso de combinacion nu-
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mérica que no haya sido examinado; incluiremos también cuan-
tos ejemplos y Tablas puedan servir para facilitar la compren-
sion y las operaciones practicas, y cuando esfo sea imposible,
modelos de las ultimas; adicionaremos, con el caricter de Apén-
dices, al primer tomo las principales ideas sobre [racciones con-
gundo los méto-

tinuasg, que pueden ser de gran aplicacion; al s
dos mas usuales de llevar y disponer las cuentas corrientes con
interés, cuentas cuya explicacion y detalle perfenecen en reali-
dad, segun indica su mismo nombre, al curso de Contabilidad,
pero que estdn intimamente ligadas al de Céleulos, é importa
conocer # todo comerciante; y al ultimo, la resolucidén general
de las ecuaciones de segundo, tercero y cuarto grado, haciendo
ver por medio de aplicaciones précticas la importancia que para
determinados casos pueden fener estos conocimientos, aunque
en las explicaciones del curso se prescinda de ellos para dar ca-
bida & otros atin mds indispensables por la mayor frecuencia de
su necesidad; remediaremos en lo posible el desconocimiento
del tecnicismo comercial y del signifiecado de ciertas frases, con
las definiciones mas indispensables; en la necesidad de concre-
tar y resumir mucho por la falta de tiempo, suprimiremos cuan-
fto no pertenezea realmente al Caleulo y si 4 los cursos de Con-
tabilidad y Teneduria, Practica de operaciones comerciales,
Legislacion mercantil y Economia polifica, para evitar repeticio-
nes que siempre redundan en perjuicio del que estudia, robdn-
dole un tiempo durante el cual hubiera podido adquirir conoci-
mientos nuevos: en una palabra, sin dejar de dar 4 la practica
foda la importancia que merece y debe tener, no olvidaremos
al razonarlo todo, y al propio tiempo que de todo presentaremos
ejemplos, que esa prictica debe ser hija de la teoria para que
el operador tenga conciencia de lo que hace, y que el que sigue
una senda cualquiera con el propésito de llegar 4 un punto de-
terminado, ha de tener certeza de que siguiéndola conseguira
lo que se propone, y ha de saber por qué la ha escogido y por
qué la sigue, sin lo cual el extravio es casi seguro ¢ imposible
salvar el mds insignificante obsticulo imprevisto.

Entre lag tablas que contendra el primer tomo, se hallard
una de Logaritmos de los 10000 primeros enferos, que tanto por
su innegable utilidad para todos, como para evitar 4 los discipu-
los el que se vean obligados & comprar ofra, queremos incluir, y
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cuya confeccion nos ha de costar gran frabajo, porque no pu-
diendo prolongarla mis sin aumentar considerablemente el
volumen, necesitdndose siete cifras decimales en las manftisas
para que al mulfiplicarlas por los exponentes, el error del re-
sultado no sea excesivo; y no conteniendo las que con ese niime-
ro de cifras conocemos mis que las diferencias correspondientes
4 los logaritmos de los niimeros comprendidos entre 10000 y
100000, nos veremos obligados 4 calcular las 9000 qgue (igura-
4n en las nuestras, dispuestas a simple entrada, no porque
dejemos de comprender las ventajas de la doble, sino porque
la simple hace menos ficiles las equivocaciones al manejarlas.

Finalmente, como estas siete decimales no son sulicienfes
para cierfos calculos de rentas y amortizaciones, sobre todo
cuando se trata de numeros no muy grandes, cuyos logaritmos
tienen, por consiguiente, diferencias de bastante consideracion,
en ¢l fomo tercero incluiremos las mantisas de los cien prime-
ros y de los comprendidos entre 100 y 1000, con 30 y 15 cifras
decimales respectivamente.

8i acertamos 6 no al proponernos lo (ue nos proponemos y
realizar lo que realizamos; si conseguimos, en conformidad al
buen deseo que nos anima é impulsa, ayudar con nuestro fra-
bajo y con nuestras fuerzas, sean 6 no escasas, 4 dar 4 la en
Elspana reciente carrera del Comercio toda la importancia que
merece y a (ue es acreedora en las presentes y en las futuras
sociedades; si contribuimos 6 no, con el consabide grano de
arena, cuya insignificancia no nos corresponde apreciar, & ex-
tender cierta clase de conocimientos y 4 elevar el nivel intelec-
tual de nuestra patria, otros son quienes lo han de decir.

Cuando conozcamos su parecer y sepamos si nuestras ideas
sobre el particular son 6 no equivocadas; si las personas com-
petentes en la materia aprueban nuestros esfuerzos 6 los creen
intitiles, y i nuestro trabajo ha de ser 6 no estéril, tal vez nos
decidamos a publicar un cuarto tomo, verdaderamente supe-
rior, en el que ampliando los conocimientos sobre la Teoria de
probabilidades, completemos nuestro Tratado ensefiando los
métodos que hoy deben seguirse para construir las Tablas de
mortalidad, vida probable, conmutacion y demds andlogas, asi
como la determinacion de log tantos instantineos de mortali-
dad, anualidades & interés continuo, etc., deduciendo las fér-
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mulas mas exactas y modernas para el cileulo de las primas
lijas 6 temporales, constantes 6 variables, con interés 6 sin el,
referentes & las Rentas vitalicias, Seguros y supervivencias i
término fijo & variable; las (que sirven para la transformacién
de unas en ofras, reembolsos de anualidades Y primas, seguros
mixtos y contra-seguros, reservas, fondos de garvantia de las
Sociedades, y, en fin, detallando los numerosos problemas mer-
cantiles, para cuya resolucion metemitica, que tanto contribuye
i disipar errores muy extendidos y generalizados en nuestro
pais, se necesita el apoyo y concurso del Algebra superior y del
Caleulo diferencial é integral.

Ténganse en cuenta las dificultades que ya sabemos se nos
presentaran y los inconvenientes con que desde luego debere-
mos luchar al salirnos del camino trillado. y despuds juizeucse
nuestra obra,

Desde Iuego suponemos no faltardn en ella errores de cileu-
lo y de apreciacién, omisiones importantes, faltas de lenguaje
ni delectos de toda clase, (uizds nacidos de involuntarios des-

cuidos y de la precipitacion con (ue habremos de escribir,
caleular y corregir por la proximidad del nuevo curso: hijos tal
vez de nuestra insuficiencia; puede ser (ue engendrados por la
pobreza y cortedad de nuestro entendimiento.

Sefalarnos estos defectos, hacernos notar esas omisiones y
laltas y rectificar aquellos errores, ayudindonos 4 ser 1itiles en
cuanto de nosotros pueda depender 4 la juventud estudiosa, es
el mayor servicio que podrian prestarnos los alumnos ¥ Profe-
sores, 4 quienes principaimente nos dirigimos, y sobre todo los
ultimos, de cuya ilustracion, bondad yamor a la eiencia ¥ la
ensellanza esperamos se sirvan acceder & nuestro ruego, fo-
mandose la molestia de dispensarnos tan especiales y sefialados
favores, en la seguridad de que siempre seri poco, aun sie
tan grande, el agradecimiento que por ello les profese su afec-
tisimo compafiero

J. AneuLo MORALES.

Madrid, 1.° de Julio de 1880,

Towmo I, 2
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RESUMEN DE LAS MATERIAS

QUE ABRAZA EL

PROGRAMA DE ARITMETICA

EXIGIDO POR REAL ORDEN DE 4 DE SEPTIEMBRE DR 1887

PARA EL INGRESO EN LAS ESCUELAS DE COMERGCIO (%)

Pregunta [."

DEFINICION DE LAS MATEMATIOAS, —CANTIDAD, UNIDAD, NUMERO Y
EXTENSION, —DIVISION DE LAS MATEMATICAS.

1. MaTEMiTicas, son las ciencias que se ocupan del estidio
de la canlidad [*%).

2, Canrman, fodo lo que puede considerarse como suscepli-
ble de awmento y disminucion.

3. Uxipan, la cantidad que sirve de término de compara-

cion, respeelo 4 las demis de sit misma naturaleza, para apre-

ciar su magnitud relativa
4. NiwmEero, un conjunto de unidades 6 partes de la misma.
5. ExTeNsioN, una parte limitada del Espacio indefinido.

6. Las Matemdticas se DIVIDEN en PURAS Y APLIGADAS O MIx-

{(*) Los niimeros colocados entre paréntesis en el curso de las explicaciones,
corresponden 4 los parrafos que deben consultarse, si no se recuerda bien el fnu-
damento de las mismas.

(**) Esta definicion, que es la méis generalizada y eomprensible, aunque tiene
sus defectos, es completamente absurda no habiendo definido antes la cantidad;
pero el orden de redaceion de las preguntas obliga 4 cometer este absurdo, & no
ser que sa definan las Matematicas diciendo que son las ciencias qus e ocupan de
das Teyes dat Tiempo vy del Espacio,
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Tag, segtin estudien la canlidad en s misma, prescindiendo de
la naturaleza que pueda tener, 6 la consideren en relacidn & un
objelo determinado.

2.

DEFINICION DE LA ARITMETICA, UNIDAD ¥ NOMERO ENTERO.— V ARIAS.
CLASES DE NUMER0S.—OBIETO Y DIVISION DE LA NUMERACION.

7. AniTmiTica, es la ciencia que se ocupa clel estitelio de los
HALIMETOS.

8, Unipan numérica, el resullado de comparar una canti-
dad eon ella misma, para ver las veces que se contiene ().

9. NuMmEno ENTERO, el conjunlo de varias wnidades.

10. Numero FRACCIONARIO O QUEBRADO. el conjunto de varias
partes de la unidacd.

11, Mixwo, el compuesto de entero y quebrado (7).

12. Todos estos son CONMENSURABLES, 0 lo que es lo mismo,
pueden expresarse exactamente por medio de la unidad eleqi-
cla (8) para formarnos idea de su magnitud.

3. INCONMENSURABLE, es el que no puede expresarse exacta-
mente por medio de la unidad elegida.

14. ArnoxiMano 6 INEXAQTO, €l que se considera en lugar de
otro, cuya magnitud no es muy diferente, y Exacro el que re-
presenta la magnitud verdadera.

15. Todos los niimeros son ademas ABsTRACTOS, cuando 720
se refieren & ninguna unidad de naturaleza determinada, y

16. Coxcreros, cuando & continuacion del nibmero abstrae-

),

lo se expiesa el nombre de la unidad @ que se refiere (**

17. El objeto de la NuMERACION o8 [a expresion y represen-

tacidn de lodos los mibmeros.
18. Se prvine en dos partes: hablada 0 oral y eserila.

(#) Como la unidad en general ya estd definida en la pregunta anterior, supos
nemos que ésta se referird 4 la numériea.

(#%) En realidad no hay tal niimero, pues ¢l conjuante de un entero y un quebra-
do es una adicifn indicada; pero lo definimos asi por la precisién de sujetarnos al
zuaje del Programa, qae en a8 preguntas 87 y 40, y por cierto unicamenta
en éstas, habla de extrasr la raiz de log nimeros mixtos, cuya suma, diferencia
producto, cociente y poteneia, no interesan por lo visto.

{##%)  No sabemos si estard bien contestada la pregunta, pues & excepeion de
108 abstractos ¥ concretos, que en todoeaso serian dos ¢lases de numeros ¥ no va-
rias, todos los demés son {dénticos en su esencia, ¥ por lo tanto, no constituyen

rmas de nimeres.

tampoco varias closes, sino varias fo




NUMEBAGION HABLADA U ORAL Y NUMERACION ESCRITA.— UNIDADES
SIMPLES DE PRIMER ORDEN, DECENAS, CENTENAS, MILLARES, ETC. (*).

19. La SUMERACION HABLADA 11 onar, tiene por objeto expre-
sar todos los nilimeros por medio de pocas palabras, yla Escni-
TA, 'f‘r?j:J'f'sr‘ﬂ.!:.r":’f'ﬂs COT POCOS ,s-a'gnn.a_;-,

20. Para consegzuirlo se llama uno, a la unidad nuwméri-
«ca (8) considerada como nimero, y dos, tres, eualro, cinco, seis,
do de anadir una unidad mds al nimero dltimamente consi-
derado.

Estas son las unidades de PRIVMER ORDEN & SIMPLES.

21. En la numeracion mag usual se ha convenido en Ilamar
niEz al conjunto de nueve y wno, considerdndolo como una nue-
va unidad de sE6uNnO ORDEN, expresando las reuniones de dos.
tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y cliez de éstas, por
lag palabras: VEINTE, TREINTA, GUARENTA, CINCUENTA, SESENTA,
SETENTA, OCHENTA, NOVENTA ¥ CIEN,

Decenas, son las unidades de segundo orden que equivalen
& diez de primero y los nueve niimeros comprendidos entre

:ada conjunto de ellas, se expresarin por medio de las decenasy

unidades que contienen, diciendo veintiuno, veintidos,..... no-
venta iy nueve, 4 excepeion de diez y uno, dos, tres, cuatro 6
tinco, (que se expresan por las palabras once, doce, frece, cator-
Cey quince.

22.  Centexas son las unidades e tercer orden de la nume-
racion usual, que se componen de diez decenas 6 ciey unidades
de primer orden.

Para contar por centenas basta decir cien 6 ciento, doscien-
t0s, trescienlos,..... nuevecienlos, anteponiendo los nombres de
los nueve primeros niimeros enteros y haciendo constar después
las decenas y unidades que ademds pueda contener un nimero,
con lo cual quedan expresados desde cienfo wno hasta nueve-
cientos noventa y nueve, necesitando nuevo nombre para el

_—

(*) Aunquela pregunts, por su redaccifn, parece no exigir mas que las defini-
ciones, entramos en algunos detalles de 1a numeracién por ser éstos indispenzables
puara contestar & las siguientes.
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siguiente, que se ha convenido en llamar mil, y por componerse
de dliez centenas se considera como una unidad de cuarto orden.

23, MinLangs, son las unidades de cuarto orden de lanume-
racién usual, con cuyo auxilio y de un modo andlogo al expues-
to, pueden expresarse desde el conjunto de mil una unidades
hasta el de nuevecientos novenla y nueve inil nuevecientos 7o-
venta y nueve, sin que se necesiten nombres nuevos para las
unidades de quinlo y sexto orden, que habrin quedado expre-
sadas por diez mil y cien mil.

A la unidad de séptimo orden se le llama MILLON, y para
contar por millones bastan las palabras ya conocidas, conside-
rando 4 lag unidades de los 6érdenes inmediatamente superiores
que contienen diez del inferior, como decenas, centenas, milla-
res, decenas de millar y centenas de millar de millon.

Luego, 4 diez de estas iltimas 6 sea un millon de millones,
se le llama BiLLON, & un millén de billones TRILLON, & uno de
trillones cUATRILLON, y asi sucesivamente, con lo cual puede ex-
presarse cualquier entero, de igual manera y con pocas pa-
labras.

4.

NUMERAGION DECIMAL ESCRITA.—CARACTERES, SIGNOS O CIFRAS QUE
SE USAN.— VALOR ABSOLUTO Y BELATIVO DE CADA CIFRA.— REGLAS
PARA ESCRIBIR ¥ LEER UN NUMERO ENTERO CUALQUIERA.

2%, T NUMERACION DECIMAL EscrrTa tendrd por objeto (19)
representar todos los niirneros con pocos signos, en el supuesio
de que diez unidades de un orden formen olra del superior,
sin cuya condicién no seria decimal (*).

95, LoS SIGNOS O CARACTERES que se usan y se distinguen con
el nombre de cirnas, son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, que repre-
sentan: el primero, la carencia de valor 6 cERo, y los demas,
los niimeros enteros desde wno hasta nueve, con cuyas pala-
bras se les designa.

26, Varonr apsoLuTode una cifra, es el conjunto de unidades
que representa por si misma.

{*) Como esla tercera vez que se repite la pregunta y ahora se alinde la pala-
bra decimal, suponemos que agui debera exigirse la definicion de este caso par-
ticular.

4!
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27. VALOR RELATIVO, €l conjunio de unidades que repre-

senta por su valor absoluto y por el lugar que ocupa con res-
pecto d las demds, pues para tener la representacion de cual-
(juier entero por medio de esas solas cifras, se ha convenido en
que una cifra colocada 4 la izquierda de otra represente wni-
(lades diez veces mayores que las representadas por esta olra.

28. PARA ESCRIBIR UN NUMERO ENTERO CUALQUIERA, Se escriben
las cifras que representen el conjunio de unidades de cada or-
den que conlenga, empezando por las superiores, poniendo 0
en los correspondientes & los drdenes que falten.

29. PARa LEER UN ENTERO CUALQUIERA, se divide en secciones
dle d seis cifras, empezando por la derecha, las cuales se sub-
dividen en dos de & tres para marcar el sitio de los millares, y
se leen empezando por la de la zquierda, que podrd lener sdlo
wna 6 dos, expresando al lerminar cada una la denominacion
(ue le corresponda.

5_&

()BSERVACIONES ACERCA DE LOS DIFERENTES SISTEMAS DE NUMERACION
ESCRITA . —NUMERACION ROMANA.

30. No siendo un SISTEMA DE NUMERACION mas que el artificio
iue se emplea para expresar y representar lodos los nineros
por medio de pocas palabras y signos, facilmente se concibe
(que puede ser muy variado, aun conviniendo, como en el deci-
mal (27), en que haya una Bask del sistema 6 numero fijo de
unidades que formen otra de orden superior; nombres y sig-
nos para todos los niimeros inferiores 4 esta base; y otra cifra
que indique la carencia de valor, ademds de las restantes pala-
bras que sean indispensables para la expresion de cualquier
niumerao.

Los que reunen estas condiciones, toman el nombre de su
hase, llamAndose BINARIO, TERNARIO, ..... DUODECIMAL, elc., se-
gun sea dos, tres, ..... doce, ete., el valor de aquélla; y el objeto
de la numeracién (17), queda cumplido de un modo anilogo al
detallado en la decimal, conviniendo siempre para la escrita, en
que una cifra colocada 4 la izquierda de otra represente uni-
dades tantas veces mayores que esta otra cuanlas tenga la base.

Aun sin ésta y sin el 0, cuya conveniencia es innegable, po-
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drian existir sistemas de numeracién, y de ellos, es el romano
notable ejemplo; pues aungue en realidad tiene base, por ser en
su parte hablada idéntico al decimal, difiere por completo en su
parte escrita, que ni se funda en el convenio dicho, ni necesit:
para nada el cero ().

31.  Numeracion rowana, Los signos que se emplean y sus
valores son los siguientes:

I V X L C D M
uo einco ez cinewendn cien. guinientos wmil
Y los convenios establecidos, que:

1.°  Toda letra que represente un conjunto de unidades me-
nor que el representado por otva, colocada al lado de ésta, le
awmenta o dismninuye su valor. seqiin se halle & su derecha ¢
4 su lzquierda.

R.% Cara linea horizontal que se coloque encima de una ¢
varias letras, hace mil veces mayor al conjunto de las unidades
que las mismas representan.

3. Ninguna letra debe eseribirse cualro veces sequiidlas.

Teniendo esto presente, L,0s NUMEROS ENTERGS S eXpiresan ¢
el sistema romano como los decimales, y para LEERLOS Y ESGRI-
BIRLOS basta efectuarlo empezando por el orden superior, dando
d eada letra 6 grupo de ellas la denominacion que le copres-
ponda, segiin el valor absoluto que representen y el relativo que
mndique el mimero de lineas horizontales que tenga en la parte
SUPETion.

Aun cuando esos convenios y esta regla, que no permifen
escribir 11 en lugar de IV, como se ve en las esferas de casi
todos los relojes, pueden ocurrir dudas con respecto & algunos
numeros particulares, pues sin faltar 4 ellos, es evidente ue,
por ejemplo, XLV y VL representardan igualmente el ndimero
decimal 45.

Para evitarlo, convienen algunos, ademis, en que todos los
nimeros se eseriban con los menos signos posibles, en cuyo
caso la segunda representacion seria la verdadera, aunque no
la miis frecuente.

(%) Es tan vagas la palabra observaciones, que hace imposible precisar cuiles son
lag que deben hacerse, ni cufl es, por lo tanto, el sentido y ohjeto de 1a pregunta.
Hemos contestado, por consiguiente, lo que respecto 4 este punto nes parece mis
importante.
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[JIHNI'ZII'.\[.I-I.-& OPERACIONES DE :\]il'l‘)Iil’L‘[t‘Z.-\ CON LOS NUMEROS ENTE-
ROS. —ADICION ¥ SU PRINGIPIO FUNDAMENTAL, —UAS0S QUE PUEDEN
OCURRIR.—IPRUEBA DE LA ADICION.

\
32, LAS PRINCIPALES OPERACIONES 0 procedimicntos distinlos
que pueden emplearse para awmentar 6 disminuwie el valor de
wn mbmero por su combinacidn con olros, son las llamadas
Adlicidn, Sustraceion, Multiplicacidn y Divisidn (7).
33. La Apiciox tiene por objeto reunir en un solo ninnero
los valores de ofros varios.

Los niimeros conocidos se llaman sumanpos, el resuliado
sUMA Y la operacion se indica por medio del signo - colocado
entre los sumandos, signo que se lee: MAs.

34. Bl pnivcreio FuNpaMENTAL de esta operacion puede enun-
ciarse asi: para reunir en un solo nimero los valores de los
entaclos por las cifras. de

sumandos, bastara reunir los repre
sus diversos ¢rdenes (7).

35. Los ¢Asos QUE PUEDEN OCURRIR son {res: 1.
suMAR clos niimeros de una sola cifra; 2.° swmar win mmnero de

adicionar o

varias con olro de una sola; 3.° sumar enleros cualesquicra.

1.°—Para adicionar dos enteros de una sola cifra, basla saber
de memoria la labla de swmar, que contiene los resulfados de
reunir enfre si log valores representados por las diferentes ci-
fras que se usan en la numeracion (25), y puede formarse de
varios modos, sin mas que tener presente lo dicho en las dos
partes en que se divide (19 a 30).

R."—Para agregar 4 un enfero de varias cifras el valor repre-
senlado por una sola, basta afiadiy este Altimo & las unidades
del primero, y st el resultado contiene alguna decena, escribir
colo la cifra de las unidades, agregando la decena a las del
primer swmando, operando lo mismo con ésla y las eifras su-

2 dog primeruas, ¥ quien
bn de rafees y aun la De-

(*) Hay quien considera como principales golamente
agregn i las citadas la Elevacitn a potencias y Extrace
terminacion de logaritmos. No es, pues, posible saber a cuiles se reflere la pre-
gunta,

{#*#) Jamis hemos necesitado para el estudio completo de 1a Adieion admitir nin-
£hn prineipio fundamental; ereemos gque la pregunta se referira al que enun-
clamos.
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cesivas en el caso en que por ser 9 aquéllas contuvieran las su-
mas parciales alguna unidad de orden superior, segun el Ila-
mado principio fundamental.

3.°—Para sumar enteros cualesquiera, basta suwmar entre si
tadas las wnidades del mismo orden de los swmandos, agregan-
do las que puedan vesullar de orden superior en las distintas
sumas parclales, & las correspondientes de los ndmeros daros,
en virtud del mismo,:

36. Para hacer la pruesa de la Adicion, 6 nueva operacion
que tiene por objelo cerciorarse de que el resultado obtenido es
¢l verdadero, basta empezar la operacidn por olro orden de
tntdacdes 6 cambiar el de los sumandos antes de aplicar la re-
gla, lo que evidentemente no alterard el valor del resultado (32).

7.fl

SUSTRAGCION, MINUENDO, SUSTRAENDO, RESTO.— PRINCIPIO FUNDA-
MENTAL DE ESTA "Jl'El’.AI}If:)}‘-’.—G.-\S(JS QUE PUEDEN OCUHRIR.—
PRUEBA DE LA SUSTRAGCION,

37. La Sustrace16y tiene por objeto, dado un mimero que

se considera como suma de otros dos y uno de éslos, hallar el

olro.

38.  MixuENDo, es la suma conocida; SUSTRAENDO, el sumando
dado; rEsTO, 6 diferencia, el sumando que se busca, y la ope-
racion se indica colocando el signo — que se lee MENOS, enlre
el minuendo y el sustraendo.

39.  El pnixcipio FUNDAMENTAL de esta operacion puede enun-
ciarse asi; para sustraer ¢ restar de un nidmero el valor de
otro, bastard vestar de los valores representados por cada una
de las cifras del minuendo, los que lengan las correspondientes
delsustraendo (¥).

40.  Los casos que pueden ocurrir son tres: 1.° Que el sus-
lraendo y la diferencia solo tengan una cifra; 2.° que el sus-
traendo lenga una y la diferencia varias; 3.°, que el sustraendo
y la diferencia tengan varias eifras.

El minuendo, en el primer caso, tendra solo una 6 dos ci-

(*) Damos por reproducida 1a nota del parrafo 34.

—
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fras, puesto que debera ser menor que 10 4 9, 6 19; en el se-
gundo y tercero, tendra varias forzosamente.

1.°—Para restar de un entero menor que 19 olro de una
sola cifra, cuando la diferencia ha de tener también una, basta
saber de memoria las que se deducen inmediatamente de la
tabla de swmar (35, 1.°).

2.°—Para restar de un niimero mayor que 18 olro de una
sola cifra, basta vestarlo de las unidades del minuendo, aita-
diéndoles, si es preciso, una de orden superior, 6 lo que es
igual, 10 del que se considera, unidad que se rebajara de la
correspondiente cifra del minuendo 6 de la primera que no
sea 0, conservando lo mismo las superiores, puesto que el mi-
nuendo no variara afiadiéndole y quitdndole un mismo niimero.

3.°—Para restar dos enteros cualesquiera, basta restar del
valor de cada cifra del minuendo el de la correspondiente del
sustraendo, agregando & la primera, si es menor que la se-
gunda, 10 unidades de aquel orden y rebajando 1 & la supe-
rior del minuendo, 6 & la primera que no sea 0, segun el prin-
cipio fundamental (*).

41. La PRUEBA DE LA SUSTRACGION, puede hacerse, sumando
el sustraendo con la diferencia y viendo si el resultado es igual
al minuendo (37).

slu

MuULTIPLICGACION DE NUMEROS ENTEROS.—PRINCIPIO FUNDAMENTAL
DE LA MULTIPLICACION.— ABREVIACIONES Y PRUEBA DE LA MULTI-
PLICACION,

42. La MUnLTIPLICACION DE NUMEROS ENTEROS, tiene por ohjeto,
encontrar el resultado de hacer & un niimero tanlas veces ma-
yor como unidades liene otro (**).
Los niimeros dados se llaman ractones; el que se busca,

(#) Noes esta laregla que suele seguirse, pero si la imea que puede hacerse
comprender cuando no se sebe como influyen en el resultado las alteraciones de
log niimeros conocidos, cuestiém importantisima, pero de la cual el Programa no
dice una palabra,

(##%) Nodamos la definicién general, porque la pregunta se refiere tinica ¥ ex-
clusivamente 4 los enteros, lo que parece indicar que so pide una particular que
solo 4 ellos sea aplicable, aunque esto no conduzea 4 més resultado que confundir
¥y fatigar la memoria inGtilmente,
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producto, y la operacién se indica colocando entre los factores
el signo >< 6 un punlo, que se lee MULTIPLICADO POR; 6 simple-
mente rPoR.

43. Como PRINCIPIO FUNDAMENTAL de la multiplicacion, puede
admitirse que: para multiplicar dos enleros bastaria lomar por
sumando 4 uno de ellos tanlas veces como unidades tuviese el
otro, siendo indiferente el orden en que se consideren, en ra-
z6n & que pudiendo descomponerse cada uno en el conjunto &
suma de las unidades simples que represente, el total de las
contenidas en el producto seria siempre el mismo (*).

4%.  La operacibn se aBnevia por medio de los proeedimicn-
tos que la constituyen, y que expondremos en la pregunta si-
guiente, omitiendo la multiplicacidn por 0 siempre que se pre-
sente y en los dos casos particulares siguientes:

1.°—Multiplicar un entero por la unidad seguida de eeros.

Como segtn lo dicho en la numeracion (27}, por eada 0 que
escribamos i la derecha del primero representardn todas las
cifras, y por consiguiente el niimero, unidades 10 veces ma-
yores,

“ara multiplicar un entero por la unidad seguida de ceros,
basta escribir & su derecha tantos ceros como tenga el sequndo
factor.

R."—Multiplicar un entero por otro que termine en eeros.

Hacer 4 un niimero 3000 veces mayor, por ejemplo, sera lo
mismo que tomarlo 3000 veces por sumando, y como cada gru-
po de 3 sumandos seria el producto del otro entero por 3, y en
totalidad habria 1000 de estos 2rupos,

Para multiplicar un entero por otro que termine en eceros,
puede preseindivse de éstos y eseribirlos 4 la derecha del pro-
ducto que ast resulle (¥%),

45.  Para hacer la pruEsa de la multiplicacién, bastard repe-
tirla cambiando el orden de los factores, lo que no debers alte-
rar el valor del resultado (43).

{*) Repetimos lo diche en las rotas correspondientes & 108 parrafos 34 ¥ 30,

(#*) Confesamos ingenuamente que no comprendemos bien qué clase de abre-
viaciones pueden exponerse antes de conocer los casos que ocurren en la multipli-
cacion y las correspondientes reglas que constituyen parte de la pregunta siguien-
te al parecer. No estamos, pues, seguros de haber interpretado bien el sentido de
1a que nos ocupa.
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(CAS08 QUE PUEDEN OCUIMIR EN LA MULTIPLICACION DE NUMEROS EN-
TEROS ABSTRACTOS.—PRODUCTOS DE VARIOS FACTORES.—MULTI-
PLO DE UN NUMERO.

46. Los cAs0s QUE PUEDEN OCURRIR EN LA MULTIPLICACION DE
NUMEROS ENTEROS ABSTRACTOS son tres: 1." multiplicar dos niime-
ros de una sola cifra; 2.°, multiplicar un nitmero de varias ci-
fras por otro de wna sola; 3.°, wmudtiplicar dos numeros de va-
rias cifras.

1.°—Para multiplicar dos miimeros de wuna sola cifra basta
saber de memoria la tabla de multiplicar, que puede formarse
de varios modos, tomando por sumando & los nueve primeros
enteros tantas veces como unidades tiene cada uno de ellos,

2.°—Para multiplicar un wmimero de varias cifras por otro
e wna sola, se multiplica cada cifra del primero por el segun-
o y se suman los productos parciales, teniendo en cuenta el
orden de wnidades que cada uno representa, lo que equival-
dria 4 aplicar el método que se deduce del principio fundamen-
tal (43).

3.°—Para multiplicar dos mimeros enferos cualesquiera, se
maultiplica uno de ellos por cada una de las cifras del olrd y se
suman los productos parciales, leniendo en cuenta el orden de
unidades que cada uno represenla, por la misma razéon.

%7. PRODUCTOS DE VARIOS FACTORES, son los resulfados de
multiplicar el produeto de dos por un tercero, el que resulle
por ofro v ast sucesivamente.

De lodicho para dos (43) es facil dedueir que: el orden en que
se multipliquen los factores mo allerard el valor del producto.

48. MuvnripLo DE UN NUMERO. es el resullado de mulliplicarle
por cualquier entero, 6 lo que es lo mismo, el que contiene &
este numero exactamente,

10.
DEFINICION DE LAS POTENCIAS ¥ MODO DE INDICARLAS.
49, Porexeiss, son los resultados de multiplicar wn numero

por st mismo una § mds veces.
El nitmero dado se llama BasE, y el que indica cuantas ve-
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ces se ha de tomayr por factor, exponestE dé la base, 6 Grapo de
la potencia.

50. Las potencias se ixprcan escribiendo la base, y en la par-
te superior e su derecha el exponente, con cardcter mis pe-
queno.

])[\-‘[Hl'l;\' DE LOS NUMERDS l-j.\"l‘EHi')F.—NﬂMI!Hl'-lt-i DE LOS NUMEROS QUE
ENTRAN EN ESTA OPERACION —CAS08 QUE DEBEN DISTINGUIRSE EN
LA DIVISION.

91. La prvision DE LOS NUMEROS ENTEROS, como la de todos
los demas, tiene por objeto, dado wun niimero que se considera
como producto de otros dos y uno de éslos, hallar el olro (*).

Los XOMBRES DE LOS NUMEROS QUE ENTRAN EN ESTA OPERACION,
son los siguientes: pIvIDENDO y DIvIsOR, el producto y factor co-
nocidos; cOCIENTE, el factor buscaco; cOCIENTE ENTERO, el mayor
numero de veces que el dividendo contiene al divisor; y REsTo,
la diferencia entre el dividendo y el producto del divisor por el
cocienle enlero.

Cuando el verdadero cociente y el enlero son uno mismo,
el resto es 0 y la division se llama ExacTa; en caso conlrario re-
cibe ¢l nombre de xExacTA.

52. Los £ASOS QUE DEBEN DISTINGUINSE EN LA DIVISION NO pue-
den precisarse, pues aunque todos los autores dislinguen tres
para facilitar la explicacién, no estdn conformes sobre cudl dele
ser el segundo,

Lo mis convenienle es distinguir estos tres: 1.°, que divisor
y cociente solo lengan una cifra; 2., que el divisor tenga va-
rias y el cociente una; 3.°, que divisor y cociente lengan va-
rias.

El dividendo, en el primer caso, fendrd una 6 dos cifras.
puesto que debera ser menor que 10.9, 6 90; en el segundo y

(*¥) Aungue también en este caso, como en e} del pirrafo 42, parece pedirse una
definicion particular, damos 1a general, porque de otra manera 65 muy dificil for-
marse idea clara de las divizsiones inexactas y dela diférencia que en elln existe
entre el verdadero cociente y el entaro, puesto que si se dice Guerigumr las veces que
Wi namero contiene @ ofro, 0 algo parecido, los cocientes enteros resusiven perfac-
tamente la cuestién, y no hay por qué considerarlos como inexactos
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tercero tendra varias forzosamente, tratindose de la division de
enteros.

1.°—Para dividir un entero menor que 90 por otro de una
sola cifra euando el cocienle ha de lener lambién una, basta
saber de memoria los que se deducen inmediatamente de la {a-
bla de multiplicar, para eseribir el que corresponda si el divi-
dendo es alguno de los productos exactos del divisor contenidos
en ella, 6 para reemplazar el dividendo dado por el mayor de
estos productos contenidos en él, en cuyo caso el cociente en-
tero (51) seria solo aproximado (14).

2.°—Para dividir dos nitmeros de varias cifras cuando el
cociente ha de tener una sola, se prescinde de todas las eifras
dlel divisor menos de la primera de la izquierda y de igual ni-
mero de la dervecha del dividendo, dividiendo el nimero for-
mado por las que quedan del dltimo, que podrdn ser wna o dos,
por la primera del divisor, multiplicando el resultado por ésle
y restando el producto del dividenyo.

Si la sustraceidn no puede efectuarse, se disminuye en una
unidad la cifra hallada y si es preciso en olra, ele., hasta que
sea posible; la diferencia serd el resto.

Esta regla es consecuencia de la composicion del producto,
en el 2.7 caso de la multiplicacion (46).

3.°—Para dividir dos enteros cualesquiera, se consideran
de la izquierda del dividendo fantas cifras como sean necesi-
ras para que el divisor esté contenido en el niimero que repre-
senten y se efectita la division para obtener la primer cifra del
cociente; se multiplica esta eifra por el divisor y se reslta del
ntmero que ha servido de dividendo, eseribiendo & la derecha
de la diferencia la cifra siguiente, y considerando el nidmero
ast formado como un nuevo dividendo, se conlinta la opera-
cion del mismo modo, hasta haber operado con laillima cifra
de la derecha vy hecho la sustraccidn correspondiente.

Si alguna resta no pudiera efectuarse, se rebajan una 4 una
del valor de la eifra encontrada todas Ias unidades necesarias;
la dltima diferencia ser# el resto,

Esta regla se deduce de la composicion del producto, en el
tercer caso de la multiplicacion (46).
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12.

(JAS0S PARTICULARES (0 ABREVIACION DE LA DIVISION.—PRUEBA DE
LA DIVISION.

53. Los casos PARTICULARES mis importantes que en la divi-
sion de enferos pueden ocurrir, son aquellos en que el divisor
tiene wna eifra, ¢ es la unidad seguida de ceros.

1.°—Para dividir un nimero de varias cifras por olro de
wna sola, basta ir dividiendo por ésta cada una de las cifras
del dividendo empezando por la izquierda, considerando cada
resto parcial como decenas del dividendo siguiente, segun la
misma regla general,

2.°—P
basta separar de su dervecha lantas cifras como unidades fenga
el divisor; las separadas formardn el resto y lag de la izquierda
el cociente, en virtud de lo dicho en los piarrafos 51 y 44, 1.°

ara dividir un entero por la unidad sequida de cerps,

64. La ABREVIACION DE LA DIvisiON tiene lugar siempre que
ge aplica la regla general que hemos dado (5
lo los ceros en que debia ferminar cada producto del divisor

2, 3.%) y suprimien-

por la eifra hallada del cociente parva indicar el orden de sus
unidades, asi como la escritira en cada vesto de las cifras del
dividenclo, con las euales no hay ain ne

esidarl e operar en la
division siguiente.

También se abrevia en los casos particulares en que pueden
aplicarse reglas mds sencillas que la general (*),

55. La prueBA DE LA pIvisiON, puede hacerse mudltiplicando
el divisor por el cociente y agregando el resto al producto, para
ver si la suma es igual al dividendo (51}.

13.

QUEBRADOS COMUNES.—SU NUMERACION. —PROPIEDAD
DE LOS QUEBRADOS.,

b6, CQuEsranos O fracciones comunes, vulgares u ordina-
rios, son los que se representan por medio deotros dos nitme-
(*) Los casos particulares ¥y la abreviaciin de la divisiin, son para nosotros co-
sag muy distintas, aungue en la pregunta aparezcan como sindnimas, 4 pesar de
hallarse en plural la primer frese ¥ en singular la segunda. La mayoria de los pri-
mearos no pueden tampoco exponerse sin etros conocimientos que el programa no
exige, por lo meno: licitamente; tememos, pues, no haber acertado enla con-
testacion por no teneér ¢ostumbre de descifvar enigmas, ¥
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ros, que se llaman TErMiNos de los mismos; el NUMERADOR, que

indica cudnlas partes de la unidad contiene, y el DENOMINADOR,
(que expresa en cudnlas paries se considera dividida esa -
dad (10).

57. Su NUMERACION queda reducida, por consiguiente, 4 ex-
presar af vepresentar sus dos términos, de modo w.'farr se distin-
gan bien uno de otro, para lo cual se ha convenido en eseribiy
el denominador debajo del numerador, separdandolos por una
linea horizontal 6 algo inelinada, y en expresarlo, anadiendo &
su mombre la lerminacidn avos, & excepeién de los casos en
que sea uno de los diez primeros enleros, en los cuales se dan
i lag partes en que la unidad se considera dividida los nom-
bres de medios, tercios, cuarios, quintos, sexios, séplimos, oc-

tavos, novenos y décimos. Asi, pues:

1.°—Para leer una fraccidn ordinaria, se lee el nwmeradoy
y despues el denominador, agregando la lerminacidn avos si
este es mayor que 10, 0 dindole el nombre convenido st es
menor.

2."—Para escribiv una fraccion ordinaria se eseribe el ni-
merador y debajo el denominador, separados por una vecta
hovizontal ¢ inclinada.

58. La PROPIEDAD DE LOS QUEBRADOS mag importante es que
nuwmerador y denominador pueden multiplicarse 6 dividirse
exaclamenle por wun mismo nmimero sin que su valor se allere;
porque si, por ejemplo, hacemos por una parte lres veces mis
pequeinias aquellas en que la unidad se ha dividido. y por otra
consideramos fres veces mdg partes, es evidente que el nuevo
nimero y el primitivo serdn iguales, ya que cada {res de las
segundas equivaldrdn & una de las primeras (*).

4.

REDUCCION DE LOS QUEBRADOS A UN COMUN DENOMINADOR.

59. La mEpucerdN DE LOS QUEBRADDS A UN COMUN DENOMINADOR
tiene por ohjeto enconlrar olros equivalentes 6 de igual valor
que los dados y cuyo denominador sea el mismo.

(*) LA cudl querrd referirge la pregunta propicdad de los quebrades, cuando tan-
tos tienen éstos? No creemos posible adivinarlo, y de entra las muchisimas de que
gozan hemos escogido para contestar la que sirve de based las dos preguntas si-
guientes.

2
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Este denominador comin puede ser el producto de todos,
en cuyo cago, y en virtud de la ultima propiedad enunciada,
bastara, para que las fracciones no cambien de valor, multipli-
car sus respectivos numeradores por los denominadores de las
restantes; luego,

Para veducir fracciones & un comun denominador, puede
multiplicarse cada numerador por el producto de los denomi-
nadores de las demas, poniendo 4 los resultados por denomi-
nador el producto de todos los denominadores (*).

15.

SIMPLIFICACION DE LOS QUEBRADOS. —REGLA PARA VERIFICARLO (*%),

60. La simpriricacioN bE LOS QUEBRADOS tiene por objeto en-
contrar ofros equivalentes & los dados, péro de términos me-
nores.

En virfud de la propiedad enunciada para esta clase de nu-
meros (58}, es evidente que:

Para simplificar una fraccion, bastara dividir exactamenie
sus dos términos por los factores comunes que lengan ¢ por
algunos de ellos [*F%).

16.

ApicioN pE 1.0S QUEBRADOS.—CAS0S QUE SE DISTINGUEN EN ELLA.

61. La aprcion pE L0S QUEBRADOS, como la de fodos los ni-
meros (33), tiene por objeto reunir en wno solo los valores de
Larios.

62. Los cASOS QUE SE DISTINGUEN EN: ELLA Son cuafro, segun
que los sumandos lengan 6 no igual denominador y estén com-
binados con enleros o mixios (11).

(*) Bien sabemos gue esta regla ni es la més conveniente bajo el punto de vista
priictico, nila mejor bajo el punto de vista cienfifice; pero eomo nada se habla del
minimo eomin miltiplo hasta la pregunta 31, no es posible dar otra en este sitio.

(##*) ;Para verificar-lo qué? jlo simplificacgion? Suponemos que si.

(*¥%) No ignorames que esta regla es completamente ilusoria, sin conocer los
earacteres de divisibilidad de los enteros, 6 el modo de encontrar el radximo comiin
divisor de los términos; pero no tenemos la culpa de que el programa omita por
completo el estudio de los primeros y no se ocupe del segundo hasta la pregun-
La 30,
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Como en el primero se referirdn todos 4 partes izuales de la
unidad, es evidente que reuniremos sus valores, refiriendo &
esas mismas parfes la suma de los numeradores; por consi-
guiente:
1.°—Para suwmar fracciones de igual denominador, se suman
los numeradores, y & la suma se pone por denominacdor el
mismo de los sumandos.
2.%—Para swmar fracciones de distinto denominador, se re-
ducen & un denominador comin y se efectita después la suma.
3.%—Para swmar un enlero con una fraceién, 6 convertir en
fraccion un niimero mixlo, basta suponer al entero la unidad
por denominador y aplicar la regla anferior, lo que equivale &
multiplicar el entero por el denominador, agregar al producto
el numerador y poner & la suma el mismo denominador de la
fraceion.
4.°—Para sumar mimeros [raccionarios cualesquiera, se
convierten en fracciones los enteros y mixtos y se aplica des-

pués la vegla del sequndo caso (*).

17.

SusTRACCION DE QUEBRADOS Y CASOS QUE CONVIENE DISTINGUIR
EN ELLA.

63. La sustRacciON DE QUEBRADOS, como la de log enferos,
tiene por objeto encontrar la diferencia entre el minuendo y el
sustraendo (38).

64, T.os cASDS QUE CONVIENE DISTINGUIR EN ELLA Son también
cualro, segun que minuendo y sustraendo sean fracciones de
igual ¢ dislinto denominador y que uno de ellos sea entero 6
mixto, pudiendo fambién tener ambos la dltima forma y por
razones analogas 4 las indicadas en la adicién:

1.—Para restar dos [racciones de igual denominador, se
restan los numeradores y se pone por denominador de la di-
ferencia el denominador comiin.

2.°—Para vestar dos fracciones de distinto denominador, se

{(¥) No es esta la regla més conveniente, pero sila finica que puede darse cuan-
do no se saben extraer los enteros que una fraceion pueda contener, pregunta que
no hemos encontrado en todo el programa, annque es indispensable para contestar
4 otras.
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reducen & un denominador comin y se efectia luego la sus-
traceion.

3.9—Para restar de un enlero una f[raccidn, 6 de una frac-
¢ién un entero, se multiplica el enlero por el denominador, se
resta el producto del enlero, 6 éste de aquél, y se pone & la di-
ferencia el mismo denominador de la fraccion.

4.9—Para restar niimeros fraccionarios, cuando alguno de
ellos & ambos tienen forma de mibmeros mixtos, se convierten
éstos en fracciones y se aplican después las reglas anleriores.

18.

MupnTPLIcACION DE QUEBRADOS,—PRODUCTOS DE VARIOS, FACTORES
QUEBRADOS, —DETERMINACION DEL QUEBRADO EQUIVALENTE A TN
QUEBRAD) DE QUEBTADO.

65. La MULTIPLICACION DE QUEBRADOS tiene por objeto: encor-
trar un nivmero que esté formado con respeclo & uno de los
factores, del mismo modo que el otro lo esté con respecto a la
unidad ().

Teniendo presente, pues, que al multiplicar el numerador
de una fraccién por un entero haremos & la fraceion tanlas ve-
ces mayor como unidades tenga el entero, y que una fraccién
se forma dividiendo la unidad en partes iguales y reuniendo
tantas como indica el numerador, es ficil deducir que:

1.°—Para multiplicar una fraccidn por wn entero, 6 un en-
tero por una fraccion, basta mulliplicar el numerador conser-
vando el mismo denominador.

2.5 _Para multiplicar dos fraceiones, se multiplican los ni-

meradores entre si 1 después los denominadores, poniendo los
respectivos productos por numeracdor y denominador del re-
sultado.

3.%—Para multiplicar nidmeros fraccionarios cualesquiera,
se convierten los mixtos en fracciones y se aplican las reglas

anferiores (**).

(%) Estaesla definicién general, que hace in saria la de la pregunta 8."

(##} Tampoco esta regla es la que se sigue generalmente ni conviene seguir;
pero no sabiendo combinar operaciones indicalas, cuestitn de que no puede pres-
cindirse, pero de la que para nada se geupa el programa, esla unica que puede
aprendersa.




w— =

66. PRrOpueTOS DE VARIOS FACTORES QUEBRADOS, son [os que pe-
sultan de mulliplicar el de dos por un tercer factor, el resulia-
do por olro, y asi sucesivamente.

67. No siendo una FRACOION DE FRACCION, mas que el resulla-
do de rewnir varias paries iguales de la segunda, resultado que
podra representarse por un solo niimero encontrando el produc-
to de ambas, segin la definicién que hemos dado de multipli-
car (65),

Lia DETERMINACION DEL QUEBRADO EQUIVALENTE & UN QUEBRADO
DE QUEBRADO, s¢ oblendra aun cuando el segundo lo sea & su vez
de otro y asi sucesivamente, eseribiendo por muneracdor el pro-
dueto de todos los numeradores y por denominador el de los
denominaclores respectivos, o lo que es lo mismo, efeciuanco
el producto de lodas las fracciones que lo compongan.

19.

Divisiox pE QUEBRADOS Y Cai05 QUE TIENEN LUGAR EN ELLA,
VALUACION DE LOS QUEBRADOS ORDINARIOS,

(8. La pIvisioN pE QUEBRADOS liene por objeto, & semejanza
de la de los enteros (50), encontrar wn nimero que multiplica-
do por el divisor produzea el dividendo (51).

6Y9. Respecto 4 los cAs0s QUE TIENEN LUGAR EN ELLA, pueden
reducirse & cualro, segin se trate de dividir una [raceidn por
un entero, dos fracciones, un enlero por una fraccidn y cuales-
quiera e estos mimeros ¢ wi mixto por ofro mixio y vice-
versa.

70. Basta recordar el objeto de la Division, asi como las re-
glas dadas para la multiplicacién de fracciones, considerando
ademds que al multiplicar el denominador de una fraccién por
un entero, haremos 4 esta [raccion tantas veces menor como uni-
dades tenga el entero, para comprender que:

1.°—Para dividir wna fraccidn por wn enlero, serd suficien-
te anultiplicar el denoninador por el enlero conservando el
mismo numerador.

<3

“—Payra dividir dos [raceiones se mulliplicara el mumera-
dor del dividendo por el denominador del divisor, y el nuwme-

rador de éste por el denominador de aquél, poniendo por nu-
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merador del resultado el primer producio y por denominador
¢l sequndlo.

3.°—Para dividir un entero por una fraccidn, se supondré
al primero la unidad por denominador y se aplicard la regla
anterior, lo que equivale & mulliplicar el entero por el denomi-
nador de la fraccidn y poner por denominador del producto ¢l
numerador de la misma.

4.°—Para dividir nilmeros fraccionarios cualesquiera, se
convierten los mixlos en fracciones y se aplican las reglas an-
leriores.

71. La vALUACION DE LOS QUEBRADOS ORDINARIOS, debe tener
por objeto formarse idea clara del valor de eslos quebrados,
cuando por fener sus términos varias cifras no es ficil apre-
ciarlo con la exactitud 6 aproximacion deseada, y para ello debe
ante todo dividirse, si es posible, el numerador por el denomi-
nador, para ver las unidades enteras que contiene el quebrado,
siendo entonces evidente que EL VALOR DE ESTE serd el mismo
que el del mimero mixto que resulle de escribir el cociente en-
tero, seguido de una fraceion cuyo numerador sea el reslo de
la division y que lenga por denominador el que ha servido de
dlivisor.

72. Bi esta [raccién no nos da todavia clara idea de su va-
lor, 6 si en la propuesta no ha podido efectuarse la divisiéon por
ser el numerador mds pequefio (ue el denominador, lo tinico
que puede hacerse es descomponer aquél en swmandos que
sean divisores exaclos del denominador, poner éste & cada uno
de los sumandos y simplificar las fracciones en que la primera,
se habré descompuesto, con lo cual obtendremos otras cuyos
numeradores seran iguales & la unidad y los denominadores re-
lativamente pequefios, por cuyo medio comprenderemos con
facilidad los medios, lercios, euartos, ete., que estaban conte-
nidos en la primitiva (¥).

(*) Noobstante el desuso en quela frase ha ecaido, sabemos lo que antigua-
mente se entendia por valuer wn quebrado conerelo, pero ignoramos en absoluto lo
que quiere decir valuar un quebrado abstracto, si es que quiere decir algo; y de
nimeros abstractos hemos tratadoe hasta aqui, sin que en las preguntas del Pro-
grama se haya advertido otra cosa, ni empiecen 4 considerarse log concretos hasta
la que lleva el nlGm. 24.

Contestamos, por consiguiente, lo inico que sobre este punto se nos ha podido
oeurrir, aprovechando la ocasién para enseniar i extraer los entercs de los que-
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20.

QUEBRADOS DECIMALES, —SU NUMERACION,— PROPIEDADES
DE LOS NUMEROS DECIMALES,

73. Lldmanse QUEBRADOS DECIMALES, 4 [0S que tienen por de-
nominador la unidad seguida de ceros y se expresan iy repre-
sentan de un moro andlogo al de los enteros.

74 Bu NUMERACION, en efecto, puede

ser iddéntica, ya que

segun el convenio establecido en la de log enteros (27), una ci-

fra colocada 4 la derecha de otra representard unidades diez
veces menores que las representadas por esta ofra: por lo cual,
dando & las partes decimales de Ia unidad Ia terminacion esimas,
para distinguirlas de las ordinarias, asi como las cifras de Ia
izquierda de las unidades representan decenas. eentenas, mi-
lares, decenas de millar, ete., las de la derecha represenfardn
décimas, cenlésimas, milésimas, diezmilésimas v asi sucesiva-
mente, bastando emplear en la escritura un s gno cualquiera
que marque el lugar de las unidades simples, para poder re-
presentar las fracciones decimales de la misma manera que los
nimeros enteros y expresarlas Yy leerlas de un modo andlogo.

Este s16n0 se ha convenido en que sea 1na coma, colocada
d la derecha de las unidades, én la parte superior ¢ inferior, y
en virtud de este convenio:

|."—Para eseribir una fraccién decimal cualquiera, bastara
escribir las cifras que representen el nimero de unidades de
cada orden que contenga, empezando por las superiores, co-
locando 0 en los lugares corresponcientes 4 los drdenes que
falten y una coma después de la cifra de las unidades.

2.°—Para leer una fraccion decimal cualquiera, se divide
en secciones de & seis cifras empezando por la derecha, subdi-
vidiendo cada wna de éstas en dos para marcar el lugar de los
millares, y en seguida se leen de izquierda & derecha como si el
nimero fuese entero, afiadiendo al final la denominacion que
corresponderia & las unidades si se leyesen las wlti mas, seqiti-
da de la palabra ésimas.

_—

brados quelos contengan: cuestion indigpensable para contestar 4 la 2, aunque
q gan; I PG SOnac

para nada se haya heclio mencitn de ella, y dar una ligerisima idea de la descom-

rosieion de los mismos en partes alicuotas.
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También pueden leerse por separado, y es lo més frecuente,
la parte entera y la fraccionaria.

75. Las PROPIEDADES DE LOS NUMEROS DECIMALES Mas impor-
tantes y que se deducen inmediatamente de su numeracion, son

las siguientes (7):

1.—Una fraceion decimal no varvia aungque & su derecha se
escriba cualquier mbmero de ceros, puesto que seguird conte-
niendo igaal numero de unidades de cada orden.

g0

Si se corre la coma enuna fraccidn decimal hacia la
derecha 6 hacia la izquierda, la fraccidn quedard mulliplica-
da o dividicda poy la unidad sequida de tantos ceros como hi-
gares se haya corrido, segun el convenio de la numeracion de-
Ak

cimal (27).

21.

Aptoron v SUSTRACCION DE LOS NUMEROS DECIMALES.

76. Siendo el principio fundamental de la Adicién (34) inde-
pendiente del orden que representen las diferentes cifras, lag re-
glas dadas para hallar la suma y diferencia de niimeros ente-
ros, serdan también aplicables 4 los fraccionarios decimales.

La ADICION ¥ SUSTRAGOION DE LOS NUMEROS DECIMATES, cuales-
(uiera que sean, se efectuardn, por tanto, como la de los ente-
ros, pero leniendo en general los sumandos fraccionarios distinto
nimero de cifras después de la coma, es muy facil equivo-
carse al sumar 6 restar las cifras correspondientes 4 icuales or-
denes de unidades, inconveniente que puede evitarse escribien-
do los niimeros dados unos debajo de otros de manera que las
comas se correspondan en columna vertical; y como por otra
parte es conveniente empezar las operaciones por la derecha,
para facilifar el aumento 6 disminucién de las cifras cnando sea
preciso, las reglas que en la prictica conviene seguir son las si-
uientes:

1."—Para sumar niimeros decimales cualesquiera, se colo-

can los swmandos unos debajo de otros de manera que se co-

(*¥) Los sumeros decimates, es decir, todos los expresados y ropresentades con
0 &l sistema de numeracion decimal, tienen tanlas propiedades, que su sola
enuneciacion podria cenpar extensos y numeresos vollimenes; que harian inttiles
todas las preguntas siguientes; renunciamos, pues, i contestar ésta, limitindonos

4 dejar consignadas las dos mas sancillas y fundamentales.

arm

e
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rrespondan las cifras de las unidades y se ssman todas las que
se refieven & iguales drdenes, empezando por la derecha, sin

escribir mis que las que correspondan en cada suma parcial

al orden considerado, reteniendo en la memoria las fque pue-
dan resultar del superior, que se anaden & la colwmna si-
(iiente.

2."—Para restar mimeros decimales cualesquiersa, se coloca
el minuendo encima del sustraendo, de manera que se corres-
pondan las cifras de las unidades, y del valor de cada una de
las del minuendo se resta el de las correspondientes del sus-
traendo, empezando por la derecha para poder agregar de me-
moria diez unidades & las dltimas cuando alguna suslraceion
parcial no pudiera efectuarse y disminwir una unidad & la de
orden superior del minuwendo (¥).

En ambas operaciones es también costumbre separar del

resultado los numeros conocidos, por medio de una recta.

22.

MULTIPLICACION DE NUMEROS DECIMALES, —CASOS QUE PUEDEN 0GU-
RRIR Y HEGLA PARA CADA UNO DE ELLOS.

77. La NULTIPLICACION DE NUMEROS DECIMALES, €8 una conse-
cuencia inmediata de la propiedad que estos nimeros tienen
cuando se corre la coma hacia la derecha (75, 2.}, puesto que
en virtud de la misma (%),

Para multiplicar un niimero decimal por la unidad segui-
da de ceros, bastard correr la coma hacia la derecha tantos li-
gares como ceros acompainen & la unidacd, escribiendo los que

Sean necesarios para que la tltima cifra ocupe el lugar corres-

pondiente & las unidades, si no hubiese bastantes despuds de la
coma,

78. Los cAs0s QUE SE DISTINGUEN generalmente, ademds de
eéste, son aquellos en que un faclor es enlero y otro fracciona-
7io decimal, en que lodos tienen esta ultima forma, y en que
hay factores de ambas elases.

Fieil seria deducir una REGLA PARA CADA UNO DE ELLOS; pero

{(*) Damos por reproducida la nota del pérrafo 40,
(¥%) Juzgamos inttil definir por tercera vez la multiplicacion (42 y 65).
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si se tiene en cuenta que al suprimir la coma en los fracciona-
rios decimales quedan mulliplicados por la unidad seguida de
tantos ceros como cifras tengan después de aquélla, y que, por
tanto, el producto que resulte de aplicarles la regla de los en-
teros (46, sera tantas veces mayor que el verdadero como in-
dique la unidad seguida de tanfos ceros como cifras posteriores
4 las comas haya entre todos los factores bastando para resta-
blecer el valor de aquél, colocar la coma en el lugar necesario
para que las unidades ocupen el que les corresponda, se com-
prendera que todas pueden reducirse & Ia siguiente:

Para multiplicar mitmeros decimales cualesquiiera, se efee-
tiia el producto por la regla de los enleros, prescindiendo de
las comas, y después se separan de su derecha tantas cifras
cuantas tengan después de aquéllas entre todos los factores (*).

79. También en este caso es costumbre, para facilitar la
practica, escribir un factor debajo del ofro, empezar la mulfi-
plicacion por la derecha para escribir de memoria cada pro-
ducto parcial, colocar la primer cifra de éste debajo de aquella
por la cual se ha multiplicado para que se correspondan en co-
Iumna las que representan iguales 6rdenes, y separar los facto-
res de los productos parciales por medio de una recta,

23.

DivisiON DE NUMEROS DEGIMALES ¥ CASOS QUE SE DISTINGUEN,—
VALUACION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES,

80. La pivisiON DE NUMEROS DECIMALES, se funda también en
Ia propiedad que tienen cuando se corre la coma hacia la iz-
quierda (75, 2.°), pues en virtud de ella (¥},

Para dividir un nmero decimal por la unidad sequida de
ceros, bastard correr la coma hacia la izquierda fantos lugares
como ceros acomparen & la unidad, escribiendo & la izquierda
del dividendo los que sean necesarios, si no tuviese bastantes
cifras,

(*) Damos esta sola regla en vez de contestar al texto literal de la pregunta,
porque el distinguir varios casos ¥ enunciar difercntes reglos para coda wno de
ellos, g6lo puede obedecer 4 la idea preconcebida de dificultar el estudio, idea de 1a
que no queremes hacernos eémplicas una vez ms,

{(*#) Reproducimos la nota del nim. 77.
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81. Los casos oue se pisTINGUEN ademds de éste, & por lo
menos los que conviene distinguir, son dos, segin que el divi-
sor sea entero, 6 fraceionario decimal (¥).

Las reglas correspondientes # cada uno de ellos son conse-
cuencia inmediata de la dada en la multiplicacion (78) y de la
propiedad de todas las fracciones (58), pudiendo enunciarse as:

L."—Para dividir cualquier nitmero decimal por un entero,
se efectita la division prescindiendo de la coma, y de la derecha
del cociente, se separan tantas cifras cuantas después e la
coma luviese el dividendlo;

R.°—Para dividir cualquier mimero decimal por un fraccio-
natio, lambién decimal, se suprime la coma en el divisor, se
corre hacia la derecha en el dividendo lantos lugares como ci-
[ras posteriores & ella tenia el divisor, eseribiendo si es preciso
los ceros necesarios y luego se efectia la divisidn por la regla
de los enteros 6 por la anterior, segin que el dividendo haya
resultado entero 6 fraccionario decimal.

82. La VALUACION DE LOS QUEBRADOS DECIMALES, puede hacerse
separando la parte entera y después una 4 una las cifras que
sigan 4 la coma, con lo cual se verdn claramente las unidades
enteras y las décimas, centésimas, milésimas, ete., que el ni-
mero contiene (*

24,
NUMEROS COMPLEJOS.—REDUCCION DE UN NUMERO COMPLEIO O IN-
COMPLEJO DE UNA ESPECIE CUALQUIERA DISTINTA DE LA INFE-
RIOR ( ). —ADICIGN ¥ SUSTRACCION DE NUMEROS COMPLEIOR.

83. Son NUMEROS COMPLEIOS, los concretos (16) que se refieren
a diferentes unidades de wna misma naturaleza.

(*) Hay quien distingue ademis el caso de dividir un entero por un decimal,
comprendido en el segundo de log que nosotros enunciamos, ¥ no estando confor-
mes los autores, no es tampoco posible contestar con precision & la pregunta tal
como esta redactada,

(*#) Repetimos lo dicho en la nota del parrafo 72

(#¥%) ;Reduecitn & qué? ;Como puede un nimero complejo ser de una especie
distinta de Ja inferior? Confesamos que nos es absolutamente imposible entender
la pregunta, por loque renunciamos i contestarla, incluyendo eu su lugar todas
aquellas reglas que juzgamos indispensables para comprender las siguientes, aun
cuando ya sabemos que cuanto se diga en las 24, 25 y 20 ha de ser perfacta-
mente incomprensible para quien no tenga idea de lo que ez ua sistema de unida-
des concretas, cuestion gue no empieza & fratarse hasta la 27.




Los que se refieren & una sola, se llaman INCOMPLEIOS.

84, Como los numeros concrefos no son sino absiractos
acompafiados del nombre de la unidad concrela & que se refie-
ren, bastan log conocimientos hasta aqui adquiridos para que
puedan con facilidad deducirse las siguientes reglas:

1."—Para convertir uwn nimero incomplejo en otro equiva-
lenle que se refiera & unidad inferior, se multiplica dicho nai-
mero por ¢l que indica las veces que una de las propuestas
conliene 4 la que se pide.

2."—Para convertir un mimero incomplejo en olro equiva-
lente que se refiera 4 unidad superior, se divide dicho nmiimero
por el que indica las veces que una de las propuestas esld con-
tenida en la que se pide. .

3."—Para reducir un complejo & incomplejo de unidad de-
lerminada, se convierten las de orden superior en las equiva-
lenles de la inmediala, agregando al procucto las que contenga
de dsta; se repile con la suma la misma operacidn, y ast suce-
sivamente hasla haber anadido las wllimas, y luego se con-
vierte el resultado incomplejo en el equivalente que se refiera
4 la unidad pedida (1.* y 2.%).

1.5 —Para convertir un incomplejo en complejo que se vefiera
& unidaces superiores, se vefiere 4 la inmediata (2.*), haciendo
lo mismo con el cociente enlero y los demas que vayan resul-
tando, hasta que se llegue & uno menor que el divisor que le
corresponda; el ullimo cociente enlero y los restos que se ha-
yan oblenido con las denominaciones respectivas, formaran el
complejo pedido.
2."—Para convertir un incomplejo (que forzosamente tendra
que ser fraccionario) en complejo equivalente referido a unida-
des inferiores, se efectita la divisidn del nuwmerador por el de-
nominador, y ast sucesivamente, hasta oblener un cocienle
exaclo ¢ haber llegado & la unidad inferior. El complejo for-
mado con fodos los cocientes parciaies seguidos de las denomi-

naciones que les correspondan, sera el pedido.
A esta transformacion es 4 la que antignamente se llamaba,
valuar un quebrado.
85. La ADIcioN ¥ SUSTRACCION DE MUMEROS COMPLEIOS, (Jué 8010
es posible cuando son de igual naturaleza, puede efectuarse con-
virtiendolos en incomptejos que se refieran a la misma unidad,
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siendo evidente que éstos podran sumarse y restarse como si
fueran abstracios, prescindiendo de su denominacion, que tam-
bién corresponderd al resultado; pero de los mismos principios
fundamentales (34 y 39) de estas opw weiones, se desprenden las
siguientes reglas mas sencillas (*

1.*—Para swmar nilmeros coneretos, cuando entre los si-
mandos haya algun eomplejo, se eseriben unos debajo de otros
de morlo que las denominaciones se correspondan, 1 se rmyw-
zan & sumar por la derecha las unidades del mismo nombre,
agregando & la suma de las superiorves las que de ellas puedan
resullar, sin escribir mds que las restanies.

2.5—Para restar dos nmilmeros concretos, cuando uno poy lo
menos sea complejo, se restan de cada grupo de unidades del
minuwendo los eorrespondientes del sustraendo, que se escribe
debajo, de manera que las denominaciones se correspondan,
anadiendo & los primeros wna unidad superior referida & -la
que se consitlera, la eual se qmm despuds, st alguna de las res-

las no pudiera e

tuarse (%),

25.

MULTIPLIGAGION DE NUMERQS COMPLEIOS, — CAS0OS QUE SE DISTINGUEN,

86. La auL TIPLICAC 10N DE NUMEROS COMPLEIOS, como la de to-
dos los concretos (*

, tiene generalmente por objeto, encontrar
la equivalencia de varias unidacdes cuando se conoce la de wna,
y puede efectuarse convirtiendo en Incomplejos los factores que

no lo sean, en cuyo caso podrian mulliplicarse como absiractos

dando al producto la denominacién que le correspondiese, segnin
el enunciado de la cuestion, y convirtiéndolo luego en incomplejo
(que se reliriese 4 la pedida, si fuera otra dilerente, aunque en-
tonees seria preferible hacer esta transformacién auxiliar con el
correspondiente factor, antes de efectuar la operacion (F#¥¥),

(*) Respetamos, como hay que respetar siempre lo inconeekible, lag razones
que elautor del Programa habri tenido para suprimir por completo, no s6lo 1a de
finiciOn, sino eunantas reglas se vefieren & incomplejos; pero come gin conocerlas es
de tpdo punto imposible operar con complejos, nos vemos en la absoluta precigion
deindicarlas enando menos

(#+) Veanse las notas de los parrafos 40 3 76.

(¥%%) iSehabrd querido deeir ssto?

{(¥##%) Repetimos lo dicho en la antepentillima nota
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87. Los cas0s QUE SE DISTINGUEN en la multiplicacion de com-
plejos, no pueden ser mas que dos: mulliplicar un complejo
por un incomplejo y mulliplicar un incomplejo 6 complejo, por
un complejo.

No reduciendo a4 incomplejos todos los factores de lorma
compleja, pueden seguirse las siguientes reglas para realizar la
operacion, cuya verdad se comprende desde luego:

1.5 —Para multiplicar un nimero complejo por wn incom-
plejo, se convierle ésle en ofro que se refiera & la misma uni-
dad cuya equivalencia se dé en el enunciado de la cuestion, si
no estaba ya veferido & ella, y después se multiplica por cada
uno de los que forman el complejo, empezando por ia derecha,
para agregar con mas facilidad las unidades superiores que pue-
dan resultar de cada multiplicacién parcial, convirtiendo si es
necesario, el producto, en incomplejo que se refiera 4 la unidad
pedida.

2."—Para multiplicar un incompléjo & complejo por un com-
plejo, es suficiente convertir éste en incomplejo que se refiera i
la misma unidad cuya equivalencia se dé en el enunciado de la
cuestion, y efectuar luego la multiplicacion por las reglas anfe-
riores.

26.

DIvisIoN DE NUMEROS COMPLEJOS,— (4808 QUE OCURREN CUANDO
DIVIDENDD Y DIVISOR SON DE DIFERENTE GENERO Y MODD DE EJECTU-
TAR LA OPERACION CUANDO SON DE IGUAL GENERO.

88. Enla pIvisioN pE NUMEROS COMPLEJOS, como en la de todos
los concretos, podemos proponernos dos objetos: 1.% enconfrar
el equivalente de una unidad, cuando se conozca el de varias
y el niimero de ellas, y 2.°, encontrar el mimero de unidacdes,
cuando ge conozea lo que equivale 4 fodas y 4 una de ellas.

En el primer e¢aso, han de ser dividendo y divisor de natu-
raleza diferente; en el segundo, de la misma,

89. Los ¢AS0S QUE OGURREN CUANDO DIVIDENDO Y DIVISOR SON DE
DIFERENTE GENERO, tratdndose de complejos, solo pueden ser dos
analogos 4 los de la multiplicacion: dividir un complejo por un
incomplejo y un incomplejo 6 complejo, por un complejo.

90. En ambos puede efectuarse la division reduciendo los
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complejos 4 incomplejos, porque la de nimeros que tuviesen
esta tltima forma, es evidente que podria efectuarse como la
de los mimeros abstraclos, después de convertir el divisor en
incomplejo que se refiera 4 las mismas unidades que el enun-
ciado de la cuestion, dando al cociente la denominacion del di-
videndo y transforméndolo luego, si fuera preciso, en complejo
6 incomplejo referido & las unidades que se pidan (*).

91.  En la prdctica, no obstante, es preferible casi siempre
seguir las siguientes reglas, que es facil deducir de las dadas
para la multiplicacion:

L.*—Para dividir un nibmero complejo por un incomplejo,
se transforma éste en ofro, si es preciso, que se refiera & las
mismas unidades que el enunciado de la cuestion, y se divide
por él cada uno de los que forman el dividendo, empezando
por los que expresen unidades superiores, para agregar los res-
tos al inmediatamente inferior, después de referidos 4 igual uni-
dad, formando un complejo con lodos los cocientes parciales,
que llevaran igual denominacién que los dividendos respec-
tivos.

2.5 —Para dividir dos nimeros concretos, siendo el divisor
complejo, se reduce 4 incomplejo equivalente que se refiera 4
wuales unidades que el enunciado de la cuestidn y se efectia
luego la divisién por las reglas anteriores.

92. Respecto al MODO DE EFECTUAR LA OPERAGIGN CUANDO SON
DE I6UAL GENERO dividendo y divisor, poco tenemos que decir,
pues en esle caso siempre se han de convertlir en incomplejos
referidos 4 la misma unidad y dividirlos como si fueran abs-
tractos, dando al eociente la denominacién que se deduzea del
enunciado de la cuestion, y haciendo Iuego la necesaria trans-
formacién, si no fuera la que se pide.

27.
SISTEMAS DE PESAS V¥ MEDIDAS (*#).—SISTEMA ANTIGUO DE MEDIDAS

CUADRADAS Y GUBICAS.—NOCIONES PARA SU INTELIGENGIA.

93. Llidmanse SISTEMAS DE PESAS Y MEDIDAS, & los conjunlos
de unidades concretas adoptadas por las diferenles naciones,

(*) Reproducimos lo dicho en las notas correspondientes @ los parrafos 85 y 86.
(*%) Puestoque asi esta escrito, hemos de respetar laimpropiedad del nombre.
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comarcas 6 pueblos, para delerminar, por si comparacion con
ellas, las magnitudes de las cantidarles.

94, SISTEMA ANTIGUO DE MEDIDAS CUADRADAS Y CUBICAS, puede
llamarse & cualquiera de los innuwmerables que han usaclo
los diferentes pueblos y que ya no usan, por lo menos legal-
mente, para apreciar por medio de unidades de forma cuadrada
6 ctibiea, las dreas y voliimenes de las superficies y cuerpos g

Estas unidades han sido siempre los cuadrados y cubos de
las de longitud, y por lo tanto, es imposible formarse idea de
ellas, sin poseer antes las siguientes NOCIONES PARA SU INTELI-
GENCIA (**).

95. Mepma de una cantidad, s LA EXPRESION NUMERICA Y
CONGRETA DE 8U MAGNITUD.

Cuerrpo lisico, todo cuanto puede impresionar al sentido
clel tacto,

Cuerro matemdtico, la parte del Espacio que puede consi-
derarse extensa en lres senlidss

Vouruen, la medida de un cierpo.

F-_fT_'r-l-:l-.{-'-u:Ir-;_. la extension considerada solo en dos sentidos.

Anza, la medida de wna superficie.

Linga, la extensidn considerada solo en un sentido.

Loncreun, la medida de una linea.

Punto, la linea cuya longitud se ha reducido & cero.

Linea recrs, la que liene lodos sus punlos en la misma di-
PECCLON.

Axcrro rectilineo, diedro 6 poliedro, la inelinacidn de dos

rectas, de dos superficies ¢ de varias que coneurren en un

mismo punto.

F'iguna, la forma de una exlensidn.

Lanos, las partes limitadas de lineas que delerminan las
figuras superficiales.

Canas, las partes limitadas de superficies que delerminan
las figueras de los cuerpos.

(#) Prescindiendo de la incomprensible importancia gue aqui se da 4 las Nama-
das, también impropiamente, cuadradas y etibicas, suprimiendo todas las demfs,
inclugo 1ag de longitud de que se derivan, no detallamos ninguna, porque la pala-
bra antigee no precisa ningin sistewa determinado,

(##) Siempre habiamos creido que l8s nociones para ia inteligencie de una cosa
cualquiers, debian tenerse antes de definirla y hablar de ella; pero gegun parece,
no es asi.
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Cuapnano, la figura superficial cerrada por euatro reclas de
igual longitud, que al concurrir en un punto dos 4 dos, forman
cuatro dngulos, también iquales entre si.

Cuzo, el cuerpo cerrado por seis cuadrados iguales. Los
angulos rectilineos, diedros y poliedros que determinan los la-
dos de sus caras y ellas mismas, son también iguales entre si
respectivamente (¥).

28.

InEA GENERAL DEL NUEVO SISTEMA DE PESAS Y MEDIDAS.

96. EI NUEVO SISTEMA DE PESAS Y MEDIDAS, tnico que hoy es
legal en Espafia y olras naciones que igualmente lo han adop-
tado, se llama miTRICO DECIMAL, porque las unidades que lo
constituyen se derivan de olra que se considera como Base del
sistema, llamada METRO, Y porque todas las de una misma na-
turaleza son viEz veces mayores que la inmediatamente infe-
rior, & excepcion de las de superficie y Espacio (cuadradas &
ctibicas), que lo son cien y mil veces respectivamente.

¥7.  Ademds del metro, unidad de longitud, base del sistema,
pueden considerarse como fundamentales del mismo el Grayo y
el Lirro, de peso la primera y de capacidad la segunda, porque
lag restantes no son sino multiplos y divisores de éstas, cuyos
nombres se forman de los suyos, anteponiendo las palabras to-
madas del griego y del latin,

Mivia, Kilo, Heclo, Deca, Deci, Centi, Mili,
que significan respectivamente,
Diezmil, Mil, Cien, Diez, Décima, Centésima, Milésima,
¥ que, por tanto, expresaran magnitudes iguales 4 las de aqué-
llag, multiplicadas respectivamente por
10000, 1000, 100, 10, 0¢1, 0:01, 0°001.

98. De este modo se ha logrado constituir un sistema que,
entre ofras de menor imporfancia, presenta sobre todos los res-
tantes las siguientes ventajas:

1.*—Tener una sola unidad base del sistema, de la cual de-

(*) Como tampoco se indica ni remotamente el aleance ¥y extensiim que estas
nociones deben tener, nos limitamos 4 las indispensables| para que pueda com-
prénderse el sentido delas palabras que antes nos hemos visto obligados & emplear.

Tomo I, 5
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pendan todas las demds, con lo cual se evita la posible pérdida
de éstas,

9 & Fstar fomada esta base de la misma Tierra que todos
habitamos, con lo cual se facilita su adopeién por los diferentes
pueblos.

3."—Ser probablemente invariable, por lo que en caso de
pérdida podria obtenerse otra vez sin gran trabajo.

&.*—Conocer su relacion de magnitud con otras longitudes
que tampoco es facil varien, lo que en el caso supuesto evitaria
su determinacion directa.

5.9 Formarse todas las unidades derivaclas de las tres nom-
bradas, multiplicando ¢ dividiendo las de igual naturaleza por
wna unidad decimal de cierto orden, lo que facilita mucho to-
das las operaciones de transformacion.

6.°—Formarse también de un modo idéntico y sencillo los
nombres de todas esas unidades, con lo cual, por su s6lo enun-
ciado, se comprende cudl serd su magnitud, y se evita el fener
que recordar la multitud de nombres diferentes y caprichosos
que reciben las de los otros sistemas, asi como sus respectivas
relaciones (*).

28.
PROPIEDADES DE LOS NUMEROS, —NUMEROS PRIMOS ¥ COMPUESTOS.—

REGLA PARA AVERIGUAR SI UN NUMERO ES 0 NO PRIMO.—NUMEROS

PRIMOS ENTRE SI.

99. PROPIEDADES DE LOS NOMEROS, son los diferentes hechos
particulares que & los mismos se refieren, sea considerdndolos
en si mismos, sea relaciondndolos con otros, pero exclusivos de
un nimero 6 de una forma de mimeros; es decir, no comunes a
todos ellos, pues en este caso, el liecho, recibe el nomhre de
LEY (T,

(%) Aungue estas solas nociones no conducen & ningvin fin cientifico ni précti-
¢, son las finicas que & lo més exige la pregunta, puesto que ni aun tantas serian
necesarias pars dar una idee general del sistema, gue es lo pedido, suponiendo que
con las palabras nueve sistema quiera indicarse el métrico-lecimal, de lo que tam-
poco podemes estar muy seguros,

(#%) Esta pregunta, como la del pirrafo 75, 6 nada dice, en cuyo caso nada pueds
contestarse 4 ella, 6dice tanto, que el resultado es el mismo; pues por mucho que
sn sentido quisra limitarse, las propiedades de los mismeros comprenden, por 1o me-
nos, el eztudio de toda la Aritmética pura v aplicada, de toda el Algebra elemental
¥ superior ¥ de toldo el Caleulo diferencial ¢ integral, e
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100. Ntwmenos privos, son los que no tienen mas divisores,
0 faciores enferos y exaclos, que ellos mismos y la unidad.

Coxpurstos, los enteros que lienen algin factor exaclo de
la misma forma, distinto de ellos mismos y la unidad, y que,
por tanto, pueden siempre descomponerse en factores primos,
0 lo que es lo mismo, pueden siempre considerarse como un
producto de factores primos.

101, La REGLA PARA AVERIGUAR SI UN NUMERO ES (0 NO PRIMO
mais comunmente empleada, consiste en dividirle por lodos los
enleros mayores que 1, 6 mejor, solamente por los que sean
primos, hasta llegar a un cocienle exacto 6 menor que el di-
VISOT,

En el primer caso, es evidente que el nimero serd com-
puesto, ya que podria obtenerse mulfiplicando el divisor por el
cociente (50); en el segundo serd primo, porque como el co-
ciente iria disminuyendo & medida que aumentase el divisor,
ningune mayor que el tiltimo empleado podria dividirle exacta-
mente, en razén & que entonces también le dividiria el cocien-
te, que seria menor,

102. NriMEROS PROVOS ENTRE si, son los que 1o lienen mas
factor comiin entero que la unidad.,

30.

MAXIMO COMUN DIVISOR.—REGLA PARA DETERMINAR EL MAXIMO
COMUN DIVISOR DE DOS NUMEROS.

103. LI MAXiM0 cOMUN DIVISOR, como indica su mismo nom-
bre, no es mds que el mayor divisor comiin & varios niimeros,
y suele representarse por las iniciales m. c. d.

104. Cuando solo se trate de dos, es evidente que si el me-
nor dividiera al mayor, aquél seria el maximo comdn divisor,
puesto que todo nimero se divide exactamente 4 si mismo y
ninguno mayor que ¢l puede dividirle con exactitud.

Si esto no se verifica, cuanlos nilmeros estén confenidos
exactamente en el dividendo y el divisor, lo estaran también
en el resto, diferencia entre el dividendo y el producto del divi-
sor por el cociente (51) y cuantos lo eslén en el resto y divisor
lo estardn en el dividendo, suma del resto y de dicho producto
(55); luego si el resto dividiera al divisor, ese resto seria el




P e

maximo comun divisor, y si no, podria continuarse el razona-
miento de un modo andlogo.

Lo dicho basta para comprender la verdad de la siguiente

REGLA PARA DETERMINAR EL MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS NIU-
MEROS. Se divide el mayor por el menor, ¢l divisor por el reslo,
y si es preciso se continta dividiendo ese primer resto por el
nuevanente obtenido, este sequndo por el tercero, el tercero
por el cuarlo, y asi sucesivamenle, hasta llegar 4 un resto cero.
El anterior, 6 lo que es lo mismo, el 1iltimo divisor empleado,
serd el maximo comun divisor pedido (*).

3l.

MiNiMO cOMUN MULTIPLO DE VARIOS NUMEROS.—REGLA PARA DETER-
MINAR EL DE DOS O MAS NUMEROS.

105, MinNmo cOMUN MULTIPLO DE VARIOS NUMEROS, S6gUn ex-
presa también su nombre, serd el menor de todos los mailliplos
(48) que sean comunes & dichos niimeros; suele indicarse por
las iniciales m. e. m.

106.  Ahora bien; fodo multiplo que sea comun & dos nume-
ros tendrd que contener por lo menos sus diferentes factores
primos, por lo que podra considerarse como eompuesto del pro-
duclo de multiplicar uno de ellos por el cociente de dividir el
otro por el m. c. d. de ambos y por otro enlero cualquiera; lue-
go ser# el menor posible cuando este tltimo sea la unidad, que
es el menor de todos los enteros, de lo cual se deduce la si-
guiente

REGLA PARA DETERMINAR EL DE pOS NUMEROS: Se halla el m. e. d.
de ambos y se multiplica cualquiera de ellos por ¢l cociente que
resulte de dividir el otro por ese m. c. d.

107. Como en virtud de lo dicho, lodo mailtiplo de dos nii-
meros lo serd también de sum. e, m., si después encontramos
el de éste y ofro ntimero, el del que resulte y ofro, y asi suce-
sivamente, obtendremos el de todos los niimeros considerados,
lo que conduce 4 la siguiente

Regla para determinar el de mis de dos nitmeros: Se halla

(*) También hemos de respetar la razén, que sin duda existird, para suprimir
la regla referente] al caso de varios miimeres, exigida en la pregunta siguiente
para ¢l minimo comiin mdltiplo.
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por la anterior el de dos de ellos, ensequida el de éste y otro de
los nuimeros dados, después el de este wltimo y otro, y asi su-
cestvamente hasta llegar & obtener el pedido, que serd el que
haya entre el tltimo de dichos niimeros y el anteriormente ha-
Ilado (*).

32.

REDUCCION DE QUEBRADOS ORDINARIOS A DECIMALES ¥ DE QUEBRADOS
DECIMALES & ORDINARIOS.—CAS0S QUE PUEDEN OCURRIR.

108. La REDUCCION DE QUEBRADOS ORDINARIOS A DEGIMALES ¥ DE
QUEBRADOS DECIMALES A4 ORDINARIOS, tiene por objeto encontrar
los decimales equivalentes & los primeros y el ordinario de
igual valor que un decimal dado, transformacién con frecuen-
cia indispensable para efectuar con ellos algunas operaciones.

109. Los cAs08 QUE PUEDEN OCURRIR, estan ya indicados en la
misma pregunta, aun cuando el sequndo se subdivide en otros
tres, por la forma en que pueden presentarse los decimales (*¥).

110. Es suficiente considerar 4 éstos como complejos que se
componen de unidades enteras, décimas, centésimas, etc., y
recordar la regla por cuyo medio se convierte en complejo un
incomplejo (84, 5."), para deducir que:

Una fraccion ordinaria se convertird en decimal, dividien-
do el numerador por el denominador para obtener la parte
entera, y continuando la division después de escribir un cero
d la derecha de cada uno de los restos.

111. Sien lugar de una fraccién se tratara de un niimero
mixto, bastaria escribir la parte entera y aplicar al quebrado
que la acompadiase la sequnda parte de la regla.

112.  Cuando el denominador de una fraceidn ordinaria no
lenga mas factores distintos de los que compongan el numera-
dor que 2 y 5, la division terminard siempre con exactitud;
pero si eslo no se verifica més 6 menos pronto, se repelird ne-
cesariamente alguno de los restos anteriores, ya que todos se-
S e

(¥} Tanto para contestar 4 esta pregunta como 4 la anterior, podrian enunciar-
88 reglas mucho més sencillas y practicas fundadas en la desecomposicidn en facto-
Tes primos; pero como nada dice el Programa de esta importantisima cuestién, in-
dispensable ademss para la aplicaci6n de muchas otras, nos vemos obligados  su-
primirlas por ahora.

(*#) Antes de conocer estas formas no creemos pueda contestarse otra cosa.
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ran menores que el divisor, y se repetird también la cifra del
cociente y fodas las sucesivas, por lo cual la divisiéon no termi-
nara nunca y la decimal resullante sera pERIODICA, nombre que
se da 4 todas aquellas en que & partiv de una cifra se van ve-
pitiendo las siguientes en el mismo orden.

Bl ntbmero formado porlas cifras que se repilten después de
la coma, se llama pERioDO, ¥ el representado por las que 10 se
repiten, ParTE mrecuLAR, dividiéndose esta clase de fracciones
en PURAS ¥ MIXTAS, segun que el periodo empiece 6 no en la ci-
fra de las décimas, '

L4 ORDINARIA EQUIVALENTE, (ue por la aplicacion de la regla
dada origina una decimal, recibe por esta causa el nombre de
fraccién GENErRATRIZ, la cual engendra una periédica Pura, cuai-
do su denominador no contiene ningun factor 2 ni 5 que no
contenga también su nuwmerador, y una peridédiea mixla, cuan-
do contiene uno de estos factores, 6 los dog, y algiin otro primo
distinto no contenidos en el numerador.

113. La misma delinicion de fracciones decimales (73) nos
ensefia que:

Para convertir una fraccién decimal exacla en ordinaria,
basta eseribirvla por nwmerador, prescindiendo de la coma, 1
poner por denominador la unidad sequida de tantos ceros
como cifras hubiese después de agquella.

114, 8ila propuesta es periodica pura, seria suficiente mul-
tiplicarla por la unidad seguida de tanfos ceros como cifras tu-
viese el periodo, y del resultado restar aquélla, para conven-
cerse de que:

La generatriz de una periddica pura serd equivalente & la
ordinaria que tenga por nwmerador la diferencia enlre la parte
entera seguida del periodo y la parte enfera, y por denomina=
dor el niimero vepresentado por lanlos nueves como cifras
tenga. el periodo.

115. Por ultimo; si se tratase de una periédica mixta, corre~
riamos la coma 4 la derecha de la parte irregular, y obtendria-
mos una pura, equivalente al producto de aquélla por la unidad
seguida de tantos ceros como lugares se hubiese corrido, y apli-
eando primero la regla anterior y dividiendo la ordinaria resul-
tante por esa unidad seguida de ceros, veriamos que:

Para hallar la generatriz de una decimal periddica mixla,
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baslta escribir por numerador la diferencia que haya entre la
parte entera sequida de la irregular y del periodo y la parle
entera sequida de la irregular, y por denominador el numero
representado por tanfos nueves como eifras tenga el periodo,
sequidos de tantos ceros como eifras tenga la parle irreqular ().

33.

BELEVACION & POTENGIAS.—CONSECUENGIAS DE LA NATERALEZA
DE ESTA OPERACION,

116. ELevaciox 4 pOTENCIAS, e8 la operacidn que tiene por
objeto encontrar la polencia de grado determinado de un ni-
mero (*F).

Las de segundo y tercer grado, se distinguen con los nom-
bres particulares de cUADRADO y CUBO.

117. Las CONSECUENGIAS DE LA NATURALEZA DE ESTA OPERACION,
& por lo menos las mds importantes, son las siguientes, relati-
vas todas al cago en que el exponente sea entero:

1.*—Para determinar la polencia de wn niimero, b

encontrar el resultado de lomarlo por factor lanias veces como
unidades tenga el exponente (49).

2.*—Los cuadrados de los diez primeros enleros sevin res-
pectivamente: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 y 100.

3.5_Los cubos: 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 720, 1000,

4*—Para elevar una fraccidn ordinaria & una polencia,
baslard elevar su numerador y su denominador (65, 2.7).
5.°—Para elevar un nidmero mixlo, se aplicard la regla an-
terior, después de hallar la fraccion equivalente a él (62, 3.%).

6.%—Para cleva
mir la coma elevando el enlero qie res
de la derecha del resultade, tantas cifras como indique el pro-
ducto del exponente por el niimero de cifras que despucs de la
coma tuviese la [raccion dada (78).

~una fraceion decimal, serd suficiente supri-
E i

wlte 1 separar con olra

(*) Suprimimos el caso en que la decimal tuviese ur numero ilimitado de ci-
fras, sin ser periodica, porque ninguna idea puede tenerse de tales decimales, ori-
grinfndose como se originan inicamsnte por la Extraceidn de raices, de que en el
Programa no se habla hasta la pregunta 34.

(#%*) Como les lectores de este Resnmen se habrin, de fijo, olvidado de que alli
en la pregunta 10, se definieron las potencias, para no volver a ocuparse de ellas
hasta aqui, nos permitimos regordarselo.
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34.
RRAICES Y MODO DE INDICARLAS. —RAfz ENTERA DE UN NUMERO.

118. Se da el nombre de raicEs de los niimeros, 4 otros ni-
meros que, elevados & una cierta potencia,"producen los pri-
Meros.

119.  El nimero que se considera como potencia de la raiz

buscada, se llama ravicanno; el grado de dicha polencia, inpi- "

CE, ¥y la operacion se indica por medio del l/_ llamado rapIgAL,
escribiendo el indice dentro del angulo que forman las dos pri-
meras lineas de la izquierda y el radicando debajo de la terce-
ra, @ excepcibn del indice 2, que se suprime.

120. RaAiz ENTERA DE UN NUMERO también entero, es la raiz
de la mayor polencia, cuyo grado expresa el indice, contenida
en el radicando.

Restovo, es la diferencia entre el radicando 1 la Mayor po-
tencia de grado igual al indice, contenida en 6.

Cuando la verdadera raiz y la entera son una misma, el
residuo es 0 y dicha raiz, Exacra; en caso contrario es ix-
EXACTA.

35.

EXTRACCION DE LA RAiZ CUADRADA DE LOS NUMEROS ENTEROS.—
PRUEBA DE ESTA OPERACION.

121. En la EXTRACCION DE LA RAiZ CUADRADA DE LOS NUMEROS
ENTEROS, 6 sea en la delerminacidn del nivmero que elevado al
cuadrado produce el radicando dado 6 el mayor cuadrado con-
tenido en él, es conveniente distinguir dos casos, segin que di-
cho radicando no sea mayor que 100, & exceda de este nimero.

Para extraer la raiz cuadrada, cuando el radicando no sea
mayor que 100, basta saber de memoria los euadrados de los
diez primeros enteros (117, 2."), puesto que si se trata de algu-
no de ellos, ya sabremos cul es su raiz cuadrada exacta, y si no
conoceremos la entera, que serd la del mayor cuadrado conte-
nido en él.

122. En el segundo caso, pueden sequirse varios procedi-
mientos idénticos en su esencia, pero diferentes en algunos de-
talles,
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Uno de los més conocidos es el que se desprende de la si-
guiente regla:

Para extraer la raiz cuadrada de un nimero entero mayor
que 100, se divide en secciones de & dos cifras, empezando por
la derecha, y se extrae la vaiz de la primera seccién de la iz-
quierda, que podra tener una sola eifra. El cuadrado de la raiz
extraida se vesla de dicha seccidn y & la derecha de la diferen-
cia se coloca la cifra siguiente, dividiendo el niimero asi forma-
do por el duplo de la raiz hallada; el cociente, que solo deberd
lener una cifra, se escribe & la devecha de la primera; se eleva
al cuadrado el representado por las dos i se resta este cuadra-
do del nmitmero que forman las dos primeras secciones del ra-
dicando, disminuyendo el cociente de unidad en unidad, si di-
cho cuadrado fuese mayor que el niimero que ha de servir de
minuendo, hasta que la sustraccién pueda efectuarse. A la de-
recha de la diferencia se coloca la cifra siguiente, y se conti-
ila la operacién del mismo modo hasta haber bajado la pen-
dltima y hecho la division y sustraccién correspondientes. Bl
ntimero representado por la primera raiz y los cocientes suce-
sivos serd la pedida, y la 1ltima diferencia el residuo,

Esta regla se deduce de la composicién del cuadrado de
cualquier niimero entero.

123. La pruEsa pk ESTA OPERACION podria hacerse, elevando
al euadracdo la raiz hallada, agregando el residuo 1 viendo si
la suma es igual al radicando (120).

36.

EXTRACCION DE LA RAIZ CUADRADA DE LOS NUMEROS DECIMALES.—
(ASOS QUE DEBEN DISTINGUIRSE.

124, La BXTRACCION DE LA RA{Z CUADRADA DE LOS NUMEROS DE-
CIMALES (ue no sean enferos (*), tiene por objeto encontrar otro
[raccionario decimal, que elevado al cuadrado produzca el ra-
dicando, exacla ¢ aproximadamenle.

(#) Buponemos que la pregunta se referird 4 este cago, como lo hemos supuesto
en la anterior ¥ lo supondremos en la 39, aun cuando tan decimales son los ente-
ros como los [raceionarios que se eseriben en igual forma, 4 no ser que al hablar en
otras preguntas de nimeros enteros, se exijan las reglas para los escritos en dife-
rentes sistemas, cosa que no podemos ereer.
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Los cAs0s QUE DEBEN DISTINGUIRSE son os, segun (e el ra-
dicando lenga despuds de la coma un nimero par 6 impar de
cifras, es decir, miltiplo 6 no, de 2, atendiendo 4 que el cuadra-
do de un fraccionario decimal, siempre tendra un nimero par
(117, 6:7).

125. i esto se verifica en el radicando, de la misma regia
que hemos dado para elevar 4 una potencia una {raccion deci-
mal (117, 6.%], puede deducirse que:

Para extraer la vaiz cuadrada de un fraccionario decimal
que tenga después de la coma un ndmero par de cifras, puede
preseindivse de ella, extraer la raiz del enlero que ast resulie
1y separar de su derccha fantas, como unidades tenga la milad
de dicho nmimero.

126. En cuanto al caso en que lo supuesto hasta aqui no se
verilicase, puede referirse al que acabamos de examinar, escri-
biendo un 0 & la derecha del radicando (75, 1."); por consi-
guiente,

Para extraer la raiz cuadrada de un fraccionario decimal
que fenga despuds de la coma un mimero impar de cifras, se
escribe un cero 4 su derecha y se aplica la veqgla anterior.

37.

RAiz CUADRADA DE LOS QUEBRADOS ORDINARIOS. —CASOS QUE OCURREN
EN SU EXTRACCION.—RA{zZ CUADRADA DE LOS NUMEROS MIXTOS,

127. RAiX CUADRADA DE LOS QUEBHADOS ORDINARIOS, €S ofro
quebrado ¢ fraccidn, que elevado al cuadrado produce el radi-
cando, exacta ¢ aproximadamente,

128. Los £AS0S QUE OCURREN EN SU EXTRACCION, son tres: que
los dos términos del radicando lengan raiz cuadrada exacta;
que solo la tenga el denominador, y que la de ésle sea inexacta.

129, De la regla dada para elevar 4 cualquier pofencia las
fracciones ordinarias (117, 4.%), se desprende inmediatamente
que:

Para extraer la raiz cuadrada de una fraccidn ordinaria,
cuando sus dos términos la tienen exacta, es suficiente extraer
las de numerador y denominador, poniendo la primera por
numerador del resultado y por denominador la sequnda.

130. Si solo éste la tuviera exacta, la del radicando no po-



dria serlo, y obtendriamos una aproximada y referida 4 iguales
partes de la unidad que si fuera exacta, poniendo por numera-
dor la entera de este término y por denominador aquélia; luego

Yara extraer la raiz cuadrada de una fraccion ovdinaria,
cuando sélo el denominador la tiene exacta, se extrae la enlera
del numerador y la exacta del denominador, poniendo la pri-
mera por numerador del resullacdo y por denominador la se-
gunda.

131.  Respecto al caso en que no fuera exacta la del denomi-
nador, puede referirse al que acabamos de examinar, multipli-
cando por ¢l los dos términos del radicando ( 08), pues claro esta
que entonces el nuevo denominador seria el cuadrado del pri-
mitivo y éste la raiz exacta de aquél; por consiguiente,

Para extraer la raiz cuadrada de una fraceion ordinaria
cuando el denominador no la tiene exacla, puede conservarse
éste, poniéndole por numerador la raiz cuadrada entera del
produclo de los dos términos del radicando (*).

132. Laraiz cuapRADA DE LOS NUMEROS MIXTOS, podrs eviden-
temente extraerse convirtiéndolos en [racciones (62, 3.°) y apli-
cando después las reglas anferiores.

38.

(UAS08 QUE OCURREN EN LA EXTRACCION DE LA RAIZ CUBICA DE LOS
NUMEROS ENTEROS.—PRUEBA DE ESTA OPERAGION.

133. Los cAS0s QUE OCURREN EN LA EXTRAGGION DE LA RAfz
CUBICA DE LOS NUMEROS ENTEROS; O sea, en la delerminacion del
nimero que elevado al eubo produce el radicando dado, ¢ el
mmayor eubo contenido ¢ « él, son principalmente dos, segin que
dicho radicando no sea mayor que 1000, ¢ exceda de esle nii-
mero.

134, Para extraer la raiz cibica cuando el radicando no
sea mayor que 1000, basta saber de memoria los cubos de los
diez primeros enleros (117, 3.°), puesto que si es alguno de
ellos, ya sabremos cudl es su raiz ctibica exacta, y si no, cono-
ceremos la entera, que serd la del mayor cubo contenido en €l.

(#) No es esta la regla que conviene seguir en la practica, pero la descomposi=
cibn en factores primos es imposible por no ccuparse el Programa de ella, segin
dijimos en lanota del parrafo 107.
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135. En el segundo caso, como en la raiz cuadrada, pueden
Seguirse varios procedimientos, idénticos en su esencia, aun-
que diferentes en algunos detalles, siendo el andlogo al que ex-
pusimos al tratar de aquélla, el que se desprende de la regla
siguiente, que es consecuencia de la composicién del cubo de
cualquier entero:

Para extraer la raiz cubica de un niimero entero mayor
que 1000, se divide en secciones de & tres cifras, empezando
por la derecha, v se extrae la raiz de la primera seccion de la
zquierda, que podrd tener solamente una 6 dos cifras. El cubo
de la raiz extraida se vesta de dicha seccidn, y 4 la derecha de
la diferencia se coloca la cifra siguiente, dividiendo el niimero
ast formado por el triplo del cuadrado de la raiz hallada; el
cociente, que sdlo debera tener una cifra, se escribe 4 la derecha
de la primera; se eleva al cubo el representado por las dos, y
se resta este cubo del mimero que forman las dos primeras
seceiones del radicando, disminuyendo el cociente de unidad
en unidad si dicho cubo fuese mayor que el nimero que ha de
servir de minuendo, hasla que la sustraceion pueda efectuarse.
A la derecha de la diferencia se coloca la cifra siguiente, y se
continua la operacidn del mismo modo hasta haber bajado la
antepeniiltima y hecho la division y sustraccién correspon-
dientes.

El namero representado por la primera raiz y los cocientes
sucesivos serd la pedida, y la iltima diferencia, el residuo.

136. La PRUEBA DE ESTA OPERACION podra hacerse, elevando
al cubo la raiz hallada, agregando el residuo y viendo si la
suma es igual al radicando (120).

39.

RA4iz cUBIOA DE LOS NUMEROS DEGIMALES.—OBSERVACIONES ACERCA
DE ESTA OPERACION (*).

137. Raiz ciBrca DE 10S NUMEROS DECIMALES (Jué DO Son ente-
ros, es otro fraccionario decimal que elevado al cubo produce
el raclicando, exacta ¢ aproximadamente.

138. Por razones andlogas # las expuestas al contestar 4 la

aQué observaciones serin éstas?

(%)

s ———
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pregunta 36, puede deferminarse esta raiz por medio de la si-
guiente regla:

dara extraer la raiz eubica de un fraccionario decimal, se
hace que el ntimero de cifras que haya despuds de la coma sea
maltiplo de 3, eseribiendo, si es preciso, uno ¢ dos ceros & la
derecha; se prescinde después de la coma extrayendo la raiz del
enlero que ast resulle, y se separan de su derecha tantas, como
unidacdes tengan la lereera parle de dicho niimero.

139. Pueden hacerse muchas OBSERVACIONES ACERCA DE ESTA
OPERACION, como acerca de fodas, y la mas importante es, sin
duda alguna, la gran analogia que guarda con la extraccion de
la raiz cuadrada, por la cual se comprende que en ésta, como en
la ciibica, basta para saber efectuarla recordar una sola regia,
no logréndose otro resultado, al distinguir varios casos y tener
que enunciar varias distintas, que ¢l de confundir y fatigar in-
tutilmente la memoria de los que han de aprenderlas.

En cuanto 4 las demis, nos contentaremos con observar, que
si el nitmero propuesto no tiene después de la coma un nime-
ro de cifras multiplo de 3, desde luego puede asegurarse que
tampoco tendrd raiz exacta, porque las potencias de los niime-
ros que nos ocupan siempre han de cumpliv aquella condicidén
(117, 6.%), ¥ que la raiz no puede ser entfera es evidente, en ra-
zon & que todas las potencias de los numeros enteros, tienen
esta misma forma,

40.

EXTRACCION DE LA RAiZ €UBICA DE LOS QUEBRADOS ORDINARIOS, —
(Cas08 QUE OCURREN.—RAIZ CUBICA DE LOS NUMEROS MIXTOS.

140, La EXTRAGCION DE LA RAIZ CUBICA DE LOS QUEBRADOS OR-
DINARIOS tiene por objeto, encontrar otro quebrado ¢ fraccion
que elevado al cubo produzea el radicando, exacta ¢ aproxinas
damente.

141. Los casos QuE ocURREN en dicha extraccidén son ires:
que los dos términos del radicando tengan raiz cublea exacla;
que solo la tenga el denominador, y que la de éste sea in-
exacta (*),

oa o

(*} Aunque en estapregunta, comoenlas6.®, 7., 8.%, 9., 11, 12, 16, 17, 19, 23, 25,
92,86, 87 y 88, solo se exige la indieacion de los casos, pues cuando la preguota
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142. De la regla dada para elevar & cualquier pofencia una
fraceion ordinaria (117, 4.%) se desprende inmediatamente que:
Para extraer la raiz cubica de una fraccidn ordinaria,
cuando sus dos lérminos la tienen exacta, es suficiente extraer-
las de numerador y denominador, poniendo la primera por nu-
merador del resultado y por denominador la segunda.

143. 8i solo éste la tuviera exacta, la del radicando no po-
dria serlo, y obtendriamos una aproximada y referida 4 iguales
partes de la unidad que si fuera exacta, poniendo por numera-
dor la entera de este término, y por denominador aquélla;
luego,

Para extraer la vaiz cibica de una fraccion ordinaria,
cuando sdlo el denominador la tiene exacta, se extrae la entera
del numerador y la exacta del denominador, poniendo la pri-
mera por numerador del resultado y por denominador la se-
gunda.

144. Respecto al caso en que no fuera exacta la del denomi-
nador, puede relerirse al que acabamos de examinar, multipli-
cando por su cuadrado los dos términos del radicando (58), pues
claro estd que entonces el nuevo denominador seria el cubo del
primitivo y éste la raiz exacta de aquél; por consiguiente,

Para extraer la raiz cubica de una fraccidn ordinaria,
cuando el denominador no la liene exacla, puede conservarse
éste, poniéndole por nuwmerador la raiz eiibica entera, del pro-
duelo que resulte de multiplicar el primitivo por el cuadrado
del denominador (¥).

145. La maiz cUBICA DE LOS NUMEROS MixT0s podrd evidente-
mente extraerse, convirtiéndolos en fracciones y aplicando des-
pucs las reglas anteriores.

41,
RAZONES Y PROPORCIONES.—CONCEPTO GENERAL DE UNAS Y OTRAS.

146, Llimanse razonzs, 4 lag relaciones de magnilud que

comprende algo més se expresa claramente como en la 22, ¥ la segunda parte de
1a 28, atendiendo & que lo primero 4 nada conduee, ni nada probaria en un examen,
hemos atadido i continuacidn las reglas referentes 4 cada uno de ellos, aungue ya
sabemos no pueden deduecirse con exactitud, sin poseer muchos conocimientos que
el Programa no contiene,

(¥*) Repetimos lo dicho en 1a nota del parrafo 181.
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hay entre las cantidades, o sea, 4 los resultados de la compara-
cion de sus valores.

Proronciones, son las igualdades de dos razones indicarlas.

147. Las canlidades cuwyas magnitudes se comparan, se
llaman rERryINos de su razon, recibiendo el primero, es decir,
el que sirve de punto de partida para la comparacion, el nom-
bre de axTECEDENTE; y el segundo, 6 1o que es lo mismo, agitel
con el cual se compara el antecedente, el de cONSECUENTE.

Toda razon indicada consta, por consiguiente, de nos térmi-
nos: un anlecedente y un consecuente.

Toda proporcion de cvarro: dos antecedentes y dos conse-
cuentes, de los cuales se llaman ExTREMOS, el antecedente de la
primera razdn y el consecuenie de la sequnda; y mEpIOS, el
consecuente de aquélla y el anlecedente de ésla,

148. Para formarse con claridad un CONCEPTO GENERAL DE
UNAS ¥ OTRAS, e8 preciso ante todo considerar que la compara-
cién de dos nimeros, sean concrefos 6 abstractos, siempre pue-
de hacerse de pos maneras distintas: viendo el exceso del wno
sobre el olro, en cuyo caso la-razon se llama ArITMETICA O POR
DIFERENCIA, 6 viendo las wveces que ésle se halla contenido en
aquél. Entonces la razdn que entre ambos existe, recibe el nom-
bre de GroMETRICA O POR GOGIENTE, & simplemente razox, pues
cuando no se expresa lo contrario, se entiende siempre esto ul-
timo, y muy rara vez se usa el de razdn por diferencia, porque
para evitar confusiones ha sancionado la costumbre que se con-
serve el nombre de diferencia, para indicar esta clase de ra-
Zones,

Lia razon ARITMETICA Do es, por consiguiente, mdis que una
diferencia indicada 6 no, y la razén geomdirica, un cociente in-
dicado 6 caleulado ya.

149. Existiendo dos clases de razones, es evidente que exis-
tiran también pos clases de proporciones: las arrTmETICAS Y las
GEOMETRICAS; pero por razones analogas 4 las que acabamos de
dar, siempre que se dice prorore1ON, sin advertir lo contrario,
se entiende que nos referimos 4 LAS SEGUNDAS, ¥ aun para ma-
yor claridad, se suele dar a las primeras el nombre de EouipIFE-
HENCIAS,

Una equidiferencia no es, por lo tanto, mas que la igual-
dad de dos diferencias indicadas.
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Una proporcion, la igualdad de dos eocientss indicaclos.

150. Finalmente, al ocuparnos de la mal llamada valuacién
de quebrados ordinarios (71), vimos que una fraccion de esta
clase, cuando el numerador es mayor que el denominador, no
es mds que el cociente indicado del primero por el segundo, co-
ciente que quedard exactamente representado por un ntmero
mixto compueslo del cociente enlero, y de una fraceidn cuyo nu-
merador sea el resto, y cuyo denominador sea el divisor.

Ahora es ocasion de afadir que cualquiera (ue sea la frac-
cién, puede siempre considerarse como el verdadero cocienlte
de dividir su numerador por s denominador, puesto que si
se multiplica por éste (65, 1.%), y se simplifica la resultante (60),
se obtendrd forzosamente el numerador, que es la condicion
impuesta 4 todo cociente por la definicion de dividir.

Las palabras quebrado 6 fraccidn y cociente son, pues, sind-
nimag ¢ equivalentes, y por lo tanto, no son tampoco ofra cosa
las proporciones que la igualdad de dos quebrados, por cuya
razén algunos suelen también distinguirlas, con el nombre de
igualdacdes fraccionarias (*).

42,

ExPosicioN DE LAS PROGRESIONES.—SUS PROPIEDADES Y VARIAS
APLICAGIONES.

151. Llamase en general PROGRESION, 4 una serie deniimeros
tales, que la comparacion de cada uno con el anlerior da siem-
pre un mismo resullado.

Dichos nimeros constituyen los TirmiNos de la progresion,
que puede ser CRECIENTE O DECRECIENTE, Segun vayan aunmen-
tando ¢ disminuyendo.

152. Existiendo como hemos visto dos clases de compara-
ciones (148), también existiran pos clases de progresiones: lag
PROGRESIONES ARITMETICAS O POR DIFERENCIA, €n que cada lérmino
serd igual al anterior mas ¢ menos un cierto nimero constan-

(*) iHabremos contestado bien & una pregunta tan vaga como conceplo yenaral
de unas i otras? Por lo menos esta vaguedad nos ha dado oecasién de dejar esteble-
cida la composiciin del verdadero cociente de dos niimeros ¥ la identidad entre las

alabras fraceitn ¥ cociente, composicion & identidad tan esenciales para el estu-
dio de Ia Aritmética y para las cuales hasta ahora no habiamos encontrado cabida
en ninguna pregunta del Programa.
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le, que se llama prrErENGIA de la progresion, y las GEOMETRICAS
O PO COCIENTE, en que cada uno serd igual al anterior mulli-
plicaclo por un cierto nimero constante, lamado razén de la
progresion, que serd mayor 6 menor que la unidad, segiin que
aquella sea ereciente 6 decreciente.

153. De estas ideas generales, es consecuencia inmediata
(que:

L.°—Un término cualquiera de una progresién por diferen-
cla, serd igual al primero mas & menos tantas veces la diferen-
cia como términos le precedan, segiin sea creciente 6 decre-
ciente, 6 al ultimo, menos ¢ mas tanlas veces la diferencia
como términos le sigan.

2.°—Un término cualquiera de una progresion por cociente
serd igual al primero mulliplicado por la potencia de la razdn
cuyo grado sea igual al niimero de lérminos que le precedan,
6 al wltimo dividido por la potencia de la razon, cuyo grado
sea igual al mimero de términos que le sigan.

154. De los valores que para los ultimos términos dan las
proposiciones anteriores y de las definiciones de sumar, restar,
multiplicar, dividir, elevar i potencias y extraer raices, es tam-
bién facil deducir que:

1.°—La diferencia de una progresién aritmélica es igual &
la que existe entre los dos términos extremos, dividida por el
nitmero total de lérminos menos uno.

2.°—La razdn de una progresion geomélrica es igual 4 la
raiz euyo indice sea el nidmero total de Erminos menos wno,
del cociente de dividir el tltimo por el primero (¥).

155, En cuanto & sus PROPIEDADES, es decir, 4 las de las pro-
fresiones y no 4 las de sus términos 6 razones, es consecuencia
de su misma definicién que:

1.°—Tres términos consecutivos formarin siempre una eqiti-
diferencia 6 una proporcion, euyos medios seran iguales,
y de los valores de la diferencia 6 razon respeclivas, que:

2.°—8i entre cada dos términos de una progresidn se inter-
pola igual nimero de términos, las progresiones parciales que
resulten podran formar una sola.

(¥) ;Sera lodicho hasta aquf lo que guiere preguntarse al decir ecposicion de las
progresiones?

Toxo 1. 5
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156. Ademds, si sumdsemos los valores (153, 1.”] de dos
términos equidistantes de los extremos de una progresion por
diferencia, veriamos que su suma era igual & la de estos extre-
mos, por lo que el doble de la de todos los términos que la com-
ponen habra de ser igual, al niimero total de ellos multiplicado
por dicha suma, y por lo tanto, .

1.°—La suma de todos los términos de wna progresién por
diferencia, serd igual & la mitad del producto que resulle de
mulliplicar la del primero y Wllimo, por el ndimero de tériminos.

En cuanto 4 lag progresiones por cociente, bastaria multi-
plicar por la razén fodos sug términos y restar del conjunto Ia
suma de los mismos, para poder deducir ficilmente que:

R.°—La suma de todos los términos de una progresidn por
cociente, es igual & la diferencia entre el producto del wltimo
lérmino por la vazdn v el primero, dividida por la que haya
entre la vazon y la unidad.

157. Finalmente, prescindimos del initil detalle de sus va-
REAS APLICACIONES. porque todas ellas se desprenden inmediata-
mente de la sola lectura de las verdades que hemos enunciado,
como la determinacién del nimero que en la serie natural de
los enteros, 6 en la de los miiltiplos de cualquier otro, ocuparia
un lugar conocido; la de la suma de todos ellos; la de una pro-
oresidn, cuyos (érminos se diferenciaran en tan poco como gui-
sicramos; la del nimero de objetos amontonados de modo que
las diferentes capas constituyeran los términos de una progre-

#ion, como sucede con las pilas de balas, efc., ete. (*).

{*) Y prescind
alirunos hacen «

imos tamhién por otra razéng porque la aplicneitn prineipal que
y @8 dedueir de su comparacidn la teorfa de los Logarilmos,
25to se reflera la pregunta; pero esa fdea de los Logaritmgs es tan an-
tirua, fan incompleta, tan oseura ¥ tan ingonveniente para la facilidad, claridad y
sencillez de las demostraciones, que no quisiéramos la tuvieran ¥ya preconcebida
:spues hayan de ser alumnos nuestros. Bajo este punto de vista nos ale-

@

108 deque en ¢l Programa dedngreso se hayan omitido tales nimeros & pesnr
de la impreseindible necesidad desn

pensable pora el de 1oz Cileulos merca

udio ¥ de sereste tan fundamental & indis-
tiles.

FIN DEL HESUMLN




PROGRAMA DE UN CURSO

DE

ARITMETICA Y CALCULOS MERCANTILES

LEecaion 1.

158, Definicion de Calculo y objeto de la asienatura; carde-
ter, imporfancia y necesidad de la misma,

159.  Conveniencia y origen de su subdivisién; objeto, con-
tenido é importancia de eada parte.

160, Origen de las diversas formas de ntimeros; corolario
que se desprende de su unidad de esencia.

161. Representacion de nimeros en general: expresiones
literales y numéricas, valor numérico, uso de los paréntesis y
términos de aquéllas.

162. Modo de conocer el orden de unidades superiores que
contendra un entero decimal y las cifras necesarias para repre-
sentarlo; regla practica para su lectura.,

163. Aplicacién & los mimeros fraccionarios; representacion
exacta de los inconmensurables,

Lrccion 2.2

164, Definicidn de error; errores y aproximaciones por de-
fecto y por exceso.

165. Cantidades variables y constantes; limites superiores ¢
inferiores,

166.  Relacion enfre los niimeros conmensurables y los incon-
mensurables; representaciéon abreviada de las fracciones pe-
riodicas,
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167. Limites superior ¢ inferior de los valores numéricos;
modo de considerarlos en el Caleulo.

168. Signos de relacion; igualdades, desigualdades, miem-
bros de las mismas y consecuencias de la definicion de las pri-
meras,

Leccron 3.°

169. Operaciones fundamentales y derivadas, simples y
compuestas; consecuenciag de la definicion de sumar, referen-
tes 4 la adicion de los nimeros y sus limifes, 4 las variaciones
de la suma por el aumento 6 disminuciéon de los sumandos, y a
su aplicacion 4 las igualdades y desigualdades.

170. Objeto é importancia de las operaciones compuestas;
reglas para agregar una suma 6 diferencia indicadas.

171. Unico caso en que podran sumarse los productos y po-
tencias indicadas; modo de efectuarlo.

172.  Abreviaciones generales de la Adicién de enteros; mo-
do de encontrar la suma con foda la rapidez posible.

173. Inconveniente del procedimiento comiin; medios de
evitarlo.

174, Caso en que los sumandos sean numerosos; disposicio-
nes practicas.,

LEeccion 4.°

175. Consecuencias de la definicion de restar, relativas al
aumento 6 disminucién de la diferencia, por el aumento 6 dis-
minucion de minuendo y sustraendo; idem referentes 4 la sus-
traccién de los numeros y sus limites.

176. Numeros positivos y negativos; cualidad y considera-
ciones cientifica y préctica sobre estos conceptos.

177. Consecuencias de los mismos; ventaja de su introduc-
cion en el Céleulo,

178. Convenios necesarios; combinacién por suma y resta
de niimeros positivos y negativos.

179. Reglas para sumarlos y restarlos;, escolio referente #
las ideas de aumento y disminucion.

LEeccron 5.°

180. Combinaciones por resta de las igualdades y desigual-
dades; regla para pasar los términos de un miembro al ofro.
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181. Regla para restar una suma indicada; idem para res-
tar una diferencia.

182. Reglas para sumar y restar una combinacion cualquie-
ra de niimeros aditivos y sustractivos; modo de cambiar los
signos 4 los términos de una expresion.

183. Abreviaciones generales de la Sustraccion de enteros:
razonamientos y disposiciones practicas distintas.

LEeceion 6,°

184. Procedimientos distintos que pueden seguirse para
restar un entero de una suma indicada; disposiciones pric-
licas.

185. Procedimientos distintos para restar de un entero una
suma indicada; disposiciones priclicas.

186. Procedimientos distinfos para las combinaciones de
varios enteros por adicion y sustraccion; disposiciones préc-
ticas.

187. Complementos; regla practica para encontrar el com-
plemento a 0 de un entero y aplicacion 4 los casos anferiores.

Leceiox 7.0

188. Concepto y objeto general de Ia Multiplicacién: conse-
cuencias inmediatas del mismo, relativas al valor del producto
de dos nimeros y de un niimero y sus limites,

189. Signo del producto; consecuencias referentes & las
igualdades y desigualdades.

190. Regla para multiplicar una combinacién cualquiera de
niumeros aditivos y sustractivos por un entero positivo 6 nega-
tivo; modo de sacar un lactor comun.

191. Regla para multiplicar dicha combinacion por otra de
términos enteros; mulfiplicacion de la suma por la diferencia
indicada de dos enferos y de un preducto indicado por un en-
tero.

192. Signo del producto de varios factores; producto de po-
tencias de igual base 6 de igual grado.

LEeceon 8.%

193. Abreviaciones generales en la Multiplicacion de ente-
ros; casos en que es facil encontrar el producto de memoria.
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194. Multiplicacién de dos enteros menores que 20; produc-
to por 5, 25, 125 y por un entero cuyas cifras sean todas 1,

195.  Producto por un entero cuyas cifras sean todas 9, 6
todas menos la Gltima: disposiciones pricticas,

196. Unica condicién esencial de la regla comunmente se-
guida; regla y disposicion préctica para cuando alguna cifra de
un factor sea 1.

197. Regla para la multiplicacion mental; reduccion del mi-
mero de productos parciales cuando los factores tienen muchas
cifras.

198. Método de los miiltiplos y divisores; niimero de cifras
del producto de dos enteros,

Leceron 9.°

199. Consecuencias inmediatas de la delinicién de Dividir,
relativas 4 los valores del dividendo y cociente, y aumento 6
disminueion del altimo; idem referentes 4 las combinaciones de
los niimeros y sus limites,

200. Signo del cociente; consecuencias referentes a4 las
ignaldades y desigualdades,

201. Regla para dividir una combinacién cualquiera de tér-
minog aditivos y sustractivos, y un producto indicado por un
numero entero; alteraciones del cociente exacto por la multi-
plicacién 6 divisién del dividende 6 divisor y del entero y resto
por la de ambos.

202. Division de un entero por un producto indicado de fac-
tores también enteros; cociente de dos potencias de grado en-
tero, de una misma base 6 de grado igual.

Lecaion 10.

203. Abreviaciones generales en la Division de enteros; ca-
sos en (ue es {dcil encontrar el cociente de memoria.

204. Division por un producto; reglas abreviadas para divi-
dir un entero por 5, 25 y 125.

205. Casos en que dividendo y divisor, 6 sdélo éste, termi-
nen en ceros; supresion de factores en las divisiones exactlas é
inexactas.

206. Divisiones que més conviene abreviar: modo de facili-
tar la comprobacion de las cifras.
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207. Aproximacion del cociente entero y caso en que con-
viene aumentarle una unidad; cardcter y valor del resto en di-
cho caso.

Leccrox 11.

208. Numeros divisibles y submuitiplos de otros: represen-
tacion de los primeros y objefo de la Divisibilidad,

209, Principios fundamentales; divisibilidad por 2, 5, 4, 25,
8.y 125,

210, Divisibilidad por 3 y 9; divisibilidad por 11.

211. Fundamento y regla practica para conocer si un entero
es divisible por 7; divisibilidad por la unidad seguida de ceros
y por by 12,

Lecciox 12.

212. Formacion de una labla de numeros primos; regla
prictica.

213. Tlegla y disposicion practica para encentrar todos los
factores primos de un numero; caso en que podran hallarse con
mas lacilidad,

214. Condiciones necesarias y suficientes para que un en-
tero divida, 6 sea divisible por ofro; determinacion del
M. ¢. d. y . c. m. por medio de sus factores primos.

215, Método abreviado para la invesligacion del m. ¢. d.,
cunando nho se necesite conservar las descomposiciones de los
nimeros; procedimiento andlogo (ue en igual easo podria se-
cuirse para encontrar el m. c. 1.

Lecerdn 13,

216. Consecuencias inmediatas de la naturaleza de las frac-
ciones; {racciones propias é impropias.

217. Fracciones irreducibles; regla y procedimientos dis-
tintos para reducir las que no lo sean a su mas simple ex-
presion.

218. Construcecion mental de la irreducible cuando se halla
el m. ¢. . por el método general; regla que debe seguirse en
la prictica.

2149,  Método general para reducir [racciones 4 un denomi-
nador comun; regla preferible en la prdctica.
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220, Procedimientos diversos que pueden seguirse; disposi-
ciones practicas mas convenientes.

LEccion 14.

221. Regla practica para conocer si una fraccion ordinaria
se podra transformar en decimal exactamente; procedimiento
mag sencillo para escribir en forma ordinaria las decimales
exactas y periodicas.

222. Transformacion de una decimal ilimitada no periddica
en menos de una unidad de cualquier orden y de una ordinaria
en ofra de denominador dado; condiciones necesarias y sufi-
cientes para que esta transformacion sea exacta; error en caso
contrario y cociente de dos enteros en menos de una parte
cualquiera de Ia unidad.

223. Reglas abreviadas para cuando entran niimeros mix-
tos en las adiciones y sustracciones; métodos y disposiciones
practicas para las mismas.

224. Caso en que los resultados pueden encontrarse men-
talmente: aplicacion 4 aquel en que los sumandos sean nume- \
rosos y modo de conocer si una fraccién es mayor que otra.

LEeccron 15.

225. Consecuencias inmediatas de las definiciones de Mul-
tiplicar y Dividir, referentes # los nimeros [raccionarios; regla
general para multiplicar por una fraccién v generalidad de las
relativas 4 una combinacion cualquiera.

226. Examen de los diferentes casos particulares en que
puede abreviarse la multiplicacién de enteros y fracciones; pro-
cedimientos generales cuando entren en ella niimeros mixfos.

227. Partes alicuotas de la unidad y condicién para que lo
sean; exposicion del método que toma su nombre de ellas y
aplicacion préctica del mismo 4 los distintos casos que pueden
ocurrir,

Lecerox 16.
228. Reglas para los casos en que puede abreviarse la divi-

sién de un numero fraccionario por un entero; equivalencia en-
tre dividir por una fraccién y multiplicar por su inversa.
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229. Examen de los casos particulares en que puede sim-
plificarse la division por fracciones; regla para operar siempre
con un divisor entero.

230. Valor del resto en la division de fraccionarios decimi-
les; casos en que deben transformarse los decimales en ordina-
rios, & éstos en aquéllos.

231. Transformacion de las potencias indicadas en fraccio-
nes; extension 4 las potencias de grado negativo de las reglas
para multiplicar 6 dividir las de igual base 6 las del mismo
grado, y escritura en forma entera de cualquier expresion frac-
cionaria.

Lieccion 17,

232. Necesidad de operar con nimeros aproximados; erro-
res absoluto y relativo, ¢ importancia y objeto de su estudio;
regla para encontrar éste cuando aquél es conocido.

233. Modo de aproximar el cociente de dos enteros, 6 el
valor de un fraccionario decimal, en menos de una y de media
unidad de cualquier orden; caso en que el decimal provenga de
operar con numeros aproximados.

234. Procedimiento préctico para encontrar una fraccién de
términos pequefios aproximada 4 otra; comparacion con el se-
guido generalmente.

235. Objeto del estudio de las operaciones aproximadas y
modo de referir & decimales fodos los errores; metodo general
que debe seguirse para averiguar cual debe ser el limite del
error en los datos de las operaciones, conocido el del resul-
tado.

236. Error maximo de una suma y regla para obtenerla en
menos de una unidad decimal de cualquier orden: error y regla
en la sustraccion.

Leceoron 18.

237. Principio fundamental para la multiplicacién de nime-
ros aproximados y regla para obtener el producto en menos de
una unidad decimal de cualquier orden, cuando soélo lo sea un
factor; caso en que el exacto tenga una sola cifra signilicativa.

238 Modo de referir al mismo orden decimal, los errores
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de todos los productes parciales; condicién para que el del to-
tal sea menor que el pedido.

239, Regla de Oughtred; disposiciones practicas distintas.

240, Factor que conviene escribiv debajo y caso parlicular
en que tenga 4 la derecha mayor nimero de cifras que el otro;
extension de la regla al producto de varios factores.

Lzceron 19.

241, Error del cociente al dividir un nimero aproximado
por ofro exacto; division de dos enteros simplificando el divi-
dendo.

242. Error al dividir un exacto por un aproximado; division
de enteros simplificando el divisor.

243. Combinacién de ambas simplificaciones, aproximando
el resto todo lo posible; influencia de los errores de los restos
en el resultado f{inal.

244. Modo de disminuir estos errores y limite mdximo de
cada uno; error del ultimo ¢ influencia en el cociente.

245. Regla de Guy; examen de cada uno de los casos par-
ticulares que pueden ocurrir,

246, Cociente abreviado de dos enteros en menos de una
unidad de cualquier orden decimal; extension de la regla a la
division de fraccionarios decimales exactos 6 aproximados.

Lecerdy 20,

247. Nombres y objeto general de la Potenciacion; repre-
sentacion de los nimeros pares é impares y signo que corres-
ponderd & las potenciag de grado entero y positive, segiin el
que afecte 4 la hase.

248. Consecuencias de la. definicion referentes 4 las varia-
ciones del resultade, segun las que sufran los datos; idem rela-
tivas 4 las combinaciones de los numeros con sus limites.

249, Cuadrado de la suma y de la diferencia de dos niime-
ros; cubo de ambas.

250. Potencias de un producto y de un cociente indicados;
potencia de otra 1 otras potencias indicadas,

LEceioy 21.

251. Abreviaciones generales en la Potenciacion: regla fun-

dada en la descomposicion en sumandos del exponente.
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252. Conveniencia y formacion de una tabla de elevar & po-
tencias; regla fundada en la descomposicion en factores del ex-
ponente,

953. Regla fundada en la descomposicién de la base en fac-
tores; potencias de los niimeros terminados en cero.

254. Potencias que se pueden calcular menfalmente y re-
glas para elevar un numero mixto; potencias aproximadas en
menos de una unidad decimal de cualguier orden,

Luccion 22,

255, Nombres y objeto de la Radicacion; cualidad y nom-
bre de las raices de indice entero y positivo, segun el signo del
radicando y el valor del indice.

956, Consecuencias referentes al valor numérico de la raiz
y & las combinaciones de los niimeros con sus limites; potencias
y raices de las igualdades y desigualdades y raices de indice
negativo,

257. Forma de las raices inexactas y raiz de indice entero
de un producto y de una potencia indicada; potencias de grado
fraccionario, consecuencias de su equivalencia y extension para
ellas, de las reglas relativas 4 la potencia y raiz de productos
indicados.

Leccion 23,

958. Raices de radicando 6 indice fraccionario, y extension
de la regla para elevar un cociente indicado a cualquier poten-
cia; deduccién de la correspondiente 4 la raiz, cualquiera que
sea el indice.

259. Definicién de Radical y proposiciones fundamentales
para su simplificacién y reduccién 4 un indice comun; reglag
pricticas para verificarlas y modo de introducir cualquier lac-
tor bajo el signo, y de reducir los radicales al menor indice
comun.

260. Radicales semejantes; reduccion y regla para simplifi-
:ar las combinaciones aditivas y sustractivas de los radicales.

261. Multiplicacion y Division de radicales; generalidad
para los exponentes [raccionarios, de las reglas referentes & la
multiplicacion y division de potencias de igual base.
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LEccion 24.

262. Potenciacion de un radical siendo el exponente entero,
Y extension 4 los exponentes ¢ indices fraccionarios de las re-
glas para potenciar una potencia ¢ raiz indicada y exfraer la
raiz de aquélla; radicacién de un radical y raices cuyo indice
sea un producto & una potencia indicada.

263. Aproximacion de una raiz cualquiera en menos de una
parte alicuota de la unidad y cardcter de las combinaciones en
(ue entran radicales; teorema de los limites y generalidad para
los nlimeros inconmensurables de todas las reglas referentes 4
las eombinaciones aritméticas.

2064, Signo que distingue 4 los nimeros imaginarios y modo
de considerarlo en el Cilculo; regla para operar con ellos y
potencias de [/ — 1.

LEeccion 25.

265, Fundamento de la extraccién de la raiz cuadrada de
los enteros y procedimientos distintos que pueden seguirse para
determinarla; abreviaciones generales, comparacion de los mis-
mos, error y valor maximo del residuo,

266. Fundamento, procedimientos distintos y abreviaciones
generales en la raiz cubica; valor maximo del residuo.

267. Casos particulares en que puede abreviarse la extrac-
cion de las raices cuadrada y cubica de los enteros; raices de
mayor grado que por medio de éstas pueden extraerse.

LEccron 206.

268. Regla de Wantzel para las radicaciones largas; abre-
viaciones de que aun es susceptible, modo de conocer el niime-
ro de cifras de la raiz y observacion relativa al residuo.

268, Error que podri cometerse al apliearla al cdleulo de
la raiz cuadrada; limite del mismo,

270. Consecuencias que de su expresion se deducen; regla
modificada.

LEccron 27.

271. Error al aplicar la regla de Wanfzel al cilculo de la
raiz ciibica; limite del mismo.
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972. Caso en que es falsa; modo de conocer cuando ocurre
y de hacerla aplicable 4 él.

973. Limite del error en todos los demas casos; consecuen-
cias que de su expresion se deducen y modificacion de la regla.

LEeceron 28.

974. Condicion para que un entero tenga raiz cuadrada o
clibica exacta y reglas préacticas para la extraccién de estas
aices de las fracciones ordinarias; error de los resultados in-
exactos, raices de los nimeros mixtos en menos de una unidad
y easo en que deben transformarse en fracciones.

275. Aproximacion de las raices fraccionario-decimales y
unidades que expresara el residuo; regla general para extraer
la raiz en menos de una unidad decimal de cualquier orden.

276. Caso en que el radicando sea decimal; cifras con que
deberan calcularse los aproximados, segun el procedimiento
que se emplee para la radicacion, aplicacion de las reglas ahre-
viadas, medios de obtener los residuos verdaderos y combina-
cion con la de Guy.

Liccron 29,

277. Logaritmo, objeto de su determinacién, base, antilo-
garitmo, modo de indicarlos y definicién de Sistema; principa-
les consecuencias y condiciones que debe reunir la base.

278. Logaritmos positivos, negativos y de valor indefinido,
si la base es mayor que la unidad; valor, forma y partes de que
constan los correspondientes 4 bases enteras.

979. Posibilidad de calcularlos y marcha que para ello de-
beria seguirse; fracciones continuas.

LEccrox 30.

280. Logaritmo de un producto, de un cociente, de una po-
tencia y de una raiz indicada; médulo y pase de un sistema 4
olro.

281. Logaritmos usuales y neperianos, bases, modo de in-
dicarlos, valores y propiedad de sus moédulos; nimeros in-
Versos.

982, Valores de la caracteristica de los’ logaritmos corres-
pondientes 4 niimeros decimales en el sistema usual, y opera-
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€ifn que con éstos podra hacerse sin que varie la mantisa; for-
ma de los logaritmos correspondientes 4 nimeros decimales
menores que la unidad,

Lieccron 31.

283. Transformacion de logaritmos en parte positivos y ne-
gativos, en olros negativos totalmente, y de éstos en aquéllos;
operaciones practicas con los primeros.

284%. Diferencias entre los logaritmos de los niimeros 4 me-
dida que éstos aumentan; contenido y forma de las Tablas de
logaritmos, diferencia tabular, errores de las mantisas y tablas
mas usadasg.

285. Tablas logaritmicas de simple y doble entrada; modo
de buscar los logaritmos y antilogaritmos, cuando la mantisa
se encuentra en ellas.

LEeceion 32.

286, Teglas para determinar el logaritmo 6 antilogaritmo en
cuantos easos no se encuentre en las tablas la mantisa; ohten-
cion directa del logaritmo todo negativo 6 no de las fracciones,
y de los antilogaritmos fraceionarios, decimales 1t ordinarios.

287, Cologaritmos y cilculo abreviado de un producto, co-
cienfe, potencia y raiz; casos en que convendrd escribir las
manfisas con mayor 6 menor niumero de cifras.

288. Logaritmos de los ntimeros negativos; reclas ceneral
y practica para el cdleulo logaritmico de una expresion cual-
quiera, ¢ imposibilidad de que existan mas de siete operaciones
fundamentales,

Fin de la parte de Programa relativa al Complemento de Aritmética.




APENDICE

28Y). Composicion de las fracciones econtinuas; [racciones
integrantes y cocientes incompletos

290. Reducidas; nombre que también toman y regla para
formarlas,

201. Propiedades referentes 4 la diferencia entre dos conse-
cutivas, valor de la fraccién continua y aproximaciéon de aqué-
llas 4 ésta; consecuencia de cada una de ellas.

2U2. Principales aplicaciones de las fracciones continuas;
reglas para desarrollar una ordinaria 6 decimal exacta, y en-
contrar la irreducible equivalente.

203. Desarrollo de una decimal inexa

: Iracciones irredu-
cibles aproximadas 4 su valor.

204, Forma de la continua equivalente & un valor incon-
mensurable y método para desarrollar cualquier expresion de
esta clase.

295. Limites superiores del error al detenerse en una redu-
cida; limife inferior.

206. Limite superior mds aproximado; regla para ealcular
el valor de cualquier fraccién continua, en menos de una parte
alicuota de la unidad.
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NOCIONES PRELIMINARES

[.—ldeas generales sobre la asignatura.

158. Entre las muchas ciencias que tienen por hase el Circu-
Lo, O conjunto de operaciones (32) que con los nivmeros (4) pue-
den hacerse, merece ocupar sin duda un lugar de preferencia la
AnrrevETica v CALOULOS MERCANTILES, que tiene por ohjelo resol-
ver cuantas cuestiones dependientes del mismo puede originar
la prictica del Comereio y de las mailtiples profesiones que con
él se relacionan.

FForma, por consizuiente, parte de las Matem:ticas mixtas 6
aplicadas (6), y hasta les sirve de principal fundamento, puesto
que al tratarse de las aplicaciones de esta ciencia (1] & las va-
riadas necesidades de la vida y de la sociedad, siempre encon-
tramos representadas las cantidades por los nimeros concre-
tos (16) que expresan su magnitud, por lo que es importantisi-
mo estudiar en detalle sus diferentes combinaciones y los mds
convenientes medios de realizarlas, asi como las propiedades
que les sirven de base, entrando en pormenores y minuciosida-
des que en su gran mayoria serian impropios de un estudio
meramente especulativo bajo el punto de vista cientifico.

159. De aqui su impresecindible necesidad y la natural sub-
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divisién de la misma, originada por las tres clases de conoci-
mientos que exigen las operaciones mercantiles que del Cilculo
dependen y la diferencia entre las que pueden verse oblizadas
4 efectuar lag personas que en ellas intervengan:
1.*—Fl CompLEMENTO DE AmiTmiTICA, delalla los diferentes
procedimientos méds usuales, por cuyo medio se efectiian y dis-
ponen los principales edleulos numéricos, completando los co-
nocimienlos que previamente se hayan adquirido, con todos
los que pueden ser necesarios, 6 4 lo menos convenientes, & la
mayoria de los caleulistas, sin lo cual, ni podria obtenerse, como
siempre se debe procurar, la mayor economia de frabajo y
tiempo, aprendiendo i llegar 4 los resultados con toda la bre-
vedad y rapidez compatibles con la debida claridad y exactitud,
ni comprobar, segun {recuentemente es indispensable, las que
otros hayan llevado 4 cabo tal vez por métodos que serian des-
conocidos, ni menos aun combinarlos de la manera que exigen
determinadas cuestiones.
2.%—Tios CALCULOS MERCANTILES ELEMENTALES, son acquellos qie
directamente se relacionan con la venfa, compra y cambio de
objetos y valores, que son los casos que con mayor {recuencia
se presentan en la prictica del Comercio, y sélo necesitan el
auxilio de los conocimientos més elementales y la previa des-
cripeion de las unidades concretas més usuales, de sus relacio-
nes y del modo de precisar todas las magnitudes, sin el cual ni
nos formariamos idea clara de las cantfidades (2) con las cuales
tendriamos que operar, ni nos seria posible resolver ninguna
cuestion practica.
3.*—Liamaremos, por ultimo, CALCULOS MERCANTILES SUPERIO-
nES, & los que se aplican & la resolucidn de todos los problemas
en que interviene alguna cantidad de dinero, & la que se re-
nuncia en ciertas condiciones, con la esperanza de obtener wun
beneficio; problemas ue, si no ocurren tan amenudo como los
anteriores, no dejan de tener su importancia, por el desarrollo
que en nuestra sociedad han tfomado esta clase de negocios.
fundados en conocimientos especiales intfimamente relacionados
con ellos y de alguna mayor dificuitad, considerados bajo el
punto de vista cientifico.
Estas son las tres partes en que, por las razones indicadas,
la consideraremos dividida, precisados como estamos por su ex-




tensién relativa 4 dividirla de algun modo, para la mejor clari-
dad y enlace de los diversos puntos que ha de abrazar y de los
fundamentos sobre los cuales deben apoyarse.

11.—Formas de los nimeros.

160. En todo nuestro estudio sabemos ya que los nimeros
se nos presentardn bajo diversas rommas (9 4 17], que provie-
nen de elegir la unidacd (3) arbitrariamente, sin mas limitacion
que la de ser de igual naturaleza que la cantidad cuya magnitud
quiere expresarse O representarse, pues claro estd que el con-
mensurable (12) se convertira en inconmensurable (13], 6 éste
en aquél; el entero (7) en fraccionario (10) 6 mixto (11); éstos
en entferos, y aun el exacto en aproximado (14), 6 al contrario,
cambiando convenientemente la unidad.

Asi, por ejemplo, si nos queremos formar idea de la canti-
dad total de papel contenida en este tomo, y expresar 0 repre-
sentar su magnitud, eligiendo como unidad la hoja de otro libro
cualquiera, lo méds probable sera que resulte un nimero incon-
mensurable, que deberemos sustituir por otro aproximado & su
ralor, 6 bien un entero, fraccionario 6 mixto; y no obstante, es
evidente que ese numero aproximado sera exacto con relacion
al nimero de unidades 6 partes de la unidad que contenga, y
que el inconmensurable, fraccionario 6 mixto, se convertird en
otro conmensurable y entero desde el momento en que, abando-
nando la unidad elegida arbitrariamente, consideremos como tal
una de las hojas que io componen.

Conviene, pues, no olvidar que la esencia 6 naturaleza de los
numeros abstractos es una; es decir, que en realidad no existen
distintas clases de nimeros, sino diversas formas de expresion
y representacion, por lo cual,

Las propiedades y reglas que sean independientes de su
forma, & todos ellos serdn comunes y & todos por igual se po-
dran aplicar, constituyendo verdaderas leyes (99).

161. Dsta identidad de esencia nos obligara frecuentemente
4 representar, no un nimero de valor determinado, sino cual-
quiera de los muchos que casi siempre reunen ciertas condicio-
nes, en cuyo caso es costumbre designarios por una letra del
alfabeto espaiiol, y & veces del griego, al lado de las cuales
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suelen coloearse acentos y sub-indices, escribiéndose y leyén-
dose entonces del siguiente modo:

A 8 AL g Ay doprima, O A3l subaine:
Bes e va T i B, b, segunda, 6 B, b, sub-dos.
G, ¢, 6 C,, " eChyaiin Cye,tercera, 6 C, ¢, sub-tres.

ssssea reasa s wn Seed saas wasssassssssn sessses Pas wae seaes esasns

1) (1 ¥ L 7 :
Z%, ™ 6 2, 2. Z, 2, con nacentos, 6 Z, z, sub-ene.

Las expresiones en que enlran una 6 varias letras se llaman
LITERALES, para distinguirlas de las numEricas, 6 que sdlo con-
tienen nimeros de valor determinado, teniendo las primeras
un vALOR NUMERICO en cada caso especial, que no es sino el re-
sultado de sustituir en lugar de cada letra un valor particular
Yy efectuar las operaciones tndicadas, que se acostumbra ence-
rrar dentro de un panéNTESIS, cuando han de servir de datos
para otra operacidn, suprimiendo enfonces el signo de multi-
plicar, como se suprime entre las letras, L4

3

Asi 3a®bh— I/?—Ha—b]:-’i, seria una expresion literal,

que para los valores particulares 27 y 15 de a y b, se con-

3
vertivia en la numérica 3.273.15— l/;—,i.f?-f-[;.}.'?—lﬁ]:i, ad-
quiriendo, por consiguiente, el valor numérico 32799; puesto
que calculando por las reglas eonocidas el cuadrado (117) 729
de 27, el producto (47) 32805 de 3.27%.15, la diferencia 32796
entre este producto y la raiz cabica (134) 9 de 27*, y agregando
4 esa diferencia el cociente (52, 1.°) 3 de dividir por 4, la que
existe entre 27 y 15, que es 12, obtendriamos por resultado
final 32799.

Yara llegar 4 esos valores numéricos, conviene, por consi-
guiente, distinguir bien los TirmiNos 6 paries de la expresion,
precedidas de los signos -y —.

162. Respecto 4 los numeros de valor particular, claro esta L}
(que nos valdremos para expresarlos y representarlos, como
acabamos de hacerlo, de las reglas de la numeracion decimal
(28 y 29) y de los signos convenidos en la misma (26), recor- :
dando, cuando queramos formarnos clara idea de la magnitud
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de un nimero entero por el de las cifras que su representacion
exija, que las correspondientes 4 las principales unidades que
sirven para expresarlo, es decir, las simples, millones, billones,
etc , forman grupos de & seis & partir de la derecha, y que las
componentes de estos grupos representan, partiendo del mismo
punto, unidades, decenas, centenas, millares, decenas de millar
y centenas de millar, del orden & que en su totalidad corres-
ponden, por lo cual basta tener presentes los nombres, definicio-
nes y concepfos de los numeros que enfran en la operacion de
dividir (51) para comprender que:

1.°—8i el nuimero de eifras de cualquier entero se divide por
6, ¢l cociente indicara el orden de las wiidades prinecipales que
contenga y el resto el de las que se refieren & este orden, reba-
jando una unidad al primero si el resto [uese eero.

dara saber, por ejemplo, la magnitud aproximada de un en-
tero que previamente sepamos debe tener 35 cifras, nos basta-
via efectuar de memoria (52, 1.°) la senciliisima operacion si-
guiente: 35 dividido por 6, da 5 por cociente y 5 por resto: luego
el nimero representara decenas de millar (quinto lugar), de
quillén (quinto orden principal). Es evidente que el resto 0 indi-
caria grupos completos 6 cenfenas demillar del orden inferior.

2.°—Por el contrario, si tlucl'embs saber las cifras que serdn
necesarias para representar un orden conocido de unidades,
claro estd que deberemos

Multiplicar por 6 el mimero de unidades indicadas por el
nombre de la principal que contenga y agregar las necesarias
para llegar al superior de todos (55).

Asi, cuando sepamos (ue un numero no contiene mis que
decenas de millar de quillén, diremos: 6 multiplicado por 5 (in-
dicado por la palabra quillén), son 30, y 5 (necesarias para re-
presentar decenas de millar) 35 cifras de que constara el ni-
niero,

Estas consideraciones permiten leer un numero de muchas
cifras sin necesidad de dividirlo en secciones (29), ni menos em-
horronarlo con lag comas y sub-indices, con que es costumbre
separarias y que nunca deben figurar en los cdlculos, sin més
que contar sus cifras, recordar la propiedad enunciada y empe-
zar 4 leer por la izquierda de las secciones que mentalmente

resulten.
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Tratindose, por ejemplo, del niimero
-iD}Jli?,pU&';;i:iI:{Dij,84U,UDTJ)US[-EE&DSB}JI 24,

nos bastaria contar sus 35 cifras y dividir por 6, como ya lo
hemos hecho, teniendo presente que las decenas, sean del or-
den que sean, corresponden al segundo lugar, y las de millar
al quinto (indicado ya por el resto), para poder leer:

Cuarenta mil nuevecientos sesenta y dos quillones, cinco mil
cualrocientos treinta y un cuatrillén, setecientos seis mil ocho-
cientos cuarenta trillones, siete mil nuevecientos fres billones.
cuatrocientos veintiseis mil ochenta y tres millones, diez y siete
mil nuevecientos veinticuatro,

En la prictica conviene, por consiguiente, seguir esta
regla:

3.°—Para leer un entero de muchas cifras, basta dividir su
nimero por 6, disminuyendo una unidad al cociente, si el res-
to fuera cero y 3 al resto si fuese mayor, empezando en seqrida
& leer el grupo de la izquierda indicada por la dllima diferen-
cia, que se referird & las unidades principales ¢ de millar que
se deduzcan del cociente y resto, y continuar la lectura por
grupos de & tres cifras, 4 los que alternativamente se hard se-
guir la palabra mil 6 el nombre de la unidacd principal que re-
presente, en virtud de las ya nombradas.

163. Indtil nos parece afiadir que estas reglas

Son aplicables & eualquier niimero decimal v & los dos tér-
minos (56) de las fracciones ordinarias,
con tal que al tratarse de los primeros, si son fraccionarios, con-
sideremos por separado la parte entera y la posterior i la co-
ma (74) que va seguida de la terminacién ésimas, 6 teniendo
esto en cuenta, lo leamos como un solo conjunto (74, 200

Respecto 4 los niimeros inconmensurables (13), que no tie-
nen relacion exacta con la unidad convenida (8), tendremos que
expresar y representar sus valores por medio de las operacio-
nes indicadas que permitan acercarse 4 ellos cuanto se quiera,
¥ que jamas se acabarian de ejecutar, pues de acabarse, obten-
driamos la exacta representacién de los mismos, y por lo tanto,
de su relacién con la unidad.

Un ejemplo de ntiimeros de esta clase nos lo ofrecen las re-

presentaciones decimales de las fracciones ordinarias, cuando

Vaz
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<us denominadores tienen algtin factor distinto de 2 6 5 no con-
tenido en su numerador (112).

111 —Relaciones de magnitud.

164. Valiéndonos de la numeracién adoplada, solo podre-
mos, por consiguiente, obtener un entero 6 fraccionario mis o
menos aproximado al valor del inconmensurable, cometiendo
un Ernon, nombre que se da 4 la diferencia entre un valor
aproximado y el exacto 4 quien reemplazia, por DEFECTO, Si
aquél es menor que ésle, y por EXCESO, €7t Cas0 contrario,

165. Ahora bien; como en matematicas se llama cantidad
VARIABLE, & aquella euyo palor no siempre es el MismMo; CONs-
TANTE, & todo lo que permanece invariable, y LIMITE de una
variable, & una conslante & la eual puede aqueélla aproximarse
cuanto se quiera, sin que nunca llegue & igualarla, limite que
puede ser suPERIOR, cuando el valor de la variable tiene que ir
auwmentando para acercarse & €l, ¢ INFERIOR, cuando tiene qiie
ir disminuyendo, resulta que:

166. Los nimeros inconmensurables son los limiles de los
conmensurables, que se van acercando & ellos & medida que se
hace el cdlewlo con menos erroyr.

Asi, la fraccién decimal periddica (112) 3445678678678....., 0
3445678}, pues
Pans REPRESENTARLA con brevedad basta encerrar el perio-
do denlro de un paréntesis,
debiendo constar de un niimero ilimitado de cifras, jamds po-
dria quedar decimalmente expresada de un modo exacto por
muchas que escribiésemos, porque todas ellas no compondrian
még que un nimero aproximaro & su valor por defecto, con un
error tanto mds pequefo cuantas més cifras se fucran escri-
bhiendo; pero si lo estaria por su gene atriz (115)
345768—345 : ; 345423
— 99900 -, 6 1o que es igual, por— 99900’

que es una operacion indicada, pues ya s€ gabe que una frac-
cién no es ofra cosa que el cociente indicado y exacto de divi-
dir su numerador por su denominador (150).

167. Hasta aqui los verdaderos nimeros, los que tienen un
valor limitado, para cuya expresion y representacion hemos ne-
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cesitado la palabra cEro y el signo 0, que indicasen la carencia
de todo valor, es decir, algo mas pequefio que el menor de to-
dos los que podemos imaginar, y desde luego es ficil compren-
der que siendo indefinida la serie de los niimeros, no solo que
van disminuyendo, sino también que van aumentando 4 partir
de la unidad, necesitaremos con frecuencia otro signo y otra
palabra que representen y expresen algo mayor que el mds
grande de los niumeros imaginables,

El signo convenido para esto es o, que se lee INFINITO,
aunque con hastante impropiedad, pues representa, como he-
mos dicho, lo indefinidamente grande con relacidn 4 la idea
de nibmero, mientras que la palabra convenida significa lo ili-
mitado en todos los sentidos y conceptos que # cuanto existe
puedan aplicarse, y solo corresponde, por lo tanto, 4 la totali-
dad de lo existente, considerada como un Sér tinico 6 unidad
absoluta,

De lo dicho se desprende que:

0 ¢ 2o no son verdaderos niimeros, sino los limiles inferior

y superior de los valores numéricos,
y no siendo verdaderos niimeros, es evidente que sin exponer-
nos i cometer gravisimos errores, no podremos aplicarles las
propiedades y leyes que para aquéllos demostremos en ade-
lante; pero como esos signos aparecen con [recuencia en el
Cileulo, deberemos considerarlos como casos particulares y
excepeionales al tratar de las operaciones numéricas, deducien-
do directamente de las definiciones, para que éstas sean gene-
ales, cudles serdn los resultados cuando uno de esos limites
tenga (ue intervenir en ellas.

168. Finalmente; al comparar entre si dos magnitudes, ten-
dremos que expresar y representar la relacion de sus valores,
como ya nos ha ocurrido, diciendo que la una es mayor, igual
O menor que la otra, palabras que en Matemsticas se reempla-
zan por los signos >, = y <<, distinguiendo con log nombres
de IGUALDADES y DESIGUALDADES, 4 las expresiones en que entran
¢l signo =, 6 alguno de los signos > ¢ <2, (que en realidad sen
uno mismo, y llamando PRIMER MIEMBRO Y SEGUNDO MIEMBRO, &
todo lo que esta 4 la izquierda y & la derecha de dichos signos.

LH]
Asi 15420—8, mn:p, y |/ 64, serian respectivamente
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los primeros miembros, y 27, 30 y 5, los segundos, de la igual-
dad y desigualdades:

6
154-20—8==27; mn:p>>30; |/ 64<5,
siendo evidente que,

Si valores numéricos iguales se somelen & iguales opera-
ciones, los de los resullados serdn, 6 por lo menos podran ser,
tguales,

y que, por lo tanto,

1.° Una igualdad subsistird aunque sus dos miembros se
awmenten, disminuyan, multipliquen ¢ dividan por un mis-
mo nimero, se eleven & una potencia de igual grado, 6 se ex-

raiga de ellos la raiz de igual indice.

2." Los resultados de sumar, restar, multiplicar ¢ dividir
dos ¢ mas igualdades miembro & miembro, seran también
iquales.

De la igualdad antervior, podrian, pues, deducirse, por
ejemplo:

(154-20—8)43=27-+3; (15420—8)3=27.3;
(1 1—|-7D BIF=277
.la—}—){l——%}—. —=27—3; 1J+2U—w; 3=27:3;

|/1.1+)u_8 1/

y combindndela, con la z=3,
(15-4-20—8)+-2=30; (154-20—8)><z=81;
(154-20—8)* =27"
(154-20—8)—z=24; (154-20—8):z=0;

|/ 15--20—8=}/ 27.

Bscorio.—Hemos dicho serdn 6 podran ser iguales los re-
sultados, porque pudiera ocurrir que al someter dos valores a
ciertas operaciones, se obtuviera mds de uno; pero como en-
tonces los del primer miembro y los del segundo deberian ser
evidentemente en igual niimero ¢ iguales dos 4 dos, aunque 1o
se verifique que todos serdn iguales, lo podran ser si se esco-
wen convenientemente, y la igualdad final no dejara de ser cier-
ta en este sentida.

iy
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NUMEROS ENTEROS

CAPITULO PRIMERO
ADICION

I.—Generalidades.

169. La Adicion es la mas sencilla de las operaciones (32)
FUNDAMENTALES O siMPLES, es decir, de aquellas en que basta
conocer dos numeros para poder delerminar un tercero, pues
aquellas en que se combinan mas de dos, reciben el nombre de
GOMPUESTAS O DERIVADAS de las primeras. '

Iis, ademis, una de las pirEeTas 6 de coMposicIoN, que lie-
nen por objeto general construir un mimero por medio de
otros dos, mienfras que las INVERSAS O de DESCOMPOSICION, S€
proponen descomponer un nuwmero en otro conocido, y el que
combinado directamente con €l podria producirlo.

De su misma definicion (33) se deducen inmediatamente las
consecuencias siguientes:

|.*—El orden de los sumandos no altera el valoy de la su-
ma, puesto que el conjunto de sus unidades serd el mismo.

3 4-5=5-3-4-4.

2 "—La suma de un nimero y 0, serd el mismo numero,
en razon 4 que careciendo (0 de valor (167), nada fendra que
anmentarsele,

8--0=8.




8."—La suma de 0y 0, serd 0,
por igual razén.

4.*—La suma de un mitmero é oo, serd o,
puesto que 4 >o nada puede aumentarsele (167). Representando
a un nimero cualquiera,

{-t+:m:33.

a

2. —La suma de oo € o, serd oo,

por igual razdn,
:ﬁo—l—x:’.\o.

6."—La suma de 0 ¢ 2o, serd o,
evidentemente,

(20=00,

7.°—La suma aumentard 6 disminuird en lodo lo que au-
menten 6 disminuyan los sumandos,
porque deberd tener de mis 6 de menos el conjunto de cuan-
tas unidades se afiadan 6 quiten 4 éstos.

Si 154-204-8-—43,
también  (154-12)+-(204-6)4(8-47) =431 (124-64-7)
¥ (15—12)4-(20—6)+-(8—7)—=43—(12-4617).

8."—La suma no se allerard si & unos swmandos se les afia-
den y a ofros se les quitan los mismos numeros,
en razon a que por una parte deberia aumentar y por otra dis-
minuir en la suma de éstos,

Si154-204-8=43, también  (154-7)4-204-(8—7)=43.

9.%—Si una igualdad y una desigualdad ¢ dos desigualdi-
des de igual signo se suman ordenadamente, la desigualdarl
subsistira con los resultados,
ya que & mayoros sumandos corresponderd siempre mayor
suma.

)

i a=10 y 187, también  a-18>>104-7.
i6>10 y 18<C40, también  618<T10--40,
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v lo propio se verificaria evidentemente si las igualdades 6 des-
igualdades fuesen mas de dos, con fal que en todas las altimas
entrase el mismo signo, > 6 <, es decir, tuviesen lugar 6 se
verificasen, en el mismo sentido.

Escorio.— El tltimo enunciado comprende el caso en que se
anada un mismo nimero 4 los dos miembros de una desigual-
dad, puesto que todo mimero es igual i si mismo.

II —Operaciones derivadas.

170. El estudio de las 0PERACIONES cOMPUESTAS tiene por ob-
jeto:

Averiguar el medio més ventajoso de llegar al vesullado de
wna combinacion cualquiera de operaciones fundamentales,
para lo cual es necesario conocer los diferentes métodos de rea-
lizarlas, sean los datos numéricos 6 literales; pues claro esti
que en este ultimo caso no podremos aplicar las reglas referen-
tes & los primeros, pero podremos transformar la expresion que
indique la combinacién de que se trate en otra mis sencilla, que
tnicamente contenga las que sea indispensable ejecutar para
llegar al resultado final, ya que, aun tratandose de valores nu-
méricos, no siempre es lo mds conveniente ir efectuando las
operaciones simples en el orden y del modo que estén indicadas.

Para convencerse de ello y de la importancia de este es-
tudio, basta recordar, por ejemplo, la igualdad demostrada
(169, 7.%)

(154-12)4(204-6) 4 (84T ) =43F-(12-+64-7),

cuyos dos miembros nos presentan claramente & la vista dos
medios diferentes de adicionar tres sumas indicadas: el primero,
encontrando los valores de estas tres swmas, y adiciondndolas
luego entre si, lo que exigiria cuatro 6 cinco operaciones; el se-
gundo, deferminando las sumas 43=15420+8 y 12+6+47,
que después adicionariamos sin haber ejecutado mas que tres
operaciones, y aun podriamos obtener el resultado final por
medio de una sola, como vamos &4 ver comenzando dicho es-
tudio.

| .°—Para agregar & wn mimero 6 expresion cualquiera una

suma indicada, basta afiadir sucesivamente cada uno de los

simandos.
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En efecto; si representamos por N dicho niimero 6 ex-
presion y por 64-74-8 la suma indicada, es evidente por la
misma definicion (33) que conteniendo esta suma el conjunto
de los valores de 6, 7 y 8, habremos afiadido este conjunto &
N, si primero le afiadimos el de 6, luego el de 7y después el
de 8; por consiguiente:

N--(64-748)=N-4-6--748.
2.°—Para agregar una diferencia indicada, basta aniadir el
minvendoy reslar el sustraendo.
Efectivamente; la diferencia deberd contener el valor del
minuendo, mernios el del sustraendo; luego agregando 4 un ni-

mero & expresion cualquiera el primero y restando el segundo,
obtendremos el resultado pedido, es decir, que

N+ (9—6)=N--9—86.

171. Los productos y potencias indicadas (47 y 49) sblo
pueden en general agregarse, efectuiandolos previamente, salvo
el caso en que sean iguales, pues entonces, segun el principio
fundamental de la multiplicacién, lier‘uh‘iumos, por ejemplo,

0.4.54-6.4.54-6.4.5=6.4.5.3 y TLPLTE=T2.3,
por lo que bastaria multiplicar wno, por el nimero de si-
mandos.

Escorio.—Dedicando, como dedicamos, este primer libro al
caleulo de los niimeros enteros, y después otros dos al de los
fraccionarios é inconmensurables, no nos ocuparemos en ¢l de
las combinaciones que puedan presentar los cocientes indicados
0 fracciones (150), ni las raices indicadas que generalmente re-
presentar:in valores inconmensurables.

1II.—Detalles practicos.

172, La operacion de sumar, que podria realizarse agre-
gando sucesivamente & uno de los sumandos cada una de las
unidades que contuvieran los otros, se abrevia desde luego sa-
biendo de memoria la tabla de sumar (35, 1.%), aplicando la
regla general (35, 3.%), empezando la suma por la derecha
(76, 1.%), y en los numerosos casos particulares en que es posi-

—
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ble hallar menlalmente el resultado, recordando el principio
fundamental (34).

Las sumas de numeros de dos cifras y de otros que facil-
mente se descompongan en dos 6 tres ordenes de unidades,
siempre pueden y deben hacerse de memoria, diciendo, por
ejemplo,

34+ 624-984-15, serdn: 34y 62,96, y 98, 194, y 15, 209

7

6 sumando las cifras tal como estdn eserifos, sin colocarlos en
columna,.

120044618, serd evidentemente 1264, ete.

En cuanto al procedimiento generalmente seguido, da ori-
gen a la siguiente disposicion practica:
2346
128
5123
79
834
]
6900
15415
La suma se obtiene por este medio cON TODA LA RAPIDEZ PO-
SIBLE, 1o repitiendo las pareiales de cada dos cifras al agregar
la que sigue, 6 en otros términos: no diciendo mentalmente para
sumar las columnas,

Gy8, 1414y 3,17; 17y 9, 26; 26 y 4, 30; 30 y 5, 35;
35 y 0, 35, ete.
sino sencillamente
6y8, 14,y 3,17,y 9, 26, y 4, 30, y 5, 35;
4G mejor aun,
14,17, 26, 30, 35,
sumando de igual modo las restantes columnas.
173. El procedimiento no puede ser mas breve, pero tiene

¢} INCONVENIENTE de 1o conservar & la vista las unidades de
Tomo 1. ]

.
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orden superior producidas por la suma de cada columna; por
lo eual, cuando se nota un error en una cifra del resultado, y
hay que repasar la operacién, cosa muy [recuente si los su-
mandos son muchos, no hay mis remedio que repetirla foda,
en vez de limitarse 4 la columna en que el error se haya notado,
lo que no sélo dificulta su hallazgo con frecuencia, sino que
puede ocasionar pérdida de muchisimo tiempo.

Para evitarlo, adoptan algunos las siguientes disposiciones
practicas:

2346 23406 223
128 128 6234
5123 5123 128
79 7 5123
834 834 79
) 33 834
6900 6900 5
=, 6900
18 21 15415
22 24
13 15415
15415

En la primera se conservan las sumas parciales en su lugar
respectivo, adicion:indolas luego entre si.

En la segunda se agregan a cada columna las decenas de la
suma anterior, con lo cual se evita la adicién de las parciales,
bastando escribir 4 la derecha de la illima las cifrag que tiene
encima de las unidades,

Lo mas sencillo, no obstante, para conservar las cifras, es
escribirlas en la parte superior de la columna que les corres-
ponda, separadas del primer sumando y con caractéres mis
pequefios para evitar confusiones, como estd indicado en Ia
tercera.

174. También ocurre & veces que los sumandos son muy
numerosos, y por lo tanto, ficiles las equivocaclones, en cuyo
raso pueden dividirse en grupos gue se suman separadamente,
adicionando entre si los resuitados parciales en una de las dos
formas indicadas 4 continuacion, la segunda de las cuales es Ia
tinica posible, cuando la operacion ha de conlinuarse en ofra
pégina.




L * == __+_

2346 2346 7676
128 128 834
5123 7997 5123 )
709 79 6900
834 7676 15415
H
6900 7818

15415

CAPITULO II
SUSTRACCION
I —Generalidades.

175. Del objeto general que la Sustraccién se propone, se
desprende inmediatamente que:

1.°—El minuendo ha de ser siempre igual  la suma del sus-
traendo y la diferencia,
segun la misma definicion (37).

8 10—6=4%, también 10=>56--4,

2.°—Si el minuendo aumenta ¢ disminuye, la diferencia
awmentard 6 disminuwird en lo mismo,
ya que ¢l minuendo es una suma de dos nimeros y el conocido
suponemos no ha variado,

Si 10—6=4, también (1047 —b=44-7,
y (10—2)—b=4—2.

3.°—8i el sustraendo awmenla 6 disminuye, la diferencia
disminwird 6 aumentard en lo mismo,

pues para que la suma no varie al aumentar ¢ disminuir un su-
mando, es necesario que el otro disminuya 6 aumente en el mis-
mo numero (169, 8,%).

S8 30—8=22, también 30—(8
¥ B —|R—'.|:33—|—5

4.%—8i el minuendo y el sustraendo awmentan 6 disminiyen

en lo mismo, la diferencia, no se alterara,
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en razén a que por una parte deberia aumentar y por otra dis-
minuir en el mismo nimero.

Si 20—14=6, también (202=12)—(14+12)=6.

En cuanto 4 los resultados de combinar los numeros con sus
limites, pueden deducirse con facilidad de los andlogos de la
Adicion y del cardcter inverso de la Sustraccion.

Efectivamente:

5."—La diferencia entre dos nimeros iguales serd 0,
6.—La diferencia entre un nimero y 0, serd el mismo nii-
mero,
pueste que por la misma definicion,

Siendo (169, 2.%) 154-0=15, también
15:=—0 ¥y 15—0=15.

15

7."—La diferencia enlre 0 y 0, sera 0,
va que 04-0=0 (169, 3.°).
8.°—La diferencia entre o y un nimero cualquiera serd =o.
9.°—La diferencia entre oo é >o, podra suponerse-igual &
cualquier numero, & o, 6 4 0,
porque siendo (169, 4.") a4-oo=o0
: So—j=—20, é So—o=—a,
representando & un numero cualquiera y de (169, 5.* y 6.%)

, también

So-0=20 ¥ 4-0—>00, también
Do—DI=—a e So—>0=[),

10.—La diferencia entre 2o y 0, serd oo,
en virtud de la antepentltima igualdad,

176. Siendo arbitrarios los datos de la operacion, 6 resultado
de ofras combinaciones, ocurre con frecuencia que el minuendo
tiene un valor menor (ue el sustraendo.

En este caso, si el sustraendo fuera, por ejemplo,

b=1-+14-14141 y el minuendo 3=1-4141,

claro estda que de las 3 unidades de éste solo podriamos res-
{ar ofras fantas, y como aquél contiene 2 mdis, indicariamos
(que aun debian restarse éstas, poniéndolas delante el signo —
y escribiendo —2 por resultado de la operacion, es decir,

==

)
2
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Este resultado parece absurdo; pero bajo el punto de vista
cientifico debe considerarse que al restar del minuendo, 3 de las
unidades del sustraendo, obtendremos por diferencia 0, faltin-
donos restar atun ¢os unidades, y que —2, por consiguiente,
no es mas que un modo abreviado de escribir la diferencia in-
dicada 0—2, diferencia que muy bien podemos vernos obliga-
dos & combinar con otras operaciones, como combinariamos la
suma indicada 04-2, 6 solamente --2.

Para distinouir estos resultados, se laman nimeros NEGATI-
vos, & los que van precedidos del signo —, y POSITIVOS, & [os que
van precedidos del signo + 6 de ninguno, pues en este caso es
costumbre suprimirlo.

Bajo el punto de vista practico, no es menos racional la in-
troduccion en el cdlculo de los numeros negativos.

Los niimeros, en efecto, no son sino representantes de una

magnitud (3 y 4) y la cantidad cuya relacién con la unidad se
ha buscado, no solo tendra esa magnitud, sino una cUALIDAD 0
modo e ser conereto, que & veces serda contrario al de la uni-
dad elegida.

Dos duros que se tengan v 2 que se deban; 2 de ganancia y
2 de pérdicda; 2 pasos andados hacia la derecha de un punto y

2 andados hacia la izquierda; 2 horas de adelanio en un reloj
con respecto & la verdadera, y 2 de afraso, etc., son ejemplos
de magnitudes iguales en valor numérico, pero que se refieren
4 cantidades cuyo modo de ser 6 de existir es perfectamente
contrario.

Si continuando con el segundo de esos ejemplos nos propo-
nemos, pues, averiguar cudntos duros de ganancia ha obtenido
una persona, eligiendo como unidad posrriva 1 duro, fijamos ya
su cualidad de ganancia, y si esa persona gand primero 5 y des-
pués perdi 3, es claro que al final se encontrard con 5—3=2
de ganancia; pero si primero gané 3 y después perdid 5, con lo
cual en definitiva saldria perdiendo 2, 6 hemos de cambiar de
unidad, diciendo que obiuvo 2 duros de pérdida y no de ganan-
cia, 6 hay que expresar de algiin modo que los 2 duros resul-
tanfes tienen una cualidad opuesta & la de la unidad elegida, di-
ciendo que esa persona obtendria 2 duros NEGaTIVOS de gu-
nancia.

Ahora bien; la Aritmética pura (5) solo estudia los nimeros
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abstractos (11), en los que es imposible el cambio de unidad, y
una de dos: 6 sus combinaciones no serian aplicables mds que
4 determinados casos, 6 es preciso que los resultados negativos
tengan también su representacién numeérica, que en el ejemplo
que vamos siguiendo seria 3—5=—2, es decir, 2 unidades
negativas 6 de cualidad opuesta 4 la considerada como positiva.

177. De estas consideraciones se deduce que:

1.°—En casi todas las canlidades pueden suponerse dos mo-
ilos de existencia conlrarios,
el positivo y el negativo, cuyo sentido puede fijarse arbitraria-
mente.

2.°—La unidad podrd ser igualmente positiva ¢ negativa
con relacién a la cantidad.

3.°—Los nineros negatives estin formados con respeelo &
la unidad negaliva, del mismo modo que los positivos lo estin
con respecto & la posiliva, y representan la magniitud de una
cantidad cuyo modo de existir es conlrario al de la unidad ele-
gida.

La introduccion en el cdleulo de los mimeros negativos fiene,
por consiguiente, la veExrasa de generalizar los resultados, per-
mitiendo referir todos los nimeros a4 la unidad positiva, sea
cual sea el modo de ser de la cantidad que representan; pero
para alcanzar tal generalizacién se hace preciso, al combinar y
comparar unos con otros, tener también en cuenta su cualidad.

Sigamos con el gjemplo.

Es eviderte que el numero 2, positivo 6 negativo, representa
mas que el 0 simbolo de la nada, y que 4 serda mayor que 2,
atendiendo unicamente 4 los valores numéricos representados
por esas cifras, y sin embargo, no es menos evidente, que con-
siderando como unidad positiva 1 duro de ganancia, el que ha
perdico 2, 6 lo que es igual, ganado —2, ha ganado menos que
el que ha ganado 0 y por lo tanfo nada ha perdido, y que el
que haya perdido 4 6 ganado —4, ha ganado también menos
que el que gand —2 6 perdid 2 solamente.

178. Para que los resultados del cilculo sean verdaderos,
atendiendo no solo 4 la magnitud sino también 4 la cualidad de
las cantidades, es por tanto necesario convenir en que:

1.°—Los numeros negativos deben considerarse como meino-
reg que 0.

i

T __."
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2.° De dos nimeros negativos, debe considerarse como ma-
yor el de valor numérico mds pequeno.

3.°—Todos los -wimeros negalivos deben considerarse como
menores que cualquier ofro nitmero positivo,
puesto que éste siempre sera mayor que 0.

En otros términos: para los efectos del edlenlo debemos ad-

mitir que:

+3>U$ +2<+"‘ _Q{U -= 9>_’1~
+o>—2, 2>t

Observemos ahora que:

8 unidades de ganancia (4-8), agregadas & 7 también de
ganancia (47), producirin 847=15, de ganancia (415);

8 unidades de pérdida (—8), anadidas & 7 también de pér-
dida (—7), compondrin 8-4-7=15, de pérdida (—15);

8 de ganancia (+8), reunidas a 7 de pérdida (—T7), dardn
un resultado final de 8—7=1, de ganancia (4-1);

8 unidades de pérdida (—8), juntas con 7 de ‘ganancia
(-+7), dejardan 8—T7=1, de pérdida (—1).

179. Resumiendo, tendriamos por consiguiente:

(484 (47)=+(84+7)=+15
(—8)-(—7)=—(8+T7)=—15
(-8)4-(—7)=-+-(8—T)=+1
(—8)H47)=—(8—7)=—1

lo cual nos ensena (ue:

1.°—Para swmar dos niimeros positivos o neqativos, se siu-
man sus valores numéricos, poniendo al resullado el mismo
sigmo de los swmandos.

2.°_Para swmar un numero posilivo con otro negativo, se
resta del mayor valor numeérico el menor, "};rr_m.it%l'trff_'l al resul-
taclo el signo del mayor.

Considerando, por Ultimo, que resfar una ganancia equival-
dria & afiadir una pérdida, y restar una pérdida & agregar una
ganancia, tendremos que:

(8)—(-6)=(8)H(— )=+ (8—6)=—+2
(—8)—(—6)=(—8)+{+}b)=—(8—b)=—2
14
14

(8)—{—6)=(-+8)-H(-+6) =+ (B+6)=+
(- R:f—-,_—!--l'p']:[-- --H::—{—[—ﬁ]“_;—-- [H-—i—i’n_]:—
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lo que traducido en regla, se expresaria de esle modo:
3.%—Para restar dos nimeros positivos ¢ negalivos, se camn-
bia el signo del sustraendo y se suma con el minuendo.

Escorio.—Los resultados 4 que hemos llegado por la consi-
deracién de las cantidades negativas y positivas demuestra ade-
més, que desde el momento en que se considera la cualidad 6
modo de existencia, los conceptos de suma y diferencia no im-
plican los de aumento y disminucién, puesto que los niimeros
representantes de cualidades opuestas se destruirdn en todo 6
parte al sumarse y se reunirdn al restarse, por lo mismo que es
contraria su manera de existir.

180. Sea, sin embargo, cual sea, es evidente que:

Si a=10 y 7>4, también a—7<10—4, por tener la pri-
mer diferencia igual minuendo y mayor sustraendo que ia se-
gunda (175, 3.%) y 7—a—>4—10, por ser los sustraendos igua-
les y el minuendo 7 mayor que el 4 (175, 2.°), luego:

1.°—8i una igualdad y una desigualdad se restan ordenada-
mente, el resullado serd otra desigualdad, que se verificard en
el mismo 6 contrario sentido, segun que la primera sirva de
minuendo 6 de sustraendo.

Ademds, aunque restando dos desigualdades de igual senti-
do, ignoramos cudl serd el resultado, puesto que, por ejemplo,
de 10>6 y 3>2, 10—3=T>6—2=4; de 10>6 y 84,
10—8=2=6—4=2; yde 10>06 y 8>1, 10—8=2<76—1=5;
si las desigualdades son contrarias se verificard forzosamente.
de 10>>8 y b6<14, 10—6>8—14, por el doble motive de
tener la primera mayor minuendo y menor sustraendo que Ia
segunda (175, 2.° y 3.,

y también 6—10<"14—8, por andloga razon; luego:

2.°—8i dos desigualdades que se verifiquen en sentido econ-
trario se restan ordenadamente, el resullado serd olfra desi-
gualdacd que se verificard en el mismo sentido que la que haya
servido de minuendo.

Escorio.—Siendo todo niimero igual & si mismo, el primer
enunciado comprende el caso en que se reste un mismo valor
de los dos miembros de una desigualdad.

De estas proposiciones y de las enunciadas como consecuen-
cia de la definicion de igualdad (168], se deduce una consecuen-
cia de gran importancia.

e e i

- ' e
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En efeclo. si tenemos

846=18—4, G 846>>10—4,

gregando & log dos miembros la diferencia indicada 4—b
(170, 2.7), tendriamos:

b

84 644—6=18—444—6, y 84644—6>10—4+44—0

v como los valores positivo y negativo de 0 en los primeros
miembros y de 4 en los segundos, se destruirian al combinarse

Por suina,
84-4=18—6, y  8F4>10—b6

expresiones que comparadas con las primeras demuestran que:
3.°—Para pasar un término cualguiera de un miembro
al olro en una igualdad ¢ desigualdad, basta cambiarlo de

signo.
Il.—Operaciones derivadas.

181. 1.°—Para restar de un niimere o expresion cualquicra
una suma indicada, bastard restar uno a uno los valores de
fodos los sumandos,
puesto que el conjunto de estos valores constituye el de la su-
ma; de modo que si N representa el minuendo y 4-+6--2 el
sustraendo,

N—(4+64-2)=N—4—0(—2.
Como esta consideracion es aplicable al easo en que alguno
de los sumandos sea negativo, y ya sabemos (179, 3.") que
8—3=8--(—3), tambien

N—(8—3)=N—8—(—3)=N—8-43;

por consiguiente:
2.°—Para restar una diferencia indicada, se resta el mi-
nuendo, y al resullado se le aniade el suslraendo.
Tampoco en la Sustraceién como en la Adicion (171) pueden
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en general restarse productos ni potencias indicadas mds que en
el caso en que fuesen iguales, sin efectuarlas antes.

182. Siendo substancialmente iguales los conceptos de Adi-
citn y Sustraccion, desde el momento en (ue se admite que los
sumandos puedan ser negativos, de aqui en adelante no consi-
deraremos por separado las sumas y diferencias sin efectuar,
mis que cuando sea conveniente 6 indispensable, sino que las
estudiaremos casi siempre para abreviar bajo el econcepto gene-
ral de combinaciones de nimeros aditivos y sustractives, de cu-
yos términos formardn parte los signos determinativos de su
cualidad,

De este modo las cuatro reglas que hemos dado para sumar
y restar adiciones y sustracciones indicadas (170 y 181} queda-
rian comprendidas en las dos siguientes de cardeter y aplica-
cién mas general:

1.*—Para agregar una combinacién cualquiera de nitmeros
aditivos y sustractivos, basta escribir sus términos con los mis-
1mMos signos que lengan.

Porque recordando coémo deben combinarse por suma. los
ntimeros positivos y negativos (179), tendriamos, por ejemplo,
giendo N un nimero 6 ¢xpresion cualguiera (170, 1.%):

N-H(8—3—247—5)=N-+(+8]-+H—3)+(—2)+(—7)-+(—)
—=N-48—3—2}7—5.

2.2 —Para restar una combinacion cualquiera de nitmeros
adilivos y suslractivos, basta eseribir sus lérminos con signos

conlrarios.
En efecto; representando por D, la diferencia entre N y
8—3—2-7—5, se deberd tener (175, 1.7)

N=D+(8—3—2+7—5)=D-+8—3-—24-7—5

y pasando al primer miembro todos los términos del segundo,
menos D (180, 3.%,

N—8434-2—745=D,
, D=N—(8—3—24+7—5)=N—8-43-42— 7}5.

También se deduce de la iltima igualdad, 6 del mismo enun-
ciado de esta regla, que:
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3. —Para cambiar los signos de varios términos de una ex-
presion, basta encerrarlos denltro de wn parénlesis, poniéndole
delante el signo —.

IIL.—Detalles practicos.

183. La Sustraccion de nimeros enter os pudiera efectuarse
como la Adicién, restando del minuendo una 4 una todas las
unidades del sustraendo, y la regla generalmente seguida
(40, 3.°), fundada en el conocimiento de la tabla de sumar, cons-
tituye ya una abreviacion.

La operacion mental (ue esa regla exige cuando alguna de
las cifras del minuendo es menor que la correspondiente del
sustraendo, puede modificarse, y se acostumbra modificar en la
préactica, recordando que se pueden afiadir 10 unidades & cual-
quier orden del minuendo, con fal que esas mismas 10, 6 lo
que es igual, 1 del orden superior, se agregue también al sus-
traendo (175, 4.°), lo que guarda mas analogia con lo que se
practica en la Adicion.

En cuanto 4 1a disposicion mas frecuente y ventajosa (76, 2.%)
de los datos, conviene también variarla algunas veces, escri-
hiendo primero el sustraendo, dejando un espacio en blanco
para la diferencia y colocando el minuwendo debajo de la linea
que es costumbre trazar, con cuya disposicién se indica clara-
mente que el minuendo es la suma del sustraendo y la diferen-
cia, lo que facilita con frecuencia las comprobaciones, sobre todo
si el resultado se escribe con otra tinta 6 cardcter que lo haga
resaltar, de modo que no haya duda sobre la operacion que se
efectud.

Lo mismo en este caso que en los anteriores, puede también
buscarse mentalmenle, las cifras que sumadas con las del sus-
traendo, orviginarian las del propio orden del minuendo, en vez
de rebajar del valor de éstas el de aquéllas,

Por tltimo, los nitmeros de dos 6 lres cifras y aquellos que
por las circunstancias especiales de suw expresion y vepresenta-
cidn puedan descomponerse facilmente, se restan siempre de
memoria.

Asi, para restar de 4300, 640, restarfamos mentalmente 600
de 1300, lo que daria 700, rebajariamos 40 y el resultado 660 1o
agregariamos a las 3000 unidades de que habiamos prescindido
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en ¢l minuendo, llegando al final 3660, fundados en las reglas
que acabamos de dar, puesto que
4300—640=(3000--1300)—(6004-40)=3000-1300—600—40
—=30004-700—40=3000--660=3660.
Cuando esfo no fuera facil, posible 6 conveniente, dispon-

driamos la operacion de una de estas dos maneras:
72408 59316
549316 13092
13092 72408

haciendo uno de los tres razonamientos que siguen:

[.°—De 648, 2:del 410, 9; de 3 &4 3, 0; de 9 4 12, 3}
de 5 4 6, L.

2.°—De 648,2;de1 410,9;3
Sy 1,687l

3.—6y2,81y9,10;1y3,4y0, 49y 3,12; 1 y 5,0,
vyl

184. Hasta aqui la operaciéon fundamental; pero si han de
combinarse varios niimeros por adicion y sustraceién, puede
encontrarse de varios modos el resultado final, bien ge trate de
restar de una suma indicada un niimero entero; de éste aque-
lla, 6 de sumar y vestar varios enleros, caso que comprende el
de restar una dilerencia indicada.

Efectivamente; de las reglas deducidas por estas operacio-
nes compuestas (181 y 182), se desprende que un entero podri
restarse de una Adicion indicada:

Efectuando ésta y restando agquél, 6 restando el sustraendo
de cualquiera de los sumandos ¢ de la suma de varios y su-
mando la diferencia con las demdas,
geguin estd indicado en el signiente ejemplo, suponiendo que de
la suma de los nimeros 34028, 24207 y 5803 se ha de restar
26480,

1,4, 44, 0; de 94 12, 8;

e

-

34028 34028 24207
424207 — 26480 45803
19888 7548 30100

h4128 -L24207 — 26480

37648 37048 34028

37648




— 109 —

185. 'Tres procedimientos pueden seguirse igualmente en el
caso confrario:

Restar del nitimero y diferencias sucesivas cada uno de los
otros; sumar éslos y restar la suma, 6 efectuar de una vez la
Adicidn y Sustraceion,
que es cuando la diferencia suele colocarse en el lugar del 1l-
timo sumando, que previamente se deja en blanco.

Hé aqui la aplicacién de los tres, 4 la diferencia entre 85214
y la suma de 17609, 3856 y 92.

85214 17609 17609
17609 3856 3856
ST 0992 g9
67605 92 02
3856, 557 63657

['37 %5; . 85214 8o214

92 63657
63657

En la segunda operacién hemos escrito el minuendo 85214
debajo del sustraendo 21557 para evitar la repeticion de éste.
En la tercera hemos razonado asi: 9y 6, 15, y 2, 17, & 24, 7,
llevando 2 4 la siguiente columna; estas 2y 5, 7,y 9, 16, 4 21, 5,
llevando 2; 2 y 6, 8, y 8, 16, 4 22, 6, llevando 2; 2 y 7, 9, ¥ 3,
12, 415, 3, llevando 1; 1 y 1, 2, 4 8, 6.
186. Cuando son varias las adiciones y sustracciones que
deben efectuarse, pueden hacerse
En el orden que estin indicadas, 6 swmayr por una parte
cuantos nivmeros deban awmentar el resultado y por olra cuan-
tos deban disminuirlo, restando luego ambas sumas,
pues aunque también se podrian hallar sumas y diferencias
parciales, cuya reunién total conduciria al mismo resultado,
como este mélodo complicaria las operaciones, nunca suele em-
plearse: no obstante lo cual, y con el s6lo objeto de ofrecer de
¢l un ejemplo, lo aplicaremos tamhién 4 la siguiente combina-
cion:
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140697 —22658—19015—24-4-1887—3244-11023.
140697 140697

22658 1887
118039 11023 153607 .
19015 22658 : 5 e
e 19015 140697 19015 1887 |
1—1&1032 o4 22658 24 324 |
99000 324 42021 118039 19039 1563 -;
1887 111586 |
100887 118039 |
324 1563
100563 _ 11023 j
11023 130625 !
111586 19039 '
111586 2
|
Esconio.—Al efectuar todas las operaciones en el orden que {
estdn indicadas en el primer cdiculo, podria suceder que algtin ]
resultado fuese negativo; pero esto no seria inconveniente para |
aplicarlo, recordando las reglas demostradas para operar con -
esta clase de nimeros (179), i
Asi sucederia, por ejemplo, en la combinacién !
34206—27805—9387-4517—8609—12420--20000, 1
34206
—27805 |
6401 '
—9387 |
—2086 |
4517 |
1531 i
—8609 |
—7078 '
—12420 l
T 19498 '
20000 -
~ 502

en la que atendiendo & la cualidad de los resultados, hemos
restado 6401 de 9387, la diferencia de 4517, la nueva diferencia
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de 8609, sumando la que resulta con 12420 y restando la suma
de 20000.

En la segunda de las disposiciones practicas anteriores, he-
mos dado al cileulo de las dos sumas parciales una disposicion
andloga # la primera del parrafo 174, para que fuese facil su
sustraceion.

En la tercera hemos calculado aparte 140697—220658,
19015424 y 1887—324, sumando la primera y ultima dife-
rencia con 11023, aue debe aumentar el resultado, y restando de
esta suma la de 19015 y 24, que debe disminuirlo.

187. Todos estos distintos casos, reglas y métodos, pueden,
sin embargo, reducirse 4 una sola Adiciéon por medio de los
COMPLEMENTOS, 0 diferencias de los niimeros & ofro fijo, cuya
importancia no sera necesario encarecer, una vez demostrado
lo que acabamos de afirmar.

Los complementos m:ds usados son los tomados 4 la unidad
de orden superior y &0, que es el mas conveniente y unico que
por esta razdn usaremos.

El complemento &4 0 de un niumero 6758, no serda mas que
el mismo numero considerado negativamente, puesto que
(1—6758=—675H8, al que conviene dar ofra forma para que su
aplicacién al edleulo ofrezea fodas las ventajas posibles.

‘ara ello, agreguémosle y restémosle la unidad de orden su-
perior, con lo cual no se alferara su valor, y tendremos

—6758=10000—6758—10000=3242—16000=13242
segun el convenio de la numeracion decimal eserita (27) ponien-
do el signo — en la parte superior de la unidad de quinfo orden,
para que no afecte 4 las demds cifras que representan un valor
aditivo.

Ahora basta fijarse en cémo se encuenira el niimero 3242
por las reglas de la sustraceion, para convencerse de que:

Para encontrar el complemento & cero de un niimero en-
tero, es suficiente restar su primer cifra significativa de la
dervecha de 10 y las demas de 9, colocando delante del resul-
tacdlo una unidad negativa de orden superior.

La sencillez de esta regla permite, cuando conviene, escri-
bir Jos complementos con la misma facilidad con que se copia-
rian los niimeros para cualquier operacion y convertir en si-
mandos cuantos tengan el cardcler de sustraendos.
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En efecto; si de 46214 hemos de restar 5296, tendremos:
46214—5296=46214--(—5296)=46214--14704

operacion que puede efectuarse por la regla de sumar, dispo-
niéndola también en igual forma, lo que si no presenta tal vez
venfaja cuando solo se trata de dos numeros, la ofrece muy gran-
de cuando se combinan varios por adicién y sustraccion, agre-
gando & los que han de swmarse los complementos de los que
se debian restar.

Hé aqui los cuatro ejemplos de los casos anteriores, resuel-
tos por este procedimiento:

34028 85214 140697 34206
24207 182391 177342 172195
5803 16144 180985 10613
173520 108 176 4517
37648 63657 1887 11391
1676 187580

11023 20000

111586 00502

CAPITULO 111
MULTIPLICACION

I.-—Generalidades.

188. Al verdadero concepto de la Multiplicacion se llega, su-
poniendo que en una Adicién son iguales todos los sumandos
como en 3-3--3-43, en cuyo caso el resultado estara for-
mado de cuatro veces 3, 6 de tres veces 4, ya que descompues-
to en todas sus unidades seria:

y (V[T |
} 14141 2ials
i 1141 (—
b ) 1+1-+1

1

| b4+-44-4 =43
por lo que su objeto es:
Dados dos niimeros, determinar un lercero que esté forma-




ey o e

do por adicidn con respecto & o r‘.'r;H'rrr.r,g}_q:'f de ellos, del
o modo (fue lo esta el olro Con. resy wecto & la wnidadd J'r_ua:<£'~
tiva: de cuya definicién se deduce inmediatamente que:

LY—El orden de los factores no altera el valor del produeto.

S

2.°—El producto de dos enleros serd igual ¢ MAayor que wino
de los factores, segun que el olro sea igual ¢ mayor fque la
wridad.

3.°—El producto aumentard ¢ disminuird. si awmentan &

disminuyen los factores.,
B.7<(8+3]7 3 B.7>(8—3)7.

\demids, si conibinamos un valor determinado con sus limi-
tes, tendremos (que:
VIR O i wlicto de 1wn nitmero por 0, sera U,
ya que siendo 0 todos los sumandos, la suma también lo sera
(169, 3.2,
Q.=

representando a un ndmero cualquier:,
9."—Il producto de por 0, serd 0,
evidentemente,

0.0=10.

6.l producto de un nidmero por so. seri so,
por una razon analoga (169, 5.°).

i =—="20)

siendo 2 un namero cualquiera.

i -—;':J'_luu'mfm'fr'l e o Por oo BePd >a.
evidentemente.

DO O,

Escorio.—Mas adelante sabremos cudl es el producto de
U por so. que no puede deducirse de la sola definicidn,

189. Veamos ahora qué signo corresponderd al producto,
segun los que afecten 4 los factores.

Tosmo 1. 8




Si uno de ellos es positivo, tendri igual signo que Ia unidad
: luego al producto corresponderd

con la cual ha de comparar
el mismo signo que tenga el otro factor, y si uno de ellos es
negativo, el producto tendrd signo contrario ai del otro, puesto
que contrario es el de aguél, comparado con el de la unidad
positiva, es deecir, que

(+3)(4-2) =0

(4-3)[—2)=—0

(—8)([+2)=—"06

(——3)[—2)=-}-6

0 lo que es lo mismo:
1.°—El producto e dos mimeros serd positivo 0 megalivo.
sequn que los faclores tengan igual 6 distinlo signo.

De aqui se deduce, que si bien al multiplicar por un mismo
niimero un factor mayor que otro, el valor numeérico del primer
producto serda mayor que el del segundo (189, 3.%), cuando aquel
niimero sea negativo, dichos productos tendran signo contrario
del que tendrian si fuera positivo, por lo que cambiara su rela-
cion de magnitud (178, 2.9): luego

2.°—Si los dos miembros de una desigualdad se mulliplican
por un mismo mimero, la desigualdad subsistira en igual d
contrario sentido, segin que dicho nimero sea positivo ¢ ne-
gativo.
Si 108,
103283 ¥  10(—3)=—10.3<8(—3)=—8.3

Conroranto,—Las desigualdades snrméricas de igual signo,
podran multiplicarse ordenadamente alendiendo al de los re-
sultados para deducir el sentido de la desigualdad, pero no
las literales. por ignorarse si algnn factor sera negativo, hasta
gque se hayan puesfo en lugar dé las letras log valores particu-
laves que deban tener y ejecutado todas las operaciones indi-
cadas.

[1.—Operaciones derivadas.
190. Para mulliplicar una combinacion cualquiera de nii-
meros aditivos y sustractivos por wn entero, 0 ésle por aquélla.
basta yultiplicar cada término y sumar los productos parcia-

J’f'_\' O i'rp_.‘ x,r'””ulx rere- l’!‘,\' ('[JJ'J'{",_‘\’}H'JJ}-f.‘f,r!_
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En efecto; si el entero es positivo, tendremos, por ejem-

plo (43},
(10—44-7)3=10—4+T-H10—4+-T-H10—44-7

=1 01 041 0—4—4—44-T-T-+7=10.3—4.34-7.3

y como el producto cambia de signo al cambiar uno de los fac-

tores (189, 1.7), se verificara también si el entero es negativo

(10—44-7)(—38) =— (10 —4+-7)3=—(10.3 —4.3-7.3)

=—10.3+4.3=7.3=10(—3)—4(—3)+7(—3).

Escorto. —Las expresiones 10.3—4.3-+7.3=(10—4-+7)3

vy —10.34-4.3—7.3=(10—4-7)(—3) demuestran ademis que

cualquier FACTOR cOMUN, O que entre en varios lérminos de

una expresion, puede eseribirse fuera de un paréntesis, ence-
rrando dentro los demas factores de cada uno & quienes
maultiplique, con el mismo 6 conlrario signo, segiin que dicho
factor sea positiveo o negalito.

1.°—Para multiplicar una combinacidn cualquiera de nil-
meros aditivos y sustractivos por otra euyos lérminos sean en-
leros, basta multiplicarla por cada wno de éslos y sumar los
productos pareiales.

En efecto; representando en general por a--b—e la pri-
mera combinacion, y suponiendo sea la segunda 5—3+-6,
como este factor estara formado con respecto 4 la unidad posi-
tiva de 5 veces 1, menos 3 veces -1, mds 6 veces 1, el
producfo deberd ser b veces a-+b—¢, menos 3 veces a—+-b—rc,
mas 6 veces a -+ b — ¢, es decir, que

(a—+b—e)(b—3+4-b)=(a+-b—e)5—(a-+b—c)3+{a+b—c]b.

Conorario.—La suma por la diferencia de dog nmibmeros en-

teros, es igual 4 la diferencia de sus cuadrados.

'li.'!-{-!’}}l{f—{."f—]—f}‘gf’::{f& abh— ki —hhe=a¥chs

~a o

|:T+:’:"::T_:):!'_-u’ 40 25—a%

(a-+Db)(a—b)

2.°—Para multiplicar un producto indicado por un nivmero
entero, o éste por aquél, basta mulliplicar uno de los factores,
conservando lo mismo los restanftes.

Puesto que no debiéndose alterar el valor del resulfado,
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aunque se cambie el orden de los factores (188),

3.4.5.6(27)=3.4.5(=£7)6=3.4(=-7)5.6

—=3[==7)4.5.6=(=7)3.4.5.6

1R, Para mulliplicar productos indicados, claro estd que
bastard formar wno solo con todos los factores que los compon-
gan; pero con objeto de no tener que escribir mas (que sus vi-
lores numéricos, precedidos del solo signo que corresponde al
producto cuando algunos sean negativos, conviene recordar
(189) que todos los factores positivos, lo mismo que cada dos
negativos, dardn un producto positive, y que éste, multiplicado
por uno negativo, produciri otro también negativo; por consi-
guiente:

1.°—1in producto de varios faclores serd posilivo d negalivo.
sequn. que el mbmero de los negativos sea pay 6 impar.

Respecto a4 las pofencias, no es posible multiplicarlas sin

determina: antes su valor, cuando nada tienen comiin; pero si
las bases 6 los exponentes fuesen iguales, tendriamos, repre-
sentando por a, b, ¢, niimeros cualesquiera positivos 0 newi-
livos,

at.ata’—aan.anan ganaa—a >t vt

a’hci=aaa.bbb.cee=abe.abe.abe=(abe)?,

lo cual demuestra que:
2.°—Para mulliplicar potencias de grado entero de wna 1nis-
ma base, basta elevar ésta & la suma de los exponentes.
3."—Para mulliplicar potencias de igual graclo, basta elevar
al mismo el producto de las bases.

[11.—Detalles practicos.

193.  Por mis que 4 la determinacion del producto de dos
enteros pudiera llegarse tomando & uno por sumando lantas ve-
ces como unidades tuviera el olro (43), sabido es que en la
practica se efectiia la operacion por medio de una regla gencral
(46, 2.%) sin mas que recordar la tabla referente 4 esta opera-
cién (46, 1.%), y que se omite en todos los casos el multiplicar
por las cifras 0, tanto si se hallan entre ofras significativas (14,
como si son las Uinicas que siguen & la unidad (44, 1.°) 6 4 otras

S Fo e g ‘!Q
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cualesquiera, todo lo eual da origen & las siguientes disposicio-
nes practicas, en las que debe tenerse cuidado, para no equivo-
earse, de coloear cada producto parcial debajo de la cifra por la
cual se multiplica.

938 4076 70860, 10000=708600000
246 300080900
5628 36684 (j‘.i 200
3752 32608 57000
1876 12228 4 ‘;4__1 i
230748 1223129748400 - 3460

SU44400000

pues en la ultima se tendria
689200=692.100 y 57000=57.1000,
de donde
69200.57000=692.100.57.1000=0692.57. 100000
=4064%.100000=3%44400000,
lo cual demuestra ue:

1."—Para multiplicar enteros que lerminen en ceros puede
preseindirse de ellos eseribiendo & la derecha del prochucto que
resulle, lodos los que tuviesen los faclores,
abreviacion que debe incluirse entre las mas conocidas.,

listas son, no obstante, muy pocas, en relacion a las varias
(ue permite realizar la indole de la operacidon, tanto en casos
particulares como en los generales.

Basta, por gjemplo, recordar las reglas que hemos dado
para multiplicar por una suma ¢ diferencia indicadas (190) y
por un producto (191, 2.%, v 192), 6 para encontrar el de poten-
cias de una misma base 6 de igual grado (192, 2.y 3.7) y fijar-
se algo en las siguientes igualdades que se deducen de las
nismas,

34.23=34(20-}-3)=6804-102=782;
34.28=34(30—2)=1020—68 =942
9.30=25.3.4.9=25.4.3.9=100.27=2700;

-
i,

64.8=82.8=8°=512:

para comprender que:
(2 B

—Siempre que los enleros lengan pocas cifras y uno de
éllos & ambos puedan descomponerse en sumandos positivos 6
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negativos, factores, 6 potencias indicadas, cuyos valores sea fa-
cil combinar menlalmente, se podrd efectuar de memoria la
operacion.

194. Prescindiendo de estos casos especiales y sin salir de
los particulares, son de verdadera importancia para la breve-
dad del cdleulo, aquellos en que los dos faclores son Mmenores
que 20, en que uno es b, 25 6 125, y en que todas las cifras de
wno de ellos son 1.6 9.

El primero, en que siempre es posible encontrar el produc-
to por medio de una sencillisima operacion mental, permite ex-
tender hasta 20.20 = 400 la tabla de multiplicar.

En efeclo; tratindose de multiplicar 18 por 16, tendriamos:

18.16—18(104-6)=18.10--18.6=18 10-4(104-8)6
—18.10--10.64-8.6,

y sacando 10, factor comun (190 Esec.)
18.16=(184-6)104-6.8

de cuya izgualdad se deduce que:

1.°—Para mulitplicar dos enleros menores que 20, basta
agregar & uno de ellos las unidades del otro y afadir & la suma
sequida de un 0, el producto de las cifras de las unidades,
por lo cual, en este caso bastaria decir mentalmente, aun cuan-
do lo primero no es verdad: 18 y 6, 240, y 48, 288.

Si uno de los factores fuera b, 25 6 125, muitiplicando el otro
por 10=5.2, 100=25.4, 6 1000=125.8, se 0]1tcmh"n el pro-
ducto buseado, multiplicado por 2, 4 u 8 (191, 2.°); luego bas-
taria dividirlo respectivamente pur ellos, lo que melL- hacerse
mentalmente (53, 1.%), para obtener el verdadero; por consi-

guiente:

2."—Para -;':mHEp!E:.u-}.r un enlero por 5, 25 6 125, puede di-
vidirse por 2, 4 1 8, el resultado de considerar uno, dos o lres
ceros & su derecha.

5.280370 ) 28037.5  25.2803700 ), . (28937.25
144585 {9 5 mejor -1“:131 723425 §° A0 723425
125.28937000 ) (28937.125

3617225 n” mejor) 3677125 *

Supongamos ahora que aplicamos la regla general 4 los nu-
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meros 28937 y 111, en cuyo caso tendremos:

28937
111

28937
28037
280937

3212007

y como lodos los productos parciales han de ser iguales i
28037, y habra tantos como cifras fenga el olro factor, basta
observar de qué manera aparecen dispuestos para poder efec-
tuar la suma de memoria, deduciendo que:

3.°—El producto de un enlero por otro cuyas cifras sean lo-
das 1, puede formarse escribiendo la cifra de las unidades, su-
mandola con la de la izquierda, volviéndola 4 sumar con las
dos de su izquierda y las decenas que antes hayan podido re-
sultar y asi sueesivamente, hasta sumar fantas cifras como
tenga el segundo factor; y continuar del mismo modo empezin-

do por las decenas, cenlenas, efe., hasta haber considerado solo
la de orden superior, no escribiendo para representar el pro-
ducto mas que las unidades de cada suma pareial,

La operacion entonces se dispondria asi:

28057111
3212007

quedando efectuada sin mas que este sencillo razonamiento:

7: 7y 3, 10, de cuya suma se escribe so6lo el 0;
| y 7,8, y3, 11 y49, 20, 6 mejor, 1 y 7, 8, 11, 20, escribiendo
el 0;:2y 3,5, 14, 22: 2% 8, 11,19, 20
2y 8,40, 12: 12, 8.

195. En cuanfo & la mulliplicacién, por ejemplo, por 499=
1000—1 equivaldreia (190) 4 multiplicarle por 1000, eseribien-
do 6 suponiendo escrifos tres ceros 4 su derecha y restarlo una
vez del resultado; por consiguiente:

1.°—Para multiplicar un entero por otro cuyas cifras sean
fodas Y, basla restarlo del que resulle escribiendo & su derecha
tanlos ceros, como cifras lenga el olro.
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La operacion suele disponerse asi;

999.28437000

) [ 28937.999
28937 | & mejor 28937

e

28908063

Fsta abreviacion es aplicable ain, modificindola ligera-
mente, al caso en que sean 9 fodas las cifras de un faclor,
menos la 1ltima; porque si éste fuera 996=1000—%, basta-

28908063

ria restar del otro factor seguido de tres ceros, su producto
por 4, para hallar el resultado, y como el segundo puede for-
marse de memoria al escribirlo,
2.°—Para mulliplicar un enfero por olro cuyas cifras, & ex-
cepeicn de la iltima, sean todas 9, se restan del que resulle,
escribiendo i sw derecha lantos ceros eomo cifras tenga el otro,
el producto del primero por las wnidades que fallen al sequndo
para componer la de orden superior.
Dicho produefo se hallaria, pues, de este modo:
996.28937000 28937996
115748 {6 mejor) 115748
28821252 ) { 28821252

196.  Ocupdndonos ya de los casos mdas generales

, obser-
varemos que lo esexciar de la regla mas comunmente seguida,
es que cada procucto parcial ocupe para la suma el lugar que
corresponde al orden que debe representar, pero no el comen-
zar por la derecha, por lo que para ciertas abreviaciones con-
viene acostumbrarse «# escribirlos en cualquier orden, 4 cuyo
lin presentamos & continuacion el producto del propio niimero
28937 por 72812, empezando por la derecha, por la izquierda,
Y por la cifra 8 del centro del segundo factor, & cuyo producto
parcial siguen los correspondientes & Ia cilra 2 de la izquierda,
2 de la derecha, 7, y 1.

28937 28037 28937
72812 T2812 72812
57874 202559 231496
28937 H7874 57874
231496 2314906 D874
57874 28937 202559
202559 27874 28937

2106960844 210696081 4 210696084 %

=
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No siendo tampoco indispensable la coloeacion de los facto-
res, uno debajo de otre, desde luego se observa que:

Cuando alguna cifra de uno de los factores sea 1, puede
tomarse al olro como primer producto pareial, mulliplicandolo
solo por las demas y haciendo que los restantes ocupen el lugar
que les eorresponda.

Asi, en la muiltiplicacion anterior, puede suprimirse la copia
del primer factor, disponiéndola como sigue:

28Y3T. 72812
hiBT4
231496
D7874

2106960844

Por lo demis, siempre es posible encontrar el producto por
un procedimiento completamente mental, sin que se tenga que
escribir ninguno de los productos parciales, procedimiento que
si exige alguna prictica y es expuesto a ficiles equivocaciones
cuando los niimeros son muy grandes, es, en cambio, rapidisi-
mo y no ofrece inconveniente ninguno para enteros de dos, fres
y aun cuaftro cilras, que son aguellos con los cuales se opera
con mas [recuencia,

Para que este método se comprenda bien, recordaremos
que la regla ordinaria es ya abreviada, como hemos dicho (193],
en razon 4 que eada sumando estd compuesto 4 su vez de los
varios produetos parciales de cada cifra del primer factor por
la que se esta considerando en el segundo, los cuales se adicio-
nan de memoria, por lo cual el producto del mismo 28937 por
1h6, por ejemplo, descompuesto en todos log productos de las
cifras que realmente lo constituven, eolocado cada uno en el
lugar correspondiente al orden de unidades que debe represen-
tar, seria el sicuiente:
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Ahora bien; no hay ninguna razon, mds que la costumbre,
i8 y 12, que componen el

para sumar de memoria 42, 18, 54
45, 40 y 10 enseguida, que

primer producto parcial; 35, 15, 45
forman el segundo; y, por ultimo, 28, 12, 36, 32y 8 después,
para obtener el tercero por el procedimiento ordinario, en lu-
gar de sumar también de memoria, & excepcion de 42, tunico

que representa unidades; 18 y 35 que son decenas; 54, 15 y

o A

28 que son cenlenas; 48, 45 y 12 que son millares; 12, 40 y 36
que son decenas de millar; 10y 32 que son centenas de millar,
y 8 que son inillones, en cuyo caso podria escribirse tan solo
la cifra que en cada suma representara unidades del orden co-
rrespondiente, agregando las decenas 4 la que sigue, segun se
hace en la adicion comiin, y formar desde luego el producto
total, que se coloca, como siempre, debajo de los factores, sin
necesidad de ninguno de los parciales,

Al principio olrece este método la dificullad de no saber
determinar bien cudles serdn los productos que representaran
iguales ordenes de unidades; pero sabiendo gue unidades por
unidades, son unidacdes: unidades por decenas y decenas por
unidades, decenas (193, 1."); unidades por centenas, decenas
por decenas y centenas por unidades, cenlenas, ete., queda
reducido 4 la siguiente regla:

Para enconlrar mentalmente el producto de dos enteros
se mulliplican las cifras de las unidades, eseribiendo sdlo las
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del producto y sumando las decenas con las del segundo fac-
tor por las unidades del primero, y las unidades de aquel por
las decenas de éste; se escriben sdlo las unidades de la swma
y se agregan las decenas & las centenas del segundo por las
unidades del primero, las decenas del uno por las del olro, y
las centenas de éste por las unidades de aquél; se continia asi
la operacion hasta haber multiplicado la primera de la tzquier-
da del segundo factor, que se va después combinando con la
segunda, tercera, ete., de la derecha del primero, y no se da
por terminada hasta llegar al producto unico de las dos de

orden superior. ;
La aplicacion de esta regla 4 los anteriores numeros, secria
la siguiente:
28957
156

13195272

b por 7, 42; 4, y 5 por 7, 35, 39 y 6 por 3, 18, 57; b, y 4 por 7,
28, 33 y 5 por 3, 15, 48, y 6 por 9, 54, 102; 10, y 4 por 3, 12
22, y 5 por 9, 45, 67 y 6 por 8, 48, 115; 11, y 4 por 9, 36, 47
5 por 8, 40, 87 y 6 por 2, 12, 99; 9, y 4 por 8, 32, 41, y 5 por
10, 51; b, ¥ 4 por 2, 8, 13.

En la prictica, sin embargo, no deben pronunciarse ni aun
con la imaginacion los productos de las cifras, sino recordarlos
4 la simple vista de ellas, pues es mucho menos facil equivo-
carse fijindose en los nimeros y diciendo unicamente: 6 por 7,
12: 4y 35, 39 y 18, 57; 5y 28, 33 y 15, 48 y 54, 102; 10 y 12,
92 v 45, 67 y 48, 115; 11 y 36, 47 y 40, 87 y 12, 99; 9 y 32, 41

y 10, 51; 5y 8, 13.

¥
2

Aunque para enteros de muchas cifras se hace este método
casi impractible, es 1til conocerlo de todos modos y acostum-
hrarse & él, porque su aplicacion es sencilia, siempre (ue uno
rag, como sucederia en

de los factores tiene sdlo dos ¢
28937
54

1562598

razén por la que en todo caso, y no siendo posible otra abre-
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viacion, puede reducirse mucho el ntimero de productos par- |
ciales de las multiplicaciones largas, operando con dos 6 tros ’
cifras en lugar de una.

Asi el producto de 28937 por 64192, se podria obtener sin
escribir mids que dos 6 tres productos parcinles, efectuando

mentalmente las multiplicaciones por 192 y 64, 6 por 92. 41 N % .
b, como estd indicado & continuacién: 1
28937 28037
(4192 64192
5555004 2662204 ,
1851 J{nH 1186417 '
= 173622
I?n.a. .'E{ll_ii <f:
|HrJf.J_.!(|H|
198,  La facilidad con que se divide un entero por otro de 1
una sola cifra (53, 1.%), proporciona también un medio para re-
ducir el mimero de productos parciales, cuando los factores
tienen muchas cifras, que consiste en '
Dividir las cifras del faclor que se escribe debajo en grupos |
que representen mmeros multiplos (48) unos de olros, empe-

zando la operacion por la cifra conveniente para que los de-

mas productos parciales, correspondientes 4 los diversos gru-

pos, puedan determinarse mulliplicando 6 dividiendo por wna

cifra los ya encontrados. d
En el ejemplo general (196) podria aplicarse este METODO DE

LOS MULTIPLOS ¥ DIVISORES y ecalcular el producto de 28937 por .

72812, separando en el segundo factor los grupos 72, 8 y 12, '

en los cuales se verifica 72—=8.9 )‘ 12==72:0, por lo gue una !

vez encontrado el de 28937 por 8, puede multiplicarse por 9

para tener el que corresponde & 72, y encontrado ya éste, bas- 1

tard dividirlo por 6, para escribir el correspondiente & 12, con

lo cual la operacion quedaria reducida 4

28937
72812

31496 8

2 Ul)‘}b{}‘d i
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| y sino hubiera en los factores ninguna eifra conveniente para
empezar la multiplicacion, podria combinarse este procedimien-
to con el de la mental por dos 6 fres cifras.

Esto es lo que sucederia al encontrar el producto del mis-
mo 28937 por 64192, calculado ya de ofras dos maneras dis-
tintas en el pirralo anterior, y que también podria serlo multi-
plicando mentalmente el primer factor por 64 vy el resultado
por 3, en razon & que 192=64.3, como hacemos & continua-
ciom:

' 28937
- 64192

1851968

' 1857523904

Tronens.—El produucto de dos enteros constard de tanias vi-
[ras como tengan ambos factores, 6 de una menos,
En efecto; si los factores son, por ejemplo, 1237 v 569, se
tendria (188, 3.%):

. 569=>100 ) 4
= Fae W P % : bl
Y por lo tanto 53+ 560 -4937.1000—4237000

237.5697=4237 100 =423700
<1000 § - 23
yeomo el primer producto liene 6=4--3—1 cifras, es decir.
una menos que ambos factores, y el segundo 7=4--3, cual-
(quier entero mayor que 423700 y menor que 4237000, tendra

también 6 6 7 cilras.
CAPITULO 1V
4 DIVISION

. —Generalidades.

1949, Las conseeuencias que se deducen inmediatamente del
objeto general de la Division, son:
- 1.%—El dividendo ha de ser siempre igual al producto. del
tlivisor por el eociente exacto,

segtm la misma delinicion (51).

o R B = también de==g-3
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2.8 _Fl dividendo ha de ser sitempre igual al producto del
divisor por el cociente enlero, mis el resto,
en virtud de la definicién de éste (51).

Si 12:3=4, también  12=4.3--0,
v 8l 14:3 ’i fl;:f}.. también  14=4.3--2.

3.°—El cociente exacto serd igual J menor que el dividendo,
sequin que el divisor sea igual o mayor que 1,
puesto que el dividendo ha de estar formado, con respecto al
cociente, del mismo modo que el divisor lo esté con respecto
a1l (188).

15:46=—1, 1531,

5.%~ Si el divisor awmenta ¢ disminuye. el cocienle exacto
disminuird ¢ awmentard, en razén 4 que aumentando ¢ dismi-
nuyendo un factor, el producto aumentaria ¢ disminuiria {'m-m-
gamente si al otro factor no le sucediera lo confrario (188, 3.%

S 98147, fa;lj-'.iz';gf
G.2—Si el dividendo aumenta 0 disminuye, al cociente exac-
Io le sucederd lo misimo; porque para aumentar 6 disminuir el
producto, permaneciendo igual el divisor, tiene (ue aumentar 6
disminuir el ofro factor que lo compone.

~
S 2By (28Rl

Respecto 4 los resultados de combinar los niimeros con sus
limifes, se deducen fadcilmente de los andlogos de la Mulfipliea-
¢ion, de las consecuencias que acabamos de exponer y del ca-
racter inverso de la Division.

En efecto; recordando unos y otras, veremos gue:

1."—Los cocientes de dividir 0 por 0, d >0 por 2o, podyan
suponerse iguales & cualquier nimero, 4 0 6 & o,
porque de a.0=0 (188, 4.%), 0.0=0 (188, 5.") y 0.20=0 (188,
Esc. ) resulta

0:0=a, 0:0=0 ¥ 0:0==x,

Y O

S, WEC—



-

— 127 —
siendoa un valor cualquiera; yde a.20=20 (188, 6.%] é 20.00=>0,

Ok, t" =D,

En cuanto 4 la posibilidad de escribir co:o=0, que también
autoriza el enunciado, se desprende de la siguiente considera-
cion:

A medida que el divisor va disminuyendo, el coclente au-
menta segtin la 5." consecuencia; pero por muy grande que lo
supongamos, jamas multiplicado por un divisor (0 producira un
dividendo a de valor limitado (188, 4.°); luego no podra ser
mas que indefinidamente grande, es decir, ~o, y si repre-
gsentando a un valor cualquiera, a:0—>o, con mayor razon
sa:(l==9, puesto que ¢l cociente aumenta al aumentar el divi-
dendo, vy como de esta igualdad se deduce, en virtud de la
consecuencia 1., [).oo—o0, también deberad ser so:se—10, se-
gun la definicion de dividir.

Conoranio.—El producto de 0 por oo, podrd suponerse tam-
hién (188, Ese,) igual & oo y 4 cualquier mimero.

Dioo—0 v l.oo=27

2.°—FEl cocienle de dividir por 0, eualquier nimero o =,
seird oo, secun acabamos de demostrar.
3.°—El eociente de dividir 0 por cualquitier niimero 0 por 2o,
sera 0,
porque de a.0=0 (188, 4.°) resulta 0:a=0, y de una considera-
cion andloga & la anteriormente hecha, Ia segunda parte del
enunciado.
En efecto; 4 medida que aumente el divisor debe disminuir
' consecuencia; pero por muy pequeno
que lo supongamos, jamas multiplicado por un divisor o, pro-

el cociente, segin la 5.

ducird un dividendo a de valor limitado (188, 6.%); luego no po-
dr# ser mas que indefinidamente pequeno, es deeir, 0, y si re-
presentando a un valor cualquiera, a:>o=0, con mayor razon
0:20=0, puesto que el cociente disminuye al disminuir el divi-
dendo.

Conorario.—El prodieto deé O por > también se podra stpo-
ner igual a 0.

0. 50=0,
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£."—El cociente de dividiy por o un mtmero enalquiera,
.\'r‘-J'f'i. 0.
segin se acaba de demostrar.

2."—EI cociente de dividir 2o por cualquier niimero, serd o,
ya (que g.20—>0 (188, 6.").

200. Investiguemos ahora el signo que al cociente debera
corresponder, lo que también es consecuencia inmediata de lo
dicho en la Muitiplicacion (189), en virtud de Io cual,

0 en ofros terminos:

1."—El cociente de dos niimeros serd !}HHJ'H'L‘H 0 hegativo,
segun que dividendo y divisor fengan signos iguales & con-
lrarios.

De aqui se deduce, que si bien al dividir por un mismo ni-
mero un dividendo mayor que ofro, el valor numérico del pri-
mer cociente serd mayor que el del segundo (199, 6.%), cuando
aquel niimero sea negativo, dichos cocientes tendrin signo con-
trario del que tendrian si fuera positivo, por lo que cambiara su
relacion de magnitud (178, 2.9); luego:

2."—Si los dos miembros de una desigualdad se dividen por
i isino numero, la desigualdad subsistiva en igual ¢ con-
trario senticlo, seqiin que dicho nmitmero sea posilivo d negativo.

15, 20:5=15:5 y 20:(—5)=—4<15:(—b)=—31.

St 20>

Conovranio. —Considerando solo el valor numérico de ambos
miembros, es evidenle que el cociente que tenga mayor divi-
dendo, menor divigor, 6 ambas cosas, serd mayor; por consi-
auiente:

Las desigualdades numéricas de sentido conlrario podran
thividirse ordenadamente, alendiendo & los valores y signos de
los resultados, parva deducir el sentido de la desigualdad resul-
lante, pero no las literales, por ignorarse si algin cociente sera
negative, hasta que se hayan puesto en lugar de las letras los
valores particulares que deban tener y ejecutado fodas las ope-

raciones indicadas.
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11.—Operaciones derivadas.

201. 1.°—Para dividir una combinacidn cualgquiera de ni-
meros aditivos y sustractivos por un entero, basta dividir exac-
tamenle caca lérmino y sumar los cocientes parciales con los
signos que les correspondan.

En efecto; sea el entero positivo 6 negativo, siempre ten-
dremos

(10—4+7):(==3)=10:(==3)—

+3)4-7: (3=3) =c—Hc'c”

llamando ¢, ¢’ y ¢" & los cocientes, puesto que esta ultima ex-
presion, multiplicada por el divisor =£3, nos daria (190)

(e’ ~-c") (=3 ) =e(==3 )+ (Z28) 4" (=3 ) =104-(—T7)+7
.-."lH—. i—+-T7;
porque siendo ¢, ¢’ y ¢”' los cocientes exactos de dividir 10,
7 7, por 3, multiplicados por el divisor ==3, produciran 101'10-
samente los respectivos dividendos 10, —4 y 7; luego la citada
expresion sera el cociente buscado, ya que multiplicada por el
divisor =£3, produce el dividendo primitivo.
Escorio.—La divisién por sumas y diferencias indicadas no

puede, en general, realizarse sin efectuarlas antes.

2.°—Para dividir un producto indicado por un nitmero en-
fero, basta dividir exactamente uno de los faclores, conservan-
do lo mismo los restantes,
puesto que el nuevo producto asi obtenido, multiplicado por el
divisor, producird el dividendo, porque para multiplicar por un
entero dicho producto :mlu..fulo, bastaria multiplicar el cociente
parcial (191, 2.°) hallado, que volveria & producir el primitivo
factor elegido por dividendo.

(45:5)20.15=9.20.15
45(20: ->]].1:’i.’1.i 15—7
.r.ZUI\] 1:0)=45.20. 3—2700

Coronario.—De estas dos reglas y de sus andlogas de la
Multiplicacion, se deduce que:
1.°—8i el dividendo se multiplica 6 divide exactamenle por
un entero, el cociente exaclo quedard mulliplicado ¢ dividido
por el mismo numero.
Towo 1. 9
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Si el divisor se mulliplica ¢ divide exaclamente por un
entero, el cociente exaclo quedara dividido ¢ multiplicado por
el mismo nimero.

3.—8i dividendo y divisor se mulliplican ¢ dividen exacla-
mente por un enfero, el cociente no variard, pero el resto que-
darad multiplicado ¢ dividido por el mismo nitmero.

En efecto; supongamos que hemos efectuado la division si

guiente:

9 0

D] d

bl o

6 en otros términos, sea D el dividendo, d el divisor, ¢ el co-
cienle y 7 el resto, que serd 6 no 0, segin que la divisién sea
exacta 6 inexacta (51).

Debiéndose verificar (199, 2.*) D=de-r, si multiplicamos 6
dividimos exactamente el dividendo I) por cualquier entero 4,
por ejemplo, en el ecaso de ser r=0, su igual dc debera también
quedar multiplicado 6 dividido, es decir, que segiin la ultima
regla,

D .Ad=de.d=d(e.4)
D:i=de:i=d(c:4),

lo que demuestra el corolario 1.°, ya que si los nuevos dividen-
dos D.4 y D:4 los dividimos por el mismo divisor d, obtendre-
mos respectivamente los cocientes .4 y e:4.

Como también se tendria, en el mismo supuesto de ser r=10,

D=(d.4)(e:4)
D=|d:4)(ec.4),

porque multiplicando y dividiendo por 4 el producto de, es evi-

dente que no variard, si el dividendo D lo dividiéramos por d.4

6 d:4, el cociente seria c:4, 6 ¢.4, conforme al enunciado del 2."
Por ultimo, en cualquier caso,

D.A=(dc—+-r)h=|d.4)e+r.4
Did=(de—+r):A=(d:4)e41:4;
luego si dividiéramos D.4, 6 D:4, por d.4 6 d:4, respectiva-
mente, el cociente ¢ no variarvia, pero los restos serian 1.4, O
4, lo que demuestra el 3.°
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202, Supongamos ahora que un producto indicado de facto-
res enteros 2.3.4.5, por ejemplo, haya de servir de divisor y
que el dividendo fuese otro entero, tal como 2400.

Representando por ¢ el cociente exacto de dividir 2400 por
2.3.4.5, se verificaria (199, 1.%) 2400=2.3.4.5.c, de donde di-
vidiendo por 2 ambos miembros de esta igualdad (168, 1.°), los
de la que resulte por 3, por 4 los de la ultima, y asi sucesiva-
mente, tendremos:

1200=3.4.5.¢; 400=4.5.e; 100=5.c; 20=c;

ya que para dividir los segundos miembros, bastard suprimir el
factor correspondiente (201, 2.°, y 199, 4.%).

La ultima igualdad nos ensefia que el valor del cociente ge
obtendra verificando las operaciones que hemos indicado, y que
por lo tanto,

1."—Para dividir un mimero entero por un produeto de fac-
tores también enleros, se dividen sucesiva y exactamente el ni-
mero y los cocienles que se oblengan, por cada uno de los fac-
lores del producto.

Finalmente; si se trata de dividir dos potencias indicadas de
una misma base 6 del mismo grado, pues en otro caso no es fi-
cil efectuar la operacion sin encontrar antes sus valores, fen-
dremos, por ejemplo, 75:7°=7"—"=72 6 (°:3°=(6:3)>=2° en ra-
zon 4 que estos numeros multiplicados por el divisor 7° 6 3°
producirdn forzosamente los dividendos, bastando como basta
(192, 2.°) para multiplicar 7* por 7° elevar 7 4 la potencia
2-4-3=>5; para multiplicar 2* por 3* hallar el producto de las
bases (192, 2.° y 3.°): y habiéndose obtenido el 2, por diferencia
enfre 5 y 3, que sumada con ¢l sustraendo, siempre dara el mi-
nuendo (175, 1.%), 6 por cociente de dividir 6 por 3, que multi-
plicado por el divisor producird el dividendo.

Asi, pues,

2.°—Para dividir dos polencias de gracdo entero de una mis-
ma base, basta elevar ésta & la diferencia enire el exponenle
del dividendo vy el del divisor.

3."—Para dividir dos poteneias de igual grado enfero, basla
elevar a igual grado el cociente de las bases de dividendo y di-
visor.
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111 —Detalles practicos.

203. El cociente de una division pudiera encontrarse res-
tando el divisor del dividendo cuantas veces fuera posible; pero
la regla general que en la priclica suele seguirse, abrevia la .
operacion (52, 3.°) cuanto es posible, no solo ensefiando iun pro-
ceclimiento répido para ejecutarla, sino también dando origen
4 ofros mds breves aun para los casos particulares en que el di- |
visor tenga una sola cifra d sea la unidad sequida de ceros (53), i
(que son los incluidos & continuacidn, '

En la division primera que corresponde al caso general, de-
tallamos dos procedimientos para que se vea cuanto abrevia
también el restar de memoria los productos del divisor por las
cifras del cociente 4 medida que se van hallando, en lugar de .
eseribirlos debajo de los respectivos minuendos. -

BG417 | 325 86417 | 325 32‘?015 5
2141 19
1950 292
1917
1625

20

iy

2 1000 if
Resto.,. 376 | 24... Cociente.

Aunque las empleadas en los anteriores ejemplos sean las
abreviaciones mis conocidas, se comprende que los resultados
obtenidos al estudiar las operaciones derivadas originardn va-
rias otras y hasta permitirdn encontrar el cociente de memoria
en los mismos casos indicados en la Multiplicacidn (193, 2.°)
como por ejemplo:

120:24=(96+4-24):24=96:244-24:24—4}-1==5
192:24—(240—48):24=240:24—48:2/
540:12—(9.60):12=9(60:12)—=9.5=—=45;
512:64=8%8°=8, 6 bien, 512:64=8%4"=(8:4)7—2"

para cuyas operaciones mentales seria suficiente recordar las
reglas dadas para dividir por un entero una combinacion aditiva
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4 sustractiva (201, 1.°) 6 un producto (201, 2.°) y dos potencias
indicadas (202, 2.° y 3.°).

204. También la regla para dividir por un producto indica-
do (202, 1.°) y las propiedades particulares de los numeros
5=10:2, 25=100:4 y 125=1000:8, pueden facilitar la practica
de la division.

Supongamos, en efecto, que 13818, se deba dividir por
42—6.7, 6 por 5, 25, 6 125.

En el primer caso, bastara dividir exactamente por 6 el di-
videndo y por 7 el cociente que resulte; en los restanfes, divi-
diendo dicho niimero por 10, 100 6 1000, multiplicamos el divi-
sor por 2, 4 1 8, luego el cociente exacto quedara dividido por
los mismos, y como este cociente exacto siempre podemos ha-
llarlo de memoria (80), sera suficiente multiplicar los que se
obtengan por 2, 4 u 8, para determinar los verdaderos, por
lo cual,

1.°—Payra dividir un enlero por otro, cuando el divisor sea,
6 pueda dercomponerse facilmente en un producto de factores
enteros, que dividan exactamente al primero y cocientes sucesi-
vos, bastard efectuar las divisiones por cada uno de dichos fac-
tores.

2.°—Para dividir un mbmero por b, 25 6 125, se mulliplica
por 2, 4 1 8 el cociente de dividirlo por 10, 100 6 1000.

138186 13818|5 13818]25 13818]125
2303|7 27636 55272 110:544
Cociente.... 329

suponiendo en los tres tltimos ejemplos que las cifras 8, 18 y
818, tenian delante la coma con que en los fraccionarios deci-
males se marca el lugar de las unidades (74), que es lo que re-
sultaria de dividir exactamente el dividendo por 10, 100 6
1000 (80).

205.+ La misma propiedad en que nos hemos fundado para
dividir abreviadamente por 5, 25 y 125 (201, Cor. 2.%) permitira
suprimir cualquier factor que tuviese el divisor, asi como en vir-
tud de su andloga (201, Cor. 3.°), se podrian suprimir los del
dividendo: pero pudiendo en el primer caso contener el primi-
tivo resto al nuevo divisor una 6 mas veces y quedando en el
segundo dividido por los mismos factores dicho resto, que es
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uno de los sumandos que componen el dividendo (199, 2.%),
cuando la divisién fuera inexacta, las determinaciones de los
verdaderos valores del cociente entero y resto, junto con las di-
visiones parciales que se habrian hecho para suprimir log facto-
res, complicarian la divisién en vez de abreviarla, por lo que
esas propiedades no tienen verdadera aplicacion préctica mas
que a los casos en que el dividendo y el divisor, 6 éste solo,
terminen en ceros.

Terminando en ceros dividendo y divisor, basta, en efecto,
recordar la propiedad del cociente y resto cuando ambos se
dividen por un factor comun (201, Cor. 3.°), para deducir que:

1.°—8i dividendo y divisor lerminan en ceros, pueden su-
primirse de ambos igual niumero de ellos, escribiéndolos des-
pués & la derecha del resto que se oblenga.

Si s6lo el divisor terminara en ceros, podrian también su-
primirse, prescindiendo de igual ntiimero de cifras en la de-
recha del dividendo; porque el producto del divisor por el
cociente terminaria en otros tantos (193}, por lo cual las cifras
separadas en el dividendo provendrian evidentemente de la
agregacion del resto 4 ese producto, luego

2.—Cuando el divisor lermine en ceros, pueden suprimir-
: se, prescindiendo de igual mimero de cifras & la derecha del
dividendo, las cuales se eseribirdn 4 conlinuacidn del resto,

En los ejemplos siguientes puede verse la aplicacion de es-
tas reglas:

| 5329000 | 16000 7513818 | 16000
52 | 333 111 469
, 49 153
1000 9818

Escovto.—Por més que, en general, como hemos dicho, no

convenga suprimir otra clase de factores en los datos de la di-

vision, podria haber casos excepcionales en que supiéramos de

' antemano que la division habia de ser exacta, en los cuales
! bastaria para obtener el verdadero cociente, multiplicar el que
| se obtuviese por los factores suprimidos en el dividendo 6 di-
vidirlo por los suprimidos en el divisor (201, Cor.), y aun podré
convenir la supresion de los comunes 4 ambos en lag divisiones
exactas 6 inexactas, con lo que el cociente, sea el que sea, no
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se alterard, por cuya razon presentamos los siguientes ejem-
plos, para que se vea la disposicién practica que podria adop-
tarse y la necesaria modificacién del resto, en el dltimo.

13440 | 672
Cociente por 10... 1344 "2 Cociente inexacto.
000 | 20 TIdem verdadero.
13440 | 672
384 | 96 Cociente por 7.
000 | 140 |7
Cociente verdadero............. 20
13440 | 672
Cocientes por 4... 3360 168
000 | 20
13818 | 672
6909 | 336 Cocientes por 2.
2303 | 112 Idem por 3.
320 | 16 Id. por 7.

Resto inexacto....... 9 | 20 Id.  verdadero.
DR 7= 42

378 Resto verdadero.

206. Las divisiones que mds conviene abreviar por la pesa-
dez de la operacion y por la facilidad de equivocarse al com-
probar las cifras del cociente, son aquellas en que éste ha de
constar de muchas cifras, teniendo varias el divisor.

Entonces puede evitarse la comprobacion formando previa-
mente una pequefia tabla de los productos del divisor por los
nueve primeros enleros, en la que puede verse desde luego
cudl sera la verdadera cilra del cociente y el producto de la
misma por el divisor, que ha de restarse del dividendo parcial,
producto que, si tiene muchas cifras, conviene copiar debajo de
ese dividendo, en vez de hacer la resta de memoria para evitar
eguivocaciones.

También debe tenerse formada dicha tabla siempre que un
divisor se tenga que emplear con [recuencia, aun cuando los
cocientes no hayan de tener muchas cifras.
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Hé aqui la aplicacién de este método en amhbos casos:

208 56347091837245183609647 | 298

BORI D opEs _
gj? ; ‘3?57 | 189084200796124777213
1192| 4 2500
14905 1251 : ~
1788 6 598 |
2086/ 7 9372
23848 2864
2682| 9 1825
371
738
1423
2316
2300
2149
636
104 .-
1067
173
92872054361 | 3709
L | 25039647 &
18692
Ibl ,l_ 3709
705 7418(2
11127 111273 !
35784 14836/ 4
33381 18545/ 5
S 22254 6
e 2596317
s 29672| 8
17796

14836
29601
25963

3638

32!3-‘%]".!

R07. Ll cociente entero inexaclo esti sitempre aproximado
por defecto (164) al verdadero, en menos de una unid: 1d, ]
en razon 4 que si le aumentamos 1, dard un producto por el S
divisor, mayor en valor numérico que el dividéndo, resultando,
por lo tanto, aproximado por exceso en menos de una unidad
también; y como el resto es lo que quedaria después de restar
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el divisor del dividendo cuantas veces fuese posible, es evi-
dente que:

La aproximacion del cociente enlero en las divisiones in-
exactas, serd menor, igual 6 mayor que media unidad, segin
que el resto sea menor, igual 6 mayor que la mitad del di-
visor, ;
por lo que es conveniente, en el ultimo caso, awmeniarle una
unidad, siempre que no sea preciso obtenerlo por defecto, en
razén 4 que de ese modo se obtendra el aproximado al verda-
dero por exceso en menos de media unidad,

El niimero entero que mas se aproximaria al pedido en la
Gltima division, serfa, por consiguiente, 25039648, y el resto
correspondiente & este cociente seria negativo é igual & la dife-
rencia entre el divisor y el anteriormente hallado, es decir,
—71, puesto que estas serdn las unidades que al dividendo fal-
tan para contener al divisor una vez mas.

4
CAPITULO V
PROPIEDADES MAS IMPORTANTES

[.—Divisibilidad.

208. Acabamos de ver que la mayoria de los cocientes son
aproximados, aunque es sabido (150) que completindolos con
una fraccién, pueden representarse con exactitud, por lo que en
adelante tendremos que operar frecuentemente con niimeros
fraccionarios, lo cual nos obliga 4 estudiar las operaciones en
que intervengan y, como consecuencia, interrumpir el de las
referentes 4 los enteros, para exponer algunas de sus propieda-
des, que han de servir de base al Célculo de aquéllos.

Lios ntimeros enteros, como hemos visto, pueden ser unos
MULTIPLOS de otros (48) 6 divisibles por otros, que, por lo tanto,
seran faclores, divisores, sub-mulliplos 6 rarTEs aLicvoTas de
aquéllos, y para indicar un multiplo cualquiera de un nimero
se coloca encima de éste el signo —; asi 5, se leeria: muiltiplo
de 5.

El estudio de la Divisisiuipap de los nimeros tiene por ob-
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jeto encontrar reglas sencillas para conocer si un numero serd
divisible por otre.

209. Atendiendo 4 que los resultados de combinar por Adi-
cion y Sustraccion los numeros enferos siempre serdan enteros,
y recordando la regla demostrada para dividic por cualquier
entero una combinacion de dicha clase (201, 1.°), deducire-
mos que:

1.% Todo entero que divida exactamente a olros varios, di-
vidird también 4 lodas sus swimas y diferencias.

Cororarto. 1.°—Si un nimero divide 4 otro, dividira &
todos sus mulliplos, porque si 4 divide 4 cualquier ntimero a,
como dicho multiplo seria el producto de a por un entero 48]
5, por ejemplo, se tendria:

a=—a.b=—a-+-a-l-at-a-+a

y como divide 4 a por supuesto, dividira & todos los sumandos

de (ue se compone a.5=a, y por consiguiente, A éste.
2.°—Si un nimero divide exactamente 4 fodos los sumandos
en que ofro pueda descomponerse menos & uno solo, no podrd
dividir 4 este otro.
Sea 2 el numero que divide exactamente 4 12, 16 y 20,
pero no divide & 9; como evidentemente seria

(12--164+-20-+9) —(12--16-+-20)=9,

si 2 dividiera al nimero 12-4-16-4-20--9=55, como también di-
vide 4 12-+16-4-20=48 por dividir exactamente # los tres suman-
dos, tendria que dividir igualmente 4 la diferencia 9, 4 la que
estamos suponiendo no divide,

Apliquemos ahora estos principios fundamentales & inves-
tigar los caractéres de divisibilidad por los 12 primeros enteros.
tnicos cuyos productos por los de una cifra suelen saberse de
memoria, y 4 25 y 125, por los cuales es también muy facil di-
vidir mentalmente (204, 2.°).

Cualquier nimero entero 456789, por ejemplo, podra siem-
pre descomponerse en dos sumandos andlogos a

15678049, 456700489 y 4560004789,

ry
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y como los primeros siempre serdan miiltiplos de 10, 100 y 1000
respectivamente (53, 2.°), los cuales & su vez lo son de 2 y 5,
4y 25, 8 y 125, resulta de las proposiciones anteriores que:

2.°—Un numero serd divisible por 2 6 5, sdlo en el caso de
que lo sea la cifra de sus unidades.

3.°—Un nimero serd divigible por 4 6 25, sdlo en el caso de
que lo sea el representado por las dos cifras de su derecha.

4.°—Un numero serd divisible por 8 6 125, sdlo en el caso de
fque lo sea el representaco por las tres cifras de su derecha.

Escorio.—Para aplicar con facilidad las reglas anteriores,

conviene recordar que como 4=2.2 y 8=2.2.2 para que un
nimero sea divisible por 4 0 8, lo ha de ser dos 6 lres veces
por 2 (202}; que no hay mas cifras divisibles por b, que 0 y 5;
que entre los nimeros de dos cifras s6lo 00, 25, 50 y 75 son
multiplos de 25, y que entre los de tres, lo son tnicamente de
125, ademds de €l mismo y de 000: 250, 375, 500, 625, 750
y 875.

210. Segun sabemos por la numeracion:

10000.....=9999. .., .41

6 lo que es lo mismo, puesto que un numero formado por ci-
fras 9, siempre sera exactamente divisible por éste (53, 1.7

10000.....=9-+1,
y multiplicando ambos miembros por cualquier otra cifra, 5, por
ejemplo (190),
50000.....=9.54+-5=9+4-5
por lo que descomponiendo un nimero tal como 54678 en sus
diversos ordenes de unidades, se tendria
50000=9+5

4000=9-+4%

600=9-b6
70=9-+7
8= 8

y sumando ordenadamente (169, 9.7
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54678 =9~+(54+4+6-+T7+8),
ya que, segin el feorema fundamental (209, 1.°], la suma

994949 seria también 9.

Observemos, ademds, que todo 9 lo ha de ser igualmente
de 3 (209, Cor. 1.°), y que, por consiguiente, se verificard tam-
bién que:

54678=3-(54-4-+6-4T7-+8);

es decir, que todo nimero se podrid descomponer siempre en
un muiltiplo de 3 6 9, mas la suma de sus cifras, y que, por
tanto,

1.°—Uln entero cualgquiera serd divisible por 3 ¢ por 9, sélo
en el caso de que lo sea la suma de los valores de sus cifras.

EI mismo niamero, descompuesto en sus diversos érdenes,
nos daria
54678=>50000-+4000-600+70+48=5.10000+6.100+7.10+8,
y como dividiendo por 11 la unidad seguida de ceros encontra-
riamos:

10000...... [ 11
100 | 909
1

por lo que : LSl
100=9.11+1=11-+1

1000=90.11+4+10=11+10

10000=909.11+1—11-41

6.100="6(11-+1)=6.114-6=11-6

£.1000=411+10)=4.11+4.10=11-+4(11—1}

=114 11 —4=11—4
5.10000=5(11+1)=5.114+-5=11+45

-
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asi como 7.10=7(11 —1)=7.11—7=1 {—7, resultara sustituyen-
do en la primera igualdad,

54678=11-45-+11—4—+11-4+6-+11—7+8
O cambiando el orden de los diversos sumandos, lo que eviden-
temente no alterara el conjunto de unidades de que el resultado
final se componga,

54678 =11--11-11-4+11+8+46-+5—7—4

=11-4(84-64+5)—(744).

Ahora bien; 8, 6 y 5 son las cifras de lugar impar del niime-
ro, empezando & contar por la derecha, y 5 y 6, las de lugar
par, luego

2.°—IIn mimero enltero cualquiera serd divisible por 11, solo
en el easo de que lo sea la diferencia entre las sumas de los va-
lares absolutos de las cifras de lugar impar y de lugar par,

211.  Si & laizquierda de una cifra cualquiera se escribe su
producto por 2, el nitmero que resulte serd multiplo de 7.

En efecto; sea ¢ una cifra cualquiera, y escribamos & su iz-
quierda 2c.

El niimero N asi formado tendra 2¢ por decenas y ¢ por
unidades; luego,

T.3.e=Y.

N=—2¢.1 0—'—1’_‘:2“.:“-4—{‘:2 |

Demostrado este teorema, supongamos que de un niumero
dado restamos el representado por el duplo de sus unidades y
estas unidades; de la diferencia, el representado por el duplo de
su primer cifra significativa seguido de esta misma cifra y un
cero, y asi sucesivamente, tal como estd indicado 4 continua-
ciém, para el numero 4376:

1376
126
4250

—1050

3200
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Cada minuendo serd igual 4 la suma del sustraendo y la di-
ferencia; luego en virtud de las operaciones efectuadas, ten-
dremos:

4376=1206-4250=126+1050+3200=126-+-105.10--32.100,

y como 126 y 105 estan formados del modo dicho en el teore-
ma, seran miltiplos de 7, por consiguiente:

4376=T7-+7-32.100=7--32.100=7--3200.

Resulta, pues, el niimero descompuesto en dos sumandos, de
los cuales uno es multiplo de 7; luego el que dicho nimero lo
sea, dependera del otro sumando (209, Cor. 2.°) 3200; pero éste
no podrd ser divisible por 7, si 32 no lo es, porque el cociente
de la division, si fuese exacta, deberia terminar en dos ceros,
ya que no hay ninguna cifra significativa, cuyo producto por 7
termine en cero, y para esto habria sido necesario que la divi-
sion anterior de 32 por 7 hubiese sido exacta también,

Observemos ahora que, para encontrar el resultado, basta
restar de las decenas del niimero y de las diferencias sucesivas
el duplo de las unidades, pues para nada se necesitan los ceros,
lo cual permite en la mayor parte de los casos hacer de memo-
ria las operaciones, que se reducen 4 lo siguiente:

4376
=12
425
—10

32

De donde se deduce que:
Para conocer si un numero es divisible por 7, basta restar
de sus decenas el duplo de sus unidades, repitiendo la opera-
cidn con la diferencia hallada vy todas las sucesivas, hasta lle-
gar & una que sepamos de memoria si es 6 no divisible por 7.
El niimero propuesto lo serd solo en el caso de que lo sea esta
ultima diferencia.,
Eyesrro.—Aplicando las reglas dadas veriamos que el mime-
ro 17052, es divisible por 2 por terminar en cifra par, y por 4,
porque 52 lo es, pero no por 8, por no serlo 052,

-
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No es divisible por 5, 25 ni 125, porque no lo son respecti-
vamente 2, 52 ni 062.

Siendo 15=3.5—3 la suma de sus cifras, es divisible por 3,
pero no lo es por 9, en razén 4 no serlo esa suma.
La diferencia (5+7)—(2+4-0-+1] entre la suma de las cifras
de lugar par y de lugar impar, es 12—3=9, y como 9 no es di-
visible por 11, el mimero tampoco lo sera.
Finalmente, aplicandole la (ltima regla, hallaremos:
17052

4

1701
:3

168
16

0

luego 7 le dividird exactamente.

Escorto.—Para que un mimero sea divisible por la unidad
sequida de ceros, deberd terminar en fantos como acompaiien
4 esa unidad (53, 2.°), y para serlo por 6=2.3, ¢ 12=3.4, fen-
dré que serlo por 2 y 3 6 por 3y 4 (202), luego 17052 no podria
dividirse exactamente por 10, pero si por 6 y por 12.

II.—Nimeros primos.

212. La frecuente aplicacién que 4 las cuestiones practicas
se hace de los enteros que solo son divisibles por la unidad y
por si mismos, hace que en muchos casos sea conveniente tener
4 mano tablas, que hasta un cierto limite contengan la serie de
los nimeros primos y la descomposicion en factores de los que
no lo sean.

Veamos, pues, si serda posible, por procedimientfos faciles,
construir cuando convenga dicha tabla y efectuar la referida
descomposicion.

Para conseguir lo primero sin apelar & la regla general (101),
observaremos que 2 es el 1inico niumero par que puede ser pri-
mo, porque los demdis serdn divisibles por él, no teniendo que
ocuparnos, por consiguiente, mas que de los impares, que es-
eribiremos formando la serie 1, 2, 3, 5, 7. %..... hasta 999.
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Como cada numero, # excepcion de los fres primeros, se
diferencia del anterior en dos unidades, el que esté fres lugares

después de un muiltiplo cualquiera de 3 sera igual &4 3-4-2.3:
luego serd también miltiplo de 3 (209, 1.°), y por lo tanto, si 4
partir de 3, contamos de 3 en 3 lugares, tachando los ntmeros
que estén en el tercer lugar, habremos tachado todos log muil-
liplos de 3, ya que los demds se compondran de un sumando
multiplo de 3 y otro que no lo serd.

Lo mismo sucedera con los multiplos de 5, que estarian &
partir de éste de 5 en 5 lugares, con los de 7,y asl sucesiva-
mente; de donde se deduce, que no teniendo ningtin factor pri-
mo los niimeros que queden sin tachar, serdn primos, y por
consiguiente:

Para formar una labla de niimeros primos, se escriben los
mimeros 1, 2 y todos los impares hasta el limite (que se desed.
Enseguida, & partir de 3, se van tachando los nimeros que
estén de tres en tres lugares; 4 partir de 5, los que estén de
eineo en cinco, y asi sucesivamente.

Los niimeros que queden sin tachar seran los primos.

Escorio.—Para facilitar este procedimiento en la praclica,
no se empieza i contar desde cada mimero primo, sino desde
el procucto que resulta de multiplicarle por si mismo, en ra-
z6n & que todos los menores que ésle estardn ya tachados, por
ser forzosamente miltiplos de log niimeros primos mas peque-
nos (que el que ha de servir de punto de partida.

La tabla I, impresa al final del tomo, contiene todos los nii-
meros primos menores que 5000,

213. Tratemos ahora de descomponer un niimero en todos
sus factores primos, y para ello dividamos, por ejemplo, 21168
y los cocientes que vayan vesultando tantas veces como sea po-
sible por los factores primos mas pequeiios que los dividan con
exactitud, hasta llegar & un cociente que no teniendo ningtin di-
visor primo, fenga que dividirse por si mismo; con lo cual, en-
cabezando también con el factor 1 la serie de los primos, aungue
suprimiendo la division por él, que daria el mismo niimero, y
disponiendo las operaciones de la manera mas coémoda para la
practica, tendremos:

T
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¥ por lo tanto, 21168=2.2.2.2.3.3.3.7.7, ya que cada dividendo
seria igual al producto del divisor por el cociente, 6 recordando
la definicion de potencia (19) y el modo de indicarla:

211682437 7%

De todo o cual se deduce que:

Paya encontrar todos los factores primos de un nibmero,
bastard dwidivle 4 ¢l y 4 los cocientes sucesivos lanlas veces
como sea posible, por los que componen la serie de los nmibmeros
primos hasta legar & un cociente igual & 1. El mimero pro-
putesto serd enfonces igual al producto de las potencias de lo-
tlos los factores distintos, cuyo grado sea para eada wno el
nimero de veres que se haya podido lomar por divisor.

Conoranio.—En el caso parlicular de que & primera vista
pueda descomponerse el mibmero en factores, cuyos divisores
primos sean ficiles de hallar, puede simplificarse la operacion,
multiplicando entre si estos faclores primos, como sucederia,
por ejemplo, con el nitmero

D6000=32.3.1000=2".3.25 55=28 3. 5.

La tabla 11, colocada 4 continuacion de la 1, contiene las des-
vomposiciones de todos los enteros compuestos hasta 2000 in-
clusive, que, como la anterior, puede ser de gran ufilidad para
la simplificacion de las [racciones,

I11.—Maximo comin divisor y minimo comin maltiplo.

214.  Descompuesto un numero 21168 en un producto de
las mayores potenciag 2*.3%.7* de sus lactores primos 2, 3 y 7

contenidas en ¢él, es evidente que cuanlas eombinaciones facto-

Fomo T, 10




riales puedan hacerse con esos ntimeros primos y las potencias
que dividan & 21108, serdn también divisores de éste (202), y
hasta puede admilirse que serdn los tinicos, teniendo en cuenta
que si otro nimero que contuviera alguna potencia mayor que
las indicadas, 6 algin [actor primo distinto, dividiera exacta-

mente & 21168, podriamos descomponerlo de ofra manera en ‘C’I‘b
factores primos, lo que es imposible atendiendo & (ue asi, como ,
cualcuier enfero, puede descomponerse por Adicion de varios |
modos, sumando diversos numeres compuestos de unidades I
enterag, pero de uno solo en unidades de esta clase; también
puede ser descompuesto por Mulliplicacién en diferentes nii-
meros compuestos de niimeros primos, pero en faclores de ‘
esta clase no admitird mds que una sola descomposicion. :
De estas consideraciones se deduce que: I
1.°—Para que un mimero divida & otro es necesario i sifi-
ciente que no conlenga mas que factores primos de este otro y
a lo mas elevados & igual polencia.
Asi 252=2%.3%7 dividivia a 21168, pero no 96=2
- 20=2%5, que contienen respectivamente un factor 2 6
| contenido en 21168.
, 2."—Para que un mimero sea divisible por olro es necesarin
y suficienle que contenga fodos los factores de este olro. eleva-
dos por lo menos A igual potencia.

ni

no

21168 seria divisible por 252, pero no por 96 ni 20.

Estas proposiciones dan un medio de encontrar el m.c.d. y
nt.c.m. de dos 6 mis enteros en la mayoria de los casos, mucho
més rapido y sencillo que el que se desprende de los procedi-
mientos generales.

Efectivamente; todo divisor de los nimeros dados deberd
contener tnicamente, segim lo dicho en la primera de ellas,
factores primos comunes 4 todos, vy elevados 4 lo mds & una

2 e

potencia igual & la menor que tengan en las descomposiciones,
luego obtendremos el mayor, multiplicando entre si todos los :
factores comunes i los diversos niimeros, elevados & un expo- !

nente igual sl menor con que entren en los mismos, !
Por otra parte, un niimero divisible por otros varios, deber: '
tener por precision todos los [actores primos de éstos, por lo
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dicho en la segunda, con un exponente por lo menos igual al
mayor que tengan en las descomposiciones, luego obtendremos
el menor posible, mulfiplicando todos los factores primos de
los niimeros, elevados 4 una polencia igual al mayor con que
entren en los mismos,

Vemos, por consiguiente, que:

3.%—Para hallar el m. c. d. de varios nitmeros se descompo-
nen en sus factores primos y se multiplican las menores polen-
cias de los comunes 4 todos ellos.

1.%—Para hallar el m. ¢. m. de varios nimeros se descom-
ponen en sus factores primos y se multipkican las mayores po-
lencias e fodos estos factores.

Esenpro.—Hallar el m.c.d, y m.c.m. de los numeros 840,
3240 v 4200.

84011 3240(1 "(}i'l'l
420(2 1620(2 2100!2
210(2 810[2 1050(2
105]2 4052 52h12
3513 135|3 17513
715 4513 :{'—l!',rl
17 1518 T1H
513 1(7
115
840—=2%.3.5.7: 3240=25.3%.5 4200=2%.3.5%.7
R 1
/ 11 r{.‘lj‘.?ﬂ!!_, ,. .j__l }U
li;unﬁ
8&[}"
T .7, I 2405 =27 3% 52, 7=113400
{--L 00

215, Cuando no es necesario conservar las disposiciones de
los nimeros, es inatil para el m.c.d. buscar los factores dife-
rentes, siendo suficiente ir anotando los comunes a@ medida que
se van dividiendo por ellos todos los niimeros; asi es que en el
ejemplo anterior podriamos desde luego, por medio de los ca-
ractéres de divisibilidad, observar qué factores primos son di-
visores de lodos los mimeros vy de los cocienles sucesivos, divi-
diéndoios primero por 2, los cocientes otra vez por 2, los que
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resultan también, los siguientes por 3 y los que se obtengan
por 5, hasla llegar, como sucederia entonces, i cocienles que
ya no tengan ningun faclor comun, bastando haber escrito
esos divisores para formar con su producto el m.e.d.,con lo cual
lag operaciones quedarian reducidas & las siguientes:

840 3240 42002
120 1620 21002
210 S10

m.c.d.—=120.

105 405
35 135 |
7 27

También para la investigacion del m.c.m, puede seguirse un
procedimiento andlogo, dividiendo por

3, b y los restantes

primos que sea posible cuantos mimeros se pueda y continuar
asi con los resultados que se vayan encontrando, hasta llegar en

L
todos & olitener el cociente 1. I
La abreviacion, sin embargo, no es en este caso de tanta
consideracion, pues teniendo que hallar los mismos cocientes
que por el método general, sélo se ahorra la repeticion de los
™

factores primos comunes, que basta escribir una sola vez.
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LIBERO SEGUNDO

NUMEROS ENTEROS Y FRACCIONARIOS

CAPITULO PRIMERO
PRELIMINARES
1. —Generalidades.

216. Sabido es que las fraceiones (10], llimense ordinavias
; por su forma de expresion y representa-

(56) 6 decimales (73)
cion, no son mas que cocientes indicados de su numerador por
su denominador (150), por lo cual, desde luego les serin aplica-
bles todas las propiedades de los cocientes con solo dar los nom-
bres de sus términos al dividendo y al divisor,

Asi, pues:

1.°—Una fraccidn serd menor, igual 6 mayor que la unidad,
segiun que el numerador sea menor, igual 6 mayor que el de-
nominacdor,
pues en ¢l primer caso sélo confendrd algunas de las partes en
que la unidad se considera dividida (56), y los otros dos estin

demostrados (199, 4.7).
<ty =ty

R.°—8i el numerador de una fraccién awmenta ¢ disminu-
ye, la fraccidn awmentard 6 disminuird (199, b6.%)
¥ por consiguiente:
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3.°—De dos fracciones que lengan igual fwmerador, serd
mayor la que tenga mayor numerador.

B o R e s, A
B ~1 12 Y 1B~ 12 2

]

4.°—8Si el denominador aumenta o disminuye, la [raccidn
disminuird ¢ aumentara (199, 5.
v por lo tanto,
(= B - 3 A ] i . . SR
5.°—De dos fracciones que tengan igual numerador, seva ma-
yor la que lenga menor denominador.

A
1

) 5 i 9 ] 5
- A T

| T e Yl Ml T T e T R

6.°—Para escribir un entero en forma fraccionaria bastara
ponerle por denominador la unidad (191, 3.%)

q
7 = ey
] T

7.°—Para escribir un entero en forma [raccionaria de deno-
minador conocido, serd suficiente multiplicarle por dicho de-
nominador y poner el producto por numerador (201, 3.°)
I8 S b
B 8

09—

BEsconio.—A causa de lo dicho en la primera de estas conse-
cuencias, llaman algunos fracciones prOPIAS, & las que lienen el
numerador menor que el denominador, € IMPROPIAS, & las que
lo tienen igual 6 mayor, aungue ofros creen, y entre ellos nos-
otros; que la impropiedad estd en hacer tal distincién.

1I.—Simplificacion.

217. La propiedad que tienen las fracciones de no cambiar
de valor aunque sus dos términos se multipliquen 6 dividan por
un mismo numero (58), permite ademas simplificarlas (60) si no
son IRREDUCIBLES, por tener sus dos términos primos enlre si
(102), y claro es que en la practica no solo convendra simplifi-
carlas, Sino REDUCIRLAS A SU MAS SIMPLE EXPRESION, O sea trans-
formarlas en otras equivalentes ¢ irreducibles para que sus tér-
minos sean lo mas pequenos posible, lo que es ficil conseguir

1
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dividiéndolos no por un factor cualquiera, sino por todos los que
tengan comunes, lo cual nos ensena que (214%, 3.%)

Para vecueir una fraccion & s mas simple expresion, ha-
hra que dividir sus dos términos por su m.c.d.

Como éste puede hallarse por dos procedimientos (104 y
214, 3.%), resulian para la reduccion, en cuanto 4 la forma del
9948
8712
.°_Dividiendo sucesivamente sus dos términos por 2, 2, 3
v 7, que conoceremos son divisores de ambos por lo dicho ¢n
la Divisibilidad (209, 2.% 210, 1.° y 211).

3948 1974 987 329 47

6 128 476 68

Caleulo, los tres distintos que vamos 4 aplicar 4

1

57112~ 28 ;

2."—Dividiéndolos por su rm.c.d. determinado por sus facto-
res primos que, empleando el método abreviado (215}, exige
las mismas operaciones que el anterior, pues no hay necesidad
de escribir dicho m.c.d.

3048 5712
l}':zi l"*;h 3948 47
087 428 e — T
329 176 5712 68
47 68

3.°—Encontrando el m.c.<. por divisiones sucesivas (104).

8712 | 3948 | 1764 | 420 ‘ 84
D

1 2 4
765 | 42007 BT 0
5712 | 84 8948 | 84 3948 47
672 | 68 588 | 47 B2 T R
0 0

Este ultimo procedimiento es indudablemente el mds pesa-
do; pero como también es el tnico aplicable & todos los nume-
ros, por lo que ha de emplearse en muchos casos, conviene
abreviarlo aprendiendo & suprimir las dos divisiones de los tér-
minos por el nit.c.d., que & veces pueden ser dificultosas, cons-
truyendo mentalmente la fraccién irreducible equivalente 4 la
propuesta, lo cual easi siempre puede conseguirse por un me-
todo bastante rapido.
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| Basta, en efecto. recordar la.compesicion de todo dividendo

: (199, 2.} para deducir que:

i 420=84.5=84(1.5)

i 1764—=420.4-+-84—84.5.4--84 =84 (%
¢ 3948—=1764.24-420=84.21.2-+-84.5=8 :
j‘ T12=3948.1-+1764=84.47.1+84.21 =84 (47.1+-21|—84%.68, l

I y atendiendo 4 la lormacion de los namerog encerrados entre
fi paréntesis, es fdcil ver que para éncontrar las veces que cada
dividendo contiene al m.c.d. 84, basta multiplicar el Gltimo co-
:ii ciente b por el anterior 4 y agregar 1; multiplicar la suma 21
. do asi hasta haber multiplicado por el primer cociente 1 y hecho
| la suma correspondiente del resultado anterior, por lo que en
: la prictica puede seguirse la siguiente reg
l. Eseribir los cocientes sucesivos en la parle superior de los
| divisores y encima del dltimo de aquéllos la wnidad: mulbiphi-
i car esta por el cociente que tiene debajo, eseribiendo el prodite-
| to encima del anterior; multiplicar también este producto por
l el cociente que tiene debajo y agregar el nimero obtenido an- e
| leriormente; escribir el vesultado encima del cociente que pre-

il cedle y continuar asi hasta haber multiplicado por el dllimo, y

il hecho la adicion que corvesponda. Las dos wiltimas sumag cal-

euladas serdn los términos de la fraccidn buseadi. i

|‘ por el cociente anterior 2 y agregar el precedente 5. continuan-

La disposicion del cdleulo seria entonces la siguiente:

68 | 47 |i’1 3 {4 'r

I 5712 3048 1765 | 420 | 84
I 1764 | 420 84 | Tl

y para aplicar la regla se dirvia: 1 por 5, 5; por 4, 20, y 1, 21;
por 2, 42, y 5, 47; por 1, 47, y 21, 68. La irreducible equiva-
lente seria, por tanto,

Escono,—Con objeto de encontrar el m.c.d. entre los niime-
| ros mds pequefios que sea posible, lo que se hace casi siempre
es dividir los dos términos de la fraceidn y de las que vayan
resultandoa por la serie de los mibmeros pnimos que les dividan
exactamente, no aplicando las operaciones del m.c.d. hasta lle-
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gar & una cuyos dos (émminos no tengan, 4 stmple visla, nin-
guin factor primo comimn.

De este modo no es necesario muchas veces enconirar este
...

Quien no conociera la regla sencilla (211), por cuyo medio
se sabe inmediatamente si un nimero entero es & no divisible
por 7, deberia, por lo tanto, efectuar las siguientes operaciones:

3948 1974 087 329
5719 2856 1428 . 476
476 | 329 | 147 | 35 7 3048 329:7 47
| 1 2 | 4 5 5712~ 416:7 8
147 | 35 TS 3

11l.—Reducecion 4 un denominador comin.

219. Bl método méds comunmente seguido para efectuar esta
reduccion (59) no es sino un caso particular del GENERAL, que
consiste en

Hallar un mailltiplo cualquiera de los denominadores y
multiplicar el numerador de cada fraceién por el cociente de
dividir por su denominador ese maltiplo, que serd el comuin.

: 3 2 17 .
Ri se {rata, por ejemplo, de T —J.r-. bastara observar
s L ¥ 297

gque 100 es multiplo de todos los denominadores para deducir
que (58):

4 325 75
R
2 2.20 40 17 68
= - — — Y e = =
5 5.20 L 25 100
lo cual darvia fracciones mis sencillas que
3 375
T FRa {1 T
2 2.4.25 200 17 g G s 340
— = ~ —_ — y s - = —
i} 5. 4.2b au0 e 24k 00

En la prictica, sin embargo, no conviene en general seguir
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ninguna de las dos reglas anteriores, porque debe buscarse
siempre que los nimeros con los cuales se ha de operar sean
lo mas pequenos que se pueda, lo cual se conseguird en este
caso poniendo por denominador, no un multiplo cualquiera, sino
el m.e.m.

La regla, pues, mas conveniente en la prictica sera la si-
guiente;

Para reducir varias fracciones & un comun denominacdor,
se halla el m.e.m. de los denominadores, y se mulliplica cada
nuwmeracdor por el cociente que resulle de dividir por el deno-
minador respectivo este m.c.m., que serda el denominador
comain.

101
T ol i, B 5 S
1“ 5 ‘_‘, ?1 -"i' J.L.H.) %s—ﬁ, A=
e §
el e | e B
A0 =0T g 20 B

Si el m.c.m. se halla por la descomposicién en [actores pri-
mos, el cociente dicho se compondri de los que falten al deno-
minador para componer el m.e.m.

Por ultimo, en el caso de que los denominadores fuesen
primos entre si, el m.c.m. seria el producto de todos ellos, y
enfonces tendriamos que multiplicar el numerador de cada frac-
cion por el producto de los denominadores de las demis, como
se hace generalmente.

3 & B 3
e ,i,—_; m.c. m.":i =—3'5.7—=105;
3 9 i (7§
S AN S s 90
5 105 & 405 7 . 406

220. No siempre son las operaciones tan ficiles, sobre todo
si el menor miltiplo comin ha de buscarse por el procedimien-
to del m.c.d. (107, como puede verse en el ejemplo que sigue,
en el que estin defalladas todas las que hay que hacer por am-
Flntiel T 028 9

os metodos, a la red 2 e TR
bos métodos, para la reduccién de —— 1500 5 5% Y =p-

— B
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1500 | 12
30 2%

1500 | 336 | 156 | 24 ‘ 12 60 ' 336
d BTN S R 0 750
156 | 24 12 0 | 375
; 375 A
42000
42000 | 50% | 168 12000 126000 750
_""se;—l'g o gl e
1680 | 0| 126000 ~ 5100 |
168 6000
0
"];’1{}0"
m.eam.) 330 (—126000
a4
73{_:\
126000 | 1500 126000 | 336 126000 | 504
6000 | 8% 2520 | 375 2520 | 250
0] 1680 0
0
SR 7L T O - Liens s
1500 126000 126000 ' 336 126000 1206000 °
93 23250 5750 9 9468 . 1519
504 126000 . 126000 ' 750 126000 126000 °

150011
750|2
37512
125(3

IEIR

<00

115

]‘H.{:‘.T?’l.;

3361
1682
842

R CE R

Qe
|

€

= I

i
J;

|

1500=22 3.5*
336=2%.3.7
504=2%.3%"7
750=2.3.5°

041 75011
522 375(2
26/2 1-35!3
63]2 2515
2113 55
713 115
1|7
94.3%.5%,7=126000
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7 1287 i § RIS ¢ [T S

1500 T 126000 126000 ° 336 420000 — 126000
23 23.2.57 5750 9 9.,23.8.7 1512
504 126000 — 126000 ° 750 126000 126000 °

La pesadez y poca claridad del primero para el que no esta
muy versado en los conocimientos aritméticos. es causa de que
casi nunca se emplee, prefiriendo el tltimo y aun el primero
de los expuestos antes, si los denominadores no pueden des-
componerse ficilmente en factores primos.

Pueden combinarse ambos hallando el m.c.m. por los ing-
lodos abreviados (214 y 215) Y efectuando por separado las di-
visiones del mismo por los denominadores: pero esto complica-
ria el aitimo procedimiento en vez de abreviarlo, en razéon #
que es mucho més ficil determinar esos cocientes, viendo que
faclores faltan & cada denominador para componey el minimao
comn mulliplo.

Si no se pueden obtener de memoria, como sucede en mu-
chos easos, hay, por consiguiente, que buscarlos, comparando
los denominadoeres y el minimo comiin mulliplo descompuestos
en sus factores, y para no repetir aquél, que basta escribir una
vez y hacer que los numeradores resulten en columna, lo cual
lacilita las adiciones y sustracciones, se coloca a la izquierda

de una linea vertical 6 en la superior de una horizontal, dispo-
niendo las operaciones en una de estas dos formas:

7 7-2%:3.7 HB8
1500 | 24.3.53
11 11.3.5° | 4125
336 2837 94 32 55 7
23 126000 28.2.5% | 5760

i

]

o
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7 24.3%.5%.7 | 126000
1500 | 20.3.5° | 7.22.3.7 588
11

336 2 S e B i 4125
23 |

504 | 20.3%.7 | 23.2.5° 5760
9 |

7T (S O B s 1512

CAPITULO 11
OPERACIONES
[.—Transformacion de fracciones.

221. La frecuencia con que en la practica suelen combinar-
ge las formas ordinaria y decimal, hace que la transformacion
de unas en otras sea en muchos casos indispensable, y que 4
veces convenga conocer antes de efectuarla si la ordinaria dari
origen 6 no & una decimal exacta, puesto que aplicando la re-

240 427 G337

ola conocida (110) 4 las fracciones —

=558 T hallariamos

las tres tormas decimales (166)

246 | 75 127 | 123 637 | 108
210/ 328 580| 3'47154... 970! 5'89814...
600 880 1060
0 190 880
670 160
hal 221
a8 88
M- awon 427 _admaresy BT _sigarai
= =3 28 o =3 (4715%) T 8Y(814),

(que hubiéramos podido predecir de antemano (112) descompo-
niendo los términos en sus factores primos (213), para ver cusles
eran los contenidos en el denominador que no lo estuvieran ¢n
el numerador.
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Las transformaciones anteriores no estin, sin embargo, he-
¢has ecomo deben hacerse en la préctica, pues hubiéramos de-
bido empezar por reducir & su mas simple expresién dichas
[racciones, ohservando, por ejemplo, que 246 y 75 son divisibles
por 3 (210, 1.°), y como si hacemos esto desaparecerin los fac-
tores comunes & ambos términos, basta recordar las reglas ge-
nerales (112) para deducir que:

Una fraccidn irreducible solo podri transformarse en deci-
mal exacta, cuando su denominador no tenga mas facloves pri-
mos que 2y 5, 6 uno solo de ellos.

Respecto i la fransformacién inversa, es sabido que, por
ejemplo (113, 114, 115 y 150),

= 1325 55 e R
32— . = — — —~
= = =0 40
5729 — W 4B 55 1% 25 25
VESNUESERTERg T A0 = 7 37
E=iapa_ S9T205—857 3360006 178453 o 28003
3';].‘-\JJ-};= — O/ oA = e — D —=—,
4 999 HO90 A06050 49050 *

cuyos resultados hemos simplificado y puesto en forma de nii-
meros mixtos, porque es la que casi siempre conviene usar en
los cilculos, y esto precisamente es causa de que para la con-
version de decimales en ordinarias puedan seguirse reglas mas
sencillas, considerando como 0 la parle enlera, y escribiéndola,
si 1o lo es, delante de la fraccién que resulte, con lo cual es
verdad que no se obtiene la generatriz de la decimal, sino el
numero mixto equivalente, que es lo mds ventajoso bajo el
punto de vista practico.

Las reglas, pues, que hay que tener presentes y que se des-
prenden inmediatamente de las generales para el caso en que
sea 6 se suponga () la parte entera, son lag siguientes:

1.%—Pavra encontrar la fraceidn ordinaria equivalente & una
decimal exacla, se pone por numerador la parte fraccionaria
y por denominador la unidad sequida de landos ceros como ci-
fras tenga.

2."—Para hallar la equivalente & una periddica pura, se pone
por numerador el periodo y por denominador el mimero re-
presentado por lanlos nueves coma cifras tenga.

3.8 —Para escribir la equivalente & una periddica mixta, Se

_';,a. s

e
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pone por numerador la diferencia entre el nUIMero represen-
tado por la parte irregular seguida del periodo y la parte irre-
qular, y por denominador tantos nueves como cifras lenga el
periodo, seguidos de tantos ceros como cifras la parte no pe-
riodica.

Las anterjores operaciones quedarian por estas reglas redu-
cidas a

S 325
44 325=—4 - oo

: 720
Gefann—p Mk
4(729)=4 g =1

DI63—57 —4 72006 ¢ _-za_‘{ﬁu:.'

QuEmgEay < D= e Al
3¢57(203)=3 —zm— =" 90000

= 50050

222, Pudiera suceder también que una decimal, sin ser pe-
ribdica, constase de un nimero ilimitado de cifras, como, por
cjemplo, si con la serie natural de los niimeros enteros formi-
hamos la fraccion

0°123456789101112131415.....
(que no podria expresarse exactamente por ninguna fraceioén or-
dinaria.
Si en este caso tomasemos por valores aproximados (14):

o baire 1 oy LA 1254
) s L% B P A (5 57 AR 4L T atn
)= A 02— S0 i 2e=— s 041234— TR efc.,

como el de la decimal estd comprendido entre 0°1 y 62, 012 y
013, 04123 y 04124, 041234 y 0:1235, etc , cada una de las or-
dinarias representaria el verdadero, con un error (164) més pe-
(uefio que 0:1, 0:01, 0:001, 0°0001, ete., y por lo tanto,
1.°—Para dar forma ordinaria & una fraceion decimal que,
sin ser periddica, conste de un nitmero ilimitado de cifras,
com menos error que una unidad decimal de cualquier orden,
se toman de la propuesta lantas cifras posteriores & la coma
como indique dicho orden, y se halla la equivalente de la frac-
cidin exacta que resulte.
[sevmpro.—Representar en forma ordinaria, con menos error
(ue una millonésima, el valor de la decimal 3*1415926535807Y...
141 35308

A - o 141504 q 1709
% 4 h I.I":‘ ----- _—3 e —3
141592 3 1000000 7 250000 : 123000 ~
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Por dltimo, puede convenirnos expresar el valor de una
fracciéon ordinaria, por medio de otra cuyo denominador sea
conocido sin ser la unidad seguida de ceros.

' . b o S A e S0 sy !
Stpongamos, por ejemplo, que la fracciéon o g Juitips 1

‘plirnas partes de la unidad.
Entonces tendriamos, multiplicindola y dividiéndola por 8 |
y 7 (65, 1.%)

ramos expresarla en oclavas o s

f

. 3 3.8 24 !
15 3 7 .8 1 g 6 1
—_——— = = - = — — - exacfamente, |
20) % B s 8 8 J
|

. 3 21 ! ,
15 4 o == . {
et ol M - S = — = — aproximadamente, 1
20) t Fi i i I
-

: i : 2] : .

En el dltimo caso, el cociente ;- estara comprendido entre
- v . .y 51 i
2y 6y el valor de Ja fraccion propuesta entre ——y ——, pero
o . LR LT
mas cerca del primero que del segundo (207); luego recordando

ﬂ.’
las condiciones necesarias y suficientes para que un entero divi- : q;._
da i otro (214, 1.%), podemos deduci* que: |
2."—Para convertir una fraceion en otra de denominador
darlo, se multiplica por éste el numerador y se divide el pro- -
dueto por el denominador de la fraccion, poniendo al cociente "
entero el que se pide: ]
3."—Para que la conversidn pueda efectuarse con exactitue,
es necesario y suficiente que el nuevo denominador contenga
todas los factores primos del de la fraccion, si ésta se ha redu- ]
cido previamente @ su expresion mds- sencilla, como siempre _
debe hacerse, :

4."—Si la reducecion sdlo es aproximada, el error comelido b
por defeclo 6 por exceso, serd siempre menor que la unidad
dividida por el muevo denominador.

Cororario.—Para encontrar él cociente de dos enleros en ’i
menos de una parte cualquiera de la unidad, se multiplica el ar
dividendo por el denominador que indica dicha parte, se di-
vide el producto por el divisor y se pone al cociente entero el

denominador referido.
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Eienpro.—Hallar en menos de i? el cociente de dividir 26
por 3;
como 26= —9:}— (216, 6.*), no tendremos més que aplicar asi la
regla demostrada:

26.5=130 ] 3 7
Cociente.... 43 | 1 Resto. 20:8= —‘_;— en menos de

| =

II —Adicién y Sustraccion.

223. Nada hemos de decir, ni diremos en adelante sobre las
combinaciones fundamentales de los niimeros con sus limites,
cualquiera que sea la forma en que se presenten, de las altera-
ciones de los resultados por la variacion de los datos, ni de
cuantas consecuencias se hayan deducido para los enteros, de la
definicion de las operaciones, porque definiendo éstas de un
modo general que abrace todos los casos y formas de los ni-
meros, claro es que 4 todos seran aplicables dichas consecuen-
cias y las reglas que hayan originado, 4 excepcion de aquellas
para cuya demostraciéon haya sido indispensable suponer ente-
ros los datos, Unicas que investigaremos si son aplicables 4 log
fraccionarios, 6 las que sea imposible practicar eon nmimeros de
otra forma, tnicas que modificaremos, limitandonos en lo res-
tante, y principalmente, & exponer los métodos, procedimientos
y disposiciones mas convenientes en la practica,

Tampoco hemos de ocuparnos de los fraccionarios decima-
les, cuyo Caleulo se refiere siempre al de los enferos (70 a 82),
ni de sus combinaciones con los de forma ordinaria, que eviden-
temente se realizaran cambiando andes la de los unos 6 la de
los otros.

Conocidas son las reglas para la Adicion y Sustraccion de
los altimos (62 y (4], transformando en fracciones los mixtos
(62, 3.°) que en ellas deban intervenir, pero que en la prictica
conviene considerar son realmente simas indicadas, asi co-
mo también extraer ante fodo los enieros que una [raceion
pueda contener (71), con objeto de adicionar ¢ sustracr sepa-
radamente las fracciones v los enteros, empezando por aqué-
llag para poder agregar & éstos en el primer caso las unidades

Tomo T 1
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que resulten, 6 convertir en el segundo algunas en fraccion
(216, 7.%), si la del minuendo fuera menor que la del sustraendo.
De este modo estian efectuados los ejemplos siguientes:

13 45—122,72 50272 2 g 11— F=T4F
8430 =11 ;8 32 4l M 4ol pf 19 16
O U L

62 22=32, '

en los cuales, por su sencillez, hemos efectuado de memoria
las operaciones

Zse
e o
35047 15528
b= it
: . 048 17 5
extrayendo Ia unidad enfera que contienen et =il I
15428 43 8 SN sy ol
Y — =5 =13 ¥asgregando d 15 los 35 treinta y cinco

avos que contiene la unidad, para del resultado 50 poder res-
tar 28.

Para seguir esfe procedimiento abreviando cuanto sea posi-
ble, se disponen en columna los siwmandos, ¢ minuendo y sus-
traendo, cualquiera que sea la combinacion, lo que facilita el
reducir las fracciones 4 un denominador comun (220) y permite
casi siempre calcular de memoria los enteros que resulten de
la suma de fracciones y el resto correspondiente, escribiendo

el resultado debajo de los sumandos, como en la siguiente adi-
s E e L, 80 _ :

cion de los nitmeros 35, 24 5 g2 Y g Cuya suma esta cal-
culada por el procedimiento general de reducir los mixtos 4

fracciones y por el abreviado, para que puedan compararse.
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35 an.2u3.5 8400
18 397 397.3.5 5955
(3 ¥/ Y e
2w =16 | 2
L 24.3.5
{ 1.2%.0 140
12 223 | 240
89 89.2.3 534
40| 2.5
1oy 149 15029 | 240
240 629 _.._}__
149 O
35 :
o 18 13.3.5 | 195
P % P
24.35
7 T:22.5 140
12| 223 | 240
i T 9.2.3 54
T I
s 140 389

T

or 14D

La fraccion 5,

dividido por 240, 1; 1 por 0, 0, 4 9, 9; 1 por 4, 4, 4 8, 4; 1 por
2,2, 43, 1; y el entero se ha sumado con 35, 24 y 2.

Hé aqui ahora {res ejemplos de Sustraccién, en el primero
de los cuales adoptamos la ofra disposicién prictica de la reduc-
cion & un comun denominador (222, indicando el segundo y
tercero las abreviaciones que atin pueden hacerse no escribien-
do los factores primos, por ser ficil efectuar de memoria las
multiplicaciones y divisiones necesarias.

se ha escrito en el segundo, diciendo: 389

95 32 5 1360 vy 14| 70
o [T l3a3 3 |
- i 165
40 | 285 24 2
2 210 Ry i
36 (2:.3* 76 :‘* 163
33« 41 - 38
360 120
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En el penultimo ejemplo ha de afiadirse 4 —112_’— la unidad
:—g:, por resultar el numerador 72 del sustraendo mayor que
el 70 del minuendo, lo que puede efectuarse (184) sumando 165
con 70, para restar 72 de la suma 235; restando 72 de 165, para
afiadir 70 4 la diferencia 93; 6 restando de 70 otra parte igual,
0 sean otras 70 unidades de las que contiene el sustraendo, y
de 165 las 2 que falta restar, que es lo m4s sencillo.

Por los mismos métodos puede hallarse la diferencia final en
el tercero, sin que haya necesidad, como tampoco la hay en el
anterior, de escribir los factores primos de los denominadores
que se descubren & simple vista, lo mismo que los del m.c.m.,
que es respectivamente 3.5.11=165 y 3.4.5=060, y se puede es-
cribir desde luego hallindolo de memoria.

224, Enfre los casos particulares existe uno en que la suma
y diferencia pueden calcularse mentalmente: aquel en que los
denominadores de las [racciones son unos miiltiplos de olros
(48), en el cual hasta:

1."—Escribirlas en el orden conveniente para poder hacer
de memoria la reduccidn de cada una al denominador de la
que sigie y swmarlas sucesivamente,
si de adicionarlas se frata, pues en el caso de la Susiraccién ni
escribirlas se necesita; siendo evidente que, estuvieran 6 no

acompaiiadas de enteros, la diferencia entre 15; ¥ T‘i— se halla-
ria de memoria, diciendo:
17 &l 25 26 13
ﬂ_ - ‘—,!}— menos ?. —5‘1— = :27 .

Esto suele ocurrir con gran frecuencia al operar con niime-
ros concretos (16}, y aunque no todos los denominadores cum-
plan con la condicion exigida, pocas veces si son numerosos,
que es cuando la operacion se hace mds larga y pesada, dejara
de ser posible:
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2.°—Dividirlos en grupos de fracciones cuyos denominado-
res vayan siendo multiplos unos de otros, efectuar mental-
mente la Adicion de cada grupo y swmar luego los resultados
parciales.

Supongamos que los sumandos sean

. H

en los cuales puede observarse que por una parte van siendo
multiplos 3, 6=3.2, 12=0.2 y 48=12.4, y por otra 2, 8=2.4
y 32=8.4, pudiéndose en consecuencia descomponer la opera-
cién en dos sumas parciales, que podrin obtenerse mental-
mente, y la adicién de ambos resultados 4 los enteros 36 y 15,
disponiéndola por ser mas cémodo y para mayor elaridad de la
manera (ue sigue:

2 , 5
e’

2 2°.3 | 96
§=11 15 30
l 48| 2.3
i
I
11
48
=R
"o
& 5 15
8 R 9 45
9
2| |
15
36
65 i = 652
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Lasg cifras 1, colocadas 4 la derecha de las fracciones

5 7 9

Y me

son las unidades enteras que van resultando y se escriben a
medida que se obtienen.

Los productos de los numeradores por los factores primos
correspondientes no estan indicados, por ser facil obtener igual-
mente de memoria 15.2=30 y 5.3=15.

También hemos simplificado, como siempre debe hacerse,
la fraccién resuliante —;?J, después de escribirla en el lugar de
la suma,

Escorto.—Para el mas rdpido cileulo de las combinaciones
en que hay que efectuar alguna sustraccién, suele ocurrir 4 ve-
ces que antes de escoger un procedimiento convenga saber si
una fraccion numeérica es mayor & menor que ofra, lo que es
evidente se conseguira

3.°—Reduciéndolas & un comun denominador para ver eudl
resulla con mayor numerador (216, 3.%).

III.—Multiplicacion y Divisidn.

225. Las siguientes consecuencias que se deducen de las
definiciones generales (188 y 51), completan las referentes 4 los
nuimeros enteros:

1.*—El producto de cualquier nimero por otro menor que 1,
serd menor que dicho nimero,
puesto que debera estar formado con respecto & éste del mismo
modo que lo esta el otro con respecto a 1.

IS 3 -
il "_T <{i,

siendo & un niimero cualquiera.

2.*—El cocienle serd mayor que el dividendo, si el divisor es
menor que 1,
en razon 4 que el dividendo ha de estar formado con respecto
al cociente, del mismo modo que lo esté el divisor con respec-

e —

" S —




toal.
78
i
2
3.2—El cociente serd menor que 1, si el dividendo es menor
que el divisor,
ya que aquél ha de estar formado con respecto a 1, del mismo
modo que el dividendo lo esté con respecto al divisor.
34

Las demés proposiciones relativas & la combinacion de un
niimero con sus limites, variaciones del resultado, signo del
producto y operaciones con las igualdades y desigualdades, se-
rin como hemos dicho (223), igualmente ciertas para los nu-
meros fraccionarios, asi como las referentes 4 las operaciones
derivadas cuyas demostraciones no hayan exigido la forma en-
tera,

Entre estas tiltimas se encuentra la regla para multiplicar
una combinacién de nimeros aditivos y sustractivos, que hemos
de ver si es aplicable 6 no & los fraccionarios.

Para ello supongamos que un numero ¢ expresion cualquie-

- S . vy B
ra N, ha de multiplicarse por una fraccion =

Componiéndose % de —i -~ i e 1, el producto deberd ser:
N N N N+N-+N N.3
T i p L )
4 4 4 4 i

de donde puede deducirse la siguiente regla general, (que abraza
todas las referentes a cuantos particulares sea posible conside-
var (65):

.2 —Para mulliplicar una expresion ¢ nimero cualquiera
por una fraccidn, se multiplica por el numerador y se divide
¢l producto por el denominador.

Aplicidndola ahora 4 una combinacion cualquiera, a—b--c,

£

tendriamos, por consiguiente (190 y 201, 1.7),

3 (a—b-¢)3 a.3—b.3+-¢.3

(a—b-te)i—=— = :
i 4 i

- 4.3 b.3 €. W 3 b 3 7t 3

e Gretemr e T ey
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resultado conforme con la regla dada para los enteros (190).
Ahora bien; las demostradas para multiplicar una combina-
cién por otra (191, 1.°) y dividirlas por un nimero (201, 1.°) son
consecuencias de la anterior y todas las restantes que hemos
dado, 6 se fundan en que el orden de los factores no altera el
valor del producto, lo que también es cierto para los nimeros
fraccionarios (66 y 67), 6 se han demostrado en general; luego
Cororario.—Todas las combinaciones por multiplicacién iy
division, se calcularan por las reglas aplicables & los enleros,
aun cuando en ellas entren niimeros fraccionarios.

226. Podemos, por consiguiente, ocuparnos ya de los deta-
lles pricticos, para lo cual estudiaremos separadamente ambas
operaciones.

Empezando por el mis sencillo de los casos particulares en
que uno de los factores sea entero y el otro una fraccion (65,1.°),
observaremos (ue:

1.°—Si el entero y el denominador de la fraccién tienen al-
gun factor comun, puede suprimirse antes de mulliplicar por
el numerador, abreviando la regla general,

puesto que si se frata, por ejemplo, de 28. —Ii , tendremos:

9g 5 ~ 5 445 15 B 2
4. a5 =hl. g = T g iy

¥ podremos efectuar la segunda, en lugar de la primera de estas
multiplicaciones:

og 5 140 gl 5 2 9q 5 35 2
28. *ITZE‘:T:T=“:T ~8.W-—-—3~ :_-11E
suprimiendo mentalmente el factor comiin 4 de 28 y 12, con lo
que estos nimeros quedan reducidos 4 7 y 3, y diciendo: 7 por
5, 35 fercios.

De esta regla se deduce que si el factor comin es el propio
entero, 6 el denominador, se podr# prescindir de ellos, y por lo
tanto que ademas de la abreviacién que da el segundo medio
indicado en el parrafo 157, 1.°

R.°—Para multiplicar un entero por una fraccion cuyo de-
nominador es divisor de aquél, se efectia la divisién y el co-
ciente se multipliea por el numerador.
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Asi, en lugar de escribir
394, 5‘}_.___ 19116 =177

08 — 108 Hid

que exige por lo menos hacer aparte una multiplicacion y una
division, cuando no varias simplificaciones, escribiriamos tan
solo,

L=

324. .2 _359-177
108 3.’)J i”

diciendo sencillamente: 324 dividido por 108, 3, multiplicado
por 59, 177.

Cororario.—Toda fraccion multiplicada por su denomina-
doy, dara de producto su nwmerador,
como debe suceder siendo la fraccién equivalente 4 un cociente
indicado.

Estas abreviaciones son extensivas al caso en que se trate
de dos fracciones, cuyos términos opuestos tengan factores co-

munes, porque si son, por ejemplo, ;- ¥ -%tendren1os(65,2."'):

b
G 65 0 qEes o 7Atsas . Mas - 143
90 84 .~ 808% . 5489742 T 4812 216

y podria también efectuarse desde luego el tiltimo producto en
lugar del primero, que haria precisas aparte dos multiplicacio-
nes y una simplificacién; por consiguiente,

3.°—Para multiplicar fracciones cuando los términos de dis-
tinto nombre tienen factores comunes, puede prescindirse de
ellos.

Si entre los factores comunes se hallase alguno de los tér-

minos, la abreviacién seria aiin mayor, como puede verse en los
siguientes ejemplos:

Wi w988 vt Lol 8555851
90 8% 246 13 8% &'
4 VR R
B0 T A5 Bl e T eR”

todos los cuales pueden efectuarse de memoria, teniendo pre-
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sente la regla anterior, y en el caso particular en que los térmi-
nos opuestos fuesen exactamente divisibles uno por otro,

4.°—Para multiplicar dos fraceiones cuando dos términos de
distinto nombre sean multiplos de los que se hallan en igual
caso, basta efectuar las dos divisiones, eseribiendo los cocientes
en el término que corresponda & los dividendos,

7 59 5, T 11 1 . 5 63

Er T i T T T T e e T e

5.°— Estas abreviaciones son evidentemente aplicables al
caso en que los factores sean mas de dos; pero las que interes:
conocer sobre todo son las que se refieren & la multiplicacion de
enteros seguidos de fracciones, aun cuando se opere con ellos
como sumas indicadas, pues la aplicacidén de los métodos mas
generalizados (65, 3.°) suele casi siempre dar lugar 4 operacio-
nes largas y penosas.

Asi, las multiplicaciones de los niimeros 324 "'- ¥y i“é

1
2 oY N A : 3
por 567 5 » Pealizadas por el procedimiento mis comin dc re-
dueir los mixtos 4 fracciones, y aun valiéndose para las opera-

ciones auxiliares de los metoclos mas rapidos expuestos en los
enteros, exigirian las siguientes:

567 20441
36 324
20412 8] 764 2044 36
_iiJ 654112 35 48
20441 6622884 | 306 715435 | 1728
= | c
302 183969 2423 | 414
142 6955
345 43
248
324 B e N . 48
0 gy =44 1728

567 = =183969
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15552
35
15587.20441
62348
62348
31174
318613867 | 1728
14581 84383
THI3
6618
14346
5227
43

20

e
2 —— okl =
3% g 3

s Ll g
"_18‘383']ﬁ§

En la primera hemos dado & 567 —f% la forma de fraccion
(62, 3.°) multiplicando mentalmente (197) 567 por 36 y agre-
gando al producto 29; después hemos hallado el producto del
numerador por 324, multiplicindole por 4y el producto resul-
tante por 8 (198), efectuando, por ultimo, la division por el de-
minador 36.

En el segundo hemos utilizado la primer fransformacion,
multiplicando desde luego mentalmente 20441 y 35, asi como
los denominadores 36 y 48, para extraer los enferos dividiendo
uno por otro.

En el tercero hemos dado igualmente la forma de fraccion
a 324 —432- , multiplicando mentalmente 324 por 48, y afiadiendo
al producto 35, cuya suma 15587, multiplicada por el otro nu-
merador 20441 calculado ya antes, utilizando aquél como pri-
mer producto parcial (196), nos ha dado el numerador del total,
que hemos dividido por el de los denominadores, encontrado
también antes, para extraer los enteros.

Qi ahora consideramos los mixtos como sumas indicadas,
tendremos para esos ejemplos:




spy 20 9, B
:_'Ibn‘ ?ﬁ- 32 _4_5.1'
4 (G
567 2 :,3" 567 e
15N % ‘18 —=
SR T908%5 [ 48 ‘:1: e
261 p a1 P 20
183708 fg,) 43 & el =7 158708
183969 P wis| " 1015
42 1771 raga 43

En el primero hemos multiplicado 324 por %, cuyo deno-
minador le divide exactamente, y el producto 261, lo hemos su-
mado con el de 567 por 324, hallado mentalmente,

En el segundo hemos multiplicado, también mentalmente,
567 por 35, dividiendo el producto por 48 y escribiendo el co-

ciente exacto (150) para sumarlo (190 y 225, cor.) con el pro-

1015

ducto de las fracciones o CuyYo numerador y denominador

se han determinado igualmente por multiplicacién mental.

En el tercero hemos aprovechado lag operaciones ya efec-
tuadas para escribir los productos de 567 por —i"sl, 324 por e
-% por ?2:, aplicar s6lo la multiplicacién mental & 324 por 567,
y omitir la indicacién de la suma anterior,

8i no hubiéramos, pues, acudido 4 los mas rapidos medios
de abreviacion, y los ejemplos hubieran sido perfectamente dis-
tintos, los calculos hubiesen resultado mucho més largos 4 pe-
sar de no tener mas que dos cifras los términos de las fracciones.

227. Cualquiera que sea el caso que se presente en la mul-
tiplicacién de nimeros fraccionarios, puede, sin embargo, re-
solverse de un modo claro, facil ¥ breve, por el método llama-
do de las partes alicuotas (208)

Antes de exponerlo, observemos que si una fraccién ?T ha

I . ; B ,
de dividir exactamente 4 la unidad, como 1: == (70, 3.9),

e - @ a
ha de ser b=a, por ejemplo, b=am, en cuyo caso 5 =

1 ,
= ——, s decir, que:

R
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Toda parte alicuota de la unidad ha de tener 1 por nume-
rador y un nikmero entero por denominador, después de re-
ducida & su mas simple expresion,

y claro estd que también,

Toda fraccidn cuyo numerador sea 1 y tenga por denomi-
nador un niimero entero, después de reducida 4 sw mas sim-
ple expresidn, serd parte alicuota de la unidad,

= . P 1
pues cualquiera que sea el mimero entero n, siempre 1: =N

El referido método consiste en

Descomponer por adicidn las fracciones que han de mulli-
plicarse en olras que sean partes alicuotas de la unidad, mul-
tiplicar por cada una de estas partes y sumar los produclos
parciales.

Ast, por ejemplo, si un numero cualquiera se ha de multi-
plicar por ; o= : —I—f :é -{--%, claro estd que para hallar el
producto bastaria sumar su inifad con su lercera parte,

Para que esta descomposicion sea siempre posible y faeil, y
¢ada cociente parcial pueda utilizarse para el cdlculo de algu-
no de los siguientes, es conveniente en la préictica:

1.°—Procurar que las partes alicuotas, sean unas muilliplas
le otras,
como sucederia descomponiendo

5, 1 1 1 1 1.1 I
7 PR e e

v aun si los submultiplos (208) no permiten operar con faci-
iiiﬁl.‘td,
2.°—Valerse de alguna parte alicuola auxiliar,
e cuyo producto se presecinde al hacer la adicidn.
Si la fraceién fuera, por ejemplo,

38 35 3 1 | | NN |
105 105 +E'_T+_3a S e e

ST : p2 S il o )
nos valdriamos de la parte alicuota _ para enconirar luego su
séptima parte, evitando la division directa por 35, que proba-
blemente no podria realizarse de memoria,
Aun cuando pueden formarse y existen tablas en que se
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halla la descomposicion en partes alicuotas de los nimeros
fraccionarios més usuales, nosotros prescindiremos de ellas
por completo; porque estas descomposiciones pueden ser evi-
dentemente muy distintas en Ia mayoria de los casos, y sélo la
mucha préctica puede hacer ver # primera vista cudl serd la
mas conveniente en cada uno de los particulares, segun el va-
lor y divisores del otro factor.

Aplicando este método # las anteriores multiplicaciones
para (ue puedan apreciarse bien sus ventajas, descompon-

dremos
29 18 9 2 1 1 1
6 Poggk 5 T B9 BT I8

T SR L e e TN T T
T e T e
1 1 1 1
Tteta s
1 1 1 1 1 1 1

A Bas Qe s e e

en cuyas tltimas expresiones estin ya detalladas las operacio-

nes que han de hacerse y que dispondriamos del siguiente
modo (152):

i*:T =2 567 =
ot a5
183708 # | 1728

)
M oufaclele o s, 283 1| 864
e 8 |-L .94 11 gps
oft 11 f....18 48| | o fen
Aol el B e

183969




24

wor 5
324 =
183708
18 1 e g 162
9129 L ....... . 31
91—
¢ 1 ol s 1728
2 18 J
A 1 ORY 1 .
24 Sl e 283 5 864
L e e e BB
8135 ‘ o S| g
0 Tl S T . &
& 1 , 13 ’
O
105 4n
i 1015
184383 = | 5297

En el primer ejemplo, hemos empezado por multiplicar

oy o ; 1 b
mentalmente 567 por 324, y después hemos tomado 5 de 324,

% de 162 y ‘1} del mismo 162, estando incluido en él 1a multipli-

sacion de un entero por un quebrado, sin mds que suprimir el
primer producto parcial.
; 1 rey 20

En el segundo se ha calculado sucesivamente 5 de 567 =
; : AR 1 N
considerando éste como una suma indicada = de 283 —, = de

bl

ambos, en el cual, como en el anterior, se han multiplicado las
i3] :
: o

1 directamente (65, 2.°), para mayor sen-

1 1 5 v . i
94 S = de 23 -, no siendo el tercero méds que una reunion de

. - 29
dos fracciones —g.— ¥
ot
cillez, ya que la aplicacion & este caso del método de las partes
alicuotas, exigiria una de estas dos series de operaciones;




= AT, =
35
i8
29
1728 _ 36 [26.8°.] 1728
he B8 % 696 ! 35 630
18 R B % s
(5] 392 :- : :.
o B 9(36]-L ... ;_,} o e
MILEEE T i 192 | 253
40
S 58 A 70
2 864 [ ETT 864 |25.30
] 20 29 1015 1015
1 B TR 1728
1015 | 1015
1728

Como en la primer multiplicacién cada parte alicuota es
muiltipla de la siguiente, los numeradores finales han podido es-
cribirse de memoria, empezando por el tltimo,

Escorio.—Siempre que los nimeros mixtos se consideren
como sumas indicadas para multiplicar separadamente la parte
entera y la fraccionaria, debe empezarse por ésta, como hemos
hecho en todos los ejemplos, para facilitar la agregacidn al pro-
cucto del entero, de las unidades que puedan resullar del pri-
mero.

228. Pasando & considerar los procedimientos abreviados
(que pueden practicarse en la division de los nimeros fracciona-
rios, empezaremos por observar que siendo una fraccién un co-
ciente indicado y quedando dividido el cociente, si el dividendo
se divide por cualquier nimero (201, Cor, 1%

1.°—Para dividir una fraccién por un entero, se podra divi-
dir su numerador, si es posible, canservando el mismo deno-
minaror,
lo cual dard un resultado més sencillo que el de la regla gene-
ral (70, 1.°).

U e UE 24

4 : 2
- = mejor que -

24 B
& B 8 &

A 15 a5
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—Para dividir un mixto por un entero puede dividirse
la parte enlera y la fraccionaria, considerando al dividendo
como una suma indicada, lo cual en alzunos casos, como los si-
guientes, podra facilitar la operacién:

A = ior 3 5):.{.-:'— S ee .

~ 1 9 mejor que 12 g ° 1— s = g2
12 _T_ o i pior n 19 T_ e _115_ e _]15 o
12 g f—3 W0 mejor que 12 g - t= ] = 3 =3 %

Escorio.—Cuando el entero del dividendo no es divisible por
el divisor, no suele presentar este método gran ventaja, por te-
ner que efectuar la suma de dos fracciones y la consiguiente
reduccion 4 un denominador comin, como en

105:4=22+2 =28 —9. %
A vor da 10 _:;;.;: '::'*_ i ':: . if 9 %,
10 =23+ =20 + =22
en vez de 10 ? | 2;: = [a: =2 _:i"

tespecto 4 los casos en que el divisor sea una fraccion, ten-
dremos en general representando por N una expresion 6 nu-

. . ; e 8
mero cualquiera y por ¢ el cociente; si el divisor es =

s

lo cual nos ensena cue:

3.°—Para dividir un mimero 6 expresion cualquiera por
una fraccion, basta multiplicarle por el denominador y dividir
el producto por el numerador, 6 multiplicar el dividendo por
la fraccion divisor invertida,
lo cual permite referir todos los casos de la divisién por fraccio-
nes 4 los de la multiplicacion y poder abreviar la operacion en
muchos particulares.

Tomo TI. 12
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220. Empezando por el mis sencillo, es fécil comprender
gue al dividir un entero por una [raceion,

1.°—Si el entero y el numerador de la fraccién tienen algin
factor comiin, puede suprimirse desde luego, multiplicando
los que queden en el entero por el denominador y dividiendo
por los del numerador,
puesto que si se trata, por ejemplo, de 28: ]31:- tendremos:

12 % 175 HEs L TH s
GRd - BR e TeeE — E B
28: o =28 33 54 3 g =90y

y podremos efectuar la segunda, en lugar de la primera de estas
divisiones:

28 i_z ISCREED T 1S =53L

= —— —_— e P 1=
5 12 12 5 3 28:

12
P a

suprimiendo mentalmente el factor comin 4, de 28 y 12, conlo
que estos ntimeros quedan reducidos 4 7 y 3, y diciendo 7.2,
175 tercios, 6 58 1
De esta regla se deduce que si el factor comiin es el propio
entero 6 el numerador, se podra prescindir de ellos, y por con-
siguiente, que:
2.° Para dividir un enlero por una fraceion cuyo nuwmera-
dor es multiplo de aquél, se divide éste por el entero, poniendo
el eociente por denominador del que tuviera la fraceion.
3.°—Para dividir un entero por una fraceion cuyo numera-
dor es divisor de aquél, se efeclia la division, y el cociente se
mulliplica por el denominador del divisor.
Asi, en lugar de escribir
w08

o, a4 1172 17783 1977 AR " ——
i . 2 P M bl ST il o ¥ I 8 TP AR 43 By St £ R — 5]
108: o =B — 8 — 9 —219 51 0 324 &0 —3.659=1977,

que exige hacer aparte, por lo menos, una multiplicacion y una
divisién, cnando no varias simplificaciones, escribiriamos tan

solo

2 6 32418 _3 659—=1977.
(5]

408 =2 — % _o19

656 8 3 {
diciendo sencillamente: 324, dividido por 108, 3; y fercio de
# 2 1 : ; et 7
659, 219 5 en el primer ejemplo; y 324, dividide por 108, 5,

multiplicado 659, 1977, en el segundo.
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Estas abreviaciones son extensivas al caso en que se trate de
dos fracciones cuyos términos andlogos tengan factores comu-
nes, porque si son, por ejemplo, % el dividendo y % el divi-
sor, tendremos:

LT A
i SABTART VIR 916

77 84 77.85
90" " i85 90.8

y podria también efectuarse el altimo producto desde luego, en
lugar del primero, que haria precisas aparte dos multipiicacio-
nes y una simplificacién, por lo que:

4.°—Para dividir dos fracciones cuando los términos del
mismo nombre tienen factores comunes, puede prescindirse de
ellos, multiplicando la fraccidn que resulle en el dividendo por
la que quede en el divisor invertida.

Si enfre los factores comunes se hallase alguno de los tér-
minos, la abreviacién seria atin mayor, como puede verse en
los sigunientes ejemplos:

A N s o
% ° 91 o002 1080’ 13 ° 26
& 7. 1290 1080 s DG e 15
GIF SRR i LT = of Y Wt T 2

y en el caso particular en que los términos de una fraceion di-
vidieran 4 los del mismo nombre de la otra, se tendria:
2 1 2ol hn e 3 1
W ‘g =73 O bien, Tas =y =g
por consiguiente,
5.°—Para dividir dos fracciones, cuando los términos del
dwisor dividen & los del mismo nombre del dividendo, pueden
dividirse lérmino 4 término.
6.°—Para dividir dos fracciones ewando los términos del di-
videndo dividen & los del mismo nombre del divisor, pueden
dividirse término & término, invirtiendo los cocientes al eseri-
bir el resultado.
En cuanto 4 Jos casos de mayor dificultad, que son aquellos
en que el divisor es un niimero mixto, 6 en que hay que dividir
un nimero de esta clase por una fraccién, pueden siempre re-
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ferirse 4 la division de un entero, fraceion 6 mixto, por un divi-
sor entero, recordando que el cociente no se altera aunque divi-
dendo y divisor se multipliquen por un mismo ntimero (201, 3.%),
y que por lo tanto, si se multiplican por el denominador del di-
vigor, éste resultara entero (226, 2.°. Cor.), luego:

7.°—Para operar siempre con un divisor enlero, en la divi-
sién de mitmeros fraccionarios, basta multiplicar dividendo y
divisor, por el denominador que tenga este dltimo.

Asi 324: 3 —(324.7):5=2268:5;

90%.q 9 __faof . 5 __sopa.ps. 1008 10 SNg T g,
324:8 & =(324.7):(8 2 ).7=2268:61; 17 : & =( 5 7):3=57 3

i} 3 70 0 6 10 N 4
o83 =1:59; 12 ;5 =(12 57 )7:6=90 —-:6;

230. De las fracciones decimales no nos hemos ocupado,
segtm dijimos (223), porque refiriéndose siempre su cilculo al
de Jos nimeros enteros, geran d ellas aplicables cuantas abre-
viaciones se dedujeron para éstos y se combinardn con las de
forma ordinaria transformando unas en ofras.

No obstante, antes de dar por terminado el estudio de las
cuatro primeras operaciones fundamentales, hemos de hacer
algunas observaciones de gran interés prictico.

1.2—Cuando al dividir [raccionarios decimales se corre la
coma en el dividendo ¢ divisor, el resto deberd referirse siempre
al wltimo orden de unidacdes que éstos confuviesen (201, 3.°),

Bl cociente de la division de 21=210 por 0‘8, sera, pues,
26, pero el resto no sera 2, sino 02, y el de dividir 0°0089 por
0409, seria 0:0008.

2.2 —Operando con nimeros conmensurables y estando com-
binados fraccionarios decimales y ordinarios, deben transfor-
marse aquéllos en éslos, 6 éstos en aquéllos, segin se necesile
el resultado exacto, ¢ sea suficiente oblenerlo aproximado;
en razon 4 que lo segundo, que es lo que se hace generalmente,
conducird & operaciones mas breves y sencillas; pero como la
transformacién originara frecuentemente fracciones periddicas
(221), de cuyo nimero ilimitado de cifras s6lo podrdn conside-

|
|
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rarse algunas, se ocasionaran errores de mas 6 menos impor-
tancia, que tnicamente se evitardn dando forma ordinaria 4 los
decimales, aun cuando las operaciones se compliquen.

A continuacién presentamos un ejemplo que sirva de resu-
men i todo lo dicho, combinando por suma, resta, multiplica-
cién y divisién un enfero, fraccién ordinaria, mixto, decimal
exacta, periddica pura y periddica mixta, y aplicando al céleulo
los procedimientos y disposiciones practicas méds convenientes
y abreviadas.

Eiempro.—Caleular con exactitud y por el método mas sen-

: g : - 1 :
cillo, cual seria el producto de multiplicar por 5 ¢l cociente de
dividir la suma

o

5(75)4-3:2(18)4 - 48 -

por la diferencia 5—4'95.
La expresion aritmética del edlculo, seria:
e 8 1
1 o4 (75)+-3°2(18)+ - +8 5
13 D—495

1."—Reduciendo las decimales a ordinarias.

23,32 511 3960
4 75955 | &
5 sa; 3211 e yil
216 216,27 864
S 5 9% 5144
- 3.2.3.11 | 594
20 25
1 7.3541 | 1155
g-L 2.3 g
1658 o~ D01 2613
17 i =17 T )
& 5 Y 46
Sl = e
1
map 55100 :
1700 T&| O 13 exacto
340 T2 =348 2 i
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2.°—Reduciendo las ordinarias 4 decimales.
100 | 13
90 0:076923.....
120
30 70 l

)
=

40 2
| 220

40
160
30 | 20 16
100 | 0415
0

D
=]

20165

L

Bl R

3218181 ....

0415

8:2016060.....
174417422..... | 0¢05

348°3488.....

0:076923.....

80120224.....
240360672, ....
24384416.....

26:7960347424..... aproximado,

Ficil es ver que solo son exactas las siete primeras cifras,
i .o 1366
fransformando en decimal la fraceion _i'?tl% ;
13660 | 1716
16480 | 0:796037...
10360
6400
12520
508

IV.—Exponentes negativoes.

231. Sabemos ya que todas las reglas de los enteros apli-
cables 4 los fraccionarios, son ciertas para éstos (222 y 225), y
por lo tanto, la deducida para dividir potencias de igual base
(202); pero si aplicamos esta regla al caso en que el exponente
del dividendo sea mds pequefio que el del divisor, tendremos,
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por ejemplo, representando por a la base:

-5 ] 43

a i a |
—=—a"—"=—a—" y como por otra parte(192,2.%) — =——— =

a’ 2 a? . anart «d

y dos valores iguales & un tercero, deben ser iguales entre si,

resulta que:

1

a==*

1
a—=—- de donde, a®.a—2=1

a ¢ W
luego:

L.°—Todda polencia indicada de grado negativo es igual &
una fraceidn cuyo nuwmerador es la unidad y cuyo denomina-
dor es la misma polencia de grado positivo.,

R.°—Toda polencia de grado posilivo, puede transformarse
en una fraccidn, poniendo por denominador de la unidad la
misma pofencia de grado negativo.

Hé aqui la razon por la cual, al combinar potencias indicadas
por multiplicacion y divisién, hicimos la salvedad de que los
exponenties fuesen positivos, al tratar de los niimeros enteros,
por ser en realidad las potencias de grado negativo nimeros
fraccionarios, y el por qué eslamos ahora obligados 4 estudiar
si esta clase de potenciag indicadas se multiplicardn y dividiran
por las mismas reglas que las de grado positivo (192, 2. y 202),
prescindiendo de las que se refieren 4 las demas combinaciones,
que desde luego les podremos aplicar, por haherse deducido
todas independientemente de la naturaleza que pudieran tener
los exponentes de los nimeros que en ellas intervengan,

Para convencerse de que las potencias indicadas se han de
combinar por las mismas reglas, sean positivas 6 negalivas,
basta recordarlas y pasar la vista por las igualdades siguientes:

e




Ejemplos:

-~

Pl Bl e L, [ E S R, L

l:;_ri iy : : z I [

= ; 7 343

Cororanto.—Todo factor de uno de los términos de una
fraccidn, puede pasarse al otro, cambiando el signo de s ex-
ponente,
lo que permite escribir en forma entera cualquier expresion
fraccionaria.

3attm

N+

—— =N4-3.5—aic—mn—"
—+5¢'n

CAPITULO IIL

OPERACIONES APROXIMADAS

I.—Generalidades.

232. Aun prescindiendo de la conveniencia de operar & ve-
ces, como en el ultimo ejemplo, con niimeros aproximados al
valor de otros, por defecto 6 por exceso [164), para la mayor
facilidad de los cdleulos, hay una multitud de casos en (que estas
operaciones son absolutamente indispensables

Por no ser posible representar numéricamente ciertas ma -
nitudes, sin cometer un error de mas ¢ menos consideracié 1,
el cual puede referirse 4 la totalidad de la magnitud represen-
tada, 6 4 la unidad elegida para dicha representacion.

Si & dos personas hemos de entregar, por ejemplo, 100 y
1000 pesetas respectivamente, y s6lo damos 90 4 Ia primera y
990 4 la segunda, cometemos en ambos casos un error por de-
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fecto igual 4 10 unidades, que es lo que dejan de recibir; pero
como esto es lo mismo que entregar al primero en vez de cada
o0 g 990 0

roon ” L) View e e
T al segundo 0°990== =& 0

peseta 090 =

(224, 1."), aquél dejara de percibir 'ilu'l =0 y este —“Iw =001
de lo que les corresponde, porlo que el error serd muy dife-
rente considerado bajo este punto de vista,

Para distinguir ambos errores, se da el nombre de ABSOLUTO,
a la diferencia entre el valor exacto y el aproximado, llamando
RELATIVO, al que se comete en cada unidacl.

Desde luego se comprende, por consiguiente, cudnto intere-
sard saber la influencia que eslos errores ejercerin en los re-
sultados finales, y sobre todo cudles serdn las reglas que podre-
mos sequir, para reemplazar los nimeros con los cuales no
convenga ¢ no se pueda operar, por otros que reunan las ne-
cesarias condiciones, para que el cometido en tolalidad, al ter-
minar cualquier combinacidn de nmimeros, no sobrepuje & un
limile fijado de anlemano.

Cuestion es esta de la mayor importancia para evitar funes-
tos y grandes errores préicticos, aunque obligados a fratarla li-
geramente, solo procuraremos aprender 4 calcular los resulta-
dos con un error tan pequefio como se desee, por los medios
méas rdpidos que puedan emplearse, usando siempre la palabra
error en su sentido absoluto, ya que del relativo podemos pres-
cindir, siendo ademas muy ficil deferminarlo inmediatamente
si conviniera, una vez conocido aguél, pues de su misma defi-
nicién y del razonamiento hecho en el ejemplo que hemos citado
para facilitar su comprensién, se desprende que:

El error relativo, serd siempre igual al cociente de dividir
el absoluto, por el valor exacto.

Claro es que si en 30 unidades se comete el error e, el come-
tido en cada una, serd %

233. Como preliminares en que habra de fundarse nuestro
estudio, fijaremos algunas reglas por cuyo medio se hace posi-
ble reemplazar unos ntimeros por ofros, cometiendo un error
muy pequeiio, 6 menor que un limite prefijado.

Propongdmonos, por ejemplo, encontrar el valor del cocien-
te de dividir 324 por 49, en menos de 0°001, lo cual equivaldra
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; : " o L E A e
a convertir en decimal la fraccion o (110] y tomar las cifras

necesarias.

I Claro esta que para conseguir lo propuesto, bastari escribir
' por cociente 6612, en razén i que valiendo cada cifra 10 uni-
dades de orden inferior, jamds el error, 6 sea la parte despre-
ciada 0°00024489..... llegara 4 valer 0*001, aun cuando fuesen 9
todas esas cifras significativas, luego:

1.°~Para encontrar el cociente inexacio de dos enleros, en
menos de una unidad decimal de cualquier orden, baslard
efectuar la division poniendo una coma después del cociente
. enlero y continuarla por la regla general eseribiendo un cero
& la derecha de cada resto hasta lener tantas cifras después de
la coma, como se necesiten para expresar dicha wnidad.

, 2.°—Si en cualquier nimero decimal se desprecian las wlli-
I mas cifras, el error comelido serd menor que la unidad del

orden indicado por la ultima cifra que se conserve.
Pero el error de tomar por el valor verdadero 64612, 1o sélo
es menor que 1 milésima, sino menor que media, porque

1 : e e : e 2
. 5+ 00001 =0"0005>0:00024489, mientras que si tomdramos

llonésima, en razon & que l - 04000001 =0:0000005<0°00000089,

| . : . : i
: (612244, el error, 6 parte despreciada, seria mayor que S Titi-
I . 2

!

| que es lo que se desprecia, si bien podriamos conseguir que

también [uese menor que 5 - 0:000001 tomando sdlo seis cifras

decimales, expresando por exceso el valor aproximado, es de-




IR
cir, escribiendo 6612245, ya que entonces

0:612245—061224489.....=0°00000011.. ..

siempre seria menor cue 00000005, por consiguiente,

3.°—Para aproximar un niimero decimal cualquiera, en
menos de media unidad de un orden, se desprecian fodas las
cifras de los inferiores, aumentando una unidad & la ultima
conservada, siempre que la primera despreciada sea mayor
que k.

Escorio.—Es de suma importancia fijarse bien en que estas
reglas s6lo pueden aplicarse 4 la aproximacién de decimales
cuyas cifras sean todas exactas, aunque consten de un numero
ilimitado de ellas, pero no como se hace generalmente 4 los re-
sultados de operar con niimeros que ya son aproximados sola-
mente y que se desea expresar con las cifras precisas, porque
entonces nog exponemos & cometer un error mayor.

Efectivamente; si la fraceion 04123456789..... proviene de
cualquier caleulo y sabemos estd aproximada en menos de
04001, el error podréd ser, por ejemplo, de 0:0007, y como al
escribir unicamente 0:123 cometemos otro nuevo por defecto
de 0:00045678....., si el anterior tenia lugar en el mismo sen-
tido, lo aumentamos en esta cantidad, por lo que el cometido
en delinitiva seria:

040007-+4-0:00045678.....=0¢00115678=0001.

Esto no sucedera si el primer error es por exceso, porque
dos errores contrarios se compensarian en parte, y siendo am-
bos menores que 0'001 no podrian dar como final resultado de
gu diferencia uno mayor que esa unidad decimal, ni por igual
razoén ocurrird tampoco si siendo por defecto, como lo son casi
siempre en la practica, aumentamos una unidad & la ultima
cifra conservada, escribiendo 0°124 aunque la siguiente no lle-
gue 4 5, por lo cual,

En todo resullado obtenido en menos de wna unidad deci-
mal de eualquier orden, con mayor nimero de cifras que las
necesarias para expresarlo, pueden despreciarse todas las de
orden inferior, probablemente erroneas, conservando las res-
tantes si la aproximacion es por exceso, y aumentando en 1 la
dltima que se conserve, si fuese por defecto.
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234. 8i por cualquier circunstancia nos viésemos obligados
4 operar con fracciones ordinarias, aun cuando el resultado no
se exigiera con exactitud y quisiéramos sustituir & las de tér-
minos de muchas cifras, ofras aproximadas con las cuales fuese
ficil operar, siempre las podriamos transformar en las que tu-
viesen por denominador el nimero que mds nos conviniese
(222, 2.°); pero es preferible para estos casos, generalmente,
emplear otro medio muy rapido de efectuar esa sustitucion,
fundado en el que puede seguirse para construir de memoria
la irreducible equivalente, después de haber hallado el m.c.d.
de sus dos términos (218).
Hil2
que es la misma considerada alli, efectuando sélo las dos pri-
meras divisiones, tendremos, & pesar de lo desfavorable de
este ejemplo, en que los dos cocientes despreciados son mucho
mayores que los conservados,

Si, por ejemplo, aplicamos dicha regla & la fraccion

3 Z]

1t 2

5712 | 3948 | 1764
1764 | 420 |

1 por 2, 2; por 1, 2, mas 1, 3, diferencidndose la fraccion - de
la verdadera en

47 2 141 136 5

_— prs— = 1

68 3 204 204 204

es decir, que el error cometido seria aiin menor (216, 5.°) que
bl

W0

Escorio.—Dada la necesidad de sustituir fracciones de pe-
queiios términos en lugar de las que tengan muchas cifras en
numerador y denominador y no se puedan simplificar é no con-
venga hacerlo por la pesadez de los cilculos requeridos, algu-
nos operadores se contentan con suprimir igual mimero de
cifras de la derecha de ambos términos, lo que equivale # di-
vidirlos inexactamente por la unidad seguida de igual nimero

% de la unidad entera.

————————————
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de ceros, con lo ¢ual la fraccién varia y puede ser erronea en
cantidades de bastante consideracion.
M8 o p :
Si en la—-» que €8 una de las mas favorables para pres-
a4
cindir de las tres cifras de la derecha, por ser mucho menor
que la unidad y relativamente pequena la diferencia entre 948
~ 8 \
y 712, tomamos la ¢ como aproximada, comeleremos un
error de

3 235 204 31

5 340 340 340

-

.,
i
68

: 1 . : ’
(ue casi es de ;-de unidad, mientras el anterior no llegaba

3' 1
S TAY

Esto solo basta para comprender la imporfancia de la pre-
cedente regla practica y la conveniencia de no exponerse i co-
meter jamds el gran error que puede dar la ultima, aungue in-
dudablemente es mis sencilla.

1I.—Adicion y Sustraceién.

935. Teniendo que afectar Ios nimeros aproximados alguna
de las formas hasta aqui consideradas, su célculo se har#d y dis-
pondri conforme 4 las reglas dadas para log enteros y fraccio-
narios, por lo que ahora debemos limitarnos a

Estudiar la manera de que los resultados de las operaciones
sean erréneos en menos de una parle alicuota de la unidad,
tan pequenia como se desee,
parte que siempre podra referirse 4 una unidad decimal, puesto
que si se han de encontrar ¢on un error menor, por ejemplo,

1 L Yo
que = esta condicion quedara satisfecha,
Tomando como limite del error la unidad decimal inferior,
g L i y
y determinéndolos con uno menor que 4.~ =001, cantidad mas
s 1 v
pequedia que —- (216, 5.7).

Esta consideracion, el ser exactos todos los nimeros ente-
ros y el poder fransformar en decimales los fraccionarios (243)
con tan pequefio error como se quiera, permite operar siempre
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con numeros expresados decimalmente, lo que es mucho mis
comodo y sencillo y 4 los cuales nos referiremos tinicamente.
Para determinar, en general, con qué error convendrd cal-
cular cada uno de los nimeros que hayan de intervenir en una
operacion para que el resultado sea erréneo en menos de una !
unidad del orden decimal deseado, puede seguirse un método
sencillo, que consiste en
Awveriguar cudl serd el error maximo que podra tener seqiin
, la aproximacion de aquéllos, y suponiendo despuds que todos
se aproximen en menos del mismo ovden decimal, deducir
cudl debera ser éste para que aquél no pase del limile fijado.
In cuanto al error final, podremos deducirlo siempre
Efectuando la operacidn con nivmeros eualesquiera y con su
descomposicion en valores aproximados, awmentados ¢ dismi-
nuidos en sus respectivos errores, segin consideremos éstos
por defecto 6 por exceso, y restando después la operacion exacta
Yy la aproximada.
| 236. Apliquemos este método al caso de la Adicion repre-
sentando por a, b, ¢,..... sumandos aproximados por defecto &
los valores exactos A, B, C,..... y por e, e, e’’...., los errores
(que se cometan tomando aqguéllos por éstos, con lo cual ten-

e ey

' dremos:

' A=a-te

- B=b--¢'

- C=c--¢"
6 sumando ordenadamente (168, 2.°)

| A4-B4-CA-.....—at-biet.....Fet+e'+e'"-4.....

A

restando de ambos miembros a—+b-c—+.....(40)
(A+-B4-C-.....)—(at-b+c+.....)=e+e' e "+.....

6 como la diferencia indicada en el primer miembro es la que
habria entre la suma exacta y la aproximada, es decir, el error
! del resulfado, que podemos representar por I,
E—=e+-e'+2'"+.....

4 cuya igualdad se llegaria del mismo modo suponiendo que to-
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dos los errores fuesen por exceso, casos de mdximo error, en
sazén 4 que si hubiera sumandos aproximados por defecto,
mientras otrog lo estuvieran por exceso, los errores se destrui-
rian en parte (169, 7.%); luego,

1.°—El error maximo que puede cometerse al sumar varios
nimeros aproximados, es igual & la suma de los errores de los
sumandos.

Supongamos ahora que todos estos errores se refieren al
mismo orden decimal, que el mayor sea e y que haya m su-
mandos.

Si en vez de cada sumando de la ultima igualdad ponemos e,
que es el valor mayor, aumentaremos el del segundo miembro,
y por lo tanto, se verilicara:

E<e-te-+e—+-.....[m veces), 6 hien E<me
\ 2 1

ya que tomar & un niimero m veces por sumando, equivale i
multiplicarlo por mn (43).

Haremos, por consiguiente, que el error E sea mis pecueno
que una unidad decimal de cualquier orden, que representare-
mos por U, haciendo me<Cl/, para lo cual es suficiente (ue
e<_ :n! en razon & que siendo m forzosamente entero, el pro-
ducto me serd m veces mayor (ue ¢ y un error mis pequeiio
que %, hecho m veces mayor, jamis llegara a valer U.

Esto nos ensefia que:

2.°Para calcular una suma en menos de una unidad de
cualquier orden decimal, basta caleular cada sumando con
un error menor que el cociente de dividirla por el nimero de
sumandos.

Propongdmonos, como ejemplo, averiguar cuintos millares
contendria la suma de los nimeros 8701423604, 4591087,
941467258 y 436752419,

Debiendo ser E<-1000 y, e<<1000:4=250, bastara hacer
e<"100, es decir, caleular cada sumando en menos de una cen-
tena, despreciando todas las cifras de orden inferior (233, 2.7).

A continuacién copiamos la operacion que se deberia hacer,
no teniendo en euenta lo demostrado, y la que debe hacerse
para que se puedan comparar:
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8791423604 879
451087 1367
91467258 —
436752419 5246
524720¢6814658

Aun no habiendo, pues, més que cualro sumandos, quien
empleara el primer método es probable contestase que 524, co-
metiendo un error de mas de medio millar; quien empleara el
segundo, prescindiendo del gran ahorro que haria de trabajo y
tiempo, que 525 (234, Esc.); y en cuanto al que sin tener pre-
sentes las aproximaciones y los errores, se contenfara para
abreviar, como de seguro harian algunos, con no considerar mais
que los millares de los sumandos, agregaria 436 4 87, y obten- i
dria un resultado 523, erréneo en mds de millar y medio.

SusTraccioN.—En esla operacion tendrd lugar el error mai-
ximo, cuando los de minuendo y susiraendo sean contrarios,
puesto que si ambos estuvieran calculados por defecto 6 por ex-
ceso, se compensarian, por lo menos en parte, al efectuar Ia
resta (175, 2.° y 8.%).

Suponiendo, por consiguiente, que a sea el valor aproximado
por defecto al minuendo exacto A, y que b lo esté por exceso al

sustraendo B, siendo e y ¢” los respectivos errores, tendremos:

A=a—+-e

B=IJ—E’|
6 restando ordenamente (168, 2.°),

A—B=a—b-te4e’,
¥ quitando de ambos miembros a—b
(4—B)—(a—b)=e-+e',

6 bien

E=e-+¢'

8i representamos por E la diferencia enfre la operacién exacta
y la aproximada, que serd el error fotal; y como 4 la misma
conclusion se llegaria suponiendo aproximado el minuendo por
exceso y el sustraendo por defecto, podemos afirmar que:
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3."—El error maximo que prede comelerse al restar dos naj-
meros aproximados, es igual 4 la suma de los erroves de mi-
nuendo y sustraendo.

Si ahora suponemos que ambos se refieran 4 la misma uni-
dad decimal y que el mayor sea e, el segundo miembro de la
dltima igualdad aumentard al poner ¢ en vez de ¢ (43, 6.%), y
por lo tanto,

E<e+4e, 6 hien E<2e,

y conseguiremos sea mas pequefio que una unidad decimal [T
de cualquier orden, haciendo que 2e< 17, paralo cual eg sufi-
ciente que e< ; [7; luego

1."—Para caleular una diferencia en menos de una unidad
de cualquier orden decimal, basta que se ealeulen minuendo
Iy sustraendo con un error menor que la milad de dicha unidad,

En el siguiente ejemplo estd caleulada en menos de 0901 la
diferencia entre los nimeros 35:8783012 y 1193251768 por el
método ordinario y por la regla que se acaba de demostrar,
para aplicar la cual hay que tener presente lo dicho en el pa-
rrafo 233.

35:8783012 35'88
11493251768 11495
23494578352 2395

El primer resultado seria también 23'95 al despreciar las ci-
fras que se refieren 4 6rdenes inferiores, si se aumentaba en 1
la lfima conservada.

[11.—Multiplicacidn.

237.  Aunque apelando al método general (235), determina-
riamos el error del producto de dos factores aproximados y la
regla para obtenerlo en menos de una parte alicuota decimal, de
un modo andlogo al detallado en la Adicién y Sustraccion, en el
presente ‘caso, puede deducirse dicha regla mds ficilmente,
fundindose en el siguiente principio:

1.°—El ervor del producto de un mimero aproximado por
olro exacto, es igual al valor del exacto, mulliplicado por el
error del aproximado.

Tosmo T. i3




En efecto; si .1 es un valor exacto, b el aproximado &4 B y e
el cometido por defecto 6 exceso, tendremos

B=—lhke;

0y

6 multiplicando ambos miembros por A (1068, 1.
AB=A (b-e),

que efectuando la multiplicacion indieada, se convierte en (190
y 225, 4.2, Cor.)

AB=Ab=+A4e;

v restando de ambos miembros Ab,
AB—Ab=z=Ae, queequivaleda E—==Ade

si como hemos hecho siempre, representamos por I/ la dileren-
eia entre el resultado de la operacion exacta y la aproximada, 6
sea el error del producto, que resulta, conforme al enunciado,
ser siempre Ae en valor numérico, indicando los signos -y
que le preceden, que seri por defecto 6 por exceso, lo mismo
que el del factor aproximado,

Si queremos, por consiguiente, que el ervor finai no llegue
a valer una unidad decimal I de cualquier orden, deberemos
tener

Ae<_L, 6 o= -4

puesto que un nimero menor que el cociente !T multiplicado
por el divisor A, siempre dard un producto menor que el divi-
dendo (188, 3.°);

De todo Jo cual se deduce que:

2."—Para oblener el producto de un nitmero exacto por otro

aproximado en menos de una parte alicuota decimal cualquie-
ra, basta caleular el aproximado con un error mis pequeno
que el cocienfe de dividir la wnidad decimal por el factor
exacto.

Asi, por ejemplo, si quisiéramos determinar en menos de
0:001 el produeto de 328146739028 por %u bastaria aproximar

el primer factor en menos de 0001 : %:Il‘!mﬂ:;’n:ﬂ‘tlﬂl 6. lo cual
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se conseguiria calculindolo también en menos de 04001 <0001 6,
reduciéndose & la segunda la primer operacion efectuada por
la regla general,

398146739028 328¢ 146

b 5
1640733695140 | 8 1640:730 | 8
205¢ 0917118925 205¢ 091

en la que se pueden despreciar las demds cifras, siempre que
se fome por producto aproximado 205092 (233, 2.°).

En el caso particular de que el factor aproximado fuera un
entero de una cifra, el cociente de dividir por €l la unidad deci-
mal de cualquier orden, serd igual 6 mayor gue la unidad de
orden inferior; luego

Baslard tomar en el aproximado wuna cifra mas que la indi-
cada por dicha unidad decimal,
de modo que el producto del mismo nimero 328146739028
por b, se obfendria en menos de 0001 multiplicando 81467
por 5, puesto que el error con que se caleule aquél ha de ser
menor que 0°001:5=00002, yla operacién podriadisponerse asi:

328146739028

5

1640° 7335

colocando el 5 debajo de la cifra por la cual se ha de empezar
la mudtiplicacidn.

Una cosa andloga puede hacerse aun cuando la cifra no re-
presenle unidades simples, siendo, por ejemplo, el factor exacto
600, 6 0:07, en lugar de 5, porque en el primer caso se verifi-
caria

328°146739028.600=328146739028.100.6=32814:6739028.6,
¥ en el segundo
328146739028.0¢07=328:146739028 - !-:':U =3'2W146739028.7 -

por lo cual tendriamos seguridad de que ambos productos se-
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rian erréneos en menos de 0°001 disponiendo las operaciones
como estian indicadas 4 continuacion:

328146739028 3° 28146739028
6 7
196888: 0434 229698

4 mas sencillamente, si no queremos correr la coma en el pri-
mer factor,

328 146739028 328146739028
600 0:07
196888¢ 0434 22:9698

es decir, que

Puede prescindirse del orden de unidades que la cifra re-
presente, steimpre que se la escriba tanlos lugares mas haeia la
derecha ¢ la izquierda, como indique dicho orden y sélo se se-
pare del producto una decimal mds que la pedida en la apro-
ximaeidn.

238. Encontrados ya en menos de 0°001 los productos de
328146739028, por 5, 600 y 007, si los consideramos como
parciales, reuniéndolos en una sola multiplicacién, tendremos
el producto del primer niimero por G00--54-0:07=605'07, en
esta forma:

3281446739028
70506

1968880434
16407335
220698

1985517467

por lo cual, para hallarlo bastaria escribir las unidades del se-
gundo factor debajo de la cifra que en el primero representase
el orden inferior al pedido y las restantes en sentido inverso,
empezando las multiplicaciones por las cifras que cada una tu-
viese inmediatamente encima, y colocar en columna los produc-
tos parciales para su adicién, ya que todos se refieren al mismo
orden de unidades.
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Pero de esta manera el producto fotal seria erréneo en la
surma de los errores de los parciales (236, 1.°), por lo que ten-
’

driamos llamando 4 éstos e, e/, e’ y observando que siempre
hemos tomado el primer factor en menos de 0°0001 (233, 2.°)

e < 0°0001 - 6=00006
e’ <Z0:0001 - 5=00005
e"'<=00001 - 7=040007

E<<0:0001 (6-+5-+7)=—0°0018

representando por I el error fotal, pues es evidente que la su-
ma de los primeros miembros seria menor que la de los segun-
dos (169, 7.2,

El error, por consiguiente,

Sera mayor que el pedido, siempre que la suma de las ei-
fras del factor por el cual se mulliplica, sea mayor que 9, pero
no lo seria si los produclos parciales tuvieran una cifra deci-
mal mis, mientras la suma de las del olro no excediese de 99,
para lo cual hastaria escribir la cifra de las unidades, no uno,
sino dos lugares hacia la derecha de la que represente el orden
pedido en la aproximacion.

Si la referida suma excediese 4 99, 999, ete., deberian, por
lo dicho, fomarse en el primer factor, fres, euatro, elc., ci-
fras mdis;
pero como este caso nunca ocurre, porque auncue las cifras
fueran en numero indefinido, esas sumas, como hemos visto,
solo se refieren 4 aquellag de que sea preciso hacer uso, pue-
de establecerse como regla general la siguiente, debida #
Oughitred:

239, Para multiplicar dos nimeros con un error menor
que una unidad decimal de cualquier orden, se escriben las
unidades de uno de los factores debajo de la cifra que repre-
sente unidacles inferiores en dos drdenes al que se pide, colo-
cando las demas de aquél en sentido inverso; después se efec-
tita la multiplicacidn empezando por la cifra que lenga encima
aquélla por la eual se multiplica cada vez y se suman los pro-
ductos parciales escrilos en columna, despreciando las dos il-
timas cifras de la suma, awmentando una unidad & la prime-
rade la derecha que se conserve y separando las decimales
indicadas en la aproximacién pedida.
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Eiempro.—Hallar en menos de 04001 el producto de
3284146739028 por 65*749231852647.....

328146739028

74625813294756
1968880431 l
164073365 '

22970269

1312584

'){7'7.;’)1)

G562

R4

32

2%

| 2157539580

ErE

| Producto =21575'396 en menos de 04001

, Esconio.—Algunos aplican la anterior regla dejando los dos
factores en su forma natural, en cuyo caso hay que ver previa-
mente cudl es la cifra del primero que corresponde multiplicar
por la de orden superior del segundo, si se empieza por la iz-
quierda, 6 cudl del segundo corresponde multiplicar por la su-
' perior del primero, si se empieza la operacién por la derecha,
i considerando respeclivamente una cifra menos 6 mds en cada
il multiplicacion pareial, como esta indicado 4 continuacion.

i 3284146739028
. (5749231852647.....

| 1968880434
I 164073365
I 22970269
| 1312584
| fuhdﬂh
(G662
984
32

24

2157539580
TH*396

Produeto =215
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A28:1406739028
GH* 744 ',HHVJI

24

32

Y84

6562
295326
131258%
220970269
164073365
1968880434
2157539580

Producto =21575*396

En la primera operacion hubiéramos tenido que decir pre-
viamente: para que las 6 decenas del segundo factor produzean
cien milésimas, que son dos ordenes inferiores al pedido, hay
que empezar la multiplicacion por las 9 millonésimas del pri-
mero. )

En la segunda: para que las 3 centenas del primero cum-
plan igual condicién, hay que empezar por las 8 diezmillone-
gimas del segundo.

La disposicion prictica de Oughtred, es, pues, la mas ven-
tajosa, tanto por evitar este cdlculo previo, enanto por ser me-
nos [dcil equivocarse en las multiplicaciones parciales,

240, De la misma manera que en la multiplicacién eomiin,
claro es que deberdn suprimirse las multiplicaciones por las
¢ifras 0 que pueda tener el secundo factor, por lo que
[ras, siendo también evidenle que corno a fales deberan consi-

Convendri escribir debajo el que lenga varias de eslas

derarse, aungue se omita su escritura en la practica, las que 4
la derecha del primer faclor puedan [altar para empezar las
milliplicaciones, colocando los productos parciales en el lugar
(jue les corresponderia si se hubieran escrito.
Tienpros.—Iallar en menos de 0°001 el producto de multi-
plicar 6004075021 por 0*896537423.....y 756:89182 por 3644798,
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7568918
0896537423 897463
b AT 2
1205704006 22706754
D3TH22452 45413508
358612 30275972
06272 52098237
445 GO5601
537287781 2760990290
Producto... 5372878 Producto... 27609:903

En el caso de varios factores, y suponiendo que en cada
multiplicacion debieran despreciarse dos cifras, tendriamos (ue
efectuar n—1 operaciones, si n indica su niimero; luego en to-
tal habriamos despreciado 2(n—1), y para que la dltima per-
teneciese al orden deseado, deberiamos

Eseribir en la primer mulliplicacion la cifra de las unidi-
des dlel segundo faclor, debajo de la del orden inferior al pedido
en tantos lugares como expresase el duplo del niimero de fac-
lores menos uno, y dos lugares més hacia la izquierda, en cadu
nueva mulliplicacion.

Eienpro.—Calcular en menos de 0°001 el producto

36°457132.0:9805.72.0°06.

3064457132
2089
328114188
291656056
18228565

25022345544
b

15013424

Producto.... 150°135

I'V.—Divisién.

241. También en esta operacién, como en la anterior, es
mucho mis sencillo que valerse del método general para en-
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contrar el cociente de dos numeros aproximados en menos de
cualquier parte alicuota decimal, prescindic del error mdximo
que al resultado pueda corresponder en fodos los casos y hacer
extensiva a esa clase de nimeros una regla abreviada, que es
muy conveniente conocer para dividir dos nimeros enteros de
muchas cifras de un modo ficil y muy rdpido, la cual se funda
en los dos teoremas siguientes:

El ervor del cociente de dividiy un nimero aproximado
por olro exacto, es igual al error del dividendo, partido por el
valor exacto del divisor.

En efecto; si, como siempre, representamos por A el verda-
dero valor del dividendo, por a el aproximado, por e el error
por defecto y por B el divisor exacto, fendremos:

A=at-e

O dividiendo por B (168, 1.7}
Al il i e
B & B

— =, Hbien, E—=—

siendo IY el error del resulfado conforme al enunciado de la pro-
posicion,

Conorario.—Para oblener el cocienle de dos enteros aproxi-
maco en menos de una unidad, podra tomarse por dividendo
el nimero que resulle de reemplazar por ceros lantas cifras de
su derecha como tenga el divisor, menos una;

Porque el error comefido sera entonces menor que el divi-
sor, y siendo e<_B, necesariamente ;? — =1

Asi, el cociente entero de la division de 734866 por 26378,
por ejemplo, seria el mismo que el de dividir también por
26378 el numero 730000, que reemplazaria al dividendo con un
error de 48066<"26378.

242, El ervor de dividir un ntimero exacto por olro apro-
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Nimado, serd dgual al cocienle verdadero multiplicado por el
error del divisor y partido por el divisor aproximado.
Empecemos por observar que si el divisor B—b-—e estd
aproximado por defecto, como indica esa igualdad en que B re-
A
b
(216, 5.°), de modo que el cociente, en este caso, serd erréneo
por exceso y no por defecto como en el anterior, teniendo por
expresion:

; A
presenta el valor exacto, b el aproximado y e el error, =
L ¥

et A AB—Ab _ A(b+e)—Ab
e A S TR A R
Ae A
P2 Ab+Ae—Ab P .lar_ B U 3
i " bB TBBT . F =%

segin queriamos demostrar,

Cororarto.—Para obtener el cociente de dos enteros. apro-
ximado en menos de una unidad, podrd lomarse por divisop
el maimero que resulte de reemplazar por ceros las cifras de su
derecha suficientes, para que el error sea menor, que la unidad
del orden indicado por la diferencia entre el niimero de sus
cifras y las que debe fener el cociente entero.,

. Bfectivamente; supongamos que B y b tengan n cifras, ya
(fue su nimero no se alterard aunque las tltimas significativas
se reemplacen por ceros y que el cociente deba tener nt, lo que
es fécil conocer sin efectuar la division, en virtud de Ja misma
regla general (52, 3.%).

Expresando el divisor en menos de una unidad del orden
n—in, deberemos conservar hasta Ja cifra de ese orden inclusi-
ve y el error ¢ tendri, por consiguiente, n—m—1, y ; ., tendra
(198, Teorema) m—+n—m—=n—1, 6, n—1 —1=n—2. y como
b tiene n y todos los niimeros enteros de n—1, & n—2 eifras son
forzosamente menores (ue cualquiera de n,

— .e<cl, yporlotante, == .~

O bien <1,
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Asi, en la misma division de los niimeros 734866 y 26378,
cuyo cociente ha de tener dos cifras; pueslo que necesitare-
mos tomar por dividendo 73486 en la primera divisién pareial,
n=h, m=2, n—m=5—2=3, y bastando para calcular el co-
ciente aproximar 26378 en menos de una unidad de tercer or-
den, podriamos prescindir de 78 unidades
26300,

243. En los dos corolarios anleriores se funda el meétodo de
la division abreviada, para comprender el cual con claridad,
conviene tener & la vista la division de los numeros que hasta
aqui venimos considerando, hecha por el método ordinario y
aun su descomposicion en las dos operaciones parciales que
exige,

y tomar por divisor

734866 | 26378 73486 | 26378 207306 | 26378
207306 | 27 20730 | 2 22660 | 7
22660 '

Si en la primera de las divisiones parciales reemplazamos
por ceros las tllimas cilras de dividendo y divisor indicadas en
los corolarios, podremos dividiv 73000 por 26300, suprimiendo
dos ceros de su derecha (205, 1.°), con lo que la operacion que-
dard reducida 4

730 | 263

204 | 2

siendo el resto de esta division 20400 (230, 1.°] decenas, puesto
que el dividendo son decenas, 6 204000 unidades.

Sustituyendo, pues, por este numero el dividendo de la se-
gunda y reemplazando por ceros las tres ultimas cifras del di-
visor para aproximarlo en menos de una unidad de cuarto or-
den, conforme & lo dicho en el ultimo corolario, podremos pres-
cindir andlogamente de estos ceros (205, 1.°}, reduciendo la
operacion a

204 | 206

y1a}
e

y la total que resulta del conjunte de ias dos, marcando las ci-
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fras de que puede prescindirse en iugar de reemplazarlas por
ceros, a

734866 | 26378
208 | 27
26

operando con la cifra 4, lo que en nada complica la division y
aproxima mdas el resto. .

Parece 4 primera vista que cometiendo asi en el cociente
dos errores menores que la unidad, uno por defecto y otro por
exceso, que, por tanfo, se compensarin en parte y hasta podrin
anularse, sin que jamds su diferencia llegue a valer 1, debere-
mos obtener siempre el mismo cociente que por la regla ordi-
naria, y asi sucederd indudablemente con la primer cifra; pero
hay que tener presente que nosotros no nos hemos contentado
con hacer la abreviacién en el dividendo y divisor primifivos,
§ino que vamos suprimiendo cifras como el 3, aplicindola 4
cada division pareial; (que los dividendos son errdneos y gene-
ralmente mayores que los exactos por la sapresién de esas ci-
fras; y que como en cada momento podria agregarse al cociente
por defecto la fraccién que lo completaria referida 4 unidades
del orden correspondiente (150), seria Yy posible que aun sin
producir las divisiones auxiliares errores de una unidad de
aquel orden, se obluvieran por exceso algunas cifras, que se-
rian las inmediatamente superiores 4 las verdaderas y origina-
rian un cociente final completamente defectuoso.

244.  Los teoremas fundamentales nos suministran s6lo, por
consiguiente, la idea de como podra abreviarse la division; pero
para tener seguridad de que hallaremos el verdadero cociente,
se hace preciso buscar un medio de que la acumulacion de erro-
res en los restos no llegue jamds 4 influir en una unidad simple
del cociente, para lo que se comprende desde luego deberemos
empezar por calcular esos restos tan aproximados 4 los exactos
como permifa la esencia de la abreviacion, lo que ya hemos
conseguido eén parte para el primero, operando con la cifra 4
del dividendo, pues 208000 es mucho mas aproximado 4 207306
que 204000,

La consideracion de esa cifra ha producido, sin embargo, un
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gran error por exceso en el segundo resto, error debido prin-
cipalmente 4@ que hemos operado con los millares del dividendo
y no con todos los del producto del cociente por el divisor, ya
que las 2 decenas del cociente, 6 20 unidades, multiplicadas por
las 7, 6 70 del divisor que se han despreciado, producirian 1400,
en las que hay contenido un millar que no hemos tenido en
cuenta,

Disminuiremos, pues, el error de los restos,

Multiplicando de memoria la cifra del cociente por la pri-
mera que se desprecie en el divisor y agregando las decenas
el producto que vesulte, si las hay, al de la cifra siguiente,
anles de restar del dividendo,
diciendo: 2 por 7, I4; 1 y 2.3, 6, 7; 4 14, 7; lo que repetido
igualmente en la multiplicacion de la siguiente cifra, por el di-
visor 20, convertiria la total en

734866 | 26378
207 '! 21
23
De este modo despreciamos la cifra de las centenas del pro-
ducto 2 decenas, 6 20, por 7 decenas, 6 70, que no pudiendo
pasar de 9, no excedera de 900 unidades, y ademas todo el pro-
ducto de 2 decenas 6 20, por 8 unidades, que jamds llegarsi tam-
poco a 900, en razon i que aun suponiendo 9 las dos cifras, ese
producto resultaria igual a 90.9=810.
El error cometido en ese resto por la acumulacion de ambos,
nunca podra llegar, en virtud de lo dicho, 4

9004+-900=2.900=2 9.100=2.0¢9.1000

En cuanto al segundo resto, se ha encontrado despreciando
Ia cifra de las centenas del producto 7 por 3 centenas, 6 300,
que no pudiendo del mismo modo pasar de 9, tampoco excedera
de 900 unidades, y ademds todo el producto 7.78, siempre
inferior también & Y00, ya que el primer factor serd 9 & lo mds,
y el segundo no puede llegar 4 100.

El error cometido en el siguiente resto, por la acumulacion
de ambos, sera, por tanfo, como el del primero, menor que

900+900=2.900=2.9.100=2.0:9.1000;
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y es evidente que lo mismo se demostraria para todos los res-
tos si la division fuera mas larga, porque el orden de log pro-
ductos despreciados siempre serd el mismo, avanzando como se
avanza un lugar hacia la derecha en el cociente por cada cifra
(ue se suprime hacia la izquierda del divisor, por lo cual puede
afirmarse que:

El error cometido en cada resto serd menor que 2.0°9 wni-
dadles, del orden & que pertenezea el Wltimo divisor empleado.

Si el cociente tuviera, pues, m cifras, y la division diera ori-
gen a m restos, el error total del dltimo seria menor que la re-
union de m sumandos, iguales 4 2.0°9, 6 sea 2 049, m, unidades
del orden que corresponda al Wltimo divisor:
¥ mientras 2.0, m sea menor que este divisor, claro es que 70
podréd contenerle, y que

El error del cociente no llegard & una unidad,
por 1o que encontraremos las mismas cifras que si apliciramos
la regla ordinaria, en el caso de que la divisién debiera ser exac-
ta, y tinicamente cuando no lo fuese, podria suceder que ese
conjunto de errores menor que el divisor, sumado con el resto
nataral de la divisién, que también ha de ser menor, legara 4
contenerle una vez, resultando el cociente por exceso: aungue
no mas inexaclo que el hallado por la regla general, puesto que
su error tampoco llegard 4 valer I, componiéndose, como en-
tonces se compondria el verdadero, del cociente entero por de-
fecto, mas una fraccién determinada por los valores del resto y
el divisor (150).

245. De lo dicho se deduce que la division podrd hacerse
del modo indicado siempre que se empiece por caleular ¢l va-
lor que, atendiendo 4 la condicion de ser mayor que 2.00.m,
deba tener el titimo divisor que se deba emplear, del pual ha-
bra que partir pava fijar el primero 6 pe ENTRADA y las cifras
que pueden despreciarse en el dividendo, lo cual es ficil si-
guiendo esta regla, debida & Guy:

Para determinar abreviadamente el cociente de dos enteros
en menos de una unidad, se marcan & la izquierda del divisor
las cifras suficienles para expresar un valor mayor que el
duplo de las que ha de lener el cociente, multiplicado por 0°9,
Y se cuentan hacia la derecha tantas coro éste deba tener,
menos una, con lo que se oblendrd el divisor de entrada.
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despreciando tocdas las rvestantes, y tantas del dividendo como
tenga 4 su derecha el dllimo divisor. Iin seguida se efechia
la. division por la regla ordinaria, despreciando en cada una
de las parciales la Ultima eifra del divisor anterior en vez de
bajar la del dividendo, pero teniendo en cuenla para hallar
las restos las decenas de su producto por la cifra del cociente.

Euenpro. — Dividir abreviadamente 54867031254964780923
por 26587420256981.

2.7.0¢0=14.0:0=12:6  54867031254964780023 | als:‘;aﬂénzmnm

1692191 ;’l}t 3646
96946
17184
1232
169
10

Hemos dicho que el cociente puede resultar por exceso, si
el conjunto de errores de los dividendos parciales, agregado al
resfo natural de la division, llegara & contener una vez al divi-
sor, y es claro que, en general, el exceso sélo podra afectar i
la altima cifra del cociente, no pudiendo ser éste erroneo en
una unidad; pero si esta ultima cifra, ¢ las ultimas, fuesen nue-
ves, evidentemente se manifestaria este exceso en alguna de
las anteriores.

Si el cociente por defecto debiera ser, por ejemplo, 56999,
al resultar por exceso seria 569904-1=>57000, y en las divisio-
nes parciales deberia ocurrir para ello una de estas dos cosas:
O que desde luego el primer resto nos dieva la cifra 7 en lugar
de 6, resultando ceros las re

stantes, 6 que el exceso no se hi-

cicra visible hasta llegar & alguna de las siguienles cifrag, en
cuyo caso el dividendo parcial contendria 10 veces al divisor
respectivo.

Cuando esto ocurra podremos, por lo tanto,

Dar por concluida la division, escribiendo 9 en los lugares
correspondientes & las cifras que falle ealeular.

Hé aqui ejemplos de los tres casos, & los que primero he-
mos aplicado la regla ordinaria y enseguida la abreviada, para
(ue pueda comprenderse mejor lo que antecede.
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738321 | 26378 1503571063014 | 26378452
210761 | 27 184648463 ‘ 56999
26115 263777510
263704421
S TS 262983534
Aegu2t) S04 18 95377306
A1 | 28
1 Lt
1503571063014 ‘_263?8452
184649 57000
0001

1503565442462

184642842
263721304
263153366
257468982
20052914

26378452
56999

1503565442462 | 26378452

184643 56999
26373

Vemos que estos casos, como es natural, solo ocurren
cuando, diferenciandose relativamente poco el valor del restoy
el del divisor, el cociente por exceso que da, 6 puede dar, la
regla abreviada, es mucho mas aproximado que el de la divi-
sion ordinaria.

Por 1tltimo, es evidente que

Si alguna cifra produjera un resto 0, también la divisidin
podria darse por lerminada,
pues las restantes cifras también serian 0, y que:

Si a la derecha del divisor propuesto no hubieva bastantes
para formar desde luego el de entrada, deberia empezarse la
operacion por la regla ordinaria,
no aplicando la abreviada hasta llegar & las cifras que en el
dividendo pudieran despreciarse, como sucederia en los si-
guientes ejemplos:




204

1477192312689 | 2637845 1503565442462 | 26378

158270 184665 | 57000737

0000 19442
. 978

187

3

246.  Resumiendo el andlisis hecho para deducir la regla de
Guy, vemos que su fundamento reside principalmente en el ni-
mero de cifras que deban calcularse, y en que el resto natural,
junto con log errores de los dividendos parcialesgque se em-
pleen, jamas puede producir el error de una unidad del orden
de la cifra calculada (ltimamente, y que el razonamiento es in-
dependiente por completo del orden que esta cifra represente.

Sien coalguiera de los ejemplos anteriores caleuliramos,
por consiguiente, tres cifras mas, separandolas como decimales,
el error del cociente no llegaria 4 0001, y por lo tanto,

Para hallar el cociente de dos enteros en menos de wna pay-
le alicuota decimal, putede seguirse la regla de Gy, conside-
rando el nimero lolal de cifra
pueés de escribir como decimales 4 la derecha del dividendo

s quee el cociente deba lener, des-

fanlos ceros como indique el orden de la parte alicuola,
lo que equivale, si hay bastantes cifras, &

Despreciar de sw derecha tantas cifras menos de las per-
mitidas por la regla, cuantas sean las decimales que en el co-
cienle se necesiten, )
con lo cual, en la mayoria de los casos, se hace innecesaria la
escritura-de todos 6 de parte de los ceros.

Cororanio,—Tratindose de la division de un mibmero deci=
mal fraccionario, sea exacto, sea aproximado, por un entero,
nos hallaremos en el cago de poderles aplicar igualmente la re-
gla anterior, por lo que, si es inexacto, deberemos calcularlo
con las necesarias cifras decimales.

Finalmente, si el divisor fuera aproximado 6 [raccionario
decimal exacto, la misma regla nos servivia también para ha-
llar el cociente con la aproximacion que se quisiera, fransfor-
mandolo en entero (173), 6 caleulandolo con bastantes cifras,
para (ue no fuese errénea ninguna de lag que han de infervenir
en la operacion.

Toxo I. Lk
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Los tres cocientes que siguen se hallan todos calculados en

menos de (0°001.

1498765201273 | 26378452147 1498765201 273

179843 | 56817
21573
471
204
21
149°8765201273 | 2°637845.....
170843 TS =
.3[:-“:3 56817
471
204
21

CAPITULO 1V
POTENCIACION
Il.—Generalidades.

247, Aunque el concepto de la Porexoiacion, Graduacion 6
Elevacion 4 polencias (116| se forme suponiendo un producto
de factores iguales 4.4.4=4" al que puede llegarse con sblo co-
nocer su valor y su niimero, la definicion comin no puede ser
general, aun abrazando como abrazaria el caso en que el factor
fuese negativo (—4)(—4)(—4]=(—4]", porque exige que el ex-
ponente sea no solo entero, sino positivo, lo cual sabemeos (231 |

no se verilicara siempre, por lo que se hace preciso modilicarla

de manera que los comprenda todos, diciendo tiene por ohjeto:
Dados dos nimeros, determinar un lercero, que esté for-

mardo por mulliplicacion con respeeto & uno de ellos, del mismo

modo que lo esté el olro por adicidn con respeclo & la wnidad

positiva,

siendo evidente que los resultados 4° y 3* serdn distintos, y que,

por tanto, debe precisarse cudl de los niimeros se ha de cons
derar como base y cuil como exponente.
Después de haber demostrado la necesidad de modificar Ia
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definicion, seguiremos, no obstante, suponiendo que el expo-
nente es entero y positivo para facilitar el estudio, y 4 semejan-
za de lo que hicimos en la Mulfiplicacion y Divisién, veremos
luego si las reglas deducidas en tal supuesto, son aplicables
también 4 los casos en que los exponentes sean negalivos.

Empecemos por investigar cudl seri el signo de la potencia,
segin el que fenga la hase, recordando que un producto de
factores positivos, siempre serd positivo (189, 1.°), y que si son
negativos, el signo del producto depende de que su nimero sea
par 6 impar (192, 1.°), es decir, que si representamos por 7 un
entero cualquiera, en cuyo caso 2n y 2n--1 serdn evidentemente
un numero par y uno impar, tendremos, por ejemplo:

— g
=~

— 1 5 2n4]
- — 1t hn
_.‘-'-‘),;;-—iz i 21

4 en ofros términos, que:

1.°~Todas las potencias de los nitmeros positivos, serdn po-
sitivas.

2.°—Las polencias de los mimeros negativos serdn positivas
a megativas, segin que su grado sea par ¢ impar.

248, Fijados ya los signos que tendrin los resultados, pode-
mos deducir de la definicion las demis consecuencias que se
desprenden de ella, sin atender mis que 4 los valores numéri-
cos; pues en el caso de que la indole de una cuestion cualquiera
oxija fue se alienda también 4 los signos, ya sabemos que las
positivas siempre serdn mayores que las negativas, v que de
¢stas serd mayor la de menor valor numérico (178, 2.° y 3.7).

1.%—5Si el exponente es igual 4 1, la potencia serd igual 4 la

l‘i"].‘\‘l".
Irj"_—!l_l._

cualguiera que sea ¢l valor de b, porque deberd tomarse una
sola vez por {actor.

13,“—-].;!.&‘!u'lh‘iir‘faR e :",H’:?rfn mayar que l, seran maores,
tguales & menores que la base, sequn sea aquél mayor, igual 6
menor que 1.
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segim lo dicho en la Multiplicaciéon (188, 3." y 2.% v 225, 1.7)
3."—Las potencias de grado mayor que 1 awmentarin 6 dis-
minwiran & medida que awmente 6 disminuya la base.

a-+3)° vy a>{a—-

cualquiera que sea el valor de a, puesfo gque un producto
aumenta 0 disminuye, al aumentar ¢ disminuir los factores
(188, 3.°).

&."—Las polencias awmentaran ¢ disminuirdn & medida que
awmente el exponente, segin que sea la base mayor ¢ menor

ffue ;3

A
=\7)

ya que al aumentar el nimero de factores, aumentari el pro-
ducto en el primer caso y disminuird en el segundo (188, 2.°).

Combinemos ahora, como hemos hecho en lag demds opera-
ciones, los niimeros con sus limites,

| ."—Todas las polencias de 0, serdn iguales & 0 (188, 4.%)

0“=0

cualquiera que sea a,

2."—Todas las polencias de o, serdn iguales & oo (188, 7.°).
Do =—50.

3.%—Las polencias de grado 0 de cualquier mimero, serdn
iguales a 1,
en razdm a (ue por una parte a”:am=1, cualesquiera que sean
a ym (199, 4.°%), y por otra am:am—ani—m—g0 (202, 2.2}, de
donde,

av=1,
4."—La potencia de grado oo de un niimero seri 2o 6 0, se-

gun que el nuimero sea mayor ¢ menor que la unidad,
porque ya hemos visto que en el primer caso irdn aumentando
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las potencias y en el segunde disminuyendo, y es claro que pu-
diéndose obtener un nimero tan grande 6 tan pequeno como se
quiera, aumentando convenientemente el niimero de factores,
cuando este niimero sea indefinidamente grande, los valores de
dichas potencias tendran que ser, respectivamente, indefinida-
mente grande ¢ indefinidamente pequeno, luego

¥ =00 ¥y |')":U‘

5."—La potencia de grado 0 de 06 e, porlra suponerse igual
a un nidmero cualquiera, a 0, 6 4 so.
En efecto; el exponente 0 no puede formarse por adicion de
la unidad positiva, mas que considerdindola como sumando y
haciendo luego con ella la operacién contraria, (—-1)—(—+-11=0;
luego segtin la definicion general (247), la potencia se formari
tomando ) 6 =0 por lactor y haciendo luego con esas mismas
bases la operacién confraria, que es la de dividir, v como
0:0=o0is0—=a, y también =0, é =20 (199, 1.°), resulta:

00=2, V=0, (0=00 € 200=g, 20=0, é =ol=os0.

6."—La potencia de grado o de 0, serd (),
ya que un producto de factores 0 siempre sera (), aunque se su-
pongan en numero indefinido,

02 =0.

7."—La potencia o de oo, serd oo
evidentemente.

Il.—0Operaciones derivadas.

249. Cuando una combinacion de nimeros aditivos y sus-
tractivos ha de elevarse siempre conviene en la
prietica efectuarla previamente, 4 no ser en los casos mas sen-
cillos en que se trate de calcular el cuadrado 6 el cubo (116) de
la suma 6 diferencia indicada de dos ntimeros, tUnicos que por
esta razén estudiaremos ahora,

4 una potenci:
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Siendo a 3
y 33, Cor. )

y b dos nimeros cualesquiera, tendremos (191, 1.°

(az=b)*=(a==b)(a==b)=(a=t-b)az=(a==b]b
=a,aztab==ab=b.b=a*2=2ab+-1?,

puesto que —{ab4-b*)=-+ab+b* y —(ab—b*)=—ab+b*
(182, 3.°); luego,

1.°—El cuadrado de la suma ¢ diferencia indicada de dos
mimeros, es igual al cuadrado del primero, mds ¢ menos el
duplo del primero por el segundo, mas el cuadro del segundo.

(3+5)=3"42.3.5+-5° 9+::m+-.>.5——n;;
(R ICETE I NE e

En cuanto al cubo, se verificar::

(aZ=b)i=(a==b)*(az=b)=(a*Rab+b*)(a=tb)
:uﬂ.;Li..n.b.;e—|—edf"'*_"<'-:.9i‘;—|—~:a.ifs.F;:';h".F:,

ya que (=2ab)(==bj=-b* (189, 1."); por consiguiente (191, 2.°,
y- 182, 2.5):

(azEb)P=a’==2a*b+ab*==a’ti4-2ab*2=b*=a==da*b-+3ab =07,
lo eual nos dice que:

2.°—El cubo de la suma ¢ diferencia indicada de dos nime-
ros es igual al eubo del primero, mas 6 menos el (riplo del cua-
draclo del primero por el segundo, mas el triplo del primero
por el cuadrado del segundo, més ¢ menos el cubo del segundo.

(2+4-5)7=274-3.22.56+3.2 54 5" 84+-60--1501125=343
(9—2)7=97—3.9%,2+-3.9.22—2°=720—486+108—8
=243--100=343.

250, 1.°—La polencia de un produclo indicado, es igual al
producto de las potencias del mismo grado de cada uno de los
factores.

Si el exponente es positivo, estd ya demostrado (192, 3.9)
sabiendo multiplicar pofencias del mismo grado, y si fuese ne-
gativo, tendriamos, llamandoe a, b y ¢ 4 los factores,

I 1 it e qny_ i) x B

I.rifllrﬂ_-'\_:: e = e =t o e =if-_".{.'_"
SRS (abe T ah bt e e by et
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Ejemplo:
- % 1

pEn i 1 1 ; bl NI 4
[£ih0) =T, A 8 64 12 64000

2.°—La potencia de un cociente indicado es igual al cociente
de las potencias del mismo grado de dividendo y divisor.
9 o0

Demostrado también para el exponente positivo (202, 3.%),
tendriamos, suponiéndole negativo:

ay— i a2 1_;‘1"' _I_P_r_; et M o A
o =F)=tH =5 =t w=m

Ejemplo:

) =3

P

O I e

N — |

] ==t =t =——=15'635,
[;1) St S R R ] 8

3.°—La potencia de otra polencia indicada es igual 4 la po-
tencia de igual base, cuyo grado sea el producto de los expo-

l

nentes,

En efecto; si el nuevo exponente es positivo, se tendra, cual-
quiera que sea el signo del primero, que representaremos por
w (192, 2.0, y 231):

R AL + o . . A ) — A
-\Ll ;1} —at ar.an ah—gntitanitn—g ”,

y si fuera negalivo,

i 1 | :
(an)—= = e gt e g )
- (a) a”
Ejemplos:
[4%)P=4°==(4")"=64"=4006
(43— —=4—b— _’_ _I
st 16— 4006
o, AL
A
{ '{_ﬂiﬁzfl_i;

HEsconio. — Demostrado para dos exponentes, es evidente
que siguiendo una marcha andloga se podria demostrar para
cualqguier n imero de ellos y que, por lo tanto,

[(an) "’]?=u_.’““”‘"---

Ejemplo:
e b 1 1 1
(£)7) == —=sn—5x
= J 430 6410 40865
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[iI.—Detalles praeticos.

251. Cada una de Ias reglas demostradas puede originar en
la practica diferentes abreviaciones, y desde luezo vemos que
obteniéndose la potencia de grado entero y positivo de cualquier
numero §eg

i la I'f_'-l‘._l"lﬂ. I‘__L_‘(‘Ilt‘[’n] o 7 I TR 3 U'J por me-
dio de variag muitiplicaciones,

Cuantos métodos y disposiciones pricticas hemos estudiado
en la mulliplicacion de enteros, fracciones ordinarias ¢ deci-
males y nabmeros aproximados, serédn aplicables al cdleulo de
las potencias, en armonia con el valor que la base teng:

También de la multiplicacion de potencias de igual hase
(192, 2.°), se deduce que:
Para elevar un nitmero & una potencia de grado entero,
pueden mulliplicarse potencias de la base cuYos exponentes su-
mados eompongan el primitivo,
lo que irecuentemente serd mucho mas ficil que efectuar todas
las multiplicaciones indicadas por la regla general, dindonos al
migmo tiempo un medio seguro de hacer la prueba de la opera-
¢idn (36), sea cual fuere la hase,

Eiempro.—Calcular la novena potencia de 7,

Procediendo de acuerdo con la regla general, se deberia ha-

cer el caleulo siguiente:

h764801

i

40353607

e —
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pero teniendo en cuenta que 9=2-+-2-4-+1, y que, por consi-

guiente, 7°=72.7%.7".7 podria reducirse al que sigue:

48 7
49 e 7Y
2401....... 7* (197)

9604... producto del anterior por 4 (196
1802.... mitad del anterior (148)
57648014....... /®

40353607....... i

i el grado de las potencias tuviese mis de una cifra, las ope-
raciones siempre serian pesadas, por lo que es muy venlajoso
tener una tabla andloga 4 la de la Adicion y Multiplicacion
(35, 1.°, ¥ 46, 1.°) que por lo menos contenga las potencias cuya
hase y exponente estén representados por una sola eifra, que
puede ser de utilidad grandisima para abreviar la operacion en
este y otros muchos easos, por cuya razon la hemos formado
con objeto de poder utilizarla y referirnos 4 ella en lo sucesivo,
escribiendo en columna los nueve primeros enteros y multipli-
eindolos por si mismos, asi como los resultados que se van
obteniendo, hasta haberlos tomado por factor nueve veces, se-
gun estd indicado en la primer linea horizontai, enla que en vez
de repetir la unidad se escriben los respectivos exponentes, con
lo que resulta la siguiente

TABLA DE ELEVAR A POTENCIAS

| ! et
e sla] 5 | e 7 8 9 |
ol 4|8 16| 32 | 64 | 128 | 256 512 |
319 (27|81 | 43| 720 | 2167 | 6581 19683 |

P16 | 64 | 256 | 1024 | 4096 | 1638%

151 78125 | 39062

G |36 | 216 i;".lta; AGGHG | 279936 | 167906106 [uu?mt#ul

7| 49 | 343 [2401/16807 (117649 823543 | 5764801 | 40353607 |

8 1096132768 |262144|2097152116777216]134217728
S 1S e ————il = |

656159049 5314414782969 43046721 | 387420489

|
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Segun esta tabla, 7% seria, pues, igual al resultado anterior
40353607, y en ella pueden busearse un gran niimero de poten-
cias que « primera vista no apuevon recordando la regla (250,
3.°) para elevar una potencia 4 otra, en virtud de la cual,

.St el exponente puede descomponerse en fm’a-;m ;f'rrh
hallarse la polencia verificando las potenciaciones pareial

que ellos indiquen.
Asi, en la tabla estarian
527 -)'_' fos12 1 BYASE Retrdole ot ey =8 Q09
=2 () =8'=[34217728; 25 —=(b%] =5 =390625,
y otras anilogas.
La regla que acabamos de dar, también puede abreviar las
operaciones generales, como se ve en el siguiente

Esenrro,—Calcular la doceava potencia de : :

En vez de efectuar con 4 once multiplicaciones, diriamos:

12=2.2.3, luego (2) (( e )) (&) =)

i 4096

"z‘r' 729 oiddl’
y usando la tabla

£901a PRI 4186 4066
(5;' :((_3) ) :(s!) = Al

253. Tgualmente se deduce de la regla para elevar un pro-
dueto indicado (250, 1.°) que:

1. Sila base puede descomponerse en factores, se podira
enconfrar la potencia, mulliplicando las de igual grado de
cada uno de ellos.

Esenrro.—Elevar 504 4 la sexta potencia.

5041 504[1
25212 F e 727
1;’13!2 6 mejor ‘Ei 8
I’i:’il" 119
99 |*
1'} [ENL\E__ =6 Q6 06
Tl ,I,_![J'-l}: ot i

1|7




202144 , . ... 8¢
117649 ... . g
1572864 ..ol producto por G
1835008 e Rty id. . par 7
12845050, ., o s id. por 49== anterior por 7
288358%  ..... id, por 11 (194, 3.%)
30840074456
S e 9t

30840979450
[23363917824
123363917824
30840979456
1634571911168 L. .. producto por 53 (197)

16390160063076096 . . . . . 504

Por ofra parte, es evidente que:

2.0 Para elevar & una polencia de grado enlero la unidad
sequida de ceros, bastard eseribir & la derecha de ésta tanios
ceros como indique el producto del exponente, por el numero
de éslos que contenga la base, puesto que, por ejemplo:

1000*=1000.1000.1000.1000=1000000000000
=1 sgeguido de 4.3=12 ceros,
luego también se verificara,
36000*=36*.1000*=1679616.1000*
=1679616 seguido de 4.3=12 ceros;
y por lo tanto:

3.°—Para elevar 4 una polencia de grado entero un mimero
terminado en ceros, puede prescindirse de ellos, eseribiendo 4
la derecha de la potencia que ast resulte, tanlos como indique
el producto del exponente por el nivmero de los que se ha pres-
cindido.

9254. Tratindose de hallar las potencias mas frecuentes, que
son el cuadrado y cubo de niimeros representados por pocas
cifras, es también facil calcularlas de memoria en muchas oca-

siones, recordando la composicion de dichas potencias (249), v
descomponiendo la base en decenas y unidaces.
Esenpro 1.—Encontrar el cuadrado de 308,
Cuadrado de 300, 90000; y 2.300.8=4800, 94800; y 64,94864.
2."—Determinar el cubo de 24,




— 220

Cubo de 20, 8000; y 3.400.4=—4800, 1: 800; y 3.20.16=960,
13760; v G4, 13824,
Por lo demés, no necesita dgmostrarse que:

I."—Para elevar un mimero mixvio & una potencia de grado
entero, bastard darle forma de fraccion y elevar los dos rimi-
nos de ésla,

y si se trata del cuadrado & cubo.

e le porrd descomponer en la adicidn de la parte entera y
la fraceionaria,
para hallar el resultado mentalmente, cuando sea pogible,

Respecto & las potencias aproximadas, cuando la base no
pueda calcularse con exactitud, claro esti que deberin hallarse
por la regla general, y que

R.°—Para encontrar la polencia de wn nimero aproximado
en menos de wia unidad de evalquier orden decimal. se ajli-
card la regla de Oughired, leniendo presente el niimero de fac-
lores que el exponente indigite.

Eigmrros:

B <3
1.——Enconwnrclcuudnuhudul.f

0 mejor,

Cuadrado de 6, 36, y 2.3.6=36 cuartos =9, 45 v

2."—Hallar en menos de 001 el cubo de 6125 (239 y 240).
64125
5216
S6750
G125
12260
30625

37°515625
o216
2250936
a791b
THO2
1875

220478

D)
22974

en menos de 0401.
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[.—Generalidades.

255, No siendo en la Potenciacidon indiferente el orvden de

los datos (247}, como lo son en las ofras operaciones directas,
puesto que b* y a” | darian, en general, resultados muy distintos,
agquella originard dos operaciones inversas (189}, segin se den
la pofencia y su grado, para conocer la base, 6 ¢sta y el resul-
tado, para determinar el exponente.

La gue tiene por objeto,

Eneontrar un nuimero que elevado & delerminada polencia
produzea ofro dado,
se llama Rapreacion 6 Exlraccion de raices (118, 119 y 120).

Si para seguir la misma marcha que en la operacion dirvecta,
empezanios por investigar el signo que correspondera 4 la raiz

segun el que tengan el radicando y el indice, que por ahora su-

pondremos entero y positivo, observaremos que segun las re-
olas deducidas en la Potenciacion (247), si el indice es impar,
la raiz deberd tener el mismo signo del radicando, porque
solo (-=5)%, por ejemplo, producird +125, y sélo (—5H)?, dara
por resultado —125; que si es par y la base positiva, tanto
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(+5)% como (—5)* producirin --625; y que si es par y la base
negativa, no habra ningtin valor numérico que cumpla con la
condicién impuesta, ya que ni (--5)* ni (—5)* podrdn dar por
resultado —625.

Por esta razon,

Las raices de indice par de los mimeros negativos,
han recibido el nombre de macivanias, y las demds el de REALES.

Expresando estas consecuencias por medio de icualdades
¥y traduciéndolas en reglas, tendremos, por consiguiente:

2n--1 .-"I- Ty 2n+l 3
!
‘\_,-"l 8=} ‘\f‘i H \.-"l 125 =5
2n] 2n+1,— 3
/ "I ARCR S s TR
— g = \; a f —125 =—5
211{{.“' Quf. = j
\,.f’ —a =t \, /5 \ 20=+5
T

/
\g —id= imaginaria \ —25={maginaria

1.°—Las raices de indice impar serdn positivas ¢ negativas,
segiin que el radicando sea positivo ¢ negativo.

R.°—Las raiees de indice par de los niimeros positivos, po-
dran ser positivas ¢ negalivas, por lo que deberan llevar el
doble si{}m} Th

3. —Las rafces de ndice par de los nivtmeros negativos, se-
ran imaginarias.

256.  Atendiendo ahora 4 su valor numérico solamente, de-
duciremos que:

1.°—La raiz primera 6 de indice 1 de cualquier nimero,

sera el mismo nibmero,

1
porque de b'=b (248, 1.%), [-/-JIJI'\"_I?_!.

R.°—Las raices e indice mayor que 1, serin menores, igiti-
les & mayores que la base, segiin sea ésta mayor, igual ¢ me-
nor gqie I,
ya que al elevar esas raices d la potencia indicada por el indice

para producir el radicando, aumentardan en el primer caso, no
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varviardn en el segundo y disminuirdn en el tercero (248, 2.7).

9 3 3 = "
o e O T ==
|/ 125 <125; I/]. i \ ey

3.°—Las raices de indice mayor que 1, aumentarin ¢ dis-
minuiran 4 medida que aumente 6 disminuya el radicando,

puesto que deberdn producir por polenciacién, un niimero ma-
yor 6 menor (248, 3.%).

V/.{.': = l/ !J—{—E ! l.f/-i_ii‘,:w f//l;_—_f

%" Las raices disminuirdn é awmentaran, & medida que
auwmente el indice, segiin que el radicando sea mayor 4 menor
que 1 s
en razon & que la potencia aumenta 6 disminuye en estos ca-
sos (248, 4.°).

5 7 2
V 6>1/6; \
Hé aqui ahora las consecuencias que relativamente 4 la com-

hinacién de los niimeros con sus limites se desprenden de sus
andlozas de la operacién directa y del objeto de la Radicacion:

1.2 —Todas las raices de U, serdn iguales & 0.

@

4 oL 3 B
De 0°=0 (248, 1.%) 1/ 0=0
siendo a un nimero cualquiera.
2."—Todas las raices de o, serdn iguales & =o.
De so'= 20 (248, 2.%) J/ 50 = e.

3.2—TLas raices de indice 0cle 1, podrin suponerse iguales i

cualquier mimero.

Ly
De a'=1 (248, 3.%) /1 =2z

representando a cualquier valor,
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+."—Las raices de tndice oc de o, ¢ de (), se podran suponer

(e 1.

L .= IS v 2 —_
De 3 -L__"-M: l/;\;_—_ﬂ ¥y de (-J::r =]} l/'/(] =

5.°—La raiz de indice 0 de cualguier niimero, de 0, ¢ de o,

podri suponerse igual 4 0, ¢ 4 =o

1) i i)
De U”:_"f‘ li”:.“ ¥ []”::m; l/;_! =0} l/ 0 :l-l__ ’,/Jo—_f] [ J?H, 5 I

I

i 0 0
1 i} ’ (] = s :
Deso =i, ~0o =0, 6 2o =20 [//:r — o, [/llz :\1.!/ ~o—o"0,

*ra

b."—La raiz de indice >0 de 1), 0 =o, serd también 0 6 2o

-

e
De 0*=0, l/l_l:l_l yide: ool=—20, V/m:m,

Fsconio.—No nos ocupamos de las raices que pudieran ex-
traerse de ambos miembros de una igualdad ¢ desigualdad,
como no lo hicimos tampoco al hablar de las potencias, porgue
el que sean los resulfados iguales, mayores 6 menores, depen-

| derd no sélo de sus valores numeéricos, sino también del signo
(que les corresponda, y en la practica debera ddrseles el sentido
fque de ambag consideraciones se deduzca, siendo evidenfe, en
virtud de las consecuencias deducidas, que:

Si los dos miembros de una igualdad & desigualdad se ele-

van & igual potencia, o se extrae de ellos la raiz de vn mismo

inice, los valores numéricos de los resultados conservardn la
misma relacion de magnitud,

Cororanto.—Cuando el indice sea negativo, bastara recordar
> 3 4] 4 - -
las consecuencias anteriores y que 1: ; = —serd mayor 6 me-
:‘ ¢

nor que 1, segin que b sea mayor 6 menor que a, para deducir

respectivamente iguales & eualquier nidmero mayor ¢ menor
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cual seri el resultado 6 la variacién que sufrira, puesto que en
virtud de la misma definicién deberemos tener cualesquiera que
sean a y n,

b —n
(v2) :
g : 5 bien (2 T Al
R I/‘a o'bien (231, 1.°) a= (_“ =
|/ a
de donde extrayendo la raiz n de ambos miembros, sin atender
mds que & su valor numérico,

T

7
Wi I It — 1
|/ a=——, ¥ por consiguiente, I./H. =——: luego

—ri n
IV a V a

Una raiz de indice negalivo, equivale & una fraccion cuyo
numerador sea 1 y que lenga por denominador la misma raiz,
ile indice positivo.

V1B =1

Vis
1I.—Operaciones derivadas.

257. Como la mayoria de las raices 50N INCONMENSURARLES
(13), porque, segin sabemos (139), si la raiz de un nimero
fraccionario no tiene esta forma, tampoco podra ser entera, yla
de un entero que no la tenga exacta no podrd ser evidentemente
fraccionaria, puesto que estos nimeros elevados 4 cualquier
potencia siempre producirdn otros de igual forma, no nos hemos
ocupado hasta aqui de la combinacion de raices indicadas, por
lo cual nos vemos ahora oblizados 4 estudiar dos diferentes
clases de operaciones derivadas: las que realmente se derivan
de tener que extraer Ia raiz de otra combinacién indicada y las
(ue se refieren 4 las combinaciones de raiees por extraer.

Pueden tener entre las primeras, forma de operacién indi-
cada, el radicando 6 el exponente; y debemos advertic desde
luego, que si se trata de combinaciones numéricas aditivas 6
sustractivas, siempre debe empezarse en la prictica por efec-

Toxo I. 15
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tuarlas, ya que en cualquiera de estos casos no es en general
posible transformarlas en expresiones més sencillas.
Respecto 4 aquellos en que se trate de un producto, cocien-
te, potencia 6 raiz indicada, tendremos que:
1."—La raiz de indice entero de un producto indicado es
igual al producto de las raices del mismo indice de cada uno
de los factores.
En efecto; la raiz de indice ==5 de abe, por ejemplo, cual-
(quiera que sea, elevada a la potencia ==5, debe producirnos el
radicando abe segtin la delinicion de raiz; pero la potencia de
grado ==5 de un producfo, sean cuales sean los factores, es igual
al producto de las potencias del mismo grado de éstos [;hh, Tl
lnego habremos encontrado la raiz pedida, calculando fres ni-
meros que elevados & la potencia ==5 produzcan respectiva-
mente a, b y ¢, y multiplicindolos entre si, y como esos ni-
meros s6lo podrén ser

[/ l/h Vr- resultard que:
=+ =45 5

]/:u’:f— I/ l/h . ]/ﬂ

conforme al enunciado.
Eiemrro:

3 E; ] 9
/8.27.64=)8 |/m,|/{u_-.?..1:-.-i
—3 i,
25.64.0— R IR Sea i Rl
Vs Ve Ve 5 88 I
2

2.°—La raiz de indice enlero de una polencia indicada de
grado lambién enfero, es igual 4 la que resulta de elevar la
base al cociente de dividir el exponente por el indice.

Efectivamente; si a es un nimero cualquiera y m y n dos

enteros i/;i;* , deberd ser un ntimero que elevado 4 la poten-
cia 7 produzea a™, segiin la definicién de raiz; y como para ele-
var una potencia indicada & otra (250, 3.°) hay que multiplicar
los exponentes, si queremos escribir esa raiz en forma de po-
tencia cuya base sea a y cuyo grado multiplicado por 2, produz-
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ca o, claro estd que ese grado no podr# ser ofro que m:n, se-
oiin la delinicion de cociente; luego

¥ W

) am=an

lo cual, ademsds, nos ensefia que:
3.°—La polencia de grado fraccionario de cualquier natmero,
es igual & la raiz euyo indice sea el denominador de la base
elevada & la potencia del gracdo que indique su numerador.
BieMpLO:

De esta equivalencia de los numeros afectados de exponen-
tes fraccionarios, se desprenden dos consecuencias relativas a
la combinacién de la unidad con el limite superior de log niime-
ros, que completan las enunciadas anferiormente (248 y 256).

[ 1

En efecto; siendo % =0:(199, 4.°) |/a==’ =a'=1, para lo
cual es preciso admitir que si bien todas las potencias numeéri-
cas de 1 son iguales 4 la unidad, 1*=a; luego

4."—La potencia de grado =o de 1, podra suponerse igual &
un numere cualquiera.,
5."—La ratz de tndice > de cualquier miimero serd igual 4 1.

Escorio.—Por no ser las potencias de grado fraccionario mas
que raices indicadas escritas en ofra forma, es por lo que hasta
aqui hemos supuesto enteros los exponentes.

Cororarto.—De las proposiciones demostradas se deduce
también que:

¥l N e Wm m

¥ £y ¥b n N
o L e et YA bl
,'.Jul'”-‘ ;n :I"/ :"” f”_-.a 1.,;____l/d-m..r'_,-1u pm :l/t'_[ ", l/]rj i .l// em—gmn _hn L

luego la regla dada para elevar un producfo 4 una potencia de
grado entero (250, 1.°) es igualmente aplicable al caso en que
el exponente sea fraceionario, y también lo serd, por consiguien-
te, la que de un modo directo hemos deducido de ella referente
4 la raiz de un producto, es decir, que:
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i mw " ]

¥ n ” n

sean todos estos niimeros positivos 6 negativos. .
Eienpros: : |

3
R VAT VT VmV%Vw

2
: 3 3
l/f’l.ﬂ.-'}:l//-'{- 1/(: |/:'1
258.—Consideremos ahora los cocientes indicados, & frac- ;
ciones. '
Si tratamos de extraer la raiz ==n de '}-’, siendo n entero y 4
y b niimeros cualesquicra, fendremos que buscar un niimero
v il .

(que elevado & ==n produzea ; , ¥ como para elevar una [rac-

cién 4 ==n (250, 2.°) deberemos elevar sus dos términos, claro
+n =n

estd que éstos no podran ser més que V! l/h , luego

4
b 3T —
i I// il h
[ = %n

Eienrro:

L_Vﬁ_l N O 0T
\.." DT T = -_',}: st — ':!' =X

En el caso de ser fraccionario el indice, se verificard
(%87, 2.°):

a
= de donde elevando ambos miembros 4 la potencia
]

de grado entero n (250, 3.%),
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H'!. \ m

\/ ) ( ) y extrayendo la raiz de indice i,

m

?; 1= ¥ —!—‘ f
2= /( = ) = (‘L__ )'“‘ , lo cual nos ensefia que:
b a b

1.°—La raiz de indice fraccionario de un niimero, es igual &
la potencia cuyo grado sea la fraccion invertida y reciproca-
mente,

y como por otra par te, ( ) '}T’ también
)
e
J- - e
/ (a) [gn am 'V a
\ \, b ST 'm:-_
pm =

por consiguiente, la regla por la cual se eleva un cociente indi-
cado 4 una potencia (250, 2.°) es completamente general y ade-
mas (ueda demostrado que:
2.°—Para extrar la raiz de wn cociente indicado 6 fraccion,

se extrae la del nuwmerador y la del denominador, cualquiera
que sea el indice,

Ocupémonos ya de la comhinacion de raices indicadas.

EieMPLOS:

- 343
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111.—Caleculo de radicales.

259, Todas las raices indicadas reciben el nombre de rapi-
CALES, y los conocimientos hasta aqui adquiridos proporeionan
medios de simplificarlos cuandoe es posible y reducirlos siempre
4 un indice comiin, 4 semejanza de lo que se hace con las frac-
ciones, porque de la regla dada para extraer la raiz de un pro-
dueto indicado (257) es consecuencia inmediata que:

1."—Si el radicando puede descomponerse en factores de
modo que alguno de ellos sea potencia exacta de un grado por
lo menos igual al indice del radical, podrin sacarse fuera del
signo las raices de las potencias cuyo grado sea igual al indice.

n
Supongamos, en efecto, que se tenga 1/A, y que descom-

puesto A en factores, resulte A=a"b" "% ¢™d. Entonces se
verificard (250, 3.°, y 257, 2.%):

n it
-1 _\/ u H——jr g }'—-\/&_ ”b .,;.b r {Cr ) r(_\/ b ':j,' I!J n,b hri

T

s i "

/ e RN R e g P
Z\/ fabe”) b d . \/ gt i V b d=abc V b d
lo cual demuestra la verdad de la proposicion.

Conoranio.—Puesto que segiin acabamos de demostrar,

/b
:zbc‘r\/ b’ d= \/ abe”) " b"d

Todo nimero que multiplique & un radical puede ponerse
bajo el signo, con lal que se eleve & la polencia cuyo grado sea
igual al indice.

EiEMpros:

4
'|/:3‘- 3.7%.9=2.3.7* 1/3.9=294 /27
4 4 WLl 4 . | i e
294 Y/ 27=6. ‘IV"Tm—-’fl’l/ 6*.27=491/1206.27=497/ 34992.

Ademas, si se recuerda la propiedad mds conocida de las
fracciones (58), se vera que:
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(o (52 1 s

n it \ anv="1/amp 4 5
1/117:{ = % T“:T4=(

mip oy
a u:_'p:'l/‘-_im )

por consiguiente:
2.°—El valor de un radical no varia, aunque el indice y el
exponente del radicando se multipliquen ¢ dividan por un
IS0 NUMETO.
Corovanio 1.°—Combinande las dos simplificaciones indica-
das por ambos teoremas, podemos deducir que:

Jara. simplificar un radical se descomponen en sus fac-
tores primos el indice y el radicando, se suprimen los que sean
comunes a aquél y a los exponentes y se sacan fuera del signo
las raices de los que las lengan exactas y de cuantas potencias
de esla clase estén conlenidas en los restantes.

2."—Para reducir radicales & un mismo indice bastard en-
contrar wn multiplo cualquiera de fodos los indices, que serd
el comumn, y podrd formarse con el producto de ellos, mnultipli-
cando el exponente 6 exponentes de cada radicando por el co-
ciente de dividir ese mitltiplo por el indice correspondiente, 6
por los indices de los demss si el comiin se ha formado con el
producto de todos ellos;
Pues de este modo el indice y exponentes de cada radical se
multiplican por el mismo numero, con lo (ue no se alteran sus
valores.

3.°—Para reducir radicales al menor indice comiin posible,
se tomara por indice comun el m.c.m. de todos los indices, des-
pués de simplificarlos.

12

Erenrro 1.°—Simplificar el radical 1/ 6914599245877248 .

Descomponiendo el radicando en sus factores primos, halla-
remos:




6914599245877248

216“812251336b1‘

1080406132168321%
5402030660841 6/:
27010153304208|=
135050766521 041 ¢

6752538326052|3
3376269163026%

1688134581513
ab2711527171 |+
187570509057 ¢

62523503019|:
20841167673]:
6947055891
231 5685297 |:
771895099:
257298363|:
85766121 [
28588707 |:
HJE HGY
31765623

1058841 |3

3629471¢
II;[JIL}'
16807
2401
343
49

.|‘
1
691459924587 7248=2!

¥y como el indice 12=2%.3 y los exponentes, son divisibles por 3,

resultara simplificando:

12 12

1/ 6914599245877248=1/ 2", s“ ""—l/»“ T

1

=2.31/3 '-=_|J|/1

90 g o E
2.°—Redueir & un comin indice los radicales

D 4 2%

i, V©y 3

3457299622938624 7
1728649811469312 |z
8h1J‘|”Hr;.|h1h'

1521 624528067328 |

-A.r-uw..».‘..o..-i{.i\.,-:-.,l{"...(ut._u(\_ul‘_,(...f._.?... b=

-~ -Ji ~f =] =] =]

Iy

\:4\(
=

e

S —

e
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/

Vll-— v ""’=N/1““‘; V‘

25 D04 500 )y
\:"’ /
T VE TR, VAT

3.°_Reducir los mismos radicales al menor indice comun.

-3 100 —— 100
:l‘
100 4 00— WO 1007y

VI v S R v MRy SR

4.°—Reducir al menor indice comun los radicales

T ﬁlii e

,; 3
m.c.m. llt
3

6 4
/250007 y /30625

Como éstos pueden simplificarse empezaremos por reducir-
los 4 su expresion mas sencilla, con lo que en este caso se evi-
tard la transformacion pedida.

?500-’17 | 30625]1
833493 6125(5
277833 1225|5
92613 24515
3087(3 4915
1029{3 77
343|3 1|7
4917
717
1|7 '],/JJUUU —1 /3. P=3 V7

4 4 (W o3 <
1/30625 =1/5°7° =5 1/7 .

260, Los radicales que después de simplificados tienen el
mismo tndice y radicando,
aungue estén multiplicados por diferentes factores y tengan
distinto signo, son sEMEIANTES, ¥y al combinarse por suma 6
resta puede hacerse sufrir 4 la expresion total una
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28(2 6753
14]2 22513
712 IH13
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Indicando el producto
mun indice, tendremos:

Transformacion por cuyo medio se expresa el resuliado
por un solo término, lamada REDUGEION.
En efecto; sabemos que, por ejemplo (190, Esc.),

4 1o que es lo mismo, que:

—VEHVET YT

Va,

357211
11907|3
39693
1323|3
44113
14713
4913

7
|7

t (i1

V5 +1/56—1/2025+1/35721 — /117649

fi
/’Tu'

3
sl

1}0’;, : 1/{

% L it ! n
Wa+Va—TVa=3+1—7)a= —3Va,

Para veducir radicales semejantes combinados por adicidn
Y sustraccion, se sacan factor conuin y se efectiian las opera-
ciones indicadas en la combinacion que los multiplique.

Corovanto.—Para simplificar una expresidn eualguiera en
que enlren radicales, se simplifican éslos y se hace la redue-
cidn de los que resullen semejantes.

BiemprLo.—Simplificar la expresion

3 4 G G
V5 /56— 2025+ 35721 — |/ 117649

117649
16807
2401
343

1

e =
il ]~ =] —

3 3 b
=15+21/7 —3 V'r.'+;:1/ T—T=—7-—2V545V7

261, Tratemos ahora de multiplicar los radicales:

y reduciendo los radieales & un co-
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W P T Ey T PRy mprye m.;v——*—
57" mr mj P g
\/a .Vb .\/u: \/.-11’ : V it \/c TR A R

por consiguiente:
| .°—Para multiplicar varios radic ales, basta reducirlos & un
comun indice, si no lo tienen, y extraer la raiz de dicho indice
del producto de los radicandos.
3 6
EienpLo.—Multiplicar las radicales Ve, Vsy VT

f 6
/6. 1/ 5. ],'—wlb 1/ ]/?—1/ 216.25.7 =1/ 37800.

Coronanto.—Transformando en radicales las potencias frac-
cionarias de una misma base, se tendria:

i P L % = T e =t ngE T GRS T o —= &ng
an_a q . O 53— ¥ n = :?1:_;‘% 13 ¥
% g . Yat. Ya 2 :

ngs fl_ ngs
—= mgs  pRs _rag— MGS-pas-rnyg
\/ a™ e e \/(L !

mgspnstrig MG pns Ty i b o
T8 a s TpE ;rq 8 g
— ——

=d

lo mismo que cuando los exponentes son enteros (192, 2.% y

231, 2.9).
Um cosa andloga deberi hacerse en la Division,

ks

Efectivamente; si el dividendo fuese, por ejemplo, Vayel

2
divisor 1/ b, indicando la operacién y reduciéndolos 4 un comin

indice, resultaria,

mp b ¥

\/ i |

i

v a’

i 5

I,HL

h \/ hm
de donde se deduce que:

2.° Para dividir dos radicales, basta reducirlos & un comun




998

indice, si no lo tienen, y extraer la raiz de dicho indice del
cociende de los radicandos.

5
EremrrLo,—Dividir 3']/2, por 51/4.

160
3]/?3 332 3%Ee 31
ot e e —_—— .')
5 I 5V 16T Y “

57% 5V/16

Conorario.—De la misma manera que en el caso anterior,
tendremos:

L n g ———

e B 14 A ng
n g g, my
1.0 oy \/ \.r/ A i d A
; = e

7
&i‘“

a

mg —pn 'mqr jﬂﬂ e n

i n n ] 3
g PR g AR ® SR

luego también las reglas para dividir potencias de una misma

base (202, 3.°, y 231, 2.°) son aplicables 4 las de grado fraccio-
nario,

2
T S S
i I 7
—_— 73 = l/ 49
?':'i'

262. Supongamos ahora que '|/_1 deba elevarse 4 la poten-
cia de grado entero m.

Si m es entero y positivo (117, 1.*, y 192, 2,%):

( n )m n n # i 2 S
Va =V a.Va. 1/ a... m veces :V‘.j_'&‘&___mveceg :\/ STtk

Si es entero y negativo (231, 1.°, y Cor. ):

'_ e —— 1 ___.__'f, P S e E—
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luego en cualquier caso:
|.°—Para elevar un radical & una polencia, se eleva el radi-
cando, conservando el mismo tndice.
FiempLOS:

4 \2 —
\/3):\ I____I :_1_
A e BT oyl

DR D
3L e R a e :
\/ 8 :_\fj S_":\/ (§—* '|":\K g1t =

\ \/ T

Cororanto.—Las reglas para elevar & una potencia 6 extraer
la raiz de otra potenciﬂ indicada, asi como la anterior, serdn
también aplicables & los casos en que el exponente 6 indice (250,
3.9, y 257, 2.°) sean fraccionarios, puesto que:

= G T
m _." w? J{ mip iy WP
" g w g
a’ :\/ g —g =a

P, B P,
||\ / ( -';l L .f‘:'iH. i “n
(258, (1. a1 =\a =
. an |_
R T e WU R
— ¥ — ¥ e A 4 1 — B — E
\/ Ay (az ”) =a A e (;U —v ap
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Réstanos estudiar laraiz de otra raiz indicada.
Cualesquiera que sean los indices m y ny el nimero a, debe-
remos tener por la definicién de raiz,

(\, Vi) -

de donde elevando ambos miembros # Ia potencia m, sin aten-
der mis que 4 sus valores numéricos (256, Ese.)

(VZ)) @y

6 lo que es lo mismo (250, 3.°, y Cor. tltimo)

15 - nm
"
V a =a

¥y extrayendo la raiz mn de ambos miembros,

7 - \‘i-?’l‘l/
/ Va=\/

y como demostrado para dos, resultaria para mayor niimero de |
indices, [

i
j'?.li,l

S ) ,
VV Vo \/\;d_ Ve
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2."—La raiz de olra raiz indicada es igual, 4 la que resulfa
de extraer del radicando la expresada por el producto de los
indices,
¢ en ofros términos,

3.°—La raiz cuyo indice sea un produclo indicado, es igual
& las raices sucesivas del mismo radicando, exj
cada wno de los factores.

Coronarto.—Si el indice fuera una polencia indicada, la
raiz seria igual, & tantas sucesivas del radicando cuyo indice
fuera igual &4 la base, como expresara el exponenle, puesto
(ue, por ejemplo:

esadas por

n

hres ;'/;-_--\/ Vs

(En el parrafo 267, Ese., pueden verse ejemplos).

263. Demostradas para los exponentes é indices negativos
o6 fraccionarios, pero siempre conmensurables, todas las reglas
que se pueden aplicar 4 los casos en que sean enteros y positi-
vos, filtanos todavia saber, para estar seguros de su completa
generalidad, si serdn 6 no ciertas, aun cuando aquéllos sean ra-
dicales cuyo resultado final se ignore, 6 se sepa ha de ser in-
conmensurable.

Para convencernos de que lo son efectivamente, recordare-
mos que log nimeros inconmensurables no son mis que los
limites de los conmensurables (166), que se irin acercando &
ellos & medida que se haga el caleulo con menos error, siempre
(ue éste pueda ser fan pequenio como se quiera.

Veamos, pues, si una raiz cualquiera que deba ser, podrd
aproximarse 4 la verdadera en menos de una parte alicuota de
la unidad -l—, que decrecerd indefinidamente & medida que au-
mentemos el arbitrario valor de n hasta aproximarnos cuanto

ot ; X
(queramos a—— =0 (199, 4.°)
oo

Es evidente que:




— (259, 1.°, Cor.),

% \/ an”

({

de modo que llamando r al mayor niimero entero que elevado
4 la potencia de grado n resulte contenido en el producto
am cuya raiz exacta, si  no lo es, estard comprendida entre .
w
ry r-+1, tendremos que el verdadero valor de I/}t lo estara
cn[.;-e% ¥y ? que se diferencian en % y por lo que el error que
se cometa al tomar por raiz esas fracciones, no llegard al limite
fijado.

Por consiguiente:

1." La raiz de cualquier indice de un miimero puede ex-
fraerse en menos de una parte alicuola de la unidad, mulli-
plicando dicho mimero por la polencia del denominador ex-
presada por el indice, extrayendo la raiz del producto en
menos de una unidad enfera, y poniéndole por denominador
el de la parte alicuota. '

. VG e
Eienrro.—Extraer en menos {leg laf/2.

2.25=5071/50=7 en menos de 1.
by T 2 1
2 =2=—1 5 =1 en'menos de - =0'2.

No siendo, pues, los inconmensurables que provienen de
las radicaciones inexactas, mds que limites de los conmensura-
bles que se irdn acercando 4 ellos 4 medida que los ealcule-
mMos con mas aproximacién para obtener un resultado menos
erroneo,

Cualquier combinacidn indicada con radicales, sera el li-
mile de las que se obtengan poniendo en su lugar valores cada
vez mas aproximacdos.

n

Vo

Si, por ejemplo, tuviésemos (abe y mf, m'", m", etcé-




i B —
"
tera, fueran valores cada vez mds aproximados i ']/H, se ve-
rificaria segun sabemos:

' ’ ’ ]
%] T it i
(he) =a b e
" i o "
T m m L
(abe)ss =8 bt 8
.Irn“" mrr! ‘m”’ 'm”’
(aheys = a4 ahis Lo
k13 " n n
Vim_ Vm Vm Vm
y, por lo tanto, (abe)¥ ™= a¥™. b ™ .¥"

siempre que demostremos el siguiente

TEOREMA DE LOS LIMITES.—Si dos cantidades variables, en
sus distinlas variaciones permanecen constantemente iguales,
sus limites también lo serdin,
el cual es casi evidente, porque si continuando con el ejemplo,
llamamos L al limite de (abe)™ y lal de a™ b W.cm', tendre-
mos L=I, ya que si uno de ellos L pudiera ser mayor que el
otro | suponiendo son limites superiores, como el segundo
miembro de las igualdades nunca llegard 4 valer [, el primero,
(que permanece constantemente igual 4 él, no podria acercarse
al valor de LI tanto come se quisiera, y L no seria tal limite.

Si observamos ahora que la demostraciéon anterior seria
igualmente aplicable 4 todas las demas combinaciones, y aungue
en lugar de radicales se tratara de numeros inconmensurables
cualesquiera, podemos deducir que:

R.°—Todas tas reglas de caracter general demostradas para

las combinaciones de niimeros conmensurables, seran igual-
mente ciertas para operar con inconmensurables.

Eiempros:
05 :~8 V2 053V 2 251V72
Pl .7\ =7 +\'/=f +y
it
/ V28 -~3+V2
—_— e
P
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264.  Antes de entrar en los detalles préicticos y para que en
el Calculo no pueda presentarse ninguna duda, haremos atin
notar que si bien como resultado final aritmético, no se puede
asignar ningin valor & las raices de indice par de los niimeros
negativos (255, 3.%), podemos, no obstante, antes de llegar 4 ese
resultado, vernos obligados i operar con raices indicadas de la
forma

n 2 2n

\/ a=V/(+a)—1)=V/a . \/—l—\/d \/l/—1

. aplicandoles las mismas reglas que 4 las canlidades reales.
pero teniendo presente que |/—] no es un verdadero radical, en
razon & que representa una imposibilidad numeérica, sino

Un signo que indica es imaginaria la expresion en que
entra,
¥y que s6lo podra desaparecer cuando con ¢l se verifiquen dos
operaciones contrarias; pues en este caso, sea lo que sea un
simbolo cualquiera, y represente lo que represente, 6 las ope-
raciones directas no llenarian su objeto y las inversas dejarian
de serlo, 6 es preciso que siempre, sin excepeién, minuendo y
sustraendo iguales den por resultado 0; dividendo y divisor
iguales, cociente 1; y grado de la potencia é indice nle la raiz
iguales, resultado wual al radicando.

Asi, pues, para los efectos del Cileulo deberin ser

W ::—__1—_ v (¥ --'J!:—I‘
T

siendo evidente que la suma 6 diferencia de valores imagina-
rios en su totalidad serdn imaginarias, # no ser iguales minuen-
do y sustraendo; pero siempre igual al conjunto de unidades
imaginarias (ue representen. 6 al exceso de las unas sobre las




otras, por o (ue

al/ —1-—b/ eV = 1={ a?.——h—}—-c]]/jl;

por consiguiente,

El signo /=1, y en general todas las raices pares de niime-
ros negativos, cuando entren en alguna combinacion aritmé-
tica, podran sacarse factor comun y suprimirse por diferencia,
G por entrar como factor en los dos términos de un cociente in-
dicado, pudiendo también desaparecer por potenciacion, pero
nunca deberdn considerarse como radicales,
porque el aplicarle las reglas deducidas para éstos, podria con-
ducir & graves errores, como sucederia si escribiésemos

() Sy T et et/

+a*=-a,

cuando sabemos, por la misma definicion de raiz, que forzosa-
— e
mente (\." —a) = n 2
Para no exponernos 4 ellos, deberemos, por lo tanto, poner
siempre de manifiesto el signo /=, segiin hemos hecho en la

primera igualdad, y recordar que en virtud de la definicién de
Elevar 4 potencias y de Dividir (248, 3.°)

(V=)"=+41

W=l =4vT

(v=)'=—1

(WVaP=WT V= VTV

(V=) =3 Va=(—vVaA) V)= — VD) = —(—1)=1,

potencias que evidentemente se iran repitiendo, lo cual puede
expresarse en términos generales, recordando que cualquier
numero se podrd representar por 4n, 4n+1, 4n—+2, 6 4n-+3, si
llamamos 7 al cociente de dividirlo por 4, que sbélo producird
los restos 0, 1, 2 y 3, siendo siempre el dividendo igual al pro-
dueto del divisor por el cociente, mds el resto, y escribiendo




4n

WV3)" =1

N
(= S
T s —V=3

Esespros. 1.°—Sumar los nimeros 3, V—64 y — 2y —9.
34V —64—2y —9=348Y —1—2.3Y/ 1
=3-+(8—6)Y —1=34-2y—1

2.°—Multiplicar las expresiones 3-1—;'3\/:T ¥y -’1—5\;';1”.
(191, 4.9)

(32 —1) (4—5Y —1)
=3.4+42.4/ —1—3.5V —1—2.5(\ —1)*
=12--(8—15)Y —1—10(—1)*=12—7V —1+10=22—7\ —1.

3.°—Dividir 4—5 \/ —1 por —2 Y —T, expresando el cociente
en forma entera (201, 1.7).

f— b5V i HV=1 2 5
R = B TV = O T = M Vs
9y I g
:_Iﬁ\ l—f—il):—-»\ 1 2_1_
 {Vam 2 =1 2
! 1 s
e O ! N gy
=25 —(—WV=)=2 7 +2V=

1.°—Elevar al cubo 3--2V —1. (249, 2.9)
(3-+2V —1)°=3%+3.34.2V —1-+3.32V —1 )2V =1
=274+-54 Y —1-4-36(—1)+(—8Y —1)=—9-+46Y —1.

."—Extraer la raiz cubica de \f'{—lri (255,125, ¥ "[iﬂ, 2%

\/ _f“—\/ i an__\,xbl/_J— ‘J\/|/--|
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CARITULO 11
RAICES CUADRADA Y CUBICA.
I.—Raices enteras.

265. Pronto conoceremos un medio muy sencillo de extraer
toda clase de raices numéricas, por lo que solo consideraremos
ahora los cagos particulares en que fengan por indice 2 6 3, tini-
cas que en las cuestiones practicas coneretas pueden condueir i
resultados directos, es decir, para obfener los cuales no haya
necesidad de otras operaciones, y tnicas que por esta razon y
por la dificultad de las reglas que en otros casos se deberian
emplear, es costumbre obtener directamente,

Una sola es en su esencia la que se acostumbra seguir.en la
practica para determinar la raiz cuadrada de los enteros (122);
pero la disposicion del edleulo da origen 4 tres procedimientos
distintos.

En efecto; dicha regla se funda en que, segun la definicion
de raiz cuadrada (121},

El vadicando debe ser siempre igual al cuadrado de su raiz
enlera mas el residuo,
por lo que suponiendo & la raiz descompuesta en sus decenas
a.10, mas sus unidades b, si llamamos a y b 4 sus respectivos
valores, tendremos, representando por N y R el radicando y re-
siduo,

N=(a.10+4-b)*+R=a*100-2a.10.04+0"+1

segun las reglas para elevar al cuadrado una suma y un pro-
ducto indicados (249, 1.°, y 250, 1.°).

Determinadas, pues, las decenas a de la raiz, extrayendo la
raiz cuadrada de las centenas del numero N y restado su cua-
drado de esas centenas después de suponer dos ceros a su de-

recha, se obtiene por diferencia, que llamaremos D,
D=2a.10.b+b"+R,

cuyo primer término dividido por 2a, después de prescindir de
su ultima cifra, lo que equivale 4 dividir por 10 los dos térmi-
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nos de la divisién (201, 3.°), produce la cifra b, 6 una mayor,
si el numero de decenas contenidas en L*+I forman un ni-
mero mayor que el divisor.

Hasta aqui lo que tienen comin los tres procedimientos,
que solo se diferencian en la marcha que puede seguirse para
comprobar el valor del cociente y encontrar el del residuo.

Esta comprobacion puede hacerse:

1.°~Reslando del radicando N el cuadrado de la raiz
a,l0+Db.

2.°—Reslando del dividendo D:10 el producto 2ab de divisor
por el cociente, escribiendo & la derecha de la diferencia la si-
guienle cifra, de que se habia prescindido al dividir por 10 el
verdadero y restando b* del resultado, 6,

3.°—Restando del dividendo junto con la cifra de que se
prescindid, 2a.10.b-+b*=({2a.10+h)b,
es decir, el valor que rvesulta de escribir el cociente b & la de-
recha del divisor y mulliplicar por el cociente el niimero asi
representado.

Vemos, por consiguiente, que en su parte comin son ya
abreviados los tres procedimientos:

Por la supresién de los dos ceros de 100 & la derecha dlel
cuadrado a® de las decenas; por la no escrilura de las cifras
de la verdadera diferencia innecesarias en la division, y por
la supresion del 0 de 10 en el divisor,

Y que en su parte distinta,

El primer mélodo es el mds pesado; el segundo el mis fi-

eil, y el tereero el mas breve,

teniendo, en cambio, la ventaja el primero de que:

El error que pueda cometerse por equivocacion en alguna
cifra de los dividendos, no se transmite & las siguientes.

El segundo que:

Las operaciones son mis sencillas y guardan una gran
analogia con las de la divisidn.

Y el tercero:

La desventaja de hacer més posibles las equivocaciones,
no ohstante lo cual, es el que siempre debe emplearse en la
practica por la mayor rapidez del calculo.

A continuacion estidn aplicados los tres métodos al nimero
1257908281, para que puedan compararse mejor:




V/1257,90,82.81[35467 V12,57,90,8 2,8 135467
9 35 (§]
9 v D
8.9 b 329 70

{225 | 190 T
‘ 4748 708
329 70 g ,', RO i
1253306 '| 9668 : 7092
: AL 2% 1|—
4748 708 199
L 257l ah
19668 |7092
1257908089
1 92
/12,57,00,82,81|3;
B3 T (j.")
3290 704
I|l T i Q <L ,a||8i)
Y0668 170027
1 ivﬂ-

Las operaciones indicadas en el segundo y tercero pucden
electuarse mentalmente, diciendo en aquél: /12, 3;3%, 9,4 12,
3; 2 por 3, 6; 35:b, &, por b, 30, 4 35, b; 5, 25, & 57,82; 2 por
35, 70, ete.; y en éste: |/ 12, 3; 3%, 9, 4 12, 3; 2 por 3, 6; 35:6,
5; 5 por 5, 25, 4,27, 2; 5 por 6, 30 y 2,32, & 35, 3; 2 por 35,
70, ete.; pero el primero exigiria efectuar aparte los siguientes
uuﬂdrudus.

30 3046 J0467
a5 ! 3546 30467
1225 1253106 163116

124110 anterior por b.

12574116 | il‘%bh

1257908084
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Cualquiera que sea la marcha seguida, es evidente que la
aiz inexacta 354067 serd errdonea:
En menos de una unidad,
puesto que el cuadrado de 35468 seria ya mayor que el radi-
cando, y algunas veces puede comprenderse 4 simple vista, sin
necesidad de hacer la prueba, que la operacion esti equivocada,
atendiendo a (ue,
4."—El vesicuo ha de ser siempre menor queel diuplo de la
raiz entera mis 1.
En efecto, si representamos por r la raiz entera, se tendra
(r=1)P=Ny (175, 2.7

R=N—r*<(r+1 P—r*=r*+2r+1—r*=2r+1

conforme al enunciado de la proposicion.

Escorio.—El mayor valor que el residuo podri tener, seri,
por lo tanto, izual:

Al duplo de la raiz.

2066. Una cosa andloga ocurre en la extraccion de la raiz

ctibica, fundada en que segiin su definicion,

El radicando debe ser igual al cubo de sw raiz entera, mas'
el residuo,
por lo que descompuesia en decenas y unidades, se tendri
(249, 2. y 250, 1.°)

N=(a.10-+b)*+R=a®1000+3a*.100.b-+3a.b*. 1 0-+-P+1:

y una vez determinadas la raiz cubica a de los millares de N, y
el cociente de dividir por 3a*, las centenas de la dilerencia (135),

D=N—a.1000=3a%.100.b+3ab? 10"+

después de hacer las abreviaciones andlogas de suprimir los
ceros Y cifras innecesarias, la comprobacion del cociente puede
también hacerse de tres modos, también andlogos, y que pre-
sentan,
Los mismos inconvenientes y ventajas:

1."—Restar del radicando N el cubo de la raiz a.10+h.

2."—Restar del dividendo D:100, el produclo 3a*h del divisor
por el cociente; escribir & la derecha de la diferencia la cifra




siguiente y restar el triplo 3ab®, de la vaiz ya encontrada, por
el cuadrado del cociente; eseribir & la derecha del resultado la
siguienle cifra y vestar el cubo b* del cociente.

3.°—Escribir las dos cifras & la derecha del dividendo y res-
tar de una vez 3a*h--3ab*+-b*, colocando debajo de las cenlenas
el primer sumando, que debia estar mulliplicacdo por 100, y de-
bajo de las decenas el sequndo, que lo debia estar por 10.

¢ aqui los tres procedimientos, aplicados 4 la extraccion de

la raiz clbica de 44614226192755 con el detalle de las operacio-
nes auxiliares que exige cada uno de ellos y no pueden hacerse
de memoria.

b ]
VE4G14,226,192,75 535467
176 27 1255.3=3675
43925 39
=TT 43925
17392 3675 R
44361864
2523621 375948 354
NS R My T 9c kA
44587815336 St
s : P y 125316 .3=375948
264108567 (37722348 K2 oS
4461422619256 3 14361864
; | :
192
3546 35467
3546 35467
163116 24826Y
124410 1 2? i‘;f;;]*"]q !
s : : i31482
Ifrl?)‘lill.l.-i—-j:h’}'z;):%’lﬁ TR
3546 257908089
B RnaE 30467
H78409330 ——
440094060 8805: ;l_.h';a,%
AP T 44026783115
4387015050 57863772094

20192563




— 350 =

3
V/44614226,192,7 5535467

176 27
411 =
225
1864
125
1 7392 3675
26922 =
1680

2523621 375048
2679339
38232
26411072
216
264108567 37722348
00521315 3
% L )
5 315
343
1 92
Lias nuevas operaciones auxiliares serian:
3.3.= 1 35.3 =105
=25 & — 16
225 1618
354%.3 =1062 3546.3 =10638
6*= 306 pii=s e

38232

521262




3 |
Viib142 ' 35 354
176,14 35 354
135 N 1255 125316
225 3 3
) 1 = ===
12 2 3675 375948
1739226 3675
14700
168
i P 3546
2523621,92 375948 i 3540
2255688 163116
38232 124110
2160 R
g E 12574116
264108506 7,55]37722348 Rl
264056436 37722348
521262
343
192

4.9 Bl vesiduo ha de ser siempre menor que el triplo del
cuadrado de la raiz entera, mas el triplo de la misma, mas 1.
Efectivamente: si r es la raiz entera, (r—1)">=N y (175, 2.7)

R=N—r"<(r-+1—r"=r"+3r*4-3r+1 —r’==3r"4-3r+1

conforme al enunciado.

Escornio.—El mayor valor que el residuo podra alecanzar,
sera

El triplo del cuadrado de la raiz, mas el friplo de la misma.

2067. Las propiedades demostradas al tratar las raices, en
general, proporcionan también, como en todas las operaciones,
medios sencillos de efectuar las radicaciones en algunos casos
particulares.

1 % La raiz euadrada de la unidad seguida de un nimero
par de ceros, serd igual & la unidad seguida de la milac de los
rue tenga el radicando.

1/100000000 =10000
puesto que 10000*=100000000 (253).




Llghg
Q0

2.°—Si un niimero que tiene raiz cuadrada exacta esti se-
guido de un nimero par de ceros, podré prescindirse de ellos,
escribiendo la mitad 4 la derecha de dicha raiz.

1/ 1440000 =1200,

vaque /1440000 =71/144.10000 =1/144.1/10000
=12.100=1200 (257, Cor.)

3.°—Si los exponenles de los factores primos que componen
un nimeroé son divisibles por 2, su raiz cuadrada serd igual
al producto de las potencias que resullen de dividir por 2 forlos
los exponentes,

1016064
508032}
254016
127008 %

63504
3175213
15876 15
TU381-
3969
13231
441
1472

49
7
|

1/ 1016064 =)/ 2%.3%.72=237
=16.9.7=1008 |:2.-_"|'J‘ Cor, I-"].

Il

=) =30 0 LS LS AL MU RS D RS RD RO RS —
=

¥ por las mismas razones:

4.°—La raiz eitbica de la unidad sequida de un ndmero de
ceros miiltiplo de 3, serd igual & la unidad seguida de la ter-
cera parte de los que tenga el radicando.

3

}/ 1000000000 =1000.

2."—8i un mimero que tiene raiz cuibica exacla esti seguido
de un nimero tle ceros multiplo de 3, podri prescindirse de
ellos, escribiendo la tercera parte 4 la derecha de dicha raiz.

8
1/ 512000000=800




— 283 —

6.”—Si los exponentes de los factores primos que componen
wun miymero, son divisibles por 3, su raiz cubica serd igual al
proclucto de las potencias que resulten de dividir por 3 lodos
los exponentes,

46656
23328
11664
5832
2916
1458
729

1

3
|/ 56656—=2°.3=8.9=72.

=R SR SR S R DR

[Fi}
=

Escor1io.—También la propiedad de la raiz, cuando el indice
es un producto (262, 3.°), permite extraer por medio de raices
cuadradas y cubicas,

Aquellas euyo indice sea un producto de polencias de 2 y 3,
siempre que las operaciones puedan verificarse con exactitud,
como en los siguientes ejemplos:

8 25 292 . /_‘,— _';-
|/ 390625 — |/ 390625 = /300625 = \/ \/ 1/ 390625

4.3

H B
|/ 262144 =)/ 262144 = |/ 262144

e
/ 3 ]
—V v/aeisi = /G

3

2 SRS LI CIRR R IR g RN A T =

V5096 =}/ 1096 =}/ 4096 = |/ 4096 :\/\/ V5096
3

3

208, Segun se ha visto en los anteriores ejemplos, la extrac-
cion de las raices en los casos generales constituye la operacion
praclica mas pesada y dificil, y por lo tanto, mas susceptible de
equivocacion, sobre todo cuando el resultado ha de tener muchas




cifras, ya que las primeras siempre se caleulan con facilidad.

Por esto, entre las reglas abreviadas de que log caleulistas
hacen uso para llegar con prontitud y rapidez al fin que se pro-
ponen, merecen sin duda alguna un lugar de preferencia las
que Lorenzo Wantzel dié & conocer por vez primera en la pi-
gina 568 de la 8." edicidn de los Elements d*Algebre de M. Rey-
nand, segin las cuales,

Stempre que las raices cuadrada y cibica de los mimeros
enteros han de tener varias cifras, y por eualquiera de los pro-
cedimientos generales se han calewlado més de la mitad, pie-
den determinarse las vestantes dividiendo el residuo parcial
que se oblenga, sequido de las cifras del radicando con las cua-
les no se ha operado avin, por el duplo ¢ por el triplo del cua-
drado de la parte de raiz hallada.

De la demostracion que di6 Wantzel de esta regla y que
después han modificado mas 6 menos algunos autores en lo que
se refiere 4 ciertos detalles, pero no 4 su fondo, se desprende
que la parte de raiz hallada seguida de las cifras con las cuales
no se hubiese operado, debe dividirse por el duplo 6 friplo del
cuadrado de dicha parte, atendiendo al orden de unidades que
deba representar, es decir, seguida de tantos ceros como cifras
falte calcular atin; pero como el suprimir los eeros en el divisor
(205, 2.°) no altera el valor del cociente, siempre que se eseri-
ban 4 la derecha del resto las cifras de que en numero igual se
habra prescindido en el dividendo, y por otra parte, tampoco es
necesario operar en las divisiones con todas las cifras del radi-
cando, que por lo tanto, es inutil escribir 4 la derecha del resi-
duo para formar el dividendo, en Ia préctica se abrevia ain mis
la operacion, '
preseindiendo del orden de unidades que el divisor represente
y escribiendo una 4 una a la derecha de los restos las cifras
necesarias para oblener por cocienle las que fallen en la raiz,
cuyo nimero total se conocerd por

El niimero de grupos de & dos ¢ tres cifras en que haya que-
dado dividido el radicando
al aplicarle los procedimientos generales.

De este modo, la raiz cuadrada del nimero

55022137710416361
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exigiria respectivamente, para ser determinada por el mas rd-
pido de los métodos usuales y por la regla abreviada de 'Want-

zel, las siguientes operaciones:

/5502213,7710,41,63,61
5,0
2122
2661,3
318877
374411,0
460221 4,1
3800000 6,3
46913596,1
0

234567981
43
464
4685
46906
469127
1691349
16013588
469135961

/5502213,77,10,41,63,61
15,0
2122
2661,3
318877
37441, 146912
460270  |7981
380624
53281
63609

234567981
43

464

4685

46906

y en cuanto 4 la raiz cibica del cubo del propio nimero, haria
necesarias entre principales y auxiliares todas las detalladas &
continuacion, siguiendo el mas breve de los procedimientos ge -

neva'es:
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/12,906,431
49,06

36

5

PO

7

739431
6348
1104
b 4

9898

935277,53
3213 tfl

11218

..[4

13205

153703745416 301,37
3039304984
150370368

g

1650664124275451,4
1650664117238412

70370394

753,036,328,4609,137,14% 1234567981

]')

164268

16497075

1650551808

165065032467

16506629913123

1650664117238412

P —




—

Uperaciones auxiliares,

938268
703701
169134
20021677489

3

165065032467

Tono 1.

2620608

26999781

23 64 234 234
23 16 234 3
64 414 Y936 702
46 6Y 702 25
e A AL 2
529 1104 A8 3510
3 M7H6 1404
1587 0 17550
164268
2045 25340 23456
23495 3 23456
17725 7035 140736
9380 36 117280
035 S E—— 03824
199 e
60 2210 70368
= ,}.J]I}.) PO
RN = ARREN B
2499025 95990 =
3 <2320 550183036
£ £y
16497075 . =
1650551808
234567 234567 2345679
234567 3 2345679
1641969 703701 2411
1407402 81 16419753
1172835 2 073074
3o} 203701 14073074

11728395
9382716
7037037
4691358
ah02209971041
&
16506629913123
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9345679 93456798 93456798
3 23456798 3
7037037 187654384 70370394
64 211111182
=TT 164197586 |
bl 140740788 S
AESazead 117283990
450370368 93827192
70370394

46913596
550221372412804
3
2

165066411723841

mientras que el abreviado las reduciria 4

3 i
{/12906,431,753,036,328,4609,137,141 234567981 .
4906 12 5
36 ; |
5 4 ¥
27 '
7 39431 1587
6348 e
1104
6 4 :
93527753 164268
821340 i
17550
125
11218128036 16497075
98982450 ' S
253260
216
13173502203 M
16196394372 7981 R
13414281008 o
2098665444
548113636
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Operaciones auxiliares.

93 69 234 234
23 16 934 3
69 M4 936 702
46 69 702 25
ES LE )
529 1104 Sl 3510
3 54756 1404
1587 afie 17550
164268
2345 2345 23456
2345 3 23456
17725 7035 140736
9380 36 117280
7035 —— 9382
4690 2210 70368
—_— 21100 4[5(”-\'.)
5499025 953960 e
3 253260 550183936
16497075 2
1650551808

La abreviacion, segin se ve, tiene verdadera imporiancia,
sobre todo cuando se trata de extraer una raiz ctibica, en que
las dificultades aumentan mucho, y las equivocaciones, por
consiguiente, son mds posibles 4 medida que va siendo mayor
el numero de cifras determinadas.

Verdad es que

El residuo no se halla con exactitid i
pero debe tenerse presente que dicho residuo no sirve, como en
la divisién, para terminar el céleulo exactamente, porque todas
las raices de numeros decimales que dejan resto son incon-
mensurables, y por lo tanto, hay que despreciarlo siempre, sin
que por esta razén pueda servir de obsticulo para aplicar la
regla,

269. Esta indudable importancia y el no convencernos de la
verdad de la regla, ninguna de las tres diferentes demostracio-
nes que hemos encontrado en cuantos autores nos ha sido posi-
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ble hojear, no obstante la indiscutible auforidad y competencia
de la mayoria de ellos, han sido causa de que estudiisemos el
asunto & fondo; de que lejos de convencernos de su verdad ab-
soluta, nos hayamos convencido de su falsedad en determinados
casos, asi como de su posible aplicacion 4 todos, modificindola
ligeramente; y de que, por lo tanto, inserfemos 4 continuacion
los resultados de nuestras propias investigaciones.

Raiz cuaprapa.—Si continuamos como hasta aqui llamando
N al radicando, R al residuo y suponemos encontradas las n+-1
primeras cifras que nos habrin dade un resultado a, y que nos
falte calcular el niimero b formado por 7 cifras desconocidas,
como, por ejemplo, 3456789=34560004-789=34506.103- 789,
tendremos, en general [265),

N=[a.10"4+-b)*+R=a*.10"" +-2ab.10"+b*+R
y en el momento de haber hallado la diferencia D=N—a*.10"

D=2ab 10" +-b* R

por lo cual el cociente de dividic D por 2a.10", seria (201, 1.°)

D 2ab.10" b* R bR
L i = —J-‘ o il L TIN ={ _l_ A :Il
24.10 2a10 22.10"  2a10” 2a.10

simplificando el primer sumando y efectuando la adicion de los
otros dos.

El cociente que hallaremos sera, por consiguiente, la parte
b de raiz entera que falfe ealeular, siempre que la fraccion que
la acompafia no llegue 4 valer 1, como sucedera si R=0, pues
entonces, siendo

¥ . > 3 F‘z I !E
b<a y b<10". también b*<Za 10" Y Sl T e ‘-::;'I
2a. 407 L2 50" 2

(225. 1.9)

Eepeld Y
? i*
Ahora bien; el residuo R puede llegar & ser iguai al duplo

(4]

de la raiz (265, 4.

), 2(2.10"4b)=2a.10"+2b, por lo cual para
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expresion del error E que cometeremos al tomar el cociente por

valor de b, tendremos

. b*+2a.10"+2b  2a.10" 12420 _ b*+2b

= — =5
= 2a.10" 2a.10" 2a.10
luego en determinados casos,

El error podrd ser mayor que 1,
siendo evidente que alcanzard su valor mdximo cnando el nu-
merador de la tltima fraccion tenga el mayor y el denominador
el mis pequefio que sea posible (216, 3.% y 5.°).

Pero cualquiera que sea el total de cifras n que falte deter-
minar, el mayor valor de b, unica variable que entra en el nu-
merador, serd ill_i'*:_}., es decir, el nimero representado por n
nueves; mientras el menor de a de que depende el del denomi-
nador, por no ser n en realidad variable una vez fijado el ni-
mero de cifrag que han de caleularse por division, serd la uni-
dad seguida de n ceros, 6 10", ya que por supuesto debe constar
de n+-1 cifras, sin que pueda ser 0 la primera; luego suponien-

71 9 7 yr
do a=10"y b=10"—1, resultard para valor maximo del error

10" —1)2-2(10"—1) 10" —2.10"41-+2.10"—2
1,_:_( i__ == = = - =

= =1 —
9.10" 10" 240
e Ll e Rl
S T R T
.10 &' 40

: 411 20 e ,
y siendo forzosamente 10 —1<710 ', también serd

10 -1 S e ST
an <1 A “')"’)'-’!I"UI o am X
210° ! 2 40" ¢
por lo que
E<l4 )
i
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270. Queda, por consiguiente, demostrado, que:
1.°—La aplicacion de la regla de Wantzel al cileulo de la

raiz cuadrada, conducird con frecuencia
wltima eifra serd mayor, en una unidad,
dria por los métodos generales,

4 un resultado cuya
que la que se obten-

segln puede comprobarse con el ejemplo siguiente:

/55022138 1,184267,31]2

15,0
2122
2661,3
318881
374451,8

56062942
3840871 6,7

d :
87786233,
408726370

1/5,50,22,13,81,1842,67,31
15,0

374451 46912
460678  |7982
384704
94082

e
(=%

ot~
=g
e

4685
46906
469127
4691349
46913568
469135961

258

234567982
43

464

4685

46906

2.°—En el caso de terminar la raiz enfera en uno 6 mas
nueves, podrian ser distintas varias y hasla todas las cifras

caleuladas abreviadamente,

como sucederia en la raiz extraida & continuacién:
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}/5,50,22,1 4,6 6,1 8,% 2,6 7,3 1/234567999
15,0 s
2122 464
26614 4685
3189 6,6 | 46906
3753018 469127
46912942 4691349
‘ 46908016,7 |46913589
46857866 3,1|469135989

463562730

/550,221 4,6 6,1 8,4 2,6 7,3 1]234568000

15,0 43
2122 464
26061,4 4685
3189 6,6 46906
375301 16912
58 42 8000

El error, sin embargo, de la raiz por exceso que en estos y
olros casos resulfa, no llegara, como hemos demostrado, & va-
ler 1 i unidades, por lo que en la extraccion de la raiz cuadrada,
pues ya veremos que en la eibica no sucede asi, siempre halla-
remos 0 la raiz exacta, si el radicando la tuviese, 6 la aproxi-
mada por defecto 6 exceso en menos de una unidad; luego no
hay inconveniente en aplicar en la prictica la referida regla, si
es indiferente obtener una a otra, modificindola de este modo:

3. Para caleular la raiz euadrada exacta de un mimero
entero, 6 la aproximada por defecto 6 exceso en menos de una
unidac, basta determinar por cualquiera de los procedimien-
tos generales mas de la mitad de las eifras que deba tener y

tima, seguida de la milad de las cifras del vadicando con las
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cuales no se haya operado aun, que se iran bajando wna &
una, segun se hace en la préctica de toda division, por el du-
plo de la parte de rvaiz hallada, considerada como unidades
simples.
271.  Raiz ctsrca.—Siguiendo la notacién hasta aqui emplea-
da, deberd verificarse;

N=(a.10"+b)’+R=2".10"4-322.10%" br-3a10". 6> "R
D=N—a"10""=3a".10*""+-3ab>. 10"+t

D 37010 3 b’ 10" b R
2 T e T + 21 = SEea) E:t
3a 10" da . 10" 32°.10°" 3a°.10 3a°.10

3ab®.1 n”+rf‘~:_n

=l —

Jd SHET

20

3ab’ A u“‘juﬁ;f:

32510

1

y como el residuo I puch llegar 4 ser igual (266, 4.°) al tup[o
del cuadrado de la raiz, mas el triplo de la misma, es decir,

3(a.10"-b)°+ 3(a.10"4+-b)=3a°.10""6a10" , b+-3b"+3a1 0" +3b
resultara sustituyendo:

— 3ab° 10"+ 32 10" 4-62.10" b-1-3b"+32.10™--3

BT —
= 3a2.10%

_ 32°.10™4-3ab"10"+-6a.10" .b4-3a.10"+-b°+-36°+-30

3a°.10*"
Sb°4-6b3 1; +3;, +3b
—y o g — —- 50
Ja.10" 2_};1. A0

¥ ese error alcanzara su valor maximo, cuando los numeradores
de las dos fracciones tengan el mayor y los denominadores el

|- 01

menor posible (216, 3.° y 5.°).

e — e

e
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Pero cualquiera que sea el total de cifras n que falte deter-

minar, el mayor valor de b, tinica variable que entra en los nu-
N ] : 5 3

meradores, serd 10°—1, es decir, el niimero representado por
n nueves, mientras el menor de a, de que dependen los deno-
minadores, por no ser 7 en realidad variable una vez fijado el
nimero de cifras que han de calcularse por divisién, serd la

. . > =
unidad seguida de 7 ceros, 6 107, ya que por supuesto debe
constar de n—+-1 cifras sin que pueda ser 0 la primera; luego

E = (it—] . Fo

suponiendo a=10" y b=10""", resultard para valor maximo del
error (249, 2.°):

3(10"—1)°4-6(10"—1)+-3

E=14 L
3.10".10

L (10"—1)°4-3(10"—1)%-3(10"—1)
' 3.10* 10%"

3(10%"—2.10™ -1)4-6.10"—6+-3
3 wz;:

—1

10" —3.10"4-3.10"—14+-3(10""—2.10"1-1)-+-3.10"—3

3.40™"
3.10”"—6.10"4-3+-6.10"—3
= 21 ==
3.10
B . I o et on : 5
10" —3.107"46.10"—4+43.10""—6.10"4-3
o e :
3.10
10" 31 80
. _;_1.” =1 ottt 1 10

=24 B e -
3.10™ 3.10" 340" . 10*

. on PR ¢ Cor v
v siendo forzosamente 10" —1<10"", también sera

B -dn
10 —1 1 107 —1 1
dn <] ¥ nwo gn < "
10 3.10 10 3.10




por lo que

272. De aqui se deduce que si la raiz fuera, por ejemplo,
100009999, y el residuo suficientemente grande, deberiamos en-
contrar por cociente entero 9999-+2=1001, en lugar de 9994; y
(ue por lo tanto,

La regla de Wantzel no es cierta en el caso en que las cifras
caleuladas por los méfodos generales sean la unidad seguida
de ceros, nueves las restanles y el residuo suficienlemente
grande.

Su aplicacion & este caso nos conduciria en virtud de lo di-
cho 4 uno de los dos absurdos indicados en el siguiente ejemplo,
segiin considerdsemos en los dividendos la tercera parte de las
cifras con las cuales no se ha operado ain, 6 solamente las in-
dispensables para obtener por cociente las cuatro cue faltarian
en la raiz; absurdos que resultan & pesar de que, como veremos
aplicando 4 continuacion el método usual, el residuo verdadero
no llega 4 aleanzar con mucho su maximo valor.

3 3 - .
V1,000,300,030,000,987,65 43 21,0 0 0]1000010001

0,00 3
3,00 300
300030 30000
3000,300,00 3000000

3000300009876 SUUUUUUG_U
300009876 10001
9876

3
V1,000,300,030,000987,654,321,000 100001000

0,00 3
3,00 300
300030 30000
30008300,00 3000000
300030000987 3000000000

30000987 1000
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3
V1,000,300,080,000,987,65%,321,0 00]100009999

0,00 J
3,00 300
300030 30000
300030000 3000000
3000300009,87 : 300000000

2700000000
2430000

729

30005700258654 30005400243

270048602187 e

24302187

729
30005970 173556321 3000594029403
27T005346264627

43024057
T

300059960651322
27005394869460
242

2 0,00 300059942994003
27
2430 [ 5

30005987654291001

Operaciones auxiliares.

30000 100009 100009 1000099
81 100009 3 1000099
2430000 900081 300027 9000891

100009 81 9000891
N = (AT
10001800081 300027 1000099
3 2400216 1000198009801
30005400243 24302187 3

3000594029403




= 908 =

!
|
i 1000099 10000999 10000994
i 3 10000999 3
| 3000297 90008991 30002997
: 81 90008991 81

e o 90008991 =S
E el 10000999 e
24002376 o RS 240023976
1001 9¢ (1A T
243024057 e 2430242757

f 300059942994003

Ahora bien; para que en vez de esta verdadera raiz, nos de
la regla abreviada la primera de las anteriores, es necesario que
como alli sucede, el dividendo confenga 10 veces al divisor, ya
que el cociente s6lo debe tener 4 cifras, 6 bien, si escribiéramos
9 en lugar de 10, haciendo lo mismo en las dos divisiones si-
guientes, que el wltimo dividendo contuviera al divisor 11 ve-
ces, lo que vamos a indicar, para mayor claridad:

3

1/1,000,300,030,000,987,654,321,00 0/10000(10)001

| 0,00 3
3,00 300

;, 3000,30 30000
300030000 3000000

3000300009 300000000

300009876 (10)001
9876

=] ~1

"
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/1,000,300,030,000,987.654,321,000[{10000999(11)

0,00 3
3.00 300
3000,30 30000
300020000 3000000

200000000

3000300009

3003000098 999(11)
3030000987
3300009876
9876

Vemos, por consiguiente, que si laregla de Wantzel es lalsa
para este caso hajo el punto de vista cientifico, podria, no obs-
tante, ser aplicable & él,

No eseribiendo en los cocientes mas que la mayor cifra po-
sible 9, aunque algin dividendo contuviese al divisor 10 2 11
vetes, después de bajar una cifra del radicando para cada di-
vision pareial,

O mejor aun:

Siermnpre que al suceder esto, demos por terminada la ope-
racidn, eseribiendo nueves en lugar de todas las cifras que [alle
caleular,
con lo enal la radicacion anterior, prescindiendo de las repeti-
ciones de dilerencias hechas sblo para la mejor comprension de
lo expuesto, (quedaria reducida

P1.000,300,030,000987.654,321,000[100009999
0003.000300,009 | 300000000
| 10 |

000000

Si este caso, por tanto, fuera excepcional y la regla de
Wantzel cierta para lodos los restantes, en el mismo sentido
por lo menos que para la raiz cuadrada, es decir, admitiendo
que sea indiferente obfener el resultado por defecto 6 por ex-
cesgo, con fal que no llegue # ser errdneo en una unidad con
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respecto al verdadero, podria aplicarse en la practica con Ia
modificacién que acabamos de indicar.

273. Para ver si es 6 no excepcional, volvamos & la expre-
si6n del error

v 3604343 Blaptis
E ; ft ) - ::— i i) —|—.)b _—;—ﬂ )
3a.10 3a°.10

que prescindiendo del caso considerado alcanzard su maximo
valor, independientemente del de n, cuando siendo también los
denominadores lo més pequefios posible, para lo cual es indis-

pensable que a sea igual 4 10", Jos numeradores alcancen el

que resulte de hacer h=10"—2, en razon 4 que no se puede
K .

suponer b=10"—1 para dar 4 los numeradores el mayor valor,

i " . a a . »
y a=10"—1, que seria inmediatamente inferior & 107, porque
entonces no tendria a mas que n—1 cifras, y estamos supo-
niendo tiene 2.

Pues bien; en Ia hipdtesis a=10", b=10"—2, se tendria siis-
tituyendo:
3(10"—2)2 L 610" —2
i o 3(10°- 2)°4-6(10"—2)4-3
3.10".10"
(10" —2)4-3(10"—2)*+-3(10"—2)
3.10*".10°"

oF

3(10*" —4.10"4-4)4-6.10"—124-3

3.10%"
s 107 —6.10""412.10"—84-3(10°" —4.10"4-4)4-3.10"—6
3.10™
3.10%"—12.10"+12-+6.10"—9
:1 = 21
3.10
e 0™ —6.10"4-15.10"—14-43.10*—12.10"4-12

3.10""
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340" —6.10°"+-3.10*+10*—3.10"4-3,10"—2

L1+ in
3.10""
L 34050 a0"—2 —5.10""+3.10"—2
Fsd 34 D‘.In e 3 10-1;;
5.10°"+2—3.40"

R R e s
3.10
. . = ARS 5 b

porque siendo evidentemente 5.10 "42>=3.10", el numerador
serd positivo y el resultado final de la expresion del error me-
nor que 2 unidades del Gltimo orden, pues claro estd que, i pe-
sar de haber considerado hasta aqui numeros enteros,

Los razonamientos hechos serian igualmente ciertos si el
radicando fuera fraccionario decimal.

r . e . ¥ .

De aqui se deduce que si a.10 b= es la raiz cubica enle-

ra del nimero N, la verdadera estard comprendida entre »y
3 4T
r—+1, y en cualquier caso, menos en aquel en que a=—10" ¥
k3 . “r
b=10"—1, el resultado que hallaremos por la aplicacién de la
regla abreviada, no pudiendo ser erréneo en 2 unidades, serd
r, & r+1, y estara aproximado, bien por defecto, bien por exce-
50, al verdadero en menos de 1 unidad del ultimo orden, como
puede comprobarse con el ejemple siguiente del caso mas
3 . n =

desfavorable después del citado, en que a=10" y b=10"—2,
alcanzando ademas el residuo verdadero su valor maximo,

R=3(a.10"+b)*4-3(a.10"4-b)
=3(2%10""422.10".b-+b%)4-32.10"4-3b
—3a2.10%"4-62.10".b4-3b°+4-3a.10"4-3b

que para n=4%, en que a=10000 y b=9998, corresponde al re-
siduo

R=3.100000000.100000000--6.10000.10000.99984-3.99960004
—-3.10000.10000-f-3.9998
—30000000000000000-4-5998800000000-4-299880012
—-3000000004-29994=30005999399910006




v al radicando

N=(10000.10000--9998)°+-3000599939991 0006

=1000299999995000000029908

V1.000299,999995.000 000,029998

0,002999999950,00
JTHOUnnnnn

130000
Tﬂ
29975694 27!000
2T00483602187%
24302187
729
297059102%7010,29
2700534626462 7
24302405
729
2700539729970309.98
24004795439520924
1920191808
h12

100009998

A00000000

| 30005400243

S000594029403

30005942994003

J0005999399910006
LOD00H9Y
3
30002997
64
120011988
180017982
1920191808
Las demds operaciones auxiliares estdn efectu
timo ejemplo.

adas en el {il-

'{
/1000299909005 L000,000,029998 100009999
0002999999950 1300000000 3000000
29099999500 (9999
2999995000
2999950000

2998950000

S—— Y



— 273 —

Resumiendo cuanto hasta aqui se ha dicho, podemos, por

consiguiente, afirmar que:

1.°—La aplicacidn de la regla de Wanizel al cdleulo de la
raiz cubica conducird con frecuencia & un resultado cuya 1l-
tima cifra sera mayor en una unidad que la que se oblendria

por los métoclos generales,

segun puede comprobarse con el ejemplo siguiente, en que el
residuo estd muy distante de su valor maximo:

2906,431893,036,328469,137,14
4906
36
54
2
739431
6348
1104
6%
93527893
821340
1%560
: DA,
112182680,36
98982450
253260
216
13174902203,28
11553862656
3448032
343
1620694740654,69
1485585292203
56999781
729
13510374847630137
132053039304984%
450370368
512
3050664124275451,41
1650664117238412
70370394
1
140000000000000000
Tomo 1.

101208

16497075

1650551808

165065032467

16506620913123

Hmth 4117238412

18
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Las operaciones auxiliares serian las mismas detalladas en
el segundo ejemplo del pérrafo 268, por lo cual las suprimimos

aqui.
90

2."—En el caso de terminar la raiz enlera en uno ¢ mas nue-
ves, podrian llegar & ser distintas varias y hasta todas las

l'a‘.f'f‘-'m caleuladas f!.!‘!J‘fj"i_'[‘u‘{i’_'}]ﬂ'h”_’.,lif{_‘,
como sucederia en la raiz extraida 4 continuacién:

234567982

(2

164268

16497075

-

r e
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Vi2,906,434,873,0306,328469.137,14%1|234568000
49,06 12
36 =
5 4
27
739434 1587
6348 e
1104
6 4
93530873 164268
821340 =
17550
125
11221248036 16497075
98982450 ey
258260
216
13204702203 1650551808
00287739284 |8000

Operaciones auxiliares distintas de las ya efectuadas.

7037037 23456799
§1 23456799
7037037 2041114
56296296 211111191
: 164197593
117283995
93827196
70370397 70370397
s __§1 46913598
70370397 550221419326401
562963176 3
57000021567 1650664257979203

Si ademads de ser nueves las 1iltimas cifras de la raiz, fueran
las primeras la unidad seguida de ceros, la regla dejaria de ser
cierta en algunos casos, segiin hemos demostrado; pero puede
ser aplicable 4 todos, modificindola de este modo:

-y

<3
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3.9 Para calcular la raiz cibica exacta de un nimero deci-
mal, 6 la aproximada por defecto 6 exceso en menos de una
wunidad del wltimo orden, basta determinar por cualquiera de
los procedimientos generales mas de la mitad e las cifras que
deba tener, y dividir la diferencia que resulte después de com-
probar la ultima, sequida de la lercera parie de las cifras del
radicando con las cuales no se haya operado ain, que se irdn
bajando una & una, segiin se hace en la practica de toda divi-
sién, por el triplo del cuadrado de la parte de raiz hallada con-
siderada como unidades simples; y si el primer dividendo con-
tuviera diez veces al divisor, se da la operacidn por lerminada,
eseribiendo 9 en los lugares correspondientes & las cifras que
falte calcular.

1I.—Raices fraccionarias.

274 Ocurriendo pocas veces que los dos términos de una
fraccion ordinaria tengan raiz cuadrada 6 clbica exacta (130),
es de sumo interés conocer los métodos mas breves que pueden
seguirse para la radicacion de las fracciones, cuando solo pue-
dan encontrarse las raices aproximadas.

De los procedimientos generalmente seguidos se desprende
(131 y 144) que cuando el denominador tenga raiz exacta, nada
serd mdas rapido que seguir el usual, y que esto se verificara
siempre

Que los exponentes de los factores primos en que pueda des-
componerse sean pares, si se trata de raiz evadrada (267, 3.%),
y maltiplos de 3, si es la ciibica la que debe extraerse (267, 50);

Por lo cual, si no lo son, bastar4 multiplicar ambos términos
por los estrictamente indispensables para que esa condicidén se
cumpla; luego en la practica deberdn siempre geguirse las si-
guientes reglas, que abrazan todos los casos:

1.*—Para extraer la raiz cuadrada de una fraccion, se mul-
tiplican sus dos lérminos por los faclores primos de su deno-
minador, cuyos exponentes sean impares, Y sé divide la raiz
del numerador por la del denominador.

9.2 Para extraer la raiz cibica de una fraccion, se mulli-
plican sus dos términos por los factores primos del denomina-
dor necesarios para que todos los exponenles sean mulliplos
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de 3, y se divide la raiz del nwmerador por la del denomi-
naror..

Sila raiz del numerador es 2, y b la exacta del denominador,

. . T -

es evidente que en el caso en que la fraccion ;7 sea solo aproxi-

. . : 41
mada, la verdadera raiz estars comprendida entre % ¥ “—-b—, (] ’
—1 » u
=5~ ¥ 4 5eglin que a se haya aproximado en menos de una
unidad por defecto 6 por exceso, ¥ por lo tanto, que:
3.°—El error serd siempre méis pequedio que la unidad par-
lida por la raiz del denominador.
EiEMPLOS:

\/'—m" B oA e 7 |
— :\/— == ___—__  gxacta. ,
900 !5 Y25 235 30 .

e i

[ 43 _vf 3~ N A3 6

1 1
- == —— enmenosde —;

~1

900 A5t VAR5 30 5 30
por defecto.
e
N =BEs o L : i . :
4C / A 0 9 g I~ ran Qe
\/ 5 :V_ > _:\/ It}"vi:}__mu =-",—12=£ en
360 25.3%5 288852 25 gvrs 6O 30
1
menos de i id.
i Oar Mo, )
97000V 9w - T — g €xacta.
27000 L V55 30
R 1
a2 i 3 345 i
57000 =V ¥ g 3‘=@3“. m:%en menos de 55 bor
exceso.
3 ,-"_“] ] '._3'9_ 3 f—-—(] 3 ‘j/___ . 16 8 jt
| & 4 49.3.5° V3675 16
B - — - = —_—— — s
360 \/’o Vars 785 30 A5 e
T
de 3—{}, ld.
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Si se tratara de un numero mixto, claro esta que transfor-
mandolo en fraccion, le serian aplicables estas reglas; pero como
es posible que en la mayoria de los casos baste obtener su raiz
en menos de una unidad y los cuadrados y cubos de los nimeros
enteros siempre se diferencian en mas de 1 (203, 4." y 266, 4.°)
valor superior al de la fraccién que del mismo forme parte, es
evidente que:

t.°—Para extraer la raiz cuadrada 6 cubica de un nimero
mixto en menos de 1 unidad, sera suficiente extraer la de su
parte enlera.

SIEMPLOS:

4 3 :
V‘JU_—' =19 por defecto, en menos de una unidad.

g =
4o :
\/!ll_lg —5 por exceso, en menos de una unidad.

Esconio.—Cuando el denominador de la fraceidn tenga raiz
cuadrada O cibica exacla,
convendra, sin embargo, seguir la regla mis generalizada (132
y 145), porque de este modo se podrd obtener la raiz con exac-
titud, en algunos casos,

BEJEMPLOS:

\/ (j_il :\,.-fl.ii’: : =1 lh exacta,

o r—

81— / 2
3 /21 v
\/ d; —-—‘\/ 5 = 5 exacta,
5 o]

275. En cuanto 4 las raices de los nimeros fraccionarios de-
cimales (125, 126 y 138), se deduce de los razonamientos he-
chos al tratar de las enteras y del mismo que acabamos de ha-
cer en las fracciones ordinarias, que las inexactas,

1.°—Estardn aproximadas en menos de una unidad de su
tltimo orden,

y que,

L)
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2."—El residuo expresard unidades del viltimo orden con que
se opere en el radicando.

Esta sola consideracion bastaria para poder extraer la raiz
cuadrada 6 ctbica de cualquier nimero en menos de una parte
alicuota decimal, aun desconociendo Ia regla general (263, 1.°),
puesto que para realizar dicho fin, bastara evidentemente,

3."—Convertir en decimal el radicando, si no lo fuese, con
las necesarias cifras, para que la raiz pueda lener tantas des-
pues de la coma, como la parte alicuota, fijada de antemano.

276. Si el radicando es decimal, se conseguira el objeto:

Suponiéndole & su derecha tantos ceros como sea preciso, al
lado de los sucesivos residuos,

4 medida que se vaya veriticando la operacion, sin necesidad
de escribirlos en el radicando.

En los restantes casos, es decir, tratandose de fraceiones
ordinarias, 6 de nimeros aproximados & los que deba darse
previamente forma decimal, deberdn calcularse

Con coble 6 triple nimero de cifras después de la coma,
de las que exija la raiz cuadrada 6 cubica, si se emplean los
procedimientos generales, pero aplicando la regla abreviada
(270, 3.%, y 273, 3.°), no se necesita operar con las ultimas, y por
lo tanto, bastard determinar con exactitud:

1.°—En la raiz cuadrada, el duplo de la mitad més una.
mas la mitad de las cifras significativas que haya de tener el
resultado,
para la verdadera radicacién y para la division.

2.°—En la raiz cibica, el triplo de la mitad mas una, mnds
la tercera parte.

Eienrro.—Extraer en menos de 0000000001 y empleando
para el eilculo las menos cifras que sea posible, las raices cua-

99 e LT
dradas de 239, 0400239 5
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Esta misma regla, tan abreviada ya, proporciona el medio
de abreviar la radicacion muchisimo més atin, obteniendo el re-
sultado en poco tiempo y sin gran trabajo con cuantas cifras
decimales se desee, y aproximéndose, por consiguiente, al valor
de los niimeros inconmensurables cuanto sea preciso, cosa que
por los procedimientos ordinarios y aun por la regla ahreviada
seguida al pie de la letra, seria impracticable, si el niimero de
cifras necesarias en la raiz fuese verdaderamente considerable.

Recordemos, en efecto, que el error de la raiz cuadrada 6
cuibica obtenida de este modo (269 y 272) es siempre menor
que una unidad del tltimo orden, exceptuando un solo caso de
la eubica, en que sin necesidad de continuar Ia operacion poco
después de empezada, se conoce ya el resultado.

La tnica cifra que puede no ser exacta, es, por lo tanto, la
ultima, 4 la que jamas se llega cuando se determina el valor
de un inconmensurable, que deberia tener un nimero indefinido
de cifras; por consiguiente, si los residuos fuesen exaclos, cal-
culadas por el método ordinario las tres primeras cifras, se po-
drian calcular por division las dos siguientes: encontradas ya
cinco, cuatro mis; halladas estas nueve, ofras ocho, y asi su-
cesivamente, dividiendo siempre por el duplo 6 triplo del eua-
drado de la parte de raiz obtenida anteriormente,

Pero aunque los restos de las divisiones sean defectuosos,
los residuos verdaderos pueden determinarse al fin de cada
divisién

Elevando al cuadrado 6 al cubo la parte de raiz hallada, y
restando estas polencias del nidmero hasta alli considerado, 6
mejor, puesto que estos residuos seran las diferencias entre
dicho nimero y el cuadrado 6 cubo de la tltima parte de raiz
calculada

Restando siempre del anterior residuo considerado con las
necesarias cifras, el doble de esa parie sequido de tantos ceros
como cifras tenga el cociente, multiplicado por esle cocienle,
mas el cuadrado del mismo, si se trata de raiz cuadrada, 6 el
triplo del cuadrado de aquella parte por el cociente, mas el
triplo de la misma por el cuadrado de éste, mas su cubo, des-
pues de escribir & la derecha del sumando tantos ceros como
cifras lenga el cociente y doble nimero & la derecha del pri-
mero, si es ctbica la raiz que se estd extrayendo.
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Si la raiz ha de ser cuadrada, el duplo del divisor por el
cociente, mas el cuadrado del cociente, ya sabemos también
que puede hallarse

Eseribiendo 6 suponiendo escrifo el dltimo & la derecha del
primero (265, 3.°), y efectuando una sola multiplicacion,
que en este caso tendrd varios productos parciales.

Compréndese desde luego la relativa rapidez de estas ope-
raciones comparadas con lag comunes y aun con las de la regla
abreviada, rapidez que aun puede aumentarse considerable-
mente si se emplea la de Guy (245) en las divisiones, teniendo
presente entonces que la wultima cifra del cociente pudiera ser
errénea, por lo que no debe considerarse como perteneciente
4 la raiz, ni siquiera, por tanto, ealcularse.

Como aplicacién final de esta combinacion de abreviaciones,
y con objeto de que se comprenda bien su imporfancia y se
aclare lo antedicho, nos propondremos calcular con la mayor
apidez posible el valor que aproximadamente corresponde 4
/2, 4 cuyo radicando, considerado como parte entera, supon-
dremos seguido de cuantos ceros sean precisos para verificar
las operaciones y restar los productos parciales conveniente-
mente escritos.
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CAPITULO III
DETERl\lINACIéN DE LOGARITMOS

I.—Generalidades.

277, Estudiada en sus detalles mas importantes la primera
de las dos operaciones inversas (255) que la Potenciacion origi-
na, faltanos considerar el caso en que se conozcan el resultado
y la base para hallar

El grado de la potencia & que debe elevarse un niimero
para producir otro,

6 sea el Loganrryo de dicho niimero.

La operacién tendra, pues, por objeto,

Dacos dos miimeros, enconlrar el exponenle & que debe ele-
varse uno de ellos para oblener por resultado el otro.

El que se considera ecomo base de la potencia sigue llaman-
dose Base del logaritmo: el nimero & que corresponde un loga-
rifmo de determinada base, antTiLogariTMo de aquel, y la ope-
racion, se mNnica eseribiendo delante del niimero la abreviacion
Log. con el valor de la base por sub-indice (161), que también
se coloea en igual forma cuando por la abreviacion ANTLOG. s8¢
expresa la palabra antilogaritmo.

Asi, Log,c=a, indica que el logaritmo de ¢ en la base b es

a, 6 que b"=e, lo mismo que Antlog,a=c.

De 3*=81; Log.,81=4 y Antlog,4=81.

Como la operacion por si misma no tiene ningin interés
practico mas que por sus derivadas, cuando se ha caleulado un
SISTEMA, 6 conjunto de los logaritmos correspondientes & una
misma base de lodos los valores numéricos, nos limitaremos 4
deducir las consecuencias inmediatas de las definiciones que con
dichos sistemas se relacionan,

1."—La base elevada al logaritmo ha de producir siempre el
anlilogaritmo,
en virtud de la definicion.

Si Log.81=4, 6lo que es igual, 81—=Antlog_ 4, también 3*—81.

gl g i AT K
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2.°El logaritmo de la base siempre serd igual & la unidad
positiva,
pues sélo la primera potencia de un numero, podra ser igual al
mismo.

1
De 33 (248, 2.%), 3'=3 (248,1.%)y 3"2=|/ 3<3 (256, 2.°)
Log.3=1.

3.2—Si la base fuera la unidad, sélo ella misma tendria por
logaritmo wn valor cualquiera, careciendo de logaritmo todos
los demds nilimeros,
ya que todas las potencias de 1 seran iguales & 1 en valor nu-
mérico:

1
14—1 (248, 2.%), 12=/ 1=1 (256, 2.°) y de 1°=1, Log,1=a;

siendo a un valor cualquiera, que podria llegar hasta sus limi-
tes ] L,' =,

4.*—8i la base es distinta de la unidad, el logaritmo de 1
siempre sera 0,
en razén & que s6lo la potencia de este grado podra ser igual 4
la unidad.

0 P T T
De a =1 (248, 3.°), Log,1=0.

5.2—Ki la base fuera 0 6 2o, s6lo eslos limites tendndan por lo-

garitmo un valor cualquiera, siendo 0 el de todos los nimeros.

De0"=0(248

) ’ r3 00y .
(248,1.9),0°=a (id.5.°), " =>0(id. 2.°),620"=a (id.5.%)

Log (=a, Log a=(, Log se=a v Log a=0,.
=i =5 S > - -

6.*—Si la base [uera negativa, solo parte de los nimeros po-
diian tener logaritmos,
porque los que fuesen, por ejemplo, potencias de grado impar
y positivas del valor numérico de la hase, carecerian de ellos,
ya que no hay ningin niimero negativo que elevado 4 una po-
tencia de grado inipar produzea un resultado positivo (247).
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De las anteriores consecuencias se deduce el siguiente im-
portante

Cororarto.—La base de un sistema de logaritmos ha de ser
un numero constante, positivo y diferente de la unidad. (3.%,
.y 6.4

278 1."—8i la base es mayor que la unidad, los logaritmos
de los nitmeros mayores que 1 serdn posilivos v los de los me-
nores negativos, aumenlando ¢ disminuyendo & medida que
awmenien o disminuyan sus respectivos antilogaritmos,
puesto que Log 1=0 (277, 4.%), y para que las potencias de
igual base vayan aumentando 6 disminuyendo, sera necesario
que aumenten 6 disminuyan los exponentes (248, 4.%), no ha-
biendo mis ntimeros que los negativos que puedan y deban
considerarse como menores que 0 (178, 1.°), y tanto mais pe-
quenos, cuanto mayor sea su valor numérico (178, 2.°)

Log,7>>0, Log, ~ <0,
Log.(7—2)< Log.7, Log, _2:> Logs%

Conoranrio.—Si dos nimeros son iguales ¢ desiguales sus
logaritmos conservardn la misma relacion.
2.°—8Si la base es mayor que la unidad, el logaritmo de o
serd ooy el de 0 serd — oo,
ya que un valor numérico cualquiera elevado & una potencia de
grado limitado, por muy grande que lo supongamos, produci-
riz olro valor limitado, pero nunca indefinidamente grande ni
indefinidamente pequeno.
3.°—Si la base es entera, los logaritmos serdn ¢ enteros o in-
conmensurables,
m

porque si suponemos b =c, siendo b entero y ¢ un valor cual-

e

quiera, como b*
un niimero entero, y si es inexacta serd inconmensurable (257).
De esta uitima consecuencia se deduce que la mayoria de
los logaritmos expresados en forma decimal, constara de una
parte enlera llamada cARACTERISTICA, ¥ de ofra raccionaria, que
se distingue con el nombre de MANTISA.

n
o~ - r m [
—Vp™ (257, 2.°), si esa raiz es exacta, —serd
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279. Claro es que siendo la Determinacion de logaritmos
una operacién inversa de la Potenciacion, la caracteristica po-
dremos siempre hallarla, dividiendo por la base el nimero da-
do, cuantas veces sea posible.

Asi, por ejemplo, si se tratara de hallar el logaritmo de 6 en
la base 2, tendriamos

3
1

{)

2

y como hemos podido hacer dos divisiones, esa seria la caracte-
ristica del Log,6.

PPara encontrar la parte fraccionaria, supondriamos el loga-
ritmo igual & 2+ l llamando x al denominador de la fraccion
desconocida que ha de aumentarse 4 2, y como ha de ser
logab__g (o7

2 = 5, 1.%), tendriamos sustituyendo

1
<t 2 g e K
2 #=0, 0 bien 2%, 9% —6 (192, 2.°, y 261, 1.° Cor.)

y dividiendo ambos miembros por 2*=4% (201, 2.%)

1
2 i ._
Sz 6 8 = . (.E)"._E‘ E 1)“’___1
== de donde A\ 9 _(2) 10 (2 =%
Dando ahora 4 x los valores 1, 2, 3..... hallariamos
il 2
PN g o (‘3) Ao T
F)=2<2 vy G)=1>%

luego el valor de x, estaria comprendido entre 1y 2 y podriamos

' . 1 v o
suponerlo igual & 14—, por lo que deberia verificarse
3 ¥

3

_ S e
(;)li—l L o % . (;_;) v =2, de donde (;) ¥ == ;

y elevando andlogamente, 4 la potencia y
Tomo 1. A9
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A i 3
Gy

Vo (Y=AoT (UL

¢l valor de y estaria también comprendido entre 1 y 2y lo su-

; 1 : 1
pondriamos igual 4 1+ — en cuyo caso

by 3 beiy~ 3t~ 9 N 4
G =5 0 @ =5 =5 + @1
9 4 (9 814 NG 729 4

Sl (;): :‘:;(:)23‘ <3 7 (3);;%3” 3

el valor de z CR!':'lI‘i;l comprendido entre 2 y 3, podriamos supo-
nerlo igual & \—|- y asi sucesivamente,

Hahiendo sn{:mosln, pues,

Log.6=2-- i x=1+4 % y=1+ '; =91 !

y pudiendo continuar asi indefinidamente, se hallaria

‘1)0 h: ].+- :3_’_ _1:..

=04 — . coou, L _oqii® T g !

siendo evidente, que siguiendo la misma marecha ¥ haciendo un
nimero suficiente de sustituciones, nos podriamos aproximar
cuanto quisiéramos al verdadero valor de Log,b, aunque las
operaciones serian muy pesadas, por lo (ue aqui nos hemos de-
tenido en el valor de z, pues s6lo hemos tratado de hacer ver Ia
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posibilidad de efectuar la operacion, y por lo tanto, de calcular,

cuantos logaritmos se desee constituyan parte de un sistema.
Esconio,—Las fracciones de la forma que ha resultado para

Log,6, qute se componen de un enfero, mis una fraccion cuyo

numerador es 1, y euyo denominador es otro entero mas una

fraccidn cuyo nuwmerador es 1, y asi sucesivamenle,

reciben el nombre de coNTINUAS.

I1. —Operaciones derivadas.

280, Con los logaritmos indicados no pueden hacerse més
transformaciones 6 reducciones que las comunes a todos los
gignos generales que represenfan un valor cualquiera, y en
cuanto al logaritmo de una combinacion aditiva 6 sustractiva,
no se acostumbra caleular en la prictica hasta haber encontrado
su valor numeérico (161); pero los logaritmos de las demas ope-
raciones indicadas son de importancia grandisima, tanto bajo el
punto de vista tedrico, como practico.

1.°—El logaritmo de un producto es igual & la swma de los
logaritmos de los factores.

Sea b la base del sistema, n, n’, n'' el producto indicado y
a, a’ y a'' los respectivos logaritmos de n, n' y n'".
Debiendo verificarse (275, 1."):

b =n
al .
b =mn
b =n"

tendremos multiplicando ordenadamente (192, 2.%):

B0ty a+a+a’
b b =b

—nn'n",
O lo que es lo mismo,
I A ol A : R 1 il
Log,nn'n =a+-a'4a"=Log, n+{Log, n —+Log, n

u

segun la hipotesis y conforme al enunciado.

s = - L8 A0 pe
Log, 2 - : . I/.;r:Los_rb;’-f—Lr_::._:h - -{—Lo;_rh[/.a,
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2.°—El logaritmo de un cocienle, es igual al logaritmo del
tlividendo, menos el del divisor.
En el mismo supuesto,

(s
b =n

bﬂ == L]

v dividiendo ordenadamente (202, 2.°),
ha-—-n’ L
n'

de donde
7 ) '
Log, — =a—a'=Log.n—Log.n".
o

5

—2
Log. —;—=Log.7"—Log.)/5
V5

3."—El logaritimo de una potencia, es iqual al exponente il
tiplicado por el logaritmo de la base.
De la igualdad

b'=n

deduciremos, elevando ambos miembros 4 la potencia de cual-
quier grado p (250, 3.°),
(0P =b"* =n?,

y por consiguiente,

Log.n"=pa=p.Log.n.

3 Mg
Log.7T¢= ,t . Log.7.

4.°—FEl logarilmo de una raiz, es igual al logaritmo del radi-
cando dwidido por el indice.




Porque de

extrayendo la raiz de cualquier indice ¢ (257,2.")

(S Pl g
\/ V=b'=\V n
y por lo tanto,
i L
a 0g.n
Log.\//n: = g i
q
S i
Io?\/ﬁ —Logl-€~1 Li g
LM T & 5 T

Cororanio.—De la peniiltima proposicién se deduce, que cal-
culados los logaritmos en un sistema de base b, es muy fcil ha-
llar los que corresponden 4 los mismos niimeros en otra base B,
porque de la igualdad que deberia verificarse para uno cual-
quiera 7

HL-og.Bn

=N
se desprende tomando logaritmos en la base b,

(Logyn) (Log,B)=Log,n

y dividiendo por Log,B,

Loz n 1
Log. n—— b (Log, ) T.oc B
i Lo;__-bb' ' b LOELD

luego,

Para encontrar los logaritmos de los niimeros en una cierla
base, cuando son conocidos en otra diferente, basta multiplicar
¢slos por el cociente de dividir la unidad por el logaritmo de
la nueva base tomado en el sistema primitivo.




Este cociente constante, recibe el nombre de yMépuLo del sis-
tema.

Log, .7 1
Log,7= 72 = Log, 7. — .
LO.’.—’ﬁ O L Ogi 02

IIl.—Logaritmos usuales.

281. El sistema de logaritmos de que en la prictica se hace
uso, casi exclusivamente, es el prciyar, 6 cuya base es 10, y al-
guna vez el que tiene por base el ntimero inconmensurable que
siempre se representa por la letra e para abreviar, cuyo valor es:

e=2'718281828459045235360287471352662498

Los logaritmos decimales se llaman también USUALES, VUL-
GARES O de Brices, que fué quien primero los calculd, y los que
lienen por base e, HIPERBOLICOS 6 NEPERIANOS, por haber sido
Neper quien vulgariz6 sus propiedades, estudiando las de la
curva llamada hipérbola.

Los primeros se indican abreviadamente por la supresién
del sub-indice, y los segundos escribiendo solamente la ini-
cial L.

Log N=Log,,N; L.N=Log N.

De aqui en adelante nos referiremos siempre 4 los decima-
les, no solo por ser los que se usan comunmente, sino porgue
una vez conocidos, ya sabemos por el viltimo corolario, que si
necesitasemos operar en algin cileulo con el logaritmo nepe-
riano de un nimero, podriamos obtenerlo inmediatamente, sin
mis que dividir el decimal por

Log. e=0131204481903251827651128918916605082.....

6 multiplicarlo por

——— =2¢302585092994045684017991 454684364208, .
Log. e

numeros que también nos servirian para pasar de los neperia-
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nos a los decimales, puesto que de la igualdad demostrada
(278, Cor.)

{Logﬂ n) ( ]A-U,g-inJ:Lcrgbn‘

0

se deduce, haciendo b=n=10 y B=e (275, 2."),

: o Wy el ] D SO

(L.10) (Log.ej=I, Log.e= 50y L.d0= e

es deeir, que los modulos de ambos sistemas son nimeros x-
VERs0S, 0 que dan de producto la unidad, como

—3
L = =
:I_\,;z—,xy_‘,z")'?"',V;:}'V,n._clc.

282. De la sola inspeccion de la igualdad [undamental de los

logaritmos usuales,
107 =n,

en la (que suponemos 7 un numero cualquiera, mayor & menor
(que 1, y a, 6 —a, su logaritmo (276, 3.°), se deduce que:

1.°—Sdlo las poteneias de 10, 6 en otros términos, las unida-
cles decimales de cualquier orden, lendran por logaritmo wun
numero enlero, compniesto de lantas unidades positivas ¢ ne-
gativas como indique el grado de la potencia, 6 bien el orden
de la wnidad & la izquierda o dervecha de las simples.

Log. 10°=Log. 1000=3,

1

1

o = o, (P00 = —3.
g. 1o =Log. 0 001 }

=l.o

Log. 10—*=Log. ;7

Si el antilogarifmo no es potencia exacta de 10, siendo ma-
' . : n n+1
yor que I, estara comprendido, por ejemplo, entre 10” y 10 _

teniendo su parte entera n cifvras, y su logaritmo sera, por consi-
: £ w41
guiente, mayor que Log. 10 =ny menor que Log. 10" " =n—1;
luego constara de n unidades enteras y una parte decimal, por
lo que:
2. —La caracleristica del logaritmo de un nimero mayor




=T
que 1, constars de tantas unidades positivas, menos una, como
cifras tenga la parte entera de dicho niimero.

Log.35826 0 —Log. 358264625—4:

Ademais sabemos que (278, 1.°, 2.° y 3.°) siendo N un nii-
mero cualquiera,

Log.(N.10")=Log.N-+Log.10"=Log.N--n,
Log.(N:1 liﬂ')=Log.;‘\-'—Log.1 0"=Log.N—n,

¥ para efectuar la adicion 6 sustraccién indicadas, si n es ente-
ro, se agregard 6 quitara de la parte entera de Log.N, que-
dando lo mismo la fraccionaria; luego

3.°—Si un mimero se multiplica ¢ divide por una potencia
entera y positiva de 10, 6 en otros términos, si se corre la coma
4 la derecha ¢ izquierda de un niimero decimal, la manlisa de
su logarilmo no variard y la caracteristica quedara aumentads
0 disminuida, en lantas unidades como tenga el grado de la
potencia, 6 bien como lugares se haya corrido la coma.

Si Log.35826=4"..., Log.3582600=6¢... y Logz.358,26=2". ..

siendo iguales en los tres casos las cilras que hubiese después
de la coma.

Cororanto.—La caracteristica del logaritmo de un nimero
dectmal menor que 1, constard de tantas unidades negativas
como indique el lugar ocupado despuds de la coma por su -
mer cifra significativa,
porque si esta cifra ocupa el lugar n, multiplicando el nimero
por 10" pasaria al de las unidades, y la caracteristica del nuevo
nimero seria 0 (2.°); pero como habria quedado aumentada en
7 unidades, la verdadera serfa —n, permaneciendo igual la
mantisa,

Escorio. —EI logaritmo entonces se compondria de wna
parte entera negaliva y una fraccionaria positiva, por lo que
no podria llevar el signo — delante, que indicaria era todo ¢l
negativo, sino encima de la parte entera, como los complemen-

=
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tos de igual forma, de que hicimos uso en la Sustraccion (187).
Log. 0°00035826=—4-+0¢.....=4".....

283. Vemos, por lo dicho, que en el cileulo logaritmico se
combinaran muchas veces, no solo numeros positivos y negati-
vos, sino también mixtos de ambas formas, por lo que conviene
con {recuencia saber transformar unos en otros, lo que nunca
podria ofrecer dificultad teniendo en cuenta que los tltimos,
443749526, por ejemplo, son diferencias indicadas 0*3749526— 1,
escritas abreviadamente, y que puede realizarse por medio de
dos reglas muy sencillas.

En efecto; para efectuar esa operacion indicada, diriamos

(1795 2.°):

4

073749526

346260474
de6410,4;de249,7;deba9,4;ded4a9 0;deda 95
de749,2;de3al, 6;ydela3,3 (40, 3.°), de donde dedu-
ciriamos

0¢3749526—4=14“374926=—3°6250474

por lo que:

1.°—Para transformar un logaritmo de caracteristica nega-
liva y mantisa positiva en otro todo negativo, 6 éste en aquél,
se resta la primer cifra de la derecha de la mantisa, de 10, lo-
das las demas de 9, y se disminuye en el primer caso y awmein-
ta en el segundo una unidad, al valor numérico de la caracte-
ristica.

Hé aqui ahora una suma, tres diferencias y el producto por
un entero de nimeros de esta clase, para encontrar las cuales,
basta tener presentes las que hemos dado para operar con nu-
meros posilivos y negativos:

o

8406512 348496512

38496512 22008427 19657068 3¢
240657068 7

1:9657068 1°:9657068 2:2003427
O<IS4088 o o T e :
2¢2003427 22346359 37653641 2¢8839444 169475584

0:7751243
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En la Adicion ha resultado 27 de la suma de las décimas,
por lo que hemos escrito el 7, y dicho después: 2 y —3, —1,
mis —1, —2, més 2, 0.

En la primer sustraccién hemos restado, en las décimas, de
100 & 12, diciendo luego: 1 y —1, 0, 4 2. 2.

En la segunda, de 2 4 9 y enseguida de 2 4 —1, —3, puesto
(que —1—2—=_3.

En la tercera, de 10 & 18 y de I4+(—2)=—1, 4 —3, —2,
porque —3—(—1)=—34-1=—2,

La multiplicacién no puede ofrecer duda; pero si en vez de
multiplicar por 7, lo hubiéramos tenido que hacer por ]71 ten-
driamos ahora que dividir por 11 el producto hallado, lo que
nos daria un conjunto de dos niimeros fraccionarios de distinto
signo, que originarian nuevas operaciones; pero esto puede evi-
tarse anadiendo & la caracteristica —16, las —6 unidades (que

le faltan para componer un 11 y -6=060 décimas 4 la mantisa,
von lo cual es evidente no se alterard el valor de dicho producto,
y lendremos

16:9475584 | 11
26588689 | 0¢00000005 de resto.

—16—6=22 dividido por 11,—2; 604-9=69, dividido por 11, 6;
6.11=066 4 69, 3, ete.

lnego:

2.°—Para dividir por un entero un niimero de caracteristica
negativa y mantisa positiva, se anaden 4 la primera las unida-
dles negativas necesarias, para componer un multiplo del divi-
sory se divide por éste, se agregan otras lantas posilivas redu-
cidas 4 décimas & la eifra de este orden, se vuelve 4 dividir Iy
se conlinua la operacidn por la regla ordinaria.

Escorios.—Este caso comprende el de dividir por una frac-
cion, que equivale 4 multiplicar por su inversa (228, 3.°).

La potenciacién y radicacion de logaritmos no es frecuente;
pero si tuviéramos que efectuarlas con alguno de dicha forma,
lo transformariamos antes en otro todo negativo y le aplicaria-
mos las reglas demostradas,

284. Para conocer, por tltimo, otra interesante propiedad
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de los logaritmos, llamemos D 4 la diferencia entre dos nime-
ros N y N--D, y tendremos para la diferencia de sus logarit-
mos (278, 2.°)
Log. (N-+D)—Log.N=Log. \-\i_—D = Log. (I-«‘r [\—J)
I d

La ultima fraccion disminuira & medida que disminuya el
numerador y aumente el denominador y en el limite, es decir,
cuando esta fraccion llegase &4 ser (), también
Log.(N-+4D)—Log.N=Log. 1=0, lucgo:

1.°—La diferencia enlre los logaritmos de dos nimeros va
disminuyendo y tiende & anularse, & medida que los nibmeros
son mayores Y sus diferencias mas pequenas.

Demostrada. esla verdad, claro es que si Log.N=n y
Log.(N+41)=n-}-d, el Log.(_-’\‘—}--?}) no serd igual 4 rl%, porque
el aumento d que corresponde & aquellos logaritmos, no se re-
partira por igual entre las q partes en que suponemos dividida
la unidad, ya que ira siendo menor 4 medida que aumenten los
numeros; pero siendo N bastante grande, seran tan insignifi-
cantes las diferencias de esos pequenos aumentos, que en la
inmensa mayoria de los casos no afectaran i los valores aproxi-
mados de los logaritmos, por lo que 4 pesar de no ser rigurosa-
mente cierto, puede admitirse bajo el punto de vista prdcti-
co que:

2.%—Cuando los nimeros son bastanle grandes y no se dife-
pencian en mas de una unidad, 4 igual awmento en los nime-
ros, corresponde igual aumenlo en sus logaritmos.

La admision de este principio permite, como vamos a ver,
encontrar con facilidad y rapidez el logaritmo de cualquier ni-
mero, por muy grande 6 pequefio que sen, cuando pueden te-
nerse 4 la vista los de lodos los niimeros enteros comprendidos
entre 0 y cualquier otro arbitrario, cuyo valor debe ser bastan-
te grande y nunca inferior a4 10000, si por virtud de lo dicho se
quiere que el error comelido al caleular los demads sea verdade-
amente insignificante.

La reunion de esos numeros y e sus respeclivos logaril-
mos, dispuestos de manera que conocido wno se pueda facil-
mente hallar el otro,
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constituye las TaBLAs DE LoGARITMOS, (que generalmente tie-
nen forma de

Libro dividido en colwmnas y no suelen contener méas que
las mantisas,
en razon a que las caracteristicas se pueden escribir & la simple
vista del niimero (280, 2.° y 3.°, Cor.); pero en cambio todas las
modernas lievan al lado de las mantisas su diferencia con la si-
guiente, llamada TaBULAR, expresada para abreviar en unidades
enteras, aunque se refiere al iltimo orden decimal de los loga-
ritmos, que por lo menos son diez milésimas, siendo lo mas
[recuente que tengan después de la coma 5, b, 6 7 cifras decima-
les, en cuyo caso, como

Siempre son errdneos en menos de media unidad del il-
limo orden,
se hallan aproximados por defecto 6 exceso en menos de media
cienmilésima, millonésima 6 diezmillonésima.

Las de Lalande, que llegan hasta 10000, con mantisas de
cinco cifras, por su sencillez; las de Vézquez Queipo hasta
20000, con seis, por su claridad, elegancia y f#cil manejo, y las
de Cn][et hasta 108000, con siete, por su mayor :11]1‘0\1ma(:16n,
suelen ser las mds usarlas,

I'V.—Tablas de logaritmos.

285. Las tablas mis sencillas contienen los nimeros ente-
ros por orden de magnitud en una columna, casi siempre enca-
bezada con una N; otra & su derecha con los respectivos loga-
ritmos 6 sus mantisas, y una tercera con las diferencias tabu-
lares.

Como fodlas las cifras de los nilmeros se encuentran en una
sola columna, lo gue no sucede en otras, éstas se llaman de
SIMPLE ENTRADA, ¥ basta

Busear en sus columnas, cuando en ellas deben hallarse,
el miimero 6 mantisa conocidos, para poder leer & su derecha ¢
izquierda la correspondiente mantisa ¢ nimero, & los que ya
no faltard més que ponerle la debida caracteristica (280, 2.° y
3.% Cor.) d correr la coma para separar la parle enlera que le
corresponda y conocer el respectivo logaritmo 6 antilogaritmo.
En la tabla 111 pueden encontrarse todos los enteros hasta
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10000 y las mantisas de sus logaritmos, expresados con siete
decimales, con objeto de que puedan servir para los cdlculos
en (ue se necesite mucha aproximacién; pero debemos adver-
tir 4 los que las usen, para facilitar la practica, que en la ma-
yoria de las operaciones, y especialmente cuando no haya que
calcular potencias, es suficiente considerar las cuatro & cinco
primeras cifras, aumentando la ultima que se conserve en una
unidad, si la primera despreciada es 5 6 mayor (233, 3.°).

TInutil nos parece afiadir que si se suprimen cifras de la de-
recha de las mantisas para facilitar los calculos, deben supri-
mirse igual nimero de la derecha de las diferencias cuando sc
fenga que operar con ellas.

Las columnas marcadas con una N contienen los niimeros;
las siguientes, encabezadas con M. Log., las mantisas de los
logaritmos, y las terceras, que llevan una D, las diferencias
tabulares correspondientes & los de los niimeros mayores
que 1000.

Con dicha tabla, & la que de aqui en adelante nos referire-
mos, y en la que hemos omitide la repeticion de las cifras co-
munes 4 las decenas de los niimeros mayores que 1000, 4 las
milésimas de las mantisasg, 4 las cienmilésimas de las diferen-
ciag, y aun fodas éstas cuando se repiten, por lo que siempre
deben buscarse 6 escribirse las que haya encima de los lugares
que aparezcan en blanco, seria facil ver que:

Log. 2453=3'3896975
Log. 245300=>53896975
Log. 0402453=23896975

Antlog. 3¢3907585—=2459

Antlog, 63907585=2459000

Antlog. 4*3907585—0:0002459 .

sin mds que recordar las relaciones entre la caracteristica y el
namero de cifras de la parte entera 6 significativa (280, 2.%, 3.°
y Cor.), buscando en el primer caso, en la columna N, las 245
decenas del niimero y la cifra 3 de las unidades, 4 la derecha
de la cual se encontraran las 6975 diezmillonésimas de la man-
tisa, que deben ir precedidas de las 389 milésimas que se ha-
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llan encima y son comunes & todas las de los niimeros com-
prendidos enfre 2450 y 2455,

De un modo andlogo se buscarian en el segundo, en la co-
lumna M. Log., las milésimas 390 de la mantisa, hallando
cuatro lugares més abajo las 7585 diezmillonésimas, cuyo con-
Jjunto corresponderd, por tanto, al nimero 2459, representado
por las 9 unidades de la izquierda y las 245 decenas cuya repe-
ticién se ha omitido.

Las diferencias entre cada mantisa y la siguiente, serian
1761 y 1766 diezmillonésimas,

Las de poBLE ENTRADA se llaman asi, porque al buscar las
cifras de los mimeros hay que atender & dos columnas, la
marcada con una N, que contiene las decenas, y una de las
diez situadas 4 la derecha, que se hallan encabezadas por las
cifras de las unidades desde () hasta 9.

MODELO DE UNAS TABLAS DE DOBLE ENTRADA

SIN LAS DIFERENCIAS QUE SUELEN ESCRIBIRSE A LA DERECHA DE CADA
COLUMNNA O DE TODA LA PAGINA.

N 0 1 2 3 & | esieads
240 3802112 | 03922 | 05730 07538 | 09345 | . .. . 18368
4 | 20170 | 21972 23773 | 95573 27373 T 36359
42 | 38154 | 39948 | 41741 | 43534 | 45396 54975
43 | 56063 | 57859 | 59636 | 61421 | 63206] .. 72118
% | 73898 | 75678 | 77457 | 79235 | s1012| 0 80888
45 | 91661 | 93433 | 95205 | 96975 | 98746 |

39 (07585

46 | 09351 | 11116 | 12880 | 14644 | 16407 . . . . . . . 25211
47 | 26970 | 28727 | 30485| 32241 | 33997, . | 42765
48 | 44517 | 46268 | 48018 | 49767 | 51516 . ... 60249
49 |- 61993 | 63737 | 65480 | 67223 | 68964 |. . . .. 77673
B G R T R T i e

Asi para encontrar en ellas el Log.2453

Se buscaria en la columna N, 245 y en la parte superior ¢
inferior de la pigina el 3, siendo entonces la mantisa buscada
la comain 6 que pertenece & la linea de nimeros que empieza
por 245 y 4 la columna 3, es decir, 3896975, por pertenecer las
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cifras 38 & todas las que tiene enfrente y debajo, hasta llegar 4
las 39.

Por el contrario, para buscar el niimero correspondiente

un logaritmo 43907585, cuya mantisa estuviera en las tablas,
bastaria

Tomar por decenas las que en la columna N tenga & la iz-
(quierda y escribirvle 4 la derecha las unidades que se encuen-
tren en la parte superior, multiplicando 6 dividiendo el wmime-
ro asi representado, por la unidad sequida de tantos ceros como
inclique la diferencia entre la caracteristica dada vy el niimero
de cifras menos una del obtenido, 6 entre éste y aquélla.

Asi tendriamos An Llog.z‘ 3907585=0:0002459.

286. Si el nimero, siendo decimal, no puede buscarse en
las tablas, serd porque el valor representado por sus cifras sig-
nificativas, considerando siempre la tlfima como unidades sim-
ples, serd mayor que los contenidos en ellas, como, por ejem-
plo, 485679, 48°5679, 6 0:0485679.

En este caso, ya sabemos que la respectiva caracteristica

sera 5, 1, 6 2; pudiendo, por lo tanto, prescindir del lugar que
ocupe la coma y suponerla siempre colocada después del valor
que en las tablas podamos buscar, puesto que la mantisa de los
logaritmos de esos mimeros y la del correspondiente &4 485479
serdn iguales (280, 3.°). :

Propongdmonos, pues, encontrar ésta.

En las tablas hallaremos, para valor de la mantisa de 48506,
el nimero 6862787 diezmillonésimas, y 4 su lado la diferencin
tabular D=804 diezmillonésimas entre esa mantisa y la siguien-
te 6863681, que corresponde al nimero 4856--1-=4857, y que
si no se encontrase en ellas, se podria determinar de memoria.

Ahora bien; admitiendo, como hemosadmitido (282,2.%), que
ese aumento de 894 diezmillonésimas se reparta por igual entre
lag mantisas de los numeros fraccionarios mayores que 4856 y
menores que 4857, al aumento de 0°01 corresponderd en los lo-
garitmos el de 0°01.894=8:94 diezmillonésimas, y 4 las 79 cen-
tésimas del nimero, el de 894,79=894.0:79=700626 diczmillo-
néstmas: luege agregando 706 4 la inmediata inferior de las ta-
blas (862787, obtendremos la pedida 6862787+706=6863413, y
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85679 —5'6863413

e

Log.
Log. 485679 =1'6863413

=

(5]
Log. 040485679=26863413

es decir, que:

1.°—Para determinar el logaritmo de un ndmero decimal
cuya mantisa no se pueda hallar en las tablas, se encuentra la
correspondiente al vepresentado por lantas cifras de la izquier-
da de su parle significativa como sea posible buscar en ellas, y
se le anade la entera del producto que resulle de mulliplicar
por la diferencia tabular, la de la derecha, con la cual no se
haya operado, considerada como [racecionaria decimal, ponien-
do & la suma la caracleristica que le corresponda.

Déndosenos la mantisa 6863413, y no hallando en las tablas

mas que las 6862787 y 6863681 que la comprenden, 6 la pri-
mera y la diferencia tabular 894, el antilogaritmo de aquélla, si
tuviera por caracteristica 3, que seria 4856, deberia sufrir el
aumento que correspondiese al de las mantisas

686341 3—6862787=694 diezmillonésimas,
y claro estd que, segin el principio admitido como cierto, si a
824 corresponde 1 de aumento, 4 694 correspondera
6940 {894
6820(0:79. ...
374
luego Antlog. 3°6863413=4856¢79, y por lo tanto,

Antlog. 56863413=485679
Antlog. 16863%13=485679
Antlog. 2:6863413=0°0485679

de donde se deduce que:

2.°—Para determinar el niimero que corresponde & un loga-
ritmo cuya mantisa no se halle en las tablas, se busca la inme-
diata inferior, y la diferencia entre ambas se divide por la ta-
bular, escribiendo la parte fraccionaria del cociente considerada
como entera, 4 la derecha del antilogaritmo correspondiente
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la mantisa de las tablas y separando del nimero ast represen-
ladlo la parte entera que indique la caracteristica.
Escorio.—El error del principio admitido, por mas que sea
despreciable, ocasiona un resultado algo menor que el verda-
dero en el primer caso y algo mayor en el segundo, por lo cual
en aquél nunca debe dejar de auwmentarse una unidad 4 la
parte entera del producto si la primer cifra despreciada es ma-
yor que 4, y en éste deben conservarse las cifras del cociente,
aun cuando el tltimo resto sea mayor que la mitad del divisor.
Por titimo; la determinacion del logaritmo de un niimero
mixto, al que se daria previamente forma fraccionaria 6 el de
una {raccion, no puede ofrecer dificultad si se recuerda cuil es
el de un cociente indicado (278, 2.%), resultando, si el numera-
dor fuera menor que el denominador, un logaritmo de caracte-
ristica negativa y mantisa positiva, 6 todo negativo, segun se
restase del logaritmo del primero el del segundo 6 de éste aquél,

1 ; .
Log. :_ =Log.a—Log.b=—(Log.b—Log.a),
}

y como si a<<h, Log.a<Log.b, la primera operacién ejecutada
por la regia ordinaria daria un resultado en parte positivo y en
parte negativo, mientras el de la segunda seria todo negativo.
Asi, pues,

3.—Para delerminar el logaritmo de un nimero mixto se
le transforma en fraccion, y para hallar el de dsta, se resta del
del logaritino del numerador el del denominador.
t.°—Para determinar el logaritmo de una fraccién menor
que 1, se resta del logaritmo del numerador el del denomina-
dor, 6 de éste & aquél, segin se desee oblener con mantisa posi-

tiva ¢ negativa.
Log. 7 2 08, < —Log.23—Log.3
S 3 3 -
=1'3617278—04771213=0'8846065
Log.15—Log.1249=1“1 76091 3—3°0965624%
Lo — _.s =2'0795289
TE209 T | —(Log.1249—Log 15)=—(3:0965624—11760013)
it T =—1'9204711
puede, por consiguiente, suceder que se deba encontrar en al-

Towmo T. 20
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gtin caso el nimero correspondiente 4 un logaritmo todo nega-
tivo, y aunque esto podria hacerse tr -ansforméndolo en otro de
mantisa positiva para aplicarle la regla general (2.%), puede evi-
tarse esta transformacion si el resultado se desea 011 forma or-
dinaria, atendiendo & que:

—Log.N=0—Log.N=Log.1—Log. N=Log. l—

por o cual,

_Para determinar el nmbmero que corresponde & un loga-
T u’mra todo negativo, se transforma en ofro de mantisa positiva,
al que se aplica la J;rﬂa general, si el resullado se quiere en
forma decimal, 6 se considera como jmcu'rm poniendo el anti-
logaritmo correspondiente por denominador de 1, si se desea
en forma ordinaria.

Antlog 2:0795289=0012

Antlog.(—1920471 ) 1 1 50
{ Antlog.1°9204711 T 832 4163

V.—Caleulo logaritmico.

9587. Lo dicho es suficienfe para comprender las importantes
abreviaciones 4 que dard origen el empleo de los logaritmos
para encontrar el resultado de una combinacién numeérica cual-
quiera, por complicada que parezca, y hasta la pnm]ulldm,l de

obtener facil, aunque wproxnn:ul’unen{b pero con pequenisimo
error, algunos que sin su auxilio geria imposible calcular,

Del resultado de las operaciones derivadas (278) se deduce,
en efecto, que:

1.°—Para caleular un producto, bastard encontrar el antilo-
garitmo de la suma de los logaritmos de sus factores.

Asi tendriamos, por ejemplo, haciendo uso de los conple-
mentos logaritmicos (187) 6 COLOGARITMOS (ue Se expresan por

ia abreviacion Colog.:

Log.

K. H] ] ~ —: lJU_'.::'.
5394% . - 094306=Antlog. ¢

% 7"=’ ! 981 4 Log,

1 —|—(_'u[n"_12
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2.°—Para calcular un cociente, bastari encontrar el antilo-
garitmo de la diferencia que haya enire los logaritmos de di-
videndo y divisor.

Log. 0%36=1° qulgbia
0°4:36: rr ) —L‘m“o" +Colog. 27 =2:5686362 }==14"49

aproximada-
+Log. 8762 ._mwmw S

27650 3070

Z |0t
3.°—Para caleular una potencia bastard encontrar el antilo-
garitmo del producto del exponente por el logaritmo de la base.

0436 97
(h 2 ) =Antlog. (1‘ 136 . Log. 3762

l];n". '—I”:}Jl‘}GSSJ
=Antlog. [U 4306, (‘ olog. 8”‘)2*——-1 ﬂi??‘ihtﬂ

JH4B87606=—2:5112394
{_i"i']['i
20449576
184046184
— 02220003784

1 100
167 — 167

—Antlog.(—072220004) = aproximadamente,
“—Para caleular una raiz bastard encontrar el anliloga-
rilimo del cocienle de dividir el radicando por el indice.
4

J/ 07436 =Antlog. [{I.-og-.ﬂ‘-ifil‘a]: %]:3‘\111[0:;, (16394865 S
= Antlog. (2:1974325:4) = Antlog. 15493581 =0¢354

aproximadamente,

Esconio.—Estando todos los logaritmos aproximados en
menos de media unidad de su iltimo orden, y unos por defecto
Yy olros por exceso, al sumar logaritmos y cologaritmos esos
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errores so compensaran en parte, y los de los resultados serdn
completamente despreciables por lo insignificantes en los pro-
ductos y cocientes, con tanta mas razon, cuanto (ue también
es por defecto el que generalmente se comete al bhuscar el lo-
1 que resulta de calcular después el an-

garitmo, y por exceso €
tilogaritmo.

Esos errores de los logaritmos se hacen también mdis pe-
querios al dividir por un entero, y por lo tanto, al determinar
las potencias ¢ raices de exponentes menores que la unidad o
indices mayores, por lo que repelimos que en todos estos ca-
sos es mas que suficiente en la prictica operar con cuatro (&
cinco cifras después de las comas; pero si el indice de una raiz
fuera mucho menor que la unidad, 6 lo que es lo mismo, ma-
yor el exponente de una potencia, al multiplicar por él, multi-
plicamos el error (237, {.°), por lo que

Siempre que en una combinacion entren polencias de esta
clase, debemos operar con logaritmos que después de la coma
tengan seis ¢ siele cifras, las que todavia no seran suficienles,
para estar seguros de (ue obtendremos un antilogaritmo apro-
<imadamente igual al resultado pedido, si dicho exponente fue-
se bastante grande. /

988, Siendo positivas todas las pofencias de 10, sea cual
sea el exponente, aunque en el solo caso particular de supo-
nerle fraccionario y de denominador par (255, 2.%), se le podria
asignar también un valor negativo, es evidente que:

1 °_Los niimeros negativos no tendrén, en general, loga-
ritimos,
considerados aisladamente.

Al realizar ciertas combinaciones nos veremos, sin embar-
go, obligados & tomar logarifmos de los nimeros negalivos que
en ellas puedan entrar, y aun cuando no entrasen, ignorarfa-

' mos si serian aplicables 4 las expresiones literales cuyo valor
y cualidad final desconoceremos la mayor parte de las veces,
4 no estar convencidos de que para los efectos del calculo,
92.°—Los logarilmos de los niimeros negativos, deben consi-
I derarse iguales a los de los posilivos.

En efecto: los resultados numéricos de cualquier combina-
cién, exceptuando las adiciones y sustracciones indicadas, A
las que no se aplican los logaritmos, son exactamente iguales
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mientras se conserven los signos de los exponentes é indices,
y solo se diferencian en la cualidad, que puede (lerlucit"se desde
luego de las reglas conocidas (189, 1.% 200, 1.% 247, 1.° y 2.°,
r 255, 1.°, 2.° y 3.°), prescindiendo LlL-SpU.LS de los. slgnos.
Asi, por ejemplo,
2 =3)4=—2.3.4=—Antlog. (Log.24-Log.3-}-Log. -’1 )
2(—3)(—4)=2.3.4=Antlog. ILng 2-F-Log.3-Log.4
=— 5 =— Antlog. (Log.2—Log.3]

El
—2 _ 2 _Antlog. (Log.2—Log.3)
. = 5 =Antlog (Log.2—Log.3)

—3
(—2)*=—2*=—Antlog. (3.Log.2)
(—3) = i'ﬁ \nﬂo” (2. Log.3)
3

jQz-—-l/i:—Anﬂog. Lof“z

y aun |/ —3=)/3 |/ —1 (264) y |/ 3= Antlog. &

De todo lo cual se deduce que:

3.°—Para calcular por logaritmos una expresion cualquiera,
se efectiian las sumas y diferencias indicadas, se prescinde de
los signos que puedan tener los factores, dividendos, divisores,
bases y radicandos, Y después se pone al resulfado el que le co-
rresponda, sequn las operaciones que hubiesen quedado indi-
caclas anfes de aplicar los logarilmos.

Escorio.—En la practica conviene siempre, para evitar equi-
vocaciones faciles, aunque no sea indispensable, reducir ante
todo el numero de signos negalivos al menor posible para po-
ner de manifiesto el final que deba llevar el resultado y evitar
la mulliplicacion y division por exponentes é indices de esta
clase, efectuando algunas transformaciones previas, que ade-
mas hagan ver claramente cudles son los verdaderos [actores iy
divisores.

EsenpLO:

Operaciones mentales auxiliares.
200 M 2RI
i ﬁ Saris A

3| W
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3
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Este método no es mas que el desarrollo prictico del razo-
namiento mental que deberia hacerse para deducir el signo del

9y b3 a4

resultado diciendo: (—0°25) 25%, posilivo;

(— -.—) s Posttivo; y el cociente de dos numeros po-
; e

Lol
T
2

sitivos, posilivo también. El denominador es del mismo signo
después de efectuada la reduccién de los radicales; luego el re-
sultado de las operaciones indicadas en el radicando es positivo,
y como el signo del indice solo influye en el valor numérico y
la raiz de indice impar deba llevar el mismo signo del radican-
do, mientras que la de indice par lo mismo puede ser positiva
que negativa, el final debera estar alectado del deble signo ==.

Demostrada del todo la ventajosa aplicacién que de los lo-
garitmos ya calculados puede hacerse para la determinacién
de productos, cocientes, polencias, raices, y combinaciones
que, sin su auxilio, seria mas dificil y hasta imposible obtener
en ocasiones, y sabiendo que también son aplicables 4 la misma
operacion de que provienen, pues conocido el logaritmo deci-
mal de un niimero puede hallarse ficilmente el que le corres-
ponderia en cualquier otra base (278, Cor.), recordaremos que
en la Potenciacion no es indiferente, como en la Adicién y Mul-
tiplicacion, cambiar el orden de los datos, por lo eual, aunque
supi¢ramos (ue una potencia indicada se habia de eclevar a
otra, esta a olra, y asi sucesivamente, siendo iguales los grados
de todas, tendriamos, por ejemplo:

4
(((I'l:;}i;"')'i) ) —gs- t.s.,m:_‘.j.{—’

no pudiéndose derivar de aqui nuevo concepto de operacion
fundamental (169) por necesitarse conocer los valores de los
tres niimeros 3, 4 y 5 para poder llegar al resultado que indica
el primer miembro, cuya tltima expresion no es mais que una
combinacién derivada de la misma elevacion 4 potencias, que
caiculariamos directamente elevando 4 & la potencia de quinto
grado y 3 4 la que indicase el nuevo exponente 1024, 6 bien
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por medio de los logaritmos, diciendo:
Ii‘ﬁ:.-\ni'log. (4®.Log.3)=Antlog. [Antlog. (5Log.4+Log.Log.3}].

Siendo, por consiguiente, imposible que existan mds de las
siete operaciones fundamentales que hemos considerado, y co-
nociendo los medios de realizar en cualquier caso todas sus
combinaciones, hemos terminado el estudio de los Calculos
numéricos y debemos pasar al de sus importantes aplicaciones
mercantiles.

Fin del Complemento de Aritmética.
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FRACCIONES CONTINUAS

[.—Teoria.

289, Sabemos que algunos calculos pueden originar nime-
ros fraccionarios de la forma

S P

b —

b=y

'J._'_“. -

(que se llaman fracciones confinuas (277, Ese.), y es natural
(ue veamos si, como las restantes formas de nimeros, tienen
propiedades particulares que en la practica de las operaciones
puedan utilizarse con ventaja.

Toda fraccion continua estd, segun vemos, compuesta de
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una parte entera a, que puede ser 0, en cuyo caso se suprime
su escritura, y de varias fracciones integrantes %a 1 :T_: —i: ----- 2
cuyo numerador es la unidad, y que tienen por denominador
enteros cualesquiera b,e,d,e....., que juntos con el primero a,
se distinguen con el nombre de cocientes incompletos, por no
ser mds que la parte entera del numero representado por ellos
mismos, mas las fracciones que les siguen,

290. Considerando dos de los cocientes incompletos que la
constituyen, y encontrando la ordinaria equivalente (62, 3.°),
tendremos:

1 ab-£A
SeyTRe b

considerando fres:

1 e abe+a—+c  (ab+1)e
a-b-— == g o = ey
S S T R i VT Ry
' e
considerando cuafro;
i : 1 : 1~ ! a—+
at+— 1  =a-= 1 =8+ — el
bt BB T Bt b b d
d —a ci-+-1
LAl cd+1  abed-+ab-ad+-cd--1
— 7 hod-Lbied bed—+b+d

(abe+-ec~+a)d-+ab-1 rf ab-+-1)c+a Jd-+(ab-+1)
(be—+1) d—+b = (be+1)d—+b ;

y asi podriamos eonfinuar formando las rEpucDAS O fracciones
ordinarias equivalentes & una parte de la continua contada
desde su origen, cuyo valor se aproximaria cada vez mdis al de
la total, por lo que también se llaman cONVERGENTES.

i partiendo de la primer reducida ‘; observamos la forma
de los valores que han resultado para las otras, veremos que:
Para formar una reducida, basta multiplicar los dos térmi-
nos de la anterior por el cociente incompleto correspondiente,
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iy anacdir 4 los productos que resulten los dos términos de la
que antecede.
Veamos ahora si este hecho, observado en la tercera y cuar-

R
ducidas consecutivas, para la tltima de las cuales se verifica el
hecho de ser R=Qr+P y R'=Q'r+P’, siendo r el cociente in-
completo, é investiguemos si también serd cierto para la si-

¢ : P ¢ R
ta, serd una ley general, suponiendo que p’ o 7 Bon fres re-

guiente - que resultaria de considerar un cociente mis s.
) .- 1 = 1 v a = .
Puesto que 7y — suponemos quc gon las dos ultimas f[rac-

ciones integrantes, la reducida = se deducird de la £ sustitu-

IS” . cr
1 It Qr-P
vendo en esta r——— en lugar de 7, v como —, = L e R T
o & = 14 Vi (Jr,._}_pr'l

rificara

0l
Q (Jl\f+ I+I’ Q. — +P Qrs—+-Q+-Ps

ST Qe+ --‘~+1»*_Qr.“‘f Lp Qs +Q+Ps

(Qr+-Pjs+Q  Rs+0Q

T @r+P)s+Q  Rs+Q

Cnando el hecho se verifica para la Gltima de tres reducidas
consecuenciag, es también cierto, por consiguiente, para la
cuarta, y como lo hemos observado en las cuatro primeras,
cierto sera para la quinta, para la sexta, y por lo tanto, por
izual razoén para todas lag siguientes.

La proposicién enunciada es, pues, una ley general.

Esempro.—Caleular las reducidas correspondientes 4 Ia frac-

By L
cibng, 1

0 | Ly il ) ¥ 4941 o 37
1" 2 2441 9 0912 8
37.2-+4 78 ”8 1—1—5; 271

33.2-+-9 175

Las operaciones, segiin se ve, son muy fdciles de ejecutar.
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291. Hé aqui ahora las propiedades mas importantes de es-
tas fracciones:

1.*—La diferencia enitre dos reducidas consecultivas es una
fraceicn que liene por numerador la unidad positiva 6 negali-
va, segin que la que sirve de minuendo sea de lugar par ¢ tm-
par con relacidn 4 la parte entera y por denominador el pro-
duelo de los dos denominadores.

En efecto; si seguimos representando ]Jm‘;,. S,
ducidas consecutivas, por r el cociente incompleto que & la 1l-
tima corresponde, y hallamos la diferencia de cada una con la
anferior, resultara (288):

vJ." Tad o
WEST fres re-

Q P _QP—PQ
QBT LP
R Q RQ—QR _ (Qr+P)Q—Q(Q'r+P)

B QT R T s
_ QQr+PQ'—QQr—QP’ _PQ'—QP' —(QP'—PQ’)
o RQ Ut T e SR

Queda, por consiguiente, demostrada Ia parte del enunciado
referente & los denominadores, y en cuanto 4 los numeradores,
vemos que son iguales y de signo contrario los de cada dos di-
ferencias consecutivas.

ab--1 o
-~ restamos —, el numerador del resul-

Pero si de a—+ l —
tado 1 sera la unidad positiva; luego el siguiente seria la nega-
tiva, efec.

Conouanio.—Todas las reducidas son [racciones irreduci-
bles (217},
en razon 4 que, segun acabamos de demostrar,

QP —PQ'==1,
y 51 Q y Q' tuviesen aigun factor comin, lo tendria también la
diferencia ==1 (201, 2.7, y 209, 1.°).
2."—El valor de una fraccién continua es mayor que el de
loda reducida de lugar tmpar y menor que el de las de li-
gar par.
Efectivamente; siguiendo con la notacion hasta aqui em-
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pleada, del valor
R . Qr4P
R QPR

podremos pasar al de la total, sustituyendo en lugar de r todo

iz 1 .
el resto de la fraccién r—- sy {ue para abreviar representare-

mos por X, llamando V al de la fraccion continua, con lo cual
tendremos:

e QPR Cfe s QD ORLE L O
Qx+p Y Q- QxtP @
_ QQx+PQ—QQu—QP'  PQ'—QP' i
i (Qx+P)Q’ - (Qx+P)Q  (Qx+P)Q°

puesto que PQ'—QP' es el numerador de la diferencia

L

e 7 Q
es decir, que V— 7

de lugar par 6 impar, y, por lo tanto, tendremos en el primer

gera negativo o posilivo, segin t[ueg',sea

caso V<C g,, y en el segundo V> g, , conforme al enunciado.
Conrorario.—El valor fotal de la fraccidn conlinua estard
stempre comprendido entre los de dos reducidas consecutivas
de cualquier lugar,
3.°—Una reducida cualquiera se aproxima mas al valor de
la fraccidn continua que todas las precedentes.
Acabamos de ver que
paRrie s B e
¢ @=Pe Y’ T et
por consiguiente,
Tomo I. 24




P Qx{P P _QPx4PP—PQx—IP

VP =QxtP FT  ([@xtP)P
ol (AP PO |x BRI s G ‘
Q'+ PP’ (Qx+-P)P’

puesio que QP —PQRQ'===1 (1.°, Cor.).

Ahora bien; como la primer fraccién y la iltima tienen co-
mun el factor @'x-+-P' del denominador, pero x>1 y P'<<()’,
aquélla serda menor que ésta (216, 3.° y 5.%); luego,

Q) e i

Vs

Cororanio.—Los valores de las reducidas de lugar impar
iran aumentando & partiv de la primera, y los de las de lugar
par disminuyendo & partir de la sequnda.

1.2 —Una reducida cualquiera se aproxima mdas al valor de
la fraccidn continua que cualquiera ofra f[raccidn de menor
denominador.

o I " = A 7 ol

Supongamos que — sea una fraccién irreducible, que se

il il

i o r Q. m v ’ - s
aproxime mas al valor V', que =i — no podra ser una reducida,
porque entonces, sezun lo que se acaba de demostrar, tendria

i » & - . "
que ser posterior 4 {j—\ sus términos serian mayores que los de
ésta, segun la ley de formacion de las reducidas (288).

a . - ¥l
Colocando por orden de magnitud los cuatro valores, V,
[4

Q
tar V7 comprendido entre ambas, no puede suceder ninguna de
Q2

. P
estas dos cosas suponiendo —, < =,
P =)

P : : oy 0 : .
. Y 3 reducida anterior esta ultima 4 7.y debiendo siempre es-

s B et €) o R S
ot i Ve == Hl 3 ! 5 B
P Q) P A

= i ap oy - y »
porque en el primer caso, ., Se diferenciaria de V" mas que =i 3

por lo tanfo, mas que

Q : Q
o ¥ en el segundo es evidente que g 5

ria mas aproximada, por lo que forzosamente ha de verificarse
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P m Q) m P g P
ekt o —, ded N et P [ e
b < = == o e donde n P ~g P
6 1o que es lo mismo, atendiendo sélo 4 los valores numéri-
cos (1.%),
mP'—Pn 1
_ ot
nI_Ja T~ QJPA‘

Pero tampoco es posible que mP’—Pn—0, porque entonces

, Ly mP- Pno - mr P
mP’'=Pn y dividiendo por nP', — ———, & ——
R S AN
luego ese numerador, diferencia entre dos enteros, ha de ser
por lo menos igual 1, y por consecuencia nP">Q'P’, lo que
exige n>Q" (188, 3.°).
Conrorario.—El valor de una fraccion continua, no podrd
; 1
expresarse por ninguna olra de forma ordinaria, de términos
mas sencillos que los de las reducidas.

II —Aplicaciones.

292, Basta leer los enunciados de lag proposiciones que an-
teceden, para comprender que entre ofras muchas é importan-
tisimas aplicaciones de las fracciones continuas, podremos ufi-
FEe i St

Simplificar las ovdinarias, reducirlas a su expresion mids
sencilla, encontrar valores aproximados a ellas con un error
tan pequenio como queramos, transformar las decimales en or-
dinarias,

y sobre fodo para resolver dos cuesliones que sin su auxilio se-
rian casi irresolubles:

La determinacion directa de los logaritmos en. cualquier
base, y la aproximacion & un valor cualquiera, conmensurable
O inconmensurable,
no solo con fan poco error como se (uiera, sino también poy
medio de la fraccién de lérminos mis sencillos, de entre todas
las capaces de expresarlo.

Claro estd que para conseguir estos fines, necesitamos anfe
todo saber desarrollar esos valores en fraccion continua.
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Suponcamos, primero, que se trate de una fraccion exacla,
p s P )
representada en la forma general ordinaria, 4 la cual se podran
5 : : : 3048 :
también referir las decimales, y escojamos la —5 que en el pa-
rrafo 218, redujimos 4 su expresién mas sencilla, encontrando

en esta forma, el m.c.d. de sus dos términos.

b712|: ‘.J='18| 1764 | -’1320'[8"’1

4 420

2

5

i

0

84

Con sblo recordar la composicién exacta de cada cociente
(150) y la regla para dividir un entero por una fraccion (70, 3.%,
6 228, 3.°) se deduciria facilmente que:

SR I Sl S e o
5712 5712 G A
30i8 ' ag4s T3948 ', 420
176% “ 1764
s Bt S
i S =4
- O j—|———1 is=—
5] ) T 2 i
“+ 1764 AL T
120 T30 420
o
A
-
o+ —
: .
+4+i
5

por lo eual:

1.°—Para desarvollar una fraccién ordinaria en fraccidn
continua, bastard efectuar con sus lérminos las operaciones
necesarias para delerminar su m.c.d. por el mélodo de las di-
visiones sucesivas, siendo el primer cociente la parle entera y
los demés por sw orden, los denominadores de las sucesivas
fraceciones integrantes.
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Caleulando ahora los valores de las diferentes reducidas,
tendriamos (288]:

=)

T O
1T 17 3 13 68

de donde se deduce que:
2.°—Para reduecir una fraceidn ordinaria a su mas simple
expresion, puede desarrollarse en fraceion continua y caleular
la iltima reducida.
Esconio.—La regla que en el parrafo 218 dimos para cons-

; . ey ; s
truir mentalmente la irreducible = evitando las divisiones de

los términos por el m.c.d., no es otra cosa que la anterior aplica-

cion de las fracciones continuas, lo mismo que la del 234, para
: 2 : ;

determinar la o aproximada & la propuesta con muy poco error,

despreciando los tltimos cocientes.

203. 8i se tratase de una decimal aproximada como, por
ejemplo, la 1°41421..... que en el 74 encontramos para valor
de 1/ 2, considerando cinco cifras decimales, deberiamos, para
no cometer error,

Desarrollar en fraccidn continua ese valor por defecto y el
que por exceso resultaria de awmentar una wnidad & su ulli-
ma eifra,

y escribir 1441422, puesto que unicamente podriamos tener se-
guridad de que pertenecian 4 la verdadera fraccion continua
equivalente 4 /2 | los cocientes incompletos (ue fueran comu-
nes & ambos desarrollos.
141421 1414211000001 41421117158 [T105]2048[1209(530|149
P10 B e U S e i I T

I e s S Sl
Y J420 | 17158 | 7105 | 2948 |1209] 530 | 149 | 83 |

141422[100000(41422| 17156 |7110/2936]1238(460/318

aree 141422 k : el e
L4160 s e R e e
41422 | 17156 | 7110 | 2936 |1238 460 | 318 |142

Al llegar 4 los dos cocientes incompletos distintos 3 y 1, no
deberemos continuar, ya que sélo estaremos autorizados para




escribir:

1

R

2 A I

cuyas reducidas aproximadamente equivalentes, serian:

1 8 7. 17 4 99 239

1’2" 512" 29" 70 ¥ 169

lo que nos proporciona el medio de enconfrar

La [raccidn irreducible que, exacta ¢ aproximadamente,
equivalga & una decimal, y expresar el valor de ésla en forma |
ordinaria con los mads sencillos términos que es posible.

294. Respecto al método que ha de seguirse para desarro-
llar en fraccién continua el valor de cualquier expresion cuyo
resultado deba ser inconmensurable, lo indicamos ya, al hacer
ver en el parrafo 277 la posibilidad de calcular un logarifmo en
cualquier base directamente, aplicandolo al del numero 6 en la
base 2, para el cual encontramos

1
Log,6=2-+ T
S
1
1t
.

H » 1
deteniéndonos al hacer z=—2- =

Si quisiéramos proseguir el caleulo, sustituiriamos ese valor
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; 0 4 ;
de z en la igualdad (q\r =4, en que nos detuvimos, obte-
niendo

S 2 1
(s_l) e 4 (u)(u)f { 9>~ 4 81 256
8 S ABINES T IINE) T 3 PR
ﬂlb) 9
243 8’

¥ ¢como

}-u, y e —

9 2187 256 _ 2048 9 _ 531441 (250)"_5-}12%
1944 '

8 104~ 243 1944 ° 8 472802~ \2&3/ — in392’
pero

9 _ 120140163 _ (am;)"’ 134217728

8 7 14791256 —\243/ 14791256
deduciriamos que ’—!— y asi podriamos confinuar indefi-

nidamente, en razén & f_jue.

La fraccion continua equivalente & un nitmero inconmen-
surable ha de ser indefinida, porque de ser limitada, la tlfima
reducida expresaria exactamente el valor de dicho nimero, y
éste dejaria de ser inconmensurable.

Asi, pues,

: : 1
J_I()..l:-":{]:f—*_ ES
[ e
1
e
e
2
2+
: AR S T S R .
cuyas reducidas serian 1710 30 5 oeee e que podriamos trans-

formar en decimales.
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Vemos, por consiguiente, que el método consiste en:

Averiguar por las reglas generales cual es el maior entero
contenido en el nimero que se busca; igualar éste & dicho en-
tero, mas una fraccién cuyo numerador sea 1y cuyo denomi-
nador serd otra cantidad desconocida que se representa por
una letra; efectuar las operaciones mecesarias para poder de-
terminar facilmenle el mayor entero contenido en la nueve
incdgnita, y una vez caleulado, seguir la misma marcha hasla
haber obtenido su valor en forma de fraccién conlinua, lan
aproximado al Lem’ttrh 2o como se desee.,

Aplicindolo al cileulo de l/.? , tendriamos:

= 1 /2 x4+
l/:? =1+ A de donde multiplicando por x; i/ = T
X . X

¥: por lo tanto,
X2 =x-1, 6 restando x, /2 —x—1, 6 \([/ —1)=1,

6 dividiendo por |2 —1, y multiplicando enseguida los dos

términos de la fraccion resultante (191, 1.° Cor.) por l/':! -+1,

l/"_+l _ VR
_fl/-J —1)f V~]+] 2—1
1
2 1= 24—,
Y

de donde multiplicando por 1y y electuando las operaciones ani-
logas,

UV Y=y 4l 2=yt Y T =yt
W 2—y=1; y()/ 3—1)=
¥ por ltimo, .

y=—— =} 21—+ 1
Va1 :

Resultando un valor para y, exactamente igual al obtenido
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antes para x, es evidente que se obtendria el mismo para z y
para todas ias incognitas siguientes, por lo que es initil prose-
guir, por tener ya seguridad de que el valor de l/jE estaria re-
presentado por la fraccion continua indefinida

1

cuyas siete primeras reducidas hemos calculado ya (202) y cuyo
caracter ilimitado nos demostraria, ademds, si ya no lo supié-

ramos, la inconmensurabilidad del valor de ]/TE
Escorio.—Las fracciones continuas de esta forma,
En que las integrantes que las componen se van repitiendo
indefinidamente a partir de una cualquiera,
se llaman pERIODICAS, como sus analogas las decimales (112);
PURAS, 8t & parlir de la primera empieza el periodo 6 parte que
se repile, y
MIXTAS, si prineipia en ofra cualquiera, habiendo antes una par-
te IRREGULAR & no periddica.
La anterior es periddica pura y —;— el periodo.

205. Sabiendo desarrollar en fraccion continua cualquier nii-
mero conmensurable, aproximado 6 inconmensurable, faltanos
averiguar en qué reducida deberemos detenernos, para tener
seguridad de que su diferencia con el valor verdadero serd me-
nor que cualquier parte alicuota prefijada,

*ara ello volvamos a la expresion (284, 3.
Y (32’ == Q \—Ole’TJ i Gf_il—m <= —[—, = '!"!
Vel » ) (Q—+P") Q.Q )

1 S 3 Sl L
puesto que x=r—+ 5 =1, y al suprimir este factor disminuimos
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el denominador, como al suprimir después el numerador P'.

Esto nos demuestra que:

1.°—El error que se comete por defecto 6 exceso al tomar una
reducida de lugar impar ¢ par, por valor de la fraceidn coi-
tinua, es menor que la unidad dividida por el producto del
denominador de dicha reducida, por la swma del mismo y el
de la anterior.

2.°—El error es también menor que la unidad dividida por
el cuadracdo del denominador.

¥ '|_ 5
Ademas; x=r+ - <r+1, luego

Q'x+P'<Q' [r-+1)+P'=Q"r+Q +P'=Q'+R'

por ser, segin sabemos, R'=Q'x+P’, si R’ representa el de-
nominador de la reducida siguiente, por lo tanto,
V- Qe i ~ d

¢ QP T QR
ya que la segunda [raccion tiene mayor denominador que la
primera, por lo cual:

3.°—El error es mayor que la unidad dividida por el deno-
minador de la redueida, mulliplicado por la suma del mismo
y el de la siguiente.

296. Istas expresiones del error bastan para saber entre
qué limites esti comprendido el que se comete al detenerse en
una reducida y para aproximarse & un valor en tan poco como
se desce.

Si queremos saber, en efecto, los limites del error que co-
2

metemos al tomar la fraccion o de los parrafos 234 y 291, por
3018 47 ; :
valor de la exacta =5 — ”-; tendremos representandolo por E,
i ]
en virtud de lo dicho (294, 1.°,2.%y 3.°), y recordando (291, 1.9
; f o 1 .8
que las reducidas anterior y siguiente son -y 3
1 1 1 1 1 1
E — = b B o=— ¥y B> ="
S33H) 12 =9 Y " 8

por defecto.
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En el parrafo 234 lo calculamos exactamente, deduciendo
S S
que era algo inferior & & por lo que se ve que el limite supe-
rior suele ser bastante mayor que dicho error; pero puede obte-
nerse ofro mis proximo al verdadero conservando el factor x
suprimido (294, 2.°) y reemplazandole por el cociente incomple-

to P<x=r+ - en cuyo caso tendriamos:

Q 1 1 1

‘l"— —— — = P e e \}‘t T =
Q) (Qx+1")Q Q(Qr+£") QL
es decir, que:
1."—El error es también menor que la unidad dividida por
el denominador de la reducida, multiplicado por el de la si-
guienle,
(ue en el anterior ejemplo, daria

1 1
3.13 3

L : . g
e limites bastantes cercanos para darnos apro-

ximada idea del error cometido.
Finalmente; si nos proponemos que el error sea mas peque-

i il e
siendo ya 5.0

2 2 : : 1 : 5
no que cualquier parte alicuota de la unidad - deberd verifi-

carse (205, 2.9

e

1
w'-_a{ 1
para lo cual es preciso que:

Q%

}_n. 0 extrayendo la raiz cuadrada, Q'>[/ 1,
de donde se deduce que:

2.9 Para obtener el valor de una fraccion continua en me-
nos de una parte alicuota de la unidad, es suficiente detenerse
en la reducida euyo denominador sea igual ¢ mayor que la
ratz cuadrada del de la parte alicuota.
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| Esempro.—Calcular el valor de |/ 2, en menos de 0:000001.

Desarrollando |/ 2 en fraccién continua (293) y caloulando
lag reducidas, veriamos que éstag eran (292),

7 17 41 99 239
"5 12" 29" 70° 169

ol we

1
_ii

considerando seis cocientes incompletos iguales & 2, ninguna de
| las cuales es tan aproximada como se pide, por ser

00000 =—— 100001
? 1000000
pero prosiguiendo el calculo, que se puede efectuar de memoria
por la regla conocida (288), se hallaria:

577 1393 3363 3363 |2378
408 985 2378 985014414213 ..... por defecto.
3380
10020
5080
- 3240
~ 8620
| 1486

Muchasg y muy importantes son aun las aplicaciones de las
fracciones continuas, diferentes de las que anteceden y de las
cuales tenemos que prescindir, pues per ahora sélo nos hemos
propuesto dejar establecidos log fundamentos que quedan ex-
puestos y cuanto se refiere al caleulo de las mismas.

Fin del Apéndice.
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TABLA PRIMERA

NUMEROS PRIMOS MENORES QUE 5000
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|
1] 199 | 467 | 7069|1087 | 1429|1741 | 2089 l 2437 | 2791
21 241 479 773 | 1089 | 1433 [ 1747 | 2009 | 2441 | 2797
3| 223 | 487 | 7871093 | 1439 | 1753 | 2111 | 2447 | 2801
b 227 491 | 797 (10991447 | 17569 | 2113 2459 | 2803
111 220| 499 8091103 | 1451 [ 1777 | 2129 | 2467 | 2819
13| 233| 503 | 811 (1109|1453 | 1783 [ 2131 [ 2473 | 2833
17| 239 509 | 821 [ 1117 [ 1459 | 1787 | 2137 | 2477 | 2837
19| 241 | 521 | 82311231471 | 1789 | 2503 | 2843
23| 2561 | bH23| 827 (1129 | 1481 | 1801 | 2521 | 2851
29| 257 | 541 | 829 | 1151 | 1483 | 1811 2531 | 2857
31| 2063 | 547| 839 | 1153 | 1487 | 1823 | 2161 | 253! : 2861
37| 269 | 557 | 8531163 | 1489 | 1831 2543 | 2879
4| 271 | 963 | BHT [ 1171 | 1493 | 1847 25 2887
43| 277 5069| 859 | 1181 | 1499 | 1861 2551 | 2897
47| 281 | 571 | B63 | 1187 | 1511 | 1867 | 2 2557 | 2903
b3 | 283 | 577 | 877 (1193|1523 | 1871 | 2221 | 2579 | 2909
bd | 203 | 587 881 (1201 (1531 | 1873 | 2237 | 2501 | 2917

61| 307 | 593 | 883 |1213|1543 | 1877 | 2239 | 2593 | 2927
67 | 311| 599 | 887 | 1217 [1549 | 1879 | 2243 | 2609 | 2939
71| 313| 601| 907 |1223 1553 | 1889 | 2251 | 2617 | 2953
73| 317| 607| 911 |1229 | 1559 | 1901 | 2267 | 2621 | 2057
79| 3311 613| 919 |1231 1567 | 1907|2269 | 2633 | 2063
83| 337| 617| 929 | 1237 | 1571 | 1913 | 2273 | 2647 | 2969
89 | 347| 619| 937 1249|1579 (1931 | 2281 | 2657 | 2971

1

1

1

o
w

— = &

97| 349 | 631 941 1583 | 1933 | 2287 | 2659 | 2999

o T

ORI BSOS PO L U HE D
=1 =1 U e S0 00 RS

101 | 3563 | b4l | 947 1597 | 1949 | 2293 | 2663 | 3001
103 | 359 | 643( 953 911601 | 1951 | 2297 | 2671 | 3011
107 | 367 | 647 | 967 | 1283 | 1607 | 1973 | 2309 | 2677 | 3019
109 | 373 | 633| 971 [ 1289 ] 1609 | 1979 | 2311 | 2683 | 3023

113 379 | 659 | 977 [ 1291 | 1613 [ 1987 | 2333 | 2687 | 3037
127 | 383 | 661| 983 | 1297 | 1619 | 1993 | 2339 | 2689 | 3041
181 | 389 | 673 | Y91 | 1301 | 1621 | 1997 [ 2341 | 2693 | 3049
137} 397\ 677 | 997 | 1303 [ 1627 | 1999 | 2347 | 2699 | 3061
139 | 401 | 683|1009 1307 | 1637 (2003 | 2351 | 2707 | 3067

149 | 4001 691 11013 11319 [ 1657 | 2011 | 2357 | 2711 | 3079
151 419 701 | 1019 | 1321 | 1663 | 2017 | 2371 | 2713 | 3083
157 | 421 | 709 |1021 [ 1327 | 1667 | 2027 | 2377 | 2719 | 3089
163 | 431 [ 719 11031 | 1361 | 1669 | 2029 | 2381 | 2720 | 3109
167 | 433 | 727 | 1033 | 1367 | 1693 | 2039 | 2383 | 2731 | 3119
173 | 439 | 7331|1039 | 1373 | 1697 | 2053 | 2389 | 2741 | 3121
179 443 | 739 1049 [ 1381 [ 1699 | 2063 | 2393 | 2749 | 3137
: 181 | 449 | 743 | 1051 | 1399 (1700 | 2069 | 2399 | 2753 | 3163
I 1M | 457 751 | 1061 | 1409 [ 1721 | 2081 | 2411 | 2767 | 3167
193 | 461 | 757 | 1063 | 1423 | 1723 | 2083 | 2417 | 2777 | 3169
197 | 463 | 761 | 1069 | 1427 | 1733 | 2087 | 2423 | 2789 | 3181
|
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| I | : |
4643 | 4817

3187 | 35359 | 3539 | 3701 | 3889 | 4073 | 4253 5

3191 1 3361 | 3541 | 3709 | 3907 | 4079 | 4259 57 | 4649 | 4831
3203 | 3371 | 3547 | 3719 | 3911 | 4091 | 4261 63 | 4651 | 4861
3200 | 3373 | 3557 | 3727 | 3917 | 4093 | 4271 81 | 4657 | 4871
J217 | 3389 | 3559 | 3733 | 3919 | 4099 | 4273 | 4483 | 4663 | 4877
3221 | 3391 | 3571 | 3739 | 3923 | 4111 | 4283 | 4673 | 4889
3229 | 3407 | 3581 | 3761 | 3929 | 4127 | 4289 | 14679 | 4903

4909
4703 | 4919
4721 | 4931
4723 | 4933
4729 | 4937

3251 | 3413 | 3583 | 3767 | 3931 | 4129 | 4297
3203 | 3433 | 3593 | 3769 | 3043 | 4133 | 4327
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3313 | 3491 | 3643 | 3833 | 4013 | 4211 | 4391 | 4583 | 4783 | 4967
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3323 | 3511 | 3671 | 3851 | 4021 | 4219 | 4409 | 4597 | 4789 | 4933

3329 | 3517 | 3673 | 3853 | 4027 | 4229 4421libot-4793 4987
331 | 3527 | 3677 | 3863 | 4049 | 4231 | 4423 | 4621 | 4799 | 4993

3343 | 3529 | 3691 | 3877 | 4051 | 4241 | 4441 | 4637 | 4801 | 4999
B47 | 3533 | 3607 | 3881 | 4057 | 4243 | 4447 | 4639 | 4813




TABLA II

DESCOMPOSICIONES EN FACTORES PRIMOS

DE TODOS LOS ENTEROS COMPUESTOS DESDE 4 A 2000

Tomo 1. 22
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1518 [2.3.11.23 11570 12.5.457 | 1625 [5°.13 {676 |22
1519 |72.31 1572 19,3151 | 1626 [2.3.271 | 1677 [3.13.43
1520 (245.19 | 1573 [112.1; 1628 12¢.11.87 | 1678 [2.839
1521 34132 |157412.787 1629 3. 1679 123.73
1522 |2.761 1575 3 507 | 1630 (2.5.163 | 1680 [22.3.5.7
1594 (223197 [1576 122497 | 1631 [7.233 1681 |41
1525 15261 1577 119.83 1632 125.3.17 | 1682 ;;.“n
1526 [2.7.109 {1578 12.3.263 | 1633 (23.71 1683 [3%.11.17
1527 |= 500 1580 26.5.70 | 1634 (2.19.43 | 1684 J-' 421
1528 (29191 |1581 [3.47.31 | 1635 (3.5.109 | 1685 |5.337
1529 |1 1582 127113 | 1636 (25409 | 1696 (2.3.281
1530 |2 : 1584 253211 | 1638 [2.3+.7.13 | 1687 |7.24
1532 |22 {585 |5 317 1639 111.149 11688 |25 211
1533 3. 1586 (2.13.61  |1640 (2°.5.41 | 1689 |3.563
1534 |2 1587 |3.23% 1641 |3.547 1690 |2.5.13
1535 |5, 1588 2%, 3¢ 1642 [2.821 1691 119.80
1536 |2 1589 |7.227 1643 (31.53 1692 [20.3¢ 47
E 1590 [2.3.5.53 1644 [2°.3.157 1694 (2,7.112
1591 |37.43 16455747 11695 (3.5.113
1592 125199 | 1646 |2.823 1696 25,53
1593 |3%.59 1647 |3°.61 1698 12.3.283
1594 2,797 1648 124103 | 1700 225217
1595 5.11.29 | 1649 [17.97 {701 [3%.7
1596 2%.3.7.19 11650(2.3.55141 | 1702 [2.23.87
1598 [2.17.47 | 1651 [18.127 ]1703[13.131
1599 131341 |1652 (22759 |170%[27.8.71
1600 [2°.57 1653 (3.19.29 1705 15.11.31
1602 2.5%.89 1654 |2.827 1706 (2.853
1603 |7.229 1655 [5.331 1708 |22.7.61




R s S B SR TN (N B R I B T A A T e

L B B B e s ol S o e A A

OO =1 T O e 10 = D 20 (0 =T O W Wk 800D 60 00 ~T O O W~ GO0 =

S CTT G T ST T GO I QU b i i b e i gl ol G0 00 G0 00 G5 043 00 2 6O

7
7
7
¥
7
i
7
7
"
7
7
7
7
7
7
7
7
7
i
)
7
7
7
7
i
7
7

(]
0

8 A0 02 D U1 15 B0 00 1O ~1 68 = 10 00 00 8O 10 5 18 = 0 T IO G0 20 8
h g ot il il el 3 IR L

(o e lls o [ [y o O O e o N e Ny R e U]
= —

Lo
:

S

L s o =rt e =y

‘:'g- o O L A e e O
o B Rl = AR

5
. M
=0
-7 C0

ma =1
& :

13

oo ¢
i

=3
[T
Sy s el e
iy @
]

Ll
e s
S e

U DThg 8 1O g
R e e

o
-1
1
+a

L
1

J = =F ~F =3 ~F ~F ~F ~F ~] =7~

OO 00 00 00 00 06 =1 =~ ~1 1 ~1
ST s B = D OO0 O U

1800 |27,
1802 [2.17.;
1803 |3.60
1804 |22
1805 |5.19
1806 |2.4

1807

1808 |2
1809 |35.6
1810 12.5.
1812 |2%.3.1¢

- o

1813 7437
1814 5
1815 3.5,
1816 |2°.227
1817 |2:
1818 |2.3*

1819

1820 [22.5.7.1:
1821 (3.6
1822 2.

1824

1825 |5°.7:
1826 |2.¢
1827 132.7.29
1828 |2 .4F
1829 [31.5¢
1830 [2.3.5
1832 [2°.2
1833 |:
1834 |2.7.1:
1835 |5.36
1836 |22 3°

1837

1842 |2.
1843 |19
1844 |2

1845
1846
1848
1849

1850 |

1851
1852
1853
1854
1855
1856
1857
1858
1859

1860 [22.3.5.:

(a2 =l o s g G Sl S PR SR o R
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1862 :
1863 | 3421
1864 |2°.25
1865 |5.37:
1866 |2.3.:
1868 122,46
1869/(3.7.8
1870:12.5.1
18721 2*
1874 [2.9:
1875 3.1

1876

1878 |2.3.31:
1880 |2°.5..
1881 [32.11.1¢
1882 (2,941

1883

1884 |22.3.1¢
1885 [5.13.2¢
1886 |2.23.!
1887 |3.17.¢
1888 |2°

18490 |2.3%.5.7
1891 31.6
1892127,
1893 13.6:

1894

1895 |5.37

1896 |z
1897 |7.:
1898 |2

1899 |32.21
1900 [22.52.1¢
1902 [2.3.

1903

1904 {247,
1905 {3.5.1:

1906

1908 [2%.32 57
1909 |23.8:
1910 12.5.

1911 |

1912 |2°.23¢
1914 [2.:

1915 [5.383




I

1916
1917
1918
1919
1920
1921
1922
1923
1924
1925
1926
1927
1928
1929
1930
1932
1934
1935
1936

Ty ek

f“..\'.Jh’.}E\b?&'&bf\‘_ﬂ—‘{bijtkﬁwtﬂb—-fqhL‘..-C'\Sll\'.«l
: e (] - . o 1g
~F =

1937 (13.149
1938 |12.3.17.19
1939 [7.277
1940 122.5.97
1941 |3.647
1942 12.971
1943 |20.67
1944 |2°.3°
1945 {5.389
1946 12.7.139
1947 13.11.59
1948 |2%,487
1950{2.3.5%.13
1952 |2°.61
1953 (3%.7.31
19564 2,977
1955 |5.17.23
1956 12°.3.163
1957 119.103

Bi=a

1958 |2.11.89
1959 |3.653
1960 |2°.5.7%
1961 {37.53
1962 [2.3%.109
1963 (13.151
1964 22,491
1965 } 5131
1966 (2.983
1967 |7.281
1968 [2*.3.41
1969 111 179
1970 2.5.197
1971 |3°.73
1972 (22.17.29
1974 |2 3.7.47
1975 |5.79
1976 12°.13 19
1977 |3.659

1978 12.%
1980 <

1981
1982 |z
1983 Z,'
1984 “J
1985 |
1986 |2.
1988 ‘“
1989 132,
1990 {2.5
199]'
1992 |2
1994 12.94
1995::* I
1996 |22.4
1998
2000




TABLA III

NUMEROS ENTEROS HASTA 10000,
MANTISAS DE §US LOGARITMOB CON SIETE CIFRAS Y DIFERENCIAS
CORRESPONDIENTES A LOS MAYORES QUE 1000,







=85 —

| ateg. | X | 3teg | = M. Log. | N | M. Log.

4 !nof'r(mnn &4 87 93'.;519-3 130 | 1139433

2 |%annn 45 88 | 9444827 131 | 1172713

3 |4771212] 46 |6 89 gwnu 132 [1205739

i !:ﬂ:?EH'iUffi 47 16720979 90 | 9542425 133 | 1238516

5 | 6989700 48 |6812412] 91 | 9590414 ] 134 | 1271048

6 | 7781512 49 |6901960] 92 | 9637878 | 135 | 1303338

7 18450080| 50 | 6989700| 93 | 9684829 136 | 1335389

8 9030900] 51 |7075702| 9% |9731278] 137 | 13672006

9 19542425| 52 [7160033| 95 |9777236] 138 | 1398791

10 10000000 53 [7242759| 96 |9822712] 139 | 1430148
11 | 0413927) 54 |7323938| 97 9867717 140 | 1461280
12 10791812 55 | 7403627 98 | 9912260 141 |149219
13 |1139433] 56 |7431880] 99 |99.m.,~ 142 | 1522883
14 | 1461280 57 | 7538749 ] 100 | 0000000) 143 | 1553360
15 [1760913] 58 |7634280] 101 |au.mi 144 | 1583625
16 | 2041200 59 | 7708520 102 | 0086002 145 | 1613680
7 12304489 | 60 | 7781512 103 | 0128372 146 | 1643529
18 | 2552725 61 | 7853208 | 104 | 0170333 147 1673173
19 | 2787536 62 |7923917 | 105 | 0211893 148 | 1702617
20 | 3010300] 63 |7993405] 106 | 0253059 | 149 | 1731863
21 32221931 64 [8061800] 107 | 0293838 150 | 1760913
22 | 3424227 65 |8129134] 108 | 0334238] 151 | 1789769
23 3617278 66 | 8195439 ] 109 [ 0374265 ] 152 | 1818436
24 | 3802112 67 |8260748 | 110 | 0413927 | 153 | 1846914
25 13079400| 68 |8325089 | 111 | 0453230 154 | 1875207
26 | 4149733| 69 |8388491 | 112 | 0492180 155 | 1903317
27 |4313638] 70 |8450980 | 113 | 0530784 | 156 | 1931246
28 | 4471580 71 |8512583 | 114 | 0569048 | 157 | 1958996
29 146239801 72 |8573325] 115 0606978 158 | 1986571
30 | 4771212 73 (8633220 116 | 0644580 | 159 | 2013971
31 |4913617] 74 |8692317| 117 nws,f; 160 | 2041200
32 [ 5051500| 75 | 8750613 | 118 | 0718820 161 | 2068259
33 | 5185140 76 | 8808136 ) 119 | 0755470 162 | 2005150
34 | 5314789 1 77 | 8864907 | 120 | 0791812 163 | 2121876
35 | 5440680 78 (8920946 | 121 |0827854 | 164 | 2148438
36 | 5563025 | 79 | 8976271 | 122 | 0863598 165 | 2174839
37 | 5682017 1 80 [9030900 | 123 | 0899051 f 166 | 2201081
38 [ 5797836 81 [9084850| 124 | 0934217 167 | 2227165
39 | 5910646 | 82 |9138138] 125 [0969100] 168 | 2253093
40 [ 6020600 | 83 9190781 | 126 | 1003705 169 | 2278867
A 16127839 | 84 19242793 | 127 [1038037 | 170 | 2304489
42 16232493 | 85 | 9204189 | 128 [1072100] 171 | 2329961
43 | 6334685 | 86 | 9344984 ] 129 | 1105897 | 172 | 2355284




2

o B e

—

(R

~1~3=1=1~1

M. Log.

2380461
2405492
2430880
2455127
| 2479733
2504200
2528530
RoBRi2n
2576786
[ 2600714
| 2624511
2648178
2671717
2695129
2718416
| 2741578
| 2764618
2787536
2810334
2833012
2855573
2878017
1 2900346
2022561
2044662
2066652
2088531
3010300
3031960
3053514
3074960
3096302
3117539
2138672
3159703
3180633
3201463
3222193
3242825
3263359
3283796
3304138
3324385

M. Log.

w

t s T D

&

S e s s e G
o0~1 ¢

4132998

4149733
4166405
4183013
4199557
4216039
4232459

4248816

| 4265113

4281348
4297523
4313638
4329693
4345689
4361626

| 43775006

4393327
4409091
4424798
4440448
4456042
4471580

1517864
4533183
4548449
4563660
4578819
4593925
1608978
4623980
4638930
4653828
4668670
1683473
4698220
4712917

4727564

4742163
4756712
4771212
4785665

N

302
308
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
37
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
430
331
392
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344

M. Log.

| 4800069

4814426
4828736
4842998
4857214
4871584
4885507
4899585
44913617
4927604
4941546
4950443
49692906
4983105
4996871
5010593
5024271
50387907
5051500
5065050
5078559
5092025
5105450
5118834
5132156
5145477
H158738
5171959
5185139
5198280
5211381
H224442
5237465
5250448
5263393
5276299
5289167
5301997
5314789
5327544
5340261
5352941
H365584




— 353 —

{ M. Log. N. | MLog. N. M. Log. N. | M.Log.
[ |
5 | 5378191 | 388 | 5888317 431 | 6344773| 474 | 6757783
3 | 5390761 | 389 | 5899496 | 432 | 6354R3T | 475 |h;FﬁUJH
54032051 390 | 5910646 ] 433 | 63648791 4706 | 6776069
5415792 391 | 592170681 434 | 6374897 477 | 6785184
5428254 392 | 5932801 | 435 |h381893 478 | 6794279
54406801 393 | 5943925 | 436 | 6304865 ] 479 | 6803355
51 | 54530711 394 | U54962 | 437 | 6404814 480 | 6812412
2 | 54654271 395 | HOGHOTL | 438 | 6414741 ) 481 | 6821451
DATTTAT 396 5976”52 439 ;6424615 482 | 6R30470
54900331 397 | 5987905 | 440 | 6434527 483 | 6839471
5502283 398 | H998831 | 441 | 6444380 484 | 6848454
55145001 399 | 6009729 ) 442 | 6454223 485 | 6857417
55266821 400 | 6020600 ) 443 :6464037 486 | 6BH63G3
Bo38830 | 401 | 6031444 ) 44% | 6473830 487 | 6875290
55509441 402 | 6042260 445 | 64836007 488 | 6884198
55630251 403 | 6ULK30H0 | 4406 | 64933491 489 | GRO3089
5575072 404 | 6063814 447 | 6503075 490 | 6901961
55870861 405 | 6074550 448 | 6512780 491 | 6910815
5599066 1 406 | 6085260 ] 449 | 65224631 442 | 6919651
56110141 407 | 609594% ] 450 | 6532125 493 | 6928469
5622929 | 408 | 6106602 | 451 | 6541765 494 | 6937269
634811 400 | 6117233 452 | 6551384 495 | 6946052
5646661 | 410 |612T839 453 | 65609821 496 | 6954817
5658478 411 | 6138418 | 454 | 65705581 497 | 6Y63564
5670264 412 ‘GIiSHT? 455 | 6580114 ] 498 | 6972293
'; 56820171 413 | 61595001 456 | 65896481 499 | 6981005
56937391 414 | 6170003 | 457 | 63991621 500 | 6939700
| 5705429 | 415 | 6180481 | 458 | 6608655 501 | 6998377
5717088 416 |UIQUQ? 459 | 66181271 502 | 7007037
A728716 1 417 | 6201360 ) 460 | 6627578 ] 503 | 7015680
57403131 418 | 62117631 461 | 66370091 504 | 7024305
57518781 419 | 6222140 462 | 6646420 505 | 7032914
5763413 420 | 6232493 463 | 6655810 506 | 7041505
ST74A918 | 421 | 6242821 ) 464 | 6665180} 507 7050080
57863921 422 | 6253124 465 | 66745201 H08 | 7058637
5797836 | 423 | 6263404 466 | 6683859 ) 509 | 7067178
5R09250 | 424 | 6273659 467 | 66931691 510 | 7075702
| 5820634 ] 425 |ﬁ£83889 468 | 67024581 511 | 7084209
ISSSIHSS 426 | 62940906 1 469 | 6711728) 512 | 7092700
5843312 | 427 | 6304279 | 470 | 67209794 513 | 7101174
BRHA607 | 428 | 6314438 471 5?3“209 a4 | 7109631
58653731 429 | 63245731 472 | 6739420] 515 | 7118072
583771101 430 | 63346851 473 6748011 516 | 7126497
|

Tomo I. 23




M. Log.

| 7134905
| 7143298
| TI51674%
| THG0033
7168377
| 7176705
| 7183017
| 7193313
| 7201593
7209857
[ 7218106
7220339
7234557
759

200945
250116

267272

275413
283539
201648
209743
307823
315888

Ja9993
SATH08

~jel =)=~ ] = ~) =) =}~

TA8TRUG
7395723
7405627
T411516
7410391
7427251
7435098
TH2930
T450748
TA53552
| 7466342
TATALIS

M. Log.

7431880
7489629
T497363
705084
70127491
7520484
TH281064

7535831

112
THH8749
Tab6361
To73960
THB3 15406
7589119
75960678
T604225
7611758
T6109278

| 7626780

634280
7641761
T649230
THAGG85
TG4 28
7671554
7678076
THR(381
7693773
T7H153
1708520
1715875
7723217
1730547
7737864
TTE5170
7752463
T70o0743
7767012
TTT4208
7781512
1788745
7795965

603
G
LGOS
GG
GU7
GU8
604
610
611
612
613
614
615
G16
617
G618
G149
620
621
622
623
(424
(25
626
627
(28
G20
R1l]
i3l
632
(633
634
G35
636
(637
(38
639
G40
(41
642
(43
644

645

M. Log

M. Log.

| 7803173

7810364
T817554

| 7824726
| 7831887
1859036

[ 7846173

7853298

[ 78060412

TBUTHLA
TRTAGOL
TRE1684
7838751
73958007
TO02852
7909885
TH16906
723917
79308916
7937904
7941850
79518346
7958800
7965743
TIT2675
7979596
7986506
7993405
S000294%
8007170
83014037
8020893
8027737
8034571
3041394
8048207
8055004
061800
SOG8580
8075350
3082110
8088859
3005597

|
|
)62 |HEUBSSU
|
|
|
i
i
|

5 | 8102325

8109043
8115750
8122447
8129134
8135810
8142476
| 8149132
8155777
8162413
8169038
2175654
8162254

8188854
8195439
8202015

8215135
8221681
82282106
8234742
8241258
8247765
H254261
| B2060748
8267225
3273693
8280151
8286600
8293038
8299467
8305887
8312297
8318698
| 8325000
| 8331471
8337844
8344207
8350561
8356906

5 | 8363241

8369567
8375884




e

N. M. Log. N M. Log. N M. Log. N | M Log.
(39 !8332109 732 | 8645111 1 775 | 8893017 | 818 luif?333
690 | 8388491 | 733 | 8651040 | 776 | 8898617 | 819 |UIK£83H
GO1 | 83947801 73% | BGH6AGI | 777 | 80042101 820 | 9138138
692 | 8401061 § 735 | B6UZBT3 | 778 | 8909796 ] 821 | 9143432
693 | 8407332 736 | BGGRTTR ] 779 | 8015375 822 |H|18?18
694 | 8413595 ) 737 | BOT4675 ] T80 | 8920946 | 823 | 9153998
695 | 8119848 738 [ 8G80H5EE 781 | 892065101 824 (9159272
G696 | 84260921 730 | 8686454 782 | 8932067 825|11iu2539
697 | 84323281 740 | 8692317 ) 783 | BI37618 | 826 | 9169800
698 |B4385541 741 | BH9S8I82 | 784 | 8943161 | 827 | 9175055
699 (8444772 742 | 87040391 785 | 8948697 828 | 9180303
700 | 8450080 § 743 | 8709888 | 786 | 8024225 ) 829 | 9185545
701 | 84571801 744 | 87157201 787 | 8939747 | 830 | 9190781
702 | B463371 | 745 | 8721563 | 788 | 8965262 831 | 9196010
703 | 8169553 | 746 | 87273881 789 | BY70770 | 832 | 9201233
704 [ 8475727 § 747 | 8733206 790 | 8976271 ) 833 [ D206450
705 | 8481891 | 748 . 8730016 791 | 8981765] 834 |9£|JHGU
700 | B48BOAT | 749 | 87448181 792 | BU87252| 835 | 9216865
707 | 8494194 750‘8?'5{3{%1:5 793 | 8992732 836‘1}22211113
708 | 85003331 751 [ 8756390 § 7Y4 | 89932051 837 | 9227255
700 | 8506462 | 752 | 8762178 | 795 | D003671 ] 838 | 9232440
710 | 8512583 753 | 8767950 | 7906 | 9009131 | 839 | 9237620
711 1 B518696 ] 754 (8773713 77 | 9014583 ] 840| 9242793
712 | 8524800 755 | 8779469 1 798 | 90200291 841 | 9247960
713 | 8530895 | 756 | 8785218 799 90254068 | 842 | 9253121
714 | 85369821 757 8790959 1 800 | 9030900 843 | 9258276
715 | 85430601 758 | 8796692 801 | 9036325]) 844 | 9263424
716 | 8549130 ] 759 | 88024181 802 | 9011744 ] 845 | 9268567
717 | 8555192 760 | 8303136 1 803 | 9047155 846 | 9273704
718 | 8561244 | 761 | 8813847 | 80% | 9052560 | BAT | 9278834
719 | 8567289 | 762 (88195501 805 | 9057959 ] 848 | 9283958
720 | 85733925 763 | 8825245 ] 806 | 9063350] 849 | 9280077
721 | 85793531 764 | 8830934 | 807 | 9068735 850 | 9294189
722 | 85856372 | 765 | 8836614 ] 808 | 9074114 851 | 9299296
723 |1 8591383 | 766 [ 88422881 809 [9079485]) 852 | 9304306
724 | 8597386 767 | 8847054 ] 810 | 9084850 | 853 | 9309490
725 | 8603380 ] 768 8853612 811 9000208 | 854 | 9314579
726 | 8609366 | 769 | 8859263 | 812 | 9095560 855 | 9319661
727 | 8615344 770 | 83549071 813 [ 91009051 856 | 9324738
728 | 8621314 771 (88705441 814 | 9106244 ] 857 | 9329808
720 | 8627275 772 | 8876173 815 | 9111576 ] 858 | 9334873
730 | 8633229 773 | 8381795 816 | 9116902] 859 | 9339932

774 | 8887410 817 | 9122221 ] 860 | 9344984

731 | 8639174
|




— 336 —

N.

861
862
863
864
865
866
867
868
869
870
871
872
873
874
875
8706
877
878
879
880
881
882
883
884
885
886
387
8838
884
8910
891
892
893
804
895

M. Log.

9350031
9355073

9360108

9365137
49370161
9375179
9380191
9385197
9390198
9395192

| 9400182

9405165
9410142
9415114
9420080
9425041
9429996
9434945
0439839

9444827

| 9449759

9454686
9459607
9464523
9469433
0474337
9479236
9484130
9489018
9493900
498777
0503648
9508515
9513375

9518230

N. | M. Log.

896
8497
848
8949
900
901

902
903
904
905
906
907
908
909
910
911
912
913
914
915
916
917
918
919
920
921

922
923
924
925
926
927
928
429
030

N. | M Log.
9523080 1 931 | 9689497
9527924 | 932 | 9694159
0532763 | 933 [ 9698816
0537597 1 934 | 9703469
0542425 | 935 | 9708116
9547298 | 936 | 9712753
9552065 ) 937 | 9717396
0556877 | 938 | 9722028
9561684 1 939 | 9726656
95606486 1 940 | 9731278
9571282 | 941 | 9735896
9576073 1 942 | 9740500
9hHB0858 | 943 | 9745117
9585639 | 944 | 9749720
9590414 | 945 | 9754318
9595184 1 946 | 9758911
0599948 | 947 [ 9763500
9604708 | 948 | 9768083
0609462 1 949 | 9772662
9614211 1 950 | 9777236
9618955 | 951 | 9781805
9623693 | 952 | 9786364
| 9628427 | 953 | 9790929
9633155 | 954 | 9795484

[ 9637878 | 955 | 9800034
| 9642596 1 9506 | 9804579
9647309 1 957 | 9809119
Yeh2017 | 958 | 9813655
| 9656720 | 959 [ 9818186
9661417 1 960 | 9822712
96661101 961 | 9827234
9670797 | 962 | 9831751
9675480 | 963 | 9836263
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6 7561 78 0 6329 § 4313
| 9089 | 79 7 7788 i 5753 39
8 | 1680518 7 8 9247 a8 8 192
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7 3109 7 | 5690226 71 o 6837

8 4203 | 8 1397 8| 7996 58
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3680 8478 3720 5420 | 68] 3760 1878
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3881 | 58894306 [1119] 3921 | 5933968 | 1108 3961 | 5978048 | 1097
2 | 58Y0555 2 5076 | 07 2 9145 96
3| 1674( 18 3 6183 3| 5980241 | 95
4 2002 1 7290 4 1336 96
) 3910 5 8397 06 5 2432 95
6 2028 17 G 9503 6 3027
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1 8379 17 9 2820 06 9 G811 |
3800 9496 | 16] 3930 3926 | - 04] 3970 7905
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N. M. Log. D, N. M. Log. D. N. M. Log. D.
121 | 6150026 [ 10541 4161 | 6191977 | 1044 ] 4201 | 6233527 | 1033
2 1080 53 2 3021 43 2 4560 34
3 2133 | 54 3 1064 3 5594 | 33
4 3187 | 53 4 5107 5 | 6627
h 4240 52 i) 6150 bl 7660
6 5292 | 53 6 7193 | 42 6| 8693| 32
7 6345 | 52 7 8235 | 7 9725
8 7397 8 9277 8 | 6240757
9 8449 9 [ 6200819 9 1789
4130 9501 51 | 4170 1361 | 4] 4210 | 2821 31
1 | 6160552 1 92402 | 1 3852 32
2 1603 2 3443 | 2 4484 31
3 2654 3 4484 40 3 5915| 30
4 3705 50 4 5624 | 41 4 6945 3
5 4755 5 6565 | 40 5 7976/ 80
G 5805 G 7605 (it 9006
7 6855 7 8645 39 7 | 6250036
8 7905 | 49 8| 9684| 40 8 1066 | 29
9 8954 9 | 6210724| 39 Y 2095 | 30
4140 | 6170003 1180 | 1763 4220 3125 29
1 1052 1| 32802| 38 1 4154 | 28
2 2101 48 2 3840 39 2 5182 29
3 3149 3 4879 | 38 3 6211 | 28
7 4197 4 5917 4 7239
5 5245 | 5 6955| 37 5 8267
6 6293 47 6| 7992( 38 6| 9295| 27
7 7340 7il . 9080 37 7 | 6260322 | 28
8 8387 8 | 6220067 8 1350 )7
9 0434 9 1104 | 36 9 2377
4150 | 6180481 46 1 4190 2140 | 37] 4230 3404 26
1 1527 1 3177| 36 1 4430 27
2 2573 2 4213 o 5457 | 26
3 3619 3 5249 | 35 : 6483
4 4665 | 45 4 6284 | 36 4 7500 25
5 5710 5 7320 35 5 8534 26
6 6755 6 8355 6 9560 25
i 7800 7 9390 | 34 7 | 6270585
8 8845 | 44 8 | 6230424 | 35 8 1610 24
9 9889 9 1459 | 34 9 2634 25
160 | 6190933 4200 2493 4240 3650 | 24
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N. M. Log. D. N, M Log. | D. N. M. Log. D,
!
1361 | 6395861 | 996 | 4401 | 6435514 | 986 | 4441 | 6474808 | 978
2 G857 | 95 2 6500 | 87 2 5786 | 77
3 7852 3 7487 | 86 3 6763 | 78
4 8847 4 8473. 4 rrca o H
) 9842 5 9459 b 8718
6 | 6400837 | 6 | 6440445 6 9695 | 76
7 1832 (. 94 7 1431 | 85 7 | 6480671 | 77
8 2826 8| 2416 8 1648 | 76
9 3820 g | 2401 9 2624
4370 4814 4410 4386 4450 3600
1 5808 1 5371 | B84 1 4576
2 6802 | 93 2 6355 2 | BabZ | 75
3 7795 3 7339 3 6527
4 8788 | 4 8323 4 7502
5 9781 92 5 9307 5 8477
6 | 6410773 | 6 | 6450291 | 83 6 9452 | T4
7 1765 | 93 7 1274 7 | 6490426 | 75
8 2758 | 91 3 2257 8 1401 | 74
9 3749| 92 9| 3240 | 9| 2375
4380 4741 | £420 4923 82 | 4460 3349 | 73
1 5733 91 1 5205 1 4322 | 74
2 6724 2 6187 2 5206 | 73
3 77151 90 3 7169 3 6269
4 8705 91 4 8151 4 7242
] 9696 | 90 5 9133 81 ] 8215 72
6 | 6420686 6 | 6460114 6 987 73
7| 1676 7 1095 7 16500160 | 72
8 | 20666 8 2076 8 1132
9 3656 | 89 9 3057 | 80 9 20061 T
4390 | 4645 4430 40371 81 | 4470 3075 72
3 5634 | 1 5018 | 80 1 4047 T
2 6623 2] 50981 79 2 5018
3 7612 3 6977 [ 80 3 5389
4 8601 | 88 4 W57 4 6960 | 70
5 9589 5| 8936 3] 7930 ™
6 | 6430577 6 9915 6 8901 | 70
7 1565 7 7 | 6470894 7 9871
8 2552 88 8 1873 | 78 8 | 6510841
9 3540 | 87 9 2851 | 79 9 r 1811 | 69
4400 4527 4440 3830 | 78 | 4480 ‘ 2780

Tomo I. 25




M. Log. D. M. Log.
1 | 6513749 | 970 21 | 6552345 | 961 952
2 4719 | 68 2 3306 | 60
3 h6B7 | 69 3 4266 5 5
4 6656 | 68 4 5226 4 52
5 7624 | 69 b 6186 | 59 5 51
6 8593 | 68 6 7145( 60 6
7 9561 | 67 74 8105 | 59 7
8 | 6520528 | 68 3 9064 8
) 1496 | 67 9 | 6560023 9 50
4490 2463 | 68 | 4530 0982 4570
1 3431 | 66 1 1941 | 58 1
2 4397 | 67 2 2899 2
3 3364 9 3857 3
M 6331 | 66 4 4815 4 49
5 7297 5 5773 | &7 5
6 8263 6 6730 | 58 6
7 9229 7 7688 | 57 7
8 | 6530195 | 65 8 8645 8 48
9 1160 ) 9602 9 49
0 2125 40 | 6570559 | 56 | 4580 48
1 3090 1 1515 1
2 4055 | G4 2 2471 2
3 5019 | 65 3 3427 3 47
4 5984 | 64 4 4383 4
5 6948 b 5339 | 55 5 48
6 1912/ 6 6204 56 6 46
7 8876 | 63 7 7250 | Hb 7 47
8 9839 8| 8205| 54 8
9 | 6540802 9 9159 | 55 46
210 1765 6580114 | 54
1 2728 1 1068 | 55
2 3691 62 2 2023 | 54 45
3 4653 | 63 3 2977 953 46
4 5616| 62 4 3930 | 54 45
5 6578 | 61 5 4884 | 53
(i 7539 62 6 5837
7 8501 | 61 7 6790
8 9462 8 7743 44
9 | 6550423 9 8696 | 52
520 1384 1560 09648 | 53
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N. M. Log. D. N. M. Log. D. N. M. Log. D.
4601 | 6628522 | 944 | 4641 | 6666116 | 935 | 4681 | 6703386 [ 928
2 0466 2| 7051| 36 2 4314
3 |6630410| 43 3 7987 35 3 5242 | 27
4 1353 4 8922 4 6169
5 2996 5 9857 5 7096
6 3239 6 | 6670792 6 8023
7 4182 7 1727 34 7 8050 | 26
8 5125| 42 8 2661 8 9376
9 6067 9 3595 35 9 | 6710802
4610 7009 4650 4530 33| 4690 1728
1 7951 1 5463 | 34 1 2654
p) 8803 P) 6397 2 3580
3 9835 #1 3 7331 | 33 3 4506 | 25
4 | 664077 4 8264 4 5431
5 1717 I 9197 ) 6356
6 2658 6 | 6680130 32 6 7281
7 3599 | 40 7 1062 | 33 7 8206 | 24
3 4539 o 8 1995| 32 8 9130
9 5480 | 40 9 9927 9 [6720054| 25
4620 6420 4660 3859 4700 0979 | 24
| 7360 | 39 1 471 1 1903 | 23
2 8299 | 40 2 5723 | 31 2 2826 | 24
3 9239 | 39 3 6654 | 3 3750 | 23
4 | 6650178 | 4 7585 4 4673
AR 5 8516 5 5596
6 2056 6 9447 6 6519
7 2905 7 | 6690378 | 30 7 7442
8 3934 | 38 8 1308 | 31 8 8365 | 22
9 4872 9 2239 30 9 9287
4630 5810 4670 3169 | 4710 | 6730209
1 6748 |' 1 4099 | 29 1 1131
2 7686 | 37 9 5028 | 30 9 2053 | 21
3 8623 3 5958 | 29 3 2974 22
4 9560 4 (6887 4 3896 | 21
5 | 6660497 5 7816 5 4817
6 1434 6 8745 6| 5738
7 2371 | 36 7 9674| 28 71 6659| 20
8 3307 | 37 8 [ 6700602 | 8 7579 A
9 4944 | 36 9 1530 | 29 y 8500 | 20
4640 5180 4680 2459 | 27| 4720 | 9420
4 | :




M. Log. I N. M. Log. D. N. M. Log. D.

4721 6740340 | 920 | 4761 | 6776982 | 912 | 4801 | 6813317 | 905 \
2 1260 | 19 2 7894 2 4222 | 04 1
3| 279 20 3 8806 3 5126 ‘Wl
4 3099 | 19 4 9718 | 11 4 6030 ;
5 4018 | 5 | 6780629 5 6934
6 4937 6 1540 12 6 7838 | 03 |
i) 5856 7 2452 | 7 8741 | 04 ,
8| 6775| 18 8 3362 11 8 9645 | 03
9 7693 9 4273 9 | 6820548 .

4730 8611 4770 5184| 10| 4810 | 1451 -
1 9529 11 6094 1| 2354 02
2 | 6750447 2 7004 2| 3256 03
3 1365 3 7914 3| 4159| 02
4 2983 | 17 4 8824 4 5061 .
5 3200 5 9734 | 09 5 5963 |
6 4117 6 [ 6790643 B 6865 | 01
7 2034 i 1552 i 7766 02 :
8 5951 | 16 8 2461 8 8668 | 01
9| 6867 9| 3370 9| 9569 4

4740 | 7783 17| 4780 4279 1 08 | 4820 | 6830470 '
1 8700 | 15 1 5187 09 1 1371
2 9615 16 2 6096| 08 2 2272
3 | 6760531 3 7004 3 3173 " 00 |
&  1447| 15 4 7912 7 4| 4073 @
5| 2362 5 8319 | 08 5 4973
6 3277 6 9727 07 6 5873 |
7 4192 7 | 6800634 7 6773
8 5107 8 1541 8 7673 | 899
9 6022 | 14 9 2448 9 572

4750 6936 4790 3355 4830 9471
1 7850 1 4262, 06 1 | 6840370
2 8764 2 H168 2 1269 |
3 9678 3| 6074 3| 2168| 98
4 | 6770592 13 4 6980 4 3066 | 99
5| 1505 5 7886 5 3965 | 98
b 2418| 14 6 8792 05 6 4863
7 3332| 412 7 9697 7 5761
8 4244 | 13 8 | 6810602 8 6659 | 97
9 5157 9 1507 9 7556 | 98 |

4760 6070 12| 480 2412 | 4840 8454 | 97
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M. M. Log. D. Ny M. Log. T N. M. Log. D.
|
1841 | 6849351 | 897 | 4881 | 6885088 | 890 | 4921 | 6920534 | 882
2 | 6850248 2 5978 | 89 2 1416
3 1145 | 96 3 6867 | 90 3 2298
4 2041 | 97 4 7757| 89 4 3180
5 2938 | 96 5 8646 5 4062
6 9834 6 9535 | 88 6| 4944
7 4730 7 | 6890423 | 89 7 5826 | 81
8 5626 8 1312| 88 8| 6707
9 6522 | 95 9 2200 89 9 7588 |
4850 7417 96 | 4890 3089 | 88 | 4930 8469 |
1 8313| 95 1 3977 | 87 1 9350
2 9208 2 4864 | 88 2 16930231 | 80
3 | 6860103 3| 5752 3 1111
4 0998 | 94 41 6640| 87 4 1991 | 81
5 1892 | 95 5 7527 5 2872 | 80
6 2787 | 9% 6 8414 6 521 79
7 3681 | 7 9301 7 4631 | 80
8 4575 8 | 6900188 | 86 8 5511 | 79
9 5469 9 1074| 87 9| 6390
4860 6363| 93 | 4900 1961 | 86 | 4940 | 7269 | 80
1 7256 | 94 1 84T 1 8149 | 78
p) 8150 93 2 3733 2 9027 | 179
3 9043 3| 4619 3 9906
4 9936 | 92 4 5505 | 85 4 16940785 | 78
5 | 6870828 | 93 5 6390 5| 1663
6 1721 92 6 7275| 86 6| 254
7 2613 | 93 7 8161 | 85 71 3419
8 3506 92 8 9046 | 84 8| 4207
9 4398 9 9930 85 9 5175 77
4870 5200| 91 | 4910 | 6910815 | 84 | 4950 6052 |
1 6181 | 92 1 1699 | 85 1 6929 |
2 7073| 91 2| 2584| B84 2 7806 |
3 7964 3| 3468 3 8683 |
4 8855 4| 4352| 83 4 9560 |
9746 5 5235 | 84 5 | 6950437 | 76
6 | 6880637 6 6119 | 83 6 13i3
7 1528 | 90 7 7002 7 2189
8 2418 8 7885 8 3065
9 3308 9 8768 9 3941
4880 4198 4920 9651 4960 4817 75




N. M. Log.
4961 | 6955692
2 668
3 T443
4 8318
5 9193
6 | 6960067 |
7 0942
8 1816
9 2690
£970 35064
i 4438
2 5311
3 6185 |
4 7058 |
H 7931
6 3804
7 9676
8 | 6970549
9 1421
4980 2293
1 3165
2 4037
3 4909
4 5780
b 6652
6 7523 |
7 8394
8 9264
9 | 6980135
4990 1 1005
| 1876
2 2746
3 3616
4 4485
5 5355
6 | 6224
7 | 7093
8 7963 |
9 8831 |
5000 9700
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N, M. Log. D. N. M. Log. D.
5001 | 6990569 | 868 | 5041 | 7025167 | 861
2 1437 p 6028 | 62
Z 2305 3 6890 | 61
4 3173 4 7751
5 4041 67 H 8612 | 60O
6 4908 68 6 94721 61
i 5770 67 7 |1 7030333 | 6O
8 6643 8 1193 | 61
2, 7510 9 20041 60
5010 8377 5050 2914
;| 9244 1 3774 59
2 17000111 66 2 4633 | 60
3 0977 | ) 5493 59
4 | 1843 4 6352 | 60
) 2709 ] 7212 59
6 3575 6 8071
7 4441 7 8930 | b8
8 8307 65 8 9788 | 59
Y 6172 0 | 7040647 | 58
5020 7037 5060 1505 |
1 7902 1 2363
2 8767 2 3221
3 9632 64 3 4079
4 | 7010496 65 4 4937 | 57
5 1361 64 5 5794 | 58
i 22325 6 G6b2 | BH7
7 3089 7 7509
8 3953 63 8 83066
) 4816 64 9 9223
5030 5680 631 5070 | 7050080 | 56
1 6543 1 0936
2 7406 2 17921 57
3 8269 3 2649 | 56
4 | 09132 4 3b0b'| 55
5 | 9995 62 5] 4360 | 56
6 | 7020857 63 b 5216
7 1720 62 7 6072 | 55
8 2582 8 6927
9 3444 61 9 7782
5040 4305 62| 5080 8637




o S s

N. M. Log. . N. M. Log. D. N. M. Log. D,
5081 | 7059492 | 855 | 5121 | 7093548 | 848 | 5161 | 7127339 | 841
2 | 7060347 | 54 2 4396 2 8180 |
3 1201 3 0244 47 3 9021 'I
4 2005/ 5b 4 6091 | 48 4 9862
5 2910 | 54 5 6939 | 47 5 [ T130703
6 3764| 53 (] 7786 6 | 1544
- 4617 | 54 7 8633 7 2385 | 40
8 BTl 8 Y480 8 3225
9 baZh | = b3 9 | 7100327 9 ‘ 4065
5090 7178 2130 1174 46 | 5170 ‘ 4905
1 8031 1 2020 1 5745
2 8384 2 2866 | 47 2 G585
3 97371 52 3 3713 | 46 3 7425 39
4 | 7070589 | 53 4 4559 | 45 A 3264 | 40
5 1442 52 5 5404 406 5 9104 39
6 2294 6 6250 (i 9943
7 3146 7 7096 | 45 7. 7140782 | 38
8 3998 8 7941 oo [ [
9 4850 9 8786 9 2459 |
5100 5702 | 51 | 5140 9631 5180 3296 38
] 65531 52 1| 7110476 1 4136
2 7405 | 51 2 1321 4 2 474
3 | 8256 3 2165 &5 3 | 5812
4 907 | 50 4 3010 T4 4 | 6650
£ 9957 | b1 B 3854 5 7488 | 37
6 | 7080808 6 4698 6 8325
el 1659 a0 7 o542 | 43 7 | 9162 | 38
8 2509 8 6385 | 44 8 | 7150000 37
9 3359 | 9 7229 43 9 0837
2110 4200 | 5150 8072 5190 1674 36
1 5059 19 1 8915 | 44 1 2510 a7
2 5908 | 50 2 9759 | 42 2 3347 | 36
3 6758 | 49 3 | 7120601 43 3 4183
4 7607 4 1444 4 2019 37
) 8456 5 2287 | 42 5 28561 35
6 9305 6 | 3129 5 6691 | 36
7 17090154 7 3971 T 7527
8 1003 | 48 3 1313 8 8363 | 35
9 1851 | 49 9 5655 ) 9198
5120 2700 48 | 5160 6497 5200 | 7160033 | 36




— 392 —

M.Log. | D. M. Log. M.Log. | D.
201 | 7160869 | 834 | 5241 | 7194142 5281 | 7227162 | 822
2 1703 | 35 2 1970 2 7984
3 2538 3 5799 3 8806
4 3373 | 34 % 6627 4 9628
5 207 35 5 7455 5 | 7230450
6 5042 | 34 6 8283 6 1272 | 21
7 5876 7 9111 7 2093 |
8 6710 8 9938 8 2014 | 22
9 7544 | 33 9 | 7200766 9 3736 21
5240 | 8377| 34| 5250 | 1593 5290 4557
1 9211 33 1 2420 1 5378 | 20
2 | 7170044 2 3247 2 6198 | 21
3| 0877 3 4074 3 7019 | 20
4 1710 4 4901 A 7839 | 21
5 2543 5 5727 5 8660 | 20
6 3376 | 32 6 6554 6 9480
7 4208 | 33 7 7380 7 | 7240300
8 5041 | 32 8 8206 8 1120 19
9 5873 9 9032 Y 1939 | 20
220 6705 9857 5300 2759 19
1 7537 1 | 7210683 1 3578 |
2 8369 | 31 2 1508 2 4397
; 9200 32 3 2334 3 5216
4 | 7180082 | 31 4 3159 4 6035
5| 0863 51 3984 5 6854 | 18
6| 1694 6 4809 | 24 6 7672| 19
7 2525 71  5633| 25 7 8491 | 18
8 3356 | 30 8| 6458 24 8 9309
91 4486 | 31 9.1 782 9 | 7250127
230 5017 | 30 | 5270 8106 5310 0945
1 5847 1 8930 1 1763
2 6677 2 9754 2 2581 | 17
3 7507 3 | 722057 3 3398| 18
4 8337 4 1401 4 4216 17
5 9167 | 29 5 2995 5 5033
6 9996 | 30 6 3048 | 6 5850
7 | 7190826 29 7 3871 | 7 6667 | 16
8 1655 8 1694 8 7483 17
9 2484 9 5517 9 8300 16
5240 | 3313 7280 6339 5320 9116 -
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N. M. Log. D. N. | M. Log. D. M. M. Log. D.
|
|
5321 | 7259933 | 816 | 5361 |7292458 | 810 | 5401 | 7324742 | 804
2 | 7260749 2 3268 2 55406
3 1565 | 15 3 4078 3 6350 | 03
4 2380 | 16 4 4888 09 4 153 | 04
5 3196 5 5697 | 10 5 7957 | 03
b 4012 | 15 6 6507 | 09 6 8760 | 04
7| 4827 7 7316 7 9564 | 03
8 5642 8 8125 8 | 7330367
g 6457 9 8934 9 1170
5330 7272 5370 9743 5410 1973 | ~ 02
1 8087 | 14 1 | 7300552 | 08 1 27751 03
2 8uo0l | 15 2 1360 2 3578 | 02
3 9716 | 14 3 2168 09 3 43801 03
4 | 7270530 4 2977 08 4 5183 | 02
5 1344 | 5 3785 5 5985
6 2158 6 4593 07 6 6787 | 01
7 2972[ 7 5400 08 7 7588 | 02
8 3786 | 13 8 6208 | 07 8| 8390
9 4599 [ 14 9 7015| 08 9| 9192{ ot
5340 5413 | 13 | 5380 7823 | 07 ]| 5420 | 9993
1 6226 1 8630 1 | 7340794
2 7039 2 9437 2 1595
3 7852 12 3 | 7310244 3 2396
4 8664 | 13 4 1051 | 06 4 3197 00
5 9477 5 1857 5 3997 | 01
6 | 7280290 | 12 6 2663 | 07 6 4798 | 00
7 1102 7 347 06 7 5598
8 1914 8 4276 8 6398
91 212 9 5082 9 7198
5350 3538 5390 5888 | 05 | 5430 7998
1 4350 11 1 6693 | 06 4 8708
2 5161 2 7499 05 2 9598 | 799
3 5972 12 3| 8304 3 | 7350397 | -
4 6784 | 11 4 9109 &1 1196
5 7595 5 9914 5 1995
6| 8406| 10 6 | 7320719 6 2794
71 9216 11 7 1524 7| 3593
8 | 7290027 | 8 2329 | 04 8| - 4392
9 0838 | 10 9 3133 05 9 5191 | 98
5360 1648 5400 3938 | 04 ] 5440 | 5989
| |
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7356787
7585
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9181
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7360776
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2371
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T
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3617
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G696
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0873
7380667
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1267
2047
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742

0177
0964
1750

2537
3323
4109
4895
5680
6466

7251

8037 |

8822
9607
7430392
1176

1961 |

3~ |

2745 |

3530
4314
5098
h882
(6151475
7449
8232
9016
9799

T440582

1365
2147
2930
37]2
4495
1777
6059
6841
7622
8404
9185
9967

| 7450748

| 787
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85
86
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83
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82
81
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B

N. M. Log. D. N. M, Log. D. N. M. Log.
5561 | 7451529 | 781 | 5601 | 7482656 | 775 | 5641 | 7513561
20 2310 2 3431 2 4331
3| 3091| 80 3 4206 3 5101
4| 3871 81 4 4981 4 5870
5| 4652 80 5 5756 5 6639
6| 5432 6 6531 6 7409
71 6212 T 7306 74 7 8178
8| 6992 8 8080 8 8047
0 s e 9 8854 | 75 9 9716
5570 | 8552 5610 9629 | 74 | 5650 | 7520484
1| 9332| 79 1 | 7490403 1 1253
2 | 7460111 2 1177 73 9 2022
3 0890| 80 3 1950 | 74 3 2790
4 1670 | 79 4 2724 4 3558
5 2449 5 3498 | 73 5 4326
6 3228 | 78 6 4271 6 5094
7 1006 | 76 7 5044 7 5862
8 4785 8 5817 8 6629
9 5564 | 78 9 6590 9 7397
5580 6342 5620 7363 5660 8164
1 7120 1 8136 72 1 8932
2 7898 2 8008 | 73 p) 9699
3 8676 3 9681 | 72 3 | 7530466
4 9454% 4 | 7500453 4 1232
5 | 7470232 | 77 5 1225 5 1999
6 1009 | 78 6 1997 6 2766
7 1787 737 7 2769 7 3532
8 2564 8 3541 M 8 4298
9| 3341 9 43121 T2 9 5065
5590 4118 5630 |  5084| 71| 5670 5831
1 4895 1 5855 1 6596
2 56721 76 2 6626 | 72 2 7362
3 6448 | 77 3 7398 | 70 3 8128
4| 7925| 76 4 8168 71 4 8893
5 8001 5 8939 5 9659
6 8777 6 9710 | 70 6 | 7540424
7 9553 7 | 7510480 | 71 7 1189
8 | 7480329 8 1251 70 8 1954
9 1105| 75 9 2021 9 2719
5600 1880 | 76 | 5640 2791 5680 3483




M. Log, M. Log.
5681 | 7544248 | 764 | 5721 | 7574719 | 760 | 5761 | 7604979 | 754
2| 5012 65 2 5479 | 58 2 5733 | 53 ¢
3| 57177| 64 3 6237 | 59 3 6486 | 54 '
4 6541 4 6996 4 7240 | 53
5 7305 5 7755 | 58 5 7993
6 8069 | 63 6 8513 | 59 6| 8746| 54
7 8832 | 64 7 9972 | 58 71 9500 53
8 9596 | 63 8 | 7580030 8 | 7610253 | 52
9 | 7550359 | 64 9| 0788 9 1005| 53
5690 1123 | 63 | 5730 1546 5770 1758
1 1886 1 2304 1 2511 | 52
2 2649 2 3062 | 57 2 3263 | 53
3 3412 3 3819 | 58 3 4016 | 52
4 4175 62 4 4577 57 4 4768
5| 4937| 63 5 5334 | 5| 5520
6 5700 62 6 6091 6 6272
7 6462 7 6848 7 7024| 51
8 724 | 63 8| 7605 8 7775 | 52
9 T987| 62 9 8362 9 8527 | 51 1
5700 8749 | 61 | 5740 9119 | 56 | 5780 9278 | 52
1 9510 | 62 1 9875 | 57 1 | 7620030 | 51
2 | 7360272 2 (7590632 | 56 2 0781
3 1034| 61 3 1388 3 1532
4 1795 | - 4 9144 41 9283
5 2556 | 62 5 2000 5| 303%| 50
6 3318| 61 6 3656 6 3784 | 51
i 4079 7 4412 T 4535| 50
8 4840 | 60 8 5168 | 55 8 5285
9|  5600| 61 9 5923 9 6035| 51
5710 6361 5750 6678 | 56 | 5790 6786 | 50
1|  7122| 60 1 7434 | 55 1 7536
2 7882 D) 8189 2 8286 | 49
3 8642 3 8944 3 9035| 50
4 9402 4 9699 | 54 4 9785 | 49
5 | 7570162 5 | 7600453 | 55 5 7630534 | 50
6 0922 6 1208 | 54 6 1284 | 49
7 1682 | 7 1962 | 55 7 2033 l
8| 2%42| 59 8 2717 | 54 8| 2782 4
9 3201 9 3471 9 3531
5720 3960 5760 4225 5800 4280




— 397 —

| 1
N. | M.Log. D, N. M. Log. D. N. M. Log. D.
|
5801 | 7635029 | 748 | 5841 | 7664872 | 744 | 5881 | 7694512 | 738
2 | 777 | 49 2 5616 | 43 2 5250
3 6526 | 48 3 6359 | 5 2988 | 39
4 7274 4 7102 4 6727 | 38
H 8022 b 7845 5 7465
6 8770 6 8588 6 8203 | 37
7 9518 7 9331 7 8040 | 38
8 | 7640266 8 | 7670074 | 42 8 9678
9 1014 47 9 | 0816 | 43 9 | 7700416 | 37
5810 1761 | 48 | 5850 1559 | 42 ] 5890 1153
1 2509 47 1 2301 1 1890
2 | 3256 2 2043 | 2 2627
3 4003 3 3785 | 3 3364
4 4750 4 4527 4 4101
5 5497 5 5269 5 4838
6 6244 6 6011 | 4l 6 ! 55751 36
¥ 6991 | 46 7 6752 | 42 7 6311 | 37
8 | TS| 47 8 7494 | 41 8 7048 | 36
9 8484 | 46 9 8235 | 9 7784
5820 9230 5860 8976 5900 8520
1 9976 1 9717 1 9256
2 | 7650722 2 | 7680458 2 9992 |
3 1468 3 1199 3 | 7740728 35
4 2214 45 4 1940 | 40 4 1463 | 36
5] 2959 | 46 5 2680 | 41 b 21991 3b
6 3705 | 45 ] 3421 40 6 2934 36
7 5450 7 4161 7 3670 35
8 5195 | 46 8 4901 8 4405
9 5941 | 45 9 5641 9 5140
5830 6686 | 44 | 5870 6381 5910 | 5875
1 7430 | 45 1 7121 39 1 6610 | 34
2 8175 2 7860 | 40 2 734%| 35
8 8920 | 44 3 8600 39 3 8079 | 34
4 9664 | 45 4 9339 | 40 i 8813
5 | 7660409 | 44 5 | 7690079 | 39 5 9547 | 35
6 1153 6 0818 6 | 7720282 | 34
7 1897 7 1557 7 1016
8 2641 8 2296 8 1750 33
9 | 3385 | 43 9 3035 | 38 9 2483 | 34
5340 4128 | 44 | 5880 3773 39 ] 5920 3217
|




— 308 —

N. M. Log. D. N. M. Log.
5921 | 7723951 | 733 | 5961 | 77531M
2 4684 2 3920

3 5417 3 4648

4 6150 | 34 4 5376

5 6884 | 32 o 6104

6 7616 | 33 6 6832

7 8349 7 7560

£ 9082 8 8288

9 9815/ 32 9 9016
5930 | 7730547 5970 9743
1 1279 1 | 7760471

2 2011 2 1198

3 | 2743 3 1925

4 475 4 2652

5 4207 5 3379

6 49391 31 6 4106

7 6670 | 32 7 4833

8 G&nii 31 8 5559

9 7133 | 9 6286
5940 7864 | 321 5980 7012
1 8596 | 30 1 7738

2 | nﬂzﬁ] 31 2 8464%

3 | 7740057 | 3 9190

4 0788 4 9916

5 1519 30 5 | 7770642

6 2249 6 1367

7 2079 31 7 2093

3 3710 30 8 2818

9 4440 9 3543
5950 5170 5990 4268
1 5900 29 1 4993

2 6629 30 2 5718

3 73591 . 29 3 6443

4 8088 | 30 4 7167

5 8818 | 29 5 7802

(4 9547 6 8616

7 | 7750276 5 9340

8 1005 8 | 7780065

9 1734 9 0789
5960 2463 | 28| 6000 1513

D,

729

28

26
27
26

bD hD b
(28 e B ¢

2D 20 O
M T b

#D bS

= e

+o
s

N. M. Log. D.
6001 778223n| 724
2 2060 | 23
3 3683 24
4 4407 | 23
5 3130
6 5853
7 6576
8 7299
9 8022
6010 8745 22
1 9467 | 23
2 17790190 | 22
3 0912 |
4 1634
3 23506
B 3078
76 3800
8 4522 | 21
9 5243 | 22
6020 ﬁnnsi 2
1 6686 | 22
9 T408 21
3 8129
4 8850
5 9571 20
6 | 7800291 21
7 1012 20
8 fiFaQe 2
9 2453 20
6030 3173
1 2893
2 4613
3 5333
4 6053
5 6773 19
6 492 20
7 8212 19
8 8931
9 9650
6040 | 7810369

- |
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N M. Log. D, N. | M. Log. D. N. M. Log. D.
6041 | 7811088 | 719 | 6081 | 7839750 | 714 | 6121 | 7868224 | 709
2 1807 2 | 7840464 2 8933 | 10
3 2526 3 1178 3 9643 | 09

4 3245 | 18 4 1892 4 | 7870352

5 3963 5| 2606 13 5 1061

6 4681 | 19 6 3319| 14 6 1770

7 5400 18 7 4033| 13 7 2479

8 6118 8 4746 14 8 3188| 08
9 6836 9 5460 | 13 9 3806 | 09
6050 7054 6090 6173 6130 AG05 08
1 8272 | 17 1 6386 1 5313

2 8980 | 18 ) 7599 2 6021 | 09
g1 razort 17 3 8312 12 3 6730 | 08
4 | 7820424 4 9024 | 13 4 7438

5 {141 | 18 5 9737 5 8146

6 1850 | 17 6 | 7850460 | 12 6 8854 | 07
T 9576 7 1162 7 9561 08
8 3203 8 1874 8 [ 7880269 | 07
9 4010 | 16 9 25806 9 0976 | 08
6060 1726 17 | 6100 3208 6140 1684 | 07
1 5443 | 16 1 4010 1 2391

2 6159 | 17 2 4792 2 3098

3 6376 16 3 5434 | 11 3 3805

4 7592 4 6145 12 4 4512

5 8308 5 6857 | 11 5 5219

6 9024 6 7568 6 5926 | 06
" 9740 7 8279 v 6632 | 07
8 | 7830456 | 15 8 8990 8 7339 06
9 1171 | 16 9 9701 9 8045
6070 1887 | 15 | 6110 | 7860412 6150 8751

1 2602 | 16 1 1123 | 10 1 9457

2 3318 | 15 9 1833 | 11 2 | 7890163

3 1033 3 2544 | 10 3 0869

bk 4748 | 4 3254 11 41 157

5 5463 | 5 3965 10 5 2381 05
6 6178 | 14 6 4675 6 2086 | 06

7 6892 | 15 7 5385 7 3692 05
8 7607 | 14 8 6095 8 4397

9 8321 | 15 9 6805 | 09 9 5102
GOS0 9036 14 | 6120 7514 | 10 | 6160 5807
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619
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6200
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M. Log.

7896H12
7217
7922
8626
9331
7900035
0739
1444
2148
2852
3555
4259
4963
H666
6370
7073
7776
8479
9182
9385
7910587
1290
1992
2695
3397
4099
4801
2003
6205
6906
7608
8309
q011
9712
7920413
1114
1815
2516
3216
3917

03
04
03

02
03
02
(:

02

01
02
01
02
01

00
01
00

6201

621

622

{=r)
o
N

N.

-

=g

S LD RO

O D 00 ~1 SO A0 D =

O~ OO N = D 00 ~J O O > QO R

M. Log.

!TQEiUl?
| 5318
[ 6018
6718
7418
8118
8817
[ 9517
| 7930217
0916
1615
2314
3014
3712
4411
5110
5809
6507
7206
7904
8602
9300
9998
7940696
1394
201
2789
3486
4183
4880
5578
6274
6971
7668

9061
9757
| 7950454
1150
1846

8365 |

D,

701
00

699
700

699

700
698
99

98
99
98

97
08
97

a8
96
97

96

97
96

N. M. Log. D,
6241 | 7952542 | 696
2 3238 95
3 3933 96
4 4629 95
D 5324 96
(] 6020 | 95
7 6715
8 7410
9 8105
6250 8800
1 9495
2 | 7960190 94
3 0884 95
4 1579 94
H 2223
6 2067 95
% 3662 94
8 4356
9 | 5050 43
6260 743 | 94
1] 6437 |
2 7131 | 93
3 7824
4 8517 | 94
5 9211 | 93
6 9904
7 | 7970597
8 1290
9 1983 92
6270 2675 93
1 3368 | 92
2 | 4060 93
3 4753 92
4 5445
o 6137
G G824
7 7521
8 8213 |
9 8905 91
6280 9596 92




— 401 —

|
N. | M Log. ‘ D. N. M Log. n. N. M. Log. D.
(G281 | 7980288 ‘ 691 | 6321 | 8007858 | 687 | 6361 | 8035254 | 683
9 0979 92 2 80450 2 8937 82
2 1671 91 3 9232 3 6619 83
4 2362 4 9919 | 86 § 7302 32
5 | 305 '}‘ 5 | 8010605 87 ) 7984
6 3744 () 1292 86 ) 8666
£ 4435| 90 i 1978 87 il 9348 83
8 5125 [ 9 8 2665 86 8 | 8040031 81
) 2816 ‘ 90 9 3351 9 0712 82
6290 6506 | 91 | 6330 4037 6370 [394
1 71971 90 1 1723 1 2076
2 T887 2 5409 2 2758 81
3 8577 | : 6095 3 3439 82
4 9267 4 6781 85 4 4121 31
5 957 5 | T466 86 £y 48002
6 | 7990647 (§ 8152 85 6 2483
7 1337 7 8837 7 G164
8 2027 | 89 8 9522 36 8 6345
9 2716 9 | 8020208 85 9 1526
G300 | 3405 90 | 6340 (18453 6380 . 8207 30
1 4095 89 1 1578 84 1 8887 31
2 4784 2 2262 85 2 9568 80
3 5473 9 2047 3 | 8050248 81
4 G162 4 3632 8% 4 0929 20
o (G851 | 5 1316 85 b 1609
(i 75401 88 6 5001 84 &} 2289
0 | 8228 89 i 2685 T 2069
8 | 8917 38 8 6369 8 3649
9 9605 89 9 7053 | 9 4329
6310 [ 8000294 | 88 | 6350 7737 6390 5009 79
1 (982 1| 8421 1 5688 | 80
2 1670 2 9105 52 6368 79
3 2358 3 9789 83 3 7047
4 3046 4 18030472 | 84 4 7726
5 3734 87 5 1156 83 5 8405 80
6| 4421 88 6| 1839 6| -9085| 79
7 5109 87 ) 2522 | 7 9764 78
8 | 27906 88 8 3205 8 | 8060442 79
9 6484 87 9 3888 9 | 1121
6320 7171 G360 4571 6400 | 1800 78

Toxmo I. 26
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N. ‘ M. Log.

|

D. N. M. Log. D. N. M. Log. D.
| |
6401 | BO62478 ‘ 679 | 6441 ‘8{}89333 674 | 6481 | 8116420 | 670
2 3157 78 2 | 8090207 2 7090
3 3835 3 0881 3 7760
4 4513 4 1555 4 8430
5 5191 5 2229 5 9100| 69
6 58G9 6 2903 6 9769 | 70
7 6H4T 7 35771 73 7 18120439 | 69
8 7225 8 4250 | 74 8 1108| 70
9 7903 | 77 9 4924 | 73 9 1778 | 69
6410 8580 78] 6450 5597 6490 2447
1 9258 | 77 1 6270 74 1 3116
2 9935 2 6944 | 73 2 3785
3 | 8070612 78 3 7617 3 4454
4 1290 77 %1 . B2001 72 4 5123
5 1967 5 8962 | 73 5 5792 | 68
6 2644 176 6! 9635 6 6460| 69
7 3320 77 7 | 8100308 | 72 7 7129 | 68
8 3097 8 09801 73 8 7797
9 4674 | 76 4 1633 72 Y 8465 | 69
6420 5350 | 77 | 6460 2325 6500, 9134| 68
1 6027 | 76 1 2997 73 1 9802
2 6703 9 | - 3670/ 72 9 | 8130470
3 7379 3 4342 71 3 1138 | 67
4| 8055 41 5018| 72 4 1805 | 68
5 8731 5 5685 5 2473
6 9407 | G 6357 6 41| 67
7 8080083 Ll 7026 71 7 3808
8| 0739| 75 8 7700 72 8 4475 | 68
9 1434 76 g g372| M 9 51431 67
6430 o110 75 | 6470 09043 6510 5810
1 2785 1 0714 1 6477
2 3460 76 2 | 8110385 2 7144
3 4136| 7 3 1056 3 7811
4 4811 4 1727 4 8478 66
5 5486 | T4 5 2398 | 70 B 9144 | 67
6 G160 | 75 6 30681 71 6 9811 | 66
71 6835 Vi 3739 70 7 | 8140477 | 67
8 7510 | T4 8 4509 T1 8 1144| 66
9 8184 | 75 9 5080 70 9 1810 |
8859 | 74 | 6480 A750 6520 2476
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N. M. Log. D. N. M. Log. D. N. M. Log. D.
6521 |8143142 | 666 | 6561 | 8169700 | 662 | 6601 | 8196097 | 658
2 3808 2 18170362 2 6755
3 4474 3 1024 3 7413
4 5140 [ 65 4 1686 | 61 4 8071 | 57
5 5805 | 66 5 2347| 62 5 8728 | 58
6 6471 | 65 6 3009 | 61 6 9386 | 57
7 7136 7 3670 7 | 8200043
8 7801 | 66 8 4331 | 62 8 0700f 58
9 8467 | 65 4 4993 | 61 9 1358 | 57
6530 9132 6570 5654 6610 2015
1 9797 | 6315 1 2672 56
2 | 8150462 2 6976 | 60 2 3328 | 57
3 1127 64 3 7636 | 61 3 3985
4 1791 | 65 4 8297 4 4642 | 56
5 24561 64 5 8958 | 60 5 5208 57
6 3120 65 6 9618 6 5955 | 56
) 3785 | 64 7 | 8180278 | 61 7 6611 | 57
8 4449 8 0939 60 8 7268 | &6
9 5113 9 1599 9 7924
6540 5777 6580 2259 6620 8580
1 6441 1 2019 1 9236
2 7105 2 3579 2 9892
3 7769 3 4239 | 59 3 [ 8210548 55
4 8433 4 4898 | 60 4 1203 | 56
D 9097 | 63 5 5b58 | 59 5 1859 | 55
6 9760 6 6217 60 6 2514 | 56
7 [ 8160423 | 64 7 6877 | 59 7 3170 | 55
8 1087 | 63 8 7536 8 3826
9 1750 9 8195 9 4480
6550 2413 6590 8854 6630 5135
1 3076 1 9513 1 5790
2 3739 2 | 8190172 2 6445
3 4402 | 62 3 0831 | 58 3 7100
i 5064 | 63 4 1489 59 4 7755 | b4
5 5727 62 5 2148 | o8 5 8409 [ 55
6 6389 | 63 6 2806 | 59 6 9064 | 5%
7 7052 62 7 3465 | 58 7 9718
8 7714 8 4123 8 | 8220372 | 55
9 8376 9 4781 9 1027 54
6560 9038 6600 5439 6640 1681

L —
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M. Log.

| 8222335
2089
3642
4296
4950
5603

6257

6910
7563
8216
8869
0522
8230175
0R28

1481
2133
2786

3438

4090
4742
5394
6046

6698
7350

8002
83653
9305
9956

8240607
1258
1909

2560
3211
3862
4513

2163

5814
6464

114
7765

wren
So S D

o

51
H2

~

ol

50
51
50
o1
al

M. Log. M. Log.
8248415 21 | 8274339
2 9065 2 4985
3 9715 3 5631
4 | 8250364 4 6277
) 1014 5] 6923
6 1664 6 7569
7 2313 ¥ 8214
8 2963 8 8860
9 3612 9 9505
6690 4261 6730 | 8280151
1 4910 1 0796
2 H55%9 2 1441
3 6208 3 2086
4 6857 4 2731
5] TH06 48 5 3376
6 8154 49 6 i
T 8803 48 7
8 9451 | 49 8
9 18260100 4 9
) 0748 6740
1 1396 1
2 2044 2
3 2692 3
4 3340 4
H 3988 47 5 9820
6 4635 48 G | 8290463
7 5283 0 1107
8 5931 47 8 1751
9 G278 9 2394
( T22b () 2038 |
1 7872 1 3681
2 8519 2 4324
3 9166 3 4967
4 9813 4 ne11
H | 8270460 5} 6254
6 1107 G G896
7 1753 T 7539
8 2400 8 | 8182
9 3046 8824
720 3693 9467

646

45
46
45
46

4b

44
45

44

45
44

43
A
43
44
43
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N. M. Log. D, N. M. Log. D. N. M. Log. D.

6761 | 8300109 | 643 | 6801 | 8325728 | 638 | 6841 | 8351196 | 635
2 0752 | 42 2 6366 | 39 2 1831 | 34
3 1394 3 7005 38 3 24651 35
4 2036 4 7643 4 3100
5 2678 5 8281 5 3735 | 34
6 3320 6 8919 39 6 4369
7 3962 7 9558 | 37 7 5003 | 35
8 4604 | 41 8 | 8330195 | 38 8 5638 | 34
9 5245 | 42 9 0833 9 6272

6770 | 5887 | 41 | 6810 1471 6850 6906
1 6528 1 2109 37 1 754
2 7169 | 42 2 2746 | 38 2 8174 | 33
3 7811 41 3 3384 37 i 8807 | 34
4 8452 4 4021 38 4 9441
5 9093 5 4659 | 37 5 | 8360075 33
6 9734 6 5296 6 708
7 18310375 7 5033 ¥ 1341 | 34
3 1016 | 40 3 6570 8 1975 33
o 1656 | 41 9 7207 9 2608

6780 2297 | 40 | 6820 7844 | 36 | 6860 3241
1 2937 | 4l 1 8480 37 1 I8T4
2 3578 | 40 2 1Ly 2 4507
3 4218 3 9754 | 36 3 5140
A 4858 | 41 4 | 8340390 | 37 4 2773 32
5 5499 | 40 5 1027 | 36 5] 6405| 33
6 6139 | 39 6 1663 b 7038 32
7 6778 ( 40 7 2299 7 7670 33
8 7418 8 2035 8 8303 | 32
4 8058 9 3571 9 8935

6790 8698 | 39 ] 6830 4207 6870 9567
1 9337 | 40 1 4843 1 | 8370199 | 33
2 9977 1 39 2 5479 35 2 0832| 31
3 | 8320616 3 6114 | 36 3 1463 | 32
M 1255 | 40 4 67501 35 4 2095
5 1895 39 7 7385 | 36 5 2727
6 2534 6 8021 35 6 3359 | 31
7 3173 7 8656 7 39090 32
8 3812| 38 8 9291 : 4622 31
9 4450 | 39 g 9926 9 5253

6800 5089 6840 | 8350561 6380 H884 | 32




T SIS

— 406 —
N. M. Log. D, N, M. Log. D. N. M. Log. D.
6881 | 8376516 | 631 | 6921 | 8401688 | 628 | 6961 | 84206716 | 624
2 T147 2 2316 | 27 2 7340
- 3 7778 3 2943 28 3 7964
& 8409 30 4 aari| 21 4 8588 | 23
] 9039 | 31 5 4198 5 R11| 24
6 9670 6 4825 6 9835| 23
7 | 8380301 | 30 7 5452 7 | 8430458
8 0931 31 8 6079 8 1081 | 24
9 1562 | 30 9 6706 | 26 9 1706| 23
6890 2192 6930 7332 | 27| 6970 2328
1 2822 31 1 7959 1 2951
2 3453 30 2 8586 | 26 2 3574
3 4083 3 9212 3 41971 22
4 4713 4 9838 | 27 4 48191 23
5 5343 5 | 8410465 | 26 5 2442
6 29781 29 6 1091 6 6065 | 22
7 6602 | 30 7 1717 7 6687 | 23
8 7232 29 8 2343 8 7310 | 22
9 7861 | 30 9 2969 5 7932
6900 8491 | 29 | 6940 35495 | 25 ] 6980 8554
1 9120 30 1 4220 26 1109176
2 9750 29 2 4846 2 1. 9798
3 | 8390379 3 5472 25 3 | 8440420
4 1008 4 6097 | 26 4 1042
5 1637 5 6723| 25 5 1664
6 2266 6 7348 6 22861 21
7 2895 28 7 7973 7 2907 | 22
8 3523 29 8 8598 8 3529 21
9 4152 28 9 9223 4 4150 [ 22
6910 47801 29 | 6950 9848 6990 4972 21
1 5409 | 28 1 | 842047¢ 1 5393
2 6037 | 29 2 1098 | 24 2 6014
3 6666 | 28 3 1722 25 3 6635
4 7204 i 2347 | 2% 4 7256
5 7922 5 2071 | 25 5 7877
6 8550 6 3596 | 24 b 8398
7 9178 0 4220 7 9119 | 20
8 9806 | 27 8 4844 8 9739 | 21
9 | 8400433 | 28 9 5468 Y | 8450360 | 20
6920 1061 | 27 | 6960 6092 7000 0980 [ 21




|
N. M. Log. D, N. M. Log. | D. N. M.Log. | D.
7001 | 8451601 | 620 | 7041 | 8476343 | 617 | 7081 | 8500046 | 613
2 2221 2 6960 2 1559
3 2841 20 7577 16 3 2172 14
4 3461 4 8193 | 17 4 2786 13
5 4081 5 8810 | 16 5 3399 | 12
] 4701 6 9426 | 17 6 4011 13
7 5321 7 | 8480043 [ 16 T 4624
8 5941 8 0659 8 5237
9 6061 | 19 9 1275 9 5850 | 12
7010 7180 | 20 | 7050 1891 7090 6462 | 13
1 78001 19 1 2507 1 Y075 A2
2 8419 2 3123 2 7687 | 13
3 9038 | 20 3 3739 3 8300 | 12
4 9668 | 19 4 4355 | 16 4 8912
5 | B460277 5 49701 16 5 9524
6 0896 6 5586 | 15 6 | 8510136
7 1515 | 7 6201 | 16 7 0748
8 2134 | 18 8 6317 | 15 8 1360
9 2752 19 9 | 7432 9 1972 11
7020 3371 7060 8047 7100 2583 12
1 3990 | 18 1 8662 1 3195
2 4608 | 19 2 9277 2 3807 | 11
3 ezl 18 3 9892 3 44181 12
4 o845 4 | 8490607 4 5030 11
5 6463 5 1122 14 5 5641
6 7081 19 6| 1736 | 415 6 6252
7 7700 18 7 2351 14 7 6363
8 8318 | 17 8 2965 | 15 8 T4T4
5 8935 | 18 % 3580 | 14 9 8085
7030 9553 7070 5194 7110 8696 |
1 | 8470171 1 4808 | 15 1 9307 | 10
2 0789 | 17 2 5423 | 14 2 9917 | 14
3 1406 18 2 6037 3 | 8520528
4 2024 | 17 4 6651 | 13 4 1139 | 10
5 2641 3 7264 | 14 5 1749 |
6 3258 | 18 6 | 7878 6 2359 | 11
7 3876 7 7 8492 7 2970 10
8 4493 8 9106 | 13 8 3580
9 5110 | 9 09719 14 9 4190
7040 5727 | 416 | 7080 | 8500333 | 13 | 7120 4800
|




— 8

N. M. Log.
7121 | 8525410
21 + 6020

3 6629

4 7239

H 7849

6 8458

7 9068

8 | 9677

9 | 8530286
7130 0895
1 1504

2 2113

3 2722
4 | 3331 |

5 3940

& 4548

7 5157

8 | 5765

9 6374
7140 6982
1 | 7590

2 8198

3 8807

4 9414

5 | 8540022

6 0630

o 1238

3 1845

9 2453
7150 | 3060
1 3668

2 4275

3 4882

4 5489

5 6096

6 6703

7] 7310

8 7917

9 8524
T16( 9130

D.

610
09
10

09
10
09

08
09
08
09
08

09
07
08

07
08
07
08
07

06
07

N. M. Log. D. N. M. Log. D.
7161 | 8549737 | 606 | 7201 | 8573928 | 603
9 855ﬂ3iai 07 2 4531
3 0950 [ 06 3 513il
4 1556 | 4 5737
H 2162 5 6340
G 2768 6 6943 | 02
7 3374 7 7545 | 03
8 3980 8 8148 2
9 4586 9 8750 | 03
7170 5192 05 ]| 7210 9353 | 02
1 5797 06 1 9955
2 6403 | 05 2 | 8580557
3 7008 | 06 3 1159
4 7614 | 05 4 1761
H 8219 5 2363
6 8824 6 2965
7 9429 | 06 i 3567
8 | 8560035 | 05 8 4169 |
9 0640 | 04 9 47701 02
7180 1244 05 | 7220 53721 01
1 1849 1 BY73 | 02
2 2454 2 6575 o1
3 3059 | 04 & 7176
4 3663 | 05 4 77| 02
5 1268 | 04 5 8379 O
6 4872 6 8980
7 2476 05 7 9581 | 00
8 6081 | 04 8 | 8590181 | 01
9 G685 9 0782
7190 7289 7230 1383
1 7893 | 198% | 00
2 8497 2 2584 | 01
3 9101 03 3 3185 00
4 9704 04 4 3785
5 | 8570308 5 43851 01
6 0912 03 6 4986 | 00
7 1515 7 5806
8 2118 04 8 6186
9 2722 03 9 6736
7200 3325 7240 7386 | 599

- —— —




— 409 —

N. M. Log. D. M. Log. D, M. Log.
i !

7241 8597985 | 600 | 7281 8621910 | 597 | 7321 | 8645704
2 8585 2 2507 | 96 2 6207

3 9185 | 599 3 3103 3 6390

4 9784 | 600 4 3699 | 97 4 7483

5 | 8600384 | 599 5 4296 | 96 5 8076

6 0983 | 600 6 4892 6 8669

7 1583 | 599 7 5488 7 9262

8 2182 8 608% 8 9855

9 2781 9 6630 | 95 9 | 8650447
7250 3380 7290 7275 | 96 | 7330 1040
1 3979 1 7871 | 1 1632
2| 4578 2 8467 95 2 2295
L 3 9062 [ 9 3 2817

4 5776 | 98 4 9658 | 95 4 3409

5 6374 | 99 5 | 8630253 5 4001

6 6973 98 6 0848 6 4593

7 7571 99 7 1443 | 96 7 5185

8 8170 | 98 8 2039 | 95 8 i

9 8768 9 2634 9 6369
7260 9366 7300 3229 | 94 0 6961
1 9964 1 3823| 95 1 7552

2 | 8610562 2 4418 2 8144

3 1160 3 5013 3 8735

4 1758 4 5608 | 94 4 9327

5 2356 5 6202 | 95 5 9918
6| 2954 6 6797 | 94 6 | 8660509
71 3552| 97 7 7391 7 1100
8| 4149| 98 8 7985 | 95 8 1691

9 | 4747 97 9 8580 | 94 9 2982
7270 | 5344 7310 9174 7350 9873
1] 5941 98 1 9768 1 3464
21 6539 97 2 | 8640362 2 4055

3 7136 3 0956 3 4646
4| 7133 4 1550 | 93 4 5236

5 8330 5 2143 | 94 5 5827

6 8997 it 2737 6 6417

7 9524 7 3331 | 93 7 7008

8 (8620121 | 96 8 3924 8 7598

9 0717 | 97 9 4517 | 94 9 8188
7280 1314| 96 ] 7320 5111’ 93 | 7360 3778

92
05
92
93
92

91
92
91
92

91

90
91
90
91
90




— 410 —

M. Log.

(=]
L |

=1

3
e
cc

-

(o]
]

-1

Dﬂwklﬁ\'.:lu’i‘:l:N.')l—'-:.‘EQO:‘-JGl‘_J'l-l-‘-W?C'—-3&:03--.?501#*th'—‘CICJO:!'-JC:-W%UJM

~1
o
=

89
90
89
90
89

88
89
88

89
38

87
88

87

88
87

~3
g
COO-IU GO N = S D00~ O U = Q010 = DD OO0« O U1 i G0 2D = O 2D 00 &7 0 UV 3R L0 3D b=

-1
e

(W

=1
e
(o]

~1
ey
cio

-1
=

8692004

3491
4077
4664

5251 |
5837 |
6423 |

7010

7596 |

8182
8768
9354
9940

8700526

1112
1697
2283
2868
3454
4039
4624
5210
57956
6380
6965
7549
8134
8719
9304
9888

8710473

1057
1641
2226
2810
3394
3978
4562
5146
5729

587
i

D.

86
87

86

87
86

85
86
85
]

~1
oo
(=]

-

9016

M. Log. D,
1 | B716313 | 584
2 6897 | 83
3 7480 | 84
4 8064 83
5 8647
6 9230 B4
W 9814| 83
8 | 8720397
9 0980
7450 1563
1 2146 82
2 2728 | 83
3 3311
4 3894 | 82
5 4476 | 83
6 5009 | 82
7 ob41 83
8 6224 | 82
9 6806
7460 7388
1] 7970
2 | 8552
3 9134
4 9716
b | 8730298
6 0880
7 1462 81
3 2043 82
9 2625 81
7470 3206
1 3787 | 82
2 4369 | 81
3 4950
4 5531
5 6112
6 6693
7 7274
8 7855 | 8D
9 | 8435 | 81

- -




e —

— 411 —
N. M. Log. D. N. M. Log. D. N. M. Log.
|
7481 | 8739597 | 580 | 7521 | 8762756 | 577 | 7561 | 8785792
2 | 8740177 2 3333| 78 2 6367
3 0757 81 3 3911 77 3 6941
4 1338 | 80 4 4488 4 7515
5 1918 5 5065 3] 8089
6 2498 6 | 5642 6 8663
7 3078 7 6219 7 9237
8 3658 8 6796 8 0811
9 4238 9 1373 9 | 8790385
7490 4818 7530 7950 76 | 7570 0959 |
1 5398 1 8526 | 77 1 1532
2 5978 | 79 2 9103 2 2106
3 6557 | 80 3 9680 | 76 3 2680
4 7337 78 4 | 8770206 77 4 3253
D 7716 | 80 5 0833 76 5 3826
6 8206 | 79 6 1409 6 4400 |
7 8875 | 7 1985 7 4973
8 9454 80 8 2561 8 5546
9 | 8750034 7 9 3137 9 6119
7500 0613 7540 3713 7580 6692
1 1192 1 | 4289 1 7265
2 1774 | 78 2 4865 2 7838
3 2349 | 79 3 5441 3 8411
4 2928 4 6017 | 75 4 8983
5 3507 5 6692 | 76 5 9556/ | 72
6 4086 | 78 6 7168 75 6 | 8800128 | 73
7 4664 | 79 7 7743 | 76 i 0701
8 5248 | 78 8 8319 | 75 8 1273
9 5821 ) 8894 | 76 9 1846
7510 6399 | 79 | 7550 9470 | 75 | 7590 2418
1 6978 | 78 1 | 8780045 1 2990
2 7556 2 0620 2 3562
3 8134 3 1195 3 4134
A 8712 4 1770 4 4706
g 9290 ] 2345 | T4 5 5278
6 9868 6 2919 75 6 6850 | 71
7 | B760446 | 77 7 3494 7 6421 | 72
8 1023 | 78 8 4069 | T4 8 6993 71
9 1601 | 77 9 46431 75 9 75641 T2
7520 2178 | 78 | 7560 5218 | 74 | 7600 8136 | 71




12 —

M. Log. D. M. Log. D. M. Log. D.
8808707 | 572 341 | 8831502 | 568 | 7681 | 8854178 | 565
9279 71 2 2070 69 2 4743

9850 2 2639 | 68 3 5308 | 66
8810421 4 3207 4 9874 | 65
0992 ) 3775 8 6439
1563 6 4343 6 7004
2134 i 4911 7 7569
2705 8 5479 8 8134

3276 ] 6047 | 67 9 8699 | 64
3847 70 0 6614| 68 | 7690 | 9263 | 6b
4417 T 1 7182 1 9828
4988 | 70 2 7750 | 67 2 | 8860393 | 64
5558 | T 3 8317 | 68 3 0957 | 65
6129 70 4 8885 | 67 4 1522 | 64
6699 b 9452 5 2086 | 65
7269 6 | 8840019 6 2661 | 64
7840 7 0586 | 68 7 3215 |
8410 8 1164 | 67 8 3779
3980 9 1721 9 4343
9550 0 2288 7700 4907

1 | 8820120 69 | 2855 | 66 1 5471

2 0689 | 70 2 3421 | 67 2 6035

3 1259 3 3988 3 6599

4 1829 | 69 4 4555 4 7163 | 63

5 2398 | 70 5 5122 | 66 5 7726 | 64

6 2968 | 69 6 688 | 67 6 8290

7 3537 70 7 6255 | 66 7 8854 | 63

8 41071 69 8 6821 8 9417

9 4676 9 7387 | 67 9 9980 | 64

0 52451 70 570 7954 | 66 | 7710 | 8870544 | 63

1 5815| 69 1 8520 1 1107

2 6384 2 9086 2 1670

3 6953 3 9652 3 2233

4 7522 | 68 4 | BB50218 4 2796
8090 | 69 5 0784 b 3359
8659 6 1350 | 65 6 3922
9298 7 1915| 66 7 4485
9797 | 68 8 2481 8 5048 | 62
8830365 | 69 9 3047 65 9 5610 | 63
0934 | 68 | 7680 3612 | 66 | 7720 6173




— 413 —

N. M. Log. . N. M. Log. D. N. M. Log. D.
7721 | BB76736 | H62 7761 | 8899177 | 559 | 7801 | 8921503 | 556
24 7298 = 9736 60 2 2059 b7
3 7860 63 3 | 8900296 a9 3 2616 |
8423 | 62 4 0855 | 60 4 3173| 56
7] 82985 5 1415 a4 5 3729
6 | 9547 6 1974 6 4285 b7
7 | 8880109 7 2533 T 4842 a6
8 | 0671 8 3092 8 H398
9| 1233 9 3651 0 5954
7730 1795 7770 4210 7810 Ga10
1 23571 61 1 4769 1 70606
2 2018 | 62 2 328 2 7622
3 3480 3 K887 | 58 ! 8178
4 4042 61 4 6445 a9 4 8734
5 4603 | 62 5 | 7004 h 9290
6 5165 | 61 6 7563 58 6 0846 | 55
7 57206 7 8121 | 7 | 8930401 56
8 6287 8 8679 59 8 0957 | 55
9 6848 | 62 9 09238 58 9 1512 a6
7740 7410 61 | 7780 | 9796 7820 2068 | 55
1 7971 1 | 8910354 1 2628
) 8532 2 0912 2 3178
3 9093 60 3 1470 o 3738
4 9653 61 4 2028 4 4288
5 | 8890214 | 5 25806 5 4843
6 0775 6 3144 (] 5398
i 1336 60 7 3702 57 i 5953
8 1896 61 3 4259 58 8 G508
9 2457 60 9 4817 9 7063
7750 307 7790 537H 57 | 7830 7618 Y
1 3577 61 1 232 1 8172 Dh
2 4138 | 60 2 (489 o8 2 8727 54
3 4698 3 T047 h7 3 9281 55
4 5258 | 4 7604 4 |- 9836| 54
5} H818 3 8161 5 | 8940390
6 6378 6 8718 (5} (0944
7 | 6938 7 9275 o 1408 | 55
8 7498 3 9832 8 2053 | bH4
9 8058 59 9 | 8920389 9 2607
7760 | 8!317| 60 § 7800 0946 7840 | 3161

werv—
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8943715
4268
4822
5376
5929
6483
7037
7590
8143
8697
9250
9803

8950356
0909
1462
2015
2568
3120
3673

4225 |

4778
5330
5883
6435
6987
7539
8092
8644
9195
9747
8960299
0851
1403
1954
2506
3057
3608
4160
4711
5262

e

52
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)
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5l
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8965813
6364
6915
7466
8017
8568
9118
9669

8970220
0770
1320
1871
2421
20971
3521
4071
4621
5171
b721
6271
6821
7370
7920
8469
9019
9568

8980117
0667
1216
1765
2314
2863
3412
3960
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5058
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2184
2732
3279
3827
4375
4022
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6017
6564
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8295
2
9299
9846

g
i

9000392

0939
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— 415 —

7961
2

s T2 B

797

~F
g
EO~NSU W OWR-ISITI WO Do

799

CLOLR~TITOMU WD O

800

M. Log.

9009676
9010222
0767
1313
1858
2403
2948
3493
4038
4583
5128
5673
G218
6762
7307
7851
8396
8940
9485
9020029
0573
1117
1661
2205
2749
3293
3837
4381
4924
H468
6011
GHH5
7098
7641
8185
8728
9271
9814
9030357
0900

546

45
46

45

N M. Log. i N. M. Log. D.
8001 | 9031443 | 542 | 8041 [ 9053101 | 540
2 1985 43 2 3641
3 2523 3 4181
& 3071 42 4 4721 39
5 3613 43 b 5260 40
6 4156 42 6 5800
7 4698 | 43 7 6340
8 5241 42 3 6380 39
9 5783 9 7419 40
8010 6325 8050 7959 39
1 6867 1 8498 40
2 7409 2 9038 39
3 7951 3 9577
4 8493 % 19060116
5 9035 5 0655 40
6 9577 6 1195 39
7 19040119 7 1734
8 0661 41 8 2273
9 1202 42 9 2812 38
8020 1744 41 | 8060 3350 39
1 2285 42 1 3889
2 2827 41 2 4428
3 3368 3 4967 | 38
4 3909 4 55051 99
5 4450 42 5 6044 38
6 4992 41 6 6582 39
7 9533 2 7121 38
8 6074 8 7659
9 6615 40 9 8197
8030 7155 41 | 8070 2735
4 7696 1 9273 39
2 8237 2 9312 38
3 877 40 3 | 9070350 37
4 9318 3| & | (0887 | 38
5 9859 40 5 1425 |
6 | 9050399 | 4 6 1963
73 0940 | 40 7 2501 37
8 1480 3 3038 38
9 2020 9 3576
8040 2560 | 41 | 8080 | 414 37




RIS 71 S

N. M. Log. D. N. M. Log. D, N. M. Log- .
8081 | 9074651 | 537 | 8121 [9096095| 535 | 8161 | 9117434 | 532
2 H188| 38 2 6630 2 7966
3 5726 37 3 7165 | 34 3 8498
4 6263 4 7699 | 35 4 9030
5 6800 b 8234 | 34 ) 9562
6 7337 6 768 | 35 6 | 9120094
7 7874 7 9303 | 34 q 0626 | 31
8 8411 8 9837 8 1467 | 52
9 8948 9 19100371 9 1689
8090 9485 8130 0905 | 35| 8170 2229 3
1 | 9080022 1 1440 | 34 1 2762 | 92
2 0559 | 36 2 1974 2 3284 | 31
3 1095 | 37 4] 2508 3 3815
4 1632 : 3042 4 4346 | 32
H 2169 36 5 3576 33 5 4878 | 31
(§] 2705 (4] 4109 | 34 G 5409
T 244 37 7 4643 7 5940
8 3778 | 86 8 ol =33 8 6471
9 4314 9 5710 34 9 7002
8100 4850 8140 6244 8180 Ty
1 5386 1 6778 33 1 8064
2 5922 2 7311 2 8595
3 6458 3 7844 | 34 3 9126 30
4 6994 4 83781 33 4 9656 | 31
5 7530 5 8911 5 | 9130187 | 30
(i 8066 6 9444 6 0717 | 31
7 8602 | 35 7 9977 7 1248 | 30
8 37| 36 8 (9110510 8 17%¢ 31
9 | 9673 9 1043 9 2309 | 30
8110 | 9090200 | 35 | 8150 1576 8190 2839
1 0744 1 2109 1 33069
2 1279 36 2 2642 | 32 2 3899 | 31
3 1815 | ‘35 3 3174 33 3| 4430 | 30
4 2350 4 3707 4 4960
H 2885 5 4240 32 5 5490 29
6 | 3420 6 4772 33 6 6019 |
7 3955 =i | 5305 | 32 7 6549
8 4490 | 8 5837 8 7079
9 5025 9 6369 | 33 9 7609
8120 5560 8160 6902 | 32 | 8200 8139 | 29




R
N. M. Lag I, . M. Log D N M, Log b
8201 | 9138668 530 | 8241 | 9159799 527 | 8281 | 9180828 | 594
2 9198 | 29 2 (9160326 | 2 1352 25
3 9727 | 30 3 0853 | 3 1877 24
4 29 § 1380 4 2401
5 5 1907 | 26 3 )25
G G 2433 7 ] 1444
g 7 2060 | 7 3973
8 30 8 3487 | 26 8 1497 |
Y 2003 29 0 013 4
8210 3432 8250 4530 27 | 8290 :
1 30961 | 5066 | 26 1 GOGY |
2 1489 | 2 na92 2 6593 |
3 h018 3 G118 27 : TN 23
i NH4T i G645 | 26 i 7640 | 24
3 GOTH 28 3 7171 8164 23
f) GO04 | 29 0 THIT | G 8687 [ 24
7 133 28 7 8223 | 7 9211 | 23
8 7661 29 8 8749 | 8 9734 | 24
9 8190 28 9 9275 25 9 (9190258 | 23
6220 8718 8260 9800 261 8300 (1781
el 9246 29 1 | M703206 | 1 1304
9775 | 98 2| 0852 2 1827 |
3 | 9150303 3 1378 25 3
i 4 1903 | 26 4
A | o 2429 | 25 5
6 ’ 6 2054 6
7 7i 2479 | 206 7
] | = 005 2H fal
i) (Se27 9 1530 4 22
8230 | 28 | 8270 5055 | 8310 23
1| , | 5380 | 1 22
2 2054 | 27 2 6105 2 23
3 208l 28 3 H630 3 1078 22
4 6100 | 27 4 7155 | i 8100 23
| 66306 | ) 7680 5 86231 22
b 7163 | 28 6 8205 3 9145
7 16491 27 7 | 24 i D667
8 8218 | 8 25 5192001849
) 8745 | 0 24 il 0711
) 1272 | 8280 | MBG303 | 25 | 8320 {233
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M. Log.

H64110
GU27
T444
7960 |
3476
2903
9509
9250025
0541
1057
1578
2089
2605
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5 2027 5 19980413 36 5 7828 | 34
6 3365 | G 0849 G 8262 | 35
7 3803 7 1285 | 7 8697 | 34
8 4241 8 1721 8 9131 | 35
b 4679 9 2157 9 95606 04
9920 5117 | 37 | 9960 2593 10000 | 0000000
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