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PRELIMINARES

I.—Supongamos dos puntos en un plaflo, log Py,
referidos 4 ejes cartesianos oz, oy (fig. 1.2); sean (x,1,),
(2,1y,) las coordenadas de esos puntos: olro cualquiera
P, de la recta P,P, estard determinado por la relacion
P,P,
PP,

La figura da, evidentemente,

, cuya magnitud y signo denotaremos por K.

Ly—=% Y=l
Ly — Ly  Yg— 4

2
luego
g e Ry e Yy, — Ky,
% 1—K * 1—K °
La cantidad K es negativa si P, esta comprendido entre
P, y P,, y positiva en el caso contrario.

. . i :
Sl-f: es el valor de K, las expresiones anteriores se

‘transforman en

X, — M, _ny,— my,

BT e R S e Ry

Hacemos esta observacion porque la mayoria de los au-
tores de Geometria analitica hallan las coordenadas del
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punto que divide un segmento en otros dos cuya relacion
: : ; m

sea conocida, sin preocuparse del signo de onihn llegan 4

formulas distintas de las anteriores en la apariencia.

Del mismo modo, siP,, P,, P, estuvieran referidos 4 un
sistema trilineal llamando (A, B, C) con los subindices
correspondienles las coordenadas de los puntos, ten-
driamos

A A, —KA,, __B,—KB,, _C,—KC,,
ARPRET T T i R Aoy [P T 2 g s T

y si empledsemos coordenadas tangenciales y fuesen
U, =0y U,=0 las ecuaciones de P, y P,, la de P, seria

U, — KU, =0.

II.—La distancia & de un punto (#z, y) 4 la recta que
iiene por ecuacion

ar+by+c¢=0,
estd dada por la f6rmula

gL ax 4+ by + ¢
+ Va1’

la ambigliedad del signo desaparece con la convencion de
que la distancia del origen de coordenadas & la recta se
congidere negativa; y para que sea asi, es preciso tomar el
radical del denominador con Signo contrario al que tenga
el término independiente ¢: esto es lo que supondremos en
todo lo que sigue.



Puntos en el infinito.

III. —Imaginemos (fig. 2.2) un sistema cartesiano tra—
zado en un plano y una recta AB que pase por el origen.

Sea y = ma la ecuacion de esta recta (m es un nimero).
Supongamos también un punto movil que recorre la recta
en la direccion de la flecha, partiendo por ejemplo del ori-
gen de coordenadas.

En un cierto instante la posicion del movil sera M, y sus
coordenadas ON, y OP,, que llamaremos &, é y,; en ofro
instante el movil llegard & M, y -sus coordenadas seran
I, .5 después, cuando el movil pase por M, sus coorde—
nadas valdran z,, y,, y asi sucesivamente.

Vemos, pues, que las coordenadas del punto mévil son
dos variables que crecen continua y constantemente, y que
los crecimientos de esas dos variables no pueden ser com-
pletamente arbitrarios, porque como al maovil lo supone—
mos siempre en la recta AB, sus coordenadas habréan
de satisfacer 4 la ecuacion y = maz, y por tanto gﬁ -1

(1]

T
e ) se-ete.

1

Si nos fijamos en un punto cualquiera M, de AB,
llegard un momento en que las coordenadas del punto
movil sean iguales d las de M, y en los instantes sucesivos
serdan mayores, como que van creciendo constantemenfte;
y esto serd cierto por grandes que supongamos las coor—
denadas de M. En resumen, que las @ ¢ y del movil crecen
indefinidamente, y en todos los instantes su relacion es
constante, determinada, igual & m.

Pues bien, 4 ese punto ideal que se mueve sobre la
recta AB, siempre en el mismo sentido, es al que llama—
mos punto en el infinito de AB,

Es importantisimo entender bien que al decir punto
en el infinito de una recta, no se trata de un punto deler—
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minado, sino de un punto que se mueve sobre ella, siem-
pre en el mismo sentido, y del cual punto no considera-
mos una ni varias posiciones, sino todas ellas en con-
junto, 6, mejor dicho, consideramos el movimiento del
punto.

Conocidas las coordenadas de un punto en un plano,
pueden determinarse analiticamente todos los elementos
O figuras que dependen de la posicion del punto. _

Asi, por ejemplo, las rectas que pasan por un punto
(,y,) tienen por ecuacion general

Y—1=a(x—2),

‘en (que @ es un numero cualquiera.

La polar del punto (x,y,) con relacién & una circunfe-
rencia de radio  que pase por el origen, tendrd por ecua-
eion xx, + yy, = r* (g).

La ecuacion de la circunierencia cuyo centro sea el
punto dado y que pase por el origen, sera

(2 —2)* + (¥ — 4,)* = & + ¥s";
G bien, desarrollando y simplificando,
x4+ y* — 2z, — 244 = 0 (7).

Fdeil seria considerar otros muchos elementos que de-
penden de la posicion del punto (z,y,), pero bastan para
nuestro objeto los citados.

Los coeficientes de las ecuaciones anteriores vemos
que dependen de las coordenadas del punto dado, 6 en
otros términos, son funciones de x, 6 y,.

Si suponemos un punto maovil, es decir, si z, € y, va-
rian, claro es que los elementos que hemos considerado
variaran también, y en sus ecuaciones deberemos distin-
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guii‘ dos sistemas de variables: el wno, el que forman
&, 6 y,, cuya variacion depende de la ley que adoptemos
para el movimiento del punto, ley arbitraria hasta ahora;
el ofro, formado por & é y, coordenadas generales del lu-
gar geométrico en que nos fijemos; la variacién de x é y
dependerd de los valores de &, é y, que adoptemos, pero
no de la ley de variacion de estas ultimas cantidades.

- IV.—Pues elijamos para ley del movimiento del punto
(#,1,) la de que recorra siempre en el mismo sentido una
recta que’pase por el origen; es decir: supongamos que

£, ¢ y, varien, verificindose siempre I — m, y creciendo
1] 3 o
‘0

r, constantemente; segun lo dicho anteriormente, tal ley
la expresaremos abreviadamente diciendo que considera-
mos el punto en el infinito de la recta sobre que se mueve
el punto.

Veamos como varian los elementos que hemos consi-
derado en el numero anterior.

La ecuacion

Y —tp=a(z—x)

se puede escribir

i Y g ) .
rl=—=—=qa—< =0
°(wo % Fmat g

para que el primer término de esta igualdad sea nulo, debe
de serlo la cantidad comprendida en el paréntesis, puesto
que &, no es nulo, sino que va creciendo constantemente:
luego

oo eidlo b gi® g ;
T G a=0();
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y como &, puede ser mayor que cualquier cantidad asig-
nable, podremos hacer que

14 £
s ke Q==&
&, &,

por muy pequernio que seac (%), lo cual equivale & deecir que
Y £

_._,a—.

4 medida que «, crece indefinidamente,
‘Ta $6 "Bﬂ

tiende 4 — gﬁ'; y recordando el principio fundamental de
‘0

los limites y la ecuacion (%), tendremos en el limite
a=m,

lo cual nos ensena que el sistema formado por todas las
rectas concurrentes en un punto, tiene por limite, cuan-
do ese punto se aleja indefinidamente sobre una rec-
ta-L (y = ma), el sistema de todas las rectas del plano pa-
ralelas & L.

El enunciado del teorema que hemos demostrado no
suele ser el anterior, sino el siguiente: un sistema de rec-
tas paralelas es un sistema de rectas concurrentes en el
infinito.

Después de lo dicho antes se comprendera el verdadero
significado de esta manera de expresarse.

La ecuacio6n (8) se puede escribir

! T
x—r—yﬁ:—:
Ly By

(*) Notese que no hablamos més que de la variacion de @, é y, , v que
los resultados que se obtengan son independientes del punto (x, y) del lugar
geoméirico (h).
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luego si el punto que consideramos es el punto en el infi-
nito de AB, tendremos pasando al limite

2 —+my=0:

resultado que se enuncia de dos maneras:

1.2 Cuando un punto se aleja indefinidamente sobre
una recta AB que pase por el origen, su polar (z) tiene por
limite la perpendicular & AB, que pasa por O.

2.4 La polar respecto 4 una eircunferencia que pasa por
el origen, del punto en el infinito de AB, es la perpendicular
d esta ultima recta, trazada por O. )

Siguiendo el mismo procedimiento, escribiremos la
ecuacion (1)

2t iy? 7
e~ 2y Io — 0;
SO €,

y suponiendo que (z,, 7,) es el punto en el infinito de AB,
llegaremos a deducir que en el limite

2z -+ my = 0:

luego el limite de las circunferencias que pasan por el
origen y tienen su centro en un punto (#z,y,), que se aleja
indefinidamente sobre una recta AB, es la perpendicular
trazada por O & esta ultima recta.

Con lo dicho se comprenderd bien el concepto de punto
en el infinito de una recta, y s6lo nos resta hacer algunas
observaciones importantes:

1.» Nuestros razonamientos anteriores suponen que
la recta pasa por el origen y no es ninguno de los ejes;
pero no por esto dejan de ser generales, puesto que el
origen y los ejes los hemos supuesto arbitrari_os, Yy cuan-—



L, el
do se tratase de una recta cualquiera, todo se reduciria a
hacer un cambio de coordenadas.

- - f
2,2 Hemos supuesto también que la relacion 5{3 perma-

n

nece constante é igual & m, pero se comprende, recor-
dando el principio de los limites, que & los mismos re-
sultados hubiéramos llegado suponiendo variable la re-
lacion %-‘;, con tal que esa relacion, @ medida que &, € ¥,
erezean, tienda 4 un limite, que serd el valor m que he-
mos empleado. Geométricamente equivale esto & que el
punfo movil, en vez de recorrer una recta, recorra una
curva que tenga una rama infinita.

3.* No nos hemos fijado en el sentido en que supone-
mos al movil recorriendo la recta, y hubiera sido inufil,
pues en nuestras conclusiones no ha quedado mas ras-
tro, por decirlo asi, del movil, que la cantidad m, inde-
pendiente de tal sentido: se expresa esto diciendo que
una recta sélo tiene un punto en el infinito, y otras veces
que los puntos en el infinito de un plano estin en linea
recta.

En resumen, diremos que un punto en el infinito esta
determinado en un plano cuando conozcamos el limite de

T 1,
la relacion J—’; de sus coordenadas, cuando éslas crezcan

indefinidamente con arreglo & una cierta ley.



CAPITULO PRIMERO

Principio de la dualidad.

§ T

#1.—Se determina un punto de un plano, en el sistema
cartesiano, considerandole como interseecion de dos rec-
tas respectivamente paralelas & los ejes, y este procedi-
miento geométrico equivale analiticamente & expresar que.
las coordenadas del punto satisfacen & dos ecuaciones
que, en este caso, son sencillisimas:

L=
y="0,

siendo a y b dos numeros determinados.

M#as generalmente, puesto que la posicion de un punto
de un plano queda delerminada por los valores de dos
cantidades, claro es que si entre estas dos cantidades, que
llamamos z, y, establecemos dos ecuaciones como

=0
o2 gy

& cada par de valores de 2, y, que satisfagan 4 estas dos
ecuaciones corresponderd un punto en el plano en que
tengamos los ejes; y si el nimero de soluciones del sis-
tema (1) es limitado, limitado serd también el numero de
puntos representativos de tales soluciones. ; ;

Para que las ecuaciones (1) representen un solo punto
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del plano, serd necesario y suficiente que no tengan mas
que un par de soluciones comunes, y esto sabemos por
Algebra que equivale & quef, y f, sean enteras, racionales
y de primer grado, es decir de la forma

ﬂ:'r_'_biy"_cl =0
e + b,y + ¢, =0\

Queda, pues, sentado que un punto se determina por
los valores de dos cantidades, y estos valores son en el
caso mas general los que satisfacen § dos ecuaciones de
primer grado entre dos variables.

2.—Consideremos ahora la ecuacion

ax + by +c¢ =0 (2);

esta ecuacion queda satisfecha por infinitos pares de va-
lores de « é y,y sin dificultad se demuestra, y asi se hace
en todos los tratados de Geometria analitica, que los pun-
tos representativos de esos pares de valores estin en li-
nea recta; y reciprocamente, que las coordenadas de to-
dos los puntos de una recta satisfacen 4 una ecuacion de
primer grado: por todo lo cual se dice que una recta se
determina analiticamente por una ecuaciéon tal como (2).

Para conocer una ecuacion hemos de saber los valores
de sus coeficientes: en la (2] aparecen tres de éstos; mas
como evidentemente no se altera la ecuacion porque la di-
vidamos por uno cualquiera de ellos, quedan reducidos a
dos. Con objeto de que haya uniformidad en nuestros
célculos, siempre elegiremos como divisor el término in-
dependiente, lo cual no disminuye la generalidad de las
formulas , y de este modo la ecuacion de una recta tendra
la forma

le 4+ my+1=0(3).
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Facilisimo es comprender la significacion de los coefi-
cientes ! y m de la anterior ecuacion: haciendo 2 igual
4 0 y llamando y, el valor que corresponda & y, se verifi-
card
my, -+ 1 =0,
de donde

haciendo y igual & 0 y llamando &, el valor simultineo
de &, tendremos

|l = —

2
i

pero &, y,, son respectivamente las distancias desde el
origen 4 los puntos en que la recta de que tratamos corta
4 los ejes, 6 bien los segmentos determinados por la recta
sohre los ejes: luego los coeficientes de @ é y en la ecua-
cion de una recta, puesta bajo la forma (3), son iguales y
de signo contrario 4 la unidad dividida por los segmentos
que la recta determina sobre los ejes.

3.—Resulta de todo lo anterior que, para definir anali-
ticamente una recta, es decir, para que podamos escribir
su ecuacion y, valiéndonos de ella, trazar la recta, si fuere
necesario, hemos de conocer los valores numéricos de los
coeficientes ! y m, y como para determinar dos valores
tnicos de dos cantidades son precisas dos ecuaciones de
primer grado entre ellas, diremos que una recta esti de-
finida por dos ecuaciones de primer grado entre [ y m.

4.—Vemos, pues, perfecta analogia, mejor dicho, iden-
tidad en la determinacion analitica de un punto y una rec-
ta en un plano, y aun podemos encontrar nuevas relacio-
nes enfre una y otra forma geomsétrica.
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Una vez conocidos los coeficientes que determinan una
recta, la ecuacion

le4+~my+1=0

queda satisfecha por las coordenadas de un punto cual-
quiera de la recta; pues bien: una prepiedad andloga se
verifica entre los coeficientes de todas las rectas que pa-
san por un punto determinado.

En efecto, sean (z,, y,) las coordenadas de un punto:
la ecuacion general de las rectas que por €l pasan es

g(;{.’— ‘Tn) e 5({;" — yu) =03
O bien
a + By — (a, + By,) = 0;

siendo « y p dos numeros: dividamos esta ecuacion por
— (a2, 4+ By,) para ponerla en la forma adoptada

¢ B
—_—— e —— gyl =
aZy + B, aly - Bito #
dando 4 « y B todos los valores imaginables, tendremos las
ecuaciones de todas las rectas que pasan por el punto
(22, ¥,); para que una recta

lz+~my—+1=0

pase por ese punto, serd preciso y bastard que haya dos
valores de = y § que satisfagan & las dos ecuaciones

(/2

e a'”n = B.‘:fn’

;

ht = —= —
oy =By’
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O quitando denominadores

(lxy +1)a+ lyp =0,
max,u - (my, + 1) = 0.

Como estas dos ecuaciones son homogéneas y de pri-
mer grado en z y B, para que sean compatibles habra de
verificarse que

lzo+1; 1y, . ;
ma,; mio—+1 '

desarrollando la determinante, se obtiene
lag+my,+1=0 [(4).

Esla condicion es necesaria y suficiente: luego resulta
que los coeficientes I y m de las rectas que pasan por el
punto (a, y,) satisfacen & la ecuacion (4), y reciproca-
mente.

5.—A las cantidades ! y m se las llama coordenadas tan-
genciales de la recta; y empleandn esta denominacion, los
resultados que hemos obtenido se pueden enunciar del
siguiente modo:

1.0 Paradelerminar un punto ¢ una recta en un plano,
necesitamos conocer dos cantidades, las coordenadas del
punto 6 las de la recta.

2. Dadas las coordenadas de un punto, las de todas las
rectas que concurren en él satisfacen & una ecuacion de
primer grado; y dadas las coordenadas de una recta, las
de todos sus puntos satisfacen también 4 una ecuacion de
primer grado.

3.2 Las ecuaciones de primer grado de que acahamos
de hablar, tienen la misma forma: el término indepen-
diente es la unidad positiva; los coeficientes de las varia-
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bles son las coordenadas que se nos dan, y 4 cada varia-
ble corresponde como coeficiente 1a coordenada que se
refiere al mismo eje; las variables son coordenadas de una
recta, si se nos da un punto, y coordenadas de un punto
si se nos da una recta.

@.—Dada, pues, una ecuacion de primer grado con
dos variables, que llamaremos « y v, de la forma

auw+bv+1=0 (5)|

siendo a y b dos niimeros, para representarla geométrica-
mente, podemos seguir dos procedimientos:

1. Convenirenrepresen- l 2.2 Convenirenrepresen-
tar las variables = y v por | tar las variables u y v por
las coordenadascartesianas | las coordenadas tangencia-
de un punto: entonces los | les de una recta: entonces
infinitos paresde valores de | los infinitos pares de valo-
las variables que satisiacen | res de las variables que sa-
il la ecuacion (5), estardan re- | tisfacen ala ecuacion (5), es=
presentados por una infini- | tardnrepresentadosporuna
dad de puntos, todos situa- | infinidad de rectas, todas
dos en una recta, cuyas co- | concurrentes en un punto,
ordenadas tangenciales se- | cuyas coordenadas serdn
rin ¢ y b, y diremos que la | @ y b, y diremos que la ecua-
ecuacion (5) representa & { cion (5) representa & ese
esa recta. punto.

¥.—Pero la doble interpretacion geométrica que hemos
dado 4 la ecuacion (5), puede evidentemente aplicarse &
cualquiera otra entre dos variables; y en esto consiste el
principio de la dualidad en la Geometria analitica en el
plano, cuyo enunciado general es el siguiente, que se
‘comprenderd sin difieultad, después de los desarrollos
anteriores.

Toda ecuacion con dos variables tiene una doble repre-
sentacion geométrica en un plano en que lengamos un
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sistema cartesiano, segun hagamos una. u otra de estas

dos conveneciones:

1.« Siconvenimos en re- |

presentar las dos variables
por las coordenadas de un
punto, entonces los infini-
tos pares de valores de las
variables que satisfacen 4
la ecuacion, estardn repre-
sentados por una infinidad
de puntos cuyo conjunto
estd definido analiticamerite
por la ecuacion dada.

A toda relacion entre los
pardmetros de la ecuacion,
corresponder:i una especial
distribucion de los puntos,
y por tanto una cierta pro-
piedad de la forma geomdé-
trica que determinan.

2.*  Siconvenimos en re-
presentar las dos variables
por las coordenadas de un
punto, entonces los infini-
tos pares de valores de las
variables que satisfacen i
la ecuacion, estardn repre-
sentados por una infinidad
de punios cuyo conjunto
estd definido analiticamente
por la ecuacion dada.

A toda relacion entre los
pardmetros de la ecuacion,
corresponderd una especial
distribucion delas rectas, y
por tanto una cierta propie-
dad de la forma geométriea
que determinan.
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8 —En coordenadas trilineales, un punto se determina
por tres cantidades; sus distancias d los tres lados de un
tritngulo tomado como sistema referencia; y como dadas
dos de ellas queda conocido el punto, y, por tanto, resulta
conocida la tercera distancia, es claro que no pueden
darse tres cantidades arbitrarias como coordenadas trili-
neales de un punto, sino que esas tres cantidades han
forzosamente de satisfacer 4 una cierta condicion que
permita deducir una de ellas conocidas las otras dos;
condicion facilisima de hallar, y que se expresa algebrai-
camente, si llamamos a, b, ¢, los tres lados del tridngulo
de referencia, S su area, y A, B, C, las coordenadas de
un punto, haciendo la convencion de que A, B, G, son
negativas cuando estin, respecto al lado & que se refieren ,
en la misma region que el tridngulo, y positivas en el caso
contrario, por la relacion

—aA — OB —c¢C =25 (6).

Sabido es que también pueden tomarse como coorde-
nadas trilineales de un punto, no precisamente sus dis-
tancias d los lados del tridingulo de referencia, sino canti-
dades proporcionales 4 dichas distancias, y estas nuevas
coordenadas satisfardan también 4 una condicion, que se
obtendrd del siguiente modo: llamando A’, BY, C', las ac-
tuales coordenadas de un punto, A, B, C, como antes las
distancias 4 los lados del tridangulo y * el coeficiente de
proporcionalidad, tendremos :

Al WA Bl = iBsi0ls— )6
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de donde

A B’ g
S S A

y poniendo estos valores en (6), resulta la condicion bus-
cada

— aA’ — DB’ — ¢C' = 2AS.

Todavia, en vez de las distancias de un punto a los la- -
dos del triingulo de referencia 6 de cantidades proporeio-
nales A ellas, se pueden tomar para definir el punto las
distancias multiplicadas cada una por un nimero distin-
to; es decir, que determinamos el punto por los valores
de KA, K,B, K,C, siendo K,, K,, K,, numeros conoci-
dos; llamando 4 estas nuevas coordenadas A", B, G", es
evidente que salisfardn d la condicion

e D oge Cpa
155 A K, i K, =

Si elegimos en particular los numeros K,, K,, K,, de
modo que

:i)-— —

24 <
K e Ty

las coordenadas correspondientes se llaman triangulares
y satisfacen 4 la relacion

— A" —B!" —(C" =1.
9.—Todas estas maneras de fijar la posicion de un

punto por medio de un triingulo de referencia, se redu-
cen, en suma, i dar tres cantidades que necesariamente
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han de satisfacer & una cierta condicion, y por tanto, se
pueden dar arbitrariamente dos de ellas, 6 bien las rela-
ciones de dos de ellas d la tercera. Supongamos, por ejem-
plo, que A, B, C, sean las distancias de un punto a1los la-
dos de un tridngulo, y que se conocen los valores p y ¢ de
; A B X

las relaciones % Y & deduciremos que A = pgC, B = ¢C; y
poniendo estos valores en (6), obtendremos

28 :
=T @wrbaTe
Y, por tanto,
25 25
=~ ar bt BT mprrgw st

#1e®.—Demudstirase inmediatamente después de estable-
cido lo anterior que si las coordenadas trilineales de un
punto, 4 mas de satisfacer 4 la relacion fundamental, sa-
tisfacen & una ecuacion homogénea y de primer grado con
relacion & dichas tres variables, los puntos correspon-
dientes estin en linea recta, y reciprocamente, las coor-
denadas de los puntos de una recta satisfacen 4 la condi-
cion (6), y & una ecuacion de la forma

o

- A+ mB+nC=0 (7).

Una recta queda, pues, definida desde el momento en
(ue se conocen las relaciones entre dos de los coeficientes
de su ecuacion yel tercero; ynosolros vamos a tomar siem-
pre, para evitar confusiones, como tercero al coeficiente
de C, ydlos de A y Blos llamaremos primero y segundo:
también diremos que el coeficiente ! corresponde 4 la va-
riable A, 6 al lado a 6 al vértice A del tridngulo de referen-
cia (fig. 3.5), y lo mismo de m y 7.

H8.—Busquemos ahora la significacion geomédéirica de
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una cualquiera de lag relaciones entre [, m y 72, por ejem-
n 2y 3

plo, de S, para ello hogamos A =0 en la ecuacion de la

recta (7); esto equivale 4 fijarnos en el punto de intersec-
cion de la recta dada con el lado a del triingulo de re-
ferencia; designando por « ese punto (fig. 3.0), y por
By, y Gy sus coordenadas relativas 4 los lados 0 y ¢, ten-
dremos

mBy + nCy = 0;

de donde

Pero un punto del lado @ queda determinado conocien-
do en magnitud y en signo la relacion de sus coordenadas

5 e T
referentes d los lados ¢ y 0: luego la relaciéon 5 define el

; : 6 -
punto «, y del misme modo las relaciones i definen
I

los puntos § y 1.

: T e : :

Si la relacion —es positiva, la igualdad (8) nos diee que

Cqz ¥ By son de signos contrarios, y por tanto, el punto «
2 + s o

no esti comprendido entre los vértices B y C; si = es ne-

gativa, el punto = estd entre dichos vértices. Una propie-
. bt Vil
dad andloga nos dardn las relaciones =Y
¥2.—Otra forma podemos dar 4 la igualdad (8), obser-
vando que de la figura se deduce, teniendo en cuenta los
signos
Cy = “B - sen B;

By = —4C-sen C;
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Y, por tanto,
m__«B senB _«B b

7 40 wen G ol e

O bien,
m b «B
el s (9)-
Del mismo modo lendremos
I a BA I a A
——= —- 1 fo— === [(11].
e (10} moh 1B (48

Observamos que estas tres ultimas relaciones son fa-
cilisimas de recordar, pues se comprenden en la siguien-
te regla: la relacion de las distancias del punto comun 4
una recta y un lado del triangulo de referencia a los dos
. vértices que se encuentran en ese lado, es igual 4 la rela-
cion entre los coeficientes de la ecuacion de la recta, divi-
dida (la relacion dicha) por la que existe entre los lados,
tomando los coeficientes y los lados correspondientes &
los vértices.

Esto da el medio de construir geométricamente con fa-
cilidad una recta dada por su ecuacion en coordenadas
trilineales, determinando los puntos en que corta & dos
lados del tr‘ithgu]o de referencia.

13.—Aun puede oblenerse de la figura otra propiedad
de los coeficientes I, m, n; en efecto, si trazamos perpen-
diculares 4 la recta de que ge trata desde los vértices A,
B, C, y llamamos p,, ps, po & esas distancias, tendremos

«B __Ds
QE_}): {8}.

Dos casos pueden ocurrir: que el punfo ¢ esté com-
prendido entre los B y C, 6 que no lo esté: en el primer
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caso, de que es ejemplo la recta de punto y trazo de la
«B
E:
buir & ps y pe signos contrarios; en el segundo, el de la

ficura es negativa; y por lo mismo deberemos aftri-

recta L, %?. es positiva: luego ps y pe deben de ser del

mismo signo: todo esto para que la relacion (s)sea cierta
en magnitud y signo. Observando la figura se descubre
que basta para ello suponer p, y pe del mismo signo cuan-
do estén & un mismo lado de la recta de que se trate, y de
signos contrarios si se encuentran & distintos lados; ha-
ciendo la misma convencion para p.y ps O ooy pa(*), ten-
dremos de un modo general

“B_po. PA_p TA_D

e pd BC T pd 3B iy
y en virtud de (9), (10) y (11),

condgtie S BT

z - al
A ) LN O TR R IR

2

igualdades que se pueden escribir

Lol ),
aps  bps  Cpe
Esto nos da la siguiente propiedad: los coeficientes [,
m, n de la ecuacion de una recta, son proporcionales a
los productos de los lados del tridngulo por las distancias
4 la recta desde los vértices opuestos.

(*) Notese que la convencion hecha no atribuye signo alguno 4 las can-
tidades pa, ps, po, sino a las relaciones entre estas cantidades.
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14.—La ecuacion de una recta puede, pues, escribirse
del siguiente modo:

(13) apA -+ bpB + cpeC = 0]

es decir, que una recta queda definida por sus distancias
a los tres vértices del tridngulo, distancias que se com-
prende inmediatamente que no pueden darse de un modo
arbitrario, porque dadas dos de ellas queda determinada
la tercera, y, por tanto, entre ellas debe existir una cierta
ecuacion de condieion independiente de la posicion de la
recta; en seguida buscaremos esa condicion; pero antes
observemos que, en vez de las distancias mismas, pueden
darse para definir la recta tres cantidades proporciona-
les 4 ellas, que llamaremos Py, Py, P., y entonees la ecua-
cion de la recta sera

aP,A + bPyB + ¢P.C =0,

puesto que la ecuacion (13) no se altera multiplicando por
una cantidad cualquiera, y podemos tomar como multi-
plicador la relacion de proporeionalidad entre Py, Py, Pe y
Ds, Puy Pe. También podria definirse la recla por tres canti-
dades proporcionales 4 los productos de las distancias
Pu, Psy, Pe, pOT Ires numeros conocidos; si esas tres canti-
dades son L, M, N, los tres numeros 7, 8,¢, y » el coefi-
ciente de proporcionalidad, tendremos

M
s

E = ?.p;' = Apg; E = kpe
r-. 2 "y t 3

¥y podremos escribir la ecuacion de la recta

L,  OM_  oN,
LA+ B+C =0
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Se ve que esla ultima manera de definir una recta no
es mdas que la generalizacion de la que empleamos al prin--
cipio, suponiendo conocidos I, m, n: puesto que hemos de-
ducido la proporcionalidad entre I, m, n, y ap., bps, ¢p., €3
decir, que [, m, n, son proporcionales & los productos de
Dy Puy Doy PO las canlidades conoeidas a, b, ¢, lados del
triiingulo de referencia.

3.—Busquemos la ecuacion de condicion 4 que satis—
facen p,, ps ¥ pe: para ello hay muchos procedimientos, al-
guno de ellos geomélrico, que seria el méas apropiado si
tratdramos de exponer el sistema de coordenadas trilinea-
les con independencia del cartesiano; mas como no es ese
el objeto de nuestro estudio, seguiremos otro método que
nos condueird con mayor prontitud al resultado.

Empezaremos por hallar la distancia de un punto dado
por sus coordenadas (A, B, €) & una recta. dada por su
ecuacion (1A + mB + nC = 0). Elijamos un sistema car-
tesiano rectangular, con el origen en el interior del triin-
gulo: las ecuaciones de los lados del tridngulo, teniendo
en cuenta las notaciones de la fizura, serdn:

A—xcosSe -+ ysenag —p —0.
B =®cosaq, +yseng, —p,= 0.
C =z cos e, + y sen g, — p, = 0.

La ecuacion de la recta sera

(14)  (leosa,-+meosa,~ncosag)o—+(Isen e, --msen o,~+nsen a)y—+
(Ip,+mps+np)=0.

Recordando una férmula muy conocida, la distancia 3
de un punto cualquiera (2, y) & esta recta, vendra dada
por la expresion

(leosay+meos z,—+ncosag)r—+(Lsen &, —-msen o, -+nsena)y—+(Ip,~+mp,-+np;)

&

Vlcos oty 1M C0S ay 1 c0S 2y)* (I sen o, +msen g, +nsenay)?
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Desarrollando el denominador, observando que a,—«, =
180" — C; #, — ¢, = 180" + B; #, — ¢, = 180" — A, y que, por
otra parte, poner las coordenadas (&, y) de un punto en
el primer miembro de la ecuacion (14), equivale 4 poner
las eoordenadas trilineales (A, B, C) del mismo punto en
el primer miembro de la ecuacion (7), la expresion ante-
rior se convertird en

+ IA + mB -+ nC
5 Vi <+ m? =4 n* — 2lm cos C — 2nl cos B — 2mn cos A

g

El segundo miembro no alterara porque sustituyamos
envez de ¢, m, n, las cantidades proporcionales ap,, bps, cp::
luego, finalmente

- apaA—bps B+epcC
= \/a“p;-'—k Dps* 4+ pa® — 2bepspo oS A —2eapepa c0s B—2abpapscosC

o

Si en esta formula ponemos en lugar de A, B, C, las

9
25 5, c—_—o),

coordenadas del vértice A (que SO0 A —— S

el primer miembro deberd ser p., y, por tanto

3 4pa?S* 2
=
V a@*pas+bipy4-c'pe—20cpape c0s A —2capop s 60s B—2abpaps cosC

P

luego

(15)  asps> + beps® -+ e2pe? — 2Wepape €08 A — 2eapepa cos B —
— 2abpaps cos €= 487

Si en vez del vértice A, tomdsemos el B 6 el C, llegaria—
mos al mismo resultado; y como entre pa, ps, pe, 10 puede
existir mas que una ecuacion de condicién independiente
de la posicion de la recta, tal ecuacion es la (15), que se

representa abreviadamente por |ap., bps, ¢pof = 4S5
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E6.—Resumiendo todo lo expuesto en este parrafo, ten-
dremos que en el sistema de coordenadas trilineales,

un punto se determina por
sus distancias & tres rectas
fijas (los lados del tridngu-
lo de referencia), distancias
que satisfacen 4 una cierta
condicion, (6): 0 por tres
cantidades proporcionales &
esas distancias; 6 por otras
tres cantidades proporcio-
nales 4 1os productos de las
distancias por numeros co-
nocidos.

una recfa se defermina por
sus distancias 4 tres puntos
fijos (los vértices del tridn-
gulo de referencia), distan-
cias que satisfacen 4 una
cierta condicion, (15): 6 por
tres cantidades proporeio-
nales 4 esas distancias; 6
por ofras tres canlidades
proporcionales & los pro-
ductos de las distancias por
numeros conocidos.

Pues elijamos, por ser lo mas sencillo para las conelu-

siones que nos proponemos sacar, como variables para
determinar la posicion de un punto, sus distancias a los
lados del tridngulo; y para determinar la posicion de una
recta, sus distancias & los vértices del mismo friingulo;
d las primeras ya sabemos que se las llama coordenadas
trilineales del punto; 4 las segundas las llamaremos coor-
denadas tangenciales de la recta.

1¥.—Consideremos una ecuacion homogénea y de pri-
mer grado con tres-variables, U, V, W, tal como

WU+ mV +nW =0 (16),

en que /, m,n son nameros; para represenfarla geomé-
tricamente, podemos seguir dos procedimientos:

1.c Convenir en que U, V, W representen las coordena-
das de un punto: entonees los infinitos sistemas de valo-
res de las variables que satisfacen & la ecuacion (16), ven-

drdn representados por una infinidad de puntos, y sabe-
mos que esos puntos estan en una recta cuyas coorde-
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nadas, multiplicadas respectivamente por @, b, ¢, son pro-
porcionales & I, m, n.

2.0 Convenir en que U, V, W representen las coordena-
das de una recta: entonces los infinitos sistemas de valo-
res de las variables que satisfacen & la ecuacion (16}, ven-
drian representados por una infinidad de rectas: la ecua-
cion general de estas rectas en coordenadas trilineales,
serd, segun sabemos,

aUA + DVB -+ ¢WC =0 (17),

en la que pondremos valores de U, V, W que satisfagan 4
(15) ¥ (16). La ecuacion (17) puede evidentemente susti-
tuirse por la que resulte de eliminar una cualquiera de las
variables U, V, W, entre ella y la (16). Eliminemos, por
ejemplo, la U, y la ecuacion general de las rectas se podril
escribir

V(6B — maA) + W (leC — naA) = 0;

y en esta forma se descubre inmediatamente que todas
esas rectas pasan por el punto determinado por las ecua-
ciones,

B —maA =0; leC — naA = 0;

6 bien
aA - OB el
Thass e
es decir, por el punto cuyas coordenadas, multiplicadas
respectivamente por @, b, ¢, son proporcionales 4/, m, n.
Facilisimo es demostrar los reciprocos de estos dos
teoremas.
A8.—Pero la doble interpretacion geométrica que he-
mos dado 4 la ecuacion (16) puede evidentemente apli-
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carse a cualquiera otra homogénea con tres variables, y
en esto consiste el prineipio de la dualidad en este siste-
ma, principio cuyo enunciado general es el dado en el
numero 9, 8in mas variaciones que considerar tres varia-
bles en lugar de dos, y ecuaciones homogéneas entre esas
variables en lugar de ecuaciones cualesquiera.:






CAPITULO II

Transformacién correlativa.

§ T

19.—Las definiciones de polar de un punto y de polo
de una recta, respecto & una cénica, y el teorema de que
4 los puntos de una recta L corresponden polares que
concurren en un punto M, siendo M el polo de L, nos en-
gefnan que dada una ﬁgut‘ri plana compuesta de puntos y
rectas, podemos construir otra también plana, valiénde-
nos de una conica auxiliar, de modo que & un punto de la
primera corresponda una recta en la segunda, y recipro-
mente. Construidas las dos figuras, es claro que d cada
propiedad de una de ellas cor‘z'espon(lérfi olra propiedad
en la segunda: el trabajo que se emplee en la investiga-
cion de una propiedad en una figura plana tendrd, pues,
un resultado doble, y esla gran ventaja del procedimiento
indicado se anumentard considerablemente si el analisis
de la cuestion nos conduce & un procedimiento uniforme,
4 una regla fija, para deducir una de otra las dos proposi-
ciones que se corresponden.

20.—Mas se ocurre desde luego que el sistema ex-
puesto en el numero anterior para deducir de una figura
ofra, y de las propiedades de la primera, las de la segunda,
entrana algo de particular y concreto, y surge natural-
mente la idea de generalizarlo. Examinando con atencion
lo expuesto, vemos que los resultados previstos dependen
esencialmente de que 4 punto de una figura corresponde
una recta en la otra, y reciprocamente; y que lo particular
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es el procedimiento seguido empleando una ednica auxi-
liar. Abandonemos ese procedimiento partieular, y pro-
pongimonos resolver el siguiente problema:

Dada una figura plana compuesta de puntos y rec-
tas, investigar formulas generales para dedueir otra, de
modo que & un punto de la primera corresponda una sola
recta en la segunda, y reciprocamente: 4 tales figuras se
da el nombre de correlativas, y la transformacion correla-
tiva tiene por objeto, dada una de ellas, deducir la otra.

21.—Para que nuesiros razonamientos aparezean con
toda claridad y no ocurran las dificultudes que suelen
presentarse al que por primera vez estudia esta cuestion,
vamos & suponer, por de pronto, que las dos figuras co-
rrelativas han de estar dibujadas en dos p'lunos distintos;
en cada uno de estos planos supondremos un sistema de
coordenadas cartesianas para referir a ellos las fizuras:
llamamos ejes de las & y de las y d los que estin en el
primer plano, y ejes de las « y de las & 4 los situados en el
segundo.

Un punto de la primera figura estard determinado por
sus coordenadas (2, y); un punto de la segunda por
las (=, §); una recla de la primera por una ecuacion de pri-
mer grado entre las coordenadas de sus puntos, y, por
ultimo, una recta de la segunda por una ecuacion and-
loga.

Para que al punto (2, y) corresponda la recta Lz
Mg+ N =0 ("), serd necesario y suficiente que conocidos
los valores numeéricos de x ¢ y, podemos determinar los
de L, M, N, 6 bien que & cada par de valores de & ¢ y co-
rrespondan valores determinados de L, M, N, 6 en otros
términos, que L, M, N, sean funciones de x ¢ y.

(*) Lo propio seria decir la recta cuya ecuacicn es, ete.; sin embar-
go, muchas veces, por abreviar el lenguaje, emplearemos expresiones
analogas & la que es objeto de esta nota.

[
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22 —Pongamos, pues,

L =il
M =[x, 7,
N ZJ;(W{’: U],

y tratemos de investigar la forma de las funciones f,, /., /s
Desde luego eslas funciones s6lo pueden tener un valor
para cada par de valores de 2z, y, puesto que so6lo una
recla ha de corresponder i cada punto de la figura que te-
nemos en el primer plano.

Utilicemos ahora la propiedad reciproca de la que he-
mos empleado; es decir, que & una recta de la segunda
figura corresponda un solo punto en la primera.

Tal recta tendrd una ecuacion como

lo+~mp—+n=0 (18),

en que /, m, n serin numeros.
Llamemos (x,, y,) las coordenadas del punto que co-
rresponde i (18), punto que llamaremos correlativo de (18).
La recta correlativa de (a2, y,) tendrd por ecuacion

[19} vf;(';'ln Ul}a+j;('rlli {J'rl}& +j':!('rn yl) =0

luego (18] y (19} deben de ser ecuaciones equivalentes,
puesto que representan la misma recta; esto exige que se
verifiquen las condiciones

.f:!:'rn .’)’1) _J;{,{‘” :’f.} _____J;)[:'i.n ."f‘l}

l m 1 5
O bien
(20] ”"J:[JIIJ yi} o {f‘lll.'ri} .r)‘l] :U; ?Ull(x’, yl) 2 {f"ﬁ(‘:cl? Ul} :U'

De manera que si conociéramos la forma de f,, £, .f,, re-
solviendo las ecuaciones (20), tendrfamos las coordenadas
3
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del punto correlativo de (18); y como este punto, segun la
definicion, es unico, las ecuaciones (20) solo deben verifi-
carse para un par de valores de sus incognitas; y esto
obliga 4 que sus primeros miembros sean polinomios de
primer grado en @, y,; pero lo que acabamos de deeir se
ha de verificar para todos los valores de [, m y n, puesto
gque la recta (18 ) puede ser cualquiera en la gue llamamos
segunda figura: luego f, £, v.f, son necesariamente de pri-
mer grado en &, y, es decir, de la forma

Lf;{‘rj ’/] = a,xr -+ b’y -+ c; )
Lilz, y) = @@+ by +¢, ¢ (21),
Llx, ) = ae by +cy

en que a,, b,, ¢,, t,, b,, ¢y, @y, by, ¢,, vepresentan nimeros
conocidos.

23.—Si, para abreviar, designamos por L, M, N fres
trinomios de primer gradoen (2, y), de coefieientes cono-
cidos, y en tales trinomios sustituimos sucesivamente las
coordenadas (&, y,), (24, Ya) voerr de todos los puntos que
forman una figura en el primer plano: llamando respecti-
vamente: (s ™ NTYHE ;ML NG e los resullados de
las sustituciones, las rectas del segundo plano represen-
tadas por las ecuaciones

La+ M+ N, =0
Lz M+ N, =0

CHE S T R S P R SO B

formardin una figura correlativa de la que hemos consi-
derado en el primer plano.



Si se nos da en el segundo plano una figura compues-
ta de reclias cuyas ecuaciones son

lag+mp—+n =0
by == n1,8 + 1, =0

L M N
= e T {“’-|]
£ T
L e N (s,)
TR S iy

los puntos del primer plano cuyas coordenadas sean res-
pectivamente las soluciones de los sistemas s,, s, ...,
formardn una figura correlativa de la que hemos supuesto
en el segundo plano. '

24.—Poniendo en la ecuacion de la recta correlativa
del punto (2, yJ,'cn vez de L, M, N, sus valores, y sacan~
do & é y factores comunes de los términos en (que apare-
cen, resulta

(e + af+ ;) + y (b2 + b+ by) +(ca+c8 +¢,) =0;

para abreviar, designemos por* el trinomio @,z + b, + ¢.;
porwel ba - 0,5+ b,y porvel e,z + c,B+ ¢,: la ecuacion
de la recta correlativa del punto (2, #) podrit ponerse in-
diferentemante bajo una de las dos formas

Lea+ME+N=0; rhr4py4»=0.
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Pero es importante observar que en ambas formas los
pardametros y las variables son los mismos, s6lo que en
la primera aparecen explicitamente y en la segunda no; el
empleo de esta segunda forma facilita algunas demostra-
ciones, como veremos en seguida.

25.—Imaginemos en el primer plano una recta cuya
ecuacion sea

ar 4+ by +c=0 (22);

4 cada punto (2, y) de esta recta corresponderd su corre-
lativa, representada por la ecuacion

A +py +—v=20 (23):

diremos que (23) es la ecuacion de las rectas correlativas
de los puntos de (22), y es preciso enfender bien esta lo-
cucion: (23) tiene sus parametros (L, M, N) dependientes
de (#, y), vy, por tanto, si consideramos muchos pares de
valores de (&, ), L, M y N adquirirdn otros tantos valo-
res, y la.-ecuacion (23) representard el mismo numero de
rectas que pares de valores hayamos supuesto; y si haces
mos variar (z, y} de una manera continua, de modo que
salisfagan & la ecuacion (22) 6 4 olra cualquiera, podre-
mos decir abreviadamente que (23) es la ecuacion general
de las rectas eorrelativas de los puntos gque forman el lu-
oar geométrico representado por la ley de variacion de
(z, y). En (23) habra, pues, dos sistemas de variables, que
es preciso distinguir bien: el uno (@, y), cuya variacion
se delermina por una relacion completamente distinta
de (23), y el otro («, ), cuya variacion se determina
por (23). 5

286.—Asi que el procedimiento para hallar la ecuacion
de la recta correlativa de un punto de (22) sera: 1.2, dar un
valor numérico & una de las dos variables (2, y); por
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ejemplo, & la 2; 2.0, deducir de (22) el valor de la y que co-
rresponda & la @ elegida; 3.°, sustituir estos dos valores
en (23). Pero es evidente que podemos efectuar de un modo
general las dos primeras operaciones indicadas, despe-
jando y de (22), con lo cual se obtiene

ae —+c,
G A
y sustituyendo este valor en (23), que se convertird, qui-
tando denominadores, en

(Db — ap)a@ 4+ (bv —en) =0 (24).

Claro que lo hecho para llegar 4 (24) ha sido eliminar y
entre lag ecuaciones (22) y (23) por el procedimiento de
sustitucion, y el mismo resultado se obtendria empleando
cualquiera otro de los métodos conocidgs.

Siendo la ecuacion (24) el resultado de efectuar de un
modo general las dos primmeras operaciones, sustiluyendo
en ella todos los valores posibles de 2, tanto reales como
imaginariog, tendremos las ecuaciones de las reclas co-
rrelativas de todos los puntos de (22).

Pero examinando la forma de (24), se deduce desde
luego que cualquiera que sea 2, la ecuacion se verifica
para los valores de « y g (que satisfacen 4 las ecuaciones :

bh —ap. =0
by —ep =0,

(que se pueden escribir

-

A v
& DG

los valores de = y § que satisfacen 4 estas ecuaciones son,
por tanto, las coordenadas de un punto del segundo plano
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que verifican la ecuacion (24), r:n.m]quiém que sea »: lue-
o las rectas correlativas de los puntos de una recta con-—
curren en un punto. '

@7 —Veamos si el reciproco del teorema que acabamos
de demostrar es cierlo.

Supongamos en la segunda figura varias rectas con-
currentes en un punto, cuyas coordenadas llamaremos
(2., B,); la ecuacion general de dichas rectas sera

4 bien

na — mf -+ (mf, —neg) =0 (25),

siendo m y n numeros cualesquiera.

Las coordenadas de los puntos correlativos en la pri-
mera figura con las rectas de la segunda, representadas
por (25), se oblendran (23) de las ecuaciones

L M N

no —m mpy— na, 875

pero resulta facilmente por las propiedades de las fraccio—
nes iguales

L M _ Le + M§,,

n —am - g, —imp,

luego los puntos cuyas coordenadas satisfacen i las ecua—
ciones (26), es decir, los correlativos de las rectas (25),
satisfacen también, cualesquiera que sean los valores
de m y n, ala ecuacion

Lo, + ME, = — N,
¢ bien
Lz, +~ MB, + N =0,
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que también puede escribirse x4, + yp, +v, =0, y que por
ser de primer grado en (@, y), representa una recta de la
primera figura. '

28.—Al punto de la segunda figura, interseccion de las
rectas correlativas de ld_s puntos de la primera, situados
en una recta A, lo lamaremos punto correlatico de la
recta A.

Del mismo modo & la recta de la primera figura, lugar
geomélrico de los punlos que tienen por correlativas en
la segunda reclas concurrentes en un cierto punto =, la
Hamaremos recta correlativa en la primera figura del
punto = de la sequnda. :

29.—Tenemos, pues, segin lo dicho anteriormente:

1. Al punto (&, y) de la primera figura, corresponde
en la segunda, la recta Le + Mg 4N = 0.
2.0 A la recta axz + by +c¢ = 0, de la primera figura,

L 1 v
corresponde en la segunda el punto = 15 =

3.2 Al punto (« 8) de la segunda figurd, corresponde en
la primera la recta ok 4+ yp + v = 0.

4.0 A la recta lz + mg 4+ n =0, de la segunda figura,

2 ! L M N
corresponde en la primera el punto VIR IRk
B0.—Vamos ahora & examinar algunas particularida-
des importantes que se presentan en el caso general,es de-
cir, suponiendo cualesquiera los coeficientes de L, M, N,
Odeh, p, v,

a. Consideremos los puntos dela primera figura situa-
dos sobre la recta cuya ecuacion es L = 0: sus rectas co-
rrelativas estardan representadas por M 4+ N = 0, 0 hien |

N ; .
p=— N poniendo en M y N valores de (x, y) que satis-
fagan & L = 0: luego los puntos de L = 0 tienen por rec-
tas correlalivas paralelas al eje de las aa.

b. Consideremos los puntos de la primera figura si-
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tuados sobre la recta, cuya ecuacion es M = 0; sus rectas

correlativas estardn representadas por Lz -+ N =0, 6
:\T

hienie =— T’ poniendo en L y N valores de (2, y) que

satisfagan & M = 0: luego los puntos de M = 0 tienen por
rectas correlativas las paralelas al eje de las #3.

c. Consideremos log puntos de la primera figura si-
tuados spbre la recta cuya ecuacion es N = 0; sus rectas
correlativas estardn representadas por g: %‘i, poniendo
en Ly M valores que satisfagan & N = 0: luego los pun-
tos de N = 0 tienen por rectas correlativas las que pasan
por el origen del sistema .

d. Consideremos el punto de la primera figura inter—
0
1]
recta eorrelativa tendrd por ecuacion M= 0, 6 hien § =0,
puesto que M es aqui el nimero que resulta de sustituir
en la expresion general de M, en vez de @ é y, los valores

; : ! i “Ts =0
numeéricos que satisfagan d las ecuaciones ‘ N =0

o : L=
seccion de las rectas cuyas ecuaciones son I Sl l: sl

s:lue—

go dicha recta es el eje de las wa.
e. Consideremos el punto de la primera figura, inter-

o - Jrih 2 U (M =0
seccion de las rectas cuyas ecuaciones sorn ' =0 18U

recta correlativa tendrd por ecuacion Laz=0, 6 bien 2 =0,
puesto que L es aqui el namero que resulta de sustituir en
la expresion general de L en vez de (2, ), los valores nu-
méricos ( satisfogan 4 las e i *"M=0!' X
s (que satisfagan 4 las ecuaciones [N =0 luego
dicha recta es el eje de las §3.
J. Consideremos el punto de la primera figura, inter-
(| L =
‘ M=10
recta correlativa tendrd por ecuacion N =0; y como aqui

seccion de las reclas cuyas ecuaciones son I su
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N es el ammero que resulta de sustituir en la expresion
general de N los valores numéricos de 2 é y, que salisfa-

cen i resulta que dicha ecuacion representa la

fLii=-0 (
IM =0/
recta en el infinito del segundo plano.

Recordando que al punto («, ) de la segunda figura co-
rresponde en la primera la recta @k + ypr + v = 0, se de-
ducen con la misma facilidad que las propiedades ante-
riores las siguientes:

a'. A las rectas de la primera figura paralelas al eje de
las »z corresponden en la segunda los puntos de la recta
que tienen por ecuacion » = 0.

b'. A las rectas de la primera figura paralelas al eje de
las yy corresponden en la segunda los puntos de la recta
que tienen por ecuacion p = 0.

¢'. A las rectas de la primera figura que pasan por el
origen de coordenadas corresponden en la segunda los
puntos de la recta representada por v = 0.

d'. Al eje delas zz corresponde en la segunda figura
[h=04
lv=o0V
Al eje de las yy corresponde en la segunda figura el
punto de interseccion de las rectas p =0y v = 0.

S’ Alarecta en el infinito del primer plano correspon-
de en el segundo i)l:mo el punto en que se cortan las dos
rectas h =0y p=0.

g. Un punto en el infinito se determina, segun vi-
mos (IV), por el limite & que tiende la relacion E;i de las

L

el punto representado por

el.

coordenadas de un punto movil que satisfacen 4 una cier-
ta relacion fle, y) =0, cuando una de dichas coordena-
das crece indefinidamente. g

La ecuacion de la recta correlativa del punto (2, y) se
puede escribir

y 3 )" -
L e — 2T)%
P LA
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la ecuacion de la recta correlativa de un punto en el infi-
nito del primer plano serd el limite de la (27), cuando
(e, y) crezean indefinidamente satisfaciendo & una cierta

7 W ) 1
ley; pero si el limite de TJ es nm, el limite de (27) seri

L - myp = 0 (28), y esla ecuacion representard la recta que
corresponde al punto en el infinito que la cantidad m de-
lermina en el primer plano. :

Vemos que cualquiera que sea m, las rectas (28) pasan
por el punto de interseccion de las L}ti 3{, que es lo que
hemos deducido anteriormente.

. Del mismo modo, 4 la recta del primer plano que
tiene por ecuacion L + 7N = 0, corresponde en el segun-
do el punto en el infinito determinado por la condieion

lim. E =,
Ls S

. Alpunto imaginario del primer plano, cuyas coorde-
nadas son (¢ +b)/—1, @' + b )/—1) corresponderi la
recta

(@a+ o)/ — 1+ (@ + V'V —=1)p+v =0,
6 bien
(an 4+ a'p +v) + l/——l (b4 0'w) = 0;

esta recta es también imaginaria; pero pasa por el punte
real de interseccion de las rectas

ah 4 adp v =10
. i (29).
b+ 0 =0
Si se consideran en el primer plano dos puntos imagi-
narios conjugados, cuyas coordenadas sean respectiva-
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mente(a bl/—_l, d+0V —1)la— bl/j, (.{'—b*l,/-——l),
sus rectas correlativas pasardan por un mismo punto real,
el determinado por las ecuaciones (29), y es muy ficil
ver que este punto es el correlativo de la recta real que
pasa porlos puntos imaginarios considerados en el pri-
mer plano. :

K. Del mismo modo se deduce, y como ejercicio con-
viene al lector delallar esta propiedad, que & una recta
imaginarid del primer plano, corresponde en el segundo
un punto también imaginario, y que los puntos correlati-
vos de dos rectas imaginarias conjugadas del primer pla-
no son también conjugadas y se hallan en la recta real
que corresponde al punto de interseceion también real de
las dos rectas consideradas.

Observacion.—Ya hemos advertido que suponemaos rea-
les los coeficientes de L, M, N, y esta misma hipotesis
haremos en lo sucesivo; pues aunque el estudio dela
transformacion general, considerando de forma compleja
los coeficientes dichos, es muy curioso, y notables los re-
sultados que se obtienen, hacer ese estudio nos apartaria
del objeto que nos hemos propuesto econseguir con estos
apuntes.

$H.—Sien el primer plano tenemos dos puntos Ay B
(fig. 4.»), ecuyas coordenadas designaremos respectiva—
mente por (&, ¥,) (2, y:), las de un tercer punto C situa-

e 3 P ChN T
do en la recta AB, de tal modo que se verifique OB =
: m A . : 1
siendo = una cantidad determinada en magnitud y en
7i
gigno, seran

nE, — My, 1Y, — Y,
4 17— I

n—m
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La recta R,, correlativa del punto A, fendri por

ecuacion
(a2, +0y, + C:)“ —+ (@y, DY, = ¢,)B+ (a2, +bsy, ¢s) =0,

G bien
: Le+MB-+N, =0,

indicando con los subindices, que se han sustituido en
las expresiones generales de L., M y N, las coordenadas
afectas de los mismos subindices.

La recta correlativa del punto B esfard representa-

da por
Lua == J.\Iﬂirj -+ Ng — 4

Finalmente, la ecuacion de la recta correlativa de C,

serd

(a nr .— ma, e, nYy—my, , )ge i
ASA—Tn Y n—m =y

nr, — i, ny, — mif, )
+(a —+ b,— e
( * n—m Sl = +6)i+

ar, —mer iy, — N
— (a‘ ! 24D, Y Ya cs) =0;
A e n—m

o bien, quitando denominadores,
n(Lez+MpB+ N,) —m(Laz+ MBS+ N,) =0,
4 la que se puede dar la forma

L+ MB+N, m (30)
Lz+MB+ N, =n i

Veamos qué significa esta ecuacion.
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La distancia de un punto (« 8) & la recta cuya ecua-
cion es
L+ MB+ N=0,
se sabe que es
L,z MJf -+ N,
VL + M?

tomando para el radical signo contrario al de N,.

Luego L,z + M+ N, es el producto de la distancia
de un punto cualquiera del segundo plano 4 la recta R,
por el valor absoluto de I/L,2 -+ M,* afecto de un signo que
sabemos determinar. :

Del mismo modo L. 4+ M. + Nu es el producto.de la
distancia de un punto cualquiera del segundo plano & la
recta Re por el valor absoluto de l/L,‘-' -+ M,? afecto del sig-
no correspondiente.

La ecuacion (30) nos dice, pues, que la relacion de las
distancias de un punto cualquiera de R, & las rectas R, y
Re, es

in_-:]/L,,=+ Mf,
Y L+ My

sin que haya ambigliedad en el signo que se deba tomar,
(que dependerd de los que tengan las cantidades N, y N,.
VL + Mg
V L+ M,
que le corresponda, la relacion antedicha sera :

Designando por K la cantidad con el signo

iy

it

El valor y el signo de K =6lo dependen de los puntos
Ay B.
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Pero _EE es igual, cualquiera que sea el punto I de R,,
HG

1 sen(R,R,).
sen(R,R.)’
tos fijos, A, B, y dos rectas correlativas, R, Rs, y hacemos
recorrer & un punto C la recta AB, llamando R, & la corre-

luego resulta que si consideramos dos pun-

; > 2 ' CA _ .
lativa de dicho punto, la relacion variable Sera propor-

sen(R,R,)
sen(RR,)
proporecionalidad serd la cantidad designada por K,
32.—Consideremos ahora cuatro puntos en linea rec-
ta, P,, Ps, P,, P, ¥ 3us rectas correlativas R,, Ri; R;, R,
que serdn concurrentes.
Segiin lo dicho en el niumero anterior, tendremos

ctonal & la relacion variable y el coeficiente de

5 < sen (R.R,)
PP, sen(R,R)’
PP, .sen (R,R,).

PP, “sen(RR,)

dividiendo estas dos ignaldades, se obtiene

PP, . PP,  sen(R,;R;) sen(R/R;)

: = : 3.
PP, PBe  sSen(RRY) Een (R Rs) (B4

El primer miembro de (31) es la relacion anarmonica de
~ lospuntos P que se representa porel simbolo(P,, Ps, PRy
y el segundo la relacion anarmonica de las rectas R ex-
presada por (R,, R, Ry, R;). _

La igualdad (31) demuestra, recordando las relaciones
que existen entre las diferentes relaciones anarmonicas
que corresponden 4 cuatro puntos en linea recta y 4
cuatro rectas concurrentes, la siguiente importantisima
propiedad:



Las relaciones anarmaénicas de cuafro puntos en linea
recta del primer plano son iguales @ las del haz que for-
man sus reclas correlativas en el segundo, tomando las
rectas en el mismo orden que los puntos.

BB s casi evidente, después de log principios esta—
blecidos, que también se verifica la igualdad entre las re-
laciones anarmonicas de un haz de cuatro rectas de la pri-
mera figura y sus puntos correlativos tomados en el mis-
mo orden que las rectas.

34.—Se comprenden sin :.liﬂcultad, después de lo di-
cho, las siguientes propiedades:

Sien una figura plana hay dos sistemas de puntos o
dos haces de rectas homogrificas, en la figura correlativa
los haces de rectas 6 los sistemas de puntos correspon-
dientes serdn también homograficos.

Sien una figura plana hay sobre una recta dos series
de puntos en involueion, los haces que alrededor de un
mismo punto corresponderin en la figura correlativa, es—
tardn también en involucion.

35.—Para establecer las férmulas de la transforma-
cion correlativa y deducir las propiedades mas importan-
tes que de ellas se derivan, hemos empleado hasta ahora
el sistema de coordenadas cartesianas lineales para deter-
minar los elementos geométricos (puntos y rectas) que
constituyen las dos figuras: se llegard evidentemente &
los mismos resultados empleando los sistemas de coor-
denadas cartesianas tangenciales, ¢ las coordenadas ho-
mogéneas, o las trilineales 6 triangulares.

Hemos elegido el método menos elegante para nuestro
estudio, porque dedicamos estos apuntes 4 los que por
primera vez estudian la Geometria analitica, y nos hemos
propuesto darles una idea ¢lara de la teoria de figuras co-

rrelativas:ahora, que creemos haberlo conseguido, vamos

d repelir nuestro estudio, si bien con alguna rapidez, em-
pleando otro procedimiento, lo cual constituird un ejer-



cicio muy conveniente, pues familiarizara al lector con el
empleo de otros sislemas de coordenadas, haciéndole
comprender sus ventajas y poniéndole en disposicion de
usarlos directamente cuando su infeligencia haya de ocu-
parse en investigaciones més elevadas.
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36.—Sabemos que un punto estd determinado en coor-
denadas tangenciales por una ecuacion de primer grado,
como
auw—+bo+c=0 (32)

entre las variables «, v, que son las coordenadas de una
recfa.

Elijamos para delerminar la primera figura las coor-
denadas tangenciales, y para deferminar la segunda las
coordenadas lineales, correspondientes ambas al sistema
carlesiano definido en la primera figura por las dos rec-
tas o2, oy, y en la segunda por las o'z, 0'f, las mismas que
hasta ahora nos han servido.

A poco que nos fijemos, comprenderemos que de este
método mixto de determinar las dos figuras han de resul-
tar algunas ventajas, como son abreviar algo los razona-
mientos y dar unidad a la notacion algebraica: en efecto,
log elementos que constituyen las dos figuras son puntos
y rectas; en cada uno de log dos planos tomamos dos va-
riables independientes, que llamamos u y v en el primero,
ay fen el sequndo; un punto de la primera figura estara
definido por una ecuacion de primer grado en «, ©; una
recta de la segunda por otra ecuacion, también de primer
grado, entre «y ?; una recta de la primera vendri repre-
sentada analiticamente por dos ecuaciones de primer
grado en 1, v; un punto de la segunda por dos ecuacio-
nes del mismo grado entre «, f; vemos, pues, que los
elementos correspondientes en las dos figuras estin
determinados por el mismo ntimero de ecuaciones entre

4
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las variables que corresponden & cada uno de los dos
planos; esto indudablemente es mas uniforme, por de-
cirlb asi, que lo que ocurria cuando empledbamos el mis-
mo sistema, el de coordenadas lineales, para determinar
las dos figuras, pues alli el namero de ecuaciones que de-
finian los elementos correlativos era distinto: fijar un
punto en la primera figura, equivalia & dar dos ecuacio-
nes entre (2, y), y su elemento correspondiente estaba
determinado por una sola entre las variables del segundo
plano.

Seguiremos exactamente el mismo orden que antes
(parrafo 1 de este capitulo), para hacer resaltar que la
esencia del método es la misma, y que las ventajas que
encontremos dependen exclusivamente del medio de q_ué
nos valemos para realizar nuestro estudio.

37.—Una recta de la segunda figura estard representa-
da por una ecuacién, como

le+mB+n=0 (33)

entre las variables («, #), coordenadas de un punto en el
segundo plano.

Si al punto (32) corresponde la recta (33), conocidos los
valores de a, b, ¢, han de quedar determinados I, m, n, 6
en otros términos, ha de verificarse

o= f(a, be))
m_j;{a: b, {')’ (34);
n =Jfla, b, c))

y como, dado un punto del primer plano, ha de deducirse
una sola recta en el segundo, las funciones f, /i, f;, adqui-
rirdn valores unicos para cada sistema de valores de
asbsies ;

Reciprocamente & una recta del segundo plano corres-



ponderd un solo punto en el primero: luego resuelto el
sistema (34) respecto 4 a, b, ¢ (pardametros que defermi-
nan un punto en la primera figura), debe resultar un sis-
tema de valores unicos: f,, £, f; son, por consiguiente, de
primer grado en a, b, c.

Ademas, las dos ecuaciones

aw+ bv+4+ c¢=0 (32)
My 4+ 2Mo +re =0 (32)

representan evidentemente, cualquiera que sea 1, el mis-
mo punto: la recta correlativa del punto (32) tiene por
ecuacion

Sla, b, e)e+fila, b, c)g+fila, b, e) =0,
y la del punto (32)

Jilra, 2b, he)a - fi(ra, W0, he )8 + fi(2a, WD, Ae) =0,

pero estas dos ecuaciones deben representar la misma
recta: luego se verificara

filha, 0, 0e) _ fi(ha, Wb, he) _ A, 2, Re)
fla,b,¢) . Ala,b,¢)  filab,e)

cualquiera que sea 1; esto exige que f,, £, f; sean funcio-
nes homogéneas respecto d a, b, c.

Sabiendo que f;, f;, f, son homogéneas y de primer
grado, su forma serd

L =fila, b e) =ra+sb+ e,
m=/f(a, b, c) = ra-+ sb -+ te,
7t :j:!{a-’ b: C} Rk ?‘sa +33\b + I,{.‘.
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38 —Tenemos, pues, deducido el procedimiento que
ha de servirnos para determinar analiticamente dos figu-
ras correlativas, empleando en el primer plano coordena-
das tangenciales y en el segundo lineales; reducese tal
procedimiento 4 escribir tres frinomios de primer grado y
homogéneos respecto d a, b, ¢, trinomios que, para abre-
viar, designaremos por [/, m,n, y {itodo punto de la pri-
mera figura representado por

au—+bv+c=0 (32),

corresponderd en la segunda una recta definida por la

ecuacion
la 4 mb—4+-n=0.

Pongamos en esta ultima ecuacion los valores de /, m,
n, deducidos en el nimero anterior; y resultard

(ra—+sb-te)a—+ (1 —+ sb =4 te)B +
+ (a4 sb+ te) =0,
O bien
ar—4bp+cv =0 (35),

siendo %, p,v trinomios de primer grado en «, B, cuyos
coeficientes son los mismos que hay en [, m, n, aunque
en orden distinto, pero ficil de recordar.

Comparando las ecuaciones (32) y (35) que represen-
tan, segtin sabemos, un punto de la primera figura y su
recta correlativa en la segunda, deducimos, puesto que
estas dos ecuaciones se verifican para los mismos valores
de a, by ¢, que necesariamente tendremos

Il

< | =

&
= lg
A



6 bien 8
u=—'j

(36,
5 —P-\

lo cual demuestra que en dos figuras correlativas, las co-
ordenadas tangenciales de una recta de la primera figura
son iguales 4 los cocientes de dos trinomios de primer
grado, dependientes de las coordenadas lineales de un
punto de la segunda figura, divididos por un mismo tri-
nomio de iguales condiciones.

39.—Si hubiéramos establecido las relaciones (36) en-
tre las coordenadas tangenciales de la primera figura y las
lineales de la segunda, siempre que u, v salisitigan 4 una
ecuacion de primer grado, &, ¢, v, satisfarin & otra tam-
bién de primer grado; pero la primera ecuacion represen-
ta un punto de la primera figura, y la segunda ecuacién,
que por ser de primer grado en A, ., v, lo es también en
a, 8, representa una recta en la segunda figura: luego las
dos figuras, construidas de modo que se verifiquen las
relaciones (36), son correlativas.

Podemos, pues, tomar las relaciones (36) como la de-
finicion analitica de dos figuras correlativas.

40.—Supongamos ahora varios puntos en linea recta
en el primer plano; definamos dicha recta por dos puntos
conocidos, M y N, cuyas ecuaciones sean

au—+bo+c =0
Ayt + D0 4+ s = 0

(37); :
para que un tercer punto

au—+bv+c=0 (32),

esté en linea recta con los dos anteriores, serd necesario



y suficiente que las tres ecuaciones (37) y (32) se verifi-
quen para los mismos valores de u y v, lo cual equivale
a que

a’i) bi} C|
s i 6 | =0
a5 e
6 bien, desarrollando esta determinante
Ka+ K'b+ K'=0,

siendo K, K’, K" los valores de

b! ) cl
ba, 6,

Cy, G

]
cg, s

2

a’l! bl .
a‘!: b! j

Tuego para que un punto movil
auw—+bv+c¢c =0

describa una recta, es necesario que a, b, ¢ varien, satis-
faciendo & una ecuacion de primer grado.

Esta condicion es también suficiente; pues i a,, b,, ¢,,
., Us, €1, ay, by, ¢, son tres sistemas de valores de a, b, ¢,
que satisfacen & una ecuacion de primer grado, tal como

Ka + K'b + K"e =0,
se verificara
a!’ b!) cl

w_-, bi, Ca =0,
a’? bs’ cl



que es la condicion para que los tres puntos
au—+bo+c¢ =0,

auu"—bev‘!—f.'g:(],
ai + bo + ¢,

Il
oS
el

estén en linea recta.
AN, —Pero sabemos que al punto

au+bv—+c¢c =0
corresponde la recta
ah -+ bp 4+ cv = 0:

luego si el punto (32) se mueve sobre una recta en la pri-

mera figura, es decir, sia, b, ¢, varian satisfaciendo 4 una

ecuacion de primer grado, las ecuaciones (37) quedardn

satisfechas, cualesquiera que sean esos valores de a, b, ¢,
8 : i

por los valores de« y B, que hagan =y "—:, iguales d ciertos y

determinados nimeros: los que se deduzcan de las dos
ecuaciones

A
a,;—i—b,%—i- e, =0,

A
ag;—l— b,§+ =0,

siendo a,, b, ¢,, @, by, ¢s, dos sistemas de valores de @, b, ¢,
que satisfagan & (37).

Ahora, las ecuaciones % = un numero,y "% =otronime-
ro, definen en la segunda figura un punto: luego resulia
que si un punto se mueve en la primera figura sobre una

recla, sus rectas correlalivas pasan todas por un punto.
Ya sabemos que 4 este punto se le llama correlativo de
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la recta considerada en la primera figura, y facilisimo sera
al lector que haya entendido lo precedente, demostrar, em-
pleando las coordenadas tangenciales en un plano y las
lineales en el olro, lo que ya demosiramos anteriormente:
que una serie de rectas concurrentes de la segunda figura
corresponden & una serie de puntos en linea recta de la
primera.

42 —Resumiendo lo anterior, tendremos los siguien-
tes resultados, que son los mismos, en el fondo, que ob-
tuvimos en el num. 29:

1. Al punto de la primera figura, que tiene.por ecua-
¢ion
au + bv+c =0,

corresponde en la segunda la recta representada por
la 4+ mi +~n =20,

siendo I, m, n, trinomios de primer grado, homogéneos
en a, b, ¢, cuyos coeficientes han de ser numeros cono-
cidos.

2.9 A la recta de la primera figura, definida por las dos
ecuaciones

U =00 -6, =0,
asit 4+ b,v 4+ ¢, — 0,

corresponde en la segunda el punto cuyas coordenadas
satisfacen 4 las dos ecuaciones

le+mp+n, =0,
L2+ mf 4+ =0,

siendo [,, m,, n,, l, ms, ns, los resultados de poner suce-
sivamente en las expresiones generales del, m, n, los
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valores particulares a,, b, ¢, @, b,, ¢., en lugar de a, b, c.
3.0 A larecta de la segunda figura, definida por

e +~mf4+n—20,
corresponde en la primera el punto dado por
aw +bv+c¢c =0,
siendo a, b, ¢, los valores deducidos de las ecuaciones

[ = f‘ia + Slb Ty f,C_,
m = M - Sib -+ efz(.',
n = 71,0+ 8b -+ ic.

4.2 Al punto de la segunda figura, definido por las dos
ecuaciones
lag+mfb+u =0
le—=mp 4 uy =0}’

corresponderd en la primera, la recta dada por

a,u -+ b+ c, =0!
it + b0+ ¢, =0)’

siendo a., by, ¢, @, by, €, 105 valores reducidos de las seis
ecuaciones :
b =na, +sb +tc,,
my = 1y, + 8$ib, - e,
T = @ ~+ S0 4= Taey,
e = 1y~ 8ibs +1,Cs,
My = Tyls + Subs + ey,
Ty = 1"y, + Sibs ~+ 14Cs.

43.—Hemos dicho (39) que podia también establecerse



analiticamente la correlacion entre las dos figuras, po-
niendo

1\
! (36),
¢

v =-—|

v

en que i, y, v son trinomios de primer grado en ¢, §, y de
coeficientes conocidos.
También sabemos que de (36) se deduce

siendo I, m, n trinomios de primer grado en «, ©, y cuyos
coeficientes son conocidos en funcion de los de A, p, v.

- Teniendo esto en cuenta, los resultados que hemos
expuesto en el namero anterior se pueden también ex-
presar en la siguiente forma, muy ficil de recordar:

1.0 Al punto aw + bv -+ ¢ = 0, corresponde la recta
ah ~= by + cv = 0.
au + bv+ ¢, =0|
Aatt + by + € = 0

ar+bu—+cyp=0 5
azl*l-—ba}i'f"(?av =O}

3.0 Alarecta Kz + K'g 4+ K'” = 0, corresponde el pun-
to Ki+K'm—+ K'n=0.

I Ke+ KB4+ K,/ =0
| Kaa + Ko/ + Ko/! =0
Kl4+K/m+K/''n=0

Kl +Kd/m + K'n=0}\

2.0 Alarecta corresponde el punto

4.0 Al punto } corresponde la

recta z
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Proponemos como ejercicio al lector que deduzeca los
resultados obtenidos en el num. $0.

44 —Tratemos ahora de establecer la propiedad de-
mostrada en el nam. 31, que es el fundamento de todas
las relaciones métricas que existen entre dos figuras co-
rrelativas.

Sean A, B, C tres puntos en una recta; los dos prime-
ros son conocidos, y determinan la recta; el tercero es
variable, y su posicion se determina por el valor y el signo

oo GA ;

de la relacion cp’ due, como anteriormente, representa—
m
remos por —-

Sea la ecuacion del punto A
au + bv +c¢ =0,
la del B
a'uw—+ b'o+c =0;
la del C sera
n(aw + bvo+c)— mla'v + b'o+ ¢') =0;
O bien
(na — ma')u + (nb — mb')v + (ne — me ) = 0.

Las ecuaciones de las rectas correlativas de A, B, C,
seran, pues (43),

ak +bp +-cv =0,
ar+bp+cv =0,
(na — ma' )k + (nb — md' )p + (ne — me' ) = 0;
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esta ultima se puede escribir
n(ah + bp 4 ¢) — m(a’h + 'y +¢') =0.

Designando abreviadamente por A—0y B=01las ecua-
ciones de los puntos A y B, la del punto C sera

nA —mB =0;

y designando del mismo modo por L=0y M =0 las
ecuaciones de las rectas correlativas de A y B, la de G
sera
nl — mM =0,
6 bien
R

T (38).

Pero L es igual al producto de la distancia de un punto
cualquiera & la recta L = 0 multiplicada por un factor,
que solo depende de los pardmetros que entran en L = 0;
y del mismo modo M es la distancia de un punto cual-
quiera & la recta M == 0, multiplicada por un factor tam-
bién constante.

La ecuacion (38) nos indica, por tanto, que la relacion
de las distancias de un punto de la recta correlativa de C
4 las correspondientes & A y B, es igual 4 un factor que
solo depende de estas ultimas rectas (y, por tanto, de los

puntos A y B), multiplicado por la relacion % de las dis=

tancias CA y CB.

Dedticese de aqui, como en el num. 32, la igualdad de
las relaciones anarmonicas de cuatro puntos en linea
recta de una de las figuras y las del haz que en la otra
forman sus rectas correlativas, tomando éstas en el mis-
mo orden que sus puntos.
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45.—Para estudiar las figuras correlativas referidas al
sistema de coordenadas trilineales, las supondremos,
como anteriormente, dibujadas en dos planos distintos:
en el primero, el tridngulo de referenciaes el A, B, C, y
en el segundo, el «, 8, 1 (fig. 5).

Dado un punto del primer plano por sus coordenadas
(A, B, C), ha de quedar determinada la recta correspon-
diente en el segundo, recta que tendra una ecuacion de
la forma

la + mf + ny=20:
luego tendremos

I =/(A, B, C)e
mo= (A} B,-C) 5 {39).
=7 (A, B, C)

Reciprocamente, conocida una recta en el segundo
plano, ha de quedar determinado el punto correspondien-
te en el primero: luego las funciones f,, £, /, deben de ser
tales, que, resueltas las ecuaciones (38) respectoa A, B,
C, nos den para estas cantidades valores unicos; esto
exige quef,,j;,f5 sean de primer grado en A, B, C.

Tendremos, pues,

= aiA—!—b;B+c‘C+d.)
1 a-;A -+ bgB —+= (.'gc —+' dg ) (40),
no= aaA—i—-bsB—bC,C-Jr-da‘ e




= e

en que a, b, ¢, d, afectas de los subindices 1, 2, 3, son
numeros.

Pero observemos que A, B, C, no son completamente
arbitrarias, sino que han de satisfacer (8) 4 la relacion

— aA — bB — ¢cC = 28;

ahera bien, d,, d., d., son nfuner'ds, S también lo es: lue-
d de d,

357 55’ 932 seran numeros K, K, K,, y

2o las relaciones

podremos poner

d, =2K,S,
d! = 2KgS 3
d, = 2K,S,

0 bien
d,=—aKA—bK,B—cK,(C,
d: = — aK;A — bK.B — cK.C,
d, =— aK,A — DK,B — ¢cK,(C;

y es de notar que si se nos dan d,, d., d,, deduciremos
K,, K., K,, y reciprocamente, 6 en otros términos, que es
lo mismo dar las cantidades d que las K.

Las formulas (40) se transforman poniendo en ellas los
valores acabados de obtener para d,, d., d;, en

! = (a,—aK,) A+ (b —bK,) B+ (1 — ¢Ky) C,
m = (as — ak,) A + (b — bK.) B + (¢ — ¢K.) G,
n = (a;— ak;) A+ (b — DK,) B + (¢; — ¢K;) G

l, m,n,son por consiguiente homogéneos y de primer
grado en A, B, C; pues si se nos dieran no homogéneos,
efectuariamos la transformacion indicada, de modo que
siempre podemos escribir

Il =aA+bB+cC
m = A + 0B+ eC ) (41);
n = ;A + 0B 4+ ¢:C
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teniendo en cuenta que «,, b,, etc., no representan en
estas expresiones los mismos numeros que en las (40), &
menos que en estas ultimas d,, ds, d;, sean nulos.

46.—La ecuacién de la recta correlativa del punto
(A, B, C), se puede escribir

(@2 + 0 + axy) A+ (D2 + D 4 bsy) B+
~+ (¢ia+ ¢+ cg1) C=0;

llamaremos *, p, v, respectivamente 4 los coeficientes de
A, B, C, en la anterior ecuacion; los coeficientes de &, p, v,
son los mismos que hay en /,m, n, aunqueen otro orden,
muy facil de recordar: la recta correlativa de (A, B, C), es-
tard, pues, representada por

AL+ Bp+Cv=0 (42),

advirtiendo que en esta ecuacion las variables, que son
z, B, 1, estn implicitamente contenidas en », p, v.

Supongamos que el punto (A, B, C), de la primera figu-
ra, se mueva describiendo una recta; sus coordenadas sa-
tisfaran & una ecuacion tal como

rA+sB+IC=0 (43);
las rectas correlativas de todos los puntos de (43), se ob-
tendrin poniendo en (42) valores de A, B, C, que satisfa-
gan & (43); pero restando de la ecuacion (42) la (43) mul-
tiplicada por un numero cualquiera /2, resulta

(44) A (h—hr)+B (1 —hs) + G (v — kt) =0,

y esto demuestra que si A, B, C satisfacen & (43), la ecua-
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cion (44) quedard satisfecha para los valores de «, B, 1 que
se obtengan de las ecuaciones

,

Ah— hr =0,
p—hs=0,
v—ht =0,
6 bien
I8 e 0
b resT s

y como estas dos ultimas igualdades determinan, por ser
A, 1, v trinomios de primer grado y homogéneos en «, §, 1,
un punto unico de la segunda figura, resulta que las rec-
tas correlativas de todos los puntos del primer plano que
estén en linea recta, concurren en un punto, que llamare-
mos correlativo de dicha recta, como en el niimero 28.
Reciprocamente, si consideramos un punto (e, 8, 1)
de la segunda figura y todas las rectas en ¢l concurren-
tes, los puntos de la primera figura & que corresponden
esas rectas estdn en una representada por la ecuacion

MA =+ u,B +5,C =0,

en que Ay, p, » 50N los resultados de sustituir en las ex-
presiones generales de &, p, ¥ las coordenadas particula-
res (m, ﬁl, Ti)‘
A% —Vamos & hallar la significacion geométrica de las
cantidades I, m, n, &, p. ¥ v :
En el primer plano habrd tres rectas, cuyas ecuaciones
sean

i =10
=0,
ne=0;

sean esas tres rectas las L, M, N (figura 5.2); llamemos



2an =
A’, B, C' las distancias de un punto & esas rectas: ten-
dremos, segun el num. ¥3,

fary l o
S Ve, i el
e m e
e gy

> n n

W ‘ s, bat, L':II o In,

designando por /A, h., hylos tres primeros denominado-
res, que son numeros conocidos: luego £, m y 7 son igua-
les 4 los productos de tres numeros conocidos por las
distancias del punto que consideramos en la primera
figura 4 las rectas L, M, N. _

Observemos que los vértices p, ¢, r del triangulo ;’;,
estin determinados por los sistemas de ecuaciones

E=0a m.:(}' u::o]_
m—=0) n=0| =0\

i estos puntos corresponderin en la segunda figura las
rectas

es decir, los tres lados del tridngulo de referencia: luego
el tridngulo pgr tiene sus vértices cdrrespondientcs d los
lados del tridngulo de referencia en el segundo plano, 6,
lo que es lo mismo, los lados de pgr son correlativos deé
los vértices de afy. .
La significacion geométrica de &, w1, v se obtendra de
5

.ﬂ,]'_"

¥

5%

T T |\ 7
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idéntica manera, imaginando en el segundo plano las tres
rectas &, p, v, que tienen por ecuaciones

=0y
w=0,
v::O,

las distancias &', f’, {' de un punto & estas rectas se ob-
tendran por las férmulas

eiiapet
g -_[Qu s, as}__l(]

gf:—fl'__: s
{or, bs, bs} K"

AL v MR -
T h {CIJ C?J Cﬂ‘__I{”,

L, 1, v SON, pues, los productos de tres nimeros por las
distancias del punto que consideremos en la segunda
ficura 4 las rectas.

Observemos que los vértices del tridangulo p'¢’r" estén
determinados por los P?istemas de ecuaciones

4 estos puntos corresponden en la primera figura las
rectas

es decir, los lados del triangulo de referencia: luego el
tridngulo p'q’7’ en el segundo plano es correlativo del de
referencia en el primero.
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A8.—Resultado de lo expuesto en el ntimero anterior,
es que sien vez de dos triangulos de referencia cuales-
quiera tomamos dos que sean correlativos, las f6rmulas
se simplifican, pues los trinomios {, m, 7, &, p, v, son los
productos de nimeros por las coordenadas A, B, C, «, 8, 1.

4%.—Consideremos tres puntos en linearecta, Py, Py, Py;
sean sus coordenadas (A, By, Ci), (A,, B,, G,), (A, B;, Cs):

I iy . I : .
llamando = la relacion en magnitud y signo de PP, a

P,P., tendremos

nAy — mAs nB; — mBs 1nC, — mCe
Aa e e ey p— =y Ca = ’

n—m 7 —m Y me=—m

las rectas correlativas tendrin por ecuaciones

(A + DBy + e1Cy) 2 + (@A + 0By~ esCy) B +-
+ (AL + 0By 4+ 6 )1 =03
(aAs + 0,Bs 4 ¢,Cs) a =+ (@As + b:B: + €.C.) B+
+ (@sAs + DsBa + ¢sCa) 71 = 0;
([ nAy — mAs) + by(nBy — mBs) + ¢;(nCy — ng)) ¢+
+ ((@(nA, — mA,) + bo(nB, — mB,) + (G — mQCs) ) B+
+ ( @s(nAy — mAs) 4 bs(nBy — mBs) —+ ¢y(nCy — mCs) ) 1=0;

O representando abreviadamente por R, =0y Rs = 0 las
dos primeras,

Re=05" Ry=—0 - NRy~—mB;=—190"

e R et )
la ultima se puede escribir ﬁi = »Yen esta forma de-

2
muestra que la relacion de las distancios de un punto
cualquiera de la recta correlativa de P; & las correlativas
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de P,y P, es igual & un factor que so6lo depende de los
coeficientes de transformacion y de las coordenadas de

P, y P,, multiplicado por la relacion %

Dedicese inmediatamente, como en los nimeros $2 y
44, que las relaciones anarmonicas de cuatro puntos en
linea recta y de sus rectas correlativas son iguales toman-
do los puntos y las rectas en el mismo orden.

30.—Sin entrar en desarrollos, que dejamos al lector y
que son facilisimos, pondremos aqui el modo de determi-
nar dos figuras correlativas, refiriendo la una 4 coorde-
nadas tangenciales y la otra 4 lineales; pero ambas en el
sistema que emplea un tridngulo de referencia.

1. Llamando U, V, W, las coordenadas tangenciales de
una recta del primer plano, y ¢, , v 1as coordenadas de
un punto en el segundo, y poniendo

U =i
V =qp (44),
W=7y

siendo A, p, v, tres trinomios homogéneos y de primer
gradoen«, 8,7, Y P, q, 7, tres numeros, al punto

al + bV + cW =0,
corresponde la recta

aph -+ bgp —+ crv = 0.
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aU+ bV +c, W=0
a,U 4 b,V +c, W=0V
a,ph -+ bgn 4+ c,rv =0

a,ph—+b,ge 4-cgv =04’

3.0 Sacando de (44) los valores de «, g, 1, resultardn tri-
nomios homogéneos en U, V, W, que designaremos por
L, m, n.

A la recta ra -4 sg + ¢1, corresponde el punto 7l + sm +
—+in=0.

2.2 Ala rectal corresponde el

punto =

re+sf+t1=0
ra—+sp+tr=0y
rl—+sm—+tn=0

P+ sm—4=tin=0V

Al punto corresponde la recta
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S5i.—Hasta ﬁq_ui hemos supuesto las dos figuras corre-
lativas dibujadas en dos planos diferentes: imaginemos
ahora que hacemos coincidir los planos, y tendremos en
uno solo las figuras correlativas: en cada punto de ese
plano deberemos ver dos puntos superpuestos que antes
de la coincidencia estaban cada uno en uno de los planos,
y que aun cuando ahora se han conifundido siguen perte-
neciendo el uno 4 la primera figura, el ofro 4 la segunda.
A las figuras correlativas situadas en un mismo plano se
las suele apellidar superpuestas.

La coincidencia de log dos planos puede efectuarse de
infinitos modos; y para determinar uno de esos modos,
bastara evidentemente que fijemos la posicion que des-
pués de la coincidencia tomaréin los ejes cartesianos
d'u, 0'f, respecto 4 los ejes oz, oy, del primer plano. Esto
supone que las figuras estin referidas al sistema de coor-
denadas en que primeramente las hemos estudiado, y en
esta sola hipotesis examinaremos las particularidades de
las figuras correlativas superpuestas; pero serda facil al
lector hacer el mismo estudio empleando otros sistemas.

Se nos darén, pues, las coordenadas (., y,) del punto o'
respecto i los ejes oz, oy, y la inclinacion (#) del eje o'« res-
peclo al oz (fig. 6.2). Estos datos son los que generalmente
se eligen para determinar la posiciéon de unos ejes rectan-
gulares respecto a otros también rectangulares.

Un punto P, del plano tendrd, por tanto, coordenadas
respecto 4 o, oy, y respecto a o'e, 0'p: las primeras las
designaremos por (2, y,), ¥ las segundas por (¢, §,). Hay
que tener en cuenta que (2, y:) ¥ (¢, B,) definen el mis-
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mo punto, y que emplearemos las primeras cuando eon-
sideremos al punto como de la primera figura, y las otras
cuando lo supongamos perteneciendo 4 la segunda.

Se echa de ver inmediatamente la conveniencia de tener
las dos figuras referidas & un mismo sistema de ejes, lo
cual es sencillisimo, porque, en efecto, las coordenadas
(«, B) de un punto, se expresan en funcion de las coor-
denadas (z, y) del mismo punto por las iérmulas

a—(x— x,)cos ¢+ (y — y,)sens 15)
B=(y — y,)cos ¢ — (& — a,)seny

Sabemos que al punto (2, ) corresponde la recta
La+ M+ N=0,

siendo L, M, N los frinomios que empleamos en el nu-
mero 22: si en esta ultima ecuacion ponemos en vez de
2y P los valores dados por las formulas (45), tendriamos
la ecuacion de la recta correlativa con el punto (&2, y), re-
ferida 4 los mismos ejes que el punto; pero habremos de
distinguir las (2, ) del punto de las que corresponden al
punto general de la recta, y esto se consigue con la si-
guiente convencion: designaremos por (@, y) las coorde-
nadas de un punto de la primera figura; y cuando quera-
mos indicar un punto particular de ella, pondremos un
sdbindice, como, por ejemplo, (z.y,); desigu‘aremos por
('y’) las coordenadas, referidas & los mismos ejes de un
punto cualquiera de la segunda figura, y pondremos un
subindice para indicar que (ratamos de un punto espe-
cial; por ultimo, emplearemos letras mayusculas (XY)
para determinar un punto del plano sin especificar & qué
figura pertenece, usando los subindices como anterior-
mente; de modo que (z,4,), (&, y'), (X,Y,) representan un
solo punto, y emplearemos unas u otras letras, segun le
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consideremos de la primera fizura, de la segunda 6 del
plano.
Segin esto, la recta correlativa del punto (2y) tendra
por ecuacion

(@ + by +¢,) ((2 —x,) cose+ (y' —y,)sens ) +
+ (ayz by +¢,) ((y — ) cose — (&' —a,)sen ¢ ) +
+ (a2 4+ by + ¢,) =0,

0 bien, ordenando respecto & x' y', que son las variables,

((a2 + by +¢,) cos e — (@z + by +¢,)seng ) 2’ +
+ ((a,x 4 by + ¢,) seng + (@, + by + ¢,) cos ¢ ) y' =+
+ (a2 + by + ¢y) — (a,x + b,y + ¢,) (2,089 4 y,sen¢) —
— (a2 + by +¢,) (y,cose — 2, seng) = 0.

De manera que si ponemos

L' = Lcosy — Mseny,

M'= Lseng — Mcose,

N’ =N — L(&x,cos9 + y,sene)
— M (y,cose — &,sen ¢)

; (46)
_s )
/

la recta correlativa del punto (2, y) tendra por ecuacion
L'z2' +My + N =0.

Conocidos L, M, N, las férmulas (45) nos dan L', M', N’,
y reciprocamente: luego dadas dos figuras correlativas
superpuestas referidas d distintos ejes cartesianos, pode-
mos encontrar por las dichas formulas los trinomios por
medio de los cuales se obtiene la sequnda figura referida ¢
los mismos ejes que la primera, y también , dadas dos figu-
ras correlativas superpuestas referidas d los mismos ejes,
38 pueden hallar los trinomios que nos sirven para determi-
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nar la seqgunda , refiriéndola ¢ otros ejes cuya posicion res—
pecto d los primeros sea conocida.

Entendido lo anterior, no hay inconveniente, y asi lo
haremos en lo que resta de este pdrrafo, en designar por
L, M, N los trinomios que determinan la segunda figura,
referida 4 los mismos ejes que la primera.

22.—Supongamos un punto P, de la primera figura
(a,1,): su recta correlativa seré la representada por

Lz'"+My +N, =0 (47):

el mismo punto P, considerado como de la segunda figu-
ra, y designando con este motivo sus coordenadas por
(@'y,"), tendri por correlativa en la primera (29) la recta

‘r}‘: I Y 4, =0 (48}3

siendo %, v,, v, los resultados de sustituir en las expresio-
nes generales de &, ¢, v (24) las coordenadas (2,/y,).

Las ecuaciones (47) y (48) representan en general dos
rectas distintas: para verlo bien no hay mas que poner en
ellas, en vez de las variables (que son (2'y’) en la primera
y (&, y) en la segunda), las coordenadas generales (XY),
yen vezde (z,y,) 6 (2 y,), sus iguales (X,Y,|: de este
modo las dos ecuaciones se convierten en

(X, + bY, + €)X + (a.X, + bY, + ¢,)Y +
+ (X, +b0Y 4-¢;) =0 (47),

(@X, + @Y, + &)X + (bX, +b,Y, +b,)Y +
+ (e X, +eY+c,)=0 (48).

De modo que en general, & un punto considerado como
perteneciendo sucesivamente 4 dos figuras correlativas
superpuestas, corresponden dos rectas distintas; 6, en
otros términos, si & un punto P de la primera figura co-
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rresponde en la segunda la recta R, & esta recta R, con-
siderada como de la primera, corresponde en la segunda
un punto distinto de P.
53.—Para quelas dosrectas (47') y (48') se confundan,
es necesario y suficiente que tengamos

aX,+ oY, +c  aX +0Y +e aX 40Y 4
aX, + @Y, +a, O0X, +0Y +b, X, +cY, +¢

(49);

es decir, que (X,, Y,) han de satisfacer 4 dos ecuaciones
de segundo grado: para deducir el nimero de soluciones
comunes de esas ecuaciones (en las que podemos sin in=-
conveniente suprimir los subindices de las incognitas),
igualaremos las anteriores fracciones & una cantidad A, de
la que luego determinaremos el valor; y quitando denomi-
nadores, resultardan las tres ecuaciones

a,(1 —h)X + (b, — a,)Y + (¢, — hay) = Uﬂ
(et —M0,)X +b,(1 — A)Y 4+ (¢, — M) =0 (50);
(ay—re )X 4+ (b, — hey)Y 4= c,(1 — 3 _—_05

como estas tres ecuaciones son de primer grado en X, Y,
y se han de verificar simultineamente, habremos de
tener '

a1 —1K); by —has; ¢ —hay,

s — by bl —1); co— by | =0

a, — ey, by — ey ey(t—)

desarrollando esta determinante, tendremos una ecuacion
dé tercer grado en *, que nos dard tres valores para esa
cantidad; y sustituyendo cada una de estas soluciones en
el sistema (50), tendremos un parde valores de (X, Y), que
satisfagan 4 las ecuaciones (49), y por tanto, tres puntos,
que, considerados sucesivamente como de la primera 6 de
la segunda figura, tendrén la misma recta correlativa. La



ecuacion de tercer grado que nos ha servido para determi-
nar A, podrd tener sus tres raices reales 6 una real y las
otras dos imaginarias conjugadas: en el primer caso, los
tres puntos mencionados serdn reales; en el segundo uno
serd real y los otros dos imaginarios conjugados.

Evidentemente las rectas que unen los puntos que aca-
bamos de hallar gozan de la misma propiedad: si los fres
puntos son reales, las rectas también lo seriin; si uno es
real y los otros dos imaginarios conjugados, la recta que
una estos ultimos serd real y las otras dos imaginarias,

28.—Si queremos que todos los puntos (y por tanto
las rectas todas del plano en que tengamos las figuras
correlativas ) gocen de la propiedad que hemos visto sdélo
tienen en general tres, las ecuaciones (50) habrin de ve-
rificarse cualesquiera que sean los valores de X é Y, y para
esto los coeficientes de tales ecuaciones deberin ser nu-
los, y ocurren dos casos:

1.c Si las tres cantidades a:, b:, ¢; no son nulas, enton-
cesh =1, y, por tanto, as=b, @ = ¢, bs = ¢2: luego los
trinomios de transformacion seran

L =@z + by + ¢,
M = bz + bsy + Ca,
N — \Csl0 + L‘gy + CS'

2.° Silas tres cantidades a,, b, ¢s son nulas, entonces

de by — s = 0, y @ — Wb, =0, deducimos + = %, y por

tanto, h = == 1: si elegimos para * el valor + 1, tendre-
mos b, = @, ay = ¢, by=2¢,, y los trinomios de transfor-
macion seran

— bly +cl’
M = bz + Cos
=G+ 0y :
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si elegimos para & el valor — 1, tendremos a.

=t
s = — ¢, by = — ¢4, y los frinomios serdan
= by + Ci,
M=—bx+c,,
N =—0tx—20y.

Estos dos casos se resumen diciendo que para que dos

Jiguras correlativas superpuestas tengan la propiedad de
que un punto de su plano, ya pertenesca d una, ya ¢ ofra,
tenga la misma recta correlativa, la determinante de los

coeficientes de transformacion ha de ser simétrica ¢ hemi-
simétrica.
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a8 —En todo lo que antecede hemos supuesto conoci-
dos los coeficientes de los trinomios que nos han servido
para deferminar las dos figuras correlativas, y ahora va-
mos 4 ver como pueden hallarse los valores de esos coefi-
cientes, de modo que las figuras cumplan ciertas condi-
ciones geométricas que se impongan, condiciones que
consistirdan en fijar en las dos figuras algunos pures de
elementos correspondientes, puntos ¢ rectas.

Nos limifaremos al caso en que se emplee el sistema
carfesiano de coordenadas, y ficil serd extender los resul-
tados 4 los demds sistemas. Es indiferente que las figuras
estén en dos planos distintos 6 superpuesfos: vamos a
suponer lo primero.

59.—Sean, pues, ox, oy los ejes del primer plano,
d'a, 0'8 los del segundo, L, M, N losg trinomios de transfor-
macién, y i, ¢, v los que se deducen de los anteriores (24).

Supongamos que se nos da un punto del primer plano
por los valores numéricos de sus coordenadas (&), ¥
(queremos que en el segundo plano corresponda 4 ese
punto la recta

P+ +n=0,
siendo py, ¢, 7 nimeros conocidos.

Para que esto se verifique, como la ecuacion de la rec-
fa correlativa del punto (1) es

(@2 == Dy =+ €1) ¢ 4 (G, - balps + ) B +
T (ali'rl = bn!f: i Cﬂ) = n_\
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serd necesario que tengamos

Gy —+= 6‘191 +C1_ Q% bg{h =€, s bsyl -Cs,
D e ¢ == ™ X

luego la condicion antedicha equivale a establecer dos
ecuaciones homogéneas y de primer grado entre los co-
eficientes de los trinomios.

Pero observemos que si en vez de usar L, M, N, utili-
'zamos los productos de L, M, N, por un numero cual-
quiera, las figuras correlativas que obtengamos por uno
y otro procedimiento serdn las mismas: esto demuestra
que basta conocer para efectuar una transiormacion co-
rrelativ'a, las relaciones entre ocho de los coeficientes que
hay en los trinomios y el noveno.

Resulta, pues, que si en la primera figura marcamos
cuatro puntos cualesquiera y en la segunda cuatro rectas
también arbifrarias que queremos correspondan & los
puntos, tendremos ocho ecuaciones homogéneas y de pri-
mer grado entre los nueve coeficientes de los trinomios
fundamentales, ecuaciones de las cuales podremos dedu-
cir las relaciones de ocho de los coeficientes al noveno, y
por tanto conocer los trinomios que nos sirven para hallar
las figuras correlativas en que se cumplen las cuatro con-
diciones impuestas. '

De modo que en general se pueden construir dos figuras
correlativas, dando arbitrariamente las cuatro rectas co-
rrespondientes 4 cuatro puntos arbitrarios de la primera.

60.—Ilay un caso de excepcion, y es aquel en que tres
de los puntos que se nos dan estin en linea recta.

En efecto, sean las coordenadas de esos puntos (z,,y,),

(2; ys), (5, Us), ¥

P+ qf+r, =0
P:“‘T—GEB“‘"::O J {51}
pE+aqf+r,=0
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las ecuaciones de las rectas que han de corresponder & los
punfos. :

Por estar en linea recta los tres puntos, (x,, ), po-
drén expresarse en funcion de (x,, y,), (2., 4.), (I), y ten-
dremos

_ nxe,— mz, __ny, —my,
=TT i S T

Ahora bien: las ecuaciones que han de verificarse en-
tre los coeficientes de los trinomios son, designando, para
abreviar la escritura, con el subindice, que se han susti-
tuido las coordenadas afectas del mismo subindice

pero en virtud de los valores de (2, 1,), se tiene eviden-
temente

nL, — mL, M _ nM, — mM, N AN, —mN,_

b 1‘3_"

=

o R R S
luego habra de verificarse
0 r
p: — fa - : (53)3

np,—mp, ng,—mqg, nr,—mr,

y por ello las rectas (51) no pueden ser arbitrarias, sino
que sus coeficientes han de satisfacer 4 las condiciones
(53), que demuestran que las tres rectas coneurren en
un mismo punto; y si esto se verifica, las dos ultimas
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ecuaciones (52) son una consecuencia de las cuatro pri-
meras.

En resumen, que si tres de los puntos arbitrarios que
se nos fijan en la primera figura estdn en linea recta, las
correlativas deben de ser concurrentes, y entonces g6lo te-
nemos cuatro ecuaciones homogéneas y de primer grado
entre los coeficientes de transformacion.

61.—Si se marcara una recta de la primera figura

hae—+ky+ 1, =0,

y el punto («8,) que ha de corresponderle en la segunda,
tendriamos

SR et
BL B

es decir, dos ecuaciones homogéneas de primer grado
entreq,; b, c,,ete. .

Podemos, por tanto, fijar arbitrariamente cuatro rec-
tas de la primera figura y sus puntos correspondientes,
puesto que esas condiciones nos dardan ocho ecuaciones
de primer grado y homogéneas entre los coeficientes.

Siguiendo el mismo procedimiento que antes, veria-
mos (ue, si tres de esas rectas son concurrentes, los
puntos correlativos se han de tomar en linea recta, y en-
tonces no resultan mds que seis ecuaciones entre los
coeficientes, no quedando determinada la transforma-
cion.

62 —También pudieran tomarse en una de las figuras
tres puntos y una recta, 6 bien tres rectas y un punfo, y
en la ofra los elementos correspondientes, de una mane-
ra arbitraria.

Pero los datos no pueden ser dos puntos, P,, P,, y dos
rectas, R,, R,, 4 los cuales deban corresponder las rectas
R/, R, y los puntos P/, P/, porque las rectas R,, R, cor-
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tan 4 la P,P, en dos puntos, que llamaremos P,, P,, 4
los cuales corresponderdn las rectas R,, R/, que unen
P/, y P. al punto de interseccion de R,” y R,: tenemos,
pues, con los datos citados cuatro puntos, P, P,, P,y P,,
en linea recta, a los que corresponden las rectas concu-
rrentes R/, R, R,/ ¥y R/; pero si los puntes P/, P,’ y las
rectas R/, Ry se han elegido arbitrariamente, las relacio-
nes anarmonicas de P,, Py, P, y P, no serdn iguales 4 las
de R,, Ry, R, ¥y R, y las dos figuras no podrdan ser corre-
lativas; y si se toman los datos de modo que esto se verifi-
fque, entonces es lo mismo que si en la primera figura se
nos hubieran dado cuatro puntos, el de interseccion de
R, ¥ R., y tres cualesquiera de los P, Py, P,, P,; v como
éstos estan en linea recta, vemos que, segun (60), no
tendremos datos hastantes. '



§ T

63.—Generalizando el concepto de figuras polares re-
ciprocas, llegamos en el principio de este capitulo & la de-
finicion de las figuras correlativas: las primeras son, por
tanto, un caso particular de las segundas, y ahora vamos
4 ocuparnos en investigar qué condiciones han de cums-
plirse para que dos figuras correlativas sitfuadas en un
plano sean ademds polares reciprocas respecto & una
cierta conica. :

Supondremos las dos figuras referidas & un mismo
sistema de ejes cartesianos, oz, oy, ¥, 1o mismo que an-
teriormente, designaremos por (2, y) las coordenadas de
un punto de la primera figura, por (2', y')las de uno de la
segunda, y por (X, Y) las de un punto general del plano.

Sean los trinomios de transformacion

]-' = alm +b|y+cn
M = asz + by + €,
N = a@ + by + ¢,

y recordemos que, una vez determinados los valores de
ocho de los coeficientes de L, M y N, cualquiera que sea
el valor que demos al noveno, se obtendrd la misma figu-
ra correlativa de una dada; 6 de otra manera, que para
determinar una figura correlativa de otra, basta conocer
las relaciones de ocho de los coeficientes citados al no-
veno. Podriamos, pues, suponer uno de los coeficientes
de L, M 6 N igual 4 la unidad; pero por la simetria de los
cileculos conservaremos explicitamente las nueve cantida~-
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des a, b, ¢, con los subindices 1, 2, 3, sin olvidar que
hay, por decirlo asi, una de mas,
Sea la ecuacion de una conica

-

AX?+ 2BXY + CY? + 2DX + 2EY + F =0 (54),

en la que también ponemos un coeficiente mas de !os
suficientes para determinarla.

Llamemos f(x, ) al primer miembro de la ecuacitin

(54 ): la ecuacion de la tangente 4 la conica en uno de sus
puntos (&, y), serd
-

(X =) +(Y—y)/ =0,
6, poniendo en vez de f.', f,/, sus valores, desarrollande

y dividiendo por 2,

(55) X (Az+By+ D)+ Y (Bx+ Cy+ E]—
— (Az + 2Bxy + Cy: + Dz + Ey) = 0.

Como suponemos al punto (&, y), en la conica, se ve—
rificara
Axz® 4 2Bay + Cy* + 2Dz + 2Ey +~ F =0,
de donde

Az? + 2By + Cy’ + Dz + Ey + F = — (D& + Ey + FJ:

luego la ecuacion (55) se puede escribir

X(Az+By+D)+ Y (Bz+ Cy+E)+
+ (D& + Ey + F) =0 (56):
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tal es la ecuacion de la tangente 4 la conica (54), en un
punto (x, y) de la curva.

Pero se sabe que &i eseribimos la ecuacion de la tan-
genle 4 una coHnica en uno de sus puntes, poniendo en
vez de las coordenadas del punto de contacto las de un
punto cualquiera P del plano, se obtiene la ecuacion dela
polar de P respecto 4 la conica: luego cualesquiera que
sean (x, y), la ecuacion (56) es la de la polar de ese punto.

Por otra parte, la ecuacion de la recta correlativa del
punto (2, y), empleando los frinomios mencionados an-
tes (L, M, N)es. o

LZ + My + N =0,

6 bien poniendo (&, y), coordenadas generales de un
punto del plano, en vez de (z', y'), :

LX+MY+N=0 (57).

Para que las dos figuras correlativas que se deducen
por medio de L, M y N, sean polares reciprocas respecto
& la conica (54), serd necesario y suficiente que para cual-
quier valor de (2, y), las dos ecuaciones (56) y (57) re-
presenten la misma recta, lo cual equivale 4 que se verifi-
_quen las relaciones

L % M o N
Az+By+D Bzx+Cy+E Dz+Ey+F

> »
O poniendo en vez de L, M y N sus valores

a.l.‘!;'—[—bly—i—m_ahl‘+buy+C~1___C£st+bny+ca 58-
Az +By +~D Bax+Cy+E D&+ Ey+F 81,

_independiente de x é .
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64:—S06lo nos resta, pues, expresar que las igualda-

des (58) son identidades, y para ello el procedimiento

mds natural consiste en quitar denominadores y hacer

idénticas las dos igualdades que resultan; pero es mais
elegante escribir

a4+ by 40 G by X by €
Az +By+D Bzx+Cy+E Dz+Ey+F *

6 lo que es lo mismo

ar by +~co—=ow(Az + By + D),
a2 + byyf + 2 =w(Bx + Cy + E),
s 4+ byy + s —=w(Dx + Ey 4+ F),

y busear las condiciones para que estas ecuaciones se ve—
rifiquen, cualesquiera que sean & é y, para un mismo va-
lor de w.

Lo primero exige que

{11=WA; b,:mB; Cl:u}D;
e —="108" b,:mC; Cg:tllE;

2

Gy—0D; ‘Hy—wE; cs=uvF;

y si esto se verifica para un cierto valor de o, habremos
de tener

by e

2= (59).

s/ S
e

- - - »
De las anteriores igualdades se deduce evidentemenie

bi—0a;
ci=as (60);
Cx:bs,
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vy suponiendo que estas condiciones se cumplan, las (59)
se reducen 4

b, €, C ;
BTD G B AE (61),

>R

gue nos serviran para determinar las relaciones entre
cinco cualesquiera de las cantidades (a,, b,, ¢,, bs, €., ¢,),
i la sexta, conocidas las relaciones entre cineo cuales-
quiera de las (A, B, C, D, E, F), 4 la que reste, y recfpro-
camente. :
~ En resumen, las condiciones (60) somrlas necesarias y
suficientes para que dos figuras correlativas superpues-
tas sean ademds polares reciprocas,respecto & una conica
trazada en un plano, y las igualdades (61‘} determinaran
los coeficientes de L, M, N, si se nos da la ecuacion de la
eoOnica, 6 los de ésta si se nos dan los trinomios de trans—
formacion. .

Observemos que las condiciones (60) equivalen & que
la determinante de los coeficientes de L, M y N, sea simé-
trica.

65.—Caso particular.—Las condiciones para que dos
fizuras correlativas sean polares reciprocas respecto 4 una
c¢ircunferencia de eirculo, se hallaran por el procedimien-
io generai, pero teniendo en cuenfa que A, B,C, D, E, F,
no pueden ser cualesquiera, sino que ha de verificarse

‘Con esta modificacion, las igualdades (59 ) dan las con-
diciones
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Suponiendo cumplidas estas condiciones, las igualda-
des (59) se reducen & las siguientes

2ol 53

%
A

que nos serviran en este caso para lo que en el caso gene-
ral nos han servido las (61).
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CAPITULO III

Transformacion homografica.

§ I

66.—Imaginemos en un plano P una figura compues-
ta de puntos, referida & un sistema cartesiano, oz, oy;
construyamos en otre plano, P,, una figura correlativa de
la que tenemos en P, la cual figura referiremos a ejes
también cartesianos, o,#, 08; por tltimo, en un tercer
plano, P', y con relacion 4 ejes del mismo sistema de Des-
cartes, o'z’, o'y', tracemos otra figura correlativa de la di-
bujada en P,: 4 un punto de P corresponderd en P, una
recta, que tendri 4 su vez en P' un punto correlativo; todo
punto de P"determinara una cierta recta de P,, la que nos
dard en P un punto.

Dada, pues, la figura de P, valiéndonos del plano auxi-
liar P, y verificando la doble transformacion correlativa
expresada, obtendremos en P’ una figura fal, que en ella
tendri cada punto de la trazada en P su correspondiente,
verificandose también la reciproca: a tales figuras se da el
nombre de homogrdficas, y la transformacion homogredfica
tiene por objeto, dada una de ellas, deducir la otra: vamos
& buscar formulas que permitan construir dos figuras ho-
mograficas.

Desde luego la manera de definir tales figuras nos in-
dica un camino para llegar & la solucion del problema, y
otro procedimiento se comprende gque consiste en abor-
dar la cuestion de una manera directa.

Vamos & emplear sucesivamente uno y otro medio.
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6%.—Para efectuar la primera transformacion correla-
tiva se nos han de dar tres trinomios de primer grado en
&z, i, como

I —alz-+b'y+ e,
m=a'xr -+ b'y + ¢,
n =a'r+b'y+c,

y designaremos por i, p, v los trinomios

ae + adf + ay ’
bi'a 4~ by'B - by’ s
e+ ff + e ‘

Para realizar la segunda transformacion se nos dardan
otros tres trinomios de primer grado en « y §, como

) A= alua i a‘;rﬁ 2L Qs”,
p.o= b""a+ b8 + b,
.Jf - clffa + CQFIB + Ca"’

y designaremos por ', m', n' los lrinomios

alnxr + blnyl "l_CL”
as”x’ + bg”yr + Cg” H
ashx; + bs“y' + csu

Supongamos conocidos los valores numéricos de las
cantidades que hemos designado pora’, b', ¢’, a”, b, ¢”,
con los subindices 1, 2, 3.

Al punto (x, y) del plano P corresponde en el P, la recta
cuya ecuacion es

4 mf + n=0;
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& esta recta corresponde en P’ el punto cuyas coordena-
das salisfacen & las ecuaciones

I pmf

l R

que serdan lag que ligan las coordenadas de los puntos co-
rrespondientes de P y P', es decir, las relaciones que bus-
cibamos.

Poniendo en vez de [, m, n, ', m', n’, sus valores, las
ecuaciones anteriores se transforman en

alu-\:c,“l"bl"fffr—kcln T a—]”xr_i_bguff‘_'_C!" & auua.}r+bsr:yt+cs”
a'z 4+ b'y + ¢ 'z +by ¢ 'z + by + ¢

Para deducir de estas dos ecuaciones los valores de
x', y', en funcion de 2, y, lamaremos kel valor numérico
de las tres razones, y tendremos, quitando denomina-
dores,

a/’x" + by —(a'x +b'y+e¢/)h+¢/ =0,
as"x" + by — (/% 4+ by + ¢’ )M+ ¢ =0,
a/’x" -+ by — (a'x + by + ¢/ ) h+e¢ =0;

que son tres ecuaciones de primer grado en x', y', A, que
nos permitirdn obtener los valores de estas cantidades.
Para nuestro objeto nos basta despejar x' é y', con lo cual
tendremos :

—ea; b, —(a'x + by +¢f)
—c'; b — (a'x 4Dy + ¢)
, —o'y by — (x4 by + o) |
a’; b — (e +b'y+ef) |’
a”’; b’ —la'x + by + o)
a’’; by, — (a'x + by + ¢f)
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al.”; e clu; = {alfl’ -+ b1!y 5 CI.’}
(t-_‘”; i C;r; == (a‘,]":r -+ b!’;'j =1 Csr}
pr @'y —e¢'; —(a'e + by + )
B a; b"; —(a/xz +0'y +¢)]’
a; b'; — lad® + bly + ¢f)
a-s”; bgﬂ; i (as’x s b-;y I ca.l)

O bien, desarrollando las determinantes

, x4+ by + ¢
T+l + Cu‘
5 Ao+ Doy + €4
I = e
stz = bty -+ ¢4 )

’

designando por a,, b,, ¢,, etc., cantidades fdaciles de obte-
ner en funcion de a,’, b/, ¢/, ete.

Obtenidas estas relaciones como necesarias para que
las figuras frazadas en P y P' sean homograficas, no hay
mds que mirarlas para convencerse de que son también
suficientes: emplearemos, pues, las férmulas (1) cuando
hayamos de efectuar una transformacion homografica.

68.—Por el segundo de los medios indicados en el ni-
mero 6, se llega con mayor rapidez al mismo resultado.

En efecto, si al punto («, y) ha de corresponder el
(x', y'), habrd de verificarse :

z' =F,(xy); y' = Falzy);

la forma més general que podemos imaginar para las fun-
ciones F,, F, es la del cociente de dos funciones ente-
ras (*), que siempre podremos reducir & un comuin deno-

(*) Al estudiar la transformacion correlativa no dijimos esto para la
forma de L, M, N, es decir, no pusimos explicitamente denominador: hu-
biera sido initil, pues tal denominador no hubiera alterado en nada los re-
sultados, por desaparecer de las formulas, como se puede ver ficilmente.
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minador; asi que, designando por f,, /., f,iunciones ente-
ras, tendremos

o ley)., ) Shlxy) o
£ = Ty W pragy St

Ahora bien: conocidas #’, y', las ecuaciones (2'), que
se pueden escribir

cﬁ(%’!f)_rm(a’y):o! (3r)
Joley) — yhiley) =0) !

deben darnos valores unicos para «, y, puesto que un
punto de P’ corresponde 4 un solo punto de P: luego los
primeros miembros de (3') seran de primer grado en @z, y,
cualesquiera que sean x'; y', y, por consiguiente, f,, /i, f2
han de ser de la forma

j;(l?y) = a&x + biyi + €y
J‘;.{ ‘rff) = @y e s bgffﬂ ol Cyy
«ﬁ.(‘?yl = a3, + bﬂ.yl -+ €,

con lo cual llegamos al mismo resultado que anterior-
mente.
69.—Si de las férmulas (1') despejamos & é y, obten-
dremos
_ A+ Ay + A
TG 4+ Gyl + G, (41): »
_ Bz +By' +B - "
T Cax' + Cy' +Cy

y

designando por cada una de las letras mayusculas A, B, C,
afecta de un subindice, el complemento algebraico que en
la determinante

a; b, ¢

Q; by G

a, Ogt G

"{%«?a ,; A0 4
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corresponde al elemento representado por la letra mi-
nuscula de iguales nombre y subindice.
70.—Si en el plano P congideramos una linea recta, 6,
lo que es lo mismo, una serie de puntos cuyas coordena-
das satisfacen & una ecuacion de la forma

le4+~my+n=0 (5),

los puntos de P’ correspondientes & los que hemos consi-
derado en P, pertenecerdan & un lugar geoméirico cuya
ecuacion serd la que resulte de poner en (5') los valores
(4') de &, y, esa ecuacion es

(lAy + mB, + nCy) &' + (lAe + mB,s +nCs) ' +
+ (lA; +mBy+nC,) =0 (6):

luego 4 toda recta (5') de una figura corresponde otra
recta (6') en la figura homogrifica.
Reciprocamente, & una recta
ld +~m'y +n' =0

del plano P’ corresponde en P la que tiene por ecuacion

(l'a, +m'as + n'as) @ + (I'by + m'by + n'b,) y +
+ (l'e, + mies + n'ey) = 0.

Z1.—En virtud de las formulas (1) y (4'), tendremos
los siguientes resultados:
1.0 Al origen O de P corresponde en P’ el punto

€y o+ __Cs
AT



2.0 Al origen O’ de P’ corresponde en P el punto

LV - )
=)

I‘_‘\
&
|
&
uu
=

3.0 Al eje de las xx corresponde la recta
(A2’ + Asy' + Ay =0):
4.0 Al ejede lds uyy co‘rresponde la recta
{ B2 + By’ + B, =0).
5.2 El eje de las &'z’ tiene por homogréfica la recta
(e + by + ¢ =0).
6.0 El eje de las y'y' tiene por homografica la recta
(a2 + buy + ca = 0).

7.0 Consideremos un punto en el infinito del plano P,
determinado , segun sabemos, por el limite m de la rela-
A y A H H -
cion =59 cuando & ¢ y crezean indefinidamente, segiin una

cierta ley: los valores de &’ é y' se pueden escribir

1

Q1+b1£+€1—

= e & 764
= RS
as'l—bsil""'_CB_

&L &

R /|
as—l—bg_i—*‘cse—

) '-r IB‘
y= 1}

‘
as"l—bné"‘l‘csg
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pasando al limite en la hipotesis antedicha y lamando
x/!, y/, las coordenadas del punto de P’ correspondiente
al punto en el infinito de P, que define el namero m, ten-
dremos
! tty — bym . a— Damt
ol O < s Gt I
Todos los puntos en el infinito de P estan en linea rec-
ta (IV): luego los puntos (x, %), deben estarlo también,
y en efecto, eliminando m entre las ecuaciones que nos
dan x/ ¢é y/, resulta
L]
Uy — eyl s — auyyl
bexe! — By~ bsyi' — b’

O bien
Cx' + Gy’ + G =0 (%),

que por ser de primer grado en (x/y.') demuestra que és-
tos estin en linea recta.
8.0 Al punto en el infinito de P’, que determina el limi-

'

X = N .
te m' de o cuando x' é y' crecen indefinidaménte, segun

una cierta ley, corresponde el punto

A, + Am' B, + B,
( A ————’; Y = ——--— ).
€, +~ Cim C, + Cim

La recta en el infinito de P' tiene por homogrdfica en
- P, aquella cuya ecuacion es

a,x + by +c, = 0.

(*) Esta ecuacion se obtiene directamente de las formulas (4°).
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%2 —Si conzideramos en el primer plano tres puntos
en linea recta, P,, P, y P,, cuyas coordenadas sean res-
pectivamente (x,y,), (x,1.), (xy,), v llamamos K la rela-

PP,
cion tendremos

PP’

x, — Kux, =Ky
BT o rab T e
en virtud de las formulas (1'), si lamamos (x,"y,"), (x,'%"),
(x'y,'), las coordenadas de los puntos P, P,' y P,, homo-
grificas de P, P,, P,, resultard, designando por H,, Hy, las
cantidades a,x, + by, + ¢,; a,x, + by, + c,.

AP I_It'\.lr =K He-\';. F Hy — KH:U‘:’.

o R Y Y i R
luego
5 s 0
— K —-
PP, I,

Del mismo modo, si P, estd en linea recta con P, y P,

. PP o ;
N — P" P{ » su homogrifico P, estard en la recta que une
& 2

PP H
"P = E'

PP, PP, . BPl BiPL
PP, PP, PP PP
y esta igualdad se traduce al lenguaje ordinario, diciendo:

Las relaciones anarmonicas de cuatro puntos en linea
recta de una figura son iguales d las de sus puntos homo-
yrificos, tomando los segundos en el mismo orden que los
primeros. .

A este resultado se llega directamente, recordando la
propiedad métrica fundamental de las figuras correlati-
T

P,y P/, y tendremos ——

Lo anterior demuestra que
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vas, y aplicando la primera definicion que dimos de las
homograficas.

Observacion importante.—Aplicando el principio de la
dualidad a todo lo dicho en este parrafo, fendremos un
estudio elemental de las figuras homogrificas en coorde-
nadas tangenciales.

También es evidente que de lo dicho respecto & las figu-
ras correlativas en el parrafo I, resulta la teoria expuesta
de las homogrificas, suponiendo que de los dos sistemas
de variables (xy), (¢3) que alli empleamos, uno representa
coordenadas de puntos y otro coordenadas de rectas.

=
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72.—Vamos ahora 4 estudiar rdpidamente lag formu-
las de transformacion homogréafica y las propiedades ele-
mentales de estas figuras, referidas al sistema de coorde-
nadas trilineales.

Supongamos, pues, en el plano P un triangulo A, B, C;
cada punto se determinard por sus distancias (que llama-
remos, como siempre, A, B, C), d las tres rectas a, b, ¢,
(fig. 7.*); en el plano P’ supondremos también un fridn-
gulo de referencia, y =, 8, 1, serdn las coordenadas trilinea-
les de un punto 4 él referido.

Puesto que al punto (A, B, C) ha de corresponder el
2
7
nociendo A, B, C, lo cual equivale & poner

» s /4 3
(=, B, 1), ser& preciso que - ¥, queden determinadas co-

° Fl(As B;C), E_FQ{AvB}C}.
1 F“{AJ B)C}’ T_FS(A: B,C)’
4 bien

= \Fi(A, B, C); B=2\Fil &, B, C); -7=2007 D, C}:

Siendo ). un nimero cualquiera.
Pero observemos que para definir un punto de P, basta

: A B ;
conocer las relaciones vl Y e y éstas no se alteran por-
que en vez de A, B, C, tomemos cantidades propor-

cionales como hA, hB, iC: por tanto, se ha de verificar

e _ Fi(hA, B, hC) B _ Fu(hA, hB, hC)
i = Fa(RA, IB, hG)’ 1 . Fa(hA, hB, hC)’
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luego tendremos, cualquiera que sea i,
Fu(hA, hB, hC)  F,(hA, B, hC)

F (hA, kB, hC)
F,(A,B,C) ~ Fi(A,B,C) — Fi(A,B,C)

esto obliga & que F,, F,, F,;, sean funciones homogéneas
respecto & A, B, C, y ademds deben de ser de primer gra-
do, porque & un punto de P’ corresponde uno solo de P.

Tendremos, en resumen,

= AMLA + mB+ nC) a
B =ALA + m,B + n,C)
= MLA + m,B + n,C) h

Despejando A, B, C, de estas ecuaciones, y designando
por cada una de las letras mayusculas L, M, N, afectas de
un subindice, el complemento algebraico que en la deter—

minanle
i o7

| S 7 e I
bei LT T

corresponde al elemento representado por la letra mi-
nuscula de iguales nombre y subindice, resultara
1 . X
A= ﬁ (LJ{ S Ler‘ L Lsf)

Bi= 1—15 (Mya—+MpB+ M) ) (8).

1
C= 3 (N& —+ N8 + Nyi)
%4.—A toda ecnacion de primer grado y homogénea en
A, B, C, corresponderd otra andloga en «, 3, 1; ¥ como la
reciproca es también cierta, podremos decir que i cada
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recla de una de las dos figuras, corresponde una recta en
la otra.

%5.—El lado BC, cuya ecuacion es A = 0, tiene por ho-
mogrifica la recta representada por L+ LB+ L = 0:
supongamos que esta recta sea la f7" de la figura 7.0

El lado CA, que tiene por ecuacion B =0, es homogri-
fico de la recta 7’4/, cuya ecuacion es M« -+ My + M ;1 =0,

Al lado AB (C =0), corresponderi la recta @8 (N,z
=+ N,8 + Ny =0).

Del mismo modo & los lados 48, By, 1%, de la segunda
figura, corresponden enla primera tres rectas, que supon-

—_— ST AT

dremos las A'B, BC, CA/, y cuyas ecuaciones serin

BC ......A+mB~+nC=0,
€A oo LA mB-=0,0=0,
AB ..... LA+ mB+ nC =0.

La recta en el infinito de la primera figura esti repre-
sentada por aA + 0B + ¢C = 0; su homogrifica estard de-
terminada por la ecuacion

(aLy 4 OM, 4 ¢N ) 2 4 (aL, + bOM, + ¢N,) 8 +
—+ (aLy 4+ OM; + ¢Ny) 1 =0.

De izgual modo, siendo &', V', ¢, los lados del tridngulo
de referencia en el segundo plano, la recta en el infinito
(a'e +0'B +¢'t) =0, tendrd por homogrifica en P la co-
rrespondiente 4 la ecuacion

(al, 4+ Um, +c'n,) A + (a'l,+ D', + ¢'n,) B +
+ (&'l + Umy + c'ny) C = 0.

Fdcil serd determinar el punto homografico de uno en
el infinito de cualquiera de las dos figuras.
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Y6.—Busquemos la significacién geométrica de los
trinomios que entran en las formulas (7') y (8').

Recordando la férmula que en coordenadas trilineales
da la distancia de un punto 4 una recta, resulfa inmedia-
tamente que si llamamos A,, B,, C, las distancias del pun-
to (A, B, C)4 las rectas BT, C'A’, A'B’ (98), tendremos

__UWA+mB+nG, B LA 4+ B A4 nC
{La, mb, nef ’ : lba, mdb, nef °

LA + msB —+ n,C
C| — §

Al

{ls, msb, e | :

de donde sacamos, designando los tres denominadores
por K,, K,y K,

WA+ mB4+nC=KA,; LA+ mB+nC=KB,;
LA -+ m,B -+ 1,C = Kacl;

y poniendo estos valores len (78
e=7K A P==RKB = 0K 0

féormulas que se pueden escribir en la forma sencilla

a p i

X, KB kG T

Por idéntico procedimiento se deduce que los trino-
mios de (8") son iguales 4 los productos de tres numeros
conocidos (que denotaremos por K/, K/, K)/), por las dis-
tancias del punto (2,8, 1) 4 las rectas §7, 7«, 2F, y que
llamando «,, B, 7. esas distancias, las {ormulas citadas
se pueden escribir

A B C

K'g, = K!’?( T Ky,

(10).
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9%.—Si nosotros establecemos las formulas (9') 6 (10°),
siendo las cantidades K,, K,, K;, 6 K/, K/, Ky, nineros
cualesquiera, y valiéndonos de ellas construimos dos
figuras, evidentemente resultardn homogrificas, y los
tridngulos & que estin referidas serdn correspondientes.

8. —Resulta de lo dicho en los dos nuameros anterio-
res que las formulas generales de transiormacion homo-
grifica son las (7') i (8'); pero eligiendo uno de los tridn-
gulos de referencia homogrifico del otro, se simplifican,
tomando la forma (9'). Cuando usemos estas ultimas for-
mas, no habrd inconveniente en suprimir los subindices,
y designar las coordenadas como siempre por A, B, G,
pero teniendo en cuenta la particularidad que ofrecen los
tridngulos de referencia.

9. —Segun lo establecido en el nam. I, y empleando
con las formulas (77), 6 las mds sencillas (97), el.procedi-
miento seguido en el nam. 92, se demuestra sin dificul-
tad en el sistema trilineal la propiedad métrica fundamen-
tal de las figuras homogrificas que hallamos en dicho niu-
mero 92,

Observacion importante.—En virtud del principio de la
dualidad, si las cantidades que hemos llamado en este
parraio A, B, C, =, 8, 1, en lugar de representar coorde-
nadas de puntos, representan coordenadas de rectas, la
anterior teoria es la de la transiormacion homogrifica en
el sistema trilineal de coordenadas tangenciales.

También es claro que de lo dicho de las figuras correla-
tivas en el pdarrafo 111 del capitulo anterior resulta la teorfa
de las figuras homogrificas, suponiendo que de los dos
sistemas de variables que alli empleamos, uno representa
coordenadas de puntos y ofro coordenadas de rectas.
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80.—Si hacemos coineidir los planos P y P/, tendre-
mos en un solo plano dos figuras homogrificas, que en
esta posicion se apellidan superpuestas, referida la prime-
ra i los ejes ox, oy, y la segunda & los ox’, oy’ (*); pero
haciendo el mismo razonamiento que al tratar de las figu-
ras correlalivas en un plano, veremos que puede consi-
derarse un solo sistema de ejes. En esta hipotesis, conti-
nuaremos designando por (xy) las coordenadas de un
punto de la primera figura, por (x'y') las de uno de la se-
gunda, y usaremos las formulas (1').

No nos detendremos, por ser sencillisimo, en exami-
nar la posicién que tendran en las figuras homogrificas
superpuestas los elementos que consideramos en el nu-
mero (1), y pasaremos a lo mds importante de estaclase
de figuras, que es la investigacion de los puntos corjuga-
dos y dobles.

81.—Cada punto del plano lo podemos considerar
como de la primera 6 de la segunda figura: al punto (x, y),
corresponde el (x', y'); y si consideramos este ultimo
como de la primera, su homogréfico (x,, y,) estata de-
terminado por

. _axX +by e, o ox +by +6
U a4+ bsy' + s’ VA= o + by’ 4+’

(") Solo trataremos en este pirrafo de las figuras homograficas referi-
das @ ejes cartesianos; ficil serd al lector repetir lo que diremos refiriendo
las fignras a otro sistema de coordenadas.
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el punto (x,, y,) serd en general distinto del (x, y); pero
si coinciden, diremos que los puntos (x, »), (27, y’) son
conjugados.

Obtendremos, pues, las coordenadas de los puntos
conjugados resolviendo las cuatro ecuaciones

o ax + 0y +cy) BTN ax + by +¢,)
T @ax + by + s @iy N G e e (12);
g = G~ byy + ¢, - A ax + by + ¢, 2

ax + bsyy + ¢y Y+ by + ey
para esto eliminemos entre ellas x° é ¢, 1o cual se conse-
guird despejando estas cantidades de (12') é igualando los
valores que resulten & los que nos dan las formulas (11').
Del (12') se deduce (69):
oo AX A+ Ay + 4, Bx+ By + By,
PTGty +C L TCatCyr G

la eliminacion de x', ¢ entre (117) y (12') nos da, por tanto,

Ax = A= By Q% by+e,
Cx + Coy + Gy awx + by + ¢5’
Bx +~ B,y +Bs __ax + by +ec,.
Cx + Cuy +Cs ayx - boyy + 3

¢ bien

Ax—+ Ay +As  Bx+ By+ By Cx + Coy + Cs
ax -+ by 4+ e, x4 by 4+ ¢, ax -+ by 4+ s

(13)).

Para obtener los pares de valores de x, y, que satisfa-
cen 4 estas dos ecuaciones, usaremos un artificio de
cileulo, ya empleado anteriormente, y que consiste en
igualar las tres fracciones (13’) & una cantidad *, indeter-



minada por de pronto, pero de la cual obtendremos en
seguida su valor. ;

Asi resultardn, en vez de las dos ecuaciones anterio-
res, las tres siguientes:

[l

(A: _?‘ai)x =4 {Aﬁ_lbl)y == (Aﬂ i RCl)
(B, —a,)x 4+ (B, —M,)y + (Bs — ¢,
(Cl _}Laa)x -+ (C, ‘_‘;\(‘)a}y -+ {Ca —103)

0
ol (14');
0

)

y como estas tres ecuaciones han de quedar satisfechas
simultineamente, » habrd de tener un valor tal, que se
cumpla la condicion de compatibilidad del sistema (14").
Esta condicion es

I

A, —ha; A, — M, As —1Ae
B, —a,; B, —ib,; By — ke, | =0.
Cl = l({n; : CB — lba; C{l g ?»Cs

Desarrollando esta determinante tendremos una ecua-
cion de tercer grado en A, que nos dard tres valores de
esa cantidad, (A, &,, s); poniendo cada uno de estos valo-
res en lugar de »en (14'), obtendremos un par de valores
de x é y,; en suma, resultan tres pares de valores que sa-
tisfacen 4 las ecuaciones (14'), y por consiguiente 4 las (13'),
y poniendo estos valores que llamaremos (x,,7,), (x,, 7.,
(xs, ys), en las formulas (11'), obtendremos los valores
correspondientes de x” é y', que llamaremos (x,', y,’),
{.'C,', ye'): [-rﬂr; yﬂ' )*

82, —Parece, por tanto, que en dos figuras homogra-
ficas existen en general tres pares de puntos conjugados;
pero ficilmente veremos que esos tres pares de puntos
son conjugados de un modo particular.

En efecto; para determinar esos puntos hemos elimi-
nado entre las ecuaciones (11') y (12'), x* é ', hemos dedu-
cido de las ecuaciones resultantes los valores de x, y, y
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luego hemos sustituido estos valores en las iérmulas (11'),
para obtener los correspondientes de x' é y'; en esta in-
vestigaciom hemos aprendido que s6lo hay en general fres
sistemas de valores de las ineognitas que satisfagan 4 las
cuatro ecuaciones que han de verificar las coordenadas de
los puntos conjugados: en lugar de seguir el procedi-
miento indicado para hallar esos valores,; también hubié-
ramos podide eliminar x, y, en vez de x', y', sacar los va-
lores de esfas cantidades por medio de las resultantes, y
en seguida los de x, g, por las formulas (12°). Para hacerlo
asi, las formulas (11') nos dan (69)

e Arrr + Aq:’/' i Aﬁ. N Br"} == B-,Q" = B3
T Cx + Gy + Gy’ s Cx' + Gy + Gy’

y por lo mismo, las ecuaciones que resultan de eliminar
xéy,son

Ax + Ay +A;, Bx'+By -+ By Cx <+ Cy '+ Ci.
ax + by +¢  ax +by + ¢  ax + by + ¢

pero estas ecuaciones so6lo difieren de (13') en ser las in-
cognitas x', i, en vez de x, y: luego nos daran para x, ¢,
los mismos valores que aquéllas nos dieron para x, y;
ahora bien: estos valores de &/, ¥/, son los que llamamos
en el numero anterior (x,’, u,"); (2, 1), (x5 44'), ¥ re-
sulta; por fanto, X, =%, 1 =1 % =2 Y —=1L; Tp=2
Y, =1, , es decir, que los puntos conjugados coinciden.
Estos puntos, que se corresponden 4 si mismos, se lla-
man puntos dobles.

83.—Ln resumen, tenemos que en dos figuras homo-
grificas no existen puntos conjugados en el sentido ge-
neral que se da 4 esta denominacion, y existen tres pun-
tos dobles.

Todavia pueden hacerse dos observaciones notables:
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l.» La ecuacion que nos ha dado los valores de %, es de
tercer grado, y por tanto, esos valores serdn, o los tres
reales, 6 uno real y dos imaginarios conjugados; y como
cada valor de & se ha de sustituir en (14") para obtener los
valores de x, y, que corresponden a los -puntos' dobles,
resulla que éstos serdn, O los tres reales, 6 uno real y los
otros dos conjugados.

2.2 Sean P,, P, P,, los puntos dobles, las rectas P,P,,
P.P,, P,P,, son también dobles, es decir, que serdn homo-
graficas de si mismas, y claro que no habrd otra que goce
de la misma propiedad: si los puntos dobles son reales,
también lo serdn las rectas; si uno es real y los otros dos
imaginarios conjugados, una de las rectas dobles seri
real (la que una los dos puntos imaginarios) y las otras
dos imaginarias (las que unan el punto real con los ima-
ginarios).

La existencia de las rectas dobles se hubiera podido
obtener directamente por el cilculo, de andloga manera
que hemos hallado los puntos dobles, investigando si en
dos figuras homograficas existen rectas conjugadas; el
lector debe hacerlo asi, como ejercicio provechoso.

84.—Si nos hubiéramos propuesto hallar directamente
los puntos dobles, hubiéramos resuelto las ecuaciones

T + by + ¢, . Y+ by +"c,
T ax by +e’ T ax by

y éste es el procedimiento seguido en la practica, por ser
mis sencillo que el que antes hemos descrito.

85.—Un caso importante hay que considerar, y es
aquel en que las tres ecuaciones (14’) se reducen & identi-
dades, lo cual equivale & que fodos los pares de puntos




correspondientes sean conjugados; entonces ya no seri
apliecable lo dicho en el num. 82, y los puntos conjuga-
dos no serdn dobles en general: para que sé cumpla la
condicion dicha, habrdan de ser nulos los coeficientes de
x, de y, y los términos independientes de las ecuaciones
(14"), y, por tanto, tendremos

A, A

P T

Pongamos en vez de las letras mayusculas sus valores
(69), y resultara

bcs —b.c, b c, a a.c,—ca
—_— = g '=C‘b3—03=bl—'-—b=:c—s-——t‘ L See it Eemas o 3.’) 1
1 1 1 ] - ]
a. b ab, — abh
=a,——a =b,—-—b,=a,- = lx.’ Bt
a s ha L&

es decir, ocho ecuaciones entre los coeficientes que en-
tran en las formulas de transformacion homogréfica. Lla-
memos K 4 la altima fraccion, y las ocho ecuaciones an-
teriores podrén escribirse

o mal L SO SRR IR S e AT

a, ‘
QE_@=K”mm¢c%~g:Km”mh
a,c, b—s & (E,), an%_:__a: ) e {ES)’
h%-h:Km“@Lm% a, = KLY

pero

(E,)y (E.) dan
(Es) y (E,) dan E ST‘ = ;ﬁ . %:
(E,)y(E,) dan |

el
1Y
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luego las ocho ecuaciones son equivalentes i estas seis

bic, — c,b 2 b G
el empive it g B ¢, -~ —c; =K as—+—a, =K
a, v é }
3 2 b 2
1212 Dot G PRS- U L () S Of =%, 2
b, a, ? Cs e idas il

de las cuatro ultimas se obtiene facilmente

c,:{K—l-cs)%; !=(K—i—ca)-~ Qy=Ge~— K3
3

a - ;
bgzbs(f—lk (15°);

8

¥ poniendo estos valores en las dos primeras, y haciendo
operaciones, resulta la sola ecuacion

= - aﬁ. bl ’
K=&+ tb+ap! (16')

Entre las ecuaciones (15") y (16") ya no hay mas equi-
valencias, es decir, que son distintas, y por lo mismo
podemos tomar arbitrariamente las cantidades a;, b, ¢s,
a, b, 8 A :
E 3 b_’ y deductr las a,, ¢,, b,, ¢,; (K es una cantidad auxi-

3 a8
liar, que conservaremos para facilitar la escritura y dedu-
cir una importante propiedad ).

b,
Llamemos « y § las relaciones -+ B —, de donde b, = aby,

S 3
a, = Bas, las formulas de transformacion serdn en este
caso particular importantisimo :

T,__{aaa-——K)x—l—bsay+(1{+c,]u_a_ K(x —a)
i tsx =+ gy + ¢y o aAsX = byyf 4+ ¢
q,__a.usﬁx—f-(bsﬁ—l{}y—i-(K—i—caJB g R ER

asx - by - ¢ ‘ tsX = byl ¢4
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que pueden escribirse

X —a_ Yy —B__ — K
X —a Y —B T aex 4 bsyy +C;

A estas formulas hay que agregar la condicion a.w <+
b 4+ ¢ = K.

Todavia se pueden poner las férmulas de transforma-
ci6n hajo la forma

- g % i

e (47),

x — y—p8 Ix+ my—+n
con la condicion lz +~ mp +~n—= — 1: siendo I, m, n los
: Qs by Cs
valores de il

Se ve inmediatamente que todos los pares de puntos
homogrificos estin en linea recta con el (=, ).

Es facilisimo convencerse de que si las férmulas de
fransformacién son las anteriores con la condiciéon dicha,
los pares de puntos correspondientes seran conjugados.

86.—Si las f6rmulas de transformacion son las (17/),
pero no se verifica la condicion le + mp +~n= — 1, en-
tonces ya no son conjugados los puntos homogréficos;
pero siempre estarin en linea recta con el («, ), y é esta
clase de figuras homogrificas se las llama homoléogicas,
y su estudio es el objeto del capitulo siguiente.
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87.—Vamos ahora, para terminar nuestro estudio de
las figuras homogrificas, & expresar analiticamente las
condiciones geométricas que pueden imponerse a dos de
esas figuras: es evidente que tales condiciones serdan fijar
un cierto numero de pares de puntos 6 de rectas que han
de ser homogrificos.

Observemos que en las formulas (1°) aparecen nueve
coeficientes, pero que los valores de x’, y* no se alteran
porque dividamos los dos términos de cada fraccion por
una misma cantidad; pues dividamos numeradores y de-
nominador por una cualquiera de las cantidades a,, b,.....,
efcétera: las formulas no se alteran, y en vez de nueve
coeficientes aparecen ocho, que son las relaciones entre
ocho de los que antes tenfamos y el noveno: estas relacio-
nes son las suficientes para establecer las formulas.

88 —Si en el plano P’ un punto determinado, cuyas
coordenadas llamaremos (x,’y,"), ha de corresponder &
otro punto (x,y,) también determinado en el plano P, ha-
brd de verificarse

t!=aia‘l+blyl+cl. ! f:a?ti_i_blyl-_!-c!.
Gt X, == bﬂyl 7t (-‘,‘ = Ay Xy i bsy-: = cﬂ,

es decir, que tendremos dos ecuaciones entre los coefi-
cientes de transformacion, y se ve que esas ecuaciones
son homogéneas y de primer grado respecto & dichos
coeficientes. ‘

De manera que, si se nos marcan otros tres pares de
puntos correspondientes (x)/n)/) (xuy.), (2" 1") (xs1),
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(% y) (x,1,), tendriamos otras seis ecuaciones de la
misma forma que las dos anteriores, y del sistema de lag
ocho podriamos deducir los valores de las relaciones en-
tre ocho de los coeficientes y el noveno, de las que depen-
den, segun hemos visto hace poco,las formulas de trans-
formacion.

Hay un caso de excepcion, y es aquel en que tres de
los puntos dados en una de las figuras estan en linea
recta: verfamos, empleando el mismo razonamiento que
en un caso andlogo de las figuras correlativas, que los
puntos homograficos de los tres dados han de estar tam-
bién en linea recta, y enfonces las seis ecuaciones que se
obtienen en general por la correspondencia de tres pares
de puntos se reducen & cuatro.

8$9.—5i se nos dan dos rectas

Ix+my+n=0 (18); I'x"4+m'y +~n" =0 (19),
la primera en P, la segunda en P’, y que han de corres-
ponderse, poniendo en (19') los valores (1') de «/, ¥/, ten-

dremos

(la,+m'a,+ was) x + (I'D, + m'b, + n'bs) y +
+ (le, + m'e, + n'ey) = 0;

y como esta ecuacion debe de ser idéntica a la (18'), de-
duciremos

Va,+m'a,+n'ay U0, + m'by+1n'by _ l'e,4+mic,+ n'cs,
l o m = 7 i

la correspondencia de las dos rectas (18') y (19'), nos da,

pues, dos ecuaciones homogéneas y de primer grado en-

tre los coeficientes de las formulas (1); de modo que si se

nos marcan ademds otros tres pares de rectas homogra-
8
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ficas, tendremos ocho ecuaciones que nos determinaran
las relaciones de que dependen las férmulas.

Se deduce también con facilidad que si tres de las rec-
tas en una figura son concurrentes en un punto, sus ho-
mograficas han de tener la misma propiedad, y estas con-
diciones s6lo nos dan cuatro ecuaciones entre los coefi-
cientes.

90.—En suma, fijar un par de puntos 6 un par de rec-
tas correspondientes en dos figuras homograficas, equi-
vale & escribir dos ecuaciones homogéneas de primer gra-
do entre los coeficientes de las formulas de transforma-
cion: luego para determinar dos figuras de esa clase se
pueden marecar arbitrariamente cuatro pares de puntos, 6
cuatro pares de rectas, 6 un par de puntos y tres pares de
rectas, 6 tres pares de puntos y uno de rectas. De andloga
manera que en el caso de las figuras correlativas, se de-
muestra que si se nos dan dos pares de puntos y dos de
rectas para determinar dos figuras homograficas, el pro-
blema, 6 es imposible, 6 es indeterminado.

91.—5i las figuras estuvieran referidas al sistema de
coordenadas frilineales, todas las propiedades anteriores .
se deduciran con igual facilidad empleando las formu-
las (7). T

Es convenienle notar que en las foérmulas simplifica-
das (9], s6lo entran dos parametros distintos; pues aun-
(que aparecen f¢res, las formulas no se alteran porque las
dividamos por uno de ellos, y por tanto, s6lo dependen
de las relaciones entre dos de los pardmelros y el tercero.
Estas relaciones se deferminardn expresando que son
homogrificos dos puntos 6 dos rectas, y se comprende
que debe de ser asi, porque el empleo de las iormulas cita-
das ya supone que son homograficos tres pares de pun-
tos 6 tres pares de rectas, que son los vértices 6 los lados
de los dos triangules de referencia.



'CAPITULO 1V

Transformacién homolégica.

§ T

92 —Ya hemos dicho lo que se entiende por figuras
homolégicas en un plano: son dos figuras homogréificas
superpuestas en las que los pares de puntos correspon—
dientes estin todos en linea recta con un cierto punto del
plano, al cual punto se llama centro de homologia.

La fransformacion homologica tiene por. objeto, dada
una de las figuras, construir la ofra. :

Vamos & buscar las formulas generales de transiorma-
cion homol6gica, partiendo de su definicion.

®3.—Supondremos las dos figuras referidas 4 un mis-
mo sistema cartesiano, y designaremos como siempre
por (xy) las coordenadas de un punto de la primera, y
por (x'y’) lag de uno de la segunda.

Las figuras homologicas son homogréficas: luego ten-
dremos necesariamente

b ax biff g e ST e a;x —+ bnff' == Cy

YT aw bsy +¢’ 5 aw +-byyp =y

ademis, los puntos correspondientes estin en linea recla
con un cierto punto del plano, cuyas coordenadas llama-
remos (x,/,), ¥, por tanto, tendremos

ST /(O
x; y; 1]=0, "
I /L
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0 poniendo en vez de x/, y’ sus valores
ax + by+e; ax +by-+c; x4 by,

x 5 Y > 1
Xy 3 Yo ) 1

Il
o
-

y desarrollando

(asyn — ae)x:I = (a'l — QgX, <t= bszn =gns (J,)-\‘U + (bl = bs“'o)ys ==
-+ (agxn -+ Cylfy — QYo — Cg)x 1o (ngﬂ =t ey hqyn _”Cﬂany =
—+ (6%, — €1p) = 0.

El primer miembro de esta ultima ecuacion ha de ser
cero, cualesquiera que sean los valores de x é y: luego
debe de ser idénticamente nulo, y por ello

Qylfs — Qg =0 (e),
@, — X, + bayo = b: =0 {el)l
bt ey 5‘3_".'" =0 (es)J

X, = Clfy — 04— c3="084(¢});
bx + ¢, — by, —cx, =0 (),
CaXy — C,lfy = 0 (€)-

Pero estas seis ecuaciones no son distintas, y para
convencerse de ello emplearemos un artificio muy fécil de
recordar: de (e,), (e;) v (¢,) se obtienen directamente los
valores de a,, b, y ¢i, que son los siguientes:

X
Gs = Qilly; Dy = bgksy Cr=10,—;
Yo
poniendo estos Valores en las otras tres ecuaciones (e,) y
(e ), y copiando la (e.), resulta

Qy— @y = 0y — 16;==10;
.asxo:'fo + Cylfp— ilfy — €, = 0;
byYy = €y — by — Calfy = 0}
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ahora bien, sumando las dos ultimas, se obtiene la pri-
mera: luego en el sistema de las ecuaciones (e) solo cinco
son distintas: elegiremos las (e.), (e.), (€,), (&) ¥ (e;).

En esas cinco ecuaciones entran once cantidades, 4 sa-
ber (a,, b,, €;, @y, by, €y, @, by, Cy; Xy, Ys): Podremos deter—
minar cinco de ellas en funcion de las otras seis, y elegi-
remos para ser determinadas las que més facilidad ofrez-
can: ya hemos despejado antes @,, b,, ¢,; poniendo estos
valores en (e,) v (e,), podremos deducir los valores de
a, y b

1
al“-as‘10+cs‘_59§’uy by =Dy + €, — €y 7

Las formulas de transformacion seran, pues,
1 &
(QIJ.’-,, +c—C ;)'17 + 0,2y + ¢, _y'g

0 0,
:

=
a,z + by + ¢,

1
3JU'T+(byﬂ+CJ_C )tf—’_c
a,a:—i—ba‘;—i—ca

3
(que, evidentemente, se pueden escribir

(a2 + bay + ¢;) Zy + (2 - o) (Ca 55 C,—;)
e

I

S e —
ae + by + ¢,
: 1
a8 e ,___0-
b e Jﬂ“)a,x+b,€f+c;’
(@, =4 by =€) Yo+ (i — 1) (€3 — C—)
¥ = ayx + by + ¢,
1
€y — Cy— 7
=yu+{y_yn)

gz + by +¢;
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: 1
O tadavia representando ¢; — ¢, ? , que es una constante,
<0 ;

por A:

D= Bpiin Y= A
L — Ly Y — Yo s =+ byy 4= Cy

(4%%).

94.—Conviene deducir de las anteriores féormulas los
valores de 2 é y, en funcion de z é y': para ello escri-
bamos las férmulas (1), de este modo:

L —By Y — Yo __ WBA+ by +Cs,
=% Y —U A ‘

las propiedades de las fraceiones iguales nos dan con fa-
cilidad

L =2y Y — Yo B + by — (@ + bsys)
2=z, Y —Yy @+ by — (@, + bsyo)’

s + by — (s, + boffy) _ b 4 by +~ €5
s’ + byy' — (s, + bsy,) A

S Qs ly bn;’,'a -+ Cs z
s’ = bsyt 3 (aail'o 7 bﬂyo + )‘} :

luego si hacemos a,z, + by, + s = MK (K es, como vere-
mos después, una cantidad muy importante en esta teo-
ria), resultard, finalmente,

L — Ly - Y —Yo__ AK

— e 2”‘-
‘z"'"""wn y"_yn as'l"+bay’+cs——}~(l(+i) ( }

95.—A la recta de la primera figura que tiene por ecua-
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cion ra + sy + ¢ = 0, corresponderd la recta represen-
tada por

;-(D‘c o WK (2t — ) )+
e + by + s — MK+ 1)
AK (9" — yo) )
+ 8 — : : i =
(y" A’ = byyy 4y — MK +1) i 05

6 lo que es igual

Pl =8 — (P —=3p) —

12— Sify + 1 :
— e (agau’ - bay’ + €5 — MK + 1)) = 0.

Pongamos, para mayor claridad en las ecuaciones de
las dos rectas homologicas, en vez de (x, y) 6 (2, y'), 1as
coordenadas generales (X, Y) de un punto del plano:

(8") rX +sY+1(=0,
(47) 7X + 8Y — (1@, + SYo) —
— Pérﬂ"‘:?{yo_i_ l (aaX —+ bsY + ¢y —}‘(K * 1)):

restando estas dos ecuaciones, obtendremos la de una
" cierta recta que pasa por el punto de interseccion de las
(8") y (4'"); pero esa ecuacion es

C @X b + 0 — MK 1

(rnro—l-syo-{r-c}(l—i—a' &= ( ))=0,
. AK

6 bien .

’asx+bsY+Cri—l:O;

y como es independiente de r, s, ¢, resulta la siguiente
importantisima propiedad:
Los puntos de interseccion de las rectas correspon-
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dientes en dos figuras homologicas estin en linea recta;
i esta recta se llama eje de la homologia.

Si hubiéramos partido de la ecuacion de una recta que
forme parte de la segunda figura, hubiéramos llegado con
mayor rapidez, por no necesitar el caleulo del nium. 94,
al mismo resultado.

96.—L.a importante propiedad qne acabamos de de-
mostrar puede servir de definicion de las figuras homolo-
gicas; asi consideradas, diremos que son aquellas figuras
homogridficas en que las rectas correspondientes concu-
rren en puntos de una recta que se llama eje de homologia.

Veamos como partiendo de esta definicion se oblienen
las f6rmulas ya deducidas (1").

Por ser homogrdficag las figuras, se tendra como
siempre

PR e e o __ @ + by + Cq

= = —— (5").
Qe+ by 4y Qs - bolf —+ s i

Las ecuaciones de dos rectas correspondientes de las
dos figuras seran, poniendo las coordenadas generales,

rX+sY+1(=0 )
(70 + Sas 4+ Las )X + (1by + sbe -+ (b)Y +  (6").
—+ (re; + ses + fey) =0 ,

Sea la ecuacion del eje de homologia
pPX4+qgY+h=0 (7");

las ecuaciones (7"") y (6") habran de verificarse simulti-
neamente para todos los valores de r, s y {: luego tendre-
mos idénticamente

70y 4 S0y = tas; 7by + 8by + lbs; 71°Cy 4= 8Cy + L0y
" H ] H ¢ =0,

D > q H I
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O desarrollando la determinante
(bih — e1g)r? == (Cap — @) $* += (g — bsp) £* 4
+ (ep + b — ah— cuq ) 78+ (0,q - ¢yp — bop — a ) ST+
-+ (aq + b — b p—cg)ir=20:

lo cual exige que

bh — ejg =0
Cp— ah =0
aaq—bstZO (8").

cp + bh — ah — g =0
Qs 4+ Cap — bap —azh — 0
aq + bshh — byp — cag = 0 |

Para deducir de estas ecuaciones los valores de algu-
nos coeficientes de las formulas (5"), pudiéramos emplear
el mismo método que en el niumero 93B; pero es mas ele-
gante y se llega con mayor rapidez al resultado introdu-
ciendo tres nuevas cantidades k, y, v, y poniendo las tres
primeras ecuaciones (8"), en la forma

b ¢
q h

z-—:t}.’

(A y %_bs
h T q

™R

~ de aqui se deduce
bi s l‘?; c, = M!'; sy =1p, C= l"‘h;' a3 ="vp; .ba =qvi

sustituyendo estos valores en las tres ultimas (8''), re-
sulta, suprimiendo en la primera el factor 7, en la segunda

el p, yen la tercera ¢q,

Ap 4 b, —a, —pq =0,
pg = Ca— by — vh =0,
+vh—ip —c, =05



sumando las dos primeras.resulta la tercera: luego esas
tres ecuaciones no son distintas, y sélo podemos tomar
dos de ellas cualesquiera, y deducir los valores de dos
coeficientes: elijamos, para mayor facilidad, las dos ulti-
mas, que dan directamente

a, = C3 + hp — vit,
by = €3 + pg — .

Poniendo en las formulas (5'') los valores de los coefi-
cientes deducidos, 0 sean a,, b, €, @, by, s, A3y by, ten=
dremos
(e, 4 Ap — vh) 2+ A\qy + Mo

YPL = ¥qy —+ Cy

T 3

gt BOE - (Cot-pg —Vh) Yy +ph,
s VPE =Vl = €y .

desarrollando los numeradores y comparandolos con el
denominador comun, se comprenden en seguida las si-
guientes transformaciones:

.z +=My 4 (¢ —vh)e + M
= WPL = VqY = Cs $

Cy

2 px+qy+5;5+[h+ (cs —vh)x —;]

—. —

: P+ qy+ =

e o Il o M [ )

p£+ffJ+—- ; P+ qy +2

r WO gy + (¢ — i)y + ph
PTGy + ¢, BE

Y
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; I}«f*'(!y-i—?—}— ,Vh, —!—%{cs—v}a)y—ﬂ%’:l

v

€y
PE +qy + =

 1E=)-2E-0) |, (=9C-9)

C,
P=B+G'J+- ; PEA+qy +—

. S (& 4
Si ponemaos -= &,; Loy Yo’ —f — h =1, las t6rmulas
v v

anteriores se transforman en

D= W i S ,
£ — & 8=

=
pT4+qy+ =

que son de la misma forma que las halladas en el nu-
mero 93.

AT - z A aa b:{ - C!__
9%.—0bservemos que poniendo e L, T =es i

las térmulas (1) y (2"") se podran escribir

&' =— e, ,; — Uy 1 oA
e (9);
=KL Y, e+ my-+n

@ _"To____.y ==1Hfq 2 K (q n}
o —ax, Y —y, le+my+n—(K+1) ]

El eje de homologia tendrd por ecuacion
le 4+ my+n—1=0 (10").

98— Busquemos el punto dela segunda figura que
corresponde al punto en el infinito de la primera, deter-

minado por el limite = de la relacion %
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Las formulas (9') dan

1% Y_ Y
! i " =& 2 |
rrz.x?,,—{—h-—y—, if:yo"‘ﬁ'é;
m=-4 - l m = -
s Jc-‘+af: + m+,3c

v pasando al limite y designando por x/, y/, las coorde-
nadas del punto correspondiente al del infinito

T
I S=mx

y 1
By X e W

o
Si entre estas dos ecuaciones eliminamos r, se obtiene

L 4 my — (Ix, + mygy+1) = 0:

esta es la ecuacion de la recta homologica de la del infi-
nito del primer plano. Seve que, como tenia que suceder
(95), es paralela al eje de la homologia. La misma ecua-
cion nos dardn directamente las formulas (9,”).

Por el mismo procedimiento 6 por las formulas (9”) di-
rectamente, resulta que la recta homologica de la del infi-
nito del segundo plano, tiene por ecuacion lx—+my —+n=0.

99.—La figura 8. demuestra claramente que la rela-
cion anarmoénica de un punto, su homolégico, el centro de
homologia y el punto en que la recta determinada por los
tres corta al eje, es constante,.

Tratemos de hallar el valor de esa relacién anarmoénica
que llamaremos K: tendremos

K — PO E_EIH__FP_Q_ %__x—xn.ix—[—my s=—d
T PO'PH PO PN ¥—zx"WH+my4+n—1°
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poniendo en vez de #' é y’ sus valores (99), resulta
e X—Ty
T lwmy—+n—1’

T—Ty =3

5 :

g T—ily Y—Yo
lx 1 ] f( ) ( ) n—1
(1+my+n)[ £s+my+n Yoo lo—+my—+n. S

(e my-+n) (lwg+mye—+n—1)+He—z,) +my—1y,)
e le+my—+n—1 Tt

= l@y—+mijy—+1n.

A esta cantidad constante K, cuyo valor es el resultado
de sustituir las coordenadas del centro de homologia en
el denominador comun de los valores de x’, y’ (9'"), se da
el nombre de caracteristica de la transformacion.

H00.—Las formulas (9") demuestran que el centro y
los puntos del eje de la homologia son puntos daobies.

Averigiiemos si existen en esta clase de figuras puntos
conjugados que no sean dobles: para que asi suceda, ha-
bran de verificarse al mismo tiempo las ecuaciones (9') y
las que se obtienen poniendo en ellas 7, y', en vez de 2,
Y,y x,y,envezde &, y': luego los puntos conjugados,
si existen, se encontmmn resolviendo las cuatro ecua-
ciones

&l Seitipn = 1 : 3.--10 1
X —x Ix+my+n xf—x, W+ my +

et A 1 IgRES g 1 {
y—y, Ix+my-+n y—y, Ix+my +n’

para que las dos primeras se verifiquen simultineamente,
hemos de tener

(lx = my + n) (Ix' +my' +n) =1;
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las dos segundas dan la misma condicion: luego el siste-
ma anterior es equivalente al

xt —x, 1 wegls=gn 1

X —%x, 4+my+n’ gy —y, A+miytn
(lx +my +n) (&' +my’ +n) =1;

poniendo en la ultima de estas ecuaciones los valores de
x', y', sacados de las dos primeras, resulta

(lx4=my +n) (lxg+—my,+n)+{x—x)+m(y—y,)=1;
O bien

Ix(lxy, - myy = 710 4= 1) 4= my (lx, = mpy, +n -+ 1) -+
+ lxg(n—1)+myln—1) +(n+1)(n—1)=0;

O todavia

(lx+my +n—1) (Ix, 4+ my,+n-+1) =0.

Para que el primer miembro de la anterior ecuaciéon
sea cero, habra de serlo uno de sus dos factores: si supo-
nemos que lo es el primero, obtenemos la ecuacién del
eje de homologia, cuyos puntos sabemos que son dobles;
si suponemos nulo el segundo factor, tendremos una
condicidén independiente de las coordenadas generales, y,
por tanto, si se verifica, todos los pares de puntos homo-
logos serin conjugados. Esa condicion equivaled K =—1;
luego resulta que, en general, dos figuras homologicas
no tienen puntos conjugados, d excepcion del centro y de
los del eje, que son dobles; pero si la caracteristica es
igual 4 — 1, todos los pares de puntos homologos serin
conjugados. En .este ultimo caso se dice que las figuras
homologicas estén en involucion, y es claro que las series
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de puntos correspondientes situados en las rectas que
pasan por el centro lo estarén también.

101.—Estudiemos ahora las condiciones geométricas
que determinan dos figuras homologicas.

En las formulas (9") hay einco cantidades, cuyos valo-
res hemos de conocer para usar de ellas: esas cantidades
SON X, Yoy b, 10, 10, _

Si se nos dan dos puntos que han de ser correspon-
dientes, por los valores numéricos (x,y,) (x,y,') de sus co-
ordenadas, tendremos las dos ecuaciones

' 5 ’
xt_lo_yl'_yn_ 1

.. Y e
X, — Xy Yy — U X, my,+n (s

si se nos marcan otros dos puntos (x,y.) (\g,jq ) como ho-
mologicos, habrd de verificarse

x!r_xu,_ﬂ;—{fa_ 1 |: ;)r.!].

Xe — X, Ho —Y, Xed-mys—+n

de las cuatro ecuaciones (11”") y (12") podremos deducir
los valores de x,, y,, ¥ de dos de las cantidades ¢, m, n.
Veamos si pueden todavia fijarse otro par de puntos
(x..), (27, ) esto nos daria dos nuevas ecuaciones,
X, — X T 1 v
-\-3! = -\': iy I::: Fo f;: = lx, ~+ my,+n (13%);

de modo que, conforme se deduce de la definicion de figu-
ras homolbgicas, los tres pares de puntos han de ser ta-
les, que las reclas que los unan concurran en un punto;
cumpliéndose esta condicion, las ecuaciones (11'), (12'7)
y (18") se reducen & cinco, que nos permitiran deducir
Xy Yo, Ly m, , quedando ast determinadas lﬂ.b formulas de
transformacion.
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H02.—Si se nos dan dos rectas

rx Sy +t, =0 (14"),
riy 48y + (/=0 (15"),

con la condicién de que han de ser homologicas, identifi-
cando (15'") con la ecuacion (93) de la recta correspon-
diente & (14'"), resultard

Kr, — (rx, =4 8,4, + 6,01 K8, — (1'X -+ SYo—+ )00 __
1L s s T
= Kb, — (r, + s+ &) [0 — 1)
=iy 3 t’! 2

O sean dos ecuaciones enfre las cantidades que bus-
camos. .

Conociendo otro par de rectas, tendriamos otras dos
ecuaciones, y aun asi no serda determinado el problema.

A priori sabemos que no se podran fijar arbitraria-
mente tres pares de rectas correspondientes, sino que ha
de satisfacerse la condicion de que los puntos en que se
corten las correspondientes estén en linea recta, y esto
mismo nos dicen las formulas: en efecto, sean los tres
pares de rectas

rx +sy +t, =0 (A) X 48y +1s =0|

rx sy +t =0) " rY+8ly +16 =0)
X —+Ssf +1, =0 (C):
xSy 41’ =0 2

(B),

designando por ki, h,, Iy, los trinomios r,x, + 8,1,, + &,
73Xy = Sl = s, I'yX, = Sy, + 5, 1as condiciones impues-
tas se expresaran algebraicamente por

Kry — i __Ksi—hm _Kt,—h (n—1)
™ e 8y - Ty

(16"),
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Kr:s—hl __Ks,—hm _ Kt,— hy(n —1) (47"
e T Ser o, t” J
iy = Ml SR T o R Bl
ry' Sa ls

Estas seis ecuaciones con cinco incognitas (x,, y,,
l, m, n), tendran una condicion de compatibilidad que se
obtiene facilmente: llamando %, A, },, los valores de las
fracciones (16"), (17'") y (18"), y escribiendo esas ecua-
ciones de este modo :

M — = }\.,:'1'? K — lhs =k

5K — mhy = Ns1"7(19"), 8K — mhs = M8y} (207),

LK — (7 =1)h, = iy s to K — (1 — 1)/ = kot
7K — Ly =0l
S K — mills = XSy’
UK — (12 — 1)l = Moty

(217);

considerando en (19") como incognitas & K y /i, en (20") &
K yh, yen (21") &K y h,, resulta

i [ 7! % l s 1’5 / 75
Spm 8 =018, m Sy =0 s kel s =105
Hh n—1 &' e n—1 e

pero estas ecuaciones son homogéneas y de primer grado
respecto & 4, m,n — 1: luego todavia habré otra condicion,
que es la de compatibilidad de (16”),
inmediatamente que la primera de las tres ecuaciones tl-
timas expresa que la recta IX 4+ mY 4+ (2 —1)=0, con-
curre con las (A); la segunda, que la misma recta con-
curre con las (B); y la tercera, que lo propio sucede con
las (C). '

M03.—Resulta, pues, que son condiciones bhastantes
para determinar dos figuras homoldgicas, marcar tres

9

(47") y (187). Se ve
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pares de puntos 6 tres pares de reclas correspondientes,
con la condicion de que las rectas que unan los puntos
homolégicos sean concurrentes, 6 de que los puntos de
intergeccion de las rectas homoldgicas eslén en una
recla.

De igual modo que al tratar de las figuras homograficas
se demuestra que los tres puntos de eada una de las figu-
ras no deben estar en linea recta, ni las tres rectas ser
concurrentes, para que el problema sea determinado.

Si se nos dieran como datos dos pares de puntos y uno
de rectas, 6 uno de puntos y dos de rectas, el problema
es imposible en general. Supongamos (fig. 9.#) que las
pares de puntos sean (A, A’), (B, B') y las rectas (L, L'):
el centro de‘homologia sera O y el eje PQ; al punto C ¢o-
rresponderd el C': luego las rectas CA y T'A’ deberan con-
currir en Q, lo que no ocurrird i se toman los datos ar-
bitrariamente. Lo mismo razonariamos si se nos dieran
dos pares de rectas y uno de puntos.

104.—Supongamos ahora que los datos son el centro
(x41,) ¥ el eje de homologia (X + bY 4+ ¢ = 0); ohserve-
mos que la ecuacion del eje se obtiene (9%7) igualando &
cero el denominador de los valores (9") de x* é ¢/, después
de restarle una unidad: luego anadiendo unro al primer
miembro de la ecuacion del eje, tendremos ese denomi-
nador; ahora bien: la ecuacion del eje no se altera porque
la multipliquemos por un ntmero cualquiera /i, de modo
que las formulas de ftransformacion con los datos su-
puestos serdn

X =% Y=l 1
x —% Y —Y hlax+by+4c)+1

Queda todavia en esfas férmulas una indeterminada /2,
cuyo valor se deduce agregando la condicion de que dos
puntos 6 dos rectas sean homolbégicos, 6, lo que es mas
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comun, dando la cantidad que hemos llamado caracteris-
tica, conocida la cual, 2 se deducira de la ecuacion

hiax, + by, +c)+ 1 = K.

105.—Caso particular.—Si en las féormulas (9') supo-
nemos ! y m iguales 4 cero, entonces la ecuacion del eje
de homologia es n — 1 = 0. y, por tanto, esti en el infini-
to. Por las formulas de transformacion 6 geomélricamen-
te se deduce que en este caso las figuras son homotéticas,
y la caracteristica es la razén de homotecia.

Olros casos particulares se pueden considerar, y no lo
hacemos por no alargar demasiado estos apuntes, y ade-
mas porque es sencillisimo dedueir las propiedades que
entonces se verifican. Son esos casos particulares: pri-
mero, que el centro sea un punto en el infinito (las figu-
ras se llaman afirnes); segundo, que la caracleristica valga
cero, infinito, 41 6 — 1; de este ultimo caso ya nos he-
mos ocupado (106).



§

106.—Vamos ahora, sin entrar en muchos detalles,
A eslablecer las férmulas de fransformacién homologica
en el sistema trilineal de coordenadas.

Para obtener dos figuras homograficas superpuestas
refiriéndolas & un mismo triingulo, designando como de
costumbre por (A, B, C) las coordenadas de un punto de
la 1.* figura, y por (A’, B', C') las de uno de la segunda,
se emplean las formulas

A’ 5 B 3 a
IA+mB+nC  LA-+mB~+ nC LA+ mB+4nl’

Si los puntos correspondientes estan en linea recta con
uno determinado (A, B,, C,), habra de verificarse

Ar-B @&
A B QG =0,
Azl By G

O lo que es igual
LA +1,B + n,C; LA 4 m,B +7,0; LA + msB +n,C

A 5 B 5 {
A, 3 Bt : iy

Il
\-O. '

y esto cualesquiera que sean los valores de A, B y C.
Pero la anterior determinante es de la misma forma

que la del niimero 96; de modo que podemos aprovechar

aquellos edlculos sin mds que el cambio de letras: por
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este medio deduciremos que para que las figuras sean
homolo6gicas, se ha de tener

fe—=RBe =G == e e
7= vl Rg=—vBy;
by, =1y + M\, — ¥Cy; my, = 1, + pB, — vCy;

Y, por tanto, las formulas de transformacion homologica
serdn
A’ o
(735 MA, — vCy) A - pAB + vAC

. BJ 3 X CI
" ABA + (7, + B, — vCy)B +vB,C ~ AC,A + uC,B + n,C°

que escribiremos

Ar
(77, —vCy) A + (M + pB 4 vC)A,
S B ) ¢
(s —Cy)B + (M + B ++C)B, ~ AC,A + 1CB + n,C’°

0 designando por L el frinomio A +-pB + vC,
A o B' £
LA, + (ns —vCy)A ~ LB, + (s — vCy) B~

C!
S T A

Como podemos dividir los denominadores por 7, — vC,,
representando por L un nuevo trinomio, el cociente de L
por (7, — vG,), llegaremos 4 la forma méds sencilla

Al Bt e g e
L& - LB 4B Boec
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pero por las propiedades de las razones iguales, las que
acabamos de escribir lo son a

— gqA’' — bB! —- e/
—a(LA,+~A)—0b6(LB,+ B) +¢(L,C, + C)
e 28 S Fgnd

—L98(E, 1) EpA

Luego, en resumen, las iormulas que buscabamos son

A:__ A * LlAU. P B e Lan. t C + Lscu_
UGS ETES ok e S B = iy 1+ L,

A0%.—La ecuacién del eje de homologia es L, = 0.

La caracteristica es el numero que resulta de sustituir
en L, + 1 las coordenadas A,, B,, C, del centro.

FIN
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