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AVERTISSEMENT.

Les seuls changemens importans qui signalent
cette nouvelle édition , se rapportent au second et
au quatriéme chapitre. Ainsi, le paragraphe du se-
cond chapitre, qui a pour objet la Résolution des
triangles rectilignes , a été refondu entiérement. Il
en est de méme de lappendlce de ce méme chapitre,
intitulé : Zrigonométrie sphérigue. Dans les éditions
précédentes, je faisais dériver d’un seul principe
toutes les formules nécessaires pour la résolution des
triangles sphériques, soit obliquahgles, soit rectan-
gles; mais cetie méthode, toute analytique, avait
I'inconvénient de conduire a des relations dont plu-
sieurs n’étaient nullement appropriées au calcul lo-
garithmique. Je n'entrais d’ailleurs dans aucun détail
sur la résolution des triangles; en sorte que mon
travail sur cette partie n’éfhit, a proprement parler,
qu'une ébauche. Dans I'édition actuelle, pour satis—
faire au ddsir de quelques professeurs, et surtout
pour étre utile aux jeunes candidats de I'école na-
vale, Jal tache de presenter un précis plus élémen-
laire, qui renfermit en méme temps tout ce qu'il y
a dessennel a savoir sur le calcul des triangles sphé-
riques.

Aprés avoir obtenu au moyen d'une seule figure
les dix relations qu'exige la résolution des triangles
rectangles, jindique la maniére de les nppi'i.quer
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ij AVERTISSEMENT.

dans toutes les circonstances qui peuvent se rencon=
trer. Passant ensuite aux triangles obliquangles,
jétablis des formules, toutes calculables par loga-
rithmes, et parmi lesquelles figurent principalement
les Analogies de Neper. La discussion des cas douteux
est d’aillenrs dcbarrassée de toutes les difficultés qu'on
vencontre ordinairement dans les ouvrages qui trai-
‘tent du méme sujet.

FYairepris, dans le quatneme chapitre, la théorie
analytique des foyers, en partant d’'une définition
plus générale ‘et plus rationnelle que celle d’Euler.
Cette nouvelle théorie est extraite, pour le fond,
d'un opusenle de M. Francfort, ayant pour titre:
Essai‘analytique de Géometrie , 1831.

Enfin, le paragraphe de ce méme chapitre , relatif
a Iidentité 'des courbes du second degré avec les sec-
tions coniques (*), ‘a été augmenté d'une démonstra-
tion gédme’fi‘iqug fort simple et fort ¢élégante, due a
M. Ddndeélin , membre de 'Académie de Bruxelles.

Ces changemens auralent accru d’'une maniére sen-
sibleVétendue de ce lralte s1 je n'eusse fait imprimer
en peht' texte toutes les appllcatmns des théories,
ainsi‘que les parties non exigées pour I'admission a
Pleole Pol‘y lechmque Par ce moyen, le nombre des
feuilles ’est méme trouvé réduit de deux, sur les
précédentes éditions. x

(*) La note sur Videntité, placée a la fin de Vouvrage dans
la troisieme édition, se trouye maintenant fondue dans ce
paragraphe.
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APPLICATION

DE LALGEBRE

A LA GEOMETRIE.

PREMIERE SECTION.
CHAPITRE I-.

Deéveloppement d'une premiére meéthode pour résoudre
les questions de Géométrie par le calcul.

i. Introduction.— On a va, en Géométrie, que les lignes,
les surfaces et les solides penvent, aussi bien que toutes les
autres grandeurs, étre exprimées par des nombres; il suffit, en
effet, pour cela, de prendre pour unizé 'une de ces grandeurs
geométriques. C'est ainsi, par exemple, que ]/5 exprime la
diagonale d’un carré dont le c61€ est égal & x. De méme, si 4
.t 3 représentent les nombres d’unités linéaires contenues dans
les deux cotés d’un rectangle, 4>< 3 ou 12 exprime le nombre
d’unités de superficie contenues dans ce rectangle, ou, en
d’autres termes, la surface de ce rectangle, De méme encore,
§>X3 < 5 ou 6o exprime le volume d’un parallélépipede
dont les trois arétes contigués sont représentées par 4, 3,et 5

1
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Généralement, si l'on désigrie par @, &, ¢, les nombres d’u-
nités linéaires contenues dans les arétes contigués d’un paral-
lélépipede, ab, ac, be, exprimeront les grandeurs de trois de
ses six faces , et abe son volume.

On voit done que P'Algebre, dont les méthodes sont appli~
cables & toutes les questions numériques possibles, peut aussi
servir a résoudre les questions relatives aux grandeurs que ’on
considére en Géoméirie,

2. Qu’il s’agisse, par exemple, de déterminer la grandeur
d’une ligne d’aprés la connaissance d’une ou de plusieurs au-
tres lignes comprises avec la premiére, dans une méme figure.
On suppose le probleme résolu, et Uon tiche, a U'aide de quel-
ques propositions de Géoméirie, dont Pexistence est déja éla-
blie, et qui ont quelque rapport avec I'énoncé du probléme, on
tdche, dis-je, d’exprimer par des équations les relations qui
existent entre les données (représentées:, soit par des lettres,
soit par des chiffres) et Ies inconnues, toujours représentées
par des letires, On résout ces équations, et l'on obtient ainst
les expressions des lignes cherchées auw moyen des lignes con-
nues , expressions qu'il faut ensuite traduire en Géoméirie,

Si la question proposée est un théoréme & démontrer, on
traduit algébriguement les relations qui existent enire les dif-
Jérentes parties de la figure, ce gqui conduit a des équations
avxquelles on fait subir diverses transformations, dont la
dernitre domne lieu au théoréme énoncé.

En un mot, traduire en Algtbre les questions de Géoméirie,
et, réciproquement, iraduire en Géométrie les résullats obte-
nus par U Algtbre, tel est le but qu’on se propose dans I’Ar-
PLICATION DE L' ALGEBRE A LA GEoMETRIE,

Développons ces notions générales sur quelques exemples.

5. Proposons-nous d’abord de rechercher les propriéiés
principales du triangle rectangle et du triangle obliguangle ,
en partant de ce seul principe , que deux triangles équiangles
ont leurs c6tés homologues proportionnels, et sont par consé-
quent semblables.
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Soit un triangle BAG( fig. 1) rectangle en A; du point A Fig. 1-
abaissons AD perpendiculaire sur BC, et posons BC=a,
AC:b,“ AB==c¢, AD=1h, BD=m, et DC=n.

Les deux triangles BAC, ADC sont rectangles, un en A,
Vautre en D ; de plus, ils ont ’angle C commun ; donc le 3¢
angle ABC du premier est égal au 3°angle DAC du second,
et les deux triangles sont semblables. Il en est de méme des
triangles BAC, ADB. :

Ainsi, comparant les ¢6tés homologues , et employant les
notations qui viennent d’étre établies, on obtient les trois
Pmpar'tions

i e M e e (1),
@iz c2te s m, } d’ott 'on déduit { ¢t =am.,.. (3),
@rsie T el R be=—aki,.:l (3),

égalités auxquelles on peut réunir celle-ci: e =m $-n.. (4),
qui existe nécessairement entre les deux segmens BD et DC.

Ces quatre équations renferment implicitement toutes les
propriétes des triangles rectangles; et il ne s"agit que de les
faire ressortir par des transformations convenablement exé-
cutées.

1% — Les égalités (1) et (2), ou plutdt les proportions qui
y ont conduit, nous apprennent que chagque ¢bié de Pangle
droit est moyen proportionnel entre Ehypoténuse enticre et le
segment adjacent. C'est une des propriétés principales du
triangle rectangle.

2°. — Ajoutons membre & membre les égalités (1) et (2);
il vient

b4 =am-fan=a(m<n,
ou, a cause de égalité (§), & +c¢*=a
Ce qui démontre que, danstout triangle rectangle , le carré
de I'hypoténuse est égal i la somme des carrés construits sur

les deux cbiés de Uangle droit. Clest Ja propriété caractéristique
du triangle rectangle.
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3°. — Multiplions les mémes égalités (1) et (2) membre a
membre; on obtient........... SRR ek biet = a’mn;
mais I'égalité (3) donne aussi...,......... o P =arht;

donc a’mn = a’h?, et par conséquent, h* =mn, ou bien,
pils ho s hibon,

Ainsi, la perpendiculaire abaissée du sommet de Uangle
droit sur Phypoténuse, est moyenne proportionnelle entre les
deux segmens de Uhypoténuse.

f°. — Divisons membre & membre les €galités (1) et (2); il
vient

s i
—; dou & ic*iinim;

= 3

(v anm

cest-a-dire que les carrés construits sur les ctés de Uangle
droit sont entre eux comme les segmens de I hypoténuse.

En un mot, toute transformation exécutée sur les égalités
(1), (2), (3), et (4), conduirait & un résultat qui, traduit
géométriquement, ne serait autre chose qu’un théoréme ou
une vérité plus ou moins remarquable.

4. Observons d’ailleurs, en passant, que, comme ces quatre
équations renferment six quantités a, b, ¢, k, m, et n, il s'en~

suit. que deuz quelconques d'entre elles étant données, on
peut se proposer de dé!ermmer les quatre autres, a lazde
de ces équations.

Supposons, par exemple , fiae connaissant I’h‘ypoténuse BC
et la perpendiculaire AD , il s’agisse de déterminer les deux
cbtés de Uangle droit et les deux segmens.

Les équations (1), (2) et (4) donnent d’aboxd, comme on I’a
dejaavin) e s L Lt = AP
mais si ’on double I'égalité (3), ona..... 2bc = 2ah;

d’ot, faisant sucessivement la somme et la différence de ces

{ (b 4 ¢)* = a* + 2ah,

deux—ci, l'on déduit,. . (b — o) = a* —2ah;
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et par conséquent, |
b+ c=\ a+2ah, by e Bakt

Connaissant la somme & <+ c et la différence b — ¢ des
deux ¢btés b et ¢, il est facile d"obtenir chacun d’eux en par—

ticulier. .
On a, d’aprés un théoréme connu, pour le plus grand cote
(qu’on peut toujours supposer exprimé par &),

b:% Va4 2ah -f-;- V a* —aah,

et pour le plus petit ¢,

c=§ |/a“+zak.—.£|/a“—mh.

Quant aux deux segmens, ils sont donnés immediatement
par les équations (1) et (2) , puisque b, ¢, et @, sont maintenant
connus.

8. Remarque. — La seconde partic des deux valeurs de &
et de ¢ nous apprend que, pour que le triangle puisse exister
avec les données établies, il faut que Von ait

a*> 2ahk, ouaumoins, a'=—2ah;
d’ott l'on tire
a a
J’:<§, ou tout au plus, h=;;

car autrement, les valeurs de & el de e seraient imaginaires:

En effet, pour construire un triangle rectangle , connaissant
Uhypoténuse et la perpendiculaire abaissée du sommet de
Pangle droit , on peut employer le moyen suivant :

Déerivez sur Uhypoténuse BC ( fig. 2) comme diamétre une Fig. 2
demi-circonférence ; élevez au point Bune perpendiculaire BH
¢gale a la perpendiculaire donnée ; menes HL parallele a BC ;
et les deux triangles ABC, A'BC satisfont également A la ques-
tion,
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Or, pour que le probléme soit possible, il faut évidemment

que BH soit plus petit que é BC, ou, tout au plus, égal a

I BC.

2
Lorsqu’on a BH = %BC, ou k= i a, le triangle rectangle

devientisoscéle, et les valeurs de &, ¢, se réduisent a
b=la]/2, c:lat/z;
2 2

¢e qu’on peut aussi reconnaitre d’apres la figure.

6. Considérons, en second lien, un triangle obliquangle ABC
(fig. 3), et proposons-nous d’exprimer I'un des cétés, AB, par
exemple, au moyen des deux autres, en nous fondant sur la
propriété principale du triangle rectangle. ... (a*=06"¢*).

Abaissons du sommet A la perpendiculaire AD ( qui peut
tomber en dedans ou au dehors du triangle, selon que 'an-
gle € est aign ou obtus); et conservons d’ailleurs les mémes
notations que précédemment , savoir:

BC=a, AC=4, AB=¢, AD=Fk, BD=m, DC=n.
Les deux triangles rectangles ADB, ADC donnent les égalités
e —uht =t e £1)5
b= Rt pmrlo
auxquelles il faut ajouter celle-ci:
ave =m0 (3).

[Le signe supérieur de I'égalité (3) correspond au cas ot
Pangle C est aigu, et le signe inférieur, & celui ou il est
obtus. ]

Cela posé, retranchons I'égalité (2) de ’égalité (1); il vient

d—b=m—n*; don E=b+m'—n’....... A@);
mais U'égalité (3) donne  m = a == n,

et par conséquent , m*= a’'£ 2an - n.
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Substituant cette valeur dans I’équation (4), on obtient enfin
=04 a* £ 2an. ... (5)..

Done le carré de Uun des c6tés d'un triangle quelconque est
égal & la somme des carrés des deux auires c6iés , MOINS ou
pLus le double rectangle du cité sur lequel on a abaissé une
perpénd:'culafm » multiplié¢ par le segment opposé au cblé que
Don weut exprimer au moyen des deux autres.

L’égalité (5) comprend sous une forme trés concise les denx
théorémes principaux sur les triangles obliquangles.

7. Le probléeme suivant est trés propre i faire ressortir
Vutilité de P’Algebre dans la résolution des questions de Géo-
métrie.

On propose de diviser une ligne donnée AB (fig. 4) en
MOYENNE ET EXTREME RAISON, C'est—a-dire en deux parties,
dont Pune soit moyenne proportionnelle entre la droite entiere
et Pautre partie.

Supposons le probléme résolu, et soit E un point de AB,
déterminé de maniére qu’on ait la proportion

AB : AE :: AE : EB.
Posons AB=a, AE=a=; doi EB=a—=
La proportion devient a:xiiaxia—a;
d’oit I'on déduit 'équation  2* =@’ — ax,

qui, étant résolue, donne

De ces deux valeurs fournies par la résolution de Véquation,
la premiére est la seule susceptible de satisfaire 4 U'énoncé du
probleme, tel qu'il a été établi; car la seconde est négative et
numériquement plus grande que @; d’on il suit qu’elle ne peut
exprimer une partie de la droite donnée a. Nous verrons plus
loin par quelle circonstance cette valeur se rattache a la pre—

Fig. 4.
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miére , et comment on doit U'interpréter; occupons-nous done
seulement de la valeur

a a’ '
& o a* -
2o+
et voyons ce qu’elle signifie en Géométrie.
Ce résultat indique évidemment que, pour obtenir la valeur

de x en ligne, il faut retrancher la moitié de @ de Uexpression

\/ a* 4 54: Mais, en vertu de la propriété principale du

a'l

triangle rectangle, \/ a* -+ 7

triangle rectangle dont les deux c6tés de I'angle droit sont a

représente ’hypoténuse d’un

i ;
et —.

2

De 1a il est aisé de conclure la construction suivante :

A Uextrémité B de la ligne AB = a, éleves une perpendicu-

laire BC égale a 5 a, ettirez AC; il en résulte

AC:\/a“—}—%j.

: ) a :
Du point C comme centre , avec le rayon CB= —, décrivez
2

un arc de cercle, BD, qui coupe AC au pointD; vous aures

AD:AG—CD_—_\/aﬂ-;-‘;;:_f.

2

Enfin, rabattez par un arc de cercle AD de A en E; et le
point E sera le point demandé.

En effet, on a

AE:AD-_-‘/a“-E-iE-a:x.

2

Il est & remarquer que cette construction a laquelle on est
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parvenu, est précisément celle qu'on donne dans les éldmens
de Géométrie. Pour 'obtenir par des considérations purement
géométriques, il faut une analyse assez délicate; tandis qu'a
Yaide des symboles de I"Algebre, on la trouve facilement et
sans aucun effort.

Cest ainsi qu’en appelant 1I’Algébre au secours de la Géomeé-
trie, on parvient souvent a résoudre des questions qui, autre-
ment , exigeraient des raisonnemens difficiles et compliqués.

8. En réfléchissant sur la maniére dont la derniére ques-
tion vient d’étre traitée, on voit que la résolution d'un pro-
bleme de Géométrie par le secours de I'Algebre, se compose de
irois parties principales :

1% — Draduire algébriguement Uénoncé du probleme, ou
le metire en équalion.

2°. — Résoudre I'équation ou les équations , suivant que 1'é-
noncé renferme une ou plusieurs inconnues.

3°. — Construire ou évaluer en lignes les expressions algé-
briques auxquelles on est parvenu.

Souvent il faut y joindre une 4° partie qui a pour objet la
discussion du problime, ou l'examen de toutes les circons-
tances qui y sont relatives. (#oyez len® 5.) ;

Or, il en est des problémes de Géométrie comme des pro-
blémes d’Algebre , cest-a~dire qu’il n’existe pas de régles bien
fixes pour mettre un probléme en équation. Le précepte établi
en Algebre est également applicable (2gyez n°® 2) anux pro~
blémes de Géomeétrie; maisla maniére de le mettre en pratique
varie suivant les différens problemes gu’on peut avoir i ré-
soudre. Cependant , mous développerons dans le troisieme
chapitre une méthode générale a ce sujet. Dans celui-ci, nous
n’emploierons que des artifices particuliers a chaque probléme;
mais, comme ces méthodes , quoique indirectes, donnent
souvent des sclutions plus simples et plus élégantes que la
méthode générale, il est nécessaire de les faire connaitre.

Les équations une fois obtenues, on peut les résoudre d’a-
prés les moyens que fournit UAlgebre. Toutefois, les com-
mengans ne sauraient trop s’exercer a faire les caleuls adroite~
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tement, en cherchant a dégager le plus simplement possible
les inconnues, des équations qui ont été établies.

Quant & la troisitme partie, qui a pour objet de construire
les expressions des inconnues, les régles 4 suiyre sont faciles
et en petit nombre. C'est donc par le développement de cette
derniére partie qu'il convient de commencer,

§ 1. Construction des expressions algébriques.

9, Nous ne considérerons, dans tout ce qui va suivre, que
des expressions rationnelles ou irrationnelles du second degré,
c’est-a-dire des résultats provenant d'équations du premier ou
du second degré.

Les expressions élémentaires , ¢’est-i-dire les expressions a
la construction desquelles on peut ramener toutes les autres,
sont au nombre de siz, savoir :

__ab a*

r=a—b4tc—d-te.., Tz B

.‘1::‘/55, F b — ‘/a’-}- Rty it 5 — \/a’—b";
(a; b, ¢, d,. .. exprimant les nombres d’unités linéaires con-
tenues dans des lignes données).
1%. — Soit aconstruire Uexpression x=a—b-+4c—d+e. ..
Ce résultat, pouvant étre mis sous la forme

r=a-tct+ed... —(b+d+...),

veprésente la différence entre la somme faite des lignes a, ¢,
€y.... et la somme faite deslignes b, d. ...
D’abord, pour obtenir une ligne égale ia4-c4e4....;
Fiy. 5. prenez sur une ligne indéfinie AX (fig. 5), et a partir du
point A, AB—=ga, BC=¢, CD—=e; vous aurez ainsi

AD = a 4 ¢ 4 e.
Portes ensuite de D vers A, DE=0, EF =d, ce qui donne
' DF = b 4 d;
il en re’sﬁllc nécessairement AF = a4 ede— (0 d) = x.
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On peut , avec la méme facilité, construire les expressions

x=23a, x=5b....; tout se réduit a porter la ligne 2 on & a
1a suite d’elle-méme, plusieurs fois.

On a vu d’ailleurs, en Géométrie, le moyen de diviser une

droite donnée en 2, 3, 4, 5,... parties dgales ; ainsi, il ne

serait pas plus difficile de construire les résultats x — -g y

2a _3a
= -3- y X = T .

Par exemple, pour construire la derniére expression, il
suffit de diviser a en q parties égales et de prendre 3 de ces
parties ; ou bien, de prendre une ligne égale & 3a, qu’on di-
viseratl ensutie en 7 parties égales. :

2°, — Soit & construire le résultat * = %b;
on en déduit la proportion ¢ la:ib iax;
d’ott on voit que z est une 4° proportionnelle aux trois lignes
données c, aeth. :
Pour Iobtenir, formez un angle indéfini XAY (fig. 6), et & yig. 6.
partir du point A, prenez sur AX, AB —=¢, AC=a, puis
sur AY, AD=10. Tlirez BD et menez parle pointC, CE pa-
rallele & BD. La ligne AE sera la ligne cherchée.
En effet, on a , d’aprés cette construetion,
AB:AC:: ADSAE, ou bien, ¢ia:25:AE; d’olt AE—= fcé =
Avrrement.— Sur une ligne indéfinie AX , prenez AB=c, piz ;.
AC=a. Du point B tirez une droite quelcongque BY, et prenez
BD = b. Joignez AD, et par le point C menez CE parallélé i
BY, Laligne CE sera la ligne demandée.

Car on aura
AB : A€ :: BD!CE; ou cla:: b :CE.
3%.— L’expression =z = %’ e ?->—:~'—z , est une 3°

proportionnelle aux deu lignes @ et ¢, puisqu’on en déduit

cinsiacz,



Fig. 8.
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La construction est done la méme que celle de Uexpression
précédente.

On peut toutefois, dans certaines circonstances, lui substi-
tuer celle-ci :

Sur une ligne AB=c (fig. 8), comme diaméire , décrivez
une demi-circonférence ; du point A comme centre, et avec un
rayon AC égal & a , décrivez un arc de cercle qui rencontre la
demi-circonférence au point G ; puis abaissez la perpendicu-
laire CD sur AB. Vous aurez AD pour la 3° proportionnelle

demandée.

Yig. 9.

En effet, le triangle rectangle ACB donne

AB:AC ::AC: AD, ou c:a:ia:AD; dou AD:“?_—..x.

N. B.—Ce mode de construction suppose évidemment que
Ton aita < c; et on ne emploie avec avantage qu’antant que,
dans la figure du probléme, il existe déja une demi-ecircon-
férence décrite sur ¢ comme diamétre, parce qu’alors iln’y a
réellement que la perpendiculaire CD & abaisser (¥).

4°. — Le résultat 2= Vab exprime une moyenne propor-
tionnelle entre @ et b; car on en déduit

=g e by don gs 7 it xth.

Pour la construire, prenez sur une ligne indéfinie AX
(fig. 9) deux parties AB= a, BQ=b; puis sur la somme AC
de ces deux parties, comme diamétre , décrivez une demi-cir-
conférence et élevez la perpendiculaire BD. Vous aurez BD
pour la ligne cherchée.

(*) Quand on a au contraire a>>¢, la construction peut se modificr ainsi
qu'il suit : sur une droite indéfinie (fig.§) prenez AD =e¢, puis élevez an
point D nne perpendiculaire. Du point A comme centre, avec un rayon égal
i a, déerivez un arc de cercle qui conpe la perpendiculaire en un point €,
puis tirez CB perpendiculaire & AC. La distance AB est la 3¢ propoition-
nelle demandée; car on a
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En effet, le triangle rectangle ADC donne
AB:DB::DB:BC, ou a:DB::DB:4; d’'ou DB=V ab=z.
AvtheMENT. — Sur la plus grande ligne, AB — a ( fig. 10), Fig. 10,
décrivez une demi-circonférence ; prenez sur AB une partie
AC =10, et ¢levez en C la perpendiculaire CD. La corde AD

est la ligne demandée.
Car le triangle rectangle ADB donne

AB;AD :: AD:AC, ou a:AD::AD: &; donc AD=V/ab.

5....2 =V a + b exprime Ihypoténuse d’un triangle
rectangle dont les deux c6tés de 'angle droit sont a et b.

Formez un angle droit CAB ( fig. 11); puispre}zez AB=a, Fig. .
AC =10, et tirez Uhypoténuse BC; vous aurez

BC= VAB 4+ AC= V@ -+ b* = x.

6° ...2=V/ a*— b" est 'un des cités de I'angle droit
d’un triangle rectangle dont 'hypoténuse est a et l'autre
coté b,

PREMIERE constRucrioN. — Zracez un angle droit XAY
(fig. 12) ; sur AX prenez AB = b, puis, du poﬁzf. B comme Fig. 1o
centre, et avec a pour rayon, décrivez un arc de cercle qui
coupe AY en un point C. Vous aurez AC pour la ligne de-
mandeée.

En effet, cette construction donne

AC =\/EE’—A_B°, ou bien, AC= ya"— b= =z.

SecoNpE constrRUCTiON. — Sur AB—=a {( fig. 13), comme Fig. 13.
diamétre , décrivez une demi-circonférence; a partir du
point A, prenez une corde AG=10. L'autre corde CB sera la
ligne demandée. Cela est évident.

Troistime construcTion. — L’expression {/a* —0&" peut se
mettre sous la forme V/(a-5) (a—2>), et représente une



Fig, 14.

Fig. 15,

b4 CONSTRUCTION
moyenne proportionnelle entre les deux lignes (a40) et (a—b).
Sur une ligne indéfinie AX, prenez AB=a ( fig. 14), et
portez b de Ben C, puis de B en D. Décrivez sur AC, comme
diamétre, une demi-circonférence, et €levez au point D la
perpendiculaire DE. Vous aurez la corde AE pour la ligne de-
mandée.
Car il résulte de cette construction

AE=AC>AD = (a+b) (@a—b);
d’m‘L AE=V (e+0)(a—b)=ua.

10. De la construction des expressions/ a*+5* et V/ a*— 0*,
il est facile de déduire celle du résultat

r=V@é—b+teo—adfe—.....

D’abord, sur AB =a (fig. 15), comme diamétre, décrivez
une demi-circonférence, et @ partir du poini A, prenez une
corde AC = b; puis tirez Uautre corde BC. Vous aurez

BC = V’a“— b

Soit posé { a*—0b*=m; ilen résulte a*—b'=m’,

¢t la valeur de = devient =V m*+c*—d* 4 ¢ —. , ...
Prolongez ensuite AG d'une partie CD = ¢, puis tirez BD;
yous aurez |

BD =/ mfc'= V/ aB—b'+co,
Soit Va—b+c=n; d’on a—bct =n*;
ilen résulte =V n*—de'—. .. :

Maintenant, sur BD, comme diamétre , décrivez une demi-
circonférence ; prenez une corde DE = d, et tirez BE. Vous
aurez

BE=Vnrn—@ =Va—btec—d.

Continuez ainsy cette suite de constructions jusqu’a ce que
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vous soyez parvenu au dernier des carrés qui entrent sous le
radical de la valeur de z.

11. La construction préeédente sert principalement i éva-
luer en lignes les radicaux numériques.,

Soit, pour premier exemple , @ construire x ==/ 15.

On peut d’abord mettre cette expression sour la forme. . ..
x= /53, et elle représente ainsi une moyenne propor~
tionnelle entre 5 et 3.

Mais il est plus simple de la transformer en cette autre ex-

pression : 2 =— V16 —1 =V (4)'—1.

Alors tout se réduit & construire un triangle rectahgle dont
Fhypoténuse est 4, et I'un des cOtés est égal & 1.

On trouvera de méme

|/§_ ‘/4_-{-.6::: =V 2)4+() —1= ‘/ a’+-b'—c’,
Vit= Vo +i+1  =V@i+i+i,
V{3 = V' 364+9—1—1 =V (6)'+(3)*—1—1.

L’artifice consiste 4 décomposer le nombre sous le radical,
dans la somme algébrigue de plusieurs carrés, ce qui est tou-
jours possible.

On démontre méme dans l'analyse algébrique , que tout
nombre entier, s'il n’est pas un carré , est décomposable daus
la somme de deux , trois, ou quaire carvés au plus.

12, Nous sommes actuellement en élat de construire les
expressions algébriques les plus compliquées.
Commencons par les monomnes rationnels.

. Eaa . 2abe
Soit proposée l'expression x= -
Lo
0 2ab ¢
n peut la mettre sous la forme z= — X

2ab , ; ;
Or, —5~ €Xprime évidemment une £° proportionnelle aux

trois lignes d, 2a, et b.
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1 1 . > 2.ab ;
Soit donc cette ligne construite , et posons —- —m; il en

d
: e , :
résulte x=—m >} —, qui exprime encore unc 4° propor-
€

tionnelle aux trois lignese , m et e.
s ; 2a*b’c
Soit encore & construire = 3B

; ; : aten g 1l & Ale
Cette expression revient 4 x = 37 5 H’X F < T P E’.
; 231;, ou ﬂa-?:f—‘f exprime une 4° proportionnelle
aux lignes 3d, 2a, et a.

2a’

Posant B m, ona

D’abord

S ax b < b o ¢
i =X =X =X

N A e

Or m xg représente une 4° proportionnelle aux lignes d,
m, et a.
a . ésul
7="; il en résulte

x—nxﬁxﬁx
i

Soit m <

Lid
~

En continuant ainsi, I'on parviendra, a l'aide de cing 4>
proportionnelles, 4 une derniére ligne qui représentera la
valeur proposée.

N. B. — Le nombre des 4** proportionnelles est toujours
marqué par le degré , ou par la somme des exposans du déno~
minateur.

15. Passons aux expressions fractionnaires polynomes.
2a*— 3a’h + b’c
@ — 2ab 4 b*

On peut d’abord V'éerire ainsi :

a’(za+3b+%
— a(a—-——zb—]—'ﬂ—:)_'

Soit 4 construire x —
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Si, aprés avoir supprimé le facteur @ commun aux deux

b*e b . 4
termes, on pose ——=m, —=n, il en résulte

_ a(ea—3b4m)
~ a—2b+4n"’

et celte expression représente alors une 4* proportionnelle aux
trois lignes @ — 26 =+ n, a, et 2a — 3b 4-m.

Quant aux deux lignes m2 et n, on peut les construire facile-
ment, d’aprés ce qui a été dit plus haut.

Llartifice de ces transformations consiste & mellre en évi-
‘dence, au numérateur et au dénominateur, ious les facteurs
littérauzx , moiNs UN , qui entrent dans l'un des termes.

Il faut toutefois avoir le soin de faire ressortir la lettre qui
entre le plus de fois comme factenr dans les deux termes de
la fraction, parce qu’alors il y a moins de constructions par-
tielles , & cause des réductions qui se présentent; mais ces
simplifications demandent de I’habitude.

On trouvera pareillement que V'expression

_ a'—a2a’b4oabic—bled . a(m—n+-2c—p)
T 2ab—3b'—fbe*4-ctd TEVIeNt i 2a—3b—q+r ’

en mettant le facteur ab® en évidence au numérateur et le
facteur 4* en évidence au dénominateur, puis posant

TSl d o i i e
= ba 3 h=—= b ] s a ? L= b ) &'.\ =
Ces derniéres expressions €tant construites, on en déduit la
valeur de @, qui est une 4° proportionnelle aux trois lignes
20—3b—qg+r, a, et m—n-4-20c—p.
On peut remarquer qu’il y a beaucoup d’analogic entre ces
transformaltions et celles qu’on exécute pour rendre les expres-
sions algebriques calculables par logarithmes.

14. Considérons maintenant les expressions radicales du
second degré.
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Soit, premiérement, Vexpression x= V a* —bd.

On peut la mettre sous la forme z= \/a (a = éa_d);

5 bd : o e
et si Pon pose —=m, ligne facile a construire, il en résulte

T = }/{: (a—m),
expression qui représente une moyenne proportionnelle entre
les deux lignes a et a —m,
AUTREMENT. — Soit fait n*=5d, il vient z = V@' — n*;
d’oti V'on voit qu'aprés avoir construit une moyenne propor-
tionnelle n entre b et d, il suffit de déterminer 1'un des cotés

de V’angle droit d’un triangle rectangle ayant pour hypoté-
nuse a, et 2 pour autre cote.

F—abic 4 3b°
Soit en second lien, x = a—j“g—;-——-.

Cette expression revient a celle—ci:

'____ 4 3
.r—-\/bx f’_j:;?’b.

Or on a

a*—ab’c 4 36° &( =at 3'6)
b (a— b) i3 o0

quantité qu’on peut’construire aisément d’aprés ce quia €Lé
dit n° 13,

Désignant donc cette quantité ou cette ligne par m, on ob-
tient = V/b > m, expression facile A construire.

En général, pour toute expression radicale du second de-
gré, il suffit de metire en évidence, sous le radical, un des
Sacteurs littéraux qui entrent dans les termes du numérateur,
a par exemple ; le second facteur sous le radical est aloxs une
expression rationnelle qu'il faut construire etdésigner ensuite
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par une lettre m; la question seréduit finalement & construire

la valeur & = V.a>Xm.
Vi3
IV. B.— Si l'on avait une expression telle que z=a ‘/ =,

il fandrait commencer par faire passer le coefficient a sous le
radical ; ce qui donnerait

a‘h

r= —-c— = Va X m,
; ax< b
en posant et construisant m=— -——
c

Remarque importante sur IsoMOGENEITE.

15. Dans toutes les expressions que nous nous sommes pro-
posé de construire,, nous avons suppose,

1°, — Tous les termes du numérateur, de méme degré entre
cuz, ainsi que tous ceux du dénominateur; 2°, — le degré du
numérateur plus grand que celui du dénominateur, d'une
unité pour les expressions rationnelles, et de deux unites pour
les radicaux.

Une expression est dite momocine lorsque ces deux condl-
tions sont remplies ; et elles le sont, toutes les fois que, dans
la traduction algébrique de 'énoncé du probléme, on a dé-
signé par une lettre chacune des lignes qu’on a dd faire entrer
en considération. 1l suffit, pour se convainere de la vérité de
cette assertion, de réfléchir surla nature des relations que
fournit la Géométrie pour la mise d’un probléme en équation.
Ce sont, en effet, ou des proportions entre des lignes exprimées
chacune par une lettre, ou bien, des égalités entre des sur—
faces (telles que la proposition du carré de I'hypoténuse et
celles qui en dépendent). Mais une surface est toujours ex—
primeée , soit par le carré d’une ligne, comme a?*, soit par le
produit de deux lignes, comme ab; donc les équations du
probleme doivent étre elles-mémes homogénes, cest-a-dire

- que tous leurs termes doivent étre de méme degré. Dailleurs,
¥
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on sait que toutes les transformations exécutées sur des uan~
tités homogenes conduisent nécessairement i des résullats
homoggenes. '

Ainsi, soit x = % , Ao Az =B, le résultat auquel on

est parvenu pour I'une des inconnues.

. B et A doivent étre séparément homogénes ;

. Comme z exprime déja une ligne, il faut que A soit
d’un degré moindre d'une unité que B; autrement, l'équa-
tion Az=-" ne serait pas homogéne.

Donc enfin, dans Pexpression. z = %, les deux condi-

tions énoncées ci-dessus doivent étre satisfaites.
Quant aux radicaux du second degré qui peuvent étre géné-

ralement représentés par x = }/A, comme on en déduit
x*==A, et que le premier membre z* exprime une surface, il
s’ensuit que le second membre A doit aussi exprimer une sur-
face. Donc, si A est fractionnaire, le degré du numérateur
doit surpasser de dewx unités celui du dénominateur.

Mais si, dans la vae de rendre les calculs plus simples, on
convient de prendre pour unité I'une des lignes que I'énoncé du
probléeme prescrit de faire entrer dans le calcul, comme les
diverses puissances de 1 sont €galesa 1, le degré de chacun
des termes ou cette ligne se trouvait élevée i diverses puis—
sances, doit nécessairement diminuer d’une ou de plusieurs
unités ; et, dans le résultat obtenu pour la valeur de I'incon-
nue, les deux conditions de 'homogénéité doivent, en géné-
ral, cesser d’exister.

Par exemple, si dans les expressions

_ab — 2a’b’e e -—bd 5 \/aﬁ—zb’c-f—%’
=t T e Ry a—b
on suppose & — 1, elles se réduisent a

o _. 24d% a'—d a‘-—gc+3

e 't_13d’f’g’ <l e \/ a—1
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Cependant , comme la construction de la ligne cherchée dé-
pend des grandeurs de toutes les lignes données, et en parti-
culier, de la ligne prise pour unité, il faut préalablement la
rétablir dans expression de z; ce qui n’offre aucune diffi-
culté, car, en désignant cette ligne par une lettre, »2, par
exemple, il suffit de Vintroduire dans les différens termes,
comme facteur, & une puissance d’un degré tel que les deux
conditions d’homogénéité soient remplies,

Ainsi, soit Pexpression z= bbb R
a—a2br 1
qui n’est pas homogéne, parce qu'on a supposé 'une des lignes
de la question , égale & 1.
~ Puisque I'un des termes du numérateur est du 3° degré, et
qu'un de ceux du dénominateur est du 2° degré, tous les au-
tres termes doivent etre respectivement ramenés A ces mémes
degrés.
Donc, en désignant par 7 la ligne prise pour unité, on a
a>—2am® + 3bem :
Gh—ab a2 90 peutise

pour U'expression ==

construire d’aprés les régles établies précédemment

o a—b* 3 — b*mP e c'm

De meime, G m deﬂent d m‘+d’m .
i
Soit encore x = aqf il Sl

Chacun des termes , sous le radical, devant étre du 2° degre,
aef aefm ce . cem’ aff af

T
24T B 4
Vexpression deviendra

A \/aqu cem" L. ot
bd dm?*

= et

on transformera S
m

Posant alors
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s Gefm. __ ae Jm s e ae irzz_

pye = TRk S BN A T 3
cem® lee m* ce m?

L = i o doi = — < —,
i of g F oy

a'f \ af Tt ‘/ a'f
= ] XE;?-:-" dlou r = axdm"

et construisant p, ¢, r, d’apreés les principes connus, on ob~

tiendra pour # la valeur = {/p*+ ¢* — r*, expression qui
rentre dans celle du n° ro.

16. N. B. —Des qu’on applique I’Algébre a une question
de Géométrie, la représentation des lignes de 'énoncé par
des lettres, suppose toujours qu’on ait pris une certaine ligne
pour uaité ; mais il faut distinguer deux cas:

Ou le résultat auquel on parvient, pour Iexpression de
Iinconnue, est homogéne ; ou bien, il ne est pas.

Dans le premier cas, la connaissance de la ligne prise pour
unité est indifférente & la constraction du résultat.

Dans Ie second, cette ligne est, pour ainsi dire, en évi-
dence; et son introduction dans le résultat est indispensable
pour la construction.

On doit done, jusqu’d un certain point, distinguer deux
espéces d’unités linéaires : I'ove qu’on peut appeler 'unité im-
plicite : c’est celle qui correspond a des résultats immédia~
tement homogénes, et que la représentation algébrique des
lignes suppose toujours, au moins d'une maniére tacite;
I'avTRE, qui serait alors I'unité explicite : c’est une des lignes
données de la question, et que, pour simplifier le calcul, on
a jugé a propos de faire égale 1. Son rétablissement dans le
résultat du calcul est toujours facile, au moyen des deux
conditions d’homogénéite.

Nous aurons souvent, surtout daus le 2° chapitre , occasion
d’appliquer ees derniers principes.
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1. Construction des dquations du second degré & une inconnue.

4 ) -
Quoique les régles établies précédemment suffisent & la rigueur pour la
construction des résultats auxquels on est eonduit par la résolution d'une

équation , soit du 1°F, soit du 2° degré ( puisque ces résuliats sont toujours,
5 irrati Hes du d

ou des expressions rationnelles, ou des expr
degré) , il n'est pas inutile de faire connaitre une construction qui se déduit
de Péquation elle-méme sans qu'on soit obligé de résondre cette derniére;
parce qu'il y a des circonstances o cette construction donne lieu & une so-
lution plus simple et plus élégante du probléme.

Remarquons d’abord que, toute équation du second degré pouvant éfre

ramenée & la forme
ad o pm == ok g,

(les signes des différens termes sont mis en évidence) , sa construction
exige qu'on la rende homogéne. Or, par hypothése,  exprime une certaine
ligne; done il faut que p représente aussi une ligne, et ¢ une surface qu'on
peut toujours supposer transformée en un carré k2 ; et alors I'dquation

devient
T8 i o == ok fa s

ce qui donne lieu, par rapport aux signes, aux guatre équations suivantes :

2 pr= =4 k... (1}, zt o pr = — k2., (3),
' —pzr=4 k... (3, z8 — pr = — k3. ().

Drailleurs , il est aisé de voir que les racines des denx équations (1) et (3)
ne difféerent que parle signe, de celles des équations (a) et(4) ; et comme,
pour le moment, nous ne voulons que connaitre en lignes les valeurs ab-
solues des racines, il s'ensuit que la question se réduit & construire les racines
des équations (2) et (§).

Considérons done , en premier lieu , I'équation (a)

on x: — pr = -} k3.

Elle peut étre mise sous la forme 2 (2 — p) =+ ks ; et traduite en Géo-
métrie,, elle revient 4 cet énoncé : Construire un rectangle connaissant la
différence p de ses cotés contigus, et sa surfoce k. Car, si l'on appelle xle
plus grand coté, = — p exprime le plus petit; x (x —p) est une seconde
expression de sa surface qulon a déja supposée égale & un carré donné /2.

Cela posé, pour résoudre ce probléme, décrives sur une droite AB=p
( fig. 16), comme diamétre, une circonférence entiére; élevez au point A une
perpendiculaire AC =Xk , et menez par le centre O la sécante COD. Vous
durez CD pour la racine positive de Péquation , et CE pour la valeur absolue
de Ia racine negative,

En effet, on a évidemment la proportion

€D : AC :: AC CE, ou CD 2 kkn GD — p,

Fig. 16
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ce qui donne CD (CD — p) = k2;
d’ott 'on voit que CD vérifie équation

x(:z,' ——p.) =k

La proportion CD : AC :: AC : CE,
revient encore & celle-ci : CE + p 2 k:5k 3 CE,
d’on résulte l'égalité CE (CE +4p) = ks,
ou bien encore, — CE (—CE — p) = k=3

done — CE veérifie aussi Péquation = (z — p) = k.
N. B. — Il est évident que la construction précédente est toujours pos-
sible; et, en effet, les deux racines de la proposée sont nécessairement

réelles , quelles que soient les grandeurs de p el k.

Les racines de Péquation (1), ou x? =~ px = k3,
seraient d’ailleurs — €D et + CE.

Soit , en second liew, Véquation (§) ou

T — pr = — ka,

On peut , en changeant les signes, laramener & = (p—ax)=#%2; el, sous
cette nouvelle forme, elle est la traduction algébrique de cet énoncé : Cons-
truire un rectangle connaissant la somme P de deux cités contigus et sa sur-
Jace ka. Car,silon appelle x 'un queleonque des cOtés, p— = est lex-
pression du second ; ainsi sa surface a pour valeur x (p—=z), et I'on obtient
I'équation ci-dessus.

Pour la construire , décrives sur une droite AB=p ( fiz. 17), comme dia-
métre , une demi-circonférence ; éleves au point A une perpendiculaire AC=k,
ct menez par le point C la droite CD paralléle & AB; abaisses enfin la per-
pendiculaire DG, Vous obtiendrez AG et GB pour les deux racines de la
proposée.

En effet, cotte construction donne évidemment la proportion

AG : DG :: DG : GB, oubien AG : k1'% k: p— AG;
d’oit Pon déduit 'égalité AG (p — AG) = k3,
qui, comparée avec I'équation z(p—u=n) =i,
donne évidemment = = AG.

La méme proportion revient encoreda p—GB 1 &k 31 k: GB,
doi 'on déduit 'égalite GB (p —GB) = 2,
qui , comparée & 'équation x(p—2a) = kv,
donne ¢galement 2= GB.

Les deux racines de Déquation (3) ou 2% 4- pr = — k& ( qui sont négati-
ves), seraient représentées par — AG et — GB.
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N. B. — La construction ne donnerait aucun vésultat si l'on avait

> 'E, puisque alors Ia paralléle CD ne rencontrerait plus la eirconference;

et en effet , dans le cas de k>§ , dot k2 > 3—;: , les deux racines sont ima-
ginaires. ;
3
5i P'on avait & =E, ou k= %- , la paralléle CD deviendrait tan-

gente au point I, et les deux racines seraient égales & AO ot OB.

18. Scolie général. — Les principes que nous venons d’é—
tablir sont suffisans pour la construction de tous les problemes
dont les équations ¢onduisent  des résultats rationnels, ou a
des expressions irrationnelles du second degré. Nous ajouterons
cependant une observation; c’est que, dans chaque probléme,
il faut ticher de faire servir la figure de 'énoncé 4 la construe-
tion des résultats; car c¢’est ordinairement dans la liaison plus
ou moins directe entre la construction et la figure, que con-
siste le plus ou moins d’élégance de la solution du probléme
par le secours de I’Algebre : les problemes suivans en fourni-
ront des exemples.

S II. Résolution de diverses questions relatives a la
ligne droite et au cercle.

C’est en proposant d’abord quelques problémes particuliers
et faisant ensunite quel ques réflexions sur la maniére dont ces
problémes ont été résolus, qu’on peut initier les commencans
dans les méthodes de P Apprication.

19. Presies prosuime, — Inscrire un carré dans un triangle
donné ABC ( fig. 18); c'est-i-dire, trouver sur le cté AB un Fig. 18.
pointE tel, que si 'on méne EF paralléle a BC, et EG, FH,
perpendiculaires sur BC, la figure GEFH soit un carré.

Supposons le probléme résolu, et abaissons du sommet A
la hauteur AD du triangle. I1 est évident que si le point I était
déterminé de position, il en serait de méme de EF, et par con-
séquent du carré cherché,

Posons donc DI=FEG = EF = z, et tichons d’ohtenir
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une équation entre cette ligne et les autres lignes qui, dans
la figure, doivent étre regardées comme connues : ‘ce sont les
trois c6tés du triangle et la hauteur AD.

Or, les deux triangles ABC, AEF, étant semblables, leurs
bases BC, EF, sont entre elles comme leurs hauteurs AD, Al;
c’est-d-dire qu'on a la proportion

BC'2 EF I AD @ AL

Cela posé , soit BC=a, AD=Fh; comme ona d’ailleurs
DI=EF =z, il en résulte Al = h— z; d’ou, en substituant
ces notations dans la proportion ci-dessus,

a $x 35kl hi— iy

ce qui donne ah — ar = hx,

; “ ah

e rsutte it e
e 2 a -4 h

Cette expression représente évidemment une guatri¢me pro-
portionnelle aux trois lignes a -+ k, a, et h.

Pour la constraire, nous ferons usage de ’angle ADL, parce
quon a déja AD=#h, et que le pointI cherché doit étre
situé sur AD.

Portons d’abord BC ou a de D enK , et AD ou h de K
en Lj il en résulte DL—=a-- %, DK=a; et comme on a
déja DA="h, il s’ensuit, que si Z’on jornt le pointL au point A,
et quon méne KI parallele 3 LA, le point 1 sera le point
demandé,

En effet, ona la proportion

DL : DK :: DA : DI; dou a 4 & :a :: h: DI;
ah
a-—-}—h_x'

donce D=
Le point I étant déterminé, on méne par ce point, EF pa-
rallele a BC, et EG, FH, perpendiculaires @ BC; ce qui donne
GEFH pour le carré demandé.
20.—Remarque. Dans l'analyse de ce probléme , nous avons
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en le soin de n’établir les notations algébriques, qu'aprés
avoir reconnu quelles étaient les données absolument néces-
saires. Ainsi, nous n’avons eu besoin de faire entrer en consi-
dération que la base et la hauteur du triangle, quoique les
deux autres cotes fussent également connus. Cest une attention
qu’on doit toujours avoir pour €yiter les notations inutiles.

21. Second ProsLEME. — Etant donnés de position et de
grandeur un cercle X { fig. 19) et une droite AB, trouver sur Fig. 19,
le cercle un point M tel que, s on le joint aux exirémiiés de
la droite AB, et gu'on tire la corde DE, cette corde soit pa-
rallele & AB.

(Nous considérons particuliérement ici le cas ou la droite
AB est extérieure au cercle.)

Sorurion. — Remarquons d’abord que, si le point D était
fixé de position sur le cercle, il en serait de méme des deux
lignes AM, BM, et par conséquent, de la droite DE. Or, le
point D serait connu , si, en abaissant la perpendiculaire DG,
on pouvait déterminer la distance AG.

Du point €, centre du cercle, abaissons la perpendiculaire
CF, et posons AB—a, AF =0, CF=¢, C(D=r, AG =2z,
DG =_y; il en résulte GF =Dl —=b—z, Cl—=c—y.

(Quoique I'introduction d’une seconde inconnue, DG ou y,
puisse sembler inutile 4 la détermination du point D, elle n’en
est pas moins avantageuse pour la commodité du calcul.)

Ces motations étant conyenues, observons que le triangle
rectangle CDI donne d’abord .

-G_Dz:ﬁe-!-(ﬁn, oubien rP—={Gb—x )24 (c—z)*.... (1)

premiére équation entre les inconnues x, y, et les lignes con-
nues b, ¢, r.

Pour en obtenir une seconde, nous considérerons les deux
triangles MAB et MDE; ils sont semblables et donnent la
propertion MA ZiMD ARG DE
d’ott Pon déduit MA : AD :: AB : AB — DE,
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ou, multipliant les deux premiers termes par AD,

MA > AD : AD :: AB : AB — DE.

Or, quoique nous ne connaissions pas les longueurs de MA
et AD, le rectangle MA > AD n’en est pas moins connu ; car
si, da point A qui est déterminé€ de position, nous menons la
tangente AL, ce qui est permis, nous avons, d’aprés un théo-

réme de Géométrie, MA > AD = AL = m? (en désignant
par m la nouvelle ligne connue AL).
On a d’ailleurs

AD = z° —+7, AB—=a, DE=2Dl=2(b—2x);
d’ou AB — DE —= a — 20 + 2z.
Ainsi, la proportion ci-dessus devient
mt L & gyt el a— 3b 4 2x;
d'ott Pontire mi(a—20422)=a(z’+ )5 4.... (2)

telle est la seconde équation du probléme.
On peut faire subir quelques simplifications aux équations
(1) et (2).
1°, — L’équation (1) étant développée, devient
' 4 g = 2bx 4 2cy — (0* 4 * — 1*);

on a d’ailleurs pour la seconde,
m’—[—_y’:m?j(zx-}-a—zb).

Cela posé€, 1°. le triangle ACF ( fig. 19) donne Et*_*‘b"-—!—s’,
et le triangle ACL, AL ou m*= AC — LC = bt —r2.

2

oL = ;
2°. — La quantité — est une troisiéme proportionnelle

a

: m
qu’on peut supposer construite, et en posant — = n, on
a

obtient m* = an.
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Par la, on obtient pour les deux équations,

z* 4 y* = 20x 4 20y — an..... (3);
z* 4+ y* =nlex 4+~ a— 20)....... (§).

Fgalant entre elles ces deux valeurs de z* 4= *, on trouve,
toute réduction faite,

(b —nmx 4 ¢y = n(a—b).... (5),

équation qui n’est que du premier degré dn z, y, et qui peut
remplacer I'équation (3) ; en sorte qque la question est ramenée
4 éliminer ¥ entre les deux équations (4) et (5). L’équation en
x que Pon obtiendra ainsi, étant résolue, fera connaitre la
distance AG, et par suite la position du point D.

Si 'on effectue cette élimination qui n’offre aucune diffi-
culté, I'on trouvera pour équation finale en z,

[e2 4 (n — b)*] 4+ 2n[(n — b) (@ — &) — ] x

=n[la — 20)c* — n(a — 0.

Nous n’entrerons pas dans le détail de la résolution de cette
équation, parce que le résultat qu'on obtiendrait serait trés
compliqué, et que sa construction, déduite des principes qui
ont €té établis précédemment, n’offrirait aucun interét (¥).

Second maoyen de résolution du probléme proposé,

Supposons toujours le probleme résolu, et soit D ( fig. 20) Fig. 20.
le point demandé. Menons en ce point la tangente DK, et par
le point A la tangente AL, comme dans 'analyse précédente.

Les deux triangles ABM, ADK, sont semblables; car ils ont
Vangle A commun; de plus, AKD=KDE, par la propriété
des angles alternes internes; mais KDE et DME sont égaux
comme ayant méme mesure ; ainsi AKD = DME ou AMB.

On a donc la proportion AB : AD :: AM : AK,
d’oti Von tire
AB 3 AK = AD X AM = AL.

(*) Nous renvoyons au n® 182 pour la consiruction géométrigue des équa-
tions (1) et (2).
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Soient AB=a, AL = m, AK = z;
il en résulte

- m*
a X x=—=m; don B=—

Aprés avoir construit par l'une des méthodes indiquées
n° g, la troisitme proportionnelle a : m il m: 2, on porte
cette ligne de A en K sur AB ; puis du point K I'on méne une
tangente KD au cercle donné; le point de contact D est le
point cherché.

N. 5. — Comme du point K il est toujours possible de me-
ner deux tangentes KD, KD, il s’ensuit que Von a deux
points D et D" qui satisfont également i la question. Ainsi,
le probléme admet, en général , deuzx solutions.

Ce résultat s'accorde avec celui de la premiére méthode
employée pourrésoudre le probléeme, puisqu’on est parvenu a
une équation du second degré.

22. Remargue. — La construction de la tangente DK, quia
conduit d’une maniére si simple  la résolution du probléme,
est une de ces idées qui s'offrent rarement & I'esprit de ceux
qui n’ont pas déja une grande habitude.

Quel que soit le probléme proposé, il est toujours facile de
trouver dans la figure que prescrit I’énoncé, et & 'aide de
quelques eonstructions qui se présentent naturellement, un
premier mode de résolution, en faisant usage des relations
principales de la Géométrie, telles que les propriétés des
triangles rectangles, des triangles semblables ou des lignes
counsidérées dans le cercle. Mais la difficulté consiste dans les
constructions susceptibles de conduire a des équations simples
et & des vésultats €légans.

Nous observerons, a ce sujet, qu'un probléeme de Géométrie
est en général moins facile & mettre en équation qu’un pro-
bléeme ordinaire d’Algébre, Dans celui-ci, il suffit, le plus-
communément, de traduire, a l'aide des signes algébriques,
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les conditions explicites de 'énoncé, ou du moins des condi-
tions #mplicites que I’on déduit aisément des premiéres. Les
données et les inconnues y sont d’ailleurs en évidence; tandis
que dans un probleme de Géométrie , qui se réduit presque
toujours a fixer la position d’un ou de plusieurs points, il faut
beaucoup d’attention et de sagacité pour déterminer la nature
des relations qui, exprimées algébriquement, peuvent con-
duire 4 une construction simple et élégante du probleme. Or,
de la nature des relations qu’on emploie dépend celle des
donndes et des inconnues que 1'on doit faire entrer en consi-
dération. L’habitude et le discernement seuls peuvent appren-
dre & surmonter ces difficultés.

Tnterpréiation des résultats négatifs.

Nous allons maintenant nous proposer des problemes qui
donnent lieu & des résultats négatifs pour les expressions des
inconnues.

23, TROISIEME PROBLEME. — KEtant donné un triangle ACB
(fig. 21), trouver sur le c6té AC un point D tel que, sil'on gy 4,
meéne la droite DE paraliele a AB, cette paralléle soit égale &
une ligne donnée m. .
D’abord, les deux triangles semblables ACB, DCE, donnent
la proportion

AC 3 AB 2 DU = PE;

Prenons pour inconnue la distance du point fixe A au
point D; et posons
AB—=a, AC=b, AD==x, dou DC=bé—2;

la proportion ci-dessus deviendra
biaith—zx:m; don mb=ab — ax;

b(a — m)
e

done x =

On obtiendra facilement la 4° proportionnelle
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a:b:ia—m: x

en prenant BAC pour P’angle de construction, puisque 1'on

déja AR =idy AG— b,

A partir du point B sur BA, prenez une partie BG égale
am; il en résulte AG=a—m; menez ensuite GD parallele
@ BC ; le point D sera le point demandé.

En effet, on a la proportion AB : AC :: AG : AD,
dot a: b ::a—m: AD; donc AD — =z.

11 est visible d’ailleurs que, si I’on méne DE paralléle 2 AB,
T'on a DE — GB — m.

Discussion du résultat. — Tant qu’on aura m < a ou AB, la
valeur de x sera positive, et pourra étre construite comme
précédemment.

Si V'on suppose m=—a, la valeur de z se réduit & o, etle
point D se confond avec le point A; ce qui est évident, puis-
que la ligne AB satisfait 4 1a question.

Soit maintenant m > a, la valeur de x devient négative,
et peut (le signe étant mis en évidence) prendre la forme

b(m— a)
sl

.

Pour interpréter ce résultat, il faut, en vertu des principes
établis en Algebre (2gyes la8° édition de mon Algebre) , re-
monter a 'équation du probléme, ou & la proportion

&S b —

et y changer # en — x; ce qui donne
bia:tb4+x:m

Or, b— 2, qui exprimait la distance CD, devenant & + =,
représente maintenant la somme de deux lignes; ce qui ne
peut avoir lieu qu’autant que le point cherché se trouve en
D’ sur le prolongement de CA, c’est-d-dire en sens contraire de
celui o il était d’abord placé.
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Cette modification une fois établié dans la proportion, on
> ;T b (m'—'a)
en déduit  ab 4 ax=1bm, d’ot 2= e
Quant ala construction de ce résultat, il suffit de porter,
4 partir du point B, la ligne dounée m de B en G/, ce qui
donne AG'=m — a, puis de mener G'D’ paralléle 4 BC. Le
point D est le point demandé, c’est-a-dire que D'E’ parallele
a AB, est égale a m. Cela est d’aillenrs évident.

2/4. Remarque.—La solution négative qu’on a obtenue dans
le cas de m > a, n’indique pas une rectification i faire dans
Pénoncé de la question (car, quelle que soit la grandeur
dem, il est évidemment toujours possible de placer cette ligne
dans l'angle ACB, parallélement & AB, en prolongeant les
deux c6tés, si cela est nécessaire), mais bien une différence
de position du peint D par rapport au point fixe A, suivant la
grandeur de m. Ainsi, lorsque, pour résoudre le probléme,
on suppose le point D au-dessus du point A, cette position
est exacte tant que 'on a m < a; mais elle devient fausse
des qu'on a m >a;-etle signe —obtenu dans ce cas, sert
a rectifier cette position, en indiquant que la distance du
point donné au point inconnu , doit étre portée en sens con-
traire de celui oit elle avait été & abord poriée.

Cela est si vrai, qu'on peut €viter tout résultat négatif en
fixant convenablement un autre point de départ, par exemple,
en prepant CD au lieu de AD pour inconnue.

En effet, soit CD==2", les autres notations restant les mémes,
on a a2 vm, dioun a:’:.——E_,
résultat qui est essentiellement positif, quelles que soient les
grandeurs relatives de a, b, m.

Tant que Von aura m <7 a, la valenr de 2’ sera plus petite
que b; et aprés I'avoir construite, sion la porte sur CA, a par-
tir du point G, extrémité D tombera au-dessus de A ; mais si
Yon a m>>a, la valeur de 2’ est plus grande que 4, et le
point cherché tombe en I, au-dessous du point A.

3
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Observons d’aillenrs que Vexpression ¥ =—,

eut se mettre sous 'une des deux formes
P

SORT nsh g B,

=0 —
* a a

la 1™ correspondant au cas ou I'on a m < a, et la deuxieme

4 celui ou Von am > a.
Mais comme , par la premiere maniére de résoudre la ques—-

; / b(a—m) b(m—a)
tion , on a trouve x:-—-—a—-—- =___a—’

il s’ensuit que les deux inconnues z et =’ sont liées entre elles
par la relation '=b—ux;

x étaut positif dans le cas de m < a, et négatif lorsque I’on
am>a.

25. Reprenons maintenant le probleme du n° 7, et tichons
d’en interpréter la solution négative,

Remarquons d’abord que la premiére des deux valeurs
obtenues est la seule qui puisse satisfaire a la question telle
quelle a été €noncée, puisqu'on demande de diviser @ en
denx parties, ete,... etque la valeur absolue de la seconde
solution est plas grande que a.

Mais on peut modifier I'énoncé ainsi qu’il suit :

Etant donnés deux points fixes A et B (fig. 22), trouver
sur la ligne AB ou sur son prolongement un troisieme
point tel que sa distance au point A soit moyenne proportion-
nelle entre sa ‘distance au point B et la distance des deux
points A et B.

D’aprés ce nouvel énoncé, comme il n’y-a pas de raison
pour supposer le point cherché a gauche plutdt qu’a droite du
point A, on le suppose d’abord 4 droite, c’est-a-dire entre A
et B. (Il ne peut étre en E, car AE” étant plus grand 4 la fois
que AB et BEY, ne saurait étre moyen proportionnel entre
ces deux lignes.)
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Soit done E le point cherché; et posons AE=x«, AB=a,

d’ott BE=a— x; on ala proportion aiz:lzxla—x,
5 a a*
d’out r*=a'—ax, et :r=-—-;i a’ - —.
La premiére valeur est positive et se construit comme il a

éLé dit n® 7.
La seconde valeur est négative ; et pourla construire, il faut,

aprés avoir déterminé la ligne AC égale a a4 2. prolon-
L g (4 4 ) P

ger AC jusqu'a sa renconire en D' avee la circonférence déja

décrite, ce qui donne AD’ égal a S—i— \/cxn - %, puis 7a-

battre par un arc de cercle , AD' de A en E' @ la gauche du
point A (conformément 4 la remarque du n° 24); et la dis-
tance AE’ devra satisfaire également 4 la question.

En effet, 4 cause de AR = g -+ a’ - i,

ona BE’:(:-{—E—]—\/a“—i-aEg:ia__f_ a:.‘_.‘g.

Qr E’Qx(g-i-\/a“-}-%:s: zin—l-a A a’-—l—az“;

aﬂ

etABxBE’-_—ii “+a \/a‘+z.

Donc AE — AB 3 BE'; oubien, AB :AE ::AE':BE.

Ainsi le nouveau probléme admet deux solutions.

Si 'on demande comment il se fait que ces deux solutions
soient comprises dans la méme formule, queiqu’en mettant
le probléme en équation, on ait d’abord supposé le point
cherché, 4 droite du point A, et non @ gauche, voici Vexpli-
cation quon peut en donner :

3..
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Soit d’abord le point cherché entre A et B; on ala proportion
aix sxyd—x, dolt zt4ar—ig .. (1)
Supposons-lesur le prolongement , en E', par exemple ; comme
ona AE ==z, ilenrésulte BE =a--x;
et la proportion devient
atzxzizxiatx; dolt 2*—ar—a’.. (2)

Cela posé, sil’on résout ’équation (1), en ne tenant compte
que de la valeur qui correspond au signe 4 du radical, on

obtient ek
: a e T s
X == — E + “ﬂ + _4'." ’

de méme, si l'on résout I’équalion (2), en ne tenant compte
que de la valeur qui correspond au signe + du radical, il

vient
a -
r— — a? —_
el VAR 5

Or, cette valeur est précisément , au signe: prés, la seconde
valeur que donne I’équation (1) par sa résolution compléte.

Le signe — qu’on obtient pour cette seconde valeur, cor-
respond (n® 24) a une rectification , non dans I'énoncé du pro-
bléme, mais dans la position qui avait d’abord été attribuée

au point cherché,

On éviterait, comme dans le probleme précédent, toute
solution négalive, en prenant pour inconnue ( fig. 22) la dis-
tance du point cherché & un autre point A’, tel que Von eit

a a’
AA’); -+ ‘/a’ —|—-Z
Ainsi soit, par exemple, AA'=12a, ¢t posons A'E—==x,
d’olr AE=2'— 24, BE =3a—2/;
la proportion indiquée par I'énoncé, devient

ata —2a:2 —a2gt 3a—=a;
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ce qui donne (' — 2a8)*= Sa‘*‘-— ax',

5 3a a*
- et par suite, x’:;—i\/'é — a’.

Ces deux valeurs sont essentiellement positives, puisque le

o : 3a
radical est numériquement moindre que ke

On peut d’ailleurs les mettre sous la forme

aﬂ

T
i\/a=+f§;

. a a .
et comme on avait trouvé x —='—_=%£\/a* 4 7 il s’en-
2

3 a
xi= 2a-———-:t\/a°—|—-

2

d’on & — 2= —

LR~

suit que z et 2" sont liées par la relation

'—2a=2z, on Z=2a+ 2

Seulement z est positif pour le point E, et négatif pour le
point E'.

N. B. —L'erreur que 'on commet en attribuant au point cherché telle on
telle position, peut se mapifester, non-seulement par un résultat négatif,
mais encore par une expression imaginaire.

Supposous en effet que, dans ce méme probléme, au lien de prendre
le point cherché en E ou en E, on le prenne en E” (fiz. 22) , c'est-d-dire &
droite des deux points A et B.

En posant AE” =z, d’ou BE'=x—a, on trouve, par lasubstitution
de ces valeurs dans la proportion ,

alxilxlax—a; doi 2 —axr = — a2,

et par suite, P o 32"
b

Ce résultat imaginaire tient uniquement & ce que I'on a attribué au point
cherché une fausse position j ce qui est évident d’aprés ce quia été dit ao.
“ommencement de ce numéro.
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26. Les principes établis (n°* 23, 24 et 25) peuvent étre
résumés de la maniére suivante :

1°.— Toutes les fois que, dans la résolution d’un probléme
de Géométrie par le secours de I’Algebre, U'inconnue représente
la distance d’un point fixe & un autre point, comptée sur nne
droite fixe , et qu’on obtient pour expression de cette incon-
nue, des résultats, les uns positifs et les antres négatifs , si
lon est convenu de porter les waleurs posilives dans un sens
quelconque & partir du point fixe, les valeurs négatives doi-
vent étre poriées en sens contraire du précédent.

2°.— Le moyen de faire disparaitre les solutions négatives,
est de rapporter le point cherché & un autre point fize., dont
la distance au premier point fixe soit assez grande pour qu'on
soil assuré que tous les points susceptibles de satisfaire a
I'énoncé, se trouvent d'un méme ¢6té par rapport & ce second
point ; et cela est toujours possiblé, en général, puisque la
ligne sur laquelle se comptent ces distances peut étre prolon-
gée autant gu’on veut.

Les résullats négatifs proviennent uniquement de ce que
Vorigine des distances a €té d’abord cheisie dans une position
intermédiaire entre les points cherchés; et le signe—indique
la différence de position de ces points par rapport au premier
point fize.

3°.—8i, dans la résolution d’une question (d’un probléeme,
ou d’un théoréme), on veut faire entrer en considération les
distances entre un premier point fixe et d’autres points situés
avec celui~ci sur la méme ligne , mais dans des sens différens,
et qu'onregarde comme positives les distances comptées dans
un sens, on doit regarder comme négatives celles qui sont
compiées en sens contraire du précédent.

Nous ne donnons point ici de démonstration générale de ces
principes ; mais dans la suite, nous les verrons se confirmer de
plus en plus, et nous en sentirons mieux I'usage et importance.

27. Remarque. — Nous ajouterous A ces considérations une
remarque fort ntile sur la multiplicité des valeurs auxquelles
on est conduit par la résolution complete des équations.
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1l arrive quelquefois que les équations d’un probléme don-
nent, par rapport aux signes, un trés grand nombre de résul-
tats dont un seul est susceptible de satisfaire a 1'énoncé ; les
autres sont inutiles 4 considérer, ou bien, ce sont des solutions
d’autres problémes qui ont avec la question proposée une re-
Jation plus ou moins intime. La difficulté consiste alors & dis-
cerner parmi ces différentes expressions, celles qui répondent
& la question elle-méme, et celles qui y sont étrangéres ou
n’y répondent qu’indirectement.

Reprenons pour exemple la question qui a été traitée n° 4,
et qui avait pour but de construire un triangle rectangle, con-
naissant I hypoténuse et la perpendiculaire abaissée du som-
metde I'angle droit ( fig. 2).

b+ e*=a?,

Ona trouvé pour les équations du probléme, \2be=2ab;

d’otl, en les ajoutant, puis les soustrayant I'une de Vautre,
(0 4+ ¢ = a* -+ 2ah,
(6 — ¢ = a* — 2ah.
Or, sil’on résout complétement ces denx derniéres équations
par rapporta & 4-¢ et b—c, on obtient
b+ ¢c=*xVa + sah =
5 ¢ ——] i ‘./m —
ce qui donne

’
a,
a

it I

b = s ali=
2
Ces formules présentent , par la combinaison des signes,

quatre systémes de valeurs, savoir:

i

I 7 1 L
a et e=*FX-a s=—a’,
] 2 +2

|-

b = ia’+ia“ (S 3 ia’—éa",....(l}
I i.a'_ia" et ¢ = ga' ia",....(a)
b=—lditla e c=;-:;a’—-;-a”,....(3)
5=—ia’-—;~a" et cz—ia'-!-ia"-u--(@



Fig. a3.
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Les deux derniers systémes sont évidemment inadmissibles ,
puisque les valenrs de & et c sont négatives, et que, d'aprés
I’énoncé, on n’en demande que les valeurs absolues.

Quant aux systémes (1) et (2), ils rentrent un dans lautre,
et correspondent aux deux triangles BAC, BA’C. Le second sys-
téme est done inutile & considérer, puisqu’on est tounjours le
maitre de désigner par & le plus grand des deux cotés cherchés.
Cest ce que nous avons fait (n® 4) en n’établissant que le pre-
mier systeme.

On trouvera i la fin de ce chapitre de nouveaux exemples de
ce genre,

Nous recommantons toutefois aux commengans de mettre
heaucoup de prudence et de discernement dans ces suppres-
sions de valeurs; autrement, ils courraient le risque d’omettre
de véritables solutions.

Nous allons maintenant nous occuper d’une maniére par—
ticuliere de la discussion des problémes, parce que c’est une
des parties les plus délicates (n° 8), et celle qui demande le
plus de soin.

28. QUATRIEME PROBLEME. — OUn demunde de diviser un trapése donné ABDC
(fig- 23) en deux parties ABGL, LGDC , qui soient entre elles dans un rapport
dun;wm tn, par une ligne LG paralléle avx dewr bases.

Eleyons en un point quelconque E de AB une perpendiculaive EF et pre-
nons la distance EI pour inconnue.

Posons d'ailleurs  EI — =z, D = a, AB =10, \EF =§;

(les trois derniéres lignes sont les seules donnédes absolument uecessmrl_s}
Comme, par hypothése, on doit avoir la proportion

ABLG ; LGCD 2 m : n,

il en résulte ABCD : ABLG :: m -+ n & m;

m
dlon ABLG:m+n x ABCD... (1).
or, ABCD =“FE 2 n, amg =EEE,

Ainsi, tout seréduil & délerminer LG en fonctjon de x et des lignes don-
nées.
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Pour cela, menons AH paralléle & BD et AM perpendiculaire i CI) es
deux {riangles semblables ACH , ALK, donnent

GH * BEK.ss AM * AN 4B 2 x;

CH x 2 (s —b=
h T h <

done LR =

. et par conséquent

(it

IG=IK +Ke=1=017_ 3 “_—_.’13;_"'_5_"_-

Substituant cette valeur dans l'expression de ABLG{, on obtient

{a — b)x -4 abh o

ABLG = =

Done, enfin, Péquation (1) du probléme devient

(a—Bzabh . m a4b
—»-—-—-———l—r—sh_ R.:'_m_l_n:ﬂ—; x h,

ou bien, toute réduction faite,

abh mih? a b

x’.+‘3_b::m+ﬂx E_B;..-('IJ

d'oit Ton déduit

bh . bR mh3 a == b
= + -
IRE= d—b_’\/[a—bji+m+nxn—5 @)

En simplifiant cette expression , on obtient enfin

bh B \/mm ey ,
= — sl o ALY
i a—b " a—1b m == n @

Llinspection seule de ces valeurs prouve qu’elles sont toujours réelles.
Quant aux signes dont elles sont affectées, il peut se présenter deux cas
principaux, savoir:

ﬂ>_‘5, on ﬂ_{b.

Dans le premier cas, qui est celui de la figure actuellp, il est évident,
’aprés la forme (3) de ces valeurs, que la premiére est positive, et quela

seconde est nézative, puisque le radieal est plus grand que i 7
B —

: bl bh
Daus le second , comme — = se change en —» et que le radical

b b

" L bh . =
devient plus petit que ( car la quantité sous le signe est alors la diflé-



Fig. 24.

. donc OE=——., OF =
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rence de deux quantités), il s’ensuit que les deux valeurs sont i la fois positi-

ves ; ¢'est ce qui résulte d'ailleurs de I'équation (2), qui prend, dans ce cas,
la forme

= abk e nmih2 B+a_
:"—b—-{mx_’-m-{—n b—a

Examinons ces deux cas successivement , et proposons-nous de construire
le probléme.
Soit, en premier lieu, a > b.
Reprenous la forme (3) des valeurs de =, et tichons d'abord d’évaluer en
lignes les expressions '

bh (a4 b)h mh
a—B7 ad—h m+rs’

qui enirent dans la composition de ces valeurs.

Prolongeons les edtés CA, DB (fig. 24), jusquwa leur rencontre en O ;
puis , du point 0, abaissons la perpendiculaire OF.

Les deux triangles semblables OCD , OAB, donnent la proportion

a:b:20F :0E; dout a—5:5::h: OE;
bl bl

+h=‘—:l--.

a — b’ e — b a [

Si, sur FO prolongé, Pon prend OF = OF, il en résultera

EF'=0E+0F"=0E+0F=£1+T‘?‘.

Quant a Dexpression m’fﬁn, il suffit évidemment de diviser EF an
point K dans le rapport m ¢ n; car, de la proportion EK:EF::m!n,

nih
. o e - To i g
on tire EIIE.I]F,."m.m-l-n, dloi EK_m+n.
Les expressions ci-dessus étant construites , il est facile den déduire les
deux valeurs de .
Sur KF’, comme diamétre, décrives une demi-circonférence, et prolonges.
EA jusqu'en H. Vous obtenez ainsi

mh_ (a4 )k

—
EH._—_EK::EF’Sm_i_n =,

Tirez OH; il en résulte

= baha mih (e 4+ bik
OH_\/(Q—E')‘-’-m-f:E N i
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Enfin, du point O, Eomme centre, et avec le rayon OH , déerives un arc

de cercle yui rencontre BF* auz. points T et I'; les distances EI, EI' repré-
sentent les deux valeurs de =, .

En effet, on a
5ok ~mh (a+-b)k bk
L e OI—OE"\/{ e ek a3
bh biha mh_ (a+ bk
P — —_— e ot
El' =— OE— Ol = — — E— S

N. B. — La seconde solution EI’ correspond évidemment & un trapéze
A'BCILY égal et opposé au trapéze ABCD.

La construction précédente montre le parti que 'on peut tlrer de la fi-
gure d’un probléme, pour la détermination de Pinconnue.

Examinons quelques cas particuliers :

19.— Soit m=n; auquel cas les denx fignres ABLG, LGCD , doivent
élre Equivalentes.

L'expression de » devient

1he 5 N
T b 4 bh. ’—'x (a_-;—b_,?z;
a — b (a — b} 2 a — b

et il n'y a dautre différence, dans la construetion, qu'en ce que EK devant
e ot 2
étre épal a > il suffit de diviser EF ou k en deux parties égales.

29— Soit b = o, auquel eas le trapéze devient un triangle OCD ( fig. 25). Fig, 5.
L'expression de = se réduit &

f
.z':“"vmm x h;

et pour la coustruire , divisez OF, au point K, dans le rapport m:n;
décrives sur OF une demi-circonférence et éleves la perpendiculaive KH.
Enfin, rabattes par un arc de cercle la corde OH, de O en I et deQenl';
vous aurez OI et OI pour réponses & la. question.

Car cette construction donne  OI = OH = OK x Oor,

d'oi o1 = \/ B
m = n ;

Soit, en second liew, a-<b.

Le trapéze ABCD ( fiz. 26) se trouve alors dans une position renversée ; Fig. 26.
et les valeurs de x prennent la forme

Lores S +\/ bhs  mh 3 (b 4 a)k
L (b — ajs m <= n bh—a




Fig. a7.
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Prolongeons encore AC, BD, jusqu'a leur rencontre en O, et menons la
perpendiculaire indéfinie EOE', Les deux triangles OAB, OCD, donnent

OE : OF :: b : a; dot OE:1h b 15— a;

bh i
done  OE =.i.; OF = = e
% b—a —_—a

Portant OF de O en F, on obtient

FE=FO 4 OFE =>——

a

(b4 a)h
T

Soit d’ailleurs, comme dans la construction précédentie, EF divisé au
point K dans le rapport m : n; il en résulte

Cela posé, sur EF', comme diamétre, décrivez une demi-circonférence ;
dleves au point K la perpendiculaire KH, et tirez EH ; vous avez

— Ji )
T 5 e e SO Ll ol L
: . m=n b —a

Sur OE, comme diamétre, décrives encore une demi-cireonférence, ét pre-
nez une corde EH' daale @ EH ; il en résulte

OF'= OF — EF’,
d'ou

B o &+ ok
B—ar mt+n e

OH' = \/ﬁé’_ BN —

Enfin, du point O, comme centre, et avee le rayon OB, déerives un are de
cercle qui rencontre EF* en deux points 1 et I'; yous aurez EI, EIY, pour
les-denx solutions cherchées. =

En effet , on déduit de cette derniére construction ,

bh Bha mh (b + a)h
El= F) — — —_— —
Lt e (p—ap mAn b—a
bh \/ bkt il &+ a)k
o [ P — e —
E/= B0 + 0l e b N e W A,

Soit, en troisieme lien, a = b.

Le trapése se réduit alors & un parallélogramme ( fig. 27); et les deux
valeurs de x , considérées sous la forme (§) , deviennent
— ah = ah

e
0
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v o
ou bien , =% et x=
Mais si , conformément aux principes étabHs en Algebre (chap. 4, 8° édi-
tion ), on remonte & I'équation du probléme,
: ik
pox TR i
(a = B)z* + abhe = T (a + 1),
on verra qu’elle se réduit & une équation du premier degré 5
aamh? mh

aahr — — dott x = ——,
m

-+n m <4 n

Done, il suffit de diviser la perpendiculaire EF , au point I, dans le
rapport m 3 n; ce qui est d’aillenrs évident, puisque les deux parallélo-
grammes ABLG, LGCD, qui ont méme base, sont entre eux comme
leurs hauteurs.

29. Cisouitne rrontime, — Etant donnés un angle YAX ( fiz, 28) et un Fig. a8.
point D dans Uintéricur de cet angle, on propose de mener par ce point une
droite LDN, de telle maniére que le trmngle intercepté ALN 3oit égal &
un carré donné m?2.
Abaissons des points N et D les perpendumlaires NP, DC, et menons
DB paralléle & AY.
Prenons AL pour. inconnue, ef posons AL=gz, DC=%k, AB=a,
d'ot BL—=2=z —a.
Cela posé, les deux triangles semblables ALN, BLD, donnent

I/
BL :DC:: AL : NP, ouz— a s h 32z s NP; doncl\‘P:xwa;
mais, par hypothése , on doit avoir ALN ou &L——E-E—Ij-_m" ainsi l'on
a pour I'équation du probléme,
Z- 0 —;———Iw = m?
L i)
ou, effectuant les caleuls ef ordonnant,
2 oS it )
AT RS T e (1

Cette équation étant résolue, donne

ma mog e
= e 3 3
r = % Vm aah

Pour que ces valeurs sojent réelles 53 il faut que lon ait m? > 24k, ou au
moins . m* = aah,
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Prenons AG double de AB, ou égal A aa, el achevons le parnl!«.logrnmme
AGFE ; il en résulte
AGFE = AG x DC = 2an.

Tirons d'ailleurs la droite GDH. Nous formons ainsi deux triangles GDF,
EDH, égaux entre eux (ear DF = DE, DG=DH corgm moitiés de GH,
et 'angle GDF est égal & I'angle EDH). Done le triangle AGH est égal au

parallélogramme AGFE, et il a pour expression aah.
D'oi Pon pent conelure que le triangle AGH est le minimum de tous ceux

qui peuvent satisfaire & la question.
Admettons que la eondition de réalité, m* >aah, soit satisfaite, et tichons

de construire le probléme sur la figure elle-méme ( fig. 2g).
Pour cela, il est nécessaire de metire les deux valeurs de x sous la forme

m'
=R VI )
Prenez sur AX, AG =24B=12a, et AK = T (cette derniére ligne est

une troisiéme proportionnelle 4 & et m , qu'on peut supposer construite sé-
parément) ; il en résulte

GK:AK—AG:J'%.——':IE..

Sur AR déerives une demi-circonférence ; éleves la perpendiculaire GI et
tirez la corde KI; vous avez

KI = V/AK x KG = \/’"' _’_m)

Rabattez enfin , par un arc de cercle, K1 de K enL et de KenL! i les
distances AT, AT/, seront les valeurs de = cherchées.

En effet ,
m? m3a 3
AL = AK + KL = 25 + TT-—m),

RV o
3 3 U S "‘)'
30. Premiére remarque. — Y point L/ qui correspond i la seconde solu-

tion , tombe nécessairement entra B et G ; car on a d’abord KL/ ou KISKG;

e . amd 2am?
d'un autre edté, expression iy

ALY = AK — KL/

formant les deux premiers ter-

m* : 4
mes du earré de e aa, il en résulte ’:_‘ _.."’_“:'_’< ﬂ;_’_ ﬂ)a,

ik mi 2am2 i me
d'ou VTF—-—- i DI.IKL'<T—.¢:, ou KB.
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Dans Ihiypothése de %’- = aa, les triangles ALN , AL/N’, se réduisent

au triangle wnique AHG, puisque alors les deux valeurs de x deviennent
mi

egales & w7t

51. Seconde remarque.—La question proposée étant considérée sous le
point de vue le plus général, présente guatre solutions, quoique la mé-
thode employée pour la résoudre n'en ait fourni que denx.

En effet, outre les deux solutions déja obtenues, ALN , AL‘N' ( fig. 30), Fig. 3o,
il est visible qu'on peut toujours mener par le point I), deux autres droites
DLY, DL"”, de maniére que les triangles AL"N”, AL"N", soient égaux au
carrd donné me. Bien plus, pour ces deux solutions, le earré peut étre
aussi pefit ou aussi grand qu'on yeut.

Comment se fait-il que ces deux solutions ne soient pas comprises dans le
résultat obtenu ? Essayons de répondre i cette objection.

En cherchant i mettre le probleme en équation, nous avons supposé le
point L & la droite du point A; etles triangles ALN, BLD, nous ontdonné

NP :DC AL SBL, oaNP st x:z—a;

ha

d'od N = —s,
T —a

‘ - hx x A
el par suite s

P H T 2 m=,

- " - m‘ 2
ou, en simplifiant, x* — 2 5 == 3? v
{3

Mainténant, si nous considérons le point L & Iz gauche du point A,
en LY par exemple, les deux triangles AL“N”, BL"D, donnent encore

N‘P” : DC 3% AL" : BL".

Mais, comme en général une proportion ne doit étre établie qu'entre des
nombres absolus, et que x est, par sa position, négatif, il s'ensuit que la
valeur absoluede AL® doit étre exprimée par—az , et celle de BL" par —a--a;
ainsi la proportion devient

—hz

NP" 3 b3t — 2z} —z a; done NP" = ———;
—z+a’
. — ha _—
ce d. 1 i Eaith o ——
qui donne I'équation F e x® 5 m*,
dots am? aam?
ou, réduisant, .r'-i——k——-z: e RO (2)

tquation qui differe de (1) par le signe de ’%ﬁ
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Lléquation (2) étant résolue , donne

m? m - T
L=y S mag (2 3 ;
x g m* = aah

De ces deux valeurs, qui sont essentiellement réelles, la premiére est po-
sitive et 1n seconde est négative, Or, je dis quela valeur positive correspond
an triangle ALYINY.

En effet, les deux triangles AL”N", BL”D, donnent

N"P” s DC 33 AL s BL”; ou N"P¥ : h 3t 2 ; a — x5

" el par conséquent Xe
——elp quent —

dlon INPY = < X §= m?, équation qui

—hx —
revient & celleci : — x —— =m2; ce qui fait voir que les solu-
revi ke g = m?; ce q q
tions AL'N", AL”N", sont comprises dans la méme équation.

Voici d'ailleurs la construction du résultat

P E;;— ‘/m.l ,-u—f--i-:lc)

E ; o m?
Prenes A cAtcHE du point A , une distance AK" égale = eb A TROITE du

) : - m*
méme point, une distance AG = 2a ; ce qui donne GK' — 5+ 2a.

Décrives sur GK! une demi-circonference; au point A élevez la perpendicu-
laire Al', et tires la corde K/1', vous avez

KT = VAR % OK = \/ 2 (5= + 2a).

Rabatter ensuite K'I de K' en 1" et de Kf en I” ; il en résulle
ALY = AR KT = \/ml Cm -;:a
AL® — _'AKf-J,.K'Lw:_ﬂ’..,.\/ﬁ m Fm
R k h
N. B. — Il serait aisé de reconnaitre que le point L™ doit tomher entre A
et B. (Varez n° 30.)

On peut comprendre les quatre solutions dans une méme formule, en
posant V'équation

m? 13
21— g — )= — 22 s
h h

I+
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i Pon déduit

m? \/ m’ me
o o T == (_.-——--m).

cnrrespondrmt alors aux deux solutions

Le signe supérieur de == =~ h

ALN, AL'N'; et le signe.inférienr, aux solutions ALN", AL®N".
Ou bien encore, on pourrait multiplier entre eux les deux facteurs

P am? 2ok 2am? oy an? bt 2am*
3 [ PSR W
il en résulterait 'équation du 4® degré
4m! Bam aim
b — ‘x:"r"f' 3 -I‘—qh, S

qui comprendrait les quatre solutions.

La remarque qui a fait 'objet de ce numéro, est une nouvelle confirmation
du prineipe n® (26) sur les changemens de signe des distances compides en sens
contraire les unes des autres,

52. Nous pourrions maintenant nous proposer d'examiner les circons-
tances relatives aux diverses positions que le point D est susceptible de
prendre par rapport aux deux lignes AX , AY, Mais comme cette discussion
n'offre auvcune difficulté , nous nous contenterons d’en faire connaitre les
résultats , avec la maniére d’y parvenir,

1°F cas, — Supposons le point D { fig. 31) placé au-dessons de AX et a Fig. 31.
la droite de AY, en D',

Cette condition g’exprime en introduisant (n° at) dans le résultat, —h &
la place de i, puisque les distances des points D et D' 4 la ligne AX sont
comptées en sens contraire Mune de autre; et il vient

m? — m? f— 2
‘r:::_Ti\/_h_'( A —mw),

i . m* ma m2
ou bien :H--T-_f:\/—h— W +ma).

La nature de ce résultat , dont les valeurs sont toujours réelles, prouve
que les triangles qui Jui correspondent sont placés dans les deux angles
YAX , YAX".

4® ¢as. —Le point D peut étre placé & la gauche de' AY ( fig. 32, et Fig, 3a.
au-dessus de AX, comme en D",

Dans ce cas, il est clair que la distance AB” est complée en sens con-
iraire de AB; ainsi, il suffit de changer # en — q dans la formulg primi-
tive, ce qui donne ; |

ms m* m
" 0, Vs T

-

4



Fig. 33,

' Fig. 34.
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Les solutions correspondantes se trouvent encore placées dans les an-
gles YAX, YAX'. 3
3® cas. — Le point D ( fig. 33 ) peut étre situé dans Pangle X’AY’, opposé

par le sommet i 'angle XAY.
11 faut alors changer & la fois a et h en — a et — A dans le resultat , qui

C (),

2 ma e
ou bien, r=— = :\/T T—:a);

et comme ces deux solutions peuvent étre imaginaires, elles doivent éire
toutes les denx placées dans Vangle X'AY’.

On pourrait , par des raisonnemens analogues & ceux du n° 31, expliquer
pourquoi , dans chacun de ces trois cas, on nobtient que deux solutions,
tandis qu’il doit y en avoir quatre quand on considére la question d'une
maniére générale,

55. Nous terminerons cette discussion par Vexamen de deux cas par-
ticuliers.

19, — Soit le point D ( fig. 34) placé sur la ligne AX.

Dans ce cas, on a h =0, et V'expression

devient

H
I

3

=g Ve

m* ma2 A [
o r=—etxr = -,
0 o

devient =

o (i

De ces deux valeurs , la premiére est infinie, et 'autre se présente sous

la forme 2.
o
Mais si 'on remonte a I'équation
hxd — amdz — — aam?,
elle se réduit, dans 'hypothése deh =0, a
— ami'zr = — 2am*; dod xr = a = AD.

Connaissant la base AD du triangle cherché , on obtiendra sa hauteur y,

d'aprés la condition

x < a2t 3
.?'x—,=m'; dott y = =am;
z a

cette hauteur étant trouvée et construite , on la portera sar AH perpendicu-
laire & AX; puis on menera HN’ paralléle a AX, et D'on aura enfin le

triangle ADN’ pour réponse a la question.
Quant & la solution infinie, elle signifie que 'un des triangles de la ques-

o
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L . &£
sion a une base infmie et une hauteur nulle, puisquey x;=rrl’, donne

= 3;_:: = 0. Cest ce que devient la solution ALN de la figure 2g lors-
que le point D, se rapprochant de plus en plus de AX, finit par tomber
sur AX,
29. — Seit le point D ( fig. 35 ) place sur AY. Fig. 35.
Dans ce cas, on a a =o0, et Pexpression de = se réduit a
x:l""m" d'on a.-=31’5: ol r = o.

e g A

Dailleurs, Pégalité » x E:m- donne

am? am*
y = , et par conséquent, y—=h, y =
x

3 = o0;
am3

c'est-d-dire qu’en prenant sur AX une distance AL égale a 7

s et tirant
DL, on aura ALD pour premiére solution.

Quant & la seconde, elle se reduit encore a un triangle dont la base est
nulle et Ia hauteur infinie ; et c’est ce que devient AL/NY { fig. 29) quand le
point D, se rapprochant de plus en plus dei:} ligne AY, finit par se trouver
sur AY.

54. Nous bornerons la ce que nous avions 4 dire sur la
construction et la discussion des problemes. Mais nous ajou-
terons une observation, ¢’est que les constructions des résul-
tats ne doivent étre regardées que comme un moyen plus on
moins €légant de représenter ces résultats; que, sous le
rapport de la rigueur, leur évaluation numeérique est preéfé-
rable, et que V'on doit recourir & ce dernier moyen toutes les
fois que la construction cesse d’étre simple et facile.

Les problemes suivans ont principalement pour objet la
recherche de quelques formules qui nous seront utiles par
la suite.

58. Stumme prosiime. — Fiant donnés les trois ¢dtés d'un
triangle ABC ( fig. 36), on propose de déterminer I'expression ;. 3.
de sa surface.

Pour fixer les idées , nous conviendrons de désigner par a,
b, ¢, les cOtés respectivement opposés aux angles A, B, C.
(Cette notation fort commode est surtout en usage dans la
Trigonométrie.)

I3
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Nous aurons , d’aprés cette convention,
Bl = a, All = Fis ABi=—cy
posons d’ailleurs AD=y, BD=uz; d'on DC=a—=z, ou
x —a, suivant que la perpendiculaire AD tombe en dedans
ou au dehors du triangle. Cela posé, on a pour la surface du

triangle,
BC x AD a Xy

ABC = = ;
2 2
donc tout se réduit a déterminer y en fonction des trois e6-
tés a, b, c.
Or, les deux triangles rectangles ADB, ADC, donnent

4= (r)
4@ — 2 =10.. (2).
Cette seconde équation reste la méme quand on substitue
r—a A la place de a— z.
Retranchons 'équation (2) de I'équation (1) ; il vient
—arar=c'— &, doi z = #_

Remplacant z par sa valeur, dans I'équation (1), on trouve
Sk as+cs__b:a
e e

et par suite, y= ;IE ‘/40110! — (@ -t — ba)a_

(On ne met point ici le double signe devant le radical puis-
que, d’aprés la nature de la question, I'on n’a besoin que de
la valeur absolue de y.)

.Rapportant enfin cette valeur de y dans Vexpression du
triangle ABC, et désignant la surface de ce triangle par S,
on obtient , toute réduction faite,

=3 V4a et — (@ ¢ — ..., .. (3)

ou 8= Z Vaa'bh 4 2a'c* 4207 — at — bt —ct,
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Telle est 'expression de la surface du triangle, évaluée an
moyen des trois cdtés a, 0, c.
56. On peut donner & V’expression (3) une autre forme,
qui soit propre au calcul logarithmigue.
Remarquons que la quantité sous le radical, étant la diffé-
rence des deux carrés, peut se décomposer en

(2ac -} a* + ¢ — b?) (2a¢ — a* — * 4 ).
D’ailleurs, chacun de ces deux facteurs est lui-méme la dif-
férence de deux autres carrés, savoir:

(@ 4 ¢)* =0, et b — (a—c),
lesquels se décomposent en (@a+c+b)(a4c—1D),
et bt+a—e)(b—a+o.

Done S = i Via+b+c) (a+dc—b) (b+a—c) (b-[-c;—a);

et si Von fait , pour plus de simplicité,

d+ b+ c=3p,
d’ot a + b —e¢=2p— 2,
a4 c—b=2p— 2b,
b 4+ ¢ —a=2p — 24,

il vient 8= é V 2p (2p — 2a) (2p — 20) (2p — 2¢) »
ou, toute réduction faite,

S=Vplp—alp—bp—a; .- @

ce qui fournit la régle suivante :

Pour obtenir la valeur numérique de lasurface d’un triangle,
connaissant les trois cbtés, faites d’abord la somme des trots
chités, et prenez la moitié de cette somme ; retranchez alterna-
tivement de cette motti¢, chacun des trots c6tés ; cela wous
donne trois différences. Faites ensuite le produit de la demi-
somme etdes trois différences, puis extrayez la racine carréede
ce produit ; vous avez ainsi en nombre U'expression demandée:
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Soit pour application, a=15, b=12, c=gq;ilen ré-
sulte a<4-b4c, ou 2p=34, dou p=17; done

p—a=z2, p—b=75, p—c=yo.

Aiusi ABC= V17 X 2 X5 X 10.

Appliquons les logarithmes.
On a , d’aprés les tables de Callet,

L. 17 = 1,230448g2

l. 2 = o0,30103000

. 5 = 0,69897000

1. 10 = 1,00000000

Sommse 3,230448_92

Done I S =!1,6152245,
et par conséquent, S = 4r,231;

c'est-d=dire que, si ’on a pris le métre pour unité linéaire, la
surface renferme 41 métres carrés plus 231 millitrmes de metre
carre. :

IN. B. —Pour gue la formule (4) donne une valeur réelle,
il faut (comme p est essenticllement positif ) que les trois
autres facteurs soient posiiifs a la fois, ou bien , qu’il y en ait
deux négatifs et un positif.

Or, on ne peut avoir en méme temps p—a < o,
| p—b< o;
car 'addition de ces deux inégalités donnerait 2p—(a--56)<lo,
ou 2p<atb;

cest-i-dire le périmeétre du triangle moindre que la somme de
deux cbtés ; ce qui est absurde.
On doit done avoir les trois inégalités

§ i z i :;', d’ott'on déduit, en remplacant z I :; g’
R W valeur et réduisant, SRS
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c'est-a~dire un quelconque des cdtés moindre que la somme
des deux autres.

(’est en effet la condition nécessaive pour qu'un triangle soit
possible quand on donne ses cOtés.

Si I'une des inégalités précédentes avait lieu dans un ordre
inverse , I'expression serait imaginaire.

57. Nous proposerons, pour nouvelle application , de déter-
miner la surface d’un trapéze ABCD, en fonction des quatre
colés.

En posant AB=u, CD=10, AC=e¢, BD =d (fig. 37), Fig. 37
’on doit trouver
b=f-a

b—a

5=

V(p—a)(p—10) (p—a—c) (p— a— d).

Soit a=o, auquel cas le trapéze se réduit & un triangle;

il vient S=Vp(p—0b)(p—c)(p—d), commeau
numeéro 36. ’

38. SeeriiME proBLEME. — Déterminer la relation qui existe entre les trois
cotés d'un triangle quelconque et le rayon du cercle circonscrit @ ce triangle.

Avant de passer & la résolution de cette question, nous rappelerons la
démonstration d'un théoréme de Géométrie.

Lemyvme, — Dans tout quadrilatére inserit ABCD (fig. 38), le rectangle des Fig. 38.
diagonales est égal & la somme des rectangles des cétés opposés ; c'est-d-dire
que 'on a s

BD x AC = AB x DC 4 AD x BC.

Soit menée du point B la droite BE, de maniére qu'on ait l'angle CBE
egal & l'angle ABD; il en résulte nécessairement 'angle DBC égal a I'angle
ABE, :

Cela fait, les deux triangles BCE, ABD, sont semblables comme ayant
deux angles égaux, savoir :'CBE=ABD par construction, ¢t BCE= ADB
puisqw’ils sont inscrits et appuyés sur le méme arc.

On a done la proportion CE : BC :: AD : BD;
d'on 'on deduit CE x BD = BC x AD..... (1)

Pareillement les deux triangles ABE, BDC, sont semblables puisque
ABE =DBC d’aprés la construction, et que BAE = BDC comme appuyés
sur le méme arc.

On a done la proportion AE : AB ;i DC : BD;
d’on Pon tire AE x BD=AB x DC...... (2]
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Ajoutant Vune a Pautre les égalités (1) et (2), on obtient
(CE + AE) BD, ou AC x BD ==BC x AD -+ AB x DEC.
C.Q.F.D.
Appliquons ce théoréme A la question proposee.
Soient ABG (fig. 39) le triangle donné, et O le centrs du cercle cir-

conscrit.
Tirons le diamétre COD et les cordes AD, BD; puis ﬂusnns , dlaprés

les notations du n® 34,
BC=4a, AC=14, AB=y¢, &t OC=r;
il en résulte AD = V> — 32, BD= V:ir: — a*, puisque les angles
CAD, CBD, sont droits.
Cela posé, on a, en vertu du théoréme précedent ,

AB x CD = (B x AD 4 AC x BD,

ou, employant les notations convenues ,

acr=a Vi —be b Vi —a..... {A)

Telle est la relation générale qui existe entre les eotés d'un triangle et le
rayon du cerele circonscrit.

Cette formule renfermant quatre quantités a, b, e, r, on peut se pro-
poser de déterminer une quelconque au moyen des trois autres; et cela
conduit & différens problémes que nous allons résoudre et discuter.

59. 1°. — Etant données dans un cercle dont le rayon est connu, les cordes
de deux arcs , on demande la corde de la somme de ces deux arcs.

Soient X ( fis. 3g) le cercle donné, AC, CB, les cordes aussi données ;
AB sera la corde de la somme des denx arcs.

On connait done dans la formule (A) les quantités a, &, r, et il ne s'agit
que d’obtenir e.

Or, cette formule donne 1mml§dmtcment

b
c= % Vigra— b> = Vi —ar,... (B

40. 2°. — Déterminer la corde du double dun are, connaissant la corde de
cel arc. %

Soit fait dans la formule (B), b=a (ﬁg 4o); alors e exprime évidem-
ment la corde du double de are soutendu par @ ou par b; et il vient

‘=§V‘4*"—-—m--.. (C)
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41. 30. — Réciproquement, déterminer la corde de la moitié d'un are ,
connaissant la corde de cet arc.

Dans la formule (C), les quantités ¢ et a étant lides entre elles de manitre
que I"une est la corde du double de I'arc soutendu par Pautre, il s'ensuit
que, réciproquement , la seconde a est Ia corde de la moitié de 1'are sou-
tendu par la premiére c. Ainsi, tout se réduit & déterminer @ en fonction
de ¢, d'aprés la formule (C).

Or, si 'on chasse le dénominateur et qu'on éléve les deux membres au
carré, il vient .

cirr = fadrs — ai,
ou, ordonnant, ad — fayrr = — e'pr.
‘Done avies Hya = l/mﬁ,
ou bien, ar = rlar =V 2 —e2),
el par conséquent , & = ‘/r(Tm e (D2

(Nous ne mettons point ici le double signe devant le premier vadical,
parce que nous n'avons besoin que de la valeur numerique de a. )

Llexpression de a qu’on vient d’obtenir présente deux valeurs essentiel-
lement différentes ; et cela doit étre. ;

En effet, la corde AB appartient non-seulement i arc ACB, mais encore
i P'are ADB; ainsi, lorsqu’on demande la corde, de la moitié de I'arc sou-
tendu par la corde AB, il n’y a pas plus de raison pour trouver AC, corde
de la moitié de ACB, que AD, corde de la moitié¢ de ADB.

Toutefois, si 'on suppose d’avance que 'are soutendu par Ia corde don-
née AB est moindre qu'une demi-cireonférenece, il faudra prendre pour a la
plus petite des deux valeurs ci-dessus, cest-i-dire celle qui correspond au
signe infériear du radical ; et 'on aura

a = ‘/r(:lr — Vigr—e).
Le contraire aurait lieu, si arc donné était plus grand quune demi-cir-
conférence; et il faudrait prendre pour a,
&= ‘/r{:r-f- Vs —c2)s

I est d'ailleurs facile de se convaincre que si AC est exprimé par la pre-
mi¢re de ces valenrs, AD est représenté par la seconde,
En effet, le triangle rectangle CAD donne

AD = \/.{r‘ —_ Ea;
mais ; par hypothése, AC = ar® — 5 Y4t s

dong AD = Vars o= VAR =
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42, §°.— Etant données les cordes de deux ares, trouver la corde de leur

Fig. f1. digférence (fia. 41 ). .

Soient AB = ¢, AC = b, les deux cordes données, et proposons-nous
de déterminer CB ou a, qui n’est autre chose que la corde de la différence
des ares soutendus par ¢ et b.

La question est don¢ ramende a traiter @ comme une inconnue, dans la
formule (A}, et & thcher de 'en dégager.

Reprenens cette formule

W0 =a Vﬁra —bs b V‘i"' —ar;

et observons que, « se trouvant sous le second radical, il faut commencer
par faire disparaitre ce radical, Or, de cette formule on tire, par la trans-
p-sition ;

aor —a Vi —b = b Vm,
d'olt, élevant au carreé,
qerrs — facr Vm 4= farrr — a3k = jbarr — a*h*
ou, réduisant et ordonnant par rapport & a,

ar — :3- Vigrs — bra = b2 — o9,

Cette équation étant résolue, donne

: 5
a= .E;V4r=—5- £ A (r)

Pour interpréter ce résultat qui comprend deur solutions, nous remar-
querons que les cordes données AB, AC, appartiennent chacune a deux
ares , savoir :

ACB, ADB, pour la corde AB,
el AMC, ADBC, pour la corde AC,

Ainsi, lorsqu'on demande la corde de la différence des arcs soutendus
par AB, et AC, le méme ealeul doit donner la corde de la différence entre
P'un queleongue des arcs ACB, ADB, et I'un quelconque des arcs ANMC,
ADBC. 3

Or, si sur larc ADB, on prend une partie AC’ égale & AC, ot quion
tire la corde BC', on aura

17, ACB — AMC = CNB qui correspond a la corde CB,
29, ADB — AMC = ADB — AM'C =CDB. .......... B,
jo. ADBC — ACB = ADBC— AM'C' — CNB = (’DB... OB,
4°. ADBC — ADB = CNB...... e b e e vigtbary:s a1 s 0 sve UGB
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d'ol Pen voit que les quatre différences sont égales deux a deux et corres-
pondent aux deux cordes CB, C'B.

On voit encore que, si les ares soutendus par les cordes données sont
supposes plus petits a la fois, ou plus grands a la fois qu'une demi-circon-
farence , comme le sont les arcs ACB et AMC, ou ADBC et ADB, la ré-
ponse a la question est nécessairement

3 CB ou a:.fr_t/4ra _b-__.%vqu_.ca;

mais si les deux ares soutendus sont supposés I'un plus petit et Vautre plus
grand qu'une demi-circonférence, on a pour réponse,

* SCiam e ik B bt o oo
CB ou a= == V‘f"'_—' ks & Vigrs — oo

N. B. — Il est & remarquer que cette derniére formule est identique avee
la formule (B) qui donne la corde de la somme de deux ares; et cela doit
étre, car C'B peut étre regardée comme la corde de la somme des ares sou-
tendus par AB et AC'.

45. 59, — Etant donnés les trois cotésa, b, ¢, dun triangle, on demande
Vexpression du rayon du cerele cireonserit & ce triangle.

La difficulté consiste & dégager r de la formule (A).

Or,dans le numéro précédent!, on a déja obtenn, par une premiére trans-
formation exécutée sur cette formule, l'équation

“ar —iV4i'" — b a=b* —¢»,
=
qui revient i r(as 4= ¢ — b?) = ac Y'jrs — b*-
Elevant de nouveau les deux membres de cette équation au carré, on &

re (a‘ 4o —b2)a = 46‘1:‘?" — a3bec;

. g \ arbac:
d'o I'on deduit P = G — (o F ot — b )’

abe
Véa_:ca — (a* + ¢? — b2 )I
(Le double signe devant le radical est inutile, puisqu'on ne demande

que la valeur numérique du rayon. )
N. B. — La formule (3) du n® 35, donne

et par conséquent, =

V jare — (@® 4= c2 -—bijj-; —
abe
pri= iS’
c'est-i-dire que le raron du cercle circonscrit a pour expression le produit
des trois cotés du triangle , divisé par le quadyuple de sa surface.

on a donc encore
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4i4. Nous ferons eonnailre , i cette oceasion , In valenr du rayon du cercle
inscrit , parce que cetie expression pourra aussi étre utile dans la suite.

Soient un triangle donné ABC (fig. 42) et O le centre du cercle inscrit
a ce {riangle. Tirons les lignes OA, OB, OC, el les rayons OP, 0Q, OR,
que nous designerons par .

On a évidemment d’aprés la figure,

ABC ou S = ABO + ACO + BCQ = I H )T,

25
G b

d'oti Pon déduit M=

Ainsi, lg rayon du cercle inscrit & un triangle a pour expression le double
de la surface du triangle, divisé par son périmétre.

N.B.—On a vu, en Géométrie, qu'il existe réellement quatre cercles
tangens aux trois edtés d'un triangle, supposés prolongés indefiniment.

En désignant par 1/, , r's, '3, les rayons des trois cercles autres que
celui qui vient d’étre considére, on a pour les expressions de ces rayons ,

aS a5 25

A e i = —_—
T a e~ Jr'-'a-|--5—-¢" of bguc —a

L ]

En effet , pour le cercle dont le centre est en O, par exemple,

ABC = AO'B 4 BOC — A0/C = 2He=14 .
dope ,____25
n fi= oy
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CHAPITRE IL.

Trigonometrie rectiligne.

45. Introduction. Dans toutes les questions précédentes, il a
suffi, pour leur résolution, d’établir des relations entre des li-
" gnes droites. Mais comme, en Géométrie, on considére non-
seulement les grandeurs des lignes, mais encore leurs inclinai-
sons mutuelles, il s’ensuit que , pour certains problemes, la
détermination d’une ligne doit dépendre nécessairement de la
grandeur d’un ou de plusieurs angles.

Soit, pour exemple, la question suivante:— Une droite AB
(fig. 43) étant donnée de longueur, ainsi que les angles CAB,
CBA, gu'elle forme avec deux droites indéfinies AG, BC, on
demande la hauteur CD a laguelle les deux lignes AC, BC, se
rencontrent.

Il est bien évident que la valeur de CD dépend explicite-
ment de la grandeur de AB et de celle des angles CAB, CBA ;
et si on veut appliquer le calcul i la détermination de CD,
on est conduit 4 rechercher des relations numériques entre ces
différentes grandeurs, dont les unes sont des lignes droites et
les autres sont angulaires.

Au premier abord , on a de la peine 4 concevoir comment
on peut faire entrer les angles dans les calculs. Cependant les
geomcttres y sont parvenus, en substituant aux angles ou aux
ares qui leur servent de mesure, les grandeurs de certaines
lignes droites ayant une liaison intime avec eux.

1ls avaient d’abord imaginé de substituer aux arcs décrits
avec un rayon déterminé et constant pour tous, les cordes qui
les soutendent; et, pour cela ils avaient construit des tables
renfermant, d’une part, les grandeurs des arcs exprimées en
degrés , minutes , secondes , ete. , et de Vautre, les valeurs des

Fig. 43.
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cordes, ou plu[é[ , les rapports de ces cordes avee le rayon. Ay
moyen de ces tables on pouvait toujours , un are étant donné,
déterminer la corde correspondante, et réciproquement, une
corde étant donnée, déterminer l'arc ou 'angle correspondant.
Ainsi la résolution d'un probleme se réduisait, en derniére
analyse, i former des relations entre des lignes droites. 11 est
d’ailleurs facile de concevoir la formation de pareilles tables:
c’est en partant d’un arc dont la corde est connue (par exem-
ple, du 6° dela circonférence, qui, comme on le sait, est
soutendu par le rayon), et faisant ensuite usage des formules
qui ont été établies a la fin du chapitre précédent, et qui don-
nent la corde de la moitié d'un arc, la corde de la somme ou
de la différence de denx arcs, la corde du double d'un arc, ete...

Mais, depuis, on a beaucoup simplifi¢ la question , en rem-
plagant les cordes par d’autres droites dont le calcul n'est pas
plus difficile, et que Pon compare plus aisément anx cdtés des
figures. .

46. C'est dans la détermination des rapports de ces lignes
avec le rayon du cercle dont elles font partie, et dans Pappli-
cation des tables qui renferment ces rapports , i la résolution
numérique des triangles (dont loute figure rectiligne se com-
pose) , que consiste la TRIGONOMETRIE.

Cette branche des Mathématiques peut étre regardée comme
faisant partie de r’apprication, puisqu’elle fournit de nou—
veaux matériaux pour la résolution des questions de Géomé-
trie par le secours de PAlgébre. Nous ne pouvions d’ailleurs
placer la Trigonométrie en téte de cet ouvrage, parce qu'on
verra que plusieurs des principes établis dans le chapitre pré-
cédent, tels que le principe sur Phomogénéité , le principe sur
les changemens de signe correspondans aux différences de posi-
tion, seront continuellement rappelés dans celui-ci,
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§ Iv. — Relations entre les lignes trigonometriques.
Détermination des formules principales. Construc-
tion des tables.

47. Commengons par faire connaitre la nature des lignes
trigonométriques , c’est-i~dire de ces lignes que I'on est con-
venu d'introduire dans le caleul & la place des arcs ou des
angles. :

Soient AGBG" (fig. 44) une circonférence décrite avec un Fig, 44.
rayon OA pris pour unité, AG l'arc qui mesure un angle AOC,
ayant un rapport quelconque avee 'angle droit AOG.

Du point C abaissons CD perpendiculaire sur le rayon OA,
et CE perpendiculaire sur le rayon OG. Elevons au point A la
perpendiculaire AT prolongée jusqu’a sa rencontre avec OC,
et au point G la perpendiculaire GS prolongée aussi jusqu’a sa
rencontre avec OC,

Cela posé, V'on appelle sivus d'un arc ou d'un angle, la per-
pendiculaire CD abaissée de lune des exirémités C dun arc
sur le rayon gui passe par Uautre extrémité A.

Il résulte de cette définition, que Ze sinus d'un arc est la
moitié de la corde qui soutend I'arc double. En effet, prolon-
geons CD jusqu’a sa rencontre en C” avec la circonférence; on
sait que le rayon OA perpendiculaire sur une corde CC”, Ji-
vise cette corde en deux parties €gales, ainsi que I'arc sou-
tendu ; donc CD est moitié de CC”, qui soutend un arc double
de AC,

Larancente d'un arc est la perpendiculaire AT élevée a l'une
des extrémités d'un arc, et prolongée jusqu’a sa rencontre avec
le rayon qui passe par Iautre extrémité.

La stcante est la partie OT du rayon prolongé, comprise
entre le centre et la tangente.

Comme on appelle complément d'un arc celui qui, joint au
premier, forme un quart de circonférence , il s'ensuit que les
lignes CE, GS , 0§, représentent le sinus, la tangente, et la
sécante du complément CG de Varc AC; et on les nomme,
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par abréviation , coSINDS , GOTANGENTE et cosEcante: de 'are AC,
Nous observerons, par rapport au cosinus, que CE étant
épal 2 0D, le cosivus d’un arc est encore la pariie du rayon
comprise entre le centre et le pied du sinus.
Outre ces lignes trigonométriques, on considére quelquefois

deux autres lignes :
Le sivus- vesse AD, c’est-i~dire la différence entre le rayon

et le cosinus ;
Le cosmus vErsE GE, ou la différence entre le rayon et

le sinus.

Enfin, les huit lignes trigonométriques dont nous venons
de patler, peuvent -éire divisées en deux classes; les lignes
directes, savoir : le sinus, la tangente, la sécante, le sinus
verse d'un arc; et les lignes indirectes, c’est-a~dire le sinus,
la tangente, la sécante, le sinus verse, du complément de cet
are; ou bien, le cosinus, la cotangente, etc. . .. Cette distine-
tion nous sera quelquefois utile.

48. Relations entre les lignes trigonométriques d'un méme
arc. — La seule inspection de la figure 44 fait reconnaitre des
triangles rectangles et semblables , au moyen desquels on peut
établir des relations entre les six lignes trigonométriques prin-
cipales. Mais auparavant , il est nécessaire de convenir de quel-
ques notations.

En appelant a Varc AC, nous désignerons, conformément i
Pusage établi, le sinus de Varc a par sin @, la tangente par
tang a, la sécante parséc a, le cosinus par cos a, la cotangente
par cot a, enfin la cosécante par cosée a. (Nous écrivons les
cing premiéres lettres pour la cosécante, afin de ne pas la
confondre avec le cosinus. )

En outre, lorsque nous aurons i exprimer qu’une de ces
lignes, le sinus, par exemple, doit étre élevée ala otme, éme,
m‘™¢ puissance, nous écrirons sin’a, sine,... sin™a, et non
pas sina®, sin@’,. .. parce que ce n’est pas l'arc, mais bien le
sinus de cet arc qui est élevé i une puissance.

De meéme, cos’a, cos'a,... cos™a, expriment la 2/me, 3¢m¢
m‘m puissance de cos a; et ainsi des autres.
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Ces notations étant convenues, nous allons présenter le ta-
blean des relations que I’on obtient, soiten considérant chacun
des triangles rectangles ODC, OAT, OEC, OGS, séparément,
soit en les comparant deux 4 deux (leur similitude peut étre
facilement établie).
— — —_—
Triangle ODC... OC=CD 4 0D,
on, employant les notations et désignant le rayon par r,

r*= sin’a -+ cos’a... (1)
Triangles semb!ahle_s ODC, OAT... OD: OA :: DC : AT,

rsina
cosa

dest-a-dive,cosa i riisina : tanga; donctanga—

- (2)

Triangles semblables ODG, OAT. ... OD:O0A X OC:0T,

r‘l
cosa

ou cosa:r:ir.séca; donec séca=

et (3]

Triangle rectangle OAT. .. OT = OA -+ AT,
ou bien, séc’a=r* - tang*a.... (4)
Triangles semblables OAT, OGS.... AT ; OA :: OG ;: GS,

ou tanga:r ::r:cota; donccota=— e
tanga
Triangles semblables OEC, OGS,...OE: EC :: 0G : GS,
: reosa
ou sina:cosa :ir:cota;donccota—= ——,. (6)
sin a

Triangles semblables OEC, OGS,.... OE ; OC :: 0G : 0S,

A
ou sina irilr:coséca; donc coséea= i T (7)
sin a
Triangle rectangle 0GS.... 0S*= 669-{- G_S:
ou bien, CosEeH @ =2 L Ot UTL L kit (8)

‘ 49. Premiere remarque.—Les formules (6), (7), et (8), sont
implicitement comprises dans les formules (2), (3), et (4).
5
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En effet , comme celles-ci existent pour tout arc moindre que
le quart de circonférence (ou 100° en adoptant la division
centésimale), il s’ensuit qu’elles sont vraies pour I'arc exprimé
par 100° — a. Ainsi, en remplagant @ par 100" — a, dans la

formule (2), on trouve
t pi) rsin (100° — a)
ang (100° —a) = —————————
g ( cos(100° —a) ’
mais on a tang (100° — a) =cot @, sin (100° — a) = cos a,
cos (100° — a) = sin [100° — (100° — a)] =sin a;
rcos a
donc cota= ——
sin a
On reconnaitra pareillement que, par la substitution de

100°—a 4 la place de a, les formules

ri

séca= et sée’ a=r* -} tang” a,

cos a’

deyiennent coséca = o o cosécta=r" 4 cot*a.

na

En général , toutes les fois qu'on a obtenu une ceriaine rela-
tion entre des lignes trigonoméirigues d'un arc, les unes di-
recles , les aulres indirectes (n° 47), on peut en former une
nouvelle par le simple changement des lignes directes en
lignes indirectes correspondantes , et réciproguement.

80. Seconde remarque.— Puisque, dans les formules précé-
dentes, le rayon est toujours censé connu , on peut le supposer
égal & 1; et alors ces formules deviennent

sinfadcos’a=—1.... (1) séc” @ = r -tang’a.. (§)
sin a cos a
fang a — e i tigimmi e s b
5 cos a (2) Eo sin @ ©)
; 1 :
€ — - o 2lg— o
s€c @ = ——— (3) | coséc®>a=x 4= cot*a.. (8)
ot a=— —— .,.. (5)
tang a
. 1
05 &= — e biee
conx sina ()
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Nous mettons a part les formules (4), (6) et (8), parce que
d’abord, (6) est implicitement comprise dans (2), d’aprés la
remarque précédente ; en second lieu, (8) se déduit de (4),
d’aprés la méme remarque. Quant & la relation (4), elle est une
conséquence de (1), (2), et (3).
En effet, la relation (2) donne

sina cos*a-+sin‘a
cos*a cos" a

1 4 tang* a =1 -}

?

ou, 4 cause de la relation (1), 1+ tang® a = cosd’

) ; 1 ¢
mais on a déji sée a=— T done 1 - tang® a = séc* a.
a

Cela posé , il est évident , d’aprés Uinspection des formules
(1), (2), (3), (6), et (7), que la valeur numérique du sinus
étant connue, on peut en déduire facilement celles des cing
autres lignes trigonoméirigues.

La formule (1) donne cos a== |/ 1 —sin® a, et fait con-
naitre le cosinus; les suivantes donnent les valeurs de tang a,
séc a, cot a, et coséc a, par de simples divisions.

Généralement , comme ces formules renferment siz quan-
tités , il doit toujours étre possible , connaissant une quel-
conque d’entre elles, de déterminer la valeur des cing autres.

Toutefois , rien n'empéche , dans cette détermination , de
faire usage des formules (4), (6), et (8), si la simplicité des
calculs L'exige, puisqu’elles sont des conséquences des cing
premiéres.

Pour nous familiariser avee 'emploi de ces (ormules , nous supposerons,

par exemple, gue Pon eonnaisse , i priorvi, la valeur de la cotangente ; ‘et
nous nous propaserons de déterminer chacune des eing autres lignes.

1%, — De la formule (5) on déduit  tang a = 7

ol a
29, — La relation (8) donne cosée a = V14 cot” a;
. ‘ : 1
49, — La velation (7) donne sin g = — — — s B
cosée Vi cotr o’

5
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40. — De la relation (§) on tire

¢ \/ 1 Vi colh a
seca — 1 ———— T —
e +cu|.'=a ’

cot a

50. — Enfin, la formule {3) donne

eot a
COR = ———

é"’“ = VItcotr a

8i, dans ces formules, on veut introduire le rayon r, il ne sagira que
de rétablir Vhomogéndité ; et on aura, d'aprés la régle établie (n® 15},

ra — . rx
—_ 3 = 3 cotr*a, sina="7,———7—
Wogd e e Vet g V/r: <= cot® a
2 r V;’_—[— cot? a rcol @
seg = ——— el cosa= —_—.
cot a V2 4-cot2 a

Il en serait de méme pour toute autre ligne donnée a priori.

Détermination des valeurs corrélatives.

54. Nous ayvons maintenant & nous occuper d’une des ques-
tions les plus délicates de la Trigonométrie : ellea pour objet
de déterminer les valeurs corrélatives des lignes trigonomé-
triques d’un are, quand on suppose que cet arc passe par tous
les états de grandeur par rapport A la circonférence entiéve.
Dans la dénomination de waleurs corrélatives , nous compre—
nons, non-seulement Vidée des rapports numériques du sinus,
cosinus , ete., avecle rayon, mais encore celle des signes qui
correspondent aux diverses situations que ces lignes peuvent
avoir les unes a 'égard des autres. (Carvor , Traité de la Cor-
rélation des figures.)

11 semble, au premier abord, qu'il doive nous suffire de
considérer des arcs compris depuis 0® jusqu'a 200°, puisque,
dans les figures rectilignes ordinaires, chacun des angles
qu’elles renferment est moindre que deux angles droits, Ge-
pendant les géometres, dans la résolution des questions de
haute analyse , ont été conduits a rechercher quelles peuvent
étre les lignes trigonométriques, méme des arcs plus grands
qu’une circonférence entiére.
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Pour fixer les idées sur cette question, nous supposerons
aw’une droite de longueur finie, et dont l'une des extrémités
esten O (fig. 44), étant d'abord couchée sur OA, tourne
ensuite autour de ce point et toujours dans le méme sens, de
maniére  prendre successivement les positions 0G, 0B, 0G’,
OA; puis, quapres étre revenue dans la position primitive OA,
¢lle continue encore son monuvement. Il est clair que, dans ce
mouvement continu, la droite OA engendrera tous les angles
possibles, et que Uextrémité A parcourra successivement tous
les points de la circonférence AGBG’A. En outre, comme la
droite, apres avoir fait le tour entier, ne cesse pas de se mou-
voir, l'arc total ainsi parcouru se composera d’un nombre en—
tier de circonférences (nombre qui peut toutefois étre nul),
plus d’une partie quelconque de circonférence.

Or, c'est dans la détermination des lignes trigonométriques
des arcs de celte espéce que consiste la question proposée.

Nous nous occuperons d’abord spécialement du sinus et du
cosinus, parce que ce sont les lignes les plus usuelles. Les for-
mules (2), (3), () et (7) dun® 50, feront ensuite connaitre les
valeurs correspondantes des quatre autres lignes.

2. Lorsque le point décrivant est en A, ou bien, lorsque
I'arc est nul, il est évident que le sinus lui-méme est nul, et
que le cosinus est égal au rayon.

A mesure que le point décrivant s’éleve au-dessus de AB, le
sinus augmente et le cosinus diminue, jusqu'a ce que le point
décrivant soit arrivé en G, auquel cas le sinus devient égal au
rayon, et le cosinus est nul,

D’ou 'on voit que ’arc croissant depuis o° jusqu’a 100°, le
sinus augmente d’une maniére continue depuis o jusqu’a 1; et
au contraire le cosinus diminue depuis 1 jusqu’a o.

Supposens actuellement le point décrivant arrivé en C'; le
sinus est alors C'D’ ; et, suivant la seconde définition du co~
sinus, le cosinus est OD'. Mais, si par le point C' on méne C'C
paralléle d AB, ona évidemment AC—=C'B, supplément de AC
(ou sait que le supplément d’un arc est ce qui lui mangue pour
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valoir 200° ou la demi-circonférence); on a aussi C'D'=CD,
et OD" = 0D.

Donc, 1°.— Le sinus d’un arc plus grand que 100° et moin-~
dre que 200°, est le méme que le sinus de son supplément.

2°, — Comme les deux distances OD" et OD sont égales, mais
qu’elles sontcomptées en sens contraires pax rapportau point O,
il sensuit (n°® 26) qu’elles doivent étre affectées de signes
différens. Ainsi le cosinus d’un arc compris entre 100° el 200°,
est égal et de signe contraire au cosinus de sor supplément,

En teérmes abréges , sin (200° —a) =sin g;

cos (200°— a)=—-cos @ (a désignant I'arc C'B ou AC).

On peut encore motiver le changement de signe du cosinus
de la manitre suivante :

Le cosinus d’un arc étant le sinus du complément de cet arc,
s1 Varc est €gal & 100°+-a, le complément est 100°—(100°+-a),
ou bien, —a; c’est-a-dire que ce complément est un arc
négatif.

Or, si I"on considére un arc AM’ (fig. 45) égal & AM, mais
situé en sens contraire de AM, on a évidemment (n° 26)

sin AM' —=—sin AM, ou sin(—a)——sina.
Remarquons, en passant, que le cosinus OP est le méme pour
les deux arcs AM’ et AM ; donc cos (—a) = - cos a.
BRevenons & notre objet : & mesure que le point décrivant se

. rapproche du point B (fig. 44), ou que Yarc augmente de-

puis 100” jusqu’a 200°, le sinus diminue et le cosinus augmente
mais négativement ; et lorsque le point décrivant tombe en B,
le sinus redevient nul, et le cosinus est égala—1.

Soit le point décrivant arrivé en C'. Tirons le rayon C'0 et
prolongeons-le jusqu’a sa rencontre en G avec la circonférence;
puis abaissons les perpendiculaires C'D’ et CD ; on a nécessai-
rement BC"= AC, C'D'=CD, et 0D’ =0D. Mais comme
C"D" est compté, par rapport au diamétre AB, en sens con-
traire de CD, et qu’il en est de méme de 0D’ et de OD par
rapport au point O, on peut conclure que le sinus et le co~
sinus d'un are plus grand que 200° et moindre que 300°,
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sont dgaux et de signes contraires au sinus et au cosinus de
Parc dont celut que U'on consideére surpasse 200°.

En termes abrégés,

sin (200° -} @) =—sin a; cos (200° == a) = — cos a.

Lorsque le point décrivant est en G/, le sinus devient égal
a— 1, et le cosinus redevient nul,

Soit le point décrivant arrivé en C”, ce qui donne un arc
AGBG'C", compris entre 300° et 400°; si I'on abaisse la per—
pendiculaire C*D, et qu'on la prolonge jusqu’en G, on aura

AC" — AC, et CD = CD;

d’ailleurs le cosinus OD est commun aux deux arcs AGBG'C”
et AC. Ainsi, Ze sinus d'un arc compris entre 300° et fo0° est
égal et de signe contraire au sinus de I'arc dont celui que Uon
considere est surpassé par la circonférence entiere, et le cosinus
est le méme pour les deuz arcs; ou bien

sin (f00° —a) = —sin @3 cos (f00® — @) = cos a.

Enfin, lorsque le point décrivant revient en A, auquel cas
P’arc parcouru est égal 2 une circonférence entiére, le sinus
et le cosinus redeviennent les mémes que pour Varc nul; et si
’on suppose que ce point, aprés avoir parcoura une ou plu—
sieurs circonférences, repasse par les mémes positions , il est
évident que les sinus et cosinus reprendront les valeurs qui ont
déja été assignées.

55. Voyons maintenant ce que deviennent la tangente et la
cotangente, dans les mémes circonstances.

La formule tang a=— i%% , prouve que sil'arc est nuf,
la tangente est aussi nulle, puisque Von a

sino— o, et oso'= ¥

L’arc augmentant, la tangente augmente aussi, puisque le
sinus augmente et que le cosinus diminue ; elle augmente méme
trés rapidement, et lorsqu’on suppose 'arc égal 4 100°, comme
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: G ; 2 1
on a sin 100°=1, el cos 100°=o0, 1l en résulte lang 100° =— .
o

c’est-a-dire que la tangente devient infinie. Cela est d’ailleurs
évident d’aprés la figure, car alors la perpendiculaire élevée 4
Vextrémité A est paralléle au rayon qui passe par 'autre extré-

mité de ’arc.
Au-dela de 100° et en-decd de 200° la tangente devient

négative et diminue numériquement, puisque le sinus et le
cosinus sont des signes contraires, et que le sinus diminue
tandis que le cosinus angmente; si I'are devient égal 4 200°,
la tangente redevient nulle, car sin 200°=o0, €08 200°=—1.

Pour un arc compris entre 200° et 300°, la tangente rede-
vient positive , puisque le sinus et le cosinus sont tous les deux
négatifs ; elle augmente d'ailleurs numériquement jusqu’a ce
que l'arc soit €gal i 300°, auquel cas la tangente est égale 4
Uinfini négatif; car sin 300° = — 1, et cos 300° =o.

Enfin, pour un arc compris entre 300° et foo®, la tangente
est négative , puisque le sinus et le cosinus sont de signes con-
traires 3 elle diminue d'ailleurs numeériguement jusqu’a ce que
'arc soit égal & foo°; et, dans ce cas, on retrouve tang foo°==o.

ok 1
Quanta la colangente, il résulte de cot a = e que pour

les signes, les cotangentes suivent la méme loi que les tan-
gentes. Pour la marche des valeurs numeériques, elle est inverse
de celles des tangentes. Ainsi, pour 'arc nuZ, la cotangente est
infinie ; pour un arc de 100°, la cotangente est nulle, etc...

N. B.—Le changement de signe des tangentes et cotangentes
peut étre motivé indépendamment des formules, et d’apreés la
figure.

En effet, lorsque larc est AGC', la tangente correspon—
dante est, d’aprés la définition, représentée par AT’. Or, AT”
est dans une situation contraire 4 AT, qui est la tangente
de AC, supplément de AGC’. La cotangente est GS’, et cette
ligne est aussi dans une sitnation contraire a GS.

Si nous considérons 1'are AGBC", la tangente correspondante
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est nécessairentent représentée par AT, qui estaussi la tangente
de AC.

La cotangente est d’ailleurs GS; ainsi la tangente et la co-
tangente de AGBC” sont positives.

Pour l'arc AGBG'C”, la tangente redevient AT, et la cotan-
gente GS'; donc elles sont toutes deux négatives.

84, Il nous reste encore & examiner ce que deviennent la
sécante et la cosécante.

I - 4
Or, les formules séc a= , COS6c @ =— —— , prouvent
cos a sih a

que, sous le rapport des signes, les sécantes suivent la méme
loi que les cosinus, et les cosécantes la méme loi que les
sinus.

Ainsi la sécante d’un arc compris entre o° et 100°% ou entre
300° et foo°, est positive ; la sécante d’un arc compris entre
100° et 300° est négative. La cosécante d’un arc compris entre
0° et 200° est positive ; et la cosécante d’un arc compris entre
200° et 400° est négative,

Quant aux valeurs numériques, la sécante est en raison in-
verse du cosinus ; et la cosécante, en raison inverse du sinus.

Ainsi, pour a—o, l'ona cos o=1, et séc o=1; mais a
mesure que I'arc augmente, la sécante augmente, tandis que
le cosinus diminue, jusqu’a ce que I'on soit parvenu a arc de
100°%, auquel cas la sécante est infinie, tandis que le cosinus
est nul , etc.

Méme raisonnement pour la cosécante comparée an sinus.

85, N. B. — Le changement de signe de la sécante et de la
cosécante ne peut étre vérilié au moyen de la figure , comme
on l’a fait pour les autres lignes trigonométriques , parce que
ce ne sont plus des distances d’un point variable a un point ou
a une droite fixe, comptées sur une méme ligne, et qu’alors
on ne saurait leur appliquer le principe du n° 26. Toutefois,
ce changement de signe correspond a une circonstance trés
remarquable. Lorsque 'arc est compris entre 0° et 100°% ou
entre 3o00° et foo’, auquel cas la sécante est positive, le point
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décrivant C ou C” est situé entre le centre et extrémité T
ou T’ de la sécante. Mais si I'arc est compris entre 100° et
300, auquel cas la sécante est négative, le point décrivant C’
ou €' est placé sur le prolongement de la sécante qui est en-
core représentée par OT ou OT’. Ce point est donc, en quelque
sorte, par rapportau centre, dans un sens opposé i celui du
point Cou C”. On ferait une observation analogue pour la co-
sécante.

Ce n’est pas sans motif que nous avons fait usage de la figure
pour déterminer les signes des différentes lignes trigonomé-
triques. Comme les formules du n° 48 n’avaient été établies
que pour des arcs au-dessous de 100°, "accord qui existe entre
les résultats qu’elles fournissent et ceux que donne la figure,
en vertu du principe (n° 26), prouve U'exactitude de ces for-
mules pour tous les arcs possibles; et le principe que nous ve-
nons de citer en regoit une nouvelle confirmation,

C'est ainsi que, dans toutes les sciences, les faits se fortifient
et se confirment les uns au moyen des autres,

56. Comme, dans la suite , nous aurcns souvent besoin de
rappeler les valeurs corrélatives des lignes trigonométriques,
nous croyons utile d’en présenter ici un tableau qu’on peut
facilement dresser d’aprés ce qui précéde,
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TABLEAU

76

Des valeurs corrélatives des lignes trigonométriques.

=

ARG sIn Cos TANG SEQ coT
0° (4] 1 (] i ow o
a ~}sina | 4~cosa |4~ tang al4 séc a |~-cota |--coséca
—a —sing | H~cosa |— tinga|+ sic a |— cota |—coséca
ir—a ~cosa | 4sina |4~ cot a |<cosce a|-- tang a|-- séc a
iw 1 o @0 @ 0 1
ix+4a —+cosa | —sinag |— cot @ |—coséca|— tang a4~ sée a
r—a ~+sina | —cosa |— tang a|— séc a |—cota |-~coséca
:r o -1 o oy ® w
T a —sina | —cosa |4~ tang a|— séc a |+4cota |—coséca
ir—a —cosa | —sine |4 cot @ |—coséea|-4 tang a|— séca
ix —1 o @ o o — 1
2r+4a —cosa | +sina |— cot @ |J-cosécal|— lang a|— séca
ar—a —sing | +cosa |— tangaj+4-séc a |—cota |—coséca
2 o I i I = =] w %
;- a ~-sina | 4-cosa |4~ tanga|-+ séc a |- cota |d-cosica
akr — a —sina | 4~cosa |— tnga|+4-séc a |—cota |—coséca
akr 4~ a ~sina | 4-cosa |4 lang a|+4 séc a |- cota —-coséc a
(2k+1)z—a | 4-sina | —cosa |— tang a|— séc a |— cota |Hcoséca
(2h4-1)p+a | —sina | —cosa |4~ anga|—séc a |4 cota |—coséca
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8%7. Eaplication de ce tableau.— Pour plus de simplicité,
Ton a désigné par & la demi-circonférence oul'arc de 200° (c’est
une notation déja employée en Géométrie, pour représenter le
rapport de la circonférence au diamétre, c’est-a-dire la demi-
circonférence dont le rayon est 1) ; @ représente d’ailleurs un
arc moindre que le quart de circonférence, et # un nombre

; ;s T : :
entier quelconcue. Dés lors, 5 7 exprime le gquart de la cir-

: 3 : y
conférence, ou 100°%; 57 les trois quarts ou 300°; 27 la cir-

conférence entiére ou 400°; 2kx un nombre quelconque de
circonférences; (24 4 1) » ou 2kx 4-x, un nombre entier de
circonférences, plus une demi-circonférence ().

La premiére colonne verticale comprend tous les arcs que
Pon peunt avoir besoin de considérer. Ainsi, par exemple,

i-;r—i—a exprime un arc tel que AGC’, plus grand que le

quart de la circonférence et moindre que la moitié ; » + a,
un ‘arc tel que AGBC’, plus grand que la demi-circonférence
et moindre que les zrois quaris ; et ainsi des autres.

La premiére bande horizontale contient les lettres initiales
de chacune des six lignes trigonométriques; et chacune des pe-
tites cases, la valeur corrélative de I'une des lignes trigono-
métriques qui correspond a un arc donné.

Cela posé, veut-on avoir, par exemple, la valeur de la tan-

gente d'un arc tel que AGC’ (fig. 44)?
Comme cet arc est compris entre 100° et 200°, il peut étre

‘ - . I &
represente, soit par ; @ + a, solt par x — a.

Premier cas.— Descendez dans la colonne verticale intitulée

(*) Ordinairement on suppose k positif; mais & peut aussi bien exprimer
un nombre entier négatif: car on a

sin (—akyr ~a) = —sin (2kr — a) = sina =sin (akr + ).
Pareillement ,
cos (— 2k <+ a) == cos {2k7 4 @) = == cos a = cos (2kn 4+ a).
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¥4 . . Al A
tang, jusqu'a la bande horizontale qui correspond s=+a;
ot vous trouvez dans la petite case commune, — cot a.
1 I :
En effet, I'arc = = a, a pour supplément,% 7 —a, puisque

ces deux arcs réunis forment x, ou la demi-circonférence ; done
Y o X
(n® 32) sin ;ar—{-a:sm SF—¢ = -}~ cos a,
21 1 1 =
cos | — & = a |—=—-cosl =5 a)l— —sina;
2

et par conséquent,

3 I
sin (—w—!—a
tang(—l-u--]-a): s )=+c.05a:-—cota.
2 i — siln @
cos (E-x +a)

Second cas. — Descendez dans la méme colonne verticale,
jusqu’a la bande horizontale qui correspond a » — a ; et vous
trouvez dans la petite case commune , — tang a.

En effet, # — a ayant pour supplément a, il s’ensuit que

sin (#—a) =--sina, c¢os (xr—a)—=—cosa;
sin (g—a) +sina

donc tang (= —a) = G (e ok b

= — tang a.
On trouverait de méme
3 ?
séc (; 7 4 a )= coséca, col(2r —a)=—cota, etc...

‘88. Premiére remarque. — Il résulte, tant de la figure que
de l'inspection du tableau, que les lignes trigonométriques de
tous les arcs plus grands que le quart de la circonférence, ont
les mémes valeurs numériques que celles des arcs plus petits;
il n’y a que les signes qui soient, les uns positifs, les autres
négatifs. Sur les six lignes, il y en a toujours quatre négatives
et deux positives , pour les arcs compris entre 100° et foo°.

Il faut encore observer que, si I’arc renferme dans son ex-
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pression €crite un nombre impair de quarts de circonférence,
Ta ligne trigonométrique que 'on considere, étant directe, se
change dans la ligne indirecte correspondante, et réciproque-
ment. C’est ainsi qu’on reconnait que

3
tang(;w -+ a) = - cota,
coséc (g 7T 4= a) = — séc a.

Mais, silenombre des quarts de circonférence est pair, laligne
que Von considére a la méme valeur (4 lexception du signe
qui peut étre différent) que la ligne de méme nom de Vare a.

Ainsi, cos (2 —a)=-=cos a; tang (= a)=+ tang a.

59. Seconde remarque. — Des six lignes trigonométriques
principales, deuz, savoir : le sinus et le cosinus, sont toujours
comprises entre deux limites déterminées 4 1 et — 1. Elles
peuvent passer par tous les états de grandeur depuis o jusqu’a
—+ 1 et depuis o jusqu’a — 1 ; mais elles ne dépassent jamais
ces limites. (Il est bien entendu que le rayon est supposé
égal a 1.)

Deuxautres, la sécante et la cosécante, peuvent devenir aussi
grandes que 1'on yeut ; mais elles ont 4 1 et — 1 pour limites
de décroissement, c’est-a-dire qu'elles croissent positivement
depuis -1 jusqu’a Vinfini positif, et négativement depuis— 1
jusqu’a Uinfini négatif'; elles ne peuvent avoir de valeurs com-
prises entre~}1 et — 1.

Les deux dernitres enfin, la tangente et la cotangente, sont
susceplibles de recevoir toutes les valeurs imaginables depuis o
jusqu’a Vinfini pesitif, et depuis o jusqu’a U'infini négatif.

Cette remarque ncus seva d’une trés grande utilité dans les
applications de la Trigonométrie,

Nous ne saurions trop recommander aux commencans de se
bien pénétrer des détails dans lesquels nous venons d’entrer
sur les valeurs corrélatives des lignes trigonométriques.
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Détermination des formules principales.

60. Une des questions fondamentales de la Trigonométrie,
celle d’otr dépend la construction des tables, consiste a déter-
miner le sinus et le cosinus de la somme ou de la différence de
deux arcs, connaissant déja le sinus et le cosinus de chacun
de ces ares.

Soient p et ¢ deux ares donnés , p-4-q la somme de ees ares. Appelons a,
b, ¢, les cordes qui soutendent respectivement les arcs ap, 27, et 2 (p-¢).
Comme on a vu (n° 47) que Ze sinus d’un arc est la moitié de la corde qui sou-
tend Vare double, on a nécessairement

a=oasinp, b= asing, ¢ = 2sn(p+ q).

Cela posé, la formule du n® 3g, savoir :

— b
=9 ‘i""b"";.v‘i"’_“’!
devient , par la substitution des valeursde a, &, ¢,
/ 2 sin — asing  pm—
250 (p~4-q) = wT{’ Vi — fsinag - n—l"‘ YV §r» — fsinp,
ou, en simplifiant,
sin (p4=g) = 9_1_1;1._3 Vl" — sin?g - s;;g 'V’r"—sin’p.

Mais en vertu de la relation sin®e 4= cos’a = r*, on a.

Vi —Sineg = cos g, Vr’—-sin'p:casp;

sin p X €08 ¢ < sing x cos p
o 5

done enfin sin (p+¢) =

Soient maintenant p et q deux ares donnés (p désignant Ie plus grand),
P —q leur différence. Appelons ¢ la corde qui soutend Pare ap, b celle qui
soutend Vare ag , et enfin a celle de Pare a(p— ¢).

Ona, en vertu du n° 75

e=asinp, b = asing,’ a=2asin(p— q).

2 Or, on a obtenu (n° §2), pour la formule qui donne la corde de la dif-
ference de deux ares,

c —_—— 13 — e
a== e ‘/4:-: — b — = V}jra —ca,
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Si, dans cette formule, on remplace «, b, ¢, par leurs valeurs, il vient

asin (p—gq) = 360 V‘i"’ — fsinrgy — i V"i"’ — §sinip,
ar ar
ou, simplifiant et faisant usage de Ia relation sin® a - cos? a=r?,

sinp X cos g —sing X cosp
r 4

sin (p—gq) =

Pour obtenir les valenrs de cos (p-q) et de cos (p — ¢), il saffit de
substituer 100°—~p au lien de p dans les formules précédentes, ce qui
donne d’abord (tableaun® 56) ,

sin (1009 4 p - g) =cos (p=+¢), sin(100°4p—q)=cos(p—q),
sin (100% 4= p) = cos p, €05 (100° + p) = —sin p;
et les formules deviennent

__cosp X cosg—sinp X sing
cos (p ) = :

€os p X €08 g=-sin p X sing
= s

cos (p—gq) =

La démonstration qui vient d'éire exposée est remarquable en ce qu'elle
se rattache au premier point de vue sous lequel on a d'abord envisagé la
Trigonométrie, et qui consistait (n® 45) a faire entrer les avcs dans le
calcul par le moyen de leurs cordes.

Elle est d’ailleurs générale, puisqu’on établit les relations entre les cordes,
en supposant leurs ares dans un rapport quelconque avec la circonférence ;
cependant, comme on est obligé d’admettre des résultats qui sont, jusqu'n
un certain point , étrangers a la Trigonométrie telle qu'on Penvisage actuel-
lement , nous allons donner une autre démonstration plus directe et plus
simple, puisquelle n’est fondée que sur les premiers principes de la Géo-
métrie.

61. Autre démonsiration. — Soit AG un quart de cercle
décrit avec un rayon determiné OA (fig. 46) ; appelons aet &
deux arcs donnés sur cette circonférence, a étant le plus grand.
Prenons sur AG, AB=a, BC=10), d’ou ABC = a4 b; por~
tons BC de B en €/, ce qui donne AC'=—=a —b. Tirons la corde
CC’ et le rayon OB qui est nécessairement perpendiculaire a
CC’ et tombe en son milieu I; puis abaissons les perpendi-
culaires BP, €Q, et C'Q".

On a nécessairement , d’aprés les définitions du sinus et du
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COSINUS;

BP=sin @, OP=cos a, Cl=sinb, OI=cosb , CQ=sin (a+-0),
0Q=cos (a+b), CQ =sin (a—10), 0Q' =cos (a —b).

Cela posé, il faut ticher d’exprimer les quatre derniéres
lignes en fonction des guatre autres et du rayon.

Or, si par le point T nous menons IL perpendiculaire et 1H
paralléle a OA, nous formons ainsi des triangles semblables
OBP, OIL, CIH, qui, comparés deux 4 deux, conduisent aux
relations demandées.

En effet, la figure donne d’abord

€CQ = sin (2 -+ ) = HQ 4+ CH = IL 4 CH,
0Q = cos(a + ) = 0L — LQ = OL — TH.

Soit d’ailleurs mené C'H’ paralléle 4 AO, jusqu’a sa rencontre
enH' avec IL;lesdeux triangles C'TH’, CIH, sont égaux comme
ayant un c6té égal (C'I=CI) adjacent & deux angles égaux;
ce qui donne 1H'=CH, ('H' =1H = Q'L.

Done C'Q' =sin (a — ) =H'L=1L — 1H' =1L —CH,
0Q' = cos(a —b)=0L 4-LQ'=O0L+ IH;
d’olt Fon voit qu’en derniere analyse, la question est ramenée
A déterminer les quatre_lignes 1L, OL, CH, IH.

D’abord, les triangles semblables OBP, OIL, donnent les
Proportions

IL :BP:: 01 : 0B, oulL:sing::cosd:r,
OL :0P::0f:0B, ouOL:cosa :icosb:r;
d’ol Ton dedie IL:sma:;(cosb R cos ai(cosb

En second lieu, les triangles OBP, CIH, sont semblables,
tomme ayant leurs cotés respectivement perpendiculaires;
aiwsi P'on a les deux proportions

6
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CH :0P::CI:0B, ouCH:cosa::simb:r;
! TH:BP::€I:0B;, ou IH:sina::sinb:r;
cos a < sin b, IH_____S'ma){s'm b.
r

d’ou Von tire CH =

Substituant ces valeurs dans les expressions de sin (a 4 b),
sin (a=—10), cos (a =4 b4), cos (a—b), on obtient enfin

sinacos b z=sin beosa

sin (a = b)) = = : &)
cos(a=0) = cos a cos b ;T-’Sln asin b ; ®

formules dans lesquelles les signes supérieurs se correspondent,
ainsi que les signes inférieurs.

62. Dans la construction précédente, on a supposé chacun des arcs, et
méme leur somme; moindre que le quart de ecirconférence ; mais on pour-
rait, par des construetions analogues , vérifier 'exactitude des formules dans
tous les ecas ¢ seulement , il faudrait avoir égard aux waleurs corrélatives
des lignes. Contentons-hous d'examiner 'un de ces nouveaux cas, celul
ot l'un des arcs étant plus grand que 100%, la somme est plus grande que aco,
et la différence uussi plus grande que 100°,

Soient

AB=4a, BC=BC'=1b; don ABC=a+b, AC'=a—1b (fiz. 47)-
Tirons d'ailleurs, comme dans le cag précédent, le rayon OB et la
carde CC’; puis abaissons les perpendiculaives BP, CQ, C7(). Enfin, me-
nons la perpendiculaire IL et la paralléle TH jusqu's sa rencontre avec CQ
prolongé, puis la paralléle C'H’ jusqu’a sa rencontre avec IL.

Cela fait , observons d’abord que les arcs AB, AC/, étant compris entre’
100° et 300%, ont un sinus positif et un cosinus négatif’; ainsi

BP = sina; cos a= — OP, on OP =— cos a;
C'Q =sin (e —1b); cos(a—b)=—0Q, ou 0Q = —cos(a—2).

Quant & Pare ABC dont le sinus et le cosinus sont a la fois nésatifs, on
€Q =—sin(a+ %), 0Q=— cos(a + b).

Maintenant, la figure donne
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€Q = — sin (¢ 4= &) = CH — HQ = CH — IL,
0Q = — ¢os (a + &) = OL + LQ = OL + IH,
CQ= sin(a—b)=HL= HI+IL =CH + IL,
0Q'= — cos (a — b) = OL— LQ' = OL — IH.
1l ne s'agit donc plus que de calculer CH, IH, 1L, ¢t OL, au moyen de
{riangles semblables OBP, CIH ; et OBP , OIL.
Calculons seulement CH et IL, qui doivent servir  la détermination de
sin (a+5).
Les triangles dont nous venons de parler donnent
CH : OP ;:Cl; OB, ouCH :—cosa ;}sind :r,
IL ¢ BP ;:01:0B, oull : sina 2} cbsl 2 r;

—~tosa X sinb sin a %X cos b
d’ou CH = e cinrliatayy ot IL = .

Substituant ces valeurs dans V'expression de CQ, on trouve

" — ¢os a xXsin b sina x cos b
—sin(a 4 b) = — 5

r r

ou, changeant les signes,

sina X cos b =-sin b x cos a
= =

sin (a4 b) =

On retrouverait de la méme maniére les trois autres formules.

N. B. —Quoique, en apparence, I'expression de sin (a—-5) soit la
somme de deux quantités, elle représente réellement une différence, parce
que, dans le produit sin b x cos a, cos a est négatif, comme étant le cosi-
nus d'un arc compris entre 100° et 300°%. On ferait des remarques analogues
par rapport aux trois autres expressions. Cela prouve d'silleurs la nécessité
d'avoir égard aux waleurs corrélatives lorsqu’on veut rendre les formules
applicables a tous les cas.

65. CoNsEQUENCES DES FORMULES (A) £t (B).

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons r = 1, pour
abréger les calculs. Cela n’offre aucun inconvénient, puisqu’on
sera toujours le maitre de rétablir r dans les résnltats, d’apreés
les régles de I’homogénéité (n° 26).

Détermination du sinus et du cosinus d'un multiple quel-
congue d’un arc , en fonction du'sinus et du cosinus de cet arc.

Reprenons les valeurs de sin (@ + ) et de cos (a -+b), qui,
dans Phypothése de r=r1, deviennent

sin(a 4 b) = sina cos & <4 sin b cos 4,

cos(a =}~ b) = cosa cos b — sin a sin b.

6..
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Supposons d’abord & = a; il en résulte

sin 2@ = 2 sin a cos a,
c0s 24 = cos’a — sin’a,

formules qui donnent le stnus et le cosinus du double d'un arc,
en fonction du sinus et duw cosinus de cet arc.
Soit maintenant & — 2a; il vient

sin 3@ = sin a cos 2a ~+ sin 2a cos a,
cos 3a = cosa ¢os 2a — sin a sin 24;

ou bien, mettant & la place de sin 24, cos 24, leurs yaleurs, et
réduisant,

sin 3a = 3 sina cos’a — sin'a,

¢os 3a — cos'a — 3 cosa sin’a.

Ces formules font connaitre le sinus et le cosinus du triple
d'un arc , en fonction du sinus et du cosinus de cet are.
Soit encore b = 3a: on obtient

sin fa = sin a cos 3a - sin 3a cos a,
cos fa = cos a cos 3a — sina sin 3a;

ou, remplacant sin 3a, cos 3a, par leurs valeurs, et réduisant,

sin fa = /sina cos’a — fcosasin’a,

cos fa = costa — 6 cos®asin®a - sinta.

D’oni Pen voit qu’on pourrait obtenir ainsi successivement le
sinus et le cosinus d’un muliiple quelcongue d’un are, an
moyen du sinus et du cosinns de Parc simple.

64. Remarque. — Les valeurs de sin 24, sin 3a, sin 4a....,
prouvent que, si le sinus augmente en méme temps que Pare
(tant que cet arc est au-dessous de 100°), son accroissement
n'est pas proportionnel i celui-de Pave (le mot proportionnel
étant pris ici dans le sens d’une proportion géométrique).

En effet, dans 'hypothése de r=1, cosa est toujours com—
pris entre 0 el 15 ainsi, ces a, cos’a, cos'a, sont des fractions.
Done 2 sina cosa nest quune partie de 2 sina, Il en est de /



AUTRES FORMULES, 85

meéme de 3 sin a cos’a, et, aplus forte raison, de,......... 5
3 sin acos’@ — sin’a, efc. . ..
On le voit également d’aprés la formule

sin (a 4 b) = sin a cos b -} sin & cos a,

puisque cosa et cosb étant des fractions proprement dites,
sin (@ 4 0) n’est qu'une partie de sina —-sin .

On reconnait méme par li que les sinus croissent beaucoup
moins rapidement que les arcs.

65. Détermination du sinus et du cosinus de la mortié d’'un
are.

1" Méthode.—Combinonsla formule cos 2a=cos'a —sin’a
avec la relation (1) dun®So............ 1=cos’a+sin’a.
On trouve d’abord, en les ajoutant, 1 -}- cos 2a=2acos*a,

S gt I -} cos 2a 1-|-cos2a
d’ont on déduit cos*a_—_..z— , et cos a=— \/_.2__;

puis, en les soustrayant, 1 — cOS 24 =sin’a;
: 1 —cos 2a ; /1—-005 2a
done sin‘a = ————, etsina=\/ ———.
2 9

Comme les arcs a et 2a sont liés entre eux de telle maniére

que le premier est la moitié du second , rien m'empéche de
5 1 {

remplacer 24 par a, et par conséquent, @ par S 4 cequi donne

les deux formules
1 I-+cosa . 1 1— cOs a
Co§ —a=— \/——j-—-— ) sm-a*_—\/—_-_,
2 2 2 2

dont chacune comprend implicitement deux valeurs, 4 cause
du double signe qui est censé placé au-devant du radical.

66. 2° Méthode.—D’aprés la marche qui vient d’étre suivie,

’ - . . # " ’

Parc dont on demandait le sinus et le cosinus était supposé

donné par son cosinus, puisque les résultats ne renferment que
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cette seule ligne. 5i l'arc était donné par son sinus, il faudrait
opérer de la maniére suivante :

On aurait recours a la formule sin 2a=2sinacosa,
dans laquelle on remplacerait cos @ par Vi — sina;
¢e qui donnerait sin 2a=2sina 1 — sin’a,
d’ou, élevant au carré,  sin’2a =4{ sin*a , (1 —sina);

ou, effectuant les calculs et ordonnant,
. . I & 4
sinfa — sin’a = — i sin“aa,

équation du 4° degré résoluble a la maniére de celles du 2*
degre.
Soit d’abord sina =y, dousina—==% l/y, il vient

. I, ——
y’—-_y:::—zsm’za; donc‘y:;i; V 1 — sin®2a,

et par conséquent, sin a == \/ ‘/I — sin®2a;

!
ou en remplacant 24 par a et a par 2%

2 el 1 e
sin ~ a = = \/— i;‘/‘l — sin’a.

2

Si, dans la formule sin 2a=—2sinacosa, on substituait

V1 —cos® a au lieu de sina, on trouverait par une opération
analogue,

1 1 Xt
25 e B R
cos -~ a= \/2_2‘/1 sm'a.
V. B.—Ces deux résultats, qui ont été obtenus indépendam-

- s . .1
ment 'un de Vautre, sont identiques ; mais comme sin 5 @ et

i sy . ! 1
(os @ sont liés entre eux par la relation sin® — g +-cos* —a=1,
. P 2 .
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il sensuit que si Von prend le signe supérieur du second ra-
dical pour le sinus , on doit prendre le signe inférieur pour le
cosinus, et réciproquement ; c’est-i-dire quon doit avoir

. I 1 I e —
sn—a:i\/-—i— 1 — sin‘a
2 2 2‘/ ¥
cos- a +‘/I =¥/ in’a
= = = T iy I =51 .
2 3+t 3

67. Discussion des résultats trouvés par les deux méthodes.

1l est 4 remarquer que chacun des deux derniers résultats
comprend gquatre valeurs, tandis que ceux de la premiére
méthode n’en renferment que deux, qui sont méme numéri—
guement égales.

Pour expl.iq_ner cette circonstance, nous observerons que
lorsqu’un arc @ est donné par son cosinus, on se dorine en méme
temps les arcs 2kx ~-a, 2kw—a, puisque (tableau n® 56) 1’on a

cos (2k# == a) = cos a.

: . 1 L
Donc, si l'on demande sin jaoucos—a en fonction de

cos a, le calcul doit donner en méme temps les sinus des
moitiés de tous les arcs compris dans Pexpression générale
2ka == a (k étant un nombre entier quelconque qui peut étre
nul), ou bien, les cosinus de ces mémes moitiés ; c’est-a-dire
qu’on doit obtenir toutes les valeurs comprises dans. ... ....

. 2kxr*ta skxr*a
§in ==—, ou dans cos A

Cela posé, soit d’abord & un nombre paif, 2k"; il vient

4&'7!‘ “+a
2

3 4K =+ a 3 a a
“COS———Z-—:cc»s 2k'x -) = <4 cos-.
2 2

sin

=i (2&’7,&3) = =+ siug. .. (0° 56),

Soit maintenant & un nombre impair, 24/ 4 1 ; ona
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Lt ——
o fh'm - 2w =

a z € 7 A
—— = sin (:r i—) = F sin~,

2 2

x4+ 2r*+ a a a

ou ¢os 4—— = cos (a' e —) = =— 005 -,
2 2 2

On voit done que les valeurs correspondantes, soit au sinus,
soit au cosinus de la moitié d'un arc, sontau nombre de deux
épales et de signes contraires.

Supposons actuellement que l'arc a soit donné par son sinus.

Comme, en vertu du tableau n°® 86, on a

sin (2kw 4 a) =sina, et sin (247 47 — a) =sina,

il s’ensuit que le méme calcul doit donner les sinus ou les co-

sinus des moitiés de tous les arcs compris dans les deux expres-

sions 2k + a, sks + »— a; c'est-a-dire qu'on doit obtenir
¢ e¢nméme tempq toutes les valeurs comprises dans

2bw - a . okwtr—a

p BELE - e S g
2 2

akx +a kw4 v —a

on  cos —, et co§ ——— =,

Ne considérons d’abord que les deux expressions du sinus.
Soit k= 2ak"; il vient

. fkw +a : a a

sin ~———— == sin ( 24" -) = =

2 ( 5 2) ke

si s el sin{Z—2 = =
n ————=— ———] = cos5 —
2 R R

Soit k=2k"41; ona

4kw+2w+a N a
= sm(sr -+ 2)._—-sm2

(Kx4-3m—a sin(-%w—f — —co$—.

m—-w:'—-—_
2 2 a
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On obtient donc ainsi guatre valeurs differentes,

. + @ + a o a a
sin — o=, — SN —, ~— o8,
2’ 2’ 2’ 2

En opérant sur les expressions du cosinus, on trouverait
e‘galement quatre valeurs gui seraient

o a e a a i
€OS — Sl R el eni =t i
2’ 2’ 27 2

Ces résultats s’accordent d’ailleurs évidemment avec ceux
du n° 66.

Il nous reste cependant encore une difficulté & résoudre ;
cest de déterminer, parmi les quatre systtmes de valeurs du
stnus et du cosinus , quel esi celui gidon doit prendre lorsgue
lon a en vue de calculer le sinus et le cosinus de la moitié d'un
arc particulier ; car il est certain qu’un méme arc ne peat ayoir
qu’un seul sinus et un seul cosinus,

Supposons, pour fixer les idées, I'arc @ an~dessous de r00°,
ce qui est le cas ordinaire, On a alors

1 T

—a< 50° et 100° — —a> 5o’

2 2
d’olt Von déduit
e p : 1 1 v
sin 5&(5111 50°, et sin ( 100° == a ) ou COS_; a > sin J0%.

On voit donc que, dans ce cas, le sinus est plus petit que le

cosinus ; d’ailleurs leurs expressions doivent étre positives.

Ainsi, des quatre systémes de résultats obtenus n® 66, celui
qui satisfait 2 la question est

I i ¢ I
2 2

Lo [ —
cos;a __\/ = —5—; 1/1 — sin*a,
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Ce systéme rentre dans celui du n® 65 lorsqu’on remplace

V1—sin'a par sa valeur cos a; car on trouve

S | I 1 I—cosa

n-aqg= — = — COS 3
2 o 2 2

1 Eotim ok 1—-cosa

COS— a = — = - cosa = e 5
2 2 2 2

(est sous cette derniére forme (ue nous aurons souvent oc-

I

. o B |
casion de rappeler les valeurs de sin ta kg
2

Fig. 48. 68. La Géométrie fournit une démonstration trés simple de ces deux
formules.
Soient AB=a, BP—=sina, OP=cosa (fig. 48). Divisons en deux
parties égales les ares AB et BD, aux points C et C’; puis tirons les cordes
AB, BD, et les rayons OC, OC'; il résulte évidemment de cette construc-
tion,

BI = sin BC = sin - 2, BC'=_BC/D == (2000 — a) = 100°— = a;
a z 2 2
d’ou Bl = Q1 = cosg a,

Cela posé, les triangles rectangles ABP , DBP, donnent

Il

AR Esiﬂlia =\/§!+'ﬁ"q= V(r—(:ns a)? == sin? a,

1 e .
BD — ncos;a = \/PD ~ BP = V/(r— cos a)® +-sin* a.
Effectuant les caleuls et observant que  sin? a - ¢0s? @ =77, on a
oo S M R
38'“;‘3 = Var: — ar cos a,
1 e — e —
208 ~ @ = /9 o ar o a;
d'oi, divisant par 2 et supposant r =1,

R e =i

T | 1— ¢05 a 1 1~ cos a

sl - a = e cﬂs-ﬂ:v-—-—-——-

2 v SO 2 o

69. Détermination dw sinus du tiers d'un arc en fonction
du sinus de cet are.
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Dans la formule sin 3a = 3 sin a cos® a—ssin’a, trouvée
n° 65, remplagons cos @ par V1 —sin’a; il vient

sin 3a=3 sin @ (1 — sin® @) —sin*a—=3 sina — 4 sin’a,

a2 s SA 1.
ou ordonnant, sm’a—z sma-l-zsm 3a=0o0,

; ; I :
ou bien enfin, substituant a et 3 aau lieu de 3a et de a,

s & Fin. ¥ e
sin® = @ — - sln - @ 4 - sina—o,

3 553 4
¢quation du 3¢ degré qu’il faudrait traiter par les méthodes
gonnues de la résolution numérique , aprés y avoir mis toute-
fois pour sin a, une valeur numérique quelconque.

Mais, sans nous arréter 4 cette résolution, qui n’offrirait
aucun intérét pour notre objet, nous allons faire voir gue I’é-
quation a ses ¢rois racines réelles , c'est-a-dire que la question
proposée est susceptible de trois solutions.

En effet, on a déja vu (u® 67) qu’un arc étant donné par
son sinus, on donne par 14 1néme tous les arcs compris dans
les expressions 2kw 4@, 2kr 4o — a; donc en demandant
le sinus du ters de cet arc, on doit trouver simultanément les
valeurs de
2kr -4 a . 2kr+w—a

oy et L e e S

3 3

sin
Cela posé , le nombre entier & peut se présenter sous Lrois

formes différentes, 3%, 3%" 41, et 34" — 1 (*).
Soit d’abord #=34"; ona pour les deux expressions,

. 6Fmr +a : 2 ) . a
sin ——§-—=sm(z.¥rw+§)=+pm§,

67 4+7v—a

Sin =

— sin-(zk’w +- ; - ‘—; = -}~ sin % — g).

(*) On pourrait également supposer & négatif (n® 57) et égal & — 3K/,
— 3K 1, —3K — 1; mais les valeurs qu'on obtiendrait rentreraient dans
gelles qui correspondent aux trois premiéres hypothéses.
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Seit maintenant 4 = 3%’ - 1; il en résulte

Siﬂmﬂzsiu(g ).—-sm(ar-—- ar——3)

3
= —} sin 3-),
valeur identique avec la précédente ;
- 3r — a a . a
sin L_"B—,f—--——-sm m'— -?—}) = -} sin -,

valeur identique avec la premiere.
Soit enfin, £ =23k’ — 1; on obtient

e 6k w—azw—l-a__sm(:m--——-a :—siu(g-{- f)’

sin (bjtgrue):sirl(—w_;—a>:ﬂsin(§ +§);

ces deux derniéres valeurs sont identiques.
On voit donc que les valeurs da sinus du tiers d’un arc se
réduisent & trois généralement différentes, savoir:

-l-sing, —~ sin 3 g), —-sin(%—!-g).

: . / 1
Je dis généralement, car si I'on avait, par exemple,a= 57

y . AR d o
il en résulterait 3—3=§% et les deux premieres valeurs

seraient égales a sin g% la troisieme deviendrait

—siu(%-[—%):—siné»—:— 39

Mais il n’en est pas moins vrai que I'équation ci-dessus a ses
trois racines réelles.
On reconnaitrait, par une analyse absolummt semblable,
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1
3
drait siz valeurs différentes:

a 2 B SN AR
- cos g-; =05 E! -+ cos (3 3): €os (3 3) 3
(3 a = a
- cos (§+§): et — cos (g—g

Eten effet, il est ais¢ de prouver que U'équation d’ou dépend

i on demandait cos = a en fonction de sin a, on oblien-

que 5

la détermination de cos -;- a est du sixieme degré,
Remplagons, dans sin 3@ = 3 sin a cos® a — sin’ a,
on sin 3a = sin a (3 cos* a—sin* a),
sin @ par sa valeur /1 — cos® a; il vient
. sinda = V1 — cos{’_a_(é,cos“a —1),
ou, élevant au carré pour chasser le radical,
sin 3a = (1 — c0s® a) (fcos” a — 1)%,
équation qui, développée et ordonnée, devient
16c0s%a — 24costa 4 geos’a— 1 4 sin*3a=o.
Nous engageons les commencans, pour se familiariser avec
ces sortes de discussions, A rechercher sin % a et cos~ a en

fonction de cos a; ils reconnaitront encore que le sinus doit
avoir siz valeurs, mais que le cosinus n’en a que trois.

70. Détermination de la tangente de la somme ou de la dif-
Jérence de deux arcs , en fonction des tangentes de ces arcs,

y 4 sing L
D'aprés la relation tang a = =y établie n° 50, on a
{4

__sin{ax b)

‘.ﬂﬂg (a o b) — m,
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ou, rempia;aut sin (a = b), cos (a == &), par leurs valeurs
(n® 61),

sin acos b Z=sin b cosa

cosacos b = sinasin b

tang (a£ ) =

Afin de navoir dans le second membre que des tangentes, di-
visons haut et bas par cos @ cos &; il vient
1 i
sina _,_sin b
cosa” cosd
sina sin &’

tang (a £ b)=

+ cosa’ cos b

sin a
€L comime on a
cosa

sin & ;
=tang a, 7 =tang b, on obtient enfin

tang a==tang b

QIgleEl) = ¢ o tang a tang b’

N. B. — §i le rayon n’était pas €gal & I'unité, il faudrait le
rétablir dans cette formule , et U'on aurait (n° 26)

r* (tang @ == tang )

+ —
tang (a£0) = r* ¢ tanga tang b

74. Soit fait b = a dans Vexpression

tang a 4 tang b

tang (a -+ b) = g atigl

2 tang a

on obtient tang 2a — :
1—tang’a

cette nouvelle formule donne la valeur de la tangente du dou-
ble d’un arc en fonction de la tangente de cet arc. '

72. Si’on y remplace 2a par a et @ par la , il vient
2

a2tang ;a

, d’ou tang®l a 4 =

tanga=——+—
1—tang";a tang a

tangia—1=20,
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équation du second degré qui, étant résolue, donne

I SheS &

tanga = tanga

|/1 - tang’ a.

tang o= —

Ainsi, Uon obtient deux valeurs pour la tangente de la moitié
d’un are, exprimée en fonction de la tangente de cet arc,

En effet, lorsqu'un arc est donné€ par sa tangente, on donne
14 méme tous les arcs compris dans Vexpression kr—-a,
# étant un nombre entier quelconque; puisque I'on a (tableau
n° 56)
tang [2kz 4 a] et tang [(2% 4 1) » 4 a] = tang a.
Ainsi le caleul ci-dessus doit donner les valeurs de

tang l-’“r :— a.

Soit k= 2F; ona

alim = a
tang _2"'_

a a
i & - |=1a -
ng [ 7 == 2:| ng =
Soit ensuite k = 2%’ <~ 1; on trouve

tang _——(2'{' +;)W-—I-'—a= tang (z +§) = — cot g.

On voit donc que les valeurs de la tangente de la moitié
d’un arc sont au nombre de deux, savoir:

t o et T
ang —, — COL —.,
62 2

Ce résultat s'accorde d’ailleurs avec la nature de I’équation
ci=dessus, dont le dernier terme est égal 4 — 1.

En effet, la relation cota =

du 1° 50, donne

ou cot axtangaﬁ 1
tanga

i 1 1 1
Wt -aX fang—a=1, ou —cot—adXtang—a=——r.
2 52 3 = = {’;2
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Quant i la valeur qu’il convient de prendre lorsqu’on sup-
pese a < 100° (ce qui a lieu le plus communément), comme,

1 e - . 5
dans ce cas, tang = a doit étve posu{f, et fque tang a est aussi
positif, il est clair que la réponse a la question est

1
tang a o tang a

V:-}-:ang’a;

1
fang — @ = —
gz

et, dans cette méme circonstancr:, on a

V1 tang® a 1 = tang* a.

T
col —a =
z =

tang a tang a

A : 1 :
75. On parvient & d’autres expressions de tang 5@ d'aprés

les formules

ok 1 —cosa i /1—cosa
sin—a= \/—~—-—, cos—a = _— s aes (MEGH)
2 2 2 2

En les divisant I'une par Vautre, on trouve

1—cosa
T ae 1ang a= e
1 cos a

Dans cette premiere expression, multiplions, sous le radi-
cal, haut et bas, par < cos @, puis par 1 — cos a; il vient

; 1 —cos*a sin @
2% s inn T.-'ing a= . -
(1 =~ cos a)* 1 --cosa

{t—-eosa} I —CosSa
1—cos*a | sina

1
a% ok lany S =
{'2

Ces diverses expressions sont souvent employées dans les
applications trigonométriques.

Les éléves feront bicn de s'exercer a la recherche des tan-
gentes du triple, du tiers, etc, d’unare, ainsi qu'a la discus~
sion des formules qui y sont relatives. C’est un moyen de se
rendre familiéres les valeurs corrélatives des lignes trigono-
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métriques. Ils peuvent également rechercher les cotangentes,
sécantes, cosécantes, de lasomme ou de la différence de deux
arcs, du double, du triple, etc., et de la moitié, dutiers. . .

d’'un arc.
74. Les formules (A) et (B) du n° 64 donnent encore lien
a des résultats fort utiles dans les applications trigonomé~
triques. .
Heprénonsd’ahord les formules (A), savoir:
sin (@ 4+ &) = sinacos & - sin b cos a,

sin(@ — b) = sinacos & — sinb cos a.

Ces formules combinées successivement par addition et par
soustraction, dennent

sin(a 4= b) -4 sin(a — b) — 2sinacosb,
sin (@ 4 &) — sin(a — b) = 2sinbcosa;

et si, pour deux arcs quelconques p, ¢ (p étant >g), on pose
a+ b :—...P}’ ¥ vient paradditicm,. a==%(p+ g)l
a—b=gqg par soustraction, b =1 (p —g) |’

d’oti substituant ces valeurs de a et de & dans les résultats
précédens,

sinp 4 sing = asins(p 4+ ¢g)cosi(p — 9)} ©
sinp — sing = 2sin;(p — q) cos;(p + q) '
Une combinaison analogue des formules (B),

cos (@ 4+ b) = cosacosh — sinasinbd,
cos (a — b) = cosacosd - sinasinb,

<onduit aux deux nouvelles formules

C0sq 4 cosp = a2cosi(p + g).cosi(p — q}} )
c0sg — cosp = asin} (p+ g.sinl(p — gf O
78. Les formules (C) et (D) servent principalement 4 vendre

7
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calentables par logarithimes certaines expressions trigonomi-
triques.’
Soit, par exemple, A évaluer numériquement Fexpression
y e i

x = sin 30° = sin 16°;

il vient, par la supposition de p=30°, g =16°, dans la
premiére des formules (C),

= sin 30° + sin 16° = 2 sin £ (30% 4= 16°). cos L (30™ — 16%),
ou bien x = 25in 23°%.c087°;
d’onr log z = log 2 4= log sin 23° 4~ log cos 7°.
On trouverait de méme pour z == sin 30° — sin 16°,
log 2 = log2 4 logsin 7° 4 logeos23°.
Soit encore & calculer x = cos47° — cos 83°;

on a, en posant p = 83°, g =44°, daus la seconde des
deux formules (D), ;

cos 47° — cos 83° = 2 sin £ (83° + 47°).sin : (83° — 47°),
ou bien x — 25in 65°sin 18°%;
d’ont log x = log 2 + logsin 65° 4 log sin 18°,

76. Maintenant, si P'on divise 'une par Vautre les deux
formules (C), il vient

sinp 4 sing _ sin;(p -+ g).cosi(p — @)
sinp — sing  cosi(p + q).sinl(p — q)’

sin @ cos b 1
a ede — = . S — —
ou, i caus e tanga, s coth = ik

sinp - sing _ tangi(p + ¢)

sinp — sing tang L(p — g)" " "’
ce qui nous apprend que la sommeé des sinus de deux ares
quelconques est a la différence de ces mémes sinus, comme

la tangente de la demi-somme des ares est a la tangente de
leur demi-différence.

(E);
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En opérant de la méme maniére sur les deux formules (1),
on obtient
cosg + cosp = cots(p 4 g’) . (F).
Cosg — cosp tang i (p — q)

76. La formule (E), dont nous ferons usage dans la résolution des trian-
gles , se démontre trés simplement par la Géométrie.

Soit déerite une circonférence de cercle avec un rayon OA (fiz. 4g) égal Fig. 4g.
i celui des tables, Tirons le diamétre AA’, et prenons, & partir du point
A, AB—=p, AC =g ; puis abaissons BP, CQ, perpendiculaires sur AA",
en prolongeant BP jusqu'a sa rencontre en B’ aveela circonférence ; menons
d’ailleurs CI paralléle a4 AA”.

11 résulte évidemment de cetfe premiére construction

CQ=sin AC=sin ¢, BP=B'P=sin p, DB'=sin p+sin¢, BD=sin p—singq.

Joignons maintenant le point I aux points B et B'; du méme point I
eomme centre et avee le rayon du cercle, décrivons un are qui coupe Cl en

E, et élevons & CI la perpendiculaire GEF.
Comme on a AB = AB' = p, AC =y,
il en résulte CAB":F-}-Q, GB:qu,

puis EF:tangﬂF:tangi{p+q), E{}:tn-ngi(p-—q}.

Or, en vertn d’un théoréme connu de Géométrie, les trois lignes BI, BT,
CI, coupent les deux paralléles GF , BB’, en parties proportionnelles. On a

done
DB : DB i EF : EG;

ou bien, remplagant ces lignes par lenrs valeurs,

sinp =4 sing : sinp — sin ¢ .1 tang'i{p =+ q) :tang;;{p —_q ).
C.Q.F.D.

77. Nous croyons devoir réunir en un tableau les différentes
formules obtenues dans les numéros précédens, en y joignant
les relations qui existent entre les lignes trigonométriques d’un
méme arc. Les jeunes gens pourront alors le consulter au be-
501n.



100 '‘CONSTRUCTION
TABLEAU
Des Formules principales de la Trigonométrie,

Avec V'indication des numéros d’ou on les a tirées.

A ; o sin a
sin'a cos’a — 1 nga =
+ ? g €os a’
I )
séca — —— séc’la — 1 tang“a.
cosa’ % i
(50) cosa 1
cota = = y ol = ———,
s1n a tang a
(0Séc a = - , toséc’a = 1 + cot’a,
sin a

! : sin (a==b)=sina cosb == sin b cos a,
S908) { cos (a= b)=—=cosacosb = sinasin b,

63 5in2a=——251na COS@- .« « - + » +» . COS2A==C0s"a—sin’a,
(53) { sin3a—= 3sina cos’a—sin’a. . cosda—cos’a—3cosasin’a;

A 1—cosa I 1-4-cosa
sin—a=—=:& \/ ..cos—a::\/—-—-t—,
2 2 2
o e DR g [t
(65, 66) sm—a::';\/ ;i;t/x—-sm‘a,
2

I 1 —n
cos~ 58 == s V 1—sin'a,
(69) sin3%a-—%sin%a+is’ma..—_o,
tang a == tang b
1 Fiang atang b’

2 tang a

(70, 1) tang (@ £b)=

tang 2¢ —m —8M8M——
g 1 — tang®a’
: I —i1=V 1+ tang*a i—cos a
43) tang - a = V1 tang =
2 tang a 14 cosa
sin@a _ 1—cosa

1-cosa  sina
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sinp 4 sin ¢ = 2sinz(p + g).cosz(p — ¢),
sinp — sin g = 2sinj(p — g).cos3(p + g),
cosg -+ cosp = acosi(p + g).co8i(p — g),
cosg — cosp = 2sini(p + @sini(p — g),

(74)

sinp4-sing _tangi(p4q) cosg4-cosp  coti(p+g)
(79) sinp—sing ~ tang}(p—¢) " cosg—cosp " tangi(p—gq)’

(Daus toutes ces formules, on a supposé le rayon égal a l'u-
nité; ¢l en était autrement, il faudrait le rétablir d’apres la
régle du n® 26.)

Construction des Tables trigonométriques.

78. Nous pouvons maintenant faire connaitre les moyens
qui ont été employés pour dresser des tables trigonométri-
ques. '

On appelle ainsi des tables renfermant , d’une part, tousles
arces depuis o° jusqu’a 100°% et de I'autre, les valeurs des si-
nus, cosinus, tangentes, etc., correspondant & ces ares. Il
suffit d’ailleurs qu’elles ne comprennent que les lignes trigo-
nométriques des arcs moindres que 100° puisque, d’aprés le
tableau n° 56 , celles des arcs plus grands sont numériquement
les mémes que les lignes trigonométriques des arcs plus petits.

Nous adopterons, dans tout ce qui va suivre, la division
centésimale , c’est-d-dire que nous supposerons le guart de
circonférence ou le guadrans, divisé en 1oo parties égales,
appelées grades ou degrés (100°); chaque degré divisé en 100
minutes (100') ; chaque minute divisée en 100 secondes (100").
Enfin, nous admettrons gu’on ne veuille former que des tables
dans lesquelles les arcs croissent de minute en minute.

Cela posé, d’aprés les formules précédemment établies, il
est clair qu’il suffit de caleuler la valeur de sin 17, Eu effet,
fa formule cos 4 — Vi —sin® a doune d'abord la valeus.
correspondante de cos 1.
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Connaissaut les valeurs de sin 1 et cos 1, on obtiendra
celles des sinus et cosinus de 2°, 3, ..., en faisant succes-
sivement dans les formules

sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos’a — sin‘a,
sin (a + b) = sinacosb 4 sinbcosa,
cos (@ 4+ 0) = cosacosh — sinasinb,
G 1_’, puis & = 1’, 2/, 3, 4'...; et ainsi de suite, jusqu’a
10000° ou 100°,

Quant aux autres lignes trigonométriq ues, on déduira fa-
cilement leurs valeurs des formules

sin a I ; 1 4
tanga———, cota=— ——, sECa@=— ——, COSECA=—=—.
osa tang a cos a sin a
On peut toutefois calculer d’une maniére plus simple les
sinus et cosinus, a 'aide des formules suivantes qui sont com-
prises dans le tableau dun® 77, savoir:

sin (@ =4 &) = sin(a — &) — 2sinacos b,
cos (@ 4 &) 4 cos(a — b) = ncosacosd,

Ces formules peuvent étre mises sous la forme

sin (2 = &) = sin a X 2. cos b 4 sin (a— b) X — 1,
cos(a—b) =cosa 3<2cosb 4 cos (a— b)) X —1;

etsilony fait a=mb, elles deviennent

sin (m == 1) b=sinmb X< 2¢0sb + sin (m—1)b>x—1,
cos(m - 1) b=cosmb X 2¢os b 4 cos (m —1) b —1;

ce qui démontre que pour-avoir le sinus dun multiple quel-
congue (m <+ 1)b, de l'arc b, il faut multiplier les sinus des
multiples immédiatement inférieurs, mb, et (m —1) b, res-
pectivement par les quantités constantes 2 cosb , et — 1, puis
ajouler ces résultats avee Ic’ms signes. — Méme loi de forma~
tion pour le cosinus.
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D’aprés cela, soit fait & = 1" dans les formules; puis succes-
sivement m =1, 2, 3....;il en résulte

gin 2’ =sin 1 < 2¢os 1" 40 =2 sin 1" cos 1’,

cos2 =cost’ X peos1 41 X —1=2¢€5" 1" —1,
gin 3 =sin2" > 2cos 1’ +sin1’ X — 1,

cos 3 =cos2" > 2cos 1 Fcos1’ X —1,

sin 4/ =sin3 X aeos 1" 4 sin2’ X — 1,
cosf=cos3 < 2¢c0s 1" 4 cos 2" X — 1,

et ainsi de suite.

N. B. — Ceux qui ont déja quelques notions des series re-
currentes, reconnaitront sans peine que la série des sinus.
forme une suite récurrente du 2° ordre, dont Véchelle de rela-

-tion se compose des deux quantités 2cosi’ et —1 ; il en est
de méme de la série des cosinus,

Ainsi, tonte la difficulté consiste 4 déterminer avec le plus
grand degré d’approxmuou possible, le sinus du plus pent
arc de la table, ou sin 1'.

79. Nous commencerons par démontrer qu'un arc guel-
conque est toujours plus grand que son sinus, mais moindre
que sa Langente.

Soient , en effet, un arc quelconque AB (fig. 50) ; puis BP, Pl 5,
BA, et AT, lesinus, la corde, et la tangente de cet arc.

On a d’abord arc AB > corde AB; mais corde AB > BP;
domnc, & plus forte raison, arc AB > BP.

En second lieu, le secteur circulaire a pour mesure. . ... ..

arc AB < i OA, et le triangle OAT est égal a AT X % 0A;
or, le secteur est évidemment plus petit que le triangle ; on a
donc arc AB ¢ 1 OA < AT 1 0A; dou arcAB< AT

On voit en cml.re, dapres la ﬁgure que plus 'arc diminue,
plus la tangente et le sinus se rapprochent 'un de Vautve, et
Pax conséquent de Vare qui est compris entre des deux. Cela.
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; { sin G :
résulte dailleurs de la formule tanga= = o gt donne

sina cosa
mente et se rapproche de plus en plus de I'unité ; done aussi, le

tanga 1 _— .
B2 ; car, & mesure que I'arc dimioue, le cosinus aug-

*_ approche de plus en plus de devenir égala 1; et

cosa

: 1 tanga ..
? st trés petit, —— ou —— différe trés pen d
quand Darc e PRy e res p e

le rapport

Punité.
Soit, par exemple, I'arc qui a pour cosinus 0,99; il vient
tang a 1 100 1
_ 8G o Ty + —.
sinea 0,99 99 99

Soi " tanga i 1
ncore cos a=—o ; on trouye —— =1 4 —— .,
o1t encore 199999 T 99999
tang a@ ;. i ; gl ioArg
Le rapport B differe done d’autant moins de Punité, que

Parc est plus petit; et il peut en différer d’aussi peu quel’on veut.
tang a

b i v
et ——, puisque Uare
sin @ P4

Il en est de méme des rapports
est toujours compris entre sa tangente et son sinus.

Ainsi, nous pouvons établir, comme une vérité mathéma-
tigue, que les rapports de la tangente au sinus, de la tan-
gente a4 Varc, et de 'are au sinus, sont trois quantitds qui
tendent sans cesse wers U'unité & mesure que 'arc diminue;
et lorsque Parc est moindre gu’aucune grandeur donnée, ces
rapports different eux-mémes de 'unité d’une quantité moindre
que toute grandeur donnée.

Eu d’autres termes , ces trots rapports ont pour LIMITE
commune L UNITE.

Cefte proposition joue un tres grand role dans la haute
analyse (voyez Algébre, 8% édition, n° 459.)

: 5 : ; i)
80. Puisqu'un arc étant trls petit, le rapport — = differe
siil

tres pen de Vunité , il s’ensuit que Uare et le sinus sont aussi
tres pew differens un de Pautve. On peut d'ailleurs, dans
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tous les cas, déterminer au-dessous de quelle quantité se
wouve Lerreur commise lorsqu’on prend I'arc pour le sinus,
ou réciproquement.

A cet effet, observons que la relation
tang - => L a
ki | - & =
& 3 bt
A . i 1 I
revient a sin - a> —a.cos —a;
2 2 2
d’ott, en multipliant les deux membres de cette inégalité par

1 5 1 :
2 cos ~a, et observant que Von a 2510 ~a cos ~ a==sina,
2
. j il
sina > a.cus’;a,
: : 2 i
ou bien sina >>a—asin 795

. 5 . . 1 o
et, a fortiori , d’apres la relation -a = sin s 9

a* a.‘l

sina > a—a.z T a—-i-.
D'elt Pon déduit enfin
a —sin a <;i a';
ce qui démontre que la différence entre un petit arc et son si-

nus est moindre que le quart du cube de Uare.
Soit 2 =o0,01 (la longuenr de Varc étant évaluée an moyen

durayon) ; il en résulte
a — sin @ << 0,00000025.
Soit encore a=o0,001 ; il en résalte

a — sin a < 0,00000000025.

84. Cela posé, on a vu en Géométrie que, le diametre étant
pris pour unité, la circonférence a pour valeur

7 = 3,1415926,
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Si, comme nous le supposons, ce n’est plus le diameétre,
mais bien le rayon , qu’on prend pour unité , la valeurde
représente celle de la demi-circonférence; done

 §
2

x = 1,5707963....

exprime la valeur du guadrans ou de 100"

Par conséquent, 1° = o0,015707963,
1" = 0,00015707963. ...
Gomime cette derniére expression est an-dessons de o,0002, il
s’ensuit que (1)* est moindre que (0,0002)’ 01 0,000000000008.
D’ou I'on voit que Vexpression de 'arc.de 1" représente celle
de sin 1', 4 une fraction prés moindre que Punité de 'ordre
du onzieme chiffre déeimal ; ainsi l'on a, avee exactitude,

sin 1’ = 0,0001570\1963',_\

jusqu’au onziéme chiffre décimal inclusivement,

Cette approximation est plus que suffisante pour le sinus de
1’ lni-méme ; mais elle est nécessaire pour la détermination
des autres sinus qui , comme on 'a yu , dépendent de celui-1a,
ainsi que du cosinus de 17; car les errenrs , se multipliant sans
cesse, finissent par refluer sur le 10%, g%, 8°. .. chiffre décimal.

Notre intention était de ne denner ici qulune idée de la
maniére dont les tables trigonoméiriques ont pu étre cons-
truites. Mais il existe des méthodes beaucoup plus expédi-
tives , fondées sur les séries qui donment le développement
du sinus et du cosinus d’un arc en fonction de cet arc. (Poyez
Algebre, 8° édition, chap. X, n° 432. On trouve méme i
la fin de ce chapitre une meéthode pour calculer le rapport
de la circonférence au diamétre, rapport qui a servi de base
aux calculs précédens.)

82. Premicre remarque sur la composition des tables trigo-
nométrigues, et sur la maniére d’en faire usage.
Comme, dans toutes les applications de la trigonométrie,
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Jes calculsse font par logarithmes, on a jugé a propos de placer
dans les tables, les logarithmes des sinus, cosinus, tangentes, ete.
au lien de ces lignes elles—=mémes. En outre, Jeurs logarithmes
ont 6té caleulés, non dans Uhypothése de r=1, mais dans
celle de r = 10'° ou 10000000000; et en voici la raison :

En supposant r==1, ce qui donnerait log » =0, on aurait
pour les sinus et cosinus, des logarithmes négatifs , puisque
ces lignes sont toujours plus petites que le rayon; il en serait
de méme pour les tangentes des arcs moindres que 50° et pour
les cotangentes des arcs plus grands. Quant anx sécantes et
cosécantes, leurs logarithmes seraient toujours positifs, car
on a vu qu’elles sont toujours plus grandes que le rayon;
mais ces deux derniéres lignes sont employées fort ravement.

Pour obvier A cet inconvénient, on a congn le rayon des
tables, gui ne cesse pas d’étre I'unité trigonométrique, rap-
port€ lui-méme a une autre unité beaucoup plus petite ; et I'on
a supposé le rayon représenté par 10'°, I'unité nouvelle étant
celle des tables de logarithmes ordinaires.

Or, si V'on considére un angle quelconque BOA { fig. 51), du Fj,,

sommet daquel on ait déerit deux arcs de cercle @ et a” avec
les rayons ret ¥/, et qu'on méne les perpendiculaires BP, AT,
et B'P/, A'T’, on aura évidemment la proportion

BP ; BP" b QX 2OAY onsina 3 sing” (ol

ce qui démontre que les sinus d'un méme angle, correspondant

a deux rayons différens , sont proportionnels & ces rayons.
Meme résultat pour les autres lignes trigonométriques.
D’aprés cela, soient r=1 et r' = 10'°; il en résulte

“sin @’ =sin a X 10'°; dou log sin @’ = log sin a + 10,
cos @’ —=cosa X 10'°; d'ou logcosa’ = logcos a 4 10;

et ainsi des autres lignes.

.D’m'n Von voit que, pour obtenir les logarithmes des ligues
\ngonoméiriques dans le cas de r=10', il faut augmenter
de 10 unités cenx qui ont été caleulés pour v = 1.
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Par ce moyen, on est assuré que tous les logarithmes sont
positifs, quelque petits que soient les arcs. En effet, soit pris
pour exemple, le plus petit arc de'la table, ou 1”.

On a trouvé pour son sinus, . . sin 1’ = 0,00015707963...
d'oi  log sin1’ =log 15707,063 — 8 = — 3,8038801 ;

(on cherche log 15707,963 dans les (ables ordinaires) ;
donc log sin 1" 4 10 =—3,8038801 4- 10=+4-6, 1961199.
Tel est le logarithme qui se trouve dans les tables centési-
males,

On aurait méme pu supposer seulement r=10'==10000;
mais on a prélécé I'hypothése r==10", parce que les loga-
rithmes des diverses lignes trigonométriques ne sont alors
autre chose que les complémens arithméiiques ordinaires des
logarithmes calculés pour le cas de r= 1 ; et il en résulte de
grands avantages dans les applications , comme nous le ver~
rons plus loin.

85. Seconde remarque. — Les Tables centésimales de Callet, que nous
supposons entre les mains des éléves, ne renferment en apparence que les
sinus, tangentes, et cosinus, des ares compris depuis 1* jusqu'a 50°; mais
elles n’en donnent pas moins les sinus , tangentes, et cosinus, des ares plus
grands, aussi bien que les trois autres lignes trigonométriques,

En effet, pour le sinus et le cosinus, on observe que le sinus d’'un arc
plus grand que 509 est égal au cosinus du complément, qui est alors plus
petit que 509, et réciproquement,

Clest ainsi que sin 649 47" = cos 30° 53,
cos 780 26* = sin 210 7§,
Les logarithmes de ces lignes sont done compris dans les tables,

rs

e il en résulte

Commeon a cot & =

log cot @ = alogr — logtang 2 = 10 - ;;:_W;
el réciproguement, Yog tang a = 10 4~ FW
Cela posé, soit d’abord & trouver log tang 659 48/; on a
log tang 65° 46" = log cot 349 52' = 10 + 10 — log tang 3j° 52"
V-

Pareillement , log cot 23° 38" == 10 + To — log tang 23°

Enfin, log eol 5n° 29" = oy tang 42 71’
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Ces 1ggn.rithrnes peuvent done sobteniv facilement d'aprés la table. Pour
avoir la tangente d’'un are plus grand que 50°% cherches le logarithme de la
tangente du ¢ plément ; prenes-en le complément arithmétique & 10, et ajou-
(o= 10 unités au résultat. Méme operation pour la cotangente d'un arc plus
petit que 500, et le logarithme de 1a cotangente d'un arc plus grand que 50
se trouve immédiatement ¢’est le logarithme de la tangente du complément.

Quant aux Isécanf.ea el cosécantes , comme on a

' e = i

5eC a = et coseca = = )

cos sina
il en résulte log séc @ = 10 4+ 10 — log cos a,
log coséc @ = 10 4~ 10 — log sin a;

olest-a-dire qu’il faut ajouter 10 unités, soit au complément de log cos a,
soit. au complément de log sin a, pour avoir les logarithmes de la sécante
et de la consecante.

Au moyen 'de ces explications , on est en état de résoudre ces deux ques-
tions qui constituent Pusage des tables centésimales: 1. — Un are dtant
donné en degrés et minutes, trowver le logarithme d'une quelcongue de ses
lignes trigonométriques ; 29. — Réciproquement, étant donné le logarithme
d'une ligne trigonométrique, trouver U'arc correspondant en degrés et minutes.

Quand on veut obtenir un plus grand degré d'approximation pour I'are
cherché, il faut avoir recours & de nouvelles opérations dont les détails ne
sauraient trouver place ici, mais sont exposés par les auteurs de tables
trigonométriques en téte de leurs ouvrages.

Nous observerons toutefois que si , pour plus de commodité dans I'expo-
sition des théories , nous avons considéré les tables eentésimales , I'usage
des tables sexagésimales est en'général plus répandu; c’est pourquei nous
supposerons dans les applications qui vont suivre, que les caleuls s’exé-
cutent & Paide de ces derniéres tables.

§ Il. Résolution des Triangles. — Applications des
Tables trigonometriques.

On a vu, en Géométrie,, que des siz quantités qui compo—
sent un triangle, savoir : les trois angles et les trois cotes,
trois quelconques étant données (pourvu que parmices trois
données il y ait au moins un cété), Pon peut toujours obteniv
graphiquement les trois autres. Actuellement, nous nous pro-
posons de traiter la méme question par le calcul, en commen-
fant par les triangles rectangles.
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Des T'riangles rectangles.

La résolution de ces triangles repose sur quelques principes
que nous allons d’abord démontrer.

84, PREMIER ET SECOND PRINGIPE. — Dans tout triangle rec-
tangle , 1°. le rayon des tables est au sinus de Lun des angles
aigus, comme Lhypoténuse est au c6té opposé & cet angle ;
2°. le rayon des tables est au cosinus de U'un des angles aigus,
comme Uhypoténuse est au c6té de U'angle droit, adjacent o
cet angle.

En effet, soit un triangle BAC ( fig. 52) rectangleen A. (Sui-
vant les notations dont nous sommes déji convenus n° 33,
nous appellerons A, B, C, les trois angles, et a, b, ¢, les coteés
respectivement opposés & ces angles; A sera P'angle droit et a
I'hypoténuse.)

Cela posé, du point B comme centre etavec un rayon BD
égal & celui des tables , décrivons un arc de cercle ; et du
point D, abaissons le sinus DE de Vangle B; BE en est le
cosinus, 4

On a évidemment les proportions -

BD: 5 DE. 3 BC .3 LA, o pi3 sip B 22 a b i €1
BB UBE T BE JCBA, ou'm et BISE i i guiennfo)

ce qui démontre les deux principes énoncés ci-dessus.
Comme on a B = 100®— €, il en résuite sinB=1¢osC, et
cos B=sinC; et les denx proportions deviennent

Al o) SRR, TR 8
et 5 L R

lesquelles s'énoncent de la méme maniére, par rapport i
I’angle C.

88. N. B. — Lorsqu’on suppose r = 1, les relations (1)
et (2) fournissent les égalités b = a sin B, c=—a ¢os B, quon
peut traduire ainsi: un guelconque des céiés de Pangle droit
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est égal & I'hypoténuse multipliée par le sinus de Uangle
opposé & ce cbté , ou par le cosinus de 'angle adjacent.

Nous aurons souvent occasion de rappeler les deux principes
sous cet éuoncé, qui est le plus concis. -

86. TroIsIEME pRINGIPE. — Dans tout triangle rectangle, Ze
rayon des tables est ¢ la tangente de Uun des angles aigus,
comme le c6té de Pangle droit, adjacent & cet angle, est an
cOté oppose.

En effet, menons au point G ( fig. 52) la tangente GH de Fig. 5a.
Pangle B; on a la proportion

BG 'S GH 2 BA & AG, Jonip riang B VA3

c’est le principe énoncé.
On aurait pareillement r : tangC 1 b : e

87. N. B.—Soit r = 1; la relation (3) donne & =:¢ tang B,
on tang B — g, c'est-a-dire que l'un des céiés de U'angle droit

est égal au second ecdté mulliplié par la tangente de angle
oppos€ au premier c6lé ; ou bien encore, ce qui est plus con-
¢is , la tangente de I'un des angles aigus est égale au cté op-
posé divisé par le €6té adjacent.

88, Ces principes suffisent pour la résolution de tous les cas
relatifs anx triangles rectangles.

Premier cas, — On donne hypoténuse a et Vangle aigu B;
il faut trouver I'angle C et les cbtés b, c.

On a d’abord C = go® — B;
ensuite, les relations (1) et (2) dunuméro 84 donnent , par
Pemploi des logarithmes,
log b = loga +4 logsinB — 1/,
wg e = loga 4 logcosB — 10;

Seconp cas. — On donne un des cdtés de Pangle droit 4
et Pun des angles B; on demande ¢, a, et C.
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On a premiérement C=gqo®-— B;
puis les relations (i) et (3) des numéros 84 et 86 donnent ,
par Pemploi des logarithmes,
loga = log b 4 To — log sin B,
log e = log & - 'mTlong_Eg—B.

N. B. — Les explessmns 10— logsinB, 10— I'cos B, ne
sont autre chose que les complémens arithmétiques de log sin B
et de log tang B, complémens que 'on peut obtenir d’aprés
Uinspection seule des logarithmes.

Troistime cas. — On donne ’hypoténuse a et 'un des cdtés
de T'angle droit & ; on demande B, C, et c.

On a d'abord, d’aprés la relation (1),

logsin B = log & + 10 — log a;
ensuite G = go®° — B;
et enfin, d’apreés la relation (2),

log ¢ = log a 4 logcos B — 10.

N. B.—8i 'on voulait obtenir ¢ directement, cest-i-dire
au moyen des données elles—mémes a et &, il faudrait aveir
recours A la relation

c’za‘—b*:(a+5)(a—f)),

qui donne, par I'emploi des logarithmes,
log ¢ = i [log (a + &) 4 log (a — &)].

On peut du moins employer cette formule & la vérification.
des calculs.

QuaTRIERME cAS. — On donne les deux cdtés b, ¢, de I'angle
droit; on demande B, C, et a. '
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Le troisitme principe (n° 86) donne d’abhord

log tang B = log & -+ 10 — log tang ¢;

on a ensuite C = go° — B;

enfin de la relation (1) on déduit

log a = log b 4+ 10— log sin B,

d’ailleurs on a encore log @ = logc 4 10 — log cos B.

89. Premiére remarque. — Comme les questions relatives
aux triangles rectangles se réduisent & celles-ci: deux des cing
quantités, B, C, @, b, ¢, étant données, trouver les trois autres,

53 4
b

et que 5 choses combinées 2 420u3a 3, donnent

ou 10 combinaisons, il s'ensuit que cette question générale
présente en apparence diz cas différens ; mais en les analysant,
on reconnait qu’ils rentrent dans les quatre cas que nous ve-
nons d’examiner.

En effet, il faut d’abord faire abstraction de celui o 'on
donne les deux angles B et C, puisque, dansce cas, le triangle
est indéterminé ; c’est-d-~dire qu'il y a upe infinité de triangles
(tous semblables entre eux ) qui satisfont 4 la question.

Quant aux autres cas, ils sont compris sous deza hypothéses
principales : on donne un c6té et un angle, on bien, deux

cotés.

Dins 1A PREMIERE HYPOTHESE, le cdté donné peut étre 'hypo-
ténuse , ce qui offre les dewxr combinaisons : a, B | a, C, qui
rentrent évidemment dans ’énoncé du premier cas.

Si le coté donné est un cétd de Uangle droit, on a les quatre
combinaisons: 4, B | 4, C| ¢, B | ¢, C, quisont cowrprises dans
Pénoncé du second cas.

Pths LA DEUXIEME HYPoTHESE , I'un des cotés donnés peut étre

Ypotenuse, ce qui donne les deux combinaisons : a, b | @, ¢;
et celles~ci rentrent dans le troisieme.

Enfin, on peut donner les deux cbiés de Uangle droit, ce

8
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qui n’offre gu’une seule combinaison correspondant au qua-
tritme cas, savoir, &4, c.

90. Seconde remargue. — En réfléchissant sur ces mémes
questions, on reconnait facilement qu’un triangle rectangle est
toujours possible avec les données de chacun des cas examinés
n® 88, i I'exception du troisiéme. Il faut, dans ce cas, pour
que le triangle soit possible, que le c6té de Vangle droit ait
une valeur numérique moindre que 'hypoténuse, Si le con-
traire avait lieu, la construction géométrique ferait ressortir
Pimpossibilité du triangle; or, je dis qu’il en est de méme de
la résolution par la Trigonométrie.

En effet, la formule qui donne, dans ce eas, la valeur de
Vangle B, étant logsin B—IlogB 4 10 —1loga; sil’'ona
b>a, ilsensuit logb>lega; dou logb—loga>o;
et par conséquent, logsin B > 10; ce qui est impossible,
puisqu’un sinus doit toujours étre moindre que le rayon.

Dans les trois autres cas, il est aisé de voir que les formules
donnent des valenrs toujours admissibles.

En général, les expressions
sina>r, cosa>r, séca<r, coséca<r,
oulogsina™>10,logcosa>>10, log séca < 10, log coséca < 10,

sont, en Trigonométrie, des symboles d'absurdité , comme le
sont en Algebre, les expressions telles que |/ —a.

C’est une remarque que nous avons déja faite dans le n° 59,
ot nous avons observé quela tangente etla cotangente n’offrent
pas de caractére semblable, parce que ces lignes peuvent passer
par tous les états de grandeur.

Un seul exemple, se rapportant au 3¢ cas, suffira pour mettre les com-

mengans au fait de D'usage des tables (sexagésimales) pour la résolution
des triangles rectangles.

’ a = 129,56 =
. Ftant donntj_s { §re=d 0852 trouver B, C, ¢,

¥
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logsinB = logb ~+ 10 — log &;

W LA s,
log b = 1,6542179 538 : 10" 2: 308 @ x

Comp. log a = 7,8875201 3080 }ﬂ
. TR {j
Lo log sin B = g,5619470
162
308
B = 21922746".
a0 C.= go® — B = 6897"14".
0., log ¢ = log @ 4 log cos B — 10}
log @ =", 1124700 YOS B0 Gy s
log cos B = g,9690334 8 x 4§ _ 3,8
33 g
log e = 12,0815076
d’o ¢ = 20,064
Vén_iﬁcat::on.

log 0 = i [log (& + B) = log (@ — b)],
a -+ b = 196,79, a — b = 82,33;
log (a + ¥) = 2,2{7457;
log (o — b) = 1,015558:

451630158
log ¢ = a,0815079;
ot e = 120,64.

N. B. La légére différence qui existe entre les denx valeurs obtenues
pour log ¢, tient i Pimperfection des tables.

Des triangles quelconques.

La résolution des triangles quelconques repose également
sur deux principes dont voici les démonstrations.

91. Premier princiee. — Dans tout triangle , les sinus des
angles sont entre eux respectivement comme les cotés opposés
a ces angles.
Soit ABC (fig. 53) un triangle acutangle ou obtusangle enC. Fig. 53.
D}x point B, abaissons la perpendiculaire BD sur le cité op-
Posé AC, prolongé si cela est nécessaire.
8..
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En appliquant aux deux triangles rectangles ADB, BDC, le
prewier principe du n° 84, on a les deux proportions
risinAiiciBD,
risinCiia:BD;

csmﬂ, BD =asx:.](:_

} d’ott 'on tire BD =

et par conséquent, sinA IsinCiia:ec.

Lorsque I'angle Cest obtus , c’est 'angle BCD qui entre dans
la seconde proportion ; mais comme (n° §2) deux angles sup-
plémentaires 'un de 'autre ont méme sinus, il en résulte, . .
sin BCD = sin BCA = sin C; et la troisitme proportion n’en
subsiste pas moins.

En considérant les deux angles A, B, et abaissant du point €
une perpendiculaire sur AB, on (rouverait encore

sinA isinB I a:b
Cette proportion et la troisieme peuvent étre réunies ainsi,
sinA UsinBelisin G trid bl e i (1)

ce qui démontre le principe énoncé.

992. Scconp priNcipE. — Dans tout triangle , le carré d'un
coté quelconque est égal a la somme des carrés des deux
awtres , moins le double produit de ces deva c6tés et du cosinus
de l'angle opposé au premier c6té.—(Le rayon est ici supposé
épal & Vunité.)

Considérons la ménie figure (fig. 53); on a, d’aprés un
théoréme connu, &

AB = BC 4 AC — 2AC x CD;
ou ¢ = a* + b* — ab < CD;

mais le triangle rectangle BDC donne (n° 85) CD:acosC-:
donc , en substituant,

c* = a® 4+ b* — 2ab < cosC...... (2)
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Si l'angle C était obtus, on aurait d’abord

AB = BC -+ AC -+ 2AC > OD,

o ¢t = a* | b 1 2b > CD.
Or, le triangle rectangle BDC' donnerait €D = a >< cos BGD;
mais comme BCD — 180® — BCA — 180°—C, il en resulte
(n° 52) cos BCD = —cosC (deux angles supplémentaires I'un
de l'autre ayant des cosinus égaux et de signes contraires);
ainst,

CD = a X — c0sC = — a < cos(;
et par conséquent, c¢* = a* -+ b — 2ab cosC;

d’on l'on voit que le principe énoncé est vrai quelle que
soit la nature de l'angle C.

Sile rayon etait différent de l'unité, il faudrait le retablir
dans la formule; et on aurait, d’aprés la végle relative &
Phomogénéeite,

S aab < cosC;
r
mais ¢’est principalement sous la premiere forme que nous fe-
rons usage de cette relation.

De méme que c est exprimé dans cette formule au moyen |
de a et b, on pourrait également chercher & en fonction de a
et ¢, ou aen fonction de b et ¢; ce qui donnerait les deux
nouvelles relations

e

a'.'

a’ -+ ¢' — 2ac < cos B,
b <+ ¢* — a2be >< cos A.

—

95. Avant de passer i I’examen des différens cas relatifs a la
résolution des triangles quelconques, commengons par en dé-
terminer le nombre.

Or, comme la question generalea pour but de déterminer trots
quelconques des siz choses A, B, C, a, b, ¢, connaissant les
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trois autres, et que 6 quantités combinées 3 4 3 donnent
6X5x4

5/S&73
offre en apparenee »ingt cas différens ; mais une analyse suc~
cincte les réduit & guatre, comme nous allons le voir,

Nous devons d’abord faire abstraction de celui ou ’on donne
les angles A, B, C, et qui est indéterminé,

Maintenant, on peut donner

1% — Un coté et deux angles, ce qui offre les neuf combi-
naisons : ¢

ou 20 combinaisons, il s’ensuit que cette question

wy AL B by AnyB i e Ay B,
7o s ol U S RN el IR S T 1)
ay B, G50, B, G5 el By G

Il est dailleurs indifférent que les deux angles dounnés
soient A et B, A et G, ou B et C, puisque la relation
A + B4 € =180, fait connaitre immédiatement le troi-
sieme. Il suffit seulement que la somme des deux angles soit
donnée moindre que 180°;

2°. — Deuzx coiés et Langle opposé & L'un de ces cbeés ; ce
qui présente siz combinaisons :

b, ¢,.B,
b, ¢, C; }

et les caleuls effectués pour 1'une d’elles doivent s’appliquer
aux cing autres;

@y oA

{ @ bk B

a, bs Bv

3°, — Deux c6tés et U'angle compris ; ce qui donne les troig
combinaisons: a, b6, C | a,¢,B| &, ¢, A; ' '

4°.—Enfin, les {rois cdtés ; ce dernier cas n’offre qu’'une
seule combinaison.

On a done en tout 19 combinaisons, qui se réduisent a
quatre cas différens.

94. PREMIER cAS. — On donne un coté a et deux angles A
et B, il faut trouver C, &, ete. :

On a d’abord pour 'angle €, €= 180% — (A 4 B).
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Ensuite, les proportions  sin A 1 sinB:iadb

et sinAisinCiiace,

donnent log b = log a + logsin B — logsinA,
et logec = log a -+ log sin C — log sinA ;

ces formules font connaitre log &, log ¢, et par suite &, c.
98. Seconp cas.— Etant donnés deux cités a, b, et Uangle A
opposé a l'un deux, trouver B, C; et c.
On obtient d’abord Pangle B par la proportion

sinA :sinB i1a:d,
qui donne  log sin B =log sin A 4-log 6 — log a.
Connaissant les deux angles A et B, on en déduit
C = 180° — (A 4+ B),
Puis , pour déterminer ¢, l'on a
log ¢ = log a - log sin € — log sin A.

Discussion, — Ce second cas offre diverses circonstances
qu’il est important d’examiner.

Comme l'angle B est ici déterminé par son sinus, et que
deux angles supplémentaires I'un de Uautre ont méme sinus,
il s’ensuit que, log sin B étant calculé d’apres la formule ci-
dessus, on peut prendre pour valeur correspondante de Uangle
cherché, soit Pangle aign B qui se trouve dans la table, soit
son supplément 180° —B.

Ces deux valeurs étant transportées dans les formules qui
donnent C et ¢, fourniront également deux valeurs pour cha-
cune de ces grandeurs. Dot Von voit que la question est, en
Général , susceptible de deux solutions.

En effet, la construction géomeétrique donne lien aux deux

triangles ABC, AB’C (fig- 54), dont I'un est acutangle en B, F

Fig. 5ifs

et Pautre obtusangle en B,
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L'indétermination cesse lorsqu’on sait d’avance de quelle
espece est Fangle inconnu B, c’est-a-dire s’il est aigu ou obtus.
Dans le premier cas, on prend pour valeur correspondante 4
log sin B, I'angle aigu de la table ; et, dans le second cas, on
prend son supplément.

1l n'y a d’ailleurs qu’une solution dans deux circonstances
principales :

1°. Lorsque l'angle A étant aigu, on donune a > b; car
alors, comme au plus grand cité deit étre opposé le plus
grand angle, il est clair qu’on doit avoir A > B : on ue peut
donc prendre pour B, que I'angle aigu de la table;

2°. Lorsque 'angle A est obtus; car, dans ce cas, B ne
peut étre qu’un angle aigu.

Enfin, il est deux autres circonstances particulieres ou la
question n’est susceptible que d’une solution , ou n’en admet
aucune. G'est lorsqu’on trouve pour log sin B,

log sin B== 10, ou logsin B > 10.

Pour savoir si cela peut arriver, et quand cela arrive, reve-
nons sur la construction géométrique (fig. 54).

11 pent se faire que 1’arc de cercle décrit du point C comme
centre , qui rencontre genéralement AX en deux points, ne
fasse que zoucher cette droite.

Dans ce cas, les deux triangles ABC, AB'C se véduisent au
seul triangle rectangle ADC, Tachons d’exprimer algébrique~
ment cette condition. On doit avoir évidemment CGB ou a=CD.

Mais le triangle rectangle ADC donne (n® 84)

bsin A
P

Clr =

La relation précédente devient done

b smﬁ b sin A
g == —— ou =

r a
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A.i.l'ls'i) .
logb + log aiug — loga, ou logsinB = log r = 1o0.

D’oit l'on veit qu’on parvienta log sin B=r0, lorsqu’on sup-~
b sin A
; ou,

pose entre les données a, b, A, la relation a =

géoméiriquement , lorsque le c6té a est égal i la perpendicu-
laire abaissée du point C sur AX.
Enfin, on peut avyoir

b sina b sin A
, ou
r a

P 1 = T3

il en résulte log & 4 log sin A —loga oun logsin B> 1o.

C’est le cas o I'arc de cercle n’atteint pas la droite AX
(fig. 54), puisque alors on a a < CD.

96. TrotsiEME cas. — Etant donnés deuzx cbiés a, b, el
l'angle compris C, trouver A, B, et c.

On ne peut, pour ce cas, faire immédiatement usage du
1 principe , parce que la relation (1) nexistant qu’entre les
¢lémens opposés du triangle, on aurait toujours deux in—
connues dans chacune des proportions qu’elle fournit. Ce-
pendant, ce principe , combiné avec la proposition dun® 76,
donne lieu & une formule qui fait connaitre en méme temps les
deux angles A et B.

En effet, la proportion sin A isinB:ia b,
donne sin A4sinB:isinA—sinBiia++b:a—b;

mais, on a (n° 75)

sin A +sin B :sin A—sinB :: lanp,‘—;-(A-l-—B): tangnl(A—B);

done “+b:ﬂ-—-b::tang§(A+B): tangé\’A——-B).

Fig. 54.
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Cela posé, comme 'angle C est donné, et qu'on a d’ailleurs

A 4+ B=180° — C, d’on i(A+B)=guo__‘;C’
et par suite tangs—i(A -+ B) = cotiC,

il en résulte que les trois premiers termes de la derniére pro-
portion sont connus ; ainsi le 4° terme pourra s’obtenir 4 I'aide
de la formule logarithmique

logtangi (A—B) = log (e — &) + log cotic-—log (a+4b);

ce qui fera connaitre i (A—DB).

Soient donc :_Il (A4 B)=m, i (A—B)=n, m et n
désignant deux nombres connus de degrés; on obtient

par addition, A=m 4+ n,

et par soustraction, B = m — n.

Connaissant les angles A, B, C, on trouve le 3° coté par la,
formule

log ¢=log a 4 log sin € — log sin A,
ou log ¢ = log & +- log sin C — log sin B.

97. Discussion. — La construction d’un triangle dans lequel
on donne deux cdtés et 'angle compris, est toujours possible;
et en effet, la formule principale d’ou dépend, dans ce cas,
la détermination des angles A et B, renferme une tangente
comme inconnue; et l’on sait qu’une tangente peut passer par
tous les états de grandeur.

Daus le cas particulier de a== 0, la propoition qui sert a

. I
déterminer tang 2 (A — B) donne
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J 1
tangi(A—B)=o, d’'ont ;(A—B):nlzo;
- e i a0 e
ce quidonne A =B=m=go 5;C,

et cela doit étre puisque le triangle est isoctle.
Quant a la valeur de ¢, comme on a

__asinC
~ sinA’
fn G 2sin £ C o 1 G (a°
et que sin G__zslng_C_chgC(n 63),
2 ok : Sram 3 Oyes 0
puis sin A = sin (go® — - )_cos; ’
il en résulte c=2a sini C.

(’est ce qu'indique la figure correspondant & ce cas parti-
culier. Soit ACB (fig.55) un triangle isoctle, dans lequel Fig. 55.
BC=AC, ou a=1b; il en résulte A=DB; et si l'on abaisse la
perpendiculaire CD, on a

DCB = DCA = é C, don A:B:go"-—-;c.
D'aileurs le triangle rectangle ADC donne (n° 85)

BD, ou - ¢=— BC.sinBCD = a.sin é a;

I
e

oy
done ¢ = 2asin = C.

98, Tromsiime eas bis. — Quoigue la méthode qui vient
d’étre exposée pour résondre le troisiéme cas, soit trés simple, =
nous croyons devoir en faire connaitre une seconde, cui con-
siste a déterminer d’abord le 3° ¢6t€ ¢ en fonction des données,
et 4 en déduire ensuite les angles, parce qu’elle donne lieu &
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des transformations trigonométriques que les jeunes gens ne
sauraient se rendre trop familiéres. :

La formule du n° 92 donne ¢=V/a* + b — 2ab cosC,

et fait connaitre immédiatement ¢ en fonction des données
a, b, C. A la veérité, cette valeur, dans son état actuel , ne se
préte pas a 'emploi des logarithmes ; mais on peut lui faire
subir une transformation ayant pour cbjet dela ramener a
une autre qui ne contienne que des symboles de multiplica—
tion, division, et extraction de racine, effectuées sur des
nombres donnés & priori, ou dont on peut obtenir les résul-
tats par de simples additions et soustractions.

De toutes les transformations susceptibles de conduire  ce
but, la suivante est sans contredit la plus simple et la plus
élégante :

Comme on a les relations

c0s* LC 4 sin* L C =1, et(n°62) cos C=cos’ ;C—sin*:C,

il s’ensuit que Végalité e= V/ a* + b* —2ab cos €

peut se mettre sous la forme

c=V (@+F b*) (cos’ ; C=fsin* 2 C) —2ab (cos* L C —sin* L C),.

expression qui revient aux suivantes :

o= V/{@— by cos' 1C + (a + b)*sin’ 3 G

L (a4 b)*sin*! C
= (a—20b —G\/ = a
(a J0e 1"{.{1-—-&]’(:05’-'(3

iy (a4 b) tang*1C
= (@ = &) cos: G\/1+ Te—0

Posons maintenant

(a + &) tang ; C

a—b

= tang ¢
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il en résulte

. (a—!—b}‘tang’%,(:___ B
‘/1+TbT_PVI+ung P =

cosp’

ot Ja valeur de ¢ devient enfin

e (a—10b)cos+(
= cos @ i

D’oir I’on voit que ¢ s'obtiendrait aisément par logarithmes
si l'on connaissait I’angle @. Or Pexpression de tang ¢, établie
plus haut, peut étre elle-méme calculée par logarithmes ,
et donne

log tang @ = log (a + &) 4 log tang : C + C.log (a — b).
L’angle ¢ étant ainsi déterminé, on a ens'uile
log ¢ = log (@ — b) + log cos ;C - C.log cos ¢ ;
connaissant ¢, I'on obtient les angles A, B, par les formules

log sin A = log @ 4 logsin C — logc,
log sin B = log & + logsinC — logc;

et si les calculs de cette méthode ont €té exacts, les trois
angles A, B, C, doivent satisfaire 4 la relation

A4+ B 4 C = 180

Nous observerons, a cette occasion, que cette méme relation
ue saurait servir a veérifier les calculs de la premiere méthode,
parce que les angles A et B n’ont pas été déterminés indépen-
damment 1'un de I’autre , mais au moyen des relations

s(A—B)=n, +(A+B =m= go°—;C(,
dont la dernitre n’est autve chose que la relation

A4 B 4 C = 180"
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Ainsi, quand bien méme on aurait commis une erreur en de.
terminant n (opération qu1 constitue le calcul prmclpal
de la méthede), les angles A, B, C, n’en vérifieraient pas
moins cette relation.

En effet, les deux expressions
A=9go"—3;C+n, B=go®—1C— n,

donnent par leur addition,
A4+ B=180°—=C, ou A+ B + C = 180,

que 7 s0it exact ou inexact.
N. B.— Quoique la premiére méthode soit plus simple que
la seconde , celle-ci a toutefois un avantage, c’est de présen-

ter immédiatement un moyen de vérification.
Au reste, rien n’empéche, dansla seconde méthode, de

s'arréter a la valeur de ¢, seulement pour vérifier les calculs
de 1a premiére.
99. Voyons ce que deviennent les formules de la seconde méthode , dans

le cas particulier de @ = b. : :
Dabord, la formule tangg = {“LE)_E“_EEE,

2a tang £ C

devient tang g = = = @,

et puisque tang ¢ est infini, 'angle ¢ est droit, ce qui donne cos ¢ =o;
et par conséquent ¢ = z.

Pour interpréter ce résultat, il faut remarquer qu'afin de rendre Ia yaleur
dec caleulable par logarithmes, on a été eonduita multiplier et & diyiser
cette valeur par (@ — &) cos } C; il n’est done pas surprenant qu'elle se ré-
duise ég par la supposition a==b.

5i T'on veut obtenir la vraie valeur de ¢, il faut remonter 4 Pexpression

e=V(a—bp2cos* L Co(a +b)2sin21 L,
laquelle, dans 'hypothésede a= 15, se réduit
e = V/fa*sin* £ G = 2asin1C,

comme on I'a trouvé n® 97 par la premiére méthode.
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§00. QUATRIEME ET DERNIER CAS.—Etant donnds les trois c6tés
a, b,¢, déterminer les angles A, B, C.
Les trois formules du second principe (n° 92) donnent
bc’—a? __a*4c*=0" _a* b=t

e —, cosB= cosC= —
cosA abe 2ac ' 2ab

mais comme ces expressions ne sont pas calculables par loga-
rithmes, il faut ticher de les remplacer par d’autres qui satis-
fassent & cette condition.

Considérons en particulier la premitre, et ajoutons 'unité
aux deux membres; il vient

_(b+ey—a  (b4cHa)(b4c—a)
il 2be T 2be %

expression dont le second membre est déja calculable par
logarithmes.

D’un autre c¢6té, l'on a (n° 65)

cos-:iA e \/I+w51-

o Ld

b+c+a)(b4+c—a)
4be !

1
done cos = A =

formule logarithmique qui fera connaitre 'angle A par le co-
sinus de sa moitié.

On peut encore lui faire subir une légére simplification en
posant

a+btc=2p, dou b-+c—a=2p—2a,

F B
qui donne c052A [bc -

ouréduisant, cos~ A = \/P_..___(P ==
2 be
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{La supposition de a~-b— ¢=ap fait disparaiire le facteur §; ¢t par
conséquent , dans les applications , on aura un logarithme de moins & chey-

cher].
En opérant de méme sur les valeurs de cos B, cos C, on

trouverait
L A Bl L _\/P_(P_—E
COSEB—\/_T' casz(]_._ b
En appliquant les logarithmes a la premiére, on obtient
log cos i A ::%[log p +1log(p—a)+C.log b + C.loge].

N. B.— Quoiqu'on ait pris denx complémens, cette derniére expression,
3 . 4 I
telle qu’elle est, n'en donne pas moins la yraie valeur de log cos; A, c'est-a-

dire celle des tables, qui correspond & r= 1017

En effet, pour rendre  cos é A= \/’rf--f-‘-p&‘:;“tJ homogéne, on doit

{n® 50) multiplier la quantité sous le radical par »*; ce qui donne

Sedaad, \/&w;
% be

d'on1, en appliquant les logarithmes

log cosi A= i [log p+log (p — a) 4+ 10 — logh + 10 —log ¢],

vésultat identique avee le précédent.

Comme les angles A, B, €, sont déterminés indépendam~
ment les uns des autres, il s'ensuit qu'on pent employer la
relation A 4 B 4~ G = 180°, pour la vérification des calcnls.

404. Discussion. — Reprenons la formule

Eae P —=a)
AN
] i :
et observons que l'angle = A étant caleulé par le moyen de

son cosinus, sa détermination dépend de deux conditions : il
faut °. — que la quantité sous le radical soit positive ;
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99, — que cette quan tité soit moindre que l'unité (puisqu’on
a supposé I'= 1. Ainsi Vou doeit aveir

}—J%I-}>o, eb.<2,

La premiére condition se réduit a

p—a>o, ou #)a, oubien b4c >a.

La seconde devient

(Bt (oo, oo ibecha) (te-a) ;.

ou (6 +¢) —a <4hbc, ou (b—c)y<a,

condition qui se décompose en deux autres, savoir:
b—ec<a, ou b<a-te, silona b>c,
oubien ¢ —b<a, ou eCa-b, silona ¢ >0,

Ainsi, pour que le triangle soit possible, il faut que l'on
ait
alb<4ec, b<ate, c<atb,
Quand une de ces relations subsiste en sens contraire, on en
: o 1 ; (e,
est averti par cette circonstance que cos A est imaginaire

ou plus grand que «.
Quand Pune d’elles se change en une égalité, on a alors

1 ol -
<08~ A =09, don = A =go’, et A=180"; c'est-a-dire que

le triangle se réduit dans ce cas particulier & une ligne droite.
102. Les angles A, B, C, peuvent encore étre déterminés,
soit par le sinus, soit par la tangente de leur moitié.

D'abord, on a (n° 68) sin Z: Al \/ﬂ—s-i; d’ou
2

9

3
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. 5 b-a_’_ c: =g
substituant & la place de cos A sa valeur TR

g a'—b*—c*+2bc _ [fla—b4-c) (a4 b—c)
st Gbe = fbe =

ou, posant comme\précédemment

adbte=2p, d'ou atc—b=2p—ab, atb—c=2p—ac,

\/(P—-b) (p=2)

Cette formule est tout aussi simple que celle qui donne
cosi A, et a I'avantage d’étre plus symétrique ; mais nous

avons préféré faire conmaitre d’abord celle-ci, parce gu'elle
se préte plus facilement & la discussion.
On obtiendrait pareillement

sin ~ B—\/‘P—“)(P—_”), i ot G_\/(p—a){p——bJ

1—COos A

En second lieu, ona (n°%73) tang i A= \/m;

d’ol, remplacant cosA par sa valeur,

X fmbi—c'4-2bc  [(a—b4-¢) (ad-b—c)
REAs \/b’-}- cHabe—a* " V (b-fc+4-a) (b+c—a)’

ou bien encore tang A S \/(P_b) (p— C)
(p—a)

On aurait p&reillement

1 __I/{P—a)(!)—-‘-‘) 1. J(p—a)p=t
tanng.__ —1’ 5™ tang;G_u —-——P G
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Ces nouvelles formules sont beaucoup plus avantageuses

dans les applications , que celles qui donnent sini—& et

cos LA, parce que I'on n’a besoin de chercher dans les tables

que les quatre logaxrithmes log p , log (p—a), log (p—b),
log (P—-{“) , tandis que pour le sinus ou le cosinus, il faut en
chercher siz.

103. Voici d’ailleurs un tableau de toutes les formules re—
latives & la résolution des triangles, soit rectangles, soit obli-
quangles.

TABLEAU

Des Formules relatives a la résolution des triangles,

Avec Vindication des numéros d’ott on les a tirées.

Triangles rectangles.

-

Etant donnés.. trouver

1% ¢As. C=go"—B,
1.b=1.a+4l.sinB—1o0,

l.e=1.a+l.cosB—io.
C=go*—B,

l.a=1 b+410—l.sin B,
l.e=l.b+410~l.tang B.

l.sinB=1. b+10—l a,
C=go°—B,
l.e=l.a41.cos B—10,
ou | e=2[l.(a4b)+1.(a—0)].
l.tangB=1. b+ro—1 c,
C=go°—B,
l.a=l1.b410=1].sin B.
9+

b! -.4-.B C @

Z
o) 3o ;
e

e
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T'riangles quelconques,

Etant donnés. . trouver
1°F CAS, C=180°—(A--B),
1.6=1.a+1.sin B-: comp. Lsin A.

o Ao B, ib e
(94) -+ 85 ‘ l.e =1.a+1.sin C4-comp.l.sin A

2° CAS. 1.sin B=1.sin A}+1.04-comp. 1.,
C=180"—(A-}-B),
l.e =1.a+1.sin C4-comp.l.sin A
~ou l.e=1.b-41.sin C+comp.l.sin B,

©5).. a, b, A..B,C,c

[ Ce second cas admet, en géncral, deux solutions, |

-3¢ cas. 1 (A+B)=go®*—;C=m,
I il I T . l.tang L (A—B)=1.(a—0b)4+l.cot 1 C
T Ty ~comp.l. (a+0),
(oB) = umi: 1 méthode g{A-l—B)*_:m}ti'OﬁA:m—}— n,
L(A—B)=n B=m—n,
l.e=l.a+4l.:sinC
~+comp.l.sin A,
l.tang g =1.(a+b)4l.tang 1 C
~+comp.l.(a—10),
l.e=1.(a—b)41.cos 2 C
~+comp.l.cos g,
(@8) venssre: 2¢ méthode l.sin A=1.5inC+l.a
' .+ comp.l.¢,
l.sin B=1.sin C1.4
~+ comp.l.¢,
Férification. A-LB4C=180°.
4 cas. Lsin £ A =1 [l.(p—B)+1.(p—o)
a,; Doty ByG ~+comp.l.b+4-comp.lc],
{103)5, ¥05 s 1% méthode besin s B=sll (p=gid b (pl

~+comp.l.a4-comp.l.€],
Lsin 2C=1[1.(p—a)l.(p-b)
~+comp.l.a+-comp.l.5].
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Eant donnes. . trouver
4°. cas. LeostA=:[Lp+l. (p—a)
+-comp.l.( p-b)4comp.1.(p-c)],
p l.cost B =:[Lp+l.(p—b)
2¢ méthode +comp.L( p=a)4-comp.l. (p-c)].
licos:C="![l.p+l.(p—0)
-|-comp L.(p-a)+-comp.l { p-b)],

l.tangt A=2[l.(p—b)41.(p—c}
_ =comp.l.p4-comp.l.(p-a)},
Tl lLtang: B=1:[l.(p—a)+l1.( p—c)
FEOAY o v e ve 3 méthode B g (-t
| ltangiC=:[l.(p—a)l.(p—0),
~+comp.l.p4comp.l.( p-c)].
Férification pour-les trois méthodes.
A+4B4-C=180°.

104. L'application des formules relatives au premier et au
second cas , n’offrant aucune difficulté, nous nous bornerons
4 traiter ici un exemple de chacun des deux derniers.

(100..--‘--

3¢ cas.
a = 374,29
Etant donnés § b — 259,36 } trouver A, B, ¢.
C = 57%1g'20"

Les formules 4 employer sont :

Ltang L (A—B)=1.(a—b)41.cot’ C+comp.l.(a4-b),
A+4B A—B A=m+4n,

—, =m=go®—(, —— =n d’ott
9 g : B=m—n,

le=1.a --1.5in C 4 comp.l.sin A.
Opérations préliminaires.

+0=633,65|1 A-+-B iz &
“"b“u4 (}5 L:z8"59 4o” j =go°—-2‘.-=:.bl“20 20",
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Caloul de A ct d B.

l.(a— b) = =2,060/433 12 ;
; ( ; ) B gﬁ 3 Différ. tabulaire,
1.cot - C =10,2623287 9
WS- R 704
comp. '(a+ )—' 7190190 ?04:436 e ]o”:x
l.tangA—B= 9,5209127 ;—:4?’_?)2:5# s
704
A=B _ eoritapr| AR  gresctao’ | A = 79°4146"
hos = 18°21'26 S = 61°20'20 | B = fa°5854"
Calcul du céié c.
l.a=2,5732082 SREE S S
Lsin C=g, 5251678 | 12791407 = 9,0920%7
comp.l.sin A=o0,0070610 " S et
1. v Sob 370} 1.sinA = 9,9929390
done ¢ = 330,21.
VERIFICATION. Caleul direct du coté c.

Les formules & employer sont:

Ltang@=1 (a--b)+l.tang :C+C'.1.(a—b) | 1. c=1. (a—b) +1. cos :C

+C‘.].COS@:
N.(a+b) = 2,8018494 1. (a—b) = 2,0604334
l.tangiC = 0q,7376713 l.cosZ € = g,9432332
comp.l.(a—b) = 7,9395666 c.l.cosp = o,5017701
1.tange = 10,4790873 1.c = 2,5054367

o = 71°38'30"
¢ = 320,21 comme ci-dessus:
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Autre question.

4° cas.
a4 = 69,33"}
Etant donnés % b = 57,486 % trouver A&, B, C.
¢ = 8,795

Les formules a employer sont :

Ltang 2 A=1[lL.(p—b)+1.(p-c)4-comp.l.p4-comp.l. (p~a)],
Ltang : B=Z[1.(p—a)+l1.(p-c)+comp.l.p-}+comp.l.(p-8)],
Ltang £ C=1[L.(p=a)41.(p-b)-+comp.l.p+comp.l. (p-c)].

Opérations préliminaires.

a4+ b4 c=175,88; dou p=8y,909

p = 87,909 p = 87,909 »? = 87,909
a = 69,537 b = 67,486 c = 48,795

p—a = 18,372 | p—b = 30,423 | p—c¢ = 39,114

Calcul de A. * Caleul de B,
1. (p—b)= 1,4832020 L(p—a)= 1,2641564
l.(p—c)= 1,5923322 L(p—c)= 1,5923322

comp.l.p = 8,73568436 comp.l.p = 8,055966
comp.l, (p—a)= 8,0559667 comp.l.(p—0b)= 8,5167980

19,8673445 19,4292533
l.tang. ;A= 9,933672> 1. tang £ B= g,7146266
1A= 40°38"30" +B= 27°24'0"5

A= 81°17/0"; B= 5/°48'1";
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Calcul de C. VERIFICATION.

L.( p—a)= 1,264156/ A = 81°17"00"

l.( p—b)= 1,4832020 B = 54°48 on"
comp.l. p = 8,0559667 C = 43°%4'59"

comp.l.( p—ec)= 8,4076678 A4+B4+C = 180° » »

19,2100929
l.tang £ C= 9,6054964
2 C= 21°%7'29"4

C= 43°5{'59"

AUTRES PROPOSITIONS sur la résolution des triangles.
405. Reprenons les trois formules duno 92, savoir:

ar = §3 £ 2 — abe Cos A,
ba = a* <} e* — 2ac ¢os B, [..A.[l}
c* = a* 4 b* — 2abeos C, ~

¢t observons que, puisqu’elles renferment les six quantités «, b, ¢, A, B,C.
il doit étre, en général, possible de déterminer a 'aide de ces équations,
trois quelconques d’entre elles, connaissant les trois autres. La résolution
de tous les cas relatifs aux triangles quelconques est done comprise dans
ces formules; et si, pour les deux premiers cas , on a fait usage du premier
principe, c'est parce que I'amploi des formules qui s’y rapportent est plus
commode pour les caleuls.

Au reste, il est facile de reconnaitre que ce premier principe se trouve
implicitement renfermé dans les formules (1),

En effet, on déduit de la premiére

dou sinA = VT a — \/BE_ Tt =,
apa

o, effectuant les caleuls et rédoisant ,

sin A = ;J'—Fv'uﬂ’b‘ —+ 2a’c? 4 2bier — al — bi — b
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Soient divises les deux membres de cette égalité par a; il vient

LY ‘—;EE_ V/2a%bs - aasc - abier —at—bas —oi,
= ;

dgalité dont le second membre est symétrique ena, b, ¢; d'oi il suit qu’en
désignant par k ce second membre, on trouverait de méme, en changeant
A, a, en B, b, et réciproquement, puis en C, ¢, et réciproquement,

sin B . sin L S

3 & 73

sin A sin B sin C
done — =
a b

, ousin A ;sinBsinCiiazbh;e

106. Pour faire ressortir davantage toute la generalite des formules (1),
nous allons nous proposer de déterminer les cdtés a, b, ¢, connaissant les
angles A, B, C.

Nous devens reconnaitre qué la question est indéterminée, mais que les
cOlés a, b, ¢, sont proportionnels aux sinus des angles opposés.

Ajoutons d’abord ces formules deux & denx; il vient

a* < b = a2 4+ b* 4+ 2¢* — abe cos A — aac cos B,
a* o ¢? — a3 4 ¢ - 9b* — abec cos A — 2ab cos C,
br - g7 = b2 4 ¢ 4 24® — aac cos B — 2ab cos C,

equations qui peuvent remplacer les preecédentes.
Or, si 'on réduit et qu'on supprime respectivement les facteurs 2¢, ab,
24, ces équations deviennent

¢ — beos A — acos B,
b —cecosA — acosC,
a— ccosB -—— beos O,

o

I

o
resultats dans lesquels les ineonnues a, b, ¢, ne sont plus qu’an premier
degré,

[0On peut trouver facilement ces résultuts par la Géométrie. On a évidemment
AC on b=AD + DC (fig. 53);
mais les deux triangles rectangles ADB, BDC, donnent (n¢ 83 ) :
AD = ABcos A= ccos A, DC=BC cos C=ucos C;
ot h—reos A —a cosC=n;

done h=eccos Ad=u cos (

1
‘3

eest fe second des deux resultals ci-dessus. 7

Fig. 53.
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Afin de mettre los inconnues en évidence, et de comparer plus aisémeint
ces résultats aux équations du 1°F degré & trois inconnues , nous remplace-
rons a, b, e, parx,r, =

On aura, en ordonnant,

cos B.r L ecosAy — 1 . 2= o0, .
s C.x — 1. ¥y J-ecosA.5=n0, (2)
1.0 —eos C.y — ecos B,z = o,

équations qui, comparées aux formulés

ax 4= by 4 cz=d;
dx 4 Vy - s =d,
a"z I by 4 = d,

donnent d= o d =o == 0>

puis s ='coa B, b = cos A, e= —1;
a = eosC, =1, Cad—af . %
(e —3 o ¥'= —eosC, &"=— cos B

Or, on a vu (Alg. chap. II, n® 8, 7° dition) que, lorsqu'on suppose
nulles & 1a fois'les quantités d, d', 4, les expressions de x, 7, z; sont nulles

ou de laforme g, suivant que le dénominateur
al’e" — ac’t" 4 ea'h! — ba'c! - be'a" — cb’a”,

est différent de o ou égal & o.

Cela posé, je dis que , dans la circonstance ol nous nous trouvons, ce
dénominateur est pul.

En effet, si Pon y substitue & la place de a, b, ¢, a, ¥....les valeurs
ci-dessus , on trouve qu'il se réduit &

cos* B 4~ 2cos A cos B cos C o cos? A+ cos? C— 13
mais la relation A4 B4 C=180% donne B4 C =182 — A,
dlon cos (B4 C) = — cos A,
ou, deéveloppant cos (B -+~ C) par la formule eonnue,
cos B eos € - sin Bsin (( = — cos }l,

on bien encore, cos B cos € 4= cos A = sin B sin C.

Elevant les deux membres au caryd, ot romplagant sin® B, sin? G, par
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Jeurs valeurs 1 —cos* B, 1 —cos2C, on obtient

cos’ B 0083 C 4 208 B ¢0s C cos A~ cos? A = (1—cos? B) (1— cos? C) ;
ou , effectuant les caleuls et réduisant ,
cos? A -1 c052 B - cos? G 4~ 42c0s A cosBeos C — 1 = o.
On voit done que le dénominateur ci-dessus est nul, et que par comsé-

e 2
uent, ¥, ¥y 5, ou a, b, ¢, sont de la forme —. Ainsi, la question est
q 3 ®3 = )

indterminée. Mais on peut, conformément & c¢e qui a été dit en Algébre
[n°® 78), déterminer les rapports de ces inconnues en fonction des don-
nées A, B, C.

Les équations (2) peuvent se mettre sous la forme

cos B._ - cos A .

LIRS

cosC . = —cos A,

=

— cos O .= = cosB.

il il H | H
R

Multiplions la seconde de ces équations par cos A, et ajoutons Ja pre-
miére & la seconde ainsi multiplide; il vient

(cosB-i—uosAcosC);i: 1 — cos? A

1 —ecos* A

dq ) & pl -
g 2 tosB 4-cos A eosC’

mais on a r—cos? A=3sin* A, et cos (A4 C)==—cosB;

d'on cos A co§C —sin AsinC=—cos B,
ou cos B4~ cos A cos C = sinA sin C;
d & & sinrA  sind
R s snAsmC —_ smC’
in A
eest-it-di Syl SM
ik ¢ sin C
On trouverait également 2 ] an}_:"!' -
€ sin C

Nous retombons ainsi sur lo principe du n® 94.
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Aire dun Triangle en fonction des données rela-
tives a chacun des quatre cas de la resolution des

T}'iangle.s'.

107. — 1°. Nous avons déja obtenu (n°® 35 ) la formule

S=Vp(p—a)(p—10) (p—¢)

et celte expression donne l'aire d'un triangle quand on connait les troig

chités.
29, — Considérons maintenant un triangle quelconque ABC ( fie. 53);

Fig. 53.
et du point B abaissons la perpendiculaire ED,

Ona S=7:AGXBD:—-;5)(BD;

mais le_ triangle rectangle ABD donne (n°® 84)

BD = BA.sinA = cgin A;
done L L etk A;
2

co qui prouve que l'aire dun triangle est égale ¢ la moitié du produit de deux
des edtés par le sinus de | ‘angle compris.
[ Nous aurons souvent occasion de faire usage de cette expression de S. ]
108. N. B. —Si l'on égale entre elles les deux valeurs précédentes de S,
on en déeduit

l—ljbt:..sin A= Vpip— a)(p—bl(p—c);

x X 2 =
d’ou :a'll'l.r\z‘b—ch (p—a)(p —=b) (p —e);
et cette formule donne le moyen de ecaleuler chacun des angles d'un
triangle par son sinus, quand on connail les trois cdOtés; mais elle nest
pas & beaucoup prés aussi simple que celles qui déterminent sin :; A,
1 |
sos A, tang 3 A, puisqu’elle entrajne la vecherche de sept logarithmes

au lieu de guatre pour ehacun des trois angles,
Au rpeste , vn parvient encore i cette formule, soit en partant de la

A v o b 1 ’ 1.3 1
relation sin 2A — a2sin . A eos — A, el substituanl pour sin - A, l:!Jh; A,
@ > L
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snrs obtenues nt 400 et 102, soit au moyen de la relation
— b2 -+ et — a*
A=/ 1—cos*A el y remp!aq.anr. cos A par sa valeur _—nb?_'_‘

leurs val

sin
[ Nous engageons les éléves a faire ce dernier caleul. ]
109. .. 3°. — Supposons actuellement que 'on donne deux cdtés a, b,

et Pangle A opposé @ Pun d'euz.
Ona dabord (n0407).... § = - be.sinA;

mais la relation  a® = b? = ¢» — 2bc cos A obtenue n® 92, peut se
meltre sous Ia forme

c? — abceos Ac = a? — b3,
-

équation qui, résolue par rapport & ¢, donne

¢ = beosA == V/Frcos? A + a® — b» = beos A == }/az — b2 sin" A,

Portant cette valenr dans Pexpression de 5, on obtient

S=-1b qm A(beos A == Va2 — bisinsA).

I

=

Mais cette formule n'est pas, comme les autres, immédiatement caleulable

par logarithmes; et nous ne nous arréterons pas a la rendre telle. Tonte-

fois, nous remarquerons que 'on a, dans ce cas, deux valeurs pour S,

parce qu’en effet ona vo [ n° 95) qu'il existe en général deux triangles qui

ent pour données @, b, A (fie. 5§ ). Fiw. 5/
Pour que ces valeurs soient reelles , il fant que l'on ait ; -

a> bsein A, ou plutdt, a>i.5_lfli

dest-a-dire CB, ou CB/, > la perpendiculaire CD.

110... — Supposons enfin que Pon donnc un catd'e et les deux angles
adjacens A, B [ fie. 55). Fie. 55
T 0.0
On a d’abord S:-'-c.CD;

et il s'agit de ealeuler la hauteur CD en fonction de ¢ et des angles A, B,
Or le triangle rectangle CAD donne

CD = b sinA;
4'un autre ¢61é, de la proportion sin B:sinC b3 ¢, Pon déduit

esin B ¢ sin B

B —
sin C sin (A -+ B)




Fig. 56.

Fig. 57.
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[acausede C= 180 —(A+B), dou sin C=sin (A -B)];

¢sin A.sin B

done D 5w by
1 sin A.sin B
et par conséquent S ey ey L

expression caleulable par logarithmes.

¢ sin A.sin B
sin (A < B)’
qu'on vient d'obtenir, denne le moyen de résoudre la question’ (n° 45)
qui a gervi dintroduction 4 la trigonomeéirie, et qui avait pour ohjet de
caleuler la hauteur d'un triangle, connaissant la base AB, et les deux angles
adjacens.

N, B.— Nous remarquerons ici que le résultat CD =

Applications de la Trigonométrie au levé des plans.

A11. Premir exenrie.—On demande la hauteur dune tour AB, du pied de
laguelle on peut approcher. .

On commence par mesurer sur le terrain , supposé de niveau ou perpen-
diculaire & AB ( fiz. 56), une base AD qui ne seit ni trep grande ni trop
petite par rapport a la hauteur cherchée; puis au point D, & Paide d’un
instrument (un graphométre, par exemple), on mesure Pangle ECB que
forme avec T'horizontale EC le rayon visuel dirigé du point € au sommet
de lg tour. :

On connait ainsi dans le triangle rectangle BEC, Tun des cdiés de Vangle
droit EC, et l'un des angles aigus ECB ; ainsi (n% 88) P'on peut déterminer
BE d'aprés la formule

log BE = log EC -~ log tang ECB — ro.

Connagissant BE, il faut, pour avoir la véritable hautenr de l'édifice,
ajouter & BE la hauteur CD de Pinstrument.

Seconp exeMprLe.— Déterminer la distance AB d'un point A ois Uon est place,
a un objet B visible, mais inaceessible, parce que les deux points sont sé-
parés par une riviére.

On mesure d'abord sur le terrain une base AC (fig. 57), telle qu'en di-
rigeant de ses deux extrémités des rayons visuels AB et CB, les angles
BAC, ACB , ne différent pas trop de §5°. Aprés avoir mesuré ces angles,
on résout le triangle ABC dans lequel on connait un coté et deux angles;
et 'on a

log AB = log AC - logsin ACB — log sin ABC.
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ue. — Si, dans le premier exemple, on supposait que le pied de
Védifice fiit visible, mais inaceessible, on déterminerait AD ou EC (fig. 56), Fig. 56.
comme dans le second exemple; et la question serait ramenée au cas ol
le pied est accessible.

ThotsifME EXEMPLE.—On demande la distance CD de deuz objets visibles ,
mais inaccessibles, comme étant séparés par une riviére, du lien on I'on est
plaee.

Aprés avoir mesuré une base AB (fig. 58) qui ne soit ni trop grande ni gy, 58,
trop petite par rapport & CD, on dirige, 4 laide d'un instrument, des
rayons visuels AC, AD, et BC, BD; puis on mesure les angles CAB,
DAB, et DBA, CBA

On ecaleulera alors , comme dans Pexemple précédent, le ctté AC du
triangle ABC et le ¢6té AD du triangle ABD , puisque l'on conmait, dans
chacun de ces triangles, un coté AB et les angles adjacens.

On a d'ailleurs CAD=CAB — DAB; ainsi, dans le triangle CAD , I'on
connaftra les denx edtés CA , AD, et Tangle compris CAD; dés lors on
pourra calculer Ie 3® edté CD, d’aprés 'une des deux méthodes relatives au
3¢ cas d'un triangle quelconque.

Nous ne nous arréterons pas & des applications’ particuliéres de ces ques-
tions , parce que les exemples que nous avons donnés précédemment suf-
fisent pour mettre au fail de ces sortes de calculs ; mais nous terminerons
par une question assez importante , qui nous fournira une nouvelle occasion
d'appliquer guelques-unes des formules trigonométriques.

112. Quavniime BxevpLe.— Trois points A, B, C (fiz. 5q), étant donnés Fig. 59.
sur la earte d'un pays, on propose de déterminer la position d'un §® point M,
dou l'on aurait mesuré les angles ANMC, CMB. ( Les quatre points sont sup-
posés sur un méme plan.)

On peut d’abord donner de ce probléme une solution purement géomé-
trique.

Déerives sur AC un segment de eercle capable de Uangle donné AMC, et
sur CB un second segment capable de Uangle donné CMB.

Comme il n’y a que les points du premicr pour lesquels les rayons
visuels menés aux deux points A et C puissent former enire eux le premier
angle donné, et que la méme chose a lien pour le second segment, il s'en-
suit que le point cherché se trouvera & lintersection de ces deux segmens.

Mais on demande la solution par le caleul.

Appelons «, b, c, les trois cétés du triangle ABC, et posons

AMC = 2, CMB= g£.

19, Puisque les trois points A, B, C, sont donnés de position, on con-
nait les grandeurs de @, b, ¢; dés lors on peut obtenir par I'une des for-
mules relatives au 4® cas de la rcsulunon des triangles, la valeur de Tangle
ACB quenous désignerons par C.

2% On connait, par hypothése, les angles AMC = 2, CMB = 8, et
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par conséquent , lear somme AMB, ou a <~ #. Mais, dans le quadrilagée
AMBC, la somme des angles est égale 4 4oo®;

done MAC + MBC = 360 — (C <+ « <4 8),
d’on M——-—-——&L :_ L = 180 — —_-—-_C i : .8 §

ainsi, la demi-somme des angles MAC, MBC est connue.
30, Pour avoir lenr différence, désignons MAC par x et MBC par 75 e
deux triangles AMC, CMB, donnent (n® 91),

MC : AC *sin > ;sin a 4 b sin x asiny

DS b 4 wan Mo =222 E T CoOe

MC : CB ::siny 2sin } 1 S =
sin & a sin w a bsin €

dong —— = ——— — — (an posant et calculant " = —— ).
sin ¥ b sin 2 b sin a

De cette équation qui renferme deux inconnues, ’on déduit

sin x <4 siny a - b
sinxr — siny a—>b

1-® »
2 t -
sin @ - sin y o uga ()
sinax —singy I \
BETHT ang: (2 =)

Mais on a (n° 96)

1
i B P (e )
Done PR T

1
‘l&Dgi(.’r -—-_',r}

; 1
Cetie formule fera connaitre tang 3 {® — ), dés qu'on aura obtenn la ya-

leur de I/ par la velation b = bs:;naﬁ , qui donne

log & = log b =~ log sin 8 — log sin a.

Soient maintenant i (x == 7) = 180°® — C__"‘:_";__'.'.'LG = m,
2
L
- (2 — ) = n;

il en résulie r=m--nety =m—n,
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4°. Connaissant les deux angles MAC , MBC , on pourra caleuler les lignes

AM, CM, BM, puisque dans chacun des triangles AMC 3 CMB, 'on con-
fdt un coté et deux angles.

115. ScoLIE GENERAL. — Nous avons d€ji observe (n® 54) que,
dans la résolution des problémes de Géométrie par le secours
de I’'Algébre, on devait, en général , préférer le caleul numé-

Alg ) ENE » Pre -

rique des résuliats aux constructions géométriques, dont le
plus ou le moins d’exactitude dépend du degré de perfection
des instrumens et de V'adresse de celui qui opére, tandis que
Pexactitude du calcul n’a d’autres bornes que celles qu'on
veut lui assigner. Cependant les tables trigonométriques em-
ployées d’aprés les seuls principes qui ont é(é précédemment
exposés , ne donnent pas toujours le degré d’exactitude qu’on
désire obtenir; mais il existe des moyens d'augmenter cetie
précision, qui se trouvent développés dans toutes les tables
dont on se sert ordinairement,

io
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APPENDICE AU CHAPITRE 1L
Trigonométrie sphérigue.

484, Introduction.—Nous avons cru devoir placer ici un précisde la trigo-
nométrie sphérique, nom a cause de son utilité immddiate, puisque hous
n’aurons i faire usage des formules qui 8’y rapportent, que dans la troisiéme
section de eet ouvrage, mais parce que les éléves étant exercés i la recherche
des formules de la trigonométrie rectiligne, entendront plus aisément ka
détermination de nouvelles formules qui ont beaucoup d'analogie avee
celles-la.

Les seules propositions sur les triangles sphéricues, que nous admettrons
comme déja demontrées , sont les suivantes:

Dans tout triangle sphérique formé par trois ares de grand cercle,

19. — Un cdté quelconque est moindre que la somme des deux autres;

28, — Le plus grand coté est opposé aw plus grand angle, et réciproquement;;

30, — La somme des trois cités est moindre gue la circonférence entidre
(on 360°) ;

§°. — La sonune des trois angles est plus grande que prvx angles droits et
moindre que sIX (*). .

Ces propositions suffisent pour I'objet que nous nous proposons , et qui
consiste uniquement dans la résolution des triangles, c'est-a-dire dans la
détermination par le caleul, de frois des six élémens qui constituent un
triangle (les cdtes et les angles), quand on connait les trois autres. La
marche que nous suivrons d’ailleurs dans Dexposition des principes relatifs
a cette résolution, sera In méme que pour lés triangles rectilignes , c'est-i-
dire que nous traiterons successivement des triangles sphériques rectangles.
puis des triangles sphériques ebliguangles.

¥
DES TRIANGLES SPHERIQUES RECTANGLES.

118. Observation préliminaire.—Quoique , dans un triangle sphérique, il
puisse arriver que les trois angles A, B, C, soient droits & la fois (ce qui
aurait lien si les plans qui déterminent les trois ares de grand cerele étaient
perpendiculaires entre eux), il est inutile de considérer le cas o le triangle
renferme deuz ou frois angles droits.

Car, supposons, par exemple, queles deux angles A et B ( fig. Go) soient
droits; les deux plans AOC, AOB, sont perpendiculaires entre eux; et il
en est de méme des deux plans COB, AOB. Done les angles rectilignes

{*) Voir pour les demonstirations de ces propositions, les traites de geo-
métrie connus,
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C0A, COB, sont droits j cest-a-dire que les cotés a ,’b , sont chaeun de go®
ainsi que les angles A, By dlailleurs P’angle sphérique C se mesure par
Pangle rectiligne AOB ou par le edté .

Si les trois angles A , B, G, sont droits, les rayons OA , OB, OC,
sont perpendiculaires entre eux; et les eOlés a, b, ¢, sont chacun de go®°.

T8 . " i
Ainsi , dans I'un et I'antre cas, il n’y a aucuns question i résoudre.

116. Soit done BAC (fig. 61 ) un triangle sphérique rectangle en A. Les Fig. 61.
deux autres angles B, €, sont & 14 fois plus petits on plus grands que go©,
ou bien, I'un plus petit, Vautre plus grand que go®; et on les appelle,, pour
cette raison, angles obliques.

Pour ftre en mesure de résoudre un triangle sphérique rectangle, il suffit
¢videmment d’aveir une relation entre trois quelconques des eing quantités
a, b, ¢, By G, cequi présente diz combinaisons dont siz principales, savoir :

Une relation entre.  a, b, c:...... [cette relation est unique],
akEdy TRy sl gl e

3 By Vomhag by,

ou b, ¢, C,

@y BitCeano ol [ cette relation est unique],

BleBaN 0. 6l ey BEEL

Déterminons successivement ces relations.

Construction.—Prenons sur OC ( fig. 61) une distance OD égale au rayon Fig. 61.
des tables (que nout supposerons, pour simplifier, égal & 1). Menons DE
perpendiculaire sur OA , puis EF' perpendiculaire sur OB, et tirons DF qui
est nécessairement perpendiculaire sur OB. '

11 résulte de cette construction;

DE = sin AC = sin b, DF = sin CB = sin a,
OE = cos AC = cos b, OF = cos CB = cos a;
angl. DFE = B | EF = OE. sin FOE = cosb. sine,

on bien EF = OF.tang FOE = cos a.tang e.
Cela posé , on a évidemment Paprés la figure,
1% — Pour B30
EF — OE.cos BOA; d'oii cosa = cosb.cosc.... (1)
29 — Pour a, &, By Yow - ay ey,
DE = DF.sin DFE; d’t sin b = sin a.sinB.... (2)
€l par suite sin ¢ = sin a.sin C.... (3)
39, — Pour ay ey B; . en a, 8,0

EF = DF. cos DFE,
90 €05 a.tang ¢ = sin a.cos B; doft tangc = tanga.cos B.... (4)
&L par suite tang b = tang a.cosC.... (5)
10,..
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42, — Pour by ¢y Byt won vibyleniC,
DE = EF.tang DFE,
ou sin b = cos b.sin c.tang B; d'oq tang b = sin e.tang B.... (1
et par suite tang ¢ = sin btang C.... (5)
5¢ — Pour 5By Gl oay 2y By G
divisons la relation (2) par la relation (5);
m siny _ sina sin B
1l yiens tangh ~ tanga cosC’

sn 8
= cos b.cos ¢ TR, d’oti cos C=rosc.sinB. .. (8§)

b . sin B
ou ¢cosd=Cro54a.
cos

et par suite cosB=cosbsin(C. .. (g)

o, — Pour a, B, G,
multiplions la relation (8) par la relation (g);
il vient cos B.cos C ==cos b.cos ¢.sin B.sin C,

ou cotB.cotC = eos a; doit cosa = ecot B.eotC... (10).

N. B.—Il est a remarquer que les relations {2) , (3}, et (§), sont analogues
anx {rois principes établis no 85 et 87, et quielles ont été déduites de

ces principes eux-mémes.

Diseussion.

147. Les relations précédentes donnent lieu & deux remarques fort im-
portantes pour la résolution des triangles sphériques rectangles.

PremEredest, — Comme un sinus est essentiellement positif ponr tous
les angles compris entre o et 180% il résulte de la relation (6)......
tang b =sin c.tang B, que tang b est de méme signe que tang B; ce qui
prouve que b est de méme espéce que B. Donc, dans tout triangle sphévique
rectangle, les cités de Uangle droit sunt de méme espéce que les angles qui leur
sont opposés; et réciproquement.

SecoNpryENT. — La relation (1).. .., ou eos a=cos b.cos ¢ , nous apprend
que cos @ est postif ou négatif suivant que cosb et cose sont de méme
signe ou de signes contraires; c'est-d-dire que a est << ou™> go® selon que
b et ¢ sont de méme espéce ow d'éspéce différente. En d'autres termes , dans
tout triangle sphérique rectangle, Uhypoténuse est moindre que go® toutes les
fois que les deux cotés de Uangle droit sont en méme temps plus grands ou plus
petrts que §0°, et plus grande que Go° quand les dewx ¢6tés de Vangle droit.
sont , Uun plus petit, Uautre plus grand que go®.
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La ralsmm (10).... ou cos e = cot B.cot C, donne lieu A une conséquence
unalogue par I‘SPPGH i Phypoténuse et aux deux angles obliques ; ce qui est
dlailleurs conforme & la premiére remarque.

118. Cela posé, la résolution des triangles rectangles offre six cas dis-
tinets guon pent résumer ainsi qu il suit :

10, — Etant donnés Phypoténuse a et un cdte de l‘ungla droit b ou ¢,
(rouver lgs deux angles obliques B, C, etle second coté c on b;

20, — Etant donnés les deux cotés de Vangle droit b, ¢, trouver Ihypo-
tonuse @ et les deux angles obliques B, C;'

30, — Etant donnés U'hypoténuse a et un angle oblique B ou C, frouver
Jes deux cOtés b, ¢, et le second angle Cou B;

4% — Etant donnés un colé b on ¢ et Vangle opposé B ou C, trouver lo
second ¢oté ¢.ou &, hypoténuse a, et le second angle C ou B.

50, — Etant donnés un ¢oté de 'angle droit b ou ¢ et I'angle adjacent C
ou By, trouver le c0té ¢ ou &, Ihypoténuse a, et le second angle B ou C.

69, — Etant donnés les deux angles obliques B, C, trouver 'hypoténuse a
et les deux cités 3, c.

Chacune des quantités inconnues , dans ces différens eas, peut’se caleuler
aisément par logarithmes & 'aide de I'une des relations précédemment étas
blies. Mais , pour les applications, il est nécessaire d’ajouter quelques con-
sidérations : _

149. Tant qu'une des quantités ineconnues sera déterminde par un cosi-
nus, une tangente, ou une cotangente, il' 0’y aura pas d’incertitude sur
Vespéce de cette quantité , puisqu’on sait qu'un angle est < ou > go® sui-
vant que chacune de ces lignes trigonoméiriques ést positive ou négative.

Daprés cela, e 2° le 5°, et le 6° cas, ne donnent lieu & aucune ambi-
guité, c’est-a-dire que la question nlest susceptible que d'une senle solution ;
car chacune des quantités inconnues s’obtient , soit par un cosinus, soit
par une tangente, soit par une cotangente.

Dans le premier eas, celui o, connaissant a, &, on demande ¢, B, C,
tomme B s’obtient par la relation

il semble qu'on puisse prendre pour la valeur de B, soit Fangle aigu de la
table, soit son supplément. Mais si I’on se rappelle (n® 117) que B doit étre
de méme espéce que b, il faudra nécessairement prendre pour B, Pangle
tigu on son supplément, suivant que b sera < ou > que go°. Les deux
lutres quantités :nconuuea étant d'ailleurs déterminées par les formules

08 a gb
006 ¢ = e C= —» me presentent aucune ambiguite.

Lnng
Mﬁ!;l:ﬂ raisonnement pour le 3% cas on connaissanl ¢, B, on demande
b, c

Quani an 4° cas, eelui ou, connaissant le cAté b et I'angle opposé B, il
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s'agit d’obtenir a, ¢, C, ces trois quantités étant donnéss par les relations

on peut prendre pour chacune des quantifés inconnues, soit Pangle aigy
de la table, soit son supplement. Ainsi la question offre deua solutions dis-
tinct'ea En d’autres termes, il existe deux triangles qui satisfont aux don-
nées de la question. Et en effet, soit un triangle sphérique BAC (fiz. 62)
rectangle en A ; si I'on prolonge BC, BA, jusqu'dn leur rencontre en B, on
obtlient deux trmngl(.s BAC, B'AC, ayant le cdté commun AC ou &, et
I'angle B égal a 'angle B'; ces trlang]es sont d'ailleurs tels que 'ona :

B'C = 180° — BC, B'A = 1809 — BA; B'CA = 1809 — BCA.

En récapitulant ce qui vient d’étredit, on peut conclura que le cas o
Pon donne un cité de Uangle droit et U'angle obligue opposé, est 1 seul des
six cas qui offre dewx solutions. On Iappelle, pour cette raison; eas dou-
teux ; mais il peut arviver que quelque circonstance ‘particuliére détermiine
Pespéce dlune des quantités ineonnues; et alors il a’y a plus qu'une solution.

120. Une autre diffienlté se présente encore dans les applications : ¢'est
lorsque les données sont plus grandes que go®. Alors les cosinus, tangentes,
cotanpgentes de ces donneas, sont négatives; et il semble qu'on doive étro
conduit & faire entrer dans le calcul des logarithmes de nombres négatifs.

Supposons par exemple, qu'il g'agisse, étant donnés b, ¢, de déterminer
a, B, C.

Les formules nécessaires i cette détermination , sont

b tang ¢

fang
= b tang B= ———, €=
€05 @ = cos b cos ¢, tang e Ang Sind?

Soient maintenant b > go® et ¢ << go°; dans ee cas, cos a, tang B, sont
négatifs, et tang C est positif. Mais si 'on appelle ¥’ le supplément de &, et
ay BY, ceuxde a, B, les relations ci-dessus se changent en celles-ci :

tang b tang c
cosa’ = cos b.cosc, tang B’ = — Y — tangC=_—2_
] g e g sin &

dans lesquelles toutes les lignes trigonométriques sont positives. Ces nou-
velles relations détermineront ', B, C; d’oi, en prenant les supplémens
pour &', B, on déduira ensuite a, B.

121. Nous ajouterons, pour dernitre considération, que lorsqu'une des
quantités inconnues est déterminée par le logarithme de son sinus ou de
son cosinus, et qu'on obtient pour ce logarithme un nombre plus grand
que 10, ¢'est un indice certain que le triangle est impossible, et qu'il existe
quelque contradiction dans les données ; ce qui peut fort bien arriver,
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Voici deux exemples , I'un du 32 cas, V'autre du 4© :

3° oas.
Soient a= 1150 177 20", B = ¢8° 28’ 30"; on demande b, ¢, C.
Les relations & employer sont ;

c
gin & = sin asin B | tang ¢ — tang a.cos B | cot C = ct:ia’

ou plutdt (n° 120), commeonaaetB > gol,

5
cos a
sin b’ = sin a’.sin B’ | tang ¢’ = tang al.cos B’ | cot U = =

(8 = 180°— a =64 §2’ fo"; B’ = 180® — B =817 51’ 30" );

1%.... Lsin &' = '"g,;g56a479, 29,.,. Litang af =  10,3256344,

Lsin B =  g,g952315, l.cos B = g,1:6843aa,

— log ' =—10, — log r =—104
Lsin " = 9,9514794; l.tang ¢' = 9,49_40_665;
d'ott ¥ = 630253, | dod = 17°19 2g’,
et B = 118934 67", | et e = 1629 Jof 3t¥,

Vérification.
3%.... Lcos a’ = g,6306135, cos o = cos b eos ¢,
compl.cot B’ = . 10,8a67993, Leos ¥ = 9,6507794,
Leot.C! = 10,4574128; e 9’979832'
doty (.= yg0aatiunis leos & = g,6306155,
et C = 16o° 46’ 15", d’oit a = . 64° 42’ §o'
et a = 1159 15" 20

4° cas.

Soient donnés b = 56° 37 4o, B=84° 1¢/ 50”; on demande a, ¢, C.

Les formules & employer sont:

o PRI 1 I __eos B

sin Sl sin e ==———, sin 0 = ——
M= B ~ tang B’ ~ cos b’
1%..., Lsin b = g,9217461, 2%.... Ltang b — 10,18:3235,
comp. L.sin B=  o0,0020061, comp. l.tang B =  8,0837975,
lsin @ = 9,9237592, L.sin ¢ = g, 1651310,

@ = 57° 1* 58" ou 122° 58" 2”3 e = 894" 36" ou 171 35 af";
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Vérification.
3005 loeos B = 8,g817g15, cos @ = cos b.cos o,
comp. l.cos b = 0,2505774, l.ecos 5 =  9,74094226,
l.eos ¢ = ©,9953046,

l.sin € = g,2413689,
C = 10% 2/ 22" on 16g° 577 38"; l.eos @ = g,735737a,
a'= 57914 55" ow 1329 58’ 2",

—

La question offre donc deux solutions, sayoir :

a=5-0 1'58" A=qoo, ] a=122958% o A—1ge0,
B=560 3/ fo" et B=840ag 5%, | ou bien b= 560347 fo" et B= 8{° g/ 50",
e— §0 236" C=10°2 22", e=171935'24" C=169°57 38".

Des Triangles sphériques quelconques.

499, Observations préliminaires.— La question générale qui a pour objet,
connaissant trois des six élémens A, B, G, a, b, ¢, du triangle ABC, de
déterminer les trois atlres, exige, pour sa réselution, 'qu’on ait une rela-
tion entre quatre queleonques do ces six élémens ; ce qui donne lieu & quinse
relations différentes , dont quatre principales

Savoir : 19. — Une relation enfre. .......i- a, by ¢y Aj
ot Ton en déduit deux aulres entré. ......... @, b, ¢, Bya..a, b, ¢, C.

29, = Une relation entre. ..... A a'by AyB
et Yon en déduit deux dulres entre.......... @ ¢, A, G5 ¢, B, C.

39. — Unerelation entre. .. .. ... ARl O B

a, Ia, B, €,
et Pon en déduit cing autres entre......... ay ey A, Byu.oh, o, A)B,
8,00, B Cya sty 0y AL

4°.— Une relation enfre. ......... e Ay By G

et Pon en déduit deux autres entre,.....,... b, A, B, C,...c. A, B C.

Ces guinze relations sont en effet consignées dans tous les traités de Tri-
gonomeétrie; mais pen d’entre elles se prétent immédiatement au ealecul par
loparithmes ; d'aufres ont été transformeées en des formules logarithmiques ;
le plus grand nombre exige 'introduction d'angles auxiliaires , pour que le
calcul par logarithmes puisse s’appliquer. On a en partie levé les difficultés
en opérant la décomposition du triangle sphérique en deux triangles rectan-
gles; ce qui a donnélien a de nouvelles relations plus on moins remarqua-
hles. Mais l'emploi de ces relations entraine dans des diseussions qui jetient
souvent beaucoup d'obscurité sur Ia vésolution complite dun triangle d'a-
prés certaines données.,
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Nous avons done cherché & éviter ces dillicultds, et & présenter des for-
mules commodes pour tous les cas, et qui, surtout, se pr'éwssant h ux;a
discussion facile. Deuzx formules seulement, et la consl‘dcmtmn c‘lu triangle
sphérique supplémentaire, nous ont conduit & uneselution compléte du pro-
pléme général,, solution dégagée d’aillenrs de toule difficulté sous le rapport
de la discussion.

125. La premiéreest une relation entre les trois cotés a, b, ¢, et I'un quel-
conque des trois angles, A par exemple.

Soit ABC (fig. 63) un triangle sphérique obliquangle. Tirons les rayons Fig, 63.
0A, OB, OC; au point A menons les tangentes AD, AE, aux cdi¢s AB » AC_;
ot prolongeons-les jusqua leur rencontre en D, E, avec 0D, OE; puis ti-

rons DI,
Supposons d’ailleurs le rayon des tables égal & 1.
Ona, d’aprés les principes de la trigonomsétrie rectiligne,

19, pour le triangle ~ ODE,...DE = OD -+ OE — 20D.0E.cos a ,
2%, pour le triangle  ADE, DE = AD + AE — 2AD.AE cos A ;
d'ot, retranchant la 2° égalité de la 17¢,

o= 30A — 20D.0E.cos @ 4 2AD.AE.cos A,
Mais les principes (n°¢ 85,87) donnent

0A 0OA

cos ¢’ cos b’

0D =

AD — OA tang ¢, AE = OA, taug b;

ainsi, l’égaiité précedente devient, par la substitution de ces valeurs de

0D, 0E, AD, AE, et par la suppression du facteur sOA:

[t .c08 @ + tang b.tang ¢.cos A.

1
" cos beose
ou, chassant le dénominateur et se rappelant (n® 50) que
tang b.cos b = sin b, tange.cose=sine,
co8 a = cos beos c~-sinbsinc.cos A ;

on trouverait de la méme maniére les deux relations

c08 & = cos a.cos ¢ —- sin a.sin ¢ cos B,

€08 € = ¢08 a.cos b -~ sin a.sin b cos C.

: 124, Pour obtenir la seconde formule, abaissons du point A (fig. 63 ), F
Yare de cercle AI perpendiculaire sur BC; on obtient ainsi deux triangles

ig. 63.
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rectangles AIB, AIC qui, en vertu du second prmc:pa (n® 1179), relatif augx
triangles sphériques rectangles, donne

gin AT = sin AB.sin ABI,
sin AT = sin AC,sin ACIL;

d'ott Von déduit  sin AB ; sin AC ;; sin ACI ; sin ABI,
ou bien gin ¢ :sin b 22sin C ! sin B.
On a pareillement
sin @ sin b i} sin A ! sin B, sin @ ; sin ¢ [{ sin A { sin C;

sin A sin B sin C
- - == -
sin a sin b+ sin ¢

done enfin

cest-h-dive que, dans tout triangle sphérique, les sinus des angles sont entre
eux comme les sinus des cotés opposés.
[ Celte relation se déduit aisément de la formula

cos a = cos b.cos ¢ - sin b sin c.cos A;
cos @ — cos b.cos €

sin b.sin ¢ t

3 05 @ — cos b.cos ¢ )2
don sin A = \/l—-(c'““ oY il 2
sin? b,sind ¢

en effet, celle-ci donne cos A =

i Vﬂn, b sin* c—cos* a2 cosa cos b cos e—cos? b, cosc
T sint b.sin? ¢ ¥

ou, & cause de sin2 b = 1 — cos* b, sin* ¢ = 1 — cos? ¢,

; 1
sin A=-——— /1 — cos? b — cos2 ¢ — c08? a2 cos a,cos b.cosc
sin b,sin cv .3 4 £

et par conséquent ,

sin A 1

—_— — I —C083 g— Iy, J— 3 6 C 3
e e e mwv 32 4—C083 b — C08? ¢ --2C08 @. 008, Q08¢ ;

expression symétriqueen a, b, c;

done : ——r = .—
sina sinkb sine

sin A sinB _ sin G]

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probléme général re-
latif aux triangles sphériques quelconques. Ce prbbl'éme comprend six ecas
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diffévens , mais susceptibles d’étre li¢s deux a deux & Paide du triangle sup-
plémentaire.

{28, PREMIER ET SECOND CAS. — Connaissant les trois cdtes, déterminer
chdcut des trots angles: et réciproquement , connaissant les trois angles, dé-
corminer chacun des trois cdtés.

On a d’abord les trois relations

COE c-C08 a4 cos b

cosh -cosacose
= - - S0 = et
sinasine sinasinb

cosa-cosbeose

———, cosB

sinb sine

7

cos A=
au moyen desquelles on peut déterminer A, B, C.

Mais il fant ticher d’ohtenir d'autres formules plus appropriées au caleul

logarithmique.
Or, si I'on se rappelle la formule (n° 73) ,

1 1 — cos A
mng;'&: \/1 -+ cos A’
et qu’on y mette pour cos A la valenr précédente , il vient

S IA \/siu b.sin e—cos a—-cosb.cos ¢ \/cos (b—cl—cos a
ang -A= - - . - H
53 sin b, sin ¢-4-cos a—cos b, cos ¢ cosa—cos (b-Fc)’

or, on a (n°74) €08 | b—r)—c08 a:gsiné (at-b—c). siné (at-c—b),

et c08 a—c08 (b4-c)=2 sin% {a+5+c).sin§ (Bpc—a);

sini(a-{-.’:-—c).vsin;{a-l-c—-bj

done tang ;-A:.- 3 3
sin;(u-}-ﬁ-ﬁ-c].sing (a—4-ec—a)
ou posant, comme pour les triangles rectilignes,

ap—a+4bd-e,

tang T e ‘/sm:‘:p — Er}.sm (p — e'l’
B sinp.sin (p — a)

expression tout-a-fait appropriée au caleul logarithmique.
On obtiendrait des résultats analogues pour tamg;— B et tang;T C.

Passons au cas réciproque. — Soit A’B'C’ le triangle sphérique supplé-
mentaire de ABC.
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En lui appliquant la premiére formule trouvée (n® 124),

ona cos @’ — cos b cose’ - sinb.sine’.cos A5
d'o, & cause de cosa’ =— — cos A, cosb'=—cosB, cose’=—cos(,
sind = sin B, sinc =sinC, cosA’ = — cos aq,

co8A = — casB.cosC - sinB.sin C.cos a.

On obtiendrait pareillement

cosB = —cosA.cosC 4 sinA.sinC.cos b,
c0sC = —cos A.cosB -} sin A.sin B.cose;

et ces trois r¢lations donnent

cos A-kcosB.cosC

_ cosB-cos A.cosC cosCcos A cosB
sinB.sinC N 4

ol sinAsinC  '"  sinA,sinB

cosa

Afin d’ayoir un résultat propre au caleul logarithmique, substituons & la
place de cos a sa valeur dans la relation

¥ 1 — co8a
g 2=V T3 coma’
il vient
o 5 \/ain B sin C—ecos A—cosBeos G —[cos A-4-cos ( B+-C)]
g50= sin B.sin C4-cos A+cosBeos G cos (B—C)+cos A '

ou bien

€08 A-c0s (B-4-C)=2¢08 — (B4 C4-A).cos - (B4C—A),
A cause de > 2

¢os (B—C)+-cos Azncosi (A4 B—0). cos § (A4 C—8),

—cos (A 4+ B + C).cos~(B 4 C — A)
T a 2

l.nng; A= +

?
cos %(A B =€ ).cosé(A 10 = BY
ou posant, pour simplifier, A <4 B4 C—2P,

Tl _—_f.:()sP.cos P—A)
b ot \/r.os (P —Bj.cos (F— C)’

N. B.—Comme, dans toul triangle sphérique, on doit avoic A4-B--C>180
. 1 ST, .
d’on = (A+B 4 C) > go°, il s%ensuit que — cos i (A+B+4-C) on —cos P
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est positif. Ainsi, le signe — qui est sous le radical n’est qu'apparent ; et

tang I A sera réelle tant que 'on aura A +-B+4-C > 180°.
2

126, TROISIEME ET QUATRIEME CAS. — Etant donnés deuzr eétés et Uangle
compris, trouver les deux autres angles et le troisiéme cdté; réeiproquement,
Ztant donnés deux angles et le coté adjacent, trouver les deuz aulres cités et
le troisiéme angle.

Soient donnés d’abord a, b, C; on demande A, B, c.

cos A = — cos B.cos C 4 sin B.sin Ccosa } donnent

Or les formules { cos B = — cos A, cos C 4 sin A.sin C cos b

cos A +-cos B.cosC __ sinB cosa _ sinb.cosa
c0s B 4 cos A.cos C ~ sin A cosb  sina.cosh’

1

sin B in b
(@ cause de la relation B i )

sinA ~ sina

d’oll, retranchant de I'unité les deux membres , et les ajoutant & Dunité,
puis divisant le 1°F résultat par le a®,

(cosB — cosA)(1—cosC)  sinacosh —sinbeosa  sin(a—b)
(cosB 4~ cos A J(1-4¢cos C) ~ sinacosb—-sinb cosa  sin (a + by’

égalité qui, d’aprés des formules connues de la trigonométrie rectiligne,
peut se translormer en celle-ci;

sin — (A—B).sin - (A~4-B) sin - (a—2).cos = (a—b)
2 a2 1 2 2

= . t:mgl; C= - z :

cos i» (A—B).cos = (A-+B) sin = (a<-b).cos = (a+5)

X 1
in — (a—b).cos ~ (a—
sint (a—b).cos 5 (a—b)

ou(M)...tang - (A—B). tang — (A+B).tangs = C= -
2 2 2 ain E (a==b). cos i (a+-b)

D'un autre edté, on a (n® 76) les relations

tang ;—(A — B) tang :-' (a —b)

gin a — sin b
— =
sin a -~ sin b

sin A —gin B i
WA fsnB

L]
tang ;— (A +B) tang ;:- (a4 1)

tang % (A —B) tang% {a—b)

don
(N)... = .
tzmg;—{& + B) taug;— (a4~ b)
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Multipliant alors membre & membre les égalités (M) et (N); et cbservant
que tang p.cos p = sin p, on obtient

sin® é[&x—b}
3 1
ans (A — B).tang* — C= — ——3
s & cos’ = (a— B)
a

d’oii 'on déduit enfin
: sin;— (a—1)
1I=,,]-g.'.{A---B)=lmt.—-C.-—l —_— i 1)s
Bl i, gins (a o B)
2
Divisons ensuite membre & membre les mémes égalités; il vient
i) cos’;‘-(a-—b)
tang® = (A 4 B).tang? = C= e
2 ; cos® — (a4 b)
a
et par suite,

: cos;-(c—b)
tang = (A —B) = cot = C. ————.., {a)
gﬂ a
ms;(a+b)

An moyen des égalités (1) et (2), on trouvera successivement les valeurs
de ;— (A —B), i-(A +-B); d’oii, en posant } (A+B)=m, ;- (A—B)=n,
on tirera :

A=m-+n, B=m~—n

Quant au 3° ¢Oté ¢ , on I'obtiendra au moyen de la double formule

sina. sin'C _ sin &,5in G |

sin ¢ = - = -
sin A sinB

et Pon prendra In moyenne arithmétique entre les deux valeurs trouvées
pour c.
Lespéce du cd1é ¢ est d'ailleurs déterniinée par la relation

cose = cos a cos b -~ §in a.8in b. cos C;

clest-i-dire que e sera < ou > go® suivant que eos ¢ sera positif ou négatif;
et il ne pent y avoir de difficulté dans la détermination de ce signe que
lorsque , d'aprés les données a, b, C;les deux termes cos a.cos b et
sin a.sin b.cos C sont de signes contraires, Or dans ce cas seulement, il
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tant edlculer par logarithmes chacun’ de ces deux fermes et voir celui dont
le logarithme est le plus prand, parce que c'est celui-li qui donne son
signe & cos ¢.

(On doit, toutefois, en ayant égard & Phomogénéité , caleuler......
cosa.cosb.r au lieu de cos a.cos b).

Soient en second liew donnés A, B, c; on demande a; 5, G

cos a=cos b.cos e~ sin b.sin c.cos A,

En exécutant sur les formules s 7
cos b=cosa.c08 ¢--sin a.sinc.cos B,

les mémes opérations que dans Je cas préeddent, on obtient d’abord 1%é-

aalité
: s'm;—(A—B_).coséfA—B_)l

1

tang } (@ — B).tang :;— (a 4 b).cot2 ;-c = ]
: sin = (A + B)cos = (A+B)

1a L ety -
qui combineée avec celle-ei :

4
tang = (a —b) tzmg:r{ﬁ —B)

T 1
tang ~ (a+ ) tang%(ﬁ.-i—B)
donne d’abord , par voie de multiplication

sin* > (A —B)

tang? ‘—:- (a — b}.cots %c = ,

sin= (A+B)

ORET
sm; (A—B)

T 1 g 1
Lot mng;(a—-b)_.mngn— €ty wee (3)5
sin = (A-+B)

puis, par voie de division,

; . cost — (A — B)
tnng';(a-—l—bj.not‘; 0= _3"-"—"v
cosa;_(A-{-B) :
cos (A —B)
don tang L (@ 4= b) = tang el srseRieg
2 2 1
cas ;E&-}-B]

3 i !, ¥ .
Aprés avoip detmmmé; (z —b), ":{.,4_5), et par suite a, b, an
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moyen des relations (3) et (4), on obtiendra Tangle C par la double foy:

mule !
sine sin A sin ¢.sin B
sin@icyy osresin b

sin C = >
en prenant la mayénne entre les deux valeurs trouvées pour C dont Pespice
est d'aillenrs indiquée par le signe de cos C dans

cos C —= — cos A.cos B 4~ sin A sin B.cos c.

IN. B. — Les quatre relations (1), (a), (3), et (§) , sont connues en {tri-
gonométrie, sous le nom d'Analogies de Néper.

4907. CivouiEME ET SIXIEME CAB. Etant donnés deuzx cités et Vangle opposé &
Pun de ces cotés, trouver les deus autres angles et le troisidme edté ; réeipro-
quement dtant donnéds denx angles et le cité opposé & F'un d'eut, trouver. les
deuzx autres et le troisiéme angle.

D’abord, soient donnés a, b, A ; on demande B, C, e.—Pour déterminer
sin b.sin A
ST ghvg

Connaissant alors a, 5, A, B, on obtient les valeurs de C et de ¢ au
moyen de deux des analogies de Néper , savoir :

P'angle B, on a recours & la formule..... sin B =

1 o
: tang;(&—ﬂ).sm ;(a+b}
cot-C = y
o sin = (a — B)

tmgg{a — b)‘siu:?(A-i-B)

tang;‘- £:=3 -
sin — (A — B)
2
Soient ensuite donnés A, B, a; on demande b, C, c. —On &
2 sin B. sin a
sinb = C

Ein AT
puis les quantités €, e s'obtiennent comme tout a I'heure.

Duscussion.

128. Des six cas que présente la résolution d'un triangle sphérique, les
quatre premiers ne donnent lien 4 aucune diffienlts réelle; et chacun d’enx
admet une solution unigue. Encore faut-il, quant aux deuxr premiers, pour
que le triangle soit possible, que ’on ait

a+ b+ c< 360° dansle premier eas,
A+ B-C> 18,0 dans lesecond;
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ainsi ‘que ¢ela résulte de Ta nature des triangles sphériques, et qu'on peut
le reconnaltre d'aprés Vinspection des formules relatives & ces deux eas.

Le troisibme et le quatriéme cas sont toujours susceptibles de solution ,
comme on peut s'en assurer, soit daprés les données méme, soit d'aprés
les formules employées A 1a détermination des parties inconnues,

Mais les deux derniers cas mérilent une attention particuliére.

On sait déja qu'un triangle rectiligne dans lequel on donne deux ediis
et Tangle opposé , n’est pas toujours possible, ou bien, qu'il existe un
ou deyr trinngles qui satisfont & Pénoncé. Des circonstances analogues ,
ot en plus grand nombre, ont lien pour les triangles sphériquoes; mais ,
sans entrer dans tous les détails de I'analyse de ces diverses circonstances ,
il nons suflira de dire , quant au cas ot @, b, A, sont donnés, que Pangle
B ¢tant déterming par son sinus, on peut obtenir pour l.sin B, trois ré-
sultaty difi¢rens:

1.sinB >10, Lisin B = 10, l.sinB< 1o

1%... Le résultat 1.sin B > 10 est un signe certain que le triangle est
imposgible avee les donndes telles qu'elles sont établies.

29.,. l.sin B = 10 indique que D est un angle droit; on obtient alors
un seul triangle sphérique qui est rectangle, et dont les autres parties in-
connues €, ¢, se déterminent , soit au moyen des principes relatifs aux
triangles rectangles, soit & Vaide des formules établies pour le cas que nous
esaminons.

39... l.sin B<C 10 indigue que Ia question est susceptible de deux so-
lutions, ou bien, d'une seule, savoir:

De deaz solutions toutes les fois que les donndesa, b, A, et chacun des
deux angles correspondans & 1.sin B, satisfont an 2¢ principe énonecé 0 4§4.
que, dans tout triangle sphérique, au plus grand cdté est opposé le plus grand
angle , et réciproquement ; :

Dune seule selution dans le eas contraire; et l'on ne doit prendre que
celui des deux angles correspondant & 1.sin B, qui, comparé aux donndes
a, b, A, satisfait au principe que mous venons de citer.

Dans DPhypothése de deuzr solutions , si lon désigne par B et par
1=180°—B, les deux angles trouvés, il faut substituer dans les formules

qui donnent cot ; C, tang ;— ¢, d’abord I'angle B, ce qui donne deux va-

(3

lenrs €, ¢, puis Vangle BY, ce qui en donne deux autres €7, ¢ ; et 'on ob-
Hent ainsi les deux triangles sphériques

ABC, A'B'C.

Des circonstances absolument anal ogues se reproduoisent pour le sizidme
€8s et il est inutile de sy arriter.
b} - "
: Liexemple suivant suffira pour metirs au fait de la maniére d'appliquer
e8 formules relatives & 1a résolution des tria ngles sphériques quelconques.,
Il
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(est un exemple du 5% cas, mais dans lequel nous ferons usage de touges
les formules précedemment établies.
On donne dans un triangle sphérigue ABC,

a = B5935 20", b = 123 47 10", A = 11{° 19/ jo";

il s'agit de déterminer B, C,ete.

i in b.sin A
19, — Caleul de B.... sin’B = %ﬁ;ﬂ_
I.sin b = l.sin 56° 12’ 50" = 9,9196634,
l.sin A = 1.sin 65° 4o’ 20" = g,95g6155,

comp.l.sin @ = 0,0003847,

l.sin B = g,8706636;

Lol B = fg° 17 15" ou 1300 fa745";
wais 'angle aigu doit étre rejeté conformément i ce qui a été dit n” 428.

tang i (B — A).sin -_I{ (b + a)

40, — Caleul doC... cot ';c 1
smi(a_q

Opérations préliminaiyes.

B = 1300 42" 45" | B + A = 2459 afa5" = -i_ = 199% 31",

A= 114219 §o" | B— A = 16023 & 2 _3 2 = jon’ 3:“,5,

b= 13947 10" | b 4 a = 211922 30" ? T &= 1059 41 157,

a= 8°3520" | b—a = 301500 | LT — 180 w55Y,
2

A

B —
1, tang ——2—- == 9,1583603,
X
l.sm; (b 4 a) = 9,983513y,

o
romp.l.sm; (¢ — a) = o,507722g,

l.coL_:-C = 9,6494981,

8| -

C= 6505718,
C

d’on = I3I°5fi’ 3;“.
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tang = (b — a).sin 2 (B + A)
dec... - = .
g0, — Caleul de ¢ tan; 3¢

1
in - — A
sin - (B )
1.tang } (b — a) = 9,5143133,
1sin i (B +A) = 9,9259318,
comp.l.siu;;{B — A) = 0,8461944,
1.tang i-c-: 10,2864395,
:Tc = 6a®3g 26;
Aot ¢ = 125918 52",
VERIFICATION.

12, — Calcul de a par les trois angles A, B, C.

S lﬂ—\/ —cosP.cos (P — A)
sl cos (P — B).cos (P — Q)

Opérations préliminaires.

A = 114%19 o’ P — 1809 = 8228'3:1" P = 1858028 31"
B = 130942 45" A = 114°19' 0"
G = 131954 35" P— A= 540 5"
=g e P —— R et

3? s 3;2: 5;»33- P = 188028 1" P = 188228 31"
e SR B = 130%4a’ §5" C = 131954 37"
P— B = 5704546" P— C= 5(93%5";

l.—cos P = g,095231a,

l.cos (P — A) = 0,4364200,
comp.l.cos (P — B) = o,272g259,
comp.l.cos (P — C) = 0,2588558,

19,9634329,
g r J
1.ta" S = 9,9817164,
‘ ’ i
3 % = 8347 40",
a = 8§»935 20",
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20, — Caleul de A par les trois cOtésa, &, c. 2

gt B = sin (p—b_}.sin(_p-—-c}
tang 2 A= \/—"sin-p-._s.in (p—a)

— 85935 20" p = 1680207 41" p = 168%a0' 7,
b = 12397’ 10" a = 893520 b = 123247 10",
e = 125%8 52 p—a= Boofial" p—b= 40333,
a2p = 336041" 22" p = 168920 11"
p = 108%30" 11" ¢ =135%18 5"
1808 — p = 11°%% 19 p—e = 43 1'{o"
lisin (p — b) = 09,8{61134
Lsin (p —¢) = gq,83oag}
eomp.l.sin p = 0,06945099%
comp.l.sin (p — a}) = 0;0056773
20, 3804195

1.tang ;— A = 10,1902097

-;_-A = 4p¢ 9’5"
A = 114%19  4u".

£29. Nous terminerons par une application assez importante, ayant pour
ohjet de rédaire un angle a Thorizon.

D'on point O (fig. 6f) sitad dans 'espace, on a dirigé des rayons visuels
vers deux objets Q, R; et I'on a mesuré M'angle QOR que torment entro eux
ces rayons visuels. On a mesuré également les angles QOP , ROP, qua for-
nent ces ménies rayons visuels avec la verticale OP ahaissée du point O sur
Ihorizon. Cela posé , si I'on abaisse des points Q, R, les verticales QO)Y,
RRY, et qu'on tire les droites PQ’, PR/, qui, en terme de Géometrie des-
eriptive, sont appelées les projections horizontales des rayons visuels 0Q,
OR, on demande la grandeur de Pangle YPR’, qui n'est autre chose que la
projection horizontale de QOR.

( Vares pour la solution géométrique de eette question, les traités connus
de Géométrie descriptive. ) 4

Solution trigonométrique, Regardons le point O comme le centre d'une
sphire dont les intersections avec les plans QOR , QOP, ROP , soient les
ares AB, AC, BC. On forme ainsi un triangle sphérique ABC , dans lequel on
connait les trois cOtés puisquils mesurent respeetivement les trois angles
yu'on suppose donnés; et il slagit de déterminer Vangle C de co triangles
car cct angle n'est autre chose que'celui des deux plans QOP, ROP , leguat
s¢ mesure par 'angle cherché Q'PIV.
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Or, Tune des formules du n® 123 donne
1

- . cosec — cosa cos b
s C =¢osP = —nmovn—ooo-—+—
. Bina sin b

¢ désignant T'angle des deux rayons visuels , et a, b, les angles que forment
ces rayons visuels avee la verticale,
La combinaison de cette formule avec les relations connues

Ak oy e o
Sy 1—cos C |+cos 5.0 \/1~ cos
sin ;c_\/—n—. cos - c._\/ , tang - lc= o0 C

ot 2p = a-4b4e,

gonduit aux suivantes :

iy sin (p — a). sin(p—b)
Sln;Cmv

sin a,sin b
o= VSID. p..sm (p _—c!,
2 sin a.sin b

tang 1 C = \/sin ('p—-a‘).sin p — B)
g sin p.sin (p.—¢)

Ll
qui sont également propres & faire connaitre Vangle C par le moyen des
logarithmes.

450. Scorie cExénaL. — Dans les éditions précédentes , nous avions fait
dériver toutes les formules de la trigonométrie sphérique, méme celles
qui se rapportent aux triangles rectangles, de la propesition démontrée
n 4235, laquelle est & cette branche des mathématiques , ce qu'est la pro-
position du n® 92, a la trigonométrie rectiligne, Mais la marche que nous
avons suivie dans cette nouvelle édition, nous a semblé préférable en ce
qu'elle nous a permis de renfermer dans un cadre presque aussi resserré,
tout ce qu'il y a de vraiment essentiel & connaitre sur la résolution des
triangles sphériques.

Nous renvoyons d'ailleurs, pour de plus amples détails, & la Trigono-
métrie de Cagnoli, ouvrage & pen prés complet sur les deus trigonométrics
rectiligne et sphérique.



GEOMETRIE ANALYTIQUE
A DEUX DIMENSIONS.

SECONDE SECTION.
CHAPITRE III.
Des Points, de la Ligne droite , et du Cercle.

181. Apris avoir développé les moyens de faire entrer dans
Ies ealculs, soit algébriques, soit numeériques , les angles aussi
bien que les lignes , nous pourrions continuer Vapplication des
méthodes établies dansle premier chapitre, & de nouvelles
questions de Géométrie; mais, outre que ces méthodes ue
sont pasassez générales , elles n'offriraient plus aucun intérét,
parce que nous en avons fait connaitre les principales difficul~
tés. Nous allons donc passer immédiatement 4 Pexposition de
la méthode générale appelée Anavyse pe Descartes , du nom de
Yillustre philosophe qui en a donné la premiere idée; de cette
méthode qui consistea exprimer , par des égquations , la po-
sition. respective des points et des lignes droites ou courbes
faisant partie de la figure d’une question proposée , puis &
combiner ces équations de maniére a atteindre le but indigué
par Uénoncé de la question.

A proprement parler, c’est le développement des principes
de cette méthode qui constitue la Géométrie analytique telle
qu’on I'envisage maintenant. Elle se divise en deux parlies
distinetes , Géométrie analytique & deux Jimensions, et Géo-
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nétrie analytique d trots dimensions , suivant que les objets
que 'on considére sontsitués sur un meme plan ou d’une ma-
nicre quelconque dans Vespace.

Dans ce chapitre, il ne sera question que de points, de
lignes droites, ou de cercles, situés sur un méme plan.

§ I°". prINCIPES GENERAUX.
Maniére de fixer la position dun point sur un plan.

152. Pour pen qu’on réfléchisse sur la nature des problemes
de Géométrie, on voit que la plupart reviennent, en derniere
analyse, 4 trouver la distance d’un ou de plusieurs points
inconnus, & d'autres points ou i des droites fixes et déja déter-
minées de position. Si done on avait un moyen de fixer ana-
Iytiquement la position d’un point par rapport a des points ou
a des lignes connues de position , on serait en état de résoudre
toute espéce de questions géométriques.

135. Soient deux droites rectangulaires AX , AY (fig. 65),
fixes et données de position sur un plan , M un poi:it quel-
conque dont il s’agit de déterminer la position sur ce plan.

Si de ce point, on abaisse les perpendiculaives MP, MQ, il
est visible que le point M sera fiwé dés que 1'on connaitra
les longueurs des deux cétés contigus AP, AQ, du rectangle
APMQ. Car, ces cotés sont les distances du point M aux deux
lignes fixes AX et AY; donc, si I'on méne respectivement a
ces distances, deux paralleles PM et QM aux lignes AX et
AY, le point d’intersection de ces deux paralléles sera le point
demandé.

On est convenu de donner le nom d’axes aux deux lignes
fixes AX ct AY.

La distance AP ou QM du point M a Vaxe AY, s'appelle
Fabscisse de ce point, et se désigne algébriguement par 2.

Fig. 65.



168 EQUATION DU POINT.

La distance AQ ou PM du méme point M i Paxe AX, est dite
V'ordonnée de ce point, et s’exprime par ).

Ces deux distances portent conjointement le nom de coor-
données du point.

Les deux axes se distinguent 1’an de 'autre par les dénomi.-
nations, d’axe des abscisses ou des x, donnée 4 la ligne AX
sur laquelle se comptent les abscisses, et d’axe des ordonnées
ou des y, donnée A la ligne AY sur laquelle se comptent les
ordonnées.

Enfin, le point A est ce qu’on appelle Vorigine des coordon-
nées, parce que c’est & partir de ce point que se comptent ces
distances.

134. Equations d’un point.—Le caractére de tout peint con-
sidéré sur 'axe des y, est & = o, puisque cette équation ex-
prime gue la distance du point & cetaxe est nulle.

De inéme, le caractere de tout point placé sur 'axe des «
est 1 =o.

Donc le systéme des deux équations x=o0, )y =0 , carac—
térise Vorigine A des coordonnées, car elles n'ont lieu en
méme temps que pour ce point.

En général , les deux équations v =a, 3 =15, considérées
simultanément, caractérisent un point situé 4 une distance «
de Vaxe des » et A une distance b de 'axe des x. En effet, la
premiére appartient a tous les points d'une pavalldle & AY,
menée a une distance AP==a; la seconde, & tous les points
d’ane paralléle & AX, menée 4 une distance AQ =154. Donc le
systeme des deux équations appartient au point d’intersec—
tion M, et w'appartient qu’a lui, Elles en sont, pour ainsi dire,
la représentation analytique.

- On les nomme , pour cetteraison, les dquations du point.

135. Remarque. —On doit toutefois considérer, dans les
expressions a et O, non-seulement les valeurs absolues ou nu-
mériques des distances du point aux deux axes, mais encore
les signes dont elles penvent étre affeciées, eu égard a la posi-
tion du point dans le plan des axes AX et AY. Car, dapres le
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principe établ_i (n®26), si l'on convient de Iregarder Einie
posttives les _dlstances telles que Al-), comptées sur AX a la

droite dupoint A (fig. 65), on doit regarder comme néga- ¥ig. 65.
tives les distances telles que AP’, comptées & la gauche de ce

méme point. De méme, si I'on regarde comme positives les
distances AQ comptées au-dessus du point A sur AY, on doit
regarder comme négatives les distances comptées au-dessous

de ce méme point.

A la vérité, le principe que nous venons de rappeler a été
établi pour les distances de points situés de ¢6té et d'autre sur
une méme droite, par rapporta un point fixe; mais il a lien
également pour des distances de points & des droites fives. Il
suffirait, pour s’en convaincre, de prendre une nouvelle ori-
gine et de nouveaux axes paralltles aux premiers, et par rap-
port auxquels tous les points considérés fussent situés du
méme coté.

Nous avons eu d’ailleurs occasion d’envisager le principe
sous ce point de vue, dans la détermination des valeurs cor-
rélatives des lignes trigonométriques.

D’aprés eela, si nous mettons en évidence les signes dont
et b peuvent étre affectés, mous auvons les guatre systémes
d'équations

bl —as 0 ESU I — N e Y e i T O

J‘:"}_‘b’ Jy=4b, y=—20, J':_bt

pour caracteriser les guatre positions essentiellement différen-
tes du point, savoir, M, M, M”, M".
On trouvera , en vertu de cette remarque,
1%, Que le point dont les équations sont e =41, y =—3,
est situé dans Vangle Y'AX (fig. 66) 4 une distance AP =1 ¢, g6
de I'axe desy, et 4 une distance PM = 3 delaxe des .
2% Que le point exprimé par w=o0, y =—2, est (n°® 154)
sitaé sur I'axe AY i une distance AM' =2 ( fig. 67). Fig. 67.
3% Que le pointw=-—1, 3 = o, est situé sur Vaxe AX
tors Ja gauche de A, a une distance AM == 1.
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Fig. 69.

170 EQUATIONS DU POINT.

136. Nous avons supposé jusqu’a présent que les axes fus.
sent perpendiculaires enire ewx , parce que c’est la positiop
la plus simple, et que cela est d’usage. Cependantil y a deg
questions dont la résolution exige que l'on considere des axes
faisant entre eux un angle quelconque.

Dans ce cas, les coordonnées ne sont plus des perpendicu~
laires abaissées sur les axes, mais bien des paralléles a ces
axes ; c'est-a-dire que les distances AP ou QM, AQ ou PM, se
comptent parallélement aux axes AY, AX (fig. 68).

Du reste, tout ce gui a été dit dans 'bypothése o les axes
sont rectangulaires, s’applique également au cas ou iis sont
obligues.

15%7. Pour compléter la théorie du point, proposons-nous
de rechercher (dans les cas d’axes rectangulaires) expression
analytique de la distance entre dewx points donnés sur un
plan. Cette question est d’un usage continuel dans la Géomé-
trie analytique. -

* Soient 2, 3*, les coordonnées d'un premier point M, et o,
2", les coordonnées d’un second point ', en sorte que 'on ait

t=x A
T sk i e
=y =
pour les équations respectives de ces points qu'on supposc.
connus de position.
Il s'agit d’exprimer la distance MM" (fig. 69), que nous.
appelierons D, en fonction des coordonnées o, »', a2, y".
Pour cela, menons les ordonnées MP, M'P’, de ces deux
peints, et tirons M'R paralléle 4 AX.
Le triangle rectangle MRM’ donne MM’ = MR 4+ M'R :
mais MR=MP —RP=1"—)»", MR = PP — o' —a";

dOHC mﬁ ou I — (b'_;" .._“1-")'! + (\T." Ll .'l'":l‘,

et pavconséquent, D= ‘/(J" —;J"'J“ —+ (2" — &")",

Cette formule est générale, et convient méme au cas ou les
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deux points sont dans une position contraire , par rapport a
Y'un des axes. 11 suffit d’y tenir compte, dans lesapplications,
des changemens de signe qui correspondent aux changemens
de position.

Ainsi, par exemple, pour obtenir la distance de deux points
dont ’'un, M, est placé dans I'angle YAX, et dont I'autre, M,
est placé dans I'angle YAX' (fig. 70), il faut changer le signe Fig. ;0.
de x, ce qui donne

D= V(=0 + @ +a);
et, en effet, la nouvelle figure donne MM = MR 4 B?R‘,
mais MR =3"'—y", MNR=AP - AP' =&’ - 2",

pase D=/ (=0 + @+

Si I’un des points donnés, M’ par exemple, est V'origine des
coordonnées, comme on a alors x"=o, et y'==o0, la formulé
devient

D= VT

En effet, le triangle AMP (fig. 70) donne sur~le-champ, Fig. jo.
AM = MP - AP.

138. Lorsque les axes sont obliques, la formule est diffé-
rente. Ea effet, le triangle MM'R (fig. 71), est obliquangle Fig. 51.
et donne, en vertn de la formule trigonométrique n° 92, '

MM’ = MR + MR — aMR > M'R. cos MR ;

onatoujours MR=y" —3", MR=2a" —a';
dailleurs, cosMRM'= — cos MRK = — cos 8 (8 désignant
Yangle MRK qui n’est autre chose que celui des deux axes) ;

done D= ( ¥ =" —a e (=) —a") . cosB,

dolt D — l/(J"—J’ P (=) e (=) (T = a). cosZ.
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Ce résultat, beaucoup plus compliqué que le précédent, fajy
sentir Vavantage de supposer les axes rectangulaires lorsqu’oy
doit faire entrer dans les caleuls la distance entre deux poingg
donnés, et que le choix des axes est arbitraire.

Maniére de fixer analytiquement la position dune
' droite.

139. Soit une droite LBL' indéfinie et située & volonté dans
un plan. Prenons dans ce plan deux axes rectangulaires ou
Fig. 7 obliques AX, AY (fig. 72 et 73), par rapport auxquels la
¢ 73 droite soit placée d’une maniére quelconque.
Menons d’ailleurs de différens points M, M", M". . ., pris su
cette droite , les ordonnées MP, M'P’, M"P". .., et par le point
B ou ladroite rencontre I’axe desy, tirons BH parallele & AX.
Gela posé, les triangles semblables BQM, BQ'M’, BQ"M". ..
donnent la suite de rapports égaux

MQ __MQ _ M'Q’
Biyc TpPie - Tt

MP—AB MP—AB _ M'P" — AB
I SESCE e ¢ SN T

ou bien,

ce qui prouve que la différence entre Uordonnde d’un point
quelconque de la droite et celle qui passe par Uorigine, est a
Uabscisse du méme point, dans un rapport constant.

Désignons done par = et y les coordonnées d’un point pris
au hasard surla droite, par b la distance AB (que I'on appelle
Pordonnée & Uorigine), et par a le rapport constant dont nous
venons de parler. Nous aurons la relation

o

y ;
"—t_——- =ja;adow yre=ar b0 (1)
laquelle sera satisfaite pour tous les points de la droite L'BL,
aPexclusion de tout autre point. €ar soit N ( fig. 72) unpoint
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situé an-dessus ou au-dessous de cette droite. Comme 'ordon~
née NP dece point est plus grande ou plus petite que I'ordon-
née MP correspondante i la méme abscisse , et que, par hypo-
thise, on a pour le point M, ... MP = a.AP +- b, il s’ensuit
que NP est plus grand ou plus petit que «. AP+4-4; ainsi 'ona,

pour les coordonnées de ce point, J‘z ax <+ b,

On voit donc que la relation (1) caractérise tous les points
de la droite , et quelle en est, pour ainsi dire, la représentation
analylique, en ce sens, que si, an moyen de cette équation,
1'on veut retrouver les différens points de la droite, il suffit
de donner & x une série de valeurs que l'on porte de A
en P,P’,P’, ., .., menant ensuite par les points P,P",P"....,
des paralléles 4 AY, et prenant sur ces paralleles des parties

“PM,P'M’,P"M".... égales aux valeurs de y correspondantes
ettirées de 1'équation (1), onaura M,M’,M"...,, pouraatant
de points de la droite.

On appelle, pour cette raison , la relation (1) I'équation de
la droite L'BL.

Les quantités x et 3 qui expriment les coordonnées des diffé-
rens points de la droite, sont des variables; et les quantités a
et b qui, pour la méme droite, ne changent pas, sont appelées
les constantes de cette équation,

140. Le rapport a est susceptible de deux acceptions diffé-
rentes, suivant que les axes sont rectangulaires ou obliques,

1%, — Si les axes sont rectangulaires, le triangle rectangle
MBQ ( fig. 72 ) donne (Trigonométrie, n° 87),

@ a1 n=t3ngMBQ;

BQ 3
appelons « 'angle MBQ égal & LCX; et supposons, pour plus

de simplicité, le rayon des tables égal a 1; il en résulte

Fig. »4.

a— lang e;

ainsi, le rapport constant est épal & latangeate trigonométrique
de l'angle que forme la droite avec Laxe des a,
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2°. — Lorsque les angles sont obliques, on a, d’aprés le prin-

-3. cipe (n° g1) relatif aux triangles obliquangles (fig. 73 ),

MOQ by __sin MBQ _ sin MBQ
BQ ° “TSaBMQ  sin LBY'

ou bien, désignant par @ I'angle YAX, d’'ot LBY = — &,

sin e
B —————
sin (f —ea)’

<est-a—dire que, dans ce cas, le rapport constant est égal 4
celui des sinus des deux angles que la droite forme avec les
aves des x et des y.

Cette derniére valeur rentre dans la précédente, lorsqu’on
suppose £ =100% carona

sin & __sine
sin (100°—a)  cosa

— tang «.

Discussion de Uéguation

gy = azx 4 b.

141. Nous considérerons particulierement, dans cetie dis-
cussion, le cas oii les axes sont & angle droit , parce que ¢’est
le cas le plus ordinaire, _

Les constantes a et b qui sont fixes et déterminées pour tous
les points d"une méme droite, peuvent toutefois, d’aprés leur
nature, passer par tous les états de grandeur, soit positifs,
soit négatifs , puisque la premiére est une tangente trigono-
métrique et que la seconde exprime la distance du point fixe 4,
4 un point placé sur la ligne AY. Ces divers états de grandeur
dépendent de la position que peut avoir la droite donnée,
par rapport aux axes. Nous allons examiner ces différentes
circonstances.

142. Considérons ; en premier lieu , le cas ou la droite passe
par Porigine. '
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Pans ce cas, on a b=o (fig. 14); et I'équation devient Fig. -4.

y =ax, dou

S

ce qui démontre que Lordonnée d'un point quelconque de la
droite est & son abscisse dans un rapport constant.

Cette propri€été caractérise toutes les droites qui passent par
l'origine ; car ce point se trouvant sur chacune d’elles, ses
coordonnées (r=o0, y=—o0) doivent vérifier leur équa-
tion ; ce qui exige que le terme indépendant de = et de y
manque dans cette équation.

Faisons actuellement tourner la droite autour de l'origine,
et voyons ce que devient a dans ce mouvement.

D’abord, si la droite est couchée sur AX, Vangle « est nuf,
etlona tange oua=o, cequiréduit I'équation a y=o,
qui n’est autre chose que 'équation de Iaxe des x (n° 154).

Tant que la droite, en tournant au-dessus de 'axe des x,
sera placée dans Vangle YAX, l'angle « sera plus petit que
100°% et tangs ou a sera positif, mais augmentera de plus en
plus. Il est d’ailleurs évident, d’aprés l'équation y = ax,
(u’a des abscisses positives AP, ou négatives AP’, correspon-
dront des ordonnées de méme signe qu’elles, MP, M'P’.

Si la droite vient 4 se confendre avec AY, comme on a

‘ ; - -
alors #=100°% il en résulte a—coet ~=0; d'on'on
peut conclure que I'équation , qui peut se mettre sous la forme

1 el ; o L
r=-,y, seréduita x==o0, qui esten effetl’éqnationde
@

laxe des y (n® 134).

Supposons maintenant que la droite soit placée dans I'inté-
rieur de 'angle YAX', comme L“AL". L’angle« est obtus; donc
tanga ou a devient négatif, et diminue de plus en plus, nu—
mériquement , & mesure que la droite se rapproche de AX;
¢t si lon met le signe de a en évidence, on a pour Péquation

de la droite L/AL", Fmazy s o
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d'oit l'on voit qu’a des abscisses positives AP” correspondent
des ordonnées négatives P*M”; et i des abscisses négatives Ap*
correspondent des ordonnées positives P"M". Ce résultat s'ac.
corde avec la figure.
N. B. — Lorsque les axes sont obliques, le changement (e
. signe de « correspond aun cas ot I'angle & ou L'AX ( /ig, =5)
devient plus grand que I’ angle § des deux axes. En effet, dans

sine

Vexpression @ = m—:}- le dénominateur sin (€ — w)
R

pour & > &, se change en — sin (¢« —(), et l'on trouve

sine

~ sin (e ——-E—)..,t

Revenons & notre objet. Si la droite, continuant de tourner,
se place sur AX’, tang « redevient nul, et I'équation se rédnit
de nouveau & j =0, ou a I'équation de l'axe des =,

La droite passant dans angle X'AY', « est > 200°, mais
< 300°; donc (n® 53) tanga ou ¢ est pesitif, et P'équation
redevient 3 ==ax.

Et,en effet, la droite étant prolongée au-dessus de axe
des a, reprend les positions qu’elle avait prises d’abord dans
I’'angle YAX.

Enfin, lorsque la dreite passe dans 'angle Y'AX, auquel
cason a 2> 300°% mais < foo° tang & ou a redevient négatil,
ct l'on reproduit 'équation g = — ax.

143. Considérons, en second liew , le cas ol la droite passe

.parun point B (fig. 76) de V'axe des » situé au-dessus de
Vorigine.

Daus ce cas, Vordonnde a 'origine , ou &, est positive; et
Pon a pour ’équation , y =ax -+ b.

La quantité b est essentiellement positive ; mais il n’en est
pas de méme de a. Car si 'on congoit que la droite tourne
autour du point B, comme, dans ce mouvement, elle prendra
nécessairement des positions paralléles 4 toutes celles qu'elle
avait prises antour de Porigine, il s’ensuit que a sera positif
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ou négatif dans les mémes circonstances. En sorte que I'équa- Fig.

tion y=-ar+b convienta toutes les droites, telles que
LBL/, qui forment, avec V'axe des x, un angle moindre que
100°, ou plus grand que 200° mais moindre que 3o00°; et
Iéquation y=—ax~+5&, 4 toutes les droites, telles que
LBL", formant avec l’axe des x un angle plus grand que 100°
et moindre que 200°, ou plus grand que 300° mais moindre
que 4o0°.

Lorsque la droite est assujettie 4 passer par un point B’ situé
au-dessous de Vorigine, & est négatif, et ’équation devient

¥y =+ ax — b pour toutes les droites telles que L'B'L,

et y==-—ax— b pour toutes les droites telles que L'B'L",

144. Examinons, comme cas particuliers, ceux ot la droite
devient paralltle & chacun des deux axes.

1°. Lorsque la droite est parallele a Vaxe des @, on a évi-
demment tang « on a = o ; d’ailleurs, b est positif ou négatif;
ainsi 'équation se réduit A

i st
résultat qui s'accorde avec ce qui a été dit n® 454,

2% Si la droite est paralléle & Vaxe des y, tang« doit &tre
infini. 1} en est de méme de b, qui, exprimant la distance de
Porigine au point ol la droite rencontre I'axe des y, devient
nécessairement , dans le cas dont il s’agit, plus grand qu’au-
cune quantité donnée.

Ces deux conditions , introduites dans Yy = ax < b,
3 | b
qu'on peut mettre sous la forme T = -,
[ &

la réduisent a

2 ]

I

|
8|8

Pour interpréter ce résultat, observons qu’afin d’obtenir
12

6.
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la droite dans toutes les situations possibles, par rapport aux
axes, nous avens supposé (n®143) que la droite tourne au-
tour du point B regardé comme fixe. Dans cette hypothese,
b a une valeur finie et déterminée, et il est impossible d’ep
déduire le cason la droite devient paralléle 4 AY.

(On trouve seulement, dans la supposition de @ =00, 2==¢
ou Véquation de V'axe des y.)

Si I’on veut obtenir le cas particulier en question, il faut
changer le centre de moupement de la droite, et prendre, par
exemple, le point C ou la droite rencontre l'axe des x. Or,
si I'on désigne la distance AC par ¢, ou plutét par—c, at-
tendu que cette ligne est comptée dans le sens des abscisses
négatives , on a évidemment (n° 87)

AB
AC

& o

b :
=tange, ou — =a; donn ¢

‘ - . I
et Péquation devient z = =¥ -+ c.

Supposons maintenant que la droite, tournant autour du
point G, devienne paralléle & AY; tange ou a devient infini,
et ¢ ne change pas.

Done I'équation se réduit 4 x==--c¢, équation qui re-
présente en effet (n° 454 ) une paralléle a Uaxe des y.

Le signe de ¢ dépend dela position du point C par rapport
a Porigine A ; le point peut étre en G ou €',

: b :

L'expression de ¢, ou — = offre Fexemple d’une fraction
qui reste constante hien que ses denx termes deviennent in-

y o Bt Eagh g )
Jfinis. Clest ainsi qu'une fraction ~» qui se réduita — lorsqu’on
0

suppose =0, b=—o, acquiert dans certains cas (n° 79) une
valeur finie et détermince.

b

143. Nous cbserverons en passant, que la relationa =—~—

introduite dans 1'équation y=ax- b, la ramene & la forme
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‘y :_.:_-.g-m + b, d’ou ¢y 4bv=bc, équation qui renferme

comme constantes les distances de T'origine A aux points ol la
droite rencontre les axes.

En y faisant ®==o0, on trouve y==0b; cesont les coor-
données du point B ot la droite rencontre 'axe des y.

Soit encore y==o0; on obtient x=--c: ce sont les
coordonnées du point (' ou la méme droite rencontre axe
des .

1l y a quelquefois de 'avantage a employer I’équation de la

droite sous la forme ¢y 4~bx=bc, ou ‘3—‘;—}-—: -8 o

4 cause de I’homogénéité des termes de celle-ci.
Cette forme convient encore au cas ou les axes sont obli-

ques ; car le triangle BAC donne ( fig. 73) .
sin BCA B ARG Ul
sinGBA’ S ARG T ame”

146. Il résulte de la discussion précédente, que I'équation
y =ax + b comprend implicitement les équations de la
droite considérée dans toutes les situations qu'elle peut avoir
par rapport aux axes. Il suffit d’y substituer pour a et b les
valeurs correspondantes a ces diverses situations.

Questions preliminaires relatives & la ligne droite.

14%. Toutes les fois que la position d'une droite sera donnée
par celle du point B ot1 la droite rencontre 'axe des y, et par
Pangle qu'elle forme avec I’axe des x, lesconstantesa et b
auront une valeur déterminée. Mais on peut imposer i une
droite d’autres conditions, telles, par exemple, que celles de
Passer par deux pai'nts pris & volonté sur un plan; de passer
Par un point donné et d’¢tre paralléle ou perpendiculaire &
une dreite déja connue de position ; de passer par un poing

et de faire avec une autre droite un angle donné, ete.
12.,

Fig. 73,
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Dans ces différens cas, a et b doivent étre regardées comme
des constantes indéterminées , dont les valeurs dépendent des
conditions imposées 4 la droite.

La recherche de ces valeurs donne lieu & une série de ques-
tions qui servent de base & la Géométrie analytique, et que
nous allons développer successivement.

148. PreMIERE QUEsTION. — Trouver I'équation d’une droite
assujetlie & passer par deux points donnés sur un plan.
(Dans cette question , les axes peuvent étre indifféremment
rectangulaires on obligues. )
Fig. 69 Solent M et M’ ( fig. 6g et 71) deux points fixés sur un plan
€71 par leurs coordornées &', y’, et a, 3"

L’équation cherchée sera de la forme y=—ax<4=5;... (1)

a et b étant deux constantes (inconnues pour le moment) qu’il
s'agit d’exprimer en fonction de &', 3, «”, »", qui sont sup-
posées connues.

Or, puisque chacun des deux points M et M" se trouve sur
la droite , lears coordonndes mises & la place de x ety dans
Iéquation (1), doivent la vérifier. Ainsi, 'on doit avoir les

J’=a$’+fﬂ,.-. (2)

deux relations { 7= aa" o b (3)

Comme ces équations ne contiennent @ et & qu'au premier
degré , on en tire facilement les valeurs dé ces inconnues.
D’abord, si I'on soustrait (3) et (a), il vient

R o
Yy —ry'"=a@—z"; doi a =“j———-r-,
a’ — o

Portant cette valeur dans I'équation (2}, on trouve

o " ] !0

—_— 'y — gy

b :Jﬁ' .~__‘____7 Y o = J y y
a — B s g 3 1

et substituant ces valeurs de @ et 4 dans l'équation (1), o8
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obtient enfin

AN 5 G A

‘r=a:'-—:c"m o —z"

pour T'équation demandée.

Autre méthode. — Retranchons d’abord 1'équation (2) de
Péquation (1); il vient y —y'=a (x—2a'), €équation qui
contient encore I'inconnue a ; mais, en soustrayant (3) de (2),
on obtient
=5

x!__ xu‘

g —y'=a (z' — 2); d’onl a =
Portant cette valeur de a dans I'équation précédente, on a

Ji— ‘—j’, «(I—m') - (9),

équation qui, ne renfermant plus que les variables nécessaires
2,7, et les données o', y*, x”, y", convient encore a la droite
chercliée.

L’identité des équations (4) et (5) peut étre établie facile—
ment. En effet, on tire de 'équation (5),
+-.7‘ J' _.)'r _J" 2 xf

e

ry=s

' —a' &L —
ou réduisant,
! i 2 it
- 2y — oy
r=t"0. -+ 2L,
—— E ——T

La seconde méthode, qui est sans contredit plus simple et
plus elégante que la premiére, donne lieu & un résultat dont
Pemploi dans les caleuls est, en général , plus commode.

Toutefois, 'équation (4) a Vavantage de laisser en évidence
la quantité b, ou V'ordonnée & Uorigine.

149, Remarque.— L'équation y—y'=a (x—a’), qu'on
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a d’abord trouvée en employant la seconde méthode , joue un
grand réle dans la Géométrie analytique. Elle offre un carac.
tere particulier : c’est de rveprésenter toutes les droites qui

passent par le point particulier (2*, ).
En effet, on y est parvenu par la combinaison de 'équation

générale y =ax + b,
avec la relation particuliére Yy =ax"4 b,

qui exprime que le point (¢’, ) se trouve sur la droite.

D’ailleurs, si 'on y faita la fois 3 =y', x=a’, ellese
réduit 4 o=o; ce qui prouve évidemment que la droite
passe par le point (2, »').

Quant a la quantité a qui subsiste encore dans l'équation;
c’est une constante indéterminée dont la valeur dépend d’une
seconde condition gui peut étre imposée 4 la droite. Dans
la question précédente, cette condition consiste & faire passer
la droite par un second point (a", »"), ce qui détermine
complétement la position de cette droite; et Pon trouve,
en effet,

4150. SecoNDE QUESTION. — Mener par un_ point donné une
droite paralléle & une autre déjd connue de position.

Commengons par €tablir analytiquement la condition de pa-
rallélisme des deux droites.

y—azx 45, } les équations des deux droites

Seient {_,—,.—:a’:r+b', BL et DH (fig. 77).

Puisque ces droites sont paralléles, les angles«” et « qu'elles
forment avec Vaxe des x, sont égaux ; ainsi Von a
tange’ = tang«, ou o = a.

Cetterelation entre les coefficiens de i, dans les deux équations,
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ot ipde’l;endmte de Pinclinaison des axes; car de ce que les
angles a’ et « sont égaux , on déduit nécessairement

sin e” sin e

(A=
TR0 ol ) el

La relation @’ = a peut encore se démontrer par la figure.

Si I'on désigne par Y et y les ordonnées MP, NP, des deux
droites DH et BL correspondant & une méme abscisse AP
ou x, on a, d’aprés les deux équations ci-dessus,

Y—yr=(ad—a)x--b —b.
Mais il est évident que, les deux droites étant paralléles,

MP — NP, ou MN =DB,
M'P — NP, ou MN = DB,

puisque les parties de paralléles comprises entre paralléles sont
égales. Done Y—y =0 —b, quantité constante.

Or, pour que cette équation s'accorde avec la précédente
quel que soit x, il faut nécessairement que l'on ait

a —~a=o; dot o —=a.

Réciproquement, siYona a'=a, ou & —a=o,
ilen résulte Y—yp =054'—0b, ou MN=DB;

donc les lignes DM et BN sont paralléles.
La relation a'=—=a est donc une condition caractéristique

du parallélisme de deux droites.

151. Reprenons maintenant le probléeme proposé.

Soient a’, ', les coordonnées du point M par lequel on
veut mener une parallele DH i une droite donnée BL.

Léquation de cette premidre droite étant _y =ax 4 b,..(1)
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celle de 1a droite cherchée sera de la forme y=a'z+4¥',, .(a)
a’ et b’ étant deux constantes qu’il s"agit de déterminer,
Or, la droite DH devant, par hypothése, passer par lo
point M, on a I’équation particulitre..... y'=a'2'4¥, (3
Retranchons les équations (2) et (3) 'une de P'autre ;
il vient y=—y'=a'(x—=2a')... (Forezle n® 149).
D’ailleurs, & cause du parallélisme des deux droites, on a
al'='a;

donc enfin, y—y =a@—=za")

Telle est I’équation de la droite cherchée ; elle ne différe de
I’équation (1) que par 'ordonnée A l'origine, quiesticiy’—aa’.

152. TroiSIEME QUESTION. — Deiwx droites étant donndes sur
un plan , on propose de déterminer, 1°. leur point d’intersec~
tion , 2°. langle quelles forment entre elles.

. y=ax + b, les équations des deux droites BL
SgIeRt {,)'=a':.t‘+b',} et DH ( fig. 78).

1°, — Pour obtenir les coordonnées de leur point d'intersec-
tion M, et en fixer ainsi la position, il faut remarquer que,
le point se trouvant a la fois sur les deux droites, ses coor-
donndes AP et MP doivent vérifier les équations de ces droites;
elles ne sont donc autre chose que les valeurs de x et de y
propres A satisfaire simultanément a ces deux équations.
Ainsi , en éliminant x et y entre ces équations, les valeurs
que 1’on obtiendra seront les coordonnées cherchées.

Retranchant d’abord la 17* équation de la 2°, on trouve

b —b

o= (a—a)z4b—b; don a=— :
a —a

Portons cette valeur dans la 1* équation; il vient

y':r:mgJI s + &, ou, réduisant, y:bi-—_a—b

%
a' — a a —a
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b—1b ba' — ab’ i i,
Donc, &= 77— ¥ =———, sout les coordonnée

du point d’intersection M.
Soit, comme cas particulier, @/ =a il en résulte

Ly A )

x
o"y o

dest-a-dire que ces valeurs deviennent infinies ; ce qui doit
étre, puisque les deux droites sont alors paralléles (n° 450).

Si, a la condition ¢’=a, on ajoute la suivante 5" = &, on
trouve

© = valeurs indéterminées ;.

ole
clo

% i

et, en effet, dans ce cas, les deux droites se confondent,
puisque leurs équations deviennent identiques; donc elles se
rencontrent en une infinité de points.

Les résultats obtenus pour cette premiére partie du probléme
proposé sont vrais quelle que soit 'inclinaison des axes. Mais
il n’en est pas de méme de la seconde partie.

155. 2°. — Pour déterminer 'angle des deux droites dans

le cas d’axes rectangulaires, angle que nous représenterons
par V, observons que le triangle EMG donne

MGX=EMG-4-MEG ; d’ou EMG ou V=MGX-MEG=2'-=z,

(a" et « désignant les angles que les deux droites forment avec
laxe des x).
Mais on a obtenu (n°® 70),

tanga —tang b
1 4 tanga tang b’

tang (@ — b) =

tang e’ — tang «

donc  tang («/ —a), ou tang V — —no® —AU5 4
8 )s u T 14-tang« tange "’

< (1)



186 QUESTIONS PRELIMINAIRES

Cela posc, puisque les axes sontrectangulaires, on a tange’—*
’
@ —

tange=a; d’oul'on déduit tang V= e SER I ()

154. Lorsque les axes sont obliques, les valeurs de tang o/
tang », ne sont plus représentées par @', a; et il faut les tsrer

sin &’ - sine

des relations m ey a'm(—ﬂ—:-j'

Or, la seconde relation revient4 sin e=a sin (8 —«), ou
développant sin (8 — &) d’aprés la formule (n° 61),

sine— a sinf cosa — a Sine Ccos .

Pour mettre tange en évidence, divisons les deux membres
par cos«, et transposons; il vient
. s asin f
tange (14-acosfB)—asin@, dou tanga= ;
I~ acosf
a’ sin 8

1 4 @ cosf

on obtiendrait de la méme maniére, tange =

Substituons actuellement ces valeurs dans Péquation (1),

a’sin asinf
1 -+ a’ cosg 1 4+ a cosfB
aa’ sin® 2

(x F @ cosB) (x + acosfB)

ona tangV = 5

ou , réduisant au méme dénominateur, simplifiant et obser—
vant quesin’f - cos*’f =1,

(a'—a)sinf 3
14aa’'4-(a4a')cosf """ C)

tang V=
Supposons f# = r00%, dott sinf=1etcosf=o0;

r
" . 1 — (1 .
la formule se réduit & tang V= Srnest comme ci-dessus.
1 aa
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155, Considérons le cas particulier ot les deux droites sont

Perpmdt'ﬂdﬂfres entre elles.
Dans ce €as , on doit avoir V = ro0°, d"oittang V= 00; ce

) qui donne, lorsque les axes sont rectangulaires,

; .
f— I aa by ’

4 =%, ou :l- = o, par conséquent, I 4 aa'=o;

14 aa —a

et lorsque les axes sont obliques, 14-aa’4-(a+-a')cosf=o.
La relation 1 +4- a2’ = o, que nous aurons souvent occasion
de rappeler , peut étre démontrée directement au moyen de
la figure.
Puisque le triangle EMG ( fig. 79) est vectangle en M, les Fig. 79.
deux angles MEG, MGE, sont complémens 'un de l'autre; et

1 PV I o
Von a tang MGE == cot MEG = m.. <+ (2oyezn® 50).
Mais tang MGX ou a'=—tang MGE, et tangMEG=a;
donc, a'=—‘—z, ou bien, ad'4-1=0.

156. QuatriEME QuEsTION. — D’un point donné lors d'une
droite, on propose, 1°. d’abaisser une perpendiculaire sur
cette droite; 2°. de trouver la longueur de cette perpendicu—
laire , Cest-a—dire la distance du point donné d la premiére
droite.

(Les axes sont supposés ici rectangulaires. )

Soient BL ( fig. Bo) la droite donnée, MG la perpendiculaire Fig. 8o.
4 BL, assnjettie & passer par le point M dont nous désignerons
les coordonnées par 2’ et y'.

Supposons que V'équation de la droite BL soit

==ax =t b.t s all)

Puisque la droite MG passe par le point 2/, 5, son équation
sera (n® 149) de la forme y — y'=a' (x — ), .. d’ étant une
fonstante indéterminée.

Mais les deux droites devant étre perpendiculaires 1'une a
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I'autre , on a (n® 155) la relation

1 4 aa’=o0; doi & = —-.

Donc I’équation précédente devient
1 !
y—y == (z = )i ()

Telle est ’équation de la perpendiculaire MG ; et cette droite
est ainsi déterminée de position.

187, Maintenant, il s’agit d’obtenir 'expression dela dis~
tance du point M au point H ol les deux lignes se rencontrent,

On connait déja les coordonnées =, 3/, du point M; si V'on
pouvait déterminer celles du point H, il suffirait de substi-
tuer ces quatre coordonnées dans Vexpression de la distance
entre denx points donnés, formule trouvée n° 457, et 'on
aurait la valeur de MH.

Comme le point H est le point d’intersection de BL et MG,
il faudrait (n° 452) éliminer x et y entre les équations (1)
et (2) ; mais observons que , d’aprés la formule déja citée, ce
sontmoins les coordonnées des deux points M et H, que leurs
différences, qu'il est important d’obtenir; ainsi la question est
ramenée 4 éliminer entre (1) et (2) les quantités a— =, y—y',
considérées comme inconnues; et les valeurs de ces quantités
€tant substituées dans I'expression

D =y/(z" —a')y + (" —r"),

i la place de x'—a", y"— y”, donneront la distance demandée.

Afin de mettre en évidence ces deux inconnues dans 1’équa-
tion (1), comme elles le sont dans I'équation (2) , nous écri~
rons la premiére sous la forme

y=r =ae—aY—y + ax’ 4 b,... 3)

ce qui se fait en ajoutant — 7’ aux deux membres, puis ré;
tranchant etajoutant ax’ dansle second membre.



SUR LA LIGNE DROITE, 189
Cela posés retranchons 1’équation (2) de Véquation (3); il

vient g e
. o e
o=(art 5)(@=)—y'Faz/+-b; dou e =T =,
a i
aq

a(y’ —ax’—b)

on réduisant, - =

Cetie valeur étant portée dans I'équation (2), donne

% a(y—ad —b)_ —(y'—ax'—b)
.T_'.J""‘——;' d“+l = ﬂa“"“l s

Substituant ces valeurs de x—a’, y — ', dans celle de D,
et désignant par P la perpendiculaire, on trouve

P = Va (y=—at' —b) - (y — ax’'—b)*
5 @1 :

Le facteur ( y'—aax’—5)* pent étre mis en évidence sous le ra-
dical, ce qui donne pour le numérateur, (a>~1) ( y'—ax’'—b)*.

Supprimant le facteur a* - 1, commun aux deux termes,
puis extrayant les racines carrées de ces deux termes, on ob-
tient enfin pour la longueur de la distance MH,

=+ (y'—az'—b)
‘/a’ -+ 1 .

158. Discussion. — Le double signe == dont ce résultat est
affecté , a besoin d’¢tre interprété.

En cherchant & traduire géométriquement la valeur de la
quantit€ y'—ax'—>, on voit que, 3’ désignant Pordonnée MP,
az’+-b exprime anssi ordonnée NP de BL, correspondante &
Tabscisse ' ou AP (car si 'on fait r==2' dans y=ax-b, on
2y ou AP =ax'4~b); donc y'—ax’—b représente la distance
MN. Or, cette distance peut étre n® 26) positive on négative,
Cest-a—dire

P=

zo » suivant que le point M est placé au-dessus
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ou au-dessous de BL. Par exemple, si le point étaiten M, o
aurait 'N'= NP — M'P = ax’ + b—y'.
D’un autre cté , lorsqu’on demande la distance du point
4 la droite BL, on est censé en demander la valeur absolue,
d’out il suit que, sz le point M est placé au-dessus dela r-’roue
BL, auquel cas y*— aa’—b est>> o, on doit avoir

Jr —ad —b
Vatr
et sz le point M est placé au~dessous , ce qui entraine la eon-
dition y'—aa” — b < o, on aura
ar’ 4 b— ¥’
Va1
Chacun de ces deux résultats peut étre vérifié par la Géo-

métrie,
En effet, MP, MH, étant respectivement perpendiculaires &
AP, BL, il s’ensuit que I'on a angl. NMH = angl. BL'X =a.
Cela posé, le triangle rectangle NMH donne (n° 88)

S

MN MN -
MH =MN cose =——= _N__. (voyes n® 50);
s€c« (/1 -} tang' e«

mais MN=MP—NP=y' —aa’—0b, et tanga=—a;

i Pl = oZie=h

donc MH,
Vi

Si le point M était placé au-dessous de BL , on aurait

Fom P =2 FEE

M'N =ax' 4+ b—y, Ve
a1

159. Examinons quelques cas particuliers :
1°. Supposons ( fig. 81) que le point duquel on veut abaisser
la perpendiculaire soit I'origine des coordonnées.
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Ona, danscecas, &’ =o0, y’ = o0, et Vexpression devient
b

P e S
Va41

yésultat posirg'f ou négatif, suivant que le point B est placé au-
Jessus ou au-dessous de origine.

29, Supposons que la droite BL ( fig. 82) passe par Vorigine. Fig, 8,
Onaalors b= o;et I'expression se réduit a

sz'-a:r:' = =a:r:'—_z‘_"
Va +1 Va4

160. N. B. —Dans la question précédente , nous avons sup-
posé les axes rectangulaires; s'ils étaient obliques, il faudrait,
pour la premiére partie, faire usage de la relation..........
1 +aa” 4 (a=a’) cos€= o, qui donnerait

: _ (14acosb)

[ i — N
a-cost '’

et substituer cette valeur dans 'équation y —y'=a’ (x —a).

Quand 4 la seconde partie, aprés avoir effectué ’élimination
de x—a', y —y', entre les équations des deux droites, on
porterait ces valeurs dans I'expression générale de D (n® 158);
etl'on trouverait, tout calcul fait,

_ (¥’ —ax' — b)sin6

i — = .
V @+ 2a cost + 1

Nous laissons aux cominengans le soin d’exécuter ce calcul,
qui, quoique assez compliqué, n’offre rien de difficile,

164. Civquitme QuesTioN. — Par un point donné hors d’une
droite , en mener une seconde qui forme avec la premiére un
angle donné (les axes sont supposés rectangulaires).

, Appelons o', 5/, les coordonnées du point, m la tangente de
Vangle donne. L’équation dela premiére droite étant y—ax 4 b,
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celle delaseconde droite sera de la forme y— y'=a" (z — o).
et puisque ces droites doivent former un angle dont la tan-'.
gente est m , on doit avoir (n°® 453)

= bi a— a'
=T o DieEn e e S ——11 4 13
1+ aa / ' a1ad
’
k) a = T —— R'
L’une et Vautre des deux quantités ———
( 1 " 14-aa”’ 1fag’

sont également propres & exprimer la tangente de l'angle donne )
On peut comprendre les deux relations précédentes dans ung

r

. am
=zEm; den gi== ;

r
a —a

14-aa’

ce qui donne pour I'équation de la droite cherchée,

seule, ——
12 am

a=m

ok o e Tt
S =T = T xam W=
La question admet donc deux solutions ; et cela est évident,
car, de part et d’antre de la perpendiculaire abaissée du point
donné sur la droite y =ax - b, on peut mener deux droites
qui fassent avec celle-1a 'angle donné.

Soit cet angle €gal & 100° auquel casona m=o0; ilen

a
= =k
aztm m 1
résulte, ———, om = — -
I:anl 1 a
—Fa
m

d'od y —; '=-—£{;n—-x’), équation obtenue (n° 456).

Nous ne considérons pas le cas o les axes sont obliques,
parce que les résultats n’en sont pas assez simples.

162. Scolie général. — Les différentes questions que nous
venons de résoudre se reproduiront presqu’a chaque instant
dans tout le cours de la Géométrie analytique. Mais, en yéflé-
chissant sur les résultats auxquels on a é1é conduit par legt
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vésolution, T'on deit sentir la néeessité d'éviter, autant que
possible, 1e systeme des axes obliques , pour que les calculs
coient plus simples. 11 faut toutefois ‘en excepter le cas on
l'onn’a & faire entrer en counsidération que 'équation d’une
droite passant par deux points donnés, et la condition de pa-
rallélisme de deux droites, résultats qui sontindépendans de
I'inclinaison des axes.

Maniére de fixer analytiquement la position dun
cercle sur un plan.

165. Soit un cercie de rayon quelconque , dont le centre est

en 0. Tragons dans son plan deux axes rectangulaires AX, AY

_ (fig. 83), et proposons-nous d’en fixer la position par rapport
A ces axes.

Si on désigne par p, ¢, les coordonnées AB, OB, du centre,

et par , y, les coordonnées AP, MP, d’un point quelconque M

de la circonférence, on aura, en vertu de la formule du n° 157,

(2 —py + (r—gr=r... (1

Cette relation caractérise tous les points de la circonférence,
en ce qu'elle est évidemment satisfaite par les coordonnées de
chacun de ses points, et qu’elle ne pent I’étre que par elles.

En effet, soit N un point quelcongue pris  'extérienr on dans
l'intérieur de cette circonférence; ona, en désignant loujours
par @ et 3 les coordonnées de ce point,

(x — py 4+ (r —q)* pour le carxé de la distance ON;

maisil est évident que ON est>> ou < OM, suivant que le point
est extérienr ou intérieur 4 la circonférence ; d’on il résulte
becessairement (@ — p)* 4 (3 — ¢)* > on < 1.

J‘“.insi, Péquation (1) ne saurait étre vérifiée pour un point
4u1 ne se trouve pas sur la circonférence.

Cette équation est donc 'équation du cercle , en ce sens
(Welle fixe complétement la position de cliacun des points de
la civconférence.

13

Fig. 83.
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Les constantes quiy entrent, sont les coordonnées du centre
etle rayon; et en effet , un cercle est complétement détermingé
avec ces données.

164. L’équation est beaucoup plus compliquée lorsque les
axes sont obliques (fig. 8) ; car, d’aprésla formule dun° 158,
ona (z—p)—+(r—q)+2(2—p)(r—g)cosé=r
(6 désignant I'angle des deux axes).

165. L’équation (1) prend une forme plus on moins simple,
suivant les diverses positions du cercle par rapport aux axes,

1°. — L’origine peut étre placée en un point A’ ( fig. 83) de
la circonférence.

Dans ce cas, on a éyidemment entre p, ¢, et r, la relation

PP =1
mnais si on développe Véquation (1), elle devient
@ —apx + p* oyt —aqr—+tqgt =r,
ou, supprimant les deux quantités égales p> 4 ¢* et 7,

at —apr =yt — 29y =0... (2)
Telle est, dans ce cas, la forme de I'équation du cercle.
Si 'on pose y=o dans cette nouvelle équation, il en

résulte at—opr=o0, ou x(r—2p)==o0;
d'ont *x=—0, XT=2p;

ce qui prouve qu'en effet le point (r=o0, y=o0), on
Vorigine, se trouve placé sur la circonférence,

Remarjue —Comme, a 'hypothise y — o0, correspond en-
‘core l'abscisse  a==2p, il s’ensuit que la circonférence coupe
l'axe des & en un second point G, tel que A’C est double de
A'D=p; ce qui démontre que la corde A'C est divisée en
deux parties égales parla perpendiculaire abaissée du centre
sur cette corde.

(ette propriété est connue en Géométrie; mais on voit
commento n la met en évidence 4 I'aide de'équation ducercle.
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La démonstration est d’ailleurs générale, puisquon peut
- . . - 2 r ’
faive varicr & volonté la direction de 'axe A’X’, pouryu que le
second axe A'Y’ lui soit mené perpendiculairement.
166. 2°. — L’origine pent étre placée a extrémité A" d’'un
diamétre A"G qui serait lni-méme 1'axe des .
Dans cette nouvelle position des axes, ona
p=r et g =—o0;
ainsi, ’équation (1) devient (x—r)*f37 =1,
ou réduisant, i £
On déduit encore celle-ci de V'équation (2) en y faisant
p=r et g=o.
On démontre facilement, an moyen de I'équatien (3), deux

autres propriétés du cercle.
En effet, d’abord cette équation peut se mettre sous la forme

Yi=x(2r—ax);
mais, d’aprés la figure, ona

y=DMR, a=A"R; don 2r—a=—A'G—A"R=GR;

——a
done MR=A"R <X GR, oun bien A"R:MR ::MR:GR;
cest-a-dire que la perpendiculaire abaissée d’un point de la
circonférence sur un diameétre , ou lordonnée & ce diamétre ,
est moyenne proportionnelle entre les dewx seginens.

Ensuite, la méme éqguation revient encore a

Prart=oar.x;
mais si U'on tire la corde A"M, on a évidemment
— — S
JP=2* ou MR 4+ A'R = A'M, 2r=A"G, a=—A"R;
e
done A“M=A"G><A"R, oubien A'G:A"M ::A'M:A'R;
e qui prouve que la corde menée par lune des extrémités
un diamétre est moyenne proportionnelle entre ce diamétre
el le segment adjacent Sormé parla Perpﬂu?uul; ire abaissée

de Uextrémité de la corde sur ce diamétre.
230
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167. 3°.—Enfin, Uorigine des coordonnées peut étre placée
au centre.

Dans ce cas, qui est celui que nous aurons a considérer le
plus fréquemment , les coordonnées p et g sont nulles, et V'é~
quation (1) se réduit a

at + =1 (4)

(est Véguation du cercle rapporté a son centre comme origine.
On y parvient directement d’apreés le triangle rectangle OMR,
qui donne

O_P:T-i- ﬁﬁ!‘: -(-EI‘ o a? - yti== iyt
Si les axes sont ebliques, on a pour équation
at 4+ 9 4+ 2a3)y.cos6 = r,
{ Poyez e triangle obliquangle OMR , fig. 84.)

Des Lieua géometriques.

168. Avant de passer aux applications des principes précé~
dens, et de montrer comment, & 'aide des équations de la
ligne droite et du cercle, on parvient & résoudre toute espéce
de question relative & ces lignes, nous ferons quelques obser-
vations générales sur les équations des lignes et sur l'usage
qu’on peut en faire.

Nous avons déja va que la position d’une droite ou d’un
cercle est fixée sur un plan par le moyen d’une équation entre
les coordonnées x ety de chacun de ses points, et un certain
nombre de constantes dont la connaissance suffit pour déter-
miner cette position géomélriquement.

Supposons actuellement que, x et y désignant toujours les
distances d’un point 4 deux axes rectangulaires ou obliques,
la résolution d’une question ait conduit  une équation géné-
rale entre x et y, et que nous représenterons par F (x, 7 )==0.
(e caractére F veut dire fonction de.. . .)
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je dis que , quand on voudra fixer la position du point qui
satisfait & l'énoncé de la question, ou dont les coordonnées
vérifient 'équation, au lieu d’un point on en obtiendra une
infinité ; et la série de ces points formera une ligne qui sera
droite ou courbe, suivant la nature et le degré de ’équation,
En effet, puisque’on n’a qu’une seule équation entre x et y,
on peut disposer arbitrairement de I'une d’elles (ces quantités
sont, pour cette raison, appelées variables), et1’équation
donnera les valeurs correspondantes de 1’autre variable.
Donnons , par exemple, a I'abscisse x la suite des valeurs

>, ’ i L v
T= 0y A, Wy G, 4y aleeyiee

Si l'équation n’est que du premier degré en y, on en déduira
successivement pour les valeurs correspondantes de cette va-
riable ,

0 i 5 2O - s el N P

En portant sur AX (fig. 85) les valeurs de «, et élevant par
les points P, P', P, P”... des perpendiculaires, ou plutdt, en
menant & AY des paralléles égales aux valeurs de -, on aura
différens points M, M', M, M”..., qui satisleront également
4 la question.

Fig.

Comme rien n’empéche de donner a x des valeurs extréme-

ment peu différentes les unes des autres, et qu’alors les valeurs
de y seront elles-mémes, en général, trés pen différentes les
unes des autres, on doit en conclure que les points M, M,
M”....seronttrés voisins; et’on pourra ensuite lier ces points
entre eux par une ligne continue MM'M”M®,. ... dont tous
les points seront autant de solutions de la question, parce que
les points intermédiaires sont censeés correspondre aux valeurs
de x, y, tirées de I’équation du probléme, et comprises entre
celles qui ont déji été construites.

Cette courbe sera d’aillenrs d’autant plus rigoureusement
déterminée, que les points M, M’, M"... seront plus rappro-
chés les uns des autres.

Supposons maiutenant que I'équation soit, par rapporta g,

=]
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d’un degré sup€rieur au premier, Connne, dans ce eas, & cha-
que valeur de x il doit correspondre deix ou plusieurs valeurs
de y (fig. 86), il s’ensuit que la courbe est composée de deux
ou plusieurs branches MM'M". ... NN'N”.... RR'R'....

169. Soit , par exemple, A construire I'équation y*=aur.
On en déduit y == Vax;

ce qui prouve d’abord qu’a une méme valeur de = il corres-
pond deux valeurs de y (fig. 87) égales et de signes con-
traires; en second lien, qu’a des valeurs négatives de x il ne
correspond que des valeurs imaginaires de », c’est-d-dire que
1a courbe ne peut avoir aucun point situé a la gauche de ori~
gine ou de AY.

Cela posé , faisons d’abord x==0, ce qui donne y=o. On
peut conclure que Vorigine des coordonnées appartient & la
courbe , ou que la courbe passe par Uorigine.

Soit maintenant @ =1; il en résulte

r==ypas=Eiy4 4 0,1 prés.

Apres avoir pris sur AX une distance AP egale a l'unité
linéaire , si 'on méne par le point P une parallele 4 AY, et
que V'on prenne au—dessus et au-dessous de AX deux distances
PM, PN, €gales & 1,4..., M et N seront deux points de la
courbe demandée. /

Soit encore z=2; dou y=—==2. Ces valeurs étant
construites comme les précédentes , donnent M’ et N pour deux
nouveaux points.

En continuant ainsi de donner a y différentes valeurs, et
construisant les valeurs correspondantes de y, on obtiendra
une courbe dela forme LAH qui s'étend indéfiniment 4 la
droite de ’axe des y, puisque, tant que x est positif, les va~
leursde » sont réelles. !

170. Proposons-nous, pour second exemple, 'équation
yr—u*=4, delaquelle on tire y== V4.

On voit, premiérement . qu’y une wéwe valeur de x corves—
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adent deux valeurs de y égales et de signes contraires; se~
condements qUe, quelque valeur positive ou ne'_gatfwe que l'on
donne 4 @, on a toujours pour » des valeurs réelles. Donc
déja Pon est certain que la courbe s'étend indéfiniment au-
dessus et au-dessous de U'axe des «, & droite et a gauche de
Vaxe des 7.

Faisons quelques hypothéses :

Soit d'abord x=o (fig. 88); on tire de ’équation proposée,

&l e

Prenons sur AY deux distances AB, AG, égales a 2; les points
B et C appartiennent & la courbe.
Soit, en second lieu,

p=1; dou y=r=hiy/b==ztiaia, & o, 1 prés

Sil'on prend sur AX, AP =1, et qu'on porte sur une pa~
ralléle & AY, menée par le point P, deux parties PM, PN, égales
a2 £, M et N seront encore deux nouveaux points de la courbe.

Soit encore = =2, ce qui donne

—RWE— b B A6, pres
S P

En construisant ces valeurs comme les précédentes, on ob-
tiendra les deux points M et N”.

Et ainsi de suite, dans le sens positif de 'axe des a.

Actuellement, pour obtenir les points situés A la gauche
de AY, observons que, puisqu’a des valeurs de z positives
ou négatives, mais numériguement les mémes , correspondent
les mémes valeurs de y, il suffit, aprés avoir pris des dis-
tances Ap, Ap'... égales & AP, AP’,... de mener par les

points p, p’,.... des paralleles 4 AY, et par les points
M, M,... N, IV',... des paralléles & AX. Les points m et mt/,. ..
ny 1, .. seront aussi des points de la courbe, qui sera évi-

demment composée de deux branches distinct(s et opposées
LBL', HCH'.

Ces exemples suffisent pour donner une idée de eez sortes

Fig. 88.
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de constructions , sur lesquelles nous reviendrons plus en dé.
tail par la suite.

171. La courbe représentée par U'équation F (x, y)=o, est
appelée le liew géomeéirique de cette éguation.

Réciproguement , une courbe étant tracée sur un plan, si,
par un moyen quelconque, fondé sur la définition ou sur une
propriéte caractéristique de cette courbe , on parvient a une
équation qui existe entre les coordonnées = et » de tous les
points de cette courbe, et n’existe que pour ces points, la re-
lation ainsi obtenue est dite I’équation de la courbe. (¥ oyes
les n°* 159, 165.)

Nous terminerons les notions générales sur les lieux géo-
métriques, par deux propositions qui seront d’un usage con-
tinuel.

172. PremiERE propostTioN, — On a vu précédemment que
Véquation générale d’une ligne droite est de la forme.. ..
y=ar-b... (1), les quantités a et b pouvant passer
par tous les états de grandeunr. Je dis que, réciproquement,
toute équation du premier degré entre deux variables X et y
a pour lieu géométrique une ligne droite.

En effet, quelle que soit 'équation proposée, on peut tou-
jours la ramener i la forme y—=mx-n... (2).

Comparons entre elles les équations (1) et (2).

1°. — Si les axes sont rectangulaires, on peut poser ( fig. 72)

a ou tange=m, et b=n.

Prenant alors sur AY une distance AB=n, et menant par
le point B une droite qui forme avec AX un angle « dont m
soit la tangente trigonométrique, on aura (n° 140) pour 'é-
quation de cette droite ainsi fixée de position,

Yy = xtange<4-b, oubien, y=max-4n.

Donc, réciproquement, cette dernitre équation a pour /iex
gdoméitriyue une ligne droite.
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29, — Si les axes sont obliques, on pose

sin e |
—— = b b==in.
e m e n
Prenant sur AY (fig. 73) une partie AB égale & n, et me- yig. 3.
nant par le point B une droite qui forme avec AX un angle «
sin «

_— = aura (n° 139) pour son
5]“(,@—“) m! on ( ) P

tel que P'on ait

équation ,
sin«

= xm—_——“}-l-n, ou bien, y=—ma 4 n.

Done, réciproquement, etc, . .. .
Il reste a savoir toutefois si ’angle « peut toujours étre dé-

o Al o ; sin e
terminé d’aprés la relation ————— = m.
sin (f — &)
Or, on a reconnu (n® 154) que cette relation donne. ..

e sin
1 m co;ﬁ
ser par tous les états de grandeur; ainsi I'angle « est toujours
susceptible de détermination.

tang & — ; et Uon sait qu’une tangente peut pas-

175. Comme deux points déterminent la position d'une
droite, il s’ensuit qu’une équation du premier degré en x et )
étant donnée, il suffira, pour en construire le liew géomé-
trique , de fixer la position de deux de ses points.

Les plus remarquables sont ceux ou la droite rencontre les
axes; et, pour les obtenir, on fait successivement, dans I'é-
quation, y=o, puis £ = 0; les valeurs obtenues, pour x
dans la premitre hypothése , et pour - dans la deuxiéme, re-
présentent, P'une, 'abscisse du point de rencontre avec l'axe
des =, Pautre, Vordonnée du point de rencontre avec l'axe
des 5.

[On a déja yu (n°® 148) que Vintroduction de ces deux quantités dans
Péquation de la droite, lui donne une forme trés symétrique. ]

S5i Péquation est de la forme y—mx, comme, en faisant y=o0, on obtieut
#= 0, ol réciproquement, il s'ensuit que la droite passe par Uorigine; et
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pour en avoir un second point, il suflit de donner & x une valeur pariicy-
liére, et de consiruire la valeur correspondante dey.

474. Cas particuliers. — On propose de construire 9y — 3z =1 (en sup-
posant les axes rectangulaires ).

Pour y =o (fig. 89), l'on trouve :.-.-§ et pour x=o, J'=.—:-

. T
Prenant donec sur AX une distance AC—= — 3 et sur AY une distance

AB=— -;, on obtient CBL pour le lieu géomé:rique demandé.

Soit encore & construire Péquation 3r+5x+ =0 (fig. o).
Pr)ur_r:o, lona:a:_.—%; et POUT =10, +.. =a—2
Prenant sur AX, AC' = — g, et sur AY, AR = — g, on obtient B'C'L*

pour la droite demandée.
On peut avoir besoin de constraire la tangente de l'angle «. Or, la pre-

e 1 3 1
miére équation donnant y = S5 oi il en résulte tanga =

. Menons

“”"' hlw

D'aprés cela , soit pris sur AY ( fie. 89}, Ia distance AB=
par le point B une paralléle BH A P'axe des = ; prenons sur BH, une partie

BD =1, et dlevons une perpendiculaire DE = g; NOUS AUNONS. 0. «vaun,

tang EBD = g; ainsi le point E appartiendra i la droite CBL,

La deuxiéme équation donne y=—— 2 T — % , don tang &= —

Wl o

Aprés avoir pris sur AY ( fir. go) une partie AB' = — %, si 'on méne B'H’
paralléle & AX; que l'on prenne BD'=1, et, qu'enfin on éléve une perpen-

diculaire D'E' =§, on aura néeessairement tang E'B'D" = g doil. . ...

tang EBX = — -3-, et le point E appartiendra & la droite C’B'L’.

Toutes les constructions précédentes s’appliquent an cas ol les axes sont
A0 5 3 ;
obliques. Seulement, les quantites = el — 3 construites en dernier lieu,

Sifl o

in {,G-— a)

175. Soit pour troisiéme et dernier exemple , l‘équntion y=ua (les axes
¢tant supposés guelcongues ).
Pour y =0 (fig. 91), Von a x =o0; done la droite passe par I'origino.

n'expriment plus des tangentes, mais bien le rapport
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Faisant maintenant £=1, on obtient y=1; €t Pon aurait de méme pour .
2 =3, F=2 . i AT gl

Dlon lon voit que la droite ABB’ ainsi déterminés, divise en deux par-

ties égales Pangle des deux axes,

Si les axes sont rectangulaives , Tangle BAX est égal & 50°.

176. Remarque. — L'équation proposée peut étre en seulement, ou bien
en 7, ¢'est-a-dire ne renfermer qu’une seule coordonnée.

Dans ce cas, 1o lieu géométrique se réduit & une ou plusieurs droites paral-
Jales @ Vun des axes, suivant le degré de Déquation, et si les racines sont
reelles.

Soit I'équation 2z — 3 =0, d'oil’on tire x = g

1 3 g

Prenons sur AX (fig. g2), une distance AB=~, et menons par lepoint B, y;,
BC paralléle & AY ; il est évident que tous les points de cette droite joui-
ront exc!wr’yementw la propriété d’avoir 13_: pour abscisse, quel que soit

d'ailleurs 7.
. Soit encore l'équation y* - —a=o0, qui, étant résolue, donne...

‘r=—§i \/é-}—a; dott r=1etr=—2.

Si l'on prend sur AY (fig. 93) denx distances AB=1, AB'=—a1, et ',

qu'on méne GH, G’H’, paralléles & AX, ces droites seront telles qu’on aura
toujours y= 1 pour la premiére, et y=—2 pour la deuxiéme, quel que
$0it x.

177. SecoNDE PROPOSITION, — On a trouvé (n® 463 ) pour
'équation générale du cercle rapporté i des axes rectangulaires,

('S B o N @ = T
ou développant, a*4-y*—2pr—agy + p'4-¢*—r'=o... (1)

Réciproquement , toute équation di second degré, de la
forme 2* 4 y* 4+ Ar+ By +C=o0,... (2), C'est-a-dire
qui ne renferme pas le rectangle xy des vartables, et dans la-
quetle les coefficiens des carrés sont égaux & Punité ou égaux
entre eux (parce qu'on peut toujours diviser I'équation par ce
coeflicient commun ), appartient (dans le cas d’axes rectan—
gulaives ) & une circonférence de cercle.

En effet, comparons I'ane a I'autre les équations (1) ct (2),
etposons —op—A, — oq=R, p'+¢—r=CG;
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on en deduit

A B _— A'4 B
e r=t/p“+q“—0=\/2' —C.

Cela posé, soient tracés deux axes rectanjulaires AX, AY
(fig. 94), et construisons le point O dent les coordonnées

solent — % pour I'abscisse, et — % pour 'erdonnée, Puis, du
A B*
g
4

décrivons une circonférence de cercle; elle aura nécessaire—
ment pour éguation,

(z = py 4 (r — q)f =g

ou, si l'on remplace p, g, r, par leurs valeurs,
A\':. B a A-_q +Bn .
E+3)++3)=—"—=0C

2

point O comme centre, etavec un rayon égala \/

ou développant et réduisant ,

x* 4+ Az 4~ 5 = By 4~ C = o,

résullat identique avec I’équation (2). Donc, ete....
On peut encore démontrer la proposition, ainsi qu’il suit =
Ajoutons d’abord aux deux membres de I'équation (2) la

2 a

e A B .
quantité — - —, afin de compléter les carrés a* -4 Az,

4 4
et y*~-By; il vient

Aa a & £
f+n+z+f+m+%:AIR

ou bien, (-x +Ag)’+(r +%)’=A“2'B’ Gyt 4B

équation que 'on peut comparer immédiatement avec

— G,

(o —p) Ly =gy =7,
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A B . A+ B
en po‘sant P=_;3 "[-:_-';a r= '———E——C;

d’onil suit que U'équation (3) , et par conséquent I'équation (2)
dont (3) n’est qu’une transformée, représente une circonférence
Je cercle qui a pour centre le point déterminé par les coor-

A B AR
données T el pour rayon, \/+_C

La seconde démonstration peut paraitre plus simple que la
premiére , mais elle est moins analytique.

178, Premiere remarque.— Les quantités A, B, €, étant
quelconques , peuvent étre telles que P'on ait

A5+Bn
4

Dans le premier cas, le rayon r est nul , et la courbe se ré-
duit & son centre , c’est-a-dire a un point.

Dans le deuxiéme, le rayon r est imaginaire , ce qui veut
dire qu'il n'y a pas de courbe; et Von dit alors que le cercle
est imagInaire.

Seconde remargue.—La proposition précédente suppose que
lesaxes soient rectangulaires; car ona vu (n° 164) que I’équa-
tion d'un cercle rapporté & des axes obliques, renferme né-
cessaivement le rectangle 22y cos@, terme qui ne peut dispa-
raitre qu’autant que l'ona 8= 100"

L’équation (2), dans le cas o les axes sont obliques, est
celle d’une courbe qui, comme nous le verrons plus tard,
présente quelque analogie avec le cercle.

—C=0, ou<o.

479. Cas particuliers. —Soit & construive Péquation
22 = 3y — Jxr + Jy — 1 = 03

elle peut d’abord étre mise sous la forme

3
XY L ¥ e — Ay = —,
3

W=
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ou , cn ajoutant les carrds de la moitié du coefficient — 2 et de la moitig g,
a
coeflicient 3, cest-a-dire -k 41, ou =2
3 _!6 r I{)"

13y b, x.. .53
— o= - —.
(= g ) iz £ Rta=%

Cela posé, construisons d'abord le point O { fig. ¢5) qui a 2 pour ahs-
cisse et — 1 pour ordonnée.

Ensuite, du point O comme centre, et avee un rayon égal & %V‘g {on
1,4... & 0,1 prés) , déerivons une circonférence; cette courbe sera lo lisy
péométrique demandé.

Soit , en second lieu, 'équation 2% 4~3* — 3y o ax=o0, qui peut se
meltre sous la forme

3\ g .13
(e (r=3) =21+2=12
2 I et =Yg
Aprés aveir fixé la position du point qui a — 1 pour abscisse et 3 Polﬂ'.
: 2
ordonnée, si de ce point O (fig. g6) comme centre, avec un rayon égal
s . % i y o
a = v'13 ou 1,8, on déerit une circonférence, ce sera la courbe représen-
tée par Iéquation.

11 faut observer toutefois que, dans cet exemple, comme équation st
satisfaite simultanément par x=o, » =90, la courbe passe nécessairement
par P'origine; d’ot il suit que le rayon se trouve tout construit, et est repré-
senté par OA, En effet , l'on a

0A = \/E,+'§6j ou hien, OA = ‘/?:: Ry
On reconnaltrait pareillement, 1°. que Péquation
foad eyt —Jr 41 =0
représente un cercle dont le centre a pour coordonnées ? et o, et qui a

pour rayon 2 v5;
20. Que Péquation fz* 4- fr* — 122 — 8y <4 13 =0 représente un paint

g
ayant pour coordonnée = et 1. En effet, on pent la transformer e0...
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(r §)’ £ (¥ —1)2=o0; et cette équation, dont le premier membre

wit 14 :,m de deux carrés essentiellement positifs, ne peut &ire satisfite
3\ 2
qu'en posant (‘r = ;) =0, (r—1)7=09
3
oo qui donne x:; ety =1

50, Que Déquation a2 =32 4~ fxr — 2y + 7= o ne représente rien,
¢ar on peut lui donner la forme

(=4 2 + (r—1)2=— 2,

équation dont le premier membre, étant la somme de deux carrés positifs ,
ne peut &tre égal & une quantité ndgative,

180, Ces notions générales sur les lieux géométriques étant
bien entendues, voyons le parti qu'on peut en tirer dans la
résolution des problemes de Géométrie déterminés ou indé-
terminés.

Considérons d’abord le cason la question est indéterminée,
et supposons que cetle question revienne a fixer la position
d'un certain point sur leplan d’une figure,

En rapportant le point cherché et les autres parties de la
figure a deux axes, et désignant les coordonnées de ce point
par x et -, on obtiendra par la traduction algébrique de 1’é-
noncé , une certaine relation, F (x, y)==o0 , entre ces coordon-
nées et les quantités connues, laquelle sera dite I’¢juation du
probléme ; et si, conformément aux principes établis précé-
demment, on construit le liex géométrique de cette équation,
la série des points faisant partie de ce lieu géométrique, satis-
feraa I’énoncé de la question ; et les coordonnées de ces points
représenteront géométriquement tous les systémes de valeurs
de 2 et de y, propres a vérifier I'équation F (x, y) = o.

181. Non-seulement les lieux géométriques servent  résoun-
dre les questions indéterminées ; mais on peut encore en faire
usage dans les probléemes déterminés a deux inconnues.

Admettons en effet, que ’énoncé d'une question ait conduit
aux deux équations F (x, »)=o, F/(x, y)=o0, xetr repreé-
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sentant les coordonnées d’un certain point. On powrrait d'g.
bord éliminer a et y entre ces équations, puis construire toys
les systémes de valeurs que I'on obtiendrait ; chacun des points
ainsi déterminés satisferait a I'énoncé.

Mais , sans effectuer I'élimination qui, le plus souvent, con-
duit & des résultats compliqués, et n’est pas elle-méme tou-
jours facile, on peut fixer la position de ces mémes points,

En effet, Véguation F (x, y)=o0, considérée seule, représente
une certaine ligne, liex de tous les points dont les coordonnéeg
vérifient cette équation. Supposons-la construite, et soit LBH
(fig- 97) ce lieu géométrique.

De méme , I'équation F' (¢, y) = o est celle d’une seconde
ligne dont tous les points sont tels, que leurs coordonnées ve-
vifient cette équation; supposons cette ligne construite par
rapport aux mémes axes que la préeédente, et représentée

par KCL

Cela posé , il est évident que les points M, M’,... oli ces lignes
se renconlrent, sont ceux qui satisfont a I'énoncé, puisque
leurs coordonnées forment des systemes de valeurs de « et
de y, qui verifient en méme temps les deux équations. Ainsi,
les points M, M’, ... sontautant de solutions de la question dont
ces €quations sont la tradaction algébrique, si toutefois on a
eu pour objet de fixer, sur un plan, la position d’un point
d’aprés certaines conditions.

Lorsque les inconnues @ et y n’expriment pas primitivement
des distances & des axes fixes, mais des lignes quelconques, les
coordonnées des points M, M',... en veprésentent alors les
valeurs géométriques.

En substituant ainsi les intersections de deux lieux géome-
triques a ’élimination entre leurs équations, on parvient sou-
vent & des constructions simples et élégantes du probleme.
La suite de ce chapitre nous en fournira plusicurs exemples.

{82. Pour l¢ moment, nous nous contenterons de faire Papplication de
ces principes au probléme (n® 24, résolu dans le premier chapitre par

deux methodes différentes.
fleprenons les denx équations qui ont été oblenues par la premien:
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méthode , savoir :

(& — x]; F{e—p)r=r.... (1)
alzr2 4 y3) = m?{a—2b-22);... (2)

ot observons d'abordl que c¢és équations seraient celles quon frouverait en

rappertant le point inconnu I) ( fig. 20) & deux axes rectangulaires dont Pun gig. aq,

sorait AB, et Pautre une perpendiculaire élevée au point A.

(Cela posé, au lien d'éliminer x el ¥ entre ces équations, qui, comme on
I'a vu no 21, conduisent i des résultats trés compliqués , tichons de cons-
truire les lieux géométriques qu'elles représentent.

La premiére est évidemment celle du cercle donnéj ear r étant le rayon,
I et ¢ sont les coordonnées du centre.

Quant 2 la seconde, qui peut se transformer ainsi ,

m* ; me
AV ey — 3 — = m* — ab.—,
a @

. ! e mi m*
ou bien encore, ( == e et e “+mr — ab, —
i 13 (14

elle représente (n? 457) un cercle dont le centre est sur AB, en un point

( fig, 21) K pour lequel ona  AK = mT?. et qui a pour rayou, Fig. a1

i : o m2
ol == e .—E-.

Or, le triangle rectangle ACL donne Enau m? :—.TA_E:— EL-,“ on bien,
my—="h*~-¢2 —r3; ainsi 'on a

J.F:\/m“ b{‘i.{_ﬁ- 4 e — 3 =\/(b~—£)’+r“-—-r=.
a it 4

Dailleurs, 5 — ™2 et égal 4 KF; ce qui donne
i

m=

Kc=c=+(a.__ &

—
Dane enfin o= KC — .,

Mais si ’on méne du point K une tanp-eme KD ou KDY au cercle donné, on

a évidemment KD ou KD" KG — re.

I’01 I'on voit que ces deax tangentes donnent, non-seulement le rayon
du second cercle, mais encore les points on les deux circonlérences se con-
pent, c'est-i-dive ceux dont on demandait de fixer la position.

1l est remarquable que la premidre méthode employée pour résondre la
question , conduise , par le secours des lienx géométriques , & la méme cons

5 .14
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truetion que la seconde. Mais il faut un peu de réflexion et d’habitude pour
découvrir ce rapprochement.

§ IL. dpplications des Principes généraux établis
précedemment.

Propositions sur les triangles.

185. 1°. Rechercher par I'analyse les points d'intersection deuxr & deur
des droites menées par les sommets A, B, C, d'un triangle, et par les
milienx ¥, E, D (fig. g8 ), des coies opposés.

Prouver que ces trois droites se coupent en un meéeme point.

Prenons deux axes rectangulaires AX ; AY ; dont I'un, celui des z, se
confonde avee 'un des cotés AB du triangle , Porigine étant d'aillenrs
placée au sommet A. La question consiste a former les équations des
droites AT, BE, CD, puis (n® 448 ) a éliminer x et » entre ces équations
combinées deux & deux. Mais auparavant, il est nécessaire d’établir les
coordonnées des points A, B, C, D, E, F.

-

On a d’abord pour les coordonnées de A (i sy s = “als
soit AB = ¢; il en resulte pour celle de B, [y =
posons d’aillenrs pour le point......... s Gy ol a8

Maintenant, comme I}, E, F, sont les milieux de AB, AC, CB, on en deduit

m:‘&ﬁ:‘_ EI E:E___{" A1=f_,
' a 2 a
CH £ BH ¢ — &
FG:TZE, GH:T= sz‘
d’'ont AG = &’ + I i h r’; ce qui donne pour les epor-

2 2
données des points

¢
P (y:a, x=?>,
- X !
Hienn (J’_;,x_;),
B (jﬁ{,x=c+x’).
2 2

Connaissant pour chacune des droites AF, BE, CD, les coordonnées de
deux de ses points, nous pourrions obtenir son équation en substituant dans
la formule du n® 148, - ¥

¥y~ :-'r:—'r“{.r-—-fj,

&t x
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3 1a place de 27 #'y ", »", les valeurs correspondantes ; mais il est plus élé-

gant d’opérer de Ia maniére snivante :
Comme AF passe par Dorigine, son équation est de 11 forme
< ¥y = uar;
; { N x . ¢ -+ =

ot puisque cette droite passe par le point F, on (‘%‘, S (il Ia

rélation particuliére
AN €2 it IR s s UL
;_a( 2 )’ they ﬁ—hc—!—.r"

i ile i — LY i
ainsi Péquation de AF est  » = e (1)

La droite BE passant par le point B, ou (o, ¢), son équation est de la

forme y—=a (x—¢).
(11 faut remplacer dans Péquation y —»"=a (zr—2”), du no 449,

par o, et x° par ¢, puis @ par a’.)

Mais, comme cetie méme droite passe par le point E, ou ({-, '%) A

on a la relation
L i
J—J--=r¢.’('---—¢:)i dlon a':,—"i_.;
2 2 2 — ae
’

done 'équation de BE est » = — o
i = —

(z=—20).... (2)

ac

On trouverait de méme pour CD, y = ;{-'f'y:__é (22 —¢).... (3)

11 reste actuellement & combiner ces trois équations.
Premiérement , on déduit des équations (1) et (2),

= E
- = — (z — €],
¢ -+ & T — ac -
: ! . (- !
“fuation qui, étant résolue, donne Eiin s
Portant cette val : =7
cette valeur dans (1), on trouve... 7= 3

En second lien , les équations ( 1) et (3) donnent

fi &
B e (A e ),

e 4 & =9 —

1f..
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ou, resolvant, ... L e . N o s RN
: N
et PAT CONBEAMBAL, - v auessivsnesssss saavsnssavaass s —. T

D’oi 'on voit que les coordonnées du point d’intersection des deux droites
AF, BE, sont identiques avec celles dn point d'intersection de AF et CD.
Ainsi , ces trois droites se coupent en un méme point.

Si du point O commun A ces trois droites , on abaisse I'ordonnée OP, les
deux triangles semblables DCH, DOP, donnent

OP : CH :: DO : DC; mais ona op=§yf=‘if.,-
done aussi DO:%E

Ce point est connu en StATigue sous le nom de centre de gravité du
triangle.

En réfléchissant sur I'analyse précédente, on reconnait aisément que les
caleuls sont les mémes quolle que soit inclinaison des axes.

Cependant , ils deviennent plus simples lorsqulen comservant AB
(_fie. 9g) pour axe des x, on prend pour axe des ordonnées une droite AY
paralléle & CD, ee qui est permis , puisque la droite CD est connue de po-
sition.

Dans ce cas, il est évident que Pabsecisse ' du point C devient egale

4 AD eu 2, d’oit ¢ = 22" ; et les équations (1), (2], (3), deviennent, savoir :

L'équation de la droite AF... » = 37T
; X
celle de la droite BE... y = — i (x — ax'),
et celle de In droite B e

( puisque cette derniére droite est paralléle & AY ).

Cela posé , combinons la derniére équation......... i L
r
avee la premidre; ilenrésulte.. ... c.ooiiviniiviin. y = %
En la combinant avec la seconde, on trouve encore... y — ?r"
ainsi, les eoordonnées des points d’intersection de CD, AF, et de CD, BE,
2 L DC ‘
nt = == .
50! T X L T 3

Ceci prouve combien le choix des axes peut influer sur la simplicité des
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caleuls dans la resolution des questions par le secours de la Geometrie
analytique-

484. 2°. — Déterminer les points d'intersection deux a deux des perpendi-
culaires abaissées ( fig. 101) des trois sommets du triangle ABC, sur les edtds
opposés. Démontrer que ces perpendiculaires se coupent en un méme point 0.

On concoit qu'ici il doit y avoir de Pavantage & supposer les axes rectan-
gulaires puisqu'il faut faire entrer en eonsidération la relation de perpendi-
cularité de deux droites (vayes n® 1535).

Prenons encore pour axe des abscisses la ligne AB, et pour axe des ordon- I';'
nées la perpendiculaire élevée au sommet A. H5» 10Ty

En désignant toujours par ¢ la distance AB ou l'abscisse du point B, et
par z’, 35 les coordonnées du point C, on a d'abord pour Péquation de CE
paralléle & Paxe des y,

Avant de rechercher les équations de AF et de BE, nous commencerons
par déterminer celles des droites OB, AC, auxquelles elles sont perpendi-

culaives.
Or, la droite CB passant par les deux points (", 2') et (0, ¢), son équa-
!

tion est (n 448)...... y—y = (z —x').

e
Celle de la droite AC qui passe par origine et par la point 'z, ' }, esl
% ;’- X,
Cela posé, comme AF passe par Dorigine, elle a une équation de la forme
)

<l de ce qu’elle est perpendiculaire 4 CB, on a (n® 155) 1a relation

r
wa' 4= 1 =20 (n ayant pour valeur ‘y );

X =
d'oi 'on déduit == 5 = t-‘-—_.—f_
a e
Ainsi Péquation de AF est
L

— C —x
Sk
Ln. droite B étant assujettie & passer par le point B ou (o, ¢), ona pour
500 équation , y=m{x —c); ;
¢t puisqu’elle est perpendicnlaire i AC, ona la relation

- T

,

s J’
mm’ 4 1= o (m ayant pour valeur —,) i

L x
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’
d'oit Mon déduit m = — _ — :?_,

3=

Deone enfin Péquation de BE est

r=m— (2= ()

Maintenant, si V'on combine (1) et (), on trouve

—a
e adl _r=cy, .

Combinant de méme (1) et (3), on obtient,

5=, yz—:—:(x'—c) =c;r’.z‘.

Done les coordonnées du point d’intersection des droites CD, AT, sout
les mémes que celles du point d’interseetion des droites CD, BE ; ainsi c¢s
trois droites se coupent en un méme point.

485. 30. — Déterminer les points dintersection deux ¢ dewr des perpendi-
culaires élevées par les milienx des cotds dun triangle ABC ( fig. 100), @ ces
mémes eatés. Prouver que ces trois perpendiculaires se coupent en un meme
point. ; ;

Nous prendrons encore pour axe des x la ligne AB, et pour axe des » I
perpendiculaire élevée au point A.

Soient toujours AB=—¢, AH=2', CH=3’; ona déjitrouvé (n® 185)
pour les coordonnées des points D, E, F,

LI (o, 2), E... (‘;, -;i), | (‘;:, r.'—:-.:")-

et 1)

L

Cela posé,-on a pour équation de DL , paralléle a AY, » =
: : ki )
La droite EM passant par le point E, ou (—. —) , son équation est
4o
-
de la forme y—i=a(x;i);
2 a
et puisqu’elle doit étre perpendiculaire & AC dont Iéquation est
X : 2 4
r=7% il en résulte a — —:7.
Ainsi, la droite EM a pour équation,

¥ « 7 b
J‘-—;: —5_,— -ru—-u—);.... \3)
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on frouverait de méme pour Péquation de FN,

¥ ¢ — 2 ¢ 4+ a2 .
b e,

Combinons entre elles les equations (1) et (2); il vient

p =l_'z_"-_“';.z" —ex! oz pla — ex'
2 N 2’

Les équations (1) et (3) combinées de la méme maniére, donnent

¢ et (of —e)a’ ' 4’2 — 2!
e 2 ki a’ = uy”

R

Ainsi, les trois droites s¢ reunisient en un meme point.
186. N. B. — Si, dans le résultat qu’on vient d’obtenir pour y, on met

A la place de =2 =22, sa valeur AG on b2 que donne la figure, on trouve
pour les coordonnées du point O cemmun aux trojs droites, lequel n’est
autre chose que le centre du gercle cireonscrit ,

bs — ez’
B

xX =

f =
- ¥ =
2

Caleulons maintenant la distance AQ; gna

o o e c» (b3 —ex')® 1 TR -
0A = Vx"".?' = Z'—f" 4’30—- :?- Vc! -!-(5’—-'::"),

ou, développant la quantité sous le radical , et ayant égard i la relation
P — rb’, AO = -’5—‘ V!’.-’—Ij-t:’—-mcz'.

Or, Pexpression {/ b2 +4- ¢* — acz’ n'est aulre chose, en vertu d'un théos
réme de Géométrie, que Ja valeur du coté CB ou a.

Done enfin, A0 = %; d’oti, en posant AQ = p,
R
P L S

“oe qui prouve que le rectangle de deus cités dun thiangle est ésal au rec-
tangle compris par le diamétre du cercle circonscrit et la perpendiculaire
abaissée sur le troisiéme eité , du sammet opposé. (Voyes Legendre, liv. IT1.)

Remarqugns encore que la surface du triangle ABC ayant ponr valeur ABG

45

=

eyt . .
ou S = =5 il en résulte 95’ =
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Donc, Uexpression de AO ou » devient

abe
B
résultat auquel nous sommes deja parvenus (n® 45).

187. La construction sur la méme figure ( fig. 102) des points de con-
cours relatifs aux trois propositions précédentes, donne lieu & une circons-
tance fort curieuse, qui consiste en ce que ces trois points se trouvent placés
sur une méme ligne droite.

Pour nous en convaincre par Panalyse , observons d’abord qu'en général
on reconnait que trois points (z/, »), (2", J’") et rx"’ 7" ), sont en ligne
Y =0 it
Ty A=

En effet, ces rapports ne sont autre chose (n° 448) que les coefliciens
de x dans les équations des droites qui ‘joignent le premier point au se.
cond et le premier au troisiéme ; et s'ils sont égaux, c’est une preuve que
les droites sont paralléles (n® 150 ). D'ailleurs ces droites ont déji le point
commun (2, 7} ; done elles se confondent.

Si Pun des points (27, »') est Vorigine des coordonnées, il suffit que Pon
ait ":;—,, =Ta) U bien, »'z¥ — 2" =0.

Cela posé, admettons que les points O, 0/, 0", correspondant aux trois
propositions, soient rappertés aux mémes axes AX, AY, dont I'un soit la
base AB du triangle, l'autre la perpendiculaire élevée au point A; et afin
de conserver les notations employées précédemment pour les points B et C,
convenons de désigner les points O, 0/, 0", par (=, et r.), (z. et y. ),
(=3 et 73).

droite , toutes les fois que les deux rapports , sont égauy.

Y1 —2s Foi—J4
Zy— 2y Ty e— iy

. La question est ramenée & caleul
Or, on a trouvé, n% 483, 184, et 185,

(n=% ===, (n=150 . on)
(=555 mal). :

2’ 2
¥ le=H)
Fi—xas. 3 il _ ¥ 32 — Jex
Done, 19, T % o Y (c—az)y
——
2 a — o
qu =T 3 2" =y’ — 32’ o Jea’
L ey e+ ¢ = (az'—¢)y

3 2
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Ces deux résultats sont identiques. Ainsi, les trois points 0, 0, 0", sont
on ligne droite.

N. B. — Les distances qui séparent ces irois points ont enire elles un
rapport qui est également fort remarquable.

En ellet , si I'on considére les projections de ces distances sur AB, savoir
Dl, IH, et DH, ona

ez ¢ ax’ — ¢

e R et e
7 4+ 2z’ —
m:;.—:,::—caxzxscngl;
DH =z, —z3 = 2! — e :,x._czﬂDIi
2 2
ce qui donne DL IR DR 1t 3

done aussi, a cause des paralleles 0'D, O, O'H,
Q0L =00, - 0N 1 15 i3t

Propositions sur le cercle.

188. Rechercher par I’analyse les conditions qui expriment
que deux circonférences de cercle se coupent , se touchent, on
n'ont avcun POI‘R: conmin.
Soient 0, 0 (fig. 103), les centres de deux circonférences de yig.103.
cerele, r, r’, leurs rayons, et 00°—=4, la distance des centres.
Prenons pour axe des « la ligne des centres, et pour axe
des » la perpendiculaire OY élevée par le point O.
Le cercle dont le rayon est r, étant rapporté a son centre ct
4 deux axes rectangulaires, ona (n° 467) pour I’équation de ce
cercle, -

B D b ()
Celie du second cercle , dont le centre a pour coordonnées
p=d, g=o, est (n® 463) .
P4 (e —dy = (2)

Cela posé, pour exprimer que les deux circonférences de cer-
cles se coupent, et obtenir leurs points d’intersection , il faut
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(n® 152) établir que lenrs équations ont lieu en méme temps,
et éliminer x, », entre ces équations.

A cet effet, retranchons (2) de (1) ; il vient

adry — d* = r* — f‘";

2 ri— s -l d?
d’ont l'on tire e e
2d

Cette valeur portée dans I’équation (1), donne, toute réduc-

tion faite, 5 = 1= ;dvféd-ru_(rg_rm _,_da)u.

Discussion. — Linspection seule de ces valeurs prouve d’a-
bord que, dans I’hypothése ot la quantité sous le radical de
la valeurde y étant positive, les valeurs des @, y, sont réelles,
et ou par conséquent les circonférences onl dewx points com-
muns, dans cette hypothése,, dis-je, les deux points d’inter-
section ont une méme abscisse OP, mais deux ordonnées égales
et de signes contraires.

Done , toutes les fois que deux civconférences se coupent,
La ligne des centres est perpendiculaive & la corile commune ,
et la divise en deux parties égales.

Maintenant, afin de savoir quand y sera rédel on imnaginaire
(car west toujours réel ), nous ferons subir & expression ci~
dessus une transformation.

La quantité sous le radical étant évidemment la différence
de deux carrés, peut étre décomposée dans le produit

(2dr 412 o &> — 1) (2dr — 12 — d' 1%

mais chacun des deux facteurs entre parenthéses est lni-méme
la différence de deux carrés (r-=d)*—r* et r'*—(r—d)";
ona pour le premier, (r+d4r)(r4d—r),
et pour le second , (W r—d) (' —r4d).
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Donc enfin; la valeur de y devient :

y = g VO +d) r4-d—7) ' —d) (" d=r).

Sons cette forme, comme le premier facteur soumis au radical
est essentiellement positif, on voit que y sera réel tant que
les trois autres seront positifs, ou I'un d'eux positif et les
deux autres négatifs. Mais cette derniére circonstance ne peut
jamais exister, car dés qu'un de ces trois facteurs est négatif,
les deux autres sont nécessairement posizfs.

Soit, par exemple, r—4-d—r'<lo, d'on r--d<i;
il en résulte nécessairement r<r" et d<r;
done r'—r-4-d et ' —d -4 r sont positifs.

A plus forte raison, les trois facteurs ne sanraient étre né~
gatifs 4 la fois. !

Ainsi , il ne peut se présenter que deux cas: ou les trois
facteurs sont posilifs 4 la fois, et dans ce cas, 3~ est réel; donc
deuwx circonferences se coupent toutes les fois que Uon a

r4-d>r, r4r>d, rri-d>r;

c'est-a-dive chacune des trois quantités , les rayons et la dis-
tance des centres, moindre quela somme des deua autres;

Ou bien, 'un des trois facteurs est nézatif et les deux autres
posttifs ; dans cecas, y est imaginaire et il n’y a pas de point
d'intersection ; ainsi dewx circonférences n'ont aucun point
commun., lorsque V'une des inégalitds ci~dessus a lien dans un
ordre inverse, 5

11 peut néanmoins ayriver que V'on ait

r+4d—1r=o0, au rd-r—d=o0, ou ¥ 4+d—r—o;
? all F* . » s 3
Cesti-dire r+d=7r', ou r4r'—=d, ou ¥ +d=r.

Dans ce cas, les deux valeurs de 5 se réduisent i o, et les
deux circonférences n’ont plus qu'un poipt commun , lequel
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est nécessairement place sur la ligne des centres, puisque soy
ordonnée est nulle.

Done, deux circonférences de cercle se touchent toutes les
fots quela distance des centres est égule & la somme ou g Uy
différence des rayons.

Ces résultats sont conformes aux théorémes établis en Gég.
métrie sur les intersections et les contacts des deux circonfé-
rences.

189. Cas particuliers,—Soit d== o, auquel cas les deux cir-
conférences sont concentriques ; les valeurs de et de » devien-

¢ e e . \/__ (r'z 2 r‘n)g
nen r=—= = T e
o 7 o 2

expression de forme infinie. Mais observons que la quan-
1ité sous le radical de la valeur de y, étant essentiellement né-
gative , cette valeur n’en est pas moins zmaginaire; ce qui doit
étre , puisque les circonférences ne peuvent avoir aucun point
commun.

Si cependant on avait en méme temps d—o et r=r", les

St o G
valeurs de x et de y se réduiraient A a=—-—, 5 = —, signes
) )

ordinaires de P'indétermination.

En effet , dans ce cas, les deux circonférences se confondent
et ont une infinité de points communs.

Remarquons encore que les résultats ci-dessus, de forme
infinie , sont analogues 4 ceux qui ont été obtenus (n® 452)
dansle cas du parallélisme de deux droites dont on vecherche
le point d'intersection ; effectivement, il existe alors une es—
pece de parallélisme entre les deux circonférences, puisque
leurs points sont partout également distans.

190. Faire passer une circonférence de cercle par trois points donnés.

Toutes les fois que 'on connaitra la position du centre d’un cercle sur
un plan, et la longueur de son rayon , les quantités constantes p. ¢, 7y M
entrent dans équation

(x—p) 4+ (¥ =gl =nm,
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- Jevront dtre regardées comme données & priori; et le cevcle sera compléte-
:':ent déterminé par cette équation. Mais on peut, comme pour la droite,
<6 proposer de déterminer un ceru.:le qui .saf.f.mfa.sse i certaines conditions ,
comme celles de passer par des points donnés , d’étre tangent & une ou plu-
sieurs droites i un on plusieurs cercles, ete. ; dans ce eas, p, g, r, sont
des constantes indéterminées dont les valeurs dépendent de ces diverses con-
ditions ; et comme les indéterminées sont an nombre de trois, il s'ensuit
que 'on peut imposer a un cerele trois conditions différentes , celles, par
axemple, de passer par trois points donnés,

Soient en général (27, 3"V, (2, »"), (2", "), trois points donnés sur
un plan par rapport & deux axes rectangulaires, et appelons p, ¢, r; les
eoordonnées de son centre et le rayon ; son équation sera de la forme. . ...
(z—plt{r—gPlr=ri... (2)p; 4,7, étant des quantités qu'il s’agit
de déterminer.

Or, puisque chacun des trois points donnés se trouve sur la civconférence,
on doit avoir les relations

- | (& — P+ (2 =2 =1,
("= )t (= g =1,
(o — pl2 + (f”— gN == pai

‘ot la question est réduite a éliminer p, ¢, r, entre ees relations, pour les
reporter ensuite dans Uéquation (1)

En développant , puis soustrayant suceessivement la seconde et la troi-
siéme relation de la premiére, on trouve

22—t ytr =t —ap (2 — 2" ) — g (K — ") = 0,100 (3)

afs —aWs o yfa — y™s —op (of — M) —ag (0 —")=0,.... (3)
équations du 1°F degré en p, ¢, d'oit 'on peut tirer facilement les valeurs
de ces inconnues. Aprés quoi, en les substitnant dans Ia premiére des re-
lations ci-dessus, on obtiendra la valeur correspondante de r. Nous n’entre-
rons pas dans les détails de ces calenls qui n’offrent aucune difliculté réelle,
el qui présenternient d'ailleurs peu d'intérét i cause de leur complication;
mais nous allons ticher de traduire en Géométrie les équations (a) et (3)
elles-mémes.

Chacune de cés équations, considérée seule, étant du 1°F degré par rap-
port aux quantités p et 7 qui expriment les eoordonnées d'un point, repré-
sente (n® 472) une ligne droite ; et si on les construit successiyement par
ripport aux mémes axes , le point on ces lignes se rencontrent sera (n® 152)
le centre du cercle demandé.

Occupons-nous dabord de Péquation (2); elle peut &tre mise sons la forme
2 ok o J‘_’,.__fﬂu -l-.}’:" __-x-\f,

B e 5 o

aly — T":- R IE
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o bien encore,

s o z—a" EEE
V3 g 2] =_.?"—?”( B dem i sse )
Cela posé, soidnt M, M’, M ( fie. 104), les points dont les coordonnges
sont (=, ), (=% 0%}, (2", 7).
Loéquation de 1a droite MM’ est (n°® 148)
iy

X e
= e AT e R
fi=Yi= gy (e J (5)

D't autre chté, les trapézes MMPP, MM/R/R, donnent , pour les coor.

dennées NQ, NS, du point N, milien de MM’

gzt 7= "

ainsidéjh, Pégquation (4) est celle d’nne droite passant par le point N.
| J.-IJ' 7 .Z" — 2”

. . X
En outre, si 'on compare lés deux coefficiens ———— —
o ¥l

des équations (4) et (5), onvoit qu'ils satisfont & la relation aa’4~1=o qui
exprime que deux droites sont perpendiculaires entre elles.

D00 Pon peut conelure que Iéqguation (4), ou Péquation (2), représente
la droite élevée par le point N milieu de MM/, perpendiculaivement it cetta
derniére ligne. Ainsi, sa construction est facile,

On reconnaitra de méme que Péquation (3) représente la perpendicnlaire
élevée au milien N' de MM” dont I'équation est

e

L -—_7":1-,—-_?& (2 — &)

Lié ceritreé s¢ trouve domc déterminé de position; et Ia construction que
nous venons d’en donner est précisement eelle des élémens do Géométrie.

494, On serait parvenu 4 diss résulials beautoup plus simples, en prenant
pour origine des eoordonnées o point M (fig. 105), et pour axe des abs-
cisses la ligne MM'. Cela est permis, puisqu'on peut disposer des axes a
volonté,

Dians cette hypothése, on a

= o

e
et les équations (2) et (3) deviefinent

— -+ :l_pz-“

— s — o o apah 4 a0y

el
De la premiére on déduit p = % , équation qui exprime évidemment

a,
0.

I

une droite paralléle & MY, menée par le point N milien de MM’
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yuant & la seconde, on peit Ia mettre sous la forme

Q
N =i':+)”|
q=—3-_7,:p+ e el
R ey 2" d
ou 'T'_'Z;:_;ﬁ P"__g)

equation qui représente une droite passant par le point N, milieu de MM,
et perpendiculaire i la droite MM” ou y = g—:x.

Les équations (2) et (3) ne sont si compliquées que parce que les axes ont
¢té pris dans une situation quelconque par rapport aux trois points donnés.
On voit done éncore combien il est important, pour Ia simplicité des eal-
enls, de choisir les axes convenablement.  —

192. Supposons‘actuellement qu'il s’agisse de faire passer un cercle par
deux points donnés, en I'assujettissant en outre & étre tangent & un autre
cerele donné de position et de grandeur.

En désignant par (', »'), (=", 2"); les coordonnées des deux points,
par p, ¢y les constantes du cercle cherché, nous aurons d’abord les denx
relations

(o= P)’ + (v ""?)’ =i (2" — p)r 4+ (J‘”_ f}’ — i,

D’un autre edté, soient p’, 4', #’, lés constantes du cercle donné, D la
distance deés centres des deux cercles; on 4, en vertu de ce qui a été dit,
n® 488, sur 1e contact des cereles ,

38 —= ("2 n)a;
done (n® 157 ) 1a condition de contact est exprimée par la relation
(pf = p) (g — q)* = (" = r)3,
qui, jointe anx deux précédentes , renferme tous les élémens nécessaires @
la détermination des inconnues p; ., .
Si le cerele devait passer par un point donné (2, y' ), et ére tangent o

denx autres cercles donnés par les constantes (p', ¢/, +7 )5 (p"s g% #"), on
aurait les trois relations + g

(&= pir o (f =g =rt, (f PP =) = ey
(P == pr <k @l = (== s

~ Toute Ia difficulté, dans la résolution de ces sortes de questions , consiste
& choisir les axes coordonnés de telle maniére, que les équations el les
caleuls soient les plus simples possible, et quen puisse en firer des cons-
tructions faciles et élégantes.
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11 nous reste encore i établir les conditions relatives au contact des droites
avee les eirconférences. Or, la théorie des tangentes est une des plus imipgy.
tantes de la Géomeétrie nnalytique.

Probléme des tangentes.

195. Commengons par fixer le véritable sens qu’on doit at—
tacher au mot langente.

On définit ordinairement, en géométrie, la tangente ay
cercle, une droite qui n’a qu'un point commun avee la cir-
conférence ; mais il est aiseé de voir que cette définition ne
convient pasa toutes les courbes: }

Soit en effet, une ligne telle que LN’NI&MI—I (fig. 106),
composée de pariies, les unes concaves, les autres convexes.
Si, en un point quelconque M, on méne une droite MNN', qui
semble se trouver, par rapport a la partie KMH, dans la méme
situation que la tangente an cercle, cette droite peut étre sup~
posée n'ayoir qu'un point commun avee cette partie de la
courbe ; mais prolongée indéfiniment , elle passera par d’autres
points N, N, ... de la courbe. Doncil ne serait pas exact de
dire qu’elle n’a qu’un seul point commun avee LN'NKMH,

Pour aveoir une définition ‘qui puisse s’appliquer & toutes
les courbes, il faut imaginer qu'une droite MG ayant plu-
sieurs points M, M’ M", communs avec la courbe, tourne an-
tour de 'un de ces points, M par exemple, de manitre &
prendre les diverses positions MM'M”, m'Mm/m". .., ; on voit
que , dans ce meuvement, le point M, qui se trouvait d’abord
placé & la gauche du point M, se trouve maintenant 4 droite
de ce méme point, en m'. Or, dans le passage de la premiére
position & la seconde, il doit nécessairement en exister une
intermédiaire o le point M’ se confond avec le point M ; et
’est dans cette position, représentée par MNN’, que la droite
est dite une tangente. On doit donc regarder une tangente
comme une sécante i la courbe, dont deux des points d'inter-
section viennent & se réunir en un seul.

Tl n’est pas toujours nécessaire que le mouvement dela
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Jroitese fasse antour de 'un des poiuts d’intersection ; il peut
at se faire autour d’un point quelconque. La droite peut

souve
dans certaines circonstances, se mouvoir parallelement

meme,
4 elle-méme. e
Reprenons la courbe y*=2x, d'ou y ===V 2a (fig. 87), Fig- 87.
qui a déji été diseutée n° 169.
Comme, 4 chaque valeur de = positive, il correspond deux
valeurs de ) égales et de signes contraires, il s’ensuit que toute
parallele a AY, menée 4 droite -de cet axe, est une sécante
qui a deux points commuus avec la courbe; mais a mesure
que x diminue, les distances M'N’, MN, ... entre ces points
d'intersection, diminuent ; et lorsqu’enfin on suppose x—o,
auquel cas la valear de y devient y=c==o, les deux points
d’intersection se réunissent au point A, et la droite AY est dite
tangente.
On reconnaitrait de méme que, dans la courbe discutee
a® 170, et qui a pour équation

= =4, don z=z=xVy —j,

la droite IK ( fig. 88), paralléle 2 AX, et située a la distance Fig. §s.
¥ =12, est une sécante dont les deux points d’intersection se
réunissent au point B.

Une'courbe étant ordinairement regardée comme un poly-
gone d’une infinité de cotés infiniment petits que ’on nomme
élémens , ou comme la trace d’'un point qui change 4 chaque
instant de direction, on peut encore dire que la tangente 4 une
courbe est un des élémens de cette courbe, prolongé indéfini-
ment. C’est ainsi qu’on 'envisage dans la haute analyse (¥);
mais ici nous la considérerons comme une sécante dont deux
points d’intersection avec la courbe se réunissent en un seul 5
€t Cest ce caractére que nous allons essayer de traduire en
analyse, ‘

-
) Dans les Arts, les ouvriers n'ont pas d'auire idée de la tangente i
MnE courbe,

15
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194. Soient, en genéral, F (r, y) =o Iéquation d’une
courbe, et y=ar+b Véquation d'une droite rapportse
aux mémes axes.

Pour déterminer les points communs a la courbe et i 1a

droite , il faut (n® 152) exprimer que ces deux équations ont
lieu en méme temps. En substituant dans la premiére, pour
7, sa valeur tirée de la seconde, on obtiendra une nouvelle
équation en x, dont les racines seront les abscisses des diffé-
rens points d’intersection ; et ces valeurs de'x , reportées dans
I'équation y==ax-0b, feront connaitre les ordonnées cor-
respondantes de ces mémes points.

Actuellement, sil'on veut fixer 1a position de la droite de
telle maniére qu’elle devienne tangente, il suffit d’exprimer,
par les moyens connus en Algebre, la condition que denx des
valeurs de z soient égales; ce qui, d'aprés Péquation. .,
y=ax b, entraine aussi généralement la condition que
les valeurs de ) soient €gales. La premibre condition , expri-
mée analytiquement, n’est autre chose qu’une certaine rela-
tion entre les quantités a et b considérées comme des cons-
tantes inddierminées ; et si, & cette relation, on joint la
suivante, 7 ==aa’<4-b, quiexprime que la droite passe
par un point donné, on aura tout ce qu’il, faut pour déter-
miner complétement a et b.

198. 5i Véquation de la courbe est du second dégré, la
substitution de ax 4 b 4 la place de » dans cette équation,
donne lieu & une équation du second degré, de la forme

mx? - AT 4 p = o;

ce qui prouve, en passant, qu’une ligne droite ne peut Jjamais
avoir plus de deux points communs avec une courbe du second
degré'. " ‘

Or, on a vu (4lg., chap. IIT) que pour I'égalité des deux
racines d’une équation du second degré, il faut qu’on ait
eutre m, n, p; larelation n*~ fmp=o, Cest donc cette
condition qu’il s"agit de développer pour toutes les courbes

-
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du second degré, en commengant par le cércle qui n'en est
qu’un cas particulier.

196. Par un point donné (x', y') mener une !a‘ngen!e dun

cercle ; qu’on suppose yapporie a. des axes, recmngulaares pas=
sant par son centre.

L’équation du cercle étant 3 + x* =7r%,.... (1)
celle de la droite cherchée est de la forme
F—F = (@ = &) shnes:(9)

etla quanute b se trouve déja éliminee (n° 149).

“Pour exprimer d’abord que le cercle et la droite se coupent,
il faut combiner leurs équations, en supposant que les x et
les » sont les memes. Or, I’équation (2) donne

y = azx + ¥y — ax’;
d’oui, substituant dans 1’équation (1) et ordonnant,
(@4 1) a2 4 2a () —ax’) w4 (3" —aa’)’ — P=o0. ... (3)

En attribuant & ¢ des valeurs particulitres, on obtiendrait
une série de sécantes a la courbe, dont les deux points d’in-
tersection auraient pour abscisses les valeurs de « tirdes de
Péquation (3), et pour ordonnées les valeurs de j déduites
de I’équation (2), aprés quon y aurait mis pour a et x leurs
valeurs.

Maintenant , si 'on veut que la droite devienne tangente, il
faut que les deux racines de I'équation (3) soient égales: ce
qui donne, en vertu dela relation n*—/fmp=o0 (n° 198),

e’ (r'—az' Y —4(@+2) [(7' —ax ) —rT=0..... ()
ou, divisant par 4 et supprimant les deux quantités
@ (y — ax’), — a'(y — ax'y?,

qui se détruisent, . o — (Y —aax'P (@4 1)r=o.
15,
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Cette équation, développée et ordonnée par rapport i «, devient
(rr—ax"a*+ axy.adr—r*=o0.... (5),

d’ott '6n déduit, toute réduction faite,

L
b r‘lf:c"ir’._r %'s Vatsran s me
expression qui, substituée dans U'équation (2), donnera I'équa-

tion de la tangente demandée.

Le résultat (6) démontre que par un point donné N ( fig. 107),
il est, en général, possible de mener deux tangentes NM, NM',
i la circonférence. Toutefois , comme il faut, pour cela, que
les deux valeurs de a soient réelles et inégales, on doit
avoir

#*~4y"*>r", ou, i cause de :r"+‘y"=6ﬁﬁ, e ﬁbﬁ:

donc le point (a', »') doit étre situé hors du cercle.

Si l'on suppose x® + " =2, auquel cas le point donné se
trouve sur la courbe, la double valeur de a se réduit & une
seale:

aly! ' .

s e ' it
a_....—_?,oua_——,,.icausede]’_r ol g

On reconnaiten effet que, d’aprés cette supposition, 'équa=

tion (5) devient a*y" 4 2ax’y’ 4-a'*=o0, ou (ay’+a')’=o0;
oLy :
dotia =——.

Pour distinguer ce cas, du cas général , nous conviendrons
de désigner le point donné, qui n'est autre chose que le point
de contact , par (x', »"); et alors on aura pour ’équation de
la tangente au cercle , en un point de cette courbe,

L] L
y—r'=m=—F(r—a"... a=—=
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197, Remarque sur la méthode précédente.—En formant, a
Vaide des équations (1) et (2), une équation en y seulement, ce
: i 1 L F—lgi—ax))
qui revient & substituer dans (1) la valeur v = e
tirée de I'équation (2), on trouve

(@ +1)r*—2(y —ar’) y 4+ () —az') —a'r’ =o;

et si I'on veut que la droite devienne tangente , il faut expri-
mer que les deux racines de cette équation sont égales; ce qui
donne entre les coefficiens, la relation

4 —ax') — 4@+ 1) [( — ax')? — a'r*] =,

ou, divisant par 4 et supprimant les quantités ( y' — aa’)?*,
—(y —ax’)?, qui se détruisent,

a’[(y" — ax') —rifa* <+ 1)] =o. .

Or, cette éqnation peut étre satisfaite de deux inaniéres, soit
en posant a*==o, soit en posant (' —ax')* —r'(a* 4 1)=o.

La derniére de ces deux relations est bien identique avec
la relation (5) obtenue d’apres 'équation en x; mais on trouve
en méme temps pour solution, a*=o. ;

Ily a plus, si nous remontons a I'équation (4) du numera
précédent, et que, sans avoir égard aux réductions des termes
semblables , nous développions les calculs , nous obtenons une
équation du quatrieme degré en a, dans laquelle, a la vérité,
les coefficiens de a' et de @’ sont nuls ; mais on sait en Algebre
qu'une semblable équation a deux de ses racines infinies.
Ainsi Péquation (4), outre les deux valeurs que donne I'é-~
quation (5), renferme encore implicitement deux racines in—
finies, a =100, a = oo.

Tachons d'interpréter ces solutions @ = o0, @ = oo, qui sem-
blent étrangeres a la question proposée. Pour cela, prenons
hors du cercle un point N’ ( fig. 107), tel que les perpendi-
culaires abaissées de ce point sur I'axe des x et sur 'axe des y,
Fencontvent la courbe aux points £, £, Z, I, Cela pose, si Pon

Figaen.
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rcutemniteexprhﬁrque, pour une droite menée du point N’
les deux valeurs de @ des points d’intersection de cette droite
avee la courbe, sont égales, sans rien dire pour y, on observe
que cette condition ne convient pas plus aux deux tangentes
N'm, N'm’, qu'on peut mener par ce pdint, qu'a la lighe N'iit
perpendiculaire & l'axe des x. Ainsi, Panalyse doit donner,
outre les solutions relatives aux deux tangentes, la solu-
tion a = oo correspondante i cette perpendiculaire.
¢ & 4

L'équation (2), qui revienta =‘]—_ai + a7, donne en
effet pour @ =00, ®=ux’, ce qui n"apprend rien pour y. Mais
‘pour avoir sa valeur, il suffit de remonter 4 I’équation (1) qui
donne 'y ===k |,/:r“—:.t"’l

Telles sout en effet les valeurs de Qp, ip, ip, correspon-
dant & Nz,

De méme, sil’on exprime que les deux valenrs de 3 sont
égales, sans rien dire pour =, cette condition convient, non-
deulement aux deux tangentes, mais encore 4'la droite N/
paraliéle 4 'axe des x. Ainsi, I'analyse doit donner 4 la fois les
solutions relatives aux deux tangentes, et la solution a=o
correspondant a NU'.

L’équation (2) donné pour =0, ¥ =%, ce {jui n'apprend
flen pour @ ; mais de I'équation (1) Pon déduit

oo/

Telles sont en effet les valewrs de Og, 0g', 4q, ¢q". 7

Concluons de la que, guand on vent etpnmel le contacl
d’une droite avec une courbe , il faut écrire A la_fois analy-
tiquement les deux conditions pour que deux des valeurs
de x et deux des waleurs de y com‘c.spondant aux points
d’intersection , solent égales, , puis considérer & part la rela-
tion commune qui se trouve implicitement renfermée dans les
deux relations générales établies d’abord séparément.

La remarque qui vient d’étre faite fournit un nouvel exem-
ple d’une question dont les e'qualimls sont plus généra!es que
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Ja question elle-méme, en méme temps qu’elle indique le

moyen de dégager le résultat des solutions étrangeéres.

198. Nous avons cru devoir résoudre le probleme des tan—
gentes de la maniére la plus générale, afin de faire voir aux
commen¢ans comment on interpréte certains résultats de I’a—-
nalyﬁi mais comme nous aurons souvent besoin de rappeler
I'équation de la tangente, dans le cas particulier ot 'on donne
le point de contact, il est bon d’indiquer un moyen direct d’y
parvenir. Cette autre méthode est également susceptible de
s'appliquer a toutes les courbes, quelle que soit I'inclinaison
des axes. :

Appelons (', 7", (x", »"), les coordonnées de deux points
de la courbe, dont 'un (2’ »") doit devenir un point de
contact,

La droite qui joint ces deux points, a pour équation
g 1!

y =y ==

o, — 2" {.’.‘C—-:}:’J;..—. (i)

R e T
i i o= N ()
le systeme de ces trois équations convient 4 la sécante menée

par les deux points.
Or, en soustrayant (3) de (2), on a

et si ’on y réunit les deux relations

J,fu _J,”n -+ alr — " — Oy 00 (4)

équation qui peut remplacer 'une des deux précédentes,
(3) par exemple ; et comme la relation (4) revient

O VG —= ) S @Y Y =)

doit C - MR TS a2 o
:[.‘r—J:"-_ (Tr+‘7_ll'!

il g'ensuit que la sécante est finalement représentée par le svs-
teme formé de I'équation
¥
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’ “‘r' + '”" l .
-5 == ———— (v — 27 etdes équat. (2) et (3),
s by gy ' ;
8i, maintenant, on veut que la séeante devienne tangente,
c'est-i-dire que les deux points d'intersection se réunissent e
un seul, il suffit d¢tabliv 2 =2" et )’ =»"; c¢ qui domne
] o' " e "y
r— =—F(.r—a:),-, el tabonplis — pd

(Ordinairement , on ne considére que la premiére de ces équa-
tions pour représenter la tangente ; mais la seconde est tou-
jours sous-entendue.)

N. B.— L'artifice de ealcul employé ci-dessus, et ¢iti ¢on-
siste & rewrancher (3) de (2), a pour but de trausfornier le
' "
. v . . " 5
coeﬂictenl.‘l;—‘-'—f, de P'équation (1), afin de pouvoir y intro-
af —
duire ensuite les deux conditions y" =35, 2’ =a"; car si 'on
faisait cette double hypothese sans transformation préalable,

< ] '
on obtiendrait 2 pour valeur de ce coefficient.

R z" oo ,
199, L'équationy —y" = — — (x— a") peut étre ramente

a une forme beaucoup plus simple, au moyen de la relation
7' 4 ™ =r" qui y est jointe.
Chassons le dénominateur et transposons; il vient

27"+ xa’ =" 42", oubien, " 4 axa’=1r"

Cette nouvelle forme est facile & retenir, en ce qu'elle se dé-
duit de celle du cercle, y* 4 x* =1, en y remplagant les
carrés y* et x* par les rectangles 7" et xa”,
Soit fait, dans I'équation simplifice de la tangente, y = 0
P » ] . -
Fig 107. il en résulte. @ == —5 1 c’est Vabscisse OR ( fig. 107) du point
ol la tangente rencontre l'axe des .
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D'un autre c6té, 'on a PR=0R — OP;

d’lﬂ:‘ : PB.:—"—.'.L == M .

Cette distance PR, comprise entre le pied de 'ordonnée du
point de contact et le point oil la tangente rencontre Faxe des x,
est ce qu'on nomme la sowtangente; et sa considération est
souvent utile dans la théorie des courbes.

N. B. — Puisqu’on obtient sa valeur en supposant y —o
dans V'équation simplifiée de la tangente , et retranchant en-
suite = de la valeur de « correspondant i = o, il s’ensuit
que pour l'avoir directement d’aprés I'équation non simplifiée
de la tangente, il suffit de faire y = o dans cette équation,
et de chercher la valeur correspoﬁdante de & — ", Le signe
de cette différence indique alors dans quel sens doit étre por-
tée la soutangente.

‘yf” r’—d"“
On trouve en effet, pour y =0, r—a'= =

résultat de méme signe que .,

200. Reprenons également le cas on la tangente doit étre
menée par un point pris hors du cercle, et proposons-nous
d’exprimer les coordonuées inconnues x", 1, du point de con-
tact, en fonction des coordonnées ', 7/, du point donné.

La tangente devant passer par le point a/, 5/, son équation
est de la forme y—y' —a (x —a); @ ayant (n° 196) pour

i

valeur, a - et la question a pour objet de déterminer

z et .

Or, I'équation de la tangente élant aussi (n° 199)....
7"+ ax"=r*, comme cette droite passe par le point (', 3'),
on a nécessairement la relation yy"+a'a’=r'. ... (1)

Dlaillenrs, puisque le point ", ", se trouve sur la courhe

st P AT ;
on a aussi i nReri o ()

Telles sont les équations 4 Vaide desquelles il faut calculer
et y'.
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r: ey J &
On tire de la premiére  y" = J;;*t—i- ERR (3)

d’ot, substituant dans I'équation (2) et ordonnant pax rap-
port ax, :
(2 4 y5) 2% —2rfniah = Pyt e

< oY rlnezey Y oatay e
ou, résolvantet simplifiant, a'= (ra’ J;,E/_‘_ }:—,J" )

Remplagant a” par sa valeur dans I'équation (3), on ob.
tient, toute réduction faite,

A r(rr e +J- — r‘)
& O

Done a—— ‘-n—-"=— M'irjvw
.I’ T FE Nyt
Pour prouver 'identité de ce résultat avee eclui du n® 196,
wultiplions Tiaut et bas par ry’ &= 2’V 2" 4 37 — 1, en
observant que les signes supérieurs se correspondent ainsi
que les sig'ues inférieurs ; il vient /

realy’ £r( yAqa’) Y Ty ey (m’*+r‘*—r‘*)

ooyl = @y —T)
ou
PN ¢ s TG G ) e o e
J’."a +j’n) (r'\_ .T-h‘) L
ou bien enfin, a=—=-— (ay :!:r‘::: n-"_} ___r,)
—_—

201. Si I'on voulait fixer géométriquement la position du
point (2", »"), il faudrait construive les valeurs obténues ei-
dessus. Mais comme elles sont trés compliquées, nous ferons
usage des principes relatifs aux lienx géométriques (n® 181 ).
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Premiére construction. — Reprenons les équations

l?_:yn + .’!"J.'"l _— r‘l’.” (I}
et = s (2)

qui ont servi & déterminer 2", »”.
En retrafichaiit Ia premiére de la seconde, on obtient

gft Sl quighn 2w = e, .- 3

équation que nous pouvons substituer  la premiére ; et si 'on
construit par rapport aux mémes axes, chacuie des équations
(2) et (3) considérées comme renfermant deux variables 2/, 7,
les points d’intersection des deux lieux géométriques seront
les poiits de contact demandés. .
D’abord, P'équation (2) représente un ¢cercle ayant son centre
4 Vorigine, et pour rayon r (fig. 108) ; c’ast done le cercle Fig 108,
déja construit.
Quant  'équation (3) qui est comprise dans la forme géné-
rale du n° 177, coiime elle peut étre ramenée a celle-ci:

LI e N
it s S g

elle représente une circonférence dont le centre a pour coor-

’ ’ s
: X o o
données e “%, et qui a pour rayon ;f/m’* + .

Or, si 'on joint le point O au point N par lequel on sc pro-
pose de mener une tangente, on a évidemment

QL ou% :1’, IL=.NP='}”

! ——————
= Ol ==y a - 2,
~ =, sVt g
Donc la circonférence déerite sur ON comme diamétre, est
le lien géomélrique de I'équation (3).
Ainsi, les points M, M’, out les deux cireon{érences'se cou-
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pent, sont les points de contact ; et en les joignant au point N,
on a les deux tangentes cherchées.

Celle construction est précisément celle qui se trouve indi-
quée dauvs les Elémens de Géométrie.

. 202. Seconde construction. — On peut opérer directement
sur les équations (1) et (2), dont la construction présente une
propriété trés remarquable.

L’équation (2) représente tonjours le cercle donné.

L’équation (1) étant du 1°* degré en =", »"', représente une
ligne droite ; et comme les points ot elle doit rencontrer la
circonférence ne sont autre chose que les points de contact, il
s’ensuit que cette droite est la ligne de jonction des points de
contact,

Pour en fixer la position , soit fait successivement dans I'é-
guation (1), »"=o0, et a’=o; ilenrésulte

| 7

pour’ gt =g, = = =

rl

pPOERE Tty =?

Le premier point [y" =0, a"= g-—:] estle point B( fig. 100)

ot la droite rencontre 'axe des x; et ce points’obtient par la
construction de la 3° proportionnelle a’ &7 i ria’.

. e, - q
Le second point [2"=0, " =;] est le point C ot la

droite rencontre Vaxe des y; et il s'obtient de la méme ma-
niere.

La droite BC qui joint ces deux points, rencontre la cir-
conférence aux points M et M’ qui sont les points de contact
des tangentes menées par le point N.

rs .

205 Remarjue. — Comme la valeur o' = =, g8 cor-
respond 4 3" = o dans ’équation de la ligne de jonction
des deux points de contact, est indépendante de l'ordonnée »”
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du point par lequel on veut mener les deux tangentes_,-o.n
peut conclure que, pour un second point quelconque N pris
<ur la perpendiculaire LL', la ligne qui joint les points de
contact des tangentes menées par ce point, rencontre l'axe
des © au méme point B.

En effet, soient 2’ et 3™ les coordonnées du point N'; on au-
rait pour l'équation de la ligne M'M*, ¥'9" 4 22" =r2;

3 r*
or, en faisant 3"=—o, Von trouve 2= = — 0B,

Observons d'aillears que , "axe OX étant une ligne menée 4
volonté dans le plan du cercle, la droite LL" qui lui est per—
pendiculaire, peut elle-méme étre regardée comme une droite
tracée d’une maniére quelconque dans ce plan, puisquon
pourrait d’abord tracer cette derniére ligne arbitrairement, et
prendre ensuite pour axe des x, la perpendiculaire abaissée du
centre sur la droite.

On déduit de la le théoréme suivant : St des différens points
d'une ligne indéfinie LL', on méne des tangentes & un cercle,
toutes les droites qui joignent les points de contact des tan-
gentes partant du méme point, se réunissent en un point
commun B, lequel se trouve placé' sur la perpendic:daire
abaissée du centre O surla droite LI,

La droite LL’ est dite la polaire du point B ; et réciproque—
ment, le point B est dit le pdle de la droite LL”.

u

N. B. — Tl résulte de I'expression x"'= S qus quand
la droite LL’ est extérieure au cercle , auquel cas on a
' >, le point B est intérieur, puisque alors a” est < 7.

Si, au contraire, LL’(fig. 110) est sécantea la courbe, le

point B est extérienr; car on a, dans ce cas, 2/ <r, d’on
r-l
7 ou 2 S,

Les problémes suivans se rattachent au probleme des tan-
fentes et donnent lieu A quelques circonstances assez vemar-
quables sous le rapport de la discussion,

Fig.110.
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204. Presien vronvesy, — Etant donnés un cercle OAMB (fig. 111) efun
point N, on propose de mener. par ce point une droite de telle maniére, qup 1,
partie MM interceptée dans le cercle, soit égale & une ligne donnée am.

Supposons le cercle rapporté 4 deux axes rectangulaires OX, 0%, et ap.
pelons 27, ¢/, les coordonnées du peint N. Désignons dailleurs par s ]y
distance de ce point & I'nn des points d'intersection de la ligne cherchée
ayee la circonférence.

Nous aurens les équations

8 o M S P g i = R v Bl ey B
e ==ttt e i i e Yo L e )
B = (e @ (e e )

(x — &',y — »’, expriment ici les différences entre les coordonnées du
point N et les coordennées x, y, propres & vérifier en méme temps les
équations (1) et (a) qui sont celles du cercle et de la droite. )

Cela posé, pour résoudre la question proposée, nous éliminerons d'a-
bord = et y entre ces trois équations , ce qui nous donnera une équation
enz, a, z', y', r. Résolvant cette équation par rapport i z, nous obtiendrons
deux valeurs dont la différence , €galée & 2m, conduira & une derniére équa-
tion en a ef en guantités connues z', ¥, r, m,; dont la réselution fera con-
naitre ¢, ot fixera par conséquent la position de la droite cherchée, —Ef-
fectuons tous ces ealeuls. \

S8i dans I'équation (3) on remplace y — 3 par sa valeur tirée de Péqua-
tion (-Jj , ona

= (2 = P+ e
d’od Pon déduit

¢ L . 3
r—rx = ——— gt Y=z 4 —— =
Vita 3 Vi+a'
daone ) e Sl et S s
_ ¥ e 1z r’+\/1+¢=

Substituant ces deux valeurs dans Iéquation (1) et ordonnant par rap-
port & 5, on obtient

’ ‘
2 +a::-/‘r—:~"-z—.s+:”+y"-—r'=o;. RERS
1~ a2
d’ot
_ﬂ_‘r’-{-—:' - :
Vl+a’_VI+n'yI‘r,mz"}a""_"mzf +r-—\-’h'

£ =

Appelant ¢, ¢, les distances NM, NM/, qui ne sont autre chose que les
denx valeurs de z qu'on vicnt de trouver, on a
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2
'F’ i gl = -—;Vﬁ fo’ — ') ar 4 ,a-;-'r’ -+ _J.’s

m‘._{g, par hypothése, on doit aveir z' — £ = 2m. On obtient donc
, pour Péquation du probléme,

"
anl + a* = Vi(r» — &2 )ar -+ -m.:r’;_r’ + i — 9",
ou, dlevant au earré et ordonnant par rapport & a,
(23 o= m? — r1)ad —a2y a4 ¥y - mt — 2 =o0.... (5)

Comme’ cotte équation est du second degré, il s’ensuit que, par le
point N, on peut mener deux droites NM, NM", qui satisfont également &
la question. 1

N. B. — Le probléme des tangentes peut étre regardé comme un cas par-
ticulier de celui-ci. En effet, pour éablir que la droite menée par le point N
est tangente i la courbe, il suffit d'exprimer que la partie MM’ ou M"M* de
la séeante, est nulle, c'est-a-dire que l'ona m=a; ce quiréduit Téqua-
- tion (§) & celle-ci :

(z'* —rjar — av'y’.a 4+ ¥ — 1 = o,

résultat identique avec celui qui a été obtenu (n° 496).

2085. Pour simplifier la construction des valeurs de Péquation (5), sup-
posons , ce qui est permis, que l'axe des x passe par le point donné N
(fig v19). » Figua. |

Dans ce eas, ona y"=wo, etl'équation devient

(23 4 m* — r2)] a? 4 m* — r* = o;
d'ou, en posant Vr‘ —mr =R,

= SAL3 = ‘/r’ == =R
VA +m —r Vi
Pour que eette expression de « soit réelle, il faut quion ait premiérenient,
m<r ou am< ar; ce qui doit étre, puisque am représente une des
cordes du ecercle donné. g

Secondement, x*—hy on Fi—ridgmrSo; dod m>Vri—zr.

Cette derniépe condition est tonjours satisfaite tant que le point N est
Exlérieur au cercle; cavon a alors x> r, dod, & fortiori,.......
e i >0,




Fig.113.

Fig.t12.

Fig.113.

Fig.rr1.
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Mais si le point N ( fig. 113) est intérieur, comme, en menant NK e
pendiculaire & OX, ona NK = {/7* —='>, il sensuit que la ligne don-
née am doit étre moindre que la corde KK’; et en effet, cotte corde est Ia
plus petite de toutes celles quon peut mener par le point N dans le cercle
donné, ’

Admettons que les deux conditions m<lr, m> V'r» —22, soient
satisfaites ; et construisons le probléme, .

Décrivons sur OB ( fig. 112) une demi-circonférence ; et prenons , i partir
du point B, une corde BI égale & m; il en résulte

Ol =Vr:— m> = h.
Maintenant, sur ON =2/, décrivons une demi-circontérence, et rahai-
tons OI de O en L; puis tirons la droite NL. On en déduit
NL =V x> — b,

le dis, d'ailleurs, que cette droite NLM et la droite NL'M" placée symeé-
triquement au-dessus de OX, représentent les deux droites cherchées. Car
le triangle rectangle OLN donne

OL k i
tang LNO = — = ————; d'ot tang LNX = ————.
e NL Vas— ' 5 Vs he

On a pareillement tang I/NO = .__"‘h___,
Vs — s

La construction est la méme quand le point N (fiz. 113) est intérienr.
Seunlement, la corde BI ou m, doit étre , d'aprés ce qui a été dit ci-dessus,

moindre que BO ou r, et plus grande gue NK ou }/ri — /3.

206. Remarque. — Léquation (4), 4 laquelle on a été conduit dans la
résolution du probléme préeédent (woyes n® 204), démontre trés simple-
ment que deux sécantes sont réciproquement proportionnelles & leurs parties
extéricures, ou bien, que deur cordes se coupent en parties réciproguement
proportionnelles, suivant que le point N est extérieur ou intérieur au cercle.

En effet, on sait que, dans toute équation du second degré, le dernier
terme est égal au produit des deux racines. On a done, en appelant ¢/, =
([ fig. 111), les racines de 'équation () (n° précédent),

# x s, ou NM x NM’ == afs L y's — j3,
Le second membre de cette relation étant indépendant de a, clest-a-dire
de la constante gui fixe Pinclinaison de la droite NM, il s’ensuit qu'elle -

serait; encore la méme pour toute autre sécante NR menée par le point N.

L]
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On deduit de la i X
g NM x NM' = NR x NI, .

of par conséquent,  ~ NM : NR ;] NR’ ; NM'.
§i le point est intérieur au cercle , cnmni.e N, on a également
N'M x NM = N5 x N,
et pir conséquent, N'M 3 NS =5 N5 NM-. C.Q.E.D

Le cas ou le point est extérieur est caractérisé (n® 496) par la condi-
tion 2" =37 — 2 = 0; clest-ii-dire que les deux racines sont po-
sitives & la fois; et le cas ol le point est intérieur, par la condition
&2 4 y's —p* <Co; et,en eflet, les denx racines étant représentées goéo-
métriquement par N'M et B'M" donﬂnt étre de signes contraives.

207. Secoxy PROBLIME, — Deus cercles étant donnds sur wn plan, mener
une droite qui les traverse de maniére que les parties MM, NN’ ( fig. 114), Fi
interceptées par les deux cireonférences, soient dgales entre elles et & une ligne igrthy
donnde am.

Rapportons les cercles & deux axes rectangulaires dont P'un soit la ligne
des centres, et Pautre passe par le centre de Pun d’eux.

Prolongeons d’ailleurs In Jigne cherehée MN’ jusqu’a sa rencontre en A
avee la ligne 00, 11 est évident que cette droite serait déterminée de posi-
tion si Yon connaissait la distance OA; ear tout se réduirait alors & mener
par le point A, une Tigne AM telle que MM" fit egn.l a am, et la question
rentrerait dans la précédente.

Cela posé , soient

OA =2, 00" =4, doi OA =+ —d;

faisons d’ailleurs OB =r, O'B' =/, et appelons a la tangente de Vangle
que forme AM avee Paxe des .
On a trouvi (10 205 )

=5 F
= Voo (heta e ViE—m).

D'un autre coté, si Von momme o la tangente de langle que forme
avee OX une droite AN qui remplisse , par rapport au second cew:.le,
1t méme condition NN’ = am, et quon désigne O'A ou ! —d par 2",

—

Vi — m* par k', on a pareillement ,

. “+ A =i
a = — s

Var—is V(& —dp —#s

16
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Mais, d'apres 'énoncé de la question , les droites AM, AN, doivent nq
former quitine seule; ainsi, I'on doit aveir &’= a; et Don obtient, poyr
équation du probléme proposé,
h == i

= — g
Ve Vieg—dp—#s -

ou, chassant les dénominateurs et élevant au earré,
B — d)p — W] = Ko (23 — o),
ou, supprimant le terme — h*k’s commun aux deux me-mbres,
ha a* — d) = K'ex'.

On tire de eette équation,

hd

— = B . 3 : i .

h(z" Yy === Mzl doir' =i
et si Pon remplace b et &' par leurs valeurs,

dVr: — m?

T Ve m sV —m

Cette double valeur de =’ prouve qu'en général, il existe deux points A
et A’, par chacun desquels on peut mener deux droites susceptibles de sa-
tisfaire &t la question ; ce qui donne en tout quatre solutions différentes AM
et Am, RA'S et rA's. /

Nous n’insisterons pas davantage sur ee probléme, dont la construction
et la discussion résulteront d’ailleurs trés simplement de celle du pro-
bléme qui va suivre. - )

-

'208. ThorsiEme propLine, — Mener une tangente commune a deux eercles
donnés,

Soit fait dans le probléme préeédent , m=o, ce qui établit la condition
que la droite cherchée soit tangente & la fois aux deux cercles, Comme
on a alors

hou Vi —ms =r, et K ou Vr® —m =,
la double valeur de ' se réduit &
. dr

T8 =i .
rEr

.
I expression qui correspond au signe supérieur , étant évidemment P‘]“
grande que la seconde, correspond au cas oi les cercles sont places d'an
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wméme cdté par rapport i la tangente; et celle qui correspond au signe infeé-
ﬁ.mu:', au cas ou les cereles sont placés de edtés différens. On dit, dans le
nier; que la tangente est extéricure aux deux cercles, et dans le second,
qu'elle est intérieure. E
,oou r—ririid s (fig.5), Fig.b.

Pour construire le résultat =’ = i
tirez une ligne indéfinie OL ; prencs sur cette ligne , & partir du point K, une
partie KH égale & O'B’ ou 1/ ; vous aver ainsi OK =r, OHe=r —r'.
Joignes H et O, et parle point K, menes KA paralléle @ HO'. Le point A
sera le point demande.

Car on a

OH: OK :: OO0/ : 0A, ou r —r 1r 3:d:0A; done OA = v,

Il ne g'agit plus que de mener par le point A les deux droites ANM et
Anm tangentes au premier cercle; et elles le sont nécessairement au second.

Quant au deuxiéme résultat = = %l_,, our—+r iritd:a, il sullit
de prendre, sur la meme ligne OL. une partic KR’ dgale ¢ O'B’; ce qui
donne OH' =r—4/. Tirant ensuite B'O", et KA’ paralléle & H'OY, on
a A’ pour seconde solution de la question; c’est-a-dire que, sidn point A"
on meéne les droites A’M’ et A’m’ tangentes au premier cercle, elles le
seront également au second.
La construction du probléme précédent se déduit facilement de celle du
probléme actuel.
En effet, si I'on inserit aux cercles donnds denx cordes CD, ed (fig. 114}, Fij 114,
dgales & am, et que dos points O, 0, on trace deux circonférences dont les
rayons soient éganx aux perpendiculaires abaissées sur ces cordes, il est
évident que les tangenteés communes & ces nouveaux cercles, seront telles
que les parties MM/, NN, et R, S8/, interceptées par les deux premiers,
seront égales & CD ou am. 3
Le probléme qui fait Pobjet de ee numéro, présente diverses ecircons-
tances qui méritent d'étre développées, et dont la diseussion complétera
tout ce qui a été dit dans le premier chapitre sur celle des problémes en
pénéral.

209. Considérons les denx cercles dans toutes les situations qu'ils peu-
vent avoir I'un par rapport & l'autre, en supposant toutelois que le cercle
qui a le plus grand rayon soit celui dont le centre est & gauche (les cir-
Constances relatives &4 I'hypothése contraire seraient absolument sem-
blables |,
19, — Soient les cercles tout-a~fuit extérieurs lun & Pautre Sig. 116). Fig.r16.
Cette circonstance est exprimée analytiquement par la condition

d>r-4r, dou, a fortiori, d>r—r'.
16, &



Fig.117.

Fig.118.

Fig.119.
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Arlon, 1F:

Dlans ce cas, I'expression o = i qui , par la division ; peul se
b o
dr’ g
mettre sous la forme 2 =d -+ s ost evid ent plus grande que
s

d—4-r" ou OB, Done le point A correspondant 4 cette valenr de =f est
extérieur & la fois aux deux cercles; et les deux tangentes exidricures peun-
vent blre tracées.

Dabord, Pexpression 2" =

caygse d>r4r").
Dailleurs , elle peut étre mise sous la forme /

. est plus grande que r on OB (&

rtr

dri'
= d — e
rer
dr’ s ol
et commeona d>r4 ', ilen résulte r_:r,}r’; done 2" est moindre

que d—¢", on moindre que OC’. Ainsi le point A’ correspondant i la se-
conds valenr de &, est encore extérieur aux deus cercles; et 'on peut mener
les deux tangentes intéricures. g
La premiére circonstance ofire done quatre solutions.
dr

Dans le cas partionlier de r—=v¢" (fiz. 117), Vexpréssion af e

se raduit & x’:g; c'est-A-dire que le point A" est le milicu de la dis-

tance 00" des deux cenlres.

d AR L TR : -
Llexpressi = < 7 devient L infinie; ee qui vent dire que

les deux tangentes extérieures sont paralléles a la ligne des centres.

Ces résultats s'expliquent facilement par Ia figure.

120, — Les cercles peuvent se toucher extérieurement : on analyligquement ,
on peut avoir ( fig. 118)

d=mnr4r; doa d>r —r'.

e dl dr’

La valeur 2= - rr‘:d+r -+ est plus grande que d 41 on OB
Ainsi les deux tangentes extérienres existent, puisque le point A est esté-
rieur aux deux coreles.

Mais la valeur 2= Sy ke réduit & 2 = r; ce qui prouve que les
o gt
tangentes intérienres se confondent en une seule LI/,
Le probléme n’admet donc alors que trois solutions.
30, — Les cercles peuvent se couper. Celte eirconstance est exprimee
(n® 488 ) par les deux conditions d<<r+r", d>r—r" (fig. 19).
. .
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B . di- : dr’ e .
L'expression :;:_—'_,:d-f- o= est plus grande que d - »

ou OB'; ainsi les deux tanpentes extérioures existont.

est. moindre que r; done le point A’ est

g dr
Mais Dexpression »' = -
i =
jntérieur an cercle dont 1e cenire est en O; par conséqueni; on ne peut
mener les tangentes intérieures.
La question n'admet done, dans ce eas, que deur solutions.
40. — Les cercles peuvent se toucher intérieurement ; ‘ce qui exige que L'on

ait sz'g 120) d=r—r, dott d<r—-r'. Fig,]zn_
se reduit & 2'=r ou z'=0B; done

i)
—r
las deux tangentes extérieures se confondent en une senle LLS,

La premiére valeur =’ —
5

La seconde 2’ = est moindre que r, 4 cause de d < r—-y'; done

dr
r==r
il n'existe pas de tangentes intérieures,

Ainsi la question n’est susceptible que d’une seule solution.

50, — Enfin, les cercles peuvent éire. tout-d-fait intéricurs Uun & Pautre.
Cette circonstance est exprimée par d<{r— ety a fortiori, d<r1'.
dr
T

moindres (ue r. Ainsi, dans ce cas, il n'y a auwcune solution possible.

11 est remarquable que les cireonstances dans fesquellcs le probléme cesse
dadmettre quatre solutions, ne correspondent i aucun résultat algébrique
qui soit absurde en lui-méme, comme le sont les expressions imaginaires
dans leés équations du second degré. Celu tient & ce que le probléme pro-
pose dépend d'un autre {mener par un point donné une tangente a un
cercle ), qui, pour éire susceptible de solution, exige déja ( n® 196 ) que
les données satisfassent & certaines conditions.

La discussion du probléme n® 207 rentre dans celle-ci, avee celte seule
différence que les rayons », +*, deivent y étre remplacés par les quanti-
ws hy, B, ou Vrz—m?, Vi =

Ces deux dernitres expressions prouvent qu'il faut d’abord que P'on. ait 1
moindre que le plus petit des rayons r et r'. Clest une condition 4 ajouter
i celles de la diseussion precedente.

’

d
Les deux valeurs. 2* = r:,,, i

. \ % , =
Jfig. 121}, sont T'une et Pantre Fig.aar.

210. Nous proposerons , pour exercice de caleul, de trouver la. démons-
tration du théordme suivant :

Trois circonférences de eerele dtant tracdes sur un plan, si, en les considé-
rant deux @ deux, on leur méne des tangenies communes tant exitérieures qu'in-
téricures, les points de reneontre de evs tangdntes avee les lignes des centres
feront TROIS A TROIS en ligne droite,

Ainsi, soient 0, 0, 0% (fig. 122), les centres des trois circonferences ;
A, A A", 6, o, a" les points on les fangentes extérieures et intérieures
coupent les lignes dos centres ; 19, A, A’, A" sont en ligne droite; 22, il

Fig.ran.
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en est de méme de
A, a" o | A, a A", s a.

Voici les élémens nécessaires i la résolution de cette question.
En appelant r, /, *, les rayons des cercles qui ont leurs eentres en Q,
0,07, et d, &, d", les distances 00/, 00, 0’0" on a trouvé (n° 208 )

_dr ST R skl lRan
0&:;_—r,, doit OA__:'_:P-’_&—;-_;-"
g

Oas—d{—, d’oit Wn:d—-—dr—-;z d’ <
r—+r P —r rer

On treuverait de méme

‘d'r N A ; ar . '
OA".‘.—_;--_—-’__,, [0 ) U e Py On =:|-7, 0" :m;
et
AT d'r Ty T d'r’ e d’r’ U et &’
GAL S SO O S Ot D

Avec ces données, on peut fixer la position des points A, A’, A", a, a’, a",
par rapport & deux axes, pour en déduire ensuite (n° 187 ) les rapports des
différences entre les coordonnées de ces points. Nous observerons, toute-
fois , que le choix des axes n’est pas indifférent pour la simplicité des cal-
culs. Nous avons indigqué dans la figure, un des systémes les plus convenables;
I'axe des abseisses est la ligne des centres 00/, et I'axé des ordonnées est
Ia paralléle a O'0”, menée par le point extérieur A.

11 suflit, en effet, de démontrer la proposition pour les points A, A, A",
et A, a, a"; ce qui peut se faire en prouvant que

AP A"O! apl "0

AP A tiay = g

214. Nous terminerons ce chapitre par la résolution de quelques pro-
blémes indéterminés.

Presmen propuiME. — Deux points A et B étant donnés, on en d de un
troisiéme M (fig. 123) tel qu'en le joignant auz points A et B, la somme des
carrés des distances AM, MB, soit égale & un carré donné me.

Il est dlabord évident que la question est indéterminde: car en appe-
lant =, 2/, les distances AM, BM, on a pour condition unique,

Fig.1a3.

22 - 2 = m,

Cela posé, donnons 4 z une valeur quelconque z, il en résulte pour £
la valeur correspondante 2* = }/m* —a®; et si du point A comme centre,



INDETERMINES. 2419
avee unIAYON égal it ¢, on déerit une circonférence , que du point B comme
centre, avec um rayon égal & {/m» — 23, on déerive une autre circonfé-
rence, les points M, M, ot ces deux circonférences se coupent, satisfont
i 1'énoneé. :

Goient encore z=a'; on déduit de Iéquation, =’ = {/m2—a'2; et P'on
obtiendra deux nouveaux points M”, M"; et ainsi de suite. Dot Pon voit
qu'il existe une infinité de points susceptibles de vérifier I'énonce.

On reconnait en méme temps que le lieu géométrique de tous ces points
est une courbe Limitée dans tous les sens; car Véquation ci-dessus donnant
s= V/mr—27 et & = V/m® — 27, aucune des distances s et 2’ ne peut
étre plus grande que m.

Actuellement, il s'agit de trouver I'djuation de cette courbe, cest-i-dire
(n° 471) une relation entre les coordonnées de chacun de ses points rapportds
& deux axes fives. Mais afin de choisiv le systéme le plus simple, nous
ferons une nouvelle ohservation j ¢'est que cette courbe est yymétrigue par
rapport & AB et i la perpendiculaire OC élevée par le milien O de cette
droite,

Cela est évident pour AB, d'aprés la construction indiquée ci-dessus, car
los points M et M’ sont situés sur une perpendiculaire & AB, ot & égale dis-
tance de AB. :

Quant & OC, soient deux points M et M" situés sur une méme perpen-
diculaire MM” & OC, et tels qu'on ait MQ = QM".

Abaissons les perpendicnlaires MP, M"P”. Comme OP=0F" ¢t AO=0B,
il en résulte AP =DBP"; ona d'ailleurs MP = M"P"; ainsi les deux triangles
rectangles APM, BP"M”, sont égaux et donnent AM = BM". On prouverait
pareillement que BM = AM".

Done =i Pona KI\-I:PEIGQ m?, on doit avoir aussi m":-l- B-I\?['?:: m.

D’aprés cela, nous prendrons pour systéme d'axes, les deux lignes AB, OC.

Appelons x et 4 les coordonnées d’'un point queleonque M de la courbe,
2a la distanee AB, d'oit OA =0B=a.

Les deux triangles rectangles APM , BPM, donnent

Diailleurs , on a déja la relation
g3 o 52 = mii.. .. (3)

et si, entre ces trois équations qui existent pour un point queleonque do
la courbe, on élimine s ot & , Péquation résultante, en =, y, existera elle-
méme pour ce point et sera par conséquent 'équation de la courbe.

Ajoutant les équations (1) et {2), puis mettant pour 22 -2’2 sa valeurm?*,
on obtient sur-le-champ
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o (x+a) 4724 (o~ a) =0,

ou réduisant,

Cette éguation est évidemment celle d'une cireonférence de corcle dont
le centre est 4 lorigine O, et qui a pour rayen ,

m* — aa* 1 —_—
i _V/—n— i V'3 (m* — aa%).

Pour le construire, soit déerit sur OB le carréd OBGH; il en résulte

0G = 2a*, doi 0G = aV/a.

Au point O éleves ON perpendiculaire a 0G, et du point G comme centre
avec m pour rayon, décrives un are de cercle qui coupe ON au point ¥, puis
acheves e carréd OFIK ; le triangle veatangle OFG: donne

OF — FG — 0G'= m» — 2a*; dlou OF' = 20F = a (m* — 2a2):
done OL moitié de OI est le rayon cherché; car

OL = - OI = ::V':;_(m' — a2 ).

1
2

Donc la cireonférence décrite du point O comme centre et avee OL pour
rayon , est le lieu géométrique demandé,

N. B.—La ligne donnée m a évidemment pour minimum ay/a , ou  bien
la diagonale OG du carré déerit sur OB; mais elle n'a point de maximum
clest-i-dire qu'elle peut recevoir une valeur aussi grande que Pon veut.
Ainsi, le diamétre DD, qui, dans la figure actuelle, est moindre que la
distance AB, pent étre plus grand dans d’auntres cas.

Pour savoir dans quelle circonstance ce dinmétre est égal 4 AB oun 24, il

'y a qua poserg V a(m? —2a* ) = a; ce qui donna

alm® — aa?) = fa* ou om* = 8¢*; donc m? = fa* et m = .

Soit m = al/-;; il en résulte r=o0, et_la courbe se réduit & un point
qui n'est autre chose que Porigine,

@19, Sucoxp PROBLEME.— Etant donnés deug points A, B (fig. 124), déter-
miner un autre point M, (el que la différence des carrés des distances AM , BM,
soit égale @ un carré ms.

Fig.124.
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Par des r.nis_umlemuns analogues i ceux qui ont été faits dans le probléme
précédent , on prouverait que la question est indéterminde, et que le lieu
\ géométrique est symétriquement placé par rapport aux deux droites AB
et OC. : e

Mais ce lieu géométrique doit étre une ligne indéfinie ; car Péquation de
condition étant .

M AM — BN = m*, dou AM = V m?* - BMi,

on peut donner & BM une valenr aussi grande que Pon veut, et il en ré-
culte toujours pour AM une valear véelle correspondante.

Cela pos¢, prenons AB et OC pour systéme d’axes, et appelons tou--

jours 2a lu distance AB, 5, °, les distances AM et BM, 2, ¥, les coordon-
uées du point M rapportées a ces axes. On a d’ahord, ecomme dans le pro-
bléme précédent, les équations

70 b 2 Y ks 1)
YAk (@ = 8200000 (3)

Quant a Péquation de condition ci-desgus , observons que , pour tous les
— ——n
points situés & la droite de OY, on a AM >BM, dlot AM—BM >o;
mais que pour ceux ui sont situés & gauche, on a au contraire AM <"BM,
— —r b pagat | —
doit AM — BM < 0; done la différence des carrés, AM — BM, doit étre
expriméepar Eme; etlond 3 —sfa=cms, .. (3)

S5i, entre ces trois équations qui ont lieu pour un point quelcongue de
la ligne cherchée, on élimine = et ¢/, Néquation en x, 4, qulon obtiendra,
sera Péquation de ce licu géométrique. Or, en retranchant (2) de (1), ot
remplagant 22 — 2= par sa valear == m*, on frouve far—z-me;

. ol =+ ma
ot V'on déduit r = <
4a

Cette équation ne renfermant pas la variable y, représente (n° 47G) le
systéme de deux droites paralléles & OY, et menées a égale distance du
point 0.

’

3 .9 = nt
Pour lug construive, prenes sur OB=a, unc distance OF = — - | et sur la
) |

rerpendiculaire OY', une distance OH = -—’: Tires ensuite BH, et par le

A ! pi ' it 3
pomt B menes FG paralldle & BH; vous aures évidemment  0G'— =t
M ]
1l ne s'agit plus ensuite que de vabattre OG de © en T 6t de O en I, puis
de mener par les points I et 1/ les droites 1L » I'LY, paralléles a OY.

I;“ quantité m peut recevoir toutes les valenps possibles depuis séro jus-
A Linfini, ;
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Soit m= oj il en résulte z—=o, et les deux lignes IL, I'L/, se confon-
dent en une seule, qui n'est autre chose que 'axe des y.
En effet, pour un point quelconque C de cette droite, on a

—1 =2 —_—a =
AC =BG, doi AC — BC = m* = o.

+

= fa*
4a
confondent avee les perpendiculaires élevées aux points A et B.

Pour m > 2a, ces droites seront placées a droite et & gauche sur les pro-
longemens de la ligne AB.

Soit m=—2aa; on trouve x= —==a, et les deux droifes se

. 245, Troisieve proprime. — Etant donnés deux points A et B, trouver un
Fig-135. qutre poine M (fig. 125) tel qu'en le joignant aux points A et B, angle AMB:
Jformé par ces deux lignes de jonction, soit égal ¢ un angle donné v.
Prenons pour axes la ligne AB et la perpendiculaire élevée par lepoint O,
milien de AB. Nommons d’ailleurs 22" la distance AB.
La droite BM étant assujettie & passer par le point B, dont les coordon-
nées sont y=o, x=x', a pour équation, :

¥ =a(wm =) (1)
On a de méme pour Péquation de la droite AM ,
y = (x4 2. (3)

(puisque V'sbscisse OA est exprimée par — 2'); et comme, d'apres Pénoneé,
ces deux droites doivent former un angle donné ¢, les quantités a et &
sont lides entre elles par la relation

a==a

B e tangv. ... (3)

En donnant i 2 une valeur tout-a-fait arbitraire, ce qui fixerait I'une des
positions de la droite BM, on tirerait de Péquation (3) une valeur corres-
pondante pour o, ¢e qui déterminerait aussi une position particuliére de
la droite AM; et le point d'intersection de ces deux droites appartiendrait
au lieu géométrique demandé. Mais si, entre les équations (1), (2), et (3),
qui ont liew en méme temps pour un point quelcongque M de ce lieu, on
élimine @ et @', P'équation résultante en = et y sera nécessairement équa-
tion du lien géométrique demandé.

Or, pour effectuer P'élimination , il suffit de remplacer dans Véquation (3)
les quantités a et «’ par leurs valeurs tirées des équations (1) et (2). On
obtient par eette substitulion,
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DA .

x—a i 'ztangp_,
e
+x'—r

d'oir , chassant les dénominateurs et réduisant,

2z’

t—a—ﬁE‘;)’—xf'““l'“ {4)

x? -].._yl =

dquation d'une circonférence de cercle dont le centre a (n® 177) pour
*

coordonnées , p=o, q= ta:g , et qui a pour rayon,
3 e
S5 V tang’ v tnngv Vl =l ik

Mais comme I'hypothése y=o0 donne z2 —a/*=o, dot a=kz',
ce qui prouve que le eercle passe par les points A et B, il est clair que le
cercle sera tout-a-fait déterminé dés qu’on aura construit sur OY lexpres-

sion g= ; puisque le centre sera alors fixé de position. Ainsi:

i
tang v

Fuites au point B un angle ABL égal & Panglé donné ; puis éleses en ce
meéme point BI perpendiculaire & BL ; le point I d'intersection avec OY sera
le centre du cercle.

En effet, le triangle rectangle OBI donne ({ Trigon., n° 86),

2
tang v

OI = OB.tang OBI = OB.cot OBL —

Cetle eonstruction est évidemment celle qu'on donne dans les élémens
de Géométrie, pour déerire sur une droite un segment de cercle capable d'un
angle donné. %

; = :
_Discussioy, — Tant que angle v sera aigu, e sera positif, et le cen~

tre du cercle sera situé au-dessus de'la ligne AB. Mais si I'angle ¢ est obtus,

e L
comme tang v est alors négatif , il en est de méme de Tarood Ch le centre

sé trouve placé an-dessous de AB.

Soit p=—=100®, d'olt tangr=o0 et = 0; léguation (§) se

z
s mg c
réduit & 3 - y2 =23 et représente une circonférence décrite sur AB
tomme diamétre. ’

x
tang v

Soit encore ¢ = o0, doit tangv =o; les exprossiyms g =
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o e Lun[:v Vis tang’ v deviennent infinies; et lo cerele est Loi-mam,

d'une grandear infinie. :

1l faut d'ailleurs observer que tons les points de la partie supérieurs AMB
de la civeonférence donnée par Péquation (4}, satisfont & Vénoncedg 1y
question, mais que pour la partie inférienre AM'B; ee nlest plus Pan.
gle AM’B, mais son supplément AM'H. qui est égal 4 Pangle donns,

Ou a en effet pour cet angle, AM'H =M'AB+4 ABM’; d'on (no 50)

t:mg MWAB - tang ABM

3 SR AILH o — tang MAR tang AT ’ 3
miis
tang MAB = — tangKAX = — «'; tungABM = tangH'BX = 4;
done ' tang AM'H = %ﬂ Ia:n';'. -

Ainsi, ¢'esl pour cet angle que l"équhtiun (3) est satisfaite.

Q14 Seoue cisERAL sur les problémes indétermings. . L

En véfléchissant sur 1a maniére dont les trois questions précédentes ong
é1é résolues ; on voit que, pour obtenir P'équation d’un lien géométrique,
i} faut commencer par établiv des équations entre les coordonnées z et y
@un queleongue de ses points; et dautres quantités qui varient avee la
position du point. Le nombre de ces équations doit étre moindre dune
unité que le nombre total des variables, y compris z et y. Ces équations
une fois formées, on élimine les variables autres que r, y; et Déquation
résultante est équation demandcée , puisquelle exprime une relation entre
les coordonnées d'un point quelconque de la courbe, et des quantites
COnnwes, :

On doit toutefois avoir le soin de choisir conv ennh]emeuf. les axes, pour
qué les caleuls soient simplés et qu'on puisse construire faciloment les
résultats.

§i, dans le probléme précédent, par exemple, on prenait les deux axes
dans une situation queleongue par m‘pparl aux deux points A et B, les
l.r[natiom seraient

- ’
y—y =z =), y—yt=d (e — ), = gt

1~ aa’
doir; en eliminant a et o/,

Jeesih any —pd

X — I‘ X —.'.'.'0

(7= )y —2")

(2 —u ) (x—2")

= langvy;

'
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céduisant et ordonnant par rapport & y et 2,
o, wédui

. o S
yo o — (7'+;r"+ f-t;;';f—)r—(a’+r“ -"'m;_)z
it " x'y" "'T"z“
-t " J” e W =0,

On reconnait bien & Pinspection de cette équation qu'elle appartient i
une circonférence de cercle; mais la détermination du centre et du rayon
ne serait pas facile; et Pon aurait surtout beaucoup de peine i faire ressor-
tir des résultats, la construction indiguée ci-dessus,

On pent méme affirmer que la prineipale difficulté qui se présente dans
1a résolution des questions par les principes de la Géométrie analytique,
consiste dans le choix des axes. .

Asser souvent, les équations & élablir se véduisent, premiér £,
celles de deux lignes droites on de deux circonférences de cercle dont les
points dintersection appartiennent au lieu géométrique cherché ( cos équa-
tions renfermant, ontre les coordonnées x, y, deux autres quantités qui
varient ayec la position du point); secondement, d une relation entre ces
deux derniéres yariables, laquelle est fournie immédiatement par énoncé,
Les problémes pricédens en offrent des exemples.

Dans les deux premiers, le point M (fig- 123 et 1a2f) est déterminé PAR o 103
Pintersection de deux circonferences ayant leurs centres en A, B, et pour g ya4,
rayons =, &'; ces variables sont d'ailleurs lides entre elles par la relation

524 g —=ma, on s — £ = & .

Daus le troisiéme, le point M est donné par Vintersection de deux droites
passant par les points A, B; et les variables @, &, qui entrent dans leurs
[ R ﬂl
1+ aa’

Cependant, il peut arviver que le nombre des variables & éliminer soit
plus considérable, comme on va le voir dans le probléme que nous allons
nous propoeser en dernier lieu.

éfquations , sont liées entre elles par la relation

= tangwv.

243, Quirniine propuine. — Un cerele et un point B ( fir. 126} étant Fig.126
donnés sur un plan, si, de ce point, on tire une droite quelcongue KIKY gui ;-
rencantre la circonférence en dewx points M, N, et que pay ces points on
méne les tangentes MN, MN, on demande le liew de tous les points de
"ﬁﬂ":'m!tre‘, tels que N, de ces tangentes considérées deux a deux,

.holls Prendrons pour axe des « la ligne*OB mende par le centre et le
Point donné, et pour axe des y la perpendiculaire Elevée au point O,

?'loicut *, ¥, les coordonnées du point IN, & et y' les coordonnées du
pm.m, 1‘(.1, =" et " celles du point M’; &, oy a", o sont des quantités
Ui varient avee la position de la droite KK’ et par conséquent avee la po-
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sition du point N. Nommons d'ailleurs z la distance OB, et r lg ravon

du cercle.
Cela posé, ona (n® 199) pour les équations des deux tangentes don;

Pintersection donne un point du lieu géométrique,

¥y 4w = 1)
py’ < ax! = ri... (2)
Comme ces équations renferment quatre variables & éliminer, il noys
faut encore (n© 214) trois autres équations.
Dabord, les points z', y/, et 2", »”, se trouvant sur le cercle, on g
les relations
y"’ i e FAL [3)
a2 = (4)
De plus, nous avens i exprimer que la droite KK’ passe par le point B,
Or, Véquation de la droite menée par les deux points =', ¢/, = ¥,

étant {n® 148) de la forme y =" —5-"—_"{3, (x —z"), pour écrire que

le point B se trouve sur cette droite , il faut faire » —o et x ==« ; ce qui
donne la nouvelle relation
/ o

-y =31’_,_:_Z_ (2 — )eusn (B)

Telles sont les eing équations entre lesquelles on doit éliminer 2/, 37,

R
Retranchons les équations (1) et (2) I'nne de P'autre; il vient
s i
el Syl L g e LS Y
¥ (r ¥ + = (2 ') = o; dloi i s
P i
D’un autre coté, Péquation (5) donne ?’( AL
» X — o — T
Y ol SR
d’oi; égalant ces deux valeurs de J—,—T,_ W T _u..t—',
o ¥ @ o—
ou zx’ o yy’ — ax = 0.
Mais on a déja ar y]' =k

il en résulte done r* —axr—o, et par conséquent

v &
Cette équation, en x seulement, représente une paralléle a Paxe des ¥

: r?
menée a une distance du centre margude par —.
-3
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. e
Tant que le point B séra intdrieur au cerele, la quantité T sera plus
o

de que r , et le lieu géométrique LI sera extéricur an cercle. Le con-
traive aurait lien si le point B était extérienr.

Cette proposition peut &tre regardde comme la réciproque de celle qui a
6 démontrée (n° 203).

N. B.—1I est & ebserver que, dans ’élimination, nous n’avons fait
aucun usage des équations (3) et (4); d'oit V'on doit conclure que la solu-
tion obtenue est plus générale que la question proposée , puisque le résultat
aurait encore lieu quand bien méme les équations (3) et () ne seraient pas
satisfaites.

Pour expliquer ce fait, cbservons que si en effet ces relations (3) et (4)
n'existaient pas en méme temps que les équations (1) et (2), celles-ci repré-
senteraient alors, non plus des tangentes menées par les points (2, y')
et (x", y"), mais les polaires de ces points (n° 203).

Or, il ¢st démontré en géométrie 19. que deux points étant donnés, leurs
peolaires se coupent en un méme point qui est le pale de la droite mende par
les deuz premiers; et 29, que deuwx droites étant données, leurs poles se trou-
vent sur une troisiéme droite qui est la polaire du point d'intersection des deux
premiéres.

D’on il résulte, d'abord que le point d'intersection des droites (1) et (a)
est le pole de la droite (5); et en second lieu que toutes les droites qui sa-
tisfont & la relation (5) ont leurs pdles sur la polaire du point B,

Le résultat doit done étre le méme, sans que I'on ait besoin de supposer
satisfaites les relations (3) et (4).
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CHAPITRE 1V,

DES COURBES DU SECOND DEGHRE.

§ I*. Zransformation des Coordonnées.

246. Jntroduction. — Nous nous proposons, dans ce cha-
pitre et les deux suivans, de faire connaitre la nature et les
propriétés des courbes exprimées analytiquement par des
équations du second degré & deux variables; mais, auparavant,
il est nécessaire de résoudre une question qu’on doit regarder
comme une des plus importantes de la Géométrie anal ytique;
c’est celle de Ja wansformation des coordonnées.

En jetant les yeux sur les équations de la ligne droite et du
cercle, ces lignes étant considérées dans les diverses situations
qu’elles peuvent avoir par rapport a deux axes, on reconnait
quune méme ligne pent &tre représentée par une €quation
plus ou moins simple , suivant que sa position a 1'égard des
axes est plus ou moins simple, et suivant que les axes eus
mémes sont vectangulaires ou obliques.

Ainsi, 'équation la plus générale de la ligne droite étant
= ax 4+ b, celle d’'une droite passant par origine est
¥ = ax;a ayant, dans I'une et autre de ces équations,
une acception différente , selon que les axes sont rectan—
gulaires ou obliques. i

I’équation d’une paralléle & Pun des axes est x=4a;
ou 3y —bh.

De méme, V'équation Ia plus générale du cercle €tant...
(@—p) 4 (r — )42 (& —p) (r — q) cos E=7*, celle du
cercle rapporté & deux axes rectangulaires menes par SoB
centre, est a* - 3 =7,

On congoit donc que, lorsqu’une courbe est déja fixee de
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position sur un plan par le moyen d’une équation, si I'on
sapergoit que cette courbe est dans une situation plus simple
par rapport 4 deux nouvelles droites que par rapport aux axes
primitifs, il est bon , pour faciliter la recherche de ses pro-
priétés ,de chercher & déduire I’équation de la courbe rappor-
tée aux nouveaux axes, de Péquation de laméme courbe rap-

ortée aux premiers. Tel est ’objet qu'on se propose dans le
probleme de la transformation des coordonnées, lequel peut
s'énoncer ainsi : Etant donnée Péquation d’une courbe rap-
portée & deux axes quelconques , trouver Uéguation de la
méme courbe rapportée & deux nouveawx axes.

217. Soient AX, AY (fig. 127), deux droites par rapport Fig.1ay,
anxquelles une courbe MM'M"..... est fixée de position au
moyen de I'équation F (v, y) =o, et A'X’, A'Y’, deux nou-
veaux axes dont la situation est reconnue plus simple a ’égard
de la courbe. Nommons x, 7, les coordonnées AP, MP, d’un
point quelconque M de la ecourbe rapportée aux premiers
axes, et a’, 7', les nouvelles coordonnées A'P’; MP",

Si ’on parvient a exprimer , y, en fonctionde 2, », et de
quantités connues, il ne s’agira que de substituer ces valeurs
dans I'équation ci-dessus; et I'on obtiendra P'équation de-
mandée.

Pour trouver ces valeurs, soient menés A'X” ¢t P'H paral-
leles & AX, puis A'Y" et P'K paralléles & AY, en prolongeant
toutefois A’Y” jusqu’a sa rencontre en B avec AX.

Faisons d’ailleuars AB=a, AB=8, XAX'=aq,
YAX"=d, et Y'A'Y' =€; a, b, sont des quantités con-
nues, puisqu’elles ne sont autre chose que les coordonnées de
la nouvelle origine, qu’on suppose donnée de position par rap-
port aux anciens axes; il en est de iméme des angles «, &', que
chacun des nouveaux axes forme avec l'ancien axe des x, et
del'angle €, qui est égal & Pangle YAX des anciens axes.

Cela posé, la figure donne évidemment

AP ou 2=AB 4 BP=ua 4+ A'K 4 P'H,
MP on y =A'B4+ML =14+ PK 4 MH;

17
4
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ainsi, tout se réduit & déterminer A'K, P'K, P'Ii, et MH,
Or, on a dans les triangles A'P'K, MP'H, en vertu du prin-

cipe de Trigonométrie, n® 91,

1, AK ¢ AP’ 22 sin A'PK : sin A'KP;

ou, & cause de APK=PAY' =C—u, etde.,i,...,

AKP = A’LM = 200° — MLX" = 200" — €,

a’ sin (6 — a)
sint

MK :a it sin(f—a) 1 'sin€; dou AK =

A,
20, PR:AP ::sinPA’K:sin A'KP’; d'ou PK= iﬁ%’_‘

30 P'H:MP’ ::sin PMH:sin P’'HM;

ou, acausede PMH=YAY =C—a', etde........
PHM = A'LM = 200" —§,

ysin (6§ —4d')

' s AL 7 L
P'H: y' 13sin(€ — &) Isiné; doi PH =~ s
4o, MF sMP3: sinMP'H sinP HM; d’oit MH =2 f‘i"g“ !
sin

Done, en portant ces valeurs dans les expressions de -, 7,
on obtient

a'sin(S— &) 49 sin(€— &
i Sne “)—!-a,] =
: 2’ sine 4y’ sine’ e
g _—sm—'i-b---o.--.--__-.[

Telles sont les formules les plus génerales de la transforma-
tion des coordonnées, dont il est facile de dédnire les formules
particuliéres correspondant A toutes les posmons de la nou-
velle origine et aux différentes directions des nouveaux axes
par rapport aux anciens, en donnant & a, 4, des valeurs con-
venables positives ou négatives, et aux angles «, 27, toutes
les valeurs depuis 0° jusqu’a 200°.
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Quant alangle €, il est toujours donné & priori , puisque
Jest angle des anciens axes.

Nous nous contenterons d’indiquer ici les cas principaux.

218, Premrer cas. — Le plus simple de tous est celuz ot les
deux nowyeaus axes sont pamll&les auxr anciens , ¢ est-a-dire
ot les axes conservant /a méme direction , I'origine seule est
différente.

Dans ce cas, ona a==o0, et « —=~C; ce qui donne
sin (6—a) =sin€, sin(6—eo')=o0, sine=o0, sin&=sinC;

ainsi, les formules se réduisent & { :; i ‘Z’ fooee ( 2)

On peut les vérifier directement daprés la figure. En effet,
on reconnait (fig. 128) que AP = AB 4 AP =a = &'; pij.108.
MP=A'B 4 MP' =a -7,

219. Seconp cas, — On propose de passer d’un systéme rec-
tangulaire & un systéme oblique,

D‘-’lllS cette hypothese , il suffit de faire (_ﬁg 129) €= 100°; Fig.1ag.

d'ou sinb=1, sin{6—z)=cosa, et sin(6—a )=coss’;

a =a'cosa- r'cose’+a, } @)

et les formules deviennent { i A
y=a'sin a4 y'sine’4+-b,

220. TroISIEME CAS, — Passer d’un systeme rectangulaire
4 un systéme ausst rectangulaire : ¢’est un des cas les plus
usites,
On a, dans ce cas (fig. 130), €= 100°, Fig 130
« ou YA'X"=YAX 4+ X'AX" = 100°}«;
? 4 . -
d’oi1 sin€ =1, sin(§—a)=cose,
sin (6—ea’) ==sin (100 —100°— ) = — sin 4,
sina’ =sin (100° 4 ) =cos4;
r -
et l'on obtient pour formules correspondantes,
——— .
T = T cosz — ' sineg - a, | .
- ; e s KL
J = a'sine 4 y'cosa - b, | )
17,
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N. B. — Ce dernier cas peul étre déduit du second , en y
faisant simplement &' =100°4-«, ce (ui donne cosa'=—sine«,
et sine’ == cos a.
221. QUATRIEME cAs. — Passer d’un systéme oblijue & un
systéme rectangulaire.

Fig.131. 11 suffit de faire dans les formules générales (fig. 131),

2 ou YA'X" = 100° 4 «; d'on sina'=cosa,

sin (€ — &) =sin (6 — 100° — &)
= —sin [ 100°— (€ — &)] —=— cos (€ —4).

Ces formules deviennent alors

{08 2’ sin (€ —a)— ' cos (E— )
T siné e l
s8]

___ a'sina 4y cose i
Fo 55 sin€ T !

Chacun des trois systémes précédens peut &tre obtenu directement au
moyen de la figure ; mais nous nous contenterons de rechercher celui qui

correspond au dernier cas.
Soient toujours menées par les points A’ i P, A’X" et /I paralléles

a AX, puis A'Y" et P'K paralléles & AY.
Il résulte de cette construction ,

AP ou = AB 4 A'K — P'H,
MP ou y = A’B-+ P'K 4 MH.

On trouve d'abord, comme dans le probléme général,

AK — x'sin(€—a)

) z' sinz
SnC et PK = __S_il-:l?'

D’un autre cété, le triangle MP'H donne
1°.... PH : MF ;] sin HMP 1 sin MHP;
on, comme HMP' — YAY" = VAX'— ¥"A'X" — y100° — (€—al,
PH :) 2icos(C—a):sinC; doa PH— 2 ®(E—a)
sing

2°,.., MH : MP':; sin MP'H ; sin MHP’;
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mais MPH = MP'A’ — HPPA' = 100° — WAX" = 1000 — &

: cos
aiugi MH : y i1 cosa ] sing; d'od MH = r—ﬂ-n—cf
_ 2 sin(€— a) —y cos(E— )
D enfin & e o
onc 2 r
% .:_smrx.—i»r CDS & et

sin g

Dans le second et le troisiéme cas, les triangles A'P'K, MHI, sont rec-
tangles , et la détermination des lignes A'K, P'K, P'H et MH, n'en est que
plus facile.

222, Enfin, si, dans les formules générales et eclles qui en
ont été déduites, on suppose a =o ¢t b = o0, on obtiendra
de nouvelles formules cqui correspondront au cas ot Vor vewt
changer seulement la direction des axes , sans déplacer Uori-
gine.

. . [x=x'cosa+71cose’ a=a' cose—y'sina

Amsl,{ iy o o ,}, et{__,. : }

r=a'sina+y sine y==x'sin ey cosa
sont les formules propres a faire passer d'un systéme rectan-
gulaire & un autre systeme oblique ou rectangulaire de méme
origine.

En général , on distingue deux espéces principales de trans—
formation de coordonnées, le déplacement de lorigine et
le changement de direction des axes. Lorsque la question
exige cette double transformation, il y a souvent de 'avantage
a ne les exécuter que successivement; nous en verrons bientét
des exemples.

225. Nous terminerons cette théorie générale par I'examen
de deux cas particulicrs : 1°. on peut demander de passer d'un
systéme obli que & un systéme rectangulaire , Porigine restant
la méme , et Uaxve des x (_fig. 132 ) restant ausst le méme. Fig.x3a.
Danscecas, ona a=o0, b=0, a=0, «=100°; d’ou I’on
tire sina==o, sin«'=1, sin ((-—a) =siné, sin(f—a')=—cos¢;
x = &' — » coté,

!

¥

o

et les formules (1) se réduisent 4
PR

¥ coséct.
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On fait usage de celles-ci Torsqu’une courbe étant rapportée
4 un systésie d’axes obliques, on veut rendre le systéme rec~
tangulaire. "

2° On peut, en conservant le méme systéme d'axes, exi-
ger que Uaxe desy' se confonde avec celui des x, et réci-
p.’-a.;rummwt.

Dans ce cas, on doit avoir &' = 0 et =6 (fig. 133); d’out
sin 2 ==sin€, sine' =0, sin (6 —a) = o0, sin(6—a')=1sinE.
On a, enoutre, a=o, b=o0; ainsi, les formules (1) se ré-
duisent & x=y" et r=2a"; ce qui est d'ailleurs évident; car
on ne fait ici que changer les dénominations des axes.

On tire de li cette conséquence : Lorsque les équations de
deux courbes sont telles que la seconde est composée en y et @
comme la premitre l'est en @ et y, on peut affirmer que les
deux courbes sont identijues, puisqu’on passe de lune i
Tautre équation en changeant xen y, et, réciproquement,
yen . Iln’y a réellement, dans ce cas, que la position Ge
la courbe par rapport aux axes qui soit renversée,

224. Premiére remargque.— Comme , pour une meme ques-
tion, on a souvent besoin d’effectuer plusicurs transforma-
tions de coordonnées, nous conviendrons de supprimer les
accens dans les seconds membres des formules relatives a ces
diverses trausformations, c’est-i-dire que noug demgnerous
toujours par @ et j les anciennes et les nouvelles coordon=
nées, quoique leurs valeurs et leurs positions soient diffé-
rentes ; mais I'emploi successif des formules suffira pour indi-
quer que la courbe, étant rapportée A un premier systéme,
se trouve ensuite rapportée 4 un second , A un troisitme, ... -
systeme.

Ainsi, pour passer d'un systéme oblique ou rectangulaire &
un systéme de coordonnées paralléles , nous ferons dans I'équa-
tion de la courbe, x=x+a, et y=y-45b, lesx ety du
second membre désignant les coordonnées rapportées aux nou=

_veaux axes , dont lorigine a d’ailleurs « et & pour ses coor=

données rapportées aux anciens axes.
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De méme, pour passer d'un systéme rectangalaire a un

systeme oblique de méme origine, nons ferons usage des
formules

r=—=axeosa =4 ycosa’, et y = xsinae-y sina’.

Cette convention a pour but de simplifier les calculs en cvi-
tant la multiplicité des accens.

9253, Seconde remarque. — Les quantités a, b, «, &, qui
entrent dans les formules, sont des constantes dont les valeurs
fixent la position de la nouvelle origine et les directions des
pouveaux axes par rapport aux anciens dont 'angle est ex-
primé par €. Ces quatre quantités doivent étre regardées
comme connues et données & priors, toutes les fois qu'on
veut rapporter la courbe & de nouvelles lignes dont on a re-
connu gue la posmon parrapport a cetle cour be est [ﬂus snmple
que celle des anciens axes.

Mais il arrive souvent qu'on exécute une lransfonnation
de coordonnées, avec le dessein d'introduire un changement
déterminé dans ’équation de la courbe , par exemple, pour
faire disparaitre certains termes. Dans ce cas, a, b, «, «', sont
des constantes, indéterminées pour le moment, que I'on tache
ensuite de calculer de manitre qu’il en résulte les simplifica~
tions exigées. Quant a l'angle €, on ne peut en disposer,
pui:qne c’est I'angle des deux axes primitifs, lequel est tou=
jours donné & priori.

Le nombre des termes i faire disparaitre de 1’équauon y in-
dique le nombre des indéterminées 4 introduire dans le calcul,
et, par conséquent, le systéme de formules dont il faut faire
usage.

Tout ceci s'éclaircira par les applications nombreuses que
nous aurons occasion d’effectuer par la suite.
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§ 1L Notions préliminaires swr les Courbes dy
second degré.

Afin de présenter la théorie des courbes du second degre
d’ane maniére simple et tout-a-fait élémentaire, nous com-
mencerons par rechercher les éqguations de trois courbes
dont chacune jouit d'une propriété qui lui est particuliére,
Nous ferons voir ensuite que ces courhes sont les seules que
puisse représenter une équation guelconque du second degré a
deux variables. Enfin, nous démontrerons que ces ménes
courbes sont celles qu’on obtient en coupant par un plan, le
cone droit ou oblique tel qu’'on le considére en Géométrie;
ce qui leur a fait donner aussi le nom de sections conigques.

De UEllipse.

226. On demande Uéquation d’une courbe telle, que si L'on
joint chacun de ses points M ( fig. 134) @ deux points fixes
F et ¥', la somme des distances FM + F'M soit égale & une
lizne donnée 2A.

Cette courbe est ce qu’on nomme une eilapse Les points F,
F', ensont dits les foyers, etV'on appelle rayons vecteurs les
dis;ances FM, F'M. Nous verrons plus loin la raison de ces
dénominations.

Pour construire cette courbe d’aprés sa définition, prenons
le milien O de la distance FE , et, & partirde ce point, portons
la moitid desA ,de O en B, et de O en A; les points A et B
appartiendront d’abord a la courbe. En effet, il résulte de
cette construction,

0B — OF, ou FB = OA — OF, ou FA.
cdest-d-dire FB = F’A; done,

1°. FB + FB = F'A 4 F'B
3°, FA+ FA = FB + FA

24,
2A.

Il 1
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De méme, si des points F, F', comme centres, avec un

rayon égal d A, Don déerit deux circonférences qui se cou—

pent auzx points G, D, ces points appartiendront encore a la
courbe; car on anrva évidemment

FC 4 F'C = 2A et FD - F'D = 2A.

Ces points se trouvent d’ailleurs sur la perpendiculaire élevée
du point O. '

Pour obtenir des points intermédiaires, margues sur AB et
entre les points ¥, F', un point quelconque L puis des poinls
F et F comme centres, et avec des ruyons respectivement
édzaux & AL , LB, décrivez deux circonférences qui se coupent
en M, m; vous aurez deux nouveaux points de la courbe. En
effet , la construction donne

1° FM - FM = AL+ LB =24, 2° F'm + Fm=2A.

Ces points sont symétriquement placés par rapport 4 AB.

Réciproquement, si des points F, ¥, comme centres, et avec
I¢s mémes rayons AL, LB, vous décrivez deur circonférences,
vous obtiendres deux nouvearex points M’, m', qui seront, avee
les points M, 72, dans une position symétrique par rapport
la ligne CD. Cela est évident,

Aprés avoir ainsi déterminé une série de points suffisam -
ment rapprochés les uns des autres, on pourra les joindre
par une ligne continue ACBDA quisera la courbe demandée.

N. B.— Pour que la construction précédente puisse seffec~
tuer, il faut que la distance des centres FF’ soit moindre que
la somme des rayons cu 24, et en méme temps plus grande
que leur différence. Or, je dis que cette dernitve condition
exige que le point L soit entre O et F. En effet, prenons, par
exemple , un point L qui soit placé entre F et B; on aurait

AL’ > AF ot L'B< FB;

L ) . - - .
ot V'on déduirait
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AL — L'B > AF —FB> AF — A, ou > FI';

done la distance FF” serait moindre que la différence des Trayong
AL/, I/B; et les deux circonférences décrites seraient inté.
rieures 'une 4 Vautre, sans se couper.

227. On peut encore construire Uellipse d’'un mouvement
continu , ainsi qu’il suit :

Fixez aux points ¥ et ', par le moyen de deux épingles,
un fil dont la longueur soil égale @ 2A, Failes ensuite glisser
un style ow un crayon qui tienne ce fil towjours tendu ; et'la
courbe se trouve tracée quand Vinstrument mobile a fait deu
deuwx demi-révolutions , Uune au-dessus de FF', et Pautre
au~dessous,

Enfin, si Pellipse doit étre tracée sur le terrain, on se sent
d’un cordeau d’une longueur égale & 24 , et de trois piquets
dont deux fixent les extrémités du cordeau aux points F,
F’, et le troisiéme sert a tracer la courbe, en tenant le cor-
dean toujours tendu.

228, I’ellipse étant ainsi déterminée de forme et de posi-
tion, recherchons son équation, c’est-a-dire (n° 471) une rela~
tion entre les coordonnées de chacun de ses points rapportés
4 deux axes fixes.

Comme , d’aprés la construction precédente, la courbe 8¢
compose da, points symétriquement placés par rapport aux
lignes AB, CD, il convient de prendre celles-ci pour axes.

Soient OP'="%] MP=y, FM=1z, F'M=7', FF=2¢,
d'ou OF—0F —c.
On a d’abord , pour les équations des deux circonférences

qui ont leurs centres en F, F’, et dont la rencontre déter~
mine le point M,

=) =2 (1)
7+ (v o)t

Il
¥
g
.
Fan
W
—
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En outre , la définition méme de la courbe donne I'équation

Je condition )
g 2 =23l .... (3)

et si, entre ces trois équations, on élimine z et z', I'équation
résultante en x, 3, sera (n° 244) 'équation chercheée.

Pour y parvenir facilement, ajontons entre elles et retran~
chons I'une de 'autre les équations (1) et (2); il vient

2y? == 218 o 2c* =z = 2%, 00000 (4)

fex gl L (8)

Il

mais celle-ci revient &

(& 4 3z) (7 =—2) = fex, ou 2A(E —z)= fcx;

d’ot1 'on tire d—z= %
-0!‘, on a dt:j.'i ot + — 2.&;
done Z=A+4+Z et s=A'—%.

Substituant ces valeurs dans I'équatien (4), on trouve
Gy
j’+x!+c°:A=+ Ag!
ou, chassant le dénominateur et ordonnant,
A% - (A2 — B a® = A (A2 — o).

Suivant ce qui a 6té dit plus haut, oun doit avoir FF" ou
2t <2A; donc A'—c¢* est essentiellement positif; et si
on pose

A: _— = 'Bn’
Véquation prend enfin la forme

Alyr b Bla® = A*B%... (6)
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Telle est 1'équation la plus simple de Vellipse.

229. En la résolvant par rapport a y, puis par rappory
a @, ce qui donne

B, j— A =
r = = X-VA“——J:‘, x ==+ E‘/Bi --J".,

on reconnait, en premier liew , que la courbe est symétrigue
par rapport aux axes OX, OY, puisque chacun d’eux divise en
deux parties égales toutes les cordes telles que Mm, MM', me-
nées paralltlement & Paatre.

Secondement , comme pour y = o on lrouve x=— =t A,
Eliseessninsnensansas POUr T==0,00esanys =B,
il s'ensuit que la courbe rencontre 'axe des = aux points A,
B, et I'axe des »* aux points C, D, pour lesquels on a OC
ou0OD=B8B :‘/A"-—-c*.

En effet, & cause de FC=F'C=A, le triangle isosctle FCI"
donne

) G \/Efi—-fﬁf== \/Eﬁ?- 6F?== v/A“——c%

Troisiemement, Uhypothése x=A cu x=— A, réduisant
la double valeur de j* & une seule, »=-z=o0, on peut
en conclure (n° 194) que la courbe est tangente en A et Baux
deux droites RS, R’S’, menées parallelement a 1’axe des y.

De méme, =B ou y=—B domnant z==o,
la courbe est tangente en C et D aux deux droites RR’, 88,
paralieles & I'axe des @,

Comme, d’ailleurs, il est visible que, dés qu’on suppose
x> A ou 3 > B, la valeur correspondante de y ou de 2,
est imaginaire, il s’ensuit que la courbe est tangente aux
quatre cotés du rectangle RSS'R’, et est entitrement comprise
dans ce rectangle.

Soit encore proposé d'évaluer la distance du point 0aue
point quelconque (v, »7) de la courbe.
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On a pour expression de cette distance, D= /2" 7*;

Bn
ou, mettant pour y* sa valeur ™ (A* — 2%,

- S, 2
D_.\/B“ B.:c’.

Eu faisant £=o0, on trouve d’abord D =B ou OC.

A mesure que x angmente, la quantité D augmente; et elle
acquiert son rmaximum lni""équ’on donne & « la plus grande
valeur possible, qui est @ = A; d’on 'on tire

D=\/B’ A_B k) o OB

Aiusi, la plus petite distance du point Q& la courbe, est OC,
et la plus grande , OB; en d’autres termes, CD est la plus
petite corde qu’on puisse mener par le point 0, et AB la
plus grande.

Ces diverses circonstances suffisent pour donner aux com-
mengans une idée assez exacte de la forme de ellipse.

250, Les deux lignes 2A, 2B, ou AB, CD, ont regu le nom
d'axes principaux ; et V'équation (6) est dite V'dquation de
Uellipse rapportée & ses axes.

On les appelle encore premier axe et second axe,ou bien,
grand axe et petit axe. La dénomination de grand axe vient
probablement de ce qu’en effet, AB est la plus grande corde
qui puisse étre menée dans Vintérieur de Dellipse.

Car, scit 1K une corde quelconque ; si I’on joint le point O
aux points I et K, le triangle OIK donne IK < 0I 40K ;
mais on a vu plus haut que chacune des distances O, OK,
est moindre que OA ou OB; donc, a plus forte raison , 'on a
IK < OB 4 OA < AB.

Les points A, B, sont dits les sommets du premier axe, et
les points C, D, les sommets du second axe.

Enfin, 1e point O pris actuellement pour origine des coor-
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données, est appelé le centre de la courbe, parce qu'il jouig de

cette propriété que toutes les cordes, telles que Mn/, qui pas-

sent par ce point, y sont divisées en deux parties égales.
Pour le démontrer, combinons 'équation A%y*+-Ba*=Ap:

reasrasss s e IO

avec cellesciivo.aivaiain.
qui représente une droite quelconque passant par Porigine.

En mettant pour y sa valeur ax dans la premiére, on trouye
= AB
Via B
t conséquent 9 e
et par 1 e e——
P q ‘/Auaa -+ B*

|

(Aa® 4 B)a* = A°B*; dout «

Ces valeurs de a et dey qui expriment les coordonnées
M, m, des points d'intersection de la droite avec la courbe,
sont égales et de signes contraires ; donc, les distances OP, OP,
et MP, m'P’, sont égales; et les deux triangles OPM, OP'nt/,
étant égaux, donnent OM = Oz,

251. Supposons que dans la recherche d’un lieu géométrique rapporté A
des axes rectangulaires , on soit parvenu a I'équation

Mys 4 Naa = P,

M, N, P, étant des guantités essentiellement positives.
Faisons suceessivement, dans cette équation, sy =o et z=10;

il en résulte pour  “y = 0,.... === 1'\1;"
T

et pour e P =i\/_,
P ) r M

) i T P P
Cela posé, soient \/ﬁ-=.&, \/ﬁ:Bi doit N__'F’ M=o
P'équation ci-dessus devient, par la substitution, 1_:3_ e Tl:' =P,

ou réduisant, A299 4 B = AsBa,
T'ont I'on voit que 'équation proposée est celle d’une ellipse dont les axes

s P i :
principaux sont 2\/1? et 3 3 % en dautres termes, sont Ie
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double de la valeur de z correspondant & 3 = o, et le double de la yaleur
dey correspondant Axz=o.

i P
(Connaissant les deux axes 2A, 2B, ou 2 N 2V 3 powr ob-
seniv los foyers, ona recours & la relation B2 = A2 —e*, qui donne...

& ::‘: ‘/A’ — B=. A

Soient pris sur deux lignes indéfinies & angle droit ( fig. 135), OB=0A=A,
¢t 0C=0D=B. Puisdu point C connne centre aves un rayon égal i A,
déerivons un are de’ eercle qui coupe AB en deux points Fy I ; ce seront les

foyers , car
ofF = V/CF — 0C = VI =T
Comme , par rapport & Péquation Mya o4 Nx2 =P, ona A = l\ﬁ'

et Br=—, il s'ensuit que

==/

Puisque, dans toute ellipse, on doit avoir 2A > aB, il faut supposer
B P 9
N > T d'eit M>N.

&l

§'il en était autrement, c'est-i-dire si 'on avait M < N, on changerait

(n° 223) yenzet xen y. Par Ia, I'équation deviendrait Ny2 4 Ma2 =P,
- iz

et représenterait encore une ellipse ayant pour premier axe, 2 7

P
el pour second axe 2 o

N. B. — Avant la transformation des coordonnées, la courbe est dans la
position indiquée par la figure 136; mais aprés, elle prend la position qulon
lui suppose ordinair t(fig. 134)-

232, Soil, comme cas particulier, M = N, Iéquation se réduit alors &

P
J"+x =ﬁ!

Cest-didire & Iéquation d'un cerele ayant \/TPI pour rayon; la quantité ¢,

PM —N
ou \/-LTHT—], devient pulle; ainsi les deux foyers se réunissent an
eéntre,
Le cerele peut done &tre regardé comme une ellipse dont les dewx axes a A,
4B, sont dgaus, et dont les deus {oyers viennent & se confondre.

Tig.135.

Fig. 13-



272 NOTIONS SUR L'ELLIPSE.

, 233. Comme nous aurons souvent besoin de ramener une équation telle
que My2- Nz =P, i la forme Asys 4 Baxa =A3Bs, nous indiquerong
un procédé simple et facile pour y parvenir.

Seoient mulliplids les deus membres de la premiére équation par un fac.
teur indéterminé h; il vient Mhy? + Nhz» = Ph.

Mais, par hypothése, on doit avoir Ph=MAk x Nh=MN.% ; d'oi I'oy
déduit B =‘1TLP!T Done il suffit de multiplier les deux membres de g pro-
posée par le quotient du second membre divisé par le produit des cocfficiens
de y2 et de x3.

11 vient en effet, par cette multiplication, .
P Ps
NIt w® T
: P P P(M — 1N}
ce qui donne A’:E, B‘:ﬁ, c‘=Al—-B*=_.m_{ﬁ,ﬁ§_f_
Prenons pour exemple Péquation 5y2 = 3z2 == 6.

o 6 2
On trouve, en multipliant par el

L

6
3y’+§1“='g,

V5.

done A= V3, B=é\/%, e =

(5] 8]

Soit encore I'équation 3y - far = 5.

s 5 5
Multipliant par %3 ou -lf;, on obtient
5 5 25
- 40 e o el o—
4 Y 3 L 12__’
ou, changeant y en z et réciproquement,
5 T 1
g™+ S =¥
1 — —
done A=EV:5, B:;‘/S, czél/tﬁ
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De UHpyperbole.

934. On demande I"éqwl;ation. diune courbe telle , que st L’on
joint chacun de ses poinls M ( fig. 137) @& dewx points fixes
¥, F', la différence des clistances F'M , EM , soit égale a une
ligne donnée 2A. )

Cette courbe est ce qu'on appelle une hyperbole ; les points
F, F’, en sont les foyers, et 'on nomme rayons vecteurs, les
lignes FM, F'M.

Commengons par indiquer un moyen de construire cette

courbe,
Prenez & partir du point O , miliew de FF', denx distances

OA, OB, égales @ A ; les deux points A et B appartiennent a
la courbe. En effet, il résulte de cette construction,

BF — AF/, d’ou AF — AF'=AF — BF = 24,
et B — BF —BF — AF/ —»A.

N, B. — Les points A, B, sont nécessairement situés entre F
et F'; car autrement, ce serait la somme des distances de cha-
cun de ces points aux points F et F', et non leur différence,
.qui serait égale & 2A. Ceci prouve que 2A doit étre donué
motndre que FI',

Pour obtenir d'autres points de la courbe, marques sur la
ligne OF et & droite du point F, un point quelconque L ; puis
des points F', ¥, comme centres , avec les rayons AL, BL,
décrives successivement deuxw circonférences qui se coupent
en M, m ; vous obtiendrez ainsi les deux points de la courbe;
«ar en joignant le point M, par exemple, aux points F/, F,
vous avez

F'M — MF — AL — BL = 2A.

Réciproquement; des points F, F', comme centres , et avec
les mémes rayens , décrives deux circonférences ; vous aurez
deux‘nouveaux points M', ', qui seront, avec les points M, mz,
SYmétriquement placés par rapport i la perpendiculaire OC.

18

Fig.1dp.
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Gette construction exige que le pomnt L soit situé i la droite
du point F; car §'il était en L, comme on aurait BL/ <BF,
il g'ensuivrait AL’ 4 BL’ ou AB+ 2BL’ <CAB + aBF, oy
< FF’. Ainsi, les deux circonférences seraient telles, que Iy
distance des centres FF serait plus grande que la somme des
rayons; donc elles seraient tout-a-fait extérieures Vune 3
I'autre et ne se couperaient pas. ;

Mais le point L peut étre pris vers la droite du pointF, 3
une distance aussi grande qu'on veut. D’oii I'on voit que la
courbe se compose de deux branches égales et opposées, mBM,
m’AM', qui s’étendent indéfiniment & droite dw point B et d
gauche du point A, tant au-dessus qu'au-dessous de la
ligne AB. :

1l existe hien un procédé pour tracer hyperbole d’un mou-
vement continu ; mais nous le passerons sous silence, parce
que la pratique en est peu commode.

Nousallons maintenant nous occuper de la vecherche de son

équation. _ :
255 L'hyijerbole étant, ainsi que Vellipse , symétrique par
rapport & AB et OC, nous prendrons ces deux lignes pour les
axes des coordopnées.
Soient done _ 4

OP=zx, MP=y, OF =0F =c¢, FM=3z, FM==7.
On a d’abord, comme pour Vellipse, les deux équations

2 e L)

e, ()

el bl 15
X+ (= + e

auxquelles on doit ajouter, d’aprées 'énoncé, Véquation de

coudition e e . B - )

Pour éliminer z et z', combinons alternativement par addi-
tion et soustraction les équations (1) et (2) ; nous obtenons les
suivantes :
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b e e = LA,
fem= 2* —2;... (9)
mais celle-ci donne (27 — z) (2 42) ou 2A (z' 4 2) = ez,
Ao ; 3 Caed
d’ot 'on déduit z -1—,..._—{, :

or, on a'déji gl =g == 2A;

e
done z’:?-[—at_atz:'—'f—:i.

Portant ces valeurs dans ’équation (4), on obtient

oxat

'_‘)”—{-Iu—'—-bs“_——z‘rﬂf—ﬂ',

ou, chassant le dénominateur et transposant,
Ay & (Aﬂ — et = A*(A* — o).

Mais, comme il a €té reconnu précédemment que la dis-
tance FF', ou 2¢, doit toujours étre plus grande que 24, il
s'ensuit que A*~c* est essentiellement négatif. Donc, en posant

c? — A* = B,
on trouve enfin pour I’équation de Phyperbole,
A% — B2* = — A'B.... (6)

Cette équation ne differe de cellede V'ellipse, qu’en ce que
B* est remplacé par — B*. Aussi les deux courbes, quoique
étant de forme trés différente , puisque l'une est limitée en
tous sens tandis que Vautre est illimitée , jouissent-elles de
propriétés analogues. )

¥ soit fait y =o dans I'équation; il en résulte x =14 ; ce
qui prouve que la courbe passe par les points A et B, circons-

lance que nous avons déji reconnue.
8.
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Soit encore x.=o0; on-‘trouve. y*= —B, d'on
y =B ¥/ —1; ce qui fait voir que la courbe ne rencontre
pas l'axe des .

Cependant on peut convenir de marquer sur cet axe, deux
points G et D dont la distance au point O soit exprimée par
Bou |/ e*—A%

Pour fixer la position de ces points, il suffit de déerire du
point B comme centre et d’un rayon €gal ¢ ou OF, un arc
de cercle qui coupe OY aux deux points demandés; car ona

06 = VOF — 0B = /& — A’
Comme, en faisant =+ A ou r — —A dans Uéquation

B il
résolue par rapport d y,... y == V az* — A% on

trouve ¥ = =0, et qu'en donnant & x des valeurs positives
on négatives, numériquement plus petites que A, on obtient
des valeurs fmaginatres pour y, on peut en conclure, 1°. que
la courbe est tangente en A et B aux deux droites R'S’, RS,
paralleles & axe des 5 ; 2°. qu'elle s’étend indéfiniment 2 la
gauche du point A et a la droite du point B.

Oii voit-enfin que la courbe est composée de deux branches
égales et opposées dont chacune est divisée en deux parties
égales par la ligne AB ; en sorte que sil'on pliait la figure, soit
suivant la ligne CD, soit suivant la ligne AB, les quatre par—
ties de la courbe se couvriraient parfaitement deux i denx.

Presque toutes ces circonstances avaient ¢été reconnues par
la Géométrie.

256. Les (uantités 2A, 2B, sont, comme dans l'ellipse,
appellées les axes principaux de hyperhole , ou le prerm'er
axre et lesecond axe. Mais comme il peut y avoir une relation
queleonque de grandeur entre A et B, les dénominations de
grand axe et de pelit axe seraient impropres.

On désigne encore le premier axe sous le nom d’axe trans—
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perse, et le second sous celui d’awe non transverse, parce que
Pun rencontre et 'autre ne rencontre pis la courbe.
On peut avoir A ==B, auquel cas I'équalim:: se réduit A

J'j i a') —_— A'J.

Dans ce cas, on dit que "hyperbole est équilatére , comme
ayant ses deux axes égaux. L'hyperbole équilatere esta 'hy-
perbole en général ce que le cercle est a ellipse.

Enfin, les points A et B sont dits les deux sommels de la
courbe.

257. Démontrons, camme dans Uellipse , que le point O est
le centre de la courbe, ¢'est-a-dire que toutes les droites pas-
sant par le point O et terminées a la courbe , sonl divisées en
deux parties égales par ce point,

Soit 7'M une ligne quelconque menée par le point O; si 'on
combine entre elles les deux équations .

Ayt — Bt = — A°BY,

00 i i 2

on lrouve; en mettaut pour y sa valeur ax daos la premiére,
+= AB |
v B — A
. ’ =+ ABa
et par consequent W—ﬁ :
- N résulte de i que OP =OP' et MP = m/P’; ainsi, les deux
triangles OPM , OP'm’, sont égaux, et 'on a OM — Om/’

(Afa*— Bt =—A*B*; d’oul’on déduit —

238. En jetant les yeux sur ces valeurs de @ et de y, on voit
3 - a . .
quelles ne sont réelles, c’est-i-dire qu’une droite menée par
le centre ne reypcontre la courbe, qu'autant que "ou a

B:

B: — A*%* >0, on a’ TS

Soit B — Atat— o, dollon tire o=+t —; les va-

| =
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leurs de v et de y deviennent infinies; ce qui prouve gue les
deux droites correspondantes, qui sont placées, l'une au-
dessus, lantre au-dessous de l'axe des =, ne rencontrent
I’hyperbole qu’a une distance infinie.

Constraisons ces deux droites, =+ T IIT=—T %)

qui méritent une attention particuliére.
Pour cela, soit achevé sur les denx lignes AB =24,
CD=2B, le rectangle R’RSS’; on a évidemment BR =BS=R;

s Sl B iy 3t
d'onr tang BOR = 55 = +-, tang BOS =— i

Done les droites OR, OS, menées par le point O et par les
points R, S, sont les deux droites demandces.

Nous verrons par la suite quel role elles jouent dans la théo~
rie de ’hyperbole. Pour le mowent, nous les regarderons sim-
plement comme LES LIMITES de séparation des droites qui .
passant par le centre, rencontrent la courbe , d’avec celles qui
ne la rencontrent pas.

Pour démontrer cette propriété , soit un diametre m'M pour

lequel ona:..... angle MOX << angle ROX, d’oiia <£—;

les valeurs de x et de y obtenues précédemment sont
réelles ; mais pour un diamétre tel que K'K, comme P'angle

KOX est plus grand que Vangle ROX, il en résulte a > % -

et les valeurs =, y, sont imaginaires,
Lorsqu’on suppose 'hyperbole éjuzlatére (n® 256), clest-ii-
: ' BY fa)
dire, B=A, & = devient égal & == 1 ; donc les angles ROX,
S0X , sont chacun de 509, et les deux droites OR, 0S, sout

perpendiculaires entre elles.
239. Supposons maintenant qu'on ait obtenu pour Véquation d’un liew
géomelrique,
My?: — Na? — — P;

T i P
et multiplions (n? 233 ) les deux membres de ceite équation par NN
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P i Ao

il vient w ¥ =% x= N
Cetle nouvelle équation comparée i celle de 'hyperbole,

A’-r. — Bips = — .&aBa,

donne
P : ¥
.&."ﬂg, et B’:%; doi A== N’ Bisse ﬁ;

P
done la proposée représente une hyperbole dont le premier axe est a\/ﬁ—;

7
et le second, 4 \/ﬁ

La relation Bs — ¢2 — A* donne ¢ = == VAs B3
PM &Ny
MN

d’ofi, mettant pour A et B leurs valeurs, ¢ = ==

Pour fixer la position des foyers, connaissant les axes, prenes sur deux

droites rectangulaires, OB=0A. = A = \/%. OC=0D=B— ‘/%
{fig. 138); puis élevez au point B-une perpendiculaire BD égale 4 B, et Fig.138.
tires OD. La circonférence décrite du point O comme centre avee le rayon O,
coupera AB en deux points F, F’, qui seront les points demandés; car on a

OF = OF =V/OF + BD = V& F B,

11 est remarquable que cefte construction donne en méme temps la di-
rection OD de I'une des limites de la courbe (n® 258) ; quant i la seconde,
¢lle s'obtient en prolongeant DB d'une quantité BD' — BD. et tirant OD’,

240. Si Péquation était de la forme My — Naa = P, on changerait
en zet zen y; ce qui donnerait Ny2 — Ma? =—P; et Péquation n’en se-
1]

rait pas moins celle d'une hyperhole ayant pour premier axe, 1 e

et pour second axe, 4\/8‘_ .

Avantla transformation , la courbe a la position indiquee par la figure 1 3g;
mais aprés , elle reprend 1:1 position de la figure 137.

Multiplions les deux membres de Péquation proposée , par le'\ 3 il vient
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= i =

P a2 "
T M MN
ou Bay? — Aszy = Ashs (en posant -g— =B, % — ;p)_

Telle est la forme de 'équation de Phyperbole rapportée i son second aze,
ou & son aze non zmmwr.re, pris pour axe des x.

On en déduit y == T}“ /o2 4-B7; ce qui prouve qu'h toute valeur

de = correspondent des valeurs rcelles de y,
Pour z= 0, 'ona y === A; et cette valeur est le minimum de toutes
celles que peut recevoir .

De la Parabole.

241. Trouver ’équation d’une courbe telle, que la distance
de chacun de ses points M (fig. 140) & un point five F (ap-
pelé forer), soit égale & la distance de ce méme point M &
une droite fire LL' appelée directrice.

Voici d’abord le moyen de construire par points, cette
courbe connue sous le nom de parabole.

Aprés apoir abaissé du point F une perpendiculaire sur
LL', prenes le milienw A de la distance FG ; et le point A
appartient 4 la courbe , puisque les deux distances AF et AG
sont égales.

Ce point est dit le sommet de la parabole.

Pour obtenir d’autres points, élevez en un point quel—
conjue P pris vers la droite de A, une perpen:icilaire & GF5
puis du point F comme centre , avec le rayon GP , ¢ 'éerives
un are de cercle qui coupe la perpendiculaire en deux points
M, mj vous aurez ainsi deva points de la courbe ; car 11 D
sulte de cette construction ,

FM ou Fm — GP = MQ.

D’otr Von voit que la parabole se compose de deux parties
AMM', Amm’, symétriques par rapport a GF.
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Elle peut étre aussi décrite d’un mouvement contint. .

Prenes une équerre dont l'un des c0tés de Uangle droit ({R
(fig- 141) soit assujetti & glisser sutvant la dzreqt:on LL .
Fixes aux points F et V les deux extrémités dun fil dont la
longueur soit égale au second coté QV de Uéquerre. F ailes en-
suite mouvoir cette équerre le long de L1, en ayant soin de
tenir le fil tendu au moyen d'un style ou crayon qui s’appuie
constamment sur QV. La trace de ce style sera nécessairement
une parabole.

En effet, pour une position quelconque QRYV de Véquerre,

Fig.agr.

ona FM +~MV=MQ+4+MV; dot FM = MQ.

Lorsque I'équerre est arrivée dans une position QR'V” telle
que Q"V’ passe par le point F, le fil se replie sur lui-méme de
Fen A, et le point A est le sommet de la courbe ; caron a

FA 4 AV’ = AQ' 4~ AV’; d’ou FA = AQ'.

Pour tracer la partie inférieure de ia courbe, il suffit de
renverser la position de P'équerre.

N. B. — La wéthode précédente ne donne qu’une portion
de la courbe; cette portion qui se termine au point V', pour
lequel on a FV'= V’Q" = VQ, est d’autant plus grande
que le cote QV de Péquerre a plus de longueur.
C'est probablement ce moyen de deseription quia fait don-
ner a LI’ le nom de directrice.
242. Recherchons actuellement équation de la parabole.
Nous prendrons pour axe des x la ligne GF (fig. 14o) qui Fig.1fos
divise la courbe en deux parties égales, et pour origine le
point A qui appartient a la courbe.

— Soient x, y, les coordonnées AP, MP, du point M, z la dis-
tance FM, et p la distance FG ; d’ot

AF:AG:E ot Gp:£+ P
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La circonférence décrite du point F comme centre avec I
vayen FM, a pour équation

RS S ) 1
(e =Ly =2 ()
mais on a I'équation de condition FM=PG, ou
QP o Sip |
z_,1.+2...._ (2)

Eliminant z entre ces deux équations, on trouve pour I'¢-
quation de la courbe,

R Bl GO

ou réduisant , yR ==t (38)

Telle est Véquation de la parabole rapportée @ ses axes
principaux. AX est 'dit le premier axe principal , et AY le
second. i

On déduit de cette équation, :ﬁ\/ﬁ, et comme
pour x =0, ona y=—==o, il s'ensnit: 1° que la
courbe est tangente en A i Vaxe des y; 2° qu'elle s%tend
indéfiniment 4 la droite de cet axe, tant au-degsus qu'au-
dessous de celui des a.

245. On nomme paramétre le coefficient de «, 2p, C'est-3-
dive Ze double de la distance du foyer & la directrice.

Ce paramétre est encore égal & la double ordonnée qui passe
par le foyer; car, d’aprés la définition de la courbe, la per-
pendiculaive FN doit étre égale 3 NH ou FG.

—AF,

(S Hls -t

D'aillears si, dans 'équation 3*=2px, on fait x=
on lrouve Fr=prdelly e = g

244. Quoique la délinition de la parabole n'offre aucune analogie avec
celles de Pellipse et de Phyperbole ; on peut neanmoins établir un rappro-
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chement entré ces courbes, au moyen d'une transformation de coordonnées
ageculée par rapport aux deux derniéres.
by

_ Reprenons Téquation A3y - Brzr = E’B’, cana (1)

¢t proposons-nous de rapporter lellipse au sommet A ( fiz: 134) comme Fig.13].
origine, en conservant la méme direction pour les axes. Pour eela, il faut

(n0 248) faire usage des formules x =z +a, ) =y —-b; ¢l comme a, b,
expriment.ici les coordonnées du point A , ce qui donne

b= R A,
il s'ensuit que les formules sp réduisent a
e e R S

_ est-di-dire qu'il suflit de remplacer = par = — A dans Péquation ci-des-
sus, en laissant y tel qu'il est,

Il vient, par cette substitution; Azy» 4- B2z —aABlr =0
B, e B2 )
d'otk Mon déduit o= = (A — 2 )ves - (2)

Clest Péquation de Vellipse rapportée @ son sommet de gauche , pris pour
urrigine. :
(Cela posé , cette équation peut étre mise sous la forme
Bs Ba

7 =2 r— 5, ou bien, y3 —%apx ——% h L, . 8)

(an faisant % = p).

Or, si l'on suppose. que les deux quantités A et B croissent indéfiniment,
. S B2
de maniére cependant que la quantité piou = reste constante (cela est per-

: e S i
mis d’aprés Péquation — = p, dans laquelle , aprés avoir pris pour p une
Yaleur fixe et déterminée, on peut donner i A différentes valeurs, et cal-
culer ensuite une valeur correspondante pour BY), il est chir queé, dans

cetle hypothése , plus A augmente, plas le (erme "f:— diminue ; ¢t lorsqu’on

SUppose A = oo, il en résulte % = 0. Done DPéquation (3) se véduit 4
¥ =9pz, ce qui west autre chose que Véquation d'une parabole,
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Dou Von peut conclure que la parabole est une ellipse dunl. le gramg
aze est infini, ou dont le centre est situé & Uinfini.

245, Le méme rapprochement peut étre fait entre Ja parahole et I'hypap.
bole; mais il faut alors rapporter cette derniére courbe & son somiet |
( fra- 139], ce qui revient a porter, dans Péquation  A3ys— B'.rl_—__.&.B.,
a laplacede x, =+ A.

Elle devient Asyr — Brrs —2AB'z — o
o el Al Ay aat s et # T A
o ¥ = T 5 =apx A AR J
3 B
(en posant , comme pour Vellipse, o= p).

Actuellement, faisons augmenter A et B de maniére que p reste constang;

il vient pour A =00, %: oy et Péquation () se réduit & 72 = apz.

Dans ee cas, la seconde branche, le centre, le second sommet disparais-
sent , ou sont situéds & Vinfini.

246. 11 résulte de ce qui vient d’8tre dit, queles trois courbes peuvent
éire, en général , représentées par I'équation

r2 = apr 4 qr’.
Lorsque la courbe est une parahole, on a ¢ = o; et l'équation s
réduit & »? = apx.
aB» Bs

Si e'est une ellipse, on a P=7, 15—

Enfin , dans le cas de 'hyperbole, on a
2l B
BPE= =, g o =
Par analogie avee'la parabole, on nomme paramétre de Vellipse ou de
L ] /i i
'hyperbole, Ia quantité 2p ou 32_ qui forme le coefficient de z dans Ié-
quation de la courbe rapportée & 'un de ses sommets.

Cette quantilé, qui peut étre mise sous la forme

A 3B.ab
n'est autre chose qu'une 3 proportionnelle au premier et av second axe.
Clest aussi , comme dans la parahole , /e double de I ‘ordonnée qui Ffﬁf‘i

™
o foyer Foou E'; car si lon fait, par exemple, 2=z c¢= +\/Av=B
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Juns Déquation A% Bozs = AsB2, on trouve

Be

Asys 4 A=Bs — B4 = AaB»; dou y = =& =<

Mémé résultat pour Phyperbole.

N. B. — Cette derniére propriété dent jouissent les foyers des trois cour-
hes, sert souvent & faire reconnaitre 'existénce de ces points et a en fiser
1a position. ;

247. Aureste, la liaison qui existe enire ces courbes peul encore étre
établie au moyen de la question suivante, dont celle qui a servi a la défini-
tion de la parabole n'est qu'un cas particulier,

On demande Uéquation d'une courbe telle, que la distance de chacun de ses
points M fiz. 143 ) & un point fire F, soit @ la distance de ce meme point Fig.1§a.
& une droite LIS donnée de position, dans un rapport donném : 15 en sorte
gue 'on ait

MES < Mo T s

Du point I abaissons FG perpendiculaire sur LIS, et divisons cette dis-
tance F'G dans le vapport m : 1; le point A est un des points de la conrhe.

Pour construire d’autres points, marquons un peint queleonque P sur GF,
et ¢levons en ee point une perpendiculaire; puis du point F comme centre
avec un rayon égal a la 4® proportionnelle 1, m 11 GP ; x, = décrivons un
arc de cerele qui coupe la perpendienlaire aux points M et M’; ces points
appartiendront a la courbe ; car on a, d’aprés cette construction,

FM ou x : GPou MQ ::m: 1;

ol ainsi de suite,

Afin de déterminer Péquation du lien géométrique , nous prendrons pour
ase des x la ligne GF par rapport & laquelle la courbe est symdtrique, pour
axe des » la perpendiculaire élevée par le point A yui appartient i Ia courbe
¢l peul en étre regardé comme le sommet.

Soient done

AR — 2 MP =y, FMi—=2=2, AF —= «; don A= 2
m
(puisque 'ona FA:AG :im:1).

L'équation de la circonférence qui a son centre en F et pour rayon FM,

R voxe 8o e R e R e S YA ez — alf =g, (1)

De plus, on doit avoir FM:GP: 1531
don z:.:r-l-”—:- 8T oubien,' PR e N A (a)

Ainsi, en éliminant = entre ces ¢quations, on obtiendra (n® 244) I'é-
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quation demandée. Il yient, toute réduction faite,
7 -+ (1 = ) &2 = 2a (I - m) 2 =0, (3)

Cette équation est privee du terme indépendant de = et dey; et cela oy

dtre , puisque, la courbe passant par Vorigine, il faut que son équatio,

soit satisfaite lorsquon y fait 3y =o0 et = =0, .
Examinons successivement les circonstances qui correspondent aux traig

hypothéses m < 1, m=1, m> I

Soir p’amorn, eomme le cas le plus simple, m= 1.

Léquation (3) se rédnit & y® = fax, et est immédiatement compy-
vable & celle-ci: 7

an effet, il suffit, pour identifier les deux équations, de poser
e =9p, del p= 2a.

Ainsi la courbe est une parabole dont le foyer est en F, et qui a pour
directrice LI/, Le point A est d'ailleurs le milieu de la distance FG puis-

que Pon a
FG - { AG 21 21
SorT ACTUELLEMENT m < 1, auquel cas le coefliciont de x* est essentielle-

ment positif,
L'équation peut se mettre sous la forme

¥ =0 —m‘)( % ..:—x');

et en la comparant i celle-ei, y* = %’-_ (28z — %),

o B2

dédui R P e W
on en déduit A — et mi;
B alt — mi)
4o Sy SN e PRRYNES
L " e a(t + m),
a1 — m?)

, doi B==+ —%_ (/T — .

et B2 = &= =

Ainsi, 1a courbe est une ellipse dont les axes principaux sont

et D —_—
e — T — mt
" —m T =— m V !

et le paramétre , ae (1 -4 m).
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Le point F est d'ailleurs 'un des foyers dont la définition se trouve com-
prise dans celle de Tellipse (zores n® 226).
En effét , soit posé © = « dans Péquation

>* = ([t —m2) (t—’:—mx—x_-);

il en résulte  y* = (1 — m2) “_qlC'me) = a’ (1 < m)*;
dlot 3‘=i¢{l—|—m)-:._-_':%?;

or, on a vu (n® 246) que cette valeur est celle de I'ordonnée qui passe par

chacun des foyers.
La construction du premier axe AB se réduit i trouver sur GF denx

points A et B tels qu'on ait

lo.mI:I::FA:AG, d’ott 14 m:m i FG: FA;
2% m, 1 :2FB: BG, doit 1 —m: m:: FG: FB;

ce sont deux quatriémes proport}ome}ks faciles & obtenir.

Quant au second axe , comme on connait déja le foyer F, il sulliv de de-
crire de ce point comme centre et avec un rayon OA, moitié de AB, un arc
de cerele qui conpe en deux points C, D, la perpendiculaire élevée par le
point 0.

Le second foyer F' s'obtient en prenant OF’ — OF.

Soir ExFIN m > 1, anquel eas le coefficient de x2 est négatif dans Uéqua-
tion (3).

Elle peut étre mise sous la forme

a

, E
J'Jz[m'—l} = ::'nl—:"’).

B’
et comparég ya = =5 (0Az 4+ x2);
elle donne ainsi A= = E.— = m —.r f
T m—1' A i
e B~
doip T:a.(m-l-l} et B=imu!l}m°—-|;

done la courbe est une hyperbole dont le premier axe, ou l'axe traverse ; est

Ao L)

m— lesecond, Vm: — 1, etle paramétre, 2a(m 4 1).

=l
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Soit posé dans 'équation, = —«; il en résulte

u‘_{l ) S

= 0 ad A
i (m 1) gy (m <+ 12
B
d’ol j':ia.,'m—!—l}:i*x,

ce qui prouve que le point I est un foyer de la courhe,
Ta construction des axes s'effeciuerait comme pour Pellipse; mais il fayg
observer quelle doit s'effectuer de droite & gauche du point F; car si oy

fait dans I'équation, v = o, il vient

24
SRR, e T o Bl TR ) S -—+T)=0,
m==1 m = |
2
ce qui denne Fr=n et = e

Ainsi les sommets A, B, sont situes d'un méme colé par rapport au
point ¥. Le contraire avzit lieu dans Pellipse.

N. B. — On peut trouver dans les caracléres m< 1, m=1, m >1, I
raison des dénominations attribudes aux trois courbes.

I'hypothése m < 1 donne Vellipse on Iz courbe par défaut,

= la parabole ou la courbe par égalité,
' fle N PEEEONS T'hyperbole ou la courbe par excés.

On trouve encore cette explication dans les velations y2<apx, ya=apr,
y2 >apx, déduites de Véquation y* = apx - gx3, suivani que 4 est..
< 0,=0, Ou_>0:

948. Dans Pellipse et I'yperbole , comme dans la parahole Ta droite LI/
(fig. 142) porte le nom de directrice.

Dans la parabole, dont I'équation est ¥? = opx, il suffit, pour obtenir
la directrice, de prendre & la gauche de Poriging une distance...

AG=AF—= ']-: , Clest-d-dire une distance égale au quart du paramétre, puis

d’¢élever an point G une perpendiculaire.
Dans Vellipse, qui a pour équation A%y’ —=Bras — AsB1, comme on 4

Mo B: " Ba A:_E’ c’
trouvé precedemmmt—ﬁ—‘- =1—m*, on en déduit m*—1— TR T =%

ol m—-‘-:—
u = A

Le rapport m | 1 étant connu, et les points A, ', étant d’ailleurs donnes
de position, il sufllit, pour déterminer le point G-, de construire la qua-
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triéme proportionnelle ;
: A= SRR AG:

" B A B
anade_ méme, pour Phyperbole, m?— 1= TRl ==

1 c
<t par consequent m = i

Enfin, il est évident que, dans chacune des deux derniéres courbes, il
cxiste denx directrices qui sont situées 4 ¢gale distance du centre, sur le
prpfongemant de AB pour Vellipse, et entre les points A, B/, pour I'hy-
perbole.

§ NI Réduction, par la transformation des coor-
données , de l'équation geéncrale du second degré
a deux variables,

Ay* +Bxy +Cx* + Dy +Exr+4F =o.

249, Nous allons faire voir maintenant que Uellipse , I'hy~

perbole, et la parabole, telles que nous les avous définies pré-
cédemment, sont les seules courbes qui puissent étre repré—
senlées par une équation quelconque du second degré & (]leux
variables.

Il semble, au premier abord, difficile-de concevoir qu’il
puisse y avoir identité entre toates les courbes comprises dans
une équation anssi compliquée que celle ci-dessus, et les conr-
bes dont les équations sont de la forme

My2 4 Net=P, on y*=Qx,

1a premisre désignant une ellipse ou une hyperbole, suivant
que M, N, P, sont positifs 4 la fois (n° 251 ), ou bien, que M
est positif, N négatif, et P négatif ou positif (n® 259, 240,
la seconde étant comparable a Péquation de la parabole
K= 2px.

Mais observons que , si dans les deux équalions précéder tes,
Ou met i la place de x et de g, les valeurs

g
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x = xcosz 4 ycosa 4 a,
¥ = asing + ysina 4 b,

au moyen desquelles (n° 249) on passe d’un systéme rectay,..
gulaire 3 un systéeme oblique d’origine différente, Péquation
qui en résulte est de méme forme que 'équation complite,
Or, il est évident que cette transformation de coordonnées n’a
pas changé la nature de Ja courbe ; seulement; comme les nou-
veaux axes se trouvent dans une situation quelconque i Té=
gard de la courbe, Péquation qui la représente est plﬁs
compliguée que lorsque cette conrbe est rapportée a ses axes
principaux. {

Voyons doncsi, par des transformations de coordonnées,
on ne pourrait pas simplifier I’équation la plus générale etla
vamener 4 'ane ou 'autre des deux formes ci-dessus.

Telle est la question qu’il s’agit d’examiner.

250. Remarquons, avant tout, que rien n’empéche de sup-
poser que la courbe soit primitiveinent rapportée a des axes
rectangulaires; cars’il en étaivautrement, onpourrait (n®223),
en conservant la méme origine ét le méme axe des ') 'les
rendre rectangulaires ; et équation résultante étant de méme
forme que la proposée, serait celle sur laquelle on aurait &
opérer

Cela posé, reprenons I'équation

~

Ay* -+ Baxy 4 Cax* +Dy 4+ Ex J-F =o0,... (1)

et tichons d’abord de faire disparaitre le terme en xy.

Pour cela nous prendrons les formules

r = XCoSe — ¥ sine,
Yy = xsine 4 ycose,
aumoyen desquelles (n® 220) on passe d’un systéme rectan-

gulaired un systéme de méme espéce, origine restant la méme.
I’angle = est ici une indéterminée (n° 228) qu'il ¢'agit de cal-
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culer d’aprés la condition que Véquation transformée soit pri-
yée du rectangle xy, c’est-i-dire que le coefficient de ce terme
so{t nul.

‘En substituant ces valeurs de x et de » dans 'équation (1},
ordonnant et égalant & o le coefficient de xy, on obtient d’a—
bord pour I'équation de condition ,

2A sine cose -+ B cos?« — Bsin’ « — 20 sin ucose = o,
et pour 'équation transformée,
My* 4+ No* + Ry +8Sx4F =o0,... (2)
en posant pour plus de simplicité,

A cos’¢ — Bsinzcosae - C sin®a,
A sin*a 4 Bsinacose -4 C cos?e,
Dcosa — Esina,
D sine -~ Ecosa.

m}ﬂzg
T |

[La quantité F est la méme dans ’équation (2) que dans 1'é-
quation (1).] '
Traitons maintenant ’équation de condition.

Elle revient a (A— C}.2sinacose 4 B(cos* e — sin’z) =o,
ou, a cause dz 2sinecose=sin2e, Cos*x— sin’z= cos2e,

(A—C)sin2z 4+ Beosoe—o0,

r

€quation d’on l'on tire, aprés avoir divisé par cos 2«,

tang 22 — —~— —i—
A—C
Or, comme une tangente peut passer par tous les états de
grandeur possibles et méme étre infinie, il s’ensuit que angle
¢ est susceptible d’une détermination réelle, quels que soient
les coefficiens A, B, C. Par conséquent, il est toujours posstble
de faire disparaitre le terme en xy.

19..
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Soient AX, AY ( fig. 143 ), les axes primitifs ; pour conse
traire les nouveaux, menons par le point A une droite AL qui

forme avec AX un angle ayant pour tangente, — e (ce

qui revient i prendre une partie AG = 1, puis & élever une
: ; B
perpendiculaire GH = — A_;—G)

Divisons ensuite cet angle LAX en deux parties égales par
la ligne AX"; cette derniére droilc sera le nouvel axe des et
AY’, perpendiculaire & AX', le nouvel axe des y.

N. B.—De ce que I'expression tang 26 — — corres—

A—C

pond a deux angles différens 2, 200°4- 24, il semble résulter
qu’on peut prendre & volonté pour nouvel axe des x, la droite
qui divise l'angle LAX ou la droite qui divise Vangle...,
200° 4- LAX, en deux parties égales. Mais observons que les

deux demi-angles étant i LAX et 100° <} é LAX, lear diffé-

rence est €gale & 100%; donc si 'une de ces droites corres-
pond an nouvel axe des « , Pautre doit correspondre au nouvel
axe des y, et réciproquement.

Ainsi, il n'y a véellement qn’un seul systéme d’axes rectan-
gulaires par rapport auxquels 'équation de la courbe peut étre
débarrassée du terme en ay .

254. Nous reviendrons par la suite suv cette transforma-
tion de coordonnées, Mais il est nécessaire de caleuler des a
présent les valeurs de M et de N, d’apiés la valenr obtenue
pour tang 2, parce {ue nous en aurons besoin pour le déve-
loppement de notre proposition.

Les formules dun® 49, cosa= ___'_.__, tanga:-s—l—.l}-f,
1’/'_{_“‘“5"{} Cosa
¢ A =23
donnent €08 2= S e e T
Vit tangiae V(A —C) 4 B
—B

5111 2¢ = ang 2e < cos 2 =

V(A —=Cp4+B
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D’un autre coté, les équations

M — A cos*a — Bsinecosz 4 Csin’e,
N = A sin*a - Bsinecoss 4 € cos?a,

étant d’abord ajoutées entre elles, donnent, a cause de la
relation cos?a -+ sin"a— 1,

M4+ N=A+4 C
On trouve également en les soustrayant 'une de I'autre ,
M—N= (A — () (cos?s —sin’«) — B.2sina cosa,
o, & cause de ¢os2¢ = c0s*2 —sin*x, sin2« — 2sin«COSe,
M — N = (A — () cosae — B sin2a;

ou remplacant cos az, sin 2«, par leurs valéurs >

M —N= —(‘i:-_c—_’i_‘-'“i;

Va0 1P

ou bien enfin, supprimant le facteur \/Irﬂg -+ B?,

M —N= V(a—C)+ B

~ Connaissant les valeurs de M4~ N et de M—1N, on en déduit
successivement

M = A':C.;_% Vai—c+ s,
N="TT2 2 VRO By

d’ott, multipliant ces deux €quations membre a membre et
réduisant ,

: e A s

Ge dernier résultat prouve, 1°. que les deux coefficiens M et N
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sont da méme signe ou de s‘z'gnes conn:a'z'res , suivant que Iy
quantité B* — 4AC est négative ou positive ; 2°. que Pun de
ces coefliciens est nul toutes les fois que 'on a B*— fAC — o,
et ne peut étre nul que sous cette condition.

N. B.—On ne saurait avoir en méme temps M=o, N=o,
car il en résulterait M+N=o, M—N=o,
et par conséquent

A4+C=o0, (A—0CF- B =o.
Or, cette derniére condition entraine les deux suivantes,
B = oA —Ci="c}
et celle-ci, combinée avee A 4+ C=o0, donne
Al=o NG — 0

Ce serail donc supposer que 'équation primitive ne renfer-
mait aucun des trois termes en y*, xy, et =*; ce quin'est
pas admissible, puisqu’alors 'équation ne serait que du pre-
mier degre.

252. Revenons i notre objet. L’équation étant déja debar-
rassée du terme en 1y, essayons, par une translation d'ori-
gine, de faire évanouir les termes du premier degré en xety.

Pour cela, faisons dans I'équation (2) (n° 250),

X = & 4 d,

Ti—F + a;

et égalons séparément A o les deux coefficiens de = et dey qui
résultent de cette substitution. .
On obtient d’abord pour les deux équations de condition ,

aMé + R =0, 2Na +8S =o,
et pour Véquation transformée,

My* 4+ N -F=o0.... (3)
(en posant F = Mp* 4 Na* + Rb +4- Sa + F).
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On déduit des deux équations de condition,
S ' R
. Gl s 8

Or, ces valeurs de a et de b seront toujours réelles et finies
tant que M et N seront différens de o, ¢’est-a-dire (n® 251) tant

que U'on aura  B*-— 4AC z o. On pourra donc, dans ce

cas, transporter I'origine en un nouveau point A” ( fig. 143) Fig.(43.
S /

ayant pour coordonnées, AC = — SN A C.= ==t et

pour lequel 'équation de la courbe, rapportée aux axes A'X",

A'Y", paralleles & AX’, AY', sera de la forme

Myrue Nzt = P

(P désignant ee que devient — F’ lorsqu’on y a remplacé « et
b par leurs valeurs). | i

On pourrait avoir, soit R = o, soit § = o, auquel cas &
ou a serait nul, et la nouvelle origine serait située sur AX'
ou AY'.

Aucun de ces coefficiens R, S, ne saurait d’ailleurs étre infins,

d’aprés leur composition (n® 250 ).

Ainsi : toutes les fois, que, dans 'équation compléte du
second degré , la quantité B* — JAC est diffévente de o, il est
possible de faire disparaitre les deux termes en x et en vy, et,
par conséquent, de ramener U'¢é juation primitive & la forme

My* + Na# = P.

285. Supposons actuellement que 'un des deux coefficiens
Miou N soit nul, ce quiexige (n°251) que 'on ait entre les
coefliciens A, B, G, dela proposée, la relation

2 — 4AC = o.

Dans ce cas, I'une des valeurs a=— >, b=——, se
aN aM

o
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présente sous la forme de Vinfini; et comme on ne saurait
transporter Vorigine 4 une distance infinie, il est impossible
d’exécuter la transformation proposee.

Et en effet, admettons, pour fixer les idées, que P’on ajt
N = o,
L'équation (2) du n® 250 se réduit a
Myt + Ry 4 8r 4 F o

et si ’on substitue dans cette équation les valenrs v =w +a,
y=y-4b, il yvient

My 4 (2Mb + R) 3 + S 4 Mb* + Rb + Sa + F=o.

O, le coefficient de v, dans cette équation, étant indé-
pendaunt des indéterminées a et b, on ne peat disposer de
celles—ci de maniére A faire disparaitre ce terme.

Mais ne pourrait-on pas du woins, dans ce cas, faire éva—
nouir le terme en » et la quantité indépendante de 2 et
de y? ¢

1! suffit, pour cela, de poser les équations de condition',

oMb +R =0, My +4Rb+4 Sa-F=o;

don Pondéduit b =——, a = — w‘
alM ’ S

De ces deux valeurs, celle de b est nécessairement réelle et
finie , puisque (n® 281) on ne peut avoir M = o en meéme
temps que N —o.

Quant & la valeur de a, si le coefficient S n’est pas nul
en méme temps gue N, cette valeur est aussi réelle et ﬁm’&

Ainsi, lorsque la disparition du terme en xy aura donné
lieu 3 celle du terme en x°, en laissant subsister le terme
en a, la transformation précédente pt.)urm sexdcuter, et l'é—
guation de la courbe, rapportée anx nouveaux axes, SEFd
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ramende a la forme
Mjy* 4 Sx = o,

ou plutdt & celle-ci,
b — 0 (en posant Q= — ;—')
N. B.— Dans le cas ot 'on aurait M = o et R différent

d¢ o, on reconnaitrait de mémé que 'équation peut étre
ramenée a la forme

Na* + Ry = o.

Mais en y changeant ¥ en x et x en y, ce qui revien-
drait (n° 225) & renverser la position des axes, on retombe-
rait sur 'équation j

Ny 4Re=o0, ou ja=Q‘1' (euposant Q:—%)

254. Les deux cas particuliers de N=o0, § = o, ou de
M =0, R=—0, font exception a la transformation préce-
dente , puisqu’alors la valeur de 'une des coordonnées a, b,
de la nounvelle origine, se présente sous forme infinie.

Mais remarguons que 'équation (2) du n° 250, se réduit
i 'une des deux formes

Myi+Br+F=o0, Na'+8xr4 F=o0;

et comme chacune de ces équations ne renferme qu'une seule
variable, elle représente (n° 176) un systéme de denx droites
paralléles , soit & axe AX” ( fig. 143), soit a Paxe AY".

255. En résumant tout ce quia €€ dit n** 249 et suivans,
on doit regarder comme rigoureusement démontré que toule
équation dn second degré & deux wariables pe:l , par une
double transformation de coordonnées , étre ramenéde & lune
des deux formes

Mgt <, Nt P s9f=n0ar;

Fig.143
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excepté dans un cas lout particulier, celui oir, par la dw.pa._
rition du terme en ay, le caré et la premiére Puissance
d’une méme variable disparaissent €également. Mais on saj
qu'alors I’équation ne représente plus une courbe, mais hiey
un systéme de deux droites paralléles.

On parvient & la premiére forme d’équation toutes les fois
que M et N sont différens de o, c'est-a-dire (n°251) lorsque,
dans équation primitive, la quantité B'— fAC nest pas
nulle ; et 4 la seconde forme, toutes les fois que les coeffi-
ciens A, B, C, sont liés entre eux par la relation

2 — fAC = o

On a vu dZailleurs (n® 251) que la courbe est une ellipse
quand M et N sont de méme signe , c’est-a-dire (n° SS{)
quand B’ —fAG est négatif; et (n° 259) que la courbe est
une hyperbole quand M et N sont de signes contraires , cest-‘

i-dire (n°® 2581) quand B* — fAC est positef.

D'ou 'on peut conclure enfin que, dans équation geénérale
Ay' +Bay 4+ Ca* + Dy +Ex 4 F=o,

la condition B' — JAC < o caractérise les ellipses,
BE MG —=rg. TR .. les hyperboles,
et B' — 4AG == o ...,...... les paraboles.

2586. Ces courbes renferment d'ailleurs certaines varidtds qu’il est bon de
faire connaitre,

Considérons d’abord Péquation

M:(" 4= Nax2 — X

qui represente en genéral une ellipse ou une hyperbola suivant les sl&ne!
des coefficiens M, N, P.

On peut tou_lours supposer M positil, puisque, s'il était négatif, il suffi-
vait de enanger les sipnes des deux membres.

Cela posé, il peut se présenter différens cas, par rapport aux signes et
aux valeurs des nutres coelliciens,
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ErLipses.. ... M et N positifs.

'Goit P positif en méme temps que M et N.

Liéquation  My2 ~Nz»=P représente (n® 254 ) une ellipse qui, dans
1o eas particulier de M=N, devient un cercle (n® 252).

Le cercle est done une premiére variété de Iellipse,

Sil'on a M et N positifs et P négatif, I'équation est évidemment impos-
sible; cest-a-dire qua des valeurs de x réelles il ne peut correspondre que
des valeurs imaginaires pour y, et réciproquement. Done la courbe est ima-
ginaire, ou, en d'autres termes, 'équation n’a pas de lieu géometrique, on
ne représente rien.

Soit P=o. Léquation se réduisgnt a

M.Y, + Nx* = o0,

ne peut évidemment étre satisfaite que par le systéme (x=o, y =o).
Done la courbe se reduit & un point.

Ainsi Vellipse renferine comme variétes : le cerele, une courbe imaginaire,
et un point.

HyrerBOLES. . .. » M positif, N négatif,

P peut étre négatif ou positif.

Dans le premier cas, Uéquation My? —Nu3 =—P représente (n® 239)
une hyperbole rapportée & son axe transverse comme axe des > ; et dans le
second (n® 240) une hyperbole rapportée & son second axe.

Le eas particulier deé N négatif’ et numériquement égal & M, donne I’hy-
perbole équilatére.

Soit P=on. L'équation se réduit i

M}” — Na* = 03
et 'on en tire Y= \/-IE
S Lo M

Done, dans ce cas, la courbe dégénére en un systéme de deux droites qui
se coupent, .
Ainsi, Tes variétés de I'hyperbole sont : Uhyperbole équilatére , et un g5
me de deux droites qui se coupent.
Passons & 1'équation pES PARABOLES :

y* = Q.

I peut arriver que Q soit positif ou négatifs
Dans le premier eas, Péquation représente évidemment une parabole dont
ie paramétre ap est égal an coefficient Q.
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Dans le sacond comme, en changeant x en — x , équation w1 — =0
devient y*= Q,-r , il s'ensuit que la courbe est encore une parabole ; gey
lement, elle est dirigée dans le sens des x negatifs. Mais en pliant la figure
suivant 'axe des y, on remet la fipure dans la situation ordinaire,

Le ecas particulier discute n® @54, et dans lequel on suppose N —
S—n. oubien M=oa, R=n, est regardé comme une variété do la

parabole, par la raison que M=o ou N=o esl le caraciire général de
cetts courbe.

Comme Péquation My 4+ Ry + F = o,

correspondant & ce cas, donne par sa résolution,

R 1 A ST
,fZ—m'“-'”—';ﬁVW — 4MF,

il en résulte que, suivant que l'on a
R = fMF g0 == 6,0 o stmn,

Péquation représente dewx droites paralléles, une seule dr mre, on deny
droites imaginaires.
Telles sont les varidtés de la parabole.

QB7. Remarque sur ly discussion précédente.

Dans la double transformation de coordonnées que nous avons exeeutee
pour ramener équation générale du second degré & 'une ou lautre des
deux formes

My vk Na* =P, y32 = Qx,

nous sommes partis de la supposition que la conrbe éwait d’abord rappor-
tée a des axes rectangulaires; et le troisiéme systéme auguel on est par-
venu était lui-méme rectangulaive. Les trois genves de eourbes du second
degré se sont trouvés alors déterminés d’aprés des hypothises faites sur les
coefliciens M, N, P....

Mais si nous supposons qu'une courbe rapportée & des axes obliques , soit
exprimée par lune des équations ci-dessus, peut-on affirmer que, pour les
mémes hypothéses faites sur les eogfficiens, la courbe est du méme genre que
duns le cas ot les axes sont rectangulaires?

Pour répondre & cetle question, il suffit d‘obsener qug chacune des trois
courbes du second degré offre dans son cours un caractére qui lui est
propre;, et qui peut servir & la distinguer des deux autres,

Ainsi, Pellipse , télle que nous Vayons définie (n® 926 ), est une courbe
rentrante el fermée , ou une courbe limitde dans tous les sens.

L’hyperbole est une courbe ecomposée de deux parties distinctes, égales
el opposées, qui s'étendent U'une et Vautre md':fﬁm‘nmn‘t.

Enfin, la pavabole s'étend indéfiniment dans un seul sens ; el elle n’a qu'une
seule branche.
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Or, cés frois caractéres géomélriques se reproduisent immediatement par
Ja discussion des deux équations ci-dessus.

En effet, considérons d’abord I'équation
Mya + Na= = P

ot sapposons M, N, positifs. (On doit aussi regardor P comme positif'; au-
¢rement équation serait impossible. |
Cette équation, étant résolue par rapport a ), donme,

r== VG-

<l linspeetion seule de ce resultat prouve qu'i des valeurs de x, soit posi-

tives , soit négatives, numériquement plus’ grandes que \/N_ , il ecorres-

pond des valeurs imaginaires pour y. Ainsi, la courbe est limitée dans le
‘sens des x positifs, et dans celui des r négatifs , par deux paralléles a Paxe

. e P B
des y ( fig. 144 ) menées aux distances 0B = \/ﬁ" OB =— \/T\T Fig. 14§

En résolvant 'équation par rapporta o, on reconunitrait de méme qu'ells
ost limitée, dans les deux sens des y positifs et negatifs , par deux paralleles

. y B P
a l'axe des » menées aux distances 0C =+ e O0D=— \/T[

Don.c la courbe est une ellipse.
Soient actuellement M positif, N négatif, et P négatif ou positif.
L’equation , résolue par rapport & y-, donne

= ymiv% ;’_—;.) ou 1=iv%(13+§_)

Dans le premier cas, on voil que pour des valeurs de x, soit positives,

s0it négatives , numériquement moindres que §/ =—, les valeurs corres-
pondantes de y sont imaginaires. '
En o P i
donnant & x des valeurs plus grandes que \/IT » on obtient pour y

:es valeurs toujours réelles, quelque prande que soit d'ailleurs la valenr
€ x dans les deux sens. Done la courbe n'a aucun point situé¢ entre les pa-

ralléles 4 axe des ¥ (fig. 145 ), menées aux denx distances UB:-{—\/NE" Fig.145
- N* Eigago.
3 P b £
gH== \’/E_‘ mais elle s%¢tend inddfiniment & droite et & gauche de ces

. Jeux paralléles,



Fig.146.

Fig.ags.
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« Dans le second ecas , il est «évident que tonte valeur donnée & x, donnapy
toujours pour y des valeurs réclles. Drailleurs, si Pon fait 4 =0, ce qui

"Y_—._:L‘\/E'

on doit regarder ces valenrs comme les plus petites de celles que peut pe.
cevoir 3. Done la courbe ( fiz. 146) n'a aucun point compris entre les paral.

T : T
léles & V'axe des x menéps aux distances OB= +\/ﬁ s DB =— \/%!
mais elle s'étend indéfiniment au-dessus et au-dessous de ces denx paralliles,

Ainsi, dans les deux cas, la courbe est une hyperbole.
Quant a Pequation

y* = Qx, 'dlov y== VQ.;,

il edt clair qu'elle représente ( fig. 147) une courbe indéfinie dans le sens
des @ positifs si () est positif, ¢t dans le sens des x négatifs, si Q est
négatif.

058, NoTIONS SUR LES DIAMETRES dans les courbes du second

donne

degré.

On appelle, en général, niamiTre d’une courbe, une ligne
DROITE Ol COURBE , qui passe parles milienax de toutes les cordes
paralléles entre elles, mendes sous une, divection arbi-
traire.

11 résulte de cette définition, que chacun des axes aux-
quels la courbe My* -4 Na*==P se trouve rapportée, est
un diametre. En effet, puisqu’a une méme valeur de il cor=
respond deux valeurs de .y €gales et de signes contraires, et ré-
ciproquement , il s’ensuit que 'axe des x passe par les mlheui
de toutes les cordes paralleles & I'axe des y, et que celui-ci
passe par les milieux de toutes les cordes paralleles a l'axe
des . _ .
On donnera la dénomination de piaMETRES consucnEs & deux
diamétres tels que chacun d’eux divise en deux Pnrtt't's b‘gak""
toutes les cordes paralléles a Pautre ; et, d’ apreés cette défini-
tion, les deux axes ci-dessus form"nt un systéme de diametres
con.)mgue’s. On dit, daps ce cas, que I’équation

My 4+ FJ" oyl
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®

yeprésente une ellipse ou une hyperbole rapporiée & un sys-
1eme de diamétres conjugueés.

(Quant aux deux axes pour lesquels I'équation d’une courbe
est de la forme "= Qux, ilest évident que l'axe des x seul
est un diamétre ; axe des y est tangent i la courbe, puisque

our 2=0, on trouve y*= o, d'oit y =z=o0 (Foyez n° 195).

Le systéme de ces deux axes s’appelle, dans la parabole,

un systéme d'axes conjuguds.

959. Nous allons faire voir maintenant gue , dans les trois
courbes du second degré, tous les diamétres sont des lignes
drottes qui , pour Uellipse et Uhyperbole , passent par le cen—
tre, et pour la parabole ; sont paralléles entre elles et a Uaxe
principal,

Pour reconnaitre cette propriété par l'analyse, nous nous
proposerons cette question générale :

Trouver dans une queltonque des trots courbes , le lieu
géomdtrique des points milieux d’une suite de cordes paral—
[éles entre elles et mendes sous une directio) arbitraire.

Cette question est facile & traiter : elle se réduit & combiner
Péquation de la courbe (rapportée & ses axes) avec celle d'une
droite quelconque, 4 déterminer les coordonnées des deux
points d’intersection, et 4 en déduire ensuite les coordon—
nées du point milien de la distance comprise entre ces deux
points,

Considérons & la fois Uellipse ¢t I'hyperbole, dont I'équa~
tion est (n°* 228 et 258)

A%y = Bra = == A'Bf.... (1)

(les signes supérieurs se rapportant a lellipse et les signes in-
{érieurs & Phyperbole).
Soit MM” une droite quelconque ( fig. 148, 149) ayant pour

équation y =ax 4+ b ... (9)

Substituons dans ’équation (1), pour y, sa valeur tirée de
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I'équation (2); il vient
(A2a® =B%a? 4 aA?ab.x + AP F AR =o0.... (3)

Cette équation , résolue, donnerait les abscisses des points
M, M’; mais ce caleul est inutile. En effet, soient aly 9
et 2", 5", les coordonnées de ces deux points; ona (u°190)

pour celles, «, §, du point milien N de la droite MM/,

[ ._1" + :t‘ﬂ P Gy ‘r' +‘-7"
& — — ol Wi e
2 2
D'un autre cité, Pon sait que, dans toute équation du se-
cond degré, le coefficient du second terme, pris en signe con-
traire , est égal & la somme des racines; on a done

r " 2A%al
Rt e
i . Atab
el par conséquent, 2= — Aia B

Pour obtenir la valear correspondante de €, remarquons
que, le point (e, &) se trouve sur la droite y = ax 45, e
quidonne la relation &6=az <44, tout se véduit & mettre
pour e sa valeur dans cette relation, et il vient

R Sy I
T T ReEB T T Ba B

Divisant actuellement € par «, on obtient

& B
5 Al

Or, comme ce résultat est indépendant de la quantité &
qui fixe la position de la corde MM’ (a en détermine la dirce-
tion), il s’ensuit que si 'on désigne par o, ¢, par «”, 6%, . .
les coordonnées des points milicux d’autres cordes paralléles
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3 la premiére, on trouverait pareillement

i '_'FB’ it == B

2T Bal @ ke
Donc, en représentant généralement par x, y, les coordonnées
de tous les points milieux , la relation

‘},_ EB:‘A .A‘-—xB!
ou ) -_-Agd

Z o A

oy

convient a chacun d’eux, et représente par conséquent leur
lieu géométrique ; mais cette €équation est évidemment (n° 475)
celle d’une droite passant par Vorigine. Ainsi tous les diamé—
tres de Uellipse et de Uhyperbole sont des hgnes droites pas—
sant parle centre.

Réciproquement , Zoule droite menée par le cenlre est un
diamétre ; car si V'on désigne par @’ la tangente de langle
que forme cette droite avec 'axe des a, et qu’on pose la
relation _

x=h Eaia et 2
fie= I’a , onendéduit e=:F

T
*a

-

et en menant une suite de cordes paralltles qui forment avec
Vaxe des x un angle ayant pour tangente cette valeur de a,
on aura, d’aprés ce qui vient d’étre dit, pour I'équation du
lieu géométrique des points milieux de ces cordes,

=t r
J=Ex, oun y—auwx,

quin’est autre chose que I’équation de la droite donnée.
Nous reviendrons toute a I'heure sur cette équation.
Passons 4 la parahole,

Son équation étant e L P )

¢teelle de la droite MM/ (fig. 150), y==ax4b,eee.. (3) Fig 150
20
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r—b
on déduit de celle-ci, o= =

d’ou , substitnant dans l’équation (1),
ay* — 2pr + 2pb = o;

ce qui donne pour la valeur de Vordonnée € du point mi-
lieuN,
=Lt P

2 a’

résultat indépendant de la quantité &, et qui convient, par
conséquent, au point milien de toute autre corde parallele
a MM,

Donc, en appelanty I'ordonnée générale de tous les points
milieux, on a J’:‘E pour I'équation de leur licu géomé-
trique; mais cette équation est évidemment celle d"une droite
paralléle 4 Vaxe des « ; donc enfin tous &5 diamétres de la pa=
rabole sont des droites paralléles & I'axe principal.

Réciproquement, toute droite paralléle & axe principal
est un diamétre ; car soit »' l'ordonnée constante de cetle

droite. En posant 3’ :‘2, on en déduit « :5/1-3; et sil'on
a

méne des cordes faisant avec ’axe des  un angle quiait pour

tangente cette valeur de a, ’équation du lieu géométrique de

leurs POil‘.‘ltS milieux sera
g P c’est-a~di =
= =y —a=clire _y._‘y",

ou I'équation de la droite donnée,

260. Voici comment on peut traiter la méme question pour les {rois
courbes & la fois:
‘ Reprenons I'équation

y: = 2px == qxt... (1)
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qui, comme nous I’avons yu n® 246 , est propre i représenter les trois
courbes; et combinons-la avee celle d’une droite

y=ax + b.. (3).
11 vient, par Pélimination de y entre ces équations ,
(a2 — g) a2 4= 2(ab — p)x = b2 = 0;
¢t si T'on désigne par (2, ¥*), (=", y"i, les coordonnées des deax points

d'intersection de la droite avec la courbe, on a pour I'abscisse a du point
milien de la différence entre ces deux points,

#
1"._:'-_?_. ou ¢=E:'ib”._ {3)
2 a? — g

En joignant & cette valeur de « Ia relation
= aa+ b,... ()

qui exprime que le point a, € se trouve sur la droite (2), on aura denx
équations entre los coordonnées «, €, du point milieu, et la quantité &
dont les diverses valeurs particularisent la position de la droite qu'on sup-
pose dailleurs se mouvoir parallélement & elle-méme (ce quijexige que a
soit consfant ).

Dot il résulte que si I'on élimine & entre (3) et (4), f’émlation que 'on
obtiendra entre 2, €, et les constantes a, p, ¢, sera celle du lieu géomé-
trique demandé. (Vares n% 241 et suivans.)

Or, on tire de Péquation (§).... b = € — a=; d'oit, substituant dans I’¢-
quation (3) et réduisant,

af — g = py...0 (5)

équation du premier degré en a« et €; ce qui prouve déji que dans les
courbes du second degré, les diamétres sont des lignes drottes.
Dans le cas de la parabole, on a ¢ = o; et Péquation (5) se réduil

re=1
@

Done, dans la parabole tous les diamétres sont paralléles @ Paxe principal,
Pour Pullipse et I'hyperbole, remarquons que si, dans Déquation (1),

: ; ; 3
on fmty=o, il en résulte x=o, .:r=—-‘f;

q
i 2 :
8 qui prouve que — ?p exprime la longueur du premier axe; et que par

204,
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conséquent — ‘g n’est autre chose que 'abscisse du point milieu de ce pre.

mier axe, on Vabscisse du centre.

D'un auire cOté, posaut dans Péquation (5), € =0, on obiient

On voil done que la droite al— ga=p passe par le cenire. Ainsi, dune

Pellipse et Uhyperbole, tous les diamétres passent par le centre.

261. Constouences de la proposition précédente.
Considérons une suite de cordes paralléles au diamétre T1Y

Fig. 148 ( fig. 148 et 14g) , dont 'équation est de la forme

el 149-

y = az.

On a (n° 259) pour équation du lieu géométrique des
points milieux de toutes ces cordes,

J’ == a':r,

— £
=B . :
en posant o = s cequi donne la relation

’ B

aa =$‘E

entre les tangentes des angles que forment, avec 'axe des a,
le diamétre 11 et le diamétre LL passant par les milieux des
cordes paralleles a I1°,

Mais si Von cherche, réciprogquement , I'équation du lien
géométrique des points milieux de toutes les cordes paral-
léles & LL' (dont I'équation est y=a'x), on obtiendra
pour celte équation,

— 2
-+ ¢

= g% el par conséquent, jy —ax,

Be

d'apl‘és la relation aa’ = = O
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on voit donc que les deux diamétres 117 LI/, forment un
systeme de diamétres conjugués (n® 258).
De la résulte un moyen , connaissant la direction d’un dia-
métre; de fixer celle de son conjugué:

Soit 11’ le diamétre donné, — Tracez une corde quelconque
MM’ paralléle & 1V, puis joignez le point O aw point miliew
de MM’,—La ligne de jonction LL’ sera le diametre demandé.

262. Comme le diamétre 11a été tracé arbitrairement, il
sensuit que, dans toute ellipse ou hyperbole, il existe une
infinité de systémes de diamétres conjugués.

Mais de tous ces systémes, un seul est rectangulaire; c'est
celui des axes principaux, qui, d’apres la forme de 'équa-
tion de la courbe, forment aussi un systéme de diamétres
conjugues.

Pour démontrer que le systéme des axes est en effet le seul
systéme de diamétres conjugués perpendiculaires entre eux ,
ne considérons d’abord que L'ellipse.

Pour que deux diamétres soient perpendiculaires entre enx,
‘il faut (n° 155) qu’entre a et @’ ou ait la relation

aad = =— T
De plus, pour qu'ils soient conjuguds, on doit avoir

/ B*

ad = —E‘

Or, il est évident que ces deux relations ne peuvent,
en général, exister simultanément que dans le cas de....
B2
= d'oh A=B; et cette dernitre condition n’est vraie
que pour le cercle,

A la vérité,si Pon fait a=o dans les deux équations, on
rouve pour 'une et Vautre, o’ =co. Ainsi, ces équations

2
Saccordent entre elles pour ce cas particulier ; mais alors le
systense se' confond avee celyi des axes principaus, -
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Done ce dernier systéme est le seul systéme de diametres
conjugués qui puissent se coupera angle droit.

Dans le cas tout particulier de A=B, la relation aa’=—,
est satisfaite quel que soitle systéme de diamétres conj ugués;
ce qui prouve que, dans le cercle, il existe une infinité de
systemes de diamétres conjugués perpendiculaires entre eux :
et, en effet, 'équation du cercle rapporté & un systéme quel-
conque d’axes rectangulaires passant par le centre, est tou-
jours de la forme

7 4 a* = A* (A étant le rayon).

Quant & I'hyperbble, il est clair que les relations aa'=—1,

B
’ B 5 r
aa’= -7, ne peuvent exister simultanément que lorsqu’on

y fait a==o0, eequidonne a'=0c0; ou réciproquement,
a’=o0, ce qui donne a=—oco; mais, dansl’un et autre

cas, on retombe sur le systéme des axes principaux.

Figa5o.

Dans la parabole, Péquation d’un diamétre quelconque LL
( fig. x5o) étant (n° 260)

2w

==, d’ont si‘=£,

pour que les cordes divisées en deux parties égales par ce dia-
métre , lui soient perpendiculaires, il faut que la tangente a
relative a la direction de ces cordes soit infinie, ce qui ne peut
avoir lien évidemment que pour y = o.

Donc l’axe principal estle seul diamétre perpendiculaire
awx cordes quil divise en denx parties égales.

s

265. La relation aa’ =— el obtenue pour ’hyperbole entre
les tangentes des angles que forment avec V’ase des @ deux
diamétres conjugués, conduit encore 4 d’autres conséquences
qu'il est bon de faire connaitre dés a présent.

[lle nous montre que, st yn des deux diametres LL
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(fig-14g) rencontre la courbe , auquel cas, a désignant la Fig.1{y.
tangente qui lui correspond , on a (n° 258)

B
Q@ < Is
il faut, par compensation, que pour I'aulre diametre, on ait
Pt
@ > 'X.

Done ce second diamétre ne rencontre pas la courbe.
Ainsi , pour chaque systéme de diamélres conjuguds , L'urn
est transverse et Uautre non transverse.

La méme relation aa’ =73 [Prouve encore que les deux

angles LOX,, I0X, sont de méme espéce, c’est-a-dire tous les
deux afgus ou tous les deux obtus , puisque leurs tangentes
sont de méme signe.

Ainsi, leur différence ne peut jamais étre un angle droit, i
moins que Von nait =0, d'on a'=00; auquel cas les
deux diamétres se confondent avec les axes principaux.

Cette différence devient nulle si 'on suppose a =

2z
o - R B ; B
puisqu’il en résulte aussi @’ = T De méme, a—— %

i B . A
donne o' = — L mais alors les deux diamétres se réu—

nissent en un seul, OR pour la premiére hypotkése, et 08
pour la seconde.

264. Drs asymerores, — On donne cette dénomination i des
lignes prortes ou courns, dont les branches (supposées infinies)
dune courbe donnée se rapprochent sans cesse et autant que
L'on veut , sans pouvoir cependant les rencontrer,
On peut aisément reconnaitre , d’aprés cette définition, que
les deux droites R, S8 (fig. 149), qui, dans I’byperbole, Fig.14o.
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font avec l'axe des x des angles ayant pour tangentes% ot
B eSO : . Pl
—=Eyic est-a—dire que les droites qui ont pour équations

B B
f:E.-n et j=-—Ia:,

sont des asymptotes de la eourbe.
En effet, reprenons V'équation de I’hyperbole rapportée 3

ses axes, A%p? — Bia? — — AB?,

d LAy s . Ba A2
[ S 3l o — Snad At — —_ —
d’oi Pon déduit y = %= 1 VA== : \/l o

ou, en ne considérant que la valeur absclue de 'oxdonnée,

__ Bz \/___A‘_
‘)‘—-I l-_—F.

Comme le radical de cette valeur est plus petit que 1, il
s’ensuit gue y est toujours moindre que -1{, quantité que nous

pouvons représenter par Y.
Cela posé, les équations

Y = Bax B A2
= I’ f = A I—FJ

nous montrent que plus = augmente, plus les ordonnées Y
et y augmentent; et lorsqu’on suppose « infini, Y et y de=
viennent elles -mémes infinies.

Cependant, nous allons faire voir que la différence de ces or-
dommées peut , par la supposition de = suffisamment grand,
devenir plus petite que toute ligne donnée, et qu’elle se réduit
rigjoureusement a zero lorsque « est infini. -

En effet, des équations
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a B'j
Y’=-X;'I°, y‘:I;.:c’-—-B“,
on tire
B, dlon ¥ B
Y2 — 9t =B, o11 — e
g S

Or Y et y augmentent en méme temps que x, et devien-
nent infinis quand x est infini; done, dans les mémes circons-
tances , la différence Y — » diminue et finit par devenir nulle.
C.Q.F.D,

D’oti P'on voit que la droite y* = % a est telle que Pordon—

‘née de la courbe, ou g— X \/1 — %:— , approche de plus en

plus de devenir égale A celle de la droite; et elle lui devient
en effet égale dans le casde v = co.

Ainsi la courbe se rapproche sans cesse de la droite RR, et
autant que Don weut , sans pouvoir jamais 'atteindre autre
part qu’a Vinfini.

Comme la méme chose a lieu par rapport a la droite S,

nous pouvons en conclure que les droites RR’, 8§, sont
asymptotes a la courbe.
i N. B.—1l résulte évidemment de la discussion précé-
dente, que I’hyperbole est entiérement renfermée dans les
deux angles ROS, R'0S’, c’est-d~dire qu’elle n’a aucun point
situé dans les angles ROS', R'0S.

268. Je dis actuellement que ces droites sont les seules

asymptotes rectilignes qui existent dans le plan de I'hyper-
bole.

Pour le démontrer, il suffit de combiner I'équation de la
courbe

Al? — Brp® = — A%B%,... (1)
avee U'équation générale d’une droite

= &m = b (2]
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puis, d’exprimer yue les points d’intersection de cette drojte
avec la courbe sont situés a U'infini; ce qui est la propriété
caractéristique des asymptotes.

Substituons dans ’équation (1), a la place de y, sa valeur
tirée de I'équation (2), il vient

(A% — B?) 2° 4 2A%ab . x4+-A%* 4 A°B* =o... (2)

Or on sait, d’aprés la théorie des équations du second de~
gré, que les deux racines ne peuvent étre infinies 4 la fois,
qu'autant que l'on a en méme temps

A'a®* — B> = o, A%ab — 0.

La premicre de ces deux conditions donne

Quant a la seconde, comme A et ¢ ne sauraient étre nuds ,
elle donne nécessairement

b = o.

Ces deux valeurs de @ et de b, portées dans 'équation (2),
donnent enfin
‘B
P~ 5%
ce sont les équations des droites RR, SS' (fig. 149).
Ainsi ces droites sont les seules asymptotes (rectilignes) que
puisse avoir la courbe.

IN. B. — Si I'on avait seulement la condition
Akaﬂ — Bﬂ f— 0’

le cocfficient de x étant différent de o, Pune des racines de
Péquation (3) serait infinie , et l'autre se réduirait a uue
quantité finie.
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L'équation (2) deviendrait d’ailleurs, dans cette hypothése,

j:iﬁw-}—b

fb restant arbitraire) , et représenterait une droite paralléle a
Pane ou a Vautre des asymptotes RR’, 85'; ce qui démontre
que les paralleles aux asymptotes jouissent de la propriété de
rencontrer la courbe en deua: points situés, Uun & une distance
fm'e , Lautre & une distance infinie.

266. On pourrait demander si la parabole , qui est une
courbe indéfinie dans un sens, a des asymptotes (rectilignes )?

Pour le reconnaitre, combinons 1'équation de la courbe

== ana. oS )

avec I’équation d’une droite 3 = ax 4+ b... (2)
Cette combinaison donne

a*x* < a(ab — p)x 4 b2 = 0.... (3)

Or, pour que la droite soit asymptote, il faut que les deux
valeurs de x, tirées de ’équation (3), soient infinies, et, par
conséquent , que l'on ait A la fois

a =0, ab—p = o, doi b:%.

Ce qui démontre que, si la parabole a des asymptotes, elles
doivent étre paralléles & Uaxe principal et situées @ une dis—
tance infinie du sommet de la courbe; en d’autres termes,
qu'elle n’en a pas , puisque la construction de ces droites sur
le plan de la courbe est impossible.

Dans le cas ou Ion aurait seulement a=o, le coeffi-
cient de = restant d’ailleurs quelconque dans Péquation (3),
Vune des deux racines de cette équation sersit infinie, et
lautre serait une quantité finie.

Donc toutes les droites qui ont pour équation

Yy =b,



216 THEORIE ANALYTIQUE

est-d-dire tous les diametres (n° 280), jouissent de la pro-
priété de rencontrer Ia courbe en deux points situés, l'un 3
une distance finie , Vautre 4 une distance infinie.

267. Taforie Axavyrigue pes Fovers.—Dans la recherche des équations de
Pellipse, de hyperbole, et de la parabole, d'aprés la définition géométrique
de ces courbes, on a trouvé ponr les expressions des distances de chacun
des points appelés foyers, & un point gquelcongue de la courbe,

19. — Dans le cas de Pellipse  (n°228), s = A — & F=A+ CT: :

- %

2%, — Dans le cas de hyperbole (n® 235), = =5 A, 5= %-]- A
39, — Dans le cas de Ja parabole ( n° 24%2), z: == +E

Ces résultats sont remarquables en ce que chaque rayon veeteur est ex-
primé en fonction rationnelle de 'abseisse du point que 'on considére sur la
courbe.

Les foyers jouissent, exclusivement & tout autre point pris sar le plan do
la courbé , d'une semblable propriété ; et pour le démontrer , nous nous pro-
poscrons cetle question générale : Une courbe du second degré étant rappor-
tée i un ystéme daxes toul-a-fait arbitraive , trouver dans son plan un point
( nommé voven ) tel que sa distance a un point guelcongue de la courbe, soit
exprimee en fonetion rationnelle et lindaire des coordonndes de ce dernier
point.

[Cette propriété pent servir de définition aux foyers quand on déduit les
courbes du second degré de leur équation générale].

Soit Ayy 4 Bry 4~ Cx? 4= Dy = Ex 4+ F = o

Péquation généralp des courbes du sécond degré; et appelons « , €, les coor-
données d’un point pris sur leur plan. On a (n® 158) pour Pexpression de la
distance entre ce point et un point quelconque (x, ) de la courhe,

gy D=VIF—C P+ (r—a) +a(r—C€)(x—a)cosh,

f§ élant ]‘nng\]u des deux axes auxquels la courbe est rapportée.

Or comme il faut, par hypothése , que cette expression devienne ralion-
nelle et de la forme ey +4- fir 4= g2, aprés que Pon a exprimé que le point
(=, ) est sur la courbe, il s¢nsuit que les équations

(r—=€pt(r—a)4a(r—=E6)(x—a)cosl — (er + frtg)2=0
el Apyi4Bay 4+ Cer oDy + Ex4F =0

doivent exister simultanément pour une infinité de valeurs de » et dey; €6
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qui revlent & exprimer qug les promiers membres de ces équations doivent
&tre identiques entre eux, ou ne différer P'un de l'autre que par un facteur
cowstant I;car autrement, Délimination de y donnerait lieu & une équation
finale en x; et alors les équations m'existeraient simullanément que pour
des valeurs particuliéres de x, ce qui serait contraire & la nature de la
question que l'on a en vue de résoudre.

Ordonnant la. premiére équation, multipliant la seconde par un facteur
indéterminé I, puis égalant deux i deux les termes correspondans de ces
deux équitions, on obtiendrait ainsi siz relations enire les siz quantités
e, €, e, /, 8, ; ot ces relations serviraient & déterminer «, €, cest-a-
dire le point ou Ies points susceptibiles de’ satisfaire & ln question propo-
sée, ainsi que les constantes e, f, g, I

Mais sans rien Oter & la question de sa généralité, on peut la ramener &
des caleuls beaucoup plus simples par les considérations suivantes : il est
évident que si, pour un certain systéma de coordonnées auquel la courbe
senait d’abord rapportée , il existe des points satisfaisant & la condition exi-
gée, ces mémes points y satisferont également dans tout autre systéme, ei
seront d’aillours les seuls qui y satisferont; ear les formules de la transfor-
mation des coordonnées étant elles-mémes Iindaires, sil’on substitue pour x
et y Teurs valeurs en =” et »’ dans Vexpression ey + f 4+ &, celte expression
restera encore rationnelle et linéaire en 2 et y” ; seulement, les constantes
ey [y g, suront changé de valeur: Rien n'empéche donc, pour la recherche
des points en question, de supposer & prioré la courbe rapportée au systéme
d’axes le plus simple ; et-afin d’embrasser dans un méme caleul les trois
courbes du second degré , nous partivons de l'équation

I =z 4 g,

qui représente ces courbes rapportées d un systéme d’axes reetangulaires,
dont I'un, celui des .« , est 'un dos axes prineipaux, e Pautre est tangent
i la courbe.

Par cette supposition , les équations & identifier terme & terme sont (&
cause de § =100, d'on eosf = o) i 1

(r — 6 + (2 —a): — (& +Sr+g)1 =0,
Iya — oplxz — glx2 = o;

ce qui- donne les. relations suivantes
i—er=l, 2¢f=0, 1—f2=—qgl, Ctge=0, a-tgf=pl, C*+a*—pr=o,

Mais, comme Ia seconde relation est satisfaite; soit par e= o, soil par
JS=o0, el ne saurait dtre satisfaite autrement, il s'ensuit que Pon peut
dlablirdeux systémes de relation que nous allons analyser suceessivement :

125 SYSTEME @ ¢ = 0,

Laare, 1 3%, et'la §® relation: donnent:
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N S i — Vl + ¢, €=

Quant & )a 5¢ et & la 6%, comme, en verin des résullats précédens, elfos
deviennent :

at+gVit+g=p a2 —gi=o,
onadabord a=p—g Vidg, dot (p—g Vi +g}"_gai=0‘
ou , effectvant les caleuls et réduisant, gg2 =2p Vi + 9.8 =0;

done g:-(Vl &y £1), etpar conséquent, 4“——(|+‘/ 7
2" SYBTEME : f == o,

La 3¢, Ta 178, et 1a 5° relation donnent : :

I:-—l, c=vﬂ,“k:—
9 t U

Alors 1a 4© et la (® deviennent

=

45 \/—=° "’+-*—g""e,

orla premiére de ces dewx-ci donne €2 = g2 h_+'?_)
i o1E

d'otr, substituant dans la seconde, (r +9} + p —gr=o0;
g 7 as _—
done &= — i on g __ng —q
i )
et par conséquent €2 = — % (1+4), om €==x i Ve s
q

Ainsi, en derniére analyse, les deux systémes sont
19...e=0, I=1, f=Vi+q, =0, g:f(‘/:ﬁ,], w—_-__?("ivm};
14
2% =0, I=— . e"—\/ q a—— , g=-t V—‘J (;—-»-? ]/._1._.,;

Or, & la simple inspection de ces deux sysi_i_‘ames, on rgeonnait que
x i : J Ba
Danz I'hypothise de ¢ positif el égala 4 T (ce qui est le cas de Ihy-

werbole), le premier systeme est néel et le second imaginaire,
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Dans Phypothése de ¢ négatil et égal & — g (ce qui est le cas de l'el-

lipse), 1o premier r:ystémc est réel tant que T'ona ¢<1, ou B<ZA; dlest-
a-dire tant que la courbe est rapportée & son grand axe comme axe des = ;
ot ls second systéme est alors imaginaire, puisque «et € le sont évidemment.

§i , dans cette méme hypothése de ¢ négatil, on suppose ¢ >1, eu B> A,
le premier systéme est imaginaire puisque f, g, et « le sont; mais le second
systéme est alors réel : c’est le cas ot Pellipse est rapportée a son petit axe
comme axe des x.

Enfin, dans I'hypothése de g=o (ee qui est le cas de la parabole), les
denx systémes présentant des valeurs sous forme infinie, il faut remonter
aux relations primitives qui deviennent alors

1—er=1, 2ef=0, 1 —f*=0, €+ge=o0, atgf=pl, C+ta*—g*=o0.
Or la 3¢ donnant /= ==1, il en résulle nécessairement
e=o0, =1, ¢=0, atg=p, a?—gr=0;

mais de Pavant-derniére relation, lontire a =p = g,

d’oti substituant dans la derniére........ (p =g =g = o,
ou P2 5 2pg = 0; donc...... g:-_bg—:,

- Seria = i =P
et par conséquent a=p—7 O0u a=7;

ce qui fait voir que, dans le cas de la parabole, il n'existe qu'un seul sys-
téme qui est toujours rdel, savoir :

F==k . e=iog b=y €% 0 g=.-_':"£, =

b

268. Premiére remarque. — Comme , des deux systémes établis, il
n'y en a jamais qu'un seul réel, mais qu'a chaque systéme correspondent
deux couples de valenrs ponr « et €, il s’ensuit qu’il existe en général dans
Ie plan de toute courbe du second degré, deux points qui satisfont a 'énoncé
de la question. 11 serait d'ailleurs aisé de faire voir la coincidence de cus
points avee ceux qui ont ¢té appelés farers, daprés la définition géomé-
trique des courbes , ainsi qu’on le voit déja bien clairement pour la para-

bole, puisquion a trouvé €=o, u.:’; , pour les coordonnées du point
cherché,

269. Seconde remarque.—Si, pour le systéme d’axes auquel nous avons
supposé la courbe rapportée, on remplace ¢, f, £, par leurs valeurs ¢lans

Y, £
Vexpression &y + fr +-g, on reconnait que cette expression ne renferme
Plus que Pane des variables = ou ¥, suivant les cas; mais il n'en est pas
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moins vrai que, pour un systéme d'axes quelconques, Vexpression de |y
distance renfermerait les deux coordonnées, puisque , pour passer & ce noy-
veau systéme, il faudrait avoir recours aux formules

z = z'cosa 4 ¥ csof + a, y = x'sina + ysin€ 4 b,

On trouvera peut-étre que nous nous sommes trop étendy
sur ces premiéres notions; mais nous avons cru devoir en-
trer dans tous ces détails, afin de donner aux commengans
des idées nettes sur les €lémens des trois courbes du second
degré. :

§ 1IV. Identité des courbes du second degré avec
les sections du céne.

2%70. Les courbes du second degré sont aussi appelées sec—
tions coniques , parce qu’on les obtient en coupant un cone par
un plan, et que ce sont les seules lignes qu’on puisse obtenir.

Pour le démontrer, proposons-nous de rechercher Yéqua-
tion de la courbe qui résulte de Vintersection d’un céne droit
SADBE (fig.151) par un plan quelconque.

Soient SC. I'axe du céne, CD le rayon de la base, LL' la
trace du plan sécant sur celui de la base , et OMO'M’ la courbe
d’intersection. .

Abaissons du point G, CG perpendiculaire sur LL’; puis,
par SC et CG conduisons un nouveau plan (que nous appel-
lerons plan principal : c’est ainsi qu’on nomme tout plan qui
passe par I'axe du cdne) ; l'intersection de ce plan avec celui
de la courbe est une droite O'OG perpendiculaire a LL, d’a=
prés une propri€té connue des plans, et cest cette ligne 00’
que nous prendrons pour I'axe des a-; OY paralltle 4 LL', ou
perpendiculaire & 00', sera V'axe des y.

Par un point quelconque P de 00, concevons un plan pa-
ralléle 4 la base , et dont Vintersection avec le cone est, comme
on le sait déja , une circonférence de cercle. Ce plan coupe le
plan principal suivant TH paralléle & AR, le plan sécant sui-
vant une ligne MPM" parallele & L1, et par conséquent, per=
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pcndiculaire 4 la fois 4 00" et 1H (puisque LL’ est elleméme Fig.a51.
perpendiculaire 4 GO et a GC).

Maintenant, faisons

OP ==x, MP =y, SO = u, angle 500’ =&,

angle 0S0’, ou ASB=6; d’on ASC= i‘:*
et SAB = 100° — 16’.
2

Cela posé , comme MP est une ordonnée commune au cercle
cl 4 la courbe, ona (n°® 166)

¢t la question se réduit a déterminer IP, PH, en fonction de
a et des quantités données.

Or, le triangle OIP donne

IP : OP :: sin IOP : sin OIP,

ou, & cause de sin I0P = sin SO0’ = sin &,

et de sin OIP = sin SAB = cos i -5

1P 2ttt sinae } cgg_l §; donc TP = a:sn‘u.
3 cos 56

Avant de déterminer PH, rvecherchons la valeur de 00’;
on a; d'apres le triangle SO0/,

00"2 08 ::'5sin 080" : sin00’S, ou 00" a2 sin€ : sin (e=6) ;

doc ,__ asinG
ot 00 '= s__in(d-l-f}'
On en déduit PO' = 00’ — OP = % —
sin (e

21
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Actuellement, le triangle PO'H donne

PH: PO’ :: sinPO'H : sin PHO/,

in€ .
ou bien; PH : ;.mi(?-n_'—_-c—)—-a‘::sm(ﬂ-l-ﬂ) : cos 1§,
4 PH a sin 6 — x sin (e -4-¢)
onc == .

cos~C

Substituant les valeurs de TP, PH, 'dans Téquation (1), on
obtient pour 'équation de la courbe cherchée,

, _ Tsine["a sinc—msin_(u-f-c)]
= cos: 6 cosiC :

sina - : 5
(o N o — EOST_;__F[asméﬂa:—sm(.u+§)..zr-].... (2)

Cette équation étant du second degré, il s'ensuit d’abord
que toutes les sections coniques sont des courbes du second
degre,

De plus, en la comparant & I'équation y*=a2px 4 ¢2*,
qui (n° 246) représente une ellipse, une parabole, ou une hy-
perbole , suivant que g est négatif, égal & o, ou positif, on re-
connait que la section est une ellipse toutes les: fois que le

o Soodaie o BTG S0 o :
coeflicient == sin S TR EE est négatif, une parabole
quand ce coefficient est nul , et une hyperbole lorsqu’il est

positif.
Mais observons que, dans Vexpréssion de ce coefficient,

1 4 . T -
cos” ~ € st une quantité essentiellement positive: et il en est

de méme dlesin« tant qu'on suppose « compris entre o° et
200°; (nous verrons tout 4 'heure gu'il est inutile de lui
donner des valeurs plus grandes). Ainsi le coefficient de @*
dépend uniquement du signe de sin (a4 €),

Cela posé, afin de mettre le plan sécaut dans les situations
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propres & donner toutes les sections coniques possibles, nous
supposerons que ce plan tourne autour de la ligne OY

( fig. 151) comme charniere, en sorte que la ligne 00, Fig-15t
Jabord couchée suivant 08, forme ensuite tous les angles pos-
sibles'avee 08.

En premier lieu, la droite 0G étant couchée sur OS, la
trace du plan sécant sur la base est une tangente KK’ a cette
base, et il est visible que le plan touche la surface suivant
AS; ainsi la section est, daus ce cas particulier, wne ligne
droite. _

En effet,soit «=— o, l'équation se réduit o j*=o.

Supposons actellement que la droite GOO’ soit dans une
position telle, qu’elle rencontre les deux génératrices SA, SB,
d'un méme coté du point S; ona évidemment, dans ce cas,
et €< 200° dlot sin («+4=6) positif, et—sin (&4 6)
négatif ; donce, la courbe est une ellipse. En effet, on obtient
alors une courbe rentrante et fermée.

Dans cette méme circonstance , 'angle « peut étre égal
'angle SOR, c’est-a-dire que la droite OO0 peut devenir pa-

rallele 4 AB, or, & =—SOR — SAB — 100° —-i & donne

; 1 . i ; § 1
T — toa;l:, et sin (¢4 6) =sin (mo"—{— - C>= cos - € ;
2 2

Poi sinxsin(«—};é’)_ €
€06 L6 % r oA

L'équation prend alors la forme 5" =oarx —a*; et
Pellipse dégénére en une circonférence de cercle, ce que nous
savions déja.

Lorsque la droite OG, continuant de tourner, atteint
la position d’une I.mralléle a la génératrice SB ( fig. 152), le Fig.5a.
plan sécant est lui~-méme paralléle 4 cette génératrice, et le
triangle SO0’ cesse d'exister, ou son sommet O’ est situé i
uné distance infinie. Or on a, dans ce cas,

e+ €=200°, d'oi sin(z4+€)=o.
2.
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Ainsi, la courbe est une parabole. C'est en effet une courbe
qui s’étend indéfiniment au-dessous de la charnitre OY.

Mais quand la droite OG (fig. 153) se trouve dans une
position telle, qu’étant prolongee au-dessus de la charniére,
elle rencontre la génératrice SB dans son prolongementen 0,
on a évidemment alors

a-€ >>200° d’ou sin (26 ) négatif, et—sin (a-—{'-C) postlif.

La courbe est donc, dans ce cas, une hyperbole. On voit, en
effet , qu’elle se compose de deux brauches opposées qui s'-
tendent indéfiniment sur Pane et sur 'autre des deux nappes
de la surface conique.

La droite OG venant a se confondre avec OA, la trace du
plan sécant redevient tangente en A 4 la circonférence de la
base ; et la section se réduit de nouveau a une droite.

En effet, « =— 200° donne sin « = 0, d'ou »* =o.

Lorsque angle & devient plus grand que 200° la droite GO
(fiz. 151) prolongée reprend les positions qu’elle avait eues
d’abord : et 'on retombe sur les mémes courbes. L'angle « doit
donc rester compris eutre 0° et 200°, comme nous l'avions
dtabli plus haut.

Soit, comme cas particulier, a =o0; ce qui correspond &
la supposition que le plan sécant passe par le point S.
L’équation générale devient alors

._ sine sin (« +ﬂ

gt
cos® 1 6

7 &b HER (B)

et il peut se présenter trois cas :
Oun Von a (fig.151)
e+ E<200° dloit sin(z+€)>o0 et — sin(«—£) <o,

ou négatif. Dans ce cas, il est visible que ’équation ne saurait
étre satisfaite que par x=o0, y = o; ainsi, la courbe se 1é-
duit & un point qui, comme on 'a yu (n® 286), est une
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variété del'ellipse. Cette circonstance a lieu quand la droite
GO prend une position SN intérieure & Pangle A’SB, puisque

Von a évidemment alors A'SN + ASE oun 2- €< 200°,
Ou bien, 'on a &4 5=200°, d’ot sin (e+E)=o0 ( fig. 152); Fig5a.

et Péquation se réduisant 4 y*=o, la section devient en-
core une ligne droite , yui n’est autve chose que SB. Clest
une variété de la parabole.

Enfin, on peut avoir « 8> 200"; don —sin(a+ )

pas:’fff.

; /sinasin (@ +6)
L’équation (3) prendalors laforme y =2 im‘::_:’;%_‘_J '

et représente un systéme de dewx droites qui se coupent.

" Cette circonstance a lien lorsque la droite OG passant par le

point S ( fig. 153), rencontre AB entre les points A et B, 11 Fig.153.
est visible que le plan sécant détermine alors sur la surface

du cdne, deux génératrices SD, SE; c'est un eas particulier

de 'hyperbole.

Nous pouvons conclure de cette discussion, que le cone
droit , par ses intersections avec un plan ; donne lieu anx dif-
[férentes courbes du second degré et & leurs variétés. Les di-
mensions de ces courbes dependent de trois élémens princi-
paux, savoir : I'angle au centre du cone, on €, qui peut Gtre
aussi petit et aussi grand que I'on veut; la distance @ du som-
met au point de la génératrice SA, par lequel on fait passer
le plan , et cette distance peut croitre depuis o jusqu’a l'infini ;
eufin, Vangle « qui doit rester compris entre o° et 200°.

N. B. — Die systéme de deux droites paralléles, qui est,
comme on 'a vu, une variété de la parabole, semble faire
exception a la conclusion précédente. Cependant il serait pos-
sible d’obtenir cette variété 1° en transportant Vorigine
des coordonnées, 2° — en supposant &= o dans Péquation
de la courbe, supposition qui ferait dégénérer le cone en
¢ylindve. Nous laissons aux €leves le soin de faire ce daleul
quin’offre aucunc difficulté
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974. Pour démontrer complétement Pidentité des courbes du second degre
avec les sections conigues , nous nous proposerons la question suivante:
On demande de placer une courbe du second degré connuc, sur un eine
droit de dimension donnée ; en d’autres termes , de fixer la position que daic
avoir un plan j,m. rapport & un cone droit, pour que la courbe d'intersection qui
en résulte soit une courbe du second degré dout lUdguation particulitre es
donnée |*).
SoLurion, — On a trouvé ( n° 26%7) pour 'équation générale des sections
coniques ,
ya = e [asin€.z—sin (a4~ €).2? ],.... (1)
cos* = §
2 .
et ( n® 246) pour 'équation la plus simple des trois courbes du second de-
gré y: = 9px 4 gx*.... (3)

DVaprés Pénoncé de la question, les quantités p, g, et l'angle € qui dé-
signe l'angle an centre du cdne, doivent étre regardés comme connus; et il
shagit de déterminer, & Paide des éguations précédentes, les quantités a, «,
de maniére que ces equalions solent identigues.

Or, si lon développe Péquation (1), et qu'on égale respectivement les
coefliciens de x et de x* dans les deux équations, il vient

asinaaiuﬂ'::pcuh";c, ..... L £ <
sin =z sin | a==§) =-—-qcos'i€.... 4)

Ce sont les deux équations du probléme.

CGomme la seconde ne renferme que linconnue «, elle peut servir i la
déterminer; aprés quoi, P’équation (3) fera connaitre 4. Or, pour dégager o,
nous aurons recours & V'artifice suivant,

De la formule trigonométrique

cosg — eosp = asin g (P4 g)sin (p 4+ ¢)
E S

établie n% 74, on déduit

P | %2
sin -~ (p + g) sin S et 1
au posant

p—yg=2a, pHg=a(a+ ), dol p=aa+4{, g==2,

(*) Cette question est du uombre de celles qui oot été propestes dans lrs concours des ?ﬂl"
léges voyaux ; ok la solution que nous allons en donner est due & M. Vanéchout, aneien
dlive-de I'Feole Polytechpique, maintenant officier du Génie. Eotré le premier a I'Ecolr 5 1
fut admis le premier daus les services publics |
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sin asin (a4 €) = Mﬁ“"‘ CJ&
done Péquation (§) devient

cos€— cos (2a =€)
2

1
—9q ws';C,

dott c-os(:m+C)=cos¢'+aqcou'i¢'.... (5)

Telle est I'équation propre & faire connaitre Fangle a.

Aprés avoir ealeulé 1angle (2a+-€), on en retranchera I'angle €, pus
on prendra la moitié du reste, et I'on aura’'la valeur de a.

Discussion. — Toutefois , pour que cet angle soit susceptible de détermina-
tion, il faut (n°® 89) que la valeur trouvés pour cos (az--(), soit com-
prise entre les deux limites — 1 et <4 1; cest-i-dire que 1'on doit avoir les
deux eonditions

1 ¢ >

cos € <+ 329 cos® -

L
2 =

eos€ ~+ ageos? - ¢ T 4 1.

Il A

1

2
1 - 1

Comme on a (0° 63) cos( = cos* 3 ¢ — sin® = €, ces conditions peuvent

se transformer dans les suivantes ,

cos=§f—-sln'£ﬁ+2qeu'1l:3—t,

2
:l - 8L ll 3 ( -
cos ’C sin _‘f+aqeoslﬁcz 15
| mng‘lc
ou bien, a cause de cos? - £ = — - ,alsin'1€=—+:
1+lang‘§ﬁ' 2 |+lang!;€’

>

l—tlnﬂ'%-c-d-m; ——|.—tang'£c.

g tang':—l-(' -+ 49 f 1 e tang’ét.

=

La premiére se reduit évidemment & ¢ — 1

o

el la seconded g 3 tang? '; ¢, ou tangs lr
= a
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Cela posé, examinons successivement les différens cas qui pewvent sa
présenter , en com gant par le plus simple :
19. Si la courbe est une parabole, ona g=o0; el comme on a évidemme

1 1S o .
0> — 1, tang? - € o, les deux conditions précédentes sont satisfajies :

2
d’on l'on peut conclure que , sur un cone droit de dimension donnde , (| est
toujours possible de placer une parabole quelconque dont lé paramétre ese
eonnu,

Dans ce cas, remontons & Péquation (4); elle devient
singsin (= + €) = o,

équation qui donne pour et , les valeurs suivantes,

a=0, a=4009 a=—§¢, a=— 2009 —&;

ce qui prouve que le plan séeant doit &tre paralléle a lune des génera-
trices. (Vayez n® 270).
29, Supposons que la courbe donnée soit une ellipse. On a, dans ce cas

Ba z i :
{n® 846), 9= =T B étant, comme on le sait, essentiellement
B2

a?

B2 1
moindre que A. Ainsi les deux conditions T S, tang‘;@ S
sont remplies , et toute ellipse, quelque petites, ou quelque grandes que
soient ses dimensions, peut étre placde sur un cine droit de dimension
donnée.
1 a
39. Enfin, sila courbe est une hyperbole, auquel eas ona g = - % -

la premiére des deux eonditions ci-dessus est évidemment satisfaite.
Quant a lp seconde, gui revient a

tang? iC f -E—;,

elle a besoin de quelque développement.
Désignons par § I'angle des deux asymptotes de Phyperbole donnée; on &
B
vu (n% 264) que tang -} 6, a pour valeur T done la condition précédente

dovient

%

1
tang: - € — tang? ; §; d'oulon déduit € 2&.
Ainsi, pour qu'une hyperbole dont on a Péquation puisse dtre placée sur
un cone droit de diniension connue , il faut que Pangle an centre du cone
soit au moins égal a Vangle que forment entre elles les deux asymptotes de

la courbe que ’on considére.
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(Jatle cir¢onstance peut s'expliquer par la Géométrie. Coneevons en effet,
que l'on:ait mené dans un edne droit un premier systéme de plans , paralléles
enire eux et paralléles & Taxe; ces plans donnent nécessairement lieu & une
suite d’hyperboles dout les asymptotes forment entre elles le méme angle (*).
Lun de ces plans, passant par l'axe lni-méme, détermine sur la surface
denx génératrices dont Pangle est égal i celui des asymptotes dont nous

yenons de parler. ]
Imaginons maintenant un second systéme de plans, paralléles entre eux,

mais non paralléles & I'axe,; ot qui cependant donnent encore lieu 4 des hy-
perboles; Dangle des asymptotes de toites ces hyperboles est constant et
égal i celui des deux genératrices determinées par celui des plans de ce sys-
téme , qui passe par le sommet.

Cela posé , chservons que, dans Pangle triédre forme par ces derniéres
pénératrices et Paxe du cone, Pangle des génératrices est nécessairement
moindre que la somme des deux autres angles plans; or, cette somme n’est
autre chose que I'angle au centre du edne, ou Vangle des deux génératrices
du premier systéme de plans. Done Vangle des asymptotes relatives au
second systéme, est moindre que I'angle des asymplotes relatives au pre-
mier.

En d’autres termes, le mazimum des angles que formen't entre elles les
asymptotes de toutes les hyperboles gu'on peut obtenir sur la surface d’un
come droit, est Vangle de deux générairices opposées, ou Vangle an
centre du edne. Il n’est donc pas possible de placer sur un cine droit, une
hyperbole dont les asymptotes font un angle plus grand que Uangle au centre
du cine, |

Mais comme dans les équations (3) et (§), l'angle € peut dtre pris arbi-
trairement , il n’en est pas moins démontré que toute courbe du second de-
gré dont I'équation est connue, peut s'obtenir au moyen de Uintersection d’un
plan et d'un edne de dimension convenable.

272. Nous ne pouvons nous dispenser de faire eonnalire ici un moyen
aussi simple qu’élégant de démontrer géométriquement Pidentité des sec-
tions du edne avec les courbes du second degré , telles que nous les avons

définies au commencement de ce chapitre.
Ce moyen est fondé sur le principe suivant : 8i d'un point pris hors d'une

sphére on méne une suite de tangentes, toutes les parties de ces tangentes com-

prises entre le point donné et les points de contact, sont égales.
En effet, chacune de ces portions de tangentes est un edté de Pangle droit

(*) Cela résulte de ce que , dans Uequation de ces hyperboles, le coeflicient de x® (qui

T st BE o
rprésente jeq e est indépendant de la distance a du plan- sécant an centre du chne; oo
A

i3
AW prouve que le apport T Cftconitant pour toutes ces hyperboles.
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dautant de triangles rectangles égaux, ayaut pour hypoténuse commuge Ta
distance du point donné nu centre de la sphéve, et pour second oote, 1y
droite qui joint le centre de la sphére au point de eontact, ¢lest-i-dire 1o
rayon de la sphére.

Ce principe étant admis ; voici en quoi consiste le mayen de démonsgpg-
tion que nous avons annones : '

Counsidévant d*abord ( fig. 154 ) le cas oi la courbe est rentrante vt fermée,
coneevons dans le plan principal SAHB, deux cercles, Vun inscrit au trinnéig
SEE', Pautre ex-inserit, et tangent aux droites EA , E'B, EE'". Ces, cercles
peuvent étre regardés eomme les intersections du plan principal et de deux
sphéres tangentes au cone et an plan séeant.

Soiemt F, ', les points de contact du plan séeant avec les deux sphéres;
ot joignons ces points avec un point quelconque M de Ia seclion conigue,
Soient d’ailleurs GG/, HH’, les circonférences de contact du efne et des
deux sphéres, et CC’ Ia circonférence du cercle parallele passant parle point M,
Tirons enfin Paréte SM qui va rencontrer GG, HH', en deux points K, K’,

Puisque MF et MK sont deux tangentes a la sphére dont O est le centre,
on a, en vertu du principe démontré cidessus, MF = MK, ou bien, &
cause de MK = GC,

MF = GC;

on a encore dprés le méme principe, MF' — MK’, ou , & cause
de MK’ = CH,
MF‘ = CH ;

done, en gjoutant,...,... MF 4 MF’' = GH;

Or GH est une quantité constante et déterminée pour tous les points M
de la seetion EME'; d’on l'on voit (n® 226) que les points de contact,
F, F', du plan sécant et des deux sphéres O, O, sont les foyers d'une ellipse
dont le grand aze a pour valeur la distance GR entre les deux circonférences
de contact du cone avee les deux sphéres.

[I1 est aisé de reconmaitre d’aprés la figure, et en s’appuyant sur le prin-
cipe démontré précédemment , que I'on a GH=EE’].

En outre, prolongeons Ia droite EE’ jusqu’a sa renconire en N avec le
diamétre G'G- du cercle de contact de la sphére O et du cone; puis tirons
Pordonnée MP de la section EME’.

Les deux triangles semblables ECP, EGN, donnent la proportion

EC: EG ;: EP : EN; d'oda GC : EG :;: PN : EN;
ou bien, i cause de GC=MK = MF, et de EG=FF, .
ME : PN 5 EF's EN.

O le rapport EF : EN est une quaniite constante et déterminee pouv
tous les points M de la seetion conique ; done (n° 248) lintersection NI
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du plan sécant et de celui de la circonférence de contact du céne avee la
sphére O, nest autre chose que la directrice de la courbe.

Passons au cas oi le plan sécant ( fig. 155) rencontre les deux nappes du
chne,

Imaginons encore dans le plan prineipal , deux cercles, l'un tangent aux
droites EE', SA, SB, et lautre tangent aux droites EE’, SA’, SB'. Soienl
I, FY, les points de contact de ces deuy cercles avee EE; et GG/, HH',
les circonférences de contact des deux sphéres @, O, et du cone; soit enfin CC/
h_i bqntour d'une section perpendiculaire i Vaxe du ¢fne, et passant par un
point quelconque M de la section conique. Joignons les points ¥, I, au
point’ M, et tirons MS qui va rencontrer les courbes GG/, HR', aux
points K, K. 3

On a ¢videmment dlaprés la figure et en vertu du principe déja cité,

1%... MF = MEK = CG, 13°... MFF ='MEK’' = CH;
dlou MF" — MI'= CH — CG = GH.

Or GH est une quantité constante pour tous les points M de la section
conique MEE'; donc (n® 254) les peints de contact ¥, F'; des deux sphéres
avec le plan sécant, sont les foyers d'une hyperbole dont le premiey axe a pour
valeur GH ( que I'on démontrerait facilement étre égal a EE).

Soit d’ailleurs NL Pintersection du plan sécant et de celui de la circon-
férence de contact du cdne avee la sphére 0.

Les deux triangles semblables EC'P, EGN, donnent

EC’ : EG :: EP : EN, doii GC' : EG :: PN : EN,
ou, 4 canse de GC' = MK = MF, etde EG = EF,
: MF : PN :: EF : EN.

Or le rapport EF ; EN est constant pour tous les points de la section co-
nigue MEE’, donc NL n'est autre chose que la directrice de la courbe.

I} ne nous reste plus a considérer que le cas ou le plan séeant ( fig. 156)
est paralléle a la génératrice SB. Concevons dans le plan principal SAB
un cercle tangent aux droites SA ; SB, LE'. Soient F le point de contact
de ce cercle avee EE/, GG’ la circonférence de contact du cone et de la
sphére O, CC’ le contour d'une section perpendiculaire a I'axe du cone
el passani par un point quelconque M de la section conique, enfin NL
et MP les intersections du plan sécant avee ceux de la courbe GG’ ot
de la section CC. Tirons d'ailleurs MF, et MS qui va rencontrer la
tourbe GG en un point K.

On a ¢videmment daprés la figure,

MiF = MK e GO = (G0 = N

d'on MF = PN.

Fig.155.

Tig.156.
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Done (n® 244 ) la courbe MEE'! est une parabole dont le foyer est on v
et qui a NL pour directrice.

La section d'un eylindre droit par un plan peut étre caractirisée pap gy
moyen analogus —

Soit AA'BB ( fiz. 157) un cylindre droit coupé par un plan EME’, Imga.
ginons deux sphéres tangentes an cylindre et au plan séeant , dont les points
de contact avee le plan soient F et F’, et qui aient GG', HH’, pour eercles
de contact avec le eylindre. Menons par un point quelconque M de la see-
tion cylindrique un plan perpendiculaire & I'nxe, et soit CC’ le cercle qui
en résulte. Tirons d’ailleurs les droites MF, MF’, et l'aréte KMK”.

On a, en vertu de ce qui a été dit précédemment ,

Fig.abg.

19, .. MFi= MK = CG, .a°.., MF' = MK’ = CH;
d’on MF 4+ MF' — CG + CH = GH quantité constante.

Done la courbe EME’ est une ellipse dont les foyers ne sont autre chose
que les points de contact du plan sécant avee les deux sphéres.

On démontrerait également comme ci-dessus , que le point N ot EES ren-
contre la droite GG, est le point de Paxe EE par ot passe la directrice.
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CHAPITRE V.
Proprietés principales des Sections coniques.

Observation préliminaire. — On a vu (n° 258) que, pour
passer de ’équation de Pellipse a celle de I’hyperbole, il suffit
de changer B? en — B?; il résulte de 1i nécessairement que
ces deux courbes doivent offrir une trés grande analogie dans
leurs propriétés , et surtout dans les démonstrations de ces pro-
priétés. Nous éviterons donc beancoup de répétitions inutiles,
si , aprés avoir reconnu certaines propriétés dans ellipse ,
qu’on doit regarder comme la courbe la plus simple et celle
dont 'usage-est le plus habituel, nous nous bornons 4 énoncer
les propriétés analogues pourl’hyperbole, en ayant soinftoute-
fois d’insister sur celles qui potrraient offriv quelques diffé-
rences, soit dans leur nature, soit dans leurs démonstrations.

Quant 4 la parabole, qui n'a pas de centre, et dont les axes
principaux ou conjugués sont infinis, comme ses propriétés ne
peuvent avoir avec celles des deux autres courbes, qu'uneana-
logie beaucoup plus €loignée, nous en présenterons une théorie
tout-a-fait distincte.

DE T ELLIPSE ET DE L HYPERBOLE.

§ 1. Propriété de ces Courbes rapportées a leurs
axes principaux.

275. Caractéres analytiques des points, prissur la courbe,
au-dedans,, ou au-dehors. — L’équation de Dellipse rap-
|ortée i son centre et a ses axes principaux, étant (fig. 158) p

A%t 4 Bra? = AR,

Fig.x58.
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on a d’abord, pour chacun de ses points M, la relation
A% 4 Bzt — AR = o.

Maintenant, st Von considére un point N Zntéricur i cette
courbe, comme Pordonnée NP de ce point est moindre que
I'ordonnee MP correspondante a la méme ahscisse OP, il s"ensuiy

que A*. NP est moindre que A’.Bﬁ; ainsi l'on a pour le
point N, A%* 4 B*x* — A"B* < o.
Pour un point N' extérieur, Vordonnée NP est plus grande
que MP, et'on a nécessairement A% 4 Ble* — A°B* >o.
N. B. — Si le point extérieur avait la position N", pour la-
quelleil n’y a point d’ordonnée correspondante dela courbe,
dans ‘ce eas, comme l'abscisse de ce point serait déja plus
grande que OB, oum A, il en résulterait B'2* > A*B?; d’ou,
& fortiort ,
Ay 4+ Bzt — A'B' > o.
On démontrerait de méme que, dans 'hyperbole
Ky, oo Bl e AR,
le cavactere des points pris sur la courbe, est
A% Bt - A’ = o,

au-dedans,..... A%* — Bur® 4 A*B* < o,
au—dehors. . . ... A% — Ba® - AB* > o.

Les deux inégalités sont évidentes pour des points tels que
N et N’, pour lesquels on a NP < MP, et NP > MP (fig. 159).
Quant au point N, dout ordonnée tombe entre les points A
¢t B, comme ona 0Q'<OBou A ; il en résulte A’B*—B*2*>0;

Lo, a plus forte raison, A%’ — Ba* 4 A°B* > o.

274. Les définitions de Vellipse et de I'hyperbole fournissent
encore pour les points pris sur la courbe, au-dedans, ou au-
dehors , nu caractere qu’il est lmportant de connaitre.
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Pour chaque point M de Vellipse, on sait que la somme des
distances E'M = FM (fig. 158), est égale & 24, Fig.t58,
Pour un point R intérieur, comme on a

FR 4+ RF < F'M 4 MF, il en résulte F'R 4+ RF < 24.
Pour un point R’ extérieur, on a au contraire,
FR 4+ RF>FM4MF; dou R 4+ RF >2A.

Considérons actuellement 'byperbole. Pour un point quel-
conque M dela courbe, la différence des distances, I"'M—MF, -
est égale @ aA.

Soit un point intérieur R (fig. 159); en joignant ce point Fig15,.
~ aux points I et F, on a FR=F'M 4-MR, et RF< MF4-MR ;

d’ott on déduit FR — RF > F'M 4 MR — MF — MR,
B F'R — RE>> F'M — MF> 2A.

Prenons ensuite un point extérieur R’, et joignons-le avec
les points F, F' ; puis tirons F'M.

Comme on a FM—FM =24, et FR — MR’ < F'M,
il en résulte FR'—MR'—MF, ou FR'—R'F < 24,

275. De I'équation de l'ellipse on déduit > — .g_: (Ar =iy
>° B4

A+a)A—a) A

Soient donc M un point quelcongue de la courbe, x et 7 les
coordonnées de ce point; il est évident que A 4+ et A — o
(fig. 158) représentent les distances AP, BP, des sommets de
la courbe, au pied de I'ordonnée MP ; ainsi, Péquation pré-
cédente devient

ou bien,

Fig.158.

MP B*
AP><PB =~ A*’
ce qui prouve que le carré d'une ordonnée quelconipue est au

ou NTI;:APXPB N L AL



Fig.159.

Fig.160.

336 HELATION ENTRE LES CARKES.

produitdes deux distances du pred de Uordonnée aux sommets
de la courbe, dans unrapport constant; en d'autres lermes
les carrés des ordonnées sont respectivement proportionnels
awx rectangles des distances des pieds de cis ordonnées ayx
somimets de la courbe.

Sil’on suppose B==A4, la relation se réduit a * = A* —a
on )*=(A4x) (A—2); cest-d-dire que le carré de Uor-
donnée aw diamétre d’un cercle, est égal au rectangle des
segmens de ¢~ diametre,, formés par | ‘ordonnée; ou bien, que
lordonnée est moyenne proportionnelle entre les segmens du
diamétre , propriété déja connue.

§ ; . lr‘ S e B? :
On a également pour 'hyperbole, e TR
mais T A=AP, x— A =BP (fig. 159);
: MP B
aonc m = -K-‘

Ainsi, la propriété ci-dessus a également lieu pour Phyper-
bole. La seule différence, c’est que dans Vellipse, le pied de
'ordonnée est situé entre les points A et B, tandis que dans
Vhyperbole, le pied de Pordonnée st placé sur le prolonge—
ment de AB, soit a droite, soit a gauche.

Dans ’hypothése de B= A, ou de 'hyperbole équilatére,
la relation se réduit a y*= (x4 A) (x—A); ce qui signifie que
le carré de Uordonnée est égal au rectangle des segmens du
premier axe, compris entre les sommets de la courbe et le pied
de Pordonnée ; propriété analogue i celle du cercle.

Au reste , la propriété précédente n’est qu’un cas particulier
d’une autre plus générale dont jonissent les courbes du second
degré rapportées a des axes quelconques, et que nous démon-
trerons dans le 6° chapitre. '

276. Décrivons sur le grand axe AB ( fig. 160) d’une ellipse,
comme diametre,, une circonférence de cercle ; on a pour €qua-
tion de cette circonférence, . .. ... wi = A% —X%
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L’équation de Pellipse étant d'ailleurs ) =i—2(1&'——m5j,

il s'ensuit que, si 'on désigne par y» I'ordonnée d’un point
quelconque de Dellipse, et par Y l'ordonnée du cexrcle, cor-
respondante & la méme ahscisse «, on a la relation

2 B :

‘%—: = d’on ‘%.- =;}2—, ou jzﬁ]—}-.Y;

est-a~dire que l'orlonnée de Uellipse est & Uordonnée du
cercle décrit sur son grand axe , dans le papport du petitaxe
au grand axe.

De la résulte un moyen assez simple de décrire I'ellipse par
pomts lorsque ses deux axes sont connus :

Sur les axes AB, CD, décrivez deux circonférences de
cercle ; élepez en un point quelconque P du grand axe , une
perpendiculatre MP ; tirez le rayon OM, et par le point L ot
ce rayon coupe la petite circonférence , menez NL paralléle
& AB; le point N ot cette paralléle rencontre PM, appartient
a Pellipse.

En effet, on a, d’aprés la construction,

OM¥¢OL 3¢ PM 2 PN, oo A : B 2% PN;
d’onr PN E.Y =1
A .

Prolongeant ensuite PM d’une guantité Pr égale & PN, on
obtient » pour un nouveau point de la courbe; les points 7’
et ' symétriques des points N etz peuvent étre ensuite faci-
lement déterminés.

Voici un autre moyen de construire Uellipse par points,
qui est fondé sur la méme propriété, et quon emploie sou—
vent avee avantage.

Soient AB, CD ( fig. 161), les deux axes de la courbe. Apres
avoir marqué sur CD un point K tel qu’on ait OK = A —B,
Prenez un poirnt quelcongue 1 situé entre O'et K , puis de ce
Point comme centre, avec un rayon égal @ A —B ou OK, dé-

22
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crivez un arc de cercle qui coupe AB en et L'; tirez 10, 117
et prenez Sur ces deux lignes prolongdes IM=IM'=A; oA
points M, M’ appartiennent & la courbe.

En effet, si 'on méne 1 paralléle a2 AB, et MQ perpendicy-
laire 4 I, les deux triangles semblables IQM, LPM, donnent

ML B

MI:ML::MQ:MP; d’ou 'on tire MP:m.MQ =K'MQ‘

mais en posant OP =IQ==x, ona
MO :-_\/I_\fl_lg-v-m!-—— VA“ —_at;
B oomr——:
denc MP = VA —z*;

d’ott Vou voit que MP est Pordonnée de Pellipse qui corres-
pond A T'abscisse OP.

En prenant OT' = 01, on déterminerait au-dessous de AR,
deux autres points, m, m', symétriques des points M, M’, par
rapport a AB.

On voit aisément d'ailleurs pourquoi le point I doit étre

placé entre O et K.
On ne peut obtenir pour Phyperbole des moyens de cons-

! : - o B?
truction analogues ; car son €guation €lant 3" = E;(;r’—ﬁ’),

ne peut &tre comparée qua celle-ci. ... y*=a®— A%,

c’est-d-dire, & celle d’une hyperbole équilatére déerite sur Pase
transverse de la premidre hyperbole. 11 faudrait done savoir
déja construire une hyperbole équilatére, pour en déduire
ensuite la construction d’une hyperbole quelconque.

277. MESURE DE LA SURFACE DE L’ELLIPSE. — Le rapport cons—
B eta ;
tant 7, qui existe entre Pordonnée de Pellipse et celle du

cercle déerit sur son graud axe, conduit trés simplement &
expression de la surface entitre de Pellipse.
En'effet, concevons que Ton ait inserit au cerele un polygone
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qt;e]wllque dont MM’ ( fig.160) soit I'un des c6tés. Des som- Kig 160
mets M, M’,.<. de ce polygone, abaissons des perpendicu~-
Jaires sur le grand axe, et joignons par des cordes les points
N, N’,... ou ces perpendiculaires rencontrent I'ellipse; on
obtiendra ainsi un polygone inscrit a-cette courbe, dont NN
sera I'un des edtés.
Cela posé, soient ¥, Y’, les ordonnées des deux points M, M,
et .y, ', les ordonnées des poiuts N, N’, correspondant aux

mémes abscisses x, a’; les trapbzes MM'PP’, NN'PP’, donnent

M'PP'.:% (@—2’), NN'PP’ =~L‘fg’__ (2 —a');

PO T P T NNI'PP' _J-‘ +..
d’ou I'on déduit M = YY"

B

Or, on a (n° 276)

B :_B-f i __?'“J"'_B
j:K.Y,j_X.Y, d’ont Y=Y = 1’
d NNPR: £ B
o MMPPT T A

‘On reconnaitrait, de la méme maniére, que chacun des
trapizes dont se compose le polygone inserit & Uellipse, est au
trapéze correspondant du polygone inscrit au cercle, dans le
rapport B : A; d’ott V'on peut conclure que la somme de tous
les premiers trapézes, ou le polygone inscrit a ellipse, est au
second polygone , dans le méme rapport ; ainsi, soient p et P
ces deux polygones, on a % == %.

Comme cette relation est Yraie d’ailleurs, quel que soit Ie
nombre des cotés des deux polygones, elle existe encore pour
les polygones limites , qui ne sont autre chose que la surface
de Vellipse et celle du cercle. Done, en désignant par s et ces
deux surfaces , on a nécessairement

s B B
. 5. —--I, gu  Si== TS
22.,
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Mais on sait que = représentant le rapport de la civconfi-
rence an diamétre, ou la surface du cercle dontle rayon est 1,
#.A® exprime celle d’un cercle qui a pour rayon A ; par con-

séquent, 7, A%, -];, ou x.A.B, est 'expression de la surface

entitre de Uellipse.
Pour 1’8yPERBOLE , on obtiendrait également s =%_S,

s désignant 'aire comprise entre la courbe et une corde quel-
conque parallele au second axe, S, l'aire correspondante d’une
hyperbole équilatére déerite sur le premier axe. Mais cette
relation ne peut rien apprendre sur la quadrature de I'hy-
perbole, puisqu’il faudrait d’abord eonnaitre celle d’une hy-
perbole équilatére.

Propri¢tés des cordes supplémentaires ; leurs rela-
tions avec les diamétres conjugues.

278, Si des extrémités A et B ( fig- 162) du grand axe, on
méne deux droitesd un point quelconque M de la courbe, ces
lignes de jonetion sont ee qu’on appelle des cordes supplé-
mentaires. Ces droites font avee le premier axe deux angles
qui ont entre eux une relation remarquable.’

D'abord, la droite BM passant par le point B dont les coor-
dounées sont y =10, x=A, a pour équation,

J = afx — A);
celle de la droite AM, passant par le point (=0, a=—A),
est ¥y = a (@ 4 A).

Cela posé, désignons par 2, »',les coordonnées du point
M ; comme elles doivent veérifier les équations préeédentes,
on a

F=a (@ —4)

.

V=a'n’ 1 A)

r {4

! 1 bt g " S ¥
}, d’ont G== Sy ==
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ct par comséquent, gl = ;,-;‘J_L_:@,

fa

mais puisque le point (2, »’) se trouve aussi sur la courbe,

2, ’ ok fa B:\
ona A24Ba=A'B*; dou ?:-y:-?:-—-x;]
doncenfin, gy = % (1)

Dans le casde B = A, cetfe relation devient aa’'=— 1;
ce qui prouve que, dans le cexcle , les cordes supplémentaires
sont & angle droit; c’est une proposition connue en Géomeé-
trie.

Au reste, la méme relation (1) existe entre les angles de
denx cordes supplémentaires partant des extrémités d'un dia-
métre quelconque EE’

En effer, soient &'y 3", les cuordonnées du point E; celles
da point E' seront (n° 250 ) —a", — 5" ; et les cquatwns de
deux droites menées des points B, E’, & un point queleonqgue
M’ de la courbe, seront de la forme
I a(z — a"),

a (z = x").

Comme le point M’ ou (2, 7') se trouve & la fois sur ces

droites, on a les deux relations

;)’—.7"
he bl

a (@' — z"),
a' (@' 4 2);

j' """J-”
N

Mais les points M, E, E', se trouvant aussi sur la courbe, on
a également

A By = A, f'u-y B
ﬁ U L Bip™ — A:lB? } "out e b 3

2 R
} ot ad’ =2 ‘7,, 1
,1:1_3_'51

— g A 2

B*

€L par conséquent, aa = — -
4
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279. Reprenons les deux cordes supplémentaires AM, BM,

¢t proposons-nous de détexminer I'angle qu’elles forment entre
f

(] == 1

elles; il suffit pour cela de caleuler l’express:on e dé-

signant la tangente de MBX, et o’ celle de MAX. 4
..*J o

Or, on a trouvé plus haut, = T = FEa
Sl S
U Wil At A o
dapii L A ?:x,-_}-.-.Az ! 2Ay :
I -+aa a’t—Al a’? = A e "2
I + '_"'.}_r'g_'
Mais I'équation A% 4- Ba® = A*B®, donne
Av 4
e ---_A’ - w— -—-—];{ H
ainsi Pexprgssion précédente devient
a—a' 2A7" . e=uA RS
1 aa” A?]-’J+ _(A"——B“jj’“'“ (2)

L'inspection seule de ce résultat prouve dabord que, si
P’on considére un point quelconque M de la courbe situé au-
desgsus de AB, auquel cas 3’ est positif, la tangente de
J'angle AMB est négative ; donc cet angle est nécessairement
obtus. Cela doit étre | puisgue tous les points de Vellipse sont
intérieurs a la demi-circonférence déexite sur AB comme dia-
metre.

On voit en outre que plus 5" est grand , plus la valeur nu-
mérique de Pexpression (2) est petite, et, par conséquent,
plus I’angle est considérable ( puisqu’un angle obtus est d’au-
tant plus grand que sa tangente est numériquement plus

petite J.

- - - wt ,'i -
Le rnaximum de cet angle correspond & celui de 37, Cest
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\.dire & '=B; ‘ce qui donne pour la valeur correspon—
dante de 'expression (2),

(A*—B") B o —2AB
—2AB ° A*—B"

Les valturs de a , @, deviennent d’aillenss, dans cette hypothése,

“3—2, a’:i—;, puisque 3 = B donne 4’ = 0.

Concluons de 1 que les cordes supplémentatires menées des
extrémilés du grand axe , forment au point G le plus grand

angle possible.
Dans LHYPERBOLE , on trouverait, pour la relation entre les
2
aa = B— et pour Vex~
T A* ? P

pression de Pangle qu'elles forment entre clles,

angles des cordes supplémentaires,

2AB?
LT ——— 1E. 163 -
Aty (8 108)
Ce dernier résultat démontre que I'angle AMB on AM'B
de deux cordes supplémentaires est toujours aige , et qu'il
diminue de plus en plus & mesure que y’ augmente. Lorsqu’en-

{in on suppose 3’ = 00, cet angle devient nul.
a

: B
C’est ce que prouve encore la relation. ae’ = e En effet,

le produit des deux tangentes a et ' étant positif, il s’ensuit
que ces tangentes sont de méme signe; ‘done les angles cor-
respondans MBX, MAX, ou M'BX, MAX, sont tous les
deux aigus ou tous les deux obtus; la différence de ces angles,
quin’est autre chose que AMB on AM'B, est alors nécessaire~
ment un angle aigu.

i B : . B
Soit a = il en résulte anssi a’=I; les deux cor~

des supplémentaires devenant A la fois paralliles & Vasymptote
OL, font entre ellcs un angle nul,

Tig.1063.
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280. Conséquence sux les diamétres conjugués.—Si du centre
d’une ellipse, on méne deux diamétres GG, HH' ( fig. 154],
respectivement paralleles aux cordes supplementaxres AM,

BM, on a entre les angles que forment ces deux diamétres ayec
B:
le grand axe, la méme relation aa’ = — ok -

Or, cette relation est précisément (n® 265) celle qui carac~
térise deux diamélres conjugués. ]

Done deux diamétres respectivement paralléles aux cordes
supplémentaires d’une ellipse , forment toujours un systéme
de diamétres conjugués.

D’aprés cela, connaissant un diamétre quelconque GG/, pour
obtenir son conjugué, il suflit de mener du point A une corde
AM parallele a GG, de tirerla secon'e corde supplémentaire
MB, puis de tracer le diametre HH' paralléle & MB.

La méme conséquence s’applique a 'hyperbole, pour la-

quelle la relation des cordes supplémentaires et celle de deux
B
diametres conjugués , est également ag’== = Toutefois, on

observera que, plus le point par lequel on méne les deux
cordes supplémentaires s’éloigne du sommet, plus les deux
diamttres conjuguds, dont un est an-dessous et 'autre au-
dessus de asymptote (n° 264), se rapprochent 'un de Vautre;
et lorsque le point est situé 4 Vinfini, cest-a-dire lorsque les
cordes supplémentaires sont (n® 279) paralleles & Vasymptote,
les deun diamelres conjugués se confondent en un seul.

281. Remargue.— Daus Vellipse , comme on a va (n° 278)
que Vangle AMB ( fig. 164) de deux cordes supplémentaires
st toujours obtus, et que cet angle atteint son maximum au
point G, il en résulte que V'angle GOH , formé par les parties
de deux diamétres conjugués, situées du méme coté par rap=
port au grand axe, est nécessairement obtus , et que les deux
diamétres conjugués HI', LL', paralléles aux cordes AC, BG,
forment entre eux le plus grand angle possible.

Pour un systtme quelconque GG*, HH', Vangle GOH ayant
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pour supplément GOH', il est clair que plus le premier angle
est grand , plus le second est petit; ainsi , de méme que langle
0L est un maximum parmiles angles obtus que forment deux
diamétres conjugués, de méme Vangle I0L' est un minimum
parmi les angles aigus que forment ces m ¢mes diamétres,

D’ott 'on peut conclure enfin que L'angle de dewx diamétres
eonjugués d’une ellipse quelconque, est towjours compris entre
Ies dewx limites TOL' on BCA", et 10L on BCA.

Nous verrons plus loin les autres conséquences qui résultent
de ces propriétcs.

Probléme des tangentes,

282, Proposons-nous maintenant de mener une tangente
Lellipse ou & U'hy perbole , par un point donné sur le plan de
la courbe.

Pour résoudre cette question, nous emploicrons une méthode
analogue i celle dun® 496, Soient o, 5, les coordonnées du point

donné; I'équation.de V'ellipse étant A%+ Bry*=AB2,... (1)
celle de la droite cherchée seradela forme y—y'=a(r~z')... (2)
et il s'agit de déterminer a de maniére que la droite, considé-
rée d’abord comme séeante , devienne ensnite tangente.

On déduit de Péquation (2) , y =aa -4=y'=—az’; d’ot, subs—
tituant dans P’équation (1), et ordonnant par rapport a a,

(Na*4- BY) ar-oAa( y'—an’) a4-A2(y —ad P — A'B*—o0,..

Cette équation étant résolue, donnerait deux valems de x
qui ne seraient autre chose que les abscisses des points d’in-
tersection ayec la courbe, d’une droite correspondante a la
valeur particuliére que 'on aurait d’abord attribude 2 a.

Mais comme on veut que la droite soit tangente, il faut
(n° 298 ) qu’on ait entre les coefficiens de x, la relation

(A0 (o' —aa'y — 4A° (A’ 4B [( 5 — ')y —BY)] =o,

au, supprimant les deux quantités, 4A%° (y — a2’)

¥
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“sion (4) se réduit A a = —

346 PROBLEME
— At (" —ax')y, quise détruisent, et divisant par fA*Be 5

_— {J" —ax') 4 Aat 4 B =0,
ou bien encore, développant et ordonnant par rapport i a,
(A —a)a* + 20y a4+ B —pP =o0... (3)
Telle est la condition générale du contact d’une droite

menée par un point quelconque (2, '), avec Uellipse.

[La remarque du n® §97, relativa & cetle condition , est applicable ,
mot pour mot, & la question qui nous occupe ; ainsi il est inutile de I
repéter, ]

On déduit de Péquation (3) , toute simplification faite,

Al e
am=— ol et VA B — A ()
résullat qui démentre que par un point donné N ( fig. 165),
on peut, en général , mener deux tangentes NM, NM',
Mais pour que la question soit possible, il faut que Von ait
Ayt 4= B’ — AB* > o0, dest-d-dire fn® 273) que le point N
soit situé hors de la courbe, et non en dedans, puisqu’alors on
aurait A% 4 Bz — A'B* <o, et le radical deviendrajt
imaginaire.

Ceci pronve encore que la couwrbe doit présenter sa concapité

“wers le centre; car autrement, il est aisé de voir que la tan-

gente deyrait étxe situde en dedans de la courbe.

Si Ton suppose A% o B*a'* — A’B* = o, auquel cas le
point donné est sur la courbe, en M par exemple, Vexpres-

7.

€T ¥ 4
N &_12 t
d’appeler 2” et g les coordonnées du point de contact, et ayant
égard & Ja relation  A%y™ = B* (A®* — 2%,

B') ﬂ"”
el L

ou bien, convenant

On obtient donc, dans ce cas, pour Uéquation dela tangente,
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B: 4 &
", ¥ == Ar b (‘I'I . )'
Aly

g3, On peul parvenir directement & cette équation par une
methode analogue 4 celle du n° 198.

Soient (&', 7, (x",2"), les coordonnées de deux points de la
courbe, dont 'un doit devenir un point de contact. La droite
qui joint ces.deux points est représentée par le systeme des

¥ -
J—J/":i—,;—% R ) ISR SR ¢ )

trois équations A% e BRals = AR, (2)
Aty b BT AP e (D)

Retranchant (3) de (2), on trouve

A+ =)+ B 2t (—a") =o0,.... ()

¢quation qui peut remplaéer Véquation (2).

¢ ‘TJ_J‘M—_]__;_,. mf+xﬂ'l
Or, la relation (4) donne e A pRE) done

la sécante est encore représentée par le systeme formé de U'é-
(uation

P, B* af 4-a
AR e D s T
jointe & (2) et (3).

(z—2a')

Pour exprimer que cette sécante devient tangente, il faut
poser ' =", ' = a’; ce qui donue enfin y
B ot
== Ty (@ — ')

pour 'équation de la tangente, en y joignant toutefois la re-
lation A*»" 4 B2a"s — A*B>.
On trouverait par rapport & I’hyperbole ,

e e BJ "

i :—: (—a")... A" — B = — A'B?,
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284. Reprenons l'équation y —y'=— L (,y &), et

tachons de la simplifier. Il vient d’abord, par la disparition des
dénominateurs, A%y — Aly"=—Btwa® 4 B*x"; mais on a
A" 4 B2a" = A*B*; donc l'équation se réduit zl

Ay + Braa® = AB.

Les mémes calculs effectués sur 'égquation de la tangente &
I'hyperbole , la réduiraient & A%y* — B*ax” = — AB2

Ces équations ne different de celles de Iellipse et de I'hy-
perbole, qu'en ce que les carrés 7" et @* y sont remplacés par
les rectangles yp" et xa’.

Soit fait y = o dans I’équalion simplifi¢e de la tangente &

a
Vellipse; on trouve @ = -?7; (fig. 165); c’est Vexpression de

Iabscisse OR du point ot la tangente rencontre Paxe des a.

Si de cette distance OR on retranche l'abscisse 2 du point
de contact, il en résulte

‘ "
OR — OP, ou P11=f3:ir e A’;”“;
la ligne PR est ce qu’on nomme la soutangente.

Commne son expression est indépendante du second axe 2B,
il s’ensuit que, pour toutes les ellipses constraites sur le pre~
nier axe, les soutangenles qui correspondent & la méme abs—
cisse, sont égales,

En d’antres termes, si d'un point P de 'axe AX, on éléve
une perpendiculaire qui rencontre ces ellipses aux points
M, M',... et que par ces points on leur méne des tangentes,
celles-ci viendront toutes aboutir aw méme point de Uaxe desX.

Or le cercle déerit sur AB comme diamétre est une de ces
cllipses ; done la soutangente est la méme pour Uellipse donnée
el pour ce cercle.

De la résulte un moyen assez simple de mener une tangente
& Vellipse par un point donné M : ds ¢e point , abaisses la pers
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P endiculaire MP, ef au pocnt M oir celte perpendiculaire ren—
contre le cercle décrit sur AB comme diagmélre, menez une tan-
gente qui rencontre en R la ligne AB, et tirez MR ; vous aurez
la tangente demandée.

Soit fait également y —o dans l'équation
Ay — Baa' = — A'B?;

on trouye x 2;}? = OR (fig. 166); donc OP — OR, ou

e @
a"— A :
PR = = c’est Vexpression de la soutangente dans

I'hyperbole ; elle est constant> pour tous les points (corres—
pondant 4 une méme abscisse) des différentes hyperboles dé-
crites sur le premier axe 2A.

285, Remarque,—La valeur de la soutangente peut s’obtenic
directement d’aprés équation non simplifiée de la tangente ;
il suffit de supposer 3 = o, et de déterminer la valeur cor-
respondante de x — x".

11 vient en effet, par la supposition de y=o dans 1’équa-=

2 pfg
tion relative & Péllipse, v — a"= Rigr 0 ou & cause de...

; A — "™
A = Br(A* — a"?), 2 = -
Si, dans I'équation relative 4 I’hyperbole, on fait =0, on
An__ :r”n
trouve également x— ' == Sy résultat identique avec
celui qui correspond a Vellipse, mais de signe contraire au
résultat déja obtenu dans le numeéro précédent.

Pour imerpréter celte circonstance, observons que, dans
Phyperbole, la distance PR est située sur Paxe des x, & la
gauche du point P (fig. 1(‘35) qui doit étre considéré comme
le point & partir duquel on compte la soutangente ; ainsi, cette
distance doit étre exprimée négativement ; et, en effet, conime

Tig. 16,

L}

Fig.s

{6,
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on a tovjours pour Uhyperbole, 2“2 A, il Sensuit que Vex-
A2 M S Az

pression _;r— est négative , et revient i — - ——-

Concluons de 13 que le premier moyen employé pour déter~
miner la soutangente, donne sa valeur absolue, mais que l¢
second fournit cette valeur avec le signe dont elle doit éire
affectée ; eu égard A sa position par rapport au pied de Vor—
donnée. : b

: Ar— " 3.
Dans ellipse, ——— estposi tif, parce que la soutangente

est placée 4 la droite du point P ( fig. 165).
(Nous supposons ici le point de contact M situé & la droite

de Paxe des j-; s’il en était autrement, les conséquences que
nous venons d’établir auraient lieu en sens contraire. )

266, Soitactuellement proposé de mener par le point de con-
tact M (fig. 166), une perpendiculaire & la tangente, c’est-a-
dire une normale; et vecherchons Péquation de cette normale,
ainsi que Vexpression de la sounormale PS.

Puisque cette droite passe par le point (2", "), son équa-

tion est de la forme y—o"'=d (e—2a");
et comme elle doit étre perpendiculaire & la tangente pour la-
Boa’
quelle ona e=— yeel la relation aa’ <}~ 1=0 donne
P

= Bz’

ct I'éuation de la normale a Vellipse est alors

On obtiendrait de méme pour U'équation de la normale &

" A:l o
Ihyperbole, =y =— E;l—ﬂ (x— 2").

it

Si, dans la premiére de ces équations , on suppose =0, €t
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-qu'Oll tire la valeur correspondante de @ —a’, il vient

2

z— = —F--’E";
cest la valeur de la sounormale PS; car & — a” représente
évidemment , dansle cas de ) ==o, la différence des abscisses
du point S ot la normale rencontre U'axe des @, et du point
de contact M. :

Cette valeur de la sounormale est d'ailleurs négative; ce qui
doit étre, puisqu’elle est comptée & partir du point P, dans le
sens négatif.

La méme hypothése y = o, introduite dans I'équation de la
b BQ
normale a I'hyperbole, donne a—a" = F'x”'

La sounormale est ici positive, parce que PS ( fig. 166) est iz 6.
comptée a la droite du point P.

287. Sinous considérons la valeur absolue de la sounormale,

2

ek a", nous voyons que pour Uellipse, plus 2" augmente, plus

cette valenr augmente.

Soit a" =0, auguel cas le point de contact est & U'extrémité
C du petit axe , la sounormale devient nulle, ce qui prouve que
la normale corvespondante passe par le centre.

Soit a”=A, auquelcas le point de contact est en B; la

a 2

N . B
sounormale se réduit a 7 U et comme A est la plus

grande valeur que puisse recevoir Vabscisse «”, il s’ensuit que
la sounormale est susceptible d’un maximumn qui n’est autre
chose que la moitié da paraméire (n® 246), ou ordonnée
qui passe par le foyer.

1

Sl :
Dans Phyperbole, au contraire, ¥\, estle mininuon de Uex-

% -
pression de la sounormale; on l'obtient en faisant 2" =— A,
Pour toute autre valeur de 2", celle de la sounormale est plus
grande , et elle devient Znfinie quand 2* est lui-méme infini,
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288. Nous allons reprendre le cas ol il s'agit de mener une
tangente & Uellipse ow & Uly perbole , par wn point donné hop:s
de la courbe , afin de déduire des résultats, quelques pro—
priétés analogues & celles qui ont €té reconnues pour le cercle,
( Foyezles n°® 200, 202, 205.)

Soient af, 77, les coordonnées d’un point quelconque i
( fig. 167), parlequel on veut mener une tangente a Pellipse.

L’équation de cette tangente est de la forme y—y'=a(e—a’),
B2 ="
a ayant (n° 282) pour valeur, a=— Y OPeE
et la question se réduit & déterminer 2% »", qui représentent
les coordonnées du point de contact, en fonction de ', 3, qui
expriment celles du point donné.

Or, on a trouvé (n°284) pour I'équation simplifide de la
tangente, Ayy"4B’xa"=A*B?; etcomme, par hypothése,
elle doit passer par le point (2, 3*), on obtient pour premitre
relation en 2" et »',  A%"4-Bir'z"=AB'.... (1)

Dailleurs; le point (x", »") appartient a la courbe ; ainsi l'on
a pour seconde relation, A" Ba” = AB... (2)

En éliminant 2" et 3" entre cesdeux éguations, dont 1'une
est du premier degré , on trouve ; tout calcul fait,

_ M@eal =) VA + B ASEY)

= A7yt - Biat2 %
o — B0y =/ VAY™ | B R
o — A’j’“ _+_ Bn A7a

(les signes supérieurs se correspondent ainst que les. signes
inférieurs).
B2z”
T
) (B"l" ..]..J, "/,x;? g Brge ;B:J
P =t S Bapties o l/A‘)'z-i-B“a:’—.A’B“’
résultat qui, aprés avoir été multiplié haut et bas par....-
A% = 2 Y/ A% B2 —AB* ( pour que le dénominatenr

Ces valeurs étant substituées dans @ — —

, donnent
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devienne rationnel ), se réduit a

3, —3‘_}"’4—‘/‘&‘7" +B:L‘-_I’:_,A2Bt
= -

cest 1a valeur cbtenue n° 282,

Nous laissons aux commencans le soin d’exécuter tous ces
calculs, qui n’offrent aucune difficulté, et qui d’ailleurs sont
analogues & ceux que nous avons exécutés pour le cercle
(n® 200).

289. Au lieu d’effectuer I’élimination, on peut (n° 181)
construire séparément les lieux géométriques exprimés par les
équations (1) et (2), a”, »" étant considérées comme des va-
viables.

Or, I'équation (2), est évidemment celle de V'ellipse déja
construite. ,

Quant 4 'équation (1), comme elle est du premier degré,
elle appartient 4 une ligne droite dont la position peut étre
facilement déterminée par ses points d’intersection avec les

] A2
axes. On obtient pour 3" =o0,...2" =—

I{!

o
et pour m":o,...y":B—.

q

Aprés avoir construit sur 0X, OY (fig. 167), les distances py; 6,
A* Pted o : ]
0l = 7 OH = —, on joint les points I et H par une droite
i
dont les points d’intersection, M, m, avec la courbe , ne sont
autre chose que les points de contact. Tirant ensuite NM et

Nm, on obtient les deux tangentes demandées.
A2 bin :
Conséquence.—Le résultat x"= - Gtant indépendant de

Tordonnée y” du point N, prouve que, si I'on considérait un
tout autre point N’ sur LL' paralléle 2 OY, et que par ce point
on menit deux tangentes N'M', N'm’, la ligne joignant les
points de contact passerait par le méme point I.

23
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La méme chose a lieu par rapport a des points pris sur upe

parallele & Vaxe des «, puisque expression y" = ; est in-
dépendante de l'abscisse o” du point N.

Cette propriété , analogue a celle qui a été démontrge
(n°203) pour le cercle, sera vérifiée par la suite pour une
droite située d’une maniére quelconque dans le plan de 1
courbe.

Les résultats pre’cédens sont également vrais pour l’hyper-
bole; et la démonstration en serait absolument la méme.

990. Pour ne rien laisser & désirer sur le probleme des tan-
gentes , nous examinerons ce que deviennent les expressions

Box" Bx"
BT ST

lorsque U'on considére le point de contact (2", »") dans toutes
les positions possibles sur la courbe.

Ellipse. = Afin de pouvoir facilement déterminer les varia—
tions qu’éprouve la valeur de a, nous mettrons 4 la place de 3"

B \ oL
sa valenr == T VA =2"; cequi changera 'expression ci-
— B2’

SRV =

dessus en a= » ou bien, en suppri-

mant les facteurs communs, et divisant haut et bas par ',

bl 7 B
= —
ji A‘/ ‘%ﬁ-—:)

Cela pos€, si l'on fait d’abord x“=o0, auquelcasle point

de contact se trouve en G ou D (fig.165), la quantité mA—,:, de-

vient infinie; d’ow on déduit a==o. Donc, aux points C
et D la tangente est paraliéle aw grand axe.
A mesure que =’ augmente , soit positivement, soit négati-
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) ' A%

vement %—2, et par conséquent A \/::T,— 1, diminue, et la

valeur de @ augmente de plus en plus, numériquement. Lors-

qu'enfin on suppose « a' === A, auquel cas le point de contact

se trouve en B ou en A, le radical devient nul, etl’on a a=o05 ;

donc la tangente en ces deux points est perpendiculaire au
remier axe.

Si l'on fait passer «” par tous les états de grandeur depuis
ojusqu’a A, il est visible que la valeur de @ passera par tous
les états de grandeur depuis o jusqu’a Vinfimi ndgatif, et de-
puis o jusqu'a VinfinZ positif. Aiusi la tangente prend toutes
les inclinaisorts possibles par rapport au premier axe ; les an—
gles sont aigus pour tous les points situés entre B et D, ou
entre A et C; ils sont obtus pour tous les angles situés entre C
et B, ouentre D et A.

Veut-on , par exemple , savoir en quel point la tangente &
Pellipse fait avec le grand axe un angle donné?

— Bi”
jb'_" =t ,.
ce qui donne I'équation Atty” 4 Bz’ — o,
que P'on combine avec celle«ci:  A%y"* 4 Boa"— A*B2,

Soit ¢ la tangente de cet angle , on pose

En substitnant, dans 1a seconde équation, la valeur de y"
tirée de la premitre, on trouve
Bix"  ABitia™ — AR,
=A%
"-/ A + B’
résultat toujours réel, quelle que soit la valeur de ¢,
Cette valeur est nécessairement moindre que A, puisque

VATER est plus grand que At. Si cependant 'on avait
{=o, on trouverait que "

d'on on déduit 2" =

in 2
e A’z o A iy

A!!h u
VirEB ‘/ Bt

23. .
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e

294. Hyperbole. — L’expression a =A_;7” devient, lors-

A e
qu'on y remplace 2" par sa valeur =g Vy= 4B,

Si I'on fait d’abord »"=o0, valeur a laquelle correspond
2"==r=A, on obtient a=co; donc, aux points B et A
(fig. 166), la tangente est perpendiculaire aw premier axe.

]

A 4 mente , le t : dimi :
mesure que " augmente , le erme‘y,, iminue; par con-

séquent, le radical approche de plus en plus d’étre égal a 1;
et pour 3’ = oo, 'on obtient a= ; ; ce qui démontre

(n° 264) que les tangentes a Vinfini font avec le premier axe,
les mémes angles que les asymptotes.

2

o 1 - : A
D’un autre coté, si Von considére Vabscisse, ==, du
X

point on la tangente rencontre le premier axe (n° 284), on
voit que, dans 'hypotheése de a"==co (correspondant 4 y=o00),
cette abscisse devient nulle ; donc les tangentes & Pinfini passent
par le centre,

D’oi1 Yon peut conclure que les tangentes & Linfini ne sont
autre chose que les asymptotes elles-mémes.

Ay Al

Remarque.—Tant que a' est positif, I'expression = reste
positive ; elle se réduit & A pour =" = A, et 4 o pour 2"=0c0.
Ainsi, pour tous les points de la premitre branche de 'hy-
perbole, les tangentes rencontrent le premier axe entre le
sommet Bet le centre ; et pour tous les points de la seconde
branche, la rencontre a lien entre les points O et A.
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daill I tité == FL‘/;+-§’—
Observons d ailleurs que la quan e _7‘""

B
une valeur numérique essentiellement plus grande que 3

puisque le radical est toujours plus grand que 1, excepté quand
on suppose »'=oco, hypothése qui réduit le radical a

I'unité, et Pexpression elle-méme & == 1

1l résulte de 13, que la tangente & I'hyperbole ne peut ja-
mais former avec le premier axe un angle aigu mowndre que

Pangle LOX dont la tangente est — %, ni un angle obtus plus

grand que HOX dont la tangente est -—-%

Ainsi, dans I'hyperbole équilatére dont les asymptotes sont
rectangulaires, ou font avec le premier axe chacune un angle
de 50°, les tangentes ne peuvent faire avec cet axe un angle
aigu moindre que 50°, ni un angle obtus plus grand que 150°.

11 serait facile de déterminer, comme pour ellipse, la po-
sition du point otila tangente & Ihyperbole doit faire un angle
donné avec le premier axe.

De la Tangente considérée par rapport aux
diametres et aux rayons vecteurs.

292, Soient MR ( fig. 168) une tangente en un point quel- Fig.168
tonque M de Vellipse, et MM’ le diamétre qui passe par le
point de contact.
_Ona trouvé (n°282) pour le coefficient de x dans Véqua-
lion non simplifiée de la tangente,

B'a"

~ T
D'un autre coté, puisque le diamétre MM’, dont l'équa~

L
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tion est de la forme J’_“ x, passe par le point M, qm a
pour coordonnées z”, y”, on a la relation

U
T a'x"; dou 4 =‘y—".
J x

Or, si Pon multiplie ces deux expressions de a et de & I'une
par lautre, il en résulte ad = — —.

Mais en désignant par @' la tangente de 'angle que forme

avec l'axe des « le diamétre 7om’ conjugué du diametre MM,
a
on a également (n° 262) la relation ¢'a" = — %

Les deux égalités précédentes, comparées entre elles, don-
nent nécessairement a=a"; ¢e qui veut dire que la tan-
gente , en un point quelcongue de Uellipse , est paralléle au
diamétre conjugué de celui qui passe par le point de contact.

Conséquence.—Si par les extrémités M, M, mn, m’, des deux
diamétres conjugués, on wmene guatre tangentes, ces droites
forment un parallélogramme circonserit a Vellipse, puisque
les tangentes mences aux extrémités du diamétre MM sont
paralléles au diamétre mm’, et réciproquement.

Dans 'hyperhole , 1a propriété précédente a également lieu;
mais comme on a vu {un° 263) que , pour tout systeme de dia-
métres conjugues, 'un est transverse et Vautre non transverse,
il s’ensuit qu’'on me peut mener que les deux tangentes TT",
' (fig. 169).

295. Cette propriété fournit un moyen assez simple de mener.
une tangente & lellipse on a Uhyperbole , 1°. par un point
donné sur la courbe, 2°. paralltlement & une droite donnée
de position sur le plan de la courbe,

Dans le premier cas , déterminez, par 'un des moyens indi-
qués n® 261 et 280, le diamétre conjugué de celui qui passe
parle pointde contact ; puis, par ce point, menes une pa-
ra'léle aw diamétre ainsi déterminé ; vous obtenez la tangente
demandée.

o
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Dans le second , tracez un diamétre paralléle & la droite
donnée ; puis détermines son diamétre conjugué ; et par les
deux extrémites de celui-ci , menez deux paralléles au pre-
miers ow & la droite donnée ; yous ayez ainsi les tangentes de-
man'dées. I
Pour que la seconde construction puisse s’appliquer & I’hy-
perbole, il faut évidemment que la droite donnée fasse avec
Paxe des « un angle aigu plus grand que celui dont la tan-

B :
gente est -, ou un angle obtus moindre que celui dont la tan-

B f i
gente ESt_K' C’est d’ailleurs une conséquence de ce qui a

été dit, n° 291, sur linclinaison de la tangente dans I’hy-
perbole,

294. Considérons actuellement les deux rayons vecteurs
menés des foyers F, F' ( fig. 170), d'une ELLIPSE, au point de Fig.1yq,
contact de la tangente MR, et proposons-nous de caleuler les
angles FMR, F'MR, que forment ces rayons vecteurs avec la
tangente.

Soient FMR = ¥," FMR = V/,
tang MRX = @, tang MFX=a/, tang MF'X —=a";

on a évidemment, d’aprés la figure,

__a—d ,_ G=—a’
taugV._-—l +aan Mgv — 1+aa"'
: . B!
Or, on a déja trouvé (n° 282) a = — Ay

De plus, comme le rayon vecteur FM passe par le point

dont les coordonnées sont ¥ =o0, x=c ou VA’—B’, son
équation est de la forme y = a’(x —c); et puisqu’il passs
en meéme temps par le point x”, »’; on a la relation

i

J-‘" — d' (1‘" o C) ) d’Oil. G.' = g_}"J-:- q'
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On obtiendrait de méme pour la valeur de o” correspondant
au rayon F'M qui passe par le méme point (2", ") et par
le point (y =0, x=—c¢),

e
A

ﬂ." =
Cela posé, si I'on substitue d’abord pour a et @’ leurs va-
leurs dans Vexpression de tang V, on trouve
Lrt Bn_r-fr f#
A" T —c¢  —PBa"+4 Blea’ — Azyia
wa"fyu T AZJ"’:}'" s A’CJ‘" T B’m”‘}'" ]

tangV =

ou bien, a causede A% 4Bl —AB, et A°—Bi—¢?,

Blea" — A°B? Blex’ — A? B:
tangV = = i 7 = o ) =
C.Tj

—Acy” oy (ca"— AN o
Comme, pour passer de tang V a tang V', il suffit de rem-

placer @’ par a”, et quela valeur de a” ne différe de celle de &'

qu’en ce que ¢ est changé en— ¢, il s’ensunit que, tout calcul

: : B
fait, on doit trouver tang V' = — —.
ox

De 1a résulte nécessairement que les angles F'MR, FMR,
sont supplémens1'un de ’autre ; ou bien, si 'on prolonge F'M,
que les angles GMR, FMR, sont égaux.

Donc la tangente & Uellipse divise en deuzx parties égales
Uangle formé par Pun des rayons vecteurs FM et le prolon—
ment MG de Uautre rayon vecteur.

Soit prolongée la tangente MR au-dessus du point M ; comme
on a GMR =F'MR/, il en résulte FMR — I'MR’. Ainsi, I'on
peut encore dive que /a tangente RB"‘formc avec les rayons
wecteurs, de chaque cbté du point de contact , des'angles égaurs

Enfin, sil’on méne la normale MK, de Végalité des angles.
FMR, F'MR’, on déduit nécessaivement celle des angles FMK,
KMF'; donc la normale divise en deux parties égales langle
formé par les dewa rayons vecteurs.
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Ces diverses propriélés sont tellement lides entre elles, que,
Yane étant démontrée, les autres s’en déduisent immédia—

ternent. -
Passons & 1L’EYPERBOLE. On a, en conservant les mémes nota-

tions que ci-dessus (fig. 170),
a—a
1+ ad’’
tang F’'MR. ou tang V' = tang (MRX — MF'X) = :1__':-‘;»'-
B2z”
Cela posé, Iexpression de a est pour hyperbole, e = A’_;" ;

tang FMR ou tang V = tang (MFX — MRX ) ==

S S
a"—c’ x4’

Substituant les valeurs de a, @', dans l'expression de tang V,
on trouve

on a d’ailleurs, comme pour l'ellipse, &’ =

J,v Biz”
gi=c T IRY® oAy P Blest
ot Biy? Ay — Ay’ Braly"’
@ —9

ou, a cause de Ay"* —B'a"*=—A'B?, A*4-B*=¢?,

tang V =

— AB* - Biex”  B*(cx”—A%)  B?
'y —Arcy” T oy'(ca’— A%) T o™

tang V =

Quant a I'expression de tang V', comme on @..o0evvses.n
o
a=— g

14+aa"’
(

tang V'l —= . @ —9) a'—a
ngV e,

Sz B i : ;
rait— Tk puisqu’il suffirait de changerc en—c dansle résultat

tang V' =

valeur qui peut étre mise sous la forme

étant calculé, donne-

précédent, il faut nécessairement que on ait tang V' = o

- Donc les angles FMR, F'MR, sont égaux; ainsi, dans hy-
perbole, lu tangente divise en deux parties égales Uangle
Sorme par les deux rayons vecteurs ewz—mémes.

Fig.170.
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295. On déduit de la propri€té précédente le moyen le plus
commode et le plus simple, en général, et pourva que Pop
connaisse les foyers, pour mener une tangente & Uellipse ou &
Phyperbole, 1°. par un point pris sur la courbe, 2°, par un
point pris hors de la courbe.

Considérons d’abord un point M ( fig. 170) donné sur Vel-
lipse. Zirez les deux rayons wecteurs FM et ¥'M ; prolonges
F'M d’une quantité MG égale & MF ; joignez F et G; puis
abaisses du point M sur ¥G une perpendiculaire ; yous aurez
la tangente : car, & cause du triangle isocele MFG, cette droite
divise I'angle FMG en deux parties égales.

On peut démontrer synthétiguement que la ligne MR qui
divise I'angle FMG en deux parties égales, n’a que le point M
de commun avee la courbe, et est par conséquent tangente.

En effet , soit N un tout autre point de cette ligne; et joi-
gnons-le aux points F', F, et G. Le triangle F'NG donne
F'N 4+ NG >F'G; mais d’aprés la construction, NG=NF,
puisque tous les points de MR sont également distans des points
F et G. De plus, MG = MF; d’ou I'G =F'M 4 MF —24.

Donc l'inégalité précédente devient B'N 4 NF >>2A4 ; ce qui
prouve (n°® 274) que le point N est hors de la courbe.

Soit actuellement proposé de mener une tangente par un
poitnt N donné hors de la courbe.

Pour cela, il suffirait évidemment de connaitre la position
du point G ; car, ce point étant déterminé, il en serait de méme
de F'G, et par suite, du point de contact M.

Or, ce point G jouit de la propriété d’étre 4 une distance
du point F’ égale 4 2A, et & une distance du point N égale
a la distance NF qui est connue. D'aprés cette observation,
ilfaut, pour 'obtenir, décrire des points ¥', N, comme centres
et avec des rayons respectivement égaux & 2A , NF, deux arcs
de cercle qui se coupent au point G, et tiver ¥'G qui rencontre
la courbe en M ; la droite NM est la tangente demandée.

Comme fes deux arcs de cercle se coupent en un second
point G/, si V'on tire F'G’, et qu’on joigne le point N au point
M’ ou F'G' rencontre la courbe, on obtiendra la seconde tan-
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ute qui peut toujours étre menée du point N, tant que ce
point est sitné hors de la courbe.

Discussion.—Tant que le point N sera situé hors de ln courbe, la construe-
t{on précédente sera poseible; c'est-d-dire qu'on pourra mener du point N
deux tangentes @ la courbe.

Pour le démontrer, il sufiit de faire voir que la circonférence décrite du
point N comme centre avec le rayon NF, a deux points, T'un intérieur,
Pqutre extérieur i la circonférence décrite du point F” comme centre avec le
rayon 2A ; car alors elles se couperont nécessairement.

Or,ona évidemment F'F < aA; ce qui prouve déj que le point F de
cire. NE est intérienr & cire. 2A décrite du point F7.

En second lieu, soit prolongé ¥'N d'une quantité NF' =NF; comme,
par hypothése , le point N est extérieur & Pellipse, on a (n® 274).......
F'N 4 NF>aA, ¢t par conséquent, F'N--NF” ou F'F'>2A; ainsi
le point F” de circ. NF est extérieur & cire. 2A décrite du point F”.

Donc, ete.

Poun r’myPERBOLE, la construction est absolument la méme dans chacun
des deux cas ( fiz. 171 ). Fig.ayn

Quant & la discussion du second eas, il suffit de prouver, en raisonnant
comme pour lellipse, que eirc. NF a deax points, 'un intérieur, V'autre
extérienr i eire. 2A décrite du point . :

Or on a déja F'F >2A; dunc le point F de cire. NF est ‘extérieur &
cire. 2A.

Soit ensuite pris sur /N, NF” = NF; puisque le point N est, par hy-
pothése , extérieur & hyperbole, ona F'N— NF<2A; d'oa IYN—NF"
ou F'F* < 2A; ainei le point F” de cire. NF est intérieur & cire. 2A.

Done enfin les deux circonférences se coupent.

N. B.—11 est & remarquer que la construction précédente
et la démonstration synthétique que nous en avons donnée,
sont uniquement fondées sur les définitions de Vellipse et de
Fhyperbole , c’est-a~dire sur la propriété caractéristigue qui
a servi de base 4 la recherche des équations de ces courbes.

296. Nous pouvons maintenant rendre raison des dénomi-
nations de foyers et de rayous vecteurs , données aux points
F, F’, et aux lignes FM , F'M.

Cest un principe de Physique généralement admis, que
tout corps élastique qui rencontre une surface , se réfléchit

de manicre & former un angle de réflevion égal & celui d’in-
€ i't.fcrzcg’ -
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Cela posé, concevons qu’a l'un des foyers F (fig. 192) d’une
ellipse , on ait placé un charbon ardent dont les rayons de cha-
leur viennent frapper la courbe en différens points M, M"., _;
ces rayons forment avec les tangentes menées par ces points,
des angles FMT, FM'T’,... appelés angles d’incidence, Or, en
vertu du principe de Physique, ces rayons doivent étre réflé-
chis suivant des droites qui fassent avec M¢, M7, . . des angles
(appelés angles de réflexion) éganx a ceux d’incidence; done
les rayons réfléchis sont tous dirigés vers le point F pour le-
quel seul, les angles F'Mt, F'MY,. .. sont égaux aux angles
FMT, FM'T'. ...

Ainsi, qu’on ait placé au point F un foyerde chaleur, et au
point F’ une matiére inflammable, ce corps s’enflammera
comme s'il était placé au point F lui-méme. Les différens
points de I'intérieur de la courbe se ressentiront plus ou moins
du rayonnement de la chaleur ; mais le point F’ sera le seul o
se concentreront les rayons partis du point F.

Dans 'hyperbole, des rayons de chaleur partant du pointF
(fig.173) et venant frapper la conrbe aux points M, M/, ...
se réfléchiraient dans Vintérieur, suivant des droitesMf, M'f",...
qui, prolongées en sens contraire, iraient toutes aboutir au
point F'; car de l’égalité des angles FMT, TMJ’, on conclut
celle des angles FMT, fM¢, etc. ...

297. Conséquences de la propriété du n° 294,

Premiére.—Comme, pour fixer la position de la tangente en
un point donné M ( fig. 170), on a pris (n° 295) MG =NF,
et qu'aprés avoir tiré le droite FG, on a abaissé du point M
une perpendiculaire sur FG, il s’ensuit que cette derniere
droite est divisée en deux parties égales au point I. Donc, si
Yon joint le centre au point I qui peut étre regardé comme le
pied de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la tangente,
on formera deux triangles semblables FOI, FF'G , puisque l'on
a OF=OF et IF=1IG. Ainsi ces triangles donnent. ..
F'G 2 Ol :: F'F : OF; mais OF est la moitié de TF’, et
par construction, I'G est égal 4 2A; donc OI=A.
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D'ou résulte la propriété suivante: §i de Dun des foyers
d'une ellipse, on abaisse une perpendiculaire sur une tan—
: gente quelconque, la distance du centre au pied de la perpen—~
diculaire est égale a la moiti¢ du premier axe; en d’autres
termes , le liew géométrique des pieds de toutes les perpendi-
culaires abaissées d’un quelconque des fo‘yer.s sur les tan-
gentes & la courbe, est la circonférence de cercle décrite sur 2A
comme diamétre.
Cette propri€té a également lieu pour I’hyperbole, et se dé-
montre de la méme maniere (fig. 171.) Fig.171.

298. Seconde conséquence.— Soient abaissées des points F
et F' (fig. 170) les deux perpendiculaires FI, F'T’, sur la tan- Fig.170.
gente RR’; on vient de démontrer que les distances OI, O,
sont égales a A.

Cela posé, si des points 0, F, on méne OL, FL!, paralléles &
la tangente, on a, d’aprés la figure,

T =1L 418,
I =TL =1L ~LF;

dott lon déduit  ¥'F < IF =TL —LF ;
mais les triangles rectangles 1'0L, 'FOL, dans lesquels
O =A et OF =¢ ou /A*—B, donnent
Lo k% — ﬁf, FlL=¢ -—-FO_LE;
on obtient done
IF' 5 IF = A* —OL — ¢* OL = A® — ¢> = B,

Donc, dans Vellipse , le produit des perpendiculaires abaissées
des deux Jorers sur une tangente , est égal au carré de la
MoLlié du second axe.
: I:our Ihyperbole, Vegalité précédente deviendrait (n°® 255) :
F'X} 1F = —B* (fig. 171), parce que les deux perpendicu— Fig.171,
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laires sont placées en sens contraire 'une de 'autre par rap-
port & la tangente ; mais si Von fait le calcul directement, sany
aveir égard au sens de ces lignes, on trouve de méme que
leur produit est égal & - B

299, Troisiéme conséquence,—Soit mené le diametre mm*
( fig. 170) conjugué de celui qui passe par le point de contact
de la tangente RR'. Tirons d’ailleurs les rayons vecteurs FM,
F'M, et la ligne OI qui joint le centre au pied de la perpendi-
culaire abaissée du foyer F sur la tangente.

On a vu (n° 292) que le diamétre mom’ est parallele A la
tangente ; d’ailleurs OI est paralléle a F'M, a cause de la simi-
litude des triangles FOI, FF'G; donc la figure OTMH est un

parallédlogramme, et 'on a MH —= 0l =A.

Ainsi , dans Vellipse et Vhyperbole, la partie d'un rayon
vecteur comprise entre la tangente et le diameétre conjugué de
celut qui passe par le point de contact , est égale & la moiti¢
du premier axe.

Toutes ces propriétés, qui ont été facilement déduites de
celle de la tangente par rapport aux rayons vecteurs, trou-
veront leur application dans la suite.

S ILI. Propriétés de PEllipse et de UHyperbole
rapportées a leurs diamétres conjugues.

500. La propriété caractéristique de tout systéme de dia—
métres conjugués consistant (n° 258) en ce que chacun d’enx
divise en deux parties égales toutes les cordes de la courbe
menées parallelement A V'autre, il en résulte que, si l'on rap-
porte la courbe & un semblable systéme, la nouvelle équation
ne doit renfermer que les carrés des coordonnées et une quan—
tit¢ toute connue, c'est-i-dire doit étre de méme forme que
celle de la courbe rapportée 4 ses axes principaux. Nous pour=
rions done établir immédiatement, pour I'équation de la
courbe rapportée & Fun de ces systémes, My* =Na*==x%P,
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gquation qu’'on pourrait ensuite, a I'aide d’une transforma-
tion analogue & celle des n°* 255 et 259, ramener & celle~ci :

Ayt o= Bog® = =A"R",

Mais on congoit que, pour chaque systeme dont on doune la
direction , les constantes A’ et B’ qui, comme il est aisé de
le voir, représentent les demi-diamétres, deivent avoir avec
les demi-axes cerlaines relations. Or, ce sont ces relations
qu’il s’agit maintenant de déterminer.

Pour y patvenir d’une manitre générale , nous nous propo-
serons la question suivante : L’équation d’'une ellipse ou d’une
hyperbole rapportée & ses axes principaux , étant donnée , on
demande de rapporter la courbe & un nouveau systeme tel,
que la nouvelle équation conserve la méme forme. Clest une
simple application de la transformation des coordonnées.

Occupons-nous d’abord de Iellipse, qui a pour équation

Ay* 4= B*z* = A*B:.
Substituons dans cette équation, i la place de x, , les valeurs

T = xcosa - y cosa’,
¥y = xsing = y sinea’,

qui (n°249) servent 4 passer d'un systéme rectangulaire a
un systéeme oblique de méme origine.

Il vient , par cette substitution,
(A%sin®s/< B'cos’a’) 32+ 2(A%sinasine’4-Bcosacose ) uy ... . .
(A’sin®« 4= B’cos®a ) p'=A"B".

Mais par hypothése, I'équation ne doit renfermer que les
carrés des variables et la quantité toute connue ; il faut donc
que le coefficient de ay soit égal 4 o ; ee qui donne

A’sinasine’ < Bicoswcose’ = o;.... (1)
et équation se réduit &

(A*sin%a’ - Brcos®a’) y2+ (A’sin®z 4= Brcos’s) x? == ABe. |, ’ (2)
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Si on divise I’équation (1) par cos « cos«’, elle devient

B:

A'tangetangs’ 4 B'=o0; dou tangetangs’ = — =

Comme on n’a qu'une seule équation pour déterminer les
angles «, «, il s'ensuit que le nombre des systémes de diameé—
tres conjugués est infini. Cette relation est d’ailleurs identique
avec celle du n® 261 ; et les conséquences qui en ont été dé-
duites se reproduisent également ici.

Soit fait successivement dans 'équation (2),

y=29 P = i 3
il en résulte. .. s :[-P SRS

2 A*B
r = o, (i TR T

Ces expressions représentent les carrés des distances OM, Om
(fig. 168 ), ou des demi-diamétres conjugués. Donc, en dé-
signant par 24’, 2B, les longuneurs totales MM', mm’, on a les
relations

‘ A’B? : AR
A A’sin*e - B*cos’a’ o A%sin’e -}~ Blcos’a = R
A°B? d’on i

B =

[A’sm"- -+ Bicos’s’= Aﬁ,a 2

A%sin’e’-Bicos’a '_'
Substituant ces valeurs dans ’équation (2), on obtient enfin
Affyr L Blags = ABR'S

pour 'équation de Pellipse rapportée & un systéme quelconque
de diamétres conjuguss.

Comme pour x =z A’, cette équation donne y*= o0, et
que, réciproquement, pour ¥ ==*B', ona z’=o, oOn
doit conclure que les droites menées parles points M, M, m, !,
parallelement aux deux diameétres, sont tangentes a la courbe,
propriété qui a déja €té reconnue (n° 292).
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Pous 1HYPERBOLE, on obtiendrait les équations

g 2
4 AT , —_— .
Absinesing’ — B*cos ucosd’ =0, dou tang«tange =4

et (A*sin’s’ —B* cos’a’) y* - (A’ sin*z— B’ cos’e) 2* =—A*B*,

dont la premitre exprime que les nouveaux axes forment un
systeme de diamétres conjugués; et la derniére représente la
courbe rapportée a ce systeme.

Soit fait successivement dans cette équation,

=05 i s —A®B®
~ Afsin®z — B*cos’z’
on trouve ? LA
x =
A®sin® o' — Bcos?a’”

S —"1013

Mais il faut observer que de ces deux carres, 1'un est positif,
l'autre est négatif’; car on a vu (n° 265) (ue, pour tout sys=
teme de diameétres conjugués , 'un est transverse et autre non
transverse ; d’on il suit que , si la valeur de x correspondant
A y=o, est réelle, celle de y correspondant 3 x=o doit
étre immaginaire; on réciproquement (wvoyez d’ailleurs le
n® suivant).

Supposons, ce qui est toujours permis, qu’on ait pris pour
axe des @ le diameétre transverse; dans ce cas, I'expression de a2
est positive , mais celle de y* est négative. Désignant denc la
premitre par A, et la seconde par —B’*, on obtient les
relations

1. _AQB: . & .
A= A%in’z — Blcosla—— A°B
A*sin*2 — Bcos*a Toit TR
o 2} A2B® . 2Ra
B :—:—-!:-—--—, s A%sin’e’—B’cos’e'= éﬁ_
A'sin’e’— Bicosty R

. Reportant ces valeurs dans P’équation de la courbe, on ob-
Ueut, toute réduction faite, ... A"y* — B'%x* —— A"B",

Si, au contraire, on égalait la premitre a— B, et la seconde
4 A, on (rouverait R%y* — A% == A"B"* pour I'équation de

24
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I'hyperbole rapportée au diamétre non transverse, comme axe
des x (voyes n° 240).

501. On peut démontrer directement que les deux expres—
sions de x? et y* sont de signes contraires.

En effet, multiplions—les entre elles; il vient pour leur
produit ,

AiB#

(A%sin*z — Bcos’w ) (A'sin’e’ — Bcos’a’ )’

Or, si’on développe le dénominateur, on trouve
Alsin"asin®a’ 4 Bicos 2 cos’a’— A*B? (sin*«'cos’a 4 sinxzcos’s’) ;
mais la relation A’sinasing’ — B®cosecosz’ — o, donne
Alsin® zsin®a’ 4 Bicos® s cos’s’ = 2A*B*sin «sin &' cos & cos 4’ ;
donc le dénominateur devient

A*B* (2 sin wsin &’ cosacose’ — sin’ a'cos’a — sin*zcos’a');
expression qui se change encore dans la suivante

— A'B? (sina’ cosa—sinacos 2")°, ou — A'B’sin® (" — a).

i TSR . AB?
Ainsi, le produit ci-dessus se réduit & ——— ;
insi, le p i-dessu it a gy o
A'B*

ou bien enfin, a —_——— e —
sin® (&' —a)

Ce résultat étant essentiellement négalif, prouve que les
deux valeurs de x* et y* sont de signes contraires.

Désignant donc , comme on I'a fait dans le n°® précédent, la
valeur de x* par A", celle de y* par — B", on parvient i cetle

A*B® =

sin® (&' —u) g
d’on A'. B .sin (&' —a) = A.B.

Les mémes calculs effectués gur les expressions
A*B® A*B:

2

—_— — B e e e
Asin*e’+ Bcos®a’ A*in’d - B cos's’’

relation remarquable, —A"B"*—= —

A"
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celatives @ Pellipse, donneraient pour résullat,

Af,Bu Siﬂ‘ (g’ —_— a;) —_— A"'B‘; % d'Ol:]. ﬁ.’ . .Bi - Sin (w’ — :z) — A . B .

502. Voyons ce que sigui|ﬁe un semblable résnitat en Géo-
métrie. 7 )
Soient MM', mm'’ ( fig. 168), deux diamétres conjugués par Fig.168.
" les extréimités desquels on a mené des tangentes qui, comme
on P'a déja vu, déterminent un parallélogramme TT'7¢, le-
quel , d’aillenrs , est évidemment quadruple du parallélo-
gramme OMTrm. '
Si du point /n, on abaisse mi perpendiculaire sur OM, on
aura, évidemment OMTm — OM < mi=A" > mi; mais l¢
triangle rectangle Oim donne mi — Om .sinmOi, ou hien,

mi — B’.sin mOM — B'sin (&' — «) ;

done OMTm — A'. B .sin(a’ — 2).

D'on Pon peut conclure que le parallélogramme construit
sur les demi-diamétres conjugués OM , Om , est égal au rec-
tangle construit sur les demi-axes.

Ce résultat est tout-a fait indépendant du systéme de dia-
métres conjugués que 'on considere. :

Conumne la relation A’ B'.sin (¢ —e) = A.B, peut se trans-
former en celle-ci:2A’.2B'.sin («'—«)=2A.2B, on peut encore
dive que tous les parallélogrammes circonscrets a Pellipse, et
dont les cbtés sont respectivement paralléles a deux diamétres
conjugués , ont une surface constante pour tous les systémes
de diamétres conjugués , et égale au rectangle construit sur
les axes.,

305. N. B. — Cette surface constante jouit de la propriété
détre un minimum parmi celles des différens parallélo~

grammes que l'on peut, en général, circonscrire a une ellipse
donnée.

En effet, considérons , par exemple, un parallélogramme
UVV'U', dont deux cités soient les tangentes menées par les

24..
it
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extrémitds du diametre mm’, ¢t les deux autres cdiés soient
les tangentes menées par les extrémités d’un diameétre nn’ non
conjugué de mm’. Prolongeons d’ailleurs mi jusqu’ sa ren-
contre en [ avec la base U'V’. On a pour la surface de ce pa-
rallélogramme , UV’ < ml.

Mais le triangle rectangle miém’ donne ml = mm'.sin mm'l,

ou ml = 2B < sinmOM = 2B’ .sin (" —- «).

D’un autre c6té, il est évident que U'V’, qui est paralléle
4 MM/, est plus grand que MM’ ou 2A’, puisque les cotés
UU’, YV’, sont extérieurs a Pellipse.

Done UV 3¢ ml est plus grand que 24" > 2B .sin (2’ —a),

Ce qu'il fallait démontrer.

504. La propriéte du n® 502 est également applicable & 'hy-
perbole. Sovient MM’, NN', deux diamétres conjugués quel-
conques; si Uon suppose que MM’ ( fig. 169) représente le
diamétre 2A’, et qu'on prenne sur la dirvection de NN,
Om=0m' =B, le parallelogramme OMTm a pour expres-
BEOD . s sl - OM < Om.sin mOM — A’ . B’ .sin (&' — «); et le
parallélogramme que forment les tangentes TT’, i, avec les
droites Tt, T, menées par les points m, m', parallelement 4
MM, est égal & 24" >< 2B sin (2 — «).

Or, on a yu (n° 301) que ces expressions sout respectivement
égales 4 A X< B et 2A >< 2B; donc, ete.

Les parallélogrammes tels que TT, #t'; dout les cotés sont
paralléles et egaux a deux diametres conjugués, sont dits des
parallélogrammes inscrits & Uhyperbole.

505. On peut remarquer, par rapport au rectangle EE ee’
construit sur les axes, que comme les asymptotes OL, OH, ont
eté déterminées (n° 258) en prenant sur la perpendic-ulaire
eélevée au point B, deux parties BE, BE, égales a la moiti¢ du
second axe, les sommets E, E', ¢, e, de ce parallélogrammie
rumngle 5 sont sttués sur les asymplotes.

O, je dis que cette propriété est commune a tous les paral-
lélogrammes inscrits dont nous yenons de parler.



DIAMETRES CONJUGUES. 373

Pour le démontrer, nous rechercherons d’abord quelles sont
les équations des asymptotes rapportées & un systtme de dia~
métres conjugués OM, ON, pour lesquels ’équation de la courbe

est Aty Blipt —=JAYBE, . L Lh (1)

Comme ces droites sont les seules qui, menées par le centre
qui, »
rencontrent la courbe a Uinfini, il suffit de combiner 'équation
y —ax..... (2) avec ’équation (1), puis d’exprimer que
les valeurs communes de 2 et de y sont infinies.
Or, il résulie de cette combinaison ,

- AR
A!“)),-;_. Bopt — L Ar,Brg, LGN et = .A. B -
V' BE_—Aar
valeur qui devient Znfinie lorsqu’on suppose B'* — A"%a*=o,
R B'
d’on a =k -

Porfant cette valeur dans I’équation (2), on obtient enfin
Bf
¥y = i 2 "A'—, X

Donc les asymptotes qui ont pour €quations, »= + — a,

A
B 711 . 4
et y=—7a, lorsqu’elles sont rapportées au systéme des
axes principaux , sont représentées par
’ B
T ::-.-{-1-,-:1:, J =i &

quand on les rapporte a un systéme de diamétres conjugués.

Ainsi, soient OM, ON ( fig. 174), deux diamétres conjugués Fig.174,

’

auxquels on suppose la courbe rapportée;; l’équatiorlj:_tra'

Teprésente les deux asymptotes rapportées au méme systéme,
les 2 se comptant sar OM et les parallelement 4 ON.
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Cela posé, soit fait dans cette équation , r==A" il en résuli
y=2==B"; ce qui prouve que si, au point M, on méne une
paralléle & NN/, ou, ce qui revient au méme (n° 292), une
tangente & la comrbe, les parties MT, MT', de cette tangente
comprises entre le point de contact M et les deux: asymptotes ,
sont égales entre elles, et, de plus, égales chacune a la moiti¢
duwdiameétre conjugué de NMIM'.

Méme résultat pour la tangente menée au point M,

- Donc si I’on joint les points T, ¢, et T', 7, la figure ainsi
formée ne sera autre chose que le parallélogramme dont les
cdtés sont égaux et paralleles a 2A", 2B’

306 La mémeéquation jp ==X i [prenVEEREONE qUS,

pour nne abscisse queleonque OP, les ordounces PR, PR/, sout
égales et de signes contraires ; d’ailleurs, il résulte de I'équation

de la courbe, y==£ % V x*—A"™, que les ordonnées PS,

PS’, correspondant & la méme abscisse OP, sont aussi égales
etde signes contraires ; done PR—PS on RS—PR’—PS ou R'S".

D’oii l'on peut conclure que les deux parties d'une sécante
comprises entre la courbe et les asymptotes , sont égales entre
elles.

Cette derniére propriét€ est vraie quelle que soit la diree-
tion de la sécante sur le plan de la courbe ; car on peuttoujours
imaginer par le centre, un diamétre paraliele 4 une sécante
donnée de position , puis déterminer Ie diamétre conjugué de
celui-ci ; supposer enfin la courbe et ses asymptotes rapportées
4 ce systeme de diameétres conjugués. Dés lors, la démonstra—
tion précédente sera immédiatement applicable.

Nous reviendrons plus loin sur ces propriétés fort curieuscs
des asymptotes. Notre but principal était ici de faire yoir que
les sommets des parallélogrammes ‘ont les cétés sont paral-
Léles et égaux A un systéme de diamétres conjugués, ont lewrs
sommets placés sur les asymplotes.

507. Reprenons les valeurs de A%, B>, obtenues (n® 300)
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pout I'ellipse, et remplagons, dans ces expressions, sin’e,
cos’z, sin* 2, cos*«’, par leurs valeurs en fonction de tang «;

savoir :
A 1 sint tang®z
ws'_|+tang‘u' T T+ tang'a’
i I SR tang® e’
cos’e =——— sS4 =e—————7;
1 -~ tang® « 1+ tang’«
B ;i A*B*(14- tang’«) A2B? (14-tang" 2")
btient A" — ————— 9~ e e .
omOAER Altang' a +4-B* ’ 2 A*tang®z'--B* g

équations qui, réunies a 'équation de condition

B.\
tangu.ta.nga’ =

renferment les six quantités A, B, A', B, tangs, tange’; donc
si Pon élimine entre ces équations les quantités tang «, tange’,
on doit néeessairement parvenir & une certaine relation entre
les quantités A, B, A', B".
Or, des deux premiéves €quations on déduit
B’(A’—A") ,__ B*(A*—B")
t = —————— | = e——e—
LI A? (A"a _Ba) 4 tang e A? (B':_B:J ¥
-1 7 e BY, (Af S A7) (A* —BT)

d’oti tang® « . tang* &’ = B AT—B) (B —B)’

D’un autre cdté, la troisiéme équation denne
3 0 B‘i
tang’«, tang* e = e

; (A’ b Au) {A’ e B’n) "
on a donc la relntlgnn A BB =1 iy

ou chassant le dénominateur et développant les caleuls,
AI—A*A™" — AR 4 A“B* = A"B*—B*B*— A"Brf B,
réduisant et transposant
A} — Bl== A" (A* — B%) 4- B (A*—BY);
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d’oi enfin, en divisant par A* — B*, on tire
A" B = A" 4 B, ou A4 4B =fA"+ 4B

ce qui prouve que, dans Pellipse, la somme des carrés de
deux diamétres conjugués quelcongues est égale & la somme
des carrés des axes.

En opérant de la meéme maniére par rapport a Phyperbole,
on trouverait ]

AP—B =A"—B', ou [fA"—[B*=fA—}B;

c'est-a-dire la différence des carrés des diametres conjugués
est égale a la d.}[ﬁ‘rgﬂce des carrés des axes.

508. Au reste, cefte derniére propridte et celle du parallélogramme cir-
conserit on inscrit, peuvent se déduire trés simplement d'nn caleul assez
important en lui-méme, et qui a pour objet , dtant donnée I'équation d'une
ellipse ou d'une lyperbole rapportée @ un certain gystéme de diamétres conju-
gués, de retrouver Uéquation de la méme courbe rapportée au systéme de ses
AXi's Principanr.

Pour résoudre cetle question par rapport i I'ellipse, nous ferons usage
des formules du n° 2214 ,

xsin (E—a)—rcos(—a) T8N == ¥ cosa
T - pe e e
sin & N sin € 2

qui servent & passer d’un systéme oblique & un systéme rectangulaire de
meéme origine.
Substituant ces valeurs dans Péquation de la courbe,

A_':y! —+ Baxy = A’aB': -
et chassant le dénominateur, on obtient la transformee
[A'2 costa <= B'acos? (€ — a'] 32 l
~+ [2A’ssingcosa — 2B’ sin (£ —a)cos(E—a)] 2y = AaB2sin? €.
—+ [A'2sin® 2 4~ B'2gin® (E—a)] a2 j
Comme le nouveau systéme d’axes doit jouir de la propriété caractéristique
des diamétres conjugués (n® 258 ), il faut que le terme en xy disparaisse,

¢e qui exige que l'on ait

Afrsinwcosa — B'asin (€ — ) cos (€ — a) =0;... (1)
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of alors 'équation se réduit
(A% cosa o Brcos® (€ — )7 | _ yiupn s
- [Afsin? & + B2 sin? (€ — a)] 2° A’aBgina . ... (a)

11 résulte d’ailleurs de la nature de la transformation, que le systeme de
diamétres conjugués actuel est un systéme rectangulaire; done ce systéme est
celui des axes principaux, puisqu’on a reconnu (n® 262) que c’est le seul
systéme de diametres conjuguds perpendiculaires entre eux.

Ainsi, Pon doit regarder Péquation () comme celle de ellipse rapportée
i son centre el b ses axes. Cependant, pour qu'on puisse la comparer &
A2ys - Brz» — A»B?, il est nécessaire que le second membre soit le pro-
duit des coefficiéns' de y2 .et =2, Mais, pour la ramener & cet état, on sait
(n®233) qulil suffit de multiplier les deux membres par un facteur K

égal a ; M, N, designant les coefliciens de y*, ¥, et P la quantité

P
MN
toute connue qui est dans le second membre.

Calculons donc cette valeur de K relative & 'équation (2); on a

AR’ sin® €
[A2 cosaa -+ B'aeosa (—a)] [A'7sinra4-Bsin?t ((—a 7

K:

Effectuant les calenls indiqués au dénominateur, et observant que P'équa
tion de condition (1), étant élevée au carré, donne

Aldsin® acos?a 4 B'ésin® (£ —a) cos? (( — a)
= 2A’3B"* sinacosasin (€ — ) cos (€ — «),

on réconnait que ce dénominateur prend la forme

AR’ [sint wcos? (£ — &) - sin® (€ — a)cos?a
+ asinacos (£ — a) sin (€ — «)cosal],
ou A”B’2 [sing cos (€ — a) = sin (£ — «) cos &]2;

ou bien enfin, A“B“sin?(a + € — a)= A?Bsin* <

AP sina €
=1

Done la val i = ey
nc la valenr de K devient K b —

ee qui prouve que I'équation (2) n'a besoin d'aucune préparation pour éire
comparée a 'équation
Azys 4 Birr = AsBa,

On a done immeédiatement les relations suivantes

A cos? a4 B'acosa (£ — a) = A»,
A sin® a + B2 sinas (€ — g) =
A'1B’3 sin? ¢ = AsBs,
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Les deux premiéres relations, ajoutées entre eiles, donnent
Al 4 B = A> 4 Bs
Quant 4 la troisiéme, elle donne sur-le-champ
A'BR' sin€ = AB.
Or, € étant Pangle que les deux diaméires conjugues font entre eux, on 3
C=ua' — a;
ot Pon déduit A'B’ sin (o' I—» 2) = AB.

En reprenant absolument les mémes caleuls & Pégard de 'hyperbole, on
trouverait les relations

A — B's — A» — B, A'B'éin (¢ — ) = AB.

N. B. — Si, dans la question précédente, on veut déterminer l'angle «
que forme le nouvel axe des = avee 'ancien, il suffit de résoudre I'équation
de condition (1) par rapport a «.

En la multipliant par 2, on peut la fransformer ainsi :

A’s ginag — B sin (26 — 2a) = o
[4 cause de asinacose=sinaa, asin{f—a)cos(f—a)="sina(—a)],
ou bien, développant sin (28— 22 ), et divisant par eos az,
A’* tangaa — B'2sina( 4 B2 eos aftangra = o;

B'sinal

done tang da = K—;;—m.

L'angle 2a étant construit, on le diviserait en deux parties ¢gales, et l'on
obtiendrait 1a direction de Pun des axes principaux ; Vautre serait d'ailleurs
déterminé, puisqu’il doit étre perpendiculaire au premier.

509. Dans Uellipse, il existe un certain systéme de diamétres
conjugués qui wiérite une attention particuliére; ¢'est celui des
deux diamétres Il';, LL” ( fig. 164), paralléles aux cordes sup-
plémentaires AC, BC. (Forez n® 281.)

Puisque le triangle ACB est isoscéle, les angles CAB, ABC,
sont égaux ; done aussi les aungles 108, LOA, sont égaux.

Or, 4 cause de la symétrie de la courbe par rapport aux
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axes AB, CD, il est ¢vident que deax diametres qui font des ¥ig.164.
angles éganx avec AB, de part et d’autre du centre, doivent
avoir des longueurs égales ; ainsi Pon a, pour ce systéme par-
tculier, 11 ou 2A’ = LL’ ou 2B, et l'équation de la courbe,
rapportée  ce systéme, devient

f'.\ + o= A"'J;

_Cest-a-dire que 'équation est de la forme de celle du cercle
yapportée 4 son centre et a des axes rectangudaires.

D’ou l'on peut conclure quune équation telle que.. ...
7* 4 2 = k*, qui exprimne une circonférence de cercle
lorsque les axes sont rectangulaires, représente, dans I'hy-
pothése d’axes obliques, une ellipse rapportée & un systéme

- de diamétres conjugués égaua.

Ce systeme est d’ailleurs unique dans toute ellipse; car
pour que deux diamétres soient de méme longueur, il faut
que leur inclinaison sur le grand axe soit la méme des deux
cotes du centre; et pour qu’ils soient conjugués, ils doivent
etre paralléles 4 un certain systeme de cordes supplémentaires
(n*280). Or, il n’y a que les deux cordes AC, BC, qui jouis-
sent de la propriété de faire des angles égaux avee AB; pour
tout autre systéme AM, BM, on a évidemment

AM >BM; d’ou angle MBA > MAB.

Le calcul conduit anx mémes résultats; en effet, on a
trouvé (n° 300)

AT AP { Ba— i A’B*
A sin"« + Bicosa .  Asin'e + B cos® «

Egalons entre elles ces valeurs, et voyons ce qui en résulte ;
on déduit d’abord de cette égalité ,

A*sin*a - B? cos’e = A% sin’ &’ + B’ cos® «',
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ou, remplacant cos* «, cos* &, par leurs valeurs 1 — sip? .,

T — sin'a’,
(A* —BY) sin’a 4 B =(A* — B)sin* &’ 4 B*;
ou, réduisant, (A*—B?)(sin*a’—sin’«)=o0... (1)

Cela posé,tant que la courbe est une ellipse proprement
dite , A> — B est différent de o, et cette condition se réduit §

sined —sin*e—o0; d'on sine = tsine;
2
> e H ~ ? . . i
de cette nouvelle relation etde I’équation tang « tang « ==
qui fait yoir que les deux tangentes doivent étre de signes
contraires, on tire

cose’ =z cos 2}
donc , divisant ces égalités membre & membre,
tang &’ = — lang «;
ce qui prouve déja que deux diametres conjugués ne peavent

étre égaux qu'autant qu’ils forment avec l’axe des x des angles

supplémentaires Lun de Uautre.
B.
o,

Cette valeur de tang ', reportée dans tang «. tang «'—

donne d’ailleurs

o

d'ou tanga—zt

tang® a = B,-
i ""As'

( Le signe supeneur correspondant a «, le signe inférieur
correspandé @)

D'oni 'on voit que les diamétres conjugués égaux forment
avee I’axe des 2, des angles dont les tangentes sont respecti-

LI B B
vement ex primées Par-}-i et — A Ainsi ces diamétres sont

paralléles aux cordes AC et BC.
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si Vellipse devient un cercle, auquel cas on a A*— B* = o,

I'équation (1) est satisfaite quels que soienta et 4 : clest-a-

dire que tous les diamétres conjugués sont égaux dans le
cercle ; ce qui est évident.

510. Dans Phyperbole quelconque , il ne peut exister de
systeme de diamétres conjugués dgaux; car, d’aprés la relation
A7 — B = A*—B?, sil’on suppose A’ =B/, il en re-
sulte nécessairement A=DB; et, réciproquement, A=8
donne A"=DB'. D’on il suit que Phyperbole équilatére est
Ja seule qui puisse avoir des diamétres « onjugués égaux; et
tous les systémes de diamétres conjugués de cette hyperbole
sont des systémes de diamétres égaux. a
~ Ainsi; U'équation 9* — x* =— k*, dans le cas ou la courbe
est rapportée & des axes obliques , représente encore une hy-
perbole & juilatére.

314. Rapprochons les diverses relations que nous avons obtenues entre
les grandeurs et les directions des axes et des diamétres conjugués; ces re-
lations sont au nombre de quatre principales , savoir:

A 4 B's = A3 4 Ba, A'B'sind = AB, tanga’ tangae = — —f—: 5
£ = « — a;, pourl'ellipse;
Als — Brs = Av'— Ba, A'H ainC =AB, .tanpa’ tang = %,

€ = &' — a, pour I'hyperbole.

Ces équations renfermant sept quantiiés A, B, A', B, «, &', €, on peut
58 proposer cel.ts question générale : Etant données trois de ces sept quan-
tités, déterminer les quatre antres. :

Mais nous nous bornerons a résoudre les deux suivantes :

Prewting. — Connaissant les deux axes dune ellipse et Pangle ¢ que deur
diamétres conjugués font entre eux, déterminer ces diamétres en grandeur et
en direction.

On a d’abord, pour déterminer A’; B, les deux relations

Al 4+ B's — A» - B‘r (’a’: =i B’)‘ = A» + B o 3_&}}
d’ou sing’?
AR = aAB 2AB 5

(A — B)s = As + Bs — 222

sin ¢’ sin ¢?
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el par conséquent ,

e = a/an 2AB g AR
=S A Ve Rie =

, e MR o
B'=;\/A""B * o T A iR

Quant & la valeur de 2, Péquation A2 tangatanga’ + B* = o, deyient,
par la substitution de ¢ - & la plice de ',

As tangatang ((+ 2] 4+ B* =0,

ou, développant tang (€ - «) et chassant le dénominatenr, puis ordonnant,
A’ tang® a4 (A* — B*) tang€.tang a4 B =0 done

—B) tangC 1 ) ] B2
langa = — i -zA‘ V/(A» — Ba)» tang? € — §A'B>.
Pour que cette valenr soit réelle, il faut que tang* ¢ soit supérieure on

_._'i_A'lBo

an moins égale & s -5 Cest-hdire, que Pangle €, s'il est afgu, soil

AB :
au moins égal & celui dont la tangente est AT?—"@ , et s'il est obtus, quil

: — 2AB
soit an plus égal & celui qui a pour tangente, o
Supposons tang*{ = L dott  tang€ = = A:wsa et

(A — Bays’
portons eette valenr dans Pexpression de tang «; elle se réduit 4

A*—B - 2AB B

242 & TERAE T A

tang e — —

ce qui donne, & cause de la relation fangatang &’ — — % A

=

B -
langa — — A’ tanga’ —

Ce résultat s'aceorde avec ce qui a été dit n® 284 ; car on a reconnu dans
ce numéro que les deux diamétres paralléles aux cordes AC, BC ( fiz: 16),
forment entre eux le plus grahd et le plus petit angle possibles, suivant
que I'on considére I'angle IOL, on son supplément 0L/,

La réalité des valeurs de A’ et de B eorrespond aux mémes circonstan-
a2AB
sin €

ces; car en posant  As 4 Bs — = 0, on trouve
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e ‘ =Tk As— B
Sinczﬂg-q-__—l!:" doi eos € = \/l_(.&’—ln-l]’}' ==tz A‘-‘-B’ 3

! 2AB
mparoonuequent, tungC::ivA‘—_-ﬁ;.

La détermination de A’ et de B’ au moyen des équations....,.......
As = Ba=A"— B2, AR — %. relatives 4 Thyperbole . ne serait
pus aussi facile; on parviendrait par Délimination de B', i une équation
du quatriéme degré en A’, résoluble & la maniére de celles du second degré.

549, Secosve guestioy. — Kiant donnéds deux diambtres fugues dune
ellipse, et Uangle quils font entre eux, déterminer les axes en grandeur et en
direction.

Or, les équations As 4- By = A’s - B’2, 2AB = 2A'B'sin€, donnent

(A + Bjt = A’ 4 B's 4 2A’Bsin¢,

e { (A — Bj» — A" + B's — 2A'B'sin €

d’on

E Ak - B F aADsint - 5 VA= 4B — GA'B sing,

=1 Y& F B AT sl — = VI B — A7 sinc.

Ces valeurs sont toujours réelles , car de (A’ — B')* > o, l'on déduit
A's - B S aA'B, et a fortiori, A’s 4 B2 2A'Bsing.

Quant 4 Fangle a, on pourrait le déterminer d’aprés I'équation. .... .
N it]
tang atang (€=~ a) = — i’—‘; et il faudrait substituer ensnite pour A2,

B3, leurs valeurs, ce qui entralnerait dans des résultats trés compliqués.
Mais cet angle a déja été caleulé plus simplement (n® 308); on a trouvé

& == B’s sinaf
o Sl — B's cos 2C

515. Considérons actuellement les équations de Pellipse et de

'hyperbole, rapportées & un systeme de diamétres conjugues,
savoir : A" - BUa*=A"B*, A%t —_PBlri=—A"B"

7

et voyons les conséquences quon peut en tirer.



Fig.175.

384 DIAMETRES CONJUGUES.

Comme ces équations sont absolument les mémes, aux ace-
cens prés pour A, B, que celles de ces courbes rapportées §
leurs axes, on congeit que plusieurs des propriétés établies an
commencement de ce chapitre doivent se reproduire ici, par
rapport aux diamétres conjugiés. Observons en outre que,
pour passer de Uellipse a 'hyperbole, il suffit encore de changer
B’ en — B'* dans U'équation de la premiére courbe.

Cela posé, soient OB, OC ( fig. 175), deux demi-diamétres
conjugués donnés en grandeur et en direction, dans Pellipse
que nous supposons rapportée a ces diameétres comine axes.

On tire de Véguation A”7y* 4 B%2?== A"#B",

PSS N i
A’B_a‘l . A r

ou bien, comme

PM:‘-J“, op = 0B= .\’, d’on AP:A’—i— €T PB :A'—-a‘,

PM? __g.,_ﬁ
AT PR Kt

Doncle carré d’une ordonnée paralléle & Uun des diameétres
conjugués , est au rectangle des distances des extrémités de
Lautre diamétre au pied de Uordonnée , dans un rapport cons-
tant. Cette propri€té est analogue a celle dun° 275.

314. La liaison qui existe entre 'ordonnée et abscisse d’un
point quelconque de la courbe étant la méme, soit qu’on sup-
pose les deux diametres conjugués faisant entre eux un angle
droit, soit qu’on suppose qu’ils font un angle quelconque , on
peut en conclure le moyen suivant de construire Uellipse , con-
natssant un systéme de diamétres conjugués en grandeur el
en direction.

Scient OB, OC, les demi-diaméires donués. 4u point O
élevez OC perpendiculaire & OR et égal a OC ; puis surles
deux lignes OR, OC, considérées comme les demi-axes d'une
ellipse , décrivez la courbe AC'BD'A , d’aprés Uun des moyens
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connits, élever aur points Py P’ ... des ordonnées PN, P'N',.. &
celte courbe ; menez ensuite les lignes PM, PN, ... paralléles
400, et respeetivement égales d PN,P'N'...: les points M,M, ..
appartiendronta la eourbe cherchée, qui sera alors représentée
par ACBD.&

En effet, il est évident que pour les mémes abscisses , les
ordonnées des deux courbes sont égales.

Les résultats précédens sont, en tout point, applicables a
l’ﬁgperhole (woyez le n° 586 pour cette méme question ).

545. Le probleme des tangentes étant résolu par la méthode
du n° 283, pour une ellipse rapportée 4 un systeme de dia—~
métres conjugués , conduirait,, dans le cas ot P'on donnerait

le point de contact (x”, ') (fig. 176), a I'équation
Bisx!
== W(-"'-“’"J,
dans 1 lle — Bia n’exprimerait plus une tan
aque o Wy p P

gente trigonométrique, mais bien (n°® 459) /e rapport des
sinus des angles que forme la tangente MR -avec les deux
diamétres conjugués OB, OC,

Cette équation, a Vaide de la relation

A!frﬂl + B’gl_rﬂg —_ A"B's’
se réduit d’aillenrs 4 la forme A"”y" + B2zx" = A“B".
Al

]

Faisons dans cette équation, y=o; il en résulte =

L) - - .
Cest la valeur de V'abscisse OR du poiat ot la tangente ren-
contre 'axe des x; et si de cette distanee, on retranche 2" on
OP, on obtiendra pour la valeur de la soutangente PR ,
AP — g™
) T bk
s o
On parvient au méme résultat en posant 3 =o dans I'é-
25

Fig.146.
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quation non simplifiée de la tangente, et cherchant la valeus
correspondante de x —a’.

Il vient en effet, pour »=o, r—a" = w-’
ou, 4 cause de la relation

A’y = B'* (A* —z"), F—ma =T

Ce résultat est analogue & celui qui a été obtenu (n° 285)
pour la soutangente de Vellipse rapportée a ses axes princi-
paux.

Quant 4 Péquation de la normale et & 'expression de la sou-
normale, elles seraient plus compliquées que celles du n° 286,
puisqu’il faudrait faire entrer en considération la condition de
perpendicularité de deux droites, dans Vhypothise d’axes
obliques. 2

546. Nous pouvons actuellement généraliser la proposition
du n® 289.

Seit LI/ (fig. 176) une droite menée 4 volonté dans le plan
d’une ellipse, et proposons-nous de mener par les différens
points ', H', ... de cette droite, des tangentes & la courbe.

Pour cela, supposons la courbe rapportée & un systéme de
diamitres conjugués OX, OY, dont Pun soit paralléle & la
droite donnée, ce qui est toujours possible. Désignons par
a’, 3, les coordonnées du point H', et par 2", ", celles du
point de contact de 'une des tangentes menées par ce point.

L’équation de cette tangente sera de la forme

! el r B"Iﬁ‘-'.?.f"f

Y=y = a(x = x'); a ayant pour valeur — e

Or, pour déterminer ", »", on a les deux équations
Affytrn + B2z x" —=A""B’2... h)’ &f:rh_l_ B'ox"s — ABe... (2)

Mais au lieu d’effectuer ’élimination de ", »*, entre ces
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¥quations, on peut construire les lieux géométriques qu’elles
représentent, (Foyez n°289.)

La seconde n’est autre chose que Vellipse déja tracée.
Quant 4 P'équation (1) qui représente une ligne droite,
faisons

L] ‘a'.

f — . T = -},-.'

successivement * , il }; il en vésulte B
= o, o B

5

Ces deux résultats étant construits et portés respectivement
deO en P, et de O en G, détermineront une ligne PG, dont
les intersections M/, 7', avec la courbe, seront les points de
contact des deux tangentes que 'on peut mener du point H'.

L §

Cela posé, comme la valeur 2= %7, correspondant &
»"=o, estindépendantede Vordonnée 3’ du point H’, on peut
conclure que si, par un second point H” de Ja droite LL', on
mene deux tangentes H'M”, et H"m”", la ligne de jonetion M'm”
passera nécessairement par le méme point P de la droite 0X.

En général, si des différens points d’une droite LL' tracée
& volonté sur le plan d'une ellipse (ou d’une hyperbole) , on
méne des tangenies & cette courbe , et qu'on jo.fgr.*e SUCCessi—
vement les points de contact relatifs & chaque couple de tan-
gentes , toutes les lignes de jonction jouissent de la propriété

de concourir en un méme point , qui se trouve placé sur le dia-
métre conjugué du diamétre paralléle & la droite donnée.

Lorsque la droite est extérieure a la courbe, le point de

concours est intérieur; et réciproquement. Cela résulte évi-
fa
demment de Uexpression ""u:?' qui, pour &' > A’, donne

N, etpour o' <A’ ... 2" S A"

Laréciproque de cette proposition est également vraie ; mais
hous renvoyons, pour la démonstration, a celle que nous en
avons donnée pav rapport au cercle (n” 248).

)
Ut
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547 Remarque. — Si le point de la droite LI, par. lequel
on méne les deux tangentes, est situ€ en R, c’est-a-dire sur le
diamétre 0X, comme ona pour ce point, y'=o, 'équation (1)

: A"
devient B*x'2" = A”B?; don ' = —-

Substituant celte valenr dans I'équation (2), on en déduit
nécessairement pour y”, deux valeurs égales et de signes con-
traires.

Ce qui démontre que la ligne qui joint les points de contact
des deux tangentes menées par un point quelconque , est di-
visée en deux pariies égales par le diamétre qui passe par.ce
point , et qu’elle est paralléle au conjugué de ce diamétre.

5148. L’ellipse étant toujours rapportée i deux diamétres
conjugués AB, CD (fig. 176), soient mences les deux cordes
supplémentaires AK, BK. On a, pour les équations de ces
droites rapportées aux axes 0X, OY,

y=m(z— A4, y¥=m(z -+ A

(m, m', désignant ici des rapports de sirus).
Appelons 2/, 7/, les coordonnées du point K ; les équations
précédentes deviennent pour ce point,

=it — A = m’ (" == A");

o ) $ = . .}J'
d’oir Pon déduit mamt = e,
D’un autre c6té, la relation A"y 4~ Bx"— A"?B'* donne¢
P g a fay | e B’n J'"
Af}" ———B (:r' -_Aﬂ)' dou _F=m‘
B
D o = — —:
onc m.m T

méme relation que pour les cordes menées des extrémiles
du grand axe.
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Bt

"On trouverait pour [’hyperbale, m.m = G

519. Premicre conséquence.— Menons une tangente quel-
conque MR, et le diametre OM qui passe par le point de
contact,

On a trouvé (n° 315) pour le coefficient de x dans I'équa-
B2z?

Fyﬂ'

D’ailleurs , I’équation du diamtre étant y=a'x, puisqu’il

passe par le point o, »", il en résulte y"=a'x", d’odt on

tion de la tangente, a——

déduit il
@
B”
il vient donc, aiglies e
B"

relation qui, comparée avec la précédente m.m’ = — i
A
AORNe, sari ne GG ==an. o,

Donc si 'on suppose AK parallétle 3 OM, auquel cas on a
m' =ua’, il en résulte a = m , c’est-a-dire que MR est paral-
ltle &4 BK.

Ainsi, pour mener une tangente en un point donné M
d’une ellipse donton ne connait de position gqu'un diamétre
AB, il suffit de joindre le centre aw point M, de tirer la corde
AK paralléle @ OM, puis de mener MR pamé'ldcmmt & la
seconde corde supplémentaire BK.

Ce moyen a Vavantage de ne supposer connus de position ,
ni les axes, ni les foyers de la courbe.

Setonde conséquence. —Soit ON le diamétre conjugué du
diamétre OM qui passe par le point de contact de la tan—
gente MR. Paisque, ainsi quon vient de le voir, la corde AK
€lant parallele & OM, la seconde corde BK est paralléle a
la tangente , et quion sait d’ailleurs (n° 292) que cette tan-
genfe est paralléle an diamitre ON, il s’ensuit nécessairemnent
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que le diamétre ON est aussi paralléle & la corde supplé~
mentaire BK.

De 14 on peut conclure que dewx diametres respectivement
paralléles & deuww cordes supplémentaires qui partent des
extrémités diun diametre quelconque , forment un systéme
de diamétres conjugués.

C’est la proposition du n® 280 généralisée.

Cette propri€té et la précédente ont lieu pour hyperbole,

520. D’aprés cela, pour fixer sur Pellipse ou sur hyperbole,
la position d'un systéme de diametres conjugués Jatsant entre
ewx un angle donné, il faut, sur un diamétre quelconque AB,
décrire un segment de cercle capable de I’angle donné ; ce segs
ment, qui d’abord passera par les points A et B, coupera la
courbe en un autre point K, tel que si V'on tive les cordes AK;
BK, et que par le centre on méne ensuite OM, ON, qui leur
soient paralléles , on obtiendra les deux diameétres demandés,

N. B. —On ohservera toutefois que, pour Pellipse , cette
construction n’est pas tonjours possible, parce que les angles
formés par des cordes qui s’appuient sur un dlametre, ont des
limites déterminées.

Fn effet, ona vu (n® 281 ) que les angles des diamétres con-
jugués d’ane ellipse ont pour maaxzmum, Vangle obtus corres=
pondant aux deux cordes supplémentaires qui joignent les
extrémités du grand axe i I'une des extrémités du petit axe,
et pour munimum , le supplément de cet angle; or, en vertu
du numéro précédent, tout angle inscrit et appuyé sur un
diamétre est toujours €gal a cclui d’un certain systéme de
diamétres conjugués ; donc ces angles ont le méme maximum
et le méme minimum que ci-dessus.

Ainsi, avant d’essayer la construction précédente, il ﬁn-
drait s’assurer si Vangle donné se trouve dans les limites gui
viennent d’étre assignées.

324. Nous terminerons cette théorie par la question sul=

vante :
Une ellipse ou une hy perbole étant tracée sur un plan ; dé~
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terminer son centre el ses axes principau; en grandeur et en

direction.

Soitune courhe LHLH’ (fig. 177) que Von sait étre une
ellipse , mais dont on ne connait aucun élément.

D’abord , pour trouver le centre, tirez dewx cordes quelcon-
ques mm', nn’; paralléles entre elles, et joignes les milieux de
ces deux cordes par une droite HH', qui, d’apres ce qui a été
dit (n°288), sera un diamdtre. Prenant ensuite le milieu de
ce diamétre , vous aurez le centre demandé.

Actuellement , pour obtenir les axes, on pourrait, apres
avoir tracé un diaméire quelcongue LI, décrire (n° 320)
une demi - circonférence 5 et joindre les points L, L', au
point K ot ceite demi-circonférence rencontre la courbe ; puis
enfin, mener parle point O les deux diamétres AB, CD, paral-
leles 3 LK, IK.

Mais il est plus simple de décrire du point O comme ceitre.,
avec le rayon OL', un arc de cercle qui coupe Uellipse au
point K , puis de diviser cet arc en deux parties égales au
point T; et la ligne de jonction OI représente la direction de
Vun des axes.

Car, d’aprés la construction, les demi-diamétres OL, OK,
sont égaux; ce qui exige qu’ils fassent des angles €gaux, soit
avec le premier axe, soit avec le second.

§ lll. De U'Hyperbole rapportée a ses asympiotes.

522. 1l résulte de tout ce qui a été dit jusqu’a présent sur
Pellipse et hyperbole , que toutesles propriétés de la premiére
courbe existent également dans la seconde,  certaines modi-
fications prés pour quelques-unes. Mais la réciproque nest
Pas vraie; nous voulons dire que Phyperbole jouit de plusieurs
propriétés qui ne peuvent appartenir 4 Uellipse : ce sont les
Propriétés relatives aux asymptotes. Pour en compléter I'en—
semble , nous allons nous proposer de rechercher l'équation

Fig. 177,
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de 'y perbole rapportée & ses asymploles, comme axes coor.
donnés.

I’équation de ’hyperbole rapportée a2 ses axes étant

Ayt — Biat = — A'B%,.... (1)
substituons a la place de = et dey les valeurs

T & €os & = y cos &,

¥ = x sin &« 4 ¥ sin &,

propres a faire passer la courbe d’'un systeme rectangulairei
un systéme oblique (woyez n® 219) ; il vient

( A’. sin® &' — B? cos® ¢')_:r"
—~+ (2A*sina sin &’ — 2B’ cos @ cosa’) y b= — A%B’. ... (2)
+ (A*sin® & — B2 cos?a) a®

Cela posé , prenons pour nouvel axe des x, 'asymptote OK
(fig- 178) située au-dessous du premier axe, et pour noavel
axe des r, Vasymptote OL ; les angles «, &', ont alors une va-
leur déterminée (n° 258) par les équations

B 3
tauga:-—K, lang « =

A7
d’oi 'on déduit
A . B
€os g = ?-A'_T__E;, sin « =-——m*,
cosa"'...."'..—-—_A—.._:-—__-, sin & == —-»-—-_,_—13::-_;
VA 4B VA + B
et par conséquent,
TP . ARa
Asin® o — Bleos’ e = j—%—ﬁr}i £—0
spi __ ASRs
A’sin’e — B%cos® 2 — A—f‘:—_l_#— = iy
4A°B

SR : s ;
2A*sinasine’ —2B° cos wcos « =— TP T
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Dol Yon voit que les termes en y* et enx*® disparaissent
par Peffet de cette transformation ; et si I'on met dans Péqua-
tion (2) la valeur du coefficient de @y, on ebtient , toute ré-
duction faite,

A* 4 B*
Xy = —‘T—.-. vae (3}

Cette équation , qui ne renferme que le rectangle des varia-
bles et une quantité toute connue , est la forme caractéristique
de P'équation de toute hyperbole rapportée & ses asymptotes
considérées comme axes coordonnés.

En effet, supposons qu’on veunille, réciproquement , déter-
miner s, o', dans ’équation (2), de maniére que les termes en
a*eten »* disparaissent. Tl faut alors établir les relations

Afsin® & — B* cos?a’ = 0, A’sin®z— B®cos® ¢ —o.
Or, la premitre donne

A*tang’ e’ — B* =0, d'on tang &’ =

1

la seconde donne aussi tang & = ==

:

il

ce qui prouve que, si l'on prend pour &' I'angle dont la tan-

gente est < %, il faut prendre pour « celui qui a pour tan-

B .
gente — K.é‘ll)om lesnouveaux axes parrapport auxquels Ié-
&

quation est ramenée 4 la forme xy =4#*, sont les asymp-
“totes de la courbe. :
Il est d’ailleurs visible , d’aprés cette équation , de laquelle

21 ]
on déduit y = é, ou = —, que plus z augmente, plus
 diminue ; et si V'on suppose gue v soit plus grand quan-
cune grandeur donnée, y devient moindre gu'aucune gran-
deur donnée ; et réciproquement. Ainsi les nouveaux axes

jouissent de la propriété caractéristique des asymptotes (n° 264).
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523, Faisons , pour plus de simplicité, Atsh B ke

I’équation (3) devient ay = K~

Appelant € Vangle LOK des deux asymptotes (fig. 178),
et multipliant les deux membres de cette équation par sin ¢,

Von obtient xy sin6 = k% sin €.

Cela posé, soient M un point qucleconque de la courbe, MP,
MQ, les coordonnées de ce point, paralltles aux asymptotes; on
forme ainsi un parallélogramme OPMQ, dont la surface a

pour mesure , OP X MH = ay sin6.

Or , cette expression est égale & A* sin 6, quantité constante
et indépendante de la position du point M.

Donc tous les parallélogrammes construits sur des coordon-
nées paralléles aux asymptores sont équivalens entre euw,

N. B. — Il est aisé de reconnaitre que cette surface cons-
tante est égale & la moiti¢ du rectangle OBEC construit sur
les demi-axes.

En effet, l'angle € des deux asymptotes étant double de
Pangle LOX , on a

sin 6 = sin 2&' =— 2 sin 2’ cos ' ;

mais on a trouveé (n° 322)

A 5 B

cosa’ — sineg =

VA"+B" ‘/&""I'B“
donc sinf= 4B t e Bn. sinf = 9

e T A

Observonsencore que, si 1’on joint les points A, B, aux points
C, D, extrémités du second axe, la figure ainsi formée est
un losange dont les cbtés sont paralleles anx asymptotes, el
qui est quadruple du losange OIBI construit sur les coor=
données du point B.

&
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Or, le premier se compose évidemment de quatre triangles,
BOC, COA, AOD, DOB, moitiés respectivement des quaire
rectangles OBEC, 0A¢C, OAe'D , OBE'D; ce qui prouve, d'une
autre maniere, que le grand losange est la moitié du rectangle
construit sur les axes, ou que le petit losange est moitié du
rectangle construit sur les demi-axes.

La figure ADBC, qui a pour expression (A* 4 B’) sin€,
ou 2AB, s'appelle la puissance de 'hyperbole. Dans le cas
de 'hyperbole équilatére , cette puissance se réduit a 2A%, et
le losange devient un carré qui a pour cté Ay/2.

584. Proposons—nous actuellement de mener une tangente

en un point donné M ( fig. 179) de I’hyperbole, en emplo yant Fig.179.

la méthode du n° 498.

Soient («”, »") les coordonnées du point M, (x', ") celles
d’un second point de la courbe.

L’équation de I'hyperbole étant i LR

la sécante sera représentée par le systeme des trols équalions

r—r" :% (x — ), (2)
al e e (3)
a1 G S R 4

r
Pour obtenir la valeur du caef’ﬁcient“ 7,nelrmn:homi

lesdeax relations (3) et (4) U'une de l’autre Cilenty. LT,
ay' —a'y*=o0; équation qui, par Pintroduction des deux
termes  — aly”, 4 y"2’, qui se détruisent, se change en

U4

-‘JL" rf'_“f") +_J’” (;1"-—.’1-‘"}:0; d’{)\:l .)_’_;:% = _J‘.;’.

Donc la sécante est encore représentée par les équations
stivan tes
Yﬂ
e (e 2 Yy et )yl
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Mais i Von veut que cette droite devieune tangeute , il fage
supposer &' = a' et 3" = »"; ce qui donne

it

i —--\r" = —-%‘,_,(.'17 — a), 2yt = k2,

équations dont la premiére est celle de la tangente demandée
lorsqu’on suppose que la seconde est satisfaite.

528. Remargjue. — Pour passer de la sécante  la tangente,
il a suffi évidemment d’introduire la condition 2' = ", puis-
que 7 n'entre pas dans les deux équations de la sécante.
Et en effet, il résulte de 'équation de la courbe , zy =K,
qui ne donne gu’une seule valeur de y correspondant 4 une
valeur de x, et réciproquement , que la condition.........
a’ = 2" entraine nécessairement 3’ = »”. Il n’en est pas de
meéme lorsque la courbe est rapportée & ses axes ou a un
systéme de diamétres conjugués, parce qu'a la méme valeur
de v il correspond toujours deux valewrs de y ; ainsi Pon
doit , dans ce cas, introduire les deux conditions a la fois.

Si 'on appliquait la méthode générale dn n° 196, c’est-a~
dire que 'on combinit entre elles les deux équations ay = &,
ety — y' = a (@ — 2’), pour former, soit une équation en
seulement , soit une équation en »*, on trouverait, pour
la condition qui exprime que les deax valeurs de 2, ou celles
de y, sont égales , la relation unique (y'— aa’)* + fak*=0o,
sans aucune solution étrangére (n® 19%) ; st cela s'explique en
observant que les deux valeurs de @'ne peuvent étre égales
sans que celles de y me le soient en méme temps; et réci-
proquement.

526. Voyons lés conséquences qu'on peut tirer de I’équation

dela tangente, 3 — ' = —?:-r: (x—a").
A

Soit fait dans cette équation, 3 = o; il en résulte
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O, cette valeur de x—a" est égaled la distance OR (fig, 179) Fig-179-

diminuée de Vabscisse OP, ¢'est-d-dire & la soutangente PR ;
d’ou l'on voit que PR = OP. Donc, i cause des triangles sem-
blables OTR , PMR , on a nécessairement MR = MY’; ainsi,
la Parlfmb_d’mze tangente comprise entre les asymplotes , est
divisée en deux parties égales aw point de contact ; propriété
déja démontrée n® 505. ' g
Actuellement , les deux triangles OMP, PMR donnent,

(Trigon., n®92)...

OM — 2" + " 4 22" . cosMPR ,.

MR = 2" 4" —2a"y". cos MPR ;

d’oit Yon déduit OM — MR = 4a'"y" . cos MPR = 4ay". cos€;
* L3 3

mais 'équation 2'y"=k'= ilét-]i donne 4a'y" = A* 4 B*;

d'ailleurs, on a 6— 22, d’oii coss—cos’2 — sin‘z; ou mei-
tant pour cos’«, sin'e , leurs valeurs trouvées n° 522 ,

cosb — il s
— A 4B

Donc Pexpression de OM — MR devient
"OM — MR = A* — B
Or, on a obtenu (n°50%) Ja relation A* — B"=A* — B*;

done enfin, OM — MR =A"* — B".

Ainsi , en supposant que OM soit le demi-diamétre A", on
peut conclure que MR représente le demi-diamétre B'; ¢’est-
a-dire que laportion de tangente TR , représente en grandeur
le diamétre conjugué 2B’ de celui qui passe parle point de con-
lact ; c’est la seconde propriété du n° 505.

De la résulte aussi immédiatement cette propriété, que les
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398 DE L'MYPERBOLE

parallélogrammes inscrits & Uhyperbole ont leurs sommots
placés sur les asymptoles.

Considérons encore une sécante quelconque i I'hyperbole, S5/
(fig- 179), et désignons par (27, ") les coordonnées du point N,
par (2%, ") celles du point N'.

On a trouvé (n° 324) pour le systeme des équations propres 3

représenter cette sécante,... y—;“:—%(:r—:r”),. walyi=
Or, si 'on fait dans la premiére, y==o0, I’on obtient
I'
x—z" —-“2:-,-_... a'y dest-d-dire, 05'—0Q' ou QS'=00Q;

et par conséquent , QS"=Q"N.

a
D'our on voit que les deux triangles NQ'S, N'Q'S’, sont égaux,
puisqu’ils sont éguiangles et qu’ils ont un coté égal. De 1A ré-
sulte nécessairement NS==N'S’; ce qui démontre que Zes deux
parties d’une sécante comprises entre la courbe et les asymp-
totes , sont égales entre elles (n°® 506 ).

Nous avons cru devoir revenir sur des propriétés déja éla-
blies, pour faire voir le parti qu'on peut tirer de la com-
binaison de I'équation ay = A°, avec celle de la ligne droite;
mais on doit reconnaitre que les démonstrations qui en ont
été données précédemment sont préférables 4 celles-ci.

527. La derniére propriété fournit un moyen aussi simple
qu'expéditif de construire une hyperbole , dés que 'on connait
les asymptotes et un seul point de la courbe.

Soient LI/, KK’ (fig. 180), les deux asymptotes, et M le
point donné de position sur leur plan.

Menez de ce point, des droites sous toutes les directions pos= =
stbles, et & partir des points s, §',s",. .. ot ces droites ren=
contrent Pasymptote KK', prenez des parties sm, s'm’, s"'m’, ..
égales aux distances SM , SM,S'M, . .. du point M & ceux
ot les mémes droites rencontrent Uautre asymplote ; les points
m, m', m", ainsi déterminés , appartiennent 4 la courbe.
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Remarquez que, par cette construction, l'on ebtient a la
fois des points de chacune des deux branches; car la proposi-
tion des sécantes a €été démontrée méme pour une sécante
telle que Mm" ou Mm”.

On peut, dans cette méme circonstance , déterminer les axes
en grandeur et en direction.

D’abord, si I'on divise en deux parties €gales 'angle € des
deux asymptotes, ainsi que son supplément, on aura les di-
rections des deux axes.

En outre, le point M étant connu de position ,-ses coordon-
nées, x',y", paralléles aux asymptotes, sont aussi connues.

On a donc la relation a’y'=k?, on A’4-B*=fa'y";... (1)

==

| o

mais on a aussi (n°238).... tang

8| =

d'on B* = A’ tang* i Chi (21)
Combinant entre elles les équations (1) et (2), on tronve
A% (x tang’iﬁ') =iy,

dlon | oAb e T

r ‘I )
= l—m-—4$’}‘ «LOS ;c,

et par conséquent A = 2.¢0s i ¢ Valy,

B"—-"Atan.g-;-czzlangic.cosic Valy = zsinic’ Vay.
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4oo CARACTERES DES POINTS DE LA COURBE.

§ IV. DE 14 PARABOLE.

Proprietés de cette courbe rapportée a ses axes
principauz.

528, Commengons, ainsi que pour 'ellipse et I'hyperbole,
par indiquer les caractéves analytiques ou géométriques qui
distinguent les points pris sur la courbe, de ceux qui sont
placés au dehors ou en dedans.

1°. Soit »? = 2px Véquation de la parabole MAm.

Considérons les trois points N, M, N ( fig. 181), situés sur
une meme perpendiculaire a Paxe des @, et dont le premier se
irouve hors de la courbe , le second sur la courbe, et le troi-
sitme en dedans.

On a éyidemment NP > MP et N'P<<MP; donc, puisque

pour le point M, MP = 2p,AP, ou j§*—apr=o,
il s’ensuit que, pour le pointextéricur N, ona 3* — 2px > o0,
et pour le point intérieur N, y*—apx < o.

N. B.— 8i le point extérieur avait la position N, ’abscisse
AP" de ce point serait négative, et I'on aurait @ fortior:

g — 2px > 0.

2°. Suivant la définition de la parabole (n° 241), chacun de
ses points M est 4 égale distance du foyer T et de la directrice
LL’; mais si Pon considére deux points R et R’, I'un au dehors
et 'antre en dedans de la courbe , en menant par ces points,
les droites Q'RM’, Q"M'R’, paralleles 4 AX, puis joignant le
point F aux points R et M’, R"et M”, on a d’abord :

Pour le point R, FR4+RM">FM’ ou M'Q’; donc FR>RQ';
c’est-a-dire que la distance d’un point extérieur au foyer ¢st
plus grande que sa distance & la directrice ;

Pour le point R’, FR’ < FM’ 4- MR/, ou< Q"M+ M'R’;
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dou FR <Q'R’; ainsi la distance d’un point intéricur au
 foyer est moindre que sa distance & la directrice,

L =op; ce qui

529. De I'équation y* = 2px, on déduit ==
fait voir que, dans la parabole , le carré d'une ordonnée est d
Uabscisse correspondante , dans un rapport constant appelé le
paramétre de la courbe; en d’autres termes, les carrés des or-
données sont entre eux coriune les abscisses correspondantes; o
les ordonnées erotssent cornme les racines carrées des abscisses.

Ce dernier caractere établit une dilférence sensible entrve
le cours de la parabole et celui de chacune des branches e
Phyperbole. En effet, puisque Von a pour celle-ci:

B Ar.

J'::L'-E:L' =

F 4

il en résulte que les valeurs de - eroissent presgue proportion—
nellement aux abscisses paur des valeurs de v ua pen considé-
rables. L’hyperbole s’éleve donc beaucoup plus rapidement
au-dessus de Vaxe des v, qu’ane branche parabolique. Enfin,
lorsque « est trés grand , le cours de I'hyperbole est presque

celui d’une ligue droite ayant pour équation y:K' ar; tandis

que lecours de la parabole approche beancoup de celui d’une
ligne droite parallele 4 I'axe des v,

I équation y“==2pxdonnant encore 2p 1 yily v, on peut
en conclure le moyen suivant de déerire la parabole par
points :

Prenez swr le premier axe privicipal et & la gauthe delori -
gine A ( fig. 182), une distance AC égal  a ap; élevez sur AX, Fig. 182,
e b : T : : :
de différens points P, P, B, des perpendiculaires, pets dé-
crives sur les lignes GP, CP', CP"..., comme diamétres, des
crconférences ; enfin, par les points Q , (Y, Q.. ., oit ees elr—
conférences rencontrent le sccond axe , mene= des paralléles au
premier; les points M, M, M", | "déterminds par la rencontre

206
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fo2 MESURE D'UN SEGMENT PARABOLIQUE.

de ces paralléles avee les perpendiculaives, sont des points dg
la parabole demandée.
fin cffet, pour une abscisse queluonque AP, vous avez

CA:AQ::AQ:AP, ou 2p:MP::MP:AP ; d’oi MP =2p. AP,

Les points de la branche inférieure se déterminent en pro—
longeant les perpendiculaives, de parties égales a elles-mémes,

550, MESURE D'UN SEGMENT PARABOLIQUE. — Afin de suivre l¢
meme ordre que pour les deux autres courbes, proposons-nous
de déterminer "aire d'un segment compris entre un arc de pa-
rabole MAm, et une corde Mm perpendiculaire au premier
axe, ou simplement I'aive du demi-segment APM.

Pour y parvenir, considéronssur I'arc AM ( fig. 183), une
suite de points M, M, M, ... ; et de tous ces points, menons
des perpendiculaires et des paralléles i I'axe AX; ces droites
déterminent des rectangles RPP'M’, R"P’'P"M, . ... que nous
nommerons reclangles intérieurs , et ’autres rectangles
R'QQM’, RYQ'Q'M",. ... qui seront appelés rectangles exté-
rieurs,

Or, en désignant par x et -, 2 et y’, 2" et »",. .. les coor~
donndes des différens points M, M, M“.... on a pour la
surface s du rectangle intérieur RPP'M’, s=yp (¥=a),
et pour celle, ¢, du rectangle extérieur
correspondant, t=2a" (r—2;
&’ont on déduit ¥ L A ) 3‘:}
¢ (p—0)

Mais , puisque les points M, M’,... se trouyent sur la courbe,
on a les relations y* = 2px, »"'==apa’, qui donnent

=’ :‘Z_j, & = :,I__...__I i H;
2P 2P

il vient donc, par la substitution,

S

:)»" (.rz__f*:.) __f"}".}'! ' T
e R

5
f——
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On obtiendrait pour les deux rectangles suivans,
'
s

= 2
?—'l+‘?_w

ot ainsi des antres.
Observons maintenant que les points M, M, M‘, ... peu-
vent &re pris sur la courbe, de telle maniére, qu'on ait la

suite de rapports égaux, AN I S S
v K

m étant une fraction constante aussi petite que Pon veut (il

suffit, pour cela, de prei;dre gur AY , des parties. ., ...

= = e is de

AQ' = AQ < I+H AQ = A >(1+m. puis de

mener par les points Q',:Q". . . des paralléles 4 AX ).
A WS '
Au moyen de cette condition, les rapports =3 2y deviennent

-4 i

s 5 :
{-:z-i—m, ?::u.-{-m, F:m_-[-m:_,
d’otr, en vertu d'un prineipe connu,

nf e S,
ot et = :

ce qui démontre déja que le rapport enire la somme des rec—
tangles intérieurs et celle des rectangles extéricurs est égal &
la quantité constante 2 4= m.

Cela posé , comme il est évident que, si I'on prend pour m
une trés petite fraction, la somme des rectangles intérieurs
différera fort peu du demi-segment AMP; que la somme des
rectangles extérienrs différera aussi fort peu de la figure mixti-
ligne AMQ, et que ces différences seront d’autant plus petites,
que la fraction représentée par # aura une moindre valeur,
on pent conclure gu’a la limite, ¢’est-i—dire lorsqu’on suppo-
sera m=o, les deux sommes de rectangles se confondront
avee les surfaces AMP, AMQ, et que Von aura nécessairement

26. .
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AMP
AMQ

et par conséquent,

2, d'ou AMP =2AMQ; ainsi, APMQ= 3AMQ,

AMQ = ;.APMQ, ou AMP:%APMQ:%mJ-,

Done enfin, la surface du demi-segment paraboli jue AMP
est égale aux deux tiers du rectangle construit surles coor-
données extrémes.

IT résulte de la qu'un segment parabolique est uoe surface
carrable ; ce qui n'a lieu ni pour le cercle ni pour Uellipse,
dont les aires dépendent du rapport de la circonférence au
diameétre.

Probléme des Tangentes.

551. Proposons—nous actuellement de mener une tangenie i
la parabole par un point (x’, »") donné sur la courbe.

Une droite menée par ce point et par un second point (', ))
de la courbe, est représentée par le systeme des trois équa-
tions

] __.J"_ oA e,
e e e i (1)
G Al e S S (2)
S e sl R A (3)

J_’ _‘-;rrr
af —a
(2) et (3) 'une de Vantre; il vient

Pour obtenir la valeur de

, retranchons les équations

L

Tt S
7 T

'+ O —r") =2p @ —2"); doi
Ainsi, la sécante est encore exprimée par les deux équations

#

2 n i, A
== :3_”71—%-'_’ (x—a%), et y"*=apax’.
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Mais pour que cette droite dev:enne tangente, il faut que
Von aita la fois »'=y", a'=2a"; cequi donne

r—r'=5@=a", y=2pa,
b

dont la premiére est 'équation de la tangente lorsqu'on sup-
pose que la seconde est satisfaite.

532. Remarque.—Comme U'équation y-r"= _.)" + 2P (="
est indépendante de x’, il s’ensuit que ’hypothése 3" = »*
suffit pour établir le contact de la droite. Cela tient 4 ce
que, 'équation de la courbe étant 3*—apx, 4 une va-
leur de 5 il ne correspond qu’une seule valeur pour x; ainsi,
dés qu'on suppose que deux ordonnées de la courbe sont égales,
il doit en étre de méme des abscisses correspondantes.

Mais la réciproque n’est pas vraie. Aussi, en appliquant la
méthode générale du n° 196, ce qui revient i combiner entre
elles les deux équations

yt=2pr, y—y =a@—a),
on trouve pour le résultat de 'élimination de y,
=42 [a(y —az) —plat (7 —ad)y =0,
et pour le résultat de I’élimination de x,
ay* — apy — 2p (ax’ — y’) =o.

Pour que les deux racines de ’équation en x soient égales,
il faut que l'on ait

[a(y —ax’) —p]* —a*(y' —az')*=o0,
u, développant la premiére partie, supprimant les deux
Juantités a® ()" —ax')*, —a*(y’'—ax)?, quise détrui-

sent , et ordonnant par rapport i a,

apa’.a* —apy.a4p*=o.... (1)
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Quant aux deux valeurs de y, elles deviennent Pgall,s au
moyen de la condition p* 4 2ap (ax’ — ") =0,

o, ordonnant par rapport 4 a,
apa’.a®—apy.a < p* =o0,.... (2)

résultat identique avec le résultat (1),

Mais on voit que la senle hypothése que les deux valeurs
de y soient égales, conduita la véritable condition de con-
tact, sans condition étrangére ; tandis que celle qui exprime
’égalité des deux valeurs de x, donne lieu A une premiére
équation qui renferme les solutions @ = o0, @ =00, puis-
qu'on a supprimé des termes en af et a’,

Si Pon suppose le point (a’, " ) donné sur la courhe,
comme on a alors y* = apx’, V'équation (1) devient

y*a* — apyla +P =0, ou (y'a—p)* =o0; d’oﬁa:},

C'est en effet la valeur du coefficient de x — x” dans 'équa-
tion de la tangente (en remplagant toutefoisy’ par y").

333. L'équation y — "= ‘f-;-a (x — x") devient, par l'éva-

W

nouissement du dénominateur, et d’aprés la relation y"=2pz",
Xy =p + ),

équation qui nediffere de »* = apz qu'en ce que y*et 2x, 0u
y.r etz <z, sont remplacés par 1" et & 4 a'.
Soit fait, dans 'équation simplifiée de la tangente, j—ﬂ
Fig.184 (fig. 184); il en resulte -

x4 a'"=o0, dou x=-—a2a" ou AR=—AP

Ainsi, pour mener une tangente a la parabole en un point
donné M, il suffit de prendre une distance AR égale a Uabscisse
AP de ce point , et de joindre le point M aw point R.
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Si l'on suppose ) =—o dans I'équation non simplifice, et
qu'on cherchie la valeur de  — a', on trouve

75 .

T — === = — 2a";

P

ce qui démontre quabstraction faite du signe , la soutangente
PR est double de Uabscisse du point de contact. Le signe dont
elle est affectée convient d’ailleurs & sa position actuelle , puis-
qu'elle se compte & la gauche du point P.

534, L’équation de la tangente au point M étant

.!r jn i
J—r =i (r= 1,
J

on a, pour celle de la normale au méne point,

y =7 == e =w);
et si l'on fait, dans cette nouvelle équation, » =o, il vient

A
g—2" omPS = % = 7,
gk

Donc, dans la parabole, la sounormale est constante , quelle
que soit la position du point de contact , et égale & la moitié
dic paramétre .

558. Comme, dans P'expression a=3%, V'orlonnée ypeut

passer par tous les états de grandeur, il s'ensuit que la tangente
¢st susceptible elle~-méme de prendre toutes les situations pos-
sibles par rapport au premier axe.

Soit y* =0, on trouve a = ®; c’est-d~dire que la tan-
fente menée par le point A est perpendiculaire i AX. Elle
ne devient paralléle 4 cet axe quwau point pour lequel on a

,T" =&

" ' & . .
8i Yon veut connaitre en quel point la tapgente faic
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avec l'axe principal un angle de 50%, il n’y a qua poscy

» . ’

’:7 =—1; cequidonne "=p, etpar conseéquent,
i P
2p 2

Or, cette abscisse n’est autre chose que celle du foyer F,
Ainsi, dans toute parabole, la tangente fuit un angle de 5¢°
& lextrémité de Uordonnée qui passe parle foyer.

536. Menons le rayon vecteur FM ( fig. 184) , et calealons
Vangle FMR , comme nous P'avons fait pour Vellipse.

Bn désignant par @ et a’ les tangentes des angles MRX,
MFEX , on a évidemment

al' — a
tang FMR ‘ou tang V — g

Or, 'équation durayon vecteur passant par le point F pour

lequel ona y=—oectar—= g , est ﬁe la forme

)]

et comme il passe en outre par le point (2’, »), il en résnlte

o
’ . 0 2

y" — (.'.L‘” s ‘E H dont a" = ———"'r .

“ 2 2z’ — p

On a d’ailleurs a = ‘%, ; doncl’expression de tang V devient

LT S

2’ —p g7 " — apx! 4 pt

(4 10 AT e
7'(2a"—p)

ou bien, a cause de "> = apa”, ou a2y

tang V =

ila

= 4P't"":

tang V = apa.’s v, o} = Paztagp) Y
; 22y’ + p r@stp) Y
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D'on I'on voit que l'angle FMR est €gal & Vangle MRF.

Ainsi, atangentedivise en dewx parties égales Uangle FMI
formé par le rayon vecteur FM et une parallele & Uaxe des
- , menée par le point M.

C’est ce qu'on peut encore reconnaitre de la maniere sui-
vante :

On a trouvé (n® 3535 )

AR = AP; d’ou Fﬂ:fg_g.AP.

D’un autre cdté , soit LL' la directrice ; le rayon vecteur FM
est égal 4 la perpendiculaire MG, oug —~+ AP; donc le triangle
FMR estisocele, et donne angle FMR = angle MRT.

557. Cette propriété fournit le moyen de mener tune tan—
gente par un point de la courbe , ou par un point pris hors
de la courbe. :

1° Pour mener une tangente par le point M ( fig. 184), tirez ig.85.
la ligne MH parallele a AX ; joignez le pointF au point G, ot
cefte paralléle rencontre la directrice ; puis abaissez MR per-
pendiculaire sur EG; vous aurez la tangente demandeée ; car
le triangle FMG étant isocéle, la ligne MR divise la base EG
‘et angle an sommet , chacun en deux parties égales

On peut reconnaitre, & postériorz , que la ligne qui divise
Vangle FMG en deux parties égales, n’a que le point M de
commun avec la courbe.

En effet , soit N un tout autre point , et tirons les lignes FN
¢t GN, puis abaissons la perpendiculaire NK sur LL'.

Ona, d’aprés la construction, NF—=NG; mais 'oblique
NG est plus grande que la perpendiculaire NK ; donc NF est
plus grand que NK, et, par conséquent (n° 528), le point N
est situé hors de la courbe.

Il est & remarquer que cette construction dépend unique-
ment de la définition de la parabole.

2° Pour mener la tangente par un point N donné hors de



;"iI() DE LA TANGENTE ET DU RAYON VECTEUKR.

la courbe, décrivez dece point comme centre ; avec un rayon
dezal & la distance NF , une circonférvence de cercle qui coupe
la directrice au point G ; menez Gf paralléle & AX ; et e
point d’intersection M est le point de contact.

Car, par construction, yous avez

NG ="NE.= ot MG = Mi-.

done la ligne NM est perpendiculaire sur le milieu de la corde
FG, et divise Vangle NMG en deux parties égales.

I.a méme circonférence rencontre la directrice en nn sécond
point (", tel que , si par ce point on méne une ligne paral-
lele &4 AX, le point ou cette parallele rencontre la courbe
est le point de contact de la seconde tangente qu’on peut
mener par le point N.

358. Conséquen:e de la propriélé précédente.

On vient de voir que, si U'on joint le point F an point G, la
ligne de jonction FG est perpendiculaire sur la tangente , et
est divisée en deux parties égales par cette méme tangente,
D'un autve cité, l'axe des  étant mené par le point A mi-
lien de BF , passe nécessairement aussi par le milien de FG ;
donc le pnetl I de la perpendiculaire abaissée du point F sur
la tangente, se trouve sur Paxe des y.

Cela démontve que, st du foyer on abaisse des perpands—'
culairves surles tangentes 4 la parabole , le lien géométrigue
des preds de toules ces perpendiculaires n'est autre choée'-gua
le second axe principal.

Cette propriété correspond a celle du n® 297 , relative’ @
Vellipse et & Phyperbole.

3

De la Parabole rapportée a ses diamétres ou & 56
axes CONjugucs.

559. Nous avons va (n° 260) que si, par un point quel-
Fig.185. conque A’ ( fig. 185 ) de la parabole ; on mine une tangente



PE LA PARABOLE RAPPORTEE AUX AXES CONIUGUES. 411

A’H, puis une parallele A’K au premier axe , ces deux droites,
elees axes conjugués , sont telles, que toute corde MM’
malléle 4 A'H | est divisée en deux parties égales par la ligne
4’H qui, pour cette raison , se nomme un diamétre.
11 résulte de la que V’équation de la parabole , rapportée
i ce systeme , doit étre delaforme y*==/kx; K étant une
constante qui dépend toutefois de la position du point A’ sur
la courbe.
Pour déterminer par l’ana‘lyse la valeur de cette constante,
_pous exécuterons une transformation ayant pour but de rap-
» porter la parabole i un noupeau systéme d'axes , tel que U'é-
quation conserve la méme forme que lorsque la courbe est
rapportée & ses aves principau.
L’équation de la parabole rapportée & ses axes étant

Jh = 2px,...(1)
substituons pour @, 3, leurs valeurs

X = xcos 2 + ¥y cos a2 4 a,
y = a sin & 4+ y sin & -+ b,

au moyen desquelles (n® 219) on passe d’un systéme rectan-
gulaire & un systéme oblique d’origine différente ; il vient

sin®ep* - osin.« .sine. xy-tsin‘e. 2+ (2bsing’ -2pmsu')-r
—+(absina—apcose)rp =o0.. (2)
+b*—2pa
Or, par hypothése , cette équation doit se réduire & la forme
J* =kha; donc il faut poser les différentes conditions

sine’.sin @ = o0, sine =0, bsin&'— pcos «’=0, b* —2pa—=o0;

3)

et 'équation (2) devient alors 3* = ——
o4 sin® &

Comme la seconde des conditions établies entraine nécessai-

tement la premiére , il s’ensuit que, pour déterminer =,a’, a,b,
fous n'avons réellenient que trois énquations distinctes. Ainsi,



412 DE LA TANGENTE

le nombre des systémes d'axes par rapport auxquels Véqua-
tion conserve la forme ci-dessus, est infini.

La relation sine=o nous apprend d’ailleurs que le nou-
vel axe des « , qui, d’aprés la forme de Péquation (3), n'est
autre chose qu’un diamétre , est paralléle & Vaxe principal,
Done, dans la parabole, fows les diamétres sont des paralléles
& Uaxe principal 5 vésultat déja connu (n°260).

En second lieu , I’équation b* — 2pa = o, étant ce que de-
vient y*==apx, ou * — apxr = o, lorsqu’on y remplace x et
o par les coordonnées a et b de la nouvelle origine , on doit
conclure que celte origine est placée sur la courbe. En donnant
4 a une valeur arbitraire, on tiverade I'équation b* — apa==o, '
la valeur correspondante de & ; et le point A'déterminé par ces
valeurs, représentera la nouvelle origine.

Enfin , I'équation b sin &' — p cos 2’ = o, donne

tangu

_b’

expression semblable i celle « =%, qui a €té trouvée pour

la tangente a la parabole ; ce qui prouve que le nouvel aze
des y est tangent a la courbe.

Tous ces résultats s’accordent avec ce qui a été dit (n° 258)
sur les axes conjugués.

De larelation tange’ = ’F—; yon déduit cos®e'= ——— Vi ;
et par conséquent, sin’ &' = tang®«’ cos’«'= E’_-I: —-—5—_——
P’
Yot 2 Lo L oy p

Or, si 'on suppose que AG soit 'abscisse de la nonvelle ori-
gine A’ rapportée aux anciens axes, et qu'on tire le rayon
vecteur FA’, on sait que ce rayou vecteur a pour expres-

2P,

sion, a =+ ‘E Done —— = fA'F; clest-a-dire que le
2 sin? «
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pa ramétre de la parabole rapportée ¢ un systéeme d’axes con-
Jjugués , ou bien , le coefficient de x drzrzs Uéquation (3) ,
est égal au quadruple de la distance du foyer & la nouvelle
origine. .

Désignant par 2p’ ce nouveau parameétre, on obtient enfin

¢ apti==apix

pour I'équation de la parabole rapportée i T'un de ses dia—
meétres.

Nous pourrions ici , comme pour l'ellipse et U'hyperbole ,
nous proposer, réciproquement, de passer de I’équation de la
parabole rapportée & un systeme d’axes conjugués, i celle de
la courbe rapportée 4 ses axes ; maie ce caleul ne conduirait

4 aucun résultat important.
é‘ ?.-‘
'540. L'équation y* = 2p'x, o 2p’, prouve que, pour

un.systéme quelconque d’axes conjugues, les carrés desor-
données sont proportionnels aux abscisses correspondantes ;
cest la propriété du n® 329 généralisée, puisque les axes
principaux forment un systéme particulier d’axes conjugnés.

Cette propriété étant vraie quelle que soit Vinclinaison
des axes, on peut, par un procédé semblable & celui qui
a ét¢ employé (n® 514) , construire la parabole, connais-
sant ’angle de deux axes conjugués et le paramétre corres-
pondant. '

Soient AX, AY ( fig. 186) les deux axes conjugués don-
nés. Elevez au point A une perpendiculaire @ AX , et cons-
truisez sur AX , AY . considérés comme axes principaur, une
parabole ANN' ayant 2p" pour paraméire ; menez ensuite de
différens points P, P’,. . des paralléles & AY' et AY , et pre-
nez des parties PM , P'M,... égales @ PN, P'N'...; les points
M, M',. ..appartiendront 4 la courbe demandée. ( Foyez le
n® 386 pour cette méme question.)

544. En résolvant le probléme des tangentes d’apres la mé-
thode dun®351,0n trouve pour 'équationdela tangente, lorsque

Fig. 186,
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: B i
le point donué est sur la courbe, y—y° :{77(;1» — & on '

simplifiant d’aprés la relation y" = ap sty yy=p' (2 4 ay,
Soit fait dans la seconde équation, »=o0; on lrouy:
- — 2" c'est-a-dire {fig. 185) AB" = — R.

B ===
L’hypothese y = o, introduite dans la premicre, donne, . .

Ha

a == — Y ; == — 22"} ce qui prouve que la soutan-

2p
gente PR est négative, et numériquentent double de Uabscisse

due pornt de contact.

Ces résultats sont analogues i ceux du n® 5535..

Quant 4 la sounormale , la propiiété démontrée n® 554 ne
peut avoir lieu dans le cas d’axes conjugués obliques; car le
coefficient de a dans I'équation de la noriale, dépend E
tiellement de lear inclinaison.

342 Supposons actuellement qu’il s’agisse de mener une tan-
gente par un point N (fig. 187), ou (a’, 3'), pris hors de la
courbe ; on a, pour déterminer ies coordonudes =, ", du point

\

de tontacdt, les équations p"=ap's" ¢t yy'=p’ (¢ 42",

Mais au lien d’effectuer élimination , qui n'offrirait aucun
intérét, on peut, en regardant x', 5", comme des variables,
construire les lieux géométriques de ces équations,

La premiére représente évidemment la parabole déja cons-
truite,

Quant 4 la seconde, qui représente une ligne droite, eny

' =—a,

Fi=0, v,

faisant successivement e on lrouve o P
f—3 3 i =

Siten porte, sur lesaxes AX, AY, des parties Al, AH, res-
. 2
v . f ‘ X . .
pectivement égales & — 2/, %:-,—, et qu'on tive la droite 1H,

on a le lieu géométrique demandé; ainsi les points M, m, o
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ceﬁg droite de jonction coupe la courbe , sont les points de
contact des deux tangentes qui doivent passer parle point N.

Comme le vésultat 2" =— 1" correspondant 3 "= o, ne dé-

pend pas de Pordonnée 3 du point N, il sensuit que, si I'on

rend un second point N’ sur une paralléle i Paxe des y menée
par le point N, et qu'on tire les deux tangentes N'M’, N'm’,
la ligne de jonction des nouveaux points de contact doit passer
par le méme point I de Vaxe AX; et ainsi de suite pour les
autres points de la droite LL'.

Cette derniére droite peut d'ailleurs étre regardée comme
une droite située 4 volonté sur le plan de la parabole; done la
propriété démontrée (n® 516) pour Iellipse et 'hyperbole , est
également vraie pour la parabole. 1l en est de méme de la ré-
ciprogue.

11 faut observer néanmoins que, sila droite donnée était nne
paralléle LL' ( fig. 188) & I'axe principal, c'est-a-dire un dia-
métre, les lignes de jonction des points de contact M et m,
M’ et m', ne concourraient plas en un méme point, nrais elles
seraient toutes paralléles entre elles; ’est-d-dire qu’alors elles
se rencontreraient toutes a l'infinf, en un point situé sur axc
conjugué de ce diametre.

En effet, supposons pour un instant, la courbe rapportée & ce
diameétre et 4 son conjugué AY; comme, pour un point N de
la ligne LL’, on a 2’ quelconque, mais 3" égal a o, il s’ensuit
que les résnltats a"=—a'; y' = %, obtenus ci-dessus et

correspondant respectivement 4 y"=o, a"=uq, se réduisent a

L !

i x
Lok S Y _.—__JE—_-;

0]

d’oli Pon voit que la ligne de jonction des deux points de con
tact M et m va rencontrer l'axe des »- 4 Iinfini.

Autrement : 'équation de la ligne de jonction qui, générale-
ment; est de la forme »’y" —p’ (v'4-2"), se réduit dans 'L ypo-
thése de v/ = o) i pla’4a"y=n0, dlot o’ =—2’, équation
d'une paraliele a Vaxe des 3.

Tig. 188
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54%. Nous terminerons la théorie de la parabole par Jug
questions suivantes : une parabole étant tracée sur un plan,
déterminer, 1°. ses axes principawx; 2°. un systéme d'azwes
conjugués faisant entre eux un angle donné ; 3°, le parameéiy,
A I'axe principal , ou a un diamétre quelconque.

Tracez d’abord deux cordes paralleles mm, nn', et prene,
les milieus de ces cordes; la ligne ab (fig. 189) qui joint ces
milienx (n° 262), est un diamelre,

Cela posé, comme tout diameétre est paralléle a 'axe princi-
pal, et que celui-ci divise en deux parties égales toute corde
de la courbe, qui lui est perpendiculaire, il s'ensuit que , s
l'on tire une corde quelconque NIM' perpendiculaire & ab , et
qu'on méne par le milienw P de cetle corde une parallé'e éla
méme droite ab, on obtiendra AB pour le premier ave prin-
cipal; AC, perpendiculaire 4 AB, sera le second ave.

Pour résoudre la seconde question , failes en un point quel-
congue G de AB, un angle NGB egal & celui des deux axes
conjugués ; puis, parle point Q, miliew de MN', menez A'B
parallele & AB ., et au point A" traces AC paralléle* a NN';
vous aurez le systeme d'axes conjuguéds demandé. '

N. B. — Cette construction fournit évidemment le moyen
de mener & la parabole une tangente paralléle & une ligne
donnée NN'.

Quant 4 la troisiéme question, comme, d'apres les cons—
truetions précédentes, on connait les grandeurs des lignes AP,
MP, ou A'Q, NQ, les deux pavameétres 2, 2p/, s'obtiendrout

—
par le mioyen des relations 2p = ME griianias ﬁ,—Q—
AP AQ
Le paramétre a I'axe principal étant connu, on peut en dé-
duire facilement la position du foyer et celle de la directrice.
344. Aux questions précédentes s’en rattache une aulre
qui a rapport aux trois courbes du second degré.
Une portion de section conique étant tracée sur un plai s
on propose de déterminer /a nature ie cetle courbe , ¢'est=i=
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dive de veconnaitre si la courbe est une ellipse, une hyperhole
ou une parabole.

Traces dewx cordes paralléles dans une premiére dir c-
tion, puis dans une seconde ; joignes les milieux des deux
remiéres cordes et les milieux des dewx aulres. Suivant que
ces lignes de jonction se couperont en dedans delarc donné,
ouandehors de cet are, ou qu’elles seront paralléles, la courbe
sera évidemment une ellipse, une hyperhole, ou une parabole.
Quant i la détermination des différens €lémens de la conrbe,
on aura recours anx moyens indiqués (u®™ 320, 524 et 545).

§ V. Equations polaires des trois courbes du second
degré.

545, Jusqu'a présent , nous avons supposé une courbe déter-
minée de position sur un plan, par le moyen d’une équation
entre denx variables exprimant les distances de chacun de ses
points & deux droites fixes comptées parallélement & ces droites;
mais il existe un autre moyen qui, dans ceriains cas, offre des
avantages sur le précédent ( fig. 190). Fia. 156,

Pour fixer les idées sur ce nouveau mode de représenter
analytiquement les lignes, considérons une courbe quelconque
mMm’, une droite OB déterminée de position sur le plan de
cette courbe, et un poiut fixe O sur cette droite. Menons de
ce point , nommé pole, 4 un point quelconque M de la courbe
une ligne OM appelée rayon vecteur; et désignons par 7 ce rayon
vecteur, par ¢ l'angle qu'il forme avec la droite fixe OB.

11 est évident que si, de quelque manitre que ce soit, on
parvient & établir unc relation entre 7 et ¢, qui soit vraie pour
tous les points de la courbe et n’ait lieu que pour ces points,
la courbe sera entidrement déterminée; car, en donvant A ¢
ungsérie des valeur ¢, ¢", ”,..... on tirera dé la relation
f(!‘,v) =o, des valeurs correspondantes ', ", r”, .. .. pour »,
F'crma.nt alors au point O des angles LOB, L/OB. ... égaux
A" .. et portant sur OL, OL/,., .. des purtics dgales

27
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a 7,15 ... on obtiendra des points M, M', . ... qui appar«
tiendront & la courbe.

Les variables 7~ et ¢ sont ce gn'on appelle des coordonnées
polaires , et Uéquation f'(r, v) =0 est dite I'équation polaire
de la courbe.

546. Une courbe étant tracée sur un plan, on peut se pro-
poser de déterminer directement une é Juation polaire de cetle
courbe , en prenant d’une manitre convenable le pile et la
droite fixe menée par ce point. Mais ordinairement, on suppose
que la courbe est déja fixée par le moyen d’une premicre équa-
tion entre des coordonnées rectangulaires ou obliques (celles-
ci s'appellent coordonnées rectilignes); et il s'agit alors d’en
dédunire une équation entre des coordonnées polaires. Or,
cette transformation de coordonnées peut étre facilement exé-
cutée.

Soient, en effet, AX, AY (fig. 1go) , deux axes par rapport
auxquels on a une équation telle que /(2,9 ) =o.

Menons par le point fixe O les lignes OX', OY’, paralléles
a ces axes, et désignons par a. b, les coordonnées AH, OH,
du péle O, par « I'angle BOX', par € I'angle des deux axes; le
rayon vecteur OM et l'angle MOB seront d’ailleurs, comme
ci-dessus, représentés par r et v,

Cela posé, la figure donne évidemment

AP ou x = a 4 OK,
MP ou y = & 4 MK;

mais on a, d'aprés le triangle MOK,

OK : OM :: sin OMK : sin OKM,

MK : OM :: sin MOK : sin 0OKM;
d’ott Von tire
= rsin (6 —p —a) :
OR == e
sin€ s i

MK rsin (¢ - e )

sin €
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Substituant ces valeurs dans les expressions de x et de y,
on obtient

rein € —y—2)
sin€

rsin (¢ 4«)

bl 72 2ich T R (1)

= L
valeurs qui, reportées dans I’équation f'(x, y) = o, donneront
Yéquation polaire demandée.

Lorsque les axes sont rectangulaires , ce qui a lieu commu-
nément , on a

f=100", dolt sinf=1, sin(€— i —a)=cos(v-a);
et les formules deviennent

a=—a--rcos(v4a), y=>04rsin(v-+a... (2

Outre cette hypothése, on peut encore supposer que la
droite fixe soit paralléle 4 Paxe des @, auquel cason a e=o;
et les formules deviennent

x=a-resy, y=>b-+frsing.... (3)

Enfin, dans ces mémes circonstances , on peut prendre pour
pole Vorigine méme des anciennes coordonnées; et les for—
mules se rédnisent a

T ==TL08 ¢y Y=Tsinsi.i: (§)

Les deux derniers systémes sont ceux dont I'emploi est le
plus fréquent.

547. Pour donner une premiere idée de lenr usage, propo-
sons-nous de déterminer Véquation polaire du cercle, en pre-
nant pour pdle un point quelconque O ( fig. 191) situé sur le
plan de ce cercle.

L’équation du cercle rapporté & son centre et & des axcs

Fig.1gr.

rectangulaives , étant  3* 4- 37 = R,
il suffit de remplacer y et a par leurs valeurs (3); ce qui
2.,
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donne en développant et ordonnant par vapport i 7,

-2 (bsing J=acose) ra* -+ 5 —R2—

(la droite fixe, A partir de laquelle se compte angle v, est
une ligne OB paralléle & l'axe des x).

Désignons par 7, 7", les deux racines de cette équation ;
on a, d’aprés un principe connu,

rrrnza-a_'_bs_.]‘{n'

Or, cette relation étant indépendante de Pangle ¢ que forme
la direction du rayon vecteur OM avec OB, il s'ensuit que
pour deux lignes quelconques Mm, M'm!, menées par le point
0, on a la relation

OM < Om=0M'>< Om’, ou OM :OM ::0n : Om;

ce qui prouve que deux cordes se coupent, dansun cercle, en
parties réciproquement proportionnelles.

Tant que le point O est intérieur au cercle , a* 4 4%, ou AO,
est plus petit que AG on R*; ainsi, ¢*-5"— R* est négatif.
Cela doit étre, puisque les distances OM, Om, sont comptées
en sens contraire 'une de 'autre. ; !

Si, au contraire, le point O est extérieur, comme en 0,
a*—b%, ou AOD', est plus grand que R?, et a® 4 p* — B2 est
positif. La propri€té des sécantes se trouve d’ailleurs démon—
trée, puisque la relation ci-dessus donne O'N < 0'n égal a
une guantité constante, quelle que soit inclinaison de la sé=
cante.

Il en est de méme de la propriété de la tangente par rapport
4 la sécante; car le triangle rectangle ADO’ donne évidem-
ment

OD=A0—AD =a* 4 b' —R*; d'ot OD=O0'Nx0n.

548, Soit ercore proposé de trouver I'équation polaire de
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]'hyperbulc, en prenant pour pole le centre méme de la
courbe , et pour droite fixe le premier axe.
11 ne s'agit, pour cela, que de substituer les valeurs....
@ = rcos vet y=rsin ¢ (fig. 137) dans V'équation Fig.137.
Ay — Bia® = A'BY;
il vient (A%sin?w — B! cos® ¢) r* = — A'B*;

=+ AB
cosv. Y/ B? -—A’tang_’—;‘

d'ont r=

Or, ce résultat démontre d’abord que si, par le poiut O, l'on
tire une ligne quelconque Mm', les deux parties OM, Om’, sont
dgales et de signes contraires.

De plus, pour que la valeur de rsoit réelle, il faut que Pon

: ; : B2
ait tang® ¢ plus petit, ou tout au plus égal & v

.

| b

. . Biac
Soit tang*y = - ; il en résulte tangv = =

On voit donc que les droites mendes par le point O, de ma-
nitre qu’elles forment avec AX des angles ayant pour tan-

3

B B y il .
gentes 4 E-et_x’ ces droites, dis-je, séparent les lignes

qui rencontrent la courbe de celles qui ne la rencontrent
pas. ( Foyez n° 258.)

Ce qui précéde suffit pour faire entrevoir avec quelle faci-
lité une transformation de coordonnées rectilignes en coor-
dounées polaires, met en évidence certaines propriétés des
lignes courbes.

549, Passons maintenant 4 la détermination des équations
polaires des trois sections coniques, dans le cas le plus usité,
celui ol Pon prend pour pole lun des foyers de la. courbe,
¢t pour droite fixe, le premier axe.

Erviesg, — Soit F (Jig. 192) le foyer pris pour pole; on a Firica
dans ce cas, b=o, a=c; et les loxmules (3) du n* 546 e
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deviennent

&=c 4 rcosy, y=rsing,
Substituons ces valeurs dans 'équation de la courbe,
A%y o Biad = ABe,
ou plutdt, AY* - (A* —c?)et=A*(A* —¢")
(atin de n’avoir dans les caleuls que deux constantes A et ¢},
11 vient (A% — ¢® cos’)r* <= a(A* — ¢%)c.cosp. r—(A* — ¢*)*=o0;

d’en

- —(A'—c?)e.cowzE V (Af=c*) e eos* v (A*—c*)*(A%-c cos’v)
= A* — ¢t cos* v t

ou, réduisant la quantité sous le radical,

(A*—¢?) (—ccosp £ A)

¥ 5y s ] -
A% — ¢® cos® v

3

expression qui, considérée successivement avec le signe supé-

rieur , puis avec le signe inférieur , donne, toute réduction
faite ,

Ar—¢? Ad—gt
r—— —_——
A+ ¢cosy’ A—ccosv

Discussion. — De ces deux valeurs , la premitre est essen-

tiellement positive; car A*— ¢% ou B?, est positif, et quand

bien méme cosp serait négatif , comme un cosinas ne peut

surpasser I'unité , et que ¢ , ou V/ A* — B?, est moindre que A,
on a nécessairement A - ¢ cos ¢ > o.

La scconde est, par la méme raison , essentiellement néga=
tive ; et cela doit étre, puisque , pour une position quelcongne
du rayon vecteur , on a toujours deux points M et i, N et 7,
dans une position inyerse I'une de lautre, par rapport au
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point F. Mais en faisant abstraction du signe de la seconde va-
leur, on voit qu’elle se déduit de la premiére en changeant
cos v en — ¢os ¢; d’ot il résulte que celle~ci suffit & elle senle
pour donner tous les points de la courbe , avec la condition
de faire passer 'angle v par tous les élats de grandeur, depuis
0° jusqu’a 4oo®, .

Faisons diverses hypothéses sur V'angle ¢ , et déterminons
les valeurs correspondantes de r.

Soient v=o0, d’oll cosy=1; on lrouve

Aﬂ__-t:'n
P=A+c_ — ¢ = FB;
- T | B2 .
v=100", d’oll cos v = o; doncr = A—AL =5 = FN,

demi—paramétre ;

v = 200°,d’l cos vy = —1; done r=A 4 c=FA;

v = 300°,d’oltcos v —=o0; donc
A 2
r = A—&—{'- = % =R,

Dans 'hypothése de v — 100°, la seconde valeur générale

A* — c® B*
de r devient r=— ——— = — —,
e r A z
Ces hypothéses suffisent pour faire voir que I'équation
Al__ a £ % .
P g c;sv représente tous les points de la courbe , aussi

bien que Véquation A" + B* y* = A*B*,
550. Hyeerrone, — L’équation de cette courbe rapportéc
d ses axes, €tant

Ayt Brate=— AP, ol A%y? —(c'—A%) 2% = — A7 (c'—~A"),

il faut substituer ala placede y etde x, des valems » =rsiny
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etaz==c+-rcosv ouplutdt, x=c—rcosy; parce que
les sommets B et A (fig. 193) de la courbe, se trouvant places
4 gauche du point F, on doit compter I'angle ¢ dans le sens
FBA ; ce qui revient 4 remplacer # par 200° — ¢ dans la for-
mule x = ¢ 4 rcos ¢.

On trouvera par cette substitution, et aprés les simplifications
qui ont déja ét€ exécutées pour Vellipse,

et — A2 e — A2

r—-— r— — — e X W wm—
A 4 elcos i’ A—ccosv

Ladiscussion de ces valenrs mérite beaucoup d’attention.
Tant que I'angle ¢ est moindre que 100°, cos v est positif et
diminue de plus en plus, 3 mesure que v augmente jusqu'a
cette limite ; donc la premiére expression de r est positive et
augmente de plus en plus, depuis r=¢—A, ou FB, qui
correspond évidemmenta ¢=—o0, ou cosv=1, jusqua
A B 13

7= —— — ou — qui correspon
A x 1 P

Quand ¢ surpasse 100%, cos ¢ est négatif et augmente numé-
riquement; etil en est de méme de ccosy, et pour que
A 4 ¢ cos ¢ reste positif, il faut que ¢ soit moindre que angle

¢ = 100%, OU COSv=—0.

; A
pourlequel ona A4 ccosv=o0; dou cosv=— ot

‘p:u' conséquent,
. _— - B
tang ¢ = D () e = f__ o ot
o Visée’ p — 1= e af
c’est-a-dire que si Pon méne par le point F, la ligne FG pa-
rallele & I'asymptote OL , I'angle v ne doit pas étre plus grand
que OTG.

Soit » = OFG, d'ot1 cos v = ——%; il en résulte
& cl—AY - Tp gt l——Ar
r i 3 = o

Adcx —

i
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Cela doit étre, puisqu’alors le rayon vecteur est parallele a OL.

Lorsque v dépasse Uangle OFG, la premitre expression de »
devientnégative ; mais observons que, comme cetteexpression
e change pas , si 'on remplace » par — v (car on sait, n° 52,
que cos — v=c05 +-¢), elle est susceptible de représenter la

ortion B, . . .tout aussi bien que la portion BM"M". . .,
dela premiére branche.

1l suffit, pour une valeur quelconque donnée a v, OFM"
par exemple, de décrire du point F comme centre, et d'un
rayon égal & la valeur correspondante de r, un arc de cercle
M°Dm”, puis de prendre Dm® = DM".

Voyons maintenant ce que devient la seconde expression,
lorsqu’on fait passer 'angle ¢ par différens états de grandeur.

On peut mettre cette seconde expression sous la forme

C“-—A:
P

T eicas pl—AL

Cela posé, soit d'abord » =—o; il vient

c* — A*

ok =c - A=TA.

C —

De plus, on voit que r restera positif tant que V'angle »
aura une valeur moindre que celui pour lequel on a

>l

2 A
¢ cos v — A =0, d’oil cos v =~ ,ettangy =

c'est-d-dire tant que le rayon vecteur sera situé entre FA et
FK’ paralléle a la seconde asymptote OH'.

{ ! A
Soit ¢ =O0FK’, doii cosv= = 5 on trouve

ct— A®
— = .

o
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Dans la méme hypothése , la premiere expression générale
de » devient

V— A —A R

F—

= FN.
A
A-]-C)(?

1
2

Pour une valeur de ¢ plus grande que OFR’, la seeonde
expression devient négative ; mais , d’aprés la remarque faite
ci-dessus , cette seconde expression représente non-sealement
la portion AmS, mais encore la portion Am’S’ de la seconde
branche. :

Il résulte de cette discussion, que la premiere branche de
I'hyperhole est représentée en rayons positifs , par la premiére
expression de r, pour des valeurs de v positives ou négatives.
¢t comprisés enlre zéro et OFG , on entre zéro et OFK

Que laseconde branche est aussi veprésentée en rayons posi-
tifs par la seconde expression de r, pour des valeurs de v
posilives ou négatives et comprises entrezéroet OFK’, oun entre

~ zéro et OFG'.

Il n’en est done pas de 'hyperbole comme deellipse. Dans
celle-ci, la premiére expression de 7 est suffisante pour repré-
senter tous les points de la courbe en rayons positifs mais
dans I’hyperbole , la considération des deux expressions est
indispensable. '

581. Parasore. — En faisant pour cette courbe , relative-
ment a la maniére de compter 'angle ¢, la méme ohserva—
tion que pour I'hyperbole , on sera conduit A substituer dans
I'équation

Fig.ayg. y>—=apx ( fig. 194), les valeursy =rsin ¢, x = L —reia e

On obtient par cette substitution, et observant que. . ..-»
sin? y == 1 — cos?¢, :

(1 — cos*v) r* -~ 2p cosp.r — p* = 0,
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—peospt= V/ peos*v + p* (1—cos'V) __p{—costril)

L
donr= Y — COs* ¢ 1 — cos’v
]l P
done r= —l S . Bt P e
1 - cos v I =" SR05. 1

La premiére expression est essentiellement positive , et la se-
conde négative ; cela tient a ce que , pour une position quel-
conque MFm du rayon vecteur, les deux points M, m, sont
toujours en opposition par rapport au point P.

Mais la premiére peut donner a elle seule tous les points
de la combe , si Von fait varier langle v depuis o° jusqu’a
4o0°. <

e ; 3
Soit v =0, d’oit cos¢=—=1; on trouve r:% ==bi
y=100°, ou cos ¥ = o0; il en résulte r = p = FN;
p==1200°, COS'¥ == — 1; donc J‘:E = o0 ;
»=300°, c0s ¢ =0} done r=2% — FN,

. 2

552, Pour ne rien laisser 4 désiver sur cette matiére , nous
exposerons le moyen d’obtenir les équations polaires des trois
courbes, directement, c’est-a~dire en partant des définitions
de ces courbes.

Ervipse. — On a trouvé (n® 228) que le rayon vecteur FM,
3 cx . .,
our, apour expression, A — —;ﬁ (fig. 192), x représentant la Fig.1g2.

distance du point O au pied de la perpendiculaire MP.

Cela posé, soit 2 ladistance FP ; ona évidemment x—=c4-a';
mais le triangle rectangle FPM donne 2’ =rcos ¢; doil
¥ =¢ - recosv.

2 g X cx
Substituant cette valewr dans I'espression 1 = A — T
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Y A*—c (¢ 4-rcosv)  A* — ¢* — ¢r cosy
onoblient r = i = e
2 : - A“ —c?
d’ou l'on dédnit re=—,
Ao ccoswy

. cx
Pour lerayon Fm , on a également r—A — =

mais ici
wvouOp=c—Fp=c—2a', et &’=rcos pFm=rcos v,
d’ont LT=¢ — I Cos ¥,

A—cl(c—redsy) A" —c'~=crcosv

Donc r= =
A A ?
. A A — ¢
L par conséquen res —————;
P q ? A — ccos v

On obtient I'expression du second rayon indépendamment
deson signe, parce qu'on I'a cherchée directement. Mais en
tant que les deux expressions sont liées entre elles par une
méme équation , elles doivent y entrer avec leurs valeurs cor-

rélatives.
cx

Hypereore. — On a trouvé (n° 255) FM ou r = . A

Fig.1g3. ( fig. 193 ) ;mais la figure donne xou OP = ¢ — ', '=rcos¢;

d’ont T==¢—rcos u;
¢ (c — rcosy ¢ — A'— ¢crcos v
done r= —(———-—--2 —_A= -
_ A A
¢ — A%
et par conséguent re
P 1 ! Adccosy

. cx
Pour le pointm , ona Em ou r = = —+ A;
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s

mais zou0p=Fp—FO =a"—e¢, &’ =rcos, d'ont
L0 COBl ~— €3

: (rcos v—¢ ¢r cos v — cf = A
donc r=‘.‘__(__1_‘_)._,._..2+A= A 3

— (¢ — AY) ¢ — A
A —ccos ¢y ccos v — A

el par conséquent, r==

Lesecond rayona une expression tout-a-fait identique avee
celle dun® 550; et cela doit élre, puisque ce rayon est tantSt
positif tantdt négatif.

ParasorLe. — On aobtenn (n®242) FM ou r=a 4~ g (fig- 194);
P

" L 1 A
LTy =T CO5Y, d.Dll.T-:;—F'EOSV;

'

T 1 4cosy’

mais T ol AP:‘S

e
donc r—p—rcosg, elparconséquent, r

On obtiendrait de 1néme le second rayon vecteur , mais abs-
traction faite de son signe.

Des Sections coniques semblables.

TLes propositions qui suivent ne se ratlachent & aucune des théories pré-
cédentes ; mais elles n’en sont pas moins importantes & eonnaitre,

585, Denx ellipses on deux hyperboles sont dites semblables, lorsqu’elles
ont leurs axes proportionnels. Ainsi, soient A et B les demi-axes d'une pre-
miére ellipse , @ et & ceux d'une seconde ellipse; ces deux courbes seront
semblables si I'on a la proportion

ADECRHT <=0

by el A Li@iysiRien B

Cette dénomination vient de ce que les deux courbes jouissent alors des
mémes propriétés que les figures semblables de la Géométrie; c’est eo que
fions nous proposons de démontrer,

Pour plus de simplicité, nous placerons les deux conrbes 'uno sur Pautre
(fig. 165), de maniére qu'elles soient concentriques, et que leurs axes se
confondent,

Soient done deux ellipses pour iesquelles OA , Oa, désignant les demi-
grands axes , les moitids des seconds sout ditermindes par les paral-

Fig.agf.

Fig.1y5.
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1les AC, Ac; en sorte que 'on a
OA ¢ 0z 22 0C2 Oeguon AiiailiiB 3 b . h)

. Cela posé, 1°. considérons une ligne queleonqgue OL menée par le cenly,
(‘i appelons D, d, les demi-diamétres OM , Om; Y, X, les coordonnées dn

point M, et , =, celles du point .
Puisq'ue les trois points O, m, M, sont en ligne droite, ona

W Sapevnai)
ot commé M, m , appartiennent aux denx courbes, on a aussi
AsYa = B (A2 — X)), a2y = 8t (et — 23);
d'oit, divisant Pune par Pautre ces deux équations et ayant égard i la rela-

tion (1),
Yol i Ao — X®:ar — 2%

. 3
mais on a déjh P € RECRE O & SR LI
dorie Xasa2 0t Az — X 2o — 21, on oX? = A,
t conséquent pasd oo iR (2)
et par Ui i G )

Ainsi, Ies lignes MP et mp, OP et Op, OM et Om, sont dans le rappart des
axes A et a.

29, Seient deux autres points M, m’, placés sur une méme ligne OL, ot
nommeons DY, &, les demi-diamétres OM’, Om ; on obtiendrait de méme
P idiiAtallD ;d; done, silon tire les cordes MM/, mm’, on forme
ainsi deux triangles semblables OMM’, Omn/', qui donnent

MM! 3 mm’ 12 D id 5 .A 2 a
L}
e plus, les cordes MM/, mnt', sont paralléles,

30, Concevons actuellement quon a't inserit aux ellipses denx palygones
dont les sommets soient denx & deux en ligne droite avec le centre; il
résulie de la proposition précédente, quae ces polygones ont leurs cO1cs pa-
ralléles et respectivement proportionnels ; done ils sont semblables. Afnsiy
les contours de ees polygones sont proportionnels ans demi-axes des dent
ellipses , ot leurs surfaces sont entre clles comme les etirrds do ces demi-
axes.

Ces denx résultats étant veais quel 'que soit le nombre des cdtés des poly-
rones, le sont encore & Ia limite. :

o Yon peut conclure que les contonrs B, o, des doux ellipses, sont
ertre e dans Fe rappert des demi- gxes, ot leurs stirfhees Set's, dans e
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11 des earrds de eos demi-azes ; ¢lest-di-dire que Pon a

rappo

Btest A s, Bt S s ¢ et As e,

..

Cefte derniére rvelation se déduit encore de l'expression irouvée n® 277,
pour la girface de Pellipse.

On a en cilet Si=gAuBy = wn.bs
A S o AuD
ol . g Th L ave

11 en est de méme de deur secteurs elliptiques correspondant aus ménies
diamétres. g

4. Soient I, £, les foyers des deux c-lhpqes ; et désignons par C, ¢, les
excentricités OF , Of; ona

7a
C= Vi —B = '&\/IME' tzﬂ\/l——;,

done, & couse de la relation (1),.... C: e 1A Ja.... (3)
. 50, 11 résulte des relations (2) et (3) que,si Pon joint Ies points M, m,
aux points F, £, on forme ainsi deux triangles semblables OMF, Omyf,
qui donnent ¥M ; fm 2 OF : Of ;1 A a; de plus, ces rayons veeteurs
sont paralléles.

C’est ce qu'on pourrait encore reconnaitre an moyen des équations polaires
des deux ellipses.

60, Soient lvs tangentes MR, mr; on a trouvé (n® 284) pour les sou-
tangentes PR, pr ,

AL X3 ar — z»
PRi= N Sy
dot E“A,_K' ‘E‘ X i_x e A—.
- pr—w——:}-'X TN e e
et pour les saunormales PS, ps,
Ar— B> €a e®
PS:T.X:F.X, ps= —x;
o PS _ X _ A
: B T e || B

NOR: Llexpression

Ar — T} . 3 B2

PR N, : 5
A A X,
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ne dépendant que de Pabgeisse du point M et du rapport des aves, il ot
suit que , pour toutes les ellipses semblables, les normales mendes ane Poinis
M, m".... qui correspondent a la meme abeisse OF, rencontrent le grang
are au méne point S.

79, La similitude des triangles MPR, mpr, qui ont un angle égal cor;-
pris entre edtés proportionnels, prouve que les tangentes MR, mr, sopg
parallélos ; done (n® 292) les deux demi-diamétres conjugués des dig-
métres OM, Om , sont situés sur une méme droite; et si I'on appelle A’, B,
les demi-diamétres conjugnés de la premiére ellipse, a’, I, les demi-dja-
métres conjugnés correspondans do la seconde, on a la proportion

Al sgt B e Bt A e

On pourrait multiplier indéfiniment les conséquences qui résultent de la
comparaison de deux ellipses sumblables ; mais celles qui viennent ddgre

. développées suffisent pour démontrer que deux ellipses qui ont leurs axes

Yig.vof,

proportionnels, ont tous leurs élémens homologues, proportionnels a ces
azes et egalement inclinés entre eux s'ils sont lindaires; ou dans le méme
rapport que les carrés des axes, si ce sont des élémens de superficie.

Les mémes propriétés sappliquent & ’hyperhole, et se démontreraient
d’une maniére tont-a-fait analogue.

On reconnait en outre, 19. que deux hyperboles semblables, dont Jes axes

ey A - . B
sont dans la méme divection, ont les meémes agpmpiotes, puisque i— ot —
: @

expriment les tangentes trigponométriques des angles que ces droites font
avee Iaxe des z.
29, Que deux hyperboles équilatéres sont toujours semblables, puisque les

B b
rapports - et — sont égaux P'un et Pautre & Punite.

554, Deux paraboles quelconques sont toujours des fizures semblables.

En effet, solent aP , 9p ( fig. 196), les paramétres de deux paraboles , que
nous supposerons placées I'une sur I'autre de maniére que leurs axes coin-
cident; F et £ en sont les foyers.

19, Prenons deux abscisses AP, Ap, telles, que V'on ait la prepertion

AR Apitt AR AS, ou X dax P s

et désignons par Y, », les deux ordonnées correspondantes.
On a les équations

T gD i — ap.zy dlok Naiyga on PX oo
mais , par hypothése,

Nl oo s 'oils ., X Y pealiis ppts
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done
Taplupa S PE G on Ay VSR D HRXK Vx (7]

Dot Ton peut conclure que les trois points A, m, M, sont en ligne droite,
ot, de plus, que T'on a d
AM : Am i X 1 x 20 P! p.
20. Joignant les points F, f, aux points M, m, on forme ainsi deux
qriangles AFM, Afm, semblables, comme ayant un angle égal compris

entre ¢btés proportionnels; done les rayons M, fm, sont paralléles; et 'on
@ en outre, la proportion

FM 2 fin 1 AF ; Af 32 P 1 p.

30, Soient deux autres points' M’ et m’, placés sur les deux courbes, comme
le sont les points M, m; on obtiendrait de méme AM’; Ap’ ;1P :ip,
et par conséquent ,

AM? : Am' it AM ! Am.

Done, si T'on tire les cordes MM, msm’, ces cordes sont paralléles et dans
le rapport P & p.

Concevons maintenant que 1’on ait inserit anx ares AM, Am, deux por-
tions de polygones dont les sommets M et m, M’ et n,... soient; denx &
deux, en ligne droite avec le point A; ces portions de polygones sont sembla-
bles, comme ayant leurs cOtés paralléles et respectivement proportionnels ;
d’on il suit ¢que leurs contours sont dans le rapport P ; p, et lenrs surfaces
dans le rapport P2 : p2, -

Cette double proposition étant vraie pour les limites de ces deux poly-
gones, on a également

arc AM ; arcAm 31 P 1 p, et AMP : Amp :: P2 po.

Ce dernier résultat se déduit encore de Pexpression obtenue (n® 530 )
pour Vaire d’un segment parabolique.

On a trouvé / M=3X.Y, Amp:%x.)';

3
o AMP XY
Amp x5’
@l par conséquent , d :
AMPSE X X Xs Pu
Amp' | 'z = p’

et ainsi de suite; d'od l'on voit que les élémens homologues de deus para-
boles aneleonques sont dans le rapport de leurs paraméires, si ces élémens

28



434 SECTIONS GONIQUES SEMBLABLES.

sont linéaires, el dans le rapport des carrds de ces mémes paraméires, of
1'on considére des élémens de superficia.

358. V. B.— Les courbes que Uon obtient en coupant un céne par une suite
de plans paralléles entre eux, sont des courbes semblables,
En effet, si dans Péquation générale des sections coniques (n° 268),

asinasin€ sing 8in (e - €)
o — 27

=
cost = ¢ cos? ¢
a 2

on suppose dabord «- €<oun>>o0, auquel ecas la courbe est une
ellipse ou une hyperbole, le coefficient de 2 est différent deo; et Pon

sine sin (a—€6) B2
peut Poser,.. .. _““T'__II;'
cos? ;C

Or, tant que le plan séeantyeste paralléle & lui-méme, Pangle 2 ne change
pas; dailleurs € est une quantité constante et donnée & priori. Dong %

est un rapport constant pour toutes les ellipses ou hyperboles produites par
cette série de plans paralléles entre enx.

Quand les plans sécans supposés paralléles entre eux, sont en méme
temps paralléles & une méme génératrice, les seetions coniques qui en
résultent, sont des paraboles. Or, on a vu ci-dessus (n® 354) que toutes les
paraboles sont semblakles ; done toutes ces seciions coniques sonf aussi
semblables.
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4

CHAPITRE VI.

Discussion de l'équation générale du second degré a
deux variables. Détermination du centre et des
axes. Considérations gencrales sur les sections
coniques. Applications de ces principes.

§ 17, Discussion de Uéquation du second degré par la sépa-
ration des variables.

556. Nous nous proposons , dans ce paragraphe, de faire
voir comment, par la résolution méme d'une équation du
second degré & deux variables, ¢’est-a-dire par la séparation
des variables, ou peut déterminer la nature , la forme, et
méme la position , par rapport i des axes quelconques,
de la courbe représentée par cette équation. Nous revien-
drons ensuite sur la double transformation de coordonnées
a laide de laquelle il est toujours possible (n% 250, 252 et
255) de ramener I'équation & 'une ou 'autre des deux formes

Ml Nat =P, o =Qr:
Reprenons I'équation générale
Ay*+Bay +C2* + Dy + Ex+ F=o0,... (1)
qui peut étre mise sous la forme
.. Bx3D [ s
=2 X +'—X—J’+KT‘ +A—:I?+K_-O... (2)
28..
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On tire de cette équation vésolue par rapport a y,

(B'U-'-D') S 4 % Y 2.
=t V/ (B—4AC)z"+2(BD-2AE)r+D*—AT, (3)

Cela posé, soient AX, AY (fig. 197), les deux axes auxquels
on suppose que la courbe est rapportée. En donnant 4 x une
suite de valeurs, on obtiendra pour y des valeurs correspon -
dantes qu’on pourra construire, lorsque toutefois ces valeurs
seront réelles. '

Comme la quantité sous Ie radical de la valeur de 5, est un
trinome de second degré en @ , et que le signe d’une sembla-
ble expression dépend principalement, comme on le sait, de
celui du premier terme, nous sommes conduits a faire sur
le coefficient B* — 4AC, les trois hypotheses snivantes :

B*— fAC <o, B*—fAC=o0, B*—{§AC> o.
Premiére hypothése , B* — JAC < o, ou négatif.

Dans cette hypothése générale , le trinome du second degré,
égalé 4 o, peut donner lieu & trois résultats différens : oun les
deux racines de cette équation résolue sont reelles ot inégales,
ouelles sont réelles el égales , ou bien elles sont imaginatres.

Considérons d’abord le premier cas, et désignons par a', 2%,
les deux racines; ce trinome peut (Algébre, 8° édition,
n° 98), étre mis sous la forme

(B* — 4AC) (x — ') (x—a").o.. ()

Il vésulte encore des principes établis (Algebre, n® 441)
sur les trinomes du second degré, que, pour toute valeur de @
comprise entre &' et a” (ces lettres désignent des quantités
réelles queleongues, positives on négatives), les facteurs mf_-fc's
a—2x' sont de signes contraires; donc leur produi't...-
(x=—2a') (@ —a") est négatif; et comme, par hypothése,
B*— 4AC est lui-méme négatif, il s'ensuit que I'expression (@)



uanltité sous le radical de la valenr de y, est posilive;
ainsi cette derniére valeur est néeessaivement réelle.

Mais si l'on donne & «x des valeurs non comprises entre o
et ', les facteurs x —a’, x—a’, sontde méme signe; done le
produit (4) est négatif , et les valeurs correspondantes de »
sont imaginaires. ¥

Concluons de la, que si AG, AH, représentent les racines
2, x", et qu’on méne par les points G, H, deux paralléles GG,
HI', a I’axe des », la courbe a une infinité de points entre
ces paralltles ; mais elle n’en a aucun ni en-degd niau-deld.
La courbe est donc Zimitée par ces droites, dans le sens posi-
tif et dans le sens négatif des «.
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ou la®

Supposons actuellement que les racines o’ et & soient réelles
et égales. Dans ce cas, le trinome du second degré en @ prend

la forme (B* — 4AC) (a'=— a7);

et Von yoit que, pour toute valeur de a différente de o,
cette expression est essentiellement négative , et la valeur de -
correspondante est Zmaginaire.

Mais si I'on suppose &= 2, le radical disparait, ct la valeur

de y deyient y=— W——;{E‘j .

Donc lorsque les racines o, a¥, sount réelles et égales, lu
courbe se réduit & un seul point ,

: (B! +_'I;)_)’

xTr= &, 3""__-- =

Admettons enfin que ces racines soient imaginaires.

Comme on sait que, dans ce cas, si U'on désigne , pour abré-
ger, le trinome en x par ma*==2nx - p, on peut le trans-
former ainsi :

m[('.r_;_%)' s A—*], ou (B*— fAC) [(.r-}-;'é)’ + k*],
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k* étant essentiellement positif , il s'ensuit que, quelqgva_
leur qu’on donne & x, le signe de la quantité sous le radical
de la valeur de y est ndgatif, et par conséquent , que celte
valeur de y est Zmaginaire. Donc la courbe est elle-ménme
Imagl?zazre c eﬂt-d—dlre que lequal}on (1) ne peut rien re=
presenzer'

Nous reviendrons tout & ’heure sur la forme caractéristique
qui convient & Péquation (1) dans les deux cas précédens.

N. B.— Quand les deux racines 2/, @', sont réelles et in€é-
gales, il résulte de 'inspection de la valeur géndrale de 5, qm
ne renferme @ gu’an numérateur, et dont le dénominateur A
ne peut étre nul, puisque ce serait supposer B* — 4AG positif,
il résulte, dis—je, de cette inspection , qu’a des valeurs de «
limitées, il doit correspondre des valeurs de y limitées. Ainsi
la courbe est limitée dans tous les sens.

D’ailleurs, si on résout V'équation (1) par rapport a x,
on trouve une expression en j, dont la quantité sous le radi-
cal est un trinome du second degré en ), ayant pour ceef-
ficient de 9%, B*— 4AG, et qui, étant égalé & o, donue lien
a deux racines, y', 3", réelles et inézales lorsque o', 2", sont
ellessmémes réelles et inégales ; car, autrement, la courbe
serait imaginaire, ou se réduiraita un seul point, ce qui se-
rait contre Phypothése. Ces valeurs 3, 3", élant construites
et représentées par AK, AL, si 'on méne par les points K
et L deux paralléles KK" LL, a Vaxe des x, on obtient les
limites de la courbe dans le sens des y ; en sorte que la
courbe est entitrement renfermée dans le parallélogramme

NIRS.
Deuyiéme hypothése, B — fAC— o.
Cette hypothése réduit la quautité sous le radical & une

expression du premier degré en a; et si 'on appelle a’ la
racine que donne ce binome égalé & o, on peut le mettre sous

la forme 2(BD — 2AE) (& — a’).



DES GOURBES DU SECOND DEGRI, 439

Or, il peut également se présenter trois circonstances : ou
le coefficient BD —2AE est positif, ou il est négatif, ou bien
il est dgal ¢ o.

Dans le premier cas, il est évident que, pour toute valeur
de x plus grande que 2, le facteur (x—u'), et par conséquent
z(BD-—- 2AE) (x—=x'), est positif; mais, pour toute valeur

de x plus petite, cette expression est négative. Donc, si AG
(fig. 197) représente sa valeur 2, qui peut d’ailleurs étre pig. gy
ositive ou négative, et que, par le point G, 'on méne GG/
parallele & AY, la courbe s’étendra mde_ﬂmment a la droile
de eette pamlléle, mais n’aura aucun point 4 sa gauche,
puisque, pour des valeurs de & égales 4 AG, ou plus grandes
que AG, les valeurs de y correspondantes sont réelles, tandis
qu'elles sont imaginaires pour des valeurs de wx plus petites
que AG.

La eonséquence serait tout-d-fait contraire si le coeflicient
BD — 2AE était négatif’; c’est-a-dire que la courbe s’éten—
drait alors indéfiniment dans le sens des x négatifs , mais se-
rait limitée dans le sens des @ positifs, par la paralltle AG.

Sil'on a BD—a2AE =0 en méme temps que B>—4fAC=o,
la valeur géunérale de y devient

(B”:'D = VI&,.....

dquation du premier. degré en @, qui exprime alors un_sys—
teme de deux droites paralléles ; car le coeflicient de x est le
méme dans les équations des deux droites.

Soit, comme cas particulier de celui que nous examinons,
D*—fAF=o0. Les deux valeurs de y se réduisent & une seule

(Bx 4 D)

J=————": et la courbe dégénere en une seule ligne
2A

droite,

Enfin, s’il arrive que on ait D*— fAF<o, les deux droites
paralleles sont imaginaires ; en d'autres termes , équation (5)
ne représente rier.
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Troisiéme fgj“:,utkése, B? — 4AC > o.

Il peut, comme dans la premiere hypothése , se présenter
trois circonstances principales : ou les valeurs 2, @', du tri~
nome du second degré en x égalé a o, sont ré'e!les et méga__les,
ou elles sont réelles et égales , ou clles sont 7imaginaires.

Dans le premier cas, comme ce trinome peut étre inis sous.

la forme (B*—fAC) (x — &) (x — "), ... (6)

toute valeur de x comprise entre a” et 2", rend les deux factenrs
a—a', x—ax", de signes contraires; donc leur produit, et par
conséquent le produit précédent, est négatif; ainsi la va-
leur de y correspondante est imaginaire. Mais pour une
valeur quelconque de 2 non comprise entre a’ et «”, les fac-
teurs x — 2, *—x", sont de méme signe; done leur produit,
et par conséquent le produit (6), est positif, et la valeur cor-
respondante de y- est réelle.

D'ottil snit que, GG', HH’ ( fig. 197), représentant tonjours les
paralléles & Paxe des y, menées aux distances AG=x', AH=za",
la courbe n’a aucun point entre ces deux paralléles; mais elle
s’étend indéfiniment: & droite et & gauche de ces paral-
éles,

Si les deux racines 2, x”, sont réelles et égales, le tri-
nome en x prend la forme  (B*—4AC)(x —a')?,
et la valeur générale de y se réduit a

. (B.}?—l-])} a—a -
¥ =R o e .. ¥/ B* —4AG,

équalion qui représente un systéme de dewa: lignes droites qui

se coupent; car le coefficient de x est pour I"une,. ... e«

—B+ VB=—4AF o —B—VE—FAC
2A : 2A

Lorsque les racines o', x", sont imaginaires, le trinome

pour Pautre.
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en x, qui peut s’écrire ainsi :

®— 400 [(= + =) + 4],

yeste positif quelque valeur que Von donne a a:; ainsi les
valeurs de » correspondantes sont toujours réelles; et la
courbe s’élend encore indéfiniment dans tous les sens.

1l résulte de la discussion précédente, que les courbes du
second degré peuvent étre divisées en trois classes bien dis-
tinctes = courbes limitées dans tous les sens , courbes limitées
dans un seul sens, et courbes illimitées on indéfinies dans tous
les sens.

La premiere classe renferme comme variéiés, un point, ou
une courbe imaginaire ; la seconde, un systéme de deux
droiles paralléles ; fine seule droite , ou deux droites imagi-
natres ; enfin, la troisitme, un systéme de deux droites qui
se coupent.

Ces résultats s’accordent avec ce qui a été dit (n® 256).

357, Un scul cas semble échapper & la classification précé~
dente : c’est celui on les carrds des wariables n’entrent pas
dans Péquation ; mais alors , cette équation étant de la forme

ks Bxy + Dy 4+ Ex 4 F = o,

il est évident que, pour une valeur de « quelconque , celle
de » sera toujours réelle ; ainsi la courbe est nécessairement
illimitée. En effet, la quantité B*—4AC se réduisant a B?, est
essentiellement positive ; done la courbe est de la troisieme
classe.

Nous verrons plus loin dans quelle situation sont les axes
par rapport 4 la courbe, dans ce cas particulier.

Si I'équation était privée du terme en 37, on pourrait la
résoudre par rapport & & comme on 1’a résolue par rapport
47, et la discussion serait la méme. On voit d’ailleurs que la
courbe est de la troisiéme classe , puisque B' — fAC se réduit
Clicore & B2,
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558. 1l peut étre utile de connaitre la forme qui earaciérise Véquation
générale (1), lorsqu’elle doit apparteniva 'ane des variétés des trois classes,

Considérons d'abord la premiére el et la troisiéme

S5i Pon suppose les deux racines =* et 2" réelles et dgales, on obtient poyy
Ia valeur de

EB&‘-I-DJ g —a' ATy
= . VBEZTAC

ou, en chassant le déneminateur et transposant la partie rationnelle ,

nAr-l—Bz-—l-D:::i:(x—-a:')VB'—m;

ou hien, ¢levant au carré et transposant tous les termes dans le premior
membre,

(38y =+ Bz 4 D)s — (Bs — 4AC) (7 — #)3 = bu.%e. (M)

En effectuant les calculs et remettant pour z’ sa valenr, on retrouverait
nécessairement la proposée, puisqu'on n'a fait autre chose, par ces trans-
formations , que de recomposer cette équation.

Cela poséy si B*—4AC est négatif, le premier membre de équation (M)
exprime alors la somme de deux quantités essentiellement positives, laquelle
somme ne peat étre égale & o, & moins que 'on n’ait séparément,

"\Ay-'i;-ﬁr-l-])::a, S

d’oi I'on déduit
B’ 4 D
2A

s=a, r=s— "
Ainsi la courbe se réduit ¢ un point lorsque le premier membre est le
somme de deuzx quantités positives dont chacune est fonction de =, »; et ré-
eiproguement,

Mais si B* — §AC est positif, on peut considérer le premier  sembre
de l'équation (M), comme lo différence de deux carrés, décompasable en
deux facteurs du premier dégré en x et ¥, savoir:

247 + Bz + D + (= — &) VB* — jJAG,
ot 24y + Bx 4+ D — (¢ — o) VB = jAC,

lesquels, égalés eéparément & o, donneront chacun pour lien géométrique,
une ligne droite.

Ces deux droites sé coupent , car le coefficient de » est nécessairement
différent dans les deux équations.

Ainsi, la courbe dégénére en un systéme de deux droites qui se coupent,
Torsque le premier membre de Péquation proposée est la différence des dens
carrés dont chacun est fonction de =, y; ot péciproquement,
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¢ Boient maintenant =’ et a2’ imaginaives, B*—{AC élant negatif. Le
{pinome du second degré en z de la valeur générale de y, devenant; ‘comme
on P'a’vu plus haut ,

(B' — 4AC) [(r.g.%)’—f- k'],

il sensuit que , par des transformations analogues a celles qui ont été em-
ployées ci-dessus, on peut mettre la proposée sous la forme

(3Ay + Bz + D )2 — (B* — 4AC) (z+%. ' (B — jAC).k2 =,

Or comme, par hypothése, B> —fAC est négatif, il g'ensuit que cetie
expression est la s de trois quantités essentiell positives, dont la
derniére est une quantité toute connue. Or, cette somme ne peut jamais
devenir nulle, quelgue valeur quon donne & z et & ; ainsi il ne peut y
avoir de courbe,

Done la courbe est imaginaire lorsque le premier membre est fa somme
arithmétigue de ‘trois quantités dont P'une est toute comnue ; et récipro-
quement, y

Passons & la seconde classe, pour laguelle on a

B2 — JAC = o.
5i Yon suppose en méme temps BD—2AE=o0, Ila valeur de » se
réduit a

(Bx=-D 1 e s
.r=——?A—J¢E\/D=-—4AF,

d'olr Pon déduit
(2Ay == B o D)2 — (D2 — 4AF ) = 0.0.. (N)
Cela posé, il peut arriver qu'on ait
D — fAF >0, D* — 4AF = o, D — fATF < o.
Dans le premier cas, le premier membre est évidemment la! différence de
deuxr carrés, et il peut se décomposer dans les deux facteurs du premier
24y 4 Bx 4 D 4 {/D* — 4AF,
2Ay + Bz 4 D — {/D» —jAF,
qui, égulés séparément & o, donneront chacun pofr licu géométrique une

ligne droite. Ces droites sont paralléles , puisque le cosllicient de x est le
méme dans les déux cquations.
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Ce qui clablit une dilférence entre cette variété de la seconde ¢lasge ot
celle qui correspond & la troisiéme, ¢’est que P'un des carrés donl se com.
pose le premier membre de 'équation (N), est indépendant de et de y.

Dans le cas de D2 — §AF = o, Péquation (N) se réduita

(247 4 Bz 4 D)2 = o

c'est-i-dire que le premier membre de la proposée est un carré parfait, ey
ne peut représenter qulune seule droite.

Enfin, si D2 — {AT est plus petit que o, le premier membre de Poqua-
tion (N) est Ia somme de deuxr carrés dont I'un est indépendant dexetdey,
somme qui ne peut jamais étre nulle ; ainsi la courbe ne saurait exister,

Dans le cas du point, on a bien aussi une somme de deux carréds, mais
dont chacun, étant fonetion de =, », peat étre égalé séparément 4 o.

389. La seconde classe de courbes présente aussi, par rapport i son
équation, un caractére tout particulier qui mérite d’8tre remarqué.

Les trois premiers termes, Ay®-fBay--Cat; do Péquation générale
peuyent , & canse dela relation

Bs — 4AC = 0, @oi B = ay/A.C,
ire mis sous la forme

Ayr 4 2y YA, 2y/C + Cxt, ou (rvA + xvC)2;
c'est-b-dire que leur somme forme un carré parfait. La réeiproque est vriie,

360. Juisqu'ici nous ne nous sommes occupés que de la
classification des courbes, eu égard 2 leur étendue; actuel-
lement, il s’agit de faire voir comment, une équation nume-
rique €tant donnée, on pent construire la eourbe qui lui ap-
partient, '

Or, il est une construction que l’on doit répéter pour
chaque exemple particulier, si 'on en excepte tontefois ceux
qui correspondent aux différentes variétés, parce qualors
celte construction devient tout-i-fait inutile.

Reprenons la valeur générale de -,

7

2_;.“ ‘/ (B*-4AC) .r’-}-?»(BD-——zkE)u:—i-D“-—.’iAF E

et observons qu'elle se compose de deus parties distinetes,



CONSTRUCTION DES COURBES DU SECOND DEGRE, 445
Vune rationnelle, et 'autre radicale. Désignons la premicre
pary’, et concevons que P'on ait construit 1'équation

oy (Ba -+ D)
e akoe

qui représente une ligne droite, dont on fixe ordinairement la
position en faisant successivement y=o, r=o, et dé-
terminant les valeurs correspondantes de x et de -

Soit BC (fig. 197) cette droite ; il est évident que, pour ob- Fig.197.
tenir les deux valeurs de y correspondant & une valeur quel-
conque *=AP, il faut, aprés avoir mené par le point P
une paralitle a I'axe des y, ce qui donne PQ pour 'ordonnée
correspondante de la droite, il faut, dis-je, porter, a partir
du point Q, et tant au-dessus qu au—dessous de cette droite,
deux parties QM, QM’, égales a la partie radicale ; les points
M, M, ainsi obtenus, appartiennent a la courbe,

On voit, d’aprés cette construction, que la droite BC jouit
de la propriété de passer par les miliewx de toutes les cordes
de la courbe , paralléles & Paxe des y. Done (n® 258) cette
ligne est un des diaméires de la courbe.

Observons maintenant que, pour la premiére et la troi—
sitme classe, le radical pouvant étre mis sous la forme

=~ V(B —/AC) @ — ) (2 —1")

(a', ", sont supposés des racines réelles), si I’on pose a==2",
oux=2a", ce radical devient nul, etles deux valeurs de y,
correspondant & chacune de ces valeurs, se réduisent & 1’or-
donnée du diamétre. Donc les points D, E, ou les paralléles
GG’, HH', rencontrent ce diamétre , appartiennent aussi A la
courbe , qui d’ailleurs est tangente, en ces points, aux deux
paralléles, puisque chacune d’elles peut étre considérée comme
une sécante dont les deux points d’intersection se réunissent
en un seul. '

Lorsque, dans la troisitme classe, les racines a’y 2", sont
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imaginaires , le radical ne peut s’anéantir pour aucune valeyy
de x, et la courbe ne rencontre pas le diamétre BC; majs
comme elle doit avoir tous ses poiuts situés symétriquement
par rapport & cette droite, sur des paralltles 3 Paxe des 7 il
faut conclure qu’elle se compose de deux branches distinctes,
qui s’étendent indéfiniment au-dessus et au—dessous du dia-
métre ; de méme que, dans Uhypothése ou 2, a’, sont réelles,
la courbe se compose de deux branches qui s’étendent indéfi-
niment & droite et & gauche des deux paralléles GG/, HH'.
Relativement 4 la seconde classe , pourlaquelle le radical re-

vient 4 :':;k\/z(BD—aAE) (e—a"), puisqu’il n’existe que

la valeur x=a’ qui puisse anéantir ce radical, la courbe ne
rencohtre son diamétre qu’au seul point D d’intersection de
ce diamétre avec la parallele GG/, 4 laquelle la courbe est
d’ailleurs tangente en D ; et alors cette courbe s’étend indéfi-
niment au-dessus et au-dessous du diamétre, soit i la droite,
soit & la gauche de GG’, suivant que le coefficient BD — 2AE
est positif ou négatif.

Cette construction préliminaire est commune a toutes les
courbes dont on a les équations particulieres.

561. On peut encore se proposer d’obtenir d’autres points
remarquables ; ce sont ceux o la courbe rencontre les axes.

Si, dans Péquation

Ay* 4+ Bay o+ Ca’ 4 Dy 4+ Ex 4 F = o,
on fait successivement 3 ==o et x=o0, il enrésulte
Cx* 4+ Ex 4+ F =0, Ay 4+ Dy + F= o,

et, en copsidérant la premitre de ces deux €quations, suivant
que les denx, valeurs de x sont réelles etinégales , réelles et
égales, ou imaginaires, la courbe rencontre V'axe des x en
deux points , ou en un seul point, c'est-a-dire lui est tan=
gente , ou bien n'a aucun point commun avee cet axe. Sil'on
a C=o, lune des valeurs de « est finie , et Vautre est
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infinie ; ee qui veut dire que la courbe rencontre Vaxe des a
en deux points, dont I'un est situé a une distance finie ,
et Vautre & une distance infinie. Lorsque T'on a, i la fois,
C=0, E=0, les deux points d’intersection sont situés I'un
et Pautre a l'infini.

- Méme raisonnement par rapport a I'axe des y-
Ces principes généraux étant établis, passons & des appli-
cations particuliéres,
Nous supposerons, pour plus de simplicité, dans toutes ces
applications , les axes rectangulaires; mais les constructions
seraient analogues dans le cas d’axes obliques.

PremiErRe crasse. Courbes limitées dans tous les sens, ou
Ellipses.

362. Soit, pour premier exemple, Véquation
y* —azy + 320 + oy — 4z =3 = 0,.... (1)
ou ordonnant par rapport by,
i —alx — 1)y = — 3z -} fr + 3;
on en déduit y=z—1 V0@ + 2z F §oo. (3)
f!galant 4 o le trinome sous le radical , on obtient

g —x —a3=29, doi x:lzlziv'gx' ﬂ3;
2

I+

ce qui donne x =2, == — r; et la valeur de » revient 4

y=x—1 - VW.... {3)

La courbe exists donc; mais elle est limitée par les droites LI, MM’
(fig- 198) , menées parallélement & l'axe des y, & des distances AG, AH, Fig.198.
respectivement égales 3 — 1 et 2. .

Construction du diamétre ¥ — x — 1.

Pour »* = o0, 0n tronve x= 1; et pour 2=0, 3’ =—1. .

Done ce diamétre passe par les points C et B, pour lesquels on a
AC=1, AB=—1.
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Les poinis I et I' oit le diamétre renconive les paralléles LI MM,
appartiennent aussi & la gourbe , qui touche dailleuxs les paralléles en geg
points , puisque pour Vabscisse de chacun de ces points, les deux ordonnées
de Incourbe se réduisent a celle du diamétre.

Soit fait successivement z= o, y=uv, dans P'équation (1); il vient,,

yr— oy — 3 =o0; don y = — 1 £V, ou Y=1LY=-—3 g

_-,;n_gr—(=n; dlott z_':gia 134

Les deux premiers points (x=o0, y=1)(x=0, y =—3), se cons-
truigent facilement, en prenant sur Paxe des y, des distances AD=,,
AD = — 3, et les points D, IV, appartiennent 4 la courbe.

Quant aux deux autres points (r =o, = = g- + % i A

(y=o, ,zg = % V13), il faut évaluer approximativement }/13;0n
trouve 4/13=3,6 & un dixiéme prés; ce qui donne x—1,8 et x=—o0,5.

Prenons done sur Paxe des z, deux parties AE=1,8, "E'=—o0,5, on
aura B, F', pour deux nouveanx points de la courbe.

Comme elle doit passer par les six points D, DY, E, Ef, I, 1, et quelle
est tangente aux deux paralléles LI/, MM’, on peut la regarder comme suf-
fismmment déterminée de forme et de position.

Cependant , si 'on résout 'équation (1) par rapport a z; on obtient

:+2_—V—n.r' ay = 13.

ZRTIPY

3 ; pour avoir

Soit FIV le nouvean diamétre correspondant & = =

les limites de la courbe dans le sens des y, posons

N e S YT P, (s 2 - e
2y Y =1 0; ou ¥y n_‘zv’gr}__ =

cest-h-dire, r=a e y=-—31

En portant sur V'axe des y, deux parties AK =a,1 et AK" = —31,
puis menant par les points K, K", deux paralléles KK’ ot KK¥ & Daxe
des x, on cbtient les limites demandées ; les points F, F*, oii cos paralléles
rencontrent le second diamétre wmtrmt, sont dailleurs les deux points de
contact de la courbe avec ces paralléles.

Second exemple..... y* 4 azy + 322 —fx —o... (1)
On déduit de cette équation , =—zc= |/ Zor(x— a).

Le diamétre passe par l'origine et [ait avee I'axe des = un angle de 1503



DIS ELLIPSES. 449

an Tobtient en prenant AR =1 ( fig. 1gg) , et ¢levant une perpendiculaire
RO = -—1, puis joignant les points A et O.

Comme r=10 el z==12 anéantissent le radieal, il s'ensuit que la eourbe
rencontre son diamétre au point A, et au point I eorrespondant & Pabs-
cisse AG=12. . i

Faisons dans équation (1), y=o0, puis 2==0; il yient 19, Ja2 — fr— o0,

4

dlod. #=0, #=g; 3y =0
Tes deux valeurs de x indiquent que la courbe passe par Norigine el par
Je point E pour lequel on a AE = g,

Quant & Pexpression y2 =0, d'oil ¥ ==0, ¥ =o, elle indique que laxe
des  est tangent @ la courbe au point A; ce qu'on savait déji, puisque AY
estune des limites, -

Résolvons Péquation (1) par rapport & = ; on en déduit

S r= oy

T a —yd
3 —sv J(f + ar a)

=

; {x— 2 -
- Soit FF le diamétre correspondant i o = — —{-&——“] ; on tire de....
iy —a=o, ¥=—1== /3, cesta-dire, y=o0,7 et y=— 2,7
A un diziéme prés.

Done si 'on prend snr AY, AK=o0,7, AK=~— 2,7, et quion méne
les paralléles KK/, K'K*,a AX, les points F, I, ol ces paralléles rencon-
trent le second diamétre, sont de nouveaux points de la courbe, qui s¢
trouve suffisamment déterminde de forme et de position, puisquelle doit
passer par les points A, F, E, 1, [, et qu'elle est tangente aux quatre
droites AY, GI et KK’, K"K". .

363. Troisiéme exemple. ... y* —aay 4+ 22 —3r 42 =o.

Celte équation donne

r=ax =+l -zt 3x—a=u= =Y —(x — 1) {z— 2.

Le diamétre est une droite AR ( fie. 200 ) passant par Vorigine , et faisant Fig.a200.
un angle de 50° avec I'axe des,x; les limites de la courbe sont deux pa-
ralléles aVaxe des y, menées aux distances AG = 1, AH=1; et la courbe
est tangente & ces deux paralléles , aux points D, E,
Les hypothéses y=o, =0, introduites successivement dans Iéqua-
tion, dennent 22'— 3r—4~2=0, r*-42=o0, équations dont les racines
sont imaginaives ; ce qui prouve que la courbe ne rencontre pas les axes.
Nous pourrions, comme dans les deux exemples précédens , déterminer
les deux limites dans le sens des ¥ ; mais nous allons aveir recours i une

autre construction , qui peut s’appliquer i toutes les courbes de la premidre
classe.

a9
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Cette construction est fondée sur la propriété (n® 202) qui consiste .
ce que, si Pon forme un parallélogramme sur un systéme de diambtreg
conjuguis, la courbe est tangente aux qualire cbles de ce parallélopramme.,

D’aprés cela, puisque DE représente un diamétre en grandeur et en di.
rection, le point 0, milien de DE, est le centre de la courbe. Ce point g

Al i 4 2"
pour abseisse, Al ou AGT , Clest-a-dire, =

ozl etz” désignang

les deux racines de Péquation »? — 3r—4-2=—10, oudu trinome sous le
radical égalé & oj or, en vertu d'une propriété des équations du second
degré, ona o +x"=3, coalicient du second terme pris en signe con-

s "
L2028 ouyAT =£—; ce qui est d'ailleurs évident, puisque

traive; done

l'on adejapris AG=1 et All=12.
Dlun autre cbté, comme DE divise en deux parties égales toutes les cordes
paralltles & AY, il s’ensuit gue IO représente en direction le diamétre con-

3 P R
jugué de DE ; donc, si l'on fait == = dans I"expression V.__ra_!_gx_,,

le résultat sera la valeur du demi-diamétre conjugué.
Cette hypothése donne

Veliloamy/ioak

Ainsi, ‘'en prenant, & partit du point O, deux parties ON —

()
& |

ot

ON' = — :? on obtient NN’=1, pourle diamétre conjugué de DE;

et le parallélogramme LI/MM construit sur ces deux lignes est tel, gue
la courbe doit étre tangente & ses edtés , et en leurs milieux D), B, N, N,

Cette construction est propre i donner une idée trés nette de la forme et
de Vétendue dela courbe.

Dans les figures relatives aux deunx-premiers exemples, nous avone trace
ce méme parallélogramme.

Le premier exemple , dont le radical est (no 362)

A ST,
V--‘z(x'--.r-—-;,‘-,

= AR ( fiz. 158), et pour

donne pour 'abscisse du centre, ::-
lavaleur correspondante de ON,

0&:\/—-3 x —%:g va, doi NN =3 ya.

Le second exemple , dont le radical est |/ — a (a2 — ax), donne ponr
Vabseisse du centre,
e
—= 1,
2.
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et pour Ia valeur de ON ( fig. '190), . Fig.1go,
ON =y/=5=7 = V/a; dou NN =3V/a
On fait usage de cette construction pour éviter ka détermination des deux

limites dans le sens des y, et principalement dans le cas o la courbe ne

rencontre pas les axes. y
Au reste, pour obtenir d'anires points dela courbe, il suffirait de donner

& = des valeurs particulidres, et de construire les valeurs de y correspon-
dantes. :
" 564. Nous proposerons pour exercices , les exemples suivans :

10, yi < axy 4= 223 — ay — S 4 1 =0;

La courbe est une ellipse tangente 4 P'axe des » qui forme alors I'une
des limites; :

a9, 42 —oxy 4 x* — 8y + fx 44§ = o;

La courbe est une ellipse tangente aux deux axes ecordonnés;

30, 43"+21"-F4y—¢‘ix—5=0.

Si les axes sont rectangulaires, la courbe est une ellipse, dont les axes
principaus sont paralléles aux axes donnds, puisqu’il n'y a pas de terme
en xy;

4°. Fr -2 — 3y S ax 1= 0.

Dans le cas d’axes rectangulaires, cette équation appartient & un cercle.
Mais la méthode précédente de discussion ne suflit pas pour le faire recon-
naitre; il faut avoir recours & ce quia été dit n°® 177 ; :

b i5a) 72— fay 4 Sr* — ay 4= 5§ = o3

La courbe se réduit & un point, car on peut (n° 558) mettre Péquation
sous la forme (y —2x — 1)* -k (# — 2)2 = b;

6o, ) :'a—z;ar+n.r!—u+4=o;

La courbe est imaginaire, car Péquation revient &

(r — x)2 4= (¢ —1)2 4= 3 = 0.

Seconpe crLasse. Courbes illimitées dans un seul sens ,

ou Paraboles.

563. *preniier exemple :

It — far b f& k3 — 9T == 1 = 0.0, (1)

29.
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| Lies trois premiers termes 3 — fay - ja* forment (no B49) un carre
parfait, (r —ax)*.]
Cette équation revient a

yi=alar — ) r=—= et A gr Ay
el donne, par sa résolution,

_r:zx—libi?ﬁ-

X
* Posant ' = 2x— 1, eon f{irouve pour y'=o, .r:;, el pour

z=0, ¥ =-—1; done le diamétre est reprt.aantl. par la lifne BC
Fig. a01 { fig. 201 ), menée par les points B, C, pour !esquels on a

A.B=—|, A.C:-
2

Comme V'hypothése 3z 4 2=1o0, doit z=— ;, anéantit le radi-

cal et réduit ‘ainsi les déux ordonnées de Ia courbe A celle du diamétre, il
wensuit que la droite GG’, menée a la distance AG = — ;, parallélement

4 Paxe des >, est la limite de la courbe; et le point D o cette paralléle
rencontre le diamétre, est celui on elle est tangente i la courbe, qui doit,
i partir de ce point, s'étendre indéfiniment au-dessus et au-dessous de san
diamétre , dans le sens des  positifs.

Fmsons successivement dans Péquation (1),

¥ =0, & xr = o;

il en résulte 4z — gxi— 1 =0, ot y? 42y — 1 = 0.

La seconde, qui est la plus simple, donne
\ B B V’i;
or, comme on a déji, sur la figure, AB=— 1, il suffit évidemment de
porter sur AY, et & partic du point B, ‘deux distances BK , BK’, égales a
/3 ou BH (en supposant AH=2AC=1); et les points K, K, appar-
tiennent & la courbe.

Quant & la premiére, on trouve

= /65 15
:f.-=—&——_—-8—et—g, ‘A trés peu prés,

Prenant done Al = 1 -]—% et All = — =

o

on obtient I, I, pour deux nouveaux points de la courbe, qui se tronye
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sufisamment déterminée de forme et’ de position; puisqu'elle passe par
les cing points K, I, D, K/, 1, etquielle doit éive tangente & GG/ 3

Mais rien n empéche d‘ohtenlr de nouveaux points, en donnant i = des
yaleurs particuliéres , et constrnisant les valeurs correspondantes de y.

On pent également construire la limite dans le sens de Paxe des y, en
résolvant Péquation par rapport a .

Second exemple :

P — aay S axt — fy T+ =0
Cette ¢quation donne
y=a 41 = Vi

Le diamétre passe par les points B, C (fig. 2021, pour lesquels on a...
AB= i, AC=-—a2a, et faitavec I'axe des =, un angle de 50°.

De plus, comme U'hypothése x=o0 anéantit le radical, il s’ensuit que
Paxe des » est la limite de la courbe et lui est tangente au point B. Clest
d’ailleurs ce qu'on reconnait en faisant x=ao dans Déquation ; on trouve

en elfet y:P—fr+ =0, ou (_y—z}’:u,
dlon }':3, o
Soit fait » = 0, dans la méme équation; il vient
T Tx et =

dont les racines sont évidemment imaginaires ; ce qui prouve que la courbe
ne rencontre pas 'axe des =,

Pour obtenir de nouveaux points, faisons x=AP =1; il en résulte
y = 3==V/3; doncsi,aprés aveir élevé en P une perpendiculaire i AX
(ce qui donne PQ=3), on porte successivement deux distances QM,

Fig.203,

Qm, égales a /3 ou 1,7, les deux points M, m, appartiendront a la courbe. -

Soient encore x=3, il vient y=75== }/g=56==3. Ainsi,en pre-
nant AP’ =3, et portant sur P'Q'=25, & partir du point (¥, deux dis-
tances QM’, Q'm', égales & 3, on aura deux nouyeaux points M’ n'. La
courbe est ainsi suffisamment déterminde.

366. On observera toutefois que comme, d'aprés la discussion, les deux
lignes BE, BY, forment un systéme d'axes conjuguds, si I'on connaissait le
paraméire & ce systéme , la courbe pourrait étre construite par le procédé
du n° 340.

| e
Or, en designant par 2p” ce par:m;étre, on a: 2p" = —;-l‘;g, MQ ot BQ

¢tant les coordonnées du poinl M rapportées d ce systéme; mais on vient
de trouver: pour AP = 1, MQ = /3 ; Tailleurs, le triangle rectangle BHQ

 donue BH ou AP == BQ.cos QBII,
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on [comme tang QBH = 1, dlon cos QBH = -"175]

AP = BQ——.
- Vn
Ainsi, BQ = AP. V; = |/5; done enfin,
i’ :" -
W =n =V

Ia méme observation est applicable & toutes les courbes de la seconde

clusse.

567. Nous proposerons les exercices suivans :
19, 7t azy + 2 — 6 + 9= 0;

La courbe est une parabole qui a pour limite 'axe tles ¥, et qui s’étend
indéfiniment dans le sens dea x neganfs

29, ¥ — 3y 4 bxr — a3 = 0

" La courbe est une parabole ropportée a des axes paralléles & ses dewx
azes principaux; et elle $'étend indéfiniment dans le sens des > négatifs ;

30, y* + Bay o gz* — 2 — Gz — 15 = o;

La courbe se réduit & un systéme de deux droifes paralléles; car 'dqua-
tion peut (n® 558 ) étre transformée ainsi: )

(7 4 32 3) (7 + 3¢ — 5) = o;
40. 7 =4 + 2 ok w — fz 4§ =o0;
On a un systéme de deux droites imaginaires ; car I’é:luation revient &
{r —a2zx - 1)2 43 =o0;
8% ¥ = 2@y 4= 22 + O — 6x 4~ g;
Le lieu géomeétrique est une seule ligne droite; ear équation se changeen

(o — = 3)2= 0.

TroISIEME CLASSE, Courbes tllimitées dans lous les sens ,
ou hyperboles.

Premier exemple.

-

568. Soit léquation 2 20y — 22t — fy —z 4 10=0. . (1}
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on en déduit y=m=—x+4 a2 V3 —=3x—6,

ou, décomposant le trinome sous lo radical ,

ye—— =2 iv.j(:r—l- 1)(x— a)
Construisons d’abord le diamétre BC ( fig. 203) correspondant i Péquation T'ig.a03,
)" = — 1 = a;

les paralléles CC/, GG’, a laxe des y, mendes aux distauces AC=12,
4G = — 1, sont tangentes 2 1a courbe , aux points €, E; de plus, la
courbe n’a aucun point situé entre ces droites; mais elle g'étend indefini-
ment i droite et & gauche.
En faisant successivement y—o0 x=—o, dans I'équation {1}, on trouve
5

22 4+ x — 10 = 0, dot = =2, 7 ==z

puis »* — ¥ 4+ 10 =10, équation dont les raeines sont imaginaires ;

ce qui prouve que la courbe ne rencontre pas I'axe des y, mais qu'elle passe
par denx points C, D, de laxe des x, pour lesquels on a AC= 2,
Alyes
9
On obtiendrait de nouveaux points en substituant a la place de = les va-
leurs particuliéres =3, ;... et x=—3, — {,...; mais ce qui précéde
suffit pour donner une idée assez exacte de la position de la courbe par
rapport aux axes,

Second exemple.

Soit l'équation  y? — azy —3x* — 2y~ jr—1=0j... (1)
on en tire r=t=h1i t‘/ér’—ﬁz-{— 20

Le trinome sous le radical, égalé & o, donne lieu & des valeurs imagi-
naires; ce qui prouve que la courbe ne rencontrs pas le diamétre qui a pour
equation. .. y'=ax 4 1,.,. et est d'ailleurs représenté par la droite CB

(fig: a0f).

3 Fig.2oi.
Les hypothéses successives ¥ —o et z=o donnent <
Fob — ey dod _13 P S e S
Z g =0, ol x = T et = g A peuprés;
puis 9 — Oy = si="p Ndlolt P =ik o7

Pranant donc sur Vaxe des =, AD' = 1 lli’ AD = é, et sur Uaxe des 5,
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BE= v/2, BF=— ya, dou AE=1+4 1, AF =1 — {/2, on obiicns
quatre points ¥, D, E, I, par lesquels la courbe doit passer.

On aurait de nouveaux points en attribuant & = de nouvelles valeurs,
tant dans le sens positif que dans le sens négatil, puis construisant les
valeurs correspondantes de y. Mais 'analyse suivante fournira des élémens
propres A fixer d’une maniére plus compléte la forme et la position de la
courbe, dans les exemples qui viennent d’étre traités.

569. Méthod - générale pour déterminer les asymptotes.

Lorsque , par la séparation des variables , dans une équa-
tion, o a reconnu que la courbe a des branches infinies, une
des questions les plus importantes 4 résoudre , consiste & cher-
cher les asymptotes rectilignes ou curvilignes (n° 264) que ces
hranches peuvent avoir.

Reprenons ’équation générale du second degré , résolue par
rapport a la variable »-, savoir :

. Bz4D) :
e |/mm +2nr+p..

[m, n, p, désignant les quantités B* —'4AC, BD — 2AE,
D* — 4AF ; voyezn°® 556]. :

Le trinome ma? 4 2nx + p peut étre transformé ainsi

TH'( + = + ;?Bl we m [(3: fﬁ.) +__—2

Dans 'hyperbole , m ouB* — 4AC est essentiellement po-
L E7 i e MR SRS S
sitef , mais la quantité Lt peut étre indifféremment po-
< m m* ;
sitive ou négative. [ Elle ne saurait étre nulle ; car si on
) n : : :
:walt{—)l ==, mz*4- 2nx+ p serait un carré parfait; et
la courbe se réduirait (n°® 568) 4 un systéme de deux droites].
nﬂ

Faisons donc —‘E—-—-_ ==t .
m m?

le trinome ma*2nx 4+ p  revient encore
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ke _
m (a, - ;} ( W)a

et 'équation (1) se change en celle~ci :

Cela posé , je dis que les droites représentées par

_ Br4D) ( + 5V
2A

2A :48)

L =
sont asymptotes i la courbe.

En effet , remarquons d’abord que les valeurs de y et de s,
. (Bx - D) e

ont une partie commune, —-—-—2A——; ainsi , pour dé-
montrer que les branches de la courbe se rapprochent sans
cesse et autant que l'on veut de ces droites, il suflit de
faire voir que la différence des deux parties non communes
tend de plus en plus vers zéro quand x augmente , et que
cette différence devient mulle quand a est infini,

Pour le démontrer, posons

u—_(:r.-l-%) V'm _k_’“_ ( x -4 )\/m.
= 2A \ / ( D 2 2A 4

et €levons ces deux égalités au carré; il vient

m( —]. s m(a:'-f— 5
=ty e
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ey ks =+ mhk* P T o == mkh*
b AR -, T 7. R T )

Mais, d’aprés V'inspection des valeurs de u et de u , il egy
évident que ces quantités augmentent en méme temps A me-
sure que @ augmente , et qu'elles deviennent infinies quand
« est infini; donc il en est de méme de leur somme u <y,

Par conséquent, la différence (v — w,) diminue & mesure
que x augimente, et devient nulle quand x est infini. C. Q, F. D,

Les deux droites représentées pour I’équation (3) jouissent
donc de la propriété caractéristique des asymptotes (*).

N. B.— On peut observer, pour la pratique, que I'équa-
tion (3) sej déduit immédiatement de Véquation (1) par U'ex~
traction de la racine carrée du trinome

ma® - a2nx - p, oum (:Ir’ e i)™ - 2
m T
en ne tenant compte que des deux premiers termes de la
racine. \

{*) On peut démontrer par un moyen analogue, que toutes les paraboles
qui ont méme paraméire et méme axe principal, mais dont les sommels
ont des positions différentes sur cet ave, sont asymptotes les unes aux aufres.

Considérons en effet les deux paraboles

y2 = apx, et _y'il = apf{x — a);

a désignant Uabscisse du sommet de Ia seconde parabole, compiée & partic
dn sommet de la premiére.
On déduit de ces équations

ﬂpa&_

¥ —y, = apxz, etparsuite, ¥ — y, = ;
¥ =

or, 7 ¢t ¥, augmentant en méme temps i mesure que « augmente, et doves
nant infini quand x est infini. 1l en est de méme de lour somme (r =-21)5
ainsi, la différence (» —».) des ordonnées des deus eourbes, correspontant
ala méme alncisse! diminue de plus en plus & mesure que x angmente of
devient aulle quand = est infini. Done fa seconde courbe est asymptote & 16

premigre.
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570 Construction des asymptotes. 11 nous reste encore a
figer la position de ces droites par rapport aux axes.
Pour cela, reprenons l'éguation (3), en y remplagant m
ot n par leurs valeuts ; il vient

__(Ba4D)  vB —JAC, _ 2AE —B
b e R SRRy (” oy v

Or, sil’on compare cette équation avec celle du diametre,

1 L .7’ S (_Bxﬁi.—l)}s

on reconnait que les asymptotes se coupent sur le diameétre ,

¢n un point pour lequel on a

QAE——BD__O d’ﬁ:x'—-zAE — BD
TRERY { (i i oty rommy  Tr

X —

Portant cette valeur dans I*équation du diametre, on trouve,

il C g oCD —BE
toute réduction faite, ' = T o

Nous verrons bientdt que ces valeurs ne sont autre chose
que les coordonnées du centre de la courbe, par lequel
on sait déja (n® 264) que les asymptotes de I'hyperbole
doivent passer,

Le point commun aux deux asymptotes étant déterminé, il
suffit de mener par ce point deux droites faisant avec I'axe
desa des angles qui (dans le cas d’axes rectangulaires) aient
pour tangentes,

W R4 e O el e T L
2A $lA e 2 A :

@ =

€t cette construction peut se faire aisément dans chaque cas
particulier.
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Soit repris le premier exemple dun® 568,

y=—z--a=%= V3in _35r—06.

La racine carrée de 3 (x* — x —2) élant | = — -) \/3 » on obtient pouy

Péquation des deux asymptotes,

Yi=—2zx+ 2 i(z-—-é)\/?-

(SR

1
Si Pon pose = — === 0, il en résulte x

d'oii, en substituant dans Y =—xa, Y=

.

Wl

Fig.203, Ceg valeurs sont les coordonnées du point O ( fiz. 203) par lequel lés asymp-

totes doivent passer.

Aprés avoir mené par ce point une paralléle a AX et pris sur cette paral-
lele, OR= 1, on éléve du point R une perpendiculaire 8 AX , sur laquells
on porte, A partir du point I (pour lequel RI=OR=1), deux distances
IS, 187, égales & V/3; et les deux points S, S/, appartiennent aux asymp-
totes, car ona

RS = — 1 4+ V3, RS = —1-V3:

Done 0S, 0S', sont les asymplotes cherchées.

La eonstruction serait la méme si les axes étaient obliques; seulement,
les valeurs de a et de ' n'exprimeraient plus des tangentes, mais des rap-
ports de sinus,

Om a représenté également dans la figure 204, les deux asymptotes de 1d
courbe relative au second exemple.

5
Le trinome 4_:1 — 5.'r+ a fou 4 (1-’ _% X _I.) donnant 2 (x — g)
2
pour les deux premiers termes de la racine carrée, I'équation des asymp-

ttesest y,=ax-1=%£2 (.z‘--g), ce qui donne

13
b LA S y,‘_—-.s-.-i 20, a ==Y 4 =7,

ool

quantités faciles & construire.

N. B. — On s'est dispense de reproduire ici les raisonnemens gqui ser=
vent & prouver que les droites ainsi obtenues sont asymptotes ; mais les
¢léves feront bien de les répéter pour chaque exemple.
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%71. La théorie des asymptotes comprend deux cas assez re-
marquables . .
Le premier est celui on I'un des carrés des variables mangue
dans Uéquation.

Soit Péquation Ay> 4 Bxy 4 Dy 4 Ex 4+ F=o,
privee du terme en a®. On en déduit

\/B*.r’-{- a( D—-:aAL) a4 D' —fAF;

d’oti , extrayant la racine carrée et ne tenant compte que des
deux premiers termes de la racine,
BD —2AE
B 4+ ————
(B1 -+D) ok B
2A 2A H

| =

ou, séparant les deux valeurs et réduisant,

E AE-—-BD
.)-l:_-ﬁl J’|=—A + i o

Le premier de ces deux résullats mdlque que lune des asymp-
toles est paralléle a Vaxe des a.
Pour l’équation Baxy + Cax* 4+ Dy 4+ Ex 4+ F = o,

on trouverait, en la résolyant par rapport & x,

By + E
sy %.é;—)' = VB Fa(BE—20D) ;- § B — 40T,

d’onn, extrayant la racine carrée et ne tenant compte que des
deux premiers termes de la racine,

T BE — 2CD
N L
! aC B 20 i
; : D B CD — BE
ce qui d £ P t Te=— =it
qui donnerait a R et c -+ e

pour les équations des deux asymptotes.



464 CON STRUCTION

Ainsi, lune d'elles est paralléle & Paxe des .

Les raisonnemens du n® 569 sont d’ailleurs applicables 3 s
deux circonstances. !
572. Le second cas est celui on I'dguation est Privee deg

deux: carrés.
Dans ce cas, on a recours a une autre méthode pour détey.

miner les asymplotes.
Soit équation Bay =Dy 4 Ex 4+ F =0 si on lazée
sout d’abord par rapport a 3, on trouve

8y i} E:r.'-i-_F.
7 = R D P

ou, effectuant la divisionde Ez + F par Br 4 D,

E . DE — BF
TESRTEE

Posons §Y e B,
. b
je dis que cette derniére €quation, dont le lieu géométrique
est une droite paralléle 4 Paxe des @, représente une asymps
tote & la courbe.
En effet, prenons la différence entre I'ordonnée y de la
courbe et T'ordonnée -, de ceite droite; il vient

_ DE—BF
= = B0Bs + D)

: ) 1 D

Or , il est évident que plus = augmente (i partiv de x=—g5>
qui donne Bx -+ D = o), plus cette différence diminue.

Elle peut méme devenir aussi petite que l’on veut, et se 1€~

duit & o quand on suppose y = o, c'est-d-dire qie l'or=

donnée de la courbe et Vordonnée de la droite deviennent

alors égales. Donc la\droile = —-g est telle que la
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coarbe s’en rapproche sans cesse et antant que Pon veut , sans
ouvoir cependant jamais atteindre autre part qu’a Uinfini.

Dounc elle est asymplote,
En résolvant Péquation par rapporta x, on obtient

_ @®r+H ‘D . DE—BF
— B FE- "B TEm S+ E)

T D
et si 1'on pose @y, == g

on prouvera , comme précédemment, que cette derniére équa-
tion, dont le lien est une parallélea 'axe des y, représente une

DE — BF
seconde asymptote ; car la différence x — x, €lant BBy + B
E

s

diminue & mesure que y augmente , & partirde » — — ot
et peut méme devenir moindre que toute grandeur donnée.
ey D Py L
Ainsi y,=— 5 T=—g sont les équations de

deux asymptotes de la courbe représentée par 'équation
Bxy + Dy 4+ Ex + F = o.

Ces droites étant d’abord fixées de position, il faut, pour
tracer la courbe, donner & » des valeurs particulieres et cons-
truive les valeurs correspondantes de y , tirées de Iéquation
de la courbe. Il suffit méme d’un seul point, puisque (n°527),
connaissant un point de la courbe et les asymptotes , elle
peut étre facilement construite.

Soit, pour exemple I'équation, =y — 2 4+ & — 1 = o,
[ Nous supposerons la courbe rapportée i des axes quelconquies AX, AY
(fig. 205) ; autrement, Uhyperbole serait équilatére]. Fig.a0b.
Cette équation donne Fime It ol o -
z — 2 x—n

2 <= 1 1

— 2 —

Py T 741 d

.

et résolue par rapport 4 @, a
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Done y=—1, x= 2, sont les équations des deux asymptotes qui,
sur la figure , sont représentées par les droites HH', LI/,

Soit fait dans Uéquation proposée y=o0; il enrésulte x=1; cest
i-dire que la courbe rencontre 1'axe des x au point D pour lequel on 4

AD=1.0n a de méme, pour x =0, ¥ = — —.

= Ainsi la courbe passe

par le point G, tel quion a AG = == ;, et pent étre tracée d'aprés Ia mé-

thode du n® 527.

575. Autre moyen de déterminer les asymptotes dans les
cas particuliers qui précedent.
1l est remarquable que 1’équation

_ E_, DE—BF
y==3g * 5Bz 50y

qui donne la premiére asymptote, peut également faire con-

naitre la seconde : il suffit pour cela d’égaler a 0 le dénomina~

teur de la seconde partie de j-. Car en posant Bx 4-D=o,
D

on trouve & = — —.
B

Cette valeur de x portée dans V'équation de la courbe,
; | : D
donne y =o0; ce qui prouve que la droite r=—p rencontre

la courbe & Vinfini. C’est en effet T'une des propriétés dont
Jouissent les asymptotes. Mais cela ne suffit pas pour les carac-
tériser ; il faut encore , pour qu’une ligne soit reconnue asymp-
tole , que la courbe puisse s’en approcher sans cesse et autant
que l'on veut.

- Afin de faire ressortir ce second carac tére, nous désignerons,
pour plus de simplicité,

DE — BF
—————— par m;

IR , D /
Bpnr_y,—gparn',et B
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Véquation de la courbe prend alors la forme

m
VT i e A O

@

Cela posé, je dis que la droite x=2a' est telle que la
courbe s'en rapproche sans cesse et autant que V'on veut.

Car si 'on pose « =o' = 4, & étant une quantité tres petite,
Péquation (1) devient

e Wi %\E.
Comme 3’ et ne sont des guantités [inies et déterminées, on
- m
voit que plus J'sera petit , plus T sera grand, plus par censé-
quent les ordonnées des points de rencontre de la courbe avec
les droites (x =’ == &) qui avoisinent la droite x—=a",
seront grandes.

Celle-ci qui, comme mnous l'avons déja vu, rencontre la
courbe a Pinfini, cst_dmu: telle en méme temps, que toutes
les droites qui lui sont paralléles rencontrent la courbe en
des points d’autant plus €loigués de 'axe des x que ces droites
sont plus voisines de la droite @ = a'. Donc la courbe se‘rap—
proche sans cesse de celte droite, et autant que Pon weut ,
sans pouvoir cependant La rencontrer.

Ce moyen est applicable méme au cas oni I'équation du se~
cond degré est de la forme

o]

Ar* 4 Bxy- Dy 4 Ex 4 F

ou Byy 4 Cax* + Dy 4 Ex -+ F } Lt

I

0

Considérons en effet la premitre et résolvons-la par rapport
a x; il vient
Ayt Dy - F)
By =

ou, si l'on effectue la division en partie,

=

Jo
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A AE—BD BDE — AE: _ BRI
et e TR T s

Par un raisonnement analogue a celui du n® 372, on prou=
verait facilement que I'équation

AE BD

e BJ’+

représente une premiére asymptote.

Elle donne en effet y—— E a1 ‘%,

équation qui n’est autre chose que 'une de celles auxquelles
on est parvenu n® 374.
Je dis en outre que, si 'on pose By 4E=o0, ce qui donne

. = E
. i S

on a ainsi la seconde asymptote.

Car soient, pour plus de simplicité,

A AE—BD E__ , BDE—AE'—BT_
'—ﬁ:PsT:q’-‘E‘:.} SR At =1n;

Péquation de la courbe prend la forme

+
==l =7

Cela posé, soit d’abord y=7'; il en résulte x=o0; ce qui
prouve que la droite y=9’, ou y=— E, rencontre la courbe

B
a Uinfini.
D'ailleurs, sil’on pose y =7' 4= &(* étant une quantité trés

. . ’ m
petite), la valeur de x devient = py' g = dp = =
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Comme les quantités p, ¢,m, ", sont des quantités finics et

. . m
Jdéterminées, on voit que plus J'sera petit, plus la valeur de 53
sera grande, plus par conséquent les abscisses des points de
rencontre de la courbe avec les paralltles & Vaxe des ., ..
(y =y £ &) seront grandes.

Ainsi la droite y =" est telle, que toutes les paralleles
menées au-dessus on au-dessous d’elle rencontrent la courbe
en des points d’autant plus éloignés de Paxe des y- qu’elles sont
plus voisines de cette droite.

Donc la courbe se rapproche sans cesse ‘et autant que Von
veut de la droite y =",

Voici de nouveaux exemples relatifs & la troisieme classe de
courbes.

¥, 72— gy 2z 4 by — gz 4 2 = 0;
équation d’une hyperbole qui ne rencontre pas son diamétre,

20, i 7 — b + fx 4+ 3 = o;

¢quation dune hyperbole dont P'une des asymptotes est paralléle & 1'axe

des x, ( Vares n®® 571 et 575.)
30, yr — Ay — 2= 0;

Phyperbole est rapportée & son cenlre comme origine, et l'une des
asymptotes est paralléle i I'axe des =.

49. ¥ = 2t T = 0}

si les mxes sont rectangulaires , 'hyperbole est équilatére et rapportée i
des axes pavalléles aux axes principaux,

5o, 2y — & -4 1= 0;
la courbe est rapportée 2 des axes paralléles aux asymptotes. (Vares
n®s 572 et 373.) _

69, ¥ — amy 4=y + fr — 8 =o0;

Ia courbe se réduit & un systdme de deux droites qui se eoupent (no558).
Ce dernier exemple présente nne circonstance remiarquable, lorsqu’on
résout Péquation par rapport i x.

_rr4ar—4§
2w =—1

On trouve Y

——r30..

¥
|

e —
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o, effectuant ka division eonformément i la méthode indiquée cidessye
pour déterminer les asymptotes ,
z ={ =+ a;
2
dott il semble résulter que la courbe se réduit & une seule ligne droite.
Mais ohservens que, si la division s’est faite exactement, c'est quelo nu-
mérateur de la valeur de x peut se mettre sous la forme (‘E -+ -:) far — 4).
Ainsi la valeur de x revient b
2
(Z+2) v =9
—_— _g -
i ay — § :

d'oti, chassant le dénominateur et transposant ,

(27— §)(=—=Z=2) =0,

équation qui peut étre satisfaite ,
soit lorsqu’on pose ay — 4 = o, dod »y = a,

soit lorsqu’on pose r— E —a=o0, don ¥y =3z — 4

Ainsi la courbs se réduit 4 un systéme de deux droites , el non pas & une
seule droite comme on l'avait cru d'abord.

Application de la méthode de discussion précédente & d'autres courbes.

5%4. La méthode pxposée précédemment pour la discussion des équa-
tions du second degré peut également s’appliquer 4 des équations d'un
_degré supérieur, pourvu que I'on puisse opérer la séparation des variables.

Nous nous bornerons & une seule application qui suffira pour montrer
comment il faudrait opérer dans tous les eas semblables,

Soit Péquation y* —xiy 422y — a2} Loy 4 ar—o0,... (1)
qni est du troisiéme degré , mais qu’on peut résoudre par rapport 7.

A B 2% — ar — 3 L —_—
On en déduit y = _—2__._..¢ ;Vx¢+4._-_ ()

Fig.208. Désignons la premiére partie de cette valeur de 7 par 5 (fig. 206); €t
construisons d’abord le lien géométrique
T — A — g

7y pi— e el e Kl

2
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(lette équation revient & =% — 2xr — ' — a2 = o, et donne....,
w—= 12 Var+3; dou Pon voit que le lieu ghométrique est une pa-
rabole qui a pour diamétre, ou plutét pour axe principal, la ligne EE" me-
née parallélement & P'axe des » , & une distance AP = 1; la limite de cette
parabole ‘est dlailleurs DE menée parallélement a AX par le point D,

pour lequel on a :
il 3 =g, ten Lyt = -—_):AD‘
En falsant ' = o dans son équation, l'on trouve
z=12=V3 o 2=AQ, et == AQ.

Spit ensuite r=o; la valeur de y' se réduit a

a
.7" e P ; === 1j
ainsi la parabole passe encore par le point B, pour lequel AB= —1.
¥ —ar —a
La courbe correspondante & ;r’:'r—_)— ast suffisamment dé-

terminée , et peut étre représentée par REQ'R'.

Je dis maintenant que cefte parabole doit étre considérée comme un
diamétre de la courhe cherchée.

En effet, pour une valeur de x quelconque, AP, il faut, aprés avoir
construit 'ordonnée P'B’ correspondante de la parabole, porter, a partir
du point B’, au-dessus et au-dessous de cette courbe, une partie égale a la

valeur du radicalé Vi 4. On voit donc que la ligne RQEQ'R’ passe

par les milicur de toutes les cordes de la courbe cherchée, qui sont pm‘aﬂéa'es
a U'aze des y; done (n® 258 ) cette ligne est un diamétre.

Actuellement , si nous observons que le radleal Y/z4 -+ 4 revient &

25 .\/: -+ ;—4‘—, on peut mettre Vexpression (2) sous la forme

XY — Ap — 2 1 4
J"—‘—-————-———-—-i-—x’\/ 2
a @ !+.r¥’

& si Pon applique & cette équation les rafsonnemens qui ont été faits
19369, on prouvera facilement que la eourbe cherchée a pour asymptotes
le systéme des lignes représentées par 'équation

it — = s
ar S+:

2

=

Cette quation, considérée successivement avec le signe supérieur et
e le gigne inférieur, devient

=t —z—=1, 6 3= —x — 1.
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La seconde de ces deux-ci est l'équation d'une ligne droite LL/ passans
par les deux points B, B, pour lesquels AD=—1 et AB"—=— ;.
Quant & la premidre,, on en déduit

x— -'r-gl/fif“-!-S,

1
2
et, en la construisant, on obtient une nouvelle parabole 515 ayant pour

axe principal II' (ou = %), ot pour sommet le point I, quon obtient
en posant

5
%

47" 4+ 5 = 0; doi J“:—_‘sAC.

Il est & remarquer que les deux asymplotes LL', SIS’, ont le point B
commun et se touchent en ce point; car la partie non commune de leur
2
équation étant %, si I'on pose x=o0, il en résulte 7'= — 1.

Ce méme point appartient aussi, comme on l'a vu plus haut, au dia-
métra parabolique RQEQ'R”.

11 ne nous reste plus qu'd déterminer quelques points de la courbe cher-
chée,

Soit d’abord fait y = o dans Péquation (1); il en résulte

— ¥ + ar = 0, ou F(x* —3) = 0;
Ao 8 r=o0, =+ V3, x=—V7;

ainsi la courbe passe par I'origine A et par les points G, G/, pour lesquels
ona AG= V3, AG=— ya.
Soit encore x¥—o: on trouve

=4y —o, doi y=o, ¥y = —a;

done la eourbe passe par le nouveau point H pris sur P’axe des y, & une
distance AH— — 2. :

Faisons ensuite z=—1 dans I'équation (2); il vient
3 Ty /5
c¢ qui donne les nouveaux points EY, E¥, pour lesquels on &

& 1 A,
B s PE=—§, B =!y5, mEr = — VG

Pesons enfin = = 2 = AP': on trouve

r=—1%lya.
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(es deux valeurs construites donnent encore les points K et K’ pour
deux points de la courbe.

Le lieu géométrique cherché devant passer par les points K, G, EY A,
puis K, E”, E, G, et ayant pour asymptotes la parabole SIS’ et la
droite LL’, est nécessairement veprésentée par les deux lignes indéfinies
KGE'AT', G'HNE"K"...

N. B. —S5i l'on combine Péquation de la courbe avee I'équation,...
y=—a—2, qui est celle d’une droite paralléle & l'asymptote LL' et
menée & la distance AH=— 2, on trouve pour résultat de cette combi-
naison, z*=o et y=—12, ce qui prouve que la droite HH' est tan-
gente & la courbe au point H. Cela justifie la forme donnée en ce point a Ia
branche GHE'.

OnArouverait encore que ’équation
ZAy 4 2y — 2ty =0

représente une courbe composée de deux branches DADY, EGE’ ( fig. 207),
dont P'une passe par Porigine, et est tangente en ce point & Vaxe des x;
clles ont d’aillenrs pour asymptotes, les droites x =—1 et y=1.

Ceux qui désireraient étendre leurs comnaissances sur la discussion des
courbes de degré supérieur au second, peuvent consulter 'ouvrage de
Cnauen , ayant pour titre: Introduetion a I'Analyse des lignes courbes.

§ 1. Détermination du centre et des axes, par la
transformation des coordonnées.

375. Nous avons vu (n® 280 et suivans) qu’on peut toujours,
une équation du second degré i deux variables étant donnée,
la ramener a Vune des formes My* 4 Na*=P, y*'=0Quz,
par deux transformations de coordonnées; savoir, par un
changement de direction d’axes, ensuite, par une translation
d’origine. Nous allons reprendre cette question avec de nou-—
veaux détails, en renversant toutefois l'ordre des deux trans-
formations, parce que la méthode du n® 250 a Vinconvénient
dintroduire deés quantités irrationnelles dans les coefficiens
de 2 et de y.

v L’équation générale des courbes du second degré étant

Ayt By 4-Ca* 4Dy 4L+ F=o0,... (1)

Fig.aa7.
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remplagons @ ety par les formules x—=x+a, y=r44:
et proposons-nous de déterminer a4, b, de maniére 4 faire dis-
paraitre les termes du premier de;—‘fre en x et en y, Il vient,
par cette substitution,

Ay + Bay + Ca® + (2A6 + Ba -+ D) v 4 (2Ca  Bb+-E)
+ Ab* 4 Bab4Ca* 4+~ Db+ Ea ~+F=o0... (2)

Or, puisqu’on veut que cette équation ne renferme plus les
termes linéaires en a et en 3, il faut que on ait

aAb+ Ba+ D=0, 20a-+Bb+E=o0;.... (3)
et alors 'équation se réduit a celle-ci :
Ay* 4+ Bxy 4+ Ca* + F'=o.... (§)
Les trois premiers coefficiens A, B, G, sont les mémes que
dans la proposée.
Quanti F', ona F =Ad*+ Bab4 Ca*4-Db+Ea 4-F;
mais on peut simplifier cette expression., En effet, si I'on ajoute

entre elles les équations (3) , aprés avoir multiplié la premiére
par &, la seconde par a, on trouve

=Ab® 4 aBab - 20a* 4 Db 4 Ba = o,
d’ot1 'on déduit Ab* + Bab 4 Ca®* = — .(.I)b_—,_]_i:.f),
2

et par conséquent,.. .. F=F+M;,... (5)
2

¢’est sous cette forme que nous rappellerons plus tard la va-
leur de F'.
Les équations (3) donnent d'ailleurs pour a, b,

__2AE—BD  2CD— BE
-—.mg b——mm—,.... (6)

valeurs qu’on pourrait reporter dans F'; mais cela est inutile.
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Observons actuellement que, 1’équation (4) restant la méme

lorsqu’on y change x et y en—a et — y, est telle, que si
2/, 7', représentent les coordonnées d’un point quelconque M
( fig. 208) de la courbe rapportée au nouveaun systeme OX’,
0Y’, cette €quation est satisfaite par —a', — 7', en méme
temps que par 4 a', ', Or, il est évident que les deux
points (2, '), (—a', —»") sont en ligne droite avec la
nouvelle origine O, et situées & égale distance de ce point.
- D’ot 'on voit que le point O jouit de la propriété de diviser
en deux parties égales toutes les cordes de la courbe qui
passent par ce point ; donc (n° 230) la nouvelle origine est
le centre de la courbe.

Les valeurs de « et de & sont en effet celle qu'on a obtenues
(n° 370) pour les coordonnées du centre,

Concluons de 1a que I'équation  Ay*4Bay+4-Ca*+ F=o,
est la forme caractéristique des équations de toutes les courbes
du second degré qui ont un centre, lorsqu’on y suppose trans-
portée 'origine des coordonnées.

Comme, en général, 'hypothése B* — JAC = o rend les
expressions (6) infinies , il s'ensuit que la parabole n’a pas de
centre, ou que son centre est situé 4 ’infini. En d’autres
termes, on ne peut, pour la parabole, faire disparaitre a la
fois les deux termes linéaires en = et en y.

N. B. — Lorsque, par cette premiére transformation de
coordonnées, on trouve F'=o0, ce qui ramene Péquation a

Ay?* ++ Bay + Ca* = o,
on peut conclure que la courbe se réduit 2 son centre, ou a
un systéme de deux droites qui passent par le centre. '
En effet, cette équation donne

B B i <
Pm - Em:ﬁ v B —4AC;

et 'on voit que, suivant qu'on aura B*— JAC < o ou>o,

Fig.a08.
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’équation sera vérifide par le systéme unique (y=o, r=o),
ou bien, représentera un systeme de deux droites passant par
I'origine.

Observons encore que toutes les conséquences précédentes
sont vraies, quelle que soit Uinclinaison des axes.

376. Admettons que la courbe soit une ellipse ou une hy--
perhole, auquel cas la transformation précédente est toujours
possible; et voyons maintenant comment on peut faire éva-
nouir le terme en xy de l'équation (4).

Or, ce caleul a déji €té exécuté (n° 280) sur I’équation
générale. Substituons dans (4) les formules (n® 220)

T=—xcose — ) sina, y=asina«-+4ycosa,

au moyen desquelles on passe d’un systéme rectangulaire 4
un autre systéme rectangulaire ; et posons

2 (A —C) sinacose + B (cos*s —sin*a) =o0,... (7)

puis

M — A cos’s — Bsinz cose 4 Csin’a,
N = Asin’s 4+ Bsinacosa 4 Ccos’«,
P

pRAT (F Db + E.,z) :

I

Péquation (4) se trouve alors ramenée i la forme
My* 4+ Nx* = P,

11 reste encore & déterminer 'angle « et les valeurs corres-
pondantes des coefficiens M et N. Pour cela , il ne s’agit que de
reprendre les caleuls du n® 251.

On déduit d'abord évidemment de Péquation (7),

B -
A’
A—G =p

———i Sin 2e — ——— e

——

A=C4B VT

iang 28 — —

d’on cos 2e =
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D’un autre cdté, combinons successivement par addition
et par soustraction, les valeurs de M et de N ; il vient

M4+N=A-+4C, M—N=(A—C)cosaa—Bsin2e;
d’ot1, substituant pour cos 2@, sinas, leurs valeurs,
M4 N=A+C,
M—N=—2EE /A
VA= C4 B

Donc enlin

M = i‘*’_c_;-i\/A_:_C“-}-Ba

2

N=2FC 1yiThw

2

Mais avant d’appliquer 4 des exemples les formules qui
précédent, nous devons faire une remarque sur la maniére
de les employer.

B
A—-C’
est aigu ou obtus, suivant que cette tangente est positive ou
négative ; mais dans les deux cas, son sinus est positif. Or,
on a trouve

L’angle 2« étant donné par la formule tang 2¢ =—

oyl s o
VA= GepBt
—B
+\/A—C+B

(4 cause du double signe dont un radical doit toujours étre
affecté ) ; et pour que cette expression reste positive , il faut
que le radical soit pris avec le signe<4-si B est négatif, et avec
le signe — lorsqu’au contraire B est positif.

sin 2e¢ —

ou plutdt, sin 2e =
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Les valeurs générales de M et de N deviennent donc

M=:04+0=; VA—C+5,

a
\/A-_:(-}’-f— Be ;

5| -

N=_(4+0=F

les signes supérieurs correspondant a B négatif , et lessigues
inférieurs & B positif.

D’aprés cela, voici le tableau des formules dont il faudra
faire usage, pour toute équation particuliére représentant une
ellipse on une hyperbole, si I'on veut rapporter la courbe a
son centre el A ses axes:

Equation proposée,
Ay* 4+ Bay + Ca* 4+ Dy + Ex + F = o.

1°. — Evanouissement des termes linéaires par une trans-

: A
lation d’origine,

__aAE—BD , aCD—BE Db + Ee
=g SR e LR T

Equation résultante, Ay* 4 Bay 4+ C2* 4+ F' =o.

2°. — Evanounissement du terme en ay, par un changement
de direction d’axes,
B

fang2ae —m — ————

A—-C

1 1 o ey =
M—;(A+CJ+;\/A—G+B :

1 I —————— [ si B est négatif.
Ni=s 08+ C) — ;_\/a—cq-}y

ou bien
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(& 0 -—-\/A—G+B“

I
2

T e Si B est }}f}si’y‘.

N -

Equation résultante,... My* 4 Na*=P,

[P ayant ici pour valeur, —F"].
Applications & différens exemples.

B577. —= 1%.... y* — azy 4 320 42y — fr — 3 = o; clest le
premier exemple traité (n® 562 ) par la séparation des variables,
Ona

A=1, B=—a, C=+413, D=3, ==, F=—13;

ce qui donne, d'aprés les formules du tableau précédent ,

By b._-—..—--; et F':—-g.

b -

.

1

Sofent AC :%, Q0=—_; OX', OY’ (fig. 208) représentent les Fig.208.

nouveaux axes par rapport auxquels équation est de la forme

!‘—uxy+3.r‘—2=n.

On trouve ensuite

tingae =—1, M=2+ Va, N=a— V/a, P=2
:

{comme B est ici négatif, on a pris les signes supérieurs dans les expressions
de M et N ).

Soit mcuéa par le point O une droite OB qui forme avec OX’, un angle
ayant pour tangente — 1 ; divisons I'angle BOX' en deux parties égales ; los
deux lignes 0X", OY", sont les nouveaux axes par rapport auxquels Péqua-
tion est enfin ramenée & Ia forme

(a+ V;J b ('z— l/;) = (—:
Pour comparer cette équation a celle-ci :

Azys - Braxd — AsBs,
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¢t en déduire les valeurs des demi-axes A et B, il faut (n® 235) la mulyi-

plier par
P

Q -
W Ve —Va)

(—-|

9
5!

ce qui donne

{'1+V;) 5 9(“""/;) el
e R

d'otl 'on déduit
3 = 3 =
A:.;\/n-{-]/n,Bﬁ;\/j—-V'x,

ou , calculant ces valeurs 4 0,1 prés,
A =27 e B= 1,

Connaissant ces demi-axes, on pent aisément construire la courbe dont
la position, par rapport aux axes primitifs, doit étre semblable & eelle qui
est indigquée par la figure 198, correspondante au méme exemple (n® 562).

20..,. yi421r—azx*— fr —x + 10=o0: Ccestle premierexemple
de 1a troisiéme classe (n° 568).

B étant ici positif; il faudra prendre les signes inférieurs dans les expres-
sions de M etde N.

Ona
A=y, Bea, O ==—4, 'B= =4, E=—1 F=tnu;
d'ott
a:l b-—_—,:a: F’—.’Q et )“+9.1‘J’—2.r’+£"0
2? z’ =4 4! 4 - 4
On trouve ensuite
tangz::—;, Mo =" : \"[3, N __'I':ﬂ_.j..’
at P — %;
ce qui donne pour nouvelle transformée ,
13+ T ”
_(Vﬂ I)J‘_,_‘_VIJ I:’:—*&.
3 %

oun

\/a—+ iy (Vﬁ - 1) .

|
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Cette équation représente évidemment une hyperbole rapportée & son axe
won transverse comme axe des = ; et c'est en effet ce qu'indique la figure 203,
qui correspond au méme exemple traité n® 568 par la séparation des

variables. ]
Pour la comparer & Péquation Buys — Aszr = A2B2 (n° 240), il faut

Ja multiplier par 1331 - 'ou g; ce qui donne
F 2 e 243
%(V|3+ 1) ---g{V:S— 1) oy = T%’

¢t par conséquent ,
B — (V13 +1) =518, doit B=an;

(V73 — 1) =1,93, doa A =1,.

m
]
@I

Nous engageons les commencans & appliquer les formules précédentes
aux divers exemples de la premiére et de la troisiéme classe, qui ont été
traités par la seéparation des variables.

578. On ne peut plus suivre la méme marche, dans le
cas de la parabole, puisqu’on obtient pour «, &, des va-
leurs infinies. Tl n'y a pas d’autre moyen gue de faire éva-
nouir d’abord le terme en a1y , ce qui, comme on l'a vu
(n° 381 ), donne lien & la disparition de I'un des carrés ;
ensuite le terme en 3 et la quantité toute connue, oun bien
le terme en x et la quantité toute comnue, suivant qu’on
trouve.le coefficient de x* ou de »* égal A o.

Déterminons les formules relatives &4 cette double trans-
formation de coordonnées.

La relation B*—4AC=o0, ou B*==fAC, réduit I'expression
V/A—C+B*, ouplutét =4/A —C 4 B2, a = (A +0);

donc les valeurs de tang 24, sin 22, cos 22, M, N, de-
viennent

=l I e
= TFRA ) T SR

tang 24 ==
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1 1 ) e
z; (A+Cyx > (A40), N—-2 (A4+C) = = (A+4-C) ;

Cest-a-dire
M=A+4C, N=o, oubien, M=o, N=A+ (,
suivant que B est négalif on positif'; car la remarque da

1° 576, relative an signe de sin 2@, est applicable au cas que

nous considérons; et comme A + C est essentiellement posztif
dans 1a parabole, si 'on veut que sin 22, ou el
= (A+C)

soit toujours positif, il fant que A 4 C soit affecté du signe
supérieur lorsque B est négatif , et du signe inférieur lorsque
B est positif.

On a d’ailleurs trouvé (n° 250) pour les coeflicients de »
et de 7, dans I’ équation transformée,

R=Dcosa—Esina, S=Dsined E cose,:

expressions qui, i cause de

1 4 cos 2a 1 I — €OS 2z
cos e = i R W
2

se réduisent, lorsque B est négatif, 3

P_D\/E—EV'(I S_DVE+E;/1
Sl YRR - N TR

[

, lorsque B est positif 4

DYC—EVA o _ DVA4+EVC
VigC VAFGC

Par cette premiére transformation , ’équation devient

My*+4Ry 4+ Sr<4-F=o0, ou Na* +Ry4Sr+F=o.

Rli=
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En supposant qwelle soit ramenee a fa premiére forine ; il

faut , pour chasser le terme en y-ct la quanulv toate connvue,
yemplacer x, 7, par 4 a,y =+ b;etsiton pow

oMb+ R — o,

Mb* + Rb + Sa 4 F: 0,
~ d'on V'on tive

e B —Mb—Rb—F_ R ME
_;;‘.. e ;"'—M, @i a= -5

TANsT

on obtient pour la derniére transforniée, My~ 4 Sr =o.
f bl au conlraire, l’eqmtmudlalt Nl“-{-—P\J’-{- Sw+ F=o,
on frouverait
5 §'4 — 4NE
- e T e 3 i e
N’ b INR et  Nath Riy=

D’aprés cela , voici le tablean des forumies nécessairves anx
applications :

1% . B négatif; tang 2« ="""1—Bf-_: M=4A+40C; N=
R DVA—EYGC . DYC4 EVA

ViA 56 /A +C

Myt 4 Ryr48Sr4F=0o

=

R R — 4MT 5
R < .— FE e
2 an’ i O L g
2°...B posiléf ; tang 20 = — —B—. M=y N=A-40C
r A—G’ 3 a1 i 49
R,__:DV(T-EVE S;__DVK-%FJI/(T
PRZTOS Y \oe P oF
Na? +Rly 4 8o+ F=o0 ;
) E A 5 — 4NF
N C T 7R

e o ,t,fr e j{' an
o
.«

L1

a1
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182 TRANSFORMATION
379. Premier exemple, ... 3?2 — fay -+ 4zt o ay — Bt vk
_(B étant négfltil‘, il faut employer le premier systéme de formules.)
OM l‘i=r‘, B=—~4§, C=4§, D=3, E=—7 Fi=_,;
d'on

V5.

ol e

lnngsa:-—:{, M=:5, N=1uo; R:'S—SI/E, 5 =—

Prenons d'abord sur AX, AC = 1 (fiz. 209), et élevons au point C
une perpendiculaire CD = _34"; puis ftirons DAB, et divisons l'angle

BAX en deux parties égales ; les droites AX’, AY", sont les deux axes par
rapport auxquels Péquation devient

16 3
Sy o4 -5-V5._'r— % Vibx — 1= 0;
on obtient ensuite
§ = 356 , -
bz—EVSZ—o,;, et a=—3_oo u=_"7.'
Soient pris AE = — 2,7 et FA' = — o,7.

Les droites A’X", A’Y", paralléles & AX’, AY’, et passant par le point A’,
sont les mouveaux axes, par rapport auxquels I’équation est enfin ramenée
i la forme

3
= ﬁ V5..‘r.

Le paramétre est done égal a % VS ou 0,3; et la courbe cons-

truite d’aprés ces donndes , se trouve dans une situation semblable & celle
de la figure 201 qui se rapporte (n° 363) an méme exemple traité par I
séparation des variables.

Second exemple.... ¥* 4 axy 4 x* — Oy 4 g = o,
(B étant positif, il faut faire usage du second systéme, )

Ona A=1, B=+n, C=131, D=—§, E=o, F=9;
d'ot

tang 22 = :D—?= 00, M=o, N=2a, "= — 3 V3, § — — 3V}
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et l'on a pour la premiére translormée ,

ax* — 3 V;‘_r — 3 V;.\r -+ g = o.
On trouve ensuite

a:%‘/;, asgVG, ot x'zgv:z‘._r.

La construction de la courbe, au moyen de ces résultats, peut &tre faci-
Jlement vérifiée par la séparation des variables.

580, Dans les applications précédentes, nous avons passé
sous silence les différentes variétds , parce que la résolution
immédiate de I’équation les fait aisénment ressortir , et que
toute transformation de coordonnées devient inutile pour leur
construction. Cependant , nous croyons devoir nous arréter
un instant sur le cas particulier d’un systéme de deuwx droites
paralléles.

On a vu (n° 588) (ue cette varicté est caractérisée par les
deux conditions B* — 4AC == 0, BD — 2AE —o... (1)

Cela posé , la premiére donne B = 2= /A . /C, savoir:
B=-—2 /A. V/CsiB est négatif, et B=+ 2y/K. V/C
si B est positif.

Admettons la premiére hypothése , et substituons pour B,
sa valeur dans BD — 2AE —: o ; il vient

—3)/A. YC.D—2(V/A)".E=0; d'oit Dy/C+E} A=o.
ZDVE+EVI
VAT

dans le cas particulier dont il s’agit, et pour B ne'gatif , on
a, alafois, N—oetS = o.

Or, ona trouvé (n° 379)... 8 ; donc,

i, au contraire, B était positif, on trouverait
+2 VYA yC.D—s VA, V;l.Ezo

d'oy DYC—Eyi=o.
G
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Ainsi, U'on obtiendrait en méme temps M=o ¢t R = o,
cest=a-dlire que la premitve transformation réduirait Véqua-
tiona My* + Ry 4 F =o.ouNa* + 8¢ + F = 0. (Foyes
ce quia ¢té dit i ce sujet, n® 254.)
Les formules de laseconde transformation (n? 579) donunent,
Z . R i S
dans le méme cas, b= -~ S A=, 0u bien, a= e
b= co ; ce qui doit étre , car le but de cette transformation
est de rapporter la courbe & son sommet , lequel se trouve
alors placé 4 une distance infinie , sur la ligne menée a égale
distance des deux droites paralléles.
Toutefois, aprés avoir déterminé, an moyen del'équation
Fig.210. lang 22 = — K-B—(: , la positiondesaxes AX', AY' (/ig. 210),

par rapport auxquels I'équation est, par exemple, de la forme

My* 4Ry + F='o,

on peut se proposer de faire évanouirle terme en y. Pour cela,
il suffit de poser 3 = » - b, et d'égaler 4o le coeflicient dey
dans Véquation vésultante.
¥
R

« Il vient, par cette substitution, b —— o
2

. 4MF — R?
"&fl ¥ _] e, .
Lr ¥ l’iM — 03
d’eti Pon déduit

7 == o VI {NE.

Soit pris sur AY', AD = — -—I;—I, et menons par le
2

point Dla ligne DE parailéle 3 AX'. Portons ensuite,  partir du
gpoint D, deux parties DB, DB’, égales aux valeurs dey, et
tracons les paralléles BG, B'C, 4 DE ou AX’; ces droites ne
seront autre chose que les deux paralltles demandées , les-
quelles seront alors rapportées au systéne des axes DY, DX".
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- 8 H ¥ - 3 f el 4
Or, il est clair que si, par un point AT piis ::lhtunum\g\t
sur DE, Pon méne A'Y" parallele a DY, on peurra prendre
également A'X’, AY", pour nouveau systtme d’axes, par
rapport auxquels équation est encore de la forme

= ;‘ﬁ VR® — GMF.

" Mais ce qu’il y a de plus remarguable dans le cas dont nous
nous occupons actuellement, c'est que le systeme des deux
trausformations employées n® 575 et 576, lui est aussi ap-
plicable.

D’abord, si 'on emploie les formules du n® 575,

A -~ BD 20D — BE
2T B A0 777 T TBT=T7AC *

(e}
on trouve pour « , b, des valeurs de la formﬁ:-—(;; cela est

“évident pour @, d’aprés les deux équations de condition.......
B'— fAC =10, BD—2AE = o; et si 'on multiplie la pre-
miére par D, la deuxiéme par B, et qu'onles retranche I'une
de lautre, il vient, apres reduction, — 20D 4 BE = o;

. . o
ce qui prouve que b est aussi de la forme =

Ces résultats s’accordent avecla nature da lieu géométrique ;
car soit A’ ( fig. 210) un poim‘pri_s a volonté surla ligne DE
menée a égale distance desdeux paraliéles BC, B'C’, et menons
par A" une droite queleanque GG'; on a toujours A'G' == A'G
quelles que soient la direction de cette droite et la position du«
point A sur DE. Done tout point de la ligne DE peut (n° 250)
étre considéré comme wum centre, b

Ces mémes résultats indiquent ( Alg. n® 75 ) que les deux
équations de condition ¢ui ont servi a détémuiner o et b,
Tentrent l'une dans Pautre ; et si on vent fixer la position
de I'un des points qu'on’ prend ‘pour centre, on pour nou-
velle origine , il faut douner & « , par exemple, nne valenr
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arbitraire , et déterminer , d'sprés Uéquation de condition
unique , la valeur correspondaute de b. On obtient ainsi un
nouveau systeme d’axes paralléles aux premiers, et par rap-
port auxquels Iéquation est ramencde & la forme:

A7 + Boy + Ca* o N =o.

Faisant ensuite évanouir le terme en 2y d’aprés bes formules
du n° 5376 , on reconnait que la disparition de ce térme fait en
méme temps disparaitre le terme en x* ouen y?, suivant que
B est négatif ou posilif. :

Soit , pour exemple, "équation
7% — 2y 4= 22 4 2y — ax — I = 0y

formdée par ln multiplication des deux factenrs y —xr—1, et y—x-t3
Premier systéme de transformations, au moyen des formules (n® 579).
On trouve dabord , tang 24 = - :—1, M=32; N=o, R=2va2, 8=0; et
I’on obtient pour premiére transformée, 23" +ay2.7 — 3 = o.
Les deux nouyeaux axes AX', AY’( figi avo), font avec AX, des angles
de 50° et 1509,

Posant ensuite dans cotte transformée, y = v -~ b, et déterminant & de
maniére que le terme en » disparaisse, on obtient {0 4 2ay/2:=0;

g 1 3
d *on 6:-.;‘/5, et 2aya —f=o0, on y=1t Va.

Frenons sur AY" une distance AD égale d — —;- v'2, et, & partir du point

D, portons deux distances DB, DB, égales & |/2; puis menons DE, BC,
B*C/, paralléles & AX’; les droites BC, B'CY, sont les droites demandées et
rapportées & un nouveau systéme d’axes, dont I'un A‘X” a une position
déterminén, ot Pautre A"Y" a une position arbitraire.

Deuzidme systéme de transformations, d’aprés les formules des n® 578
et 376.

Posant d’abord dans Véguation 3 — azy 4 29 L ay —az—3=19;

=r—+b, r=2x+a, eligalant i oles coefficiens de » et de =, o
trouve 2b—2a-+2=o0, —a4aa—9b=—nq; équations qui se rédui-
sent M'mne et autre & b — a4 1 =0,

Soit pris, par exemple, a =12, il au résulte » — 1; ce qui donme,
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poir la valenr correspondante de I, .y
Ff= B = gab 4 ab + b — du — 3 = — §,
el pour premitre transformée, y» — 2zf 4 T -- | = 0.

Les deux droites A'X/, A’Y ( fiz. 411), menées parallelement & AX, AY,
par le point A’, pour lequel on & a=u, b=1, representent {'ailleurs
lo second systéme d’axes.

On obtient ensuite tang 22 — 4~ g, M=12, N=o; cequi donne pour

derniére transformée, 2y? —4=0, ou ry=<k/a; comme ci-dessus.
‘Le troisiéme systéme d’axes est A’X", A'Y".

581. Pour ne rien laisser a désirer sur les applications des
formaules de la transformation des coordonnées, i Véquation
du second degré, nous allons indiquer le moyen de passer de
I'équation d’une hyperbole rapportée i des axes rectangu-
laires quelconques, a U'équation de cette courbe rapportée
@ ses asymptotes.

Pour y parvenir, mnous supposerons d’abord (ue la combe
soit (n® 3755) rapport€e & son cenire comme origine; en sorte
que son équation soit ramenée & la forme

Ay* 4+ Bay + Gt +F' =o0.... (1)

Cela posé, pour que le nouveau systéme d’axes soit celui
des deux asymptotes , il faut (n° 522) que 'équation ne ren-
ferme que le rectangle des variables et une guantité toute
connue.

On doil donc substituer dans I’équation (r) les formules

L

x=— 2 cose 4 ¥ cOSa = xsin « sin &
5 v I

[au moyen desquelles (n°219)on passe d'un systéme rectangu-
laire i unsystéme oblique], puis déterminer «,«’, de maniére
que les termes en y* et en a* disparaissént.

En effectuant cette substitutién, et égalant 4 o les coefficiens

de y” et de &, on trouve les résultats suivans :

Fig.ast.
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Asin® 2 - Bsina cosa’ 4 Ceos*a'=o,......... (2}
Asin*e - Bsimacosa 4 Ccos’a =o,.. ... (3)
ce qui donne la transformee Kay + I’ = o, en posant
K==2Asin asin+ B(sin 2 cosa’ -} sina’ cose)4-20cos« cose’; (4)

Afin de déterminer l'angle =, divisons les deux membres de
(3) par cos®«; il vient

lailg“a{-l- % tange +§-= 0/} e ago (D)
> 50t B
d’ott Ton déduit tal.ng s e + o \/B‘ — 4&9
)

On obtient donc ainsi , en apparence, deux valeurs pour
tang« ; mais observons que Péquation (2) étant composée eu «”
comme (3) est composée en«, larésolution de (2) donnerait les
mémes valeurs que (3); d’ont Pon doit conclure que, si lﬁ;.pi'-e-
miére des deux valeurs ci-dessus rt.préﬁentf' celle de tang «,
la seconde doit exprimer celle de tang 2', et 1ec1proquement

On a done, par exemple,

— B + VB —jaC ,_—B—L/B*-—@\(},

tange — Sk , tang « 2k

valeurs identiques avee celles qui ont été obtenues n® 370.
Tl e reste plus gu’a déterminer la valeur correspondante
du coefficient K. On peat mettre expression (4) sous la forme

K =cos«cos«'[2A tang « lang &’ 4- B (lange - tang«) 4-2C],
i ohservant d'ailleurs que

1
\/{1 F tang ) (1 + tang" &)’

v, U'équation (5) donune, daprés des propriéiés connues,

COS . 008 & —

, B L
lang < ~1 lang &« =— — 1’ lang «.tang « =j :
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d'ou Lon tive ensuite
e i = ., Br—2AC
tang® « - lang" & =L tang a tang o' =— -

Substituant ces diverses valenrs dans la deuxwmc expres—
sion de K, on obtient, toute réduction faite,

B* —*AC
‘/Bs (A = Q)

Done , enfin , Péquation transformee est

o=

F'. VB + (A—C)*

=i B* — {AC
Les formules pour effectuer la double transformation, sont
2AE—BD = 2CD—BE vy DbEa
St ek o ey i ke e,
—_— 2 ——

2% tang & = Biesk ‘/B 4AC

2A

tang &’ :—B—V/B'"_A{AC, K = ﬁ-—-.-.—-—-B ot 2
3A VB (A—O):

Soit, pour exemple, 'éguation
Y2 23y — 22 — fy — x == 10 = q,

déji traitée n® 377.
On a d’abord trouvé pour a, b, F',

¢ qui a donné pour premiére transformde ,

J"+!13’-2x‘+34220»
On obtient ensuite
lanp e = — 1 +V.'_i, tanga’ = — 1 —-VE K = == u_.
i Vi3
\

Vii-

et pour deuxigme transformée, =y —

Sle
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Ce résultat peut étre facilement vérifie ; en cffet, A et B désignant Jes
demi-axes d'une hyperbole, on a (nv 322)

As o B2
5 i T Tt TRt
mais (n® 377 )

9(v/3 i = v :
A»=2(V/3 —1), B =g (Vi3 +1);

A B ]
done %:%Vﬁ

§ IIl. Détermination d'une section ccnique daprés
certaines conditions. Propriétés communes. awx
trois courbes.

582. On peut, comme pour la ]ignefj&'mite et le cercle
(n® 447, 190), recherchér des sections coniques qui remplis-
sent des conditions données ; daiis ce cas, les coefliciens de
leurs équations doivent étre regardés comme des constantes
indéterminées , dont les valeurs dépendent des conditions
imposées a la courbe.

Or, en reprenant I’équation générale des courbes du second
degré , et divisant tous ses termes par lé dérnier , on |4 ra-
méne 4 la forme

ay* + bxy 4= ca® 4+ dy 4 ex 41 = 0.... (1)

Comme cette nouvelle équation ne renferme que cing coef-
ficiensa, b.c, d, e,il sensuit qu’on peut , en général , faire
remplir cZng conditions différentes 4 la courbe; et ces con—
ditions , exprimées analytiquement , servent 4 déterminer les
quantités a, b, ¢, d, e.

Soit proposé , par exemple, de faire passer une section co-
nique par cing points. Appelons (', y), (=", 7", @",7"),
('Y, ™), (a¥, »") les coordonnées de ces points. En subs-
tituant successivement dans 'équation (1) chacun de ces cing
systémes , on obtiendra autant d’équations du premier degré
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en ay by, d, e, lesquelles étant resolues , donneront les va-
leurs de ces coefliciens ; et en rapportant ces valeurs dans V'é~
quation (1), on aura celle de la section conique indiyiduelle,
assujettiea passer par les cing points donnés. Cette courbe sera
d’ailleurs une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant
que Von aura (n® 556) entre les coefficiens a, b, ¢, des trois
premiers termes,

b* — fac. < 0, b*—facT>o0, b*— fac=o.

11 pourra méme se faire que la courbe se réduise 4 I'une des
variétés ; c’est ce qui arriverait, par exemple, dansleeas ou,
sur les cing points, on en donnerait Trois en ligne droite.
Comme une courbe du second degré me peut (n° 195) avoir
que deux points au plus communs avec une droite, il s'ensuit
que Péquation du lieu géométrique passant par les cing points,
ne saurait appartenir qu’a une droite, ou i un systeme de
deux droites.

On observera encore que , si la courbe cherchée doit étre une
parabole, quatre points suffisent pour la déterminer; car on a
déja entre les coefficiens de Péquation la relation particuliére

b* — flac = o.

Toutefois, comme cette équation est du second degreé, tandis
que les autres sont du premier degré, on devra généralement
obtenir deux paraboles pour réponse i la question.

585, Au lieu de donner cing points de la courbe, on peut
supposer connues de position des droites auxquelles la courbe
soit assujettie & étre tangente.

Si, par exemple, on veut que la courbe soit tangente & une
droite y = mx +n , m et n étant des quantités connues, il
suffit de combiner cette équation avec I'équation (1), et, aprés
avoir formé une équation du second degré en 2/, d’écrire (n° 194,
197) que les deux racines de ceite équation sont égales. On
obtient ainsi une premiére velation entre les indétertiiinées a,
b,c,d, e, etles quantités connues m, n.
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Méme raisonnement pour une seconide | une troisitme., .
droite 4 laguelle la courbe devrait élre tangente.

§'il sagit d’une hyperbole , la conmaissance d’une asymp-
tole équivaut & celle d’une tangente et de son point de contact,
puisque (n® 291) les asymptotes sont des tangentes & I'infini,
Aipsi, il suffit de trois autres conditions pour déterminer la
courbe.

58%. Si la courbe doit avoir un centre, et que I'on donne
la position de ce point, trois autres conditions sont encore
suffisantes pour la détermination de la courbe.

En effet, comme rien n'empeéche de prendre ce point pour
origine, I'dquation est alors (n° 575) de la forme

ay® + bxy -+ ¢a® + 1=o,

et ne renferme que trois coefficiens a déterminer ; ainsi la
connaissance du centre équivaut a dewx conditions diflé-
rentes. 11 est vrai que , dans ce cas, la courbe ne peut étre
quune ellipse ou une hyperbole, ou (n®580) un systéme de
deux droites paralleles.

385. Loxrsqu’on donne de position le systéme des axes, on
un systéme de diamétres conjugués, deux autres conditions
suffisent ponr déterminer leur grandeur, et, par conséquent,
la eourbe elle-méme; ear en rapportant la conrhe & eesys—
teme, on a 'équation Ay? =B 2r% = - A”B'*, dans laquelle
A" et B' sont les seules constantes 4 déterminer.

Quant a la parabole , connaissant de position le systéme des
axes, ou un systeme d’axes conjugués, il suffit d’'uneautre con-
dition pour détermitier la courbe, puisque dans I'équation

J*=2pa,il n'y a que p’ 4 déterminer.

586. Nous ferons connaitre a ce sujet.un moyen beaucoup
plus simple que celui qui a été exposé (n°* 514 et 540 ), pour
construire la courbe, connaissant un systéme d’axes conjugués,
et Lo paramétre & ce systéme , s'il s'agit d'une parabole, on
un systeme de diametres conjugués, s'il s'agit d’une ellipseon
d’une hyperbole.
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Considérons d’abord une parabole. — Soient AX, AY
{ fig. 212) B systéme d’axes conjugués ; 2p’ le paramétre i ce Figara.
systeme.

Prevons sur AY ¢t au—dessous du point A uue distance AD
égale a4 2p, et menons par le point D une droite DL pa-
sallele a AX. Tivons enfin par le point A une droite quel-
conque AH, i

Les équations de la pavabole, de la droite AH, et de la
parallele DL, sont y* =2p'w, y == ax, y =-—2p’.

‘Or , la combinaison des deux derniéres équations donne,
pour les coordonnées du point E ot la droite A rencontre

#
la ligneDL, y =—2p', w=— i::-{.

D'un autre cdte, en combinant la premiére ct la seconde

équations , on trouve pour les coordonnées des points d'in-

: ap’ 2p
tevsection A etM , 1% =0, ¥y =o0, 2" = % y = Lz-'
€ Lf

d’oni Von voit que les distances DE et MP ou AG sout deales.

Cette propriéte est vraie pour toutes lés droites menées par
le point A. '

Cela posé, pour consiruire la courbe . prenez sur AY el au-
ilessous du point A , AD = ap’, et menez DL paraliéle a AX.
1'irez ensuite d s droties infinies AR, AH ;... | pories les
distances DE , DE'. .. de A «nG , G',... et parces derniers
points stracezGR,G'R' .. . paralléles d AX. Lespoints M, M, ..
on les droites AH et GK, AN’ ¢t G'K' se rencoutrent, upp'm-_
tiennent nécessairentent a la courbe. p

Passons maintenant a 'ellipse. — Soient OB=A", 00— B’
(fig. 213) deux demi-diamétres conjugués, AY la tangente
au point A, DL une paralléle 3 AX | mienée 4 une distance

2B 4 ! ) !
AD=— T (¢’est le paran &tie au systéme donné). Tirons

d’ailleurs deux cordes supplémentaires quelconques AM , BM.
Les équations de ces deun droites et de la paraliéle DI, sont

iy

T les guantiles a , o

p=ar, y= a’ (r-—= 2A )y =
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¢tant, comme on le sait, lides entre elles par la relation
B
’r

ad =—E.

Or, la combinaison de la premiere et de la troisitme équa-

9
r ¥ e 3
tions donne pour les coordonuees du point E, E= s _%_ :
2B"
e
Ala

D’un autre ¢6té, si Uon fait x = o dans la seconde équation,
il vient pour 'ordonnée du point G ou la droite BM rencontre
AY ol inar e =T R Y e T 2, Sl .._]’=--—2A"a',
: ’ £ 2B
ou , & cause de la relation aa’ = i hg ey v

done AG=DE.

(Tl'est & remarquer que cette propriété renferme implicite~
ment celle de la parabole, puisque, si Pon suppose le grand
axe infini , la droite BM devient une paralléle 4 AX.)

D’aprés cela, pour construire une ellipse , connaissant un
systéme de diamétres conjugués et l'angle qu’ils fout entre
cux , menez par Uune des extrémités A du diametre AB, une
paralléle & Uautre ; prenez sur celte ligne AY et au-dessous

fa
du point A , une distance AD égale d%},—. Tirez ensuite des
lignes indéfinies AT, AH'. ... ; portez les distances DE, DE'....,
de A en G, G'...., et joignez ces derniers points avec le
pornt B; les points M, M’.... ou les droites AH et BG, AH’
et BG'..... se rencontrent , appartiennent necessairement
a la conrbe.

Méme construction pour Vhyperbole.

587. Voici une nouvelle prcpriété, commune aux trois
courbes du second degré, qui peut servir 4 leur construction
dans certaines circonstances. Elle est relative aux foyers et &
la divectrice (Foyez n°* 247 ct 248.)

Soient MNAM'. . .. ( fig. 214 ) une courhe du sccond degié€,
LL' la directrice qu’on suppose donnée de position (n” 248},
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F 'un des foyers. Considérons deux points M, N de la courbe,
et tirons les droites MN , FM, FN, en prolongeant MN jusqu’a
sa rencontre en R aveec la dirvectrice , puis joignons FR.

Je dis que la_droite FR divise en dewx parties égales Uangle
NFm formé par le rayon wecteur EN et le pr‘ofngem nut Fm de
Dautre rayon vect ur FM.

En effet, menons du point N la droite NI parallele a FM,
et abaissons les perpendiculaires MP, NQ, sur la divectrice. On
a, d’apres la propriété caractéristique de la directrice (n® 247),

MF s MP :: NF: NQ, ou' MF: NF ;; MPLNO,. ... (1)
mais les triangles semblables RPM ; RQN et REFM, RIN,
donnent MP : N{ :: RM : RN,

RM RN i MP (NI
d’oit MP : NQ :: MF : NI;.., (2)

donc, 4 cause du rapport commun aux praportions (1) et (2},

MF : NF :: MF : NI; etparconséquent, NF — NI.

Le triangle NIF gétant isocele, il s’ensuit que les angles NFI
et NIF ou IFm sont égaux. C. Q. F. D.

588. Cette propriété fort curieuse en elle-méme, prouve
d’ailleurs qu'une section conique est déterminde , lorsqu’on
donne un foyer et trois points de la courbe ; en sorte que la
connaissance de 'un des foyers équivaut a deux conditions
différentes.

En effet, soient M, N, P ( fig. 215) trois points donnés, par
lesquels on veut faire passer une section conique , et F Pun
des foyers de cette courbe.

1°. — 8% lon tire les lignes MN, FM, FN, et qu'on divise
Pangle NFm: en dewx partics égales , le point R ot les deux
droites MN, FR se rencontrent , est nécessairement un premier
point de la dirvectrice.

2% — Ln exécutant une construction analogue par rapport

Fig.a15.
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aux trois points N, P Fow M, P, ¥, on détermine un se-
cond point S de cetie directrice ; qui est alors RS,

Maintenaut, si du point I on abaisse I'E perpendiculaire
sar RS, on a la direction du premier” axe. Me'n.‘aut ensnile
de Vun des points donnés, N par exemple, NO perpendi~
culaire & RS, on obtiecnt NF : NQ' pour le rapport cons-
tant qui doit exister entre Ia distance d’un point quelconque
de la courbe au foyer, et sa distance i la directrice. Dés lors,
on peat facilement ( n® 248 ) déterminer les grandeurs
des axes. .

Suivant que le rapport NF & NQ est veconnu plus petut; plus
araied ou égal i Punité, lacourbe est, comme on U'a vu (n' 247),
une ellipse, une hyperbole ou une parabole. Dans la figure 215,
la courbe est une parabole, puisque l'on a évidenitnent
NF = NQ, i

589. V. B. — Lorsqu'on exige d’avance gque la courbe soit
une paraboles il suflit de domner deww points de la courbe
avec le foyer’ et, dans ce cas, voici comment on déter-
mine la directrice : v

Soient M et N (/fig: 216) les denx pointsdonnes, F lu{oyer.
Aprés avoir déterminé le potnt R, comme dans la construc-
tion précédente , on décrit de U'un des pornts donnds , M par
exemple, comme centre , ayec le rayon ME, une circonférence:
puis die pornt R, dn ruéne e tangente RT a cette cfr‘e?o!y-:?‘-
rence , el celte tangente n'est autre clhiose que a directrice
demandée ; car il résulte nécessairement de la définition de la
parabole, que sa directrice st tangente A toutes les circonfé-
rences déerites des différens points de la courbe comme
centres , et avec des rayons €gaux aux :rayons vecteurs cor—
vespondans.

Puisque par le point R on peut, en général , mener deux
tangentes a la circonférence, il s'ensuit qu’on ohtient par ¢e
moyen deux directrices, et par conséquent , deux paraboles;
'une est M'ANM , quia pour directrice RT, ¢t pour prenier
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axe BX ; Vautre est nNaMm', dont la directrice ust RT", ct
Je premier axe, BX". :

* La question n’aurait qu’une solution, silacirconférence pas-
sait par le point R.

Enfin , il 0’y aurait aucune solution, si le point R était in-
térieur a la circonférence.

590. Ladétermination d’unesection conique d’aprés certaines
condilions, est, en genéral, un probleme assez difficile & reé-
soudre par I'analyse , a cause de 'embarras qu’on éprouve sou-
vent dans le choix des'axes. Aussi, s'est-on attaché principa—
lement 4 en rechercher des solutions purement géométriques,
en se fondant toutefois sur les propriétés connues des trois
courbes. Les questions suivantes ont pour objei de donuer une
idée de ces sortes de constructious.

Premigre questioN, — Trois droites et un point étant donnés sur un plan,

trouver une courbe du second degré tangente a ces trois droites, et qui ait
pour FOYER le point donné,

Soient Mm, Nn, Pp (fig. 217), les droites données, et F le foyer de la p

courbe cherchée. On a vu (n° 297 ) que, dans l'ellipse et Phyperbole, les
pieds des perpendiculaires nbaissées d’un foyer sur les tangentes, ont pour
lieu la cireonférence de cerele déerite sur le premier axe comme diamétre, et
(n% 558) que, dans la parabole, ces mémes pieds se trouvent sur le second
axe.

Cela posé, abaisses du point F les trois perpendiculaires G, FH, FK ; il
peut arriver deux eas : ou les trois points G, H et K forment un triangle,
ou bien , ils sont en ligna droite,

Daugs le premier cas, joignes ces points deur @ dewr, puis éleves, par les
milieuz des lignes de jonetion, des perpendiculaires; elles se rencontrent en un
point O, qui est le centne de Ia courbe. Tires ensuite OF', et prenez sur cette
droite deuz parties OB, OA , égales @ OG; vous obtenez AB pour le premier
axe; et la courbe est une ellipse ou une hyperbole, suivant que le point B
se lrouve placé sur lé prolongement de OF, on entre les points O et F.

Dans la figure 217, la courbe est une ellipse; et le second axe CD s'ob-
tient (n® 251 ) en déerivant du point F comme eentre, et avec le rayon OB,
un are de cerele.

5i Ia courbe était une hyperbole, le centre de are de cercle seraiten B
{n? 255), et OF serait le rayon de cet arc.

ig.a17y.

Dans le second eas, c'est-a-dire lorsque les trois points G, H, K ( fig. 218), Fig.218.

sont an ligne droite, cotte ligne KHGY représente le sccond axe de la
“onrbe , qui est alors une parabole; et pour avoir le premier axe, il suflit

32
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d’abaisser AFX perpendiculaire sur KY. Le quadruple de AF représente
d'aillenrs le paramétre; ainsi la courbe peut étre construite facilement,

N — Lorsqu'on sait d’avance que Ia courbe cherchée doit &tre une
parabole, il suffit de connaitre deux tangentes et le foyer, puisque le second
axe est déterming par les pieds des perpendieulaires abaissées du toyer sup
ces tangentes ; et, en effet; nous savons déjh que quatre conditions suflisent
pour la parabole ; or la connaissance du foyer compte {n% 588 ) pour deux
conditions.

SrconpE QUESTION. — On demande de construire une ellipse , connaissant le
centre, la longuenr de son grand axe, une tangente et son point de contact.

Soient O ( fig. 219) le centre donné , A le demi-axe.de la courbe, Tt Ia
tangente ¢t M son point de contact.

Du point O comme centre, et avec A pour rayon, décrives une circonfé-
renee de cercle qui coupe genéralement Tt en deux points R, R'; puis éleves
aux points B, R, les perpendiculaires RS, R'S’, a eette tangente ; elles pas-
sent nécessairement (n° 207 ) par les foyers de la courbe.

Tires ensuite la ligne OR , et par le point de contact M, traces MN paral-
[Me & OR; il résulte de la propriété démontrée (n®299), que MN passe
anssi par le second foyer. Done le point F', oit R'S’ et MN se rencontrent,
west autre chose que le second foyer.

Menez enfin la ligne ¥'O qui rencontre BS en un point ¥, et vous obtenez
ainsi le premier foyer.

Les points A, B ou F'F rencontre la circonférence déja décrite, sont
dailleurs les sommets de la courbe, qui est alors complétement déter-
minée.

N. B. —5i le point de contact était place sur la tangente Tt, en un
point M’ <tel, que la droite M'N’ paralléle & OR, rencontrit RS’ au
point #¥ situé hors de la circonférence décrite sur A , la courbe, au lieu
d’¢tre une ellipse, serait une hyperbole dont le premier axe aurait pour
direction f70, et pour sommets a, b. Les foyers seraient les points /7, [,
ont la ligne /'O rencontre R’S’ et RS prolongés. : ]

On voit done que, bien quon it demandé une ellipse, il peut arriver
que la eourbe soit une hyperbole.

Trorsiime QuestioN. — Construire une kyperbole, connaissant Uun des

Joyers, une agmptote et la longueur du premier aze, ou le rapport des

axes.

Soient F ( fig. 220) le foyer donne, LL’ Pune des asymplotes, el A la
longueur du premier axe, oum le rapport B AL

Abaisses du point ¥ une perpendiculaire sur L1 ; le pied R de celle per-
pendiculaire est 4 une distance du centre de lacourbe, égale & A (n° 297},
puisque LI/ peut étre considérée comme une tangente.

Ainsi, ensupposant que A soil connu, prenes & partir du puint R s
LI, une ‘distance RO dgale & A ; et le point O est le centre de la churbe, ,
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Menant OF, vous obtenez la direction du_premier axe; portant OR de O
on A et B, puis OF de O en F’, vous avez les deux sommets de Ia courhe,
ainsi que les deux foyers. Tracez enfin. KK/, de maniére que Pangle FOK
soit égal a Pangle LOF ; vous obtenez la seconde asympiote.

N. B. — Lorsqu’au lien de A, on donne le rapport m, on %’ la tan-

gente trigonometrique de Iangle FOR est connue; ainsi, la direction de
la ligne FO peut étre facilement déterminée. Quant aux grandeurs des
demi-axes, elles sont évidlemment représentées par OR et RF.

On a dabord OR = A, comme on l'a vn tout a Phéura; et RF =B,

d’aprés la relation OF = ¢ = VA" B3, qui donne néeessairement. .
P =0 —A’:B_FI!.

QUATRIEME QUESTION, — Etant donnés une agymptote , deux points et le rap-
port des axes d'une hyperbole, eonstruire la courbe.

Soient L1/, M, M’ ( fig. 221), l'asymptote et les deux points donnés,

m le rapport ‘—l; .que 1’on suppose conrnu.

Toignes les points M et N, puis & partir du point M', prenes une distance
MR’ égale &« MR ; le point R’ appartient & la seconde asymptote (n° 327 ).

Comme le rapport E-, ou m , estdonné, faites en un point quelconque 1

de L1, un angle L1G dont la tangente soit égale @ m, puis un angle HIL
double de LIG. Traces enfin par le point R' la droite KK! paralldle 4 IH,
et vous avez ainsi la seconde asymptote.

La eourbe peut done étre traeée fucilement d’aprés la méthode du no 526.

N. B. — 5i au lieu du rapport des axes, on donnait la pesition dun troi-
siéme point, en joignant ce point avec I'un des deux points déja donnés,
on obtiendrait un nouvean point de la seconde asymptote , dont la directmn
serait alors déterminée.

Voici les énoncés de nouvelles questions sur lesquelles on peut s’vxercer.

19, — Construire une parabole, eonnaissant le foyer, un point et une tan-
gente

29. — Construire une ellipse, connaissant deug tangentes, le centre et la
longueur du premier aze (la courbe peut, étre une hyperbole ).

39. — Construire une hyperbole , connaissant une asymptote, un_fover et une
tangente.

591. Nous terminerons ees considérations, 19. — par la démonstration
d'une propriété qui appartient anx trois courbes du second degré, et dont
ls géométres ont tiré parti, pour construire des sections coniques d’aprés
<certaines données ; 2°.— par la vecherche de Péguation de Ja tangente & une
courbe du second degré, rapportée a un systéme daxes quelconques
(‘fi;g' *a).

335 .
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Reprenons l'éguation

Ayt +Boy 4 Cat + Dy + Ex+F=o0,.... (1)

que nous supposons représenter une des trois courbes, rapportée a un sys.
téme reetangulaire ou oblique, AX, AY.
Cette équation peut étre mise sous la forme

i E F
PO r+A—(x'+Ex+_E-)=n;

soit fait d’abord y =0, pour obtenir les points on la courbe rencontre
I'axe des x; il en résulte

F "
.ﬂ-l-g-:-]—E:n,_... (3)

équation dont les racines ne sont autre chose que les abscisses des points

demandés.
Si ces racines sont imaginaires, c'est un indice que la courbe n’a aueur
point commun avee P’axe des x; et si elles sont égales, la courbe est tan-

gente & cet axe
Mais admettons qu’elles soient réelles et inégales , et désignons par o, »*,

ces deux racines. = -
Le trinome z* 4 ol - S revient (Alg. , n°98) a(x— 2') (x— "),
Pour exprimer ce produit géométriquement , observons que AL représen
tant une abscisse quelconque, et AB, AC, les abseisses 2/, z"; on a néces-
sairement (x—a2') (x — 2") =PB x PC. ..,

1’un aufre c¢dté, le dernier terme de P'équation (3}, ou g (x—x) (z=2"),
est égal au produit des deux racines de cette équation résolue par rapport

a ; et ves racines sont représentées par PM et Pm.
On a done la relation

G
PMme=t;fr~r'}(r—:"}=%xPB x PC;

PM x Pm C

d’ei 'on déduit P-B—";('—PC = E- e

Pour d'autres abscisses AP/, AP",.... , on aurait également
PM x P _C PM x Pm*  C
PR X PG oA P Dan Sk
el par eonséquent,

PM x [fm _ PN x P'm’_ PAM” x PYm”
PR x PC— PBxPC — PB x P'C
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e qui démontre que, dans toute courbe du second degré , si Pon consi-
Jdére une sécante quelconque AX , puis une série d'antres sécantes paral-
jeles entre elles et mendes sous une direction tout-a-fait arbitraire, les
rectangles des parties de ces _pamﬂéles, comprises entre leurs points de ren-
contre avec la premiére sécante et leurs points d'intersection avee la eourbe ,
sont aux rectangles des parties de la premiére séeante, comprises entre les pieds
des paralléles et les points ot cette sécante rencontre la courbe, dans un
rapport constant.

Il est aisé de reconnaitre gue cette propriété comprend implicitement
celles qui ont été démontrées dans le cinguiéme chapitre (% 275 et 519 .

En effet, si, la premiére sécants étant un diamétre queleconque, les
autres sceantes sont paralitles au conjugud de ce diamétre, il en résulte
PM = Pm, PN" = P'm, etc. , et la relation ci-dessus devient

— Sy Fepremn Y,
M N Py s PYM" N
L1 i A e M el L R e

On fait usage de cette propriété , pour faire passer une section conigue par
¢ing points donnés ; mais les détails quexige cotte construction ; nous entrai-
neraient beaucoup trop loin,

Nous renvoyons , pour ces sortes de constructions, au Traité des sections
coniques, par le marquis de LHOPITAL,

592. Pour obtenir I'équation de la tangente en un point donné dune
courbe du second degré, nous emploierons la méthode dn n® 198.

Soient 2, »’, et 2", »", les coordonnées de deux pointsde la courbe , dont
Pun (2%, ) doit devenir un point de contact.

L’équation de la courbe étant généraloment

Ay 4 aBay 4 Cz2 4 ally -+ 2Er -~ F = 0, ... (1)

{nous verrons bientét pourquoi 'on met eun évidence le facteur 2 dans les
leemes en z¥, y et x), la sécante est exprimée analytiquement par le sys-
téme des trois équations

_T' Pl ;
1" s, -1:“ )
Ay's 4 aBay! 4 Cz’s 4= a2l 4 2Bz’ - F = o,... (3
Ay'at aBa"y" - Cx'a 4= 2" 4 2B~ F = o.... (4)

F—y= = SITNG. ) PR (3!

Cherchons, an moyen des denx derniéres équations , la valeur du eoefficient
y =y
P e &

Or, en soustrayant les équations (3) et (§) 'une de 'autre, on a

A (2" —y"s) faB(ay — 2"y ) 4O (2's—2"2) 2D (p ") - 2F (' =)= 0,
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ou, observant que
Fr— = () (=), 2= alv= (@ ) (o = 2t
ot (nO5R4) oy alyh =y — ") 42" (2 —2Y),
(7 — ") (A (" + ") + 2B 4= 2D } Az
o (2f — &) 2B G (2 + 2) 42E] f
d’od Pon déduit

¥ —=2"_  [B 4 C (2 + 2") 4 aE]

& =T A (" =+ 2") + 2B2’ 4 9D

Si V’on portait cette valeur dans I'équation (3}, on obtiendrait Péquation
de la sécante, en y réunissant toutefois les équations (3) et (§).

Mais pour parvenir sur-le-champ a Péquation de Ia tangente, il suffit de
poser dans le résultat (5) == 2", ¥’ =", et de faire ensuite la substitu-
tion dans Péquation (2). Il vient done pour 'équation demandée,

(B_‘F" —}-.ﬁx" +E}

Ay o Bz’ 4 (x_'x"“"" {6}

Fo— il ==

équation qui ne représente Ia fangente qu’autant que 'on considére en méme
temps la relation (§), au moyen de laquelle on peut d’ailleurs la simplifier.

En effet, si Pon chasse le dénominateur, et qu'on observe que de équa-
tion (4) on tire ’

Ar® + aBa'y" 4 Cr'* = — al)y” — aEz” — F,
il vient, toute réduction faite,
Ayr" B (2 + 2y )+ Cazx" 4D (7 + 7" )+ E(z4-2") +F =o0;... (7)
résultat qu'on déduit de Péquation (1) en changeant

L i Ayt 4 Cx* en Ayy" 4 Caxx' {voresno 199);
Sl aBxy ou Bay + Bay, en Bx'y 4 Ba:y”l;
L e L ally ou Dr 4+ Dy, en Dy + D»;

{°... Enfin aEx on Ex -+ Ez, en Dz + D",

Si 1a courbe est rapportée & un systéme d’axes dont P'un soit un diamétre
ot Pauire la tangente menée & Pextrémité de ce diamétre, Péquation de la
courbe est alors (n® $46) de I forme

' = apx + qx*.
Dans ce cas, on a

A= 1, H:O, C:—q, D=, E= Lip =03
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ot équation de la tangente devient

J‘_?f" e A .r"'.} d tlf.’&'.l‘”.. S By

On retrouverait de la méme maniére les équations correspondantes aux
autres formes sous lesquelles on a considéré les équations des différentes
courbes.

Dans les applications, on a souvent besoin de rappeler équation de lu
tangente sous la forme (8), en y réunissant I'équation de condition

> = apx’ <= igxts,

§ IV. Applications de la théorie des courbes du second

degré.

Construction des équations du troisicme et du quatridme degré a une
incannue.

395. Nous avons vu ( chap. I®f, n® {7 ) que, sans qu'il soit d'abord ne-
cessaire de résoudre une équation du second degre a4 une seule inconnue,
on peut, par les intersections de la droite et dua cercle, évaluer en lignes
les racines de ecetle équation. Nous allons faire voir maintenant que celles
des équations du troisiéme et du quatriéme degré peuvent étee également
construites au moyen des intersections de deux sections coniques.

Le prineipe fondamental de ces sortes de eonstructions consiste & regarder
P’équation proposée comme le résultat de U'élimination entre deux équations
deux incomnues, doit Pune, supposée Uinconnue primitive, est prise pour
ubscisse, et Vautre, pour ordonnde. En construisant successivement, et sur
les mémes axes, les lieux péométriques de ces équations (n° §81), on
reconnait que les courbes se rencontrent en un ou plusicurs points dont les
abseisses représentent , en lignes, les racines réelles de Déquation proposée.

Développons ce principe sur Péquation du quatriéme degré,

xd <= pat 4= gt e x5 = 0000 {1)
Posons dans cette équation . ...... ' = kr... (%)
{k est une quantité tout-a-fait arbitraire , mais constanie );
elle devient. .., k2y3 + phay + ghy 4 re 5 = ¢.... (3)
Cela posé, eomme Péquation (1) résnlte évidemment de élimination de »
entre (a) et (3), il s'ensuit qu’elle renferme toutes les yaleurs de =, propres
a vérifier les équations (2) et (3), en méme temps que certaines valenrs de y;
done si,par up moyen quelconque, on peul obtenir les systémes des va-

leurs de = et de » communs anx équations (2) et (3), en ne tenant comple
que de celles des 2, on aura les racines de Péquation (1).
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Or, équation (2) ¢fant construite par rapport & des axes rectangulaires,
représente une parabole dont le premier axe est dirigé suivant axe des 434
lgrigine est d’ailleurs le sommet méme de la eourbe.

De méme, Péquation (3) étant construite sur les mémes axes, a pour
lien géométrique une hyperbole (5% 374}, dont l'une des asympiotes est
paralléle & Paxe des z.

Ces deux courbes se coupent général t en guatre points (puisque
Péquation finale (1) est du quatriéme degré ), dont les coordenudes jouis-
sent exclusivement de la propriété de satisfaire en méme temps i leurs
équations. Ainsi les abscisses de ces points sont les racines de Véqua-
tion (7).

N. B.— Le nombre des racines réelles do celte équation est égal aw
nombrs des points d’intersection,

594. On peut, au moyen de quelques artifices de caleul, remplacer les
équations qui ont d’abord été établies, par d’autres plus faciles a construire.
Ainsi, par exemple, il est toujours possible de substituer & I'équation (3)
qui est la plus compliquée, celle d'une circonférence de cercle. Il suffit,
pour cela, de supposer que Véquation (1) soit privée du second terme ; et
T’on sait que eette transformation est exéeutable pour toutes les équations.

Reprenons en effet D'équation du quatriéme degré, privée de second

terme. ... ... xh = gTY e px S = Oy (1)
¢t posons.... .. . = T L (2
il en résulte.. .. kayad ghy = ra 4 3 = 0..... (3

On remarquera d’abord que , par cette premiére transformation, les lieux
geométrigues & construire sont dewx paraboles, dont la seconde (n® 378 )
4 ses axes principanx paralléles aux axes coordonnés, On déterminerait faci~
lement le sommet de celle-¢i, en faisant disparaiire le terme en 7, et la
quantité toute conpue. Mais si V'on divise Déquation (3) par £* et qulon
Pajoute aveo (2), il vient .

xn +’,+LTE;-I+E+%:"|T““{4) \
équation qui peut remplacer I"équation (3), et qui a pour lien géométrique,
une circonférence de cercle qu'on pourra construire d’aprés la méthode in-
diquée (n° 477 ).

En outre, comme Ia quantité k est arbitraire, rien n’empéche de sup-
poser k= Vg, dow g—Fk =03 ce qui/fait disparaitre le terme en »
dans Péguation (§) ; auquel cas, le centre du cercle se trouve placé sur
Paxe des x.

595. Considérons actuellement Péquation dn troisiéme degré,

) 4 px? 4 gy o= 0
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En posant z? = ky, on la change en
kzy + pky &+ qx 4= r = 03

of ces denx-ci, étant construites, donneraient deux courbes dout les points
dlintersection auraient pour abscisses les racines réelles de la proposée.

La troisiéme équation est celle d'une hyperbole dont les asymptotes sont
(n® 572 ) paralléles aux axes coordonnés, et peut se construire facilement,
dis que Pon a fixé la position de ces asymptotes et d'un senl point de la
courbe.

Mais si I'on veut la remplacer par celle dun cerele; il faut d’abord faire
évanouir le second terme de la premiére, puis multiplier le résultat par =,
Cette derniére préparation, qui a pour objet de ramener I'dquation an
quatriéme degré, introduit, & la vérite, une racine = o, qui est élran-
gére ; mais, dans le résultat, on a soin d’en faire abstraction.

Soit done Tt o gat T = 0,. 8., (1)

Péquation privée de second terme, et ensuite: multiplice par x.

Posons ad == kyig i ()
o if r o
il en résulte ]‘-—i—-ﬂ—_yq-}_—_ S A (e

ou bien , ajoutant entre elles les équations (2), (3), et transposant,

g

il o T

b

X

-]l.

ou bien enfin, faisant, pour plus de simplicité, k= /g,

i
¥ 4 e +T’ X == 05.0 v (G)
équation d'une circonférence de cercle dcmt le centre est sur I"axe des x,
et qui passe par lorigine.
Appliquons ces considérations générales & quelques exemples.

398. Premizr propiéms. — Un are quelconque AB de circonférence
étant donné, on propose de le diviser en trois parties égales,

On a trouvé (n® 69), pour la formule qui donne le sinus du tiers d'us
are en fonetion du sinus de cet arc,

=T ook :
fsin? - a — JGsin 34 <+ sina = o,
o+
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Soient AB = a, BP =siu'd="4
MO — siné a= =z, OA = r(fig. 203),
ot rétablissons I'homogénéité (n® 26 ); cette formule devient
4@ — 3riz =4 qr* = 0,.... (1)

équation dont nous allons d’abord donner la construction.
Pour y parvenir, posons =P si(@)

Péquation (1) devient
fry — 3rx = gr = 0..... (3)

Menons par le eentre du cercle donné deux axes rectangulaires OX, 0¥,
dont 1'un passe par le point A; et construisons la courbe représentée par
Péquation (2); c’est une parabele LOL/, dont Paxe principal est dirigé sui-
vant OY, et qui a r pour parameétre. Ainsi sa construction n'offre aucune
difficulteé,

Quant 4 Péquation (3), qui appartient évidemment 4 une hyperbole, si
on la résout suecessivement par rapport 4 ¥ et & =, on trouve

3rz — qr 3r qr qr
= — = — — t = _—
A = Tk Y TR T =

ee qui prouve (n® 571) que les deux asymptotes sont,19.— une droite I'El
menée parallélement & Paxe des x & une distance OE = 3 r; 2% — laxe

4
des ¥ lni-méme.
D'ailleurs , Phypothése y = o, introduite dans P'équation (3), donne....
BP .
2 = % Ainsi, prenant sur OA une distance 0C = 3 on obtient un
point de 'hyperbole, qu’il est alors facile de construire d’aprés le procedé
du n® 527, et que nous sapposons figurée par les denx branches nmn’,
mn'".

La premiére de ces branches rencontre LOL’ en deux points m, 'y la
seconde en un seul point m”; et ces points sont tels, qu'en abaissant mp,
m'p’, m"p"; perpendiculaires & 0X, on a Op, Qp/, 0p", pour les trois ra-
cines de 'équation (1),

Cela posé, comme ces valeurs, dont 'une Op” est ndgative, expriment .
des sinus, il faut les porter sur OY de D en R, R’, R", mener ensuite RM,
R'M’, R“M”, paralléles & OX; et I'on obtient enfin AM, AM'/, ANM", pour

o — o - a

a
les valeurs des arecs 30 g 3

. {¥ayesn® 9.)
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59%. On peut donner, de ce probléme, une construction qui a Vavantage
de faire servir le cercle donné comme un des lieux géométriques. 1
Soient toujours AB ( fie. 224 ) ou a, Pare qu'il sagit de diviser en trois Fig.a34.
parties égales AM Ie tiers de cet arc qu'on suppose, pour le moment,
déterminé. Faisons d’ailleurs

OP oucose = p, BP ousinag =g, 0Q ==z, MQ =7
On a d’abord eette premiére relation,
P4 =ra,... (1)

Maintenant , si I'on prolonge MQ jusqu'a sa rencontre en N avec la cir-
conférence, que par le point N on méne NR paralléle 4 OX, et que l'on tire
BN, on forme ainsi un triangle BNR semblable au triangle OMQ (puisqu’ils
ont leurs cdtds perpendiculaires); et 'on a la proportion

0OQ : QM :: BR : RN;
mais , d’aprés la construetion,

BR=¢g +y;BNouPQ=r —p;
dong cette proportion devient z @ y ilg—+rix—p,
d'ont 'on déduit y:—art gyt pr=o0,... (a)

équation qui, combinée avec (1), donnerait , par Pélimination de =, la valeur

dey, ou de sin g- Mais au lien d'effectuer cette élimination , on peut (n° 181)

constraire les lieux géométriques que les équations (1) et (2) représentent,
Or, Péquation (1) est celle du cerele donné.

Quant & Péquation (2), elle représente évidemment une hyperbole équila-
1ére dont les deux axes sont paralléles aux axes coordonnés. Pour en obtenir
la position , résolvens cette équation par rapport 4y ; il vient

ﬁ“x’—-px-i-—-%’-

" Soit pris sur OY une distance OFE = — I — — li—p; la ligne GG’, pa-
3 2 ’

ralléle 3 OX, est un diamétrede la courbe , et par conséquent , 'un des axes
cherchés,
On saitd’ailleurs (n® 570) que la moiti¢ dun coefficient de x sous le radical,

y=—

W

Pris en signe contraire, ou ‘g ; n’est autre chose que 'abscisse du centre ;
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donelaligne HA menée par le point H miliende OP, ct parallélement a OY s
représente 'autre axe.

Actuellement , puisque I'nyperbole est équilatére, il S'ensuit que les asymp-
totes divisent, en deux parties égales les angles droits HIG' et HIG. Ajgsi
ces droites peuvent étre aisément déterminées.

Enfin, il résulte de linspection de Péquation (2) , que la courbe passe par
Porigine. On connait done un point O de la courbe et ses deux asymptotes ;
dés lors la courbe est déterminée (0 527).

N. B. — En la construisant, on reconnait qu'elle rencontre le cercla gy
quatre points, M, M/, M" et B', point ot la perpendiculaire BP prolongie
coupe la circonférence.

La position des trois premiers points M, M/, M", sexplique faci-
lement :

Oht'n, 5P, '1'|ele=:siu'LA—B = sin E;

3 3

29, — §i l'on prend ABC égal au tiers de la circonférence, ou & %‘ A

et CM'égala A;' on ; , il en résulte '

MQY = sin 3)_sin x—-————)_sm

3%, —En prenant ABDC’ égal aux deux tiers de la eirconférenca , on %? :

et O/M/ égal b g, on en déduit

M“Q" = sin (i;—r—i—;) :sin(w-}-v-;_a):— sin(’!‘-}”—-ﬂ Y

Quantau quatriéme point B' , dont les coordonnéessont z =p , y=— 4,
en substitnant ces valeurs dans les équations (1)et (2), on obtient pid-g3=r",
8t g —p* —q* +p*=o0; ce qui prouve que ca point doit en effet appartonir
aux deux courbes.

Si, ponr éliminer x, on ajoute les équations (1) et (2), il vient

r’—qy—.ays.
P

A gy +pr=rr;jdlonx =

Substituant cette valeur dans Péquation (1), on trouve , toute 'réduction
faite, §oi 4 fpr? — 3r3y2 — agriy 4 g2r2 = o ; résultat qui est divisible
par y 4+ ¢ 5 et donne pour quotient

i}" — 3ray “+grr=o
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Cette derniére équation est identique avee Péquation (1) du no précédent ;
mais on voit en méme temps que, d'aprés la seconde méthode suivie pour
ésoudre la question proposée , on a établi deux équations en x et y, plus
générales que Ia question elle-méme , puisquien éliminant x, on parvient i
Péquation relative & cette question, mais embarrassée d'un facteur étranger.

=08. Cest ainsi qu’on doit interpréter la remarque faite par quelques géo-
métres ; savoir, que la construction d’une équation determinée par les in-
torsections des courbes , donne quelquefois plus de points communs aux deux
courbes que la proposée n'a de racines réelles.

Tant que 'équation du probléme est véritablement Iéquation finale résul-
1ant de Pélimination entre les deux équations & deux inconnues que I'on
gonstruit , le nombre des points communs aux lieux géométriques est toujours
égal au nombre des racines réelles de la proposée. Mais si cette équation n'est ,
comme dans le n® préeédent, qu'une partie de I'équation finale qui corres-
pond aux denx équations, il peuty avoir plus depoints communs que I'dquation
n'a de racines réelles. Lescoordonnées de ces points vérifient les deux équations
4 deux inconnues ; mais leurs abscisses peuvent ne pas verifier la proposce.

399. Seconn erosLime, — Trouver deur lignes moyennes proportionnelles
. entre deux lignes données a, b. ’

Appelons x ety les deux lignes cherehées ; on doit aveir, d’aprés I'énoneé ,
1o progression géométrique

Sataityibh,ouplutdt; a: xilxiy, etxlriiyid;
d’ott 'on déduit les équations. .. .. {

En portant dans la seconde équation, la valeur de y, tirde de la pre-
miére, et réciproquement , on obtiendraitsuccessivement, pour les équations
finales,

z(x3 —ath) =0, »(r3— ab?)=o;

¢l par conséquent, pour systémes de valeurs de x et de 7,
T Bt
(xr=o0ety =0),(z =Vab, e y=Vab.

Le premier systéme (¢ =0, » = n) vérific hien les équations (1" el (2),
mais ne signifie rien par rapport & I'énoncé. Quant au second, il représente
évidemment les valeurs arithmétiques des deux marennes proportionnelles :
car la raison de la progression étant ( Alg., septiéme édition, n® 499), .. ..

i
= \/E' on a, pour les deux termes cherchés,

3 &
r=a \/E: ;/;:-"_b,yzﬁ (‘};)’: 13/;,{,_1.

Mais il s’agit icid’exprimer en lignes ces deux inoyennes proportionnelles ;
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et pour cela, tout se réduit A eonstruire les équations (1) et {2), dontla pre-
miére représente une parabole LALY ( fig. 225), ayant pour paramétre o ot
son premier axe dirigé suivant I’axe des » : la seconde est aussi une .Paral:ola
NAN/, qui a b pour paramétre , et dont I'axe principa] est dirigé suivan;
Paxe des .

Ces deux paraboles passent Pune et Tautre par origine qui corvespond 4
la solution (x ==0, ¥ = 0), et se rencontrent en un second point M, dony
les coordonnées AP, PM, ne sont autre chose que les lignes demandées,

Daprés la posilion respective de ees deux courbes, il est évident qu'elles
ne peuvent avoir que ces deux points communs ; et, en effet, les équations
A deux termes, x} — a'b=o0, 33 —ab?=o0, nadmettent qu'une seuls
racine réelle,

Si Pon ajoute entre elles les équations (1) et (2], il vient

yr 4 ar — ay — bx = o;

équation d’une eirconférence de cercle, dont la construetion peut remplacer
celle de Pune des deux courbes. Elle a pour coordonnées de son centre,

2 et E; de plus, elle passe par Porigine; ainsi sa construction n'offre
2 2

aucune difficulté.

Soit, comme eas particulier’, & = 2a; Péquation x3 — a*h = o, devient
23 —ga3 = o0, ou x3 =143, et pent étre considérée comme la traduction
algébrique de ce probléme : Trouver un cube double dun autre dont le cité a
est donné,

En construisant comme dans le cas général, les équations z3 =ay,
7" =aax (fig 226) (l'une d’elles peut étre remplacée par Péquation... . .
¥2 —z* —ay— 2ax =0, et supposant que l'on ait AB—=a«, on obtient AP
pour le edté cherché. ?

N. B. — Leg problémesde la trisection de Uangle et de la duplication du
cube sont deux problémes connus des anciens; ils ont beaucoup occupé les
géométres, qui en ont vainement cherché une construetion purement géo-
métrigue. On appelle ainsi toute construction dans laquelle on ne fait usage
que de la ligne droite et du cercle. T'outes celles ot 'on a recours aux sec-
tions coniques ou & d'autres courbes sont dites des constructions méca-
nigues, pavee qulen général, ces courbes se déterminent dabord par
points , et se tracent ensuite & la main ; ou bien, on les décrit par le moyen
d'une régle.

Détermination du nombr des racines réelles d'une équation
numérique par des intersections de courbes.

400. Une équation numérique & une seule inconnue, étant donnée, si
on la considére comme le résultat de Pélimination entre deux équations &
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Jenx inconnues, ‘et que Pon eonstruise ces derniéres équations, on sait
déjh que les abseisses des points d’intersection de leurs lieux géométriques
expriment en lignes les racines réelles de la proposée. Done, en détermi-
nant par le procédé connu en Géométrie, le rapport de chacune de ces
ahseisses avee V'unité linduire , on obtiendrait approximativement les valeurs
pumérigues des racines. Mais cette méthode est trés défectucuse, en ce
que Texactitude des résultats dépend du degré de perfection de Pinstru-
ment dont on se sert, et de 'adresse de colui gui opére.

Toutefois, on peut employer avec avantage ces sortes de constructions,
pour reconnaitve le nombre des racines réelles d’une équation numerique,
sans étre oblige d’avoir recours sux méthodes purement analytiques dont
1emploi entraine, comme on le sait, dans des calculs trés laborieux,

Comme wous ne connaissons aacun ouvrage moderne dans lequel cette
idée ait é1é développée , nous eroyons devoir entrer dans quelques détails
A ce sujet.

401. Prenons, pour premier exemple , Péquation du troisiéme degré ,

3 —fx — g =o0.... (1)
Soit fait ¥ =y sl (o]
il en résulte 22y — 6z — 7 =0 ... (3)

Ces deux équations étant construites par rapport aux mémes axes AX,
AY (fig. 2a37), donnent, 1° une parabole LAL’ qui a pour paramétre 2,
et dont le premier axe est dirigé suivant 'axe des » ; 29 wune hyperbole
{ GMG', FCF’) ayant pour asymptotes, les droites y =3, z=o0, et

£ |

passant par le point C pour lequelon a y =0, z= — 2

o

Or, il est évident que ces de"'courhea ne se rencontrent qu'en un seul
point M, dont Pabscisse AP est comprise entre 2 et 3.

N. B.— Cette équation a été traitée ( Alg., chap. VIII, n® 542 ); et
comme on n'avait obtenu qu'un seul changement de signe, on s'était trouvé
dans la nécessité de former équation aux dilférences, pour sassurer 5%l
existait plus d'une racine réelle; mais la construction précédente démontre
sur-le-champ qu’il n’y a en effet qu'une seule racine réelle.

Soit , pour second exemple, Véquation du guatridme
8 —ar' 4+ 8xr — 3 = o0,...

poar laguelle la substitution des nombres. entiers consécutifs ne donne
liew qu'a deux changemens de signe,

Posons XA =y (a)

d'oi

¥yt — 2y 48 — 3= 0;

Fig.2a7.
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et, ajoutant ces deux derniéres équations,
¥E Azt — 3 4+ 8x — 3 =0 )

Les équations (2) et (3 étant construites sur les mémes axes, donnent,
10, la parabole LAL’ 7 fig. 226) dont le paramétre est 15 29. une eireonfs-
rence de cercle GMM/G’ dont le centre a pour coordonnées. .., ., . 12

(x = —, r= ;), ot le rayon est égal a

\/15 +;_:+3=£Vﬁ:4,6x‘ao,:préa.

Or; ces deux courbes n’ont évidemment que deux points communs M, M’,
dont les abscisses AP, AP/, sont comprises, 'une entre o et 1, l'autre
entre —2 et— 3.

En effet , 'équation (1) a été formée par la multiplication des deox fac-
teurs z3 — axr == 3, x3 422 — 1, dont le premier, égalé & o, donne lieu &
des racines imaginaires , et le second donne == —j == /1.

Prenons , pour troisicme exemple, 'équation
8¢ — h® — 1 = 0,, oo (1)

traitée (Alg., chap. VI, n© 343) par la méthode de I'équation apx dif-
{érences.
Soit Ry e e (2)

Péquation devient  8zr — 6z — 1 = op... (3)

La construction des licux géométriques e_xprimés par ces deux équations
n’offre ancune diflieulté.

On obtient la parabole LAL’ ( fig. 229) et l’hyperhola (GMG’, HgH’)
ayant pour asymptotes , P'axe des y-, puis une ‘droite BE paralléle & Paxe

des z, 6t menée a une distance AB = ‘;; de plos, cette courbe passe par
4 .
le point g pour lequelona r =0, « = — é.

Daprés la situation respective des deux courbes, il est clair que les
branches AML , GMG’, ont un point commun M dont I’abscisse est posi-
tive.

Quant aux autres branches AmL/, HmH', leur rapprochement dans la
partie yoisine' de origine A, peut lnisser quelque doute sur le nombre de
Jeurs points d’inersection ; mais voici un moyen de faire cesser tonte ineer-
titndez

Multiplions U'équation 8z} — 6z — 1 =0 par x; on a Péguation du gua-
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fri¢me degre
8zd — Bx* — = 0jiusys (1)

(= = o sera une racine étrangére & la question ).
Posant de nouvean z2=p, on en déduit
8y — Gy — = 0,
¢équation d’une seconde parabole dont le premier axe est paralléle i Paxe

des x, et situé 4 une distance Al = %, puisque ’équation donne
v 3 o Lx N
Y =m=g Vs

On voit, en outre, que le sommet D a pour abseisse = = — ES_’ , tirée

de 8r -~ g=o0, etquela courbe passe par Vorigine A, par conséquent,

par le point B, pour lequel ona AB = - = 2.AL

Lo B

Or, il est évident que la parabole KDK' rencontre la premiére parabole
LAL/ en deux premiers points m, M; et puisque Péquation 823—6x—1=0
a déji deux racines réelles, il faut nécessairement qu’elle en ait une troi-
siéme eorrespondant & un point n situé un peu a gauche du point A et au-
dessus de Paxe des ». (L’origine A est aussi commune aux deux courbes ;
mais on a de¢ja dit que x= o est une solution étrangére. )

La construction de la troisiéme courbe présente un autre avantage, c’est
de déterminer d'une maniére plus précise les points eherchés, puisqu’ils
doivent se trouver i la rencontre de trois courbes ; mais on ne doit y avoir
recours que lorsqu’il y a incertitude sur les intersections,

N. B. — Toutes les fois que Déquation proposée renferme des racines
¢gales, on en est averti par le contact des courbes en un on plusieurs points,
cé qui suppose qu’on les ait tracées avec assez d'exactitude. Mais on sait que
les méthodes d’approximation de Ianalyse ne peuvent, en général , s’ap-
pliquer & une équation de cette espéee, et qu'il faut toujours commencer
par ramener sa résolution & celle d’'une autre équation dont toutes les ra-
cines soient différentes.

402. Les principes qui viennent détre exposés pour la détermination
du nombre des racines réelles d’une équation numérique du troisiéme et
du quatriéme degré, sont aussi applicables aux équations de degré supé-
rieur; mais on est conduit alors & des constructions un pen plus com-
pliquées.

33



Tig.a3o.

514 APPLICATION DES THEORIES PRECEDENTES
Soit, par exemple, équation du cinquitme degré ,

x5 — 3y axr — §f=o0.. (1)
Faisons, comme précédemment , &7 == ¥ ..., (2)
Péquation (1) devient yir—3y +-27 — § = o... (3)

Aprés avoir construit la parabole LAL' (fig. 230) représentée par Péqua-
tion (a), on déduit de I'équation 3),

,=1¢;';v:.—g-m“-i-_g;... )

ax

et en posant — Bx2 4 162 4-g=o0, OU z’—-—'z:c:%, on obtient

pour rdeux valeurs r=2,f et x=—0,4 & o,1 prés, qui (1° 562)
représentent les limites de la courbe dans le sens des = positifs et des x
négatifs; cest-a-dire que si Pon prend sur AX deux parties AD =24,
AD'—=—0,4, la courbe est entiérement comprise entre les paralléles
DG, D'G'. . !

Afin d’obtenir les points ot la courbe touche ses deux limites, il suffit
d’introduire dans la partie rationnelle de lexpression (4), les valeurs
*=2,}j et x=—o0,4, ce qui donne

3 3 & B xa i), e
I BT RTET OB
Donnons maintenant & x des valeurs intermédiaires.

ik 5 i ; 33
Soit d’abord r=—o; I'équation devient = =

d’otd X == ob, _y=u

Pour savoir ce que signific le dernier résultat , remontons 4 I'équation (3),
el posons r=o0; l'onen déduit y = — %

D’ait 'on voit que la courbe réncontre Paxe des y & une distanee

A ¥
E Sy

Quant au résultat y —=o0, il fait soupgonner que le méme axe sert
dasymptote & la courbe que P'on sait ¢ire indéfinie dans le sens des 7,
puisque I'équation (3) est du premier degré en z. Et, en effet, si I'on
resout cette équation par rapport & r, on obtient

44 3

£
= £ 3

& a 5 = - ete.,
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yaleur tiul se rapproche de plus en plus de =0, & mesure que y sug-
mente, et se réduit & ==o lorsqulon suppose r = o0

Soit actuellement x = 1; Péquation (4) donne -

3
E—a
o 2

Vi,

2=

on, & peu prés, fzaiﬁt!'-:—- ; ce qui donne BN et BN pour

” |-

deux ordonnées de la courbe.

Soit encore *= 2, on obtient y =§ et y=o. Ainsila eourlie passe

par le point C et par le point C’, pour lequel on a

oY =2
%2

Les points déja déterminés suflisent pour donner une idée du cours de la
courbe correspondante & Péquation (3); elle est nssez exactement repré-
sentée par EEHN'CECN....

Au reste, la partie inférieure CNHE'.. .. est inutile & considérer pour
’objet que nous nous proposons. Quant i la partie supérieure CEC'N, ... .
il est visible qu’elle ne peut avoir qu'un seul point commun avec la para-
bole LAL’; et ce point M ayant une abscisse comprise entre 1et 2, il
s’ensuit que l’équation (1) n’a qu'une seule racine réelle positive.

Elle n’a point de racine négative ; car 'équation

5r+4

-E =
Ty a’

nous apprend qu'h des valeurs de » positives, il correspond toujours des
valeurs de = positives. Ainsi la seconde courbe ne peut rencontrer la pre-
miére dans Pangle YAX',

Observons encare que, d’aprés la formeindiquéa pour la seconde courbe,
une ligne droite ne peut la rencontrer qu'en trois points an plus; ce qui
doit &tre puisque son équation est du troisiéme degré.

Nous pouvons conclure de ce qui précéde que Iéquation proposée n'a
qwune seule racine réelle.

403. Prenons, pour nouvel exemple, I'équation du sixidme degré
6 — ozl 22 L 8 —x — 2 =0.... (1)

Au ligu de poser x* =y, ce qui donnerait lieu & une équation du troisidme

38,
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degré en x ety , dont la construction ne laisserait pas d’84re difficile, on

peut faire
3 = F,.00. {a)

¢t Péquation (1) devient
¥ ary 4y FJx —x—a=o0.... (3)

Le lien géométrique de Péquation (2) est une courbe du troisiéme degré;
mais la construetion en est trés simple.

Ohservons d'abord que, les valeurs de x et de y étant nécessairement de
méme signe, d’aprés Pinspection de Déquation, la courbe doit s'étendre
indéfiniment & la droite de I'axe des », mais au-dessus de l'axe des =, puis
& la pauche de I'axe des », mais au-dessous de 'axe des =.

En outre, puisque la substitution de — x, —» & la place de 4 =, 4,
ne change pas I’équation , ilis%ensuit (n® 5785 ) que 'origine des coordonnées
{ qui se trouve sur la courbe , puisque * =0, y = 0, veérifient P'équation)
est en méme temps le centre de cette courbe.

On peut méme, en résolvant le probléme des tangentes d’aprés la mé-
thode générale exposée n® 592, reconnaitre que l'axe des « est une tangente
au point A ( fiz. 231 ); mais cela n’est pas nécessaire & notre but.

Actuellement ; pour &tre en état de tracer la 'courbe, il suflit de donner &
x quelques valeurs , soit positives, soit négatives.

1
Ponr x:‘:]:;, on tmuvey::!:%.
L

x o e iy

3 2 3
o e i Wiy e i

a’ B 8’
S o e R o e

La courbe passe donc par les points (N, n), (N, n’), (N“, n"), déter-
minés par ces systémes de coordonnées, etelle a la forme n’nnANN'N"....

On voit encore, d'aprés la nature des valeurs de » correspondantes aux
valeurs de x, qu'd partir de =1, la courbe s’¢léve trés rapidement au-
dessus de axe des .

40%4. Oceupons-nous maintenant de Véquation (3), En la résolvant par
rapportdy, on tronve y=z—1= |/ —aa'— z+3; d'on il suit quela
courbe est une ellipse, qui a pour Pun de ses diamétres 3 —2—1, ou DIV

Ses limites, tirées de—ar2—z—3—=¢, dlon z=1 ,z=-—g, sont représen-

tées par DL, C'D’; et aprés avoir déterminé ses points d'intersection avec
les axes, ainsi que le diamétre 1T, conjugué du diamétre DD', comme on
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Ia vu {n% 361, 563), on obtient la courbe DIIYI'D, qui wa évidem-
ment que deux points communs avec la premiére courbe,

Ainsi, 'équation proposée n'a que deuz racines réelles , 1'une pasitive , ot
comprise enire o et 1; Pautre negatwr:, et comprise entre — 1 6t — 2.

On peut e'exercer sur Péquation x5 —fz3 + 52 —6=o0 (fig. 232); et F‘G 232
en posant %=y, d00 y3r— frz--5z—6=0, on reconnaitra que \
Péquation n’a encore qulune racine réelle.

Nous n’insisterons pas davantage sur cette méthode de découvrir le nombre
des racines réelles d’une équation numérique , méthode qui nous semble
préférable & la formation de I*équation aux différences, puisqu'elle s’ap-
plique asser facilement 4 des dquations qui surpassent le quatriéme
degré; tandis que la détermination de Péquation aux différences, méme
pour une équation du quatriéme degré, entraine dans des caleuls presque
impraticables.

405. Remarque. L'équation y= z3, dont on a fait usage dans
I'exemple précédent , est un cas particulier de Péquation ..............

=a—br-cxd +dxd fexd 4+ 2 onniinn qui, étant construite
pour toutes les yaleurs qu'on peut attribuer aux constantes a, b, ¢, d,i...
¢t suivant le rang oudegré du terme auquel on arréte le second membre
de cette équation, conduit & des lienx géométriques connus sous le nom de
courbes paraboliques.

En ne prenant que les trois ’pramiers termes du second membre, on a
Péquation y==as}~bxr<-cz* qui appartient & la parabole ordinaire; ses
axes principaux sont paralléles aux axes coordonnés (supposés rectangu-
laires '

LDéquation y = a4 bx <+ cx? - dz?, donne les paraboles du troisiéme
degré ; ainsi, e lieu géométrique de Iéquation y—=x7 est uneespéce
particuliére de. parabole cubigue ; et ainsi de suite.

Les géométres ont encore tiré parti de la construetion de ces courbes,
soit pour déterminer approximativement les racines des équations numé-
riques 4 une seule inconnue , seit pour exphqner les principes fondamen-
taux de leur résolution. Mais les bornes que nous devons metire & notre
ouvrage, déja trop étendu, ne nous permettent pas d'enirer dans ces
nouveaux détails, qgu'on trouve d'ailleurs fort bien exposés dans I’Algébre
de M. Garnier (deuxiéme volume ).
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TROISIEME SECTION.

GEOMETRIE ANALYTIQUE A TROIS
DIMENSIONS.

CHAPITRE VIL

Des points , de la ligne droite et du plan
dans lespace.

§ 1. Equations du point.

406. De méme qu’un point est déterminé de position sur un
plan, par le moyen de ses distances & deux droites menées &
volonté dans ce plan, de méme, sa position est fixée dans I'es-
pace, dés que I’on connait ses distances & trois plans.

Soient trois plans YAZ, XAZ, XAY (fig. 233) que nous
supposerons d’abord perpendiculaires entre eux, et qui se
coupent suivant trois droites AZ, AY, AX , dout chacune est
perpendiculaire aux deux autres, d’aprés la théorie des plans.
Appelons a, &, c, les distances d’un point de l'espace a ces
trois plans, distances qui sont censées connues ; je dis que le
point est complétement déterminé de position, en admettant
toutefois qu’on sache aussi d’avance que ce point se trouve
situé dans Uintérieur de V'angle tricdre AXYZ.

En effet, prenons sur les trois droites AX, AY, AZ, des dis-
tances AB, AC, AD, respectivement égales 4 a, &, ¢ ; et me=~
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nons parles points B,G, D, des plans parall¢les aux plans donnés.
D'abord, puisque les deux premiers plans paralleles ont tous
lears points placés aux distances @, b, des plans YAZ , XAZ,
il sensuit que tous les points de Mm, intersection commune
de ces plans parallétles, jouissent, exclusivement & tout autre
point, de la propriété d’étre 4 ces mémes distances de YAZ et
de XAZ. Done déja le point cherché se trouve sur cette ligne.
D'un autre cOté, le point doit aussi étre situé quelque part sur
le troisiéme plan paralléle , puisque tous les points de ce plan
sont, 4 U'exclusion de tout autre point, i la distance AD=¢
du plan XAY. Deuec enfin le point cherché n’est antre chose
que le point M ou le troisi¢éme plan paralléle coupe intersec-
tion commune des deux premiers; et sa position est tout-a-
fait déterminée.

Nous conviendrons de désigner par @ les distances au plan
YAZ comptées sur AX , par y les distances an plan XAZ comp-
tées sur AY, et par z les distances au plan XAY comptées sur
AZ; en sorte que AX, AY, AZ, intersection des trois plans
deux 4 deux, seront les axes des x, des » et des z. On les
appelle conjvintement axes coordonnés ; et les distances dont
nous venons de parler sont dites les coordonnées du point.
Toutes ces dénominations sont analogues & celles que nous
avons employées dans la Géométrie & deux dimensious.

Nous nommerons aussi plan des yz, le plan YAZ perpendi-
culaire 4 I'axe des «; plan des xz, le plan XAZ perpendiculaire
4 ’axe des y; et plan des xy le plan XAY pespendiculaire &
'axe des z. Ge dernier plan est erdinairement représenté dans
une position horizontale , et les deux autres dans une position
verticale.

11 résulte de ce qui a €té dit plus haut , que les équations
€T = da, y’=b, Z = C,

(a, b, ¢, étant des guantités connues ), suffisent pour fixer la
position du point dans I’espace ; elles sont , pour cette raison,
uommées les éguations du point.
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On doit remarquer toutefois que, comme les trois plans
coordonnés , étant prolongés indéfiniment, * déterminent huit
angles triédres, savoir, quatre formés au-dessus du plan des xy-,
et guatre au-dessous de ce méme plan, il faut encore exprimer
par Vanalyse, dans lequel de ces huit angles le point se trouve
situ€. 11 suffit, pour cela, d’étendre aux distances & des plans
Ies principes qui ont été établis (n® 26) pour les distances a des
points ou i des droites, c’est-a-dire que, si l’on regarde comme
posITIVES les distances complées surAX, & la drotte du point A,
on doit regarder comme NEGATIVES les distances complées
gauche , est-a-dire dans le sens AX'. Méme raisonnement
pour les deux autres coordonnées.

On doit donc distinguer (n® 435) dans les quantités a, b, c,
_ non-seulement les valeurs numériques de ces quantités, mais
encore les signes dont elles sont affectées, eu égard aux diverses
situations que le point peut avoir dans les angles tri¢dres for-
més par les trois plans coordonnés.

D’aprés ce nouveau principe, on a, pour exprimer com-
plétement la position d’un point dans U'espace, les combinai-
sons suivantes :

x=-+a, y=-+b, z=--c, pointsitué dans I'angle AXYZ,
Te=—@y F—-+ b, Z==FC;  serriiecrvieansanns  AXYZ,

R S R S sl AKX
T e R — R R (o ' A
ey =l Z=Cy s seins i ninien sienas (AXYE,
S N e Nt e was AXYZE
C—tedy b BEr Ly ol sl e s s A AN

T=—a, yo=—b, B==C, .cei0iis.siten.a.. AXYZ:

en tout, huit combinaisons, savoir: deux systémes dans les—
quels les signes sont les mémes; trois dont un signe est négatif
et les deux autres positifs; et trois, dont un signe est positif
et les deux autres négatifs.

407. Le point peut ensuite se trouver dans des positions
particulieres. Par exemple, pour exprimer qu’un point est si-
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(ué dans le plan des xy, il faut écrire que sa distance z & ce
plan est nulle ; et Pon aurait pour les équations de ce point,

e S N — G

De méme, un point placé sur 'axe des x, ponr lequel les
distances aux plans des zz et des @y sont nulles a la fois,
aurait pour équations,

xr=a, ¥y =0, z=0o0.

Et ainsi des autres points placés, soit sur les plans, soit sur
les axes coordonngés.

408. Premiére remarque. — Les plans paralleles aux trois
plans coordonnés, et qui ont servi (n®406) a fixer la position
du point M (fig. 233), déterminent avec ceux-ci un parallé-
lépipede rectangle, dontles douze arétes, égales 4 a 4, ne sont

pip gle, s € 3
autre chose que les trois coordonnées x, ¥, z, du point M.

D’un autre cté, lon sait que les pieds m, m', m", des
perpendiculaires abaissées sur les plans coordonnés, sont, en
terme de Géoétrie descriptive, les projections du point M sur
ces trois plans,

D’aprés cela , siVon suppose que * =a, y =5, z=c¢,
soient les équations da point M, on a pour les coordonnées

b

C:

de ni flesequationha S0 e e i =d e

o

|

pounr celles du point.m”,, ... winise ®=a,; 3z

ce qui donne pour celles du point m”",.. .y i
D’ott Pon voit que les projections du point M sur deux des
plans coordonnés étant connues, la troisiéme projection s'en—

suit nécessairement,

Clest , au reste, ce qu'on peut reconnaitre aisément sur la figure. En
effet, soient m, mf, les projections données; menons de ces points, et
dans les plans des ay et des xz, mC, m'D, paralléles a AX ; puis des
points C, D, et dans le plan des yz, élevons Cm” paralléle.d AZ, Dm"
Paralléle & AY ; le point m"” ol ces deux derniéres lignes se rencontrent,
Feprésente la troisiéme projection.

Fig.a33,
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409. Seconde remarque. — On peut encore expliquer pour-
quoi, dans la Géométrie descriptive, il suffit de deux plans
de projection , pour fixer la position d’un point; tandis que,
dans la Géométrie analytique, il faut trois plans coordonnés :

La connaissance des projections d’un point sar un plan ho-
rizontal et sur un plan vertical, est en effet suffisante pour les
constructions graphiques; mais si I'on veut fixer analytique-
ment la position de chacune de ces projections, par exemple,
des points, m', m", il faut, premiérement , tracer dans le
plan horizontal (xy-) deux axes rectangulaires AX, AY; se-
condement , tracer dans le plan vertical (xz) deux axes AX,
AZ, en prenant, pour plus de simplicité,, pour axe commun,
intersection des deux plans de projection. Or, il est évident
que les deux axes AY, AZ, déterminent un troisitme plan
rectangulaire avec les deux autres. Ainsi, géoméiriquement,
deux plans suffisent ; mais analytiquement , il en faut trois.

410. Lorsque les plans coordonnés ne sont pas rectangu-
laires, auquel cas, les axes AX, AY, AZ (fig. 234), font
entre eux des angles quelconques, et sont dits des axes
obligues , les équations d’un point M sont encore, z=a,
= e—c.

Mais alors, a, b, c, expriment des distances comptées pa-
rallelement a ces axes ; et les projections du point M s'ob-
tiennent par les lignes Mm, Mrm', Mm”", respectivement paral-
leles &4 AX, AY, AZ.

Du reste, tout ce quia été dit n® 407, 408, est applicable
au cas ou les axes sont obliques.

411. Occupons—nous maintenant de la recherche de Vex-
pression de la distance entre deux points dont les coordon-
nces sont connues (2gyes n® 157).

Soient ', ', 7, les coordonnées d’un premier point M,

Fig.a35. (fig. 235), =, »", 2", celles d’un second point N, rapportées

.

d’abord A trois axes rectangulaites AX, AY, AZ. 1l résulte de
la remarque (n° 408) que, si des points M, N, on abaisse les
perpendiculaires M, Nn, sur le plan des ay-, puis des points
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nt, ny les paralléles mP, 7Q, & V'axe des y, il résulte, dislie,
que Iona

sp=x, mP=p’, Mm=r', et AQ=2', nQ=y", Nn=z".

Tirons ensuite mn, ce qui détermine un trapéze MNnm ;

puis menons dans le plan de ce trapéze, NH paralléle & nm,
et sur le plan des ay, nL paralléle a AX.

Cela posé, les triangles rectangles MNH et mnl, donnent,
MN = MH + NH = mn + NH,

et mnes 7l 4 ML = PQ 5
d'oti Von déduit MN = PQ + mL + NH.

Mais on a évidemment

PQ=z — 2z, mh=gy —g' NH =32 — z';
d’ou

Q= (¢ — o), mL=(y'—7", NH=( —=');
donc enfin

MN2, ou D= (2" — 2"+ (' — ") 4+ (' — z")*,

et par conséquent, D=V (¢’ — 2"y (7 —r")* + ' —2")".

Telle est 'expression générale de la distance des deux points,
en fonction des coordonnées de ces points rapportés a des axes.
rectanguliaires.

On parvient encore 4 cette formule de la maniére suivante s
Soient tirées dans la figure 233, les lignes AM, Am; les Fig.a33:
deux triangles ABm, AmM, vectangles, 'un en B, l'autre
en m, donnent Am — EES’-]- B;: AM = A;’+ ]\E;;: d’on
AM = AR 4 Bm + Mm — AB -+ AG 4 AD,
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On reconnait ainsi, en passant, que dans tout parﬁllélépi_
pede rectangle, le carré de Uune des diagonales est egal & la
somme des carrés des trois arétes contigués.

Fig.a35. | Cela posé, considérons les points M, N ( fig. 235), et menons

par chacun de ces points, trois plans respectivement paralléles
aux plans coordonnés. Les deux plans paralltles au plan des
7z, sont nécessairement paralléles entre eux ; il en est de
méme des deux plans paralleles au plan des xz et des deux
plans paralléles au plan des ay. Ces six plans paralleles deux
a deux, déterminent donc un parallélépipede rectangle dont
MN est une diagonale, et dont les arétes , étant nécessairement
paralléles aux trois axes, sont respectivement égales aux
différences des distances des points M, N, aux trois plans
coordonnés.

Or, en appelant p, g, r, trois arétes contigués de ce paral-
lélépipede, on a, en vertu de ce qui vient d’étre dit,

l\?ﬁizp“+q’+r‘;
donc A cawsede p=a'—2', g=y" — 7", r=2 —7z,
MN on Di=(a’—a') + (0 —2") + & —2")"

Ce moyen de démonstration peut paraitre moins simple que
le précédent ; mais il a 'avantage d’étre applicable a la re-
cherche de Vexpression de la distance entre deux points,
lorsque les axes sont obliques. )

412. Denx points de I'espace étant supposés rapportés 4 des axes obligues,
imaginons, comme tout & I'heure, par chacun de ces points, trois plansres
pectivement paralléles aux plans coordonnés, Les six plans obtenus de cetle
mani¢re sont paralléles deux & deux , et déterminent dans Pespace un paral-
lélépipéde oblique dont Ia distance des deux points donnés est une des dia-
gonales , et dont les arétes ont pour longueur, les différences des coordonnées
des deux points.

Toute la difficulté, pour obtenir cette diagonale , consiste done adéterminer
celle d'unparallélépipéde oblique , connaissant les arétes de ce parallélépipede
et les angles qu'elles forment entre elles,

La solution que nous allons donner de ce probléme est extraite de la cin-
quiéme note de la Géométrie de Legendre,

¥
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Soient ABm CM ( fig. 234) un parallélépipdde oblique ; AB, AC, AD, trois Fig.234.
arétes contigués ; AM I'une de ces diagonales.
Posons , pour abréger, AB—p, AC=¢, AD—=r, AM =D); puis BAC =a,
BAD=¢, CAD =9, DAm=4 (les quantités D, J'sont inconnues).
Les deux triangles obliquagles ABm; AmM donnent ( Trigonométrie ,
n® 22 )’

Am = AB <+ Bm 4 2AB . Bm . cos BAC,

—

o AM = Am -+ Mm = 2Am . Mm . cos DAm,

dlot ﬁ::-.&._ﬁa-i- ﬁ;—- I\Tm?-i-nAB . Bm . cos BAC
~+2Am . Mm.cos DAm,

ou bien, employant les notations convenues ,
Di=pr g2 ~ri--3pg.cosa—+2r. Am.cosd... (1)

Ainsi tout se réduit & déterminer cos §'; car Am est déja connu, d’aprés Ia
premiére des équations ci-dessus ; mais nous verrons bientdt qu'il est inutile
de substituer actuellement sa valeur. :

Pour caleuler I'angle &, nous aurens recours aux principes de la Trigono-
métrie sphérique. Considérons le point A comme le centre d’une sphére, dont
les intersections avee les plans BAC , BAD, CAD, DA, soient les arcs de
grand cercle EF, EG, GF, GH; il résulte de cette construction, que les
angles «, €, 9, &, peuvent étre remplacés par les trois eOtés du triangle
sphérique EFG et par 'arc GH; ¢’est-a-dire queI'on a

FF =2, EG =¢, GF=4,GH=4

Cela posé, les deux triangles sphériqnes GEF, GHE, donnent (en vertu
dn principe n® 8),
€08 5 — €06 & €08 &

cos E = i i
sin e sin £

?

et cos & = cos € cos EH — sin € sin EHcos E ;

ou , mettant & la place de cos E, sa valeur,

sin EH cos y — sin EH cos « cos £

cos &= cos §cos EH e ;

ou, réduisant Pentier en fraction et obseryant que
sin 2 cos EH — sin EH cos 2 = sin (« — EH )= sin FH,

sin FH sin EH

cos d = cos (. ~pom ~+cosy .

sina
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Mais les triangles rectilignes ACm, ABm , donnent ,

19, Am 2 Cm %% sin ACm : sin CAm,

sin CAm __ sin FH

d’ol .‘l-'i— = —— = .
i Am sin ACm sine |

20, Am * Bm 3: sin ABm ; sin Bim,

9 sin BAm _ sin EH
ded Am = sin ABm _ sma’
sin ABm sin
done cos § = cos C’fﬁ —+ cosy. K'?;’-l;

et par conséquent, Am . cosd = pcos€ —+ gcosy.
Substituant cette valeur de Am.cosd, dans Péquation (1), on obtient
D = ;';s <+ g 4 r* 4 2pg cosa =k IprcosC < agreosy ;
ce qui donng enfin, pour Pexpression générale de la distance entre deux
points rapportés 4 trois axes obliques,
Da= (& — 2" (=P o (5 — ") 2 (2 — 2) (7 — ") cosx
Ha(e =) (o' — ") cosC ot 2 (2 —r") ( — ") o081

Si, dans cette formule, on suppose 5 = o, 2’ =0, ce qui revient i con-

sidérer la distance entre les projections des deux points sur le plan des xry,
il vient

Dr= (2 — 2")0 o (7 — ") A a( = 2") (S — ") cose;

résultat identique aves celui que nous avons obtenu, n° 158.
§ 1. Equations de la ligne droite dans Uespace.

415. Lorsque des points sont en ligne droite dans Vespace,
on sait que leurs projections sur un méme plan sont aussi en
ligne droile ; et cette seconde ligne est dite la projection de
la premiére sur ce plan. On sait encore que les projections
d’une droite sur deux plans suffisent pour déterminer sa po-
sition ; d’ou il suit qu'une droite serait fixée analytiquement,
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si Von connaissait les équations de ses projections sur deux
des trois plans coordonnés.

Ordinairement , on considére les projections de la droite
sur les plans des xz et des yz; et comme ces deux plans ont
pour axe commun, AZ, c’est cette ligne qui, dans chacun des
plans, est regardée comme l'axe des abscisses ; AX est alors
Paxe des ordonnées sur le plan des 2z, et AY I'axe des ordon-
nées sur le plan des yz.

Ainsi, soient MN (fig. 236) une droite quelconque dans pig 416,
V'espace , mn , m'n’, ses projections sur les plans des xz et des
#2; nous présenterons les équations de ces deux projections

sous la forme. ...

{:r:az-{-a,... (1) ]
y=bz46;... (2) |

a, b, sont des constantes qui (n° 140) désignent les tangentes
des angles que forment mn, m'n’, avec 'axe des z; et «, €,
expriment les distances de I'origine aux points B et C ou ces
droites rencontrent I’axe des « et'1’axe des y.

414. 11 est a remarquer que’équation r=az 4 «, ex-
prime non-seulement une relation entre les x et les z de tous
les points de la droite mn, mais encore une relation entre
les x et les z de tous les points du plan m2NM imaginé par mn,
perpendiculairement au plan des xz ; car, pour tout point M
de la perpendiculaire M & ce plan, les coordonnées x et z
sont (n® 408) représentées par mP, AP, qui appartiennent
aussi a la droite mn.

Pareillement, 'équation y = bz + €, convient non-seu—
lement a tous les points de la projection m'n’, mais encore,
4 tous ceux du plan m'n'NM mené perpendiculairement au
plan des 7z, par la droite m'n’.

Donc le systeme de ces deux équations existe pour tous les
points de la droite MN, intersection des plans perpendicu-
laives , et n’existe que pour ces points. Ces €quations sont,
en ce sens, les équations de la droite elle=méme , quoique
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d’abord pous ne les ayons établies que comme eelles des
deux projections.

Il résulte de la évidemment que I’élimination de la va-
riable z entre les deux équations, donne lieu & une troisieme
équation en x et y, qui représente la projection m'n" de la
droite sur le plan des xy; ou plus généralement , cette équa-
tion appartient & tous les points du plan MN~"m" mené par
la droite MN perpendiculairement au plan des ay.

418, Cas particuliers. Lorsque la droite passe par Porigine,
il en est de méme de ses projections ; ainsi (n° 415), les dis-
tances «, €, sont nulles, et les équations de la droite se ré-
duisent & * = az, y=bz.

11 peut arriver que la droite soit située dans I'un des plans
coordonnés, par exemple, dans le plan des az. On a alors,
pour tous les points de cette droite, y =0 ; et les équations
deviennent a=az -+, y =o; cest-a-dire que, dans ce
cas, on doit avoir b=o0 et £=o0; ce qui est éyident d’ail-
leurs, d’aprés la figure, puisque la projection de la droite sur
le plan des 7z, se confond avec 'axe des z.

Mémme raisonnement par rapport aux deux autres plans
coordonnés.

418. Tant que les constantes a, b, «, &, sont données &
priori , la droite est complétement déterminée de position.
Poar en obtenir les différens points, il suffit de donner, dans
les deux équations vx=az+4«, Fy==bz~6, & la variable z
par exemple , une valeur particuliére z’; ce qui entraine, pour
chacune des deux autres, x ety, une valeur correspondante,

Savyoir: r=at +b=2", y=b'4+C=y"

Prenant alors sur AX ( fig. 237), une distance AP =2, on
méne Pm" paralléle 4 AY et égale a 5 ; puis au point m", on
congoit une perpendiculaire au plan des xy, qui soit égale
a z'; et le point M ainsi déterminé, appartient a la droite.
On obtiendrait de la méme manidre tous les autres points.
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-

Mais on peut se proposer de déterminer les constantes a, b,

, €, d’aprés certaines conditions ; ce qui donne lieu & une
5érle de problémes en trois dimensions, analogues & ceux que
nous a présentés la ligne droite considérée sur un plan,

%il7. Presmine question. — Trouver les équations dune droite assujettie &

passer par deux pomu donnés.
Appelons 2%, ¥, =/, les coordonnées du premier point, x%, »”, 5", celles
du second point. Les équunons de la droite cherchée seromt d’abord de la

forme
Ll I e {I}

g =bs €L {a)

ay b, a, €, ¢lant des quantités inconnues pour le moment.
Or, les points (=, y%y ' ), (", »" =), appartenant 4 la droite; leurs
coordonnées doivent vérifier les équations (1), (2); et 'on a les quatre re-

lations
o =ad ... (3)

y=bs 4+ E. . (4}
== lgaslaer Ae wlh)
¥ =bz" 4 Ce.uuv (B)
En appliquant a ces six équauom la méthode du n® 148, on trouve sue-
cessivement

r—2=as =2, Ff—2"=a(z =2, a=:-’—.1:"’
\ g —
d'ou o -
y—y =bzg—25), ¥ —y"=5{z—=2"; b=z_"—_£"’i
et par conséquent, .
3 -?, —-t J"— it ,-
T -l = a(z—z},j*—f'z?-__—“;;(s—z).

Ces deux derniéres équations, qui ne renferment plus que les variables
%, ¥, z, et les quantités connues =*, y, &, 2", ", 5%, sont les équations
cherchées,

N. B. — Quant aux équations z—z'=a(z—2"), y —y'=b(z —7'),
oblenues dans le cours du caleul, elles caractérisent une ligne droite pas-
sant par le point (/, »', £/) , puisqu'elles sont satisfaites par les hypothéscs
z=2x', y=y', £ =2, Les quantités a, b , se déterminent ensuite au moyen
d’une seconde condition que 'on peut imposer & la droite; dans le probléme
Précédent, cette condition consiste a faire passer la droite par un second
point.

34
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8. SecoxpE QUESTION. —Par un point donné kors dune droite , mener une
pn.?ﬁ!iéfe & celte droite.
Soient &/, ', &'y les coordonnées du point. On a pour les équations de 1a
droite donnia,
x = az -+ 4,

y=bz4 L
Celles de ln droite cherchée sont (n° 447} de la forme

g —o =d(z—"2),
y—y = b’(s—z’},

a'y Iy étant des quantitds qu'il s’agit de déterminer,

Or, puisque Ies droites sont paralléles , les plans qui les projeltent Tes-
pectivement sur les deux plans des xz et des ys » doivent étre paralléles;
done les intersections de ces plans paralléles nvec les plans coordonndés,
oest-i-dire les projections des deux droites, sont elles-mémes paralléles,
Ainsi Pon a nécessairement (no 130) les relations o’ =a, 3 =b; ce qui
donne finalement pour les équations de la droite cherchée,

r—x=als—3), y—3' =10b(z—2)

L]
A19. TromsiEne ouesTion. — Deux droites étant donndes par leurs équations,
exprimer par Uanalyse, que ces droites se rencontrent , et trouver, dans ce cas,
les coordonndes de leur point d'interseetion.

2 z = az =4 #,... (1) {x:n‘s-{-a’,.... {3)
Sotent {_r = bk 6.0 (’3]} p o= N el o)

les équations des deux droites.

S5i elles se coupent, les coordonnées de leur point d’intersection doivent
vérifier & la fois les quatre équations ci-dessus; ainsi, ces coordonnées ne
sont autre chose que les valeurs de x, y, 2, propres a satisfaire en méme
temps & ces équations ; et comme on a trois inconnues i éliminer entre
quatre équations, on doit nécessaivement ( Alg. , c]mp 1er, no 79) parve-
nir i une relation entre les constantes a, b, a, € A S LG

Les équations (1) et (3), (z} et (4), retrancheaa successivement 1'une
de l'autre, donnent

0= (a— a4 a—a; doi r.:u'_‘:,
(il — i
0= (b= W) 4+ € —¢; dou z=f—"‘—§.

Or, ces deux valeurs de = doivent &tre égales; on a donc

- &—¢
== T Qubien, (—a) (b—1)— (0= ¢) (a = a)=o0..- ()

ﬂ-—ﬂ. b
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Telle est la relation qui deit exister entre les constantes, pour que les

denx droites s¢ coupent.
En supposant que cette relation soit satisfaile , on obtient pour les coor-

données du point d'intersection,

f__:z'—ﬂ. £ —¢ _ agl—ad o b=
'ma--m'oub-—b” r= i J’--—-—-é_b,.

Soit, comme eas particulier, a=a’, b =1V, ce qui signifie (n° 418) que
les deux droites sont paralléles ; I'équation (5) est satisfaite, et les valeurs

L2 ; W =06k ’
de zy y, =, seriduisent & la forme = résultat analogue & celul du
1

n® 152.
4A20). Quarniiue euestioN. — Dewx droites étant donndes par leurs équa-
tions, déterminer Uangle qu'elles forment entre elles.

4 x = as =+ a, z = a's -+ o,
Soie s
plons {y:bs—!—f, } e {_r: bz 4 £,

les équations des deux droites.
Il peut se présenter deux circonstances : ou les droites se coupent, auquel

cas, I'équation de condition du numéro précédent est satisluite; ou bien,
elles ne se rencontrent pas.

Dans 'un et autre cas, si d'un point quelccmque de Despace, on eongoit
deux autres droites respectwempm paralléles anx droites (lanneeh c’est
Pangle formé par ces paralléles qu'il s’agit de déterminer.

Pour plus de simplicité, nous prendrons le poinl dont pous venons de
parler, & Porigine méme des eoordonndes. Soientdone AL, ALY ( fiz. 237),
des paralltles aux deux droites donndes, on a (n° 415 et 418) pour
leurs équations,

Wi e = ataya.
L —3 } (1) e {y: | } ()

Pour obtenir I'angle LAL’, prencns sur les cdlés, deux parties AM, AN,
¢gales au rayon des tables, ou égales & 1; pwis joignons les points M
et M’, dont nous désignerons d'ailleurs les coordonndes par 2/, 3%, 2" el
oty oy &

Cela posé, en appelant D la distance MM, on a (n® Z41), pour Dex-
pression de cette distance,

AT

D = (& — &) o (0 = ) (S — S

ou développant et observant que les coordonndes du point M et celles du

£
34..

Fig.adg.
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point M’ sont liées (n® 411 ) par les relations
SAREENy Set et S o ol o i TR (4
D = a — a(dz" -+ " 4= :'S"}.
D'un antre cdté, le triangle AMM/ donne ( Trigon. n°® 02)

D4 O — W0 _ 2 — D

cos MAM' ou cosV = TSI ——,

ou mettant pour D3 sa valeur dans cette expression,
cosV = 22" 4 yy" ~ 22"... (5)

Done tout se réduit maintenant A obtenir les coordonnées 2%, ¥, 5’ et 27,

", 5", en fonction des constantes a, b, «’, b’
Or, le point (2, 7', 2') se trouvant sur la droite AL, ses coordonnées

doivent vérifier les équations (1); ainsi I'on a les deux relations

{ = =ias,
Y=,
qui, jointes i la relation (5) '3 o4 y/2.<4 2’2 = 1, suffisent pour, déter-
miner les trois quantités 2/, »', =’

Portons dans la troisiéme relation , les valeurs de =* et de »’ que donnent
les deux premiéres ; il vient

(@ bt 1) g2 =1; Qo & = e
Va b7 1

c¢ qui donne ensuite pour y’ et 2/,
b o a

Y me— = :
Ve + b1 Va & b 1

On obtiendrait de la méme maniére pour les coordonnées x”, 7", 5", du
point M,

’
1 b &

o o

e, Y e
V& b 4 Var+ ¥+ V ai bt

Substituant ces valeurs dans Péquation (5), on obtient enfin pour Ie cosinus
de I'angle demandé,

ad' == bl 41
Vi b )@ e ts 1)

cos ¥V =

(6)
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Cette expression , renfermant un radical , est susceptible de deus valeurs;
et cela doit &tre , puisque les deux droites forment entre elles deux angles
supplémens Pun de Pautre,

424, On peut trouver une autre expression de cos 'V, au moyen de cer-
taines considérations dont nous ferons souvent usage.

Abaissons du point M ( fig. 237) la perpendiculaire Mm an plan des xy, Fig.a3;.
et menons mP paralléle & I'axe des y; on a, d’aprés eette construction,
AP =2/, Pm=j3', Mm = &’. De plus, le plan MmP étant paralléle au plan
des yz, la ligne qui joint le point M au point P est perpendiculaire a AP ;
et comme on a pris AM =1, il s’ensuit que. AP ou 2' est égal au cosinus de
Pangle que forme la droite AM avec l'axe des x. On démontrerait d’une
maniére analogue que »” et =’ sont égaux aux cosinus des angles que forme
la droite avee les axes des ¥ etdes s.

Donc, en appelant «, €, 3, ces trols angles, on a les relations

2 = cosa, y' = cos€, z' = cosy.
On obtiendrait de méme, par rapport #ux angles «’, ¢, 3, que forme la
droite AM’ avéc les trois axes,
' = gose’y 2" = e0s €, z' = cosy’,

©es valeurs étant portées dans I'équation (5) du n® préeédent, donnent

cosV = cosacosa’ 4~ €osCcost’ =4~ cosycosy’a.. ()

4922, On déduit des calculs précédens plusieurs dquences forl im-
portantes.

12, — La relation (3) du n® 420, donne, lorsqu’on y remplace 27, ¥/, 2/,
parcose, cos6, cosYy,

00522 ~= 083 -} 0087y = 1;

ce qui démontre que lu somme des carrés des casinus des angles que forme une
droite quelconque avee les irois axes, est égale a Uunité; proposition qui re-
sulte encore de la relation qui existe entre la diagonale d’un parallélépipéde
rectangle et les trois arétes contigués (n° 411)

4
£

29. — Des relations z"=as’, y' = b, on déduit a=—, b = %;, et
P

. ®

Done, les constantes @, b, des équations d’une droite, ont respective-
ment pour valeurs, les rapports des cosinus des angles que _forme la droite avec
Vaze des x et avec axe des y, au cosinus de Pangle gqu'elle forme avee Vaxe
des z.

par conséquent, @ =— fﬁf‘, b= C- .
Cos %y cosy
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3o, — Enfin, les équations (8), on

CONDITIONS DE PARALLELISME, ele.

cosa — acosy cost = beosy,
&lant élevies au earré et ajoutées ayec identité cos?y =cos’y, donnent

0822 -~ eos?E - costy, ou 1 = (a* = b* 4 1) €083y 5

done
g cost = : :
cos'}"—-va—-——-—--—-=+b.+lx V“’-+5’+’=
SR s enil vk o ()

Vﬂ'+b’+1

Ces dernidres formules donnent les angles que forme une droite avee les
trois axes, connaissant les tangentes a, b, des angles que les projections.
sur les plans desxz et des »z, font avee I'axe des =.

Réeiproquement , lorsqu'on donne les angles que la droite forme avee les
trois axes , les formules (8) font connaitre les eonstantes a, b, des équations
de Ia droite.

Nous ohserverons & ce sujet que, daprés la relation.......... s
089 4~ cos2E o8y, =1, qui lie les anglesa, &, 5, on ne peut donner
arbitrairement que deux de ces angless et Ia relation donne la valeur cor-
respondante du troisicme angle.

4235. Reprenons la formule (6), et voyons ce qu'elle devient dans les deux
hypothises o les droites données sont paralléles on perpendiculaires enfee
elles.

Dans le premier eas , on doit aveir cos V=1, et I'on obtient entre a, b,
4", 1%, 1a relation

ad’ = B 4 1= V(a® == 82 4~ 1) (@ < "7 4 1)a

Faisant disparaitre fe radieal , développant et réduisant , on peut Ia 4rans-
former ainsi:

(a—a)> 4 (b = V) + (all — ba'}2 = o,

éruation qui ne peut évidemment exisicr, A moins que Von n'ait séparé-
ment, a =a', b =1, ab" =2a4",

La derniére de ces trois relations est implicitement comprise dans les denx
autres; et lon sait déja (n® 418) que celles-ci expriment que deux droites,
dans Vespace , sont paralléles entre elles,

Dauns le second cas, cosV doit tre nul: ce qui donne néeessairgment

gal o UL =0
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Telle est la condition qui exprime que deux droites sont perl}endiculairés
Pune a Pautre; ce qui peut avoir lien d'ailleurs, sans que ces droites se
coupent. :
En y réunissanl 'équation
(a—a')(€ —£)—(b—V¥)(d — a) = o,

trouvée n° 449, on aurait les deux velations gqui doivent exister entre leés
constantes, pour que les droites se coupent @ angle droit.
La formule (7) devient, dans la méme circonstance,,

cos 2 cosa’ = cos€cost’ 4 cosy cosy = o,

résultat dont nous ferons usage par la suite.

424, Nous pouvons, A 'aide des principes qui viennent d'étre élablis,
risoudre en trois dimensions le probléme gue nous avons résolu (n® 156) en
deux dimensions : abaisser d'un point donnéd hors d'une droite une perpendi-

culaire sur cette droite, et trouver la longueur de cette perpendiculaire.

Soient, en effet, x=ar~4~a, r=1"bz<€, leséquations de la droite
donnée. Si on appelle &', ¥/, &, les coordonnées du point, on a (n® 417),

pour la droite cherchée,; deux équations de la forme

g—a =a (g —=2), y—p =¥({z—s5);
les quantigés a’, b, sonl les seules constantes qui restent & determiner.
Or, puisque Ies denx droites doivent éire perpendiculaires 'une & Pautre,
on a cette premiére relation aa’ -5k < y=o0; d'ailleurs, pour qu'elles so
coupent , il faut ( n? 449) que Yon ait

(a—a)(& —C)— (b —V)(a — &) =0,
ou meltant & la place de &', 2/, leurs valeurs ' —05" ot 2' —a's,
(6= &) (f — V8 —€)—(b— b (& — &F — &)=0.

Cette relation, combinée avee aad’ 4= b’ =1 =0, donnerait les valeurs
de @', I, qui, reportées dans les équations de la seconde droite, condui-
raient finalement aux équations de la droite cherchée.

Mais les caleuls, et ceux relatifs 4 la seconde partie de la question, ne

laisseraient pas que d'étre assez compliqués; et nous verrons bientdt un
moyen beaucoup plus simple de résondre ce méme probléme,
_ 425, Scholie général, Les principes établis sur la ligne droite, depuis
len® 445 jusquiau n® 419 inclusivement, sont vrais, quelle que coit lin-
clinaison dvs axes eoordonnés. Ainsi, dans le cas d'axcs obliques, les équa-
tions d'une droite sont toujours de la forme

r=uar +a, y=bb4C;



536 EQUATION DU PLAN,

seulement, les droites au lien d’étre projetées sur les plans coordonnés par
des perpendiculaires a ces plans, le sont (n° 410 ) parallélement aur axes;
et les quantités @, &, n'expriment plus des tangentes trigonométriques,
mais des rapports de sinus ; les constantes a4 , €, conservent la méme accep-
tion.

Les équations d’une droite passant par deux points donnés, les eonditions
de parallélisme de deux droites , ete., sont aussi indépendantes de Pincli-
naison des axes; mais il w'en est pas de méme de la question qui a pour
objet la détermination de Pangle de deux droites, et de toutes les eonsé-
quences qui en ont été déduites, puisqu'on a fait entrer en considération
I'expression de la distance entre deux points donnés.

Cette remarque est importante pour les jeunes gens qui voudraient.faire
quelques applications de ces principes.

'§ 1. De U'Equation du plan et de ses combinaisons
avec les équations du point et de la ligne droite.

4926. De méme qu'une ligne droite est fixée de position sur
un plan par une équation du premier degré entre les coordon-
nées x, y, de chacun de ses points rapportés 4 deux axes, nous
allons reconnaitre qu'un plan se détermine aussi de position
par rapport A trois autres plans,, au moyen d’une équation du
premier degré en @, y, = ; ces variables désignant les distances
de chacun des points du plan aux treis plans coordonnés.

Fig.a38, Soient DB, DC ( fig. 238) les traces d’un plan quelconque,
c’est-d-dire les intersections de ce plan avec deux des plans
coordonnés (qui peuvent étre indifféremment rectangulaires
ou obliques ).

Parmi les différentes manitres de concevoir une surface
plane, il en est une qui consiste i la regarder comme engen-
drée par le mouvement d'une droite indéfinie qui glisse le
long d’une autre droite', aussi indéfinie , sans cesser d'élre
paralléle @ elle-méme.

Ainsi, par exemple, si par les différens points de la droite
DB, on imagine une suite d’autres droites D'C’, D'C"..., paral-
lelesa DG, il est évident que cette suite de droites appartient
au plan que nous considérons; par conséquent , ce plan peut
¢tre regardé comme engendré par le mouvement de la trace DG,
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Je long de la trace DB, de manitre & rester constamment pa-
ralléle A sa direction primitive.

C’est cette propriété caractéristique que nous allons essayer
de traduire en analyse.

Comme la droite DB se trouve tout entiére dans le plan
des az, ses équations sont (n° 415) de la forme

o =0y =lmxvdal piias (1)
Par une raisen analogue, les équations de la trace DC sont
=05 %, == N¥ -+ P. s {3

(Nous supposons ici les équations résolues par rapport 4 z,
parce que les deux traces doivent passer par un point D,
dont le z (ou p) est commun aux seconds membres de ces
équations.)

Cela posé, considérons la trace DC dans une situation quel-
conque, D'C’ par exemple; on a nécessairement (n® 418),
pour les équations de cette droite paralléle a DC,

® =iw,lz = ny 8. .0 3)

«, 6, sont des quantités, constantes pour tous les points d'une
méme position D'C’ de la génératrice, mais variubles d’une
position 4 une autre D"C”.

Il nous reste encore a exprimer que la génératrice rencontre
dans toutes ses posilions la trace DB ; et, pour cela, il faut
(n®419) écrire en analyse que les dquations (1) et (3) ont
licn en méme temps; ce qui donnera une relation entre les
indéterminées «, &, et les quantités connues m, n, p. Com—
binons donc ensemble ces quatre équations.

La seconde des équations (3) devient, a canse de la pre—
miére des équations (1), z=~¢. ;

Portantles deux valeurs x=«, 2=€, dansla seconde des
¢quations (1), on obtient pour la relation demandée,

e=mz 4 p.... (4§
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Observons actuellement que, pour chaque pasition de 1a
génératrice, les équations (3) et Véquation (4) doivent étre
satisfaites simultanément; donc (n° 214), si Pon élimine
entre ces €quations les indéterminées «, €, I'équation résul-
tante en a, 5, =, et quantités connues , appartiendra aussi
4 tous les points du plan. :

Or, les équations (3) donnant e==a, E=z—ny, Vé-
quation (4) devient

Z = ny = mx - p;
ou bien, z=ma—4 ny + p... (5)

Telle est, en général , 'équation qui exprime la position
d’un plan dans Pespace, et quien est, pour ainsi dire, la
représentation analytijque.

Pour faire concevoir comment cette €quation représente
chacun des points de la surface plane , supposons qu’on ait
pris pour les variables x, 7, un systéme de valeurs a=Ad',
7y =d'¢’. Sidupoint ¢’ on €leve ¢'E’ perpendiculaire an plan
des a7, et égale a la valeur correspondante de z, tirée del'é=~
quation (5), le point E', ainsi déterminé, appartiendra au
plan, ct me peut appartenir qu'a lui.

Méme raisonnement pour d’autres valeurs attribuées & «
et Ay,

N. B. — De tous les moyens qu’on emploie ordinairement
pour trouver I'dquation du plan, nous avons préféré le pré=
cédent, d’abord, parce qu’il a Vavantage d’étre indépendant
de l'inclinaison des axes coordonnées, et ensuite , parce qu'il
s'applique a la recherche des équations d’autres surfaces dont
la génération offre de I'analogie avec celle du plan. Nous en
verrons des exemples par la suite.

4927, Les constantes m, n, p, qui entrent dans I’équation du
plan, sont faciles a définir. Ainsi, les quantités m et n ne
sont autre chose que les tangentes des angles que forment
les traces DB, DG, avec les axes des o et des ». Quant & la
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quantité p, on appelle le = & Vorigine ; ¢’est la distance de
origine au potnt oi le plan rencontre l'axe des z.

Lorsque le plan passe par Vorigine, ona p=o, etlé-
quation se réduit a _
2 = 3 -4 ny,

équation qui est, en effet, vérifiée par x=o0, y=0, z2=o.
428. Je dis que, réciproquement , toute équation du premier
degré & trois variables,

Ag 4+ By 4+ Cz 4+ D = o,

appartient & un plan.
En effet, on en déduit

5 A D

pour la premitre, 3 = o0, z = — T~
B D

et pour la seconde, = = o0, z= — et

on peut regarder ces droites comme les traces d'un plan sur
cenx des az et des yz; et si I'on recherche I’équation de ce
plan d’apris la méthode du n® 426, on trouvera nécessai~

i e D
cinen zn_—-ﬁ:l.—a-‘}r—--»,

ou bien, Az 4+ By + Cz + D = o... (1)

Done, réciproquement , etc.

N. B. — Quoique 'équation z=mzx4-ny+4-p ne ren-.
ferine que frofs constantes, tandis que I'équation (1) en ren—
ferme quatre, elle v'en cst pas moins aussi générale que celle-
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¢i, dont le premier membre peut toujours étre divisé par Vun
de ses coefficiens. Mais nous considérerons presque toujours
I'équation du plan sous la forme (1), parce qu’elle est plus
symétrique, et qu'en outre, lorsqu'on aura a déterminer un
plan d’aprés certaines conditions, comme l'équation (1) ren
fermera une constante arbitraire de plus que Péquation. .,
z==mx 4+ ny 4 p, on en profitera pour introduire certaines
simplifications dans les caleuls.

Cette remarque est trés utile.

Faissons successiyement =0, y =0, 2=0, dans ’équation
Az + By 4 Cz 4+ D = o;
il en résulte pour = = o, By + Cz 4+ D =
pour » = o, Ar 4+ Cz4+ D = o,
et pour z = o, Ax 4+By+ D = o;
ce sont les équations des traces du plan sur les trois plans des
%, des xz et des ay.
En posant 4 la fois x=o0, y=o, l'on obtient zz—g;
ce qui donne les coordonnées du point ot le plan rencontre
Paxe des z.

On aurait de méme

x=0, z=o, dou y =

Jy =0, z=o0, doil x =

o D

-

pour les coordonnées des points o le plan rencontre 'axe des.
et axe des .

429. On peut faire entrer dans I’équation du plan les dis-
tances de I’origine & ces trois points d’inter sccuon et 'équa—
tion prend alors une forme trés élégante.

Posons, en effet,
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D D D
AB:—-I=9| AC:—EZF, AD:.._a..:s;
D D D
il en résulte A=—E-, B=__r’ C=._..;;

d'onr substituant dans Péquation du plan et réduisant,

rs.x =~ qs.y 4 qr.z = qrs,

équation analogue a celle qui a été obtenue pour la ligne
droite (n° 148), ainsi que pour les équations de lellipse et
de I'hyperbole , rapportées a leurs axes.

Elle ne renferme, comme équation z=mz+ny -+p,
que trois constantes; mais elle est plus symétrique.

450. Nous allons maintenant nous occuper de la résolution d'une série
de questions relatives au point, & la ligne dreite, et au plan, qui, avec
celles que nous avons déja traitées (n® 417 et suivans), constituent ce quon
appelle les préliminaires de la Géométrie analytique & trois dimensions.

PREMIERE QUESTION, — Faire passer un plan par trois points donnés.

Désignons par (2, ¥, 1), (2%, 2" 2"), (2%, ¥”, £"), les coordonnées
des trois points, et par

Ar + By 4+ Cz 4+ D = o0.... (1)

Téquation du plan cherché; A, B, C, D, sont des constantes qu'il s'agit
de déterminer.

Puisque le plan est assujetti a passer par les trois points, son équation
doit &tre vérifi¢e, lorsqu’on y remplace successivement x, y, z, par les
coordonnées de chacun de ces points; ainsi, I'on a les trois relations

Ar +BY 4 Cs'+ D=0, Az"4-B" 4 Cs' 4+ D =0,
Az" 4 By"” = C" =D = o,

qui Peuvent &tre transformées de la maniére suivante :

& Belon 60 et
e +ﬁJ" < e
Ll

B "
.r"+1-j*)'"+D £ = — I,

gl Op o

B
x"-l-ﬁr"-!-]%—z”:-—l.
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En appliquant & ces équations les formules du premier degré A trois in.
connues (Als., chap. I ), ot observant que le coeflicient D étant tout-dfais
arbitraire , on peut I'égaler & la quantité qui sert de dénominatenr commuy

-

A
aux {rois expressions de oD D’ on trouve, tout caleul fait,

D= xivis¥e ' e YT — ST A Y Sylam,
A = — " + 2 — " 4y =y Y
B —— o= b 2 — a2 " - g2,
C =— 2" 4 2y =2y o yla" — 2" 4
1l ne shagirait plus maintenant que de substituer ces valeurs dans Péqua-
tion (1); et I'on aurait Péquation demandée.
%51, Secospe ouestioN. — Faire passer un plan par un point et une droity

donnés.
Soient. 2, 3%, ', les coordonnées du point,

;' f :i' I ;’ <ae By Tos équations de la droite;
oy s 2
celle du plan cherché sera de la forme

Ar 4By 4+ C: 4D = o... (2)

Comme ce plan doit passer par le point (2, ', 2'), ona pour premiére
relation ,
Ax' + By! 4 Cs' <= D = o0;5... (3)
d'on, retranchant les équations (2) ot (3) P'une de Pautre,

A (z — )+ By =—7") +.Cle— ) =0 .. (4

Clest 1a forme caractéristique de Péquation d*un plan passant par un point
donné; nous aurons souvent oceasion den faire usage.

Maintenant, il faut exprimer par Panalyse, que la droite donnée se
trouve tout entiére dans le plan cherché; et, pous eela, il suflit d'éerire
que les eoordonnées x,y, 5, de tousles points de la droite vérifient 1'6-
quation du plan. Or, en substituant pour = et y leurs valeurs tirées des
équations (1), dans Péquation (2), il vient

Afaz 4+ 2) + B(bz 4§ 4 Cs 4 D = o;
ou bien , effectuant les caleuls et ordonnant par rapport 2 =,

(Ad 4+ Bb + C) z 4 Aa 4+ B? + P = 0.
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Mais cette ¢quation doit se yérifier indépendamment de toute yaleur parti-
enliere attribuée & =3 ainsi chacune des quantités Aa4-Bb4-C, Az-BE-LD,
doit étre nulle séparément; et I'on a les deux nouvelles relations

Aa o Bb 4+ € = o0,.... (5)
lAg 4 BE 4 D=0 ... (6)

pour exprimer que la droite est comprise tout entitre dans le plan.
En soustrayant Ia derniére de ces relations de Péquation (3), on obtient

Az’ —a) 4 B(» —8) 4+ Cf =o0,.... (7)

dquation qui ne renferme plus I}, et qu’on peut substituer a Péquation (6),
La question se réduit done & trouver les valeurs de A, B, G, ou plutdt,

"des rapports é, 3;., 4 l'aide des deux relations

B
%a-{-%—b-{-t:o, %(x'—¢)+6(y'—€}+z’=n.

Or, on trouyve par Pélimination,

gl i S 24

Yoo 08 S5 = d) Al o o)
20 _]i-—_ (.’r‘—g,—ag':] "
3 Da b2 —a)—a(sy =€)’

et comme on peul disposer arbitrairement de 'un des trois coefliciens A,
B, C, il n'y a qu'a poser

C=b(m’—¢j-—n(3’—-—¢)';

ce qui donne TA =y — 1 — b,
et B=— (2 —a—as);
d'ott, substituant dans Péquation (3), ’

(o Co i S = (ol i D
+ [b(2 —a)— a(y —€)] (2 —&)=o0.

Telle est Péquation du plan demandé.

452. Remapgue.— Dans la question précédente , nous avons établi deus
relations, Aa~+Bb+ Ci=o0, Awut BE+D=o0, qui méritent quelqgue

altention, parce qu'elles sont fréquemment employées dans In Géométrio
analytique & trois dimensions.
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Reprenons les équations de la droite et du plan:

r=uas+a, y=2>0bz+ ¢ M+BY+C8+D=0;

et proposons-nous de déterminer le point od la droite rencontre le plan,
Comme on a irois équations entre z, y, z, il suflit de remplacer dans
la‘troisiéme , x et  par leurs valeurs tirées des deux premiéres. 1l vient,

par cette substitution ,
(Aa + Bb + C) z + Aa+ BE + D = o;

(Aa + B¢ + D)

a AT S ey BE - C
As4-BE+ D

el par suite, z:s&-—-a—(A—aL'—“_mT?l!

3 __a.(AA-F-Bb-—f—C)—a ﬁ.u+BC+D}
ou bien, A Aa -85 5 C

< __:_ban-I-BQ-!-D}
PUsy G4 Az + 86+ C '

bi I €(Aa 4 Bb 4 C) — b (Az + BC -+ D)
ou bien, ke + B C

Cela posé, i l'on veut esprimer que la droite et le plan sont paralldles,
il faut écrive que les valeurs de =, y, =, correspondant au point d'in-
terseclion, sont infinies; ee qui se fait en posant Aa 4~ Bh+C=o,
car ces valeurs deviennent alors

(A2 BE4 D) a({Az<4- BE 4+ D)
——— L, =TT T
V] (4]

;= (Ae+ B+ D)
et ;

Si, au lien de la condition As--Bb-4-C=o , on établit la suivante,
Ag - BE 4~ D=0, les valeurs de =, », =, se réduisent &

3=0, z=a, ¥y =%,

Or, il estaisé de reconnaitre que le point correspondant & ce systéme
de coordonnées, est celui ol la droite rencontre le plan des xy; car si
Ton pose, dans les équations de la droite, z=o0, ilenrésulte =2
r = c-

Supposons maintenant gu'on ait & la fois

A£+BL+C=Q, Ag == B 1D = 0;
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. ; Gl
Yes valeurs de =, ¥, 2, se réduisent & la forme 5> signe de Yindéter-
nination; ce qui pronve qu'alors la droite se trouve tout entiére dans le
plan.

On peut conclure de Ia que , des deux relations ci-dessus, la premiére
pxprime seulement que la droite et le plan sont paralléles; la seconde, que
le plan passe par un point déterminé de la droite (celui on la droite perce
le plan des xr); et que; toutes les deux conjointement, expriment que
la droite et le plan se confondent.

455. Trosgae QuesTion. — Un plan et un point hors de ce plan, étant
donnés, on demande , 1°9.—d’abaisser du point une perpendiculaire sur le plan;
20, — de trouver la longueur de cette perpendiculaire, est-d-dive la distance
du point au plan donne.

Soient 27, ¥, 2/, les coordonnées de ce point, et

Av 4+ Br + Cs 4D = o.... (1)

Pequation d'un plan suppose connu de posilion.
Les équations de la droite cherchée seront (n® 447 ) de la forme

¥ — gl a(s— 8, r—l = F(s—sl)a00m)

ay b, étant deux constantes qu'il 'agit de déterminer.

Pour cela, nous rappelerons un des principes de la Géométrie deserip-
tive, lequel consiste en ece que, si une droite est perpendiculaire & un plan
dans Vespace, la projection de la droite sur un des plans coordonnds, est
perpendiculaire & la trace du plan donné sur le méme plan coordenné.

En effet, considérons, par exemple, la projection de Ia droite et la trace
du plan sur celui des zz.

Imaginons par la droite, le plan qui la projette sur le plan des xz; la
trace de ce plan projetant n'est nutre chose que la projection de la droite.
Or, ce plan, passant par une droite perpendiculaire au plan donné, est
lui-méme perpendiculaire an plan donné; d'ailleurs, il est aussi perpendi-
culaire au plan des 2z ; d'on il suit que Pintersection commune du plan
donné et du plan des xz, cest-a-dire la trace du plan donné, est perpendi-
eulaire au plan projetant; done cette trace est perpendiculaire a la projec-
tion de la dreite, puisque la projection ge trouve dans le plan projetant,
et qu’elle passe par le point o le plan projetant et la trace se coupent.

Le méme raisonnement pourrait sappliquer & la projection de la droite
et la trace du plan sur celui des r=.

Cela posé, si , pour obtenir les traces du plan donné, on fait successive-
ment y = o et x=o, dans Péquation (1), il vient

Ar 4= Cz 4+ D=0, Br 4 Cs D=0,
35
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que D'on pent metire sous la forme
D

C
ATl g s

&
w &

. ()

Or, puisque les droites exprimées par les équations (a) doivent étre res-
pectivement perpendiculaires aux droites exprimées par les équations (3) :
il faut (n® 453) que V'on ait entre les coefliciens de s, les relations

a x—£—+l=°i dlont u=-AF,-, ou bien, A = aC,

Sx—%-!-t.-_:n; d'ont & = —, oubien, B = C.

Substituant ces valeurs de a, &, dans les équations (2), on obtient pour les
équations de Ia perpendiculaire

rm = (s — )y F = = (g = H) ()

Actuellement, pour résoudre la seconde partie du probléme proposé,
observons que , d’aprés U'expression (n® 441), qui donne la distance entre
deux points, il suffit de déterminer les valeurs de = — o2/, y—»', z—2',
propres & satisfaire en méme temps aux equations (1) et (4!, et de substituer
ensuite ces valeurs dans l'expression de la distance ( puisque, par cefte
élimination , on obtiendra nécessairement les différences entre les coordon-
nées du peint ol la perpendiculaire rencontre le plan et celles du point
donmné.)

A cet effet, nous ferons subir 4 Péquation (1) la transformation suivante:
ajoutons au premier membre la quantité — Ax'—Ry'—Cz'4-Ax'4-By'—4-Cz',
qui est identiquement nulle; et posons

AY +BY +Cf +D=D... (5
ilvient A(r—2)+ B{r—o)+C(s—7¢)+ D =o0.
Or, si Pon met dans cette équation , a la place dize af, y —y'; leurs
valeurs (4), on frouve

D'C
(&2 + B2 C) (s — &) +DC=0; doit s—8' =~

et par conscquent ,

.:—r’:—.__ja'___.
A¥ - By - C2?
DB
J— =

T AP CF
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Mais en appelant P la perpendiculsire demandée, on a (n° 411)

P=V(z—7)p+r—rP+i—5);

i P D’ Ax' - By - Cs D
0 = e e el
. V.&.'+B’+C’ V/A: B + C=

(Vayes ce qui a été dit n® 458 sur le double signe dont le radical est afferté.)

454. Cas particuliers. 1°. —Le point donné peut étre Porigine mdme
des coordonnées. Dans ce cas, ona

=0, =0,
el Pexpression de la perpeadiculaire se réduit &

D
VA F B G

Le pied de la perpendiculaire a d’aillenrs pour coordonnées

r AD w4 BD
BT I LBt T AR B G
- (#13)

! R TR TR o

29. — 5i le point donné se trouve sur le plan, ses coordonnées doivent
wérifier 'équation du plan ; e’est-&-dire que Fon a

A - B 4~ C' 4+D =0, doi P = o,

A58 QuATRIEME QUESTION. — Réciproquement , un peint et une droite étant
donnés dans Uespace, mener par le point un plan perpendiculaire & le droite ,
et trouver la longueur de la distance du point & la droite.

r = az - a

o (1) les équations de la droite don-

Soient {
née, et 2, 7/, £, les coordonnées du point.
L'équation du plan cherché sera (n® 4354 ) de la forme
Az — ) +B(r =)+ C(2 — &) =o0.....(2)

Or, par hypothése , la droite et l¢ plan sont perpendiculaires entre eux;
ona done (n° 433 ) entre les coefficicns A, B, C, et 2, b, les relations

A=4aC, B= b
358..
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doit, substituant dans Péquation (2) et divisant par C,

a(z —z) b(yr =) 45— =o... (3)

Clest I'équation du plan cherché.
Maintenart, pour obtenir la distance du point (2, 7', &'}, au point ol
le plan rencontre la droite, il suffit de chercher les valeurs de = — o,
»—y'y z—-2, propres & satisfaire en méme femps aux équations (1) et (3),
puis de porter ces valeurs dans l'expression générale de la distance entre
deux points donnés.
. Afin d'effectuer cette élimination, nous mettrons les équations (1) sous
la forme
.z:—.r’:ﬂ.(:-——-a"}-!—s.—.r’-’-ag’,
ry—r =b(z—2)4+ €6 — +b... ()

( Cette transformation est analogue a celle du n® 457. )
Cela posé, si l'on substitue pour-z — &, » — ', leurs valeurs dans l‘s-
quation (3), il vient

(@1 B3 1) (5= &) o a (@ ' o ) o+ b (€ =" o+ b/ ) = 0;

ﬂ('x'—=3+b(f’—€)+5'_s.: N iy

dol £—¢= F g e FopeE

&n puéant » pour simplifier,
N=a(d —a)4+ by —€C) +2... (5

Portons cette valeur de £— =’ dans les équations (4); on obtient pour
valeurs correspondantes de z— a2, »y — ',

3 Na 5 ; Na
x_:_ﬁm_azf-’_g_x +“=.§:—_F—_1_M—‘}’

— Nb ’ ’ v Nb et
y_y'_-..._._.“‘ b.-_._-__l._..f;g G+ — +bs_29_5_;_|—(’; {4

Faisant la somme des carrés de @ —«, y — 3/, z—2, et observant,
1%, — que les premiéres parties élevées au carré donnent pour somme,

N= ;
= Tt 29, —que la somme des doubles produits se réduit, daprés
= g 3
la relation (5), L R trouve enfin pour 'expression la plus

simple de la distance du point i la droite donnée,

—_—a —

P=\/# —at7 — Cof #» — 5

ar = by 1



PLANS PARALLELES. 549

458. Conséquence, — 5i T'on joint le point (2, »/, 2), au point ot la

droite est rencontrée par le plan qui lui est perpendiculaire, point dont

nous désignerons , pour le moment, les coordonnées par =7, »", s, il est

évident que cetle droite de jonction est perpendiculaire sur la droite don-
née. Or, les équations de celte droite sont (n° 447) de la forme

at — JU_J-'

r — 2= e {z—32"), y-—-_r':z,,_ :'I(s—z'J;
et e
et les rapports —— o I® sont autre chose que les rapports des

valeurs de » — 2/, _}'—-)", £— ¢/, trouvées dans le n® précédent. Donc, en
effectuant cette substitution, 'on obtiendrait les dquations de la perpendi-
culaire abaissée d’un point sur wne droite Jdans Uespace; question dont nous
ayions déjd indiqué une premiére solution ( n® 424 ).

Nous nacheverons pas ce caleul , qui n'offre aucune difficulté et qui con-
duit d’ailleurs & des résultats peu élégans,

A37. CixouieMe QUESTION. — Par un point donné dans Ueéspace mener un plan
paralléle @ un autre.

Avant de résondre ce probléme, nous commencerons par établir les condi-
tions analytiques qui expriment que deux plans sont paralléles.

Ar -+ By +CS +D =o,

Krsioio B e 4T =0, } les équations de deux

Soient {

plans donnés dans l'espace.

Si ces plans sont paralléles, leurs traces sur le plan des xz et sur celui
des yz doivent étre aussi paralléles. Or, (n° 428) les équations de ces
iraces sont

Ar 4~ Cs 4D =0, Br 4+ Cz 4D = o, pourle 1°" plan,
x4 Cz 4D =0, By 4 Cz 4+ D' = o, pour le second.

Et pour qu’elles soient respectivement paralléles, il faut (n°Z48) que 'on
ait
' .
9] c C [
’
d'oii Pon déduit encore % = %,-
Désignons actuellement par =, »'; ¢/, les coordonnées du point donne.
Léquation du premier plan étant Ax -4 By 4 Cz -1 = o, celle du
second , qui est assujetti & passer parle point (=, ¥/, '), sera de la forme

H(x—x) b B(r —r)+ C(s = £) =o;
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mais, par hypothdse, les deux plans doivent étre paralléles ; on a done
N e B
Lo St i g Al 0 B
L6 Bl g c ¢
Portant ces valeurs de A/, B, dans Péquation précédente, et divisant
par C', on obtient pour I’équation demandée ,

A(a— &)+ B(r—=7)+C(zs —¢) =0,

équation dont les truis premxers coelliciens sont les mémes que ceux de
Péquation du-plan donné; il n’y a que le s de Porigine (n® 427 ) qui eoit
différent.

Si le point par lequel on vent faire passer le plan paralléle, est Porigine
méme des coordonnées, on a alors

=ty =0, el ="a
et I'équation ci-dessus se réduit a

Ax + By 4~ Cs = o.... (Vares n° 497.)

A58. Sixiue QuesTion. — Trouver les équations de Uintersection commune:
de deux Pfam' 3

Ax 4 By =-Cz 4+ D =o0, (1)
Ale 4o By O 4 D = o, éu} les équations des
deux plans donnés,

Nous observerons d’abord qu’une droite dans ’espace: est tout aussi bien
déterminée par les équations de deux plans quelconques qui la renferment,
que par celles de ses projections, lesquelles équations ne sont d’ailleurs.
elles-mémes (n° 414) que les équations de deux plans perpendiculaires,
1’un au plan des 25, et I'autre au plan des yz.

Mais on peut avoir besoin, pour certains problémes, de connaitre les
équations des projections.

Or, si on élimine » entre les équations (1) et (2), DPéquation résultante
en xs, appartiendra & un plan perpendiculaire au plan des zz, et passant
par Ia droite; donc elle sera Iéquation de la projection de la droite surle
plan des zz.

Méme raisonnement pour la projection sur le plan des ye.

En effectuant ces caleuls, on trouve,

1% — pour la projection sur le plan des zz,

(AR — BA’) = + (CB' — BC’) s 4 DB’ — BIY = o;
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29, — pour la projection sur ie plan desy=,
(AB" — BA’) ¥ + (ACf — CA’) s -+ AD’ — DA’ — o.

Lélimination de z donnerait également l'équation de la projection sur
Ie plan des xy.

495, SepriME QuESTION. — Deux plans étant donnés dml.; Vespace, trouver

Vangle qu'ils forment entre cux.

Le moyen qui se présente au premier abord , pour résoudre eetfe ques-
tion, consisterait & rechercher, 1°.—les équations des projections de Pin-
tersection commune des deux plans, 2°. — Véquation d’un plan perpendicu-
laire & cette intersection j 30.—celles des traces de ce plan sur les deux plans
donnés ; §0.— enfin, Vangle formé par ces traces. Mais il est aisé de sentir
que ces calculs , tous exéeutables d’aprés les prineipes établis précédem-
ment , seraient trés laborieux. .

Voici un autre moyen plus simple et plus ¢légant :

Supposons que les droites OB, OC (fig. 23p), représentent dans P'espace p, a3
les intersections des denx plans donnés avee un troisiéme qui leur soit per- §2%
pendiculaire. 5i du point O T'on éléve OB', OC', respectivement perpendi-
culaires aux deux plans, il est clair que ces droites seront situées dans le
troisiéme plan BOC dont nous venons de parler.

Or, puisque les angles BOB’, COC’, sont égaux comme droits, il en ré.
sulte nécessairement B'OC'=BOC; clest-d-dire que langle formé par deux
droites mendes en un point de Uintersection commune de deux plans, perpen-
dieulairement & ces deux plans, est égal & Vangle que ces plans font entre
eur,

Az, + Br 4-Cz + D =0,

Cela posé, soient { ANz + By + Cz+D'=o,

g les équations

des deux plans.

Celles des deux droites qui leur sont respectivement perpendiculaires,
de quelque maniére que ees droites soient d'ailleurs situées dans Pespace,
seront de la forme

z = az + a, 3 x = d's 4+ a,
¥ = bz + €, :zb’s-{—é”,}

ay b, a'y b, ayant (n% 455) pour valeurs, savoir :

o B e AL gy B
i .___..E—GI, E_E’b_-‘{__:-('

Or, on a trouvé (n® 420 ) pour l'angle de deux droites,

aw’ = bb = 1
Ve + o+ 1) (@ 5 1)

cos ¥V =
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Done, en remplagant a, a’y b, V', par leurs valeurs, on obtient , toute
réduction faite,
AA’ 4 BB 4+ CC
VA +B+C) A F B2 + 0¥

cosV =

expression indépendante de D, IV; ce qui doit étre, car tous les plans pa-
ralléles aux deux plans donnés forment entre eux le méme angle que
ceux-ei.

Le radical que renferme cette expression, rend inddterminé le signe de
cos V, parce qu'en effet les deux plans font entre enx deux angles, P'un aigu
et Dautre obtus ; cetie indétermination cesse dés que 'on sait d'avance de
quelle espéce est langle cherche. .

Enmmons quelques gas particuliers.

Wi0. Si. les deux plans sont perpendiculaires entre eux , on doit avoir
cosV —o; ce qui donne

AA’ 4+ BB + CC' = o,

pour la condition de perpendicularité de deux plans.,

Supposons les deux plans paralléles entre eux, auquel cas, on a cos V=1;
si l'on égale & PPunité le second membre de la formule ci-dessus, et quon
développe les caleuls, on trofivera, toute réduction faite,

AB' — BA’ = 0, AC' — CA" =0, BC — CH = o;

Do A e e : "
FENEA S R T el e

Ce sont les conditions déji obtenues n® 437.

441. Faisons maintenant coineider 'un des deux plans avee chacun des
trois plans coordonnés. On obtiendra , par ce moyen, les cosinus des angles
que forme un plan donné avec les plans de projection.

Supposons, par éxemple, que le second plan soit le plan des ay. Lomme
Péquation A’z 4 By 4 C's+D' =0 doit se réduire a t=o, il faut
que l'on ait

A =0, BiE=rta) D’:a;

&
Eonmr Mg
VE TG

[cos (xr), cos f.nés), cos (rz), sont des notations que nous adopterons.
pour désigner les cosinus des angles qu'un plan forme avec les plans.
eoordonnis. 1

et la valeur de cos V se réduit a

cos (zr) =
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Par un raisonnement analogue, on . obliendrait pour les angles que le
premier plan forme avec les deux autres plans coordonneés,

B A

—_— . (2), 08 ) = —/————, ... 3
VA + B+ C: et Varsic

cos (x8) =

Si Ton gjoute entre elles les équations (1), (2), (3), aprés les avoir
élevées an earréd, on trouve

008t (xy) = cost (xz) 4~ cost (y5) = 13

relation analogue & celle qui a été trouvée (n® 422 ) entreles cosinus des
angles qu'une droite forme avee les trois axes.

Désignons par cos (), cos (xz), cos (yz), les cosinus des angles
qu'un second plan dans P'espace forme avee les trois plans coordonnés ; on
aurait également I

08 (_r!J": ..._:Lu—-' cos (xz f= L.__.—g
' Va&-+B+Cs VAT LB T
’ .
cos (rz) = cLig: TAS O —.
VAR +B24Ch

En multipliant ees trois expressions respeclivement par eelles de eos (ay),
co8 (z5), cos (rz), et ayant égard a la valeur de cos V, ona cette nouvelle
relation ,

cos (xr).cos (zy) -4 cos(az).cos (wz) 4~ cos (rs).cos(yz) = cosV.
Enfin, si les deux plans sont perpendiculaires entre eux, on doit avoir
eos (xy).cos (zy) = cos{zs).cos (xz)’ 4~ cos(ye).cos(rz) = o.

Tous ees résultats sont utiles dans le probléme général de la transfor-
mation des coordonnées en trois dimensions.

442, Huriens er perNiEne QuesTioN. — Trouver Uangle d'une droite et
dun plan dans Uespace.

Si d'un point quelconque de la droite on abaisse une perpendiculaire
sur le plan donné, et qu'on joigne le pied de cette perpendiculaire avee le
point oi la droite rencontre le plan, la ligne de jonction est, comme on
sait, la projection de la droite sur le plan. Cela posé , on appella angle d'une
droite et d'un plan celui que forme la droite avec sa projection sur le plan,
Or, il est évident que cet angle est le complément de celui que fait la
méme droite avec la perpendiculaire abaissée sur le plan.
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. & == a5 4 a

Spient done { y =25z 4 ¢ } les équations de la droite donnée,

Ar +By +-Cz+4 D=0 celle du plan.
Les équations d'une droite perpendiculaire & ce plan seront de la forme

— {: . =
{ ; ; ;; i z,: o'y b, ayant (n® 463 ) pour valeurs

M;lis on a (n° 420) peur I'angle de ces deux droites ,

aa’ < b <=1
Vi + bt 1) (a2 + b2 + 1)

cos Y =

Dongc, en substituant pour a’, ¥, lenrs yaleurs , on obtient pour le sinus
de ’angle cherché

Az +Bb + C

sinV = - o T e
V(e B ) (AT R B e

Si la droite est paralléle an plan, on doit avoir sinV =o; oe qui
donne la relation Aa =4 Bl <+ C=0, déji établie n® 455.

%45. Scoute cEneraL, — Tels sont les principes a Paide desquels on peut
résoudre toute espéce de questions relatives a la ligne droite et au plan dans
Pespace. On ne doit pas teatefois perdre de vue que quelques-uns des résul-
tats obtenus précédemment sont indépendans de Uinclinaison des axes, mais
que toutes les questions dans lesquelles on a di faire entrer en considé-
ration , soit Ia distance entre deux points, soit Pangle de deux droites, et
par conséquent, la condition de perpendicularité de deux droites ou de denx
plins ; toutes cos questions , dis-je, conduiraient i des résultats beaueoup
plus compligués , dans Phypothése d’axes obliques.
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CHAPITRE VIII.

Des surfaces courbes , et en particulier des surfaces
du second degré. :

Notions préliminaires.

444, Une surface courbe étant donnée de forme et de position dans l'es-
pace, si, aprés avoir traduit algébriquement une de ses propriétés caracté-
ristiques , on parvient & une relation, F (z, 7, 2) =0, entre les coordonnées
de chacun de ses points, cetle équation est dite 1'équation de la surface, et
la détermine complétement ; ear, en donnant a deux des variables des va-
leurs arbitraires, on tire de I’équation ‘une ou plusieurs valeurs pour la
troisiéme yariable; et le point correspondant & ehague systéme de coordon-
nées, se trouve nécessairement sur la surface, puisque, par hypothése, I'é-
quation eonvient & tous les points, et ne convient gu'aux peints de cefte
surface.

445, Réciprog , toute éguation F (2,5, 2)=0,.0.00ne- (1)

dont les variables x, », =, expriment les distances A trois plans rectangu-
laires ou obliques, comptées parallélement aux intersections de ees plans,
a pour lieu géométrigue une certaine surface, dont la nature ef la forme dé-
pendent de la maniére dont les variables sont combinées entre elles et avec
d’autres quantités constantes , données & priori.

Pour démontrer cette seconde propoesition rigoureusement, considérons
une seconde équation

) Sl D i e A )

et recherchons le lien de tous les points dont les coordonnées sont suscep-
tibles de vérifier & la fois les équations (1) et (2).

. D’abord, si on élimine entre elles une des trois yariables, y par
exemple, I'équation résultante

Jilay g =ro.0i(3)

exprime une certaine relation entre des coordonnées de points situés dans
le plan de xz, et appartient, par conséquent {n® 444), & une ligne courbe
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située dans ce plan. Mais en imaginant, par les différens points de cette.
courbe, des perpendiculaires au plan des xs, on forme, dans Pespace, une
surface ( dite surface exlindrigue ) pour chacun des points de laguelle Tos
x et = sont les mémes que ceux de Ia courbe ; ainsi équation (3) convient
également & tous les points de cette surface , et ne peut convenir qu'h ceg
points.

5 YL h L7 R S SRR £ () e Do (4)

qui résulte de 'élimination de = entre les équations (1) et (3}, caractérise
tous les poinis d’une surface eylindrique dont les arétes sont perpendicu-
laires au plan des 7z, et qui a pour hase la courbe représentée par 1'équa-
tion (4). !

Il suit de 12 que le systéme des équations () ét (), lequel peut remplacer
celui des équations (1) et (2), appartient.i tous les points qui se trouvent
ala fois sur les deux surfaces cylindriques, et, par conséquent, & leur in-
tersection commune qui, en général, est une ligne courbe. Donc aussi le
lien des points dont les coordonnées satisfont én méme temps aunx équa-
tions (1) et (2), est une ligne; ce qui exige que les lienx geométriques de
ces équations soient des supfaces, et non des solides, comme on pourrait
d'abord se I'imaginer.

On doit remarquer cependant que , si Péquation (1), outre les variables
x, ¥, £, renfermait une ou plusieurs indéterminées , cette équation four-
nirait autant de surfaces différentes que P'on pourrait donner de valeurs
aux indéterminées ; en sorte que, dans ce cas, le lieu géométrique serait
Vassemblage d*une infinité de surfaces ou de couches infiniment minces,
(qui formeraient alors, & proprement parler, un solide.

446. Supposons actuellement que Pon ait trois équations ,
By i E)i=— 03 FHGE o g == gl Ftpa s r =gy

existant en méme temps pour différens points.

Comme les deux premiéres équations caractérisent tous les points de la
ligne d'intersection des surfaces exprimées par ces équations, que la pre-
miére et la troisiéme caractérisent la ligne d’intersection des surfaces qui
leur appartiennent, il s’ensnit que les trois éyuations conviennent aux
points ol ces lignes se rencontrent, cest-i-dire & ceux qui se trouvent &
la fois sur les trois surfaces, et 'on obtiendra les coordonneces de eces
points en éliminant x, », s, entre les équations proposées. Le nombre
des points communs est égal au nombre des systemes de valeurs réelles
de x, y, =, propres i verifier ces équations sin:}ultanémanl'..

447. On peut conclure des considérations précédentes,

12.— Qu'une seule équation entre trois variables x, , z, détermine anas
Iytiquement une surface ;

4%, — Que le systéme de deux équations enx, y, £, caractérise une ligus,
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ecourbe désignee ordinairement sous le nom de comrbe & doublt courbure .
( comme tenant de la nature de P'une et Pautre surface représentées par
Jes deus équations). Cetfe méme courbe est encore déterminée par les
éqquations de deux de ses projections; ce sont (n° 445) les équations
qu’on obtient en éliminant snccessivement x et » entre les équations
propose'es; .

30, — Que le systéme de trois équations en x, ¥, s, fixe la position d’un
eertain nombre de points dans 1'espace ; en sorte qu’il n'est pas toujours
nécessaire de se donner explicitement les coordonnées de ees points, mais
Dbien les équations de trois surfaces sur lesquelles ils se trouvent placés.

Ces premiéres notions étant établies , nous allons nous occuper de la
résolution d'vn probléme analogue & celui par lequel nous avons fait pré-
céder la théorie des courbes du second degré; c’est celui de la. transforma-
tion des coordonnées en trois dimensions.

§ I, Transformation des Coordonnées dans Uespace.

A48, Etant donnée Uéquation d'une surface courbe rapportée a des axes
rectangulaires on obliques, on propose de déterminer Uéquation de ceétte meme
surface rapporiée a de nouveaux axes de méme origine ou d'origine différente.

Pour résoudre cette question, il faut ticher d'exprimer les anciennes
coordonnées x, ¥, =, en fonction des mouvelles =/, »’, '; aprés quoi,
substituant ces valeurs dans Péguation primitive,, on obtient ’équation de-
mandée.

Or, quelle que soit la méthode qu'on emploie, il est aisé de reconnaitre,
& priori, que les valeurs de z, 7, 5 en 2, 7, &, sont du premier degré et
de la forme

x = mx’ 4~ my’ + m"s" + a,
y=nz' 4+ 2y 4+ ' L b, P (1)
::P—"-""{-P’J"-l-p"z'-f—c.i

En effet , elles doivent étre telles, que si on les applique au plan , Péqua-
tion de cette surface ne cesse pas ( n® 426) d'dtre du premier degré; ce qui
n’aurait pas lieu dans le cas ot quelquune des variables =/, »', &/, se trou-
“verait élevée a la 2%, 3° puissance.

Nous n’entreprendrons pas de déterminer les constantes m, m'.....,
n, n'.... dans la cas le plus général , parce que les formules en sont peu
usitées ; et nous nous bornerons aux cas suivans :

449, Premies oas. — Passer d'un systéme de coordonndes rectangulaires ou
obliques a un systéme de coordonnées paralléles d'origine dp]ﬁ’c’f’eme.

Soient AX, AY, AZ (fig. 240), les anciens axes; A'X', A’Y/, A'Z/, les Fig.afo.
nouveaux que nous supposons paralléles aux premiers, et prolongés jusqu’a
Jeur rencontre avec les plans des ys, =z, zy; les parties A'B, A’C, A’'D,
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représentent les coprdonnées de la mouvelle origine A’ rapportée aux anciens
axes. i d’un point quelconque M de la surface,; nous menons les coordon.
nées MP, MQ, MR, ces droites perceront les plans 2/, 2/, 2/, gyy
points P, ', R"j et l'on aura

MP =iz MQ =y, MR =3
puis M=z, MQ':)”, M]l’:z_”

et
PR = AH =, G0 = AC=1D, RR=AD—@9;

ce qui donne, par conséquent , les relations

= ta, =+ s=¢ 4 e

Telles sont les formules an moyen desquelles on passe d'un. systéme
quelconque de coordonnées & un systéme parailéle.

Les signes des quantités a, b, ¢, font connaitre (n°406) dans lequel
des huit angles solides formés par les trois axes primitifs, se trouve la
nouyelle origine. :

N. B. — Dans tout ce qui va snivre, nous suppeserons que Porigine rests
Ia méme, parce que, sielle était différente, on commencerait par mmj;
porter les axes parallélement & eux-mémes d’aprés les formules ci-dessus;
et 'on changerait ensuite la direction des axes autour de la nouvelle ori-
gine,

Z50. Srcoxn cas. — Passer d'un systéme rectangulaire i un systéme oblique
de méme origine.

La méthode que nous emploierons pour obtenir les formules relatives i
ce nouvedu cas, est fondée sur la proposition suivante:

Soient LI, KK’ ( fiz. 241), deux droites indéfinies situdes ou non situées
dans un méme plan. Abaissons de deux points A, B, de la premiére
droite des lignes Aa, Bb, perpendiculaires sur la seconde: la partie ab de
cette seconde droite est dite la projection de AB sur KK’. Cela posé, je
dis que Pon a ab = AB cos v, v désignant Pangle que les deux droites LL/,
KK’, font entre elles,

En effel , soient menés par les points A, B, denx plans MN, PO, per-
pendieunlaires & KK ; ces plans contiennent les deux perpendiculairs A4,
Bb , déja abaissées. :

Du point A tirons ensuite AL perpendiculaira sur Je plan PQ), et joignons
le point B avec le point I ou cette perpendiculaire rencontre PQ; le triangle
AIB est rectangle en I, et donne (n° 83) -

Al = AB.cos BAL
Mais Al = ab, comme parties de paralléles comprises entre plans paral-

—
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leles drailieurs T'angle BAT nest autre chose que Pangle des deux droites

LI/, KX'. Done enfin
ab = ABcosv;

‘est-a-d-l!'e que la projection d'une droite sur.une autre est égale au produit
de la droite pultipliée par le cosinus de Pangle qu'elle. forme avec sa pro-
IGL"IDI’I

Appliquons ea résulfal & la question proposeu

Soient AX , AY, AZ ( fie. 242) trois axes rectangulaires; AXY, AX', A7, Figoaga.
trois axes obliques. Menons dun point quelconque M de la sur-
face les anciennes coordonndes MP, PQ, AQ, et les nouvelles MFP,
P, AQY, puis des poinis M, P, ), concevons trois plans perpendien-
laires & AX. II est évident que le plan mené par le point M conpe AX
an point Q, ptusqu ’il se confond avec le plan MPQ. Quant aux deunx
autres , soient p’, g/, leurs points de rencontre avec AX,

11 résulte de cette construction que la distance AQ, ou =, se compose
de trois parties Ag", ¢/, p'Q, que Yon peut regarder commeles projections
respectives des coordonnées AQY, P'Q’, MY, ou &', 7/, &, sur I'axe des .
Done, en convenant de désigner par (2, z), (o, =), (), =) les angles
que les nouveaux axes forment avee Pancien axe des x, on aura, d’aprés
le théoréme précédent ,

x==a cos(a', 2) 4+ eos(, x) 4+ & eos (&, ).

Concevons actuellement qu’on ait projeté de la méme maniére Ies coor-
donnédes ', ¥/, =/, sur chucun des deux axes des y et des z, et employons
des notations analogues aux préeédentes ; on obtiendra également

y = 2" eos (2%, ) 4+ 7 cos (7, r) 4 & eos (2, x),
5 = 2’ cos (s 8) + ¥ cos (', 8) 4 o cos (<, 2).

Les neuf constantes qui entrent dans ces trois formules, sont d’ailleurs
liées entre elles (n® 422 ) par les relations

cos? (af, x) o= eosa (o, y) = cos? (2, 5) = 1,
cos? (r'y o) + cos? (2% r) =+ eos* (2, 3) =
cos? (', x) ~ cos2 (£, ») = cos® (2, 5) = 1.
ABA. Taosene cas.—Passer dun systéme rectangulaire & un autre systéme

rectanzulaive de méme origine.

Les formules sont les mémes que dans le cas qui précéde ; ; mais il faui
joindre aux relations déji établies entre les cosinus, celles qui expriment
(0% 421 et 423 ) que les nouveaux axes sont perpendiculaires deux &
deux; ce qui donne, en vertu des numéros que nous venons de citer,
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cos (2, x) €05 (27, =) + cos (/y7) 008 (5 1) ~+ cos (%, ) cos (7, f)e=o,
co8 (<, #) €08 (&', 2) 008 (,7) €08 (£.7) + €08 (2, 5) con (), 5) o,
008 (1, ) cos (y ) = 008 (7', 7) o0 (£ 7) -+ 008 (s", 2) cos (#, sy

On voit done que les constantes qui entrent dans les formules relatives
au eas actuel , sont lides entre elles par six relations différentes; d'on il suit
que de ces neuf cosinus, il n'y en a que trois dont on puisse disposer

arbitrairement.
11 existe, en effat, d'autres formules propres i faire passer d’un systéme

rectangulaire & un autre de méme espéce ; et dans lesquelles on ne fait en-
trer en considération que trois constantes, savoir:

19, —T'angle que la trace du plan des =y’ sur le plan des xy, forme avee
Pancien axe des

29, — L’angle que font entre eux le plan des =%y’ et celui des xr;

39, Enfin — Tangle que fait Vaxe des 2z, avec la trace dont nous ve-
nons de parler.

I1 est aisé de reconnaitre que ces données suffisent pour fixer la position
des trois nouveaux axes, par rapport aux anciens; mais ces formules étant
trés compliquées et pen symeétriques, nous renyoyons, pour lenr détermi-
nation, au tom. 11, numéro 1°F de la Correspondance de U'Ecole Polytech-
nigue, ouyrage dans lequel nous nvons.puisé également la méthode suivie
dans les deux derniers cas de la transformation des coordonnées.

Cas particuliers du préeédent.

452. On peut, en conservant 'un des anciens axes, celui des s, par
exemple , changer la direction des deux autres axes dans le plan des xr.

Dans ce cas , on a évidemment ( fig: 243)

cos (7, @) = co8 [100° 4 (&) 2] = — sin (&, ),
cos (8', .1‘:1 =,
cos (2, ) = sin (&, x), cos (»', ) = cos (2, 2),
cos (¢, 7) = o,
cos (T, )= o0, cos(», 5l =0, eos(z, )= 1;

ce qui donne, pour les formules correspondantes ,

x = z eos (2, =) — y sin (¥, ),
r = 2 sin (2, z) 4- ¥ cos (', 2),

¢ AE—

Les deux premiéres sont identiques avec celles du n® 222, paree gu'en
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wifet , tout se réduit ici & une simple transformation de coordonnées en deux
dimensions.

455, Nous verrons , par la suite, 'que, pour discuter une surface courbe
dont In position est déterminée, au moyen d'une équation F (=, r, z)=o0
entre des coordonnées rectangulaires, il faut délerminer les intersections
do cette surface par des plans mends sous différentes inclinaisons. Or, en
combinant I'équation F (=, 7, s) = o avec I'équation d’un plan,

Ar +~By +-Cs 4+ D =o,

et éliminant 'une des variables, s par exemple, on obtient une équation
I’ (2, r)=o0, qui représente (n°&45) la projection de la courbe d’in-
tersection sur le plan des zy, mais qui, en général, n’apprend rien sur la
courbe elle-méme, Pour connaitre la nature de celle-ci, il faudrait ticher
d’en avoir U'équation dans le plan donné ; et c’est & quoi P'on peut parvenir
aisément par la transformation suivante.

Prenons pour plan des «’y’, 1o plan dont on demande Pintersection avee la
surface ; pour axe des ', 1a trace AC ( fig. 244 ) de ce plan sur celui des xy;
Vaxe des »” est alors une perpendiculaire AD menée & cette trace dans le
plan séeant, et DPaxe des z* une perpendiculaire & ce plan. Nommons
dailleurs ¢ Pangle CAX, et § l'angle que forme le plin séeant, on le plan
des zy', avec celui des ar,

Ces deux angles, dont Ia connaissance suffit pour fixer la position des
trois mouveaux axes, peuvent étre donnés @ priori; ou bien, on peut les
obtenir facilement d’aprés 'équation

Az =~ By =+ Cs 4 D = o.
En effet , on a d'abord (n® 444 ) pour 'angle §,

C

005 = —m0 ————.
VAsBig Ca

Quant 4 'angle ¢, comme l'équation de la trace du plan sur celui des 2y

est Ax-!;By-i-Dmo,

il s%ensuit que — % exprime la valeur de tang .

Cela posé, pour rapporter la surface courbe au nouveau sysiéme d’axes,
on a les valeurs de x, 7, 5, établies n® 450, qu’il ne s’agirait que de snbs-
tituer dans Véquation F (x, y, z)=o.

Mais puisqu’on a pour but de trouver intersection de la surface avee le
plan des 2y, il faudrait faire ensuite 2/ == o dans 'équation transformee;
el Yon voit que cela revient & poser sur-le-champ z'=o dans les for-
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562 TRANSTORMATION DES COORDONNELS.
mules du n® 484 ; ce qui les réduit &

2 =z’ cos (2, =) + 7" cos (¥, z),
y =a’ cos (¢, r) 4 ¥ cos (¥, r),
5 = a2’ cos (25 5) + 2’ cos (77, 2),

et A porter ees valeurs dans I'équation
B (o5 ¥y 2= 0.

Wais il reste encore & exprimer les constantes qui entrent dans ces for-
mules, en fonetion des seules données nécessaires g et 8.

A cet effet, considérons 'origine A comme le centre d’une sphére dong
les intersections avec les plans Y/AY, XAY, Y/AXY, Y'AX, soient les apes
de cercle DE, BE, DC, DB; on forme ainsi deux triangles sphériques DBC,
DCE; dans lesquels on a,

19, — Pour le premier, DBC,

DE = 100°%, BC = (2, ) =1,
ot DB = (', «), angle DCB =§;
20, — Pour l¢ second, DCE, :
DGC-= 100?, CE = (&, 7) = 100 — g,
et DE = (», ), angle DCE = 200 — §.
Ces mémes triangles donnent d’aillenrs (Trig. sph., n® 1235)
cos DB = cos DC.cos CB -~ sin DC.sin CB.cos DCD ;
d’on, & cause des valeurs ci-dessus ,
cos (3, ) = sing cosh;
puis cos DE = cos DC.cos CE =+ sin DC.sin CE.cos DCE;
dloxkid: 17 ¢os (7. ) = — cos p cosh.

Enfin , ecomme I'axe des s est perpendiculaire & I'axe des &’ (puisque
celui-ci se trouve dans le plan des zr), et qu’il forme, avec l'axe des »',
un angle égal au complément de 'angle , on a encore

cos (2f, £) =0, cos(y, ) = sinf.
Il vient done, par la substitution de ces diverses valeurs,

z = &’ cos ¢ < »' sin ¢ cos §,
:::’sinq;—y‘cosq:msﬁ, -
s =y sin@.
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Tolles sont les formules dont nous aurons i faire usage, toutes les fois
qae nous voudrons déterminer la nature do l’mlereuetmn d’une surface
courbe par un plan quelconqgue. Elles ne sont quun cas particulier des for-
mules dont nous avons parlé (n® 451 ).

%34, Remarque. — Dans les transformations précédentes, nous avons
supposé que l'origine fat la méme. 8'il en élait autrement, il faudrait
(no 449) introduire dans les seconds membres de toutes les formules, les
quantités a, b, ¢, qui espriment les coordonnées de la nouvelle origine
rapportée aux anciens axes.

/4538, Nous terminerons ce paragraphe par la transformation des coor-
données linéaires en coordonnées polaires. ( Voyesn® 545.)

Soient O ( fig. 245) un point appelé pile, et donné de pasition dans 'es- Fig.af
pace au moyen de ses coordonnées a, b, ¢, ou &C Ch, OB, rapportées &
trois axes rectangulaires AX, AY, AZ; OM =r, un rayon vecteur, c’est-a-
dire une ligne mence de ee point ﬁxe fl un peint quelconque d’une surfice
courbe, F(x,5,8)=0; «,7,%, représentant les coordonnées AQ, PQ,
MP , de ce dernier point rapporté aux mémes axes.

Désignons d'ailleurs par (r, ), (1, 7], (r, £), les angles que forme la
rayon vecteur OM avec chacun des trois axes.

On a évidemment, daprés la figure,

AQ ou x = AC 4- CQ = a 4 CQ;

mais (n° 450),
CQ = OM.cos (r, =) = r cos (r, z);

done # == a1 €08 (ry *)se.s (1)

On obtiendrait de méme pour les autres coordonnées ,

r="b-rcos(r,r)... (a)
s=c~rcos(r8).... (3)

Substituant les valeurs de =z, 7, =, dans P'équation de la surface, on
aurait une relation entre le rayon vecteur r et les angles que ee rayon yvec-
teur forme avec les trois axes; celte équation est ce qu'on appelle une équa-
tion polaire de la surface.

N. B.—Les angles (r, x), (ry ¥), (r, 2], sont, comme on I'a vu
(m® 422), liés entre eux par la relation

cos® (r, x) 4 ¢os* (r,r) =~ €0s2 (r, 5) = 1.

456. Aux formules (1), (2), et (3), on peut en substituer d’antres qni ne
renferment que deux angles indépendans 'un de 'autre 5 savoir, Tangle §

36..
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que forme le rayon OM avee sa projection BP sur le plan des 7, et Pangte ¢
que cette projection forme avee 'axe des x.
En effet, menons OH paralléle & BP, ¢t BR parallile & AX; on a évi-
demment
AQ=¢+BB, QP:&-FRP, MP = ¢ <4 MH;
mais
BR = BP co8 ¢ = OH cos ¢ = r cos 8 cos ¢, -
P = BP sin ¢ = OH sin ¢ = r cos 0 sin ¢,
MH = OM sin MOH = r sin §;
done enfin ,
A ou x = a ~ r cos § cos g,
QP ou ry =25 -+ r cos h sin p,
MP om s=c¢ + rsin .

§ II. Des d{fférms genres de sm_‘ﬁmes.

Quoique hous ayons pour principal but, dans ce chapitre, d'exposer la
theorie des surfaces da second degré, c'est-i-dire des surfaces qui sont
exprimées par des équations du second degré A trois variables , nous croyons
devoir entrer dans quelques détails sur certaines surlaces auxquelles on est
souvent conduit par la résolution de problémes indétérminés en trois di-
mensions , parce que, dans la discussion de Péquation générale du second
degré, nous aurons oceasion de retrouver les earactéres qui apparfiennent
A ces sorles de surfaces,

De la Surface sphériqug et du plan tangent & cette surfice.

457. On appelle, en Géométrie, suAFACE SPHERIQUE, celle dont tous i
points sont également éloignés d'un méme point, nommé cextre de la surface.

Cette proprieté caractéristique peut btre aisément exprimdée par l'analyse.
En effet, soient =, y, =, les coordonnées d’un point queleonque de la sur-
face, a, €, 3, celles du centre, et r la distance constante, ou le rayon de
la sphere.

On a (n° 4414 ) pour Péquation de la surface,

(2 — @)t (r =€) + (5= 9)0 = 1500 (1)

en supposant que les axes soient rectangulaives;
ot i les axes sont obliques (n° 442),

(r —a)* o (r = )t o (2 — g
4 a{x — a) (¥ — €).cos (z, r)
“+2(r —u) (s — y).cos (z, z)
+ 2(r — ) (5 — 9) .08 (7, 7)

— iy oy s
= (35



SURFAGCE SPHIRIQUE. 565
wnais Ja forme compliquée de eclte dernidre équation permet rarement d’en
{aire usage.

Cas particuliers. Lorsque Vorigine est au centre, les ccordonnées a,
€, 7, sont nulles, et Péquation (1) se réduit

Y o s o 2 = 5., (3)

¢'est I’équation que 'on emploie le plus fréquemment.

Le centre peut étre placé, soit sur un des plans coordonnés, soit sup
Pun des axes.

Supposons-le, par exemple, sur le plan dos a7, auquel eas on a y = o,
el 'équation devient,

(z—a) 24 (r—Cr 4 s2=rr... (§)
Admettons encore que le centre soit situé sur I'axe des x, ce qui donne
€=o0, 3 =0; il en résulte
(2 — a) #2722 =rie. (5)
%58. L'équation (1) étant développée, donne un résultat de la forme
a* 4 3" 45" + Az 4- By 4 Cs ++ D = o.... (6)

Réciproquement , toute équation de cette forme, lorsque les axes sont
rectangulaires, représente la surface d’une sphére dont les coordonndes du,
centre sont

A

2

Ll
¥iO

a = — y ===, p ===,

et qui a pour rayon

Fars As 4 B2 Qs
-4
La démonstration de cette réciproque est, en toys paints, semblable &
celle da n® A77 ; ainsi il est inutile de la répéter.

Lt 8

459, Pour déterminer Ia nature de lintersection dune sphére par un
plan, il suffit ( nf 455 ) de combiner l'équation =2 4= y? <-22 =2 avec
les formules

=

= =z' cos p = ' sin ¢ cos § -+ a,
= a2’ sin p — 7 cosedp cOs = B,
z=y"sin g 4 c;

b

~

et Péquation résultante en o, »', sera celle de Ia eourbe d'intersection.
Or, en_substituant dans la premidre, pour z, 7, z, leurs valeurs, on
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reconnait; 10.—que le coeflicient de 2”>" est égal & 0, 49.—que les coefliciens
do 23, 7’3, sont égaux & I'unité; aipsi (n® 477) cette équation est celle
d'une eirconférence de cercle.

460, Recherchons actuellement 'équation du plan tangent & la sphére,
en un point (', 7, &') de celte surface rapportée i des axes rectangu-

laires.
Soient (2 —a) 4 (¥ =€) 4 (5 — ) =r%.. (1)
P'équation de la sphére,
et (n0450) A(z—2)+Br—y)+C(s=5)=0... (3)
Péquation d’un plan assujetti & passer par le point z', »', o
On sait,, en Géométrie , que le plan tangent 4 la sphére est perpendicu-

laire au rayon qui passe par Ie point de contact. D’aprés cela , les équations
du rayon étant (00 447)

] & — ¥ =
_-....:’:-———-—'—:fs_-—s'), )‘_’,=X—?

(x = 3’)3

& —
les relations A = aC, B = 3C, du n° 453, donnent

Y —8
= ! B0
s’—y(l:’ s’—-yc’

d’oit, substituant dans (2) et divisant par C,
(# —a) (@ = 2!) + () —8) =)+ (#—1) (s —gf = 0. B

Telle est la premiére forme sous laquelle on peut présenter Péquation
du plan tangent; mais on peut lui en donner une autre, d’aprés la re-
lation

(2f —a)r + (' — €)= (5 — 3) = r3,

qui exprime que le point (27, »', 5') se trouve sur la sphére,
En effet, cette relation revient &

(#F—a) (¥ —a) + (= V= &) + (L =)= =15
et, ajowtée & I’équation (3), elle donne
(= —a) (& —a) + ('—6) (» —E) b2 ) (5 — 3) =2y (@)

résultat qui ne différe de Péquation des Ta sphére quwen ce que Jes earrés
(x—a)y (r —€)% (—9)7; 00 (a—a) (2—a), (¥ =E€) (r —C)»
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(s — %) (s— ¥)s sont vemplacés par les rectangles (&' — a) (2 — a),
(7 =6) (r—8), (F—2) (z—2%)
Si origine est an centre méme de la sphére, on a

a=o0, £=0, ¥y =0;
ot Véquation (4) se réduil &
x4 vy + s =r1;

¢est équation gue I'on emploie le plus souvent dans lés applications.
Des Surfaces cylindriques.

464. On nomme ainsi tonte surface engsendrée par le mouvement d'une
droite qui glisse parallélement & une autre droite donnde de position le long
d'une certaine courbe appelée la pmectrice de la surface; la droite mohile
s'appelle GEXERATRICE.

Tachons d’exprimer ce caractére général par Panalyse.

Solent = az 4~a, ¥y = bz 46,
les équations de la génératrice considérée dans une position quelconque,
et F =z, 7 z)=0, F'(z, 7, 5) =0,

celles de la courbe qui sert de directrice.

Puisque la génératrice, dans son mouvement, ne doit pas cesser d’ire
paralléle & elle-méme , il s’ensuit (n® £18) que les quantités a, & , restent
les mémes pour toules les positions de la génératrice; mais les quantités
@, 6, qui (n° 452) expriment les 2 et y dupoint ou la génératrice ren-
contre le plan des 7, sont constantes pour Lous les points d’une méme po-
sition de la génératrice, et varient lorsque le point passe d'une génératrice
A une autre. 11 doit done nécessaivement exister une certaine relation
entre ces quantités «, 6, ouleurs égales v—ag, ¥ — bz, puisqu’elles sont
constantes ensemble et variables ensemble.

Afin de parvenir & cette relation , remarquons que la génératrice devant,
dans toutes ses positions, rencontrer la courbe qui sert de directrice, les
équations de cette courbe et celles de la génératrice doivent exister simul-
tanément pour les points d’intersection ; et comme elles sont au nombre de
quatre, si l'on élimine les coordonnées =, v, 5, on parviendra & une
équation entre «, 6, et des quantités connues, qui ne sera autrs choss
que la relation cherchée.

Cetterelation, que nous pouvons représenter en général, par f(a, §)=0,
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oun €=.f(a);, devient, lorsquwony remplace 2,56, par leurs valenrs
x —az, ¥=—1Uis,

f(x-—a:,_r—b:.) =G, ou ,r—-bz:f(zq..uj‘

Pour fixer les idées, proposons-nous, par exemple, de trouver 'équation
du eylindre oblique @ base circulaire.

Soient g Ayr=r, el §=0,.... (1)

les équations du eercle qui doit servir de directrice, et que nous supposons,
pour plus de simplicité, placé dans le plan des xx, le centre étant d'ailleurs
situé a origine.

Les équations générales de la génératrice sont toujours

r—az=a, ¥y — bz =6... (3

Or, pour esprimer que la génératrice, dans toutes ses positions , rencontre
Ie cercle, il faut combiner entre elles les guatre équations (1) et (2).
D’abord, ’hypothésa z=o, introduite dans les équations (2), donne

z=ga, y=_E6;
dott , substituant ces valeurs dans la premiére des équations (1),
at 62 = r2*5... (3)

c'est la relation qui lie entre elles les quantités a, &, que nous avons re-
connu devoir étre constantes ensemble et variables ensemble.

Si, maintenant, on reporte 4 la place de «, €, leurs valeurs x — as,
y—bz, dans (3), il vient

(= — @)t o (r — ba)r =12,

pour Péguation du eylindre obligue & base circulaire.

462. Nous pouvons reconnaitre , & posteriori, que toute équation de I
forme :
¥ — bz =f(x —az),... (1)

appartient & une surfice composée d’une infinité de lignes droites paralléles,
entre elles; ce qui caractérise la surface cylindrique.
En effet , coupons cette surface par un plan qui ait pour équation

x —as=k;
il en résulte nécessairement

y — bz = f(k) = const, = [,
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Dot Pon voit que la ligne d’intersection du plan x — a5 = Kk,
aver la surface, s¢ trouve sur un autre plan Yl te— 1
done cette intersection est une ligne droite.
Considérons maintenant une suite d’autres plans

z—agg =¥, x—a =14k x—az=HK).

paralléles au premier, qui coupent la surface.
1 équation devient successivement

y—bs =0, y—be=1 3y == M"...;

¢lost-A-dire que les intersections de la surface par les plans paralléles au
plan x—az=Fk, se trouvent situces dans des plans paralléles au plan
y—bz=1 -
Par conséquent, toutes ces intersections sont des lignes droites paralléles
i eelle qui a pour équations
z—az=k ot ¥y — bz=1L

Plus géndralement , je dis que toute équation de la forme
Mz 4 Ny ~+ Pz = F (Ax o+ By 4 Cz),.... (1)

et dont Péquation y — bs=/f (xr—az), n'est qu'un cas particulier, ap-
partient & une surface cylindrique.

En effet, si 1'on coupe la surface par une suite de plans paralléles entro
eux, et ayant pour équations

Ar 4 By 4 Cq: D, D, D", DF',...
I'dquation (1) devient, pour chacune des valeurs D, DY, D*,.. .
Mz 4= Ny + Pz = Q, Q, Q" Q"....

Ainsi les lignes d'intersection se trouvent sur une autre suite de plans pa-
ralléles entre eux, et sont, par conséquent, des droites paralliles entre
elles.

Nous aurons occasion, par la suite, de revenir sur ce caractére général
des surfaces eylindriques.

Des Smfm:‘es coniques.

4A65. Trouver U'équation générale des sURFACES CONIQUES , cest-a-dire expri-
mer par Vanalyse, quune surface est engendrée par le mouvement d'unc
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droits qui passe constamument par un point donné, nommé centiy de la Blir-
face, et assujettic & glisser lo long d'une courbeaussi donnée de position
dans 'espace ; celle courbe s’appelle DIRECTRICE, et la droite mobile est dite
la GENERATRICE.

Soient 27,2, &, les coordonnées du cenire de la suzface, ot

E(zr,» s)=0, ¥z s)=o..(1

les équations de In directrice. s
Celles de Ia génératrice sont (n9 417} de la forme

22— =alz—2), r—3 =blz—2).. (2)

Observons maintenant que, pour toute surface eonique, lorsque le point
x, ¥, =, change de position, suns quitter la méme génératrice, les quan-
':—-___ i: 4 ‘g—-—zé-, sont constantes ; mais
elles varient toutes deux, si le point passe d'une pénératrice & une aufre.
Donc ces quantités, qui sont constantes et wariables ensemble, dépendent,
d'une eertaine maniére, I'une de 'autre.

Pour obtenir cetle relation , il suflit (n° AG1) de combiner contre elles
les équations (1) et (2), qui, étant au nombre de quatre, donnent lieu, par
Pélimination de x, », s, & une équation de condition entre a et b.

Substituant dans cette équation, pour ces dernidres quantités , leurs va-

= y=y

tités & et b, ou leurs épales

leurs T2+ ;> 0n obtient enfin pour l'équation de la surface co-
nique, ' '
X B RN r=y z =
L Y )= :—'—-s'_f(x_—_r))'

464. Frenons, pour exemple, le cine oblique & base circulaire, et sup-
posons que, la base élant située dans lo plan des ay, le centre de la base
soit & Porigine, aaquel cas on a pour les équations de la directrice,

ol ol R 2 R 8
Combinons-les avee celles de la génératrice , savoir :
r—2'=a(z—13), » — Y =b(z—12)....(2),
Or I'hypothése 2z =0, introduite dans les équations (2), donne
z=a' —ar, y=y —bs;
d’otl, substituant dans Ia premiére des équations (1),

(o' —az)t 4 (3 =B’ )2 =r3;
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c'est Péquation de conditlon qui doit exister entre les quantités a, b, en
méme femps que Jes équations (2) de In génératrice.

X — [

Substituant pour @, b, leurs valeurs i J; 5 on obtient

[ (s—) —# (e )] [ (o—2) — =2 =1 (=2

pour Péquation demandée.
Dans le eas dn edne droit, c’est-A-dire lorsque le cenire du edne est situé

sur Paxe des z,on ad lafois2” =0, »'=o0; etDléquation précédente s

réduit &
e e gayr =3 (g — 20,

Nous pourrions , ¢n combintint cetie équation avee les formules du n® 455,
obtenir les différens genres d’intersection de la surfice conique par un
plan; mais nous ne nous arréterons pas i cette discussion , qui a déji €16 ex-
posée daprés une autre méthode,

4G5, Réciproquement, toute équation i trois variables , dela forme

zo—a' y—y -r-r" o:—.r
F(z—z”z_— ’)._0, o =T v ) . £5)

(«', ¥, £ désignant les coordonnées d’un point fixe dans l'espace), carac-
térise une surface conigue.

En effet, coupons la surface par une suite de plans qui aient pour équa-
“tions ,

r— B e g B

g — £

eomme Péquation (1) devient alors

¥y —y y =" . ¥ i
x-—-s’_t s—s'_z’ 52— 2 e~

il s'ensuit que les lignes d’intersection de la surface par les plans correspon-
dans A Ia premiére série d’équations , se trouveront également situés dans
les plans exprimés par la seconde série. Donc toutes ces intersections sont
des lignes droites. D'ailleurs, un systéme quelcongue dé deux équations de

Ia premiére et de la seconde série, S—:—i:-ﬂi“, :_!.‘
— — g

=1, par

exemple, représente une droite passant par le point.... (@l 55
. Done enfin, on peut regarder la surface comme comiposée d’une infinité de-
lignes droites qui , toutes , passent par ce méme point.
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$72
Des _Smfaces conoides,

%66. Onappelleainsi toute surface engendrée par le mouvement d'une drojte.
qui, sans cesser d'é@relparalléle & un plan donné, glisse & la fois le long
dune droite five de position dans U'espace et appelde PREMIERT DIRECTRICE g
puis le long d'une courbe aussi donnée, et appelée SECONDE DIRECTRICE.

Pour faire concevoir une semblable génération, supposons que Pon ajy
mené dans Pespace une infinité de plans paralléles au plan donné; chacun
d’eux coupe la droite fixe en un point, et la courbe en un ou plusieurs
points. En joignant ces derrifers points avee celui de la droite fixe, et répétany
eotte méune opération pour tous les plans paralléles, on obtient une infinité
de dreites dont I'ensemble constitue la surface conoide. La dénomination de
ces sortes de surfaces vient de I'analogie qu’élles ont avec les surfaces co-
niques. Le centre ou le sommet du céne se trouve ici remplacé par la pre-
midre directriee,

Passons & la recherche de leur équation.
Pour plus de simplicité , nons prendrons pour axe des = la droite qui doit

servir de premiére directriee, pour plan des zy, celui auquel la géneratrice
ou la droite mohile doit étre constamment paralléle. Les axes des x et desy
seront d’ailleurs deux droites menées 4 volonté dans le plan dont nous ve-
nons de parler, et par le point derencontre de ce plan avee la droite prise
pour oxe des z. On vpit, daprés cette construction, que la surface se
trouva, en général , rapporiée 4 des axes obliques.

Cela posé, soient

Elryrs=a; Fliflzr sl=ni..
les équations de la courbe prise pour seconde directrice.
Celles de la droite mobile, considérée dans une position quelconque, se-

ront de la forme
C=PiE,. E£=B,ns.0 (3)

puisque sa distance au plan des ay, comptée suivant Paxe des 5, doit éire
constante , et que sa projection sur Ie plan des z» passe nécessairement par
Yorigine.
Or, il est évident que, pour tous les points d'une certaine position de la gé-
nératrice , les quantité m et n, ou leurs valeurs — ot £, restent les mémes ;
x

mais elles varient d’une position 4 une autre. Ces quantités étant constantes.
ensemble et variables ensemble , sont fonction I'ane de Dautre. Ainsi,

F(%, s):o, ou z:F(g)

est la forme géndrale de Péguation des surfages conoides.
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Pour déterminer la nature de cette fonetion dans chaque eas partieulier,
observons que les éiuations (1) et (2) doivent exister en méme temps pour
jes points communs i la génératrice ot & la premiére directrice. Done, si
Pon élimine , 7, = entre ces équations,on obtiendra une relation entre m

etn, telle que, si on y remplace ces quantités par leurs valeursé , £, 0n
obtiendra I'équation demandde.

AGY. Supposons, pour premiére application, que l'nnedes dircefrices étant
toujours I'axe des z, on ait pour seconde directrice, une ligne droite dont les
équations soient

r=as-a, y=bzC.... (1)
Combinons ces équations avee celles de la génératrice, savoir :
y=mz, s=mn..s (2)
D'abord, la valeur £ = n, portée dans les équations (1), donne
r=an4a, r="h-40;
d'ott, substituant dans la premiére des équations (2},
bn o= £ = an.m < a.m.

Telle est la relation qui lie entre elles les quantités m, n, et qui doit exia-
ter pour toutes les positions de la génératrice, en méme tomps que les
¢quations de cetle droite.

o
Remplagant enfin m et n par leurs valeurs, =, et z, on trouve
x

&.— axt. A
be 4 & = nu.m-i-a.m.
ou transposant,
brs — ayzs 4 €x — gy = 0,.... (3)

pour Péquation de la surface engendrée par une droite qui se meut parallé-
lement @ un plan, en sappuyant toujours sur deur autres droites.

468. On peut obtenir une équation beaucoap plus simple de-cetts méme
surface, en choisissant les axes d’une maniére convenable,

Soient CC’, DI ( fig. a46) les deux directrices. Imaginons, par la pre-
mi¢re, un plan paralléle 4 la seconde, et prenons ee plan pour celui des yz. Fig.a43.
L'un des plans auxquels la génératrice doit étre paralléle, rencontrant les
dircctrices en A et B, par exemple, rien n'empéche de prendre pour axe
des z la ligne AB, qui représente une des positions de la génératrice. Ce
méme plan coupe le plan dont nous avons parlé d’abord , suivant une cer-
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(aine droite qu'on peut prendre pour axe des y; celui des = sera d'aillours

Ia premiére directrice, comme précédemment. :
Cela posé, il résulte de 1a situation des deux directrices par rapport ayx

plans coordonnés , que les équations de la droite DD’ sont

r=a, »=1Ub5....(1)

puisque sa projection sur le plan ay doit &tre paralléled Paxe des y, et que
sa projection sur le plan des yz passe néceseairement par origine.
On a en outre, pour les équations de la génératrice,

¥y = mr, £=Nj.... (2)

et il ne sagit que de eombiner Jes équations (1), (2), pour en tirerla relp.
tion qui doit exister entre les quantités m, .
L'équation y = mz donne, & eause de z=a,

¥ = ma,

valeur qui, substilude en méme temps que s =n, dans Iéquation. ...

= bz, conduit i
me = bn,

Substituant , & la place de m, n, leurs valeurs ‘E, £, tivées des dqua-

tions (2), on ohtient enfin

pour Péquation de la surface.
Soit fait, dans cette dquation, » = o; il en résulte

5 A =
brz =o0; dot « =90, ou z=o0.

Le premier systtme » =0, ==o, représenie 'axe des 5, et le second,
¥ =0, 3=0, l'axe des =; ce qui prouve que chacun de ces axes appartient
4 la surface , comme nous le savions déji.

Nous auvons bientdt occasion de revenir sur cette espéce de surface
conoide.

Des Surfaces de révolution.

469. On nomme ainsi toute surfaee engendiée par la révolution dune
courbe , dite LA GENERATRICE , aufour dune droite appelée axr, de pranidre
que chacun des points de eette cowrbe décrive une cireonférence de cerele
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dont le plan est perpendiculaire & Vaze de rdvolution, et qui a son centre sur
cet are.

11 résulte évidemment de cette définition, qu'en coupant la surface par
un plan quelcongue perpendicnlaire & laxe, on obtient pour section une
cgmmféreﬁcede cercle dont le centre est dans lave; c'esl eo caraclére qui
va nous conduire & Péquation générale des surfaces da révolution.

Pour y parvenir, obscryvons d'abord que, quelle que soit la position de
T'une des cireonférences qui composent la surface, on peut toujours (n® 459)
regarder cette circonférence comme résuliant de lintersection d’une sphéve
ayant son centre dans l'axe, et d’un plan perpendiculaire & cet axe.

Cela posé , soient :

h—az=a(s —y),
y—C=5(:—1),

les équations de V'axe de révolution; a, €, 5, désignant les eoordonnées
d’un point pris & volonté sur cette droite.
On a (n® 435 ) pour "équation d’un plan qui lui est perpendiculaire,

ar == by 4= £ = k,.... (1}
et pour Péquation d’une sphére ayant son centre au point (a, €, %),
(2 —a)d4=(y — 63 (s=—9qp =r.... ()

Le systéme de ces deux derniéres équations représentant 1'une quelconque
des circonférences de cercle placées sur la surface, on doit regarder k et r2
comme des quantités constantes ensemble pour tous les points d’une méme
circonférence, el comme variables ensemble lorsque le point de la sur-
face de révolution passe d’une circonférence & une autre. Ainsi ces deux
quantités, oun leurs égales, ax <= by 2, (x—a)? 4= (r—C2 ~F(s—19)7,
sont nécessairement fonction Pune de Pautre.

Donc enfin

az by 4 5 = F ((z — a)2 o (5 — €) 4 (s = 2],
ou bien,
(z—al L (r —C)2+4 (5 — 9) =F (ax -+ by + 5},

est 'équation générale des surfaces de révolution.

La nature de la fonction ¥, cest-d-dire la maniére dont les quantités
ax by 4z, (r—a)® 4 (y — €)> 4+ (5 —19)’, doivent fire lides entre
elles, se déterminera facilement dés que Pon eonnaitra la natura de la gé-
nératrice.

En effet, soient

B P P W R SR P A S TP =

les équations de la génératrice.
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Comme la circonférence représentée par les équations (1) ot (2) est eri
gendrée par I'un des points de la génératrice (3), il faut exprimer que 1n
génératrice , considérée dans sa premiére position, et Ia circonférence, ony
un point commun, €t, par conséquent, que les équations (1), (2), (3),
ont liew en méme temps.

On a done ainsi quatre équations, entre lesquelles on peut éliminer >,
¥, 53 ce qui donhira une dquation de condition entre k et r3, dans laquella
il ne s’agira plus que de substituer & la place de ces deux quantités leyrs
valeurs, pour aveir Péquation de la surface de révolution individuells que
I'on considére.

4%0. On peut supposer, pour plus de simplicité, que I'axe de révolution
sa confonde avec I'un des axes coordonnés, celui des =, par exemple.

Thans ce cas, 'une quelconque des circonfirences placdes sur la surface,
se trouvant dans un plan paralléle au plan des =y, et ayant son centre
sur laxe des z, peut étre représentée par le systé des deux équations

£= k; V= yd =i,
-

. dont la premitre exprime un plan horizontal , et la seconde la surface d’un
eylindre droit dont Paxe se confond avec I'axe des z.
Ainsi, quelle que soit la génératrice de la surface , on a pour 'équa-
tion de cette surlace ,

£ = F (zry2), on 2* &y =F (3);
on trouverait de méme
= F(r 4 22), ry=F (22 -4 z2),

pour les équations des surfaces de révolution qui auraient pour axe, celui
des x ou celui des .

471. Proposons-nous, pour premier exemple, de trouver la surface do
révolution engendrée par le mouvement dune droite quelconque autour
de l'axe des =

= M: + N,

Soient { ; M's + N, 2 les équations de cotte droite; 'leB équa-

tions de la circonlérence décrite par chacun des points de la droite, se-
ront de la forme

z =k, a% 4 y3 = p3,
Les denx premiéres, combinées avec la troisiéme, donnent

=Mk + N, r=Mk+N;
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d'oi, substituant dans la quatriéme,
(Mo N)s o (ME N2 = 1,

ou, mettant i la place de £ et de r* leurs valeurs genérales = et x2 45,

(Ms o N)» 4 (M + N)# == a2 402

Rien n’empéche, dans cet exemple, de prendre pour axe des x la plus
courte distance entre la droite donnée et 'axe de révolution, auquel cas
la droite est parallele au plan des yz; et Pon a pour les équations de Ila
génératrice ,

o B ) 1

tlest-d-dire qu’il suflit de supposer M=o, N =0 dans P'équation
precédente ; on obtient ainsi

Mizgs o Na = x* 4= y3,
pour Péquation de la surface.
Soit , pour second exemple, une hyperbole située dans o plan des 2,z
et rapportée 4 son gwve transverse comma axe des x, puis & son axe non

transverse comme axe des 7.
Les équations de cette hyperbole sont ( n® 240)

ya=0, Bz — A — AsBs;
celles de In génératrice étant d’ailleurs
=k, 2 ~yai=1rn,
on obtient, par V'élimination de x, r, =, entre ces quatre équations ,
Bara — Aks = A2B3;
ou, mettant pour k et r= leurs valeurs,
Ba(x* 4 »2) — Arz* = AsBa,
équation identique, pour la forme, avec celle de I'exemple précédent ,
Mg = N2 = a3 4= 52,
ou 2t = 33 — Mgy = Na,

Done la surface de révolution, engendrée par le mouvement d’une ligne
droite autour d'une autre , n’est antre chose que la surfice engendrée par

37
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le mouvement d’une hyperbole tournant autour de son axe non Lransverse
cette dernitré surface est ce quon appelle Mhyperboloide de révolution i
une seule nappe. Nous reviendrons par la suite sur eette espéce de sup-
faces.

En faisant tourner autour du premier axe principal , soit une ellipse,
soit une hyperbole, soit une parabale , placée d’abord dans le plan des xz
on pawiendrnit. avee la méme facilité aux déquations des surfaces de ré:
volution correspondantes.

%%72. La swface engendrée par une parabole, oun le paraboloide de ré-
volution, mérite une atiention particuliére.

Solent y=o0, x = aps,

Jes équations d'une parabole située dans le plan des xz, et ayant pour axe
principal Taxe des £, pour sommet Vorigine méme des coordonndes.

En combinant ees équations avec celles-ci:
z=k, x 4-y3=r2,
on trouve 'équation de condition
#3 = apk;
el, par conséquent, pour équafion de la surface,
T3 T = 2p2,

Si l'on combine cette équation avec celle du plan , qm est généralement
de la forme

t = Az 4 By + C,
il en résulte
a3’ <4 y% = 2p(Ax - By 4 C),

équation qui représente la projection sur le plan des ay, de Pintersection

du paraboleide avee un plan ayant une direction queleonque dans Pespace.

Or, cette équation est évidemment celle d'un cerele; done si Pon coupe un

paraboloide de révolution auwtour de Uaxe des z, par un plan guelconque 5

:;: courbe d'intersection se projetle constamment suivant un corcle sur le plan
25 XY.
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§ IIL. Discussion des Surfaces du second degré.

%75. Les bornes que nous sommes obligé de mettre i cet ouvrage, ne
nous permettant pas de donner ici une théorie compléte des surfaces du se-
cond degré, nous nous attacherons surtout & faire ressortir les circonstances
yelatives & leur classification, ainsi que les propriétés qui résultent immé-
diatement des équations les plus simples auxquelles il est toujours possible
de ramener une équation guelconque du seccond degré A trois variables.
Nous suivrons d’ailleurs, pour la discusssion de cette équation, une marcha
analogue i celle que nous avons employée , dans le quatriéme chapitre, pour
Véquation & deux variables.

L’équation la plus générale des surfaces du second degreé étant

Az 4 A'ys 4- A¥xn o Byz -+ Bas 4~ B'ay } L W
+CZ +C’J’ +C".r-f-D = 0504

on peut d'abord (n? 250), par une premiére transformation de coordon-
nées, faire évanouir les trois rectangles yz, xs, xr, ¢’est-a-dire ramener
Téquation & la forme

Mz o My2 4 M'z2 4 Ns -+ Ny ++ N’z 4+ D = o.... (2)

{ Yoyez, pour cet objet, la denxiéme volume de 1a Gorrespondance de PEcole
Polytecknique, 3° numéro , ouvrage dans lequel jlai consigné la démonstira-
tion compléte de cette proposition, ainsi gqu'une note assez étendue sur les
surfaces de révolution du second degré. )

11 résulte de cette proposition , que les surfaces représentées par 1'équa-
tion (2) sont identiques avee celles que comprend Véquation (1).

Voyons actuellement si , au moyen d'une translation d'origine, nous no
pourrions pas (n® 251 ) faire disparaitre les termes linéaires en , r, z.

Or, en substituant los formules

r=x 4= a, =y +b, 2=5-0¢,

dans cette équation, et en égalant 4 o les coelliciens de «, 7, 5, on obtient
les équations de condition

aM'a 4+~ N' = o, aMb 4 N' =0, 2Mc 4 N = o0;
d'ott 'on déduit

[ i)

Ni. A N

o i

|
b
=
b
=
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Tant que la disparition des trois rectangles ne donne lieu & la disparition
d'aucun des trois carrés, Ies quantités M, M, M", sont différentes de o,
at la nouvelle transforination ést possible: en dautres termes, 1'équation
peut étre ramence a la forme

Ms2 4 M2 = M"2? - P = 0.... (3)
(P ayant pour valeur
Mc? 4 M'32 = M"a? 4~ Ne 4+ N'&6 + N - D).

J474. 5i Von suppose que I'ua des carrés s’évanouisse en méme temps que
les rectangles , que l'on ait, par exemple, M*=o, la transformation pré-
cédente ne peut élre exécutée, puisqualors @ devient infini.

Dans ce cas , 'équation étant de la forme

Mz - M2 4 Nz o= Ny 4 Nz 4 D = o,
on peut tacher de faire disparaltre les termes en z eten y, ainsi que Ia

quantité Loute connue.
‘Ou obtient en effet, par la substitution des formules

r=zx~4a, y=x-+b, sz =z-hec¢,

et en dgalant & o le coeflicient de s, celui de s, et la quantité indépendante,
dex, 7, £,

aMe 4+ N = o0, aMb - N' = o,
Mer = Nifb2 = Ne =~ NG 4+ N'a -+ D = o;

ce qui donne

1 N (Me2 + M4 4 Ne o N5+ D)
==—:DT1’ =-‘m‘;; 8= - N

valours réelles et finies taut que N n'est pas nul ; et Péquation se réduit &
celle-ci:
Ms2 -+ M2 4 Nz = 0.0 (§)
473. Lorsque l'on a en méme temps M"=o, N'=o, la derniére
translormation est impossible, puoisque « e!.t encora n!f ni; mais, dans ce

cas particulier, 'équation (2) devenant

Mz 4 Mo - Nz e Ny oo D = o,
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ne venferme plus que deux variables, et représente évidemment (n°® 448 )
wune supface cylindrigue dont les arétes sont perpendiculaires au plan des »z,
et qui @ pour base, soit une ellipse , soit une hyperbole suivant que, dans
Péquation ci-dessus, les coelliciens M, M, sont de méme on de signe con-
traire.

476. Supposons emgore que deux des carrés y* et z* aient disparu en
méme temps que les trois rectangles, c'est-d-dire que, par la premiére
transformation des coordonnées , équation se soit réduite a la forme

Msz» 4 Ne = Ny 4 N2 4= D = 0;

on pourrait, dans ce cas, chercher i opérer I’évanouissement de quelques
termes ; mais cela est inutile pour la détermination de la surface représentée
par cette équation.
En effet, posens successivement
e Sy T e e

ce qui rovient & couper la surface par une suite de plans paralléles ad plan
des zy ; I'équation devient, pour ces différentes hypothéses, °

Ny + Nz =L, Ny + Nz=1L' Nr-+Nz=L"...;

dloit [il suit que les intersections de la surface par des plans horizontaux,
sont des droites paralléles entre elles. Ainsi (n° 462) Ia surface est encors
de la nature des surfaces eylindriques ; et sil'on veut connaitre une direc-
trice de cette surface, il suflit de poser y =o, par exemple, dans son
Equation.

11 vient, par cetie hypothése,

Mz2 + Nz + N2 4+ D = o,

équation. qui exprime une parabole située dans le plan des xz.
Done, enfin, la surface n'est autre chose qu'une surface cylindrigue i
base parabolique.

4A77. En réfléchissant sur la discussion précédente, on doit conclure que
toutes les surfaces du second degré se trouvent implicitement renfermées
dans les deux classes d’équations

Mz = M'y? 4= M22 - D = o, Ms2 4 My2 4~ N'z = o,
alexception de celles qui correspondent aux équations

Mz2 4+~ M2 4 N5 + Ny +D = o,

Mz* 4+~ Ne 4~ Ny 4 Nz + D o
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¢t que nous avons reconin appartenir & des surfaces eylindriques 4 base
elliptique , hyperbolique, ou parabolique.

A78. N.B. — 11 est bien entendu gue nous comprenons dans ces trois
variétés générales, celles qui (n® 356) ecorrespondent aux variétés de
Vellipse , de Ihyperbole et de la parabole. Ainsi, lorsque I'ellipse se ri-
duit & un cercle ou i un point, la surface eylindrique devient un cylindre
4 base civeuluire, ou une seuls droite. Si 'hyperbole dégéntre en un sys-
téme de deux droites qui se coupent, Ta surface eylindrique se réduit a
un systéme de deur plans qui se coupent. Enfin, quand la parabole se
réduit & deux droites paralléles ou & une seule droite, la surface ecylin-
drique devient un systéme de dewx plans paralléles ou un plan unique.

479, Avant de passer 4 la discussion dg chacune des équations

Mz - My? 4 M2 +-P=o0... (1}, Mz o+ Mr? o Nz = o0... (2),

nous ferons quelques observations générales sur la nature des surfaces
qu'elles représentent, et sur les systémes d’axes ou de plans coordonnds
auxquels les surfuces sont actuellement rapportées,

Premenenext , Uéquation (1) ne renfermant plus les termes du premior
degré en z,y, 5, reste la méme lorsqu’on y change ~-x,~-7,~+zen—x,
—ry —=3 ©a quiprouve que toute droite menée par la nouvelle origine ef
terminée de part et d’anfre par la surface, est divisée en deux parties égales
en ce point, Done (n° 375 ) toutes les surfaces comprises dans Péquation (1)
ont un eentre, qui n'est antre chose que Porigine actuelle des coordonnées.

Remarquons d'ailleurs que Péquation pourrait renfermer les rectangles
des variables ainsi que les carrés, sans que la surface cessit d’avoir ua
centre, et d'étre rapportée & ce centre comme erigine, puisque la condi-
tion caractérislique du centre serait encore remplie. On pourrait méme
supposer la surface rapportée i des axes obliques mends par cetfe origine.

Alinsi, dans lecas d'axes quelconques , une équation telle que

Az? = Ays 4 Aer 4 Brz o Blrs + B'ay + D = o,

dont plusienrs coefficiens penvent #tre nuls, représente usie surface qui a
un eentre ; el ce centre est Porigine.

SecoNpEMENT , on appelle plan digmétral d'une surface; un plan qui divise
en deux parties égales toutes les cordes de Ia surfuce parilléles entre elles et
menées sous une direction quelconque. Or, d’aprés la forme de I'équation (1)
qui , étant résolue successivement, par rapport 4 chacune des variables , donne
deux valeurs égales ct de signes contraires pour cetle variahle, il est évident
que chacun des trois plans coordonndés divise en deux partics égales toutes
15 cordes mendes parallélement & Pintersection commune des deux autres.
Done ces ¢rois plans sont des plans diamétraur; de plus, on peut les re-
garder comme formant wn systéme de plane diamétrawe conjuguds. perpen=
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dicalaires entre eux, conformément & ln définition donnde (n® 288) d'un
systeme de deux diamétees conjugués.

Tnmsn‘smsmzu'r.‘— Considérons Péquation (2). Puilsque le troisiéme terme
change de signe lorsqu'on remplace 4~ z, 4~7, =5, par — x, — 3, — s, il
sensuit que Uorigine actuelle des coordonnées n'est pas un centre, On a vu
drailleurs (n° 474) que, dés qu'un des carrés manque en méme temps que
les rectangles, il est impossible de faire disparaitre & a fois les trofs termes
du premier degré ; done les surfaces représentées par I'équation (2) sont des
surfaces dépourvues de centre. -

Observons encore que, des trois plans eoordonnés, denx sculement, les
plans des xy et des xz, peuvent étre regardés comme des plans diamétraux ,
puisque le premier divise en deux parties épales toutes les cordes paralléles
i I'axe des z, et le second, toutes les cordes paralléles & Paxe des y.

Concluons de eo qui vient d'étre dit, queles surfaces du second depré se
partagent en deux classes distinetes , savoir : les surfages qui ont UN GENIRE,
et les surfaces dépourvues de centre.

DISCUSSION DE LEQUATION

Ms2 o= Mys 4- M%z2 - P=o0... (1).

480. Afin de déterminer los différonts genres de surfaces représentées par
Véquation (1), nous ferons successivement (n° 255)

r=const, y=vconst, gF=—=rconsi;
ce qui reviendra a couper la surface par des plans respectivement paralléles
i chacun des trois plans coordonnés; mais on sait (n® 256) que la nature

de ces intersections dépend surtout des signes dont les coefficiens M, M/, M
sont affectés ; ainsi nons sommes conduits 3 faire les hypothéses suivantes :

19 —. .. M, M, M", positifs & la fois.
Dans cotte hypothése générale, le dernier terme P peut étre lui-méme

négatif, égal &4 o, ou positif.
Soit d'aberd P négatif; et mettons le signe en évidence ; Péquation devient

Msr 4 Mlys +-M'z2 =P... (2) :
Cela posé, faisons successivement dans cetle équation ,

ety Mz 4 My =P — M2,
=&, } il on résulte Mz 4 M'2» = P — MC2,

=y Myi M22 =P — Ny*;

= "
|
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584 ELLIP50iDES.
d’oii I'on woit gue Iesintersections de la auri‘ace par des plans paralléles aux
trois plans coordonnés, sont des ellipses qui deviennent imaginaires lors-

qu'on suppose
; P P
“ S G 7>

clest-d-dire, «, €, ¥ poaitifs ou négntifs, mais numériquement plus grands

a
v \/E. Ve Var

Ces mames ellipses se réduisent & un point, pour les hypothéses

T
== M"’ c'—— Mn y=== T

puisqu'alors les équations des intersections se réduisent & n
Ms* == My3 =0, Mz +M"z2 =0, My:-tMr=o0.

La surface que nous considérons est donc limitée dans tous les sens; de
plus , elle est inscrite au parallélépipéde qui a pour faces les plans

T
=z M... y=t= \/1\1" z=—_|-\/ﬁ.

.

La nature des intersections de cette surface avec les plans paralléles aux
trois plans coordonnés, lui a fait donner le nom d’erripsoing,

Pour déterminer les trois sections principales, en d'autres termes, les
traces de la surface sur Ies plans coordonnés, il suffit de poser successi-

vement ( fig. 247) -

=0y Mz - M2 = P,
=0l ce qui donne { Mza - M'22= P,
» == o; Myag- M72z2= P.

Quant au point d’intersection avec les trois axes, on obtient pour

I

i
=
i

S T ) SR O e
=0y =0y My =P dlen rzi\/—}:

x=g, = =0, M2 = P Foy N g=—i v-lf—i
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P » P % P
' Los lignes AA = nvw, BB =2 VT’ € =a \/_I\T' sont ce

quion appelle les axes principaur de la surface; et leur introduction dans
Péquation lui donne une forme symétrique et analogue & celle de I'équation
de Pellipse rapporiée & son centre et i ses axes.

Posons en effet

P
24 =1 \/M”’ 2B_a\/M,, 2c=°\/'ﬁ'

P P P
W= M=r;

il en résulte M" = A' : Bl

d’oll, substituant dans Iéquation (2), et chassant les dénominateurs,
ArBazr - A2Ciya +- BaCaxr — ABeCa... (3)

481. Cas particuliers. Supposons deux quelconques des trois coefficiens
M, M’, M égaux entre eux; M= M/, par exemple, ca qui donne C=B;

Péquation devient A3Bazs - A2Beys L Birt = A%BY,
ou, divisant par B2, Asz® . Avya L Bages — AsTie.

Cette équation, qu'on peut mettre sous Ia forme.
B )
2 ot == (A2 — 22}, on 3 4 22 = F (x),

cargetérise (n® 470) une surface de révolution autour de I'axe des x; car en
faisant == const, on oblient »* - 5* = const; ce qui prouve que loute
section faite perpendiculaivement a I'oxe des = est une circonférence de
cercle.

Les deux hypothéses successives r=o0, s=o0, donnent

Aszs - Bors — AsB2, A%y» o Biz» — AsBs.

Ce sont les équations de la pénératrice considérée dans deux de ses po-
sitions, savoir : dans le plan des xz et dans le plan des .

Si Ton avait M= M", on M'=M", on reconnaitrait de méme que la
surface serait de révolution autour de Vaxe des y, ou bien, aulour de l'axe
des z.

482. Supposons maintenant M =M =M", d’oi C=B=A; léqua-
tion (3) se réduit & 5% L ¥3 |- r* — A2, et représente une surface sphériquc
dont le centre est & Porigine des coordonnées.

%A85. Les coefliciens M, M/, M” étant toujours positils et quelconques,
dgaux ou inégaux, on peut avoir P = o, ou'P posity
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Dans le premier eas, Péquation devient
Msr 4+ My® o Mz = o,
et n'admet qu'un systéme unique de valeurs réelles , savoir,
rT=0, y=90 s5$=0;

done la surface se réduit & un point.
Dans le second , Péquation

Ms2 4 MY 4 M2 4P = o,

n'admet ancun systéme de valeurs réelles. Ainsi la surface est imaginaire.
Concluons de Ja, qula Phypothése générale M, M/, M" pasitifs i la fois |

correspond un seul genrs do surfaces, PEcLipsoing, comprenant comme va-

viétés, Vellipsoide de révolution, la sphére, un point et une surface imaginaire,

2% —... M, M* positifs et M” négatif.

%84. Supposons d’abord M, N, P positifs et M" ndgatif.
Liéquation (1) du n® 480 devient, aprés qu’on a mis les signes en eévi-
dence ,

Maa 4= My? — M'2? = — P .. (2)
Or, si l'on faiv successivement x = a, y = ¢, £ = 7, il vient pour

= ... Msd - Wys = Mfar —P........ {3)
¥ =€ v.. Mo — MW'as = — (M€ 4 P)out (§) Y
=7 . Mys— M2 = — (My2 4 P).... (5)

Les équations (4) et (3) prouvent que toule section faite dansla surfice,
parvallelement au plan des s, ou au plan des ay, est une hyperbole dont
Paxe transverse est divigé suivant une paralléle 4 'axe des =.

Quant i Péquation (3}, elle représente evidemment une ellipse réelle, tant
que l'on donne & « une valenr positive ou ndgative , numésiquement plus

£ )
grende g -L_l-"'; ce qui veut dire que, si aux deux distanees......
P » T L
0A =\ gp» O = — \/ g (fig- 248), on imagine deux plans pa-

ralléles au plan des yz, la surface n'a aveun point compris entre ces plans ;
mais elles’étend indéfiniment & droite et i ganche de ces deux plans, dans le
sens des x positifs et dans le sens des = négatifs; d’oi Pon peut conelure
que eette surface se compose de deux parties distinctes, épales et OPPU‘éﬁE'
On Vappelle pour cette raison , 84l cause de la nature de ses intersections
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par des plans paralléles & deux des plans coordonnds , Hypenropoine « deus

nappes. )
T.es trois sections principales s’obtiennent en faisant successivement dans

Péquation (a), * = 0,7 =6, s =03 ce qui donne

Mzr 4+ My = — P,
Mz — M"22 = — P,
My — M'z2 = — P.

Ta premidre section est imaginaire ; mais les deux autres sont des hyper-
boles MAM’' et mAm’, NAN' et nAn, rapporites i Vaxe des x comme axe
transverse.

Soit posé
P 3 1. b3
m::\/%, aB =2 T aC =2 i
P P
il en résults M = —f—;—; A B’ = o

d'olt , substituant dans I'équation {2) et réduisant,
A3Bags o A3Cays — Ba(az? = — A*BaCa.

Des trois lignes 24, 2B, 2C; appelées les jaxes principaux de la sur-
face, Ja premiére senlement a ses deux exirémités A, A’ (fir. 248) pla- Fig.a48.
edes sur la surface. QQuant aux deux autres, on convient de les représenter
sur la figure par deux distances BB’, CC’, comptées sur les axes des y et
des = ; mais les points B, B",C, Y, n'appartiennent pas a Ja surface , comme
dans Pellipsoide. En un mot , 'hyperboloide & deux nappes a un seul axe
transverse et deux aulres non transverses. ;

485. Soient actuellement M, M’ positifs et M",P négatifi, Déquation (1)
devient

Ms2 o Myp2 — Mz = + P;

et 'on en déduit successivement pour

T =a ... Mz 4 M2 = M'az + P,
7y =€ ... Ms» == M's» = — M'¢, + P,
=% ... Mp> — M"z» = — My* +P. -

La premiére équation représente une ellipse toujours réelle, quel que
soit & ; et les deux autres , des hyperboles rapportées a Paxe des x, comme
axe frensverse, ou mon transverse, suivant que Pona

i i 2 iR 2 P
S > g S
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On voit done que, dans le cas actuel, il n'existe avcune discontinuiig
dans la surfice qui, pour cette raison, porte le nom d’Hypereovroing &
une seule nappe.

Les hypothéses successives z=o0, ¥=0, =0 ( fig. 249) , donnent

Mzt o Miys = P, Ms3 — Mz = P, M'y2 — M”22 =P,

L’ellipse représentée parla premiére équation , est la pius petite de toutes
celles qu'on obtient en coypant la surface par des plans paralléles au plan
des ys.

Les deux autres équations expriment des hyperboles situées, Pune dans
Ie plan des zz, Pautre dans le plan des xy, et ayanl pour axe non transverse,
Paxe dgs z. Ceei suffit pour donner une idée assez exacte de la surface dont
deux axes principaux sont transverses, et le troisiéme est non transverse,

En posant

ﬂ:avf%, ,B:s\/il;—', aC=a \/-I\PT'

B

P
B M=

on trouve M’ = K?’" MM ==

d’on , substituant dans 1'équation ,
AzBags - AsCayr — BaCrar — = AsBeCa.

486. Cas particuliers des deux hyperboloides.
Premiérement , soit M = M/, d'on C =D; les équations des deux sur-
faces se réduisent &

Awpr b Asya — Baps — — A:Ba’
Agy L Asys — Bapa — -+ A’B’i
ce qui donne st = F (z).

Donc les deux hyperholoides deviennent des surfaces de révolution autour
de Vaxe des 2.

4AB7. Secondement, soient M, M/ positifs , M" négatif, et P égal & 0.

L'équation devient Mz3 + Mys — M”22 = o;

@i Pon déduit M e M

ou bien, zz =E (%),
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done (n° 465) la surface se trouve, dans ce cas, dégénérde en une surface
conique,, dont le centre est i origine des coordonnées,

4588, En résumant ce qui vient d’¢tre dit par rapport & la seconde hypo-
thése génémlc ,.on voit que ecette hypothése donne lien & deux genres prin-
cipaux de surfaces , les hyperboloides & une ou deux nappes , renfermant
comme variétés , Vhyperboloide de révolution el la suyface conique.

489, Remarque. Nous ne considérerons point ici le cas ol deux des coef-
ficions M, M/, M” seraient négatifs, puisquen changeant les signes, on
retomberaif nécessairement sur celui ott deux de ces coefficiens sont posi-
tifs, P étant d’ailleurs po‘sitif.ou nepgatif,

Ainsi Péquation Mzt 4 My? 4~ M”22 =P =0, ne renferme réelle-
ment que trois genres principaux de surfaces.

DISCUSSION DE LLQUATION

Mz3 4= My2 4= N’z = o.

1l peat également se présenter deux cas principaux : M et M’ peuvent
étre de meme signe ou de signes contraires.

19—, .. M, M positifs i la fois.

490. Dans cette premidre hypothése , N” peut étre indifféremment négatif
on positif. Supposons-le d’abord negatif, et mettons le signe en évidence ;
P’équation prend la forme

- Mza - Mly2 = Nia.
En faisant successivement x=a, y =, z=1, on obtient
Mz2 + M2 = N2, Mz =N — M'¢2, M'ya = Nz — M;».

La premiére équation est évidemment celle d’une ellipse tounjours réelle
tant que « est positif, et de plus en plus grande 4 mesure que 2 augmente.
5i I'on suppose = o0, l'ellipse se véduit & un point, et elle devient imagi—
naire, dés qu’on suppose « négatif. On voit done que la surface s'étend in-
définiment dans le sens des = posilils, et n'a avcun point i la gauehe du
plan des »z, anquel elle est tangente, i Porigine méme des coordonnées.

Les. deux autres équations représenlent des paraboles dont l'axe prin-
cipal est dirigé parallélement a Vaxe des x, et dans le sens des = positifs.

Les paraboles correspondantes o I'hypothése

Tu

paramétmﬁ; et celles qui répondent & z = 9, gnt pour paramétre

J i

™M

¥ =£§&, ont toules le méme

constant 3
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Fig.abr. En posant ¥=wo0, puis z=o0, on trouve (fir. abo)

o "

E’F—"HI’ f‘:*ﬁl—‘,x,

pour les deux sections principales, suivant les plans des =z et des ay.
Daprds ces données, il est facile de se former une idée nette du nouveny
genre de surfaces auquel on a donné le nom de PArApoL0iDE ¥rLirTIQUE.

Soit actuellement N” positif, anquel cas I'équation revient &
Mz3 o= Myt = — N'azj
eomme, en changeant x en — =, on la raméne & l1a forme
M:® 4 M2 = N,

il s'ensuit que la surface est la méme que dans le cas de N” négatil : seu-
lement elle s'%étend dans le sens des x négatifs comme elle 8'étendait d’abord
dans eclui des x positifs.

491. Le paraboloide elliptique devient une surface de révolution autour
de l'axe des =, dans le cas particulier de M = M’; ecar alors on a pour
son équation

Nl
e 58 x = Fi(=z);
ce qui démontre que toute section faite perpendiculairement i T'axe des =,
est una circonférence de cercle dont le centre cst sur cet axe.

2%—. .. M positif et M" négatif.

492. 1 nous suffira de considérer dans cette nouvelle hypothése, comme
dans la précédente, le cas oi N” est négatil; puisque si N était pesitif, on
remplacerail = par — =, ce qui changerait simplement la situation de la
surface, mais non sa nature.

En mettant les signes en évidence, on a pour 'équation,

Mzr — M'ys = N"x.
Cela posé, soit fait suecessivement o — a, y=§€, z=1+; il vient
Mza — My =N"a, Mz2=N'x- Mg, My:=—Nz4M".

Les denx derniéres équations représentent encore des paraboles dont 'axe
principal est paralléle & Paxe des x; mais celles qui correspondent dy=

sont dirigées dans le sens des z positifs, et ont pour paramétre constanl
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tandis que les paraboles correspondantes s =4, sont au contraire dirigées

U]
e

Quant & la premidre équation, c’est celle d’une suite d*hyperboles ayan;
pour ase transverse, une paralléle & Taxe des =, tant que «est positif, et
une paralléle & I'axe des 7, pour toute valeur négative de «.

Les deux sections principales par les plans des 2z et des =y sont M22=N"x,
M'y2= — N’ ( fig. 251); c’est-i-dire deux paraboles COC’, B'OB,

La section par le plan des yz ayant pour équations

dans le sens des @ négatifs , et ont pour paramétre constant —

Fig.a51.

M!
r=0, Me* —M'ya=0, ou s=zy e
se péduit d un systéme de deux droites qui se coupent i Dorigine,

11 est remarquable que les hyperboles représentées par Déquation....
Mz2 —My2 = N"a, ont pour asymptotes les deux droites dont Péquation
est Mz* — M’y2» =o; dou il suit que les plans menés par ces droites et
par Iaxe des =z, déterminent au-dessus et an-dessous du plan des =y deux
angles diddres, qui comprennent la surface tout entiére; et.l'on peat con-
sidérer ces deux plans comme des plans agymptotes par rapport A la surface,

Ce nouveau genre de surfaces étant caractérisé par des sections parabo-
liques et hyperboliques, se nomme PARABOLOIDE HEYPERDOLIGUE.

Comme les coefficiens de s et de y* sont de signes contraires, I'hypo-
thése M = M’, ne peut donner lieu & une surface de révolution. Dailleurs,
nous verrons bientdt que, quelle que soit la position du plan par lequel on
coupe cette surface, il est impossible d'obtenir pour section une courbe limi-
tée, et par conséquent , une circonférence de cercle.

495. Le parakoloide hyperbolique étant une surface assez difficile 4 se
veprésenter, nous allons faire connaltre un moyen de génération,, commun
aux deux paraboloides, qui sera trés propre 4 donner une idée exacte de Tun
ot do Pautre. Ce moyen, qui offre beaucoup d’analogie avec celui qui a été
employé (n® 426 ) pour le plan, consiste i faire glisser une parabole ayant
pour équations,

ryr=o0, Mz4+Nr—o,

parallélement a elle-méme , suivant une autre parabole.
z=0, My2+4Nz2=o,

et de maniére que le sommet de la premiére, appelée génératrice, se trouye
constamment place sur la seconde qu'on peul appeler la directrice.

D'aprés ce mode de génération, Ul est évident que les équations de In
géndratrice considérée dans 'une queleonque de ses positions, seront de
la forme

y=¢€ Mz4-Nuoda=o.
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: N
Le paramétre de cette parabole mobile, ou — — | reste constant ; mais

comme le sommet qui, d’abord, est situé & Porigine, ocenpe ensuite une
position queleonque sur la divectrice, il g’ensuit que la seconde équation
doit renfermer un terme « indépendant de 2 et de y.

Cela posé, remarquens que, pour tout point de la surface, placé sur la
méme génératrice , la distance au plan des zz et la position du sommet de
cette génératrice restent les mémes ; mais lorsque le point passe d’une giné-
ratrice & une autre , lés deux élémens dont nous venons de parler changent
riécessairement ; done les quantités € et a, qui correspondent a ces élémens 5
sont des quantités constantes ensemble et waricbles ensemble; ainsi elles
doivent dépendre d'une certaine maniére I'une de antre. Or on ebtiendra
cette rolation en exprimant, par Panalyse, que la génératrice ¢t la diree-
trice se renconirent ; ee qui revient i dire que les equations

y =8, Mz 4+ Nz ta=0,..01)
0, MH2 W'z =05 ceans« (3)

Il

z

ont lien en méma temps. i
Dabord, la valeur z= o, portée dans la seconde des Equations (1),

L3 5 . - i . f 2o - 3
donne z:-—-f,-,. Substituant ensunite les valeurs y =¢, r__W’

dans la seconde des équations (2) , on trouve

M —a—o0... (3.

Telle est la relation qui lie entre elles les quantités «, €, et qui doit
exister en méme temps que les équations (1) pour toutes les positions de la
génératrice, c'est-a-dire pour tous les points de la surface.

11 nes’agit plus que d’éliminér ¢, € entre ces trois équations, et pour
cela, il snliit de remplacer ¢, € par leurs valeurs tirées des équations (1);
ce qui donne

My* — (—Ms»—N'z) =0, oa Mz 4 My* 4~ N'z = o0;

c’est Iéquation commune aux deux paraboloides.
Lorsquona M, M’ (fis. 250) positifs, et N ndgatif, les paramétres de
L TH

Ia parabole pénératrice et de la parabole directrice sont _ﬁ_’ TG quantités

de méme signe; done les axes sont dirigés dans le mdme sens.
Mais si T'on a M (fig. 251) positifs .14 négatif et N" négatif, les paramétres
Nll s NN
onl ==, —o—
RN
sont dirigés en sens contraire I'un par rapport i 'aufre.

, ou de signes contraires; done les axes de ces Pambﬁi”
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£494. I1 résulte de la discussion précédente que les surfaces du second

degré se divisent en cing genres : I'ernipsoipe, ayant pour variétés, lel-
lipsoide de révolution, la sphire, un point ou une surface imaginaire ;

I’aypERBOLOIDE & deux nappes et I'mYPERROLOIDE & une nappe, ayant tous
deux pour variétés, Uhyperboloide de révolution et la surface conique de
révolution ;

LE PARABOLOTDE ELLIPTIQUE , ayant pour variété, le paraboloide de révolution;

Enfin, le pARATOLOIDE myPERROLIQUE , qui n'offre aucune variéts,

Toutefois , les supfaces eflindrigues & base elliptique, hyperbolique ou
parabolique (n® 475, 476) sont des surfaces qui se rattachent aux para-
boloides, puisqu'on les a obtenues en supposant que P'un des carrés, ou
deux des carrés, aient disparu en méme temps que les rectangles, dans
Péquation générale.

495. Cherchons actuellement de quelle nature peuvent étre les inter-
sections des surfaces du second degré par des plans situés d’une maniére
queleonque par rapport & ces surfaces, en considérant d’abord toutes celles

qui ont un centre. |
Il suflit pour eela (n° 455 ) de substituer dans Péquation

Mz? < Miy? - M2 4« P = o,... (1)
a la place des =, », z,.leurs valeurs tirées des formules

=z cosg + cuﬁ' sing ‘== a,
¥ = zsing — cosh cosp b,
2=y sinf <+ e

On obtient , par cette substitution, un résultat de la forme
Ay'+4Bry 4 Co? 4Dy - Ex 4 F =0,... (2)
les coefliciens de cefte €quation ayant pour valeurs,

A =M sin1f 4~ M’ cos?f cos®q¢ <= D" cos*f§ sin%q,
B = (M" — M’).2 cosf sin g cosg,

C = M sin2 g 4 M’ cosr¢,

D = aMe sin § — aM’b cos 8 cos ¢ - aM"a cos§ sin ¢,
E = 2M'b sing — 2M'a cos @5

F = Meca 4 M'bs 4 M7 + P.

Or; on sait (n° 556) que la nature de la courbe représentée par Pégpia -
tion (2), dépend principalement de ln quantité B» — JAC, qui, spivant
quelle est' négative, positive ou nulle, correspond & une éllipse, nne fry-
perbole, ou une parabole, ou bien, & I'une des variétés de ces courbes,

f—— 38
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.En' ealenlant cette expression, on obtient, toute réduction faile,

— GM'M" costd - MM’ sin' § sinr¢ -+ MM’ sin2g cos*q).

Cela posé, si la surfaee est un ellipsoide, les trois coelliciens M, M/, M®
sont positifs, et l'expression préeédente est essentiellement négative. Dong
Pinlersection d’un ellipsoide par un plan est toujours une ellipse, on Pung
des variétés de cette courbe.

Mais pour les hyperboloides & une ou deux nappes, deux des trois coaffi-
ciens sont positils et le troisiéme négatif; ou bien, 'un est positif et les
deux autres négalifs; ainsi Pexpression ci-dessus renfermant des termes
positifs et négatifs, peut, suivant les valenrs numériques de M, M, M",
¢ et 8, devenir positive, négative ou égalel a o. L'intersection d'un hyper-
boloide par un plan peut done é&ire une hyperbole, une ellipse ou une
parabole.

La surface conique qui, comme mous l'avons vu, est une variéié de ce
genre de surfaces, donne également lieu & ces trois genres do courbes.
(Voyez nos 270 et suivans.)

%96. En reprenant les mémes caleuls par rapport au paraboloide, dont
I'équation générale est

Mzr 4+ M2 Nz = o,
on obtient , pour les coefliciens d&rﬂ 32y 22y

A =M sin*§ < M cos*§ cos> g,
B = — aM’ cosd sin g cos g,
C = M sinrg;

d'ot B2 — 4AC = — 4MMN sin2 4§ sin? g.

Dans le cas du paraboloide elliptique, les coefficiens M, M’ sont de
mdme signe ; ainsi B2 — JAC est essentiellement négatif, et l'intersection est
peénéralement une ellipse.

Si cependant on suppose sin g=o0, ousinf=o, il en résulte Ba—4AC=0,
et intersection est une parabole.

L'hypothése sin ¢ = o correspond (n® A83) au cas ou la trace du plan
séeant sur le plan des z, est paraliele A Yaxe des x; ce qui exige que le plan
socant soit lui-méme paralléle & cet axe,

L'hypothése sin 8 = o signifie que le plan sécant doit éire paralléle au
pian des xy.

D’oil I'on peut conclure que les intersections d’un paraboloide elliptique
ne peuvent étre que des ellipses , des paraboles ou des variétés de ces courbes.

Quant au parabeloide hyperbolique , comme M, M’ sont de signes con-
traires ; Ba— 4AC ou— MM’ sin? § sin® ¢, ne peut dtre que positif on égal
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& 0. Done les intersections me sauraient jamais étre des ellipses ou des
variétés de ces courbes, (Vores ce qui a été dit no 499.)

2497, Voyons comment il faudrait placer le plan sécant, par rapport a
Vallipsoide et aux deux hyperboloides, pour que les intersections fussent
des ecirconférences de eercle,

Pour cela ; on doit (n® 495) poser B=o0 et A=0C; ce qui donne les
deux équations de condition

(M" — M’ ) cosf sin ¢ €089 = Ouurenrrysuss Gonrana (1]
M sin® & < M’ cos? B cos? oS
' + M cos* § sin-: }=M sintg o M c0s*g..ununnen. (2)

Comme, en général, M” est différent de M’, Péquation (3} ne peut dtre
satisfaite que par les trois hypothéses cosf§ =0, sing=o0, cosg=o,
que nous allons examiner successivement,

. Cos =0, dotsin §=1; éguation (2)devient
M = M’ sin® ¢ -+ M" cos® ¢;

tanga ¢ 1
14 tang® p” 1 tangr o

ou, remplagant sin®g, cos?¢, par leurs valeurs

M (1 < tang® ) = M’ tang* ¢ -+ M"; d'ot tang ¢ === ;:J H-;[ln

2%... Sin ¢ = o, d%ou cos ¢ =1 j on irouve pour I'équation (a),
M sin: § 4~ M cos? § = MY,
ou M tang2 § 4 M/ =M" (1 + tang? 6);

done tang § = \/M —i

32, — Enfin, cos ¢ = o, d’0il sin ¢ = 1 ; I'équation (2) se réduit &

M sin® § 4 M" cos2 § =M/,

ou M tang® 6~ M" = M’ (1 + tang* 0) ;
done tang § === H

Discutons ces valeurs de tang ¢ et de tang §, qui penvent étre réelles ou
imaginaives, suivant les hypothéses qu'on peut faire sur les coefficiens
M, M/, M".

Or, si 'on multiplie entre elles les juantités sous le radieal ,

38..
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MY — M M — M M —M"
M—NM’ M-—M" M—M’

s . I — M)
il \'.u}.nl pour produit, m 3
démontre dabord que Punc de ces trois quantitis , an moins, est positive;
i 1a premiére, par exemple , est positive, les deux autres

résultat essentiellement positif’; ce qui

mais je dis que s
sont nigatives.

i —

En elfet, pour que H soit positif, il faut que M" — M et M — M’

soient de méme signe, c'est-d-dire que Pon ait en méme temps....... .. .
M —M > ou < o,

.............................. M =M ol L o
d'oit , ajoutant ces deux inégalités, M’ — MW > ou << o.
On voit done que M" — M’ et M — M" sont de signes contraires;

L M'—M
aInst y m

Pareillement, M/ — M" et M — M’ sont de signes contraires;

o TNE—TMT R
ainsi, y——p est négatif.

est négatif.

On démontrerait de la méme manitre que, si la seconde oun la troisiéme
était positive , les denx autres seraient négatives.
Concluons de 1a que , sur les trois systémes

cos § = o0, tang ¢ === g___l%”
i e

T M’

sin ¢ =0, tangf = == 5 M”’
M’ L lﬂ'

cos ¢ = o, lans:.-l_-\/m’

il y en a toujours un rdel; mais il n'y en a jamais qu'un seul.

D'ailleurs , puisqu'a chaque hypothise, cos § =10, on sing=o0, ou
s ¢ =09, il carrespond deux valeurs pour la tangente de auntre angl; il
s'ensuit qu'on peut toujours, par chague point dune des supfices, du .m::md
degré qui ont UN CENTRE, fuire passer deux plans qui coupent cette surface
suivant une eirconférence de cerele.

Si I'on se rappelle Pacception donnée no 453 aux quantités g et f, onre
connait sans peine que les hypothéses cos § — o, cos =0 sin,qs =0,
correspondent & des plans respectivement perpendiculaires a,lﬂ: plans des
trois sections principales. :
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Ainsi, cos 8 =o, indique que le plan sécant est perpendiculaire au plan
des xr; cos ¢ = 0, quil est perpendiculaire an plan des xz; et sing=o,
qu’il est perpendiculaire au plan des ys.
Admetlons maintenant que la surface soit de révolution , clest-A-dire que
Pop ait M= M’ n% 481, 456); les trois systémes se réduisent o

cos § = o0, tang p = cO, OU COS ¢ = O,

sin g 3= 0, tang f === l/--:,
cos ¢ = 0, tlang § — co, ou cos b = o.

Le second systéme est évidemment imaginaive. Quant aux deux antres, ils
rentrent 'un dans 'autre , et signifient qu’il n’y a qu'un plan perpendiculaire
a I'axe des a qui puisse produire une civcenférence de cercle.

498. Les conséquences préeédentes soulfrent quelques modifieations pour
les deux paraboloides,

Les coelliciens A, B, Cde I'équation transformée en 2y ont (n° 4g6) pour
valeurs ,

A= Msinr§ 4 MW cos» 6 eos? 95
B = — 2N’ cos § sin p cos p,
€ = M sin? g3

ce qui fait voir d’abord que Phypothése sin ¢ = o esi inadmissible, si Pan
veut que Pintersection soit une circonférence de cercle, puisque cette sup-
position entratnerait C=o, et que, dans le cas du cercle, ce coellicient
doit exister.

Ainsi les deux conditions B = o, A = C, deviennent ici

-

cosfcos p=o, et DMsin? =DM sin®y,

equations auxquelles on peut satisfuire,

s0it en supposant cos § = o , doi sin ¢ = = \/ %[l; 5
. T M’
soit en supposant ¢os p = o, d'ol sin § = == W

Ces deux systémes sont néecssairement imaginaires, dans le eas du para-
boloide hyperbolique , puisque M et M’ sont de signes confraires (résultat
«ui s'accorde avec ce qui a été dit n® 4gb). Pour le parabolpide elliptique,
le premier systeme seul est admissible , et le second inadmissible, si I'on a
M < M’; le contraire a lieu, lorsque M est > M',

Soit enfin M =M’ ; il en résulte

co 0 = o0, et sinp = == 1, on co5 ¢ = 0,

ou bicn , cos p = o, d'ontsin § = == 1, ou cos 6 = 0;
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d'ott Pon voit que ces denx systémes rentrent P'un dans Pantre ; et ils signi-
fient que le plan sécant est perpendieunlajre & Paxa dos a.

%99. Remarque. Comme les conditions B = o0, A= €, ne déterminent
que les angles 8, ¢ , ot non les coordonnées a, b, ¢, il s’ensuit que, pour
chaque surface du second degré (le paraboloide hyperbolique exceptd) iZ
existe deuzx systimes de plans en nombre infini, qui donnent des circonférences
de cercle ; et les plans de chaque wystéme sont paralleles ‘entre enw. Toute-
fois , si la surface estde révolution , les deus systémes se réduisent & un seul.

On pent disposer, par exomple, des constantes indéterminées a, b, ¢, de
maniéra que Poriging des coordonnées soit au centra méme de la'section
ce qui exiga que, dans I’équation transformée du n° 4g5, les termes D, B,
soient nuls, Or, si l'on pose

aMe sin & — oM’ b cos 8 cos ¢ <~ aM"a oos § sin p =0,
2M’ bsing 4 2M" acosg=0,

on obtient deux équations linéaires en a, &, c; ce gui prouve que, pour
chaque systéme de plans séeans , les eentres de tous les eercles sont situds sur
une méme ligne droite. En dautres termes, toute suface du second deogré, &
Pexception du paraboloide hyperbolique , peut étre engendrée de deux ma-
ni¢res par le mouvement d'un cercle toujours paralléle & lui-méme et variable
de rayon,

Des Plans tangens aux surfaces du second degré.

5(30. De méme que nous avons défini (n® 495) la tangente en un poini
queleonque d’une courbe, I’élément de celie courbe, prolongéindéfiniment,
nous considérerons aussi le plan tangent en un point déterminé dune surface,
comme Vélgment de celte surface prolongé inddfiniment.

11 résulte de cette définition que, comme 1'élément de la surface en un
point queleonque, se compose de tous les élémens des courbes quion ob-
tient en coupant la surfice par une suite de plans qui passent par ce
point, et que ces ¢lémens ne sont autre chose que les tangentes aux
conrbes, en ce point; il en résulte, dis-je, que le plan tangent est
encore le liew de routes les tangentes aur différentes courbes qu'on peut
‘maginer sur la surface par le point donné, et que sa position est déter-
minée, dés que I'on connalt celles de deux des tangentes.

Cest cette dernicre considération qui va nous servir 4 trouver Péquation
du plan tangent,

Soit d'abord Msa 4~ M2 o M"22 - P = o... (1)

Péquation générale des surfaces qui ont un centre ; et appelons =, %, 57 les
coardonnées du point par lequel on veut mener un plan tangent & In surface .
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on a déja la relation
Ms's 4 My ok M2 P = 0... (2)

Malntenant , si, par ce point, on imagine successivement deux plans
paralléles au plan des zz et au plan des yz, on aura pour les équations des
intersections de la surface par ces deux plans,

y=1y, Mz o4 Mza 4~ My’'s o~ P = 0,
= af, Mz o4 My 4 M2'» + P = o;

et pour les équations des tangentes & ces seetions, au point af, ¥/, 5 (vay.

n¢ 592),

ry=y, Mz 4+ MWz’ My's - P = o... (3)
a=a, Mz 4 Myr'4 M'2's +P = 0... ()

Or, le plan tangent doit, en vertu de ce qui a ét¢ dit ci-dessus, passer
par ces deux tangentes ; ainsi la question est ramenée & trouver I'équation
d’un plan passant par deux droites dont on a les équations.

Dabord , comme le plan doit passer par le point «’, ', 5/, son équation
est de la forme -

A@—2) +Bly —)+ Cle — ) = 0... (5

1l suffit maintenant d’exprimer que ce plan, qui renferme déji un point
ecommun aux deux droites, est paralléle i chacune d’elles, On a, pour cela
(n® 451), les deax conditions

Aa = Bb 4+ €C=nq,
Ad = B+ C = o;

mais les équations (3) et (4) peuvent se mettre sous la forme.

MY (M)

¥ = = s ST ¥y = o4y,

; Mz’ (M"3 4-P)
T = 0.5 4= ', J=-ET?'Z—_‘__1\T7_"__’

. Ms" Ms"
ce qui donne ¢ = — Sl b=o0, a=0, b':—m-,;

done les denx relations ci-dessus deviennent

Mz M2’

Ax—w-l-.(}:o; d'on A=W'L’
Mz’ e o
Bx—-l—‘fx;‘;y-f-C:o; dlan B—ma,-- .
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Substituant ces valeurs dans Péquation (5), on obtient enfin ,
M (s — &) 4 MY (r — ) + M& (x — 2’ = 0... (6)
ou développant et ayant égard & la relation (2},
Mz + My + Mz’ + P =o,

équation qui ne différe de I'équation de la surface, qu’en ce que les carrés
52, 2, a%, sont remplacés par les rectangles z5', yy’, zz’.
B04. Passons actuellement aux surfaces dépourvues de centre.
L’équation générale des paraboleides étant
M2 = My2 4 aNz = o... (1)

{ on verra bientdt pourquoi I'on suppese le coeficient de = égal & aN"), on
a pour la point de la surface dont les coordonnées sont 2, ¥', 2/,

Mz's 4 My'a o aN"2" = 0... (2)

Les équations des intersections de la surface par deux plans paralléles aux
plans des x= et des ys, passant par le point (&', ¢, 5" ), sont

y=y, Ms - aN + My2* = o,
r=a", Mz - My* - aN"2' = o;

et celles des tangentes & ces courbes, menées par le méme point, sont
{n° 392)

r=y, Mz' 4 N (x4 2') + My's = o,

=, Mz 4 Myy" 4 aN"2 = o.

Maintenant , le plan tangent devant passer par le point 2/, »*, 2, son éque-
tion est de la forme
Ale =)+ B(r —7)+C(z —2)=0ju.. (3)

les relations qui expriment que ce plan est paralléle aux deux droites, étant
toujours Aa- Bb4-C =0, Aa’+Bi 4-C=o0, ona évidemment ici.

Mz M:'
¢ =— sy el'=0; 5'3—W.5

ce qui donne pour les deux relations,

Mz*
&x-——--{-C_o, doi =

B x M“ ;€ =0; dot B= Wl?c
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11 vient done, par la substitution de ces valeurs dans 'équation (3),
— N (2 — 2') 4+ MY (r — ") + Ms"(5 — &) = o,
ouyayant égard & la relation (2)
Maz'/o My’ 4 N (2 4 o) = 0 ;
Ta terme aN“z, ou N"z - Nz, se trouve changé en
Nz 4 N"z% on N' (= 4 2).

502. 5il'on voulait obtenir les équations de la normale, c'est-d-dire de
la perpendiculaire au plan tangent , menée par le point da contact («/, 7%, 57),
il suflirait d’appliquer les principes établis (n® 4335 ), ce qui n'ofire aucune
difficulté. Ainsi il est inutile de s’arréter sur cette question,

5035. On peut se proposer de mener un plan tangent & une surface du second
degré, par un point pris hors de cette surface.

Sofent «", ", 5%, les coordonnées de es point; 2, ", &', désignant toujours
celles du point de contact. On a entre ces coordonnées les deux relations

Mss 4 My/s o M'a’s 4= P =o,... (1)
Ms's" 4= MYy'y” + M’z + P = o.... (a)'

( nous ne considérons ici que les surfaces qui ont un centre).

Ces équations renfermant trois inconﬁes #', »', &', nesuflisent pas
pour les déterminer. Ainsi, par un point extérieur, on peut mener une in-
finité de plans tangens & une surface du second degré.

En donnant & =’ une suite de valeurs arbitraires , on tirerait des équations
tes valeurs da »’, ¢, correspondantes 4 chacune de ces valeurs, et I'on ob-
tiendrait ainsi les coordomnnées des points de contact de tous les plans
tangens ; ou bien, si 'on éliminait suceessivementy” et 2/, on parviendrait
4 deux nouvelles équations en 2, o, et en »’, 5, qui ne seraient autre
chose que les équations de la courbe passant par tous les points de contact;
et cette courbe pourrait étre regardée comme la base d'une surface conique
dont le centre serait aw point donné , et qui envelopperait la surface du secord
degré proposée.

D’ailleurs , Péquation (2) étant linéaire en z*, )", &/, il &’ensuit que Ia
courbe de contact est plane; et puisque cette courbe est située sur une sur-
face du second degré, nous pouvons encore conclure (n°495) que celie
courbe est du second degré, aussi bien que la surface conique dont elle est
Ia base,

S04. Nous terminerons la théorie des surfaces du second degré par Ia
démonstration d’une propriété fort curieuse de Thyperboloide 4 une nappe
et du paraboloide hyperbolique. Cette propriété, qui pent se déduire trés
simplement de la considération du plan tangent, consiste en ce que chacune
de ces dewr surfaces peut étre engendrée de deur maniéres différentes par la
mouvement d'une ligne droite,
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Reprenons I'équation des surfaces qui ont un centre ,
Ms* 4 My - M2 4 P = 0. (1)
on a (n® 500) pour Péquation du plan tangent & ces surfaces,
Mss” 4 Myy 4 M'zz’ 4 P = @;... (3)
les coordannées @/, 7', &, étant d'ailleurs liées entre elles par la relation
Mz 4 o M’% 4~ M%"™ + P = o... (3)

Pour déterminer les points qui se trouvent & la fols sur la surface et sur
le plan tangent, il suffit de combiner entre elles les équations (1) et ().
Or, si l'on double I'équation (2), et qu'on la retranche de la somme des
équations (1) et (3), il vient

M(s — 5 + M (r — 79 + M (2 — )2 = 0,... (§)

équation d’una nouvelle surface dont tous les points communs avee le plan
tangent appartiendront aussi & la surface proposée ; puisque cette equation
peut remplacer Péquation (1).

Observons d’abord que, si ﬁ;cnaﬁiciens M, M, MY sont tous trois
positifs,, Péquation (4) ne peut satisfaite que par =2 y=y'; x=2o'{
Done , dans co cas, qui est eelui de Vellipsoide, 1e plan tangent n'a qu'un
point commun avec la surfuce.

Mais supposons que Pon ait M, M' positifs et M” négatif ; I'équation (§)
et 'équation (2) deviennent

M(s — ) & M (r =% — M' (2 — )2 = q,... (5)
Mss'! 4 Myy"'— M'zz 4 P = o,

que nous remettrons (n°® 500) sous la forme
Md (8 — &) 4 My (y — y') — Ma'(z — &) = 0... (6)
Cela posé, afin de reconnaitre si les surfaces représentées par les équa-

tions (5) et (6) peuvent avoir une droile commune, nous combinerons ces
écquations avec les suivantes ,

t—a=ale—4), ¥y —y'=blg—a)... (7

qui sont les équations d’une droite passant par le point =) »’ 5"; et nous
ticherons de déterminer a, b, d’aprés la condition que la droite se trouve
tout entitre sur les denx surfaces.

Or, si Pon substitue dans les équations (5) et (6) les yaleurs de x — =5
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y — ", tirées des équations (7), on trouve pour les résultats de cos substi-
tutions ,

(e =P M + M — Ma?) = o,

(¢ — 2§ (Ms"'4 My’ — M"az?) = o,
ou bien, faisant abstraction du facteur (s —= z%) correspondant am point
z", »" s’y que nouns savons déjh se trouver A la fois sur les deux surfaces ot

sur la droite,
M + Mb — M'a* = o0,..... (8)

Ms/e Woy"— M= o...... (9)

Tellos sont les relations qui expriment que la droite se trouve tout entiére
sur les deux surfaces.

On déduit do Téquation (g),
M’y".b + Ms"

a4 =

d'o1, substitnant dang 'équation (8) et ordonvant,

M/ (M2 — M/y's) b» — 2MM'y's", b = Mg’ — MM"a" ;

£ . MMyt /MMM 27 (Mz'> — My’ — M’a"3)
onc = — M (M"a"l g nl;jréj

ou, en ayant égard & la relation Ms'® 4= M2 — M2 4+ P = o,

5 — MMYE ')/ MMM P
- M (M7A—M577)

La valeur de 2 étant ealeulée, on la substituera dans Pexpression de a,
¢e qui donnera la valeur eorrespondante de cetle seconde indéterminée,

I reste actuellement & savoir dans quel eas la quantité b sera susceptible
d'une détermination réelle. Or, eela ne peut avoir lien (M, M, M" étant
supposés ici essentiellement positifs) qulautant que P est négatif’; condition
qui (n® A483) correspond a Phyperboloide & une nappe.

Donce , pour ce genre de surfaces , le plan tangent en un peint queleonque
« deux droites communes avec cette surface. En d’autres termes, il n'y a pas
un point de la surface par lequel on ne puisse imaginer denx droites qui
se trouvent tout entiéres sur cette surface; ou bien encore, la surface pent
dlre eonsidérée comme engendrée par une droite de deux maniéres différentes
(voyez n® 471).

S05. Cette propriété du plan tangent & hyperboloide & une seule nappe,
winfirme pas Ia définition que nous avons donnée du plan tangent (n° 500)
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au contraire, elle en est une conséquence naturelle ; car, puisque le plan
tangent se compose d¢ toutes les tangentes menées en un point queltonque,
si I'un des ¢iémens de la surface est une ligne droite, le plan tangent doiy
passer par cette droite, qui est sa propre tangente.

C’est ainsi que le plan tangent au cdne touche la surface suivant une de
ses pénératrices; co qulon peut voir d'ailleurs d’aprés ce qui précéde.

En effet, la surface conique n'est quun cas particulier de Phyperholoide,
et s’obtient en posant P —=o.

Done les valeurs ci-dessus de a, b deviennent

MMy MMy

Y= Wares — ey — MM 2
_ M%s + Mg Mo
el L = Wae 5

Or, il est aisé de reconnaitre que ces valeurs sont précisément les I.:m;';un Les
des angles que forment avee Paxe des =, les projections de la genératrice

du edne
Mss 4~ My2 — M"z2 = o.

Il est & remarquer que Dégquation (5) du numéro préeédent, est celle d'ur
cone dent le eentre a pour coordonnées +°, ¥/, 25 car on en déduit

s M (x — 2 ol
= P
._:' \/ “ (2 — 52 ‘\‘I (;—3’-),

résultat qui (n® 465) caractérise une surface conique.

b

306, Passons aux paraboloides, On a pour leur équation,
M2 4 M2 4 2Nz = 0,..000.. (1)
et pour celle du plan tangent an point 2/, ', = (n° 501),
Mg 4 Nyt 4 N (2 4 o) = 0,... (2)
«*, #%, &' élant liés par la relation -
Mz + M4 o+ aNz" = 0.100i-00 (3)

Ajoutons les équations (1) et (3), et retranchons de leur somme le double
de la seconde ; il vient

M(z — ) + W (> — 2 = 0,0-. (§)

résultat qui peut remplacer I'équation (1), en tant que Yon cherche ilf*i
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points communs & la surface proposée et au plan tangent. Or comme, dans
Ihypothése ot M, M sont de méme signe, 'équation (4) ne peut étre

satisfite que pars=z7, y =73, il s’ensuit que lo paraboloide elliptique
ne peut avoir qu'un point commun avec son plan tangent.

Mais supposons M/ négatif, et mettons le signe en évidence ; équation )
devient

Mz — £ — M(ry — 5 = 0j5... (5
on en déduit y—yl=k (s — 4 \/%;

d’oti Von voit que Péquation (5) représente un systéme de deux plans per-
pendiculaires an plan des yz, et dont les intersections avee le plan tangent
sont, en geénéral, deux lignes droites. Nous sommes done en droit de
conclure immédiatement que le paraboloide hyperbolique et le plan tangent
en un point quelconque de cette surface , ont dewx droites communes passant
par ce point.

Mais pour fixer la position de ces droites, comme nous 'avons fait plus

haut, nous eombinerons I'équation (5) et celle du plan tangent, qu'on
peut (n® BOX) présenter sous la forme

M (2 — #) — MY (y — ) + Nia — #) = o,... (6)
avec les équations
r—=alr—¢), ¥—3=Ubz—i.. ()
Il résulte de la substitution de ces valeurs de = — 27, y — 7' dans
les équations (5) et (6), et en faisant abstraction du facteur z — ¢/,
M — Mi» = o, Mz"—' Mby" 4~ N'a = o.

On tire de la premiére,

=k \/-1\1%,

d'oit, substituant dans la seconde,

—ME=y VM
'Nu 7

ces valeurs de @ et de b sont réelles, dansle cas du parabeloide hyperbo-
liqgue. Done il wy a pas de point de cette surface par leguel on ne puisse
imaginer deux droites situdes tout entiéres sur la surface.
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La substitution de la valeur de & dans la seconds des équations (7) donne

M
r—:’=¢{s—-n’.‘r\/ﬁu

résultat identique avee celui qulavait donné Péquation (5).

Comme b est indépendant de =, y', #/, il s’ensuit que, dans les deux
systémes de génération dn paraboloide hyperbolique par une ligne droite,
les projections de toutes les droites d'un méme systéme sur le plan des ys
sont paralléles entre elles.

Donc ces droites sont elles-mémes situées dans des plans paralléles entre
cux; ¢t clest 1 ce qui peut servir & distingner I'hyperboloide & une seule
nappe du paraboloide hyperbolique, quoiqu’ils aient un mode eommun de
génération : davs celui-ci, toutes les droites génératrices d'un méme sys-
téme sont paralliles & un méme plan; tandis que, dans l'autre, les géné-
ratrices ont une direction queleonque dans espace:

La surface eonoide que nous avons obtenue (n°% 466 et suivans), en sup-
posant qu'une droite glisse le long de deux autres, et de maniére i rester
constamment paralltle & un plan, n'est auire chose que le paraboloide hy-
perbolique.

FIN.
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JUILLET 1843.

IMPRIMERIE ET LIBRAIRIE
POUR LES MATHEMATIQUES, LA MARINE,
LES SCIENCES ET LES ARTS EN GENERAL.

EXTRAIT DU CATALOGUE

Des Livres qui se trouvent chez BACHELIER, imprimeur-libraire
de I'Ecole Polytechnique, _du Bureau des Longitudes, de I Ecole
centrale des Arts et Manufactures, etc. , quai des Augustins, n® 55,

OUVRAGES ADOPTES PAR I/UNIVERSITE DE FRANCE,
POUR L'ENSEIGNEMENT DANS LIS coLLﬁGES, etc., ET DESTINES AUX caN-
DIDATS FOUR LES ECOLES POLYTECHNIQUE, MILITATRE, DE MAR INE, etec,

[ A r
TRAITE DE MECANIQUE ,(par 5.-D.POISSON ; pEUXIEME EDITION, Gox=
SIDERABLEMENT AUGMENTEE, 2 forts volumes in-8., avee planches, 1833, 1§ fr.
Cette (dition est entiérement différente dela premidre, et pour la rédaction, ey
pour Pordre que I’auteur a suivi dans exposition des matiéres; cet ordre est Ealng
que I’on a adopté, dans ces derniers temps, & I'Eccle Polytechnique, et qui paraie
le mienx convenir i I'enseignement. %)umquc cet onvrage soit an traité ({e foam
nique rationnelle, Pautenr n'a cependant pasnégligé d'indiquer les principales ap-
plications de cette seience & la Méeanigue P.m,“q“e‘.l“es autres exemples necessaires
pour ¢claircir les questions géncrales ont €te mul[:ipliés et choisis, surtout, dans
PAstronomie et dans la Physique , et quelques-uns dans U'Artillerie. De cette ma-
nidre ; ouvrage ]}uut servir i faciliter la lecture de la Mécanique céleste; on y
trouve aussi tons les principes de la Physique Mathématique dont Panteur s'est
ocenpt dans différens mémoires, et dans Pouvrage publié récemment sous le tiire
de Vouvelle Théorie de l'Action capillaire. Le traité de Mécaniqne que nous
annoncons est une introduction i d’autres ouvrages oh l'autenr se propose de réa-
nir et de développer les théories physiques auxquelles on a appliqud jusqu’a present,
avec quelque sucEés , Panalyse mathématiqme.
Lt - »
TRAITE ELEMENTAIRE D’ARITHMETIQUE, & Pusace des Ecoles
primaires; par M. L, Pouneiv-DErLArronest, Inspecteur des Ecoles primaires
Je la Dordogne, autorisé par le Conseil royal de I'Université , pour I'usage des
Ecoles primaires €lémentaires, des Ecoles primaires supérienres, des Ecoles
normales primaires ; vol. in-12, 1842, prix: broché, 1fr.a5¢., et 1o c. de plas cart.
COURS DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE, & Pusage des Eltves qui
se. destinent & PEcole. Polytechnique, augmenté de la Trigonometrie de
M. Bourpox. Ouerage adopté par l'Université pour lenseignement de la-
Geéométrie ; par VINCENT, Professenr :1u Mathématiques au Collége Saint-Louis;
cisquitsE Eprtion, 1 vol in-8., 1843, 7 fr.

TABLES DE LOGARITHMES, de LALANDE, étendues & SEPT DECI-
DMALES, par Mane, précédées d'une Instraction, dans laguelle on fait con=
naitre les limites des errenrs qui penvent résulter de Pemploi des Logarithmes des
nombres et des lignes trigonométriques; par le Baron REYsAup, examinateur des
candidats pour I‘Ecole Polytechnique, ete.; in-12, STEREOTYPE (lUirage de 1840,
corrigé), fr. 50 c.

~— LES MEMES, relies en demi-relinre, : 4 fr.

Ouvrages deM. LACROIX, Membre de U'Institut, Of . de la Légion-d’Honneur,
Doyen des Sciences a I'Université, Professeur au Collége de France, etc.

COURS DE MATHEMATIQUES & I’usage de i’Eco!c, cen_!rala des Quatre-
Nations, Ouvrage adopté par le Gouvernement pour les Lycées, Ecoles secon=
daires, Colléges, ete.; par M. Lagroix , de I'nstitat, 10 vol. in-8., 50 fra

Chagque volume du Cours se vend séparément, savoir ;

Traité élémentaire A’ Arithmétique, 192 €édition , 1836, a fr.
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, 1 Alobbre, 17 édition, 1842, & 6
%}c':;::: geﬁé%oméirig. 150 édition,, 1837, héri P . 0
T::lilé élémentaire de Trig““",‘?“!‘"u rt;%lal]:gnc SESRUCHIUE TRt APPIICMIDEI gre

'Aladbre séomélrie, g¢ éditton, 1097, i

IAI??I)::nz::‘l‘:::JElémens :l‘j\lgi'hre, tie édition, ‘?35: N 4 .
Egﬁg[;;em des Elémens de Géométrie, ou Elémens de Geoméirie descrlpélive,

e ¢dition, 1840, LB A S 8 4 fr.
L id ey artat alenl différenticl et de Caleul intégral, 5e édit., 1834, e
Traité ”lf'l"gigﬁud:m?:;: en geénéral, etsur celui des Mathématiques en pnrjlicusl)ier,
E:auli\;gu;g.re A’étudier et d’enseignerles Mathématiques, 1 volunie in-8.; quatritme

sditi mentée, 153 .

édition, revue ol Honl des Probabilitds, in-8., 3¢ édit., 1833, avec nnepl. 3 fi,
%‘nrﬁ-l;fluc:inn a la Géographie mathématique et physique. 2¢ édit., in-8., avec cartes,

fr.

1811, 3 5 10

4 connaissance de Ia sphére , in-18. , ) I fr. 25,
%ﬁ%}cﬁ:}l&?ﬁl’; LrIli:r}I‘ DECALCULDIFFERENT IEL ET IN:I'EG RAL, 3v. in-.

Le Z'raite élémentaire d’ Arithmetique; les l'.tcmgns .d Algébre, qui_ne

tiennent que les princi?es et les méthodes tl’m:n_a application usuelle ; les £ilé-
cor_lm Je Géométrie, on ’Auntenr a tiché de concilier J_e.g rigueurs des démonsira-
’!wus avec Pordre natorel des propositions; et le T'raité e‘Zemenza:re de Trigona-
:::étrfc et d’ Application de U'Algébre a la Géométrie, composent un Conrs
¢lémentaive aprés lequel on pent passer immédiatement au L'raite de Caloul dif-

drentiel et de Caleul intégral. L’Auteur a évilé I’_!!qaplm des formules de
'Algébre supéricure, afin de ne pas retarder Pentrée glcs_Elcws dans la Mécanigue
et ses applications, qui sont ordinairement le l:ut_prmm al ch Péade des Mathé-
matiques. Il n’a cessé, i chagne édition , de perfectionner les détails deses ouvrages
et de veiller & leur correction. ! 7 ! ;i
BOURDON, [Inspecteur zt;érmral_ de I‘,Un;aerfzgs de' Par’z‘s, E{a'?:mafeur des
Asgir{ms al’Eeole Po y‘tecflmquc. ELEMENSD’ARILT HME'.I.IQUE, 1 vol.

in-8., 20¢ édition, revue et corrigée, 1843, 5 fr.
Tous les exemplaires portent la griffe de 'autenr et celle dn libraire=éditeur.
— BELEMENS D'ALGEBRE, ge édition, 1 fort vol. in-8., 1843, 8 fr.

— APPLICATION DE L’ALGEBRE A LA GEOMETRIE, contenant les
deux Trigonométries et la Géométrie A trois dimensions; j¢ édition, 1 fort vol.
in-8:, avec 15 planches, 1837, 7 {r. 5o c.

BIOT, Membre de I'Institut (}uofessenr au_Collége de France, ete. TRAITE

LEMENTAIRE D’ASTHR NOMIE PHYSIQUE, destiné & 1’enseignement
dans les Colléges, etc., 3¢ édition, entidrement refondue et considérablement
angmentcée ; 3 forts vol. in-8. et atlas, (sous presse).

Le 1¢r Volume, avec un atlas de 26 planches, est en vente,

Le 2® volume est sous presse.

~—FESSAI DE GEOMETRIE ANALYTIQUE a pliquée aux conrbes et anx sur-
faces du second ordre; in-8., avec 10 planches, 1835), 8¢ éaution , revue, corrigée et
angmentée, | 7 fr. fo .
= NOTIONS ELEMENTAIRES DE STATIQUE destinées aux jeunes gens
i se préparent pour I'Ecole Polytechnique et qui sniveut les Cours de I'Ecole
e Saint-Cyr; 1 vol. in=8., 1828, - 4 fr.
LEFEBURE DE FOURCY, Examinatenr des Aspirans 4 I'flcole ropale Polytech-
nique, doctenr &s-Sciences, ete. Liecons de Géométrie analytique, données au
Collége (fnlial de Saint-Lonis, dans lesquelles on traite des Problémes déter-

a

mings, a ligne droite et des lignes dusecond ordre, etc; ae édition, 1831,
1 vol. in-8, , 7 fx. 50 ¢c.
— Gdomdirie descriptive, 2 vol. in-S, dont un de pl, 10 irs
= Legons d’Algéhre, n fr. 50 c.

MAYEI_K, Qhefd‘um Instilmiﬁn, lytechnique, et CHOQUET, Professeur de
Mathématiques. TRAITE ELAMENTAIRE 1'ALG BRE , 1 vol. in-§.,
3mée édition, 1841, d 7 fr. 5o c.

BEZOUT. TRAITE D’ARITHMET IQUE 4 V’nsage de la Marine et de 1’Artil-
ler_;e, avec des Notes fort ¢tendues et des Tables de Logarithmes, pour les Eléves
qui se destinent a I'Ecole Polytechniqne; par A.-A -L. Reywavp, Examinatenr
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des Candidats & PEeole Polytech., ete., in-8., 20 édit. stéréot., 1839, 3fr. Soc:
‘Le texte purse vend séparément, afre
— Le méne , suivi des tables des poids et mesures et de tables de logarithmes, de-
puis 1 jusqu’h 10,000; in-80, afr. Soc.
Les Nntes se vendent aussi séparément afr. 50 c.
BEZOUT. ALGEBRE et Application decette science 4 la Géométrie ; nonvelle
édition, revue et augmentée de Notes fort étendues par A.-A-L. REywAup ,
Examinateur des Candidats & 'Ecole Polytechnique, etc. ,in-8. , 1829, 7 Ir. 50c.
Le texte pur se vend séparément, fre
Les Notes se vendent aussi sépardiment, 4 fr. Soc.
—— GEOMETRIE contenant la Triiounmétrie rectiligne et la Trigonométria
sphérique ; suiviedes théorémes et problémes sur la Géomérie; des élémens de
comelrie descriptive, etc., par RExnaun,5¢ édit. avec28 planches, 1836, 7ir. 5oc.
Le texte pur se vend séparément,, 4 fr.
Les Notes se vendent anssi sépnrément, 4 fr. 50 ¢c.
c=e— TRAITE DE NAVIGATION, nouvelle édition, revue et avgm. de Notes, et
d'one Section supplémentaire ot Pon donne la manitre de faive les Calenls des
Observations avee de nonvelles Tables qui les facilitent; par M. de Rossel,
Membre de I'Imstitut et dn Burean des Longitudes, Contre-Amiral, etc.,
1 vol. in-8., avec 10 planches, 7 4r.
“COURS DE PHYSIQUE professé 4 "Eeole Polytechnique, par M. Laug ; seconde
édition, trois volumes in-8, , 1%0, ' 18 fr.
DIDIEZ. PETIT COUKS ELEMENTAIRE D’ARITHMETIQUE théorique
et pratigque A 'usage des commeneants; in-18, 1833, 1 fr.
HAUY (Z’abbé), TRAITE ELEMENTAIRE DE PHYSIQUE, adopté par le
Conseil royal de 1Tustrnction publigue ponr Penseignement dans les Comges;
teoisiéme ddition, considérablement apgmentée, 2 vol. in-8.,avec 19 pl., 10 fr.
MONGE, Membre de PInstitut, etc. GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 6e édition,
angmentée d’une théorie des Ombres et de la Perspective, extruite des papiers
de ’Anteur; par M. BRISSON, ancien Eléve de I'Ecole Polyteelinique, Ingénienr
en chef des Ponts et Chaussées; 1 vol. in-4., avec 28 planches., 1838, 12 fr.
Quel que soit le mérite des onvrages gui ont été publids sur la Géométrie, ancan
ne porte cette lumitre gue cet illustre savant répandait si habilement dans ses lecons.
On aime A y retrouver les éclairs de génie gque Uinventenr distribuait avec tant d’art
dans ses discours, et qui électrisaient son anditoire, « En remontant dans le passé, je
» crois entendre, dit M. Franeaur , la voix de Monge, lorsqu’ii me fit comprendre
» les premiéres notions des arts qu'il avait assujéiis & sa nouvelle doctrine. Je
» voyais les voiites de pierve s’¢difier sous ses mains, les charpentes se dresser et
» s'assembler & son ordre dans leurs justes proportions, les ombres se distribner &
» sa voix sur les corps mis en perspective..... et ces sublimes lecons, je les re-
» trouve dans le' Taarré pe GEomETRIE DESCRIPTIVE, l'un des plus beanx titres
'» que ce savant, aussi estimable gue modeste, ait & la reconpaissance des hommes
» industrienx, » A
—— APPLICATION DE L’ANALYSE A LA GEOMETRIE, & P'usage de
I'Ecole Polytechnique), in-4., 5¢ édition, revue, corrigée et annotée par M. Lixou-
VILLE ([sou.f resse ). ;
=—TRAITE ELEMENTAIRE DESTATIQUE, 17)-- éd., 1834, vol. in-8., 4 fr.
* LEROY (Professeur A PEcole Polytechnigne). COURS DE L’ECOLE POLY=
TECHNIQUE. — ANALYSE APPLIQUEE A LA GEOMETRIE DES
TROIS DIMENSIONS, contenant les surfaces du 2¢ ordre , avec la théorie géné-
rale des surfaces courhes et des lignes & double conrbure; 3° édit. , revue, corri=
gée et augmentée, in-8., 1843, 3 ; 5 fr
* POINSOT , membre de Plnstitnt. ELEMENS DE STATIQUE, adugzes pour
Pinstraection pablique, snivis de quatre Mémoires sur lacomposition des toments
et des Aires, sur le plan invarinl?le du Systéme dn monde, sur la théotie générale
de Péqailibre et du moavement des systémes , et sur une théorie nonvelle de la ro-
tation des corps ; in-8., 82 édit. avee pl., 1842, 6 fr. Soc.
COURS D'ANALYSE DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE; par M. Durauzr;

professeur A cette Ecole; 2vol. in-8., 1840, 10fre

Ouvrages de M. le baron REYNAUD, Examinateur des Candidats del'Ecol
Polytechnique, de ' Ecole spéciale militaire, de Marine.

~—ARITHMETIQUE, & I'usage des Eléves qui se destinent & IEeole Polytech.,
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nique et & 'Ecole militaire ; a3¢ édition, angmentée d'ane Table des Logarithmes
‘des nombres entiers , depuis nn jusqu’a dix mille, 1 vol. in-8., 184a, 5 fr.
— ELEMENS D'ALGEBRE, a 1'asage des Eléves qui se destinent  ’Ecole royale
Polytechnique et & I'Ecole s];n.‘cinlc militaire; ¥ vol. in-8., 10¢ édit., 18395 ¢,
—TRIGONOMETRIE RECTILIGNE E%' SPHERIQUE; 3¢ édition, “suivie
des TABLES DES LOGARITHMES des nombres et des lignes trigonome-
triques de LALANDE, in-18, avec figures, 1818, i . 3fr.
Les %ahles de Logarithmes de LALANDE seules , sans la Trigonométrie , se
vendent séparément , 3 2 fr.
—COURS ELEMENTAIRE DE MATHEMATIQUES, DE PHYSIQUE
ET DE CHIMIE, suivi de guelques notions d’Astronomie al'usage des éléves
wise destinent & subir los examens pour le Baccalaarcat és-lettres, 3e édition,
considérablement angmentée, 2 vol. in-8. avec ar pl., 1836et 1839, 12 fr. o,
Ce Cours est entierement conforme an programme qui & cte publié par ordre de

P Université, dansle Manuel ponr le Baccalanréat és-lettres.
Le tome 1¢¢, contenant PArith., *Algébre, la Géométrie et la Trigonométrie, se

venid séparément 4 Al 7 fr,
Le tome 2® contenant la physique, des notions de Chimie et d’Astronomie,

183g. 7 fr.
—— et DUHAMEL. Problémes et Développemens sur diverses parties des Mathé-
matifues, in-8., 1823, aver 11 planches, fr.
—ARITHMETIQUE & I'usage des Ingénienrs du Cadastre, in-8., fr.
—MANUEL del” nqénicurr]uGa(]astre:ParMM.anmiéselBeynaud,in-:i., 15fr.
—— TRAITE DE TRIGONOMETRIE de Lagrive , avec les Notes de Reynaud,

in-8., 7 fr.
—NOTES SUR I’ARITHMETIQUE, 16e édit. in-8., 183, a2 fr. 5o c.
—— — SUR LA GEOMETRIE, in-8., 1o¢ édit., 1838, 4 fr. 5o c.
—— —— SUR L’ALGEBRE et Application de 'Algébre & la Géoméitrie, in8.,

T 1834, > t¥i00 u,
—THEOREMES ET PROBLEMES DE GEOMETRIE, suivis de la théorie
des Plans et des préliminaires de la Géoméirie descriptive, comprenant la partie
;:I%Iie pour Padmission 4 'Ecole Polytechnique; rome édit. in-8., 1838, avee
) 5 fr.
=— PETIT TRAITE ELEMENTAIRE D’ARITHMETIQUE, suivi de no-
tions de Géométrie et de Physique, 2 parties en un vol. in-12, 1835. 3 fr 50 c.
— NICOLLET zr GERONO. COURS DE MATHEMATIQUES, &
Pusage des qules de Marine et des Aspirans & ces Iicoles; 3 vol.in-8.
l:" vol, Arithmétique et Algebre, par M. Reynand sépuisé.a
;c vol, (.,xcqmétrie et Trigonométrie , par M. Nicollet, fr.
vol. Statique et Ef[uilibrc des Muchines , par M. Gérono, 1838, fr.
GARNIER. TRAITE D'ARITHMETIQUE, ae édit. , in-§., 1808, 2 fr. 6o c.
"; EdLEMENS D'ALGEBRE, A Pusage des Aspirans & I'Ecole Polytechniqre;
¢dit. , in-8., 1811, revue, corrigée etangmentée, fr.
Suite de ces Elémens, a® partie , ANALE'YSE ALGEBRIQUE, nouv. édit.,
conmderahlg’men:sugmcnu:’e. in-8., 1814, 7 fr.5o ¢
e GEJOMETRIE ANALYTIQUE, ou Application de ’Algébre i la Géométrie;
sect}? e édition, revue etangmentée, 1 vol. in-8., avec 14 planches, 1813, 7.
—e— 'LéE;a\'IENS DE G,F,@}ME'I'HIE, contenant les denx Trigonomeétrics, les Elé-
Enen“. e la Polygonométrie et dulevé des Plans, et ’Introduction A la Géomeétrie
esill'lEpuve; 1 vol.in-8., avec plauches, 1812, 5 Ir.
—— LECONS DE STATIQUE, 4 i 5 igue;
K < i;:-B, et lanche:? Jh usage des Aspirans 4 'Ecole Palylechmgﬂé:,
TPILE?B?}‘S DE CALCUL DIFFERENTIEL; 3¢ édition, 1 vol. in-8., e
3 y 7 fr.
—— LECONS DE CALCUL DIFFERE 3RAL; in-8,
: ave'c‘ilf‘l??e!)es. 1811 et 1813, RELER [NTE(;RAL, nvol.;z fr:
-Tujef' inngC f’ BIOON DE L’ANGLE, suivie de Recherches analytiquessur le l;lé”“
g Ay 3 2! a fr. 5o c.
-_h.plDu:E:EEiSnSciE?N DES I_{I_A(_][N:ES des Eguaticns déterminées da premier dﬂﬁ":
sienr nues, et ¢limination entre fquati ¢ ; I AL
tox inconnues; 2@ i, y I vol. in-8., RSt qni cl'?r?qt‘t:a c.
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FRANC(EUR, membre de 'Institut, Professeur de la Facnlié des Sciences, ex-
Examinateur des Candidats de I'Ecole Polytechnigue, ete. COURS COMPLET
DE MATHEMATIQUES PURES, délié 4 S. M. Alexandre I¢7, Emperenr
de Russie; Onvrage destiné anx Eleves des Lcoles Normale et Polytechnigue,
et aux Candidats qni se préparent 4 y éire admis, ete.; 42 édition, revue et
angmentée, 2 vol. in-§., avec fignres, 1837, Ee} (R

—— URANOGRAPHIE ov TRAITE ELEMENTAIRE D’ASTRONOMIE,
4 l'usage des personnes pen versées dans les Mathematiques, ucuompngny' de
planisphéres ,etc. ; 5¢ edit,; consil. augm., dédice A M. ARAGO, 1 vol. in-B.
13319. avee pl., ; g fr. 50 c.

— TRAITEDE M.EC_ANI%JE ELEMENTAIRE.

—— TRAITE DE S'I‘ATI% E, in-8, 3 fr.

— ASTRONOMIE PRATIQUE, a¢ édition, revue et augmentée; t vol. in-8.,
avee 5 pl., 1840. . % fr. 5o c.

CLAIRAULT. ELEMENS DE GEOMETRIE & I'usage des dcoles primnizr:;;

¢

nouvellg édition, 1830, in-8, s
~—— ELEMENS D’ALGEBRE, 6e¢ édit., avec des Notes et des Additions irés
étendues, par M. Garnier; précédé d'un Traité d’Arithmétigne par Thévenean,
et une Instroction sur les nonveaux poids et mesures; 2 vol. in-8., 1801, 10 fr.
SUZANNE, Doctenr #s-Sciences, Professenr de Mathématigues an Lyeée Char=
lemagne,, & Paris. DE LA MANIERE D'ETUDIER LES MATHEMA-
TIQUES ; Ouvrage destiné 4 servir de guide aux jeunes gens, & cenx snriout
ui veulent approfondir cette Science, on qui aspirent 4 étre admis & 'Ecole
ormale ou & PEcole Polytechnique ; 3 gros vol. in-8., avee figures.
Chague partiese vend séparément, savgir : y
—— Prennére partie, PRECEPTES GENERAUX et ARITHMETIQUE; se-
conde édition , considérablement angmentée , in-8., 6 fre
—— Seconde partie, ALGEBRE, épuisce.
— T'roisiéme partie, GROMETRIE, in-5., 6 fr- 5o c.
BOUCHARLAT, Professenr de Mathématiques transcendantes anx Ecoles mili-
taires , Docteur ¢s-Sciences , etc. ELEMEN[E DE CALCUL DIFFERENTIEL
et de Calenl intéaral, 5¢ édit., revue et angm., in=8., avec pl., 18365, §fr.
——THEORIE DES COURBES et des Surfaces dun sceond ordre, précéddéedes prin-
cipes fondamentanx de la Géomdtrie analytique; 3¢ édit., ang., in-8 (sous presse
pouy paraitre fin de Septembre prochain).
ELEMENS DE MECANIQ IgE, in-8., 3¢ édition, revue et angmentde, avec
lanches , 1840. 4 7 fr.5o c.
SA%RI, INSTITUTIONS MATHEMATIQUES, servantd’introdnction & un
cours de philosophie & P'nsage des Universités de France , 6™ edit., 1835,, 6 fr.
LOUPOT, Professenr de Mathématiques an Collége royal de Nismes. ELEMENS
D’ASTRONOMIE; & 'usage des personnes peu versces dans les Mathiématiques,
in-§2, ayec planches, 1842, 5fr. 5o c.

AMADIEU. NOTIONS ELEMENTAIRES DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE
exizdes pour I'admission anx diverses Ecoles du Gouvernement; in-8., 1838, 2 £. 5o.
BAUDUSSON. LE RAPPORTEUR EXACT, ou Tables des cordes de chague
angle, depunis une minute jnsqu’h cent quatre-vingts degrés, pour un rayon de
mille parties égalesi 3e édition, 1842, in-18. a fr.
BERTHOUD. ART DE CON DUiRE El REGLER LES PENDULES ET
LES MONTRES, sixiéme et jolie edit., avee pl.. sous-presse. g
BRESSON.TRAITE ELEMENTAIRE DE MECANIQUE APPLIQUEE AUX
SCIENCES PHYSIQUES ET AUX ARTS, in-§., avec un atlas de 18 planc.
doubles, 1%3, 25 fr.
BRIANCHON. MEMOIRE sur les lignes du second ordre, 1817, in-8., a fr.
CARLIER, professeur de Mathématiques au Collége de Versailles. ELEMENS
D’ARITHEIETIQUE, 4 l'usage des Eléves qui se destinent 4 I'Ecole Polytech-
niqne, Militaire, ete.; in-8., 1837, : 5:fr,
CARNOT. REFLEXION SUR LA METAPHYSIQUE DU CALCUL IN-
FINITESIMALE, in$., 3¢ ¢dit., 1839, §-4x,
CATALAN. ancien ¢léve d¢ PEcole Polytechnique, répétiteur a ladite Ecole.
ELEMENTS DE GEOMETRIE ; in-8., avec 17 pl,, 1843, 5 fr. 5o c,
CONDORCET. MOYENS D'APPﬁENDREA COMPTE}'\ avec facilite; 3¢ éd.,
in-12, 1843, 1 ir. 5o ¢,
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sARITHMETIQUE, DE GEOMETRIE ET DE TRIGONOMf.
'G%‘H?g,ﬁlﬁzfgggges SouS‘Jfﬁﬂ’iel‘S du Corps roya! d*Artillerie, adopté 1l=ﬂrMﬁa

Ministre secxéterre d’Eitat an département de la” Guerre; in-12. avee'G p aniclies,
1850, o 4t
L‘Aarmm':'rlquz se vend séparément e B0 ¢

5 o THEMATIQUES , avee des Notes et des Additions
C%Eﬂ%mx?%:ﬁ:g]f\f?ﬁ:'fﬁfﬁ, e edit. rcv:.l? corrigde et angnientée, 1432, in-8,, é’i;arl:
COUSIN. TRAITE DU CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL, 3 vol,

in-. 1. ooy -y = ar fr.
_:iéfjj‘]ifli‘{ll'l"E ELEMENTAIRE DE LANALYSE MAT HEMATI%]_}E

i ‘BRE, in-8., g

D’TB[[{];?[IJ_‘.%E:‘ INC El’II‘ZS MATHEMATIQUES de fen J oseph-!%n:ng taseda Canha,
Professeur & I"Université de Coimbre (comprenant ceux de I’Arithmétique,, de
la Géométrie, del’Algébre, de son Application i Ia Géométrie, et du Caleul dif-
férentiel et intégral, traités d'une maniére entierement nouvelle ) , tradunit htrﬁ.ﬁ-a..

lu Portugais; in-8., 1816, ; St fr.

DE)EI‘E%{EU{JI{E"E:)K\%LEl DE GEOMETRIE, divis¢ en quatre parties,
1re partie. Géométrie plane , section élémentaire, n-5., - fr.

DUBOURGUET. TRAITES EE‘EI\EAELNI“H;@quES CA{JCBUL DIF FE“GJENF i
TIEL ET DE CALCULINTEGRAL, 2 vol.in=5, 1610 eL 1011, 16 fr.

DUPIN (haron Charles). GEOMETRIE ET ME.(:ANI U]‘:‘l DES ARTS ET
METIERS ET DES BEAUX-ARTS, Couns NonmAr & I'usage des onvriers
et des artistes, des sous-chefs et des chefs d’atcliers et de manufactures; 3 vol.

in-8., 1826. 18 fr.
Les volumes se vendent séparément : : Ey

1er yolume. GEOMETRIE, ou des Formes nécessaires 4 Plndustrie, 6 fr,
ame yolume. MACHINES ELEMENT AIRES nécesssuires i PIndustrie, 6 fr.
3me polume, FORCES MO'TRICES néecssaires 4 PIndustrie, G fr.

JOURNAL DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE, par MM. Lagrange, Laplace,
Monge, Prony, Fourcroy, Berthollet, Vaunquelin, Lacroix , Hachette, Poisson,
Sganzin, Guyton-Morvean, Barrunel, Legendre, Haiy, Malus, Amptre, Binet;

28 cahiers in-§. , avec des planches, 250 fr. Soc.
Les cahiers ci-aprés se wendent séparément.
A B T R b 1 e RS RPN SR Al
B USSR e T B At e (L7 Bty SRRl vnel 3P4
s I O SRR S 1 A R T R e S LT 0 %
B e Al s s v vinmare it i i A SRR Jin e, AR50
SFEL B T el o Vet b e 30 T30 hras s g U Sl Nl SiaaB 08
7et8— bis — ( Meécan. phil., BB Lt L | ol eeteie s PN
par M. Prony.).. 15 » ng" iy G RN PRI B |
et (T L IR | (o o, i S S LR A FRE L B @
N A L e & g o) S R il s eime e U
RS T AR Rnirim s med mbely o ocaind wr sl | 20 ag" — 1 SOV s A ST A
Fdo, Wsr, Sea e sarees 15 2l2g®  — Sous presse.

¥ Par suite de Padjudication quim’a été faite par le Domaine public, je sis seul
possessenr de la totalité des exemplaires du Journal de I'Ecole Polytechnique.

A partir du 23 cahier, ’imprime ce Journal pour mon compte: la copiec m'en est
remise par M. le Directeur des Ftudes.

EPURES DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE A L’USAGE DE L’ECOLE

i f:?:)ALsE F]’U(I;)’TEU‘HI\IIIQUE. contenant 102 planches gravées in-fo}- sans
2}, sur la Géométr Tipliv ¢ i ey

. pectiveetles Omhrcsl.LPIrIiex ;:55@:5:;‘5‘:: WCRapaIE e i ety algerﬁ‘-
COLLECTION D'EPURES DE TOPOGRAPHIE A LUMIERE OBLIQUE,
lll'fﬂl-.-;'mns texte , i 6 fr. Hoc-

—— —— DE TOPOGRAPHIE A LUMIERE DIRECTE in-fol., sgn?r l-?:?
+ W0 Co

—— —— Epures de machines, 4 fr.

—— —— EPUREDE LA MACHINE A VAP .aveclégende, 1 fr. 85 ¢
(‘;ASCHEAU.,‘Géomé:riu descriptive, Trairé :Iefglﬁ,fatzp?é;‘ie!:gcg:-g. ; fr. 5o c-
GIAMBONI. ELEMENS D’ALGEBRE, D'ARITHMETIQUE ET DE GEO-

METRIE, oul Atrithmétique et la Géométrie se déduisant des premiéres notions
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de P'Algihre, ete. , tradnit de Vitglien par Rovx, de Gendve, 3 vol. in-8., o fr.
ACHETTE, ex-Professenr & I'IEcole Polyiechnique. PROGRAMMES D’%N
COURS DE PHYSIQUE, ou Préeis des lecons sar les principanx plicnoménes
de la nature , et serquelques applications des Mathématiques A ‘a Physique, in-§.,
180y, X . b ir. Soe,

JUVIGNY. MOYEN DE SUPPLEER PAR L’ARITHMETIQUE A L’EMPLOI
DE ’ALGEBRE dans les questions d’intéréts composés, d’annuitds, d’amortisse-
mens, ete., terminé par une application spéciale du méme procédé & Pextinction
de la dette pu blique, 10-8., 1825, 2 fr.

LAGBANG'E embre de Ulnstitat. LECONS SUR LE CALCUL DES
FONCTIONS, in-4°, 1808 . : 15 fr

— TRAITE DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES de
tous les degres, avec des Notes sur plusieurs points de la Théorie des Equations
algébriques , 3e édition, in-4., 1826, 15 fr.

— THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIOQUES. in-4.

— TRAITE DE MECANIQUE ANALYTIQUE, 2¢ édit., 2 vol. in-§., 36 fr.

LAPLACE ( M. le marquis de), Membre de PInstitnt. EXPOSITION DU
SYSTEME DU MONDE, précédée de I'élogede M. de Laplace par M. Fourier,
Ge édition, 1835, in-4., avec portrait, 18 fr.

~— Lie méme, 2 vol.in-8., 1835. 15 {r.

—ESSAI PHILOSOPHIQUE SURLES PROBABILITES, in-8.,6¢ éd., 1840, 5f.

LEFEVRE, Géométre en chef du Cadastre. NOUVEAU TRAITE DE L°AR-
PENTAGE , & P'usage des personnes qui se destinent & Pétat d’arpenteur, an
levé des plans et aux opérations du nivellement, §¢ édic., entiérement refondueet
angmentée d'un Traité de Gégglésie pratique, onvrage conlenanl toot ce qui est
velatif & I'arpentage, Maménagement des bois et la division des propriéiés ; ce
qu'il fant connaitre pour les grandes opérations géodésiques et le nivellement,
avol.in-8. avee 30 planches nouvellement gravées, 1826,

— GUIDE PRATIQUE ET MEMORATIF DE L’ARPENTEUR, particu-
litrement destiné aux personnes qui n’ont point ¢tudié la. Géométrie ; contenant
toutes les méthodes nécessaives pour PArpentage, le levé des plans, Maména=

ement des bois, le nivellement, le toisé, ete.; 1 gros vol, in-12 avee 18 planch.,
ont ane colaride, : ! 6 fr. 50 c.

—— MANUEL DU TRIGONOMETRE, servant de Gnide anx jennes ingdéniecrs
qui se destinent aux opérations géoddsiques, suivis de diverses solutions de Géo-
métrie pratique, de ne]gucsmntes et de plusieurs Tableaux, in-8., pl., 1819, 5 fr.

—— APPLICATION DE LA GEOMETRIE & la mesure des lignes inaccessibles
et des surfaces planes, ete., on Longiplanimétrie pratique, in-8., 5 fig , 1827, 5 fr,

LEFRANCOIS. ESSAIS DE GEOMETRIE ANALYTIQUE, 2¢ édition,
revee et angmentée, 1 vol. in-8., 1804, a2 {1, fo. c.

LETERRIER. METHODE ET TABLE i Iusage des Géométres, pour rap-

porter sans le secours d’autres instrumens que I'échelie et le coinpas, les angles

observés avec le graphométre et dédnits de parallé]es; in-18,, 1fr.
LHUILIER. ELEMENS D’ANALYSE GEOM ThIQUE et d’Analyse algé=
brigue, appliqucs A 1a recherche des lieux géoméuiques, in-4., <180g, 15 fr.

, Professenr de Physique an Lycée Charlemagne & Paris etc. HISTOIRE
~ PHILOSOPRIOUE DES PROGRES DE LA PHYSIQUE, 4 vol. in-S, i
et 18, Shle 20 fr.
—— TRAITE COMPLET ET ELEMENTAIRE DE PHYSIQUE, présenté
dans un ordre nouveau, d’aprés les déconvertes modermes; 2¢ cdit., revue, corri-
de et considérablement augmentée, 3 vol. in-8., avee fig,, 1813, 18 fr.
LUBBE (S.-F.), Professenr & ’Université¢ de Berlin. '.l'l‘kAl_'J.‘éELEMENTA]ﬂE
DE CALCUL DIFFERENTIEL ET DE CALCUL INTEGRAL, wadait de
Pallemand par M. Karischer, in-8., 1832, { 7 frs
MASCHERONIL. PROBLEMES DE GEOMETRIE, résolus de différentes ma-
nitres, traduit de Pitalien, vol. in-8,, 1838, 2° édit., 3 fr. Soce
MASCHERONI GEOMETRIE DU COMPAS, traduit de I'italien par M. Ca-
rETTE, Officier su‘péricur du Gépie, in-8., 2¢ édit., angmentée d’'une Notice
.llingrupilique sur Pautenr, 1828, helle édition , 6 frz
MAUDUIT, Professeur de Mathémnatiques au Collége de France & Paris. LECONS
ELEMENTAIRES D'AlilTHMETiQUE, ou Principes d"Analyse numcrique,
in-8., nouvelle édition , 1804, fr.
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SAUDULT, LECONS DE GEOMETRIE THEORIQUE ET PRATIQUE,
© nonv. éd., revue, corrigée el angmentee, 2 vol.in-8., 1815, avee 1‘7‘]1].. 10 fr.
- '\][JLLET.’ex-D')Yen de la Facnlté des Sciences de Liyon, ete. GNOMONIQUE
- GRAPHIQUE, ou Mcéthode simple et facile ponr tracer les (_.adrang solnires sny
tontes sortes de plans et sor les surfaces de la sphére, et du eylindre droit,
sans aucun calen), et en ne faisant usage que de la régle et du compas, suivie de |4
Gnomonique analytigue, etc., 4¢ cdition, 1 vol, in-B.,avec pl., 1837, 3 fr. 5o,
~MONTUCLA. HIST IRE DES BE‘;‘HFBCHEb sur ln'([lzflrlrature dn Cercle,
fonv. édit, donnée par M, Si-L. (Lacroix), de'lnst,, 1830, in-8., pap. fin sat.,6 fr.
AMOULTSON. ABIII)‘HMETIQUE DES CAMPAGNES A I'nsage des ccoles pri-
* maires, envrage adopté par le conscil royal de ’Université, in-12, 1 fr.
PIERRE (J.-1.), EXERCICES SUR LA PHYSIQUE, on recueil de Questions,
de Problémes et d'Eclaircissemens , sur les différentes parties de cette science,,
avee les solntions , 1 vol. in—B.,_ '83‘:2' vt . _‘i— .l r.
PONTECOULANT (nE), ancien Eléve de ITEmIe'Pnl'jlcclml ne, Capiaine
au corps royal d'Btat-Major. THEORIE ANALYTIQUE DU SYSTEME
DU MONDE, 3 vol. in-8, avec Supplément, 1826 ct 185 - ‘3'1 fr.5o¢c.
POULLEL.DELISLE. Professenr de Mathématiques. APPLICATION DE
L’ALGEBRE A LA GEOMETRIE, in-8., 1806, 5 fr.
PUISSANT ; Membre de Plnstitat. RECUEIL DE DIVERSES PROPOSI-
TIONS DE GEOMETRIE résolues ou lh_:mnun'("ll:a ar PAnalyse ; 3¢ éd,
angmentée d’un précjs sur le LEVE DES PLANS, in-§., 1824, ~fr. 5? [
—— TRAITE DE GEODESIE ov EXPOSITION DES METHODES $I‘IEI(,-O..
NOMETRIQUESET ASTRONOMIQUES APPLICABLES A LA MES URE
DE LA TERREET A LA CONSTRUCTION DU CANEVAS DESCARTES
TOPOGRAPHIQUES, 3¢ édit. revue et aug., 2 vol. in-4., avee pl 1843, 4o fr.
REGNAULT, Professenr de Mathématiques. TRAITE DE GEOMETRIE,
comprenant les opérations grthiqurs et de nombrenses applicalions avx traviux
d’art et de construction, t vol, 1n-8%, avee 11 P]nnc‘hcsnSiﬂ. 5 fr.
RIVARD. TRAITE DE LA SPHERE ET DU CALENDRIER ; Re édit. (faite
sur Ja Ge donnde par M. Lalande ), revue et augmentée de notes et additions, par
M. Puissant ; 1 vol. in-8,, avee 5 pl. hien gravées, 1837, 5 fr.
SIMONIN. TRAITE D‘ABITHB{]@I'I ISZF DECIMALE, in-8., 2'fr. 5o c.
SERVOILS, Professeny aux Eecoles d”Artillerie. Essai sur un nonvesn mode dex=-
osition des PRINCIPES DE CALCUL DIFFERENTIFL, in-§, 2fr. 5oe.
S(BULAS. LA LEVEE DES PLANS ET' [JARPENTAGE RENDUS FA-
CILES , précédés de notions clémentaives de Trigonom dirie rectiligne & isage
des employds an Cadastre de Ja France, denxitme (dition, revoe et corrioée,
1 vol. in-18. , 1820, avee 8 planches , T.
STAINVILLE, Répctitenr 4 I'Ecole Polytechnigne. MELANGES D’ANA-
LYSE ALGEBRIQUE ET. DE GEOMETRIE, in-8., avee pl, 1815, » fr..5o ¢,
TERQUEM, professeuranx Ecoles d’artillerie. EXERCICES %E MATHEMA-
TIQUES ELEMENTAIRES, & 'usage des colléges, et aspirants anx Ecoles
_'1,\1ilsitairg,él’olylcclmique, Forestitre et Navale. ABI’l‘HMETIQYJ Ect ALGEBRE,
in-8., 184a, 4 5 fr.
TREUIL: , Professenr & I'Ecole militaire de Saint-Cyr. ESSAT DE MATHEMA-
TIQUES, contenant quelques détails sur I’ Arithmétique, ' Algébre, la Géoniétrie
et la Statiqne, in-8,, 1510, 1 fr.
JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES, recneil
mensuel de mémoires sur les diverses parties des mathématiques parJ. Liog viLLe,
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