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351 yaNDO tantas obras de matematicas-ele-
P,}g mentales se han publicado en estos ultimos
;“;‘FD anos, v algunas de gran valer, el Programa
S razonado, que hoy damos & luz, ha menester
de alguna explicacion que justifique su conve-
niencia ya que no su necesidad.

En modo alguno pretendemos llevar un
solo grano de arena al soberbio edificio de esta
ciencia, ni introducir en su exposicién noveda-
des 4 veces peligrosas: mas modestos son nues-
tros propositos.

El mejor cumplimiento de nuestros deberes
profesionales es unicamente el que inspira este
pequeno trabajo, en que tan sélo hemos aten-
dido al deseo de presentar desembarazados de
obsticulos los primeros pasos de una ciencia 4
que la mayoria suele cobrar injustificada repul-
sion, por las aparentes dificultades que su estu-
dio presenia en edad harto temprana.

En nuestro humilde juicio, la mayoria de
nuestras obras de texto adolecen del defecto de
ser harto latas para las actuales necesidades de
la segunda ensenanza.
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Precisa, pues, ¢l profesor hacer un trahajo
minucioso para separar lo absolutamente nece-
sario, de lo que excede 4 las condiciones de pre-
paracién y desarrollo intelectual de los alumnos,
no menos que al tiempo disponible.

Esta labor del Catedritico no siempre pro-
duce los debidos efectos, pues viene, en cierto
modo, 4 aumentar el rudo trabajo de los jévenes
alumnos, por la confusién que en su espiritu
produce; no siendo raro, & pesar de los esfuer-
zos de aquél, verles confundir lastimosamente
lo esencial con lo accesorio.

Ademas, la poca costumbre de tomar apun-
tes en estos primeros anos de su vida escolar,
dificulta gravemente las variaciones que intro-
duce el profesor en la obra de texto, al objeto
de aclarar 6 simplificar las cuestiones mas aridas
6 complejas.

Estas, y solo estas, son las razones que nos
han movido 4 condensar en un pequeiio cuerpo
de doctrina, adaptado al niimero y forma de las
lecciones de nuestro programa, las nociones
que estimamos deben exigirse & un alumno de
segunda ensenanza, de un primer curso de
matematicas elementales. La concision extrema-
da con que presentamos las teorias todas, al
objeto.de no imponer al alumno mas que el
trabajo minimo indispensable, acostumbrandole
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4 la vez 4 la precision del lenguaje matematico,
le dd hecho el extracto de las explicaciones del
profesor, que amplian, exclarecen y detallan
cada una de ellas. La omisién de la parte praic-
tica, obedece al proposito de que no leida, sino
ejecutada por el propio alumno, consolidando
asi las teorias, venga 4 completar, con el cua-
derno de clase que acompana en blanco 4 cada
ejemplar, el Programa razonado. Este procedi-
miento, cuya bondad nos justifica la experiencia,
vendra 4 ser, si acaso, la inica novedad que en
la disposicion de nuestra obra pueda apreciarse.
No hemos de encarecer su mérito, que no
es mucho; pero si hemos de permitirnos rogar
a nuestros comprofesores emsayen el procedi-
miento, en la seguridad de que ha de satisfa-
cerles el resultado. Son contados los que leyen-
do aprenden un curso de matemdticas; pero son
mas contados aun los que, calculando y ejecu-
tando ejercicios y problemas, no llegan 4 adqui-
rir conocimientos generales de estas ciencias.
Este principio, para nosotros axiomatico, es
el que hemos tratado de poner en prictica con la
publicacién de una obra que obliga al alumno 4
practicar los ejercicios todos de la leccion del dia.
En nuestro pais, donde las ensefianzas tedricas
dejan tan poco que desear, forzoso es dedicar al-
20, en todas las ciencias, 4 la ensefianza practica.
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Si el propésito es bueno, no faltard quien
sepa realizarlo, ya que por nuestra parte no po-
damos tener tamana pretension.»

Esto deciamos al publicar la 1.2 edicion de
esta obra, que tan benévolamente juzgada ha
sido por el Consejo de Instruccion Puablica 4
quien somos acreedores de eterna gratitud.

Hoy, recien publicado el Real Decreto de
16 de Septicmbre, que tan radicalmente cambia
el plan de estudios de segunda ensenanza, y que
tan conforme se halla con el espiritu que inspiré
nuestras anteriores palabras, confirmando, en
cierto punto, nuestras teorias; al hacer la segun-
da edicién de nuestro Programa razonado de
Aritmética y Algebra, hemos tenido que aten-
der necesariamente 4 satisfacer el diverso con-
cepto de esta asignatura para los alumnos de
2.y 5.° ano. Senalamos con caractéres distin-
tos la parte que & unos y otros corresponde,
a mas de los asteriscos que indican la reservada
4 los ultimos.

De esta suerte creemos responder al pensa-
miento del legislador, consiguiendo la con-
gruencia apelecida en el concepto, exlension y
+ fines académicos de esta asignatura en los dos
anos senalados.




ARITMETICA.

L.
PRELIMINARES.

1. Se d4d el nombre de eiencia & un conjunto de verda=
des enlazadas unas 4 otras y apoyadas en principios evi=-
dentes.

Proposicion, es la expresion oral de un juicio,

Las proposiciones matematicas reciben las siguientes
denominaciones.

Demostracion, es el razonamiento que empleamos para
hacer ver la certeza de una proposicion.

Definicion, es la breve enunciacién oral de una idea.

Axioma, es una verdad evidente por si masma, que
ni tiene, ni necesita demostracién,

Postulado, es una verdad de cardcter pridctico, que no
tiene, aunque necesitaria demostracion,

Teorema, es una proposicion cuya certeza necesita
demostrarse, .

Esta proposicién recibe el nombre de enunciado, y
consta de dos partes: hipétesis y tésis,

Hipdtesis, es lo que se supone cierto y sirve de funda-
mento a la demostracidn.

Tésis, es el resultado 6 consecuencia de la hipdtesis y
es el fin de la demostracidn,

L2
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Lema, es un teorema auxiliar que se antepone 4 otro
mds importante para facilitar su demostracién.

Corolario, es una consecuencia del teorema; del que
se deduce, bien sin necesidad de nuevo razonamiento, 6
4 lo sumo con ayuda de alguno muy sencillo.

Escolio, es una proposicién que sirve de enlace 4 otras
varias ¢ indica sus aplicaciones.,

Problema, es una proposicion en que se propone un
fin para conseguirle. La proposicién recibe el nombre de
enunciado. Todo problema consta de resolucién y demos-
tracién.

Resolucién, es el procedimiento que empleamos para
conseguir el fin apetecido, La demostracion justifica este
procedimiento,

2, Matemdticas, son las ciencias que tratan de las
leyes del tiempo y del espacio.

Se dividen en dos grandes ramas segin indica la
definicidn.

Aritmética, que trata de las leyes del tiempo, es decir,
de cuanto es numerable,

Geometria, que trata de las leyes del espacio, es decir,
de cuanto es medible.

3. La Aritmética, es la ciencia que trata de los niime-
ros, es decir, de su construccién, composicién y des-
composicién,

4. Magnitud, es todo lo que es susceptible de aumento
6 disminucién.

Cantidad, es la magnitud que se puede medir,

Nimero, es el resultado de medir la cantidad,

Unidad, es el tipo que tomamos para medir la cantidad.
De suerte, que el nimero resulta de comparar la cantidad
con la unidad, que es lo que lamamos medir la cantidad,

5. El nimero se divide en abstracto y concreto,
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Es abstracto, cuando no determina la especie de la uni-
dad 4 que se refiere, y concreto cuando la precisa,

También se divide en comensurable ¢ incomensurable:

Comensurable, cuando contiene exactamente 4 la uni-
dad varias veces, 6 a una de las partes iguales de la
unidad.

Incomensurable, cuando no contiene exactamente a la
unidad ni 4 ninguna de sus partes.

NUMEROS ABSTRACTOS.

I1I.

Numeracion de enteros,

1. Numeracion, es la parte de la Aritmética que nos
ensena d expresar los nitmeros.

Se divide en verbal y escrita.

Numeracion verbal, es el medio adoptado para expre-
sar los nimeros con pocas palabras.

Su artificio es por demas sencillo,

La unidad se designa con la palabra...... uno.

La reunion de uno y uno con la palabra...... dos

La de dos y uno; tres.

La de tres y uno, cuatro; Ja de cuatro y uno, cinco;
la de cinco y uno, seis; la de seis y uno, siete; la de siete
y uno, ochoj la de ocho y uno, nueve; y la de nueve y
uno, dieg.

La reunidén de diez unidades se considera como una
nueva unidad que se llama decena, y se cuenta por dece-
nas lo mismo que hemos hecho por unidades; asi se dice
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una decena ¢ diez; dos decenas 6 veinte; tres decenas 6
treinta; cuatro decenas 6 cuarenta; cinco decenas 6 cin-
cuenta; seis decenas 6 sesenta; siete decenas ¢ setenta;
ocho decenas G ochenta; nueve decenas 6 noventa; diez
decenas ¢ ciento.

Entre cada dos decenas consecutivas quedan nueve
lugares, que se designan afadiendo al nombre de la pri-
mera, los de las nueve primeras unidades.

Asi se dice: diez y uno 1 once; diez y dos 6 doce; diez
y tres 6 trece; diez y cuatro 6 catorce; diez y cinco 6
quince; diez y seis; diez y siete; diez y ocho, y diez y nueve.

Y del mismo modo: veintiuno, veintidos, veintitres;
veinticuatro,.,,.. veintinueve, etc.

La reunién de diez decenas, se considera como una
nueva unidad llamada centena, y se cuenta por centenas
como por decenas y unidades; asi diremos:

Una centena 6 ciento; dos centenas ¢ doscientos; tres
centenas & trescientos; cuatro centenas ¢ cuatrocientos;
cinco centenas 6 quinientos; seis centenas ¢ seiscientos;
siete centenas ¢ setecientos; ocho centenas 1 ochocientos,
nueve centenas o nuevecientos; diez centenas 6 mil.

Entre cada dos centenas consecutivas, quedan noventa
ynueve lugares, que se expresan anadiendo al nombre
de la primera los de los noventa y nueve primeros ni-
meros,

Asi se dice: ciento uno, ciento dos, ciento tres.... ciento
noventa y nueve,

La reunidn de dicz centenas se mira como una nueva
unidad que se ilama millar, y contamos por millares lo
mismo que hemos contado por unidades, decenas y
centenas,

Un millar 6 mil; dos millares ¢ dos mil; tres millores
0 tres mil; cuatro millares ¢ cuatro mil; cinco millares ¢
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cinco milj seis millares 6 seis mil; siete millares 6 siete mil;

ocho millares G ocho mil; nueve millares 6 nueve mil; diez
millares ¢ diez mil. .

Entre cada dos millares consecutivos hay comprendi-
dos nuevecientos noventa y nueve numeros que se desig-
nan con el nombre del primer millar y los de los nueve
cientos noventa y nueve primeros numeros.

Es decir, mil uno, mil dos, mil tres-.... hasta mil nueve
cientos noventa y nueve,

El conjunto de diez millares se llama decena de millar;
el de diez decenas de millar, centena de millar; y el de
diez centenas de millar, millar de millar 6 millgn.

Y se cnenta por millones lo mismo que por unidades
sencillas, diciendo: unidades de millon; decenas de millén;
centenas de millon; unidades de millar de millén; decenas
de millar de millén; centenas de millar de millon, y millar
de millar de millén 6 billdn.

Todas estas unidades se clasifican también por érdenes
y se desigran respectivamente unidades de primero, se=-
gundo, tercero..... etc, las unidades, decenas, cente-
nas..... etc. como se observa en el cuadro adjunto.

CUADRO DE LA NUMERACION.

Unidad UNo. .. ovvvana | de primer orden
Decena = | idiez. . ofen e it de SegUNdo
Centena jciento ... ......[(de tercero
Unidad imil .0 e seiien o0if deicuarto
Decena }de millar. diez mil . ......{de quinto
Centeuaﬁ icien mil,.......lde sexto
Unidad imillén.........[de séptimo

Decena §de millén. diez millones.. . . { de octavo
Centena ‘cien millones. . .[de noveno
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Unidad rml millones. ... (de décimo
Decena lld U diez mil millones{de nndécimo
Centcna S cien mil millones | de duodécimo
Unidad Hillan i il de décimo tercio
Decena ) de billdn. diez billones. ... ;dc décimo CU'}TtO
Centena icien billones. . . .{de décimo quinto
Unidad ‘mil billones ....(de décimo sexto
de millar

e i
Decena Te Billén: ‘diez mil billones.{ de décimo séptimo

Centena *.cien mil billones, [ de décimo octavo
Unidad trillén......... |de décimo nono
Decena ;de trillon. diez trillones.. .. {de vigésimo
Centcua‘ icien trillones. . . Edc vigésimo primero
Unidad a mar'mil trillones. ... (devigésimosegundo
Decena dctmlldn diez mil trillones{de vigésimo tercero
Centena ) “¢ "™ cien mil trillones, [ de vigésimo cuarto

Con tan sencillo artificio y con solos los nombres de
los diez primeros numeros y los de ciento, mil y millon,
combinados convenientemente, pueden expr esarse, segun
hemos visto todos los niimeros.

3. Todo el fundamento del sistema estriba, pues, en los
dos principios siguientes,

Todo niimero entero es la reunion de unidades de
diversos érdenes, siendo menos de diez las de cada drden.

La reunién de dieg unidades de cualquier orden, cons-
tituye una del érden inmediato superior.

4. Este nimero diez se llama base; y por eso el siste-
ma se llama decimal,

Los diferentes sistemas de numeracion se distinguen
por su base, 6 sea ¢l niumero de unidades de un drden
que se precisan para formar una unidad del érden inme-
diato superior.

5. Para enunciar un nimero entero, bastard designar
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sucesivamente el nimero de unidades de cada érden que
contiene, empezando por las de orden superior,

6. La numeracion escrita tiene por objeto representar
todos los niimeros con pocos caracteres O cifras.

Desde luego se advierte que no pudiendo llegar 4 diez
las unidades de cada drden que un nimero contiene, serdn
nueve los caracteres precisos. Estos caracteres son: 1, 2,
3,4, 5, 6, 7, 8, 9, que se.leen uno, dos, tres; cuatro........
nueve, y se llaman cifras sighificativas. Para distinguir si
estas cifras representan unidades de uno 1 otro 6rden, se
ha convenido que cada cifra represente unidades del orden
indicado por el lugar que ocupa, contando de derecha d
izquierda; y como puede darse el caso de que el nimero
carezca de unidades de un érden determinado, se expre-
sard la carencia de estas unidades con la cifra o llama-
da cero.

7. De aquf se deduce que admitimos desde luego en
todo nimero dos valores: uno, que llamaremos absoluto,
es el que tiene por su figura; y el otro, que se llama
relativo, es el que le corresponde por el lugar que
ocupa.

8. Por consiguiente, si d la derechi de un nitmero
entero colocamos un cero, el nimero quedard hecho dieg
veces mayor; pues sus unidedes pasardn a ser decenas,
las decenas, centenas, ete ; y st todas sus unidades se han
hecho diez veces mayores, el nimero es evidente que
resultard también diez veces miayor,

Del propio modo se demuestra que se hace cien, mil...
veces mayor, agregando d su derecha dos, tres. ... ceros,

0. Por el contrario, un nibnero entero, no varia colo-
cando d su izquierda ceros, toda vez que sus cifras no
cambian de valor absoluto, ni relativo,

10 Para escribir un numero entero bastard escribir
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sucesivamente de izquierda d derecha las unidades de cada
6rden que el niimero conteaga, empezando por las del or-
den superior.

1I. Para leer un niimero entero, enunciaremos sucesi=
yamente las unidades de cada drden que contenga comen-
{ando'por las de érden superior.

Ejempros.—1.° jCuil es el nimero que tiene nueye uni -
dades de 1.¢" 6rden, cineo de segundo, cuatro de cuarto,
dos de quinto, tres de sexto, cinco de noveno, siete de
décimo y oche de undécimo?

2.° Escribir en guarismos el nimero anterior.

3.0 Leer el ndmero 10750004320013504.

12 Numeracion romana. —E| sistema de numeracidn
que acabamos de esponer fué introducido en Espafia por
los drabes, de donde atn tardd en propagarse por el resto
de Europa, Los romanos tenfan un modo bién imperfecto
de representar los nimeros enteros,

Los signos de su numeracién eran los siguientes:

I: V; X, L| C, D, M
uno cinco diez cincuenta ciento quinientos y mil

Cada letra puede repetirse tres veces; asi CCC se lee
trescientos; pero cuatrocientos se escribfa CD, mediante
el convenio de que toda letra colocada d la izquierda de
otra de mayor valor, la disminuye en el valor que tiene;
por eso la C disminuye en ciento 4 la D, escribiéndola 4
la izquierda.

Como XL se leerd cuarenta; y IV cuatro.

Los nimeros en cuya parte superior se escribe una
linea horizontal representan mil veces su valor; asl V, se
lee cinco mil; X, diez mil.

EjempLos:—1.% Leer el nimero!

MMM CDLXV DCCCXLIX,
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2. Escribir en mimeros romanos, dos millones qui=
nientos sctenta y nueve mil treszsiencos ocho,

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

1IL,

Adicion de enteros.

13. En aritmética se conocen con el nombre de opera-
ciones, los diversos modos de construir los nimeros,

Las operaciones fundamentales, asi llamadas, porque
en ellas se funda todo el cdlculo aritmétizo, son cuatro:
adicion, sustraccién, multiplicacion y division.
¥ 14. Adicidn es la operacién de sumar.

Sumar es construircon varios nimeros uno solo,

Sus elementos son los nimeros que se han de sumar, y
que reciben el nombre de sumandos, y el resultado de la
operacidu que se llama suma,

El signo de esta operacion es -}, que se lee més.

En la adicidn pueden distinguirse dos casos: que los
sumandos’tengan una sola cifra y que tengan dos 6 mas.

15. El primer caso se resuelve sabiendo de memoria
la tabla de sumar, que se construye ficilmente con el solo
conocimiento de la numeracion.

Basta para ello escribir en linea horizontal los diez
primeros nimeros, empezando por cero, vy debajo los que
les siguen en la escala natural de los mismos, hasta que
escribamos la décima linea que comenzard por nueve.
Evidentemente los nimeros de la segunda linea tienen una
unidad mds que los de la primera, luego representan las

d



ok R D

sumas respectivas de los nimeros de ésta con uno. Losde
la tercera, tienen una unidad mds que los de la segunda,
y como estos tienen ya una unidad mds que los de la pri-
mera, tendrdn dos unidades mds que los respectivos dela
primera, y representan, por tanto, las sumas de los diez
primeros nimeros con dos. Del propio modo, y em®
pleando el mismo razonamiento, llegarfamos 4 comprobar
que los nimeros de la tltima linea horizontal son las
sumas de los respectivos de la primera con nueve.

0|1 } o 3l alslel9lele]
§ 2w 10
2 13 1
3 4 12_.
______ 4 5_ 13
T ( ; _______ 14 _____
’[ ______ : :
R R TR Y P
8 9. 110 1M 142 18 1 15 118 17
| : l S 12 1:3 _____ “ . IL P l 18

il s R e o

Separando, pues,

unos de otros por medio de lineas

e =

==

= T T
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horizontales y verticales, bastarfa para tener la suma de
dos nimeros de una sola cifra, buscar el uno enla primera
linea y el otro, en la primera columna y en el puntode
encuentro de ambas se hallard la suma pedida.

16, Para sumar numeros de varias cifras basta obser-
var que, debiendo ser la suma el conjunco de todos los
sumandos, las unidades de la suma deberdn ser el conjunto
de las unidades de todos los sumandos; las decenas de la
suma deberdn ser el conjunto 6 suma de las decenas de
todos los sumandos y asi sucesivamente. ,

17. Se vé, por tanto, que el procedimiento consiste
en suponer descompuestos los sumandos en sus diversas
unidades, sumar estas separadamente, y reunir todas las
sumas. '

18, Al efectuar esas sumas parciales, podrd suceder
que alguna de ellas exceda de diez, en cuyo caso, dicho se
estd, que deberemos escribir tan solo las unidades y guar-
dar las decenas para agregarlas, como nuevo sumando, 4
la suma parcial inmediata.

19. De donde se deduce finalmente, que para sumar
nitmeros eateros, basta sumar las zf.=-:{da:€es del mismo or-
den de todos los sumanios, empezando para mayor faci-
lidad, por lasde primer orden, reservando las decenas que
resulten de cualquiera de estas sumas parciales p‘am
agregarlas 4 la de las unidades del orden inmediato
superior.

Ejempros.—1.° Sumar,

38754 - 149615 + 237854
+ 695314 -+ 157 4 7896 +- 38975 + 3156392
2.° 34576 -+ 3157802 4 680715 + 24315 +
157328 4 4896 -+ 318997 4683205 -- 61325
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IV,

Sustraceidn de enteros.

20, Sustraccion es la operacién de restar.
Restar es descomponer una suma en dos sumandos,
sicndo uno de estos concidos.
La suma dada toma ¢l nombre de minuendo.
El sumando conocido el de susiraendo; y el sumando
que se busca se llama resto, exceso ¢ diferencia.
El signo de esta operacién es —, que se lee menos.
En la sustraccién pueden ocurrir dos casos: 1.2, que el
sustraendo tenga una sola cifra, y 2.9 que tenga varias.
21. Para resolver el primer caso basta busear el ni-
mero que sumado con el sustraendo nos dé el minuendo,
6 bien quitar una 4 una del minuendo las unidades del

;\f"

sustraendo.

22. Respecto al segundo caso, teniendo en cuenta que
el minuendo es, segtin la definicidn, la suma del sustraen-
do y del resto y que, por tanto, las diferentes unidades
del minuendo, representan las sumas respectivas de las
unidades del mismo orden del sustraendo y del resto, claro
se estd, que bastard restar las unidades del sustraendo de
las del mismo orden del minuendo para tener las del resto,

Podrd suceder que algnna cifra del minuendo sea me-
nor que 'a correspondiente del sustraendo, lo cual querrd
decir que la suma parcial que aquella representa fué ma-
yor que diez; y en este caso, bastard restablecer la suma
primitiva, lo que conseguiremos ficilmente tomando de la
cifra siguiente del minuendo la decena agregada, con lo
que se hard ya fdcilmente la sustraccion parcial corres-
pondiente,

I el i

e s
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23. Podemos, por tanto, decir que para restar dos
niimeros enteros basta resiar las cifras del sustraendo de
las del mismo orden del minuendo. Si alguna cifra de!

sustraendo es mayor que la correspondiente del minuendo»

se agregan & esta dieg unidades y se disminuye unad la
inmediata superior,
Ejrmeros.—1.0 Restar 897315 de 10023004,
2. Restar del nimero 32573124 el nimero 9876956.

N

Propiedades de la adicion y de la sustraccion,

24. El yalor de la suma es independiente del orden de
los sumandos, Sea la suma 2435, digo que es igual 4
54-2+43. En efecto; 24345 representa la suma de
141 4 14+14+1 4 141414141 que en cualquier or-

den que se cuenten sus unidades siempre contiene las

mismas.

Prueba de una operacién, es otra operacidn que se
ejecuta para asegurarnos de la exactitud de la primera,

Luego, segun la propiedad anterior, la prueba de la
adicidn puede efectuarse sumando en orden distinto todos
los sumandos.

25. La diferencia entre el minuendo y el resto es el
sustr aendo.

En efecto, puesto que el minuendo es la suma del
sustraendo y del resto, es evidente que si de esa suma
restamos uno de los dos sumandos, resultara el otro.

De donde se deduce que podra hacerse la prueba de la
sustraceidn, restando del minuendo el resto, y debera re-
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sultar el sustraendo; ¢ bien, con arreglo 4 la definicidn,
sumando el sustraendo con el resto, y deberd resultar el
minuendo.

26. Siuno delos sumandos aumenta un nimero cual-
quiera, y los otros no varian, la suma resultard aumen-
tada en el mismo numero.,

En efecto, al aumentar ese sumando en dicho nimero,
es como si este nimero entrara a constituir un sumando
mas, y por lo tanto, la suma resulta aumentada en ese
sumando,

27. Siuno de los sumandos disminuye en un nimero
cualquiera, y los otros no varian, la suma disminuye en
el mismo nitmero.

En efecto, al disminuir el sumando en ese nimero es
tanto como si la suma copstase de un sumando menos, y
por consiguiente resultard disminuida en dicho nimero,

28. De estos dos principios se deduce: gque si varios
sunandos aumentan, y los otros no parian, la suma au-
mentard en la suma de aquellos incrementos: que sivarios
sumandos disminuyen, y los otros no varian, la suma dis-
minuird en la suma de los niumeros disminuidos por los
sumandos.

29. Y por dltimo, que si uno 6 varios swmandos au-
mentan el mismo nimero que disminuyen otros sumandos,
la suma no yaria, puesto que disminuye por el segundo
concepto, segtin lo expuesto, lo mismo que aumenta por
el primero.

30. Si el minuendo aumenta 6 disminuye un niimero

cualguiera, y el sustraendo no yaria, el resto aumenta 6
disminuye el mismo nimero,

En efecto, el minuendo es la suma del sustraendo y
del resto, y para que la suma aumente 6 disminuya, es
preciso, segtin hemos visto, que alguno de los sumandos
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lo efectiie; el sustraendo no varfa, segtn la hipdtesis, lue-
go tendrd que aumentar 6 disminuir el resto.

31.  Siel minuendo no varia, y el sustraendo aumenta
6 disminuye, el resio disminuye 6 aumenta en el mismo
nitmero.

En efecto, el minuendo que es la suma no ha variado
4 pesar de aumentar 6 disminuir el sustraende (uno de los
sumandos) luego habrd sido preciso, que el otro sumando,
6 sea el resto, disminuya 6 aumente en el mismo ntémero.

32. De estos dos principios se deduce que si minuendo
¥ sustraendo aumentan 6 disminuyen, ambos en el mismo
nitmero de unidades, el resto no varia.

Escolio 1. En este principio se funda la costumbre
establecida en la sustraccién de enteros, cuando la cifra
del minuendo es menor que la del sustraendo, de anadir
una unidad 4 la cifra siguiente del sustraendo en lugar de
restdrsela 4 la del minuendo.

2. En esta propiedad encontraremos también el modo
de restar de un nimero dado, la diferencia de otros dos.

Si, por ejemplo, quisiéramos restar de 35 la diferencia
17—8; dirfamos: si tuviéramos que restar de este nimero
el 17, la diferencia serfa 35 —17; pero el sustraendo pro-
puesto tiene 8 unidades menos, luego el resto debe tener
8 unidades mds, 6 lo que es lo mismo, el resto scrd

95 =171 8,

Luego para restar de un niumero dado la diferencia

de otros dos, basta restar el primero y anadir el segundo.

33. Complemento de un nimero, es la diferencia entre

dicho nimero y la unidad inmediata superior 4 la primera

cifra de su izquierda. Asf el complemento de 8 es 2; el de

35 es 60; diferencias de dichos nimeros 4 10 y 100 respec -
tivamente,
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Como el minuendo es siempre la unidad seguida de
ceros, se sigue de aqui que para hallar el complemento de
un ntimero; bastara restar todas sus cifras de 9, menos la
primera de la derecha que se restard de 10.

Los complementos convierten la sustraccién en adicion
por la consideracion siguiente:

495231 es lo mismo que 4254-1000—231—1000;

y esto equivale 4 425 + Cto, 231 — 1000.

Luego para restar dos nitmeros, se aiiade al minuendo
el complemento del sustraendo, y de la suma se quita una
unidad del orden inmediato superior al sustraendo.

EjemprLos, 1,° Restar, por mediodel complemento, de

45786849 ¢l ndimero
87654,
2.° Caleular por medio de complementos la expresién
siguiente:

517—484 16837 —45924-118 —525—19.

VI.

Multiplicacién de enteros_.

34. Multiplicacién es la operacion de multiplicar,

Multiplicar es hallar un tercer nimero, llamado pro-
ducto, que sea respecto del primero, 6 multiplicando, lo
que el segundo, 6 multiplicador, es respecto de la unidad.

El signo de esta operacion es X 6 , que se lee multi-
plicado por.

De la definicion de la multiplicacién se deduce que
segun el multiplicador sea mayor, ignal 6 menor que la
unidad, el producto sera mayor, igual ¢ menor que el

£ i
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multiplicando, y que en el caso de multiplicacién de ente-

ros, multiplicar es repetir al multiplicando tantas veces por
sumando como unidades tiene el multiplicador,

L Tomar un nimero dos veces por sumando, 6 multipli-

carle por 2, se llama duplicarle.

Tomarle tres, cuatro, cinco, seis veces, etc., por su=-
mando, ¢ multiplicarle por 3, 4, 56 6, etc., se llama tripli-
carle, cuadruplicarle, quintuplicarle, sextuplicarle, etc.

En la multiplicacion de nimeros enteros conviene dis-
tinguir tres casos: 1.%, Que el multiplicando y el multipli-
cador tengan una sola cifra; 2.°, que el multiplicando
tenga varias y el multiplicador una; y 3.°, que multipli-
cando y multiplicador tengan varias cifras.

35. El primer caso, se resuelve ficilmente con ayuda
de la tabla de multiplicacidn, llamada comunmente de
Pitdgoras, del nombre de su inventor.

Para construirla, basta colocar en linea horizontal los
nueve primeros numeros; y debajo las sumas de estos
numeros consigo mismos. La tercera linea se forma'suman-
do los nimeros de la primera con los de la segunda, y asi
en general, es decir, sumando siempre los de la primera
linea con los de la dltima hallada.

La explicacién es muy sencilla,

En la primera linea estdn tomados los nueve primeros
nimeros una vez, luego representan sus productos por 1.

En la segunda estin sumados consigo mismos, ¢ to-
mados dos veces por sumando, es decir, que representan
los productos de esos nueve primeros nimeros por 2.

La tercera, suma de la 1.2 y la 2.3, claro estd, que con-
tiene dichos nimeros tres veces por sumando 6 representa
sus productos respectivos por tres, etc,

Para hallar el producto de dos niimeros se procede de
modo andlogo al empleado en la tabla de sumar.



1 2 3 4 5 6 7 8 9.
2 4 6 8 10 12 ki 1 6 IIIIII 18
3 ............. 6 ..... =l 12 ....... = S 21 ...... 24 ............. 2_ 7 .....
4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 10 15 20 25 30 35 m40- 45
.ifi 12 18 24 30 36 42 48 o4
';’ e 14 21 28 35 42 49 o6 63
8 16 24 32 40 48 56 64 72
: £ - g 4 5 ............ 5 4 b ? 7 5 -

26, 2.° Gaso,

marle cuatro veces por sumando, luego

5327 X 4 equivale 4 5327 -

Ahora bien, para efectuar esta suma hay que tomar el
7 cuatro veces por sumando, 6 sea: multiplicarle por 4:
después repetir el 2 cuatro veces por sumando ¢ multi-
plicatle por 4; y repetir del mismo modo cuatro veces

el 3yeld.

5327
9327
2327

Supongamos que tratemos de multipli-
car 327X 4. Diremos, multiplicar un nimero por 4 es to-
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De donde se deduce que, para resolver el ssgundo
caso de la multiplicacién de enteros, basta multiplicar cada
una de las cifras del multiplicando por el multiplicador.
Desde luego se comprende que las decenas que resulten
de cada producto deberdn reservarse para agregarlas al
siguiente,

37. 3. Caso. Parala mayor facilidad en la explica-
cién de este caso, convicne distinguir primero dos casos
particulares,

1. Multiplicar un entero por la unidad seguida de
ceros. Segtin demostramos en la numeracidn, bastard agre-
oar 4 la derecha del multiplicando tantos ceros como
tenga la unidad.

2.° Multiplicar un entero por cualquier cifra significa-
tiva seguida de ceros:

Sea, por ejemplo, 8645 X 3000.

Multiplicar 8645 por 3000 es repetirle tres mil veces
por cumando, y esta suma la podremos descomponer,
para mayor facilidad, en mil sumas parciales de tres su-
mandos cada una.

Cada una de estas sumas parciales es el producto de
8645 X 3, y como hay mil de éstas, tendremos que mul-
tiplicar ese producto por mil 6 sea agregarle tres ceros,

Luego para multiplicar un nimero cualquiera por una
cifra significativa seguida de ceros, basta multiplicarle por
dicha cifra significativa y al producto que resulte agregarle
tantos ceros como tenga el multiplicador expresado,

Resueltos estos dos casos no ofrece dificultad alguna
la inteligencia del 3 ® caso de la multiplicacién.

Supongamos que se quisiera multiplicar 3826 por 286.

Dirfamos, multiplicar 3826 por 286 es repetir al 3826
286 veces por sumando, y es claro que conseguiremos
esto sile repetimos 200 veces, mds 80 veces, mds 6 veces,
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lo que equivale 4 multiplicarle por 6, por 80 y por 200 y
4 sumar estos productos, como se expresa 4 continuacion:

3826
286

22956 producto por 6
306080 producto por 80
765200 producto por 200

1094236 producto por 286

En la practica se suprimen los ceros que figuran 4 la
derecha de los productos parciales y que nada influyen en
la suma, resultando la siguiente regla: Para multiplicar
dos nitmeros de varias cifras, se multiplica todo el multi-
plicando por cada cifra del multiplicador, los productos
parciales se escriben debajode la cifra del multiplicador
gue los produce, y su suma nos dard el producto fotal.

38, Esta regla puede simplificarse, en virtud de las
consideraciones expuestas, en algunos casos particulares,

1.0 Siuno de los dos factores, 6 ambos terminan en
ceros, pueden multiplicarse prescindiendo de los mismos
y agregandolos después 4 la derecha del producto.

2. Cuando el multiplicador es 11, 21, 81...,91, basta
agregar al multiplicando su producto por las decenas del
multiplicador, corriéndole un lugar 4 la izquierda,

3. Siel multiplicador es 11, 12, 13.....19, se agrega al
multiplicando su producto por las unidades del multipli-
cador, corriendo este un lugar dla derecha.

4.% Si el multiplicador es 9, 99, 999....., y en general
un nimero compuesto solo de nueves, basta agregar al
multiplicando tantos ceros como nueves tenga el multipli-
cador y restar del resultado el multiplicando dado. Puesto
que repetir nueve veces el multiplicando como sumando
es lo mismo que tomarle diez veces y restarle una vez, etc,
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Ejempros.—1.° Multiplicar 867594767900 por

9000576000
2.9 97816 X 11003

3.° 567894 X 910;
4.° 687954349 X 999999,

VII.

Propiedades de la multiplicacion.

39. Se llama igualdad la expresién de la propiedad de
ser iguales dos cantidades,

El signo que la expresa es —, que selee igual y se co-
loca entre las dos cantidades que gozan esta propiedad.

Se llama primer miembro de una igualdad, la cantidad
que estd 4 la izquierda del signo igual, y segundo miembro
la que estd 4 su derecha,

El uso de las igualdades se funda en el siguiente axio-
ma: Si con cantidades iguales se efectiia la misma opera-
cidn, los resultados son iguales.

La propiedad contraria, de no ser iguales dos cantida-
des, se expresa por medio de los signos > y <, que se
leen mayor que, y menor que, y originan la desigualdad.

Sentadas estas nociones, pasemos 4 expresar las pro-
piedades de la multiplicacidn.

40. El producto de un entero por otro, es igual al pro-
ducto del segundo por el primero.

Sea el producto 5 X 4, digo que esigual 4 4 X 5.

En efecto, multiplicar 5 X 4 es repetir €l cinco cuatro
veces por sumando; pero

5—=1 4= kil 1 e 1
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luego 5 X
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14+1414141

Ahora bien, como el valor de la suma es independiente
del 6rden de los sumandos, la suma no variard en cual-
quier 6rden que la efectuemos. Si la practicamos por
lineas, tenemos cuatro de 4 cinco unidades, 6 sea 5 X 4;
y si lo hacemos por columnas, cinco de 4 cuatro unidades,
6 sea 4 X b; luego 5 X 4=4 X 5, que es lo que nos
proponiamos demostrar.

41.  Si uno de los factores de un producto aumenta un
miimero culquiera de unidades y el otro no varia, el
producto aumentard el mismo nimero de veces ese olro
Sactor.

Pueden distinguirse dos casos: que el factor que au-
meiite sea el multiplicando 6 el muitiplicador.

1.° Seael producto 4 X 9; digo que si al factor 4 le
aumento tres unidades, el producto aumentard en 9 X 3.

En fecto,4 X 9=4+444+4..... 9 veces.

y 443 multiplicado por 9 =4 434443444 3...9
veces,

Ahora bien, comparando estas dos sumas, vemos que
contienen el mismo nimero de sumandos, pero cada su-
mando de la segunda tiene 3 unidades mds que el de la
primera, luego la segunda suma resulta aumentada en 9
veces el 3, que es lo que queriamos demostrar,

2. Sea el producto 9 X 5; digo que si al factor § le
afiado dos unidades, el producto aumentard en 9 X 2.

En efecto, multiplicar 9 X 5 es repetir el 9 cinco veces
por sumando; y multiplicar § por 5 4 2, es repetir el 9
cinco mas dos veces por sumando; luego en el segundo
producto entra el 9 dos veces mds por sumando que en
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el primero, 6 ha quedado aumentado en 9 X 2, que es lo
que queriamos demostrar.

42. Del propio modo se demuestra que §i uno de los
Sactores de un producto disminuye un cierto mimero de
unidades, y el otro novaria, el producto queda disminuido
en el mismo nimero de veces el otro factor.

Para expresar que una suma 6 una diferencia indicada
han de multiplicarse por un nimero, se las escribe dentro
de un paréntesis.

Asi (44+54-3)7, quiere decir que la suma 44543 ha
de multiplicarse por sicte,

43. El producto de una suma indicada de yarios ente-
ros por oiro es igual d la suma de los productos de todos
los sumandos por dicho entero.

Sea la suma 4-+547;
digo que (4+5+7)3=4X3+5X3+7x3,

En efecto, el producto de 4 por 3 es evidentemente
4X3.

Ahora bien, si al factor 4 le anado 5 unidades, segtn
el teorema anterior, el producto aumentard en 53, 6 lo
que es lo mismo

(4453 =4 X3+ 5+ 3.
Si afiado nuevamente al multiplicando 7 unidades, el pro-
ducto aumentara en 7,X 3, luego

@+54+73=4X3+5X3+7X3
que es lo que queriamos demostrar.

Corolario. E! producto de un entero por una suma
indicada de parios enteros es igual d la suma de los pro-
ductos del multiplicando por cada uno de los sumandos
del multiplicador. Pues segin hemos demostrado (40.)

4X@B+5)=@+54=3x4+5x4
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44. El producto de dos sumas indicadas de varios en-
teros es igual d la suma de los productos de cada uno de
los sumandos del multiplicando por cada uno de los su-
mandos del multiplicador.

Sea la suma 4+45-47 multiplicada por 34-8, vamos 4
demostrar que

(44+54+7)B4+8)=4X34+54+34+7 X3+
4 <X84+5X84T7XS8.

En efecto, segtin el corolario anterior,
A+5+7(B+8) =@+5+7)3+ @ +5+7)8=
4%X3+5X3+TX3+4X8+5X84TXS,

que es lo que nos proponiamos demostrar.

45. El producto de la diferencia de dos enteros por
otro es igual d la diferencia de los productos del minuendo
¥ sustraendo por dicho entero.
 Sea la diferencia 9 — 5; digo que

9—5)3=9X3—5x3.

En efecto, el producto de 9 por 3 es 9 X 3; si dismi-
nuyo ahora 5 unidades al multiplicando, el producto dis-
minuird en § X 3; luezo

9—9)8=9X3—5X3,
que es lo que querfamos demostrar.
Escolio. La propiedad anterior .
@E+56+7)3=4X3+5X83+7%X3
permite cuando se tiene una suma
4 X 346X 347X 8,
en que todos los sumandos tienen un factor comin 3, es-

cribirla enla forma (4454 7( 3, y esta transformacién
se denomina separar el factor comiin, operacién muy
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frecuente, como veremos en lo sucesivo. Dicho se estd
que es igualmente aplicable al caso de una diferencia,

46. Siuno de los factores de un producto se multipli-
ca por un entero, el producto queda multiplicado por dicho
entero.

Sea el producto 5 X 7, digo que si uno de los factores
5 se multiplica por 3, el producto quedard multiplicado
por 3.

En efecto, 8 X 3=5-+5- 5.

Multiplicando ambos miembros de esta iguaidad por 7,
tendremos

S5X3XT=(0+5+5)T7=
OXTTBEXTHoXT=06XTX3,

conforme a lo expuesto,

VIII.
Division de enteros.

47. Divisién es la operacién de dividir.

Diyidir es descomponer un producto en dos factores,
siendo uno de ellos conocido

El producto toma el nombre de dividendo, el factor
conocido el de divisor, y el factor que se busca el de
cociente.

La division se indica con el signo : que se lee dividi-
do por.

La divisién de enteros puede ser exacta 6 completa,
€ inexacta 6 incompleta.

Se llama exacta cuando multiplicando el divisor por
un entero reproduce el dividendo; é inexacta cuando no
hay ningtin entero que multiplicado por el diviser nos dé
el dividendo.

[ 43
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Asi 8 : 4 es divisién exacta, porque4 X 2 =8, v 11:4
es inexacta, porque el entero 2 es pequeiio para cociente,
toda vez que 4 X 2 = 8 menor que 9; y 3 es grande, por-
que 4 X 3 == 12 mayor que ¢l dividendo 11.

En este caso, el 2 se llama cociente entero, y la dife-
rencia entre el dividendo 11 y el producto 4 X 2 del divi-
sor por el cociente entero, se llama residuo.

* [l 2 se llama cociente por defecto y el resto 3 se
dice resto aditivo.

En el mismo ejemplo, 3 serd el cociente por exceso y
el resto 1, en que 12 excede al dividendo |1 sec llama res-
to sustractivo;

En el primer caso; 1] —=4 X 243

En el segundo; 11 =43 —1

Mientras otra cosa no se advierta siempre se entiende
que el cociente es por defecto.*

De modo anilogo 4 lo dicho en la multiplicacién, en
la division de enteros conviene distinguir tres casos.

1.% El divisor y el cociente tienen una cifra.

2.° El divisor tiene varias cifras y el cociente una, y

3.2 El cociente tiene varias cifras.

48. El primer caso se resuelve con ayuda de la tabla
de multiplicar, Basta buscar el nimero que multiplicado
por el divisor reproduce el dividendo 6 nos de el producto
menor mds proximo al dividendo.

49. 2.%caso. Sise tiene en cuenta que es el inverso
del 2.° de la multiplicacién, se comprenderd que el divi-
dendo ha de ser el producto del cociente por cada una
de las cifras del divisor, y, por tanto, las unidades de cada
érden del dividendo representan el producto de las uni-
dades (el mismo drden del divisor por el cociente, au-
mentadas tal vez por las decenas que pudieran resultar
del producto anterior., Por consiguiente, dividiendo las
unidades de érden superior del dividendo por las del
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mismo orden del divisor, tendremos con seguridad el co-
ciente buscado.

Supongamos, por ejemplo, que se trata de hallar el
cociente de dividir 89756 por 9874, diremos, después de
repetir el razonamiento anterior; los 89 8975619874
millares del dividendo son evidentemen- 88866]g
te el producto de los 9 millares del divi- 00890
sor por el cociente, aumentados con los que resultaron de
multiplicar las centenas del divisor por dicho cociente,
luego si dividimos los 89 millares del dividendo por los 9
del divisor, tendrémos el cociente buscado 6 un nimero
mayor que ese cociente, pero nunca uno menor, Ochenta
y nueve entre nueve 4 9, luego 9 es el cociente 6 un ni-
mero mayor que el cociente,

Para ver si es el cociente, bastard multiplicarle por el
divisor, y si el producto es menor que el dividendo, esta-
remos seguros de que es el cociente buscado, y si es ma-
yor le disminuiremos una unidad y repetiremos la com-
probacién.

50. 3.7 caso. Que el cociente tenga varias cifras.

Lo primero que necesitamos es saber el nimero de
cifras del cociente, y esto se obtiene con facilidad multi-
plicando sucesivamente el divisor por 10, 100, 1000.....
hasta que nos dé un nimero mayor que el dividendo, en
cuyo caso es evidente que el cociente estard comprendido
entre los dos iltimos multipiicadores empleados, y por
tanto, conoceremos con exactitud el ndimero de cifras de
que consta.

Supongamos que se tratare de dividir3875432 por 5314
Para saber las cifras que tiene el cociente diremos:
5314 X 10 =253140 < 3875432
0314 X< 100 = 531400 < 3875432
0314 X 1000 = 5314000 > 3875432,



luego el cociente buscado estd comprendido entre 100 y
1000 y, por consiguiente, tiene tres cifras, luego constard

de unidades. decenas y centenas
Ahora bien, como este caso es el in- 98751392 12314

verso del tercero de la multiplicacion, 1554 729
recordando lo que alli declamos, dedu- 49352
ciremos que el dividendo propuesto es 1526

la suma de los productos parciales del divisor por las cen-
tenas, decenas y unidades del cociente. Si nosotros, por
tanto, pudiéramos separar en el dividendo el primero de
estos productos, dividiéndole por el divisor tendriamos las
centenas del cociente, Ahora bien, el producto del divisor
por centenas es un nimero exacto de centenas, luego no
puede estar contenido ni en las unidades, ni en las decenas
del dividendo, Separo, pues, las decenas y unidades, y en
las 38754 centenas del dividendo sé que estard compren-
dido el producto del divisor por las centenas del cociente,
con mas alguna centena que haya podido resultar de los
otros dos productos parciales, Dividiendo las 38754 cente-
nas del dividendo por el divisor (caso anterior) tendré las
7 centenas del cociente.

Si ahora restamos del dividendo propuesto el pro-
duzto del divisor por las 7 centenas del cociente, es evi-
dente que el resto que obtengamos serd la suma de los
productos parciales del divisor por las decenas y unidades
del cociente, y siseparamos el primer producto, dividién-
dole por el divisor tendremos las decenas del cociente,

El producto del divisor §314 por 7 restado del divi-
dendo nos dd 1556 centenas que, con las 3 deccnas y 2
unidades componen 155632 unidades, suma de los pro-
ductos parciales del divisor por las decenas y unidades
del cociente: pero como el producto del divisor por las
decenas del cociente es un nimero exacto de decenas,
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separaremos las unidades, y en las 15568 decenas tendre-
mos el producto del divisor por las decenas del cociente,
mds alguna decena que haya podido resultar del producto
del divisor por las unidades del cociente

Dividiendo, puss, 15563 por el divisor tendremos las
2 decenas del cociente. y si ahora restamos e' producto del
divisor por las 2 decenas del cocicnte, es evidente que el
resto 4935 decenas, que con las 2 unidades del dividendo,
componen 49352 es el producto del divisor por las unida-
des del cociente; por consiguiente, dividido por el divisor,
nos dara las 9 unidadeas del cociente, con lo que habremos
terminado la operacion.

51.. De donde se deduce que la regla de ladivisién serd:
separar de la izquierda del dividendo tantas cifras como
tenga el divisor 0 una mds, silas primeras forman un
ntimero menor que éste, y dividir sucesivamente este dipi-
dendo parcialy y los que resulten de agregar d los restos
sucesivos las restantes cifras del dividendo una 4 una,
por el divisor.

52. Casos particulares. 1.° Que el divisor tenga una
sola cifra.

La operacion se efectiia mentalmente como en el si-
g uiente ejemplo!

32645 :5 32 entre 5 & 6 y sobran 2
cociente  6a0Y 25 entre 5 4 O
4 entre 5 4 0 y sobran 4

45 entre 5 4 Y
2. Que el divisor sea la unidad seguida de ceros.
jasta separar de la derecha del dividendo con una
coma tantas cifras como ceros tenga la unidad. El nimero
que queda 4 la izguierda de la coma es el cociente, y el
que resulte 4 la derecha es el resto,
3,° Que divideado y divisor termiaen en ceros.
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Se efectia la division después de suprimir en ambos
tantos ceros como haya en el que tenga menos.

4.° Que solo el divisor termine en ceros.

Se suprlmen los ceros del divisor y se separan de la
derecha del dividendo otras tantas cifras; se efectia la
division y 4 la derecha del residuo hallado se agregan las
cifras separadas en el dividendo.

Ejempros. —1.°  Dividir 87554325 por 100000;

2.° 97654000 por 3570003 y
3.° Dividir 785678432 por 945000,

IX,

Propiedades de la division.

53. Elresultado de dividir el dividendo por el cociente
en la division completa es el divison.

Puesto que siendo el dividendo el producto de dos
factores (divisor y cociente) si se le divide por uno de
ellos resultard el otro.

54. El resultado de dividir la diferencia entre el di-
videndo y el resto por el cociente, en la division incomple=
ta, es el divisor.

En efecto, el dividendo es igual al divisor por el co-
ciente mas el resto; luego quitdndole el resto, serd igual al
producto del divisor por el cociente y dividiendo por uno
de los dos factores resultara el otro.

De estos dos principios se deduce que la prueba de la
division puede efectuarse dividiendo el dividendo por el
cociente, en el caso que la divisidn sea completa, y debe-
mos obtener el divisor; 6 bien dividiendo la diferencia
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entre el dividendo y el residuo por el cociente, si la divi-
sién es incompleta, y deberd resultar también el divisor.
55. El cociente de dividir una suma indicada de yarios
enteros por otro es igual 4 la suma de los cocientes que

resultan de dividir cada uno de los sumandos por el
divisor.

En efecto, sea la suma 7+ 5+ 8y el divisor 3
digo que
(T4+548:3=7:34+5:3 4+ 8:3.

En efecto,
(7:3-4+5:34-8:3)3=T7:3X3+5:3X 3+
8:3X3=7+5+8

luego 7:34+5:3 + 8:3

es, en efecto, el cociente de dividir la suma dada por 3,
puesto que multiplicado por el divisor reproduce el di-
videndo.

56. Todo divisor de varios niimeros es divisor de la
suma de éstos, puesto que el cociente de dividir la suma
por el divisor es la suma de los cocientes de dividir dichos
nimeros por el mismo divisor,

Por la misma razon. si un nimero divide d uno de dos
sumandos y no divide al otro, no dividird d la suma. _
57. Todo divisor de un numero es divisor de los miil-
tiplos de éste, puesto que un miltiplo de un ndmero es

una suma de sumandos iguales 4 dicho numero,

58. El resto de dividir una suma de dos nimeros por
un divisor de un sumando gue no lo sea del otro, es el mis-
mo resto que resulta de dividir este iltimo por dicho
divisor,

En efecto, sea (25419):5 que sabemos es igual 4
25 : 5419 : 5; como el primer cociente 25 : 5 no deja resto
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es claro que el resto de dividir la suma dada por bes el
mismo que el de 19 : 5.

59. KEl cociente de dividir una diferencia inlicada por
un entero es la diferencia de los cocientes de dividir el
minuendo y el sustraendo por dicho entero.

Sea la diferencia 31 —18 y el divisor 4, digo que
(34—18):4=34:4—18:4.
En efecto,
(34:4 — 18:4)4=34:4 X 4—18:4 X 4=34—18
Asi pues, 34:4—18: 4 multiplicado por el divisor dd
el dividendo, luego es el cocieute,

60. Todo divisor de dos nimeros es divisor de su dife-
rencia, pues el cociente de dividir esta diferencia por el
divisor es la diferencia de los cocientes de dividir dichos
dos niimeros por ¢l mismo divisor,

61. Siel dividendo y dipisor de una divisién incomple-
ta se multiplican por un eatero, el cociente no varia pero
el resto queda multiplicado por dicho entero.

Sea el dividendo 45 y el divisor 6; el cociente entero
es 7 y el residuo 3

Tendremos, pues, 45=06X7 +3.

Multiplicando los dos miembres de esta igualdad por
un mismo entero, 4 por ejemplo, tendremos:

BX4=6XT7T+3N4=6X4XT+3+14

igualdad que demuestra que el cociente de dividir 45 X 4
por 6 X 4 es el mismo cociente primitivo 7, y el resto es
8 X 4; es decir, el resto primero multiplicado por cuatro,
que es lo que nos proponiamos demostrar.

62, De a}gul se deduce: 1.9 gue si dividendo ¥ divisor
de una division :i;z{.‘omp'e{a se dividen por un factor comiin
d-mlntfas, el cociente entero no varia, pero el resto queda
dividido por el mismo factor, y
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Que si dwidendo y divisor de una division completa
se multiplican 6 dividen por un mismo numero, el cociente
no varia.

63. Todo factor de dividendo y diyisor de unadivision
incompleta es factor del resid.io; y todo factor de divisor
y residuo es factor del dividendo.

Sea 60 el dividendo y 8 el divisor, el cociente entero
es 7 y el residuo 4.

Tendremos con arreglo & la definicién de residuo
60 — 8 X7 =4.
Abora bien, en esta igualdad, todo factor de 60 y de
8, por serlo de 8 lo serd de su multiplo 8 X7, y siéndolo
del minuendo 60 y del sustraendo 8 X 7 lo sera del resto
4, que es lo que queriamos probar,
Pero también tenemos
60 =8%X7+ 4
y todo facter de 8 y de 4, por serlo de 8 lo serd de 8 X7,
que es multiplo de 8 y siéndolo de los dos sumandos lo
serd de su suma 60,

L]

PROPIEDADES DE LOS ENTEROS.

TSR —

2

Productos de varios factores.

64. Se llama producto de varios factores el resultado
de multiplicar el producto de dos factores por un tercero,
este producto por otro factor y asi sucesivamente.

65. Esto sentado, vamos 4 demostrar que el valor de
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un producto de varios factores es independiente del orden

en que se cologuen.
En el caso en que los factores son dos hemos visto ya

que el principio es cierto.

Vamos 4 demostrar ahora que si los factores son tres,
pueden permutarse los dos tiltimos, sin que el producto
se altere,

Sea el producto 4 X5 X7, dizo que es igual 4 X7 X5.

En efecto,

dXb=44+44+4+4+4
multiplicando por 7 los dos miembros de esta igualdad,
tendremos

4 XX T=4XTH+4E4XT+4XT+H4XTHI

4XT=4XTX5
que es lo que queriamos demostrar.

Si los factores son varios, decimos que se pueden per-
mutar dos censecutivos, sin que varie el producto,

s decir, que

4 oXTX3=4XTX X3
En efecto, acabamos de ver que
4 XBXT=4XTXDb
luego multiplicando los dos miembros de esta igualdad
por 3, tendremos
4 XOXTX3=4XTX5X3,
que es lo que nos proponiamos probar.

Demostrado este principio, queda demostrado el teo-
rema propuesto, pues podremos, cambiando de lugar
cada factor con su inmediato, colocarle en el sitio que
deseemos,

Corolarios, 1,° Si uno de los factores de un producto

B e i i Lt A

===
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indicado se multiplica por un entero, el producto queda
multipticado por dicho entero,

Sea el producto 4, §, 7; digo que

4. L)X 3.7=4 .n) 7)(!3

En efecto,

4.6 X3.7T=4.5.7X3,
segtin el teorema.

De donde se deduce que para multiplicar un producto
indicado por un entero, basta multiplicar uno de sus fac-
tores por dicho entero.

2.% Si uno de los factores de un producto indicado se
divide por uno de sus divisores, el producto queda dividido
por dicho divisor.

Sea ¢l producto 3.6 . 7; digo que

0e 2 T ="9.8,713:
En efecto,
5.2.TX3=5.6.7,
luego 5.2 .7 es, en efecto, el cociente de dividir 5.6 .7
por 3.

De aqui se deduce que para dividir un producto indi-
cado por un divisor de uno de sus factores, basta dividir
este factor por dicho divisor.

66. [El cociente completo de dividir olro cociente por
un niimmero, es igual al cociente de dividir el primer divi-
dendo por el producto de los dos divisores.

Sea N el dividendo, d el divisor y ¢ el cociente, ten-
dremos N =d X ¢; si dividimos ahora ¢ por un factor f
v llamamos g al cociente, resultard c = f X ¢ y reempla-
zando este valor de ¢ en la igualdad anterior,

N=d X .}‘ X

conforme d lo expuesto,
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67. Potencia de un niimero es un producto de [actores
iguales 4 este nimero. Asi

S5XBEX0XD
es una potencia de 5.

El nimero que se repite se llama base.

El nimero de factores que componen la potencia de-
signa su grado. Asf la potencia anterior es de 4.° grado,
puesto qus consta de cuatro factores.

Exponente de una potencia es el nimero que indica
sugrado, y se escribe en la parte derecha superior del
nimero. Asi

O XX dXb
se escribird H* y selee 5 elevado 4 cuatro.

La segunda potencia se llama cuadrado. a<i como la

tercera cubo, por razones que expondremos en geometria,

68. El producto de varias potencias de wun mismo nii-
mero, es otra potencia del mismo niimero, cuyo exponente
es la suma de los exponenles de los factores.

Digo aue

53 >< 53; X 59 —_— 53 _f__-’- _i_s.
En efecto,
=0 X9XD H=5XOIX5X5y

" =0BXOXDbXbXDbsb.
Multiplicando ordenadamente estas igualdades, resultara

Ot ' =X 6x5...0.
repetido tres mas cuatro, mds seis veces = 5° +* 4, con

arreglo al enunciado.

69. La potencia de una potencia es otra potencia de la

misma cantidad, cuyo exponente es el producto de los dos
exponentes.

En efecto,
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()N =08"%« ' %5 =054+4F4 =5
70. La potencia de uz producto es el profucto de las

potencias del mismo grado de tolos los factores.
En efecto,

5.3.7=5.83.7Tx5.3 7 ¢5.3.7X5.3.7T=
Db BB i3 T LT =08xE8

7. El cociente de dos potencias de un mismo niimero
es otra potencia del mismo nitmero, cuyo exponente es la
diferencia de los exponentes del dividendo y del divisor,

Digo que §' ; 7 — §*,
En efecto, 5* > 8" = b7, lnego 5* es el cociente de di-
vidir 8" por &°.

Escolios. 1,° Las potencias de 10 son la unidad se -
guida de tantos cerus como unidades tenga el exponente,

2.2 Las potencias de 10 son el producto de las poten-
cias del mismo grado de 2 y de 5.

I

-

XI.

Divisibilidad de los niumeros,

72. Se llama nimero par al que es divisible por 2, el
impar al que no lo es,

73. Puira que un entero sea dipisible por 10, es nece-
sario y suficieate que su primera cifra de la derecha
sea cero.

Pues segin hemos visto en la divisidn, para dividir un
ndmero por 10 basta separar la primera cifra de su
derecha,

Por idéntica razon podremos decir que para que un
entero sea divisible por una potencia cualquiera de 10, es



necesario y suficiente que termine en tantos ceros como
unidades tenga el exponente de la potencia. .

74. Para queun entero sea divisible por 2, es necesario
¥ Suficiente que su primera cifra de la derecha sea cero
0 par.

En efecto, sies cero, el nimero serd divisible por 10+

segtin acabamos de ver, y siéndolo por 10, lo serd por 2,
factor de 10, Siacaba en cifra par, como 416, le descom-
pondremos en decenas y unidades. Asi 416 =410 4 6
410 es divisibie por 2, por terminar en 0); 6 lo es por ser
cifra par, luego la suma 416 también lo sera.

Cuando no se cumpla una de estas dos condiciones,
claro es que el nimero no es divisible por 2.

75.  Para que un entero sea divisible por 4 6 2°, es
necesario y suficiente que sus dos primeras cifras de la
derecha, sean ceros 6 compongan un multiplo de 4.

En efecto, si las dos primeras cifras de la derecha son
ceros, el numero serd divisible por 100 = 2 X 5% y por
tanto también lo sera por su factor 2°.

Si las dos primeras cifras componen un miltiplo de 4,
le descompondremos en centenas, y decenas y unidades.
Asf; 416 =400 4 16; 400 es multiplo de 4, 16 también
lo es, luego la suma 416 es multiplo de 4.

Cuando no se verifique una de estas dos condiciones,
es evidente que el nimero no es divisible por 4.
76. Para que un entero sea divisible por 5, es necesario
Y suficiente que su primera cifra de la derecha sea () 0 5:
77. Para que un entero sea divisible por 25, 6 5°, es
necesario y suficienle que sus dos primeras cifras sean
ceros 6 formen un multiplo de 25.
Se demuestran como los dos anteriores,
Escolio, De modo andlogo demostrariamos también
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los caractéres de la divisibilidad por 2° = 8, 5’ = 125 y en
general por una potencia cualquiera de 26 5,
78. Todo entero es igual ¢ un multiplo de 9 mds la
suma de los valores absolutos de sus cifras..
Para la demostracién de este teorema antepondremos
dos lemas,
1.0 La unidad seguida de ceros es un miultiplo de 9
mds uno.
En efecto,

10=9+41; 100=099 4 1; 1000 =999 + 1.....
y en general la unidad seguida de ceros es igual 4 un ni-
mero compuesto de tantos nueves como ceros tenga la
unidad, mds uno.

Todo nlimero compuesto de nueves es miltiplo de 9,
luego la unidad seguida de ceros es un miiltiplo de 9,
mds uno.

2. Toda cifra significativa seguida de ceros, es un
multiplo de 9, mds el valor absoluto de dicha eifra.

En efecto,

T00=TX10=T(@.94+1)=m.9X 7T+ 7.
Ahora bien, un miltiplo de 9 multiplicado por 7 es otro
miiltiplo de 9, luego

700 =m, de 9 4 7,
con arreglo al enunciado,
Pasemos ya 4 la demostracién del teorema.
Sea el nimero 4597, tendremos con arreglo 4 lo ex-
puesto,
4000 = m. 9 4 4
50 =m. 9 + 5
90 -=m 9 + 9
7= 7
4597 = m,. 9+ 4 + 5 4 947
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y sumando ordenadamente estas igualdades y teniendo en
cuenta que la suma d¢ vartos m, de J es o'ro m, de 9. que
es lo que queriamos probar,

79, La condicion 1ecesaria y suficie .te para gqu: un
entero sea divisible por 9, es que la suma de los valores
absolutos de sus cifras significativas sea multiplo de 9.

Pues segiin el teorema anterior, todo nimero es una
suma de dos sumandos, un miultiplo de 9 y Ja suma de
los valores absolutos de sus citras. El primer sumando es
miltiplo de 9, luego si el segundo lo es, la suma lo sera;
y no lo sera en el caso contrario.

Corolario. La condicién necesaria y suficiente para que
un entero sea divisible por 3, es que la suna de los yalores
absolutos de sus cijras significativas sea multiplo de 3.

Pues, en el ejemplo anteror, e1 primer sumando m de
0 es siempre divisible por 3, luego si el segundo lo ¢s la
suma, 6 sea el numero, también lo sera; y nu lo sera en el
caso contrario.

80. Todo eatero es igual & un multiplo de 11, mds la
suma de los yalores absolutos de sus cifras de lugar impar
(contadas de derecha d izquierda) menos la suma de los
valores absolutos de sus cijras de lugar par.

Para demostrar este teorema conviene an[c:poncr Cl=-
tro lemas.

LY Launidad seguida de un nimero par de ceros es
un multiplo de 11, mds uno.

En efecto,

10000 = 9999 + 1, pero 11 X 9 = 99

nos indica que todo niimero par de nueves es miltiplo de
11, luego

10000 = m, de 11 + 1,
conforme al enunciado
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2.° Launidad sequida de un nimero impar de ceros
es un multiplo de 11, meios uao.
En efecto,

1000 = 100 X 10 =(m. 11 4+ 1)10 = m. 11 X
10410 =m.dell 411 —1=m, de 1l —1,

que es lo que queriamos probar,
3.° Toda cifra significativa seguida de un nimero par
de ceros es un multiplo de 11, mds el yalor absoiuto de
dicha cifra.
En efecto,

80000 = 10000 X 8 =(m. 11 4+ 1)8 =m. de 11 X
8 +8=m.dell | 8,
con arreglo & lo expuesto.
4.° Toda cifra significativa seguida de un nimero
impar de ceros es un multiplo de 11, menos el valor abso-
luto de dicha cifra.
En efecto,

7000 = 1000 X 7=(m.de 11 —1) 7 =
m. de Il X7 —7 =midell — 7,

Pasemos ya 4 la demostracidn del teorema.
Sea el nimero dado 8597, tendremos con arreglo 4
lo expuesto 8000 = m.de |1 — 8
500 = m. de 1l 4- 5
90 == m.de 11 — 9
Ui — 5
8597 = m.de 11 4+ (5+7) — (8+9)

y sumando ordenadamente estas igualdades y teniendo
en cuenta que la suma de varios m. de 11 esotro m. de 11
que es lo que queriamos demostrar.

81. La condicion necesaria y suficiente para que un
entero sea divisible por 11, es que la diferencia entre la

)
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suma de las cifras de lugar par (contadas de derecha d
izquierda) y las sumas de las de lugar impar sea cero (1
m, de |1.

En efecto, segin el teorema anterior, todo nimero es
la suma de dos sumandos, un multiplo de 11 y la dife-
rencia entre las sumas de los valores absolutos de sus
cifras de lugar par é impar; luego si esta diferencia es 0 6
m, de 11, el ndmero serd también m, de 11 y no lo serd
en caso contrario.

* Las anteriores reglas de divisibilidad por la base y

sus potencias, los factores de la base y la base mds 6 me-
nos la unidad, pueden deducirse todas de un solo enuncia-
do general, que comprende no solo las referentes 4 los ci-
tados, si que también las de cualquier otro factor,

Teorema  Todo nitmero entero se compone de dos par-
tes, una divisible por un factor cualquiera K, y otra que
expresa los caracteres de divisibilidad de dicho nilmero
por este factor.

Sea el numero N cuyas diversas cifras representamos

por a, b, ¢, d.....; tendremos

Ne=—a + b6X 10 4+¢ X 100 + d X 1000 4-.....

Dividamos ahora 1, 10,<100 1007 .. por K, hasta que
obtengamos uno de los residuos ya hallados, en cuyo caso
se repetiran los sucesivos, y tomemos el rc-uduo pOr exceso
6 por defecto, 4 fin de emplmr el menor, serd

1=0xXKd1; lO—:m){I{.—L—,r
100=nX K==r'y 1000 =p X Sl

llamando m, n, p.. 4 los cocientes respectivos y r, v/, »'
4 los rcsaduus.

b X100 =>bXm¥XK=L=bXr:

eX100=eXnXKiexnr:

dX 1000 =d X p X K == d)(r
de donde
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N=a4+bXmXKibXrdcXnXKieXr 4
AXpXKEdXr" 4.
6 bien
N=KbXm4ecXnt+dXp+ ..)+
(a=Ebr =X rtd Xor' i)
y representando la suma
bXmdeXnddXp-+.. porg;

(M N=Kgd(a=brbcr 2dr' ..
igualdad que nos dice que N se compone de dos sumandos;
el primero es multiplo de K. luego si el segundo lo es,
también N lo sera; y no lo serd en caso contrario, confor-

me al enunciado.
Aplicando este principio al factor 2; tendremos

Pr==0 o 7= Oy FT = Oavuns
y la igualdad (1) nos dara
N=2g + a
Si hacemos K = §; la misma igualdad nos dard
N=5g+a

Si hacemos
K=9 ra=livies Jeptas e w

N—Gz+latbterdi.)
Si hacemos
KTl ipmm =l =l e It ¥

Ne=llg+(a—b+c—d+...)

conforme 4 las reglas anteriormente halladas.

8i hacemos
ResTir=8r=2r=xlir" = =B WV = y
N=T7¢+(@e+3b+2c—d -32-2fF.....)

Lo que nos dice que para ver si un nivmero es divisible
por 7; le dividiremos en grupos de tres cifras, y sumare-
mos las unidades, con el triple de las decenas, y el duplo



B

de las centenas, en cada grupo; sumando las correspon-
diente: d los gr pos de lugar impar y las de los de lugar
par, si esta dijcrencia es 06 multiplo de 7, e(_-mimero
serd diyisible por T; y no lo serd e caso contrario. :

Del mismo modo hallariamos los caracteres de divisi-
bilidad por cualquier otro numero.

X115

Numeros primos.

82. Niimero primo 6 simple es el que tan solo es divi-
sible por sf mismo y por la unidad.

LL.os nimeros primos menores que 100 son, 1, 2, 3, B,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67,71, 73,79, 83, 89 y 97.

El nimero que no es primo se¢ llama compuesto.

83. Todo niimero compuesto es un producto de yarios
niimeros primos.

Sea N el niimero compuesto y d un divisor suyo, ten-
dremos N = d X ¢, llamando ¢ al cociente de la divisién.
Si d y ¢ son primos el teorema estd demostrado. Si supo-
nemos que ¢ no lo es, tendrd un divisor e, ¥ llamando ¢
al cociente, tendremos la igualdad ¢= e X ¢; de dende

Ni=d><e > q:
Si estos factores son primos, el teorema queda demostra-
do, y si no lo fueran, las mismas consideraciones expues-
tas nos llevarian a patentizar, por fin, la certeza de la
proposicion,
84. Averiguar si un numero dado es primo,

Sea el ndmero 241, que dividido por los niimeros pri=

mos 2, 3, 5, 7, 11 y 13 no dd cociente exacto y al divi-
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dirle por 17 nos dd un cociente entero 14 menor que el
divisor; dizo que este nimero es primo.

En efecto, si 24| fuera divisib'e por algdn nd nero ma-
yor que 17 lo seria por el cociente de la division. (que
serfa menor que 11) lo cual hemos visto que es i nposible.,
No es divisible por ningtin ninero menor que 17, ni pue-
de serlo por ninguno mayor que 17, luego es un nidmero
primo.

Por consiguizsnte, si divilido un nimero por los primos
2,3 5,7,..... selleg1, sin obtener cocieate exacto, & un
cociente entero menor que el diyisor, ese niimero es primo.

Ejempro, Averiguar si es primo et nimero 9791.
85. Existen infinitos niimeros primos.

En efecto, si asi no fuera, habria un nimero primo
mayor que todos los de nds, al que podremos llamar p.

Ahora biea, el nimero

RX3XOIXT XX p+1,

formado por el producto de todos los nimeros primos
mds la umdad, tendria que ser un nimero compuesto y
por tanto divisible por alguno de los ndmerns primos 2,
3, 5..... p. El primer sumando es divisible por dicho nd-
mero primo, el seguidy 1 no lo es, luego la suma no lo
serd. Esta suma, pues, serfa un ndmero primo mayor que
P, 6 lo que es lo mismo, no hay ndmero primo mayor
que todos los demads, es decir, que su nimero es ilimitado,
86. Criba de Eratosteies.—=A~Asi se llama, del nombre
de su autor, un procedimiento muy sencillo de formar la

série de todos los nineres primos hasta un limite dado.
Supongamos que quisiéramos hallar todos los nimeros
primos menores que 1000)0. ,
Prescindirfamos desde luego de los nimeros pares,
que no pueden ser primos, 4 excepcion del 2, y escribi-
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riamos todos los impares desde 1 hasta 100000. Si 4 par-
tir del 3, contamos de tres en tres, todos estos numeros
serdn multiplos de 3 y deberemos eliminarlos. Por la mis-
ma razén 4 partir del 5 contarewos de ben b; a partir
del 7, de 7 en 7, et , y asf iremos suprimiendo todos los
numeros compuestos.

87. Se llaman nimeros primos entre Si, los que no
tienen mds factor comiin que la unidad. Asi, 4, 8, y 25 son
primos entre si.

Se llaman primos entre si dos d dos varios nimeros,
cuando cada uno de ellos es primo, son cada uno de los
demads, como 4. 9 y 25.

A la simple vista de estos dos eiemplos se observa
que varios ndmeros primos entre si pueden no ser primos
entre si dos d dos; pero que los ndmeros primos entre si
dos 4 dos son siempre primos entre sf,

83. Dos niuimeros no primos entre si tienen, por lo
meao ‘., un divisor primo comita mayor que 1.

Siendo estos nimeros no primos entre si tienen que
tener un divisor comtin mayor que 1; si éste es primo, el
teorema estd demostrado, y si es compuesto, los nimeros
dados seran divisibles por los factores primos de este com-
puesto

Consecuencias. Dos eiteros conszcutivos son primos
entre si, pues si tuvieran aigun factor comiin tendria que
dividir d su diferencia, lo que es imposible,

Ua niimero primo y otro cualguiera que no sea miilti-
p'osuyo. soa prinos eatre si, pues no pueden tener nin-
gun factor comiin,

Los ait neras primos, son primos entre si. ¥ primos
dos d dos, por la definicion de nimeros primos,
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XIII.

Maximo comun divisor.

89. Mdximo comi divisor de parios niimeros es el
mayor divisor comun de todos ellos,

Se indica abreviadamente m. ¢. d.

90. El mdximo contin divisor del divilendo y divisor
de uia divisié 1 inco npleta es igual al miximo comiin di-
visor del divisor y residuo.

Fn efecto, hemos demostrado que todo factor del di-
videndo y divisor lo es del divisor y residuo, luego si son
comunes todos los divisores, el m. ¢. d. ta nbiéa lo serd.

9l. Supongamos que querenos hullar el m. ¢, d. de
dos niinercs que, para mayor generalidad, designaremos
por Ay B, y que Bes el menor de los dos.

El wayor divisor de B es B, luego si 13 fuera divisor de
A, B seria el m. c. d. pedido.

ATT'BIFRLR
RiC [ eaLe
R"10

Para ver si lo es, efectuaremos la divisién que supon-
dremos nos dd un cociente C y un resto R; luego B no es
factor de A; pero hemos demostr do queel m. ¢ d de A
y B es el mismo que el de B y R, luego hallaremos el de
éstos.

El mayor divisor de R es R, luego si R fuera factor
de B, R serfael m.c. d deB y R. Los dividimos y nos
ddn un cociente C', por ejemplo, y un resto R’, luego R
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no esel m. c. d.; y repitiendo el mismo razonamiento

hasta que obtengamos cocir nte exacto, llegaremos a ob-
tener el m. c. d. R’ pedido.

De donde se deduce gue para hallar el m. c. d. de dos
niimeros basta dividir el mayor por el meaor, el menor
por el resto, y asi sucesivamzite hastt obtener cociente
exacto. El altin) divisor hi'lado es el m. c. d pedido.

92. Todo divisor comiia de dos nimeros es divisor de
sum. c.d.

Pues en el ejemplo anterior, todo factor comtn de A
y B lo es de R, y todo factor comin de B y R lo es de R,
(6%) que es lo que queriamos demostrar.

El 1eciproco es ciefto, pues todo factor de R' lo es de
su maultiplo K; y siéndolo de R y R’ lo sera de B: y por
serlo de B y R lo es de Aj luego todo factor de R’ lo es
de A y B, segtin habiamos dicho.

93. Fundados en este principio, vamos 4 determinar
el m. ¢ d. de varios nimeros dados A, B, Cy D,

Todo divisor de A y B ha de serlo de sum, c. d., que
llamaremos M; luego todo divisor comin de A, By C
tendrd que cerlo de C y M, y por tanto, el m. ¢. d. de
A,B y Cserd el mismo m, c. d. deCy M que llamare-
mos M'. Todo divisor de A, B, C y D lo serade D y M’,
luego el m. 3. d. ae A; B, Cy D sera el mismo que el de
D y M', que lamaremos M",

De donde resulta que para hallar el m. c. d. de varios
niimeros hallaremos primero ¢l de dos de ellos, después el
delm. c. d. hallado y otro de los propuestos, y asi suce-
sivameate hista que empleemus el witimo de los nimeros
dados. :

Escolios. Si dos de los nimeros dados [fueran primos
entre si, serfa innecesaria la investigacion.
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La operacidn deberd suspenderse, por la misma razén,
si alguno de los residuos fuera primo con el divisor res-
pectiva.

Sialguno de los nimeros dados fuera multiplo de otro,
deberd prescindirse de aquél y operar solo con los res-
tantes.

Ejumeros. 1.° Hallar el m, c. d. de los ntinieros 4250,
33252, 30600 y 103452

2. Determinar el m. ¢, d. de 345, 2760, 19482,
216354 y 936729.

XIV.

*  Propiedades del mdximo comin divisor.

* 04. Sidos nineros se multiplican por un mismo

entero, Su m. c. d. queda muliiplicado por dicho entero.
En efecto, suponiendo que hallamos el m.c. d de
A y B, tendremos A i R | R

R Een Bogl fou
R'] 0 luego R'es el m. c. d,

si ahora multiplicamos A y B por un numero n, tendre-
mos (61) AXn|BXn|l RXn |R' Xn

Rxn|C c | G

R’Xﬂ OXR=U
luegoel m.c d.deAX ny BXnes R X n que eslo

que queriamos demostrar
De modo ana.ogo se demostraria que §i dos niimeros
se dividea por ua mismo entero, su m ¢ d.queda diyidi-
do por dicho entero.
* g5. Siyarios niumeros se multiplican por un mismo
entero, su m. ¢, d., queda multiplicado por dicho entero.

s
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Sean A, B, C y D los nimeros. Hallo su m, ¢. d.

A

B med =M

C

m'c'd'=%}m. el —

que suponemos es P, ;
Digo que el m c.d.de AXK, BXK, CXK, ¥y
D x K sera P X K.
En efecto, hallando el m ¢ d. de estos numeros, ten-
dremos con arreglo al principio anterior

AN tm c.d.=MxK
BXK| cxK}m-C-d'—gg‘fE:m, c.d=PxK
que es lo que queriamos demostrar,

Del mismo modo demostrariamos que i yarios niineros
se d viden por ua eatero, su m. c. d. queda dividido por
dicho eatero.

* g6. St varios numeros se dividen por sum c d.,
los co_ientes que resultai son nimeros p inos eatre si.

En eciecto, sea, como en el ejemplo anterior, P el
m.c.d de A, B CvD

Si dividimos dichos cuatro nimeros por P, el m. ¢, d,
de los cocientes que obtengamos sera |, luego estos co-
cientes son numeros primos entre si

* g7. Todo divisor de un producto de dos factores,
que sea primo con uno de ellos, es divi or del otro factor.

Sea A X B un producto y C un divicor del producto,
que suponemos primo con A; d go que sera divisor de B,

En efecto, siendo A y C piimos, su m, c. d. sera la

: A o e
unidad C : m. c. d ==1; muliiplicando ambos por B,

tendremos é ;<< g m.c.d =1 X B=B.

Ahora bien, C es divisor, por hipétesis de A X B; lo
es evidentemente de C X B, luego lo sera del m, ¢ d. de
ambos que es B.

* o8. Todo nwnero primo divisor de un producto
de yarios factores, es divisor por lo menos de uno de ellos,



Sea d un divisor primo del producto

mxnxpXag,

digo que serd divisor de uno de ellos. En efecto, este pro-
ducto le puedo considerar como un producto de dos facto-
resmynpq,

mxXnXpXg=mixnpg

y, con arrezlo al principio anterior, siendo d divisor de
este producto, si le suponemos primo con m, tendrd que
ser divisorde n pg: peron p g = n X p g; y siendo d di-
visor de este producto, si le suponemos primo con y, trndrd
que ser divisor de p ¢; y siéndolo, por fin de pxg, si le
suponemos primo con p, tendra que ser divisor de ¢, que
es lo que queriamos demosirar,

De este principio se deducen varias consecuencias:

14 Jodo ntmero primo divisor de una potencia, es
divisor de la base. Con arreglo 4 la definicién de potencia,

24 Siyarios mimeros son primos entre st, sus poten-
cias también lo serdn.

En efecto, estos nimeros no tienen mds factor comin
que 1. Sus potencias no tienen mds factores que dichos
numeros, luego no tienen mas factor comun que la unidad

3.2 Siur nimero primo es divisor de un producto de
Jactores primos, es igual d uro de estos. pues tiene que
ser factor de uno de ellos y todos son primos.

* gy Tolo numero divisible por otros dos primos
entre si, es divisible p.r su produ to.

Sea el numero N divisible por 7 y 8 digo que lo sera
por el producto 7 X 8

En efecto, N = 7 X ¢, llamando ¢ al cociente; 8 es
factor de N, luego lo sera de suigual 7 X ¢y como es
primo con 7, sera divisor de ¢ Dividiendolos, y llamando
g al cociente, tendremos ¢ = 8 X ¢. de donde

conforme al enunciado.
* 100. Todo nitmero divi:ible por otros varios pri-
mos entre si dos d dos, es divisible por su prodycto,
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Si el nimero N es divisible por 7,8, 9 y 25, digo que

lo serd pcr

TXEXIX 2.
En efecto. por serlo, por 7 y 8 sera, con arreglo al prin-
cipio anterior,

N=T7TX8Xyqg,
9 es factor de N, luego lo serade 7 X 8 X g ycomo es
primo con 7 y con 8, serd factorglg, Luego ¢ == 9 X K,
de donde :

N=TX8X9XK;

pero 25 es factor de N y. por tanto, de su igual

T X 8% IXK,
es primo con los tres primeros factores, luego es divisor de
K, lo que nos dara K =25 X [, y
IN=T 3¢ 8395 25 1,
que es lo que queriamos demostrar.

De aqui se deduce que las condiciones de divisibilidad
por los nimeros compuestos debzrdn ser el conjunto de las
de sus numeros primos Asi para ser un numero divisible
pordd = 5 X 9, debera reunir los caracteres de divisibili-
dad por § y por 9.

XV,

Fuactores de los enteros.

101, Determinacion de los factores simples de un en-
tero dado.

El procedimiento empleado (83), para demostrar que
todo nimero compuesto es un producto de varios nime -
ros primos, nos proporciona el que debemos seguir en
este caso.
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Divilase el mimero dailo y los cocientes sucesivos por
s menor factor primo, diferente de la unidad, hasta lle-
gar al cocie ite |.

La uperacion se dispone como en el signiente cjemplo:

010 | 2 y tendremos: 540=2%270)
2

270 O —¢ a=! 510=2%2% 135

155 i 0)(2\{‘:72' 2RI yox 7o e

45 | 3 od0=2X2X3IX45| _,. :

15 | 3 45=3x15 -‘?;jg:égxsxaxw
5|5

1 de donde 510 =2 2% 3 X33 X5=2" X3 X5,

* 102. Cadz nimero admite un solo sistema de fac=
tores primos.

Sea N un nimero que se ha descompuesto en sus fac-
tores primos a, b, ¢, d. entre los que puede haber algunos
iguales. Supongamos que una segunda descomposicion nos
diera los tactores a', b', ¢, d', tendriamos

N=axbsweXxd
y también
N=a'X§ <'Xd
de donde
aXbXeXd=aXbxdx«d.

Ahora bien, a es divisor del primer miembro de esta
igualdad, luego lo serd del segundo, y como éste es un
producto de factores primos (98 — 3.°), tendra que ser

igual 4 uno de ellos Sea a = a'.
Dividiendo ordenadamente las dos igualdades, resultard

bXeXd=bxdxd
y, por la misma razén, tendremos & = §'; de donde
exd=c'sd

y, en virtud de lo expuesto, ¢ = ¢’y por tanto, d =d',
Lo que demuesira que N no admite mas que una descom-
posicién en factores primos,
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103. Para que un nimero sea divisible por olfro, es
necesario y suficiente que contenga todos los jfactores de
este otro.

Siendo el dividendo igual al producto del divisor por
¢l cociente, es evidente que el dividendo contiene no solo
todos los factores del divisor, sino también todos los del
cociente.

104. Determinacion de los factores simples y com-
puestos de un entero dado.

Los principios demostrados en los nimeros 99 y 100,
nos dan el medio de resolver este problema, pues si toma-
mos el nimero 540, cuyos factores primos conocemos yas
es evidente que es divisible por la unidad y las potencias
1.2 y 22 de 2; lo es también por las tres primeras poten-
cias de 3, luego lo serd por los productos de todos estos
factores.

Del mismo modo es divisible por §, y por tanfo, lo
sera por los productos de todos los anteriores por este
factor,

W e
T TR 1)
O ad8 85
27 — 54108
5— 10 — 20
1553080
43 90 180

135 270 510

Pcr consiguiente, para determinar los factores sim-
ples y compuestos de un niimero, se le descompone en sus
Jactores primos y se escribe la unidad y las potencias su-
cesivas del primer factor simple. Estos nitmeros se multi-
plican por las poteacias sucesivas del Segundo factor pri-
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mo; todos los anteriores, por las potencias sucesivas del
tercero, y asi sucesivamente.

Ejemero,  Determinar los factores simples y compues-
tos del nimero 907200.

* 105. E niumerototal dzlos divisores de un entero
es el prolucto de los exponeates de sus factores primos,
aumeat1do cada uno e wia unidad.

Pues segi el procedimiento anterior, y fijindonos en
el mismo ejemplo,

840 =2* X 3* X5,
hemos multiplicado la unidad y las potencias sucesivas de
2 por las de 3; es decir, (2 4+ 1) 3 productos que con los
primeros hardan

C+N+@+1N3=C+1)@+1)
Estos les hemos multiplicado por b, luego habrdn resultado
R+HB+ 1)
productos que anadidos 4 los anteriores formardn
(2+1){s+l)+(2+l)(s+1)-:2+1) (B41)2

conforme 4 lo expuesto.

XVI.

Maximo comun divisor y minimo comun multiplo,

106. El producto de las menores potencias de los fac-
tores simples comunes de yvarios niimeros. es el m.c. d. de
esto0s numeros.

Sean los nimeros

Hi0 = 2° X 3*X§; 36 =2"x3'X1ly
482 =2 x3XT X1}
digo que 2 X 3 es su m, c. d.
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En efecto, el m, c. d. de estos ndmeros no puede con-
tener ningtin factor primo diferente de 2 y 3, pues entoa-
ces no seria divisor de los tres. Tampoco puede tener

estos factores con mayor exponeute, pues entonces no
* seria divisor de 482, luego ¢l m. c. d. de estos numeros
es 2 52 3.

Luego para determiaar el m. c. d. de yarios nimeros,
se les descompone en sus factores primos, y el producto de
las menores poteacias de los factores comu.es d todos
ellos serd el m,c d. pelido.

Ejevero.  Hallar el m. c. d. de los nimeros 140, 245,
455, 2275 y 9100).

Se llama minimo comun miltiplo de varios niimeros
el menor nimero que es divisible por todos ellos. También
suele llamarse multiplo mis simple, y se designa abrevia-
damente por m. ¢, m.

107. El producto de las mayores potencias de todos
los factores simples de varios nimeros es el m. c. m, de
eStos nimeros.

Sean los nimeros,

540 = 2% X 3¥ X 53 396=2’><33>(].1 y

462 =2 X371l

digo que su m, ¢. m, es
X P BT x 11,

En efecto,

XX HT XL

es multiplo de los tres nimeros propuestos puesto que

contiene todos sus faciores primos, falta tan solo demuvs-

trar que es el menor de esos miltiplos,
Ahora bien, todo nlmero menor que

BXIXEXTX11




— 65 —
6 carecera de alguno de estos factores, ¢ tendrd alguno
con menor exponente,

Pero no puede carecer de ninguno de estos factores,
pues entonces no seria miltiplo de los tres nimeros pro-
puestos; ni pueden entrar con menor exponente, por la
misma razon, luego si ningin nimero menor que

2BXPXREKTX)
es multiplo de los tres propuestos, este el m. c. m.

108. Luego para determinar el m.c. m. de warios nii-
meros, se les descompone en sus factores primos, y el pro-
ducto de las mayores potencias de todos los factores es el
m, ¢. m.

Ejempro., Determinar el m, c. m, de los niimeros

320 —1960—7280 —13000 y 25920.

PROBLEMAS

RELATIVOS AL CALCULO DE LOS NUMEROS ENTEROS,

—_—n

I. ;Cudntos afios han transcurrido desde la venida de
J. C. hasta la revolucion francesa, sabiendo que han
pasado

311 Desde ]. C. hasta Constantino

165 Hasta Augistulo

146 Hasta Mahoma

178 Hasta Carlo Magno

295 Hasta la 1.2 Cruzada

358 Hasta la toma de Constantinopla

195 Hasta la paz de Westfalia

141 Hasta la revolucién francesa

M illones
de francos.

II. La deuda de Inglaterraasciendea..... 16441
La.de Prancia 4., shae snvans s 20005

Y
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Lade Alemania 4.,0000... Fe N . 14.167
Ta deltalid 415 5.0 E R e A 12,449
La de Austria Hungrfa d....c00veveens 13.830
LadeEspafia d..ovasunens ST et 5.962
La de Belgiea aicainslore e o e s i L
Y lade Holanda ... s ieiieinisssiois oo 2.307

:A cudnto asciende la deuda publica de estas ocho
naciones?
III, La superficie de Espaiia es de..., 492.230 Km*

Tade Erancia,. ooy - e . b28.876
La de Alemania.,. ., A rer e hie 540.483
La de Inglaterra, .o vovowanesiss 314.628
Ladeiltalia o, Mo o kM 286 .589
La de Austria Hungria. ......... 625.557
Lade Bélgicasivizeien e e 20.457
NeldarEolanden Wi ire e e s 33.000

¢:Cudl es la superficie total de las ocho naciones?

IV. Un chaldin vende cuatro caballos, el 1. por 450
pesetas; el 2.° por 80 pesetas mas que el 1.9 el 3.° por 70
pesetas mds que el 2.% y el 4.° por tanto cuanto han
valido los dos primeros: ;cuanto le ha valido cada caballo
y cudnto entre todos?

V. De Madtid 4 Avila hay por la linea del Norte 114
kilémetros. De Avila 4 Valladolid hay 14 km. mds de dis-
tancia, De Valladolid 4 Burgos hay 7 km, mds que de
Madrid 4 Avila; de Burgos 4 Vitoria hay 2 km. mds que
entre las dos dltimas; y de Vitoria 4 San Sebastian hay
la misma distancia que de Avila d Valladolid: ;se pregunta
qué distancia hay de 'Madrid 4 cada una de esas ca-
pitales?

VI :Cudnto tiempo ha transcurrido desde la unién defi-
nitiva deLedn y Castillaen 1230 hasta el afio actual de 18942
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VII. Un empleado tiene 7.500 pesetas de sueldo;
gasta anualmente 5.875 :cudnto ahorra cada afio?

VIII. El radio del polo es de 6356324 metros; el del
ecuador es de 6376984 :cudl es el apianamiento del globo
terrestre?

IX. Un labrador acude 4 una feria con 3175 pesetas;
compra 4 mulas y un burro, la 1.2 le cuesta 575 pesetas;
la 2.* 80 menos que la 1.2; la 3.2 55 pesetas menos que la
2.3 1a 4.2 tanto como la L. y la tercera menos la 2.4;
y el dltimo lo mismo que la 1.8 y la 4.2 menosla 28y la
3.%—cudnto le ha costado cada animal y cudnto dinero
le ha quedado?

X. El Pico de Mulhacen tiene 3554 metros de altitud;
la Alcazaba 240 metros menos; Pefia Prieta 785 metros
menos que esta segunda, Siete Picos 326 metros menos
que la anterior; y el Puerto de Guadarrama 673 menos
que la dultima, jcudl es la altura de estas cuatro mon-
tanas?

XI. La circunferencia tiene 360° Cada grado del Ecua~
dor tiene 20 leguas ;Cudntas leguas mide el Ecuador?

XII. El sonido recorre en un segundo 3140 metros
scudantos metros recorrerd en 15 minutos?

XIII, Sabiendo que la velocidad del sonido es de 340
metros, y habiendo oido el ruido del trueno 21 segundos
después de ver el relimpago, se pregunta :d qué distancia
se encuentra la nube tempestuosa?

XIV. ElSol dista de la tierra 24000 radios terrestres;
el radio medio terrestre tiene 6360 kilometros !4 cudntos
kilometros se encuentra el Sol de la Tierra?

XV. Un tren recorre 700 m. por minuto ;qué distancia
andard en 19 h, 15 m,

XVIL. Un tren recorre 45 km. por hora; otro que sale
tres horas después recorre 42 km. por hora; se pregunta
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¢qué distancia llevard el 1.° al 2.° 4 las seis horas de
marcha?

XVIL. Un padre deja 17535 pesetas 4 repartir d partes
iguales entre sus cinco hijos jcudnto corresponde a cada
uno?

XVIIL. Cudnto tiempo tardard en oirse eltrueno de una
nube tempestuosa que dista 306 km., sabiendo que el so-
nido recorre 340 m. por segundo?

XIX. Cudnto tardard en llegar & San Sebastian, que
dista de Madrid 614 km., un tren que marcha con una
velocidad de 41 km. por hora?

XX. Dostrenes salen en direccidn contraria de dos es-
taciones que distan 98 km., el uno con una velocidad de
600 m. por minuto y el otio de 800 ;cuinto tiempo tarda-
rdn en encontrarse y qué distancia habrd recorrido cada
unor

XXI. Ladistancia del Sol 4 la Tierra es de 152 640 000
kildometros. Tardando la luz 8 minutos 13 segundos en lle-
gar del Sold la Tierra scudntos km. anda la luz por se-
gundo?

NUMEROS FRACCIONARIOS.

XVII.

Numeracion de las fraceiones,

109. SehgWistorque medir una cantidad es ver cuan-
tas veces contiene 4 la uhidad. De forma que la cantidad
viene 4 hacer oficios de dividendo, la unidad de divisor y
el cociente serd el nimero que expresa la cantidad, Ahora
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bien, esta divisién podrd ser exacta 6 inexacta. Si es exac-~
ta, el cociente sera un numero entero. Si es inexacta. la
cantidad no conticne exactamente 4 la unidad, pero sf
puede contener 4 una parte de la unidad, que se toma
como wunidad fraccionaria; originando el nimero frac-
cicnario.

Por esta razon, el origen aritmético de los niimeros
Sraccionarios es la divisidn incompleta.

11o. Se llama fraccién ordinaria 6 quebrado la reu-
nién de varias partes ignales de la unidad.

Las partes iguales de la unidad se llaman medios, ter-
cios, cuartos, quiatos, sextos, séptimos, acltayos, novenos,
décimos, seglin que la unidad se divideen 2. 3. 4, 5, 6.7,
8, 9 6 10 partes. Si ¢l nii nero de partes es mayor, se de-
nominan por ese nimero con la terminacion avos, y se
dice catorceavos, quinceavos etc.

Para designar un quebrado habra que precisar en
cudntas partes iguales se considera dividida la unidad, y
cuantas de estas partes contiene el quebrado.

Por cousiguiente, el quebrado consta de dos términos:
el numerador que indica cuantas partes de la unidad con-
tiene el quebrado, y el denominadior que indica el nimero
de partes iguales en que estd dividida la unidad. v se ex-
presa escribiendo el denominador debajo del numerador,
separados por una raya.

Se lee un gquebrado, enunciando el numerador y des-
pués la unidad fraccionaria que el denominador exprese.

7
sieteavos, 2 .
11, La comparacién de'los dos términos del quebrado
oririna tres casos: que el numerador sea menor que el
denominador, en cuyo caso el quebrado contiene menos

Asl —5——, se lee cinco séptimos; .1_47“ se lee cuatro diez y
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partes de las en que hemos dividido 4 la unidad y es, por
tanto, menor quela unidad.

Que el numerador sea igual al denominador, en cuyo
caso el quebrado contiene todas las partes en que la uni-
dad estd dividida, 6 esigual 4 la unidad; y

Que el numerador sea mayor que el denominador, en
cuyo caso el quebrado contiene mds partes de las en que
hemos dividido 4 la unidad, 6 es mayor que la unidad.

En el primer caso, el quebrado se llama propio € im-
propio en los otros dos.

2. De lo expuesto se deduce que el quebrado impro-

pio siempre contiene un entero. Sea el quebrado —5—~La

unidad tiene cinco quintos; luego trece quintos tendrd
tantas unidades como veces contenga cinco quintos; es
decir, como trece contiene d cinco. Efectuando la divisién,
resulta:

13 3
% Tt

Luego para extraer el entero de un quebrado impropio se
divide el numerador por el denominador y al cociente en-
tero se agrega un guebrado cuyo numerador es el residuo
¥ cuyo denominador es el divisor.
Este nimero, compuesto de entero y quebrado, se

llama mixto,

113. Hallar el quebrado impropio equivalente d un
niimero mixto,

Sea el nimero mixto 2 4 = Basta observar que si

la unidad tiene cinco quintos, dos unidades tendrdn 2 X5
quintos. Luego

B 5]
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luego para convertir en quebrado un numero mixto, se
multiplica el entero por el denominador, al producto se
anade el numerador, y esta suma es el nuevo numerador,
dejando el mismo denominador.

1I4.  Si observamos que un nimero cualquiera

6 X5

B= —p5 ¢ deduce que cualquier entero puede poner-

se en forma de quebrado de denominador dado, poniendo

por numerador el producto del entero por dicho deno-
minador,

XVIII.

Propiedades de los quebrados.

115. [l cociente completo de toda division de enteros
es un gquebrado, cuyo numerador es el dividendo y el de-
nominador el divisor,

En efecto, sea 5 el dividendo y 6 el divisor,

Dividir cinco por seis es partir el cinco en seis partes
iguales y tomar una de estas, lo que conseguiremos divi-
diendo cada unidad en seis partes iguales y reuniendo las

£ ; 53
cinco partes, Es decir, que 5: 6 = OB conforme al enun«

ciado.

De aqui se deduce que producto de un quebrado por
su denominador es igual al numerador, puesto que el
producto del cociente por el divisor es el dividendo,

El cociente completo de toda division de enteros, cuan-
do ésta sea inexacta, serd un niimero mixto, cuyo entero
es el cociente y cuyo quebrado tendrd por numerador el
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residuo y por denominador el divisor, segin lo expuesto
en el nimero 112,
Escolio. Las palabras numerador, denominador y que-
brado equivalen. por tanto. 4 dividendo, divisor y cociente.
116. Siyarios quebrados tienen el mismo denominador,
es mayor el que tenga mayor numerador.

Sean los quebrados

2 4 b}

BB s
En todos ellos la unidad estd dividida en’ el mismo nime-
ro de partes, luego éstas son del mismo tamaio; pero el
tercero contiene mds partes que los otros dos, luccro el
tercer quebrado es el mayor de los tres.

117, Sivarios quebrados tienen el mismo numerador,

esmaycr el que tenga menor denominador.

Sean los quebrados

3 3 3
B RS ROASTE

Todos ellos contienen el mismo nimero de partes, pero
en el primero la unidad estd dividida en 5 partes iguales,
en el segundo en7, y en el tercero en 11. Ahora bien,
cuanto mayor sea el ntimero de partes en que dividamos
la unidad, menor serd cada una de éstas, Luego las partes
del tercer quebrado son menores que las de los otros dos,
y por tanto, el tercer quebrado es el menor de los tres,

118, De aquf se deduce que si el numerador de un que-
brado aumenta 6 disminuye, sin variar el denominador,
el quebrado aumenta 6 disminuye.

Si el denominador de un quebrado aumenta 6 dismi-
nuye, sin yariar el numerador, el quebrado disminuye 6
aumenta.

* 19. Sellamacomplemento aditivo de un quebrado
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el numero que le falta para ser igual & la unidad; y comple-
mento Sustractivo el que le sobra para ser igual 4 la
unidad.

De donde se deduce que los quebradus propios tendrén
complemento aditivo, y los impropios sustractivo.

El complemento aditivo 6 sustractivo de un quebrado
es otro quebrado del mismo denominador y cuyo nume-
rador es la diferencia de los dos términos del primero;

=
pues:i—g:—lc falla%-._-—..a—éé para valer la unidad; ¥

5]
excede en -—1—_.5 £ 4 la unidad,
B! 4+

De donde se infiere que el mayor de varios quebrados
propios es el que tiene menor complemento aditivo, pues
le falta menos para valer la unidad; y el mayor de varios
quebrados impropios serd el que tenga mayor comple-
mento sustractivo, pues excede en mas 4 la unidad.

* 120. Sid los dos términos de un quebrado propio
se les aumenta un mismo nimero, el quebrado aumenta.

s
5ta

En efecto, los complementos admvos de estos dos
&

o+ta

que el segundo, el primer quebrado ?5—1:‘—; serd mayor

| o

Sea el quebrado -g—, digo que

2
quebrados son =—— ¥y & ¥ como el primero es menor

que el segundo E
Del propio modo se demuestra que si d los dos térmi=
nos de un quebrado propio se les disminuye un mismo

numero, el g ebralo disminuye
* 121, Sidlosdos términos de un quebraio impropio
se les aunenta un mismo niwmero el guebrado disminuye,
5] ota 9

digo que ——< .
gl G B e
En efecto, comparando les complementos sustractivos
10

Sea el quebrado
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resulta que ——— , luego tambien . s
e g < 5+a
Lo mismo se demostraria que si d los dos términos de
un quebrado impropio se les disminuye un mismo nimero,
el quebrado aumenta.
122, Siel numerador de un quebrado se multiplica por
un entero, y el denominador no varia, el quebrado queda
multiplicado por dz’cho entero,

Sea el quebrado -3 digo que

‘7 ‘l

En efecto, comparando los dos quebrados
5 9X3
7 =g
se ve que el segundo es 3 veces mayor que el primero,
6 es igual 4 este multiplicado por 3.

Del propio modo veriamos que si el numerador de un
quebrado se divide por un entero y el denominador no
varia, el quebrado queda dividido por dicho entero.

Escolio. Este teorema nos indica el modo de multi-
plicar ¢ dividir un quebrado por un entero.

123, Siel denominador de un quebrado se multiplica
por un entero y el numerador no varia, el quebrado queda
dividido por dicho entero.

Sea el quebrado —— 7 ; digo que
5 o
5 I
En efecto, comparando los dos quebrados
LB,
7T T3
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se ve que el segundo es 3 veces menor que el primero ¢
es igual al primero dividido por tres.

Del mismo modo se demostraria que si el denominad r
de un quesrado se divide por un eatero y el numerador no
varia, el quebrado queda multiplicado por dicho entero.

Escolio. Con arreglo 4 este principio podremos tam-
bién multiplicar 6 dividir un quebrado por un entero.

De los dos iltimos teoremas se deduce que si nume-
rador y denoninalor de un quebrado se multiplican 6 di-
viden por un mismo eatero, ¢l quebrade no varia.

Estos mismos principios pueden aplicarse a la division
de enteros con arreglo al escolio del nimnero 113,

XIX,

Transformaciones de los quebrados.

124. Simplificar un quebrado es reducirle d otro equi-
valente cuyos términos sean mas pequenos.

Quebrado irreducible es el de menores términos de
todos sus equivalentes.

Reducir un quebrado 4 su mds simple expresién es
hallar su quebrado irreducible equivalente.

* 125, Zodo quebrado igual d& otro cuyos términos
sean primos entre si, tiene sus dos términos equimultiplos
de los de este otro.

Sea el quebrado

ds

a

Brit
digo que a y b son equimiltiplos de 4 y & En efecto, mul-
tiplicando los dos términos del primer quebrado por B, y
los del segundo por &, resuliard

(1]
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aX5b 4Xb
bX5 S5Xb

siendo estos dos quebrados ignales, y teniendo ademas
iguales los denominadores, sus numeradores serdn iguales,

luego
aXb=4Xb

pero 5 es factor del primer miembro de esta igualdad,
luego tendra que serlo del segundo, y como 5 es primo con
4, sera divisor de b (97), llamando m al cociente, serd
b =5 X m y sustituyendo este valor d= b en la igualdad
anterior resulta

aXbh=4X5xXm

y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 5,
a =4 x m, lo que demuestra que si b es m veces 5, a es
m veces 4.

Corolarios.—1 ©  Un quebrado cuyos términos son pri-
mos entre si es irreducible, pues todos sus equivalentes
tienen mayores términos.

Reciprocamente, todo gquebrado irreducible tiene sus
dos términos primos entre st, pues si no lo fueran, ten-
drian un factor comun que, suprimido, nos daria otro de
menores términos

2 0 Dos quebrados irreducibles iguales son idénticos,
pues de

se deduce en este caso, con arreglo al teorema, que a tiene
que ser multiplo de ¢, y ¢ multiplo de a. lo cual no es
posible 4 no ser @ = ¢ Por la misma razdn resulta b = d.

3.° Un quebrado irreiucible no puede ser igual d un
entero, pues siendo los dos términos primos entre si, el

numerador no es divisible por el denominador.

126. De lo expuesto se deduce que se reducird un
quebrado d su mds simple expresién, dividiendo sus dos
términos por sum. c. d, (96) El mismo resultado se ob-
tendrd dividiendo los dos términos del quebrado por un
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factor comun, y repitiendo la operacién con los que re=-
sulten hasta llegar 4 uno cuyos términos sean primos
entre sf.
EjrmpLos —Redurir & su mds simple expresién los que-
brados 2
7530 . 8758 . 17355
4680000 "< 24079 ' ¥ 0195
127.  Reduc’r guebrados & comiun deiominador, es
transformarles en otros equivalentes que tengan el mismo
denominador.

Es evidente que si multiplicamos los dos términos de
cada quebrado por el producto de los demds denomina-
dores, los nuevos quebrados seran equivalentes (123, es-
colio) & los propuestos. y tendrdn el mismo denominador,
que serda el producto de todos ellos.

Asf los quebrados

24 |6
8N
son respectivamente iguales 4
2XOEXT 4X3INT B8X3IXb
S oX 1, 3XBXT 3XbBXT .
y tienen el mismo denominador.

Luego para reducir quebraios d comin denomiador
basta multip'icar los dos términos de cida uno por el
producto de los denominaiores de los demds.

EjemprLo.—Rcducir 4 comin denominador los quebrados

) e mENT L Y

128. Este medio nos facilita el reducir los quebrados
4 comiin denominador, pero tiene el inconveniente de
proporcionarnos quebrados cuyos términos son relativa-
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mente muy grandes. De ahf la necesidad de reducir los
quebrados 4 su minimo denominador coniin

Para esto basta observar que si los quebrados fueran
irreducibles, que es el caso mas sencillo, ¢l nucvo deno-
minador comiin tendrfa que ser forzosamente multiplo de
todos ellos (125), y el menor de estos mulitiplos es el
m. c. m., luego este'seria el denominador mds sencillo.

Ademads, para que los nuevos quebrados sean equiva-
lentes 4 los propuestos, bastara multiplicar los dos térmi-
nos de cada uno por los factores que falten d su denomi-
nador para componer dichy m, ¢. m.

Luego para redu:ir querados al minimo denominador
comiin, se relucen primero d su mds sinple expresin, se
halla luego el m, c. m, de los denominadores y se multi-
plican los dos términos de cada quebrado por los factores
que falten d su denominador para componer dicho m. c. m.

Ejemero: Reducir al minimo denominador comin los
quebrados

92 BR8 815 504
108 ' 782’ 1050 ' 864 °

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

XX.

Adicion de quebrados.

Las definiciones de las cuatro operaciones dadas para
los nimeros enteros son aplicables 4 los fraccionarios,
asi como los signos de estas operaciones,
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129. En la adicién de quebrados conviene distinguir
tres casos:
1% Sumar quebrados que tengan igual denominador.
2.° Sumar quebrados de denominadores desiguales, y
3.  Sumar nimeros mixtos,
* 130. Primer caso. Sean los quebrados
a b ¢
SR T
Llamando p, ¢ y r 4 los cocientes que estos quebrados
indican, 6 sea

a STaLl taELy
] =p; d =g, F] =,
tendremos
a == d X p;
b=d X ¢
¢ =—id > r;

y sumando ordenadamente estas igualdades, resultara

et ta=a s atidxakdir

6 separando el factor comun d,

(@a+b+c)=(p+q+r)d
y dividiendo ambos miembros de esta igualdad pord,

f.i%.t.i.:p{-g—}—r

6 sea, reemplazando p, g y r por sus valores;

a+b+ ¢ a b ¢
d el ¥ d i d %

Lo que nos indica que se suman quebrados de igual
denomindor, sumando los numeradores y partiendo esta
suma por el denominidor comiin.

131. Segundo caso, Redaciendo los quebrados d de-

nominador comin, quedard reducido este caso al anterior.
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Luego para sumar quebrados que tengan distinto de=
nominador se reduzen a comin densmiaador y se parte la
suma de los numera dores por el comiin deavminador.

EjemeLo.—Sumar

27 248 175 693
o b e o WO e
54 324 X80 © 1534
132. Tercer caso. Para sumar nime-0s mixlos se re-
ducen d quebrados y se suman como tales.

Sin embargo, serd mas sencillo sumar primeramente
los quebrados, después los enteros y reunir ambas sumas,

EjempLo. —Sumar

14 7 .. 16 36
T e a7 e LT

XXI.

Sustraceion de qucbrados.

133. En la sustraccion de quebrados pueden ocurrir
los mismos casos que en la adicion: 1.9 restar quebrados
de igual denominador; 2." restar quesrados de diferente
denominador, y 3.V restar niiiieros mixios,

134. 1°f caso. Para retar quebradosde igual deno-
minador, se restan los numeradores y su diferencia se
parte por el deaominador comiin Se demostraria lo mismo
que su analogo de la adicion, 6 bien, podria demostrarse,
observando que sumado el quebrado que resulia con el
sustraendo, nos da el minuendo.

135. 2.%caso. Para restar quebrados de distinto de-
nominador, se reducen 4 comiin denominador, se restan
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los nuevos numeradores y la diferencia se parte por el
denominador comun,
EjempLo.—Restar,
120 45
216 270
136. 3.°" caso. Como en la adicién de quebrados, pue-
den reducirse d quebrados y vendremos d parar d uno de
los dos casos anteriores; 6 bien, restar separadamente los
quebrados y los enteros y reunir los dos restos.

En este caso, pudiera suceder que el quebrado del
minuendo fuera menor que el del sustraendo, diflcultad
que se obviarfa fdcilmente afadiendo al primero una uni-
dad, tomada de su entero.

Sea por ejemplo, 9 i — 3; Al reducir los que-

brados 4 eomun denominador para restarlos, resulta

2 1 : ‘
— .« mayor que el minuendo. Tomo una unidad

= 3§

del 9, que vale 8--, y anadida 4 los £ tendremos 10,

8 8 8’
de donde
1 7 10 7 )
9 S 3 5= ) o 3 g =0
Ejempro.—Restar,
84 160
v Cpelie Sy

137. Casos particulares. 1.° Restar un quebrado de
un entero, :

EJEMI‘LD.Sm-f‘:r? f — ':.; =17 f
2 5} 5] 2

que nos indica que basta agregar al entero del minuendo,
disminuido en una unidad, el compleinento del sustraendo.
2.  Restar un mixto de un entero,

1
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Sea, por ejemplo,
3 4 3 1
S e e 4
luego basta aniadir d la diferencia de los enteros, dismi-
nuida en una unidad, el complemento del sustraendo.

3.2 Restar un entero de un mixto.
] 8

O s _2=3_’
4 4

se restan los enteros y se agrega el quebrado del mi-
nuendo.

4.° Restar un quebrado de un mixto.

= 3 ) 9 e 21 — 20 LR 1...
G ARy S RO R T Y
. se agrega al entero la diferencia de los quebrados
2 2
0 — “ 5 0 BN s
Ejempros. 1,2 19 g 2 20 —"1 5
2 3 2
20 L 0 S e e ey, A b
e 5 8" 4.2 @ 5 5
XXII.

Multiplicacién de quebrados.

138. En la multiplicacién de quebrados conviene dis-
tinguir tres casos:
L°  Multiplicar un quebrado 6 mixto por un entero.
2.°  Multiplicar un entero, quebrado 6 mixto por un
quebrado.
3.°  Mult'plicar ua eatero, quebrado 6 m'xto por un
mixto.

139¢ L® caso. Para multiplicar un queorado por un
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entero hemos visto (122) que basta multiplicar el numera-
dor por el eatero deja.ido el wmismo deiominador.

Si el denominador del quebrado fuera miltiplo del
multiplicador ceria preferible (123) diviair el denominador
por el eatero, dejando el mismo n 'merador.

El caso de mu tiplicar ua mixto por un entero se re-
duce al aaterior convirtiendo el mixto en quebrado,

Es preferible, sin enibargo, multiplicar separadamente
el entero y el quebrado del multiplicando por el multipli-
cador y reunir los dos productos, teniendo en cuenta que
multiplicar por un entero es hallar la suma de tantos su-
mandos iguales al multiplicando como unidades tiene el
multiplicador.

4 7
Ejempros. 55—X5; 3T><9

140 2.° caso L.°  Multiplicar un entero por un que-

brado.
Sea, por ejemplo, & X _'i__

e 3 :
Multiplicar 3 por ——, es hallar un tercer nuimero que

-+

3 :
sea respecto de b loque — es respecto de la unidad;

4
S RO . :
pero —— indica tres cuartas partes de la unidad, luego el

producto debe ser las tres cuartas partes del multiplicando.

X 3 ¢ > 1
Lo expresaremos asi: b X s v de 5; pero T
de 5=—%; luego -% deidi= —“——T—L--, es decir que
o X -—2—-: 2 :f 3 . Por consiguiente, se multiplica un



entero por un quebrado multiplicando el entero por el
numerador, y dejando el mismo denominador.

Epmrro. 7 X -i;—

2,9 Multiplicar un quebrado por otro quebrado.

Sea, por ejemplo, —3- e %
: / 9
Tendremos —;— N % - _g_ de =

B IR Ry ,
pero —‘.i—'dc—i-..':-r-?— V0= m (123},
2

asipucs-%- de == -f%z.)*x 4=—é—-§-§--

Luego para multiplicar dos quebrados se multiplican
los numeradores y se parte el producto por el de los de-
nominadores.

2
i
3.2 Multiplicar un mixto por un quebrado,

Se reduce el mixto 4 quebrado y queda reducido al
caso anterior; ¢ bien se multiplican separadamente el en-
tero y el quebrado por el quebrado, y se reunen los dos
productos, teniendo en cuenta que para tomar del multi-
plicando las partes que indique el multiplicador, pueden
tomarse primero del entero y luego del quebrado, y reunir
ambas después.

Ejemero. ~g— e

2
3
141,  3.%° caso. FEste caso se reduce d uno de los an-
teriores, conyirtiendo el multiplicador en quebrado.
La consideracion de los anteriores casos patentiza que
el produycto de dos mimeros fraccionarios, 6 uno entero y

Ejemrero. 4 _?3_ D4
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otro fraccionario, es independiente del drden de’los facto-
res, haciendo extensivo 4 todos los nimeros comensura-
bles el principio demostrado en el numero 39,

JNIES e 2 6
Ejempros, 8 X 2 T > 3-—5— 4 TXE’"T'
X XIII.

Divisién de quehrados.

142. En la division de quebrados podemos distinguir
los mismos casos que en la multiplicacidn,

1.9 Dipidir unquebrado 6 mixto por un entero,

2.° Dipidir un entero, quebrado 6 mixio por un que-
brado.

3.° Dipidir un entero, quebrado 6 mixto por un mixto.

143. 1.°° caso. Dividir un quebrado por un entero. Se
resuelve (123) multiplicando el denominador del quebrado
por dicho entero, conservando el mismo numerador.

Si el numerador del quebrado fuera divisible por el
entero, serfa preferible (122) dividir el numerador por el
entero, dejando el mismo denominador.

El caso de dividir wn mixto por un entero, se reduce
d este convirtiendo el mixto en quebrado.

También podria efectuarse, dividiendo separadamente
el entero y el quebrado del mixto por el divisor, y reu-
niendo los dos cocientes, lo que se comprueba multipli-
cando este cociente por el divisor y viendo que reproduce
el dividendo.

! 9 4
EjEMpLOS. Fa S ) ! 6
144, 2.9 caso. 1° Del mismo modo podriamos probar
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que para dividir un entero por un quebraio se multiplica
el entero po el deiominador, y se parte esle producto
por el aumerador es decir, giue se m ltip.ica el entero por
el quebrado invertilo; perv puede también deducirse de
las cousideraciones siguien.es:

Sea 8:%— Dividir 8 por %—- es hallar un nimero que
multiplicado por ._i,:a. reproduzca el 8; luego, llamando ¢ 4

4 4 :
ese nirero, tendremos ¢ X —— 6 los 5 de ¢ = 8; si los

)

;j - de ¢ valen 8,

Ejempro. 7: 4

5}
2.2 Del mismo modo demostrarfamos que para dividir
dos quebrados se multiplica el dividendo por el divisor

invertido.
B8 el
;- dec= i ; 2=T;2 ;c=i—§~:—
Ejempro. g g

3.9 El caso de dividir un mixto por un quebrado se
reduce al anterior, convirtiendo el mixto en quebrado.

!
Gk

145. 3.%" caso. Se reduce al segundo convirtiendo en
quebrado el divisor,

Ejempro. 3

3 3 2 3 3
E 4: IS g s aiisial] &
JEMELOS, 157, 5 33145-64
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PROPIEDADES DE LOS QUEBRADOS.

XXIV.
Producto de varios factores fraccionarios.

* Un producto de varios nimeros quebrados 6 enteros

y quebrados, tiene le misma significicién que un producto
de enteros (64) y goza de sus mismas propiedades.

* 146. El producto de varios niimeros comensura-
bles es independiente del orden de los jactores.,

Si el producio se compusiera de factores enteros el
teorema estd demostrado. Si los factores son numeros
quebrados, 6 enteros y quebrados, como, por ejemplo,

a m
n

tendremos
a m aXce m
5""X¢X“;;' XP=—5'"—X"“H“XP=
axXecXm _aXeXmXp
bXn 8 dog bXn

que nos indica que el producto es un quebrado, que tiene
por numerador el producto de los numeradores de los
factores por los enteros, y por denominador el producto
de los denominadores,

Ahora bien, cualquiera que sea el orden de los facto-
res (65) el valor de estos dos productos, y por consiguien-
te el del quebrado, no varia, conlorme nos propaniamos
demostrar. ¥

147. Asicomo hemos llamado guebrado & un corjunto
de partes iguales de la unidad, se llama quebrado de que-
brado d un coajunto de partes iguales de un quebrado,
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De suerte que quebrado de un nimero cualquiera es
un conjunto de partes iguales de es‘e nimero.
Nada mas ficil que convertir un quebrado de quebrado,
6 de entero, en quebrado de la unidad.

Sea, por ejemplo, ; de 3 Con arreglo 4 lo expues-

to (140) tendremos

4 2 2 4

2 X4
ese it

luego para reducir un quebrado de quebrado d quebrado
de la unidad, se multiplican los dos quebrados,

Del mismo modo se reduciria un quebrado de un en-
tero d quebrado de la unidad, multiplicando el quebrado
por el entero.

De esta suerte, el cdlculo de los quebrados de quebra-
do se reduce al de los quebrados de la unidad.

Ejemeros.—1.° Calcnlar la expresion:

2 4 D 3 3 1
b sl T el R
2 3 5 i
0 e B g oo i Lo
2t Aie g
2 4 3 2
R Al gy g

148. Potencia de un quebrado (67) es un producto de
factores iguales 4 dicho quebrado,
La potencia de un quebrado es igual d la potencia del

numerador partida por la potencia del mismo grado del
denominador.

4\* 4 4 4 4X4x4 42
P EIRNCLE WS : WL i
““(5) B N S T e e A
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La potencia de un nimero mixto se obtiene reducién=
dole préviamente d quebrado,

149. Las poteacias de un quebrado irreducible son
también quebrados irreducibles.

En efecto, siendo el quebrado irreducible, sus dos
términos serdn nuimeros primos entre si; y sus potencias
(98, 2.°) también lo serdn,

150. Las potencias sucesivas de los niimero s mayores
que uno awmentan d medlida que crece su grado, puesto
que, cuando el multiplicador es mayor que la unidad, el
producto es mayor que el multiplicando. »

Por la misma razin, las potencias sucesivas de los nii-
meros menores que la unidad disminuyen d medida que
aumente su grado, pues, como el multiplicador es menor
que la unidad, el producto es menor que el multiplicando.

13 Se llama raiy de un ntimero, otro niimero gque
elevado d la potencia del mismo grado, reproduce el
propuesto.

Las raices de los niimeros se clasifican por grados,
lo mismo que las potencias, llamandose también raiz cua-
drada y raiz cubica 4 la segunda y tercera respectiva-
mente,

Se indican por el signo v/, llamado radical, que
también se aplica i toda raiz indicada.

Indice del radical, us el nlimero que expresa su grado,
y se coloca en la abertura del mismo. escribiendo debajo
el ndmero, cuya raiz expresa. Asi :"TH_, quiere decir, raiz
cuarta de 64, Se ha convenido en omitir el indice para la
raiz cuadrada, asi \/'9, quiere decir, raiz cuadrada de
nueve.
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XXV.
Proporciones.

152. Se llama ragén de dos nimeros, al cocieate de
dichos ntimeros. Asi la razén de a 4 b, es a: b. Estos
niimeros se llaman términos de la razén El primero a se
llama antecedente, y el secundo b, consecuente.

De donde se deduce que las ideas de cociente, que-
brado y razon son idénticas; asi como las de dividendo,
numerador y antecedente; y las de divisor, denominador
y consecuente.

Dos razones se dicen inversas, cuando el antecedente
de una es consecuente de otra y viceyersa.

Asi b: a eslainversa de a: b.

153. Se llama proporcion 6 igualdad fraccionaria, la
igualdad de dos razones 6 quebrados, Tal es BSOR —C*,
d
que también puede leerse, a es b, como c es 4 d; y
escribirse a:b:ic:d,

Los cuatro términos de que consta, se designan con
los nombres de 1.° y 2.° antecedente, y 1.° y 2.° conse-
cuente, 6 bien, antecedente v consecuente de la 1.2 razdn,
y antecedente y consecuente de la 2% razén, Se llaman
términos opuestos, el 1°y 4° asi como el 2.9 y 3.° Tam-
bién se llaman términos extremos aquellos, y medios éstos.

I54. La propiedad fundamental de lus proporciones es:

En toda proporcion, los productos de los términos

opuestos son iguales,

Soemal L ¢ :
Sea la proporeidn et 2 digoque aX d=bXc:
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En efecto, multiplicando los dos términos del primer
quebrado por d, y los dos del segundo por b, tendremos

aXd b b Xce

bxXd T bxd’
de donde a X d =5 X ¢, que es lo que queriamos de-
mostrar,

155. Reciproco. St el producto de dos nimeros es
igual al producto de otros dos, los cuatro forman propor-
cion, siendo terminos opuestos los dos factores de cada
producto,

Digoquesia X d = b X ¢, tendremos -—:— = —5- ]
En efecto, dividiendo por & X d los dos miembros de.
la igualdad dada, resultari

aXxXd 7% e
BNed !
y simplificando los dos quebrados

A e
TR
conforme al enunciado
156. El principio fundamental proporciona el mzdio
de hallar un término de una proporcién, cuando se co=-
nocen los otros tres.

C
== “y

X

Sea la proporcion

en que, suponiendo conocidos a. b y ¢, queremos hallar
x. Tendremos a X x = b X c; y dividiendo por a los dos

: ; b¥Xe
miembros de esta igualdad, x = —--—>§—-—-—

Este término x se llama cuarta proporcional a los
otros tres a, b, c.
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Luego para hallar una cuarta proporcional d tres nii=
meros dados, se divide el producto de los dos iltimos por

el primero, -
Escolio. Se llama proporcion continua la que tiene

; e : a X
iguales sus términos medios. Asi = g esund

propor'cidn continua.

En la proporcién continua el término medio se llama
media proporcional entre los otros dos. Asi x es la media
proporcional entre a y d. Segun lo demostrado, (154)

aXd=xXx 0 axd=ux,
v, como x* es ¢l cuadrado de x, extrayendo la rafz cua-
drada de los dos miembres, resultara
Via i =

Luego la media proporcional entre dos nimeros es' la
raiy euadrada de su producto.

En la proporcidn continua, ¢l cuarto término se llama
lercera proporcional d los otros dos. Asi, en la proporeitn

a
b

b ; :
T T « es la tercera proporcional a a y b.

De a X x = b resulta, dividiendo por a los dos
bﬂ

miembros de esta igualdad, x =

Luego para hallar la tercera proporcional d dos ni-
meros, basta dividir ¢l cuadrado del segundo por el
primero.

EjeMpLOS: 2

L.° Determinar la cuarta proporcional d los nimeros
14,8 y 7.

2.° Hallar la tercera proporcional 4 los nimeros 9 y6.
3.° Hallar la media proporcional 4 los niimeros 4 y 9.

157. Del principio fundamental se deduce que se pue-
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den cambiar los términos de una proporcién, con tal que
resulten igvales los productos de los términos opuéstos,

Lo que permite escribir una proporcién de ocho modos
diferentes

ot g e SR S S P
AR RN SN AR el PR S e Al
- c - — a . b. -— ‘I - . b —_—— d o - —— d -
g e AT e TR e T SNy

en las que siempre se verifica la igualdad a s¢d = b e,
158.  Si dos proporciones tienen dos términos no opues-
tns comunes, las ragones de los otros son iguales.

a c a (4 m
Pues de e — resulta s el

m
; e =
150, Si dos proporciones tienen dos términos opuestos
comunes, las razones de los otros son inversas.

a ¢ a n p
Pues de et SiE s ety yresultaa X d = bsces

n

aXd=m¥n,dedonde b X c—=m X no ?i= o

conforme al enunciado,
160. Lo« productos ordenados de varias proporciones
forman proporcidn.

Sean las proporciones,

a ¢ a’ ¢ a” ¢’

.b d o b" —_ d’. : ..b" —— . dﬁ. ¢
Multiplicando ordenadamente estas igualdades tendremos,

a a’ a” ¢ ¢’
b Xbr X b»‘fﬁa‘x d!'x

"

c .
d’:r" o

aXeran L‘S(f-‘*)(c”

EXLE KU T dRd A
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161. Los cocientes ordenados de dos proporciones,
Jorman también proporcion.

d— b
—_ ;,, resulta &< s

a ¢ a
Pues de —. - = a'xd'z-c'xb'

y dividiendo ordenadamente estas igualdades
ascd eXb

I A e e ks
a d b
5 X e ey g et
de donde se deduce:
I SR D AR S e
e e

conforme al enunciado.

162. 8i d los numeradores de una proporcion se les
aumenta numeros equimultiplos de los denominadores, re-
sulta otra proporcion. En efecto, si 4 los dos miembros

s a .
de la igualdad = ; se aflade un nimeron, resultara
atnb _ cnd

s A A

a €
b —]—ll::----d---f-né i

que es lo que querfamos demostrar.

Del mismo modo se demuestra que si d los numera-
dores de una proporcion se les resta niimeros equimail-
tiplos de los denominadores, resulta otra proporcion.

Consecuencias. 1.* Segtin este teorema de la pro-
porcién y

a ¢ ¢ a-=nb
= resulla Rt

5 i o .___




=ittt
y haciendo n = 1, resulta

aztEb c=td
b d
Luego en toda proporcion, las sumas 6 diferencias de
antecedentes y consecuentes de cada razon forman razo-
nes iguales con sus consecuentes.

2.2 Comparando las proporciones

a c acep iesed s 7128
b — d ¥ b — F resu alljk)
a - 77 AT e c=o'gd

it T a 5 lis

Luego, en toda proporcion, las sumas 3~ diferencias
de anteelentes y consecuentes de cad 1 razon, forman ra-
gones iguales con sus antecedentes.

3.8 En toda proporcién; las sumas de antecedentes
¥ consecuentes de cada razon, forman con sus diferen-
cias rajones iguales.

a-+b c4d a—b c—d
Pucsdc-——g—-—=—d y 5 = 5
a-+b c+d
resulta T N T

42 En toda proporcién, la suma 6 diferencia de los
antecedentes, forma con la suma 6 diferencia de los con-
secuentes razones iguales d la de la proporcidn,

En efecto, de L8 s , resulta L — -?-h; de donde
b d c d
gl e o b= 6 azkc a
TR B o AR e S T

% FEntoda proporcién las sumas de los numeradores

i
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y denominadores forman con sus diferencias rajones
iguales.

b4-d
Acabamos de ver que s _}; S ':
a—e b—d -E-— ¢ b+ d
AT = b luego S

163. Fundados en estos principios, pueden determinar-
se dos niimeros cuando se conoce su rafdn y Su suma 6
diferencia.

i
Supongamos que sea —- la razén dada, y s la suma
n

de los niimeros que quercmos hallar,
Representando estos numeros por x € J, tendremos

% m % m—+n
— = , de donde Ty = i o
X n x m
K m ms
ey i ~ que nos da x — —- vy
x m -|- n
x - ¥ m-4n , s m-n
— O = —
¥ n ¥ n
que nos da y 4
m-+tn

Lo mismo se resuelve el problema cuando en vez de
la suma se nos dd la diferencia de los dos ntimeros.
Ejemeros: 1.°  Hallar dos niimeros cuya suma sea 60
y su razén |
i~ olse "‘Tj_ .
0 K4 e i . -
2.° Hallar dos nimeros cuya diferencia sea 51 y la

e
razén —.

1
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XXVI.

Série de razones iguales.

164. Se llama série de ragones iguales la igualdad de
tres 6 mds razones.

a {54 e
Al_—=: —1 s
Ve

d T

es una série de ra-

=y

zones iguales,

165. Eatoda série de ragones iguales, la razén de la
suma de los numeradores d la suma de los denominadores
es igual d la razon de la série.

Sea la série : = : = ; = i =
digo que
atctetgt.. a
bt+d4+f+h+4... — b

Llamando » & la razdn de la série, es decir al valor de
cada uno de estos quebrados, se tendrd

a ¢ e g
h

i s = r; = r; U

=71,

de donde a= b X r
c=dXr
e=fXr

y sumando ordenadamente estas g=»h X r
igualdades, y sacando el factor co-

mun r, tendremos a+c+e+g+ .=(b+d+ /4. )r
de donde, dividiendo los dos miembros de esta igualdad

por b+d4f4+h+. ..

13
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atcted gt A
b+d4+ s+ b+ b

166. Dipidir un nimero dado en partes proporcionales

d otros mimeros dados.

Sea N el atimero que queremos dividir en partes pro-
porcionales 4 los nimeros dados a, b, ¢; y sean estas
partes que queremos hallar x, 3, 1. Tendremos,

e 1
+J + X Y a b e )

con arreglo al enunciado; de donde

Fhger Jow N R iR
a-+btc a a+b+e a’y'"a+b+c
L g S RN § S P LN
a4b4c¢c b a4-b+c b’ 4 a-tb+te
ot (5 e LR L M S
a+bt+e ¢ atb4c ¢’ Y afbitc

Luego para dividir un nitmero en partes proporciona-
les & otros niimeros dados, se divide dicho mimero por la
suma de éstos y el cociente se multiplica por cada uno de
ellos. ,

Ejrnpro.  Dividir el nimero 300 en tres partes pro-
porcionales d los ntimeros &, 6y 9.

* 167. Se llama cantidad media entre otras varias,
toda cantidad comprendida entre ellas, es decir, menor que
la mayor y mayor que la menor.

Asi 9 es media entre 2, 5, 11 y 19.
* 168 Lasuma de n numeros dividida por n, es una

media entre ellos.
Supongamos que sean estos numeros ordenados de me-

nor & mayor, a, &, ¢, d..... u,
Tendremos que evidentemente

atbtctdt..4u  atatatat..Aa

n n

a, y
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a-tbfed-dtiifu < wbud-uud . Ju

7 n

Luego, en efecto,

atfbtepdlltu

n

es media entre estos nimeros.
Esta medida recibe ¢l nombre de media diferencial 6
media aritinética.
Lamedia aritmética entre dosniimeros essusemi suma.
Ejemperos. 1.9 Hallar la media diferencial 4 los nui-
meros 7, 15. 19, 24, 36 y 49
2 © Hallar la media aritmética entre 15 y 35.
* 169. La raig del gradon de un producto den jfac-
tores es media entre ellos.
Sean los factures, ordenados de mayor 4 menor

LD O L vl Ty

Evidentemente,

S S A0 s O RS A B

a.b.c.d...u
U U UMt = U

y extrayendo la raiz n,

-

B LS
Vabed. ou—y

luego \/a b.c.d...u

es media entre elles
Esta media se llama media factorial 6 media geomé-
trica,
La inedia factorial ¢ proporcional entre dos niimeros,
es la raig cuadrada de su producto.
Ejemeros 1,2 Hallar la media factorial 4 los nimeros

2,8y 32
2.° Hallar la medida geométrica entre 4 y 16,
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PROBLEMAS

SOBRE KL CALCULO DE LOS NUMEROS FRACCIONARIOS.

I. Un comerciante vende 17 —:%- metros de tela de

) 3 )
una pieza; mds tarde 9 —— metros de la misma y, por f{in,

5

11 -14_5_ ; le quedan atn 3 -—:— metros jcudntos metros te-

nia la pieza?

II. Un cafio arroja %_ de litro de agua por minuto;

1 L 3 :
otro —g— , y un tercero T de litro en el mismo tiempo;

¢qué cantidad de agua por minuto arrojan los tres cafos 4
la vez?

III. Un obrero hace 3 m. de una obra en 4 h.: otro
7 m. en 9 h,; un tercero 11 m. en 15 h., y nn cuarto hace

O m, en 12 h. ;cudntos metros por hora hace cada obrero
y cudntos entre los cuatro?

IV. Un comerciante en antigiiedades compra un mue.

ble por 75 -—é— pesetas; gasta en restaurarle 60 —§- 3 lo

vende y gana en el negocio 35 % {en cudnto ha vendido
el mueble? -

V. Un tren recorre 119 Km.en3h ; otro 172 Km. en
5 h, jcudl es la diferencia de velocidades?
VI. De una pieza de tela que tiene 28 m. se han vendi-

do 17 %—gcuéntos metros quedan?



— 101 —

VII. Un estudiante recibe para sus gastos 25 —.2,—- pe-
5
-setas; paga al zapatero 13-i— pesetas; 4 la lavandera 6—‘2~;

compra un libro y le quedan 1 ;—g’— ¢cudnto le ha costado

el libro?

VIII. Tres cafios llenan un estanque: el 1.2 en 5 h ; el
2%en3.yel3. en 7. Tres bocas le desaguan:la 12 en
4h,la2"en 9y la3*enll Abriendo d la vez los seis
orificios, ¢qué parte del estanque se llenard 6 vaciard en 1 h

IX, Un carpintero vende una mesa en 22 L pesetas;?

4

si le hubieran dado porella 3 : mds, hubiera ganado

6 %0— pesetas. ;Cudnto vale la mesa?
X Un grado del termdmetro centigrado equivale 4

1 T :
ic £ del de Réamur, 27 - centigrados d cudn‘os equi=

5 3
valdrdn del de Réamur?
XI, Dela vista del relampago 4 la audicion del trueno

han mediado 4 —g— segundos yd qué distancia estd la nu-
be tempestuosa, siendo 340 metros por segundo la velo-
cidad del sonido?

XII. Una sefiora compra una pieza de tela que tiene

27 % metros 4 3 ; pesetas el metro; cede 4 una amiga

12 i metros jcudnto importa la tela que la resta y cudn-

2
to le debe la amigar
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das de diez céntimos, sabiendo que un Kg. equivale a

7 :
..... Lide libta,
2 40 de libra 2
XIV. El Puerto de los Bafios tiene de altura los ——

7
: : 7 :
de la de Somosierra; que a su vez es los 5i8 de la de Sie-
te Picos, cuya altura es 2200 metros jcudl es la altura de
Pucrto de los Banos?

XV. Laruedade una bicicleta que tiene 5 23 pies e

g Sl spal ;
circunferencia dd 24 vueltas por segundo jcudnto anda-

rd en 15 minutos?

XVI. Logwi~ de un jamon pesan 3 ;

« Kg. scudnto
pesa ¢l jamonr.

XVIIL. Un ciclista recorre en 2 horas 45 Km.; la rueda
mayor tiene de circunferencia 3,™ 754 y la menor 2, 128

¢cudntas vueltas ha dado cada rueda por minuto?
XVIII  Siete piezas de tela de 13 ‘2 m, cada una

1
16
XIX. Un carruaje enganchado cuesta 3500 pesetas; el

han costado 264 pesetas :4 como sale el metro?

tiro cuesta los 2 del carruaje jcuanto ha costado cada

uno?
XX. Con dos piezas de tela se han hecho 12 manteles

y 6 docenas de servilletas; los primeros tienen4 .- me-

3
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tros cada uno, y las segundas 1| 1 Jcudl es la longitud

2

de cada pieza, siendo la segunda los g de la primera.

FRACCIONES DECIMALES.

XXVII.

Numeracion de las fracciones decimales.

170, Se llama fraccion decimal & un conjunto de par-
tes decimales de la unidad.
Partes decimales de la unidad son las que resultan
de dividir la unidad por las diversas potencias de 10,
1 1
AR ol T e

Las fracciones decimales no son, pues, mds que un
caso particular de las ordinarias. Asi que las propiedades
demostradas para estas son aplicables 4 aquéllas, lo mis-
mo que su cilculo,

Sin embargo, la consideracion de su naturaleza espe-
cial nos proporciona propiedades particulares que simpli-
fican considerablemente todas las operaciones.

171. Las partes decimales de la unidad se denominan
décimas, centésimas, milésimas...... y, en general, se de-
signan con el mismo nombre de las unidades enteras
cambiando su terminacién en ésimas,

L.os principios fundamentales de la numeracién deci-
mal son los mismos que los de la entera, cuya continua-
cidn y complemento es:

como
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Todo mimero decimal es la reunién de unidades deci-
males de divzrsos drdenes, siendo menos de diey las de
cada orden.

La rounién de die; uridades decimales de un orden
cualquiera, constituye una del orden inmediato superior.

Cada cifra representa unidades decimales del orden
indicado por el lugar que ocupa, contando de izquierda d
derecha.

172. Asi, pues, toda cifra decimal tiene dos valores,
como las cifras enteras; uno absoluto y otro relativo.

Para poder fijar el valor relativo de las cifras decima-
les basta observar que, conforme a los principios estable-
cidos, las décimas deben colocarse 4 la derecha de las
unidades, las centésimas 4 la derecha de las décimas, etc.
Se distinguen las unidades enteras de las decimales sepa-
randolas por una coma,

25
100000

173. Dedonde se infiere que para enunciar un nimero
decimal, designaremos primero la parte entera y después
la parte decimal, como .i fuese ua entero, expresando al
Jin el orden de su wltima cijra decimal; 6 bien se expresa
el niimero total de sus unidades, desiznandole con la de-
nominacion de su ultima cifra decimal.

174. Para escribir un numero decimal, se escriben su-
cesivamente las cifras que expresan las unidades de di-
versos drdenes que contiene, en sus lugares respectivos, y
se separa la parte eatera de la decimal, con una coma,

Si la fraccion es propia, la parte entera serd cero,

Para leer un niimero decimal, se enunia la parte en-~
tera, y después la parte decimal  como si fuera un entero,
expresando al fin el orden de su dltima cifra decimal, 6

Asi 4 oy se escribird 4,037; 5

1500 = 5,00025.
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bien, se enuncia todo el mimero como si fuera un entero,
expresando al fin el orden de su ultima cifra decimal.

Ejempros, 1.° ;Cudl es el nimero que tiene 3 uni-
dades, 5 centésimas, 7 cienmilésimas, 8 cienmillonésimas
y 9 billonésimas?

2.% Escribir en guarismos el nimero anterior,

3. Leer el nimero 105,00000870000345.

175. Sid la derecha de un niimero decimal se colocan
uno 6 mds ceros, el niimero no varia, puesto que los valo-
res absolutos y relativos de sus cifras son los mismos.

También se podria demostrar esta propiedad funddn-
dose en el escolio del numero 123.

Corolarios, 1. Un nitmero decimal terminado en ceros
no varia Suprimiendo éstos,

2.2  Un entero se puede reducir d decimal, poniendo una
coma y aiadiendo 4 su derecha los ceros que se quieran,

3.2 Para reducir decimales & una denominacion comun,
basta igualar con ceros el niunero de sus cifras decimales.,

176. Si se corre la coma, en un numero decimal, uno 6
mds lugares d la derecha, el decimal queda multiplicado
por la unidad seguida de tantos ceros como lugares haya-
mos corrido la coma.

En efecto, el valor absoluto de sus cifras no varfa,
pero el relativo resulta multiplicado por 10, 100, 1000, etc.
segiin que hayamos corrido la coma uno, dos, tres, etc.
lugares 4 la derecha.

También puede demostrarse este principio con arreglo
al segundo enunciado del nimero 123,

Del mismo modo se demuestra gue si se corre la coma
uno 6 mds lugares d la izgquierda, el niimero decima)
queda dividido por la unidad seguida de tantos ceros como
lugares hayamos corrido la coma, 6 bien funddndose en

el niimero 123,
14
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Corolario. Al suprimir la coma en un nimero decimal
queda multiplicado por la wiidad seguida de tantos ceros
como cifras decimales tenga, pues equivale d correr todos
estos lugares la coma.

XXVIII.

Transformacion de los quebrados en decimales.

177. Las fracciones ordinarias pueden expresarse en
forma decimal y viceversa, siendo utiles, y 4 veces nece-
sarias, estas transformaciones

Para transformar un quebrado en decimal basta obser-
var que todo quebrado es el cociente indicado de su nu-
merador por el denominador, Asi pues, siel 7 4

quebrado es Z "

mos la parte entera | Reduciendo el resfduo 0

4 décimas. para lo que bistard agregar un céro, y divi-

dicndo por 4. tendremos 7 1écimas y 2 de residuo.
Reduzeo las 2 décimas 4 centésiimas para lo que ba:-

ta agregar un cero, y dividiendo las 20 centésimas por 4,

dividiendo 7 por 4 tendre- 330 1'75

: . 7
tengo b centésimas de cociente exacto; luego - == 1,75,

+
Luego para reducir un quebrado ordinario d decimal
basta dividir el numerador por el denominador, lo que nos
dard la parte entera, y continuar la divisién agregando
un cero d cada residuo.

Apliquemos esta regla 4 los quchrados ----- E = Y e
R 7 70 7
10 l 166 1'.1(!0'0 6 —1 166... " v TG G U|77'-- v _g_=0,r77ll'
40 7
40

4
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178 Los ejemplos anteriores patentizan que al reducir
un quebrado 4 decimal pueden presentarse dos casos:
que el cociente tenga un nimero limitado de cifras, como
en el ejemplo 1.%: 6 que tenga un nimero ilimitado de
cifras, como en el 22y 3.9 y

De ahi la divisién de las fracciones decimales en
exactas € inexactas.

Las fracciones inexactas pueden ser d su vez periodi-
cas y no periddicas.

Se llama fraccion periédica aquella en que se repite
un grupo de cifras periddica € indefinidamente.

El grupo de cifras que se repite, se llama periodo.

Las fracciones periddicas; por tiltimo, se distinguen en
periddicas puras, cuando el periodo empieza desde las
décimas, como en 0,77..., y periédicas mixtas, cuando el
periodo empieza después de las décimas, como en 1,166...

Las cifras decimales situadas delante del periodo se
llaman parte no periddica. Asi, en este ejemplo, | esla
parte no periddica, y 6 el periodo.

179. La fraccion decimal equivalente d una fraccion
ordinaria, es forzosamente ex 1cta 0 periodica.

En efecto, al dividir el numerador por el denominador
6 llegaremos 4 un cociente exacto, 6 né Ei el primer
caso, la fraccion decimal es exacta. En el segundo, al
cabo de tantas divisiones a lo sumo como unidades menos
una tenga el divisor (pucsto que el resto sicmpre ha de
ser menor que el divisor) se reproducira uno de los restos
anteriores, 6 sea uno de los dividendos parciales anterio-
res, lo que nos conducird 4 uno de los anteriores cocien.es,
que reproducird el resto coirespondiente, etc., y, por
tanto, las cifras del cociente se repetirin desde entonces

s v

continua ¢ indefinidamente, originando una fraccién pe-
i6dica.
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XXIX.

Transformacion de fracciones decimales en ordinarias.

Pasemos ahora 4 resolver el problema inverso que,
segtin hemos visto, comprenderi tres casos, segun que la
fraccion decimal sea exacta, periédica pura 6 periodica
mixta.

180. Se llama generatriz de una frac ion decimal, el
_ quebrado ordinario equivalente.

1.rcaso, Si la fraccién decimal es exacta basta poner
su denominador de manifiesto.

40257 abe= abC
Toa0l % * 25T S Y000

181, .2 ° caso. Sea la fraccidn decimal periddica pura

Asi 4,0257 =

Llamemos f 4 su generatriz, tendremos f = n,ab ab...
y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por
la unidad seguida de tantos ceros, como cifras tenga el
perfodo (por 100 en este caso) f X 100 = nab, ab ab,....;
restando de esta igualdad la anterior, resulta,

X9 =nab—n, de donde f = -ﬂ%:):i.

Luego la generatriz de una decimal periddica pura es
igual d un quebrado, que tiene por numerador la parte
entera seguida del periodo, menos la parte entera; y por
denominador, un nitmero compuesto de tantos nueves como
cifras tenga el periodo.

Escolio. Aplicando esta regla al caso de una fraccién
propia, resultard que su generatriz es un quebrado, cuyo



— 109 —

numerador es el periodo y cuyo denominador es un ni-
mero compuesto de tantos nueves como cifras tenga el
periodo,

182, 3.°f caso. Sea la fraccién periddica mixta
n,pqabecabc....
designando por f su fraccién generacriz, serd
Sf=n pgabcabc ..
y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la

unidad seguida de tantos ceros, como cifras tenga la parte
no periédica, resultard

S X110 =npg,abcabec...

que, con arreglo al caso anterior, nos dd

__ npgabc—npgq
S 1000 999

y dividiendo por 100 los dos miembros;

npgabec —npgq
iy 99900 9)

Luego la generatriz de una decimal periédica mixta
es un quebrado, cuyo numerador es la parte entera segui-
da de la no periodica y del periodo, menos la parte entera
seguida de la no periddica; y el denominador un niimero
compuesto de tantos nueves como cifras tiene el periodo,
seguido de tantos ceros como cifras tiene la parte no
periddica.

Ejemeros. 1.9 Hallar la generatriz de 8, 0000375
22 de 0,000000045675.

3.2 de 15;128128128.....

4.° de 0,545454.....

5.0 de 7.88120125125. ..

6.0 de 0,246787878.....
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Escolios. 1° Aplicada la regla anterior 4 una fraccién
propia, resultard que la generatriz es un quebrado que
tiene por numerador la diferencia entre la parte no peri6-
dica seguida del perfodo, y la parte no periddica; y el
denominador el dicho en el caso general.

* 2.° El numerador de la generatri; de una deci-
mal periddica mixta no puede terminar en cero, para lo
que precisaria que en el quebrado (a) fuera ¢ — ¢; lo cual
determinaria una cifra menos en la parte no periddica.

* 3° Las fracciones inexactas, no periédicas, no
pudiendo expresarse por un quebrado ordinario (179),
son niumeros incomensurables.

XXX.

Relaciones entre las fracciones decimales y sus
generatrices.

* 183. La generatriy de una fraccion decimal exacta
no contiene en su denominador mas factores primos que
2 yb.

En efecto, esa generatriz siempre puede suponerse un
quebrado irreducible, pues. sino lo fuera, le reduciriamos
@ su mas simple expresion, Ahora bien, si la representa-

a : :
mos por ——, nosotros sabemos (177) que para reducirla 4

decimal no hacemos mds que dividir a por 5, agregands
ceros al dividendo, 6 sea multiplic: ndole por una potencia
de 10 con lo que solo introducimos en el dividendo los
factores 2 y 5 y para que a X 10™ sea divisibie por & es
necssario (97) que 10™ lo sea, y por tanto (103) que 4 no

contenga mas factores primos que 26 5, conforme que-

riamos probar.

* 184. La generatriz de una decimal periddica con-
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tiene en su denominador algin factor primo diferente de
2y 0.

Puesto que para que a X 0™ no sea divisible por b,
es necesario que 0™ no lo sea, paralo que precisa b (103)
tener algan factor primo diferente de 2 y 5.

* 185. Al niunero de cifras decimales de un frae-
cién decimal exacta es igual al mayor de los exponentes
de 2 y b del denominador de su generatriz irreducible,
pues ese serd el numero de ceros que habrd que agregar a
a para que sea divisible por &,

* 186. La geaeratriz de una decimal periddica pura
no puede tener ea su denominador el factor 2 ni el 5

1 efecto, el denominador de esta generatriz sabemos
que es un numero compuesto de nueves, por consiguiente,
aunque le simplifiquemos, nunca podra resultar ningun
factor 2 ni 5.

* 188. La geaeratriz de una decimal periodica mix-
ta tiene siempre en su deaominador alguno de los factores
206 5, y algta factor primo con éstos. sin lo cual seria
generatriz de una decimal exacta 6 de una periddica pura,

* 189. Todo numero euero, cuyas cifras sean
nueves, ea nimero Sificiente, puede siempre ser multiplo
de otro entero primo con los jactores 2 y 5.

En efecto, si n es un entero primo con 2 y con 5,

1 serila generatriz de una decimal periddica pura, y
n

representando por p el periodo, (181) IT = gﬁ’g&“‘“ de
donde se deduce que 999.... es multiplode n. (125)
Corolarios 1 © El cociente completo de dividir por un
niimero primo con los factores 2 y 5, el formado por los
nueves necesarios y suficientes, es el periodo de la deci-
mal engendrada por la parte alicuota de la unidad cuyo
denominador es ese nimero. Pues de la igualdad anterior
1 P : 999...
-;z_ == ?gr 3 resulta P= '—-"'_” .
2.2 El periodo de la decimal engendrada por un que-
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brado propio irreducible nﬁ’ cuyo denominador sea pri-

mo con los factores 2 y 5, es el producto que resulta de
multiplicar por m el periodo engendrado por

m 1
puesto que — =m X iy

Ejemperos. 1.% Determinar los periodos de las decimales
engendradas por las fracciones
Lol il ol
ey RS T e T
2,9 Determinar los periédos de las decimales engen-
dradas por
2 k! ) 7 J
e A T e TSN
190. El niimero de cifras de la parte no periddica
de una fraccion decimal period‘ca mixta, es igual al ma-
yor de los exponentes de 2 6 5 del denominador de su ge-
neratriz irreducible.

Pues hemos visto que la generatriz de una decimal pe-
riddica mixta, tiene por denominador un numero com-
puesto de tantos nueves como cifras tiene el periodo, segui-
do de tantos ceros como cifras tiene la parte no periddica,
y sabemos (183.— Escolios:==2 %) que su numerader no
puede terminar en cero, de modo que, reducida 4 su mas
simple expresidén, siempre quedard en el denominador el
factor 2 6 el & con un exponente igual al nimero de cifras
de la parte no periddica.

Escolio, El denominador de la generatriz de una frac-
cién periédica mixta, se compone de dos factores; uno
compuesto de los factores 2 y 5 v otro primo con ellos

El trimero determina el nimero de cifras de la parte no

periddica, y el segundo el nimero de cifras del periodo,
con arreglo 4 lo expuesto,

*
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XXXI.

Adicion y sustraccion de numeros decimales.

1g1. Como la numeracion de los decimales se funda
en los mismos principios que la de los enteros, cuye
complemento es, las consideraciones hechas para deducir
la regla de la adicién son también aplicibles & estos nfi-
meros, y, portanto, podemos desde luego establecer que

Para sumar niimeros decimales basta sumar las uni=
dades del misme orden de todos los sumandos, empegando
por las inferiores, reservando las decénas que resulten de
cada suma parcial para agregarias d la suma parcial
siguiente:

Caso particular. Sihubiera que sumar quebrados or-
dinarios y decimales, bastaria reducir los primeros 4 deci-
males ¥ vendriamos 4 parar al caso general.

192. Escolio. También podria demostrarse la regla
de la adicion poniendo los decimales en forma de quebra-
dos y sumdndolos como tales.

103. La sustraccion de decimales se efectfia también
como la de los enteros restando las unidades del mismo
orden de minuendo y sustraendo; awmentando dieg uni-
dades d la cifra del minuendo que sea menor que la del
sustraendo, y aumentando uno d la cifra siguiente del
sustraendo. Si el minue ndo tuyiera menos cifras decima-
les que el sustraendo, se igualan agregdndole ceros d la
derecha.

Caso particular. Si el minuendo 6 el sustraendo fuera
un quebrado ordinario se reduciria 4 decimal.

185,
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Escolio. También podrfa deducirse la regla de lu sus-
traccién, de restar los decimales en forma de quebrados.
Ejempros. 1.2 Sumar
5,075 + 0,87546 4 127,044 84,0005784 4 19,004575 4
0,157 41574, 00840057.

2% 6,125+ -;% B G4

3.0 Restar de 0,25 el nimero (,017895432,
4.° Restar de 4 el nimero 1,00057894.

4
Ol =43¢
5 %5 0,08975432.
6.2 (,5678 — sk

8

XXXII.
Multiplicacion de niimeros decimales.

194. La regla de la multiplicacisn de decimales se de-
duce fécilmente del siguiente raciocinio. Supongamos que
se quiere multiplicar 3,425 < 0,75.

Si suprimiéramos la coma en el multiplicando (176 ,cor.
este quedaria multiplicado por mil; y el producte obtenido
setia mil veces mayor que el verdadero (46).

Sila suprimimos también en el multiplicador, le mul-
tiplicamos por ciento, haciendo el producte cien veces
mayor,

Luego, al suprimir la coma en los dos factores, hemos
hecho al producto cien mil veces mayor, y, por tantos
para que sea €l verdadero habrd que dividirle por cien
mil (176, 2.9)

Por consiguiente, para multiplicar dos mimeros deci«
males, se prescinde de las comas, se les multiplica come
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enteros y de la derecha del producto se separan con una
coma tantas cifras como decimales haya en los dos fac-
tores. .

195. Casos particulares. Siuno de los factores fuera
un nimere entero, solo habria que separar en el producte
tantas cifras como decimales tuviera el otro factor.

Si uno de los factares fuera un quebrado, reduciéndole
4 decimal entrariamos en el caso general,

Escolio, También puede patentizarse la regla expues-
ta, poniendo los decimales en forma de quebrados ordina
rios y multiplicindoles como tales.

Ejempros, 1.° Multiplicar

0,4577895 X 0,000324.
2.2 17 X 0,000456.. 32 1,17 X 285
3 2

' R Bt 3 0 5 e
40 3 > 0,00057. 5.2 0,000125 < o5

XXXIII.
Divisién de numeros decimales.

196. Si el dividendo y divisor tuvieran las mismas ci-
fras decimales, podriamos suprimir la coma en ambos
(123, esc.) y quedaria reducida la operacidn 4 dividir dos
nlimeros enteros.

Comencemos, pues, por igualar con ceros las cifras
decimales (175) del dividendo y divisor, y tendremos re-
suelto el problema.,

Luego para dividir dos niimeros decimales, se igualan
con ceros sus cifras decimales, se suprimen las comas, ¥
se dividen como enteros,

Si el cociente no es exacto, se podra aproximar cuanto
se¢ quiera, afiadiendo un cero 4 cada residuo,
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197. Casos particulares. Si el dividendo 9 el divisor
fueren nGmeros enteros, bastard afadir al entero tantes
ceros como decimales tenga el otro:

Si uno de ellos fuera un gquebrade ordinario, se reduw-
cirfa 4 decimal y estariamos en el caso general.

Escolio. Al mismo resultado llegariamos poniendo los
decimales en forma de quebrados, y dividiéndolos come
tales.

Esempros. 1.9 Dividir 0,125 por 7,1415673

2. 34: 0,125 3.° 2.65: 25.

B LY
4.2 1&—-,0.0000174 5.2 (),000235 o

PROBLEMAS

RELATIVOS AL CALCULC DE LOS NUMEROS DECIMALES«

I. Una persona vd & Madrid 4 pasar unos dias y gastar
43,75 pesetas en billete de ida y vuelta; 4,50 en coche;
115,85 en fonda; 5,40 en lavandera; 15,90 en café; 27,60
en teatros; 29,45 en regalos para la familia y 204,25 en
sastre Jenanto ha gastado en el viaje?

II. El Estado descuenta 4 sus empleados el L1 por 100
¢qué sueldo mensual percibird uno que tiene 5000 pesetas
anuales?

II, Un tabernero compra 1584 litros de vino 4 0,16
peseta el litro y lo vende d 0,50 jeudnto ha ganado?

IV, Una familia gasta diariamente en el desayuno 1,25
litros de leche 4 0,50 pesetas el litro y 0,115 kilégramos
de café d 5,26 pesetas el kildgramo; trata de reemplazarlo
y gasta 0,115 kil6gramos de chocolate 4 2,60 pesetas el
kil ;ramo y 0,378 litros de leche 4 los 0,50 de peseta
{cudnto ecopomizard al mes:
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V. Dos piezas de tela cuestan 115 pesetas; unz de
ellas tiene 32 metros y ha costado 4 2,30 pesetas el metro;
la segunda tiene 8 metros menos jd cémo ha salido el
meiro?

VI. Enelarreglo de una casa se han gastado 156 pe-
setas; han trabajado 13 dias un maestro, un oficial y un
pedn; el oficial gana 4 pesetas diarias y el peén 2,50
jcudnto gana el maestro?

VII. Un fabricante mezcla 45 hectdlitros de harina de
15 pesetas el hectélitro; con 64 de 17,50 pesetas y 39 de
13,25 y vende el hectdlitro de la mezcla 4 17,45 pesetas
scudnto ha ganado en hectélitro y cudnto en total?

VIII. Una familia tiene 7500 pesetas de renta, gasta
en los cinco primeros meses del ailo 3375 pesetas jcudnto
debe economizar en el gasto diario para que el anual no
exceda de las 7500 pesetas?

IX. Dos amigos tieaen que repartirse 635,45 pesetas
de modo que la parte del uno sea la cuarta parte de la del
otro jcudnto corresponde 4 cada uno?

X. Un sugeto gasta diariamente en el café 0,50 de
peseta; en tranvia 0,60; y en tabaco 0,75 jcudnto lleva
gastado en 12 afos que tiene adquirida esa costumbre?

XI. Un tabernero echa en 17,75 hectdlitros de vino
5,25 hectdlitros de agua jcudnto vino y cudnta agua tendra
el hectdlitro?

XII. Un padre deja dispuesto en su testamento que se

entreguen 4 su mujer los E-del capital, al hijo mayor 3

5 7

del resto, al segundo los 2 de lo que quede y el resto,

9

después de pagar los gastos de testamentaria, d los criados,
Satisfechos aquéllos que importan 3124,12 pesetas, per-
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ciben éstos 2845 pesetas jcudnto corresponde 4 cada uno?

XIII. Para comprar 25 cigarros le sobran @ una perso-
na 0, 50 de peseta; y para comprar 30 le faltan los mismos
0.50. (Cudnto dinero tiene y cudnto cuesta cada cigarro?

XIV. Un padre ofrece 4 su hijo 0,25 de peseta cada
dia que sepa la leccidn, 4 condicién de descontarle 0,20
cada dia que no la sepa. Al cabo de 15 dias ajustan cuen-
tas y el padre debe al hijo 1,50 pesetas (cudntos dias tupo
la leccion y cudntos no la supo?

XV. Un carpintero tiene 4,50 pesetas de jornal; ha
trabajado todo el afio excepto los domingos y los dias fes-
tivos, que han sido catorce, ha ahorrado 375 pesetas jcudn-
to ha gastado cada dia?

XVI. Parapagar una semana 4 tres cuadrillas del mis-
mo nimero de obrerosrecibe el encargado de una fabrica
1000 pesetas, de las que le sobran 140,75 pesetas, habien-
do pagado 4 los unos 4 1,75 pesetas, 4 los otros 4 2,25 y
4 los dltimos 4 3,25 jcudntos hombres tiene cada cuadrilla?

XVII, 235 hectdlitros de vino han costado 5124,75
pesetas ;4 como sale la arroba, sabiendo que 1 HI.—6,198
arrobas?

XVIII. Cudntas arrobas tienen 37 toneladas, sabiendo
que 1 tonelada = 920,186 kg.; y quel arroba = 11,602
kilégramos.

XIX, Por 56,25 pesetas se han comprado 25 arrobas
de carbdn de encina y 20 de cok, jcuil es el precio de cada
uno, sabiendo que la arroba de encina ha costado cuddru-
ple que la de cok?

XX. OQué economia se podrd obtener mensualmente
reemplazando una maquina de vapor que consume en 13
dias 273 kg de carbon, por otra que solo gasta 315 kg. en

21 dias, saliendo el carbén 4 36,80 pesetas la tonclada que
tiene 920 ke.?
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NUMEROS INCOMENSURABLES.

XXXIV,

Nociones preliminares.

* 197. Hemos dicho que se llaman mimeros inco-

mensurables los que no pueden expresarse exactamente
por enteros, ni quebrados

Se llama constante, una cantidad gue siempre tiene
el mismo valor, sin poder recibir otro alguno,

Por el contrario, llamase variable toda cantidad que
cambia de valor, 6 recibe diferentes valores, generalmen-
te en virtud de una ley determinada.

Limite de una variable es la cantidad constante 4 la
que se aproxima siempre la variable, sin poder nunca igna-
larla, pero pudiendo difercnciarse de ella en menos de
cualquier cantidad.,

Este limite serd superior, si la cantidad variable per-
manece menor que la constante en todos los estados por
que pase; y es inferior si la variable permanece mayor
que la constante en todos sus estados de magnitud. Por
ejemplo, la unidad es el limite superior de los quebrados
propios cuyos dos términos aumentan sucesivamente en un
mismo numero; y el limite inferior de los quebrados im-
propios sujetos 4 la misma condicién.

* 198. Los nimeros incomensurables solo pueden
expresarse aproximadamente y la forma més apropiada es
la decimal, en que puede aumentarse el niimero de cifras
hasta alcanzar el limite de aproximacidn que deseemos.

Estos valores aproximados pueden serlo por exceso é
por defecto, segiin que sean mayores 6 menores que el
verdadero; y la diferencia entre el valor exacto y el apro=-
ximado se llama error absoluto; que dicho se estd que serd
& su vez por exceso 6 por defecto.
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Asi 0,3254 es un valor aproximado por defecto de la
fraccién 0 3254385, y el error es (,3251385 — 00,3254 —
0,0000 385 << 0,0001; y 0,4578 es un valor aproximado
de 0,457876 en que el error por defecto es 0,000076 <
0,00010 6 sea 0,0001; mientras que 0,4579 es un valor
aproximado en que el error por exceso es 0,4579—
0,457876 = 0,000024 < 0,0001. Siobservamos que en ¢l
primer caso el error por defecto es mayor que 0,00005 6
sea media diez mi'ésima; y en ¢l 2.° es menor que 0,00005
6 sea media diez milésima, deduciremos que

1.0 El error cometido al despreciar cierto niimero de
cifras decimales es menor que una unidad de /timo or-
den de las empleadas.

2.° Si queremos que el error sea menor que media
unidad de un érden dado, se suprimirdn las cifras si-
Suientes d las de este orden, sila primera de ellas es me-
nor que oy y si no lo es, se aumenta aquetla en una uni-
dad y se suprimen las restantes.

* 199. Se entiende por error relativo la razdén del
error absoluto al valor exacto. Asi en el ejemplo anterior,
el error absoluto por defecto es 0,0000385; y el error rela-

: 0,0000385
tivo es m—g = 0,000118

XXXV,

Operaciones con los numeros aproximados.—
Adicion y sustraccion.

* 200. No pudiendo efectuarse directamente las ope-~

raciones con los niimeros incomensurables por descono-
cerse la unidad que por su agregacion sucesiva les produce;
precisa operar con sus valores aproximados, determinando
elerror de los resultados obtenidos,

™ 201. Adicion,—Esta operacién se funda en los si=
gulentes principios:
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El error absoluto de una suma es igual d lu suma
de los errores absolutos de los sumandos, si todos se han
aproximado por exceso, 6 todos por defecto.

2,° El error absoluto de una suma es igual d la dife-
rencia entre los errores por exceso y por defecto, si se
han aproximado los sumandos en distinto sentido.

Pues en el primer caso, el error total es el conjunto de
los errores de todos los sumandos; y en el segundo, la
suma resultaria por un lado mayor y por otro menor que
la verdadera; luego el error serd la diferencia entre am-
bos.

Consecuencia. Si se valitan n sumandos en el mismo
sentido con las mismas cifras decimales, el error de la
suma es menor que n unidades de su ltimo 6rden decimal.
Puesto que el error de cada sumando es menor que una
unidad de ese érden.

De donde se deduce que para sumar niimeros aproxi-
mados con un error menor que una unidad dada, si son
menos de 10, se valian todos en el mismo sentido con un
error menor que la unidad inferior inmediata d la dada,
se desprecia en la suma la iltima cifra de la derecha y
se anade una unidad 4 la anterior. Si fueran mds de 10
¥ menos de 100, se valuarian todos con un error menor
que la unidad dos ordenes inferior d la dada. y de la su-
ma se despreciarian las dos wltimas cifras de la derecha
agregando la unidad @ la anterior; y asi sucesivamente,

Ejempros Hallar con un error menor que 0,001 la
suma

6,7875 4 0,145678 +- 17,97543 4 3,957432 -
4,57891 4 10,9574.

202. Sustraceidn. Sefunda en el siguiente principio:
El error absoluto de la diferencia de dos nilmeros
aproximados es la diferencia de los errores de dichos dos
niimeros, si ambos estdn aproximados por exceso 6 por
defecto; y es la syma de esos errores, si estdn aproxima-
‘dos en sentido contrario.
Pues si ambos estdn aproximados por exceso 6 por de-
fecto, al restarlos, restamos los errores; pero si uno lo estd

1.9

10
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por exceso y otro por defecto, al restarlos los acumulamos
en el mismo sentido,

Consecuencia. Si dos niimeros se yalian en el mismo
sentido con el mismo niimero de cifras decimales, el error
de la diferencia es menoy que la unidad de su ultimo or:
den decimal, Pues siendo el error de cada uno menor que
la unidad de su dltimo orden, con mayor razén lo sera el
error de la diferencia.

Luego para obtener la diferencia de dos niimeros, con
un error menor, que una unidad dada, se valian ambos
en el mismo sentido, con un error menor que dicha uni-
dad, y se restan.

Ejempro.  Hallar con un error menor que 0,00001 la
diferencia

15,4078932 — 3,97600241 .

XXXVI.

Multiplicacion de nimeros aproximados,

* 203, La multiplicacién se funda en el siguiente
teorema:

El error absoluto de un producto de dos factores apro-

ximados en el mismo sentido, es igual al producto de los

errores delos factores, mds el producto del error de cada
uno por el otro factor.

En efecto, llamando A y B 4 los nimeros cuyos valo-
res aproximados representamos por @ y b con los errores
por defecto d y d', tendremos:

AB=(a +d)(b+ d')=ab+ bd + ad + dd’;
de donde

AB — ab—bd + ad - dd'.

Consecuencias. 1.2 Siuno delos factores es exacto,
el error del producto serd el producto de este factor por
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el error del otro. Pues si B = b, serd d' = o, y laigualdad
anterior se convierte en

AB — a B=Bd

2.2 De aqui se deduce que s¢ wn nitmero valuado por
defecto 6 por exceso, con un error menor que una unidad
decimal de un orden cualquiera, se multiplica por un
entero exacto; el error del producto serd menor que tantas
unidades de ese mismo orden, como exprese el yalor
absoluto del multiplicador; y

3.2 Que si el multiplicador tiene una sola cifra, el
error del producto serd menor que la unidad de su peniil -
timo orden; puesto que el valor absoluto de aquél es menor
que diez.

De donde se deduce que para obtener el producto de
un nitmero aproximado por un entero de una c¢ifra, con
un error menor gue una unidad de un orden dado, se
valia el multiplicando con un error por defecto menor
que la unidad inmediata inferior d la pedida, se efectia
la multiplicacion, se desprecia en el producto la iltima
cifra de la derecha, y se aumenta una unidad d la
anterior.

Ejempros, 1.2 Hallar el producto de 0,4578965X8 con
un error menor que 0,0001,

2,% Hallar los millares del producto

48754976921 X 9.

204, Si el multiplicador tiene varias cifras, basta ob-
servar que, para que los errores de los productos parciales
tengan el mismo limite, es preciso apreciar una cifra mds
en el multiplicando, cuando se multiplica por las decenas,
que al multiplicar por las unidades; y una cifra menos
cuando multipliquemos por las décimas, etc. Siendo de este
modo de igual 6rden todos los errores parciales, el error
del producto serd menor que tantas unidades de ese 6rden,
como exprese la suma de los valores absolutos de las cifras
del multiplicador

De donde se deduce que para obtener el producto de
dos mimeros, con un error menor que una unidad dada, se
halla la syma de los valores absolutos de las cifras del
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multiplicador, y si es menor que diez, se determinan
todos los productos parciales con un error menor que la
unidad inmediata inferior d la dada; si es mayor que dieg
¥ menor que ciento, con un erroy menor que la unidad
inferior en dos ordenes d la dada, y asi sucesivamente;
¥ en el producto total sedesprecia la ultima cifra dela
derecha, aumentando una unidad d la anterior.
Eremero. Hallar el producto

0,3754785432 X 4,576893

con un error menor que 0,001.

Escolios. 1.,° En la practica se facilita la operacion,
escribiendo debajo del multiplicando las cifras del multi-
plicador en orden inverso, de modo que la de las vnidades
esté debajo de la del orden inferior comun 4 todos los pro-
ductos parciales; y se forman estos empezando la multi-
plicacién correspoudiente por la cifra del multiplicande
situada sobre la del multiplicador que le produce, y pres-
cindiendo de las que quedan 4 la derecha Estos productos
parciales se escriben de modo que sus primeias cifras se
correspondan, puesto que expresan unidades del mismo
orden,

2.2 8i las primeras cifras del multiplicador quedan
excediendo 4 la derecha las primeras del multiplicando, se
suplen éstas con ceros. ]

Ejemero, —Efectuar el producto 513,075432191 X 321
X 28.45004016 con un error menor de 0,001.

513,075 132194321
6104,005182
1026150864
410460344
20523016
2560375
2052
3]

1459701656

Luego el producto sera 14597,017 con un error menor
que 0,001.
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XXXVII.

Division de niuimeros aproximados.

Para la inteligencia de esta operacién, conviene ante-
poner los siguientes principios en que se funda.

* 205. Elcociente de dividir un nimero aproximado
por defecto, por un nimero exacto, tiene un error por
defecto, igual al cociente de dividir el error del dividendo
por el divisor.

.~ En efecto, llamando D al dividendo, d al divisor,
¢ al cociente y e al error del dividendo; tendremos:

D=4d X c; dedonde D—¢e =d Xc — e; y por fin;
D—e e

==
d d
Consecuencia. Siel error del dividendo es menor que
el divisor, siendo este exacto, el error del cociente es me=
nor que la unidad.

Pues —3— serd un quebrado propio.

* 206. El cociente de dividir un niimero exacto, por
otro aproximado por defecto, tiene un error por exceso,
igual al cociente de suyalor exacte multiplicado por el
error del divisor, partido por el divisor aproximado,

En efecto, llamando 2 al dividendo, d al divisor, ¢ al
cociente, y e al error del diviser, tendremos:

D=dec—cetce=(d—e)c+ce
de donde

e R a0

Consecuencia, Si siendo el dwm’endo exacto, el error
por defecto del divisor es menor que la unidad del orden
indicado por el niimero de sus cifras, menos el nimero
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de las que tenga el cociente entero, el error por exceso del
cociente serd menor que la unidad.

Pues teniendo e tantas cifras como d menos las de ¢
menos una, d — e > ¢ e que solo tiene 4 lo sumo tantas
como tengan entre ¢ y e, luego el quebrado (a) sera pro-
pio.

* 207. Sitratamos, por ejemplo, de efectuar la divi-
sién 486783457951 : 64578345, observaremos: 1.° que el
cociente entero ha de tener 4 cifras; 2,° que el divisor debe
valuarse, por defecto, en unidades de cuarto orden, nime-
ro de sus cifras menos las que tiene el cociente, convir-
tiéndose en 64578000; 3.2 que el dividendo debe valuarse,
también por defecto, en unidades de séptimo orden, que es
el inmediato inferior al superior del divisor, convirtién-
dose en 486783000000. De esta suerte, el nuevo divisor
nos dard en el cociente un error por exceso menor que l,
y el nuevo dividendo un error por defecto menor que 1;
siendo contrarios habran de neutralizarse en parte, y el
error del cociente serd con mayor razén menor que 1.

Dividiendo, pues, 486 783 000 000 por 64 578000, 6 sea

486783000 | 64'5'7'8
34735 | 7537
2446
o09
58

La primera divisién parcial nos dd los 7 millares del
cociente y, para obtener con menor error el resto, agre=
garemos al producto de 7 X 8 las 2 decenas que resultan
del producto del cociente 7 por la primera cifra despre-
ciada 3 del divisor.

Ahora tendriamos que dividir 34735000 por 64578, y
como el cociente entero tendrd tres cifras, podremos supri-
mir una en el divisor, y queda reducido 4 dividir 34735000
por (4570, 6 sea 3473500 por 6457; esta segunda divisién
]‘Jarcial nos dd 5 para las centenas del cociente y el resto
2446, aobtenido como el primero. Habria que dividir ense-
guida. 244600 por 6457, v como el cociente entero tendria
dos cifras, podremos suprimir una en el divisor, y dividi-
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remos 244600 por 6450, 6 sea 24460 por 645, que nos
da las 3 decenas del cociente y el resto 509, obtenido
como los anteriores,

Resta, pues, tan solo dividir 5090 por 645, y como el
cociente tiene una cifra, por lo que podremos prescindir
de una cifra del divisor, quedard reducido & dividir 5090
por 640, 6 sea 509 por 64, que producen las 7 unidades
del cociente y el resto 88, completando el cociente 7537 con
un error menor que I, por exceso 6 por defecto.

La determinacién del cociente no ofrece duda alguna;
pero como no hemos hallado los residuos sucesivos con
exactitud, precisa probar que todos estos errores no hacen
variar el cociente en una unidad.

Basta para ello observar que el primer residuo se ha
obtenido, despreciando, 1.% las unidades del producto de la
primera cifra suprimida 3 del divisor por los 7 millares
del cociente; y 2.° el producto completo de las restantes
cifras suprimidas del divisor 45 por dicha cifra 7.

Ahora bien ni estas cifras, ni las del divisor pueden
ser mayores que 9, luego el error cometido en el primer
concepto es menor que 90 millares, es decir,

90 X 1000 = 0,9 X 100000,
y en el segundo menor que

10 X 9000 = 90000 = 10,9 X 100000
luego la suma de ambos errores no puede llegar 4
2 < 0,9 X 100000,

Lo mismo podriamos decir del 2.9, 3.° v 4.9 residuo;
luego, en definitiva, el error cometido en el cociente por los
errores de los residuos, es
4 X2x0,9x100000=720000 < que el divisor 64578345
luego el error del cociente es menor que 1; lo cual se vé
desde luego observando que el ultimo divisor empleado
64 no es menor que 4X2X0,9 y por tanto
64 X 100000 = 6400000, que es menor que el divisor
64578315, no puede ser menor que 4x2X0,9x100000
Lo propio sucedera siempre que el Gltimo divisor emplea-
do no sea menor que el numero de cifras del cociente
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multiplicado por 2 X 0,9, lo que nos proporciona la
siguiente regla:

Para hallar el cociente de dos enteros con un error
menor que una unidad, se calcula el mimero de cifras del
cociente entero y se separan de laizquierda del divisor
las cifras necesarias para formar un numero que no sea
menor que el duplo de las cifras del cociente multiplicado
por 0,9, Ese niimero serd el ultimo divisor. Contando d
su derecha tantas cifras como tenga el cociente menos
una tendremos el primer divisor, Se borran de la derecha
del dividendo tantas cifras como habia en el propuesto 4
la derecha del ultimo divisor y tendremos el primer diyi-
dendo. Dividiendo el primer dividendo por el primer divi-
sor se tendrd la primera cifra del coclente; se multiplica
por el primer divisor, agregando d las unidades del pro-
ducto las decenas que hubieran resultado de multiplicar
esa cifra del cociente por la primera despreciada del
divisor, y se resta del dividendo. Se divide el resto por
el divisor, suprimida la primera cifra de la derecha, y
se tendrd la segunda del cociente; se procede como ante-
riormente y se continmia asi hasta llegar al dltimo divisor.

Ejemero.—Hallar con un error menor gue | el cociente
de dividir 45678954326574 por T85632975.

* 208. Hemos explicado ya como se puede obtener el
cociente de dos enteros con un error menor que l; para
hallarle con un error menor que una unidad decimal, bas-
tard convertir el dividendo en unidudes de dicho orden de-
cimal, por la agregacién de ceros, separando de la derecha
del cociente que se obtenga, tantas cifras cuantos ceros ha-
yamos agregado.

Ejempros. 1.° Hallar el cociente de 987567421783 -
456789325 con un error menor de 0,001,

2.9 Hallar el cociente de 545,7893213 : 84,489729

aproximado hasta cienmilésimas,
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XXXVIIIL.

Propiedades de los niimeros incomensurables.

* 209 Todo nuimero incomensurable se halla com-
prendido entre dos nimeros comeasurasles, cuya diferen-
cia puede ser tan pequeaa como se quierd.

En efecto, sea N un numero incomensurable cual-

quiera.
Formemos la série indefinida
0 155208 n n+l n42
IR e TR R T TR

en que, dando 4 # un valor conveniente, pueden hallarse
comprendidos todos los numeros comensurables. Siendo N
incomensurable no podra formar parte de esta série, pero
tendra que hallarse compreadido entre dos de sus términos

; ; : 1
consecullvos, ¥y como la dilerencia entre estos es —
n

que puede hacerse tan pequena como se quiera, queda de-
mostrado el principio.

* 210 Las propiedades generales de los numeros co-
mensurables paedea aplicarse 4 los incomensurables, me=-
diante el siguicate principio, conocido con el nombre de
teorema de los limites,

Si dos 6 mds cantidades variables, que tienen limites,
son constantemente iguales, sus limites son también
iguales.

En efecto, si una variable aumenta solo puede tener
un limite superior; y si disminuye ua Limite inferior; pues
en uno y otro caso ha de aproximarse a su limite de' modo
que se diferencie de el en menos de cualjuier cantidad
dada, y, por tanto, no pudra aproximarse del mismo
modo a otra cantidlad moyor ¢ menor que dicho limite;
luego la variable no tiene mas que un solo limite,

1

cir)
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Sentado esto, varias cantidades variables que son
constantemente iguales, no constituyen mas que una sola
variable, y, por tanto, solo pueden tener un limite; 6 lo
que es igual, los limites de esas variables son iguales,

* 211. El producto de una suma de niimeros comen-
surab'es 6 incomensurable:, por un nimero comensura-
ble 6 incomensurable, es igual d la suma de los productos
parciales de todos los swnandos por ese niimero.,

Sea la suma a 4+ b + ¢ y el muliiplicador »; digo que

(a+b+c)n=aXn+bXn+cXn.

Distinguiremos tres casos: que 2 sca entero. fraccio-
nario ¢ incomensurable.

1. Sines entero, el producto (a 4 b 4 ¢) 9 se obten-
dra repitiendo a + & +} ¢, 9 veces por sumando, lo que
equivale 4 tomar 9 veces por sumando & cada uno de los
numeros a, b, ¢; luego(a + b+ ¢)9=a,94 5,9+ ¢, 9.
o 4
]

2. Si n es fraccionario, el producto (a4 b +¢) -

indica que hemos de tomar los 4: de @ + b + ¢, para lo
(3]

£

que basta hallar los % de a, by ¢, y sumar los resultados;
luego
4 + 4 4
(a-{—b+c))(----5---=a>< 5+b>< § +e K e
o)
3.2 Si n es incomensurable, habrd un valor m comen-
surable que se diferencie tan poco de n como queramos,

y, en virtud de lo expuesto en los dos casos anteriores,
tendremos

(a+b+c)m=am+bm -+ cm,

pero el limite del primer miembro es
(a + & + ¢) n,

an-bn-4en,

y el del segundo

luego (210)

(rz-[-b-[-c)n#an—i—bu—]—cu.
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* 212, E! producto de la diferencia de dos niimeros
comensurables 6 incomensurables, por un niimero comen-
surable 6 incomensurable, es igual d ladijerencia de tos
productos parciales del minuendo 6 Ssustraendo por el
multiplicador,

digo que (a —b)n—=an—bn.
En efecto, llamando d 4 la diferencia de a y &, ten-
dremos
a-—bzd;a=b+d;
de donde (211)
an=bn-t+dn 6 an—bn=dn
y sustituyendo @ — & en lugar de d,
an—bn=(a— b)n.

* 213. El producto de varios factores comensura-
bles 6 incomensurables es independiente del orden de los
JSactores.

Sea el producto a bc d, y supongamos que a, ¢, d son
incomensurables y b es comensurable, vamos 4 demostrar
que abecd==adchb.

En efecto, por ser a, ¢y d incomensurables, los po-
dremos representar por valores comensurables a' ¢’y d°
que se diferencien de ellos en menos de cualquier cantidad.,
Ahora bien, siendo a', b, ¢’ y d' nimeros comensurables,
seria’bc’d = a' d' ¢ b; pero el limite de a'bc' d' es
abcd, yelde d'd ¢’ b es adcb; luego (210)abed =
adcb, que es lo que queriamos demostrar,

Del mismo modo podriames generalizar las demds
propiedades demostradas para los numeros comensurables

* 214. Las raices de un grado cualquiera de los nii-
meros enteros 0 fraccionarios. gue no Sean potencias per-
Sectas de dicho grado, son nimeros incomensurables

En efecto, sea /N un numero entere y r su raiz del
grado n, tendremos N = r"; y » no puede ser entero,
porque N no es potencia perfecta del grado #; y no
puede ser fraccionario porque reduciéndole 4 su mds

simple e tpresién, su potencia » sera también un quebrado
irreducible.



Si suponemos que N fuera fraccionario, no podria ser
r fraccionario porque N n. es potencia perfecta: ni entero
porque an entero no puede ser igual a un quebrado irre-
ducible. 5 > :
No puede ser, en ningin caso, » n1entero ni fracciona-
rio, luego es incomensurable
Escolio. Los numeros incomensurables que proceden
de la extracién de raices se llaman nimeros irracionales. 4

XXXIX.

Raiz euadrada de los niimeros enteros,

215. Ya sabemos que raig cuadrada de un nimero es
otro nitmero gue elevado al cuadrado reproduce el pro-
puesto. El fundamento de la extraccidn de raices es la
elevacion 4 potencias.

En la extraccidn de la raiz cuadrada de los nimeros
enteros conviene distinguir dos casos: que el nimero sea
menor que 100. 6 mayor que 100.

216. 1.**case, Que el nitmero sea menor que 100.

Basta para resolver el problema en este caso, saber
de memoria los cuadrados de los diez primeros nimeros,

L2y o8 idy o8, G T8 9k B0,
que son,
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100
y se llaman cuadrados per.fectos. En los cien primeros
nimeros solamente 10 son cuadrados perfectos, 6 tienen
raiz cuadrada exacta, los restantes tienen su rafz cuadra-
da incomensurable,

Se llama raiy cuadrada entera de un nimero, la del

mayor cuadrado perfecto contenido en dicho nimero.
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Residuo de la rafz cuadrada de un nimero s la dife-
rencia =ntre dicho niimero y el mayor cuadrado perfecto
contenido en él. ¢

Asf la raiz cuadrada entera de 70 es 8, y el residuo 6;
pues el mayor cuadradn perfecto contenido en 70 es 64,
cuya rafz es 8 y la diferencia entre 70 y 64 es 6

217. 2. caso. La determinacidn de la raiz cuadrada
de los niimeros mayores que 100, se funda en el siguiente
principio.

El cuadrado de la suma de dos mimeros es igual al
cuadrado del primero, mds el duplo del primero por el
segundo, mds el cuadrado del segundo.

Sean los dos niimeros a y b;
digo que

(a4 0)=a*+2ab 4 &
En efecto,
(a + b)* = d-ll'b)(a+b)=a +
ab+ab+b’ a*+2ab 405
Corolarios. 12 El cuairado de un niimero compuesto
de decenas y unidades, se compone de tres partes: cua-
drado de decenas, nds duplo de decenas por unidades,
mds cuadrado de unidades. )

Sea el nimero N, d sus decenas y u sus unidades.

Tendremos N =d X 10 + u;
luego
N'=(d X104 u)=d* X100 + 2d X 10 X u + v’

2. Ladiferencia de los cuadrados de dos nimeros
consecutivos es igual al duplo del menor mds uno,

Sean los nimeros ny n + |;
digo que

(n4+1P—=n*=2n+1.
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En efecto,
n+1p=n +2n4+1

y restando »n* de los dos miembros d!: esta igualdad,
resulta

(n41)? —n'=2n+ 1.
3.0 FEJ residuo de la raig cuadrada de un niimero en-
tero es menor que el duplo de la raig entera mds uno.

Si representamos por r la raiz cuadrada entera del
nimero N, sera

<> P05 s
VNZr b1 YNy

luego la diferencia

N—r<(r4+1)—r 6 N—r*<2r41,
conforme al enunciado,

* 218 Demostrados estos principios, podemos desde
luego extraer la raiz cuadrada de un numero mayor que
100. Sea el numero 1339; representemos por d las dece-
nas y por « las unidades de su raiz,

Tendremos

1369 =(d X 104-u)*=d* X 1004+ 2d X 10+ u+u?,
que nos dice que el numero propuesto consta de tres
partes: cuadrado de las decenas de su raiz 4duplo de las
decenas por las unidades de su raiz, y cuadrado de las
unidades de su raiz

Si nosotros pudiéramos separar del nimero propuesto
la primera parte, extrayendo su raiz cua- 136937
drada, tendriamos las decenas de la raiz. 46951
Pero el cuadrado de decenas es siempre 00
centenas, luego no podra estar en las unidades, ni en las
decenas del numero propuesto. Las separo con una coma,
Y se Ya qne en las 13 centenas del numero propucslo esta
contenido el cuadrado de las decenas de su raiz. con mas
alguna centena que proceda del segundo sumando. Luego
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si extraigo la raiz cuadrada de i13, tendré las decenas de
la raiz, 6 una cifra mayor que dichas decenas, pero nunca
menor.

Ahora bien, para que dicha cifra fuera mayor que las
decenas de la raiz. tendria que ser al menos d -+ 1 dece-
nas, y por tanto, la raiz cuadrada de las centenas seria
mayor que la raiz de todo el numero propuesto, que es
d|-u; lo que es absurdo.

Luego si la raiz cvadrada 3 de las 13 centenas del
nimero propuesto no puede ser mayor, ni menor, que las
decenas de la raiz pedida, es en efecto las decenas de esa
raiz.

Si ahora restamos del numero propuesto el cuadrado
de las 3 decenas de sn raiz, 6 sean 9 centenas, las 469
unidades del resto contendran las otras dos partes, es de-
cir, el duplo de decenas por unidades de la raiz, mas el
cuadrado de dichas unidades.

Pero el duplo de decenas por unidades es un nimero
exacto de decenas. luego no puede estar contenido en las
unidades del resto. teparo. pues, las 9 unidades con una
coma, y en las 46 decenas estard contenido el duplo de
decenas por unidades, mas alguna decena procedente del
cuadrado de unidades Luego si divido las 46 decenas del
resto, por el duplo de jas 3 decenas de la raiz, tendré las
unidades 6 un nimero majyor que las unidades de la raiz,
nunca menor.

Para ver si esa cifra es mayor que la verdadera, po-
driamos elevar 37 al cuacrado, y si podia restarse del
numero  propuesto, estabamos seguros de que 7 eran las
unidades de la raiz. Pero como hemos restado ya del
numero propuesto el cuadrado de las decenas de la raiz,
bastard restar del resto las otras dos partes para obtener la
misma comprobacién.

Pero 24X 10 Xu4u'=(2d X104 u)u.

Luego agregando al duplo de decenas las unidades
(para lo que basta escribir la cifra 7 4 la derecha del 6),
multiplicando este ntimero por las unidades, y restando

el producto del resto 469, tendremos comprobada la raiz
hallada,
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En el caso actual efectuando la resta nos dd un resto
cero, luego la raiz pedida es 37.

Si no pudiera hacerse la sustraccién, se disminuye una
unidad a la cifra de las unidades y se repite la compro-
bacién. *

219. Las consideraciones expuestas nos conducen 4 la
siguiente regla general.

Para extraer la raig cuadrada de un nimero entero,
se divide en grupos de d dos cifras, comeagando por la
derecha: se extrae la raiz cuadrada del primer grupo de
la izquierda, y se teadrd la primera cifra de la raiy Se
eleva esta cifra al cuadrado y Se resta del primer grupo
de lg izquierda: al laio del resto se culoca el segundo
grupo, y se separa con una coma la primera cifra de la
derecha, dividieado el nimero de la izjuierda por el duplo
de la raig hallala: el cociente entero se coloca d la derecha
del divisor y, el nimero asi formade. se multiplica por
dicho cuciente y se restael producto del divideado con mds
lacifra separada. Si la sustraccion es posible,este cociente
serd la seguada cifra de la raiz. A la derecha del resto
se coloca el grupo siguiente y asi sucesivamente, hasta
bajar el dltimo grupo.

Ejempros:

1.9 Extraer la raiz cuadrada de

12345678976,

29 38467425 .

* 220. Caractere: de irracionalidai. Un entero,
cuya primera cifra dela derecha sea 2, 3, T4 8, no pue-
de ser cuadrado per.fecto

Pues, segun henos visto (217, cor. 1.%) el cuadra-
do de un eatero, termina en la misma citra que el cuatra-

do de sus unidades, y como los cuadrados de los diez pri-
- meros numeros terminan en 0, 1, 4, 5, 6 6 9, resulta que
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los enteros que terminen en 2, 3, 7y 8 no pueden tener
raiz cuadrada exacta.

* 221. Unentero terininado en 5 y cuya cifra
inmediata no sea 2, no tiene raig cuadrada exacta.Pues
para que un entero terminado en 5 sea cuadrado perfecto,
es preciso que su raiz cuadrada termine en 5; es decir que
tendrd la forma.

(dX1045)=d"X10042d X 10X 54 5"=
d* X 100 4 d X 100 + 25;
ntimero que forzosamente termina en 25.

* 222. Un entero divisible por un nitmero primo, y
no divisible por su cuadrado no tiene raiy exacta. Pues

de Yy N=a X b X ¢, llamando a, & y ¢ 4dlos factores
primos de la raiz de N, se deduce N =a* X 6* X c".

De aqui se deduce. 1.° Que para que un entero sea
cuadrado per.fecto, es necesario y suficiente que todos
sus factores primos tengan exponentes pares. Con arreglo
d la igualdad anterior.

2.  Que todo numero par no divisible por 4, tiene su
raiz cuadrada irracional. Pues siendo divisible por 2, no
lo es por 27,

3.° Un numero impar, gque disminuido en una uni-
dad no sea divisible por 4, no puede ser cuadrado perfec-
to. Pues esta raiz no puede ser par, segun acabamos de
ver, y no puede ser impar pues el cuadrado de la cifra de
sus unidades, si es impar, es tambien impar.

4° Todo entero terminado en un nitmero impar de
ceros, tiene su raig cuadrada irracional. Puesto que uno
de sus factores 2 6 9, entre con exponente impar.

XL.

Raiz cuadrada de los numeros [raccionarios.

223. La raig cuadrada de un quebrado es igual d la

18
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raiz cuadrada de su numerador, partida por la raif
cuadrada del denominador.
En efecto,

T\KT

a \/b

(\f a ) (\/ )
VE)r
Cuando los dos términos del quebrado son cuadrados
perfectos, la aplicacidn de esta regla no ofrece dificultad
algunaj pero si no lo son, pueden presentarse los tres

casos siguientes: que el numerador no sea quebrado per-

fecto, que no lo sea el denominador, ¢ que no lo sea
ninguno de los dos.

porque

Ejemrro:
17 \/ 17 \/ 4 i 17 “17
“vas' T Ves T v
L i { 1 rendid '4: )
a prlmera rafz esta compi endida entre 6 Y 5,

puesto que y/ 17 estd comprendida entre 4 y 5; se conoce,
pnes, su raig aproximada que se diferencia de la verda-

1
dera en menos de s

&
: i 4
Asf diremos que \/‘ £ == -_- CON UN error menor
25 5
1

que s

5

Pero en el segundo y tercer caso, cuando el denomi-
nador no es cuadrado perfecto, no conociéadose exacta-



-~ 139 —

mente el valor del denominador del quebrado-rafz queda
éste sin significacién aritmética, por no poderse determi-
nar las partes en que estd dividida la unidad, De ahi la
necesidad de reducir estos dos casos al primero.

224. Si los dos términos de un quebrado :, cuyo de-
nominador no es cuadrado perfecto, se multiplican por &,

resultard - a2
b bEEE
Luego para transformar un quebrado en otro equiva-
lente de denominador cuadrado perfecto, basta multi-
plicar sus dos términos por el denominador.

* 225, Observemos ahora que si el quebrado pro-
puesto fuera irreducible, descompuesto su denominador en
sus factores primos, tendrian algunos de éstos exponentes
impares, puesto que no es cuadrado perfecto; y bastaria
multiplicar sus dos términos por el producto de estos
factores, para que el nuevoq uebrado tuviera su denomi-
nador cuadrado perfecto.

Pero. por ser el quebrado propuesto irreducible, es el
de menores términos de todos sus equivalentes y al mul-
tiplicar sus dos términos por el producto de los factores
primos con exponentes impares del denominador, hemos
obtenido el menor multiplo de este, cuadrado perfectos;
luego.

Para reducir un guebrado al minimo denominados
cuadrado, se reduce d su mas simple expresion, y se mul-
tiplican sus dos términos por el producio de los factores
primos que entran con exponente impar en el nuevo deno-
minador.

226. La rafz cuadrada de un nimero mixto se obten-
dra reduciendo el mixto préviamente 4 quebrado.
227. La determinacion de la raiz cuadrada de los ni-

meros decimales se deduce fdcilmente de la de los que-
brados.



- 140 —
En efecto,
nabed
n,abed = 10000 !
luego

Vnabced
100

Si el nimero decimal tuviera un nimero impar de
cifras decimales, su denominador no seria cuadrado per-
fecto y, aplicando la regla del nimero 225, bastarfa agre-
gar un cero, es decir, multiplicar por 2 X 5; luego

Para extraer la raiz cuadrada de un nimero decimal
se le agrega un cerod la derecha, si el niimero de sus
cifras decimales esimpar; se extrae la raiz cuadradas,
prescindiendo de la coma, y dela derecha de la raiz ob-
tenida, se separan tantas cifras, con la coma, como grupos
de cifras decimales hayamos empleado,

Vi, abed=

EjempLoS:
868
7440 °

1.9 Extraer laraiz cuadrada de
2% \/0,000745 .
3.° \/5,1789756 .

\/ 15

* 228, Caractéres de itracionalidad, De lo dicho an-
teriormente se deduce que la condicién necesaria y sufi-
ciente para que un qucblado sea cuadrado perfecto es que
lo sean sus dos términos

Los caracteres deirracionalidad de los ndmeros frac-
cionarios se fundan en el siguiente teorema.
La condicion necesaria y suficiente para que un que-
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bma‘o‘ tenga raizy cuadrada exacta, es que el producto de
sus términos sea cuadrado perfecto.

SR " X
Pues de \/B — -4 se deduce — = 2.9

y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por B?;

a*B* a. B \*
A B= = .
b ( b )
Reciprocamente, siempre que se verifique la iguaidad
A B = »% se tendrd, dividiendo ambos miembros por B

A_ R i
SRR i naeRl B L B

* Consecuencias. 1, Si el producto de los dos tér-
minos de un quebrado no es cuadrado perfecto, su raiz
cuadrada serd irracional. (Con arreglo al teorema).

2?® Todo nimero decimal, no terminado en ceros, que
tenga un niwnero impar de cifras decimales, tiene su raiz
cuadrada irracional.

Pues el producto de sus dos términos termina en un
nimero impar de ceros (222-4.°)

XLI.

Ratz eubica de los niimeros enteros,

229. Sabemos que raiy ciibica de un niimero es otro
numero que elevado al cubo reproduce el propuesto.

En la extraccion de la rafz ctibica de ios nimeros en-

teros conviene distinguir dos casos: que el nimero sea

menor que 1000, 6 mayor que 1000.
230. 1.°F caso. Para extraer la raiz ctibica de los mi-
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meros menores que 1000, basta saber de memortia los
cubos de los diez primeros numeros.

1,102,846, 8, 8,910
que son
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000
y se llaman cubos perfectos. En los mil primeros ni-
meros solamente diez son cubos perfectos, 6 tienen raiz
clibica exacta, los restantes tienen su raiz ciibica incomen-
surable,

Se llama raiz ciibica entera de un nimero, la del ma-
yor cubo perfecto contenido en dicho ntimero.

Residuo de la raiz edbica de un nimero es la diferencia
entre dicho nimero y el mayor cubo perfecto contenido en
él. Asi la raiz cibica de 560 es 8, y el residuo 48; pues el
mayor cubo perfecto contenido en 560 es 512, cuya raiz es
8; y la diferencia entre 560 y 512 es 48,

231. 2.2 caso. La determinacion de la raiz cibica de
los nimeros mayores que mil, se funda en el siguiente
principio:

El cubo de la suma de dos mimeros es igual al cubo
del primero, mds el triplo del cuadrado del primero por
el segundo, mds el triplo del primero por el cuadmdo del
segundo, mds el cubo del segundo,

Sean los dos niimeros a y b;
digo que

(e+b)—a'+3ab+3a8 45,

En efecto
(a4 b) = (a + b) (a+ b) (a@+8) = (a+b)* (a+b)
= (@+2ab+b)(ayb)=a’+2ab+ ab’+a* b+
2ab+-b'=a*+3a*b+3ab> ¥ b

Corolarios. 1.° El cubo de un ntimero compuesto de
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decenas y unidades, se compone de cuatro partes: cubo de
decenas, mds triplo de cuadrado de decenas por unidades,
mds triplo de decenas por cuadrado de unidades, mds
cubo de unidades,

Sea N el nimero, d sus decenas y u sus unidades.

Tendremos
luego

N* = (d X 10 4+ u)® =d* X 1000 4- 3d* X 100 X

u-43d X 10 X u* 4+ ut.
2,° La diferenciade los cubos de dos niimeros con-

secutivos es igual al triplo del cuadro del menor, mds el
triplo del menor, mds'l,

Sean los nimeros ny n -+ 1;
digo que
(412 —n* =3n"4+3n+1.
En efecto,
(4102 =n+3n"43n-11;

y restando n® de los dos miembros de esta igualdad,
resulta

(n41)P —n*=3n" 4+ 3n-+4 1.
3.% El residuo de la raiz ciibica de un niimero entero

es menor que el triplo del cuadrado de la raiz entera, mds
el triplo de dicha raig, mds 1.

Si representamos por 7 la raiz cibica enteta de N serd

yN>

VN2 4 <(r+1y’

luego la diferencia
N—rt<l(r+1)—r}dseaN—-r<3r43r41,
conforme al enunciado.

* 231, Demostrados estos principios, podemos desde
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luego extraer la rafz ctibica de un ntimero mavyor que 1000.
Sea el nimero 175616, representemos por d las decenas y
por u las unidades de su raiz.

Tendremos

175616 =(d 4+ 10 4 u)* =d* X 1000 4 3 X d* X
100 X w4 3 X d X100 X u* 4 u*,
que nos indica que el nimero propuesto consta de cuatro
partes: cubo de las decenas de su raiz, triplo del cuadrado
de las decenas por las unidades de su raiz, triplo de las
decenas por el cuadrado de las unidades de su raiz y cubo
de estas unidades.

Si nosotros pudiéramos separar del niimero propuesto
la primera parte, extrayeando su raiz cibica, tendriamos
las decenas de la rafz. Pero el cubo de decenas es siempre
millares, luego no estard en las unidades, ni en las dece-
nas, ni-en las centenas del nimero propuesto.

Las separo con una coma, y sé ya que en los 175 mi-
llares del numero propuesto estd contenido el cubo de las
decenas de su raiz, con mds algun millar que proceda de
las otras partes.

175,616 |56
125 a5
50,616
175,616
0

Louego si extraigo Ja raiz ctbica de 175, tendré las de-
cenas de la raiz* ¢ una cifra mayor que dichas decenas,
pero nunca menor

Ahora bien, para que dicha cifra fuera mayor que las
decenas de la raiz tendria que ser al menos d 4 1 decenas,
y, por tanto, la raiz cibica de los millares del nimero
propuesto seria mayor que la raiz de todo el nimero, que
es solo d + u; lo que es absurdo.

Luego si la raiz cubica 5, de los 175 millares del nu-
mero dado, no puede ser menor, ni mayor que las decenas
de la raiz pedida, es, en efecto, las decenas de esa raiz,

Si restamos ahora del nimero propuesto el cubo de
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las © decenas de su raiz, 6 sean 125 millares, el resto
50816 contendra las otras tres partes, 6 sea el triplo del
cuadrado de las decenas de la rai: por sus unidades, tri-
plo de lus decznas por el cuadrado de las univades de la
raiz, y cubo de dichas unidades.

Pero el triplo de cuadrado de decenas por unidades
es un nunero exacto de ceatenus, luego no puede estar
cottenido ni en las unidades ni en las decenas del resto,
Separo, pues, las dos primeras cifras de la derecha con
una coma, y en la: 503 centenas estara contenido el triplo
del cuadrado de decenas por unidades, mas alguna cen-
tena que provenga de las otras dos partes.

Luego =i divido las 506 centenas del resto por el tri-
plo del cuadrado de las decenas, que es 75, tendré las
unidades 6 un numero mayor que las unidades de la raiz,
nunca menor. Las divido y obtengo la cifra 6.

Para ver si esta cifra no es mayor que la verdadera.
elevo 56 al cubo y me reproduce el numero propuesto,
luego b6 es la raiz pedida. En el caso de que el cubo de
la raiz haliada fuera mayor que el numero propuesto, se
disminuye una unidad a la cifra de las unidades y se repite
la comprobacion,

También podria hacerse la comprobacién, restando
del resto la suma de las otras tres partes que constituyen
el numero propuesto, puesto que ya estd restado el cubo

de decenas.

232. Las anteriores consideraciones dan la siguiente
regla general,

Para extraer la raig cibica deun mimero entero, se
divide en grupos de d tres eifras, comengando por la de-
recha: se extrae la raig cibica del primer gruvo de la
izquierlda, y se tendrd la primera cifra de la raiy, Se
eleva esta cifra alcubo y se resta del primer grupo de la
izquierda, al lado del resto secoloca e! segundo grupo,
¥ se separan con una coma las dos primeras cifras de la
derecha; dividiendo el nitmero de la izquierda por el triplo
del cuadrado de la raiy hallada, tendremos la segunda

19
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cifradela rai;. Para coinprobarla, se eleva al cubo el
nimero formado por las dos cifras de la raiy y se resta
del niimero propuesto. Sila sustraccion es posible, dicho
nimero es la raig buseada; si no puede efectuar e, se irdn
rebajando de una en una las unidades de esa segunda
cifra de la raiy hasta que sea posible la sustracciin,

La operacion se continia del mismo modo hasta ago-
tar el dltimo grupo.

EremrLos:

et e
1.9 V346785432

2° (31557803
39 /5478632415

* 233, Caracteres deirracionalidad. Un entero divi-
Sible por un nitmero primo, y no divisible por su cubo, no
tiene raig exacta.

Puesde vV N = a X b X e, llamando a, by ¢ 4 los
factores primos de la raiz de N,

se deduce N =a" X b* X ¢%..

Consecuencias, 1.2 Para gue un entero sea cubo
perfecto, es necesario y suficiente que todos sus factores
primos tengan exponentes miltiplos de 3, con arreglo a la
igualdad anterior.

23  Todo nimero par que no Sea divisible por 8, tiene
Su raiz cibica irracional, Pues siendo divisible por 2, no
lo es por 8

3% Todo eateroterminado en un ninmero de ceros que
no sea muitiplo de 5, tiene su raig citb.ca irracional

Puesto que uno de sus faclores primos 2 6 5, entra con
exponente que no es miltiplo de 3,
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XLII.

Ratz cubica de los niimeros fracecionarios.

s 3

234. Laraig ciubica de un quebrado es igual d la raiz
citbica de su numerador, partida por la raiy ciibica del
denominador,

En efecto,

porque

Cuando los dos términos del quebrado son cubos
perfectos, la aplicacidn de esta regla no ofrece dificultad
alguna; pero si no lo son, pueden presentarse los tres
casos siguientes: que el nunferador no sea cubo perfecto,
que no lo sea el denominador, ¢ que no lo sca ninguno
de los dos.

EJEMPLD'
3180 v ISU Y16 , /189 V180
Ve \ %m ‘},rh, / 376 7 Tgrg

La raiz cubica del primer quebrado estd comprendida
o r
5] ) : 2
entre W 86 conoze, pues, s raiy aproximada,

. 1 .
que se diferencia de la verdadera en menos de - 7" Asi
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§ i
diremos que \/-:1343 es ,? con un error menor que ,1?

Pero en el segundo y tercer caso, cuando el denomi-
nador no es cubo petfecto, no conociéndose exactamente
el valor del denominador del quebrado-raiz, queda sin
significacién aritmética, toda vez que no pueden determi-
narse las partes en que la unidad estd dividida, De aquila
necesidad de reducir estos casos al primero.

a
2335, Si los dos términos de un quebrado - -, cuyo de-

b
nominador no es cubo perfecto, se multiplican por &7,
N a a X b
resuitara e g

Luego para transformar un quebrado en ofro equiva-
lente de denominador cubo per.fecto, baita multiplicar sus
dos términos por el cuadrado de su denominador,

* 236. Observemos ahora que si el quebrado dado
fuera irreducible, descompuesto su denominador en sus
fuctores primos, algunos de estos tendrian exponentes que
no fueran multiplos de 3. puesto que no es cubo perfecto;
y bastara multiplizar sus dos términos por el producto de
las menores potencias que precisen estos factores primos,
pera tener exponentes multiplos de 3, para que el nuevo
quebrado tenga su denominador cubo perfecto.

Ahora bien, el quebrado propuesto es de menores tér-
minos que todos sus equivalentes; el denominador hallado
es el menor miiltiplo que sea cubo perfecto; luego.

Para reducir un queb ‘ado al minimo denominador cubo,
se reduce d su mds simp'e expresion, y se multiplican sus
dos terminos por el producto de las menores potencias de
los factores primos del denominador que se necesiten para
que sus exponentes Sean multiplos de 3. *

237. La raiz cibica de ua nimero mixto se hallard
facilmente reduciéndole primero 4 quebrado.
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238, La determinacién de la raiz cibica de los mime-
ros decimales se deduce facilmente de la regla anterior.
En efecto,

nabecdef,

o — ——— e
I, nabede f= 1500000

1 —_—
et s A = T 7
luego :/n,abca'ef ﬁLﬁWl?}bie_f_

0

W & bodes nabed  nabed00

10000 1000000 °’

[V

Mmoo
luego {?fn, abecd = \ﬂ;‘;g—m.

Luego para extraer la raig ciibica de un niimero deci-
mal, se afiaden d su derecha uno 6 dos ceros, para que el
nttmero de cifras decimales sea miltivlo de 3; se extrae
la raig cibica del niimero que resulte, prescindiendo de la
coma, y de la derecha de la raiz se separan con la coma
tantas cifras como grupos de tres decimales hayamos
empleado.

EjeMpLos:

1645
84600 °

1.0 Extraer la rafz cibica de

T8
2‘0

\/ . 108
30 v0,600156789

4.° V31457231

* 239 Caracteres de irracionalidad. De lo dicho
anteriormente se deduce que la condicion necesaria y
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suficiente’'para que un quebrado sea cubo perfecto es aue
lo sean sus dos términos.

Los cara~téres de irracionalidad de los nimeros que=
brados se fundan en el siguiente teorema.

La condicion necesaria j- suficiente para que un gue-
brado tenz1 raig cibica exacta, es que el producto de su
numerador por el cuadrado de su denominador sea cubo

perfecto.
Pues de
3 A a
\/‘E‘ e TR
se deduce
A a°
T R

y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por BY;
3 PR3 )
AR .2 B i ( aB ) :

b b
Reciprocamente, siempre que se verifique la igualdad
A X B = n%
se tendrd, dividiendo ambos miembros por B?;

A n? ) o
- o)

Consecuencias. 1.2 Sie/ producto del numerador de
un quebrado por el cuadradlo de su denom ‘nador, no es cubo
perfecto, Su raiy cibica serd irracional. Con arreglo al
teorema.

2.*  Todo niimero decimal. no terminado en ceros, que
tenga un nitmero de cifris d'cimales no miltiplo de 3,
tiene su raig cibica irracional. Pues el prodicto de su
numerador por ¢l cuadrado de su denominador no térmi-
nard en un nimero de ceros miiltiplo de tres. (233-3.9)
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Aproximacion de las raices incomensurahles.

* 240. Hemos visto que Jas raices de un grado cual-

quiera de lo- niimeros enteros 6 fraccionarios que no sean
potencias perfectas de dicho grado, son ndmeros inco-
mensurables.

En la imposibilidad de obtener con exactitud el valor
de las raices irracionales, se determinan con un error menor
que cualquier nimero dado,

* 241, Supongamos que queremos hallar la \/ N con
vx m
un error menor que una fraccion dada oo

Tendremos evidentemente,

o V()

-/ dedondey N =21 "L
n n
( m ) m

Ahora bien, la \/ N (:;) , podemos representarla

por r; es decir, que estard comprendida entre » y r + 13
luego
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= i . mr
luego v/ N se diferenciard de - /- en menos de

Por consiguiente, para obtener la raiz cuadrada de un
ntimero dado, con un errur menor que una fra cida dada,
se multiplica ese nitmero por el cuadrado de la fraccién
invertida, se extrae la raig cuadrada del produ to, y esta
raiz se multiplica por la fraccion d2 aproximacion.

* 242, Silafracciéa de aproximacién fuera una parte

alicuota de la unidad _31,_‘ aplicando la regla anterior, ten-

dremos
P

lo que nos dice que para extraer la raiy cuadrada de un
numero dado, con un error menor gque una parte alicuota
de la unidad, se multipiica el niumero por el cuadrado del
denominador de la parte a.icuota, se extrae la raig cua-
drada del producto. y esta raig se divide por e! denomi-
nador de la parte alicuota,

* 243, Sien vez dela raiz cuadrada de N en menos

m
de —;1 S¢ tratara de hallar la cuibica, el razonamiento

andlogo nos daria

N X (“)li \3/ N X ( n )’
L5 m Y % m
i (2} S e D
m m

y si llamamos r 4 la raiz del numerador
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)

que es lo que se pedia,

Por consiguiente, para extraer la raig cibica de un
niimero con un error menor que una fraccion dada, se
multiplica el nimero por el cubo de la fraccidn de aproxi-
macion invertida, se extrae la raiy cibica del producto, y
esta raiz se multiplica por la fraccion de aproximacion.

* 244. Silafraccién de aproximacién es una parte ali-

cuota de la unidad ;’, la aplicacién de esta regla nos da:

U N R
P
luego para obtener la raig ciubica de un niimero, con un
error menor que una parte alicuota de la unidad, se mul-
tiplica el nitmero por el cubo del denominador de la parte
alicuota, se extrae la raiz cubica del producto, y se divide
esta raiz por el denominador de la parte alicuota.

* 245 Sealaraiz cuairada, 6 ciubica, la que se
quiera extraer, la demostracién empleada comprende el
caso en que la fraccién de aproximacidn, en vez de ser una
parte alicuota cualquiéra de la unidad, es una parte de-
cimal,

Es evidente que en este caso queda reducido el pro-
cedimiento 4 anadir doble 6 triple niimero de ceros, segiin
se¢ trate de la raiz cuadrada ¢ de la cibica, de los que

20
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enga el denominador de la parte decimal, extraer la raiz,
y separar de ella con una coma tantas cifras decimales
como grupos dé ceros hayamos anadido

Este caso suele llamarse aproxinar por decimales una
raiy inexacta, es preferible 4 los demds, y es casi el unico
que se emplea en la pidctica.

Ejemrros.
1. Hallar la raiz cuadrada de 28 con un error menor
3
de 4:'
29, /156 en menos de é
39, /78 en menosde 0,001.
4.° 3/ 541 en menos de - 3
ot 1
5.0 /236 en menos de g

Gox &5_87 en menos de 0,0001.
7.2 /0,00134 en menos de 0,0i e
8.° \?0,00GI en menos de 0,001.
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NUMEROS CONCRETOS.

XLIV.
Sistema antiguo de pesas y medidas.

246. Hemos indicado ya que medir una cantidad e
compararla con otra de su misma naturaleza que se toma
como unidad.

En las numerosas é importantes aplicaciones de la
aritmética, las cantidades no solo se determinan, como ha
sucedido hasta ahora, en su valor numérico 6 cuantitativo,
sino también en su especie 6 valor cualitativo, determi-
nando su naturaleza y originando los nimeros concretoss
Por eso la unidad no serd ya una sola, siné que habrd
tantas unidades como especies distintas de can tidades
tengamos que considerar: todas ellas se llaman unidades
concretas.

247 Ademds, como la unidad debe ser proporcionada
4 la cantidad que se quiere medir, es indispensable con-
siderar dentro de cada especie unidades de diversos
6rdenes.

Se entiende por sistema de pesas y medidas el con-
junto de todas estas unidades de varias especies y de
distintos drdenes, y se las aplica el calificativo legal, por-
que sus valores estin dcterminados por la ley en cada
pais.

Los sistemas de pesas y medidas son distintos en cada
pais, y en un mismo pais difieren en épocas distintas,

248, El sistema antiguo de pesas y medidas que ha re-
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gido en Espaiia hasta hace pocos afios, y que aun se em-
plea en aigunas provincias, carece de una unidad que sirva
de fundamento al sistema. Las unidades de las diversas
especies son completamente arbitrarias, y las unidades de

distint

o orden se forman de la principal, sin ley fija que

las determine.

En este sistema, las unidades concretas se dividen en
siete grupos: lineales 6 de longitud, de superficie, de
voluimen, de capacidad, de peso, de dinero y de tiempo.

El

Unidades de longitud.

patron 6 modelo es la vara de Burgos.

La legua tiene 6666 % varas 6 sean 20.000 pies.

Elestadal....... 4 varas 6 12 pies,

L Wara S e e e .- 3 pies.

Bl Pt il v s spareieatatartle 12 pulgadas.
La pulgada,...... S e 12 lineas.

Lalegua marina.,....... 3 millas.

I L e o e B eobae 10 cables.

Cable o sty e 111 brazas.
Brazal s e S e 6 pies.

Codo de rivera......... . 2 pies 9 lineas.

Unidades de superficie 6 cuadradas.

La legua cuadrada. 20.000°=400000000 piescuadrados.

La vara

.......... 3*=0 pies cuadrados.

G i 12°—=144 pies cuadrados.
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Agrarias.
Fanega de tierra ...... 570 estadales cuadrados.
Aranzadal.cceiseeeens 400 estadales cuadrados.
Estadal cuadrado..,... 144 pies cuadrados,

Unidades de volimen 6 ciibicas.

La legua cudbica........ . 20.000*=800000000 0000 pies
cubicos.

La tonelada de arqueo. .. 8 codos cibicos de rivera=
7().189 pies cabicos.

La vara ciibica., . ... ev.  3'=27 pies ciibicos.

El pié ctbico. ... vuus .. 12'=1728 pulgadas cibicas.

Unidades de ocapacidad.

Para dridos. Para liguidos.
El patrén es la media fa- El patrén es la cdntara de
nega de Avila. Toledo.
El Cahiz... 12fanegas. Elmoyo... 16 cintaras.
La fanega.. 12celemines. La cdntara. 8 azumbres.
Elcelemin.. 4 cuartillos. El azumbre. 4 cuartillos.
Elcuartillo. 4 copas.

Se exceptia de les liquidos el aceite que se vendia al
peso. La arroba de aceite tenfa 25 libras. La libra 4 pa-
nillas,

Unidades de peso.

El patrén es el marco del Consejo de Castilla.
El quintal.... 4 arrobas. Para la farmacia.
La arroba.... 25 libras. La libra .... 12 onzas,
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Ea libfaiens 16 onzas. J.a onza..... 8dracmas,
Laonza.. ... 16 adarmes. Eldracma .. 3escripulos

Ll adarme ... 8 tomines. Elescripulo. 4 granos.

Para la joyeria.

B a0t sy st sty 3 onzas.
L onZa i e s ... 8 ochavas.
Tigioahayaat o e b 6 tomines.
B Loming e st oo 3 quilates.
Rl ater et s isias 4 granos.

Unidades de dinero.

La unidad era el real y posteriormente el escudo.

Monedas de oro. Monedas de plata.
Eaonza.esie. 320reales El duro ¢ peso fuerte. 20 rs.
La media onza, 160 El medioduro....... 10 5
El centin...... T TR ese o v s e, 4 ,
El ochentin... ;80 , La media peseta ,... 2 ,
El escudo..... 40 El real 8!/, cuartos 6 34 marvs.
Elescuditos.. . (205 La peseta columnaria. 5 rs.
Ele.cuditoviejo 21'/,,  La mediaid,....... 2'/,

El realidd 308 o 0l 1558

Monedas de cobre.

Elmedioreal...;.ec.. 17 maravedises.
Doscuartos ../ e ses 8 .
Clarto o s i T e ”

B 1570 Yl LR TR L LT 2

El maravedi era moneda imaginaria,
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Unidades de tlempo

El siglo. ... 100 aiios. La semana 7 dias.

Bl ldstrotin bt Ty, El dia.... 24 horas.

El afo..... 12meses636odias La hora.. 60 minutos.

Elmescomin 30 dias, El minuto, 60 segundos
XLV.

Sistema métrico decimal,

249. El sistema legal de pesas y medidas, vigente en
la actualidad, es el sistema métrico decimal.

Se llama métrico porque la unidad fundamental, de la
cual se deducen todas las demds, es el metro, tomada di-
rectamente y referida a la medida de la tierra; y decimal
porque las unidades de cada especie se obtienen multi-
plicando ¢ dividiendo la principal por las potencias suce-
sivas de diez.

El metro es la diegmillonésima parte del cuadrante
del meridiano terrestre. Esla unidad fnndamental del sis-
tema, y 4 la vez, la unidad principal de longitud.

Las demads unidades principales son:

De superficie, el metro cuadrado, 6 sea un cuadrado
que tiene de lado un metro lineal,

De volumen, el metro ciibico, 6 sea un cubo que tiene
de lado un metro lineal.

De capacidad, el litro, cuya cabida es la de un deci-
metro cubico..

De peso, el gramo, peso de un centimetro cibico de
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agua destilada, en el vacio y 4 la temperatura de 4° ce.
tigrados.
., 250. Las unidades de los demds drdenes pueden ser
miltiplos 6 divisores de la unidad principal.

Los miiltiplos se designan anteponiendo al nombre de
la unidad principal las palabras griegas deca, hecto kilo y
miria, que significan respectivamente dieg ciento, mil y
dieg mil,

Los submiiltiplos 6 divisores anteponiendo al nombre
de la unidad principal las voces latinas deci, centi, mili,
que significan 4 su vez décima, centésima y milésima.

246, La exposicién |del sistema métrico, después de

estas nociones, queda hecha en el siguiente cuadro.

Unidades de longitud.

Unidad principal el metro,
Miltiplos. Submaultiplos,

Miridmetro =10000 metros Decimetro —0,1 de metro.
Kilémetro = 1000 Centimetro=0,01 5
Hectémetro= 100 Milimetro =0,001
Decdametro — 10 "

Unidades de superficis.
Unidad principal del metro cuadrado.
Miltiplos,

Miriametro cuadrado=100002=100000000 m?
Kilémetro cuadrado=1000? =1000000 ;
Hectémetro cuadrado=100* —10000
Decametro cuadrado=10* =100

n

»

n
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Submultiplos.
Decimetro cuadrado= (,1"=0,01 m?
Centimetro = 0,01’=0.0001
Milimetro i =0,001*=0,000001 ,

En agrimencura se emplea como unidad principal el
decdmetro cuadrado, que se denomina drea.
De suerte que las unidades agrarias son:
Hectdrea 6 sea el hectémetro cuadrado=100 dreas.
Arca 0 sea el decdmetro cuadrado=100 centiareas,
Centidrea 6 sea el metro cuadrado.

Unidades da volimen.

Unidad principal el metro cibico.

Multiplos.
Miridmetro clibico=100003=1000000000000 m®
Kilémetro ,, = 1000°=1000000000 o
Hectémetro ,, = 100*=1000000 4
Decimetro ,, = 10*=1000 »
Submuliplos.
Declmetro cibico=(0,1* =0,001 m?
Centimetro , =0,01* =0,000001 i
Milimetro ,, =0,001*=0,000000001 ,,

El metro cubico se designa también con el nombre de
tonelad.i de arqueo.

Unldades de capacidad.
Unidad principal el litro.

Muitiplos. Submultiplos.
Mirialitro = 10000 litros. Decilitro = (0,1 litro.
Kilolitro = 1000 Centilitro = 0,01
Hecttlitro= 100 Mudilitro ="0:001 .,
Decalitro — L 5

2



Unidades de peso.

Unidad principal el gramo.

Miltiplos. Submultiplos.
Miridgramo —10000 gramos. Descigramo =0,1 gramo.
Kilégramo = 1000 , Centigramo=0,01

Hectégramo= 100 Miligramo ==0,001
Decigramo = 10

Ademds se emplean la tonelada de peso que tiene 1000
kilégramos, y el quintal métrico que tiene 100 kilégramos.

Unidades de dinere.

Monedas de oro. Monedas de plata| Monedas de dronce
De 100 pesetas (no acu-| De & pesetas. | De 0,10 de peseta
fiada aun)| De 2 7 De 0,05 i

De 25 , Beili o E D089 L
De 10 De 0,50 , De 0.01 i
XLVI.

Numeracion de concretos.

252, Los nimeros concretos, de un modo analogo 4 los
abstractos, se forman por agregacién de unidades con-
cretas, originando dos clases de numeros, complejos é
incomplejos.

Niimero incomplejo es el que consta de unidades de un
solo orden, como 7 meses, 4 litros, 15 gramos.
Nimero complejo es el que consta de unidades de dife-
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rentes d6rdenes pero de la misma especie, como 7 meses,
2 dias y 9 horas,

Los nimeros concretos se dicen homogéneos cuando
son de la misma especie, y heterogéneos cuando son de
distinta especie.

Los nimeros incomplejos se expresan con las siguien-
tes abrebiaturas; M miria, K kilo, H hecto, D deca, d deci,
¢ centi, m mili; m metro, m* metro cuadrado, m® metro
cibico, / litro, g gramo, escribiendo el nimero de unida-
des que contiene, seguido de la inicial del multiplo 6 sub-
multiplo y la de la umidad prineipal, que corresponde &
las unidades que expresa, Asi 34 kilémetros, se escribird
34 km.

Los nimeros complejos, expresando las unidades de
diversos ordenes que los forman, empezando por las
superiores.

En todo complejo conviene tener presente que los
incomplejos que le forman deben ser menores que la
unidad inmediata superior.

253. Los nimeros métricos incomplejos pueden con
suma facilidad expresarse en forma compleja, atendida
su formacion decimal, con solo escribir separadamente
sus diversas cifras. Asi 347om — 3km | 4Hm 7Dm jm g
38054™ * = 3Hm? (D 2 f4m 2,

Del propio modo, un nimero complejo métrico se re-
duce d incomplejo con solo escribir sus diversas unidades,
unas 4 continuacién de otras, colocando la coma en en el
lugar que la corresponda, Asf 305! 6 = 359, (8.

254. Reduccion de un incomplejo & otro equivalente de
orden inferior, Supongamos que queremos reducir
horas 4 minutos,

Diremos: como 1 hora tiene 60 minutos, 5 horas ten=
drdn 5 veces 60 minutos 6 60 X & = 300 minutos,
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Luego para reducir un complejo d otro equivalente
de orden inferior, basta multiplicarle por el nimero de
veces que la unidad de su especie contiene d la de dicho

arden inferior.

255 Reduccién de un incomp’ejo d otro equivalente de
orden superior. Supongamos que queremos reducir 300
minutos d horas.

Como 1 minuto es _Gll_J_dc hora, 300 minutos serdn

il de hora = 5 horas.
60
Luego para reducir un incomplejo d otro equivalente
de orden superior, se diyide por el nitmero de veces que la
unidad de su especie estd contenida en la de dicho orden
superior.

256  Resueltos estos dos problemas, las transformacio-
nes de ntmeros complejos no ofrecen dificultad alguna.

Reduccion de un niumero complejo d incomplejo de su

orden inferior,

Reducir, por ejemplo, 7¢ 15" 14m 4 72
minutos. 24

Se reducen los 7 dias 4 horas y re- 16?"
sultan 168 horas, que, con las 15 del _1')__
nimero propuesto, suman 183 horas; se 1ggh
reducen estas horas 4 minutos y resultan ~10980%
10980 minutos, que,con los 14 del ni- 14
mero dado, componen 10994 minutos.. “10994m

Luego 79 15t 14m — 10994“‘

&l

Por consiguiente, para reducir un nimero complejo d
incomplejo de su orden inferior, se reducen las unidades
@2 orden superior d su inmediato inferior, y se agregan
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las que de este orden contenga el nimero propuesto; se
efectia lo mismo con esta suma, y se contintia del propio
modo hasta llegar al orden inferior.
257, Reduccion de un niimero complejo d incomplejo

de cualquier orden de su especie.

Convertir 54 130 25™ 54% en horas.

Reducido este nimero complejo a segundos nos di
480354 % que reducidos 4 horas son

480354 1554 259
TO00; L o800 T 800
Se reduce un nimero complejo d incomp'ejo de cual-
quier orden de su especie, reduciéndole d incomplejo de su
orden inferior y reduciendo éste d incomplejo del orden
pedido.
258. Conversion de un incomplejo de orden inferior de
su especie en complejo.
Convertir en complejo 4803543
Convertiremos los segundos en minutos, los minutos
en horas y las horas en dias, y obtendremos:

4803545 | 60
0005 | 8005™ | 60
545 | 20 1335 | 24
20 18 |5
95m

4803545 = 5% 13b 25m 54°

Lo que nos dice que para convertir en complejo un
incomplejo del orden inferior de su especie, se reduce al
orden inmedlato superior, el cociente ente-o Sse reduce
también d su orden superior inmediato y asi sucesiva-
mente.
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El complejo resulta formado por el iltimo cociente
entero y todos los restos sucesivos.
259. Conversién de un quebrado incomplejo en com=
plejo.
Esta operacién, que se llama también valuar un que-
brado concreto, se dispone del modo siguiente:

83 2
Valuar —— o de dfa. 33“ 3070 4om 48+

Dividiendo el numerador por 24
el denominador tendré 3¢ : Y (e
25 17

reduciendo los % de dia 4 ho- ]033“’ g
020

ras, resultan 7 -lzlhoras los -:1;— 60."“
de hora se reducen 4 minutos, ]gggs
iy 0

i 20 :
convertidos los ?f{de minuto ensegundosnosresultan 48 s

Luego %‘?— de dia = 34 7h 4(m 48+ .

OPERACIONES FUNDAMENTALES.

XLVII.

Adicion y sustraccion de eoncrelos.

260. Teniendo eu cuenta las consideraciones cXpucs-



— 167 —

tas (246) sobre la naturaleza de los numeros concretos, se
comprende que al operar sobre estos nimeros habremos
de tener en cuenta. no solo sus valores numéricos, sing
también su valor cualitativo ¢ especie.

Poreel primer concepto, su cdlculo se sujeta 4 las mis-
mas reglas que el de los nimeros abstractos; por el se-
gundo, serd preciso investigar, en cada caso, por la natu-
raleza de los datos, la del resnltado,

261. Adicidn de concretos. Siendo la suma el conjunto
de todos los sumandos, es evidente que las partes deben
ser' homogéneas con el todo. De suerte que la primera
condicién, para sumar nimeros concretos, es que sean
homogéneos.

Pudiendo ser los sumandos complejos 6 incomplejos,
en la adicién de concretos se podran distinguir dos casos,

262, Primercaso. Para sumar ntimeros incomple-
jos, se suman como [os abstractos, y la suma serd de la
misma especie que los sumandos.

Ejempro.—El nlimero de nacimientos en Espaifia en
1879, fué el siguiente:

EnBnetousycae s viseis - O
Eebreroine v sia 373
0\ s Y s e e |
ABTILL 5 i S arasniet 030

MAPO ot Ereiwn arsias = SOl0
JaRiOIEL i et | 280
it s et me s 76
A GEO atareuiis ais salelie 298
Septiembreisenlevanies, 313

(2151 45 s O e PP i 311
Noviembre......vves.. 31l
Diciembpei, vieeie amiviq: 312
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:Cudl fué el nimero de nacidos en todo el afio?

263, Segundo caso. Para sumar niimeros complejos,
se suman separadamente las unidades de sus diversos
ordenes, extrayendo de cada suma parcial las unidades
del orden inmediato superior que conteaga, para agregar-
las a este orden,

También podrian sumarse reduciéndolos d incomplejos
del mismo orden, con lo que quedaria reducido este caso
al anterior.

Ejempro, Un comerciante recibe cuatro cajas de gé-
neros que pesan, respectivamente:

17 quintales 2 arrobas 19 libras 11 onzas

25 n 3 " 15 n 13 n
19 ] T ” 23 ”n 9 ”
28, DS 1y R A

¢cudnto pesan las cuatro cajas?

264. Sustraccion de concretos Con arreglo a lo expuesto
en la adicion, para que la sustraccidn de concretos pueda
cfectuarse, es preciso que minuendo y sustraendo sean de
la misma especie. Pdeden ocurrir los mismos dos casos
que anteriormente.

265. Primer caso. - Para restar nimeros incomplejos,
Se restan como los abstractos, y la diferencia serd dela
misma especie que el minuendo y sustraendo.

Ejemero. El peso de una caja de mercancias es de §

3 !
arrobas E= ¥ la caja pesa s arrobas jcual es el peso

4
de la mercancia?

Segundo caso. Para restar numeros complejos, se
restan separadamente las unidades del sustraendo de las
del mismo orden del minuendo. Si algiin sustraendo par-
cial es mayor gae el minueado correspondiente, se aiade
d éste una unidad del orden inmediato superior, conver-
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tida en la de aquel, teniendo luego en cuenta la unidad
restada al minuendo

Ejempro  Un reloj marca 70 8M49° cuando otro seiia-
la 6" 58m 57* scuanto va atrasado el segundo?

266. Caso particular de la sustraccién. Cuando los
datos no estan esplicitos, precisa obtenerlos para realizar
la operacién. Tal sucede con la resta de fechas. Para
averiguar el tiempo transcurrido entre dos fechas cuales-
quiera, debe tomarse como origen comun una fecha an-
terior 4 las dos propuestas El minuendo y susiraendo
serdn respectivamente el tiempo transcurrido desde su
origen hasta la fecha mds préxima y la mds remota de las
dos propuestas, '

Ejempro. ;Cudnto tiempo ha transcurrido desde el
11 de Mayo de 1717, en que Felipe V firmé en Segovia el
decreto creando la Universidad de Cervera, hasta el
1.° de Octubre de 18947

XLVIII.

Multiplicacion de coneretos.

267, Multiplicar dos nineros concretos es hallar un
tercer nimero concreto, que sea, su valor numérico y es-
pecie, respecto del multiplicando, lo que el multiplicador
es de la unidad de su espcie.

De esta definicién se deducen desde luego dos conse-
cuencias importantes: 1.* gque siendo el multiplicador ho-
mogéneo con la unidad, el producto tendrd que Ser siem-
pre homogéneo con el multiplicando. 2, que si conside-
ramos el multiplicando como e! valor de ta unidad, el
producto serd también el valor del multiplicador.
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De donde se deduce que el problema general de la
multiplicacién de coucretos serds conocido el valor de la
unidad, hallar el valor de varias unidades de la misma
especie,

268. En la multiplicacién de concretos distinguiremes
dos casos:

1.° Que el multiplicando, es decir, el valor de la uni-
dad, sea incomplejo.

2.° Que el multiplicando sea complejo.

269. I1.°fcaso. Siel multiplicador expresa unidades
del mismo orden que la unidad cuyo valor es el multipli-
cando, la operacién se verifica como la de los nimeros
abstractos.

Si el multiplicador no es del mismo orden que la
unidad, habrd que convertirle 4 dicho orden, lo que podrd
darie la forma entera, quebrada ¢ mixta; y la operacién
se efectiia como la de los abstractos.

Ejempros. 1.9 Un tren recorre 34,75 Km. en 1 hora;
(cudntos kildmetros recorrerd en 15 horas?

2. Un tren recorre 37,50 Km. en | hora; jcudntos
kilometros recorrerdan en 35 minufos?

270 2Y caso. Siel multiplicando es complejo, re-
duciéndole 4 incomplejo estaremos en el caso anterior,

Sin embargo, en este caso, cuando el multiplicador,
reducido al orden de la unidad cuyo valor expresa el
multiplicando, es entero, es preferible dejar al multiplican-
do en su forma compleja, y la operacién se efectia mul-
tiplicando separadameete las unidades de cada orden del
multiplicando por el multiplicador, cuidando de extraer
de cada producto parcial las unidades del orden superior
que contenga, para agregarlas d éste.

EjemprLos. 1.° La tierra en su movimiento de trasla-
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cién recorre en 1 dia; 59" 8”,33 ;cudnto recorrerd en
13 dias, 19 horas, 15 minutos, 45 segundos?

2,9 La tierra tarda 1 dia, 0 horas, 20 minutos, 58,13
segundos en recorrer 1.” de su érbita; ;cudnto tardard en
recorrer 25° 37" 45"?

Si el multiplicador, reducido al orden de la unidad
cuyo valor es el multiplicando, es fraccionario suele em-
plearse el

Meétodo de las partes alicuotas. Se descompone el mul-
tiplicador en partes alicuotas de la unidad que representa

el multiplicando, se halla sucesivamente el yalor de estas
partes y se suman.
Ejemero.  Un reloj atrasa diariamente 6™ 34, 55 :cudn-
to atrasard en 24 16" y 20m ¢
La operacion se dispone del siguiente modo, descom-

poniendo el multiplicador en 24 12" — —%— de dia.
6™ 348 .5
24 16 29w
Valor de 2 dias....... 192 92
1 =1, dell dia . 1d. de 1%hotds, oo 3 17,25
4" —'/, de12 horas Id. de 4 horas..... 1 b5
Id. de 1 hora que se toma como auxiliar.. (0 16 437)
20m ='/. del hora Id. de20 minutos.,. 0 5,479
5m =1/ de 2(m Id. de b minutos... 0 1,369

4m —1/. de 20m Id. de 4 minutos... 0 1,095

Atrasa en 24 [6F 20m  17m 39 943s
Resolver los dos ejemplos ultimos por este procedi-
miento.
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XLIX.

Divisién de concrelos,

271. Hemos visto en la multiplicacién. que el multi-
plicando y el producto son siempre homogéneos, asi como
el multiplicador y la unidad. Como el producto es siempre
el dividendo, y el divisor puede ser uno cualquiera de los
factores, claro es que podrd ser el multiplicando 6 el
multiplicador. En el primer caso, dividendo y divisor son
homogéneos; en el segundo heterogéneos; y originan los
dos casos que en la divisién distinguiremaos. '

272, Primer caso. Si dividendo y divisor son homo-
géneos, el cociente representa al mnltiplicador y serd de
la especie de la unidad cuyo valor es el divisor. En este
caso el problema general que esta operacién resuelve es
el de hallar el mimero de veces que un mimero contiene d
otro de su misma especie, Por consiguiente;

Para dividir dos numeros concretos homogéneos, se
reducen d incomplejos del mismo orden y se dividen como
abstractos.

Ejempros. 1.° Un tren recorre 37,50 Km. en 1 hora,
¢cudntas horas habrd empleado en recorrer 450 Km?

2°. La tierra en su movimiento de traslacion tarda 1
dia 0 horas 20 minutos 58,13 segundos en recorrer 1° de
su Orbita; :qué arco recorrerd en 35% 13t 45m 54,758 ?

273. Segundo caso. Sidividendo y divisor son hete-
rogéneos, el cociente representard el multiplicando; y el
divisor serd de la misma especie que la unidad cuyo valor
se busca. De donde se infiere que el problema general de -
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la division, en este caso, serd; determinar el valor de una
unidad, conocido el de varias unidades de su especie.

Luego, para dividir dos nimeros concretlos heterogé-
neos, se reduce el divisor al érden dela unidad cuyo valor
se busca; se convierte el dividendo en incomplejo de cual-
quiera de sus ordenes, y se dividen como abstractos.

Ejempros, 1.° 25 mecros de tela han costado 31,25
pesetas 4 como sale el metro?

2.2 Un tren recorre en 9 horas 25 minutos y 45 se-
gundos 424 3125 Kildmetros ;cuanto anda por hora?

Si el divisor reducido al orden de la unidad, cuyo valor
se busca, resulta un numero entero, es preferible dejar el
dividendo en su forma compleja.

Ejempro. Un mévil recorre en 81 y 14" un arco de
35° 45" 50”. ;Qué arco recorrerd en 1 hora? El divisor,
reducido 4 la especie de la unidad cuyo valor se busca,
es 2061, y la operacidn se dispone en esta forma:

35 dividido por 206 dd 0°; 35° 45 50”1 206
reducidos los 35" 4 minutos 80 00107257
se convierten en 2100, que 21007

con los 45 dados, hacen 2145 4-"'_

minutos, que divididos por 2145:

206 ddn 10 minutos; reduzco gg

el residuo 85 4 segundos y “E{ 0

agrego los 50 del dividendo, 50"

y divido los 5150 que resul- “gyzgi-
tan por 206, y tengo el co- 1030
ciente 25. 000

Luego el mévil recorre en 1 hora un arco de 0° 10" 25"
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PROBLEMAS

RELATIVOS AL CALCULO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS.

I. Reducir 17 quintales 3 arrobas 19 libras y 9 onzas 4
incomplejo de su especie inferior.

II. Reducir 34 dias 19 horas 24 minutos y 45 segun-
dos 4 incomplejo de horas,

III. Reducir 17 varas 2 piés 11 pulgadas y 9 lineas 4
incomplejo de piés.

IV, Reducir 4574681 segundos 4 complejo.

V. Reducir 18751 lineas 4 complejo.

VI Reducir :13 ------- de arroba 4 complejo.

VILI. Un almacenista recibe cinco partidas de azicar,
la 1." pesa 15 arrobas 13 libras y 9 onzas; la 2.2 28 arrobas
7 libras y 11 onzas; la 3 ® 34 arrobas 19 libras y 14 onzas;
la 4.2 18 arrobas 12 libras y 8 onzas; y la 5.* 29 arrobas
21 libras y 13 onzas. ;Cudnto azucar ha recibido?

VIII. ;Cudnto tiempo ha transcurrido desde el 1.° de
Septiembre de 1728, en que Alfonso el Conquistador
entré triunfalmente en Segovia de regreso de la toma de
Algeciras, hasta el 25 de Diciembre de 18942

IX. ¢Cual es el peso neto de una mercancia que ha
pesado 36 arrobas 7 libras y 6 onzas, siendo el peso del
embalage 2 arrobas 11 libras y 13 onzas?

X. Un reloj atrasa cada dia 2 minutos 45 segundos;

dcudnto atrasard en 15 dias 19 horas 34 minutos y 50
segundos?
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XI La tierra en su movimiento de rotacién gira 15° en
1% scudntos gira en 15 horas 35 miuutos y 42 segundos?

XII. Suponiendo que la tierra en su movimiento de
traslacién invierte 46 dias 1 hora 40 minutos 9, 58 en
recorrer el arco de 45° 24' 30" ;cudnto tiempo invertird
en recorrer el arco 1°?

XIII. Un tren recorre 35,275 kildmetros en 1* | ;qué
distancia recorrerd en 9 horas 35 minutos 54 segundos?

XIV. Averiguar la hora que serd en las siguientes po-
blaciones, cuande en Madrid sea medio dia; Lisboa, cuya
longitud es de §° 25" Oeste; Atenas, 37° 53" Este; Bru-
selas, 8° 4' Este; y Coruifla, 4941’ Oeste; del meridiano de
Madrid.

XV. :Qué distanzia habrd de Huesca 4 Lisboa sabien-
do que ésta tiene §° 25 de longitud Oeste; y 'aq—uella
3° 24" de longitud Este?

XVI Un tren especial sale de Segoviad la 8. 15 de
la noche y llega 4 Medina 4 las 9.2 40.™ después de de-
tenerse 10.™ en Santa Marfa de Nieva y 5 en Olmedo. De
Segovia 4 Medina hay 93 kilsmetros. ;A qué hora llegard
d Burgos que dista de Medina 163 kildmetros parando
15™ en Valladolid y 5 en Torguemada?

XVIL. Un mévil recorre en | hora unarco de circun-
ferencia de 26° 35 42", 15 ;cudnto tardard en recorrer
toda la circunferencia?

XII. Averiguar cuantos kildmetros distan dos pue-
blos, situados en el mismo meridiano, cuyas latitudes son
respectivamente 250 13 45" y 34° 9’ 38".

XIX Un peatén, que anda 6 kilémetros por hora, sale
d las 8 de la manana con la correspondencia para un pue-
blo que dista 23 kilémetros; se ha subastado la conduc-
cién 4 caballo, con la obligacién de andar 13 kilémetros
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por hora jcudnto tiempo ganardn los vecinos en recibir el
correo?

XX, La tierra en su movimiento de traslacién recorre
1° de su 6rbita en 1 dia 0 horas 20 minutos 58, 13 yqué
arco recorrerd en 46 dfas, 1 hora, 40 minutos 5% 58?

PROBLEMAS

RELATIVOsS A LOs NUMEROS METRICOS.

I. Los billetes de ferrocarril cuestan proximamente
0,11 de peseta por kilometro los de 1% 0,08 los de
2.2 v 00,5 los de 3.2 ¢cudnto costard el billete de cada
clase de Madrid a Burgos que dista 363 kilometros?

II. Hallar, en metros, la longitud de un grado, de un
minuto y de un segundo, sabiendo que la circunferencia
tiene 360°; el grado 60'; y el minuto 60”.

III Reducir a l\llometmb cud.clndos el nimero 576 Ha;
da, 19 ca,

IV. JCudnto importa la cuenta de un carpintero que
contrata la construccion de puertas y ventanas de una
casa a 6,25 pesetas el m* y ha hecho en total 65 m?
9 dm® y 14 cm? = :

V. Untablén de madera de 4,25 metros de largo,
0,85 de ancho y 0,11 de grueso ha costado 15,75 pese-
tas, ¢4 como sale el m®

VI. Un propietario compra una finca en 25327 ptas.;
la escntura, gastos de inscripciones, etc., le importan
985,65 ptas; emplea en reparaciones |9 albaniles, que ga-
nan: el maestro 6,50 ptas; tres oficiales 4 4,25 y 11 peones
40,75, durante 19 dias; y 8 carpinteros con un jornal de

G & =
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7,50 el maestro, de 4,50 los cinco oficiales y 1,25 los dot'
aprendices; que gastan 82 carros de piedra y 34 de arena,
costando la piedra 4 4,50 ptas. el m® y la arena 4 2,25, y
llevando cada carro de piedra Im® 87dm® y cada uno de
arena 0,975m?, ;A cudnto ha ascendido el coste total de
la casa? :

VIL. Sabiendo que un carro puede llevar 1m?* 94dm?
de trigo; jcudntos carros se necesitardn para transportar
457 + 1 591 ?

VIII. Un estanque estd alimentado por dos cafios de
los queel 1.9 da 454 por minuto y el 2.° 28, pero tiene
un orificio de desagiie, por el que salen 115 litros por
hora, jcudntas horas tendrdn que estar abiertos los tres
para que el estanque contenga 20 #l 71 ?

IX. jCuanto pesardn 9H! 34! 18 de agua?

X. Reducir 4m® 89dm?® 125cm? 4 HI. y Kg?

XI. ¢Cuanto costara el alumbrado 4 un comerciante
que tiene 8 ldmparas, que lucen 5 horas en csiete meses
del ano y 4 en los otros cinco, y gas.a cada una 2,501
por hora, costando el m? de gas 0,45 de peseta?

XII. Las monedas de b pesetas tienen de didmetro
0,037™ , scudntas se necesitardn para tener una longitud
igual a la distancia del polo al ecuador?

XIII, (Cuanto costardn 9875m* de piedra, costando
7 pesetas cl m® y 4,15 pesetas el transporte por Km. y m?,
teniendo que llevarla 4 1575 metros de distancia?

XIV, Un ebanista compra 325,70dm® de madera 4
0,25 de peseta el Kg. por 107,25 pesetas, (cuanto pesard
el m*?

XV. Un comerciante compra 4 docenas de jamones
por 1254 pesetas; quiere ganar en ellos 245 pesetas. ;Se
pregunta cuanto pesa el dinero que recibe por la venta de
21 jamones y que capacidad habia de tener una vasija

23

-
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capaz de contener una cantidad de agua del mismo peso?

XVI Calculando el peso del litro de trigo en 725 gra
mos y sabiendo que da 89 por ciento de harina y el resto
de salvado jcudnto pesard la harina y el salvado que se
obtengan de Tm? de trigo?

XVII. :Cudl es la distancia en metros de dos puntos
situados en el ecuador que se presenten en el mismo pun-
to del cielo con una diferencia de § horas, suponiendo la
tierra esférica?

XVIIL ;Cudntos litros de aire se necesitan para pesar
tanto como 1! de mercurio; sabiendo que éste pesa
13,596 mas que el agua, y el agua 733 veces mds que el
aire?

XIX, Una resma de papel tiene 20 manos; la mano
pesa unos 1708 ;Cudntos quintales métricos de trapo se
necesitan para alimentar una mdquina que fabrica al afio
25000 resmas de papel?

XX, Quéextension en Km. comprende Espafia, sa-
biendo que estd situada entre los 26" 0' 30" y 43" 46’ 40"
de latitud Norte?
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PROPORCIONALIDAD.

i
Regla de ftres.

274. Se llaman cantidades relativas, dos cantidades
ligadas de tal modo, que toda variacién de la una haga
variar a la otia,

Las cantidades relativas tnicas de que vamos 4 ocu-

parnos son las cantidades proporcionales.
Cantidades proporcionales son dus cantidades relativas

tales que, con dos valores de la una y sus correspondien-
tes de la otra, se puede formar siempre proporcion.

Esta proporcién puede formarse de tres modos distin-
tos, lo que origina tres clases de proporcionalidad, que se
denominan: proporcionalidad directa, inversa y reciproca

275. Dos cantidades son directamente proporcionales,
6 estdn en raion directa, cuando la razén de dos valores
de la primera es igual d la razon de los valores corres-
pondientes de la segunda.

Sean A y B dos cantidades directamente proporcio-
nales. Si llamamos a y @’ 4 dos valores cualesquicra de
A; y b y b 4 los correspondientes de B, se tendra.

a b

=
276. Sereconoce que dos cantidades son directamente
proporcionales con arreglo al siguiente principio:
Si multiplicando por un nitmero cualgquiera el yalor de
una cantidad, resulta myltiplicado por el mismo el valor
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correspondiente de su relativa, estas dos cantidades son
directamente proporcionales; y no lo serdn en el caso con-
trario.

En efecto, si de @ — a' Xn,
se deduce que b= &6 X n

a b a b
resultard SRRy e n; luego =
Proporcién que no se verificard en caso contrario,

277. Dos cantidades son inversamente proporcionales,
6 estdn en ragon inversa, cuando la razon de dos valores
de la primera, es inversa de la de los valores correspon-

dientes de la segunda. g
Es decir, que si seguimos llamando a y @ 4 dos va-

lores de A; y b y b 4 suscorrespondientes de B; la
reién serd « >
ro 0 0 a I T e
BoR a' b
278. Se reconoce que dos cantidades son inversa-
mente proporcionales por medio del siguiente principio:
Si multiplicando por un niimero cualguiera el valor de
una cantidad relativa, su correspondiente queda diyidido
. por el mismo nitmero, estas dos cantidades relativas son
inyersamente proporcionales; y no lo serdn en el caso

contrario.
r
En efecto, side a =a' X n, se deduce que b = ot

resultara
a b 1 a b
il L e ] de donde e

Proporcién que no se verifica en caso contrario.
*279. Dos cantidades son reciprocamente proporciona-
lesy cuando con dos valores de la una y los correspon-
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dientes de la otra se puede formar proporcion, cuyos
términos opu:stos sean los dos primeros 6 los dos se-

gundos.
Es decir, que la proporcidn sera en este caso:
@ il
s

280. Se reconoce que dos cantidades son reciproca-
mente proporcionales por medio del principio siguiente:
Siempre que el produ to de dos valores de una cantidad
sea igual al producto de los correspondientes de su rela-
tiva, estas dos cantilades son reciprocamente proporcio-
nales; y no lo serdn en caso coatrario.
En efecto,
: i a b
de a X a’ = b X ¥ resulta (153) T

y de no verificarse la primera igualdad, tampoco se ve-
rifica la segunda.

281, Se conoce con el nombre de regla de tres el
procedimiento que empleamos para resolver todas las
cuestiones comprendidas en el siguiente enunciado: dado
el valor de varias unidades concretas, hallar el valor de
otras varias de su misma especie, siempre que exista pro=-
porcionalidad entre ellas.

Laregla de tres se divide en simple y compuesta, se-
glin que el valor que se busca dependa solo del nimero
de unidades, 6 que dependa ademds de otras condicio-
nes.

282, Regla de tres simple. El cardcter general de las
cuestiones que esta regla resuclve es que entran siempre
cuatro cantidades, incluso la incdgnita; homogéneas dos
d dos y ligadas por una proporcionalidad.

EjempLo, Si un movil recorre en 4 horas eon movi-
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tniento uniforme 150 km. jcudntos recorrerd con el mismo
movimiento en 10 h ?
La operacidn sz dispone asi: 4" ... 150km
Diremos: si en 4 horas recorre 10 ..... %
150 km, en deble nimero de horas
recorreria doble nimero de km; luego existe (276) pro-
porcionalidad directa y se tendrd

4 1800 e CA00, bbbt
.m=_.x—-,x_ 1 ——37?)

283. Reglade tre compuesta El cardcter gencral de
las cuestiones que esta regla resuelve es el de entrar
siempre un ntimero par de cantidades, incluso la incog-
nita, homogéneas dos d dos y ligadas por una propor-
cionalidad.

Su resolucién consiste en descomponerla en varias re-
glas de tres simples,

EjempLo. 6 hombres trabajando 10 horas al dia, ha-
cen una obra en 14 dias; 8 hombres trabajando 7 horas
al dia ;cudnto tardaran en hacer la misma cbra?

6hambreu 10hnras 14 dias
8 7 x

Diremos: si 6 hombres tar  Ghombres | 4 ,:.) 6 ¥
dan en hacer una obra 14 8 yoN8 T4
- dias, doble nimero de hombres tardardn la mitad de dias,

luego la proporcionalidad es inversa (Suponemos que
trabajan ias mismas horas,)

Si trabajando 10 horas 1(horas g-dias ) 1 x
tardan los 8 hombres y» 7 x ST G ye
dias, trabajando 7 jcudntos tardarin? Trabajando doble
ndmero de horas, tardarin la mitad de dias, luego la

proporcionalidad es inversa,
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Multiplicando ahora ordenadamente estas dos propor-
ciones tendremos: '
6 % 10 e,
8§x 1 14Xy’

e B X
6 bien W - de donde
X = M — 15 diasl X -

8 X7

284. Método de reduccién d la unidad, Puesto que
hemos dicho que el problema que resuelve la regla de
tres, es determinar el valar de varias unidades concretas,
dado el valor de otras varias de su misma especie; es in-
dudable que, conocido el valor de varias unidades, pode-
mos hallar el de una; y sabido ef yalor de una, sabremos
el de las varias que nos piden.

Este procedimiento se llama método de reluccién d la
unidad. Aplicado al ejemplo anterior nos conduciria al
sigu enle razonamiento.

5i 6 hombres tardan en una obra 14 dias, un hombre
tardard 6 veces mds, 6 sea 14 X 6 dias. Si un hombre
tarda en la obra 14 X 6 dias, ocho hombres tardaran ocho
veces menos, es decir

14 X 6
et
Si tardan estos dfas trabajando 10 horas al dia, trabajando
1 hora tardarian
14X 6% 10 14 X 6 X 10

3 ; v trabajando 7 horas S T
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LI.

Interés simple.

285, Se llama interés la ganancia que produce un ca-
pital empleado con la condicién de que cada 100 unidades
produgcan una cantidad determinada al cabo de un anio.

Tanto por ciento es la cantidad que producen 100 uni-
dades en un afio. Se expresa abreviadamente ¢ p'/,.

Elinteres se divide en simple y compuesto

Es simple cuando las ganancias se perciben al término
de cada periédo de tiempo, y compuesto cuando estas
ganancias se acumulan al capital primitivo para producir
4 su vez, nuevos intereses., Ahora solo nos ocuparemos
del primero.

286, La teoria del interés simple se funda en los si.
guientes principios: .

L.° Para tiempos iguales, los intereses son proporeio-
nales d los capitales.

2.° Para capitales iguales, los intereses son propor-
cionales d los tiempos.

3.2 Para tiempos y capitales distintos, los intereses
son directamente proporcionales d los produ_tos de los
capitales por los tiempos r2spectivos.

Los dos primeros son evidentes, el tercero se deduce
inmediatamente de los dos anteriores.

Llamemos y al interés del capital ¢ en el tiempo ¢,
' el interés del capital ¢ en ¢l tiempo ¢'.

Si llamamos »” al interés del capital ¢ en el tiempo ¢/,
tendremos comparando sucesivamente 3" con y é y/, y
teniendo en cuenta los dos primeros principios.

%
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Z g
y,, de donde }: — c‘_>5i;
F g Y €A
r ¢’

conforme al 3°F principio,

287. Hemos visto que el interés solo depende del ca=-
pital y del tiempo, cantidades relativas entre las que
existe proporcionalidad, y, por tanto, las cuestiones de
interés simple son sencillamente de regla detres que ya
hemos examinado.

Asi, cuando el tiempo es 1 aifio,
llamando r al tanto por ciente, y 100..........7

planteando el problema en la forma I
acostumbrada, tenemos ]00 s )
< S

Cuando el tiempo es diferente de
un afio, tendremos asi mismo, Si 100.....1.....7
ity i
10031
EXEA T P
Este 1 se reemplazard por 12 6 350, segin que el
tiempo venga expresado en meses 6 dias. Esta férmula
nos d4 una cualquiera de las cuatro cantidades ¢, ¢, r 63
cuando se conocen las otras tres.
Ejempros. 1% ;Quné capital se necesita para que im-
puesto al 5,25 p"/, produzca una reata de 825J pesetas?
2.% Qué interés producen 9750 pesetas al 6,75 p°/,?
3.° Cuanto tiempo se necesita tener impuestas 14275
pesetas para que al 4,75 p’/, produzcan 425?
4.° A qué tanto por ciento anual se han de imponer
21315 pesetas, para que en 250 dias produzcan 875 pe-
setas?

que nos da

24
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LIk,

Descuento.

" 288, Letra de cambio es un documento mercantil, por
el cual una persona manda 4 otra que pague una cantidad
determinada, 4 la orden de otra tercera persona.

La letra puede ser 4 la vista ¢ d plazo. El tenedor
puede endosarla, © sea trasmitir su derecho 4 otra per-
sona.

Pagaré es un documento por el eual una persona se
obliga 4 pagar cierta cantidad, 4 1a orden de otra, en un
plazo dado.

Las letras de cambio y pagarés son negociables, es de -
cir, pueden cobrarse, 6 hacerse efectiva- , antes de su ven-
cimiento; mas en este caso el tenedor de ella debe pagar
el interés del dinero que percibe por el plazo que falta
hasta el vencimiento,

De ahi que se llame valor nominal al de la letra el dia
de su vencimiento.

Valor actual, el de la letra antes de su vencimiento,
que es siempre naturalmente menor que el nominal, y

Descuento a la diferencia entre el valor nominal y el
actual ., :

289. Ll descuento puede ser racional y comercial,
Descuento comercial es el interés del valor nominal, y
Descuento racional es el interés del valor actual, en el

tiempo que falta para el vencimiento.,

En el descuento comercial 6 usual se cobra, pues, el
interés de un capital que no se entregra; percibiendo el

L

tomador de la letra una cantidad mayor de la debida,
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La obtencién de las férmulas de uno y otro descuento
queda, pues, reducida a la del interés ya conocido.

Asi, llamando A al valor actual, N al nominal y d al
descuento, la formula del descuento comercial la obten-
dremos de la ya conocida (287).

1001 7 NXtXr
ST =7 de donde d = T00x1

Ejempros. 1.° Descontar comercialmente una letra
de 3500 pesetas, que vence dentro de 95 dias, al 4,75
por 100.

2% A qué tanto por ciento se ha descontado una le-
tra de 4125 pesetas que vence dentro de 2 meses y por
la que se han dado 4094,05 pesetas.

* 200. La férmula del descuento racional serd deil
mismo modo:

100 1 r Atr
y por lo tanto
At

A=N— 100)< 6 sea lOOXlXA——lOOXlXN—.\tr,_

100X 1 XA4FA £ r=100X1XN;

A(100X 142 r)=100x<1XN;
100 X I X N

100X 1 F¢tr
Ejempros. 1.° Descontar racinnalmente al 3,25 p’/,

una letra de 8750 pesetas que vence dentro de 115 dias.
2.* ;Cudl es el valor nominal de una letra que vence

dentro de 3 meses, y por la que se han recibido 3250 pe-

setas al 4,25 p%/,.

y, por ultimo, A=
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LLI1L,

Cuestiones de percentaje.

291, Se conocen, en general, con el nombre de cues-
tiones de percentaje todas las que dependen de un tanto
por ciento.

Tanto por ciento de una cantidad es un nimero deter-
minado de centésimas partes de dicha cantidad.

Asf, pues, el uno por ciento de una cantidad es su
centésima parte,

Tanto por uno, es el valor del tanto por ciento corres-
pondiente de la unidad. De suerte que el tanto por uno de
una cantidad es la centésima parte de su tanto por ciento-

292, Se llama uno por tantos de cualquier cantidad, 4
una parte alicuota de esa cantidad, cuyo denominador es
el tantos.

El uno por tantos sc convierte ficilmente en tanto por
ciento.

Llamemos x altanto por ciento equivalente al uno por
r de una cantidad,

Tendremos 1';(]:—1_—, de donde x = el :
luego para convertir el uno por tantos en tanto por cien-
to, se divide 100 por los tantos.

293. Las cantidades que hay que considerar en toda
cuestién de percentaje son tres; el nimero dado, que lla
maremos n, el tanto por ciento r, y el valor de ese tanto
por ciento del niimero dado, 6 sea el percentaje, que re-
presentaremos por p.

Aplicando la formula {287) del interés, resulta que la
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del percentaje sera i -I;-, que nos dd el valor de

cualquiera de las tres cantidades #, r, p, cuando se cono=-
cen las otras dos,

EjemeLos. LY Cudl es el 3,25 p°/, de 8970?

2.° De qué nimero es 415 el 7,50 p?/,?

3. ¢Qué tanto por ciento de 625,50 es 75,257

294 Seguros. Se llama seguro un contrato por el que
una sociedad se obliga 4 indemnizar 4 un individuo las
pérdidas que causen en su propiedad ciertos accidentes.

Los derechos de seguro, 6 primas, consisten general-
mente en el tanto por ciento del valor de la cosa asegu-
rada, )

Ejrvero, Cudnto cuesta asegurar contra incendios
una casa tasada en 57500 pesetas al 0.75 p’/, de prima?

295 Taras En el comercio se llama peso bruto al
peso de la mercancia con la cubierta que la encierra, y
peso neto al peso intrinseco de la misma.

La diferencia entre el peso bruto y el peso de las
cubiertas 6 embalajes, para obtener el peso neto, se llama
tara.

Las taras se aprecian; 6 4 tanto por bulto, ¢ 4 tanto
por ciento. El primer caso, se resu¢lve por una sustrac-
cién solo, el segnndo es una cuestidn de percentaje,

296  Comisiones y corretajes. Comisionista es la
persona que se dedica 4 comprar 6 vender por cuenta de
otra. La cantidad gue recibe por este servicio se llama
comision.

Cuando la compra 6 venta es de valores en papel 6
moneda, el comisionista se llama corredor, y la comisién

corretaje.
Las comisiones y corretajes consisten en un tanto por

ciento del valor negociado.
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Ejsurro. Un comisionista tiene senalado 7,50 p’/, de
comisidn; ha vendido géneros por valor de 9750 pesetas,
jeudnto ha ganado y cudnto tiene que entregar al prin-
cipal?

207. Derechos de aduanas. Reciben este nombre los
que recauda el Estado por la importacion ¢ entrada de
los productos extranjeros, y por la exportacién ¢ salida
de los nacionales.

Estos derechos se perciben en los establecimientos
llamados aduanas, con arreglo & una tarifa 6 arancel, y
son de dos clases: ad speciem y ad valorem 6 por avalio.

Los derechos ad speciem se fijan p: ra cada objeto 6
conjunto de objetos, y se resuelven por una multiplicacién.

Los derechos ad valorem, segiin un tanto por ciento
del valor de la mercancia, y constituyen una cuestién de
percentaje.

Ejemrro. ;Cudnto tiene que adeudar una partida de
productos quimicos valuada en 2375 pesetas que tiene

senalados en el arancel el 17,45 p°/, de derechos de intro-
duccién?

298. Rentas sobre el papel del FEstado. El gobierno
para satisfacer las atenc?ones del Estado, en los casos de
penuria del tesoro publico, apela & empréstitos, emitiendo
titulos que expresan la cantidad prestada y el interés
anual estipulado,

Estos titulos pueden negociarse con arreglo 4 una ley
llamada de Bolsa, y se adquieren por un valor efectivo
menor generalmente que el nominal.

Renta del papel es el interés efeciivo de 100 unidades
de valor nominal.

Estas cuestiones son cuestiones de percentaje,

Ejempros, 1.° (Cual es el valor efectivo de 7500 pe-



— 191 —

setas en titulos del cuatro por ciento amortizable al cam-
bio de 73, 10 por °/y?

2, :Cudnto papel del cuatro por ciento exterior se
puede comprar con 15000 pesetas estando el cambio 4
81, 20 por °/,?

299. Cambios. Son los pagos que hace una persona
4 otra residente en plaza distinta.

Se dice qus el cambio estd 4 la par, con premio 6 con
dano, segun que el valor que se pague en una plaza sea
igual, mencr 6 mayor que el recibido en la otra,

El cambio es directo cuando solo intervienen dos pla-
zas, y las cuestiones que origina son, en general, de per-
centaje.

El cambio es indirecto cuando intervienen mds de dos
plazas y originan una regla conjnnta.

El estudio completo de todas estas cuestiones perte-
nece d la Aritmética mercantil.

Ejempro.  Un comerciante de Madrid tiene que pagar
géneros comprados en Paris, por valor de 15750 pesetas,
estando el cambio 4 11,50 dafio ;Cudnto importan los gé-
neros:?

LIV.

Repartimientos proporcionales,

300, Todas las cuestiones de repartimientos propor=
cionales estdn reducidas al siguiente problema geuneral.

Diyidir un nitmero N en partes proporcionales d otros
nimeros dados a, b, ¢...; que hemos resuclto ya (166.)

Los repartimientos proporcionales se aplican @ una
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porcidn de cuestiones que se resuelven todas mediante el
problema general quc acabamos de enunciar, por mds que
no puedan comprenderse en una denominacién comtin,

Ejemero. Tres personas juegan un décimo de diez pe-
setas 4 la loterfa; una ha puesto 2 pesetas, otra 3 y la ter-
cera 5. Obtienen un premio de 500 pesetas, (cuanto co-
rresponde 4 cada una?

30l. Reparto de contribuciones. Cada ciudadano debe
contribuir al sostenimiento de las cargas ptiblicas en pro-
porcién & su riqueza; de ahf que las oficinas del Estado
tengan la mision de repartir las contribuciénes entre todas
las provincias, en proporcién 4 su riqueza imponible; las
oficinas provinciales reparten esa cuota provincial en
partes proporcionales a la riquezs de sus pueblos respec-
tivos; y cada Ayuntamiento, 4 su vez, distribuye la cuota
del pueblo, en partes proporcionales & la riqueza impo-
nible de sus vecinos.

302. Cupo de quintas. De modo andlogo se reparte
el contingente necesario para el reemplazo del ejército en
partes proporcionales 4 los mozos sorteables,

303. Socorros mutuos. Se llaman sociedades de so-
corros miutuos las que se constituyen con el objeto de
reintegrar 4 los asociados de los dafios & perjuicios que
puedan sufrir por accidentes desgraciados, independientes
de su voluntad.

Los dafios sufridos por uno de ellos se satisfacen entre
todos, en partes proporcionales al capital que representa
cada uno en la sociedad.

Ejempro.  Seis labradores se constituyen en sociedad
para asegurar sus ganados Los del 1.” se tasan en 975 pe-
setas; los del 2.° en 1315; los del 3.° en 2125: Tos del 4.% en
10860; los del 5.% en 1125 y los del 6.% en 2374, El segun-
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do experimenta en los suyos una pérdida valuada ed

650 pesetas, jcudnto debe abonarle cada uno de sus con-
socios?

LV.
Regla de compafiia.

304. La aplicacién mds importante de los repartis
mientos proporcionales es la regla de compania Su obje=
to es resartir las ginancias o pérdidas d> una ‘ociedad
entre los socios, ea partes proporcionales al capital de
cada uno y al tiemps que lo ha tenido en la sociedad.

El _apital impuesto por cada socio, recibe el nombre
de imposicidn 6 accidn, la suma de las imposiciones forma
el capital social; las ganancias 6 pérdidas de la sociedad,
que han de repartirse entre los sdcios, se llama dividendo
general; y la parte que a cada sécio corresponde, divi-
dendo parcial,

305- Los principios generales de la regla de compaiifa
son tres:

1. Para tiempos iguales, los dividendos parciales son
proporcionales ¢ las imposiciones.,

2.2 Para imposiciones iguales, los dividendos parcia-
les son proporcionales d los tiempos.

3.0 Para imposiciones y tiempos distintos, los dividen-
dos parciales son proporcionales d los productos de las
imposiciones por los tiempos

Los dos primeros son evidentes; el tercero se deduce
de ellos, como su andlogo del interés simple (286).

El problema general de la regla de compania consiste
en averiguar los dividendos parciales, conocidos el divi-
dendo general, las imposicionés y sus tiempos respectivos,

26
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Su resolucién se deduce de los principios fundamen-
tales consignados,

EjempLos. 1.° Cuatro banqueros forman sociedad para
explotar un negocio; el L impone 35670 pesetas; el
2.° 25925; el 3.9 40300; y el 4 ° 18750. Ganzn 56250 pe-
setas, jcudnto corresponde a cada uno?

2.9 Un industriol emprende un negocio con un capital
de 147850 pesetas; 4 los seis meses admite un socio
con 75820; 4 los doce otro con 65320; y a los quince
aceptan.un cuarto con 59750. A los ocho meses se desha-
ce la sociedad, con una pérdida de 85450 pesetas. ;Cudnto
pierde cada uno?

LVI.
Regla de aligacion.

306, Se llama megcla la reuniin de dos 6 mds sus-
tancias en cantidad arbitraria, conservando su propia
naturaleza,

Regla de aligacién es el modo de resolver los dos pro-
blemas siguientes:
1. Dadas las cantidades que se mezclan y sus precios
respectivos, hallar el precio medio 6 precio de la mezcla.
2.° Dados el precio de la mezgcla y los de las cantida-
des que se mezclan, hallar estas cantidades.
La regla de aligacién se divide en directa é inversa,
segun resuelve el primer problema 6 el segundo.
307. Sus principios fundamentales son tres:
1.° La cantidad de la mezcla es igual d la suma de las
cantidades megcladas,
2. El yalor delamegcla es igual d la suma de los
valores de las cantidades mezcladas.,
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3.9 Cada dos cantidades mezcladas son inversamente
proporcionales d las diferencias entre sus precios respec-
tivos y el precio de la mezcla.

Los dos primeros sirven de fundamento d la regla de
aligacién directa, y el tercero 4 la inversa.

El primero es consecuencia de la definicién.

El segundo es evidente, puesto que no se debe ganar
ni perder en la mezcla.

El tercero se deduce de los anteriores, pues si llama-
mamos ¢ y ¢ 4 las cantidades mezcladas, py p' 4 sus
precios respectivos; C 4 Ja cantidad de la mezcla y P dsu
precio; tendremos, con arreglo al segundo principio,

ceXp+dXp=CXP,
pero segiin el primer priacipio,
C=c+4 ¢

y sustituyendo en vez de C su valor, en la igualdad
anterior,

eXptc'Xp=(+c)P
0 e Xipied S pliee 3P il e P
de donde
cXp—=cXP=c XP—=c"Xp,
6seca c(p—P)=¢(P—p)
y, por fin, (155),

308, Regla de aligacion directa,
Del segundo principio,

CXP=cXp+Xp +"XpP 4+
se deduce
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P L pEXp 4 " xp ot
%

eXXptdxp e xp Fonin.
l'.'+€' _l_c:f +”""“

que origina la siguiente regla.

Para hallar el precio medin 6 precio de la mezcla, se
divide la suma de los valores de las cantidades mezcladas
por la suma de estas cantidades.

Ejempro. Un cosechero mezcla 16 HI. de vino de 45
pesetas el HI., con 24 HI, de 52 pesetas; con 18 HI, de
36 y con 12 Hl. de 40. ;A cémo debe vender el Hl, de
la mezcla?

309. Reglade aligacién inversa, Conviene distinguir
dos casos:

1.2 Que sean dos las sustancias que se mezclan.

2. Que sean m4ds de dos.

Primer caso. Sison dos las cantidades mezcladas, de

la igualdad,

G P—p

F p—P
se deduce que debe restarse del precio medio el precio
menor y se tendrd la cantilad que ha de megclarse del
mayor precio; y seresta del precio mayor el precio me
dio y tendremos la que debe entrar del precio menar,
pues haciendo en dicha igualdad

e=P—p,y d=p~P,
resulla
Py Py
p—F =7
igualdad evidente,

I
i
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Escolios, 1.9 Tl g, resulta también
p —
me - P—p
me¢ p—P'

lo que nos dice que después de hallados los valores de
cyc, todos los nimeros equimiltiplos de sus valores
corresponden al mismo precio medio, es decir que el
problema tiene un nimero ilimitado de soluciones; por
lo cual se dice que es indeter minado

2% Esta indeterminacion desaparece cuando se dd una
de las cantidades, pnes si conociéramos ¢; la proporcién

cip SR
nos harfa conocer un solo valor para ¢'.

Ejemero,  Un fabricante mezcla harina de 130 pesetas
el HL.. con otra de 98 pesetas gjcuantos debe tomar de
cada clase para que resulte harina de 110 pesetas?

3l0. Segundo caso. Se reduce al anterior, tomando
primero dos de los precios dados que comprendan al
precio medio, después otros dos en las mismas condicio-
nes, y as{ sucesivamente hasta operar con todos ellos.

Ejemero  Un fabricante mezcla harina de 110 peseias

el Hi. con otra de 96; con otra de 90; con otra de 120, y
con otra de 104. sCuantos Hl. de cada clase debe tomar

para que resulte harina de 98 pesetas?

Escolio. Como las resoluciones parciales en que se
descompone este caso corresponden al anterior, dicho se
estd que resulta la misma indeterminacién consignada
para aquél.
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LVIIL

Regla conjunta.

31l Se llaman cantidades equivalentes las que tienen
el mismo valor, por mds que expresan unidades dife-
rentes.

Egquivalencia es la expresion de ser equivalente dos
cantidades. Se representa por el signo <>, llamado
equivalente, que se emplea lo mismo que el signo = en
las igualdades.

Se llama regla conjunta la que nos ensenia d hallar la
cantidad equivalente en determinada especie d otra dada,
por medio de' ciertas equivalencias que ligan d ambas.
Se funda en el siguiente principio:
fili Si se multiplican ordenadamente varias equiva'encias,
dispuestas de tal modo que el primer miembro de cada una
sea de la misma especie que el segundo de la anterior, los
productos serdn equivalentes, siendo el primero de la pri-
mera especie y el segundo de la iltima.

Sean las equivalencias' a? = 1

e == d*
mr — ns
digo que acmP=>bdns.

Er efecto; multiplicando los dos miembros-de la pri-
mera-pori¢c, yrlos dos de la segunda por b, resultard:

ac? —=pcl
bel=54d" ) dedonde ac? = b dr
ml‘=ns mr=n'
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y multiplicando ahora los dos de la primera por m, y los
de la segunda por & d, tendremos

acmP =bdm"

bl R et

que es lo que queriamos demostrar,

Si hubiese mds equivalencias, continuando del mismo
modo, se demostraria sismpre el principio.

312. lemendo en cuenta que el feorema es general,
cualquiera que sea el orden de las equivalencias, con tal
de que satisfagan 4 la condicién de que el primer miembro
de cada una sea de la misma especie que el segundo de
la anterior, y que si la primera y la iltima especie son
homogéneas la equivalencia se convierte en igualdad; los
problemas de regla conjunta se resolverdn con suma fa-
ci.idad, con solo atender a la disposicién conveniente de
las equivalencias.

Supongamos, por ejemplo, que se nos pidiera reducir
8785 pesetas 4 reis, sabiendo que 1 libra esterlina tiene
4500 reis, que 100 francos equivalen 4 4 libras esterlinas
y que b francos tienen 4,75 pesetas.

Disponiendo las equivalencias, con arreglo al principio
demostrado, tendremos:

x reis. <> 8786 ps. |

4,75 ps. <> 5 fr. L
100 fr. <> 4 1b. de donde x X 4,75 X 100 X 1 =

1 1b, <> 4500 reis) - DSB8 X6 K4 X 4000.

8786 X 5 X 4 X 4500

X = 475 X 100 — 1664715 reis,
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PROBLEMAS

RELATIVOS A LA PROPORCIONALIDAD DE LOS NUMEROS
CONCRETOS,

I. Una pieza de tela de 257 de largo cuesta 31,50
pesetas ¢cudnto costard una pieza de la misma tela que
tiene 37™ 7

II, yCuantas pesetas importan 70) gallones de vino
comprados en Portugal a 12500 reis el Kl , sabiendo que
una libra esterlina tiene 240 peniques; 330 gallones 159
litros, 50 peniques equivalen @ 5 pesetas y 900 reis a 2
libras esterlinas.

III.  4Cual es el 2,25 p. °/, de 3570 pesetas?

IV, bSabiendo que los espacios sun como los cuadra-
dos de los tiempos empleados en recorrerlos, y que un
cuerpo recorre 4™ 904 en el primer segundo, se desea
saber cuanto tardara en llegar al fondo una piedra desde
una altura de 245™ ,

V. Un viajante que tiene senalado el 12 p’/, de co=-
mision ha colocado géneros por valor de 8570,75 pesetas
{cudnto le corresponde?

VI. (Cuantos Kg. de cufé de 4 4 pesetas; de 5,25; de
6,70; de 7y de 7,60 pesetas se han mezclado para que
resulte café de 6,50 pesetas el Kilégramo?

VII. Ya sabemos que el sonido recorre 340™ por se-
gundo; en su virtud jcudnto tiempo tardara en oirse el
ruido producido por la caida de un cuerpo desde una
altura de 178 m .

VIIL.  Dispone uno en su testamento que su capital
importante 354000 pesetas se reparta entre su padre, doS
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hermanos, tres hermanis y seis sobrinos del siguiente
modo: d los sobrinos 4 partes iguales; a cada hermano lo
que a un sobrino mas la tercera parte; 4 cada hermana lo
que al hermano mas la mitad; y al padre o que 4 cada
hermano mds lo que a cada hermana ;cuanto ha corres-
pondido 4 cada uno?

IX 14 hombres trabajando 10® al dfa y empleando
una fuerza representada por 8, hacen una obra cuya resis-
tencia es H, en 28 dias jzudntos dias empleardn 19 hom-
bres, trabajando 8P al dia, con una fuerza como 6 y una
resistencia como 9?

X. ¢Qué prima habrd que satisfacer para asegurar una
finca que vale 350000 pesetas, siendo la prima de
0,75 p’/;?

XI. Descontar comercialmente una letra de 8570 pese-
tas, que vence dentro de 3 meses, al 6,25 p’/,

XII. El pasivo de un comerciante declarado en quie=-
bra es de 85350 pesetas; el activo es 12570; :cudnto cor-
responde cobrar por un crédito de 3000 pesetas?

XIIT.  sCudnto cuestan 17000 francos, estando el cam-
bio a 13,752

XIV. :A qué tanto por ciento habrd que imponer 7580
pesetas para que produzcan 454,802

XV. Qué derechos de aduanas tiene que satisfacer
un comerciante por una mercancia que paga el 15 p°/, y
vale 75800 pesetas? &

XVI. A qué tanto por ciento habrd que imponer 45000
pesetas para que en 183 dias produzcan 21342

XVII, Se mezclan 47 fanegas de trigo de 4 15 ptas.,
con 5% fgs. de 17 50; con 75 fgs. de 14 ptas., y con 48
fanegas de 18 ptas jcudl es el precio de la mezcla?

XVIII. De qué namero es 315 el 7 p°/;?

XIX. ¢Cudnto falta para que venza una letra de 8740

26
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pesetas por la que han dado 8710, siendo 5 ¢l tanto por
ciento de descuento?

XX. Cuatro individuos forman sociedad; el 1° pone
4000 .ptas. por 15 meses; el 2.° 1570 por 8 meses; el 3:°
9000 ptas. por 10 meses; el 4.° 12000 ptas. por 6 meses.
Ganan 8000 pesetas jcuanto corresponde d cada uno?

XXI, gQué capital ise necesita para que al'6 p’/, pro-
duzca en 5 meses 3150 pesetas?

XXII. Una barra de plata;tiene 370 Kg. de peso y.su
ley eside 0 857, ;Cuantos Kg de plata pura habrd que
afadir para elevar su ley a 0.890?

XXIII, A qué tanto por ciento:se ha descontado una
letra de 412 ) ptas., que vence dentro.de 2 meses, porila
que se han recibido 408)?

XXIV. Cudl es el peso neto de un cargamento de
75000 Kg., siendo la tarael 18 p°/;?

XXV. Con 38000 pesetas cudnto papel del 4p’/, amor.
tizable se puede comprar, estando en Bolsa al 78.25 p'/,?

XXVI ¢Cudato tiempo se neeesita tener impuestas
25640 ptas. para que al 6 p°/, produzcan 815 ptas?

XXVIL. ;A que cambio se pueden comprar 75000 pe-
setas nominales, en titulos del 4 p"/,; con 523402

XXVIIL. 85700 ptas. al & p’/, en 8 meses, cudnto pro=
duciran?

XXIX. Cudl esel valor nominal de una letra que ven-
ce dentro de 4) dias, por la que se han recibido 3250 pe-
setas al 8 p’/, de descuento?

XXX, yCudles el 2,25 p°/, de 3750 pesetas?

XXXI, La escala del termémetro Fahrenheit tiene
'212°, correspondiendo el grado 32 al cero de las escalas
centigrada y de Reamur. A cudntos grados de estas esca-
las corresponden 179, 28° y 450 de la primera?

XXXII. ' Los cubos de las distancias al Sol de los pla-



— 203 —

netas son proporcionales d-los cuadrados de los tiempos
de las revoluciones alrededor del sol; jcudles serdn estos,
siendo el de la Tierra 335 6% 9™ 10,75% , sabiendo que
las distancias medias son: Mercurio 0,38709; Venus
0,72 '33; Tierra 1.00000; Marte 1,52369; Jipiter 5,20277;
Saturno 9,57885; Urano 19,18273, y Neptuno 30,03528.

XXXIII 34 obreros, trabajando 9 horas al dia, hin tar-
dado 35 dias en hacer un muro de 4™, dealto, 158™ . de
largo y 1,25 de grueso seudntes dias tardardn 25 obreros,
trabajando 8 Moras al dia, para hacer uno de 3® de alto,
5™ de largo y 0,50 de grueso?

XXXIV. Un prestamista d4 5745 pesetas al 8 p°/,. A
los seis meses, 2350 4 la misma persona, con el mismo
interés, y finalmente 1530 4 los tres meses del dltimo
pré-tamo y en las mismas condiciones. Cuatro meses mas
tarde le entrega el deudor 1250 pesetas; al cabo de otros
seis meses 3420 y dos meses después 3830, (Cuanto le
resta?

XXXV, Un propietario tiene asegurada su casa estl-
mada en 83000 pesetas al 0,75 p’/,, durante 4 aios 7 me-
ses v |1 dias, al cabo de los cuales se produce un incendio
que causa dafios valuados en los */, del capital asegurado.
ccudnto deberd recibir de la compailia 4 la cual tiene
satisfechas las primas correspondientes 4 las cuatro anua-
lidades?

XXXVI. Un comerciante compra géneros que paga al
contado, por lo que el fabricante le rebaja el 5 °/, del
importe de la factura, con lo que se beneficia en 325,75 pe-
setas ;cudnto importa la factura y cudnto ha tenido que
pagar?

XXXVII. Un comisionista compra una partida de
84 docenas de abanicos 4 8,50 pesetas docena, con una
rebaja de un 4 p’/,; que consigue colocar 4 los 4 meses
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49,25 pesetas la docena, con un descuento del 2,75 p°/,. Se
desea saber lo que gana el comisionista, teniendo en
cuenta el interés de su dinero al § p°/,

XXXVIII  Una persona compra 2250 pesetas de renta
del 4 p’/, amortizable al 78,25 por ciento: Baja el papel
4 76,50 y compra doble cantidad; y al subir 4 77,80 vende
todo el papel. ;Qué resultado ha obtenido de estas ope-
raciones?

XXXIX. Fundiendo una barra de plata de 500 ¢ de
peso y ley de 0,815, con otra de plata pura, ha resultado
una barra cuya ley es de 0,905. ;Cudl es el peso de la
barra de plata pura y cual el de la que ha resultado?

XL. Un comerciante deja una fortuna de 75000 pese-
tas d repartir entre cuatro sobrinos, en partes inversamente
proporcionales 4 los beneficios que el ultimo afio hayan
obtenido de sus industrias respectivas. Examinados los
libros. se vé que el L” ha ganado 5210 pesctas; el
2.9 1975; el 3.° 3500 y el 4.° 2225, Los gastos de testa-
mentarfa ascienden al 6,50 p’/, de la herencia. ;Cudnto le
corresponde percibir 4 cada uno?

Pl



ALGEBRA.

T

LVIIIL

Nociones preliminares.

1. Algebra es la ciencia que estudia las leyes genera-
les de la cantidad.

En la Aritmélica hemos estudiado las leyes del nime-
ro, 6 sea de la cantidad determinada numéricamente,
atendiendo, por consiguiente, tan solo 4 su valor cuanti-
tativo.

En el Algebra atenderemos también 4 su cualidad 6
modo de ser, considerando la cantidad independiente-
mente de su valor numérico. La Aritmética emplea signos
particulares referidos 4 una unidad; er el Algebra em-
piearemos signos generales sin relacion cuantitativa con
la unidad.

De aquf resulta que resuelta una cuestién en Aritme-
tica, precisa resolverla de nuevo cuando se presente con
distintos datos, porque las operaciones aritméticas no
dejan huella de los nimeros que las producen; mientras
que los signos que emplea el Algebra, dejan marcada en
cada cuestion la série de operaciones que es preciso hacer
con los datos para llegar al resultado.

a7
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2. Para la mejor inteligencia de lo expuesto, resolva-
mos el siguiente problema:
Dada la suma y la diferencia de dos cantidades, hallar
estas cantidades.
Sea sla suma y d la diferencia, que suponemos dadas.
Si llamamos x a la mayor é y d la menor de las canti-
dades pedidas; tendremos, con arreglo al enunciado,

xty—s
y sumando estas dos igualdades, x—y =
tendremos, x+a=s+4+d

de donde, tomando la mitad de los dos miembros,
s d
B

Restando ahora las mismas dos igualdades primeras,
resulta

yY+ry=s—4d
de donde

=g d
T TR

Estas dos expresiones, que marcan los valores de x é
¥, se llaman formulas, y nos indican las operaciones que
deben efectuarse con los datos para obtener las incégnitas

Traducidas al lenguaje ordinario, nos dicen que la
mayor de las cantidaies buscadas es igual d la semi suma
mas la semi di, ‘erencia, y la menor es igual d la semi-
suma menos la semi- diferencia.

De este modo el Algebra al darnos los valores de las
incégnitas, nos revela a la vez las relaciones que con los
datos las ligan, bastando en cada caso particular reem-
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plazar, en las fSrmulas obtenidas, los datos por sus valo-
res respectivos, para hallar los de las incégnitas.

Asi, si se quisicra saber qué cantidades din 38 de
suma y 2% de diferencia; tendriamos

_%8_-}- %:31;_}7-- ::;f = 2,—; = .
3. Notacion algebrdica es el mode de expresar las
cantilades y sus leyes generales.

Las cantidades se representan en digebra por las letras
del alfabeto, empleando las primeras para representar los
datos y las dltimas para las incégnitas,

Los signos de las operaciones son los mismos de la
Aritmética, pero el producto se indica colocando los fac -
tores sin interposicién de signo.

El multiplicador toma el nombre de coeficiente y se
coloca 4 la izquierda’ de la cantidad que multiplica. Ast
4 a quiere decir a X 4, y el 4 se llama coeficiente de a.
Camo el producto de cualquier cantidad por 1 es la mis-
ma cantidad, de ahl que consideremos siempre toda can-
tidad como un producto cuyo coeficiente es 1.,

Por la misma razén consideraremos que toda cantldad
sin exponente ileva implicito el exponente 1.

4. Cantidad literat 6 algebrdica, y también expresion
algebrdica 6 literal, estoda cantidad representada por los
signos algebrdicos.

a’*—b
bac
5. Términos de una cantidad algebrdica som cada una
de las partes unidas por los signos - 6 —.
Asf, a* 44 a*b - 5 ad® 4 b tiene cuatro términos.
6 Las cantidades literales reciben los nombres de
monomio, cuando constan de un solo término; binomio, si

Tales son 4 a*b, y Y2a—m
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tienen dos; trinomio, cuando estin formadas por tres, etc.
y, en general, la expresién que consta de varios terminos,
se llama polinomio. ,
7. Se llama cantidad racional la que no contiene nin-
gtin radical. En caso contrario se llama irracional,
Expresidn algebrdica entera es la cantidad racional
que no contiene ningln denominador. Si lo tiene se llama
fraccionaria.
8. Grado de un monomio es cl nimero de sus factores
iiterales, Asi4 a®b* c es de 5 ° grado,
Estd determinado por la suma de los exponentes de

sus letias. : )
Polinomio homogéneo es el que tiene todos sus térmi-

nos del mismo grado.

9. Valor numeérico de una expresién algebrdica, es el
que resulta de reemplazar sus letras por nimeros particu-
lares.

Asi el valor numérico del polinomio

x4 ax’t+a’x —a® para x=3,ya= 2 serd
F4+2X3 +2X3—2 =40

10. Sedice que una cantidad es funcién de otras,
cuando su valor depende del que reciban estas otras. Asi
en el problema resuelto (2) x € y son funciones de sy d.

11, Atendiendo 4 la cualidad 6 modo de ser de las
cantidades, obsérvase facilmente que toda cantidad tiene
dos modos de ser opuestos. El debe y el haber, el pasado
y el futuro, las distancias contadas hadcia la derecha ¢
hdcia la izquierda, etc. , nos comprueban esta verdad inne-
gable; como que tanto el tiempo como el espacio los
contamos en dos sentidos 6 direcciones opuestas.

Estas dos cualidades, que no se definen en su esencia,
pero que se determinan por su oposicién, las distingue el
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algebra con las denominaciones de positivo y negativo.

De suerte que si llamamos psitivo al modo de ser de
una cantidad, su opuesto sera nezitive, y viceversa.

Las cantidades positivas y negativas s¢ distinguen por
los signos 4 y —. Cuando una cantidad no va precedida
de signo alguno, se entiende que la antecede el signo +-.

12. De lo expuesto se deduce que si suponemos colo-
cadas las cantidades positivas por érden creciente de su
valor absoluto desde () hdcia la derecha, y las cantidades
negativas desde () hacia la izquierda,

1

—ﬂu.u'—‘3----—"2- g iy — 1 (1 D0 it 1 59
n

P

si las primeras crecen 4 medida que nos alejemos de

cero, las segundas iran disminuyendo,y el estudio de esta

série de valores nos conduce 4 los siguientes principios.
1Y Toda cantidad negativa es meaor que cero.

2. De dos cantidades negativas, es mayor la que
iiene menor valor absoluto,

Escolio. Lste cero limite, de donde arrancan los dos
modos de ser de toda cantidad. e¢s un cero relativo; el
cero absoluto, es decir la carencia absoluta de cantidad,
no admite nada menor,
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OPERACIONES FUNDAMENTALES.

LIX.

Adicién y sustraccion de expresiones enteras,

13. Las operaciones del Algebra son las mismas que
las de la Aritmética pero teniendo en cuenta siempre el
doble concepto cuantitativo y cualitativo de las cantida-
aes No son verdaderas operaciones, en el sentido aritmé.
tico de esta palabra, sino mas bien indicacion de cdiculos
que hay que efectuar, 6, 4 lo sumo, transformaciones que
den forma mas sencilla 4 los resultados.

14. Laadicién algebraica se diferencia, pues, esencial-
mente de la aritmética en que no lleva consigo la idea de
aumento, toda vez que los sumandos influirdn diversamen-
te en la suma, segun su mado de ser,

Si los sumandos tienen el mismo modo de ser, la suma
serd otra cantidad del mismc modo de ser, cuyo valor
dera la suma de los valores de los s .mandos El que tiene
8 por un lado y4 por otro, tieneindudablemente 8 +-4= 2;
asi como. si tiene dos deudas, una de § y otra de 4, debe-
rd en junto 9; 6 sea — 5 (— 4) — — 0.

Pero si dos sumandos tienen diferente modo de ser,
al reunirse ¢l de menor valor absoluto destruird en el ma-
yor una parte igual a la que represente; razén por la que
la suma podrd ser positiva, cero ¢ negativa. Asi, por
=iemolo. el que tiene un crédito de 8, y una deuda de 5,
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5010 iene 3 de haber. 8 4 (— 5) = 3: sitiene 8 y debe 8,
su haber es cero,8 4 (—8) = 0; y si tieae 8 y debe 15,
res.ltara que adn debz, después de entregar lo que tiene
T84 (—15)=—T1.

15. En la adicién de expresiones algebrdicas pueden
distinguirse dos casos: 1.” sumar monomios; 2.° sumar
polinomios.

Adicién de monomios. De las consideraciones expueg-
tas se deduce, que para sumar monomios, deberdn caolo-
carse unos 4 costinuaciin d2 otros con los sigios que
tengan,

Asilasuma deda®, — 5a b5*, + 8 a b* es el polinomio

Sa®* —HSab -+ 8abd’,

16. Se llaman términos semejantes los que tienen la
misma parte literal. 5a® by T a*b son términos semejantes,

La suma de varios monomios puede simplificarse
cuando tiene términos semejantes.

En la reduccidn de términos semejantes pueden ocurrie
dos casos: que los monomios tengan el mismo signo, 6
que tengan signos contrarios.

En el primer caso; pcr ejemplo,

82’ 4+2a°0=B+2)a’ 0 =5a"b"; y
—4ab—Tab=(—-4—T)ab’=—1labd
Por consiguiente, para reducir términos senejaates de

igual sigo, se sumn los coeficieates. poaiendo d esta sa-
ma la parte literal comin y el sigo de los sumandos.
En el segundo caso, por ejemplo,
dab>—5a'b+Tab—9ab’=(4—9)abd"
(1—5)a*b=—5a b+ 2a" b,

Luego para reducir términos semejantes de diferente



signo, se restan los coeficientes, poniendo d la diferencia
la parte literal comin y el signo del mayor.

17. Adicién de polinomios. Puesto que un polinomio
es una suma de monomios, la suma de polinomios serd
evidentemente la de todos los términos que contengan.
Por consiguiente,

Para sumar polinomios, se escriben todos sus términos
unos d continuacion de los otros, con los signos que tengan,

EjempLo. Sumar los polinomios:

3a*+Ta*x —Haax*+ 6x°
—B8a*—4a’x46ax’—0x°
—b5a'+6a’x—8ax*—2x°
4a*—2a'xf+4dax*—3x°

Lasumaserd, 3a*4T7a’x ~5ax*t-6x*—84°
—da'x+b6ax*—9x*—Ha*+6Balx—3ax®—
Qx*+4a* —2a'x+4ax'—3x%

y reduciendo los términos semejantes;
—6a*4Ta*x 4 2ax*-- 82,

18. Sustraccién de expresiones enteras. La diferen-
cia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo; luego
la diferencia ticne que contener ai minuendo, para que
aparezca en la suma, y al sustraendo, con cualidad 6 signo
contrario para que destruyéndose con el sustiaendo no
aparezca en la suma,

Asi N—(@at+b—c)=N—a—p+c¢
puestoque N-— a —bp4+c4 a4+ b—c=N.

Luego para restar expresiones enteras se escribe el

minuendo y d continyacién el sustraendo con los signos
cambiados,
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Emmero.  Restar los polinomios;
13a* —T7a’x 4622 —5ax*—3x* y
94q* <=5Hatx— 82 2" - 2ax’ —9 3
La diferencia sera:
13a* ~Ta*x 4+ 6a°x*—0ax?—3x" —~9a" +
S5a’x 4 8ax' — 2ax® + 9 af
y reduciendo los términos semejantes;
da*—R2ax+M4a*x*—Tax>+ 6"
Escolio. En virtud de esta regla pueden cambiarse
los signos a varios términos de un polinomio, con solo en-

cerrarlos dentro de un paréntesis precedido del signo
menos.

LX.

Multiplicacion de expresiones enteras,

19, Multiplicar dos cantidades algebrdicas es hallar
una tercera cantidad que sea en valor y signo respecto del
multiplicando, lo que el multiplicador es en valor y en
signo respecto de la unidad positiva.

20. De esta definicidn e deduce inmediatamente que
si el mul'iplicador es positivo, el product: tendra el signo
del multiplicando; y s1 el multiplicador es negativo, el
producto tendra signo countrario al del multiplicando. Lo
que se expresa comunmente diciendo:

+ X+ =+ ,
G R
+ X ==
- X ==+
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y también, signos iguales dan mds; y signos desiguales
dan menos.

21. En la multiplicacién conviene distinguir tres casos:

1.0  Multiplicar dos monomios; 2." multiplicar un poli-
nomio por un monomio, y 3.0 multiplicar dos polinomios.

Multiplicacion de monomios. Conocido ya el signo
del producto, observaremos que, siendo un monomio un
producto de factores enteros, para multiphcar dos mono-
mios bastard formar un producto con todos los factores
del multiplicando y multiplicador,

Asf
3a'bcd X —bHhabcd=—B.a’.b ¢.d".5.a.b.¢
= —3.5.a*.a.b* .. c.c’. A =—10a* b d°

lo que nos proporciona la siguiente regla:

Para multiplicar dos monomios se multiplican los coe-
JSicientes, se suman los exponentes de las letras iguales, y
las letras desiguales entran en el producto lo mismo que
en los factores. El signo del producto serd - si es el mis-
mo en ambos factores, y — si los dos tienen diferente
signo,

22. Multiplicacion de un polinomio por un monomio,

Multiplicar un polinomio por un monomio es hallar el
producto de la suma de los términos del multiplicando por
el multiplicador. De suerte que si representamos al multi-
plicando por @ — b + ¢, y al multiplicador por m, serd

(@—bt+c)m=am—>bm-+cm
por tanto,

Para multiplicar un polinomio por un monomio se
multiplica eada término del multiplicando por el multipli-
cador, y se suman los productos parciales,

EjemeLo,  Multiplicar ¢l polinomio
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Ta'x —da'bx*—3a’0"x+06a’bx*—8ab* s’
por ¢l moromio
— 3a' be* X%

23. Multiplicacion de polinomios. Multiplicar dos
polinomios es formar el producto de las sumas irdicadas
del multiplicando y multiplicador. Si, pues, llamamos al
primero a 4~ b — ¢, y al segundo (m — n), tendremos

(at+b—c)im—n=(a+b—c)m+(at+b~c)n
—am-+bm-cm—an—>bn-tcn.
De donde resulta que
Para multiplicar dos polinomios se multiplican todos
l<s términos del multiplicando por cada término del mul-
tiplicador, y se suman los productos.

24. Para multiplicar dos polinomios conviene antes
ordenarlos con respecto 4 las potencias de una de sus
letras. Ordenar un polinomio es escribir sus términos
segin las potencias ascendentes 6 descendentes de la
ordenatriz,

Ejempro. Multiplicar el polinomio

4a*—3a*b+0a'b* —Ta*b*+2ab* —98
por 3a* —Sab 4 b

23. Si en varios términos de un polinomio entra la
letra ordenatriz con el mismo exponente, se consideran
todos ellos como uno solo, sacando la letra ordenatriz

factor comun, y mirando como coeficiente todo el otro
factor,

Ejemero:
a’ x*—2ab® | x4+ 06a* b
—Dab 4 3 6 —2alb’
+ &

multiplicado por
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3a X =32 a X —=ba*bt
L3 L 4

26. Consecuencias de la multiplicacion. 1.} Sise cam-
bian los sigio0s d todos los térmios de un factor, el pro-
ducto cambia de signo En efecto, cambiar de signo 4
todos los términos de un factor, equivale 4 multiplicarle

por — 1; y si uno de los factores se multiplica por — 1,
el producto queda multiplicado por —1, 6 cambia de
signo.

2.* 8itodoslos términos de ambos jfactores cambian
de signo el producto no cambia de signo, pues equivale 4
multiplicar por —1 cada factor, es decir, 4 multiplicar el
producto por — 11X —1=++1.

33 El producto de dos polinomios homogéneos es ho-
mogéneo ¥ de un grado igual d la suma de los grados de
los factores., pues si el multiplicando es del grado m. y el
multiplicador del grado n, todos los términos del producto
serdn del gradom - n.

4.%  Sisemultiplican dos polinomios ordenados con re-
lacion d las potencias de una letra, el primer término del
producto proviene sin reduccion del producto de los dos
primeros términos de los faciores, y el ultimo término del
producto del de los dos iltimos, pues los primeros términos
del multiplicando y multiplicador son aquellos en que la
letra ordenatriz entra con mayor exponente, y su produc-
to no podrd reducirse con ningtin otro. Lo mismo sucede
con los tltimos, porque son los que tienen la letra orde-
natriz con menor exponente,

5.% Multiplicando los binomios a + & por a+-b; a — b
pora — by y a-b pora— b tendremos,

Ty M e o
S - NN

i
b

RETK. Py VT
= 4,
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a-tb a—b atb
a-b a--b a—b
a®*Jfab a’ - ab a’4-ab

4 ab 4 b —ab b —ab - b
a*-2ab I b* a® — 2abtb* at — b

Que nos dicen: gue el cuadrado de un binomio es igual
al cuadra lo del primer término, mas el duplo del primero
por el segundo, mas el cuadrado del segundo, y que

El produto de la suna por la difereacia de dos can-
tidades es la diferencia de los cuadrados de dichas can-
tidades.

LXI.

Divisién de expresiones en‘eras.

27. D'vidir es hallar una cantilad que multiplicada
por el divisor reproduzea el dividendo,

28. De aquise deduce que el signo del cociente serd
el mismo del dividendo, si el divisor es positivo; y con-
trario al del dividendo, si el divisor es negativo. Lo que
se expresa cominmente diciendo;

=
wots

-+

I + | +

0n

-
6 bien, signos iguales dan mds; y signos desiguales dan
meEnNos.

29. En la divisién distinguiremos tres casos: 1.9 dividir
dos monomios; 2.° un polinomio por un monomio, y 3.2
dos polinomios,
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Divisién de monomios. Conocido ya el signo del co-
ciente, y puesto que el cociente miiltiplicado por el divi-
sor debe reproducir el dividendo. es claro gne el coeficien-
te del cociente serd el cociente de dividir los coeficientes
del dividendo y divisor, puesto que multiplicade por el de
éste, debe darnos el de aquél. Por la misma razon, el
cocienté de los factores izuales de dividendo y divisor se
obtendrd restando sus exponentes, Lo que nus conduce
la siguiente regla.

Para dividir dos monomios se dividen los coeficientes,
se restan los exponentes de las letras iguales. y las letras
del dividendo que no entren en el divisor entran del mis-
mo modlo en el cociente. El signo del cociente serd - si
dividendo y divisor tienen el misno signo, y — en el caso
contrario.

Ejemero.  Dividir

— 36 a* b c" d*e por 9a’ b’ A

30. De la regla anterior se deduce que las condiciones
necesarias y suficientes para aue un monomio sea divisible
por otro son tres: que el coeficiente del dividendo sea divi-
sible por el del divisor;que no haya en el dividendo ninguna
letra con menot exponente que en el divisor; y que este
no contenga letra alguna que no entre en aquél.

Cuando estas tres condiciones no se verifican, el co-
ciente completo no es entero y se expresa en forma frac-
cionaria,

5ab?
Ted

3L Divisiénde un polizomio por uz monom'o. Elco.
ciénte serd un polinomio y tendrd tantos términos como
cl dividendo (22). Cada uno de estos términos multiplicado

por el divis or reproduce el correspondiente dél dividenido s

Asi, Dab*iTed =
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wego se obtiene el cociente dividiendo cada término del
dividendo por el divisor,

Por consiguiente, pira divilir un polinomio por un
monomio, se divide cada términa del polinomio por el mo-
nomio y se swnan los cocientes.

32 De aqui se deduce que la condicion necesaria ¥
suficiente para que un polinomic sea divisible por un
monomio es que cada término del primero sea divisible
por el segundo. Si ne lo fueran, se indicarfa la operacion
segin hemo dicho,

Ejumeros, 1.2 Divldir
18a* 6% c®d — 24 a’b* ¢ d’ 4 30 a® b* c* d por 6 a? 4% ¢,

29 2Ta*b*c* —36a'b’c* —8a*bc:9ab .

33. Dipisién de polinomios. Representemos el poli-
nomio dividendo por D, el polinomio divisor por d, y por
C el cociente, que puede ser monomiv ¢ polinomio,
Tendremos,

D=4 C.

Si suponemos ordenados & y C con respecto d las
potencias de una misma letra, ¢l primer término de D
(26, 4.2) provendrd sin reduccién, de multiplicar el primer
término de d por el primero. de C. Luego para tener el
‘primer término de C, bastara dividir el primero de D por
el primero de d.

Si multiplicamos ahora ese primer término del cociente
por d, y restamos el producto de D. llamando D’ al resto,
y C' al polinomio formado por los restautes términos del
cociente, tendremos D' = d X C'; y como ya sabemos
que d y C' estan ordenados con relacion 4 las potencias
de la misma le'ra, el primer término de D" procederd, sin
reduccion de muldplicar el primero de d por el primero
de C’; luego para tener el primer término de C', 6 sea el
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segundo del cociente, basta dividir el primer término de
D' por el primero de d; y asi continuarfamos hasta hallar
el dltimo término del cociente.

Luego para dividir dos polinomios, se ordenan con re-
lacién d las potencias de una misna letra, y dividiendo el
primer término del dividendo por el primero del divisor,
se tendrd el primer término del cocieate. Se multiplica
este primer término por el divisor, el producto se resta del
dividendo, y dividiendo el primer término del resto por el
primero del divisor, se tendrd el segundo término del co-
ciente. Asi se continiia hasta que en el primer término del
dividenlo tenga la letra ordenatriy menor exponente que
en el del divisor

Ejempros., L2 Divividir

124" — 29 a® b4 34 a° 6" 49 a* b - 45 a® b* —
44a* ' 47ab"—9b por3a* —5ab - b

2,° Dividir

3a* | x*—2° x—Ha'dh' |x*—12a*h* |x—30a'L"
—8a% | t4a% +10a%* | +10a’6* | 410a%*
+Tab? —11la%® -+ 22a%5? “+4a'h’
—2b° —+19ab® —bHa’h® —15a°8°
—ub* — Y44*p" —18a%*s*
+10a6* | +6ab®
—9s"
por
3 a x? — D g1 xl—5a% b2
Sl 8 h

34. Sila divisidn no es exacta, el cociente se comple-
ta lo mismo que en Arifmética, pues, refiriéndonos al
ejemplo anterior, tencmos evidentemente,

D=dCHEDdcC,


file://-/-6ab'

~ 2R -
y dividiendo por d resulta,

D D dG
__d_mc_!__ﬁ_d.__ﬁ_

* 35. Siun polinomio, ordenado con relacién d las
potencias de una letra x, se divide por la diferencia
X — a, eatre la letra ordenatriy y un valor cualquiera,
el residuo de esta division serd el mismo polinomio, re-
emplazando la letra x ordenatrig por dicho valor a,

Sea el polinomio

Axm + Bam—1 4 Caxm24,. . +Tx 4+ U=0,
Q el cociente, y R el resto, tendremos
Ax™ 4+ Bxm—1 L Cxm-24, ., 4+ Tx4U=(x—a)Q+R;
y haciendo x = a, serd

Aa® 4 Ban-t4Cam?+4....4+ Ta+ U=R,

conforme al enunciado.

* 36. Si queremos determinar la ley de formacién
del cociente, efectuemos la divisidn, como se vé 4 conti-
nuacion:

Ax»+ B [xm"1+C e A
-4 Aa + Ba
+ Aa’

+Tx+U| x—a
‘Ax”"--{-B'x‘“'ﬁ+C fasas i L

+Aa 4+ Ba
+ Aa’

y esta nos dice:

Que el exponente de la letra ordenatriy en el pri-
mer término del cociente es el del primer término del
divideado. dismiauido en una unidad. y contiaia dismi-
nuyedo otra uaidai en cada térm.no; y que (08 cogficien-
tes se forman anadiendo al que ocupa el mismo lugar en

29
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el dividendo, el producto del anterior del cociente por a.
==~ Escolio. Para aplicar esta ley en casos particulares,
se agregan los términos qne falten para completar el po-
linomio, déndoles el coeficiente 0.

Ejempros. 1.° Hallar el cociente entero y el residuo
de dividir el polinomio
9 x" — 11 x° 4 4 x* — 7 por el binomio x — 5

2.% Hallar el cociente entero y el residuo de dividir el
polinomio
3a*—5Hx*— 7 x4 4x—9 por el binomio x + 8.

* 37, Corolarios, 1.° Si un polinomio se reduce
d cero, reemplagando una de sus letras x por su yalor a,
dicho polinomio es divisible por x — a. Pues en este caso
R = 0, nos indica qne la division es exacta.

2.9 Si un polinomio es divisible por la diferencia
x—a, se reducird d cero por la sustitucion de x por a.

Pues siendo exacta la divisidn. resulta R = 0.

3.2 Ladiferencia de las potencias de igual grado de
dos cantidades es divisible por la diferencia de dichas
cantidades.

Pues x™ — g™ se reduce 4 cerocuando hacemos x=a.

Escolio. La ley del cociente aplicada 4 este caso, nos
dice que el primer término del cociente es el primero del
dividendo, disminuyendo una unidad d su exponente, y
contimia disminuyendo una unidad en los exponentes de
los términos sucesivos. El coeficiente de cada término es
a, con un exponente igual al niimero de los términos que
le preceden. '

Ejempro. Hallar el cociente de dividir el binomio

i it
x' —a''porx —a.

LXII.

Fracciones algebrdicas,

38, Fraccién algebrdica 6 literal es el cociente indi=



T
cado de dos expresiones literales, Sus términos se desig-
nan como en Aritmética.

39 Las propiedades generales de las fracciones lite-
rales se deducen ficilmente de su definicién. Asi, repre-
a

sentando la fraccidn por 5

y llamando g al cociente que

representa, tendremos:

T —g- = g, de donde @ = b ¢; y multiplicando los

dos miembros por n, a = b g n 6 bien dividiendo por &;

ambos miembros,

= g n 6 lo que es lo mismo,

an a
b _-b_xu.

2.0 —Z—: g; a=1bgq, y dividiendo ambos miembros

por n
ain=>bg:n—=b(q:n)
de donde '
a:n a:n a
B =gin (6] B —T n

3 % =g¢; a = b ¢; multiplicando & por n, y divi-

diendo g por n, el producto no variard, luego
a=bn(g:n);

a a a

de donde T e e 7

4.° ib_ = g; a = b gq; el segundo miembro no varia

si dividido & por n, y multiplico ¢ por n; luego



= O

a=(b:n)qn
a a a
de donde 7 =gn O TP_Is B X n
a o n
5.‘ —b—=g,a=:bg;an—bqﬂ; b =4
oL
ST et
6.0 ._;_:g;a=bg a:n=bg:n=(b'n)g;

a:n a.n

bin e b:n

Sl
= &

Lo que nos comprueba que los principios demostrados
(122 y 123) en la Aritmética, son aplicables 4 las fracciones
algebrdicas.

40. Las propiedades 5.* y 6 * nos permifen reducir
fracciones algebraicas a denominador comdn, y simplificar
estas fracciones.

Se simplifican las fracciones literales, suprimiendo los
factores comunes 4 sus dos términos.

Se reducen quebrados 4 comiin denominador, multi-
plicando los dos términos de cada uno por el producto
de los denominadores de los otros.

Ejempros. 1Y Simplificar las fracciones

36 a* bt et 4P WNx*—Tax
180a* b c*d*® 165bx —5ab

2,° Reducir 4 comiin denominador las fracciones
Qa b Be
BB S e

Escolio. Silos denominadores son monomios, el pro-
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ducto del m, e¢. m. de los coeficientes por las mayores po-
tencias de las diversas letras de sus denominadores serd
el m. c. m. de éstos, y se podran reducir las fracciones 4
su minimo denoninador comin segun las reglas dadas en
la Aritmética.

Ejempro. Reducir 4 su minimo denominador comun
las fracciones

S a* 35 q.ct
3G oPchdr ’ ‘20207 1 10atvd

LXIII.

Cdleulo de fracciones literales.

2Lals : a. b c
41, Alicion Sean las fracciones —, —y —, que
d' d d
tienen el mismo denomindor, y m, n, p los cocientes que
expresan, tendremos

i
d

c

= m; =n —=p

n.lﬁ“

de donde
di= d'm: B =dny c=4dp;

sumando ordenadamente estas igualdades,
a4b+c=d(m4ntp)
y, por tanto,

———“+z+c =m - n+ p,

i a-t+b+4c a b c
6 bien _T:T-I-? +E—'
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Luego para sumar fracciones literales de igual deno-
minador, se suman los numeradores, y d la suma se la
pone el denominador comiin.

Si tuvieren distinto denominador, reduciéndolas a
comtin denominador, estariamos en el caso anterior,

42. Sustraccién. Del propio modo demostrarfamos
que para restar fracciones de igual denominador, se res-
tan los numeradores, y se parte la diferencia por el de-
nominador comin,

Si tuvieran diferente denominador, las reducirfamos 4
comiin denominador, y estariamos en el caso anterior,
43. Multiplicacién. Sean las fracciones -% y %, y

m, n los cocientes que representan, Tendremos,

a c e,
e My =g B bien @ =b m; ¢ =d n.

d
Multiplicando ordenadamente estas igualdades,
ac=bdmn;
ac a c
e
Se multiplican fracciones literales, partiendo el pro-

ducto de los numeradores por el de los denominadores.
44. Divisién. Empleando la misma notacién,

ac
de donde ——— — 5
e donde —— mn, 6

;E- =m y %mn;tendremos a=bm dn= c;
multiplicando estas dos igualdades
. adn = bcm;
y dividiendo ambos miembros por & ¢ n,

adn bem ad_ m

ben — ben be "




&
et Pis

13

li bin ois ciB
0 -

. es decir,
wy

?‘-'\I'b cle -
€ |e

ol
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ad r LA
Ty 5

Luego se dividen fracciones literales, multiplicando el

dividendo por el divisor invertido.

Calcular la expresién

Da-25b 3b 3a—bb 2b
2a—b +4a _zab)(24+b _3a+ab)
2a—5b+ 3:;&

LXIV.

Exponente cero y exponentes negativos.

* 45. En la divisién de monomios hemos demos-
trado que
dm

a‘ﬂ

= a'll‘l.—l'l 0

Esta demostracién supone que m > n.
Vamos 4 examinar ahora las consecuencias que se

deducirian de aplicar ese principio al caso en que

m=n y m<i

. . an .
1.0 Si m = n;la igualdad Fome am -1 se convierte

a" ol
an

El primer miembro es evidentemente igual 4 1; pero
el segundo no tiene significacidn alguna en el concepto
de potencia; si convenimos, no obstante, en admitir esa
igualdad, por los beneficios que reporta al cdlculo, senta=

en
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remos para lo sucesivo que foda cantidad con exponente

cero es un simbolo de la unidad i :
2. Sim < n,llamando d a su diferencia, sera

n = m- d,
que sustituido en la igualdad piimera, nos da

am ! a"
O = am_(m“l‘dj (4] m"

— = —d.
— a" Hl 1
a n T d

g 1 ]
y por ultimo, T a-% y podremos convenir, como

anteriormente, que toda cantidad con exponente negativo
es un simbolo de ta unidad partida por la misma cancidad
con el exponeate hecho pusitivo,

46. Escolivs. 1Y Kl exponente cero se emplea para
conservar en el calcu o un factor literal que debiera desa-
parecer, por haberse reducido a la unidad; y los exponen-
tes negalivos para dar lorma entera a las fracciones li-
terales.

2, La igualdad i——:—: a9 nos de vl = 2% M g4
’

cantidad con exponente positivo es un simbolo de la unidad
partida por la misma cantidad con el exponente hecho
negativo.
bsias dos propiedades permiten pasar los factores del
numerador al denvnilnador, y viceversa, cou 501 cambiar
el Slgll() 4 sus C.‘{.POllt‘.ﬂlES‘
bjwmero. KRepresentar en forma entera las fracciones

4ab*c 6a% b
a*beo'd’ atbtctd®

47 Admitidas en el cdlculo las cantidades con expo-
nectes negativos, estamos en el caso de ver si las son
aplicubies ias reglas dadas para las operacioues de cantica-
des con cxponeuteb positivos.
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Adicién_y substraccién, Como las reglas dadas para
estas dos operaciones se deducen de consideraciones que
no afectan 4 la forma de los datos, es evidento su genera-
lidad,

* 48. Multiplicacién. Sean los factores a=™ y a=".
Tenemos que

A TN R Y R ARSI
am a" qm--n
1 an
d—m >< ah = = X P L Rr— = —_ gh—m
a
1 an

at X a~m = g® X

— — gh—m
g qin

luego también es general la regla dada para la multipli-
cacién.

* 49. Diyisién,

n
a-m s g=-n — 1 . 1 e — gn-m
? = g AL RIS Ry
o R L 1— AL e -—-—-——l [ A s
am a-n
1
am: g = gh: —— = ,M+N

al-l
luego también son aplicables 4 la division las reglas ex-
puestas.

Escolio. 1 ° El uso de los exponentes negativos per-
mite ordenar los polinomios fraccionarios, con relacion 4
uua letra que entreen los denominadores, y calcularlos
como expresiones enteras.,

Ejempro, Etectuar la multiplicacion de los polinomios:

2 5 a3y
(sa*b“+5a“,x=—3a5bﬁx+i“ VR )

r.
X x

( 2.4 —ba*x+4a° b x’)

X
ordendndolos con relacién 4 las potencias de x.

£l
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2.° También permite continuar las divisiones incom-

pletas y aun llegar 4 veces 4 obtener un residuo cero.
Ejemeros, 1.2 1:a4x.
2° x'4a x4 ax.

3.9 Sitenemos en cuenta que un nimero entero no es
mds que un polinomio ordenado con relacién 4 las poten -
cias de la base, y un numero decimal, por consiguiente,
cae dentro de lo indicado en el escolio 1.%, podremos con-
siderar las operaciones con estos nUmeros cOmo casos par-
ticulares de las algébricas ya explicadas; pues basta obser-
var, por ejemplo, que

3578,2857 — 3 X 1000 + 5 X 10047 X 10 4+ 8 + *

2 8 5 7
70 T 100 T 000 T tguep — X1 HEX W

+ 7 x 10" +8 X 10° +2 X 101 4 8 X 10-2
45X 10847 1074,
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ECUACIONES DE PRIMER GRADQ.

——teee T RS § el —

LXV.

Principios generales de las ecuaciones,

5o¢ Las igualdades reciben nombres distintos segin
las formas que afectan,

Se llama igualdad, si las cantidades que expresa, 4
mas de conocidas, tienen forma distinta; como

TX2=6+8a+4a=2a.
ldentidad, si tienen la misma forma; como,
T=Ta+x=a-+ x

Ecuacion, por fin, eslaigualdad que contiene alguna

incégnita; como
¥ —2ay=3ab3x+5=1I.

Los caractéres, pues, que las distinguen, son; 1.° que
la igualdad ha menester de demostracion, subsiste siempre
sean los que quiera los valores que tengan las cantidades
que la forman, y efectuadas las operaciones que indica se
convierte en identidad: 2.° que la ecuacién solo se verifica
para determinados valores de las incégnitas, y efectuadas
las operaciones indicadas con estos valores, seconvierte
en identidad; y 3.° que la identidad, evidente por si mis-
ma, sirve de comprobacion d la igualdad y d la ecuacion.

s1. El dlgebra resuelve los problemas, traduciendo el
enunciado del lenguaje vulgar al algebraico, y deduciendo
después, por medio de las transformaciones necesarias,
los valores de las incégnitas, La primera parte, ¢ sea ly
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traduccién algebrdica del enunciado, conduce siempre 4
una ¢ varias ecuaciones. Este es, pues, el origen general
de las mismas, que pueden mirarse siempre como la tra-
duccién literal del enunciado de un problema.

52, La segunda parte, nos obliga 4 hallar los valores
de las incégnitas, y se llama resolver las ecuaciones, esto
, hallar las cantidades conocidas que puestas en las
ecuaciones en lugar de las incognitas, las satisfacen 6 ye=-
rifican, es decir, las convierten en identidades.

Estas cantidades conocidas, 6 valores de las incogni-
tas, constituyen las soluciones de dichas ecuaciones,

53. Se llaman ecuaciones equivalentes las que tienen
las mismas soluciones, es decir, que quedan satisfechas
por los mismos valores de las incdgnitas, lo cual permiti-
rd sustituir unas por otras.

54, Una ecuacién se dice que es absurda 6 imposible,
cuando no hay valor alguno du las incognitas que pueda
transformarla en identidad.

Se dice que una ecuacion es indeterminada cuando
admite un sin fin de soluciones.

55. Todas las transformaciones que hacemos sufrir a
las ecuaciones, tienden 4 separar las incdgnitas de las
cantidades conocidas, al objeto de determinar los valores
de aquellas; y se efectiian, haciendo las mismas operacio-
nes con los dos miembros de la ecuacién; con lo que obte-
nemos otra, que precisa demostrar es equivalente 4 la
primera.

56 Sid los dos miembros de una ecuacion se suman 6
restan cantidades iguales cualesquiera, resulta otra ecua-
cién equivalente.

Sea la ecuacién A = B, en que A y B pueden tener
uha o0 varias incdgnitas. Digo que también serd

Axm=8B=xm,

€s
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En efecto, toda solucién que haga idénticosd A y B,
hace también idénticns A Z=m y B == m; y viceversa,
toda solucién que haga idénticos 4 A £ m y B -\ m, tiene
que hacer idénticos 4 A y B; luego las dos ecuaciones son
equivalentes,

57. Sise multiplican 6 dividen los dos miembros de
una ecuacion por una cantidad conocida y diferente de
cero, resulta una ecuacion equivalente .

Si A = B; también A m — B m.

Toda solucién que haga idénticos A y B, hace idénti-
cos evidentemente A n y B m; reciprocamente, toda so-
lucién que haga idénticos A m y B m, tiene que hacer
idénticos A y B, luego ambas ecuaciones son equivalentes.

Escoliv: El factor que multiplique 4 los dos miembros
de la ecuacion no puede ser (), pues la segunda ecuacion
admitirfa un sin fin de soluciones, es decir, seria indeter-
minada; y la primera no.

Asf, x - 12 =3 r -} 2, se satisface solamente para

x=25 y (*+120=Bx+2)0
se sarisface para todo valor dado 4 x,

Tampoco este factor puede ser desconocido, pues la

segunda ecuacion tendria mds soluciones que la primera.

Asi, multiplicando los dos miembros de la primera
ecuacion por ¥ — 7, tendriamos

x4+ 12)(x—=T7N=Bx4+2)(x =7)

que queda satisfecha por el valor 5 de la primera ecua=-
cién; y ademds por el valor 7, que no satisface 4 la pri-
mera ecuacion,

58. Dec los dos principios demostrados se deducen al-
gunas consecuencias muy importantes:

1. En una ecuacion se puede pasar un término de un
miembro d otro, con solo cambiarle cl signo,
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Si en la ecuacién
ax +b=cx—d;
2estamos b de los dos miembros, resulta
ax=cx —d—b;

y sisumamos d, tendremos
ax-+ b4 d=cux.

2.2 Se puede cambiar el signo d lodos los términos de
una ecuacién, pues equivale & multiplicar los dos miem-
bros por — 1.

32  Se puede hacer desaparecer los denominadores de
una ecuacion, multiplicando los dos miembros por el pro
ducto de los denominadores, 6 por su minimo comiin mil-
tiplo, sino son primos,

Ejempros 1.2 Quitar los denominadores en la ecuacidn

aa 7 ax
3x—-T+T#13~— 3
2.% En la ecuacién
3ax Tx Six
e e v i

42 Se puede simplificar una ecuacién, cuando los dos
miembros tienen un jactor comin independiente de la in
cognita, suprimiendo dicho factor.

Ejempro. Simplificar las ecuaciones

15ab®c? 25a* b c
3 L2 B P
10a*b*cx 5 =
20a b x
T““‘""
5 (x—_!_—‘a_)_ +7(x+a)— (% - a&_)"-

5ab
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59. En virtud de lo expuesto, en una ecuacién pode-
mos quitar los denominadores; efectuar las operaciones
indicadas, para que resulten solo términos conocidos, 6
términos con la incdégnita por factor; pasar luego todos
los términos conocidos @ un miembro, y todos los que
tienen incégnita d otro; lo que se llama también hacer la
transposicién; v, por ultimo, hacer las reducciones y sim-
plificaciones posibles. El conjunto de estas operaciones se
llama preparar la ecuacién e donde se deduce que,
para preparar una ecuacion, se quitan los denominadores,
se efectian las operaciones indicadas, se hace la transpo=-
sicién y, por ultimo, la reduccién y simplificacion.

Ejempro. Preparar la ecuacidn

24 x Db —4x 3 x 7 x x
e ¥ GTAE g Sl 7 i

60. Gradode una ecuacién es la mayor sumade los

exponentes de las incognitas en cada término,

3x—

Asi 3ax* —2axy -6 x*7 =8
es una ecuacién de tercer grado.

Para seiialar el grado de una ecuacidn es preciso que
la incégnita no entre en ningin denominador, ni bajo
ningun signo radical. Si asi fuera, serfa necesario hacer
desaparecer radicales y denomiuadores, para determinar
su grado.

Las ecuaciones se dividen en auméricas y literales,
segin que todas las cantidades conocidas son niimeros
particulares, O estdn representadas, en todo 6 parte, por
letras.

Los valores de las incégnitas, en el primer caso, son
nimeros; en el segundo constituyen férmulas,
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LXVI.

Ecuaciones de primer grado con una incognita,

61, La ecuacién de primer grado con una incégnita,
después de preparada, sclo puede tener dos términos;
uno, en un mizmbro, que contenga la incégnita; y otro,
en el otro miem®o, conocilo. De suerte que la forma
general de esta ecuacion; serd

B
T
Lo que nos dice que para resolver una ecuacion de
primer grado con una incégnita, es preciso prepararla, y
entonces la incognita es igual al miembro conocido, partido
por el coeficiente de la incégnita.
Ejemeros, LY Resolver la ecuacidn

A x = B; que nos dd inmediatamente x =

D 3 x e
_:3_'"_'2l)+_"1'-5'—‘-.—8——.3—(-)-._.
quitando los denominadores, y observando que 30 es el
m. ¢c. m. tendremos -

20.r——700-|—6x =240 — T a,
haciendo la transpos:mont,

x4 6x+7x=240 4 750,
reduciendo, 33 x = 990 de donde =3

990 :
Wi 33 = 30.

Comprobacién. Para comprobar este valor, se susti-
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tuye en lugar de x, en la ecuacién propuesta, que deberd
convertirse en una identidad. Poniendo en la propuesta
en lugar de x su valor 30, resulta

2 X 30 3 X 30 =-8—7><30'
3 15 30

y simplificindo 20 —25 4 6 =8 — 7;

— 25+

efectuando las operaciones, resulta la identidad 1=1.
G112 e S, A
2. 2-i--3-{-124__5:¢'+5 7
3.0 4,756x—13,029—1,54=4,171—2,45x.

62. Toda ecuacion de primer grado con una incégnita,
tiene una solucién tinica Pues en la ecuacién A x =B, el

. : B
unico valor que la satisface es ¥ — 2 quees la sola can-

tidad que multiplicada por A, reproduce B; siendo A y B
eantidades finitas y diferentes de cero,

LXVII.

Problemas de primer grado con una incégnita.

63. Hemos dicho (51) que el Algebra resuelve los
problemas, traduciendo al lenguaje algebraico el enuncia-
do de los mismos, lo cual origina las ecuaciones, y dedu-
ciendo después de éstas los va'ores de las incégnitas.

Vemos, pues, que la resolucién de los problemas
consta de dos dartes: I.® traduccion del enunciado al len-
guaje algebrdico, que es lo que llamamos plantear el

Bl
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problema 6 poner el problema en ecuicién; 2.% resolyer la
ecuaciones, es decir, deducir de ellas los valores de las
incdgnitas.

La primera parte no esta sujeta 4 principios ni reglas
fijas, tnicamente puede servir de guia el siguiente pre-
cepto.

Para plantear un problema, analicese con todo deteni-
miento el enunciado d fin de poder coaocer cudles son las
verdaderas incégiitas y datos de la c testion propuesta;
represéntese cada una de las primeras por una letra, y
con éstas y les datos se indicarda todas las operaciones
que efectuariamos con las incégaitas, si fueran conocidas,
para comprobar sus valores,

De esta suerte, obtendremos las ecuaciones que plan-
tean el problema,

La segunda parte, 6 sea la resolucidn de las ecuacio-
nes, estd sujeta 4 reglas fijas y generales que constituyen
el principal objeto del Algebra. Ya hemos tenido ocasién
de observarlo en las ecuaciones de primer grado con una
incégnita,

64. Los problemas se denominan de primero, segun-
do, tercer grado, etc., segin que las ecuaciones que ori-
ginan sean de primero, segundo, tercer grado, etc.

65. Se llaman particulares cuando los datos son ni-
meros, y generaies si vienen representados por letras,

66. Se dividen también en determinados, indetermi-
nados € imposibles, segin tengan un nimero limitado de
soluciones, un mimero ilimitodo 6 no tengan solucién
alguna.

Problemas. 1.° A una boda asisten 51 personas, el

g ; 2
ntimero de mujeres es ~5 del de hombres y los nijos
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componen los -—z— del nimero de dquellas Se desea saber
el niimero de hombres, mujeres y nifos.

Planteo. Aunque 4 primera vista parece que las incég-
nitas son tres, se observa enseguida que, si conociéramos
el nimero de hombres, el de mujeres y nifos, se deduciria
inmediatamente de él. La verdadera incognita es, pues,
el nimero de hombres.

Llamémosle x. El de mujeres serd gﬁx—; y el de nifios

2 1
‘Z—— de Tx- = _lﬂx_‘ y como entre todos componen 54

personas, la ecuacién serd
2x 14 x o
SN e e
Resolucion. 24 x 416 x - 14 » = 1296
i s AR
“_54 = 24:!

El nimero de hombres era 24. Las mujeres serfan

o4 x = 1296; x —

2

3 de 24 = 16; y los nifos L de 16 = 14,

8
Comprobacion. 24 4-16 -+ 14 = 54,

2.° Hallar dos canridades cuya suma sea s y la dife-
rencia d. Del propio modo que en el problema anterior,
aunque las incognitas parecen ser dos, se observa que sj
conociéramos una de las cantidades, la otra estaria cono-
cida enseguida

Planteo. Sea x la mayor, la menor serd s--x, y con
arreglo al enunciado, tendremos que la diferencia serd

.t'—-(S-—- x}md,
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Resolucion, x —s+ x=d
2x=3+ d; x=—T""
la menor serd
Y s4d 23-—s—d___s-—d
ST e SRR Ty R

d
Comprobacion, -s—-g—g- —s5s4 ﬁ'é-— =d

s4+d—2s +s4+d=2d 6 2d=24d.

LXVIII.

Sistemas de ecuaciones de primer grado con tantas
ecuaciones como incdngnitas.

67. El planteo de un problema puede originar varias
ecuaciones, que han de quedar satisfechas para los mis-
mos valores de las incégnitas,

En este caso, aquéllas constituyen lo que se llama un
sistema de ecuaciones, asi como los valores de sus incég-
nitas se llaman sistema de valores.

Vamos 4 ocuparnos dela resolucién de un sistema de
ecuaciones de pnimer grado, con igual nimero de incég-
nitas,

El caso mas sencillo serd el de dos ecuaciones con dos
incégnitas, que es el que estudiaremos primero.

68. Toda ecuacion de primer grado con dos incégni-
tas, solo admite tres clases de términos: uno con cada in-
cognita y el término conocido; su forma general serd, pues,



o

en que A, B y C representan cantidades conocidas, siendo
las incégnitas x é y.

La forma general del sistema de dos ecuaciones de 1,*
grado con dos incégnitas, que nos proponemos resolver,

ax yby=c

serd ; ;
adx b y=c

Para conseguirlo, observaremos que, si una de estas
ecuaciones solo tuviera una incdégnita, reemplazando su
valor en la otra, nos resultaria una ecuacién con una in-
cdgnita, que ya sabemos resolver. E! artificio. pues, que
conviene emplear, estd reducido en su esencia 4 deducir
de estas dos ecuaciones otra equivalente, que solo conten-
ga una incdgnita, que es lo que llamamos eliminacion.

Eliminar una incognita entre dos ecuaciones, es dedu-
cir de ellas otra equivalente que no contenga esa incégnita.
Los métodos de eliminacién son varios.

69. Meétodo de sustitucién. Para eliminar una incog -
nita entre dos ecuaciones, se despeja en una de estas ecua-
ciones y suvalor se sustituye enla otra,

Sean las ecuaciones

ax+t+by=c (1)
x4 y=7c (2
despejando x en la primera, resulta

—b

a
y sustituyendo su valor en la segunda,

al‘ C—by
a

o ye=c ' ()

Ecuacidn con una sola incégnita, en que se ha elimi-
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nado la x, y que nos dd el valor de y, que sustituido en
la (3), proporciona el de x que, con el anterior, formardn
la solucidn del sistema,

Solo ncs falta ahora demostrar la equivalencia de los
sistemas (I) y (2) con el (3) y (4).

Sea m y n dos valores que satisfacen al primer siste-
ma, digo que satisfardn al segundo, y viceversa.

En efecto, la ecuacidn (3) es la misma ecuacion (1) en
otra forma, luego estas ecuaciones evidentemente son
equivalentes,

La ecuacién (2) no se difereucia de la (4) mds que en

haber reemplazado x por _c_:-a_bi'.; pero todos los valo-

res que satisfagan 4 Ja (3) hacen idénticos sus dos miem-
bros, de forma que puede reemplazarse el 1.2 pnr el 2.9
6 el 2.° por el LY luego el sistema (3) (4) es equivalente

al (1) (2).

LIX.

Métodos de eliminacidn.

70. Método de igualacién. Se despeja una misma
incégnita en las dos ecuaciones, y se igualan sus valores.

axtby—=c (1)

De las ecuaciones / /
ax bgr—r1c 2

R WU (3))

resulta o “b, ‘
st a’ A (4} /
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que nos ddn sty = c—’by
e a

en que ha quedado eliminada la %, :

Como las ecuaciones (3) y (4) son las mismas fI) y(2)
en otra forma, la igualacion de los valores de x, equivale
a sustituir el valor de x (3) en la (4).

71, Método de reduccién. Consiste este método en
hacer que la incignita que se quiere eliminar tenga el
mismo coeficiente en ambas ecuacioies, con lo que bastard
sumarlas 6 restarlas, segin teaga esa inedgnita diferente
0 igual sigao en las dos ecuaciones, para conseguir que
desaparezca. Por esta razdn, se llama también a este mé-
todo de sumas y restas.

Sean las ecuaciones
ax+4+by=c
adx4b y=
multiplicando la primera por a', y la segunda por a,
tendremos
aa' x +ba y—=cad
ad x+aby=ac }
de donde
ba'y —ab y=cd —ac"
y queda eliminada la x.
Para demostrar la equivalencia de estos sistemas, re-

presentaremos el primero por B =0 el segund 1
p (2) B=0 gundo sera

(3) Ad =0

(4) Ba =0

y la cuestion estd reducida 4 demostrar que el sistema

1) (2) es equivalente al (1) (5). En efecto, todo sistema de
valores que anula A y B anula también la ecuacion (5)

de donde Ad' —Ba=0. (5
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Reciprocamente, todo sistema de valores que anula las
ecuaciones (0) y (5), por anular A, reduce Ba =10, y
como a no es cero, tendremos B = 0; luego satisface 4
las (1) (2).

Escolios, 1.° Hemos visto que para hacer que la in-
cégnita que se quiere eliminar tenga el mismo coeficiente
en ambas ecuaciones, basta multiplicar cada una por el
coeficiente de la incégnita en la otra.

Sin embargo, cuando los coeficientes de la incdgnita
que se quiere eliminar tengan factores comunes, serda mds
sencillo formar el m. c. m. de los dos, y multiplicar cada
ecuacién por los factores que falten al coeficiente de su
incégnita para completar dicho m. ¢, m.

2 9 El metodo de eliminacién por reduccidn es el mds
conveniente en la mayorfa de los casos, porque las ecua-
ciones 4 que dad lugar siempre tienen forma entera.

El método de sustitucion es conveniente cuando una
de las incégnitas tiene por coeficiente la unidad; y el de
igualacién solo puede emplearse con ventaja, cuando una
de las incognitas tenga por coeficiente la unidad en ambas
ecuaciones,

LXX.

Resolucidn de sistemos de ecuaciones con igual
ntimero de incégnitas,

72. Comencemos por el caso mas sencillo,
ax+by =c
dx+by=c
por el método de reduccién, resulta

Sean las dos ecuaciones felimin ando x
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ad x4 ba'y=ca ; » 1 ’
dax+tab y=—ac L e e

ca —ac
~ ba—ab

Sustituyendo este valor de y en cualquiera delas
ecuaciones propuestas, podriamos deducir el de & de la
ecuacion resultante,

También podriamos, y serfa lo mds conveniente, eli-
minar ahora y por reduccién; pero, con objeto de dar idea
de todos los métodos, vamos 4 emplear el de igualacion.
Despejando y en las dos ecuaciones, nos dan

cC—ax

b c—ax ¢ —ax
c—a'x b o
b(

S

y=

ch —bax=0bc —ba x

a'bx—bax=bc—cb; (ba—ab)x=bc—cb

be=cl¥
gl ial
Ejemrro. Resolver el sistema de dos ecuaciones
o x 2
Al i
3y TR N Y
TG e

w 73+ La forma general de toda ecuacién de primer
grado, después de preparada, es

axtbytchbt o =k.

Para resolyer un sistema de m ecuaciones de primer

b
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grado con m incégnitas, se elimina una misma incégnita
sucesivamente eatre la primera ecuacion y cada una de las
demds; lo que nos dard m—\ ecuaciones con m—1 in-
cognitas. Se vuelve d eliminar una misma incégnita entre
estas ecuaciones, y resultardn m—2 ecuaciones con m—2
incignitas; y se continiia asi hasta obtener una ecuacion
con una incégnita. Se resuelve esta ecuacion, y nos dard el
valor de una incégnita; se sustituye este valor en una de
las dos ecuaciones con dos incognitas, y tendremos el de
otra incignita. Estos dos valores se sustituyen en una de
las tres ecuaciones con tres incégnita: y resu'tard el yalor
de otra incognita; y asi sucesivamente hasta obtener e]
valor de todas ellas.

Este procedimiento estd justificado por lo expuesto
en la eliminacién; puesto que el sistema dado es equiva-
lente al formado por una de las ecuaciones propuestas,
una de las m—1 con m—1 incdgnitas, una del grupo de
m—2 incoghnitas y asf hasta una del grupo de 2 incdgni-
tas, y la ecuacién final con una incégnita,

EjempLo, Sea el sistema.

axLbydecrz==k
ax+by+eg=F (1)
a'x by =k"

eliminando x entre la primera y la segunda, tendremos:

aadx4bayt+cai=ka : . =4

aa’x—]—-ab’y-[—ac‘{-ak"bay-l-ca{_“by_

ac'y=ka —ak'; 6sea
(ba —ab)yt(ca —ac)g=ka—ak,
y ahora entre primera y tercera

aa'x+bad" y4ca’'g=>rka"

aa'x+ab' ytac'y=ak' ba'y+tca'y~~ab'ly—
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ac'z=Fka' —ak; 0bien
(ban_abu)y_l_-(can_acr!){=kan_akh

y el sistema propuesto ha quedado reducido 4 las dos
ecuaciones con dos incognitas

(ba'—ab)y+(ca'—ac)y=ka'—ak (2)
(ba"—ab")y+(ca"—ac" )z =ka"—a k") ‘7
Elimino y entre estas dos ecuaciones, y resultard
(a cféff a b’c"—!— b a3cif_ c a,bﬂ'_ ' lf+ C baﬂ) { =k
akd'—abk'4bak'— ka'b'+kéa"—bk a"
de donde
akb'—abk'4ba k'—kab'+kba'—bk'a"
i= ac b — ab'c"-—l—ba' 7 ca'b”+cb'a”-—bc’a”

Sustituyendo este valor de 7 en la primera de las ecua-
ciones (2) resulta
ac'k'—ak' '+ kad—ca'k'+ck'a'—kca"
ac b’ —abc"fbac"—cab'+cba'—bda

y reemplazando 1 € y por sus valores en la primera de las
ecuaciones (1) tenemos, por fin,

kY — kYK —c k' V' b K — b k"
 ac bt —abd'fbac"—ca b cba"— b a"

Ejompros. 1.9 Resolver el sistema

9x—-3—-12—y-—2 Bo-p5l;

..I,__,

1 13 1 3
—g*x-[—:‘"f.;-}’—l——z— = o4
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3x+2y+57—8u=24
Q2x—8y+371—6u= 6
52+ 4y —2742u= 1
Tx+2y+47=~ u=19

LXXI.

Férmula general para la resolucion de las ecuaciones
de primer grado con varias inedgniias.

* =4, El método de adicién y sustraccion nos ha he-
cho ver la importancia de los coeficicntes y el papel prin-
cipal que pueden representar en la eliminacion de las in-
cognitas.

El empleo de los factores indeterminados, debido 4 Be-
zout, permite hacer desaparecer 4 la vez todas las incogni-
tas menos una, simplificando notablemente el célculo.

* 75. Consideremos, en primer lugar, el sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas

ax4 by=K (1)
adx+by=K (2)

Multipliquemos los dos miembros de !a primera ecua
cién por un factor indeterminado m, y al preducto agrague-
mos la segunda; tendremos

(am4a)x4 (bm+b)y=Km4K'  (3)

Y como m no tiene valor determinado, podremos suponer-
le tal que anule el coeficiente de una de las incdgnites, y,
por ejemplo, es decir, que hacemos

bm+4 b =0
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bi
para lo que bastard que m == — —— y la eeuacién (3) se

b
reducird 4
(am+4a’) x =Km-+K

- 6 reemplazando m por su valor

% Kb=08K ()
ab—ba 4

Si suponemos de modo anilogo en la ecuacién (3)

.al'

am-a' =0, dedonde bl

se reducird 4
(bm-+b)y =Km-4K

y reemplazando m por :u valor, resultard

aK' —Kda
fd gy ey

Un razonamiento analogo al empleado en el método de
sumas y restas, demostraria que el sistema de las ecuacio-
nes propuestas es equivalente al que origina los valores de
x € y que acabamos ce obtener.

* 76. Observando los valores de las incégnitas, y te-
niendo en cuenta las ecuaciones propuestas, deduciremos
la siguiente regla:

Para determinar los yalores de lis incéznitas en un
sistema de dos ecuaciones, escribase d la derecha del coe
ficiente a de la primero incognita el coeficiente b de la
Segunda; inviértase el orden de las letras, interpingase el
signo menos y se formard el binomio a b — b a, acentiien-
se las segundas letras de cada término y resultard el de-
nominador comtn d las dos in 6gnitas a b' — b a’, Reem-
plazando enseguida el eoeficiente de la incognita que se
buscz por el térmito conocido, conservando los acentos,
teadremos el numerador.

* 77. Pasemos ahora al caso de tres ecuaciones con
tres incégnitas:
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a x+by+e 1=K
dx+by4+cdi=X (6)
a”r"l-b”y'i'cﬂ{-:K"

sean m y n dos cintidades indetetminadas, multipliquemos

la primera ecuacién por m, la segunda por#, y surnen:ms
las dos ecuaciones resultantes con la tercera, tendremos:

(7) (am+a’n—-]-a")x-l—(bm—!—b:n—{-b”:)‘y-{-
(cma4cn+4c’)y=Km+ K'n+4K

y como m y n son indeterminadas, podemos suponer que

sus valores anulan los coeficientes de y y 7, de suerte que

bmtbnt+b'=0 ®)
cmfdn+d =0
ecunciones que nos determinan los valores de m y n con
arreglo 4 la regla anterior, que nos dé

bf C'” _c! b" : c bﬂ oy b cﬁ'

3d —cl " bd—ch

valores que sustituidos en el valor de x, deducido de la
ecuacion (7). que ha quedado reducida en virtud de la hi-
potesis (8) a

(9) (amia'nypa’)r=Km4Knd K
nos dan por fin

K@ c"—b")+K' (¢t - b") 4 K" (b~ c¥)
a(b! CFJ'__ c’ br')+ar (C b.f_bc-r-) +ah (b c' . cbf)!

los valores de y y de 1. podrian obtenerse empleando an4-
logo procedimiento; pero pueden deducirse directamente
observand» que en la ecuacién 7) el coeficiente de x no se
diferencia del de 3 6 7, mds que en que su coeficiente a estd
reemplazado respectivamente por b y ¢; y, si tratiramos
de buscar el valor de y, las ecuaciones (8) serian las mis-
mas con la sola sustitucién en la primera’de 4 por a; y la
ecuacion (g) setia tambieén la misma reemplazando sola-
mente x por ¥, y @ por b,

|

m =
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De suerte que el valor de y serd el mismo de x reem-
plazando a por by b por a Andlogamente el velor de g se
deducira también del de x, reemplazando a por ¢ y ¢ por
a; asi se obtiere

K(dd'—da")+ K (ca"—ac")+K"(ad —ca'/
(¥ b(adcd"—ca’) + b (ca"—ac) +b'(ac —ca))
_K@'a"'=adb)+K(ab'—ba")+K'(ba ab)
T c(Wa"—a b))+ (ab"—ba')+c"(ba' —ald)

* 28. La composicién de estas férmulas nos permite
ampliar la regla dada en el numero (76) para el caso de dos
ecuaciones con dos incognitas.,

Formado, con arreglo a ella el bizomio ab — b a.
agréguese el coefizieate ¢ de la tercera incogaita d los
dos té~minos y higase correrla c lederecha d izjuierda,
cambiando el signo d cada cambio de lugar; y resullard
el polinomio.

abec—ach+cab—bac+bca—cbha

acentuando con una comilla la segunda letra y con dos la
terccra de cada término resultard el denominador comiin
de los yalores de todas las incdgnitas. Para tener el nu-
merador de cadz uny, bista ree nplagar en el d 2noninador
comiin, el coefi :ieate de la incéziita que se busca por el
término conocido, conservando las comillas.

* =g. De modo andlogo podria hacerse extensiva la
regla anterior al caso de mayor numero de ecuaciones con

el mismo numero de incégnitas. .

LXXII.

Problemas de primer grado con varias incégnitas.

80. 1.2 Un tren sale 4 las diez de la manana de Me-
dina, que dista 93 km. de Segovia, con una velocidad de
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0,65 kilémetros por minuto; y de Segovia sale otro para
Medina, 15 minutos después, con una velocidad de 0,80
kilémetros por minuto, Se desea saber cudnto tiempo
tardardn en encontrarse los trenes, desde que salié el de
Segovia, y cudntos kilémetros ha recorrido cada uno.
Planteo. Sean x los kilometros que recorre el primero:
¥ los que recorre el segundo. Entre los dos recorren los
93 km.; luego x 4- =93, Si el primero en andar 0,65 km.

: iy
tarda | minuto, en andar x km, tardarad Tés—;yei segun-

do en andar ¥ km,, tardard Ugﬂ , ¥y como llegan al

mismo tiempo al punto de encuentro, se diferenciaran en
los 15 minutos que salié después el segundo tren.
Luego las ecuaciones son:

x ¥y = 93.
g i
0,65 0,80
Resolucion, Las ecuaciones preparadas se convierten en
xt+ty=93| yr=98-—x
16 x — 13 y — 1561 16 £ — 1209 + 13 2 — 156
R0 x = 1365; x==47,034 km.
De donde ¥ = 45,966 km.
Puesto que el segundo tren recorrié 45,966 km. con

una velocidad de 0,80 km. por minuto, tardarfa en en=

contrar al primero 43::36 = 2721

= 15

luego t = 57'21",

Comprobacién. La distancia recorrida por el primer
tren fué€ 47,034 km., su velucidad 0,65 km., luego tardarfa
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47,034 i : :
en eacontrar al segundo ————— — 72'21", Diferencia
0,65
del tiempo empleado por los dos en recorrer el trayecto

TA21"— 57'21"= 15" con arreglo al enunciado.

2. Doeos trenes salen con una diferencia de ¢ minutos,
de dos estaciones que distan n kilémetros, y con veloci-
dades representadas por » v »' km. por minuto., Se desea
saber cudnto tiempo tardardn en encontrarse desde que
salié el ultimo, y cudntos kildmetros recorre cada uno.

Planteo. Sean x ¢é y los kildmetros que recorre cada
uno. Entre los dos han recorrido los z kilometros, luego
la primera ecuacion serd x - ¥ = n,

Ahora el primer tren en andar p km. tarda 1'; luego

— . .
en andar x km, tardard — minutos; del propio modo el
v

segundo tardard % y como la diferencia del tiempo em-

pleado por los dos es ¢ minutos, la scgunda ecuacién serd

x 5

e

v »!
Resolucidon Las dos ecuaciones preparadas nos dan:
X+ y=n
Ve oy —=pyi
xX=n—y
Vin—y)—vy=vit; vVin—vy—vy =y
V4v)y =vn—vrt
Vn— Yot
R
v'n—uv 't v’ntyvn—vntprt

=N — ==

ST vty




P

vn--prt
ST n ACdihis
vy
Comprobicion.
v'n—pyt vn-rvt
7 + g el
Y+ vt

yn—vVtivnfvyt=vntvn
vn+vn=n-+rn

y también
(] ! 3
vV (pntoyt) v(v'n—vyt) gy
AR vi-v
v n et —vtn 2Pyt =ity
0 sea polt vyt =pp?t iyt
LXXIII.

Discusion de la ecuacion de primer grado
con una incdgnita.

* 81, Ladiscusign de las ecuaciones de primer grado
no €s otra cosa que el examen de todas las formas que
pueden presentar los valores de las incdgnitas, segun los
que tengan los datos, y la interpretacién legitima de estas
formas, con arreglo 4 las condiciones que pudiéramos
llamar fisicas del problema; pues hay que tener en cuenta
que los valores de las incdgnitas constituyen siempre una
solucion legitima de las ccuaciones dadas, mas no siempre
lo son del problema que las origina, y de ahi la necesidad
de buscar la interpretacién adecuada al caso que se cun-
sidera.

* 82. En laecuacién general A x = B; la incégnita

A
Wi, S puede presentar cinco formas distintas segin
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que Ay B tengan ¢l mismo signo é signo contrarioj ¥
sea una de ellas nula 6 lo sean ambas,

1.° caso. Si A y B son del mismo signo, x serd posi-
tiva y en general serd una solucion del problema. No
obstante, puede suceder que las condiciones fisicas del
problema lleven envueltas ciertas restricciones, que hagan
que dicho valor no constituya una solucién del problema
propuesto. En este caso, la solucién hallada, que pone de
manifiesto la incompatibilidad de los datos, acusa la im=
posibilidad del problema propuesto.

Ejemero. Se trata de repartir una limosaa entre va-
rios pobres, d partes iguales, y se vé que faltan4 céntimos
para dar d cada pobre 5; y que sobran'l, para dard
cada pobre 3. Se pregunta jcudntos son los pobres?

Sean x los pobres; si damos 4 cada pobre 5 céntimos,
repartiremos  x; pero como faltan 4, en este caso, la
cantidad disponible serd 5 x — 4. Si damos 4 3 céats.,
empleamos 3 x; pero como sobran 7, resulta, que la
cantidad que hemos de repartir es 3 x 7.
luego

9x —4=3x+47T; dedonde x = —121—.—_——_5‘/,

El valor fraccionario de la incédgnita satisface 4 la
ecuacién; mas no al problema, que exige una solucién
entera. Este problema es, pues, imposible.

2. 8i A yB tienen signo contrario, x serd negativo
y en esta forma no puede satisfacer al problema. Recor-
dando, sin embargo, la interpretacién que hemos dado 4
las cantidades negativas, deduciremos que hemos atribuido
4 la in:dgnita, en el enunciado del problema, un modo
de ser contrario al que debe tener, para que sea compati-
ble con los datos. Asi pues, rectificaremos el enunciado,
atribuyendo 4 la incdgnita el modo de ser contrario, con
lo que la solucion se convertird en positiva.

Si esta rectificacion no puede hacerse, el problema es
imposible.

Fjemeros. 1.° Una fuente tiene dos canos, el uno la
lleaa en 6 horas y el otro la vacia en § horas: ;Cudnio
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tiempo tardaria en llenarse abriendo los dos al mismo
tiempo?

Sea x el numero de horas que tardaria en llenarse la
fuente con los dos canos simultaneamente abiertos. Ex-
presando por 1 la capacidad de la fuente; si el primero la

liena en G horas, en 1 hora llenard % de su capacidad, y

&
en x horas —-.

]

Del mismo modo veriamos que el otro cano vacia en

; : X o
las 5 horas una capacidad determinada por - la diferen-

cia de ambos debe ser la capacidad de la fuente. La ecua-
cion serd, pues

=1; bax—6x=3); x=—380.

Solucidn negativa que indica la necesidad de rectificar
el enunciado, que en vez de llenarse en las x horas, se
vacia en ese tiempo. El enunciado debe ser, pues, el
siguiente:

Una fuente tiene dos canos, el uno la llena en 6 horas,
el otro lavacia en 5. ;Cudntas horas tardard en yaciarse
con los dos abiertos d la vez?

2.% Preguntando d un pastor cuantos corderos lleva
en su rebano, responde: si al tercio de su numero se ana-
de el quinto, y se restan siete de la suma, resultard el
doble de los que llevo

Sea x el ndmero de corderos La ecuacién serd

%—Jr.";u‘{:?x que nos da x:-:--—]‘.oi.

. 3] 22
Solucién negativa que pone de manifiesto la incompatibi-
lidad de los catos, acusando la imposibili {ad del problema.

Esta imposibilidad la manifiesta también la ecuacién
propuesta que preparaia da 22 x 4 105 = 0, imposible
de satisfacer por ningun vales absoluto de x,
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3.2 Si Bes cero, sin serlo A, x — '_OA_ = 0, nos dard
una solucién legitima del problema.

Ejempro.  Preguntado un pastor cuantos corderos lle-
va en surebano, responde: si al tercio de su niimero se
anade el quinto, y se agrega 1, resultardn 7.

La ecuacion serd ahora

%—-F +7_.., 5248 x4 105 = 105;

Es decir, que no lleva ninguno.

. . B .
4.2 Si A es cero, sin serlo B, tendremos x — o sim-

bolo que por primera vez se nos presenta en el cdlculo, y
que es preciso interpretar

Observemos para ello que si en el quebrado % supo-

nemos el valorde B constante, yelde A variable, y
disminuyendo sin cesar. el valor del quebrado ird aumen-
tando sucesivamente; y cuando el valor de A sea extrema-
damente pequeno, el del quebrado serd excesivamente
grande. Es decir, que cuando A sea mds pequeno que

- : B :
cualquier cantidad dada, o serd mayor que cualquier

cantidad por grande que ésta sea.

Lo que se expresa abreviadamente diciendo que toda
cantidad partida por cero es infinita y se expresa con el
signo o .

Si B fuera negativo, el valor del quebrado creceria ne-

gativamente; y se tendrd del mismo modo ——— = —w

0
Por consiguiente, los limites de toda cantidad finita
son el infinitivo positivo y el infinitivo negativo,
Se deduce de lo expuesto, que si ¢l denominador de un
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quebrado crece sin cesar, sin variar el numerador, el que-
brado disminuye incesantemente. Es decir, que : = 0.
Si tratamos ahora de interpretar la solucién infinita de
la ecuacion propuesta. observaremos que x == T)B—, proce-

dz de la ecuacién 0 X x = B, imposlble de satisfacer pof
ningun valor finito de x. Luego el problema que origin®
esta ecuacion es imposible.

EjempLo.  Preguntando d un pastor cuantos corderos
leva en su rebajio, contesto: si d la mitad d2 su niimero
se le anaden b y se le resta la cuarta parte, resultard la
cuarta parte de los que lleyo mds 7 La ecuacion serd:

Shp ol i e
2 0 4 1t ks
que nos dé
O0Xx=8 x= g B

que demuestra la imposibilidad del problema, como se re-
conoce en la ecuacion propuesta, pues quitando denomi-
nadores y redaciendo en el primer miembro, resulta

x+S=x4+1T

expresion absurda, pues cualquiera que sea el valor de x,
siempre el 2 ® miembro tendrda 2 unidades mds queel 1.°

S : 0
5. Porultimo, si A y B son ceros, x — 0 expresion

que queda satisfecha por cualquier cantidad finita, puesto
que todas ellas multiplicadas por (), dan cero. Por eso la

MY 7 : 2
expresién o5 llama simbolo de indeterminacién. El pro-

blema, cuya solucién represente, serd por tanto indetermi-
nado,

Sucede, sin embargo, que algunas veces una fraccion



se presenta bajo la forma 0 r anul f;
se presen j 0" P ularse un factor co-
mun 4 los dos términos, sin ser tal simbolo de indetermi-

nacién,
2 3% pe
Asi, %QEG——__Z))— se reduce 4 o si hacemos a = b;

pero si suprimimos el factcr comiin 4 sus dos términos

3
(a — b), resulta —i(-g-j“—bl-, que en la hipétesis a = 5,

be

4d "’
Por consiguiente, para asegurarse de que una fraccién

s¢ convierte en

que se presenta bajo la forma ?) - es simbolo de indeter-

minacion, es necesario antes ver si hay algan factor comin
a sus dos términos, Solo en caso negativo, deberemos darla
esa interpretacién, 6 cuando, aun después de suprimidos
los factores comunes, persistieran en anularse sus dos tér-
minos.

Ejempro, Cual es la edad de una persona que restan-
do O de la mitad de su edad mds 4, resultan tres anos
menos de la mitad de su edad. l.a ecuacion serd

.1:3—4 _5=%*3.‘
quenosdd 0 X x =0; x:-g—.

Luego 4 todas las edades se verifican las condiciones del
enunciado.

La indieterminacion del vroblema la acusa también la
ecuacion, pues quitando denominadores se convierte en

¥ —06=x—8,

identidad que siempre se verifica, cualquiera que sea el
valor que demos a x.

83. Las cinco formas expuestas en los varios proble-
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mas anteriores, pueden resumirse en un solo enunciado
general.

Problema. Dos mdviles recorren con moyimiento uni-
Jforme la linea XY, en el mismo sentido, pasando en el
mismo instante por los puntos A y B, que distan entre si
d metros, con velocidades v y v* por minuto GEn qué
punto de la linea se encontrardn?

A ) B M
X l\;T ] dx \ 1 Y

Supongamos que caminan hdcia la derecha y repre~
sentemos por M el punto de encuentro. Sea x la distancia
A M: la distancia B M serd x—d Los dos moviles tar-
dardan el mismo tiempo en recorrer las distincias AM y

: LR x—d
B M; pero el primero tarda — minutos, y el otro
4 !
o x  x—d dy
Luego la ecuacién es ——= ———; de donde x = ——
v » y—y

Examinemos los diversos casos que pueden ocurrir.

1.° Sip>yp, el valor de x es positivo y satisface al
problema. Ademds es mayor que d, como exigen las
condiciones fisicas del enunciado.

2.9 S8i p<», el valor de x es negativo; no satisface
al problems pero, segin lo expuesto, nos indica que el
puntode encuentro en lugar de estar & la derecha, se en-
cuentra en N, es decir, a la izquierda. El enunciado debe
modificarse diciendo: gen qué punto de la linea se han en-
contrado?

0
y—y'
las condiciones del enunciado del problema, que indica se
encuentran en el punto de partida,

° Sip—p’y x— 27 El imposi
4. = e e 00 L T problema es imposi-

3¢

Si d escero, & = = (), Conforme con

ble; y en efecto, siendo iguales las velocidades, los mo=
viles estardn siempre 4 la distancia d, puesto que van e
¢l mismo sentido,
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5.2 Sid=-=0yr=-v’;x=-—g—-. Como en el valor de

x no hay factor comin aljuno, el problema es indetermi-
nado. Y efectivamente, asi debe ser, puesto que partiendo

del mismo punto, con velocidades iguales, se encuentran
constantemente.

LXXIV.

Discusion de las ecuaciones de primer grado
con varias incégnitas.

* 84 Nos hemos ocupado anteriormente de la discu-
sion de la ecuacion de primer grado con una incégnita;
vamos aaora 4 examinar las diferentes formas que pueden
presentar los valores de las incdgnitas en un sistema de
varias ecuaciones con el mismo numero de incégnitas, co-
menzando por el caso mas sencillo

* 85. Consideremos, pues, el sistema general de dos
ecuaciones con dos incégnitas:

ax+by=K .
adx4by=XK (1)
que sabemos nos din

Kb —bK aK'—Ka' ()

e = —
=54 ' L ab —ba

y supongamos que se ddn 4 a, b, @', b', valores"tales que re-

sulte ab' —ba'=0; lo que nos dd ¥ = o; y = o, Si

las férmulas (2) son aplicables al caso actual, las ecuacio-

nes (1) resultan incompatibles. Para convencernos de ello,

introduzcamos en las ecuaciones la condicién

ab —ba = 0; que nos di ¢’ w= b; s

EL|
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que sustituido en la segunda ecuacion (1) la convierte en

' a k'
a x-+ _..l.’ai_._ynl{’; 6seaax+by= oy oo

ecuacién incompatible con la primera de las propuestas,

aK' -
puesto que no puede ser K = o toda vez que enton-

ces resultaria Ka' — a K' =0, lo cual no es cierto.
Las férmulas (2) son, pues, aplicables al caso actual y
comprueban que las ecuaciones dadas son mcompatibles.
* 86, Supongamos ahora que se tuviera 4 la vez

ab’—ba’:O;yKb'—bK’:O;dcdondex=——g—yal

] oy s ia 0
parecer ¥ = coj aunque en realidad es también igual 4 ——

0
Basta, en efecto, observar que dead’' —ba' = 0;y

. . . dits b K
Kb —bK = 0; se deduce — = e =

de donde a K’ — K a' = 0; los dos valores de las incég-
nitas afectan, pues, la forma indeterminada.
Para asegurarnos de que son ain en este caso, la fiel

expresion de las ecuaciones propucstas, introduzcamos en
las ecuaciones dadas la hipdtesis

abl—ba =0; Kb —bK =036 sea ]

a
que nos di, llamando m, 4 la razén de esta serie

oo
I
el

a=ma’; b=mb"; K=mK.

que sustituidos en la primera de las ecuaciones dadas la
reducen a

ma' x +mb y =mK'; es decir, a' x 4 y» =K'

luego el sistema dado queda reducido & una ecuacién con
dos incégnitas, que nos indica: 1.° que siempre que el
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valor de una incégnita se presente bajo la forma - ., la

otra afectard la misma forma; y 2.° que el sistema pro-
puesto, es indeterminado.

* 87. Escolios. 1.° 8idesaparece una de lasincég-
nitas, enténces la conclusién anterior no es aplicable &
este caso.

Asi de a = 0! g’ = 0; resulta

0

y las ecuaciones (1) se convierten en
by=K; b y=K;
que resultan incompatibles toda vez que K 8" — 5 K’ no
€s Ccero, puesto que ¥ — o0,
20 Sia=0; a =0; y K& — b XK'= 0; los dos va-
lores de las incégnitas se reducen 4 _i; y sin embargo, el

0
valor de y no es indeterminado; porque de K o' — 6K’ = 0;

L
resulta K' =

; que sustituido en el valor de y

nos dé
K(ab —ba') K
b(ab —bd) - b
* 88. Las mismas consideraciones, aplicadas 4 un
sistema de m ecuaciones con m incégnitas, nos llevarian &
distinguir los dos casos que pueden ocurrir: Que anuldn-
dose el denominador comin de los valores de las m incég-
nitas; los numeradores no se reduzcan a cero; 6 que los
numeradores se reduzcan también a cero,
En el primer caso, las ecuaciones propuestas son in-
compatibles; en el segundo. seria preciso introducir en las
ecuaciones propuestas la hipdtesis que haya reducido los

valores de las iucégnitas 4 la forma -%— y resolverlas por

los métodos de eliminacién conocidos. Si llegamos d obte=
ner ung ecuacion idéntica, deduciremos que el sistemgq
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propuesto es indeterminado; y sillegamos d una ecuacion
absurda, las ecuaciones dadas serdn incompatibles.

LXXV,

Sistemas de ecuaciones de primer grado con mds
ecuaciones que inccgnitas,

89. Los problemas que originan un sistema de mds
ecuaciones que incégnitas se llaman mds que determina-
dos, pues contienen mds condiciones de las precisas para
determinar las incégnitas. Son en general imposibles,

Para resolver un sistema de m + n ecuaciones con m
incognitas, se hallan los valores de las m incégnitas entre
m cualesquiera de las ecuaciones propuestas. y estos yalo
res sustituidos en las n ecuaciones resta ites, sati' fardn 6
no satisfardn d dichas ecuaciones. En eli primer ca o, el
sistema es posible; en el segundo es imposible, es decir, que
las ecuaciones dadas son incompatibles.

Silas m+n ecuciones propuestas, tuvieran n coefi-
cientes indeterminados, la sustitucién anterior nos deter-
minarfa un sistema de » ecuaciones con estas n incdégnitas;
que resuelto, nos indicarfa las condiciones que habfan de
cumplir sus coeficientes, para que el sistema sea posible.
Por esta razén, esasecuaciones se llaman ecuaciones d,
condicion.

Ejemero.  Sea cl sistema,

ax 4 by=20
x —b y = 0 )de tres ecuaciones con dos incdgnitas.

Tomo las dos primeras ecuaciones con dos incégnitas,
y me dan; '
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x=0644 by; Bad-aby+by =20
AW —6a
4372 ab+b6 ’
g, 0b—8ab 65 2
Dy o Py T T

Estos valores de x é y sustitufdos en la tercera ecuacidn,
nos conducen 4 la ecuacion de condicion

a*b42ab+39a-+ b=130,

que expresa las relaciones que deben ligar d los coeficien-
tes a y b, para que el sistema dado sea posible,

Se pueden dar en esta ecuacion valores arbitrarios 4
a 6 b, y determinar asi el valor de la otra. Si hacemos
a == 1, resulta b = 22,75 y estos valores sustituidos en
las ecuaciones propuestas, nos daran un sistema compa=
tible, en el que sacando los valores de x € ¥ y sustituidos
en la tercera ecuacién la convertirdn en una identidad.

LXXVI

Sistemas de ecuaciones de primer grado con menos
ecuaciones que incégnites,

9o. Los sistemas de menos ecuaciones que incognitas
son indeterminados. Si suponemos un sistema de m ecua-
ciones con m+ n incégnitas, podremos deducir de ellos
los valores de m incégnitas, que reemplazados en las
ecuaciones. propuestas las convierten en identidades, in-
dependientemente del valor de las otras n incdgnitas,

Asf, pues,dando a éstas valores arbitrarios, resultaran
para las otras m incégnitas valores que satisfardn al sis-
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tema dado, El sistema tiene, pues, un sin fin de soluciones,
Ejempro. Sea, por ejemplo, el caso mds sencillo una
ecuacién con dos incégnitas.
15—=5y
2

Dando 4 y los valores 0,1,2, 3 4.....
resultardn para x los valores 7, §;5;2, 5; 0;—2,5....

2x+ 5 =15, dedonde x =

o1. Siempre que un sistema contenga menos ecuaeio-
nes que incégnitas, la eliminacién sucesiva de estas nos
conducira, por fin, 4 una ecuacién con dos 6 mds incégni-
tas que admite una infinidad de soluciunes, y a cada una
de estas soluciones corresponde otra soiucion del sistema
propuesto.

Sin embargo, estas soluciones pueden limitarse, lle-
gando 4 hacer imposible el sis.ema en algunos casos, si
sc impone la condicién de que los valores de las incégni-
tas sean enteros, y todavia mas si se exige también que
sean positivos.

En la ecuacién anterior, soio existen dos soluciones
enteras y positivas, '

x=5 x=0

La determinacion de las soluciones eteras y posi‘ivas
de un sistema indeterminado forma el objeto del andlisis
indeterminado.

LXXVII.

Andlisis indeterminado de primer grado.

* 93, Hemos indicado que la determinacién de las



soluciones enteras y positivas de un sistema de mds incog-
nitas que ecuaciones constituye el objeto del analisis in-
determinado Nosotres vamos a considerar tan solo el caso
mas sencillo, 6 sea la resolucion en nimeros enteros de
una ecuacion de primer grado, con dos incégnitas.

* g¢3. La forma general de la ecuacién de primer
grado con dos incognitas es

Ax+4+By=K

en que A, B y K representan ntimeros enteros.

Desde luego podemos suponer que A, B y K son pri-
mos ent € si; pues, si tuvieran algin factor comun, co
meazariamos por simplificar la ecuacién, dividiendo sus
dus miembros por dichn factor,

Aaora bien, puede suceder que dos de estas tres canti-
dides tengan un factor comun. Llamemos d al maximo
comun diviser, por ejemplo de A y B. Dividiendo por d
los dos miembros de esta ecuacién, resultara

; - K
ecuacion que no puede ser satisfecha por ningdn sistema
de valores eateros de x € y, puesto que A" y B' son ente-

K
ros, y —— no lo es.

Lo que nos dice que para que una ecuacién con dos
incognitas admita soluciones enteras, es preciso que el
mdximo comin divisor de sus coeficientes divida al térmi=-
no conocido.

* g4 Supongamos ahora que uno de los coeficientes
A, por efemplo, tenga un factor d comun con K; dividiendo
por d los dos miembros de la ecuacién dada, resultaria

Alx -+ %‘thﬁ
By

en que — tiene que ser entero; y, como B y d son pri-
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mos entre si, y tendrd que ser multiplo de d; luego tendrd
la forma d 3, y la ecuacién sera
A'x+ By =K}
ecuacién que aln podra simplificarse si B y K’ no son pri-
mos entre si. ;
Lo que nos dice que, en todos los casos, toda ecuacidn
indeterminada puede reducirse a la forma

ax+by=K (1)
en que a, by K sean primos entre si dos d dos.
* 5. Si en esta ecuacién uno de los coeficientes a,
por ejemplo, fuese igual 4 la unidad, deduciriamos
x=K—by;

ecuacién que, para cada valor entero de y, nos daria un
valor entero para x.

Veamos, pues, como reducimos la resolucién de la
ecuacion (1) 4 este caso.

Para esto supongamos que a < b; despejando la x ten-
dremos

K—by
a
y dividiendo b por a, llamando ¢ al cociente y r al resto,

resultard
b=ag+r;
que, sustituido en el valor de x, nos dard

K—agy—ry
a

o=

X ==

K—=r
=—qy +““—a'—f'“
¥ para que x sca entero, bastard que lo sea

K—ry
a

5 K—ry !
upongamos, pues, 25 Sa e i, siendo ¢ un entero
cualquiera, lo que nos dd
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e & g

La resolucién de la ecuacién (1) queda reducida 4 la
de la ecuacion

R,
———d—’:—-‘r—=t 6sea ry-tat=K

de menores coeficientes que la (1) y en la que podremos
efectuar las simplificaciones posibles, segin hemos hecho
anteriormente.

o K—at

Esta ecuacidn nos dd y» = e efectuando
la divisién de a por r; nos dard a = ¢ r 4 r', de donde

r

K—qgre—rt

3 K—7»1
] = — t _—
i = Ly e
. K—rprt L :
que exige que ———— =7, siendo ¢’ entero, para que
¥ lo sea,
Tendremos, pues, =—q't41.
Y queda la cuestién reducida 4 resolver la ecuacion
K-rt 5
= AR I A S0 N e
de donde
K—ret . ; . h
P o y haciendo r=+¢'g" 4+ »"’
tendremos
4 K—rg't—r"t Rr i e U
- —_— t Tt
f rr : q + r-
T Rel— st 7
y para que ¢ sea entero, precisard que ————— == ¢
loque nos d4 ¢t = —¢"t'4t". Y queda por resolver la
ecuacion
E:r,r_tﬂ_ =t 6sea r't'4+rt"=K

de coeficientes més sencillos que las anteriores.
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Basta observar lo que Ilevamos dicho para conocer que
los coeficientes de las diferentes incdgnitas, en las ecuacio,
nes sucesivas, son los restos que hubiéramos obtenido al
hallar el m. ¢, d. de a y b; vy puesto que son primos entre
si, habremos de llegar al resto 1. Si, pues, suponemos que
#" sea este resto, la ltima ecuacién hallada nos dard;

frzK _rtt:f

que sustituido en el valor de ¢; y estos en losde yy x
nos dardn para estas incognitas valores que seran funcio-
nes enteras de la indeterminada ¢, con lo que quelarare-
suelto el problema.

Ejempro. Resolver en numeros enteros la ecuacidn

145 x + 121 y = 49

* g6. Si representamos por ¥ = » € § == §, una so-
lucién entera de la ecuacidn a ¥ + & y = K; tendremos
ay 4+ bs = K yrestando ordenadamente estas dos ecua,

ciones
de donde c st il g
e =)
a
y siendo x# —» un ndimero entero "b_(__%:—ds_) también lo

serd; y como b es primo con a, a serd divisor de yr — s;

luego y — s = a ¢, siendo ¢ un entero cualquiera; ¥, por
tanto,

(2) ¥=35+ ac, Xx=yp —be;

Y, como 4 ¢ podemos darle cualquier valor entero positi-
vo 6.negativo, las férmulas anteriores se convertirdn en

F=stage X¥=p xbec
Si ahora hacemos
e=0, L@y 8,4 i,
los valores de & € p, formardn las dos progresiones
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—y §—3a,5—2a,s--a, s,5{|a, s+Ra, s43a, ..
ey V436,420, v+b, v, v—b,v-Rb,v—3b, ...

que nos dicen, que las soluciones enteras dela ecua-
cidn a x + by = K son los términos correspondientes
de dos progresiones por diferencia, tales que la ragon es
el coeficiente de y para los valores de x, con su signo 6
con signo contrario; y el coeficiente de x para los valores
de y con signo cambiado.

x=pvtbe
y=S5—ac
todas las soluciones enteras de la ecuacidn (1); pero, si
queremos hallar las soluciones enteras y positivas, forzoso
serd prescindir de los valores de ¢ que nos den para x é y
valores negativos.

Para esto basta observar que siempre podemos suponer
que a es positivo porque sino lo fuera cambiariamos los
sigros 4 la ecuacién.

Puede, pues, ocurrir que b sea positivo 6 negativo,

Si b > 0, para que x € y lo sean, bastard que

* g7. Las férmulas nos Jeterminan

va-be =05ty g —lae=0;
v s
de donde Ea e Y C s

asi pues, dando 4 ¢ todos los valores enteros comprendidos
entre estos limites, resultardn para x ¢ 3 todos los valores
enteros y positivos que satisfacen 4 la ecuacién propuesta.
Esta série de valores es limitada y hasta la ecuacién puede
no tener. en algun case, ninguna solucidn positiva

Sib < 0, poniendo de manifiesto el signo de 4, resultara

v—be=0; §—ac=>0;

lo que nos dd

Cc.=<<

|
A
1
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y, por tanto, todos los valores de ¢ menores que el menor
de estos dos limites, nos dardan para x é y valores enteros
y positivos; y, en este caso, es evidente que el numero de
soluciones es ilimitado.

Problemas, 1.° Hallar un niimero que dividido por 8
dé de resto d; y dividido por 11 dé 4 de resto.

2.9 Un aldeano lleva al mercado un numero de huevos
mayor que |00 y menor que 200; si los vende por docenas
le sobran 10; y si los vende por quincenas le sobran 4;
Jcudntos huevos lleva?

3.2 Un nino tiene mas de 100 soldados de plomo y
menos de 400; si los forma en filas de 13, le sobran 9; y si

en filas de 17, le quedan 14; (cudntos soldados tiene?
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PROBLEMAS DE 1.* GRADO.

I. Un hombre deja dispuesto en su testamento que se
repartan 1260 pesetas entre su mujer y su hijo, dando 4 la
primera tantas monedas de 25 pesetas como al segundo
de 93 jcuanto corresponde a cada uno?

II. Entre dos amigos reunen 56 pesetas; el dinero del

uno es los 5 del otro jcudnto tiene cada uno?

III, Dos amigos desean comprar una bicicleta; el uno
2 2

solo tiene los T de su importe; el otro los 57 ¥ reu-

niendo el dinero de ambos, les sobran 100 pesetas jcudn-
to cuesta?

IV. Cuil es el nimero que dividido por 15 y multi-
plicado el cociente por 4 produce 84?

V. Un padre deja 2240 pesetas, 4 repartir entre sus
tres hijos, de modo que al segundo le correspondan 120
mds que al primero; y al tercero 250 menos que al segun-
do ¢cudnto corresponde a cada uno?

VI. Para pasar unos dias fuera de su casa lleva un via-
jero 378 pesetas y regresa con la quinta parte de lo que ha
gastado jcudnto importa el gasto?

VII. Un agente de policia persigue & un ladrén esca-
pado hace 7 dias y que anda 35 Km. por dia, mientras el
agente recorre 84 ;cudntos dias tardard en alcanzarle?

VIII. Un galgo persigue 4 una liebre que le lleva 50
saltos de ventaja; el galgo da b saltos mientras la liebre
da 6, pero 7 saltos del galgo equivalen 4 9 de la liebre
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scudntos saltos dard la liebre hasta que la alcarce el
galgo? '

IX. Un tonel de vino tiene tres llaves; la 1.2 le vacia en
2 horas; la 2.4 en 3, yla 3.% en 6 soudnto tardardn en
vaciarle las tres d la vez?

X. Unempleado gasta 2000 pesetas al afio. Si tuviera
doble sueldo ahorraria el doble de lo que ahora le falta
para cubrir todas sus atenciones. (Qué sueldo tiene?

XI Tres amigos se reparten un premio de loterfa; al
1 ¢ le tocan 500 pesetas, mds la mitad del resto; al 2.°
1000 mis la tercera parte del resto y al 3 © le correspon-
den 1500 pesetas ¢cuanto importa el premio?

XIl. Un padre dispone en su testamento que su for-
tuna se reparta entre sus hijos 'del siguiente modo: al ma-
yor 1000 pesetas, mds la décima parte del resto; al 2.2
2000 pesetas, mds la décima parte del resto; al 3.° 3010
pesetas, mas la décima parte del resto, y asi sucesivamen-
te. Hechas las partes resulta la misma cantidad para todos
los hijos. ¢Cudnto importa la herencia'y cudntos son los
hijos?

XII. Unnifio quiere formar en cuadro sus soldados
y le resultan !3 sobrantes; afiade uno en cada lado y le
faltan 12 ;cudntos soldados tiene?

XIV, Un comerciante aumenta cada afio su capital en
un tercio; al fin del ato separa mil pesetas para sus gas-
tos, y al terminar el tercer ano, después de separar las mil
pesetas de costumbre, ha duplicado el capital jcudl era
éste?

XV. Un padre reparte unos caramelos entre sus hijos
de la siguiente manera: al mayor la mitad de los carame-
los menos 4; al 2.° la mitad del resto menos 4; al 3.° la
mitad del resto menos 4, y al ditimo los 12 restantes .
Jeudntos caramelos habia?
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XVI. Una aldeana lleva una cesta de huevos, que se
propone vender a 6 céntimos cada uno; pero se la rompen
5 en el camino y, echando la cuenta, resulta que tiene que
venderlos 4 7 céntimos para sacac el dinero que se pro-
puso jcudntos huevos llevaba?

XVII, Hallar un nid nero cuyo producto por 5 se di-
ferencie de 75, en tanto cuanto falta 4 dicho nimero para
igualar 4 75.

XVII. Unrelojero quiere rifar un' reloj; si vende los
billetes 4 2 pesetas, pierde 25 pesctas del precio del reloj;
y silos vende 4 3 gana 35; joudntos eran los billetes y
cual el precio del reloj?

XIX. Un comerciante compra una pieza de paiio 4 23
pesetas los 2 metros v lo vende 4 40 pesetas los 3 metros,
ganando de esa suerte 41 pesetas; jcudntos metros tenia
la pieza?

XX. Uacomerciante compra 31 metros de pafio por
520 pesetas; 5 eran de pafio negro; 11™ de pafio encarna-
do, y 15™ de pafo verde. El metro de pafio verde cues-

ta cinco pesetas mis que el encarnado y éste cuatro mds
que el negro. ¢(Cudl es el precio de cada uno?

XXI. Se ha conprado pano 4 12 pesetas metro y tela
& 5, yse han pazado 257 pesetas; si el pados hadiera cos-
tado al precio de la tela, y la tela al precio del paio, hu-
biera costado 350 pesetas (Cudntos metros hay de pano
y cudntos de tela?

XXI: Unamigo dice 4 otro: dame 4 pesetas y tendre-
mos el mismo dinero; y replica el 2.°, ddmelas t4, y ten=
dré el doble de lo que llevas, jCudnto tiene cada uno?

XXIII. Hallar dos nameros tales que el duplo del pri-
mero, mas el triple del segundo sea 51; y que el triplo del
primero mds el doble del scgundo, sea 59.

XXIV. Un fabricante de harinas tieac dos montones
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tales que los

del primero pesan 15 Kg. menos que

del segundo; y los -—%— del primero equivalen

los

2
3

i los g del segundo jcudnto pesa cada uno?

XXV. Hallar dos mimeros cuya suma es 14 y la dife-
rencia de sus cuadrados 56.

XXVI. Para pagar 123 pesetas se han entregado 39
monedas de cinco y de dos pesetas jcuantas se han dado
de cada una?

XXVII. Encontrar dos ntimeros tales que su suma, su
diferencia y su producto sean entre si como los nimeros
3,2y5.

XXVIII, Un empleado gasta la mitad del sueldo en
comer, la cuarta parte en casa y vestir, la duodécima
parte en gastos extraordinarios, ahorra al afio mil pesetas
¢qué sueldo tiene?

XXIX, Una viuda con cuatro hijos tiene que repartir
20000 pesetas que hereda de su marido; segiin el testa-
mento cada hija debe perciblr el doble que cada hijo, y la

viuda una suma igual 4 la de las dos hijas ;cudnto corres-
ponde 4 cada uno?

XXX. Cinco jugadores han perdido 177 pesetas 50
céntimos. La pérdida del 2.° excede en § pesetas al triplo
de la pérdida del 1.%; la del 3 ° es 1gual al doble de la del
2.° menos 2'/, pesetas: el 4.° ha perdido 2!/, pesetas me-
nos queel 1.2 y el 2 2 juntos; y el 5.2 el duplo del 4.2 me-
nos 3'/, pesetas. ;Cudnto ha perdido cada uno?

XXXI. Dos personas juegan al villar 4 peseta la par-
tida; antes de empezar, la 1.% tenfa 42 pesetas y la 2.2 24;
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al cabo de un cierto nimero de partidas, el 1.9 tiene cinco
veces lo que resta al 2.° jCudntas partidaé ha ganado mas
que ¢éste? '

XXXII. Decid 4 cualquiera que piense un nimero,
después que le multiplique por 7, que aflada 3 al producto,
que tome la mitad del resultado y que reste 4 del cocien-
te. Suponed que os dice que el resto es 15 ;Cudl es el
nimero?

XXXIII. Un maestro propone 4 sus discipulos que
adivinen el nimero que ha pensado, y les dice: multipli-
cad este nimero por 5 y restando del producto 24, des-
pués dividiendo el resto por 6 y aitadiendo 13 al cociente,
encontrareis el nimero que he pensado. ;Cudl es ese
nimero?

XXXIV. Dos moviles solen en la misma direccidn; el
2.2 ocho horas después que el 12 y su velocidad es 4 1a
del 1.9 como 4 4 5; 2Cudntas horas tardard el 2.2 en
alcanzar al 1.2

XXXV. Un mévil anda 70 Km. en 5h; ocho horas
después se hace salir, para alcanzarle, otro que anda 50
Km. en 3h. ;En cudnto tiempo le alcanzard?

XXXVI. Una persona coloca dos capitales, uno de
5500 pesetas al 4 por %/,; y '/, afios después otro de
7500 pesetas al 5 por °/,. ;En cudnto tiempo producirdn
el mismo interés los dos capitales?

XXXVII. Teniendo 45 Kg. de plata cuya ley eS
0,900; :Cudnto cobre habrd que afadir para que la ley sea
de 0,750?

XXXVIIL. Una persona quiere comprar una casa y
decide reclamar 4 cada uno de sus deudores una suma
igual para reunir su importe. Pidiendo 4 cada uno 1590
pesetas le faltan adn 4000; y si pidiera 1800 4 cada uno le

36
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sobrarfan 5000; ;Cudntos son los deudores, el precio de la
casa y la suma que debe pedir 4 cada uno?

XXXIX. Una persona tiene dinero en los dos bolsillos
del chaleco; si pone 3 pesetas en el de la izquierda, ten-
Jdré lo mismo que en el de la derecha; mientras que si las
pone en el de la derecha, tendrd doble que en el de la iz-
quierda ¢cuénto tiene en cada uno?

XL. Un prestamista pide 5000 pesetas 4 cierto tanto
por ciento para prestar 12000 4 un tanto mds eleva-
do, y gana en esta operacién 710 pesetas. Otra vez, en
idénticas condiciones toma 7000 para prestar 18000 y
gana 1090. ¢A qué tanto toma y 4 qué tanto presta?

XLI. La corona de Hieron, rey de Siracusa, pesaba
20 libras, Arquimedes hallé que perdia 1/, libras sumer-
gida en el agua, suponiendo que no tenfa mds que oroy
plata, cuyos pesos especificos son 19,64 y 10,5 ;cudnto
oro y cudnta plata entraba en la corona?

XLIL. Preguntado uno qué edad tenfa, respondié: mi
edad y la de mi abuelo suman 84 afios; la de mi padre y
la de miabuelo 115, y la mia y la de mi padre 59. ;Cuil
es la edad de cada uno?

XLIII. Hallar tres nimeros tales que si se restan 5
unidades del 2.9 y se afiaden al 1.°, la razén de la suma &

: ! 4 7
la diferencia, sea _I";_" que si restamos los b al 3.° para
aiiadirlos al 2.°, la razdn de éste d aquél U
iy / quél, sea —g i ¥ que

si los 5 que se restan al 3.° se afiaden al 1.9, su razén 4

1
5

XLIV. Tresamigos almuerzan juntos y al pedir la
cuenta ninguno tiene bastante para pagar por si solo. Al
* le falta la mitad de lo que tiene 13.9; al 2.%1a octava

aquél, sea
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parte de lo que lleva el 1.9, yal 3.9, que tiene 9 pesetas,
la mitad de lo que tiene el 2.° ;Cudnto importa el almuer-~
zo y cuanto dinero tiene cada uno?

XLV. [Un platero tiene tres lingotes de plata de di-
ferente ley, de 0,900; de 0,800, y de 0,720. Haciendo una
aleacién de los dos primeros lingotes la ley es de
0,840; si se hace del 1.2 y 3.° es de 0,780; los tres lingo-
tes pesan 45 Kg. ;Cudnto pesa cada uno?

XLVI, Se buscan tres albaniles para hacer una obra:
los dos primeros podrian hacerla en 10 dias; el 1.° y 3.9
en 12; y el 2.° y el 3.9 en 20. ;Cudnto tardarian en hacerla
cada uno y cudanto los tres juntos?

XLVII. A un platero le entregan tres lingotes de oro,
plata y cobre; el 1.° contiene 5 onzas de oro, 15 de plata
y 30 de cobre; el 2.° 20 onzas de oro, 28 de plata y 48 de
cobre, y el 3,° 12 onzas de oro, 39 de plata y 2& de co-
bre, para que obtenga un lingote que contenga 10 onzas
de oro, 23 de plata y 26 de cobre, (cudnto tendrd que to-
mar de cada lingote?

XLII. Hallar un nimero de cuatro cifras tal: 1.° Que
la suma de sus cifras sea 17; 2.9 que la cifra de los milla=
res exceda en 1 d la suma de las otras tres cifras; 3.° que
la suma de las cifras de las decenas y centenas sea triple
de la de las unidades; y 4.° que restando de este numero
6633 resulte el mismo niimero invertido,

XLIX, Trestrabajadores se encuentran en un derribo
96 duros, y para repartirlos 4 partes iguales el 1.° dd 4
cada uno de los otres dos tanto como cada uno de ellos
se ha encontrado; el 2.” dd al 1.9 y al 3.2 tanto como tie-
nen después de esa distribucidn; y el 3.°, por fin, dd d cada
uno de los otros dos tanto como tienen jcudnto s¢ ens
contré cada uno?
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L. Tres amigos se ponen 4 jugar conviniendo en que
el que pierda pague 4 los otros dos tanto como tenga
cada unoj; juegan tres partidas y pierde cada uno una, y
al final resulta que todos tienen la misma cantidad, 8 pe-
setas ;Con cudnto se puso d jugar cada uno?
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POTENCIAS Y RAICES.

LXXVIII.

Potencias y raices de los monomios.

98. Teniendo en cuenta la significacién de potencia, y
las reglas de multiplicacién de monomios, se infiere que
Para eleyar un monomio d una potencia, se eleva el
coeficiente d dicha potencia, y se multiplican los exponen-
tes de las letras por el de la potencia, La potencia serd
positiva si es de grado par, y tendrd el mismo signo del
monomio, si es de grado impar.

Gt ek b e =aialbt e
(E=2a° b )= §a"b'* .

99. Para elevar una fraccién d una potencia,se elevan
sus dos términos d dicha potencia.

. 3a’ 9a*s* [, 3a'h 27 a®*

| 3
(* 1d )= 6d (‘J‘ ‘4?,):’*“ gia

100. Del mismo modo, del concepto de rafz de una

cantidad y de los dos principios anteriores, se deduce que

Para extraer la raiz de un monomio entero, se extrae

la raizg del coeficiente y se dividen los exponentes de las

letras por el indice del radical. La raiy llevard el doble

signo -= si el indice del radical es par, y el mismo signo
del monomio siel indice es impar,
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Vda'b*=-=2ab% \/3 97 a’b*=3ab*; V=270 = —3a b’

101. La raiz de una fraccién es iguald la raiz de su
numerador partida por la raig de su denominador, -

2 % 2@ 3¢ Y g 3a
95" 35 \ 6Ir’c T 4pc 6ip'e Ao

102. De lo expuesto se infiere que las condiciones ne-
cesarias y suficientes para que un monomio entero sea
potencia perfecta de un grado dado son I * que su coefi-
ciente sea potencia perfecta de dicho grado; 2.2 que los
exponentes de todas sus letras sean multiplos del indice
de la rafz, y 3.2 que ¢l monomio sea positivo, si la raiz es
de grado par.

Para que una fraccién sea potencia perfecta de un
grado dado, bastard que lo sean sus dos términos.

103. Las raices de grado impar de cantidades positivas
6 negativas tienen el signo de esas cantidades. Las rafces
de grado par de cantidades positivas, tienen el doble
signo ==, por la incertidumbre de la cantidad que las
origina, puesto que las potencias de grado par de canti-
dades positivas 6 negativas, son siempre positivas. Por
tltimo, las raices de grado par de cantidades negativas,
no pueden ser positivas ni negativas, pues toda potencia
de grado par es esencialmente positiva.

Por esta razén, estas raices se llaman imaginarias,
para distinguirlas de las demds que se denominan reales,
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LXXIX.

Combinaciones.

* 104. La formacién de las potencias de los polino-

mios se funda en la teoria de las combinaciones.

Si varios objetos se agrupan dos 4 dos, tres 4 tres, etc,
resulta un nimero determinado de agrupaciones. En esta
teoria se trata tan solo de hallar el namero de grupos,
prescindiendo del valor de los objetos

* 105. Coordinaciones, Se llaman coordinaciones,
los diversos grupos que pueden formarse con varios obje-
tos, del mismo niimero de estos; y que se diferencian bien
en algiin objeto, bien en el orden de su colocacion,

L.as coordinaciones se llaman binarias, ternarias, cua-
ternarias, etc, segin que los grupos son de dos, tres,
cuatro, etc., objetos cada uno.

Sean los objetos Ve B e S PO

Para formar las coordinaciones binarias, bastard colo-
car al lado de cada objeto, todos los demds uno 4 uno.

Luego las coordinaciones binarias son:

ab, deyadisiae il
ba, be, bd, be . an
caebsvediiee . oy Ly

S e e e e s Eta e s

Si los objetos son m, cada uno producira m—1 coor-
dinaciones, y los m objetos producirdn m (m—1) coordi=
naciones binarias.

Las coordinaciones ternarias se formardn colocando
al lado de cada coordinacién binaria, todas las letras que
no entran en ella. Es decir, que serdn

abe, abd, abe,.....
ach, acd, ace,.....
adb, ade, ade,,....
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Luego cada cooordinacién binaria producird (m — 2)
coordinaciones ternarias, y las m (m — 1) coordinaciones
binarias producirdn m (m— 1) (m — 2) coordinaciones
ternarias.

Por consiguiente, el ntmero de coordinaciones de m
letras tomadas n 4 n serd el producto de los factores conse-
cutivos.

m(m—1) (m—2)...... hasta m—(n—1)=m—n-+1.
Es decir, que son
m(m—1) (m—2)....... (m—n+1.)

* 106, Permutaciones. Se /laman permutaciones,
las coordinaciones en que entran todos los objetos. y, por
consiguiente, no se diferencian mds que en el orden de
colocacion

Un solo objeto dard 1 permutacién.

Dos objetos a y b, dardn las dos permutaciones a b
y ba,esdecir, 1 X 2, #

Tres objetos se permutardn colocando al lado de cada
uno las permutaciones de los otros dos. Serdn, pues,

abe, achb, bac, bea, cab, cba.

Como los objetos son 3, ¥ al lalo de cada uno se co-
locan las permutaciones de los otros dos, que son 1 X 2;
resultaran 1 X 2 X 3 permutaciones ternarias.

Y, en general, las permutaciones de n objetos, serdn

Lo T B RN A

Esta férmula puede deducirse de la de las permuta-
ciones con solo hacer m=n en aquella, puesto que entran
todos los objetos.

* 107. Combinaci S inaci
: g+ JC clones. OSe llaman combinaciones
6 productos diferentes las coordinaciones que se diferen-
cian en algtin objeto.

De esta definicién se deduce que las coordinaciones
de m objetos, tomados n 4 n, contendrin & cada combi-
nacién de n objetos, tantas veces como permutaciones se
pueden formar con los n objetos de la misma combinacién,
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Luego, para tener las combinaciones de m objetos,
tomados n 4 n bastard dividir el nimero de coordinacio-

nes de m objetos, tomados # d #, por el ntmero de permu-
taciones de n objetos.

Asi la férmula de las combinaciones es

m(m—1) (m—2)..... (m—n—1
159, 3iwn :

Haciendo en esta formula » = 1, 2, 3..... tendremos el
nimero de combinaciones binarias, ternarias, etc., de lol
m objetos.

* 108. Para formar las combinaciones binarias, se

coloca al lado de cada objeto cada uno de los siguientes.
De suerte, que serdn,

ab, ac; ad, e, .
m (m—1)

boy iy B\ i s Su ntmero es sl =1
ed= ey s 2 1x2

P R R R S R

Las combinaciones ternarias se forman colocando al
lado de cada objeto, cada una de las combinaciones bina-
rias de los objetos siguientes:

abe, abd, abe,..... bed, Bee s
acd, ace,..... bde s
qde . i

m (m—1) (m—2)

1 X2%3
Del mismo modo formariamos todas las demads.

109. Las combinaciones de m objetos tomados
n d n, son iguales en nimero d las de m objetos tomados
m—n & m—n.

En efecto, si de m letras se toman n para formar una
combinacién, quedarin m—n, que forman otra combina-
cida. Luego habra taatas de las primeras como de las
segundas.

Su nuimero cs

*

a
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LXXX.

Binomio de Newton.

* 110. La formacién delas potencias de un binomio
estda reducida 4 una série de multiplicaciones sucesivas,
pero se abrevia y facilita de modo extraordinario con la
férmula de Newtén, una de las mds importantes del and-
lisis,

* 111, Sisemultiplican varios binomios

(x 4 a), (x4 b), (x—+¢),

cuyos primeros términos son iguales, y los segundos dis-
tintos, obtendremos los siguientes productos:

(x +a) (x-}—b):x’—[—alx—}—db
b

(v +a) (¥ +0b) (¥ + ) = x’+a [ 2"+ ab | x4~ abe
b —t=ac
=C. ~-be

(x4a)(2-4-b)(x4-)(x4-d)=xi~+-alc*+-abl &*+-a be|x-abed
—+b| —t-acl -abd
—+-¢| —tad] -tacd
~-d| -+be| —-bed
~+-bd
—-cd

que nos acusan 4 su siraple inspeccién esta ley.

Si se multiplican varios binomios, cuyo primer término
es el mismo y los segundos diferentes, el primer término
del producto es el primer término de los binomios, con un
exponente igual al nimero de factores binomios, ¥ este
exponente va disminuyendo en | unidad en cada término,


file://-/~acd
file://-/-bcd
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hasta llegar, al ltimo en que es cero. El coeficiente del
primer término es la unidad; el del 2° la suma dz los
segundos términos de los fm!ores binomios; el del 5.° la
Suina de los productos binarios de estos segurzdos términos;
el del 4,° la suma de los productos ternarios, y asi sucesi-
vamente hasta el ultimo, que es el producto de los segun=
dos términos de los factores.
* 112, Falta ahora demostrar que esta ley es general.

Si suponiendo que es cierta para un producto de m
factores, demostramos que también lo es para m =1, la
generalidad de la ley quedara demostrada.

Supongamos, pues, qne tenemos

(x+-a) (x~4-b) (x4-c). oree (x1)= x™ 4 A x™=1 -

en que se supone que
A=a-—b-¢ -t U
B=ab+t-act+be—tiu; U=abci..u

Multiplicando por otro factor binomio x % el pro=
ducto obtenido, resultard:

(24a) (x4 b, (2 4 €)ovres (¥ + ) (5 5 =

o+l Ala® 4B | a®-t 404 kU
4+ k& —{—Ak‘

En que el exponente de x en el primer término es
m - 1, igual al nimero de factores binomios, y disminuye
en cada término una unidad hasta el altimo en que es
cero, El coeficiente del primer término es la unidad, el
del 2. A -+ k, esto es, la suma de los segundos términos
de los m--1 binomios; el del 32 B 4 Ak y como B es
la suma de los productos binarios de los m segundos
términos de los factores y

Ak=(a4b —]—.c 4o u) Ky

B 4+ A k serd la suma de los productos binarios d¢ los
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m4-1 segundos términos. Del mismo modo continuaria-
mos, observando la conformidad de la ley. hasta llegar
al Gltimo término k U, que evidentemente es ¢l producto
de todos los segundos términos de los factores,

Ahora bien, hemos visto que la ley es cierta para el
caso de 4 factores; luego lo es para ; siéndolo para 5,
lo serd para 6, etc. es decir. que la ley es general.

* 113. Demostrada esta ley, con independencia de los
valores que puedan tener los segundos términos de los
factores, es muy facil deducir la formula del binomio.

Sisuponemos @a=b=c=d=... .=,
resultard
(x4a)m = &™ fa| x"fa® | 4024 L Taan..
—+a ~+a*
~+a +-a*
Eil e
6 sea

m(m—1) ,
——2a
142
que es la férmula del binomio de Newtén
£ 114 . Sus principales propiedades son las siguientes:
1.2 La potencia m de un binomio tiene m 4 1 térmi-
nos, pues en el primero a tiene el exponente cero, y en
el ultimo m. ;

a
2.2 La suma de los exponentes de x y a en cada

términoes m,

3% El exponente de a en cada término es igual al
numero de términos que le anteceden; y ¢l de x al de
terminos que le siguen.

4.% Los coeficientes de los términos equidistantes de
los extremos son iguales, pues el uno serd el nimero de
combinaciones de m objetos, tomados n 4 n; y el otro
expresard el de m objetos, tomados m—n & m—n (109)

5.4 El coeficiente de cada término es el de su inmediato
anterior multiplicado por el exponente de x, y dividido
por el de a mis la unidad, <18

(x_‘_a'm =x.!ll _|__maxlll -'l+ rm—!_'_' .”__[__ alll -
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6.* Estas propiedades nos permiten formar desde
luego un término cualquiera del binomio, sabiendo ei
lugar que ocupa; pues el n -1, por ejemplo, tiene 7 tér-
minos delante, luego su coeficiente serd el nimero de
combinaciones de m objetos tomados z 4 n, el exponente
de a serd n, y el de x, m —n, Este término es, por tanto,

m(m—1)(m— 2).....(m—n-+1)
B s e

a® xm-—n

Esta expresién, llamada término general, permite for-
mar todos los términos del binomio, haciendo en ella
sucesivamente n — 1,2, 3, .... m.

* 115. La propiedad 5.* proporciona el siguiente
medio de obtener inmediatamente la potencia de un bi-
nomio.

Para elevar un binomio d una potencia, se eleva su
primer término d dicha potencia, y se tiene el primer tér-
mino del desarrollo. En los sucesivos, se aumenta 1 al ex-
ponente de a y se disminuye | al de x. Los coeficientes se
JSorman multiplicando el del término inmediato anterior
por el exponente de x en el mismo, y dividiendo por el de
a qumentado en una unidad.

Asi se obtiene inmediatamente;

(x-4-a)’=x"+-Gax’4=15a’x'4-20a' 2’4154 x*4-6a’x+-a°

* 116, Escolios. 1., Como los coeficientes de los
términos equidistantes de los extremos son iguales, basta
calcular la mitad méds uno de los términos.

2.° Cuando los des términos del binomio son positi-
vos, también lo son todos los del desarrollo.

Si uno es negativo y otro positivo, serdn negativos
solamente los términos del desarrollo que tengan potencias
irapares del término negativo.

Si los dos son negativos, todos los términos del de-
sarrollo seran positivos si la potencia es par, y todos nega-
tivos si la potencia es impar.

39 Haciendo en (¥ 4=a)", x =a =1, se obtiene el
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desarrollo de 2m, que es precisamente Ja suma de los

coeficientes de (x - a)™. 3

4.9 Haciendo x=a=1 en la expresién (¥ — a)™ se
patentiza que la suma de los coeficientes de lugar par, es
igual @ la suma de los coeficientes de lugar impar ¢n el

desarrollo del binomio,

LXXXI.

Potencias de los polinomios,

* 117. La férmula del binomio de Newtén no solo
nos facilita el desarrollo de las patencias de un binomio,
seglin hemos visto, sino que nos da el medio de hallar el
de las potencias de los polinomios,

Para esto basta considerar el polinomio como un bi-
nomio, cuya primera parte sea su primer término, y la
segunda el conjunto de los demds. Se eleva este binomio
i esa potencia, lo que nos conducird 4 hallar las potencias
de un polinomio que tiene un término menas que el pro-
puesto. Se vuelve & considerar este como un binomio, y
se obtiene otro polinomio con otro término menos, y asi
sucesivamente, hasta que solo tengamos que 'desarrollar
potencias de binomios,

* 118, Aplicando esta regla al cuadrado de un po-
linomio

(a+b+4¢), seticne
(at+bie) = a3+24(b+c)-i_(b+c)a=
@ +2ab+2act b+ 2bctct=at bty
2ab+2ac+be.
Que nos manifiesta que el cuadrado de un polinomio

es igual d la suma de los cuadrados de sus términos, mds
el duplo de la suma de sus productos binarios.
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119, Siendo la potencia de un polinomio un pro-
ducto de factores iguales 4 dicho polinomio, resultard
(26, 4.%) que el término de mayor exponente de la letra
ordenatriz en el desarrollo de la potencia m de un poli-
nomio, es sin reduccion la potencia m del primer térmi-
no del polinomio.

*

LXXXII.
Raices de los polinomios.

* 120. Representemos el polinomio, cuya raiz quere=-

mos extraer por A -+ B - C ., ...; y su raiz del grado
m por a+b -+ ¢ 4. ... ordenados ambos con relacién
d las potencias de una misma letra. Tendremos,

A4+B4CHui=(@a+btctu )=
a™ 4-m a® 1 (b4c duriin) F o

y por consiguiente (11g),
A=a"; dedonde a =\ A

Luego tendremos el primer término de la raiz, extra=
yendo la raiz del grado m del primer término del polino=
mio propuesto, Si restamos ahora a™ de los dos miem-
bros de laigualdad primera, resulta

B4 CHuee=ma™ (b 4=c—...0) Fennes

y como el primer término del segunde miembro es

B

m a™-'h; B=m a™- b; de donde b = ————,
m agn—1

Luego el segundo término de la raiz es el cociente de
dividir el segundo término del polinomio por m wveces la
potencia m — 1 del primer térmipo de la raiz.
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Considerando (a 4-b .. o) como u.nlbinam‘io cuyo
primer término es a + b, la igualdad primitiva serd,
A4B4CHn=(a+ ) + m(a Fo)t(etd o)t

y restando de ambos miembros (a + &)™, llamando 4 la
diferencia del primer miembro, ya ordenado tambicn,

A B 1 C s
A B4 CH v=m@a+ o)t (e +d+ens) + v,
Y, por tanto,
Ai‘

Al=mam=tey 0 c=

que nos dice que el tercer término de la raiz es el cociente
de dividir el primer término del resto por m veces la
potencia m — 1 del primer término de la raiz.

Asi continuaremos, empleando el mismo razonamien-
to, hasta determinar el tiltimo término de la raiz.

Luego para extraer la raiz del grado m de un polino-
mio, Se ordena, y se extrae la raiy del grado m de su
primer término, con lo que se tendrd el primer término
de la raiz; se divide el segundo término por m yeces la
potencia m—.1 del primer término de la raiz, y tendremos
el segundo término de la raiz. Y se continta restando del
polinomio la potencia m de la rat; hallada, y dividiendo
el primer término del resto por m veces la potencia m — |
del primer término de la raiz.

* 121. De aqui se deduce que para que un polinomio
sea potencia perfecta del grado m, es preciso: 1.° que su
primero y ultimo términos sean potencias perfectas de
dicho grado; 2.% que el segundo término sea divisible por
m veces la potencia m -~ | del primer término de la raiz;
y 3.° queel primer término de cada resto sea divisible
por dicho divisor.

* 122, Aplicando la regla anterior al caso particular de
ser m = 2, nos dice que para hallar la raiy cuadrada de
un polinomio se ordena primeramente, y se extrae la
raig cuadrada de su primer término, lo que nos dard el
primer término de la raiz. Los términos siguientes se
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hallan restando del polinomio dado el cuadrado de la raiz
hallada, y dividiendo el primer término del resto por el
duplo del primer término de la raiz.

* 123, De lo expuesto se deducen facilmente las con-
diciones necesarias para que un polinomio sea cuadrado
perfecto.

Conviene observar ademds: 1.° que ningiin binomio
puede ser cuadrado perfecto, pues el cuadrado de un mo-
nomio es otro monomio, y el cuadrado de un binomio es
un trinomio irreducible.

2. Para que un trinomio sea cuadrado perfecto, es
preciso que dos de sus términos lo sean, y el otro sea el
duplo del producto de las raices cuadradas de aquellos,

LXXXIII.

* 124, Scllama cantidad radical, 6 simplemente ra-
dical la raiz indicada de cualyuier cantidad.

Como las cantidades radicales pueden ser reales ¢
imaginarias, nos ocuparemos ahora tan solo de las prime-
ras, y mas tarde lo haremos de las segundas.

* 125, La raig de un producto es igual al producto
de las raices del mismo grado de todos los factores.

Digoque Vabe=V a XV &6 XV ¢

En efecto,

luego

¢s la raiz m del producto a b c.
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* 126, La raigdeun cociente es el cociente de las
raices del mismo grado del dividendo y divisor.

A1 mj ..........
s m a \V oa
Digo que, \f = """;'{.;. b

e ( v’ a )'“ s,

En efecto, ( Ty

]
a a
luego V - es la raiz del grado mde -
* 127, La raiyde una potencia de una cantidad es
igual d la misma potencia de la raiz de igual indice de
esa cantidad,

Dlgo qua n;.!all L (Tfm&“)“
En efecto,

m

£
(\f a) = \ a X \/ a X p a X ..._.\f’faacz....._. Var

* 128, La raig de una raiz de una cantidad es otra
raiz de la misma cantidad, que tiene por indice el produc-
to de los dos indices.

e

: m a7
Digo que V Va ="\ga

m 'ﬂ

En efecto, llamando « 4 \g \’) a I, serd

m ,, 3
i i mnn
\ A i \x" a; ginn — a Yy = \/ d

T (i s

G sea \}f Va — m'\'_x"";

que es lo que queriamos demostrar,
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129. El valor de una cantidad radical no varia, s
se multiplican o dividen por la misma cantidad el indice
del radical y el exponente de la cantidad sub-radical.

*

m

En efecto, evidentemente (\/ d =,

m o ..\mn
luego (\/ a) o=
y extrayendo la raiz del grado m n,

mn

Va = ya°

Este teorema permite simplificar radicales, y reducir
radicales d@ un indice comun.
* 13o. Para simplificar una cantidad radical, se
dividen el indice y el exponente de la cantidad sub radi-
cal por su mdximo comin divisor.

6
Asi, \/a’b“c‘*=\/ab=c*

* 131, Para reducir radicales d un indice comiin, se
simplifican, se halla el m.e. m. de los indices, y se multi-
plican el indice y el exponente de la cantidad sub-radical
por los factores que faltan d su indice respectivo para
componer dicho m. e¢. m.

Si los radicales son
Vb, (a6 y ya' b

simplificados se reducen &

3 B iz
Vab s Jah y Va'b

el m. c. m. de los indices es 6; luego resultard

G 6

b
\/ a:!b'J, \f' ﬂ&hbﬂ" }— \f( as bﬂ
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LXXXIV.

Cdleulo de radicales reales.

* 132, Se llaman radicales semejantes, los que tie-
nen el mismo indice y la misma cantidad sub-radical,
como

76’Ty9$/7-

133. Adicién y sustraccion. Se efectian por las mis-
mas reglas dadas para las expresiones enteras; si resultan
radicales semejantes se reducen,

134. Multiplicacion  Si los radicaies tienen el mismo
indice, se escribird debajo del indice comun (125) el pro-
ducto de las cantidades sub radicales.

3505 x2V6a'b X Viac =6V 120a b e

Si los radicales tienen diferente indice, se reducen d
un indice comiin, y queda el caso reducido al anterior,

135. Dipision. Si los radicales tienen el mismo in-
dice, se escribe debajo del indice comin (126) el cociente
de las cantidades sub radicales.

gt Ll ol
ey N ver TV T

Si tienen diferente indice, reducidos 4 un indice co-
miun, estaremos en el caso anterior.

136. Elevacién d potencias. Para elevar una canti-
dad radical 4 una potencia. se eleva 4 dicha potencia la
cantidad sub-radical.

Pues

S EL A e i e gy e
(\’ a ) =VaXVvVaXya X.=Vaaa, =Y as
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Cuando el indice del radical es dipisible por el expo-
nente de la potencia, es preferible efectuar esa division

S Y Sl S e
Asi (\/ a ) =\/u® =}/ a ,conforme el enunciado.

137. Extraccién de raices. Para extraer una raiz de
un radical, se multiplican los dos indices, y se deja la
misma cantidad sub-radical.

Cuando el exponente de la cantidad sub-radical sea
multiplo del indice de la raiz, es preferible efectuar esta
division.

Asi V VvV a — v a® ) =/ a* , conforme al enun-

ciedo.

m fg

Escolio. La igualdad "}/ ¢ = \/ V 4, indica que

se puede extraer la raiz de una cantidad, cuyo grado sea uu
numero compuesto, extrayendo sucesivamente las raices
del grado indicado por los factores de dicho indice.

LXXXV.

Exponentes [raccionarios.

138. Hemos indicado que para extraer la raiz de un
radical, cuando el exponente de la cantidad sub-radical
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sea miltiplo del indice de la rafz, basta dividir el expo-

nente por el indice. y ;
Ahora bien, si el exponente no es divisible por el in-

dice, la aplicacién de esta regla nos conduce 4 la igualdad

m n

va" =a ™ | que introduce en el cdlculo las cantidades

con exponentes fraccionarios, asi como la divisién nos
hizo considerar los exponentes negativos.

Dicho se estd que, conforme indicamos entonces, en
el concepto de potencia no cabe admitir los exponentes
fraccionarios, como no tenian significacién los exponentes
negativos. Admitiremos, pues, aquellos, lo mismo que
admitimos estos, como simbolos de las expresiones que
representan, por lo mucho que facilitan y simplifican el
calculo.

Admitidas en el cdlculo, en virtud de lo expuesto, las
cantidades con exponentes fraccionarios, precisa ver 4
que reglas deben someterse.

Desde luego estableceremos que estas cantidades se
calculan por las mismas reglas que las que tienen expo-
nentes enteros.

* 139. Adicion y sustraccion. Como las reglas
dadas para estas operaciones no afectan 4 los exponentes,
dicho se esta que les son aplicables.

* 140. Multiplicacién. Digo que
S, ST R S
a " Xa1 =g naq,
En efecto,

B B s L

ahXal =yam X\ =
VSRt ga s e bl i ma4pn  m o p
Vaml ‘f{aP“:_ E/a mgfpn — 4 "W =a © + q

*

141, Dipision. Digo que

En efecto,



<900 5

fiii b B LA B
ar g% =yam :yar =

T one B R L Mg —-pn ra P
\/"ﬁ"‘q D Varm = \;‘am q—pn _— g Wt Ly

—a ™ T q
* 142. Eleyacién d potencias. Voy 4 demostrar que

Biine) el SR
[ xe

. =="d.n
En efecto,

(3= (G = \/C=T -

& IJl'll

\/ el q:; B
* 143, Extraccion de raices. Digo que
e 5
Vdn —au ‘P
En efecto,
pl . m P = o

B i it
v e \/ VA mi T g B i B

LXXXVI,

Cdleulo de las cantidades imaginarias de segundo
grado,

* 144. Hemos dicho que (102) se llaman cantidades

imaginarias las raices de grado par de cantidades nega-
tivas.



— 300 —

Entre las cantidades imaginarias Jas mds importantes
son las de segundo grado, es decir, las raices cuadradas
de cantidades negativas, y, por tanto, de las reglas para
calcular estas es de lo que nos vamos & ocupar.

* 145. Toda cantidad imaginaria de segundo grado,
es igual d la raiy cuadrada del yalor absoluto de la can-
tidad sub-radical, multiplicada por la raiy cuadrada de
— 1.

En efecto, toda imaginaria de segundo grado puede
expresarse por

i L e P e

conforme al enunciado.
* 146, Sellama monomio imaginario el producto de

cualquier cantidad real por y/— 1. Su forma serd, por

consiguiente, ay/— 1.

Adicién y sustraccion. Las sumas y diferencias de
monomios imaginarios son también monomios imagina-
rios.

B Ay L BT e T
¥ ay =1 —by =1 =(@—byv—1.
Multiplicacion y divisién. Los productos y cocientes

de monomios imaginarios son cantidades reales,
Pues,

ay =1 Xby/—1 =ab(y —1)*=abX —|=—ab;

by —1 =a:b.

Elevacion d potencias. Como las potencias de los mo-
omios 1maginarios son el producto de las potencias de

una cantidad real por las potencias de \/—1, la naturale-
za de estas determinard la de aquellas,

Examinemos, pues, las potencias de \/— 1.
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(V=1)* == =1 3¢ —1 s =1,

=

Como para formar las potencias 5.2, 6.2, etc., hay ne-
cesidad de multiplicar la potencia cuarta por cada una de
las anteriores, es claro, que se reproducen estos cuatro
valores indefinidamente.

Lo que se expresa del siguiente modo:

V=D =l (VS = T

k)

Wiy I e )t 0L R b

lo que nos dice que las potencias de grado par de los mo-
nomios imaginarios son cantidades reales; y las de grado
impar, imaginarias.

Extraccion de raices. Las raices de los monomios ima-«
ginarios son siempre imaginarias, pues

y como *y/ — 1 es siempre una cantidad imaginaria, que-
da demostrado el principio,

* 147. Toda expresion delaformaa 4564/ — 1, re-
cibe el nombre de binomio imaginario. La suma de una
cantidad real con una imaginaria es una cantidad imagi-
naria, pues si fuera una cantidad real, tal como ¢, de

a-4-by —1 —¢, sededucitia by —1=c—a,

lo que es absurdo.

La expresion \/a’+b‘ se llama mddulo de la imagina=~
ria @ 4= b\ — 1. Se llaman imaginarias conjugadas, las
que solo difieren en el signo de / — 1. Asila conjugada de
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Dos imaginarias conjugadas tienen el mismo mdédulo.
* 148, La adicidn, sustraccion, multiplicacion y di-
pision de binomios imaginarios es, en general, otro bino-
mio imaginario, pero tambiéa puede ser un monomio ima-
ginario o una cantidad real,
En efecto,

Si @ 1-¢==0, la suma se convierte en moncmio ima-
ginario; y si & -+ d = 0, resulta una cantidad real.

2,0 (a—l—b\/:m].)—(c—|—d\/':"i")__—-:(a_c)_l_(b_d)\;_-1

Si a —c¢=0, resulta un monomio imaginario; si
b — d = 0, una cantidad real.

3.9 (a4-by=1) (c+dy=1)=ac+bcy—1 +

que puede convertirse del mismo modo en monomio ima-
ginario 6 en una cantidad real.

o A1l ile ) (e—dy/=T)

edy—1 — (cdy=1) (c—dy—1)
ac+bd bc—ad o
c’—i—d‘ E P vV—1

en que sucede lo propio que en las expresiones anteriores.
* 149. Paraque un binomio imaginario sea cero, es
necesario y suficiente que lo sea su modulo. ,
Pues de

at+b/—1 =0, resulta a’= —p* ¢ a*-+4 b= (),

de donde \/a"':j:'b"' = 0; la reciproca es cierta,
2 ;
150. El mddulo del producto de dos imaginarias es
el producto de sus moédulos.

Pues ¢l médulo del producto de las imaginaric
(148, 3.°) antes citadas es e LB e



w303 —~
\/(ac——bd) bc+ad)“=\/(aﬂ+b)c+d‘)ﬂ.
6 X Ve db

conforme al enunciado,

* 151. E! mdédulo del cociente de dos imaginarias
es el cociente de dividir los mddulos del dividendo y
divisor.

Se deduce inmediatamente de la definicidén del cociente
y del principio anterior,

* 152, La condicion necesaria y suficiente para que
un producto de binomios imaginarios sea cero, es que lo
sea uno de los factores.

En efecto, si un factor imaginario es cero, su moédulo
lo serd (149); y siendo cero este médulo, serd cero el pro-
ducto de los médulos de los factores dados. Y como este
es el médulo del producto, resulta que el producto pro-
puesto es cero; y no lo serd en caso contrario,

LXXXVII.

Ecuaciones de sequndo grado con una incognita.

* 153. La ecuacién de segundo grado. después de
preparada, solo puede tener tres términos: uno con la se-
gunda potencia de la incégnita, otro con la primera y un
término conocido.

Su forma general serd

ax*+bx+c=0.
Sin embargo, puede faltar el segundo 6 el tercer ter-
mino, y en este caso su forma es
ax*+c=0; ax*4+bx=0
La primera se llama ccuacion completa; las ultimas se
denominan incompletas.
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* 154, La resolucién de las ecuaciones incompletas
de segundo grado no puede ser mds sencilla.
1. Sea la ecuacién

a x4 ¢c=0; quedd a Xl= —c;
de donde

c s c
ey [k ottt . 0 Fool — "'t — i
X = i ultimo, \/ e

2. Sea ahora la ecuacidn
a x*4 bx=0; que se puede escribir x (2 x 4 b) =0
y para que este producto sea cero, es preciso que

x =0, 6 ax+b=0, de donde ¥ = — i :
Escolio, Se omite el doble signo zi= delante de x,

pues los cuatro valores, 4 que da lugar en ese caso el
valor de la incégnita, son iguales dos 4 dos; de suerte que
esta no tiene mas que dos valores distintos.

* 155. Pasemos 4 resolver la ecuacion completa

ax®+4bx+4c=0;

dividiendo por a los dos miembros, resulta

b ¢
x:’ et R + ........ = 0
a
y haciendo
b c
m
tendremos
. X'd-mx 4 n =0
6 bien,
X mx = —n

Observemos ahora que el primer miembro contiene
los dos primeros términos del trinomio
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|

de forma que anadiendo 4 los dos miembros de la ecuacién
2

m . ‘ m \*
o e el primero se convierte en (x -+ g ) , qUE NOs per=

mitird, extrayendo la raiz cuadrada, convertir la ecuacién
propuesta en otra de primer grado
Tenemos, pues,

m\* m?
( m_i...._g_.,) —_— _; —
de donde
i o
i b R e
X —= 5 S 4 n
y, por fin,

Luego la incégnita, en toda ecuacion de segundo grado,
de la forma x* +—~mx —-n = 0; es igual d la mitad del
coeficiente del segundo término con el signo cambiado,
mds 6 menos la rai7 cuadrada del cuadrado de dicha mi-
tad, menos el tercer término,

* 156. Sien la férmula obtenida como valor de la

incognita hacemos m — b Lt
ncogn -2y =
resultard
e L e b e d g
e 9g I 9a

que nos dice que la incdgnita en toda ecuacion de la forma
ax-bx--c=0,

es igual al coeficiente del segundo término mudado el
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signo, mds 6 menos la raiz cuadrada del cuadrado de
dicho coeficiente, menos el cuddruplo producto de los coe-
ficientes extremos, partido todo por el duplo del primer
coeficiente,

LXXXVIII.

Problemas de segundo grado con una incégnita.

* 157. Todo cuanto dijimos (63) al ocuparnos de los
problemas de primer grado es aplicable al caso actual,
por lo que trataremos ahora dnicamente de su resolucién
inmediata.

Problema. 1.° Hallar un mimero tal, que el producto
de los que resulten agregdndole respectivamente 3 y 4
sea igual d la diferencia entre 32 y dicho niimero.

Planteo. La ecuacion serd

(*+3) (x+4) =32 — x.

Resolucion,
X+3x+42r+4+12=32—x; x'4+8x— 20=0;
x=—4:1/86
e o B gt 2 e 1D,

2.° Hallar dos niimeros cuya suma sea s, y su pro-
ducto p.
Sean s la suma, y p el producto dados.
Planteo. Si uno de los numeros le representamos por
%, el otro serd s—x; luego la ecuacién serda x (s—x)=p.

Resolucion. sx —x*=p; 6 bien, x'—sx—+ p—0,

de donde
% e



e

LXXXIX,

Propiedades de las ratces de la ecuacion general
de segundo grado con una incégnita.

* 158. Ya hemos visto que el valor de la incégnita en
la ecuacion general de segundo grado viene expresado por
una raiz cuadrada, lo cual origina para aquella dos valores
iguales y de signo contrario. Estos dos valores de la in-
cognita se llaman raices de la ecuacion. Luego toda ecua-
cidn de segundo grado con una incégnita tiene dos ratces.

También demuestra esta misma propiedad el siguiente

principio.
* 159, Sila ecuacion general

x*F+mx4+n=10

tiene una raiz a, tendrd también otra raiy — a — m,
En efecto, siendo a raiz de esta ecuacién, tendremos

a*t+ma4n=0; dedonde, n=—a'— ma;

y, sustituyendo este valor de n en la ecuacién propuesta,
resultara

x4+ mx —a*—ma=0,
0 sea
(¢ —a*) + m (¥ — a)=0;
y sacando (x — a) factor comtn,
(x —a)(x+a-+m=0
ecuacién que solo puede ser satisfecha por ¥ = a, 6 por
Xx=—a—m

Es decir, que si a es raiz de la ecuaci6n, también lo es
—_—a - M,
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* 160, Entoda ecuacidnde la forma
¥ 4-mx 4 n =0,

la suma de las raices es igual al coeficiente del segundo
término, cambiado de signo, y su producto es igual al
tercer término.

Hemos demostrado que las raices de esta ecuacién son
a, y — a— m; estas dos raices sumadas nos dén

a4 —a —m =—m;

y multiplicindolas — a*® — m a que es el valor de n.
También podra demostrarse este principio sumando y
multiplicando los dos valores de & sacados de la ecuacidn
propuesta, .
* 16t. Zoda ecuacion de la forma

et max+on,

es el producto de dos binomios, cuyo primer término es x
y el segundo cada una de las raices de la ecuacién con
signo contrario,

Pues hemos visto que

x*+mx—+n=:(r —a)(x 4+ a+ m)
y como las raices son @ y — a — m, queda demostrado el
teorema.

También se confirma esto mismo haciendo el producto
de los dos binomios que resultan de restar de x sus valores
deducidos de la ecuaciéon.

FEscolio. En virtud de estos principios, la ecuacién cu-
yas raices son dos cantidades dadas &’ y x”, es

(x —x) (x —&") = 0.

Todo trinomio de segundo grado puede considerarse
como el producto de dos binomios de primero, para lo eual
basta igualar el trinomio 4 cero, deducir las raices de la
ecuacion que resulte, y estas raices serdn los valores de
x' y «, en los binomios (x — &') (x — &
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Discusion de la ecuacién general de segundo grado
con una incdégnita.

e —

* 162, Las raices de ana ecuacién de segundo grado
hemos visto vienen expresadas siempre por medio de un
signo radical, de forma que podrdn ser positivas 6 nega-
tivas, enteras 6 fraccionarias, reales 6 imaginarias. El estu-
dio de estas diversas formas serd, pues, el objeto de la
discusién de que nos vamos 4 ocupar,

Sea primeramente la ecuacién

x+-mx—4+n=0
cuyas raices son

s
e o ey U e

S

Distinguiremos tres casos: 7<_0, n=0, n> 0.

m
yor que «g- , luego las dos raices son reales y de signo

contrario.
0 caso, Sin=0; las raices son 0 y — m.
En efecto, la ecuacion x*+4-m g =0, tiene por raices
x=0; x=—m
3.9 caso. Sin = 0 conviene distinguir tres casos:

3 m:

n < _rz; T ?::; n > 4 3

10

40



menor que - luego las dos raices son reales, desigualeg

1 ’
y deigual signo.
m? s A
2.9 p— . resulta x = — =" es decir, que las

4’ 2
raices son reales ¢ iguales,

S SN = -’i----, \/n: — n es imaginario, luego las

1dos raices son iraaginarias conjugadas.
Si queremos buscar la interpretacién de estas raices en
a ecuacion dada, hagamos

m* s m’
S e p=—g’; dedonde n= - 4
4: 9 ? 4: +g (]
cuyo valor, sustituido en la ecuacién propuesta, la con-
vierte en
m?* , ¥ m\*?
- mx se g = U G see (s 5 + g'=0.
El primer miembro es la suma de dos cuadrados, y
evidentemente no hay valor alguno real, positivo ni nega-
tivo, que sea capaz de reducir 4 cero esa suma; luego la
ecuacién no puede tener raices reales y ambas deben ser
imaginarias.
* 163, Discutamos ahora la ecuacién

ax*+4bx—+c=0,

cuyas raices son

—byb~dac

o — 4
2a

Distinguiremos tres casos: que &'— 4ac sea mayor,
igual 6 menor que cero.
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Si. b= 4 ac> 0, las dos raices son reales y desiguales,
Si b= 4 a ¢ = (. son reales ¢ iguales.
Si " —4 ac <0, las dos raices son imaginarias.

* 164, Como ejemplo de discusiéu de un problema de

2.° grado, el siguiente es el mds usual,
Hallar en la linea recta que une dos luces A y B, un
punto igualmente iluminado por ellas.

M A M B M
1 1 1 1 1

Representemos por d la distancia A B; Mpor x la dis-
tanciade A al punto buscado M; y, por tanto, la distancia
B M vendra representada por d — .

Llamando a y b 4 las cantidades de luz que arrojan A
y B 4 la unidad de distancia, y teniendo en cuenta que se
demuestra en [isica que la intensidad de la lug es inversa-
mente proporcional d los cuadrados de las distancias; ha-
llarsmos la cantidad de luz que M recibe de A por la pro-
porcién

a iyt ide donde y=%—;
y la que recibe de B, por la proporcién
b:y::(d— x)*:1; dedonde y='(d—-—bx)"_

y, con arreglo al enunciado del problema,

@t b
&2 (A= &)
ecuacién que podria resolverse por el método ordinario;

pero que se reduce & una de primer grado por la extrac-
cién de la raiz cuadrada de los dos miembros! y nos da

Varg p \/ o
\
— d ¢ donde x v’ = \/ b

En la discusién de esta férmula, disting:riremos tres casos:
A b am=b oy a<b
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Primer caso. Sia > b; el primer valor de x serd me-

fisicas del problema que exigen que el punto estd mas cerca
de B que es la mas débil.

La segunda raiz es mayor que dy nos dd otro punto
M’ 4 la derecha de B; luego el problema tiene dos soluciones

X d
Segundo caso. Si a = b; el primer valor de x = 9
conforme con el enunciado, pues el punto debe estar en
esie caso 4 igual distancia de las dos luces.
El segundo valor de x se presenta bajo la forma oo}
luego el problema solo tiene una solucién.

Si al mismo tiempo que a = b; fuera d = 0 el primer
valor de x se reduciria 4 cero; y el segundo 4 - 3, ¥, como

no hay factor comtin alguno 4 los dos términos del quebra-
do, esta indeterminacién de la incégnita. debe acusarla la
ecuacion; y en efecto, en este caso, la ecuacién se reduce 4
a
xﬁ
nes; conforme con las condiciciones fisicas del enunciado;
pues en cualquier posicidén que ocupe el punto estara igual-
mente iluminado por las dos luces,
Tercer caso. Si a < b; el primer valor de x es menor

= ..fi.,; luego el problema tiene un sin fin de solucio-
x

que d, y menor que 5% conforme debe suceder, pues evi-

dentemente debe estar mds cerca de A que es la luz mas
debil. El segundo valor de x es negativo ¢ indica que el
punto estara en M", dla izquierda de A,

Y, en efecto, llamando x 4 la distancia A M”; la distan-
cia B M" serd x 4+ d; y la ecuacién se convierte en

resultado 4 que se llega igualmente cambiando en la pri=
mera ecuacion x por — x.
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XCI.

Resolucién de dos ecuaciones de segundo grado
con varias ineégnitas.

* 165, Toda ecuacién completa de 2.° grado con dos
incégnitas, debe contener los términos de segundo grado de
ambas incdgnitas, los de primer grado y un término cono-
cido. Su forma general serd, por tanto,

ax’+bryteytdxtey+f=0.

* 166. Si nosotros tratiramos de resolver un sistema
de dos ecuaciones completas de segundo grado con dos in-
cognitas, tendriamos, de modo andlogo 4 lo dicho para las
ecuaciones de primer grado, que eliminar una de las'dos in-
cOgnitas, para venir 4 parar 4 una ecuacién con una sola
incognita. Esto nos conduciria, en general, 4 una ecuacion
de cuarto grado; que no podemos resolver con los conoci-
mientos adquiridos; de ahi que tratemos tan solo de resol-
ver el problema en algunos casos particulares en que la
cuestion queda reducida, en ultimo_término, 4 hallar
las raices de una ecuacién de segundo grado con una
incégnita.

1.° Supongamos que las ecuaciones dadas tienen la
forma

X y—- m} 0

xﬂ'_yﬂ____‘_n

sumando y restando estas dos ecuaciones, hallaremos:

m-+n A m—n
oy L e

2% Sean la ecuaciones

X-=y=m
Xy =n ; ()
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Despejando « en la primera, tendremos; x = m — y3
y sustituyendo su valor en la segunda, resulta

yr—my ~+n=0;
de donde
m-t=y m* —4n
I D)

¥, por tanto,
mI Vmi—dn
2

3.9 BSea el sistema
e S
s )
y=n

sumando y restando lu primera ecuacién con el duplo de
la segunda, tendremos:

(x+y)y=m+42n; (x —y) =m—2n
6 sea
x+y=tVm+2n; y x—y=tVm—2n
de donde

1 1 AN
x=__|—~—2 ‘/m_i_g;; '_._.':T\rfm._gn
2 R ol S U I
V== 5 Vm—+2n —|——2‘-\/m—2n

4.° Seca un sistema de la forma:

Rl g 0
x?_}_-},!:n 4

elevando la primera al cuadrado, y teniendo en cuenta la
segunda, resulta

1
I}’-:T(m—u_
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que con la segunda ecuacién dada, forma el sistema (3) ya
resuelto,
5. Sean las ecuaciones

ax-+—by—=m 5
cx'4dy'=n (5)

Eliminando y, resulta
(BPe+da*)x*—2damx—4-b'n—dm' =

ecuacién completa de segundo grado que nos daré las rai-
ces de &, que sustituidas en la primera de las ecuaciones

dadas, (5) nos daran los correspondientes de y.

Ejenmeros.

1.0 Xyt =73 x' — ' = 95,

20 a4y =10; gl =200

30 X4 yidxy=48; x'— 't x—y =36

4.0 x=2y; x'—y'=48,

50 - 208 D8V 8ap i 9xiy e s,
25 x

XCII.

De los mdximos y minimos de funciones
de segundo grado.

* 167. Sellamd miximo de una funcién de una va-
riable x, para un valor a de ésta, todo valor mayor que el
que toma la misma funcion para todos los yalores de X
comprendidos entre a—-h y a — h, siendo h tan pequena

como se guiera. 0 b
Del propio modo, se llama minimo de esa funcidn, para
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el valor a de x, todo walor menor que el que toma la
misma funcién, para todos los valores de x comprendidos
entre a-+=h y a—h, siendo h tan pequena como se quiera.

La teoria general de los mdximos y minimos es del do-
minio del cilculo infinitesimal, aqui, pues, solo nos ocupa-
remos de los relativos 4 funciones de segundo grado.

* 168, Sealafuncion
y—=ax*+5b (1)

en que a y b son cantidades constantes y x variable.
Resolviendo esta ecuacién con relacién 4 x, tendremos

Si suponemos 1.° @ y & positivos, el valor minimo que
puedz tomar y para que x sea una cantidad real es y =b;
al que corresponde x = (; y efectivamente, en la ecuacion
(1), el valor minimo de y es b; pues para cualquier valor
de x, positivo 6 negativo, diferente de cero, resulta 3 = b.

2.9 Supongamos ahora 6> 0 y a <0 La férmula (2)
nos indica que, para que x sea real, es preciso que y no sea
mayor que b. Asi, pues, b es el valor maximo de y, al que
corresponde x = 0. Y en efecto, la ecuacién (1), que en
este caso se convierte en

y=—ax'+b,
nos indica que para todo valor de x, mayor 6 menor que
cero, resulta siempre y» << b,
3. Suponiendo ahora b <Z 0, y a > 0 la férmula (2)
que se convierte en

v=t\/—(r+0)

nos indica que el valor minimo de y es — &; conforme
con lo expresado por la ecuacién (1) que, en este caso,
afecta la forma  y =ax* 1—b, en que, para cualquier
valor de x, diferente de cero, resulta 92 e by

4.° Pordltimo, si a <0 y b<Z0; laférmula (2)
qne serd ahora
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g o \/_la(y+ .

nos dice que y =— — b serd el valor miximo, corres-
pondiente & x = 0; de acuerdo también con la ecuacién
(1) que se convierte en y = — a x* - b; que para todo

valor de x, diferente de cero, nos dd y << — b
Luego, en general, la funcién y = ax’4-b, en que
a y b pueden tener signos cualesquiera, adquiere, para
x = 0, un valor miximo 6 minimo b, segun que sea
a<0 6 a>0.
* 169 Sea ahora la funcién y = az’™+bx -t
que resuelta con respecto 4 x, nos da

" : e
e et A TIOR3 s Bl mor i ar
RN s iy \/ % (“V 4a )

Si suponemos 1.° que a = 0; puede suceder que
dac—b sea > 6 < quecero.
Si 4a ¢c— b*> 0; el valor minimo de y, para que

: 4dac — b
x cea una cantidad real, €5 30 = i 5

Si 4ac ~ b°<0; la expresion subradical afecta la
forma

b _dae

en que todo valor positivo de y nos dd un valor real para
x. Pero para los valores de y negativos, el minimo sera

b’—dac 4daqc—5

Por consiguiente, cuando a > 0, siempre la funcién
: e U R
dada admitird el valor minimo T 8¢ corres=
. b
ponde al de la variable x = — Gy

&
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2. Sia<<0ydac— b > 0; resultard que el se-
gundo término de la cantidad subradical serd esencialmen=
1e positivo, y como precisa ser, en este caso, negativo,
para que multiplicado por-a < 0, nos dé un valor real
dara &; resulta que no se pueden dar a4 y mds que valores
negativos que sean mayores en valor absoluto que el se-
gundo término y, por tanto, el valor maximo que y pue-
de recibir es

4 ac—b* b
i o B i corresponde  ® = — 5 -

a

Sidac — b << 0,como a también lo.es, el segundo
término del binomio es esencialmerite negativo y, por tan-
to, el menor valor positivo que se puede sefialar & y, para

: dac— b :
que x sea una cantidad real, es s et ; 6 sea el md-
s . dac—p
ximo en valor relativo — - L al que corresponde
b
X = m— e
2a
De donde se deduce que cuando a <0, siempre
4 ; b .
la funcién dada tiene, para x = — g5 Lo valor méxi-
T dac—b
da

Luego para hallar el valor mdximo 6 minimo de una
funcién de segundo grado, se despeja en la ecuacion la ya-
riable, y se hallan los valores de y que determinan el
paso de los valores reales de x d los imaginarios, 6 vice-
versa,

Ejewrros  1.° Dividir un nimero dado en dos partes,
cuyo producto sea maximo.

Sea n el nimero y x una de sus partes, la otra serd
n— x; yla ecuacidn serd

Yy=x(n—wx); 6sea gL B T S VS
de donde
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s \/4

n

El valor méximo de y es 4 5 de donde x» = Ny
e TR e 2
ek i S RS

L uego, para dividir un nimero en dos partes cuyo

producto sea mdximo, es preciso que ambas partes sean
iguales d su mitad.

2 ® Descomponer un nimero en dos factores, cuya
suma sea la minima.

S1 nesel numero y x uno de sus factores, ¢l otro serd

n . A
-3 ¥ la ecuacién sera
X

.y..x-;---z ; Osea x'— yr-+n—=20
de donde

A e

el menor valor que puede tener y, para que x sea real, se

deduce de la condicidn ;- = n; que nos dd

B

y=t2yn; y x=Hvan;

Luego, para descomponer un niimero en dos factores,

cuya suma sea minima, es preciso que estos factores sean
iguales d su raig cuadrada.
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XCIII.

Ecuaciones trinomias y binomias,

——

* 170. Toda ecuacién de tres términos es una ecua-
cién trinomia; pero se llaman especialmente ecuaciones
trinomias las ecuaciones que afectan la forma

220 b oyt =0,
Entre éstas se designan con el nombre de ecuaciones bi-
cuadradas, las comprendidas en la expresién general
Xt = x-c= 0.
Para resolverla, haremos x’= y, con lo que se con-
vertiraen y'+by—+c=0; quenosdd

i b’

y por consiguiente,

2
+\/ 2 —e

x = &

L
2

nos proporciona las cuatro raices de la ecuacién propuesta,
Ahora bien, las raices de j pueden ser: 1.9, reales y po-
sitivas; 2.9, reales, una positiva y otra negativa, y 3.°,
reales y negativas 6 imaginarias, En el primer caso, las
cuatro raices de la ecuacién dada son reales; en el 2.9, dos
serdn reales y dos imaginarias, y en el 3.° las cuatro serdn
imaginarias.

De donde se deduce que en todos los casos, la ecuacién
bicuadrada tiene cuatro raices; dos 4 dos iguales y de signo
contrario,

* 172, La resolucién de las ecuaciones bicuadradas
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nos lleva 4 calcular radicales dobles de la forma

o

y vamos 4 demostrar que, en general, la férmula

enque a y b representan cantidades racionales, puede re-
ducirse d la forma Vm +=\n.

En efecto, suponiendo

\/;t \»:'"':;_= Gt

podremos elevar al cuadrado los dos miembros de esta
ecuacion y resuliard,

atyb=m—+nt2ymn;
0 sea
a—(m—+n)tyV b==L2y/mn;
y haciendo 4 '
a—(m+4n) =K

Kty bs==x2/mn;

y elevando al cuadrado los dos miembros
Ki+-b+2Ky b =4 mn;

6 bien

igualdad imposible toda vez que el primer miembro es ra-
cional y el segundo no lo es, & menos que este altimo
desaparezca y como b no es cero, precisa ser K = 0, 6 sea

a—(m+4n=0 dedonde m-+n=a; y
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!
b—4mn=0; dedonde mn =, b;

lo que nos dice que para que se verifique la ecuacion (1)
es preciso que m y n sean las raices de la ecuacién

Asi pues, si estas raices son reales y racionales, la ex-

presion Sl s
\/ i

podrd ponerse bajo la forma / m ==/ n, conforme al
enunciado. En este caso, suponiendo

|
dobee molicr s am b o

¥, por ultimo,

Ejempros. 1.,° v 18 +v/308; 2.° \/ b—v'9%4

v \faxnrn

172. Se llama ecuacion binomia, toda ecuacion que
solo consta de dos términos; uno con cualquier potencia
de la incégnita y otro conocido,

La forma general es

*

ax™ iz b=(; dedonde xw i i e ();
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y haciendo ey ™ 4= p = 0; llamando » & la raiz

aritmética del grado m de p, sera vV p == r; 6 bien p=rm;

por consiguiente, ™ - r® = 0; y haciendo x =r y;
tendremos y™ -- | — (), luego la resolucion de toda ecua-
cidn binomia se puede reducir siempre 4 la determinacién
de las diversas raices de 1.

La resolucion general de la ecudcién pm™ £ 1 = 0, co-
rresponde al dlgebra superior; nosotros, pues, solo trata-
remos de resolverla en algunos casos particulares,

19 Sim =2, laecuacién serd y*=f-| = 0; que se
descomponeen y*4=1=0; y* — | = 0.
La primeranos dd ' =y —1; ' = — y/—1.
Lasegunda ¥ =y 1 =1; p'=—y1 =—1.

2.2 Sim = 3; la ecuaciénes * &= 1 —= 0. Considere-
mos primero la ecuacién y* — 1 = 0; cuyo primer miem-
bro es divisible por 3> — 1 (37—3."), y se descompone en

(y =y ' +yr+1)=0;

dedonde y—1=0; é6sea y=1; y*+y-+1=0
que nos da

1 1 —1xy-3
Ly zi = — b ety
Luego las tres raices cubicas de 1 son .
pet s ot e e Ny |
13 g 5 .

Cuanto 4 la otra ecuacién y* - | = 0, basta Cambiar!c de
signo, para observar que sus raices serdn las anteriores
cambiadas de signo, 0 sea

B Al el e
3.0 Sim ==4; la ecuacion serd y* &= 1 = 0* La ecua-
cion y* — 1 =0; puede ponerse bajo la forma (26,5.Y)

—1,
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(F+D (=) =0
qite ngsTaar! A T MRS RTE e T
y'4+1=0; bsea y= =1y
y*—1=0; dedonde y =1
luego las cuatro raices cuartas de la unidad son
+]-: _11 +V_Tg '—\/_1‘
La ecuacién y* 4 1 = 0; puede resolverse agregando 4 los
dos miembros 2 y*; y resultard,

29 L1 =2y% Obsea (410 =2y%
y extrayendo la raiz cuadrada de sus dos miembros
P 1=y 2 X y; O6bien y'z= V2 Xy+1=0
que nos dé
5
luego las cuatro raices cuartas imaginarias de —1, son

Vi et \/_2 e Y o

<

RPN SPRVE SRS

—V2 +y—-2 —y2_y2
o sean
L7

I T e W

S A TS 1)
\/ \f 2 \f 2 g v/ 2

De lo expuesto se deduce finalmente que se resuelve la
ecuacion binomia, 6 lo que es lo mismo, se hallan las di-
versas raices del mismo gradd de una cantidad, multipli-

cando su raiz aritmética por las raices del mismo grado de
la unidad positiva 6 negativa



Ejempros, 1.9 x%— 27 =0,
2.0 x*— 2566 = 0.
* 173. La ecuacién trinomia

x20 L ha® 4 =0,

puede resolverse mediante una ecuacién de 2.° grado y dos
binomias. Hagamos, en efecto, ¥® = y; la propuesta

queda reducidad y*-4-b y +¢c = 0; que nos dard las
dos raices ', ¥" que sustituidas en vez de y, noscondu- -

cen 4 resolver las ecuaciones binomias
AR P X0 == gl

Ejzmero, x* —4 x'—32=0.

52



PROBLEMAS DE SEGUNDO GRADO.

I. Hallar un nimero tal que la diferencia entre el cua-
drado y el quintuplo del mismo nimero sea 36,

II. Hallar un nimero tal que afiadiendo 4 su mitad el
producto de su tercio por su quinto, nos dé 75.

III, Dispone un padre que su caudal consistente en
120000 pesetas, se reparta entre sus hijos 4 partes iguales;
pero al terminar la testamentaria han fallecide dos hijos,
lo que hace aumentar la herencia de cada uno de los res-
tantes en 5000 pesetas. ¢(Cuantos eran los hijos?

IV. Encontrar dos nameros cuyo producto sea 360 y

su cociente 1 -,
5]

V. Encontrar dos nimeros tales que la suma de sus
cuadrados sea 306 y la diferencia de los mismos 144,

VI. Un comerciante compra mercancias por las que
paga cierta cantidad y ademas el 5 ?/, de gastos de trans-
porte; las vende en 1500 pesetas y gana un tanto por cien-
to igual 4 la quinceava parte del coste /cudnto le costaron
las mercancias?

VIL. Entre 25 personas, hombres y mujeres, gastan en
una comida 120 pesetas; 60 los hombres y 60 las mujeres;
cada hombre ha pagado dos pesetas mds que cada mujer
gcudntos hombres habia?

VIII, Una modista gasta 1594 pesctas en telas de tres
clases, que la han costado tantas pesetas el metro como

metros ha comprado; de la segunda ha comprado i mds
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que de la primeray y de latercera 2 '/, veces lo que de
la 2. scudntos metros ha comprado de cada clase?

IX. Encontrar tres nimeros tales que el producto del
primero por el segundo sea 56; el del segundo por el ter~
cero 96; y el del primero por el tercero 81,

X. Hallar dos nimeros cuya diferencia sea 87 y su
producto 2860,

XI. Hallar un ndimero tal que la diferencia de los co=
cientes que resulten de dividir 450 por ese nimero y por
ese numero mds 6, sea 20.

XII.  Un prendero compra un mueble y lo vende algiin
tiempo después por 96 pesetas, ganando un tacto por
ciento igual al precio de compra ¢cudnto le costé?

XII. (Cudl es el nimero que afiadido 4 su raiz cuadra-
da da 122102

XIV. Hallar dos nimeros tales que afiadiendo 4 su
suma la suma de sus cuadrados, resulte 492; y afiadiendo 4
su diferencia la diferencia de los cuadrados resulte 348

XV. Una seiora gasta 30 pesetas en comprar pafue=-
los; si la hubieran dado tres mads por el mismo dinero, la
hubieran salido 4 0,25 menos cada uno scudntos pafnuelos
ha comprado?

XVI. Hallar un nimero de tres cifras tal que la. suma
de los cuadrados de sus cifras sea 70; que el duplo del
producto de las cifras extremas sea menor en 6 unidades
que el cuadrado de la cifra de las decenas; y que afiadien-
do 4 ese nimero 198 resulte el mismo niimero invertido.

XVII. Un comerciante tiene terciopelos de tres clases,
de los que la 2, yla 3.® tienen respectivamente 3m,y
5 m. mds que la 1.4, El metro de terciopelo de la 1.2 clase
cuesta tantas pesetas como metros tiene la pieza; el metro
de la 2.9 cuesta 10 pesctas mds, y el de la 3.* 20 pesetas
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mds que el de la 1.% Las tres piezas cuestan 9530 pesetas
¢cudntos metros tiene la primera pieza?

XVII. Hallar dos nimeros cuya suma, cuya diferen=
cia y cuyo producto sean proporcionales 4 3, 2 y 5.

XIX. Un viajero sale de A parair d B, 4 la vez que
otro sale de B para ir 4 A, por el mismo camino y con
movimiento uniforme; al encontrarse, el 1.° ha caminado
30 km. mds que el 2.9 y 4 este le faltan § horas para lle-
gara A; mientras que al otro le faltan solo 4 para llegar 4
B ¢qué distancia hay entre A y B?

XX. Averiguar en que sistema de numeracion el nu-
mero 1376 vendrd representado por 968.
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XCIV.

Progresiones por diferencia,

174.  Se llama progresion por diferencia ¢ aritmética
una série de términos tales, que cada uno se difercncia
del que le precede en una misma cantidad.,

Esta diferencia constante entre cada dos términos
consecutivos, se llama ragdn de la progresién.

La progresion puede ser creciente 6 decreciente. segiin
que la razén sea positiva 6 negativa,

Asi, =1.3.5.7...¢suna progresién aritmética
creciente, cuya razén es 2; y

=+ l.—1.—3.—0......, es una progresién decreciente,
cuya razén es —2.

175. Sirepresentamos la progresion por diferencia,
en general, por 2a.b.c.d.....u y llamamos § 4 la
diferencia positiva 6 negativa, tendremos que, con arreglo
d la definicion, serd :
b=a+0; c=0b-40=a+20; d=c-+ 0=a4 3%....
y, en general, llamando 7 al nimero de términos de la
progresién U=a-+(n—1)0(1)

Esta expresién, que se llama #rmino general, nos dice
que un término cualquiera de una progresion es igual al
primero, mds tantas veces la ragén como términos le
anteceden.

La ecuacién (1) permite hallar una de las cuatro can-
tidades, a, u, n y 8, cuando se conocen las otras tres.

176, Interpolar medios diferenciales entre dos ter-
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minos dados, es hallar otros que formen una progresion
por diferencia, cuyos extremos sean los dos términos
dados. :

Si conociéramos la razén de la progresidn, el problema
estaria resuelto, Supongamos, pues, qne queremos inter-
polar n medios diferenciales entre a y n. Con arreglo 4
lo expuesto, y puesto que el nimero de términos de la
progresién ha de ser n 4 2, tendremos
u—a
ni-1

Luego para interpolar n meliios diferenciales entre
dos términos dados, se divide la diferencia entre estos
términos por el mimero de medios que se quieren interpo=
lar mds uno, y se tendrd la ragon de la progresion.

Conocida la razén, estd conocida la progresién.

177. La suma de los términos equidistantes de los
extremos es igual d la suma de los extremos.

En efecto, sea & el término que tiene detrds n términos,
en la progresién propuesta, y k el que tiene n delante
segun la ecuacidn (1)

k=a4-(n—-1)8 y h=u—(n—1)3
Sumando estas dos ecuaciones, resulta,

h+k—=a-+u
178. La suma de los términos de una progresion por
diferencia es igual d la mitad del producto que resulta de
multiplicar la suma de los extremos por el wmimero de
términos.
En efecto, llamando s 4 la suma, tendremos

U=a-4(n-4-1)3; dedonde § =

S=a-+b—+c+.~t+u
y también

S =t -1 it b 4 a
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Sumando ordenadamente estas igualdades, y teniendo
en cuenta el principio anterior, resulta
2s= (a4 u)+(a+u)F...+ (a4-u) 4= (a +u)
6 bien 2§ = (a -+ u) n,

de donde s = L‘__t;)_”_

XCV,

Progresiones por cociente,

179. Se llama progresion por cociente 6 geométrica
una série de términos tales, que cada uno es igual al que

le precede multiplicado por una misma cantidad, que se
llama razon de la progresion.

La progresion serd creciente 6 decreciente, segin que
la razdn sea mayor ¢ menor que |.

Asf, 2:.1:2:4:8:..... esuna progresién geomé-
trica creciente cuya razén es 2,
el St BECD es una progresién geométrica
Tee T 2 . 4 - 8 LR p g L

decreciente, cuya razén es ; ‘
180, Si representamos la progresion geométrica por
AR D TR s A
y su razén por ¢, sea mayor 6 menor que 1, tendremos,
con arreglo a la definicion,
b=a q; c=bg=ag’; d=cq=ag’; ... (1) u=a g™

llamando n al ntimero de términos.
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Esta ultima expresion, llamada también término gene-
ral, indica que un término de una progresién por cociente
es igual al primero multiplicado por la ragén elevada d
una potencia, indicada por el nimero de términos que le
anteceden. -

La ecuacion (1) permite hallar una de las cuatro canti-
dades u, a, ¢ y n, cuando se conocen las otras tres,

181, Iiterpolar medios proporcionales entre dos tér-
minos dados es hallar una progresion por cociente, cuyos
extremos sean los dos términos dados.

Evidentemente, el problema estaria resuelto si cono«
ciéramos la razén. Si, pues,llamamos a y u 4 los términos
dados, y n al nimero de medios que queremos interpolar,
tendremos con arreglo 4 lo expuesto, a — a q“‘H, puesto
. que lostérminos de la progresidn han de sern+42, dedonde
n1/,

g e " .
a

Por cousiguiente, para interpolar n medios proporcio-
nales entre dos términos dados, se dividen los dos térmi-
nos dados, se halla la raiz del grado n--1 del cociente, y
Se tendrd la razén de la progresiin.

182, La suma de los términos de una progresion por
cociente es igual al iltimo término multiplicado por la
ragon menos el primero, partido por la razén menos 1.

Llamando s d la suma de los términos de la progresion,
tendremos

=a-tbtcH At +u
y multiplicando por ¢,
& bieu&gz aqg—+t-bg--cqg-=... -t g-~ugq

S=btc+ ...+ t4+u4ugy,

y restando de esta igualdad la primera,
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de donde

ug—a
sle=utd m %

XCVI.

Logaritmos.

183,  Sicomparamos dos progresiones, una por cocien=

te que empiece por la unidad, y otra por diferencia que
empiece por cero, como

2 0E DS (1)

LR

se observa desde luego que la razén, en cada término de
la progresidn por cociente, entra por factor el mismo
nimero de veces, que entra por sumando la razén de la
progresién por diferencia, en el término que ocupa el
mismo lugar.

De aqui dedujo el eminente Neper, inventor de los
logaritmos, esta importante teorfa, cuyas aplicaciones al
cilculo son tan numerosas.

Los términos de la progresidn por diferencia se llaman
logaritmos de sus correspondientes de la progresién
geométrica.

Logaritmos, pues, son los términos de una progresion
por diferencia, que comienga por cero, correspondientes d
los de otra progresién por cociente, que comienia por la
unidad.

Cada sistema de valores de ¢ y » determinard, por

43
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tanto, un sistema de logaritmos; por consiguiente, los
sistemas de logaritmos son ilimitados,

La condicién comiin 4 todos ellos es que el logaritmo
de 1 es cero: y varian en el nimero cuyo logaritmo es 1,
que se llama base del sistema,

Los tnicos sistemas empleados hasta ahora son dos:
el neperiano, del nombre de su inventor; y el sistema de
logaritmos yulgares, 6 de Briggs, que, por ser el empleado
generalmente en los célculos numéricos, es el de que
vamos d ocuparnos.

184. El sistema de logaritmos vulgares, 6 de Briggs,
tiene por base la de nuestro sistema de numeracién, de
que nacen sus principales ventajas. Estd, pues, determina-
do por las progresiones:

2210100100 :1000:: 100002, o« .« ...
=00 Ao 5 3 v

cuyas razones son respectivamente 10 y 1; exigiendo
numerosas interpolaciones para que la primera contenga
todos los nimeros enteros hasta el limite que se desee.
185. Como quiera que este sistema, asi como cuantos
puedan considerarse, estd comprendido en el general ex-
presado por las progresiones (1), las propiedades que para
¢ste demostremos, para todos quedardn demostradas,
Hagamos en ellas ¢ — ar , lo que equivale 4 llamar a

ila \r/”‘g , ¥ resultard:
el vatia® radt ...

.

P T R LR

Que nos indican que e/ logaritmo de un niimero, en
general es el exponente de la potencia d que debe elevarse
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una cantidad constante y diferente de 1, para que reprod
duzca el niimero propuesto.

Esta cantidad constaute es la base del sistema, puesto
que al = a; y esta definicién permite expresar la genera-
cién de los logaritmos por la ecuacién a* = y, en que
cada valor de x serd el logaritmo del correspondiente
de y.

Demostrado que de la primera definicién se deduce
la segunda, si demostramos la reciproca, quedard mani-
fiesta la identidad entre ambas definiciones.

En efecto, si en la ecuacién ax = y, damos 4 x valo-
res sucesivos en progresidn por diferencia, cuya razén
sea r, '

de=z ) el e e
resulta Foame L @k @B a@hL i

progresiones que originaron la ecuacién a* = y.

XCVIL.

Propiedades generales de los logaritmos.

* 186. Para verahora si todos los niimeros tienen lo-
garitmo, es preciso demostrar que en la ecuacion a* =y,
en que a tiene un valor constante para cac{a sistema, real,
positivo y mayor 6 menor que 1; dando d x todos los ya-
lores reales comprendidos entre 4 oo y — o, resultan
para y todos los valores positivos desde cero hasta oo.

En efecto, suponiendo primero a > 1S hacemos.que
x varie de un modo continuo desde ( hasta co, @* é lo
que es igual y, variard también de una menera continua
desde a°= 1, hasta a®*= o0 .

Si & varia, del mismo modo, desde () hasta — o0, ¥
variara también de una manera continua desde 1 hasta
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- =0

d o=

Del mismo modo, vemos que si suponemos a << 1, es

decir a == % , en la ecuacién _:T = 7, comoa> 1,
cuando x varia desde cero hasta oo, ¥ varia desde 1 hasta
cero; y si x pasa por todos lo.':, valores desde 0 4 — o0 , y
pasard por todos los comprendidos desde 1 hasta «.

* 187. Queda, pues, demostrado:

1.° Que todos los niimeros positivos tienen logaritmo;
¥ en todos los sistemas, cada niimero tiene un logaritmo,
) reciprocamente.

2.° Que los niimeros negativos no tienen logaritno.

3.° Que en todo sistema de logaritmos, el logaritmo
de la base es 1, y el logaritmo de 1 es cero.

4.° Que en los sistemas cuya base es mayor que 1, el
logaritmo deco es oo , y el de cero es — oo ; los nilmeros
mayores que | tienen logaritmos positivos, y los menores
que 1 los tienen negativos,

59 En los sistemas cuya base es menor que l, el
logaritmo de o es — oo, ¥ el de cero esco; los niimeros
mayores que | tienen logaritmos negalivos, y los menores
que 1 los tienen positivos.

188. Demostremos ahora: 1.° Que el logaritmo de un
producto es la suma de los logaritmos de sus factores.

Sean los ndmeros , 7', ¥",iiievnn y sus logaritmos
respectivos x, &', x”,.......; tendremos,

ar =g, @ ==y @ =",
y multiplicando ordenadamente,
axX+xX+x" =y y ...
que nos dice que el
log, y ' y'viive =2 4 2 - 2" i

2% El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo
del dividendo menos el logaritmo del divisor.
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Pues de ax = y, a* =y'; resulta a*"*'m—x-,—;

que nos dice que el log. - — x — &

i

3.° Ellogaritmo de una potencia es igual al logaritmo
del niimero multiplicado por el exponente de la potencia,

Pues de a* = y, resulta @™ — ym | es decir,
log. y® =mx = m X log. y.
4.° El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo

del miimero dividido por el indice de la raiz.

X —_—
Pues de a® = y, resulta a 'E‘='\7y , 0 sea

Mels X log. y
log, Vy= P e )
XOCNITLS

Propiedades particulares de los logaritmos
ordinarios.

189. A mas de las propiedades generales, comunes 4
todos los sistemas de logaritmos; los logaritmos vulgares
6 de Briggs tienen algunas particulares que vamos 4 dar
d conocer.

190. En el sistema expresado, los dnicos niimeros que
tienen logaritmos comensurables son las potencias enteras

de 10.

En efecto, si hacemos
x=0, 1T, 2, 3, 4,cicen
resultan para y los valores respectivos
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y =1, 10, 10% 10%, 10400000
lo cual demucstra que las potencias enteras de 10, tienen
por logaritmos sus exponentes respectivos, que forman
la série de los nimeros enteros.
Falta ahora demostrar que un nimero cualquiera que
no sea potencia entera de 10, no tiene logaritmo comen=

surable.

Sea n un néimero cualquiera, y —‘g— su logaritmo.

P
Tendremos, 107q == n, de donde
100 = nt 6 X X =n1,

lo que exige que 2 solo tenga por factores primos 2 y 5;
supongamos 7 = 2¢ X 5% , serd 20 X OF =2 X5%9;
igualdad que solo puede verificarse para

p=rq y p=98gq, dedonde rg=3sq 6 r=s;

que nos dice que para que » tenga logaritmo comensura-
ble, es preciso que sea potencia entera de 10.

191. Demostrado que todos los nimeros, 4 excepcidn
de las potencias enteras de 10, tienen sus logaritmos in=
comensurables, los expresaremos aproximadamente por
decimales inexactas.

La parte entera de un logaritmo se llama coracteris-
tica; se llama mantisa, su parte decimal .

De aqui se infiere, que los logaritmos de las potencias
enteras de 10 tienen 0 por mantisa.

r92. La caracteristica del logaritmo de un entero tiene
tantas unidades menos 1 como cifras tiene el entero

En efecto, si el entero es 10 , tendrd n -1 cifras;
y su logaritmo es n,

Sino es potencia entera de |0, y tiene, por ejemplo,
n cifras, estard comprendido entre ](0n—! y 10" ; sulo-



garitmo estard comprendido entre n — 1 y myy serd, por
tanto, n — | su caracteristica. Queda, pues, demostrado
el teorema.

193.  Si multiplicamos 6 dividimos un nimero por una
potencia entera de 10, su caracteristica aumentard 6 dis-
minuird ®en tantas unidades como tenga el exponente de
10, y su mantisa no variard.

En efecto, expresando por log. el logaritmo wvulgar,
¥ por a un niimero cualquiera, sabemos (188, 1.9){que

log. (@ X 10" ) = log.a +n
y log. (a: 10" ) = log. a — n,

Corolatio. La mantisa del logaritmo de un nimero
decimal no varia, cuando se corre la coma d derecha 6
izquierda; pero la caracteristica aumenta 6 disminuye
respectivamente tantas unidades, como lugares se haya

corrido la coma.
194. Loslogaritmos de los niimeros menores que 1

son negativos (187, 4,°), y, para evitar las molestias que
en el cilculo originan, se les transforma facilmente, por
medio de los complementos, en otros de caracteristica
negativa y mantisa positiva.

Sea, por ejemplo, —3,456417. Diremos
—8456417=10—3,456417—10=C.* 3,456417—10==
6,543583 —10=0-0,543583—10 = —4-4-0,543583:
La reunién de este entero negativo con el decimal posi=

tivo, se expresa asi, 1,518583
Es decir que 3,456417—=1,543583
Por consiguiente, para transformar un logaritmo ne=

gativo en otro de caracterfstica negativa y mantisa posi=
tiva, se aumenta 1 4 la caracteristica, se pone encima el



— 340 —

signo —, y 4 continuacién se escribe el complemento de
la mantisa. :

195, La caracteristica negativa del logaritmo de una
fraccion propia decimal, tiene tantas unidades mds'una,
como ceros tenga la fraccién entre la coma y la primera
cifra significativa.

En efecto, sea la fraccién 0,00037.

Tendremos que 0,00037 X 10*=3,7; cuya caracte-
ristica es 0 (192); Juego la de 0,00037 serd 0—d=—4,
conforme al enunciado.

XCIX.

Tablas de logaritmos.

196. Se llaman tablas de logaritmos unos estados 6
cuadros donde se encuentran ordenados por columnas los
nimeros enteros desde O hasta cierto limite, y enfrente
sus logaritmos respectivos.

Desde luego se comprende la imposibilidad de que las
tablas contengan los logaritmos de todos los nimeros;
mas teniendo los de los nimeros

enteros, podremos
hallar los de los fraccionarios,

Los de los nimeros incomensurables se determinardn
por los de sus limites respectivos. Tampoco es preciso
hallar los logaritmos de todos los niimeros enteros, pues
ya indicaremos el medio de hallar los logaritmos de ni-
meros mayores que los contenidos en las tablas.

Y alin dentro de los limites de éstas, pueden hallarse
los logaritmos de los niimeros compuestos, con solo sumar
los de sus factores primos; bastard por tanto determinar
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10s logatitmos de los niimeros primos hasta el limite que
las tablas hayan de alcanzar.

197. Los medios de construir las tablas de logaritmos
no son del dominio de las matematicas elementales; pero
la posibilidad de sa construccién, con los conocimientos
adquiridos, es fdcil de comprender,

Sientre los dos primeros términos 1 y 10 dela progre-
sién geométrica, origen del sistema vulgar, interpolamos
dos medios proporcionales, y otros dos medios diferen-
ciales entre sus correspondientes 0y 1, de la progresién
aritmética; y repetimos la misma operacién entre 1 y el
medio determinado, y entre 0 y el medio correspondiente,
es claro que, al cabo de cierto nimero de interpolaciones
llegaremos 4 obtener dos términos en la progresién geo-
métrica que se diferenciardn de 2 en menos de una unidad
decimal del altimo érden de aproximacién con que se de=
seen construir las tablas; y la interpolacién correspondien-
te en la progresién por diferencia, nos dard finalmente el
logaritmo de 2,

Del propio modo podriamos hallar los logaritmos de
los demds enteros hasta el limite que se desee.

198, Determinados los logaritmos de todos los nime-
ros primos, menores que el limite sefialado para las ta-
blas, determinaremos por su adicién los de todos los com-
puestos, y ordenados convenientemente tendremos cons-
truidas las tablas.

Ademis de las dos columnas correspondientes & ni-
meros y logaritmos, llevan las tablas otra tercera con las
diferencias entre cada dos logaritmos consecutivos.

A esto estdn reducidas, en su esencia, las tablas de
logaritmos. La disposicién especial que distingue unas (%e
otras, se encuentra detalladamente resefiada al principio
de las mismas.

ah
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199. El uso de las tablas se reduce 4 la resolucién de
los dos problemas siguientes:

Dado un numero, hallar su logaritmo .

Desde luego supondremos que el nimero sea entero,
pues si tuera fraccionario ya hemos visto (188, 2.°) el
modo de determinar su logaritmo,

Esto sentado, si el nimero dado estd en las tablas, 4
su lado estard el logaritmo correspondiente.,

Supongamos, pues, que el nimero dado no estd en las
tablas, tnico caso que en realidad debemos examinar.

Para fijar las ideas, supongamos que gqueremos hallar
el logaritmo del nimero 315417,

Su caracteristica (Ig2) sabemos que es 5, falta solo
determinar la mantisa, pere, segiin hemos visto (193), esta
mantisa es la misma que la del nimero 3154,17.

Este nlimero no estd en las tablas, pero estd compren-
dido entre 3154 y 3155, luego su logaritmo estard tam-
bién comprendido entre los de estos dos niimeros.

Hallando, pues, €l logaritmo de 3145 y determinando
la diferencia entre este logaritmo y el de 3154,17 aiiadida
al logaritmo hallado, nos dara la mantisa buscada.,

Pero se admite que las diferencias de los mimeros son
proporcionales d las de sus logaritmos, luego tendremos

31558154~
3154 17—8154

log. 3155 — log. 3154 (que la hallaremos en las tablas)
log. 3194,17—log. 3154 que es la incégnita del problema

¢ sea

1 137
= s de donde 2=137X0,17=23 millonésimas

Luego para determinar la diferencia buscada, se mul=
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tiplica la diferencia tabular porla fraceidn decimal for<
mada por las cifras separadas en el niimero propuesto,

Ahora bien, log. 3154=3,403842, luego
log. 3154,17—3,498885
y, por fin, log, 315417=5,498885.

200. Dado un logaritmo, hallar el nimero corres~
pondiente,

Supongamos se nos d4 el logaritmo 5,498885 y que-
remos hallar 4 qué nimero corresponde.

Prescindiendo de la caracteristica, buscaremos la man-
tisa en las tablas, y vemos que estd comprendida entre
498862 y 498999 que corresponden respectivamente 4
los nimeros 3154 y 3155; luego el nimero pedido serd
mayor que 3154 y menor que 3155.

Sea x la diferencia entre el nimero buscado y 3154,
la proporcién ya dicha, serd en este caso,

1 137 g 23
= —-—, de donde » = 137

% 23
Luego se determina la diferencia buscada, dividiendo
la diferencia entre el logaritmo dado y el inmediato me=
nor de las tablas por la diferencia tabular.
La mantisa propuesta corresponde al nimero

3154 4 0,17 = 3154,17

y como la caracteristica es 5, el nimero tiene que constar
de 6 cifras enteras, luego el nimero pedido es 315417,
201, Solamente nos hemos ocupado de los logaritmos
vulgares, que son los usuales, Veamos ahora como se
puede hallar el logaritmo de un nimero en un s_isiiema.
cualquiera, cuando se conoce su logaritmo en otro distinto.
Llamemos n al nimero, b 4 la basc del sistema nuevo,

= 0,17.
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# al logaritmo buscado de » en esta base, tendremos
bx = n, y sitomamos los logaritmos de los dos miem~
bros en el sistema conocido, resultard

log. n
x log.b=log. n; de donde x= e bm log. n X

Luego para hallar el logaritmo de un nitmero en otro
sistema, basta multiplicar el logaritmo del nimero en el
sistema conocido, por un quebrado cuyo numerador es la
unidad y el denominador el logaritmo de la base nueva en
el antiguo sistema.

Este quebrado, cantidad constante, por la que se mul-
tiplican los logaritmos de un sistema para pasar 4 otro
distinto, se llama mddulo del nuevo sistema con relacién
al antiguo.

C.

Aplicaciones de los logaritmos.

202, Hemos visto que los logaritmos simplifican y
abrevian todas las operaciones, excepto | aadicidn y la
sustraccion, sustituyendo respectivamente la multiplica-
cién, division, elevacién @ potencias y extraccion de raices
por la adicidn, sustraccién, multiplicacién y divisién,

Fn el cdlculo algebrdico, podremos determinar los
valores numéricos de sus férmulas por medio de los lo-
garitmos, siempre que vengan expresadas por productos;
cocientes, potencias ¢ raices,

Ademis de estas ya importantes aplicaciones al cél-
culo aritmético y algebrdico, vamos 4 citar algunas otras
que resuelyen importantes cuestiones,

>
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203. Ecuaciones exponenciales, Cantidad exponen-
cial es toda cantidad conocida, cuyo exponente contiene
alguna incognita,

Ecuacién exponencial es toda ecuacién en que entra
la incégnita como exponente.,

La forma mas sencilla de la ecuacién exponencial es
a* = b, en la que, tomando logaritmos, resulta

x log. a = log, b; de donde x ﬂﬂg;_b__'
log. a

. . L f *
Sila ecuacién fuera a = ¢, tomando logaritmos, ten-

log.
driamos b= log. @ = log. ¢; de donde b* = i 52
log. a

Tomando de nuevo logaritmos, resulta
x log. b = log. log. ¢ — log. log. a;

log. log. ¢ — log. log, a

de donde X = fog. b

204. Interés compuesto. Hemos dicho que si los in-
tereses se acumulan al capital, el interés se llama com-
puesto; y en este caso necesitamos calcular la férmula que
liga al capital, al tanto por 1 anual, al tiempo y & la suma
de capital € intereses acumulados en ese tiempo.

Llamemos ¢ al primero, r al segundo y ¢ y C 4 los
otros dos.

Si en un ano, 1 produce #, ¢ producird ¢ r; luego, al
fin del primer afio, el capital serd c +cr =c¢ (14r)

De donde se deduce que para hallar la expresion de
un capital al fin de un ao, basta multiplicarle por (14 r):

Segtin esto, al fin del segundo afio, el capital se habrd
convertido en ¢ (1 4 r)* y al cabo de ¢ afios en
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C=c(14nt
que es la férmula del interés compuesto.

203, Anualidades. Se llama anualidad la cantidad
constante que debe pagarse anualmente, con objeto de
extinguir un capital prestado y sus intereses compuestos.

También se llama anualidad la imposicién que se hace
todos los afios, para capitalizarla con sus intereses, recu-
perando la totalidad al fin de cierto tiempo.

De aqui se deduce que bajo el epigrafe de annalidades
se comprenden dos problemas distintos, que algunos dis-
tinguen llamando al segundo acumulacién de capitales.

206, Para resolver el primero, llamemos a 4 la anua-
lidad, r al tanto por 1 de interés anual, ¢ al tlempo yCa
la deuda que ha de extinguirse.

Puesto que la primera anualidad se entrega al fin del
primer aflo, producird intereses durante los z — 1 afios
restantes, y al cabo de este plazo se habrd convertido en

a(l 4 »)t-1
La segunda anualidad se convertird entonces en
a(l 4 rpt-2

Y asf las demds, hasta llegar 4 la tltima que, como se
satisface el dfa del vencimiento, vale a,

Luego el valor total de las anualidades, al cabo de
los ¢ afios, serd

a(l 4=r)=14-(1 =)t v a =
a[(1-4=r)—t - (14 r)-2 - ... +1]= ﬂ{_lj—_r)l_—ﬂ

Pero como la cantidad C recibida en préstamo, se

convierte al cabo de esos ¢ afios en C (1 4 r)t, debere=
mos tener la ecuacién
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r

que nos dd cualquiera de las cuatro cantidades C, a,ry
t, cuando se conocen las otras tres.

207. Para resolver el segundo, 6 sea la acumulacién
de capitales, llamemos a 4 la anualidad, » al tanto por 1,
y ¢ al tiempo.

Por las mismas razones que hemos expuesto en el
caso anterior, la primera anualidad se convierte 4 los ¢
afos en a (1 + )t , la segunda en a (1 4= r)t-1, y asi su=
cesivamente hasta la dltima que se convierte en a (1 - 7).

La suma de estos valores es indudablemente la canti-
tidad reintegrable que, llamdndola S, sera

S=a(l4r) 1414+ 0740+ (L)1
a(l4r)[ (14} —1]

r

6 S=

Férmula que determina cualquiera de las cuatro can-

tidades S, a, r y ¢, cuando se conocen las otras tres.

208. Rentas vitalicias. Se llaman asi las cantidades
que recibe una persona durante su vida, por el capital,
impuesto con esa condicién, y & los intereses de este
capital,

Es, pues, el mismo primer problema de las anualida-
des y basta reemplazar, en la formula alli obtenida, el
capital prestado por la imposicién, r por el tanto por uno
establecido por la compaiifa ¢ sociedad, y el tiempo por
la vida probable del imponente, que determinan las tablas
de mortalidad formadas con los datos que la estadistica

guministra.



PROBLEMAS

RELATIVOS A LAS PROGRESIONES Y LOGARITMOS
¥ SUS APLICACIONES.

I. Hallar la suma de los 80 primeros nimeros im-
pares,

II. Un obrero por cavar un hoyo de 9 metros, recibe
9,50 pesetas por el primer metro y 0,25 mds por cada uno
de los metros siguientes, (Cudnto recibe por la obra?

III. Un criado entra en una casa con la condicion de
ganar 120 pesetas el primer ano, y 25 de aumento en cada
uno de los sucesivos. ¢Cudnto habrd ganado a los 20
anos?

IV. Hallar el nimero de términos de una progresion
por diferencia, cuyo primer término es 2, la razon 3 y el
ultimo término 44,

V. Hallar la razén de una progresion por diferencia que
tiene 12 términos, siendo el primero 22 y el dltimo — 5.

VI. Un deudor se compromete 4 pagar en varios me-
ses una suma de 750 pesetas, abonando al acreedor 15
pesetas el primer mes, y aumentando cada mes una suma
igual, hasta el wltimo mes que abonard 60 pesetas. (En
cudntos meses extinguird la deuda y qué suma aumenta
cada mes?

VIL. Hallar el 15° término de una progresién por co-
ciente cuyo primero es 3 y la razén %, y la suma de
los diez términos,

VIIL Hallar la razén de una progresién por cociente
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de diez términos, cuyo primer término es 2 y el dltimo
39366,

IX. Un chaldn pide un cén.imo por el primer clavo de
la herradura del caballo, 2 por el 2., 4 por el 3.° y asi
sucesivamente hasta el 32. ;Cudl es el precio del caballo?

X, Preguntado el inventor del ajedréz por el premio
que deseaba, pidié un grano de trigo por la primera ca-
silla, 2 por la segunda, 4 por la tercera y asi hasta las 64.
;Cuéntes granos de trigo pidi6?

XI. Hallar el nimero de términos de una progresion
por cociente, cuyo primer término es 3, el ultimo 1048575
y la razén es 3.

Calcular por logaritmos las expresiones:

XIL /0,00135143789; v (9,875643)%
= & 11 Yontg

5 \23 8/ 45,7151
- iy AR T W e
XIV. (1317 7) : \/ o

PRl R
XV. \/ 578943 —15—-; VO578°— 8575".

13 By
5—17 v 413
XVI, \/8_')_{7_\_
Vv 342

Resolver las ecuaciones:!
XVII. £ — 875479214.
4\ o 3
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Xix. (?0‘) (‘s‘) = 13"

Hallar el valor de x en las expresiones:

1

1
XX. lOg. X ='—2- log, |6 -— T‘log. 9

XXI. log.(a4x) = b log. ¢ 4-dlog.c — m.

XXII. Cudnto tiempo se necesita para duplicar un ca-
pital colocado al 5 p°/,.

XXIII. Upa persona tiene que satisfacer anualmente
5000 pesetas, por espacio de 6 afios; pero no habiéndo-
lo hecho; se desea saber cudnto tiene que abonar al cabo
de ese tiempo, siendo 5 el tanto por ciento.

XXIV. Unapersona que, segiin las tablas de morta-
lidad, tiene 15 afios de vida probable, coloca 25000 pesetas
para constituir una renta vitalicia, en una sociedad de se-
guros que abona el 4 p?/, iqué renta percibira?

XXV. OQué capital representa una renta anual de 3000
pesctas, durante 10 afios, al 5 por ciento.

XXVI.  :Qué capital se habrd constituido con una suma
de 15000 pesetas y sus intereses, al 5 por 100, en 25 afos?

XXVIIL. La poblacién de una capital es de 50000 al-

1 : ;
mas, el aumento anual es de 57 {qué poblacién tendrd

dentro de 60 aifios

XXVIII. Una persona deja al morir un capital de
30000 pesetas con la condicién de que se reparta entre sus
herederos dentro de 15 afos, en los que producen un
4 por ciento; pero éstos toman prestadas, al fallecimiento
del primero, 12000 pesetas al 5 por ciento. ;Cudnto recibi-
rdn @ los testamentarios al cabo de ese tiempo?
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XXIX. A qué tanto por ciento se habrin impuesto
3200 pesetas para que, en 80 anos se hayan convertido
en 31050,70.

XXX, Qué anualidad habrd q e satisfacer para extin-
guir en 12 anos un préstamo de 35000 pesetas, al 5,25 por
ciento.






ERRATAS MAS NOTABLES.

Pigina.  Linsa. DIicE, DEBE DECIR.

56 12 (62) (63)

57 16 B R

60 8 factor ¢ factor de g

65 3 este el este es el

85 3 39 40

89 —8 que nombre que

99 5 medida media

99 —1 medida media

112 3 engendrado por engendrado por %
112 —13 (183) (182)

124 —13  513,076132191 X 321 513,075132191321
134 —14 2d X 10 4+ u 2d X 10 X u
142 —2 3ab*X b 3a b+ b
143 7 Ni==d. > 10 X N=dX 10+ u
T4 i==1h 50,616 506,16

160 —6 del el

163 —6 35,06 35! ,06

164 1 complejo incomplejo

7 i e —_]—; de dia %dedia, 4h; 20m, Gmy 42
176 —t 0,75 2,75
215 8 (a+4+b—c)n (a+b—c)X —n
220 15 40 g* b* — 49 a* *
220 26 —2a | x* —2a | x
220 27 —3b 2b
230 —3 5> 10 o X 102
252 —4 27' 21" 57’ 21"
256 9 9 horas x horas
256 —1 absoluto positivo
25 3 b’ 6bc

? Z o . ad

281 11 (o g 17 N (E=2adtc)®



Pigina,  Linea. DlCE. DEBE DECIR,

ALz A
293 —2 ap taq
299 —3 (ro2) ; (103)

1

314 —1 5 (m—n) 7 (m*— n)
315 7 b*n —dm? dm*—b*n
318 —35 dara para x
346 —5 (1 4=r)t—= a(l 4-r)—2
347 —9 a los los
348 —2 diez quince
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