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M m Í M 
Cuando tantas obras de matemáticas ele-

fcS mentales se han publicado en estos últimos 
^ É años, y algunas de gran valer, el Programa mw razonado, que hoy damos á luz, ha menester 
de alguna explicación que justifique su conve­
niencia ya que no su necesidad. 

En modo alguno pretendemos llevar un 
sólo grano de arena al soberbio edificio de esta 
ciencia, ni introducir en su exposición noveda­
des á veces peligrosas: mas modestos son nues­
tros propósitos. 

E l mejor cumplimiento de nuestros deberes 
profesionales es únicamente el que inspira este 
pequeño trabajo, en que tan sólo hemos aten­
dido al deseo de presentar desembarazados de 
obstáculos los primeros pasos de una ciencia á 
que la mayoría suele cobrar injustificada repul­
sión, por las aparentes dificultades que su estu­
dio presenta en edad harto temprana. 

En nuestro humilde juicio, la mayoría de 
nuestras obras de texto adolecen del defecto de 
ser harto latas para las actuales necesidades de 
la segunda enseñanza. 
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Precisa, pues, el profesor hacer un trabajo 
minucioso para separar lo absolutamente nece­
sario, de lo que excede á las condiciones de pre­
paración y desarrollo intelectual de los alumnos, 
no menos que al tiempo disponible-

Esta labor del Catedrático no siempre pro­
duce los debidos efectos, pues viene, en cierto 
modo, á aumentar el rudo trabajo de los jóvenes 
alumnos, por la confusión que en su espíritu 
produce; no siendo raro, á pesar de los esfuer­
zos de aquél, verles confundir lastimosamente 
lo esencial con lo accesorio. 

Además, la poca costumbre de tomar apun­
tes en estos primeros años de su vida escolar, 
dificulta gravemente las variaciones que intro­
duce el profesor en la obra de texto, al objeto 
de aclarar ó simplificarlas cuestiones mas áridas 
ó complejas. 

Estas, y solo estas, son las razones que nos 
han movido á condensar en un pequeño cuerpo 
de doctrina, adaptado al número y forma de las 
lecciones de nuestro programa, las nociones 
que estimamos deben exigirse á un alumno de 
segunda enseñanza, de un primer curso de 
matemáticas elementales. La concisión extrema­
da con que presentamos las teorías todas, al 
objeto'de no imponer al alumno más que el 
trabajo mínimo indispensable, acostumbrándole 
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á la vez á la precisión del lenguaje matemático, 
le dá hecho el extracto de las explicaciones del 
profesor, que amplían, exclarecen y detallan 
cada una de ellas. L a omisión de la parte prác­
tica, obedece al propósito de que no leída, sino 
ejecutada por el propio alumno, consolidando 
así las teorías, venga á completar, con el cua­
derno de clase que acompaña en blanco á cada 
ejemplar, el Programa razonado. Este procedi­
miento, cuya bondad nos justifica la experiencia, 
vendrá á ser, si acaso, la única novedad que en 
la disposición de nuestra obra pueda apreciarse. 

No hemos de encarecer su mérito, que no 
es mucho; pero sí hemos de permitirnos rogar 
a nuestros comprofesores ensayen el procedi­
miento, en la seguridad de que ha de satisfa­
cerles el resultado. Son contados los que leyen­
do aprenden un curso de matemáticas; pero son 
mas contados aún los que, calculando y ejecu­
tando ejercicios y problemas, no llegan á adqui­
rir conocimientos generales de estas ciencias-

Este principio, para nosotros axiomático, es 
el que hemos tratado de poner en práctica con la 
publicación de una obra que obliga al alumno á 
practicar los ejercicios todos de la lección del día. 
En nuestro país, donde las enseñanzas teóricas 
dejan tan poco que desear, forzoso es dedicar al­
go, en todas las ciencias, á la enseñanza práctica. 
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Si el propósito es bueno, no faltará quien 
sepa realizarlo, ya que por nuestra parte no po­
damos tener tamaña pretensión.» 

Esto decíamos al publicar la 1.a edición de 
esta obra, que tan benévolamente juzgada ha 
sido por el Consejo de Instrucción Pública á 
quien somos acreedores de eterna gratitud-

Hoy, recien publicado el Real Decreto de 
16 de Septiembre, que tan radicalmente cambia 
el plan de estudios de segunda enseñanza, y que 
tan conforme se halla con el espíritu que inspiró 
nuestras anteriores palabras, confirmando, en 
cierto punto, nuestras teorías; al hacer la segun­
da edición de nuestro Programa razonado de 
Aritmética y Algebra, hemos tenido que aten­
der necesariamente á satisfacer el diverso con­
cepto de esta asignatura para los alumnos de 
2.° y 5.° año. Señalamos con caracteres distin­
tos la parte que á unos y otros corresponde, 
á más de los asteriscos que indican la reservada 
á los últimos. 

De esta suerte creemos responder al pensa­
miento del legislador, consiguiendo la con­
gruencia apetecida en el concepto, extensión y 
fines académicos de esta asignatura en los dos 
años señalados. 



ARITMÉTICA 
I. 

PRELIMINARES. 

I. Se dá el nombre de ciencia á un conjunto de verda­
des enlazadas unas á otras y apoyadas en principios evi­
dentes. 

Proposición, es la expresión oral de un juicio. 
Las proposiciones matemáticas reciben las siguientes 

denominaciones. 
Demostración, es el razonamiento que empleamos para 

hacer ver la certeza de una proposición. 
Definición, es la breve enunciación oral de una idea. 
Ax i oma , es una verdad evidente por sí misma, que 

ni tiene, ni necesita demostración. 
Postulado, es una verdad de carácter práctico, que no 

tiene, aunque necesitaría demostración. 
Teorema, es una proposición cuya certeza necesita 

demostrarse. 
Esta proposición recibe el nombre de enunciado, y 

consta de dos partes: hipótesis y tesis. 
Hipótesis, es lo que se supone cierto y sirve de funda­

mento á la demostración. 
Tesis, es el resultado ó consecuencia de la hipótesis y 

es el fin de la demostración, 
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Lema, es un teorema auxiliar que se antepone á otro 
más importante para facilitar su demostración. 

Corolar io, es una consecuencia del teorema; del que 
se deduce, bien sin necesidad de nuevo razonamiento, ó 
á lo sumo con ayuda de alguno muy sencillo. 

Escolio, es una proposición que sirve de enlace á otras 
varias ó indica sus aplicaciones. 

Problema, es una proposición en que se propone un 
fin para conseguirle. L a proposición recibe el nombre de 
enunciado. Todo problema consta de resolución y demos­
tración. 

Resolución, es el procedimiento que empleamos para 
conseguir el fin apetecido. L a demostración justifica este 
procedimiento. 

2. Matemáticas, son las ciencias que tratan de las 
leyes del tiempo y del espacio. 

Se dividen en dos grandes ramas según indica la 
definición. 

Ari tmética, que trata de las leyes del tiempo, es decir, 
de cuanto es numerable. 

Geometría, que trata de las leyes del espacio, es dccii') 
de cuanto es medible. 

3. L a Ari tmética, es la ciencia que trata de los núme­
ros, es decir, de su construcción, composición y des­
composición. 

4. Magni tud, es todo lo que es susceptible de aumento 
ó disminución. 

Cantidad, es la magnitud que se puede medir. 
Número, es el resultado de medir la cantidad. 
Unidad, es el tipo que tomamos para medir la cantidad. 

De suerte, que el número resulta de comparar la cantidad 
con la unidad, que es lo que llamamos medir la cantidad. 

5. E l número se divide en abstracto y concreto. 
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Es abstracto, cuando no determina la especie de la uni­
dad á que se refiere, y concreto cuando la precisa. 

También se divide en comensurable é incomensurable-
Comensurable, cuando contiene exactamente á la uni­

dad varias veces, ó á una de las partes iguales de la 
unidad. 

Ihcomensurable, cuando no contiene exactamente á la 
unidad ni á ninguna de sus partes. 

NÚMEROS ABSTRACTOS. 

II. 
Numeración de enteros. 

I. Numeración, es la parte de la Aritmética que nos 
enseña á expresar los números. 

Se divide en verbal y escri ta., 
Numeración verbal * es el medio adoptado para expre­

sar los números con pocas palabras. 
Su artificio es por demás sencillo. 
L a unidad se designa con la palabra uno. 
L a reunión de uno y uno con la palabra dos 
L a de dos y uno; tres. 
L a de tres y uno, cuatro; la de cuatro y uno, cinco; 

la de cinco y uno, seis; la de seis y uno, siete; la de siete 
y uno, ocho; la de ocho y uno, nueve; y la de nueve y 
uno, die^. 

, L a reunión de diez unidades se considera como una 
nueva unidad que se llama decena, y se cuenta por dece­
nas lo mismo que hemos hecho por unidades; así se dice 
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una decena ó diez; dos decenas ó veinte; tres decenas ó 
treinta; cuatro decenas ó cuarenta; c inco decenas ó c i n ­
cuenta; seis decenas ó sesenta; siete decenas ó setenta; 
ocho decenas ú ochenta; nueve decenas ó noven ta ; diez 
decenas ó c iento . 

En t re cada dos decenas consecut ivas quedan nueve 
lugares, que se des ignan añadiendo al nombre de la p r i ­
mera , los de las nueve pr imeras unidades. 

As í se dice: diez y uno ú once; diez y dos ó doce; diez 
y tres ó t rece; diez y cuatro ó catorce; diez y c inco ó 
quince; diez y seis; diez y siete; diez y ocho, y diez y nueve. 

Y de l m ismo m o d o : veint iuno, veint idós, ve int i t rés! 
veint icuatro, ve int inueve, etc. 

L a reunión de diez decenas, se cons idera c o m o una 
nueva unidad l lamada centena, y se cuenta por centenas 
c o m o por decenas y un idades; así d i remos: 

U n a centena ó c iento; dos centenas ó doscientos; tres 
centenas ó t rescientos; cuatro centenas ó cuat roc ientos; 
c inco centenas ó quin ientos; seis centenas ó seisc ientos; 
siete centenas ó setecientos; ocho centenas ú ochoc ientos, 
nueve centenas ó nuevecientos; diez centenas ó m i l . 

En t re cada dos centenas consecut ivas, quedan noventa 
y nueve lugares, que se expresan añadiendo al nombre 
de la p r imera los de los noventa y nueve pr imeros nú­
meros . 

Así se d ice ! ciento uno, ciento dos , c iento t res. . . . c iento 
noventa y nueve. 

L a reunión de diez centenas se mira c o m o una nueva 
un idad que se l lama m i l l a r , y contamos por mi l lares lo 
m ismo que hemos contado po r unidades, decenas y 
centenas. 

U n m i l l a r ó m i l ; dos mil lares ó dos mi l ; tres mi l lares 
ó tres m i l ; cuatro mil lares ó cuatro m i l ; c inco mil lares ó 
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cinco mil; seis millares ó seis mil; siete millares ó siete mi l ; 
ocho millares ú ocho mil ; nueve millares ó nueve mil; diez 
millares ó diez mil. 

Entre cada dos millares consecutivos hay comprendi­
dos nuevecientos noventa y nueve números que se desig­
nan con el nombre del primer millar y los de los nueve 
cientos noventa y nueve primeros números. 

Es decir, mil uno, mil dos, rail tres-.... hasta mil nueve 
cientos noventa y nueve. 

E l conjunto de diez millares se llama decena de mi l la r ; 
el de diez decenas de millar, centena de mi l la r ; y el de 
diez centenas de millar, millar de millar ó mil lón. 

Y se cuenta por millones lo mismo que por unidades 
sencillas, diciendo: unidades de mi l lón; decenas de mi l lón; 
centenas de mi l lón; unidades de mi l lar de mi l lón; decenas 
de mi l lar de mi l lón; centenas de mi l lar de millón, y millar 
de millar de millón ó bi l lón. 

Todas estas unidades se clasifican también por órdenes 
y se desig-nan respectivamente unidades de primero, se­
gundo, tercero..... e tc , las unidades, decenas, cente­
nas etc. como se observa en el cuadro adjunto. 

CUADRO DE LA NUMERACIÓN. 

Unidad j juno. í de primer orden 
Decena 
Centena] 
Unidad 

!-, Decena vde millar. 
Centena) 
Unidad ) 
Decena I de millón. 
Centena) 

diez < de segundo 
ciento (de tercero 
mil (de cuarto 
diez mil. < de quinto-
cien mil (de sexto 
millón í de séptimo 
diez mil lones... . < de octavo 
cien mil lones.. . (de noveno 



Unidad 
Decena ' 
Centena' 

Unidad , 
Decena 
Centena' 

Unidad ' 
Decena 
Centena _ 

Unidad | 
Decena [det r i l lón. 
Centena) 

de millar 
de millón 

de billón. 

de millar 
de bil lón. 

Unidad 
Decena 
Centena' 

de millar 
de tr i l lón. 

~ 14 -
'mil millones (de décimo 
diez mil millones I de undécimo 
cien mil millones ( de duodécimo , 

billón I de décimo tercio 
diez billones |de décimo cuarto 
cien b i l l ones . . . . | de décimo quinto 

mil billones . . . . íde décimo sexto 
diez mil billones. | de décimo séptimo 
cien rail billones, (de décimo octavo 

tri l lón [de décimo nono 
diez trillones.. . . jde vigésimo 
cien tri l lones-.. . ( de vigésimo primero 

mil trillones. . . . ( devigésimosegundo 
diez mil trillones < de vigésimo tercero 
cien mil trillones. de vigésimo cuarto 

Con tan sencillo artificio y con solos los nombres de 
los diez primeros números y los de ciento, mil y millón, 
combinados convenientemente, pueden expresarse, según 
hemos visto todos los números. 

3. Todo el fundamento del sistema estriba, pues, en los 
dos principios siguientes. 

Todo número entero es la reunión de unidades de 
diversos órdenes, siendo menos de die% las de cada orden. 

L a reunión de díe^ unidades de cualquier orden, cons­
t i tuye una del orden inmediato superior. 

4. Este número diez se llama base; y por eso el siste­
ma se llama decimal, 

Los diferentes sistemas de numeración se disting-uen 
o 

por su base, ó sea el número de unidades de un orden 
que se precisan para formar una unidad del orden inme­
diato superior. 

5. P a r a enunciar un número entero, bastará designar 
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sucesivamente el número de unidades de cada orden que 
contiene, empelando por las de orden superior, 

6. L a numeración escrita tiene po'r objeto representar 
todos los números con pocos caracteres ó cifras. 

Desde luego se advierte que no pudiendo llegar á diez 
las unidades de cada orden que un número contiene, serán 
nueve los caracteres precisos. Estos caracteres son: I, 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, que se leen uno, dos, tres, cuatro 
nueve, y se llaman c i f ras significativas. Para distinguir si 
estas cifras representan unidades de uno ú otro orden, se 
ha convenido que cada c i f r a represente unidades del orden 
indicado por el lugar que ocupa, contando de derecha d 
izquierda; y como puede darse el caso de que el número 
carezca de unidades de un orden determinado, se expre­
sará la carencia de estas unidades con la cifra o l lama­
da cero. 

7. De aquí se deduce que admitimos desde luego en 
todo número dos valores: uno, que llamaremos absoluto, 
es el que tiene por su figura; y el otro, que se llama 
relativo, es el que le corresponde por el lugar que 
ocupa. 

8. Por consiguiente, s i á la derechi. de un número 
entero colocamos un cero, el número quedará hecho die^ 
veces mayor; pues sus unidades pasarán á ser decenas, 
las decenas, centenas, etc.; y si todas sus unidades se han 
hecho diez veces mayores, el número es evidente que 
resultará también diez veces mayor. 

Del propio modo se demuestra que se hace cien, mil... 
veces mayor, agregando á su derecha dos, tres ceros. 

9. Por el contrario, un número entero, no varia colo­
cando d su izquierda ceros, toda vez que sus cifras no 
cambian de valor absoluto, ni relativo. 

10 P a r a escribir un número entero bastará escribir 
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sucesivamente de izquierda d derecha las unidades de cada 
orden que el número contenga, empelando por las del or­
den superior. 

II. P a r a leer un número entero, enunciaremos sucesi-
vamente las unidades de cada orden que contenga comen­
tando por las de orden superior. 

Ejemplos.—1.° ¿Cuál es el número que tiene nueve un¡ • 
dadcs de I.er orden, cinco de segundo, cuatro de cuarto, 
dos de quinto, tres de sexto, cinco de noveno, siete de 
décimo y ocho de undécimo? 

2.° Escribir en guarismos el número anterior. 
3.° Leer el número 10750004320013504. 

12 Numeración romana.—El sistema de numeración 
que acabamos de esponer fué introducido en España por 
los árabes, de donde aún tardó en propagarse por el resto 
de Europa. Los romanos tenían un modo bien imperfecto 
de representar los números enteros. 

Los signos de su numeración eran los siguientes: 

I, V , X , L , C, D, M 
uno cinco diez cincuenta ciento quinientos y mil 

Cada letra puede repetirse tres veces; asi C C C se lee 
trescientos; pero cuatrocientos se escribía C D , mediante 
el convenio de que toda letra colocada á la izquierda ds 
otra de mayor valor, la disminuye en el valor que tiene; 
por eso la C disminuye en ciento á la D, escribiéndola á 
la izquierda. 

Como X L se leerá cuarenta; y IV cuatro, 
Los números en cuya parte superior se escribe una 

línea horizontal representan mil veces su valor; asi V, se 
lee cinco mil; 'x¡ diez mil. 

Ejemplos:—i.ü Leer el número: 

M M M C D L X V D C C C X L I X . 
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2.° Escribir en números romanos, dos millones qu i ­

nientos setenta y nueve mil tressiencos ocho. 

OPERACIONES FUNDAMENTALES. 

III. 
Adidón de enteros. 

13. En aritmética se conocen con el nombre de opera­
ciones, los diversos modos de construir los números. 

Las operaciones fundamentales, así llamadas, porque 
en ellas se funda todo el cálculo aritmético, son cuatro: 
adición, sustracción, multiplicación y división. 

14. Adición es la operación de sumar. 
Sumar es construir con varios números uno solo. 
Sus elementos son los números que se han de sumar, y 

que reciben el nombre de sumandos, y el resultado de la 
operación que se llama, suma. 

E l signo de esta operación es ~{-, que se lee más. 
E n la adición pueden distinguirse dos casos-: que los 

sumandos'tengan una sola cifra y que tengan dos ó más. 
15. E l primer caso se resuelve sabiendo de memoria 

la tabla desamar, que se construye fácilmente con el solo 
conocimiento de la numeración. 

Basta para ello escribir en línea horizontal los diez 
primeros números, empezando por cero, y debajo los que 
les siguen en la escala natural de los mismos, hasta que 
escribamos la décima línea que comenzará por nueve. 
Evidentemente los números de ¡a segunda línea tienen una 
unidad más que los de la primera, luego representan las 

3 
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sumas respect ivas de los números de ésta con uno . L o s de 
la te rcera , t ienen una un idad más que los de la segunda , 
y c o m o estos t ienen ya una un idad más que los de la p r i ­
mera , tendrán dos unidades más que los respect ivos de la 
p r imera , y representan, p o r t a n t e , las sumas de los diez 
p r imeros números con d o s . D e l p rop io m o d o , y e m ­
p leando el m ismo razonamiento , l legaríamos á comproba r 
que los números de la ú l t ima línea hor izonta l son las 
sumas de los respect ivos de la pr imera con nueve. 

10 

10 

11 

10 

11 

12 

10 

11 

12 

13 

6 i "7 

7 I 8 | 9 

9 i 10 

9 I 10 i 11 

10 ( 11 i 12 

11 | 12 i 13 

12 I 13 I 14 

13 | 14 i 15 

14- 1.15 i 16 

9 i 10 

10 | : i l 

11 \ 12 

12 I 13 

13 i 14 

14 | 15 

15 \ 10 

16 i 17 

17 i 18 

Separando , pues, unos de otros por medio de líneas 
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horizontales y verticales, bastaría para tener la suma de 
dos números de una sola cifra, buscar el uno en la primera 
línea y el otro, en la. primera columna y en el punto de 
encuentro de ambas se hallará la suma pedida. 

16. Para sumar números de varias cifras basta obser­
var que, debiendo ser la suma el conjunco de todos los 
sumandos, las unidades de la suma deberán ser el conjunto 
de las unidades de todos los sumandos; las decenas de la 
suma deberán ser el conjunto ó suma de las decenas de 
todos los sumandos y así sucesivamente. 

I/. Se vé, por tanto, que el procedimiento consiste 
en suponer descompuestos los sumandos ,en sus diversas 
unidades, sumar estas separadamente, y reunir todas las 
sumas. 

18. A l efectuar esas sumas parciales, podrá suceder 
que alguna de ellas exceda de diez, en cuyo caso, dicho se 
está, que deberemos escribir tan solo las unidades y guar­
dar las decenas para agregarlas, como nuevo sumando, á 
la suma parcial inmediata. 

19. De donde se deduce finalmente, que para sumar 
números enteros, basta sumar las unidades del mismo or­
den de todos los sumandos, empegando para mayor f a c í • 
l idad, por las de primer orden, reservando las decenas que 
resulten de cualquiera de estas sumas parciales para 
agregarlas á la de las unidades del orden inmediato 
superior. 

Ejemplos.—I.0 Sumar, 

38754 + 149615 + 237854 
+ 695314 + 157 + 7896 + 38975 + 3156392 

2.0 34578 + 3157892 + 689715 + 24315 + 
157328 + 4898 + 318997 +683295 + 61325 
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IV, 
Sustraeeión de enteros. 

20. Sustracción es la operación de restar. 
Restar es descomponer una suma en dos sumandos, 

siendo uno de estos concidos. 
¡j,. L a suma dada toma el nombre de minuendo. 

E l sumando conocido el de sustraendo; y el sumando 
que se busca se llama resto, exceso ó diferencia. 

E l signo de esta operación es —, que se lee menos. 
E n la sustracción pueden ocurrir dos casos: I.0, que el 

sustraendo tenga una sola cifra, y 2.0, que tenga varias. 
21. Para resolver el primer caso basta buscar el nú­

mero que sumado con el sustraendo nos dé el minuendo, 
ó bien quitar una á una del minuendo las unidades del 
sustraendo. 

22. Respecto al segundo caso, teniendo en cuenta que 
el minuendo es, según la definición, la suma del sustraen-
do y del resto y que, por tanto, las diferentes unidades 
del minuendo, representan las sumas respectivas de las 
unidades del mismo orden del sustraendo y del resto, claro 
se está, que bastará restar las unidades del sustraendo de 
las del mismo orden del minuendo para tener las del resto. 

Podrá suceder que alguna ciíra del minuendo sea me­
nor que la correspondiente del sustraendo, lo cual querrá 
decir que la suma parcial que aquella representa fué ma­
yor que diez; y en este caso, bastará restablecer la suma 
primitiva, lo que conseguiremos fácilmente tomando de la 
cifra siguiente del minuendo la decena agregada, con lo 
que se hará ya fácilmente la sustracción parcial corres­
pondiente. 
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23. P o d e m o s , po r tan to , deci r que p a r a r e s t a r dos 
números enteros basta r e s t a r l as c i f r a s de l sust raendo de 
las de l mismo orden del m inuendo . S i a l g u n a c i f r a d e l 
sustraendo es m a y o r que l a cor respond iente de l minuendo^ 
se ag regan á esta die{ unidades y se d i s m i n u y e una d l a 
i nmed ia ta s u p e r i o r . 

E jemplos I.0 Res ta r 897315 de 10023004. 
2.° Res ta r de l número 32573124 el número 9876956. 

V . 

Propiedades de la adición y de la sustraeeión. 

24 . E l pa lo r de l a suma es independiente de l orden de 
los sumandos , S e a la suma 2 4-3-J-5 , d igo que es igual á 
5-J--2 + 3. E n efecto; 2 + 3 + 5 representa l a suma de 
1 + 1 + 1 + 1 + 1 -f 1 + 1 + 1 + 1 + 1 que en cualquier or ­
den que se cuenten sus unidades s iempre , cont iene las 
m ismas . 

P r u e b a de una operac ión , es o t ra operación que se 
ejecuta para asegurarnos de la exact i tud de la p r imera . 

L u e g o , según la p rop iedad anter ior , l a p rueba de l a 
ad ic ión puede efectuarse sumando en o rden dist into todos 
los sumandos . 

25. L a d i f e r e n c i a entre el minuendo y el resto es el 
sust t aendo. 

E n efecto, puesto que el minuendo es la suma de l 
sust raendo y de l resto, es ev idente que si de esa suma 
restamos uno de los dos sumandos, resul tará el o t r o . 

De donde se deduce que podrá hacerse la p rueba de l a 
sust racc ión, restando del minuendo el resto, y deberá r e -
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saltar el sustraendo; ó bien, con arreglo á la definición, 
sumando el sustraendo con el resto, y deberá resultar el 
minuendo. 

26. S i uno de los sumandos aumenta un número cual­
quiera, y los otros no varían, la suma resultará aumen­
tada en el mismo número. 

E n efecto, al aumentar ese sumando en dicho número, 
es como si este número entrara á constituir un sumando 
mas, y por lo tanto, la suma resulta aumentada en ese 
sumando. 

27. S i uno de los sumandos disminuye en un número 
cualquiera, y los otros no varían, la suma disminuye en 
el mismo número. 

E n efecto, al disminuir el sumando en esc número es 
tanto como si la suma constase de un sumando menos, y 
por consiguiente resultará disminuida en dicho número, 

28. De estos dos principios se deduce: que si varios 
sumandos aumentan, y los otros no varían, la suma au­
mentará en la suma de aquello?, incrementos: que si varios 
sumandos disminuyen, y los otros no varían, la suma dis­
minuirá en la suma de los números disminuidos por los 
sumandos. 

29. Y por último, que si uno ó varios sumandos au ­
mentan el mismo número que disminuyen otros sumandos, 
la suma no varía, puesto que disminuye por el segundo 
concepto, según lo expuesto, lo mismo que aumenta por 
el primero. 

30. S i el minuendo aumenta ó disminuye un número 
cualquier a, y el sustraendo no varía, el resto aumenta ó 
disminuye el mismo número. 

E n efecto, el minuendo es la suma del sustraendo y 
del resto, y para que la suma aumente ó disminuya, es 
preciso, según hemos visto, que alguno de los sumandos 
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lo efectúe; el sustraendo no varía, según la hipótesis, lue­
go tendrá que aumentar ó disminuir el resto. 

31. S i el minuendo no varía, y el sustraendo aumenta 
ó disminuye, el resto disminuye ó aumenta en el mismo 
número. 

E n efecto, el minuendo que es la suma no ha variado 
á pesar de aumentar ó disminuir el sustraendo (uno de los 
sumandos) luego habrá sido preciso, que el otro sumando, 
ó sea el resto, disminuya ó aumente en el mismo número. 

32. De estos dos principios se deduce que si minuendo 
y sustraendo aumentan ó disminuyen, ambos en el mismo 
número de unidades, el resto no varía. 

Escolio 1.° En este principio se funda la costumbre 
establecida en la sustracción de enteros, cuando la cifra 
del minuendo es menor que la del sustraendo, de añadir 
una unidad á la cifra siguiente del sustraendo en lugar de 
restársela á la del minuendo. 

2.0 En esta propiedad encontraremos también el modo 
de restar de un número dado, la diferencia de otros dos. 

S i , por ejemplo, quisiéramos restar de 35 la diferencia 
17—8; diríamos: si tuviéramos que restar de este número 
el 17, la diferencia sería 35 —17; pero el sustraendo pro­
puesto tiene 8 unidades menos, luego el resto debe tener 
8 unidades más, ó lo que es lo mismo, el resto será 

3 5 - 17 + 8. 

Luego para restar de un número dado la diferencia 
de otros dos, basta restar el primero y añadir el segundo. 

33. Complemento de un numeroj es la diferencia entre 
dicho número y la unidad inmediata superior á la primera 
cifra de su izquierda. Así el complemento de 8 es 2; el de 
35 es 65; diferencias de dichos números á 10 y 100 respec • 
tivamente. 
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Como el minuendo es siempre la unidad seguida de 
ceros, se sigue de aquí que para hallar el complemento de 
un número, bastará restar todas sus cifras de 9, menos la 
primera de la derecha que se restará de 10. 

Los complementos convierten la sustracción en adición 
por la consideración siguiente: 

425—231 es lo mismo que 425+1000-231—1000; 
y esto equivale á 425 + Cto, 231 — 1000. 

Luego para restar dos números, se añade al minuendo 
el complemento del sustraendo, y de la suma se quita una 
unidad del orden inmediato superior al sustraendo. 

Ejemplos. I.0 Restar, por medio del complemento, de 
45786849 el número 

87654. 
2 ° Calcular por medio de complementos la expresión 

siguiente: 
5 1 7 - 4 8 4 + 6 8 3 7 - 4 5 9 2 + 1 1 8 - 5 2 5 - 1 9 . 

VI. 
MulüpliGación de enteros. 

34. Multiplicación es la operación de multiplicar, 
Mul t ip l icar es hal lar un tercer número, llamado pro­

ducto, que sea respecto del pr imero, ó multiplicando, lo 
que el segundo, ó multiplicador, es respecto de la unidad. 

E l signo de esta operación es X ó . que se lee multi­
plicado por. 

De la definición de la multiplicación se deduce que 
según el multiplicador sea mayor, igual ó menor que la 
unidad, el producto será mayor, igual ó menor que el 
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multiplicando, y que en el caso de multiplicación de ente­
ros, multiplicar es repetir al multiplicando tantas veces por 
sumando como unidades tiene el multiplicador. 

Tomar un número dos veces por sumando, 6 multipl i­
carle por 2, se llama duplicarle. 

Tomarle tres, cuatro, cinco, seis veces, e tc , por su ­
mando, ó multiplicarle por 3, 4, 5 ó 6, etc., se llama t r i p l i ­
car le, cuadruplicarle, quintuplicarle, sextuplicarle, etc. 

E n la multiplicación de números enteros conviene d is ­
tinguir tres casos: i.0, Que el multiplicando y e l mult ipl i ­
cador tengan una sola c i f r a ; 2.°, que el multiplicando 
tenga varias y el multiplicador una; y 3.0, que mult ip l i ­
cando y multiplicador tengan varias c i f ras . 

35. E l primer caso, se resuelve fácilmente con ayuda 
de la tabla de multiplicación, llamada comunmente de 
Pitágoras, del nombre de su inventor. 

Para construirla, basta colocar en línea horizontal los 
nueve primeros números; y debajo las sumas de estos 
números consigo mismos. L a tercera línea se íbrma'suman-
do los números de la primera con los de la segunda, y así 
en general, es decir, sumando siempre los de la primera 
línea con los de la última hallada. 

L a explicación es muy sencilla. 
E n la primera línea están tomados los nueve primeros 

números una vez, luego representan sus productos por 1, 
E n la segunda están sumados consigo mismos, ó to­

mados dos veces por sumando, es decir, que representan 
los productos de esos nueve primeros números por 2. 

L a tercera, suma de la 1.a y la 2.a, claro está, que con­
tiene dichos números tres veces por sumando ó representa 
sus productos respectivos por tres, etc. 

Para hallar el producto de dos números se procede de 
modo análogo al empleado en la tabla de sumar. 

4 
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10 12 14 16 18 

12 15 18 21 24 27 

12 16 20 24 32 36 

10 15 20 25 30 35 40 45 

12 24 30 42 48 54 

14 21 28 35 42 49 56 63 

16 24 32 40 48 56 72 

9 18 27 36 45 54 63 72 81 

36. 2.° Caso. Supongamos que tratemos de multipli­
car 5327X4-' Diremos, multiplicar un número por 4 es to­
marle cuatro veces por sumando, luego 

5327 X 4 equivale á 5327 + 
5327 
5327 
5327 

Ahora bien, para efectuar esta suma hay que tomar el 
7 cuatro veces por sumando, ó sea multiplicarle por 4-
después repetir el 2 cuatro veces por sumando ó multi­
plicarle por 4; y repetir del mismo modo cuatro veces 
el 3 y el 5. 
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De donde se deduce que, para resolver el segundo 
caso de la multiplicación de enteros, basta multiplicar cada 
una de las cifras del multiplicando por el multiplicador. 
Desde luego se comprende que las decenas que resulten 
de cada producto deberán reservarse para agregarlas al 
siguiente, 

37. 3.er Caso. Para la mayor facilidad en la expl ica­
ción de este caso, conviene distinguir primero dos casos 
particulares, 

I.0 Mul t ip l icar un entero por la unidad seguida de 
ceros. Según demostramos en la numeración, bastará agre­
gar á la derecha del multiplicando tantos ceros como 
tenga la unidad. 

2.0 Mul t ip l icar un entero por cualquier cifra significa­
tiva seguida de ceros1 

Sea, por ejemplo. 8645 X 3000. 
Multiplicar 8645 por 3000 es repetirle tres mil veces 

por sumando, y esta suma la podremos descomponer, 
para mayor facilidad, en mil sumas parciales de tres su­
mandos cada una. 

Cada una de estas sumas parciales es el producto de 
8845 X 3, y como hay mil de éstas, tendremos que mul­
tiplicar ese producto por mil ó sea agregarle tres ceros. 

Luego para multiplicar un número cualquiera por una 
cifra significativa seguida de ceros, basta multiplicarle por 
dicha cifra significativa y al producto que resulte agregarle 
tantos ceros como tenga el multiplicador expresado. 

Resueltos estos dos casos no ofrece dificultad alguna 
la inteligencia del 3 ei'caso de la multiplicación. 

Supongamos que se quisiera multiplicar 3826 por 286. 
Diríamos, multiplicar 3826 por 286 es repetir al 3826 

288 veces por sumando, y es claro que conseguiremos 
esto si le repetimos 200 veces, más 80 veces, más 6 veces, 
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lo que equivale á raultiplicarle por 6, por 80 y por 200 y 
á sumar est'os productos, como se expresa á continuación: 

3826 
286 

22956 producto por 6 
306080 producto por 80 
785200 producto por 200 

1094236 producto por 286 

E n la práctica se suprimen los ceros que figuran á la 
derecha de los productos parciales y que nada influyen en 
la suma, resultando la siguiente regla: P a r a multiplicar 
dos números de varias c i f ras , se multiplica todo el mult i ­
plicando por cada c i f r a del multiplicador, los productos 
parciales se escriben debajo de la c i f ra del multiplicador 
que los produce, y su suma nos dará el producto total. 

38. Esta regla puede simplificarse, en virtud de las 
consideraciones expuestas, en algunos casos particulares. 

i.0 Si uno de los dos factores, ó ambos terminan en 
ceros, pueden multiplicarse prescindiendo de los mismos 
y agregándolos después á la derecha del producto. 

'2.° Cuando el multiplicador es 11, 21, 31. . . .91, basta 
agregar al multiplicando su producto por las decenas del 
multiplicador, corriéndole un lugar á la izquierda. 

3.0 Si el multiplicador es 11, 12, 13 19, se agrega al 
multiplicando su producto por las unidades del multipli­
cador, corriendo este un lugar á la derecha. 

4.0 Si el multiplicador es 9, 99, 999 , y en general 
un número compuesto solo de nueves, basta agregar al 
multiplicando tantos ceros como nueves tenga el multipli­
cador y restar del resultado el multiplicando dado. Puesto 
que repetir nueve veces el multiplicando como sumando 
es lo mismo que tomarle diez veces y restarle una vez, etc. 
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Ejemplos.—i.0 Multiplicar 867594767900 por 
9000576000 

2.0 97816 X 1100; 
3.° 5 6 7 8 9 4 X 9 1 0 ; 
4.° 687954349 X 999999. 

VII. 
Propiedades de la multiplicaeión. 

39. Se llama igualdad la expresión de la propiedad de 
ser iguales dos cantidades. 

E l signo que la expresa es ==, que se lee igual y se co­
loca entre las dos cantidades que gozan esta propiedad. 

Se llama pr imer miembro de una igualdad, la cantidad 
que está á la izquierda del signo igual, y segundo miembro 
la que está á su derecha. 

E l uso de las igualdades se funda en el siguiente axio­
ma: S i con cantidades iguales se efectúa la misma opera-
ción, los resultados son iguales. 

L a propiedad contraria, de no ser iguales dos cantida­
des, se expresa por medio de los signos ^> y <C que se 
leen mayor que, y menor que, y originan la desigualdad. 

Sentadas estas nociones, pasemos á expresar las pro­
piedades de la multiplicación. 

40. E l producto de un entero por otro, es igual a l p ro ­
ducto del segundo por el primero. 

Sea el producto 5 X 4 , digo que os igual á 4 X 5. 
E n efecto, multiplicar 5 X 4 es repetir el cinco cuatro 

veces por sumando; pero 
5 r r 1 +• 1. + .1 + 1 + I: 
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luego 5 X 4 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 
1 _l_ 1 + 1 + 1 + 1 
1 + 1 + 1 + 1 + 1 
1 + 1 + 1 + 1 + 1 

Ahora bien, como el valor de la suma es independiente 
del orden de los sumandos, la suma no variará en cual­
quier orden que la efectuemos. S i la practicamos por 
lineas, tenemos cuatro de á cinco unidades, ó sea 5 X 4 ; 
y si lo hacemos por columnas, cinco de á cuatro unidades, 
ó sea 4 X 5; luego 5 X 4 = : 4 X 5> q116 es lo clue nos 
proponíamos demostrar. 

41. S i uno de los factores de un producto aumenta un 
número cualquiera de unidades y el otro no varía, el 
producto aumentará el mismo número de veces ese otro 
factor . 

Pueden distinguirse dos casos: que el factor que au-
mciite sea el multiplicando ó el multiplicador. 

I.0 Sea el producto 4 X 9 ; dig0 q116 Si al factor 4 le 
aumento tres unidades, el producto aumentará en 9 x 3 . 

En fecto, 4 x 9 = 4 + 4 + 4 + 9 veces. 
y 4 + 3 multiplicado por 9 — 4 + 3 + 4 + 3 + 4 + 3...9 
veces. 

Ahora bien, comparando estas dos sumas, vemos que 
contienen el mismo número de sumandos, pero cada su­
mando de la segunda tiene 3 unidades más que el de la 
primera, luego la segunda suma resulta aumentada en 9 
veces el 3, que es lo que queríamos demostrar. 

2.0 Sea el producto 9 X 5; digo que si al factor 5 le 
añado dos unidades, el producto aumentará en 9 X 2. 

En efecto, multiplicar 9 X 5 es repetir el 9 cinco veces 
por sumando; y multiplicar 9 por 5 + 2, es repetir el 9 
cinco más dos veces por sumando; luego en el segundo 
producto entra el 9 dos veces más por sumando que en 



— 31 — 

el primero, ó ha quedado aumentado en 9 X 2, que es lo 
que queríamos demostrar. 

42. Del propio modo se demuestra que si uno de los 
factores de un producto disminuye un cierto número de 
unidades, j r el otro no varía, el producto queda disminuido 
en el mismo número de veces el otro /ac tor . 

Para expresar que una suma ó una diferencia indicada 
han de multiplicarse por un número, se las escribe dentro 
de un paréntesis. 

Así (4-}-5-|-3)7, quiere decir que la suma 4-f-5-|-3 ha 
de multiplicarse por siete. 

43. E l producto de una suma indicada de varios ente­
ros por otro es igual á la suma de los productos de todos 
los sumandos por dicho entero. 

Sea la suma 4+5-f-7; 
digo que ( 4 - 1 - 5 + 7 ) 3 = 4 X 3 + 5 X 3 + 7 x 3 , 

E n efecto, el producto de 4 por 3 es evidentemente 
4 X 3 . 

Ahora bien, si ai factor 4 le añado o unidades, según 
el teorema anterior, el producto aumentará en 5 X 3 , ó lo 
que es lo mismo 

( 4 + 5) 3 ^ 4 X 3 + 5 + 3. 

Si añado nuevamente al multiplicando 7 unidades, el pro­
ducto aumentará en 7Í:X 3, luego 

(4 + 5 + 7)3 = 4 X 3 + 5 X 3 + 7 x 3 , 

que es lo que queríamos demostrar. 
Corolario. E l producto de un entero por una suma 

indicada de varios enteros es igual d la suma de los p ro ­
ductos del multiplicando por cada uno de los sumandos 
del multiplicador. Pues según hemos demostrado (40,) 

4 X ( 3 + 5) = ( 3 + 5 ; 4 = 3 X 4 + 5 X 4 
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44. E l producto de dos sumas indicadas de parios en­
teros es igual d la suma de los productos de cada uno de 
los sumandos del multiplicando por cada uno de los su­
mandos del multiplicador. 

Sea la suma 4 + 5 + 7 multiplicada por 3 + 8 , varaos á 
demostrar que 

( 4 + 5 + 7 ) ( 3 + 8) = 4 X 3 + 5 + 3 + 7 x 3 + 

4 x 8 + 5 X 8 + 7 X 8 -

E n efecto, según el corolario anterior, 

(4 + 5 + 7) (3 + 8) = (4 + 5+7) 3 + ( 4 + 5 + 7 ) 8 = 

4 X 3 + 5 X 3 + 7 X 3 + 4 X 8 + 5 X 8 + 7 X 8 , 

que es lo que nos proponíamos demostrar. 
4$. E l producto de la diferencia de dos enteros por 

otro es igual d la diferencia de los productos del minuendo 
y sustraendo por dicho entero. 

Sea la diferencia 9 — 5; digo que 

(9 — 5) 3 = 9 X 3 — 5 X 3. 

E n efecto, el producto de 9 por 3 es 9 X 3; si dismi­
nuyo ahora 5 unidades al multiplicando, el producto dis­
minuirá en 5 X 3; luego 

( 9 - 5 ) 3 = 9 X 3 — 5 X 3 , 
que es lo que queríamos demostrar. 

Escolio. L a propiedad anterior 

(4 + 5 + 7 ) 3 = 4 x 3 + 5 x 3 + 7 x 3 
permite cuando se tiene una suma 

4 x 3 + 5 X 3 + 7 X 3 , 
en que todos los sumandos tienen un factor común 3, es­
cribirla en, la forma (4 + 5 + 7( 3, y esta transformación 
se denomina separar el f ac to r común, operación muy 
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frecuente, como veremos en lo sucesivo. Dicho se está 
que es igualmente aplicable al caso de una diferencia. 

46. S i uno de los factores de un producto se mult ipl i ­
ca por un entero, el producto queda multiplicado por dicho 
entei o . 

Sea el producto o X ^ , digo que si uno de los factores 
5 se multiplica por 3, el producto quedará multiplicado 
por 3 . 

E n efecto, 5 X 3 = 5 + 5 + 5. 
Multiplicando ambos miembros de esta iguaidad por 7, 

tendremos 
5 X 3 x 7 = « ( 5 + 5 + 5 ) 7 = -

5 X 7 + 5 X 7 + 5 X 7 = 5 X 7 X 3 , 
conforme á lo expuesto. 

VIII. 
División de enteros. 

47. División es la operación de dividir. 
D iv id i r es descomponer un producto en dos factores, 

siendo uno de ellos conocido 
E l producto toma el nombre de dividendo, el factor 

conocido el de divisor, y el factor que se busca el de 
cociente. 

L a división se indica con el signo : que se lee dividi­
do por. 

L i división de enteros puede ser exacta ó completa, 
é inexacta ó incompleta. 

Se llama exacta cuando multiplicando el divisor por 
un entero reproduce el dividendo; é inexacta cuando no 
hay ningún entero que multiplicado por el divisc*r nos dé 
el dividendo. 
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Así 8 : 4 es división exacta, porque 4 X 2 =- 8, y 11 : 4 
es inexacta, porque el entero 2 es pequeño para cociente, 
toda vez que 4 X 2 = 8 menor que 9; y 3 es grande, por­
que 4 X 3 — 12 mayor que el dividendo 11. 

E n este caso, el 2 se llama cociente entero, y la dife­
rencia entre el dividendo 11 y el producto 4 x 2 del div i ­
sor por el cociente entero, se llama residuo. 

* E l 2 se llama cociente por defecto y el resto 3 se 
dice resto aditivo. 

En el mismo ejemplo, 3 será el cociente por exceso y 
el resto 1. en que 12 excede al dividendo 1 1 se llama res­
to sustractivo; 

En el primer caso; II = 4 X 2 + 3 
En el segundo; 1 1 = 4 X 3 — 1 
Mientras otra cosa no se advierta siempre se entiende 

que el cociente es por defecto.* 
De modo análogo á lo dicho en la multiplicación, en 

la división de enteros conviene distinguir tres casos. 
I.0 E l divisor y el cociente tienen una c i f r a . 
2.° E l divisor tiene varias c i f ras y el cociente una, y 
3.° E l cociente tiene varias c i f ras . 
48. E l primer caso se resuelve con ayuda de la tabla 

de multiplicar. Basta buscar el número que multiplicado 
por el divisor reproduce el dividendo ó nos dé el producto 
menor más próximo al dividendo. 

4 9 . 2.0 caso. Si se tiene en cuenta que es el inverso 
del 2.° de la multiplicación, se comprenderá que el d iv i ­
dendo ha de ser el producto del cociente por cada una 
de las cifras del divisor, y , por tanto, las unidades de cada 
orden del dividendo representan el producto de las uni­
dades del mismo orden del divisor por el cociente, au­
mentadas tal vez por las decenas que pudieran resultar 
del producto anterior. Po r consiguiente, dividiendo las 
unidades de orden superior del dividendo por las del 
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mismo orden del divisor, tendremos con seguridad el co­
ciente buscado. 

Supongamos, por ejemplo, que se trata de hallar el 
cociente de dividir 89758 por 9874, diremos, después de 
repetir el razonamiento anterior; los 89 89756(9874 
millares del dividendo son evidentemen- 8886619 " 
te el producto de los 9 millares del d i v i - 00890 
sor por el cociente, aumentados con ios que resultaron de 
multiplicar las centenas del divisor por dicho cociente, 
luego si dividimos les 89 millares del dividendo por los 9 
del divisor, tendremos el cociente buscado ó un número 
mayor que esc cociente, pero nunca uno menor. Ochenta 
y nueve entre nueve á 9, luego 9 es el cociente ó un nú­
mero mayor que el cociente. 

Para ver si es el cociente, bastará multiplicarle por el 
divisor, y si el producto es menor que el dividendo, esta­
remos seguros de que es el cociente buscado, y si es ma­
yor le disminuiremos una unidad y repetiremos la com­
probación. 

50. S.er caso. Que el cociente tenga parias c i f ras . 
L o primero que necesitamos es saber el número de 

cifras del cociente, y esto se obtiene con facilidad multi­
plicando sucesivamente el divisor por 10, 100, 1000 
hasta que nos dé un número mayor que el dividendo, en 
cuyo caso es evidente que el cociente estará comprendido 
entre los dos últimos multiplicadores empleados, y por 
tanto, conoceremos con exactitud el número de cifras de 
que consta. 

Supongamos que se tratare de dividir3875432 por 5314 
Para saber las cifras que tiene el cociente diremos: 

5314 x 10 = 53140 < 3876432 
5314 X 100 — ^31400 < 3876432 
5314 X 1000 = 5.314000 > 3875433, 
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luego el cociente buscado está comprendido entre 100 y 
1000 y, por consiguiente, tiene tres cifras, luego constará 
de unidades, decenas y centenas 

Ahora bien, como este caso es el in- ^§75'32 |"314 
verso del tercero de la multiplicación, 15533 | T 2 9 ~ 
recordando lo que allí decíamos, dedu- 49352 
oiremos que el dividendo propuesto es 1526 
la suma de los productos parciales del divisor por las cen­
tenas, decenas y unidades del cociente. Si nosotros, por 
tanto, pudiéramos separar en el dividendo el primero de 
estos productos, dividiéndole por el divisor tendríamos las 
centenas del cociente. Ahora bien, el producto del divisor 
por centenas es un número exacto de centenas, luego no 
puede estar contenido ni en las unidades, ni en las decenas 
del dividendo. Separo, pues, las decenas y unidades, y en 
las 38754 centenas del dividendo sé que estará compren­
dido el producto del divisor por las centenas del cociente, 
con más alguna centena que haya podido resultar de los 
otros dos productos parciales. Dividiendo las 3875i cente­
nas del dividendo por el divisor (caso anterior) tendré las 
7 centenas del cociente. 

Si ahora restamos del dividendo propuesto el pro­
ducto del divisor por las 7 centenas del cociente, es evi­
dente que el resto que obtengamos será la suma délos 
productos parciales del divisor por las decenas y unidades 
del cociente, y si separamos el primer producto, dividién­
dole por el divisor tendremos las decenas del cociente. 

E l producto del divisor 531 4 por 7 resfado del div i ­
dendo nos dá 1556 centenas que, con las 3 decenas y 2 
unidades componen 155632 unidades, suma de los pro­
ductos parciales del divisor por las decenas y unidades 
del cociente: pero como el producto del divisor por las 
decenas del cociente es un número exacto de decenas, 
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separaremos las unidades, y en las 15563 decenas tendre­
mos el producto del divisor por las decenas del cociente, 
más alguna decena que haya podido resultar del producto 
del divisor por las unidades del cociente 

Dividiendo, pues, 15563 por el divisor tendremos las 
2 decenas del cocienfe. y si ahora restamos e' producto del 
divisor por las 2 decenas del cociente, es evidente que el 
resto 4935 decenas, que con las 2 unidades del dividendo, 
componen 49352 es el producto del divisor por las unida­
des del cociente; por consigu;eiite, dividido por el divisor, 
nos dará las 9 unidades del cociente, con lo que habremos 
terminado la operación. 

51. De donde se deduce que la regla de la división será: 
separar de la i^juierda del dividendo tantas c i f ras como 
tenga el divisor ó una más, si las primeras fo rman un 
número menor que éste^ y dividir sucesivamente este d iv i ­
dendo parc ia l , y los que resulten de agregar d los restos 
sucesivos las restantes c i f ras del dividendo una á una, 
p o r el divisor. 

52. Casos part iculares. I.0 Que el divisor tenga una 
sola c i f r a . 

La operación se efectúa mentalmente como en el s i ­
guiente ejemplo: 

32645 : 5 32 entre 5 á 6 y sobran 2 
cociente 6509 25 entre 5 á 5 

4 entre 5 á 0 y sobran 4 
45 entre 5 á 9 

2.° Que el divisor sea la unidad seguida de ceros. 
Basta separar de la derecha del dividendo con una 

coma tantas cifras como ceros tenga la unidad. E l número 
que queda á la izquierda de la coma es el cociente, y el 
que resulte á la derecha es el resto, 

3,° Que dividendo y divisor terminen en ceros. 
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Se efectúa la división después de suprimir en ambos 

tantos ceros como haya en el que tenga menos. 
4.0 Que solo el divisor termine en ceros. 

Se suprimen los ceros del divisor y se separan de la 
derecha del dividendo otras tantas cifras; se efectúa la 
división y á la derecha del residuo hallado se agregan las 
cifras separadas en el dividendo. 

Ejemplos . - i , 0 Dividir 875/34325 por 100000; 
2.0 97654000 por 357000; y 
3.0 Dividir 785678,432 por 945000. 

I X . 

Propiedades de la división. 

53. E l resultado de dividir el dividendo por el cociente 
en la división completa es el divison. 

Puesto que siendo el dividendo el producto de dos 
factores (divisor y cociente) si se le divide por uno de 
ellos resultará el otro. 

54. E l resultado de dividir la diferencia entre el d i -
y i den ioy el resto por el cociente, en la división incomple­
ta, es el divisor. 

En efecto, el dividendo es igual al divisor por el co­
ciente m-is el resto; luego quitándole el resto, será igual al 
producto del divisor por el cociente y dividiendo por uno 
de los dos factores resultará el otro. 

De estos dos principios se deduce que la prueba de la 
división puede efectuarse dividiendo el dividendo por el 
cociente, en el caso que la división sea completa, y debe­
mos obtener el divisor; ó bien dividiendo la diferencia 
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entre el dividendo y el residuo por el cociente, si la divir 
sión es incompleta, y deberá resultar también el divisor. 

55. E l cociente de dividir una suma indicada de varios 
enteros por otro es igual á la suma de los cocientes que 
resultan de dividir cada uno de los sumandos por el 
divisor. 

E n efecto, sea la suma 7 -f 5 4- 8 y el divisor 3, 
digo que 

(7 + 5 + 8 ) : 3 = 7 : 3 + 5 : 3 + 8 : 3. 
E n efecto, 

(7 : 3 + 5 : 3 + 8 : 3) 3 = 7 : 3 X 3 + 5 : 3 X 3 + 
8 : 3 x 3 — 7 + 5 + 8 

luego 7 : 3 + 5 : 3 + 8 : 3 

es, en efecto, el cociente de dividir la suma dada por 3 , 
puesto que multiplicado por el divisor reproduce el d i ­
videndo. 

56. Todo divisor de varios números es divisor de la 
suma de éstos, puesto que el cociente de dividir la suma 
por el divisor es la suma de los cocientes de dividir dichos 
números por el mismo divisor. 

Por la misma razón, s i un número divide á uno de dos 
sumandos y no divide a l otro, no div idirá d la suma. 

57. Todo divisor de un número es divisor de los mú l ­
tiplos de ésce, puesto que un múltiplo de un número es 
una suma de sumandos iguales á dicho número. 

58. E l resto de dividir una suma de dos números por 
un divisor de un sumando que no lo sea del otro, es el mis­
mo resto que resulta de dividir este último por dicho 
divisor. 

E n efecto, sea (25 + 19) : 5 que sabemos es igual á 
25 : 5 + 19 : 5; como el primer cociente 25 : 5 no deja resto 
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es claro que el resto de dividir la suma dada por 5 es el 

mismo que el de 19 : 5. 
59. E l cociente de dividir una diferencia indicada por 

un entero es la diferencia de los cocientes de dividir el 
minuendo y el sustraendo por dicho entero. 

Sea la diferencia 34—18 y el divisor 4, digo que 
(34_18) : 4 = 3 4 : 4 — 1 8 : 4. 

E n efecto, 
(34 :4 - 18 : 4) 4 = 3 4 : 4 X 4 - 1 8 : 4 X 4 = 3 4 - 1 8 
Así pues, 3 i : 4—18 : 4 multiplicado por el divisor dá 

el dividendo, luego es el cocieute. 
60. Todo divisor de dos números es divisor de su d i fe­

rencia, pues el cociente de dividir esta diferencia por el 
divisor es la diferencia de los cocientes de dividir dichos 
dos números por el mismo divisor. 

61. S i el dividendo y divisor de una división incomple­
ta se multiplican por un entero, el cociente no varía pero 
el resto queda multiplicado por dicho entero. 

Sea el dividendo 45 y el divisor 6; el cociente entero 
es 7 y el residuo 3 

Tendremos, pues, 45—-6x7 + 3. 
Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 

un mismo entero, 4 por ejemplo, tendremos: 

4 5 x 4 = (6 X 7 + 3 ) 4 = 6 x 4 X 7 + 3 + 4 
igualdad que demuestra que el cociente de dividir 45 X 4 
por 6 X 4 es el mismo cocienle primitivo 7, y el resto es 
3 X 4 ; es decir, el resto primero multiplicado por cuatro, 
que es lo que nos proponíamos demostrar. 

62. De aquí se deJuce: 1° que si dividendo y divisor 
de una división incompleta se dividen por un fac to r común 
d ambos, el cociente entero no var ia, pero el resto queda 
dividido por el mismo factor , y 
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2.° Que si dipidendo y divisor de una división completa 
se multiplican ó dividen por un mismo número, el cociente 
no varía • 

63. Todo / a c t o r de dividendo y divisor de una división 
incompleta es f ac to r del residuo; y todo/actor de divisor 
y residuo es f a c t o r del dividendo. 

Sea 60 el dividendo y 8 el divisor, el cociente entero 
es 7 y el residuo 4. 

Tendremos con arreglo á la definición de residuo 

6 0 - 8 X 7 = 4 . 
Ahora bien, en esta igualdad, todo factor de 60 y de 

8, por serio de 8 lo será de su múltiplo 8 X 7 , y siéndolo 
del minuendo 60 y del sustraetido 8 X 7 lo será del resto 
4, que es lo que queríamos probar, 

Pero también tenemos 

60 = 8 x 7 + 4 
y todo factor de 8 y de 4, por serlo de 8 lo será de 8 x 7 , 
que es múltiplo de 8 y siéndolo de los dos sumandos lo 
será de su suma 60. 

PROPIEDADES DE LOS ENTEROS. 

X . 

Productos de varios factores. 

64. Se llama producto de varios factores el resultado 
de multiplicar el producto de dos factores por un tercero, 
este producto por otro factor y así sucesivamente. 

65. Esto sentado, varaos á demostrar que el valor de 

u 
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un producto de varios Jactares es independiente del orden 
en que se coloquen. 

E n el caso en que los factores son dos hemos visto ya 
que el principio es cierto. 

Vamos á demostrar ahora que si los factores son tres, 
pueden permutarse los dos últimos, sin que el producto 
se altere. 

Sea el producto á X ^ X A c%0 Q116 cs igual á é X ^ X ^ -
E n efecto, 

4 x 5 = 4 + 4 + 4 + 4 + 4; 
multiplicando por 7 los dos miembros de esta igualdad, 
tendremos 

4 x 5 X 7 = 4 X 7 + 4 X ? + 4 X 7 + 4 X ? + 
4 x 7 = 4 X 7 X 5 

que es lo que queríamos demostrar. 
Si los factores son varios, decimos que se pueden per­

mutar dos consecutivos, sin que varíe el producto. 
Es decir, que 

4 X 5 X 7 X 3 = 4 X 7 X 5 X 3 . 

E n efecto, acabamos de ver que 

4 X 5 X 7 = 4 X 7 X 5 , 

luego multiplicando los dos miembros de esta igualdad 
por 3, tendremos 

4 x 5 x 7 x 3 = 4X7X5X3, 
que es lo que nos proponíamos probar. 

Demostrado este principio, queda demostrado el teo­
rema propuesto, pues podremos, cambiando de lugar 
cada factor con su inmediato, colocarle en el sitio que 
deseemos. 

Corolarios, I.0 S i uno de los factores de un producto 
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indicado se multiplica por un entero ^ el prodiicto queda 
multiplicado por dicho entero. 

Sea el producto 4. 5, 7; digo que 

4 . 5 X 3 . 7 =- 4 . 5 . 7 X 3. 
En efecto, 

4 . 5 X 3 . 7 = - 4 . 5 , 7 X 3 , 
según el teorcnoa. 

De donde se deduce que para multiplicar un producto 
indicado por un entero, basta multiplicar uno de sus / a c ­
tores por dicho entero. 

2 ° S i uno de los /ac tores de un producto indicado se 
divide por uno de sus divisores, el producto queda dividido 
por dicho divisor. 

Sea el producto 5 . 6 . 7 ; digo que 

5 . 2 . 7 = 5 . 8 .7 " : 3, 
E n efecto, 

5 . 2 . 7 X 3 = 5 . 6 . 7 , 
luego 5 . 2 . 7 es, en efecto, el cociente de dividir 5 . 6 . 7 
por 3, 

De aquí se deduce que para dividir un producto i n d i ' 
cado por un divisor de uno de sus /actores, basta dividir 
este fac to r por dicho divisor. 

66. E l cociente completo de dividir otro cociente por 
un número, es igual a l cociente de dividir el pr imer d iv i ­
dendo por el producto de los dos divisores. 

Sea N el dividendo, d el divisor y c el cociente, ten­
dremos N = á X ^ si dividimos ahora c por un factor / 
y llamamos q al cociente, resultará c = / y^ q y reempla­
zando este valor de c en la igualdad anterior, 

N = rf X / X '7, 
conforme á lo expuesto. 
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6 / . Potencia de un número es un producto de factores 

iguales á este número. Así 

5 X 5 X 5 X 5 

es una potencia de 5. 
E l número que se repite se llama base. 
E l número de factores que componen la potencia de­

signa su grado. Así la potencia anterior es de 4,0 grado, 
puesto q u : consta de cuatro factores. 

Exponente de una potencia es el número que indica 
su grado, y se escribe en la parte derecha superior del 
número. Así 

5 X 5 X 5 X 5 
se escribirá 54 y se lee 5 elevado á cuatro. 

L a segunda potencia se llama cuadrado. ací como la 
tercera cubo, por razones que expondremos en geometría, 

68. E l producto de varias potencias de un mismo nú­
mero, es otra potencia del mismo número, cuyo exponente 
es la suma de los exponenies de los factores. 

Digo que 
53 X 54 X 5G == 53 + ' + \ 

En efecto, 

53 = 5 X 5 X 5; 5l = 5 X 5 X 5 X 5; y 

5° = 5 x 5 X 5 X 5 X 5 x 5 . 
' Multiplicando ordenadamente estas igualdades, resultará 

53x54><5G = 5 x 5 x 5 
repetido tres más cuatro, más seis veces — 53 -h4 +6, con 
arreglo al enunciado. 

69. L a potencia de una potencia es otra potencia de la 
misma cantidad, cuyo exponente es el producto de los dos 
exponentes. 

E n efecto, 
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(o4)3 = 5 i x 5 4 x 5 4 = 5 4 + 4 + 4 — 5 3 X 4 
70. L a potencia de u i producto es el pro íucto délas 

potencias del mismo grado de todos los factores. 
E n efecto, 

(5 . 3 . 7)4 = 5 3 . 7 x 5 . ^ 7 x 5 . 3 . 7 X 5 . ^ . 7 = 
5 . 5 . 5 . 5 X 3 . 3 . 3 . 3 X 7 . 7 . 7 . 7 = 54 X 34 x 7* 

71. E l cociente de dos potencias de un mismo número 
es otra potencia del mismo número, cuyo exponente es la 
diferencia de los exponentes del dividendo y del divisor. 

Digo que 5 ' : 53 = 54. 
En efecto, 5* X 5S = 5% luego 5* es el cociente de di­

vidir 5T por 53. 
Escolios. I.0 Las potencias de 10 son la unidad se­

guida de tantos ceros como unidades tenga el exponente. 
2.0 [.as potencias de 10 son el producto de las poten­

cias del mismo grado de 2 y de 5. 

XI. 
divisibilidad de los números. 

72. Se llama número par al que es divisible por 2, el 
impar al que no lo es. 

73. P i r a que un entero sea divisible por 10, es nece­
sario y suficiente que su primera c i f r a de la derecha 
sea cero. 

Pues según hemos visto en la división, para dividir un 
número por 10 basta separar la primera cifra de su 
derecha. 

Por idéntica razón podremos decir que para que un 
entero sea divisible por una potencia cualquiera de ¡0, es 



— 4(5 -
necesario y suficiente que termine en tantos ceros como 
unidades tenga el exponente de la potencia, 

74. P a r a que un entero sea divisible por 2, es necesario 
y suficiente que su pr imera c i f r a de la derecha sea cero 
ó par. 

En efecto, si es cero, el número será divisible por K V 
según acabamos de ver, y siéndolo por 10, lo será por 2 , 
factor de 10, Si acaba en cifra par, como 416. le descom­
pondremos en decenas y unidades. Así 416 = 4 1 0 + 6 
410 es divisible por 2. por terminar en 0; 6 lo es por ser 
cifra par, luego la suma 416 también lo será. 

Cuando no se cumpla una de estas dos condiciones, 
claro es que el número no es divisible por 2. 

75- P a r a que un entero sea divisible por 4 ó 22, es 
necesario y suficiente que sus dos primeras c i f ras de la 
derecha, sean ceros ó compongan un múltiplo de 4. 

En efecto, si las dos primeras cifras de la derecha son 
ceros, el número será divisible por 100 —= 22 X S2, y por 
tanto también lo será por su factor 22. 

Si las dos primeras cifras componen un múltiplo de 4, 
le descompondremos en centenas, y decenas y unidades. 
Así; 416 = 400 + 1 6 ; 400 es múltiplo de 4, 16 también 
lo es, luego la suma 416 es múltiplo de 4. 

Cuando no se verifique una de estas dos condiciones, 
es evidente que el número no es divisible por 4. 

76. P a r a que un entero sea divisible por 5, es necesario 
y suficiente que su pr imera c i f ra de la derecha sea 0 o 5: 

77. P a r a que un entero sea divisible por 25, ó o2, es 
necesario y suficiente que sus dos primeras c i f ras sean 

ceros ó fo rmen un múltiplo de 25. 
Se demuestran como los dos anteriores. 
Escolio. De modo análogo demostraríamos también 
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los caracteres de la divisibilidad por 2S — 8, i r = 125 y en 
general por una potencia cualquiera de .2 ó 5. 

78. Todo entero es igual á un múltiplo de 9 más la 
suma de los palores absolutos de sus c i f ras . . 

Para la demostración de este teorema antepondremos 
dos lemas. 

i.0 L a unidad seguida de ceros es un múltiplo de 9 
más uno. 

E n efecto, 

10 = 9 + 1 ; 100 = 99 + 1; 1 0 0 0 = 9 9 9 + 1 
y en general la unidad seguida de ceros es igual á un n ú ­
mero compuesto de tantos nueves como ceros tenga la 
unidad, más uno. 

Todo número compuesto de nueves es múltiplo de 9, 
luego la unidad seguida de ceros es un múltiplo de 9, 
más uno. 

2.0 Toda c i f r a significativa seguida de ceros, es un 
múltiplo de 9, más el valor absoluto de dicha c i f r a . 

Eo efecto, 
700 = 7 X 100 = 7 (m. 9 + 1) = m. 9 X 7 + 7, 

Ahora bien, un múltiplo de 9 multiplicado por 7 es otro 
múltiplo de 9, luego 

700 =- m. de 9 + 7, 
con arreglo al enunciado. 

Pasemos ya á la demostración del teorema. 
Sea el número 4597, tendremos con arreglo á lo ex­

puesto, 
4000 = m. 9 + 4 

50U = m. 9 + 5 
90 ~= m 9 + 9 

7 = 7 
4597 = m. 9 + 4 + 5 + 9 + 7 
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y sumando ordenadamente estas igualdades y teniendo en 
cuenta que la suma di vanos m. de J es r/ ro m. de 9 que 
es lo que queríamos ;¡robar. 

79, L a condición tecesaria. y suficie te para qii.: un 
entero sea divisible p j r 9 , es que ¿a suma de los valores 
absoMos de sus c i f ras significativas sea múltiplo de 9. 

Pues según el teorema anterior, todo número es una 
suma de dos sumandos, un múltiplo de 9 y la suma de 
los valores absolutos de sus cifras. E l primer sumando es 
múltiplo de 9, luego si el segundo lo es, la suma lo será; 
y no lo será en el caso contrario. 

Corolario. L a condición necesaria y suficiente para que 
un entero sea divisible por 3, es que la suma de los valores 
absolutos de sus cij 'ras significativas sea múltiplo de 3. 

Pues, en el ejemplo anterior, ei primer sumando m de 
9 es siempre divisible por 3, luego si el segundo Id es la 
suma, ó sea el número, también lo sera; y no lo será en el 
caso contrario. 

80. Todo entero es igual á un múltiplo de 11, más la 
suma de los valores absolutos de sus c i f ras de lugar impar 
(contadas de derecha á i{quierdaj menos la suma de los 
valores absolutos de sus c i f ras de lugar pa r . 

Para demostrar este teorema conviene anteponer cua­
tro lemas. 

I.0 L a unidad seguida de un número par de ceros es 
un múltiplo de 11, más uno. 

E n efecto, 

10000 = 9999 + 1, pero 11 X 9 =- 99 

nos indica que todo número par de nueves es múltiplo de 
11, luego 

10000 = m. de 11 + 1, 
conforme al enunciado 



2.° L a unidad seguida de un número impar de ceros 
es un múltiplo de 11. meaos uno. 

E n efecto, 

1 0 0 0 = 100 X Í0-—(rn: 11 + l ) 1 0 ^ m . 11 X 
1 0 + 10 = m. de 11 4- 11 — 1 ^ m , de 11 -^ 1, 

que es lo que queríamos probar. 
3.° Toda c i f r a significativa seguida de un número par 

de ceros es un múltiplo de 11, más el valor absoluto de 
dicha c i f r a . 

E n efecto, 

80000 = 1 0 0 C 0 x 8 = (m. 11 + l ) 8 = m . de 11 X 
8 + 8 = m.de 11 + 8, 

con arreglo á lo expuesto. 
4.0 Toda c i f r a signif icativa seguida de un número 

impar de ceros es un múltiplo í/e 11, menos el valor abso­
luto de dicha c i f r a . 

E n efecto, 

7000 == 1000 X 7 = (m. de 11 — 1) 7 =--
m. de 11 X 7 — 7 = m, de 11 ~ 7. 

Pasemos ya á la demostración del teorema. 
Sea el número dado 8597, tendremos con arreglo á 

lo expuesto 8000 = m. de 11 — 8 
500 =- m. de 11 + 5 

90 == ni. de 11 — 9 
__7_= 7 

8597 = m. de 11 + (5 + 7) — (8 + 9) 

y sumando ordenadamente estas igualdades y teniendo 
en cuenta que la suma de varios m. de 11 es otro m. de 11 
que es lo que queríamos demostrar. 

81. L a condición necesaria y suficiente para que un 
entero sea divisible por 11, es que la diferencia entre la 

7 
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suma de las c i f ras de lugar pa r (contadas de derecha á 
izquierda) y las sumas de las de lugar impar sea cero ó 
m, de 11. 

E n efecto, según el teorema anterior, todo número es 
la suma de dos sumandos, un múltiplo de 11 y la dife­
rencia entre las sumas de los valores absolutos de sus 
cifras de lugar par é impar; luego si esta diferencia es 0 ó 
m. de I I , el número será también m. de 11 y no lo será 
en caso contrario. 

* Las anteriores reglas de divisibilidad por la base y 
sus potencias, los factores de la base y la base más ó me­
nos la unidad, pueden deducirse todas de un solo enuncia­
do general, que comprende no solo las referentes á los c i ­
tados, sí que también las de cualquier otro factor. 

Teokema Todo número entero se compone de dos pa r ­
tes, una divisible por un fac to r cualquiera K, y otra que 
expresa los caracteres de divisibilidad de dicho número 
por este fac tor . 

Sea el número N cuyas diversas cifras representamos 
por a, ¿, c, d ; tendremos 

N = a + ¿ X l O + c X l O O + ^ X 1000 +.,... 

Dividamos ahora 1, 10, 100 100'> . por K. hasta que 
obtengamos uno de los residuos ya hallados, en cuyo caso 
se repetirán los sucesivos, y tomemos el residuo por exceso 
ó por defecto, á fin de emplear el menor, será: 

1 = 0 X K + 1 ; 1 0 - = m X K ± r ; 

l00 = M X K ± r ' ; 1 0 0 0 - = ^ X K : . t r " ,. 

llamando m, n, p. .é. los cocientes respectivos y r. r , r",,. 
á los residuos. 

6 X 1Q ==> X m X K, ± 6 X r; 
c X 100 = c X « X K ± c X r'; 

d x l O O O ^ X P X K + ^ x r ' \ „ 
de donde 
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ó bien 
N = K . : b X m + c X n - j - d X p + )+ 

(íí ± ¿ r ± c X ?"' ̂  ^ X f" } 
y representando la suma 

b X m -\- c X n -^ d X P + Por ?; 
(I) N == K ? + (a r± ¿. r ± c / ± d r" ± . . . ) 

igualdad que nos dice que N se compone de dos sumandos; 
el primero es múltiplo de K, luego si el segundo lo es, 
también N lo será; y no lo será en caso contrario, confor­
me a! enunciado. 

Aplicando este principio al factor 2; tendremos 
r = o , r' = o, r" = o 

y la igualdad (1) nos dará 
N = 2 ? + a, 

Si hacemos K = 5; la misma igualdad nos dará 

N = 5 g- + ^ 
Si hacemos 

K = 9; r = . I ; r ' = 1; r" = 1; ; y 
N = 9 ? + (a + ¿. + c + i + ) 

Si hacemos 
K = l l ; r = - . l ; r ' = 1; r"== — 1 ; ; y 

^ ^ n q - \ - { a ~ b + c ~ d + j 
conforme á las reglas anteriormente halladas. 

Si hacemos 
K = 7; r = 3; r' = 2; r" =— 1; r" = - 3; rIV = — 2; y 

N = 7 ? + ( a 4 - 3 6 - f 2c — i - 3 ^ — 2 / + ) 
Lo que nos dice que para ver si un número es divisible 

por 7; le dividiremos en grupos de tres cifras, y sumare­
mos las unidades, con el triple de las decenas, y el duplo 
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de las centenas, en cada grupo; sumando las correspon­
diente-: d ios gr pos de lugar impar y las de los de lugar 
par , si esta d i j \ renc ia es .0 ó múltiplo de 7, el número 
será divisible por 7; y no lo será e.i caso contrario. 

Del mismo modo hallaríamos los caracteres de divisi­
bilidad por cualquier otro número. ^ 

XIL 
Números primos. 

82. Número primo ó simple es el que tan solo es divi­
sible por sí mismo y por la unidad. 

Los números primos menores que 100 son, 1, 2, 3, 5, 
7, 11, 1?!, 17, 19, 23, '29, 31, 37, 41 , 43, 47, 53, 59, 61, 
67, 71, 73, 79, 83, 89 y 97. 

E l número qus no es primo se llama compuesto. 
83. Todo número compuesto es un producto de varios 

números primos. 
Sea N el número compuesto y á un divisor suyo, ten­

dremos N = d X í:> llamando c al cociente de la división-
Si af y c son primos el teorema está demostrado Si supo­
nemos que c no lo es, tendrá un divisor e, y llamando q 
al cociente, tendremos la igualdad c = e X q; de donde 

N = á X ^ X ?• 
Si estos factores son primos, el teorema queda demostra­
do, y si no lo fueran, las mismas consideraciones expues­
tas nos llevarían á patentizar, por fin, la certeza de la 
proposición. 

84. Aver iguar si un número dado es primo. 
Sea el número 241, que dividido por los números p r i ­

mos 2, 3, 5, 7, 11 y 13 no dá cociente exacto y al d iv i -
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dirle por 17 nos dá un cociente entero 14 menor que el 
divisor; dio-o que este núincro es primo. 

En efecto, si ^41 fuera divisib'e por algún nú ñero ma­
yor que 17 lo sería por el cociente de la división . (que 
sería menor que 1 î ) lo cual hemos visto que es i npoMble. 
No es divisible por ningún número menor que 17, ni pue­
de serlo por ninguno mayor que 17, luego es un número 
pr imo. 

Por consiguiente, si d ip i i i i o un número por los primos 
2, 3 5, 7, se llegx, sin obtener cociente exacto, á un 
cociente entero menor que el divisor, ese número es pr imo, 

Ejemplo. Averiguar si es primo el número 9791. 
85. Exis ten infínitos números primos. 

E n efecto, si así no fuera, habría un número primo 
mayor que todos los de nás, al que podremos l lamar^ . 

Ahora bien, el número 

2 X 3 x o X ^ X - . - X p + l , 
formado por el producto de todos los números primos 
más la unidad, tendría que ser un número compuesto y 
por tanto divisible por alguno de los números primos 2, 
3, 5 p. E l primer sumando es divisible por dicho nú ­
mero primo, el seguido 1 no lo es, luego la suma no lo 
será. Esta suma, pues, sería un número primo mayor que 
p , ó \o que es lo mismo, no hay número primo mayor 
que todos los demás, es decir, que su número es il imitado. 

86. Criba de Eratóste i es .=AM se llama, del nombre 
de su autor, un procedimiento muy sencillo de formar la 
serie de todos los números primos hasta un límite dado. 

Supongamos que quisiéramos hallar todos los números 
primos menores que 1003JO. 

Prescindiríamos desde luego de los números pares, 
que no pueden ser primos, á excepción del 2 , y escribí-
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Hamos todos los impares desde 1 hasta 100000. Si á par­
tir del 3, contamos de tres en tres, todos estos números 
serán múltiplos de 3 y deberemos eliminarlos. Por la mis­
ma razón á partir del 5 contaremos de 6 en 5; á partir 
del 7, de 7 en 7, etc , y así iremos suprimiendo todos los 
números compuestos. 

8?. Se llaman números primos entre sí, los que no 
tienen más factor común que la unidad. A s i , 4, 8, y 25 son 
primos entre sí. 

Se llaman primos entre sí dos á dos \ años números, 
cuando cada uno de ellos es primo, son cada uno de los 
demás como 4. 9 y 25. 

A la simple vista de estos dos ejemplos se observa 
que varios números primos entre sí pueden no ser primos 
entre sí dos á dos; pero que los números primos entre sí 
dos á dos son siempre primos entre sí. 

88. Dos números no primos entre sí tienen, por lo 
me,20\ un divisor primo común mayor que 1. 

Siendo estos números no primos entre sí tienen que 
tener un divisor común mayor que 1; si éste es primo, el 
teorema está demostrado, y si es compuesto, los números 
dados serán divisibles por los factores primos de este com­
puesto 

Consecuencias. Dos eiteros consecutivos son primos 
entre sí, pues si tuvieran algún factor común tendría que 
dividir á su diferencia, lo que es imposible. 

Un número primo y otro cualquiera que no sea mi'ilti-
p 'osuro . sonpr i nos entre sí, pues no pueden tener nin­
gún factor común. 

Los mineros primos, son primos entre sí, y primos 
dos d dos, por la definición de números primos. 
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XIII. 
Máximo común divisor. 

89. Máximo comúi divisor de varios números es el 
mayor divisor coimiu de todos ellos. 

Se indica abreviadamente m. c . d. 
90. E l máximo conún divisor del diviiendo y divisor 

de u ta división inca npleta es igual a l máximo común d i ­
visor del divisor y residuo. 

F n efecto, hemos demostrado que todo factor del d i ­
videndo y divisor lo es del divisor y residuo, luego si son 
comunes todos los divisores, el m. c, d. ta nbiéa lo será. 

91. Supongamos que queremos bi l lar el m. c, d . de 
dos numeres que., para mayor generalidad, designaremos 
por A y B, y que B es el menor de los dos. 

E l mayor divisor de B es B, luego si 13 fuera divisor de 
A . B sería el m. c. d. pedido. 

A 

R 

B 

C 

R R/ 

C " 

Para ver si lo es, efectuaremos la división que supon­
dremos nos dá un cociente C y un resto R; luego B no es 
factor de A ; pero bemos demo»tr do que el m. c d de A 
y B es el mismo que el de B y R, luego bailaremos el de 
éstos. 

E l mayor divisor de R es R, luego si R fuera factor 
de B, R sería el m. c. d. de B y R. Los dividimos y nos 
dan un cociente C , por ejemplo, y un resto R', luego R 
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no es el m. c. d. ; y repitiendo el mismo razonamiento 
hasta que obtengamos coci' nte exacto, llegaremos a ob­
tener el m. c. d. R' pedido. 

De donde se deduce que para hallar el m. c. d. de dos 
números basta dividir el mayor por el iñe.ior, el menor 
por el resto, y asi sucesivamite hxsti obtener cociente 
exacto. E l ú l t i n ) divisor h i ' l i h es el m. c. d pedido. 

92. Todo divisor común de dos números es divisor de 
su m. c. d. 

Pues en el ejemplo anterior, todo factor común de A 
y B lo es de R. y todo factor común de B y R lo es de R', 
(6i) que es lo que queríamos demostrar. 

E l lecíproco es cierto, pues todo factor de R' lo es de 
su múltiplo R; y siéndolo de R y R' lo será de B; y por 
serlo de B y R lo es de A ; luego todo factor de R' lo es 
de A. y B, según habíamos dicho. 

93. Fundados en rste principio, vamos á determinar 
el m. c. d. de varios números dados A , B, C y D, 

Todo divisor de A y B ha de serlo de su m. c, d., que 
llamaremos M; luego todo divisor común de A , B y C 
tendrá que serlo de C y M, y por tanto, el m. c. d . de 
A , B y C será el mismo m, c. d, de C y M que llamare­
mos M' . Todo divisor de A , B, C y D lo será de D y M ' , 
luego el m. c, d. ae A , B, C y D será el mismo que el de 
D y M', que llamaremos M " . 

De donde resulta, que para h i l l a r el m. c. d. de varios 
números hallaremos primero el de dos de ellos, después el 
del m. c. d. hallado y otro de los propuestos, y así suce­
sivamente hasta que empleemos el último de los números 
dados. 

Escolios. Si dos de los números dados fueran primos 
entre sí, sería innecesaria la investigación. 
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L a operación deberá suspenderse, por la misma razón , 
si alguno de los residuos fuera primo con el divisor res­
pectivo. 

Si alguno de los números dados fuera múltiplo de otro, 
deberá prescindirse de aquél y operar solo con los res­
tantes. 

Ejemplos, I.0 Hallar el m. c. d. de los números 4250, 
33252, 30600 y 103i52 

2,° Determinar el m. c, d . de 345, 2760, 19482, 
210354 y 9387^9. 

XIV. 
* Propiedades del máximo común divhor. 

* 94. S i dos números se multiplican por un mismo 
entero, su m. c. d.-queda multiplicado por dicho entero. 

En efecto, suponiendo que hallamos el va, c. d de 
R A y B , tendremos A 

B C 
R' 

C 
0 

R_ 

C " 
luego R' es el ni. c. d-

si ahora multiplicamos A y B por un número n, tendre­
mos (61) A X « 

R X n 

B X n 

C 
R'Xn 

R X « R' X « 

C " C 
0 X n = 0 

luego el m. c d . de A X w 7 B X w es R' X ^i que es Jo 
que queríamos demostrar 

De modo aná¡ogo se demostraría que s i dos números 
se dividen por u.i mismo entero^ su m c d. queda div idi­
do por dicho entero. 

* g5. S i varios números se multiplican por un mismo 
entero, su m. c, d , queda multiplicado por dicho entero. 
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Sean A , B, C y D los números. Hallo su m. c. d . 
\ i 
: m. c. d. — M 1 KT . B ,-. > m. c. d . = in , n 3 <- I pj m. c. d. — P 

que suponemos es P . 
Digo que el m c. d. de A X K, B X K . C X K, y 

D X K será P X K . 
En efecto, hallando el m c d. de estos números, ten­

dremos con arreglo al principio anterior 

^ ¡ H n . c . d . ^ M X K i , - • 
B X K ) ^ K J m . c . d ^ N x K ^ ^ ^ p ^ 
que es lo que queríamos demostrar. 

Del mismo modo demostraríamos que si parió1; números 
se d'viden por un entero, su m. c. d. queda, dividido por 
dicho entero. 

" 96. S i varios números se dividen por su m c. d. , 
los cojientes que resultan son números p i nos entre sí. 

En eiecto. sea, como en el ejemplo anterior, P el 
m. c. d de A , B C 7 D 

Si dividimos dichos cuatro números por P, el m. c. d, 
délos cocientes que obtengamos será 1, luego estos co­
cientes son números primos entre sí 

* 97. Todo divisor de un producto de dos factores, 
que sea primo con uno de ellos, es divi or del otro fac to r . 

Sea A X B un producto y C un divisor del producto, 
que suponemos primo con A ; d go que será divisor de B . 

En erecto, siendo A y C piimos, su m. c. d. será la 
A / 

unidad m. c. d =« I; multiplicando arabos por B, 

tendremos * m. c. d = 1 X B = B. 
L. X v ' 

Ahora bien, C es divisor, por hipótesis de A X B; lo 
es evidentemente de C X B, luego lo será del m, c d. de 
ambos que es B. 

* 98. Todo número primo divisor de un producto 
de varios factores, es divisor por lo menos de uno de ellos. 
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Sea d un divisor primo del producto 

m X n X P X q , 
digo que será divisor de uno de ellos. En efecto, este pro­
ducto le puedo considerar como un producto de dos facto­
res m y n p q, 

m X n X p X q ^ m X n p q 

y, con arreglo al principio anterior, siendo d divisor de 
este proiucto, si le suponemos primo con m, tendrá que 
ser divisor de n p q\ pero n p q = n X p q ; j siendo d d i ­
visor de este producto, si le suponemos primo con ny f n d r á 
que ser divisor de p q; y siéndolo, por fin. de p-xq, si le 
suponemos primo con p, tendrá que ser divisor de q, que 
es lo que queríamos demostrar. 

De este principio se deducen varias consecuencias: 
i a Todo número primo divisor de una potencia, es 

divisor de la base. Con arreglo á la definición de potencia. 
2 a S i varios números son primos entre sí, sus poten­

cias también lo serán. 
E n efecto, estos números no tienen más factor común 

que 1. Sus potencias no tienen más factores que dichos 
números, luego no tienen más factor común que la unidad 

3.a S i u t número primo es divisor de un producto de 
factores primos, es igual d m o de estos, pues tiene que 
ser factor de uno de ellos y todos son primos. 

* 9 i To io número divisible por otros dos primos 
entre sí. es div'sible p , r su produ to. 

Sea el número N divisible por 7 y 8 digo que lo será 
por el producto 7 X -

En efecto, N = 7 X t̂ llamando c al cociente; 8 es 
factor de N, luego lo sera de su igual 7 X ^ 7 como es 
primo con 7, será divisor de c Dividiéndolos, y llamando 
q ai cociente, tendremos í = 8 X ^ ^e donde 

N = 7 x 8 X á ' , 
conforme al enunciado. 

* loo. Todo número divi-ible por otros varios p r i ­
mos entre s i dos á dos, es divisible por su producto. 
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Si el número N es divisible por 7, 8, 9 y 25, digo que 
lo será per 

7 X 8 X 9 X 2 5 . 
En efecto, por serlo, por 7 y 8 será, con arreglo a! pr in­
cipio anterior, 

N = 7 X 8 X <?, 
9 es factor de N , luego lo será de 7 X 8 X ^ y como es 
primo con 7 y con 8, seiá faetón-!^, Luego ^ =- 9 X K , 
de donde 

N = 7 X 8 X 9 X K; 
pero 25 es factor de N y. por tanto, de su igual 

7 X 8 X 9 X K, 
es primo con los tres primeros factores, luego es divisor de 
K , lo que nos dará K = 25 X /, y 

N = 7 X 8 X 9 X 25 X /, 
que es lo que queríamos demostrar. 

De aquí se deduce que las condiciones de divisibilidad 
por los números compuestos deberán ser el conjunto de las 
de sus números primos Así pata ser un numero divisible 
por 45 = 5 X 9, deberá reunir los caracteres de divisibi l i­
dad por 5 y por 9. 

XV. 
Factores de los enteros. 

IOI. Determinación de los factores simples de un en­
tero dado. 

E l procedimiento empleado (83), para demostrar que 
todo número compuesto es un producto de varios núme­
ros primos, nos proporciona el que debemos seguir en 
este caso. 



510 
270 
135 
45 
15 
5 
1 
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Diuííass el número dado y los cocientes sucesivos por 

su menor factor primo, diferente de la unidad, hasta ¡ le" 
ga r a l cade Ue \ . 

L a operación se dispone como en el siguiente ejemplo: 

2 y tendremos: 5 4 0 - 2 X 2 7 0 / K ,A 0 / 0 , oe 
2 2 7 0 = 2 X 1 3 5 ?. 9 = 2 X 2 X 1 3 5 
3 1 3 o = 3 x 4 5 
,S 5 4 0 = 2 X 2 X 3 X 4 5 ) , . A _ ^ n n '„ 
i 4 5 - 3 x 1 5 >40 ^ 2 X 2 X 3 X 3 X 1 5 
o 

de donde 540^2x2x3x3x3x5=2aX3 ,X5 . 
* 102. Cada número admite un solo sistema de f a c ­

tores primos. 
Sea N un número que se ha .descompuesto en sus fac­

tores primos a, b, c, d. enire los que pueJe haber algunos 
iguales. Supongamos que una segunda descomposición nos 
diera los tactores a ' , b \ c', d', tendríamos 

N = í i X ¿ x c X ¿ 
y también 

N = a a ' X ¿ ' x c ' X á ' 
de donde 

a X ¿ X c X á = a ' X £• x c' X d'-
Ahora bien, a es divisor del primer miembro de esta 

igualdad, luego lo será del segundo, y como éste es un 
producto de factores primos (98 — 3.°), tendrá que ser 
igual á uno de ellos Sea a — a'. 

Dividiendo ordenadamente las dos igualdades, resultará 

b X c X d — b ' - K c ' y c d ' 

y, por la misma razón, tendremos b =•= ¿>'; de donde 

c "x d = c' X d' 

y , en virtud de lo expuesto, c = c' y por tanto, d = d ' . 
L o que demuestra que N no admite más que una descom­
posición en factores primos, t + 
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103. P a r a que un número sea d iv is ib le p o r o t ro , es 
necesar io y suf ic iente que contenga todos los f a c t o r e s de 
este o t ro . 

S iendo el d i v idendo igua l al p roduc to de l d iv isor po r 
el Gociente. es evidente que el d i v idendo cont iene no solo 
todos los factores de i d iv isor , sino también todos l os de l 
coc iente. 

104. De te rm inac ión de ¡os f a c t o r e s s imples y c o m ­
puestos de un entero dado. 

L o s pr incip ios demostrados en los números 9 9 y 100, 
nos dan el medio de reso lver este p rob lema, pues si t o m a ­
mos el número 540, cuyos factores p r imos conocemos ya» 
es evidente que es d iv is ib le por la unidad y las potencias 
1.a y ¿ a de 2 ; lo es también por las tn-s pr imeras po ten­
cias de 3, luego lo será por los p roduc tos de todos estos 
factores. 

De l mismo m o d o es div is ib le po r 5 , y p'^r tan^o, lo 
será por los productos de todos los anter iores po r este 
factor . 

1 - 2 — 4 
3 6 12 
9 18 3> 

2 7 — 5 4 - 1 0 8 
5 _ 10 - 2 0 

15 3) 60 
4o 90 180 

135 270 5!0 

Per consiguiente, p a r a de te rminar los f a c t o r e s s i m ­
ples y compuestos de un número, se le descompone en sus 
f a c t o r e s p r i m o s y se escribe l a un idad y l as potencias s u ­
cesivas de l p r i m e r f a c t o r s imple. Es tos números se m u l t i ­
p l i can p o r las potencias sucesivas del Segundo f a c t o r p r i -
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mo; todos los anteriores, por las potencias sucesivas del 
tercero, f así sucesivamente. 

Ejemplo. Detenninar los factores simples y compues­
tos del número 9 0 ^ 0 0 . 

* io5. E número t i t a l d° los divisores de un entero 
es el pro lucto de los expotetíes de sus /ac to res primos, 
aumentxio ca i a uno e i u la unidad. 

Pues segú i el proceJimiento anterior, y fijándonos en 
el mismo ejemplo, 

540 = 2 2 X 3 S X 5 , 
hemos multiplicado la unidad y las potencias sucesivas de 
2 por las de 3; es decir, (2 -^ 1) 3 productos que con los 
primeros harán 

(2 - f l ) + (2 + 1 ) 3 = (2 + 1) (3 - f 1) 
Estos los hemos multiplicado por 5, luego habrán resultado 

(2 + 1) (3 + I ) 
productos que añadidos á los anteriores formarán 

(2 + 1) ( 3 + 1 ) + ( 2 + 1 ) ( 3 + 1) = ( 2 + 1 ) ( 3 + 1 ) 2 
conforme á lo expuesto. ^ 

XVI . 

Máximo común divisor y mínimo común múltiplo. 

Io6. E l producto de las menores potencias de los f a c ­
tores simples comunes de varios números, es el m. c. d. de 
estos números. 

Sean los números 
5 i 0 = 22 x a3 X 5; 336 = 2 2 x 3 , X l l y 

432 = 2 x 3 X 7 X 11; 

digo que 2 X 3 es su tn, c. d , 
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E n efecto, el m. c, d . de estos números no puede con­
tener ningún factor primo diterente de 2 y 3, pues enton­
ces no sería divisor de los tres. Tampoco puede tener 
estos factores con mayor exponente, pues entonces no 
sería divisor de 482, luego el m. c. d. de estos números 
es 2 x 3-

Luego para detenni.iar el m. c d. de varios números, 
se les descompone en sus factores primos, y el producto de 
las menores polencidS de los factores comunes á todos 
ellos será el m.c d. pedido. 

Ejemplo. Hallar el m. c. d. délos números 140, 245, 
455, 2275 y 910J. 

Se llamu. mínimo común múltiplo de varios números 
el menor número que es divisible por todos ellos. También 
suele llamarse múltiplo más simple, y se designa abrevia­
damente por m. c, ra, 

107. E l producto de las mayores potencias de todos 
los factores simples de varios números es el m, c. m. de 
estos números. 

Sean los números, 

540 == 2:! X 33 X 5; 396 = 22 x 33 X H Y 
482 = 2 X 3 x 7 x 1 1 

digo que su m, c. m. es 

2 2 X 3 3 x 5 x 7 x l l . 
En efecto, 

22 X 33 x 5 x 7 X l i ­
es múltiplo de los tres números propuestos puesto que 
contiene todos sus factores primos, falta tan solo demos­
trar que es el menor de esos múltiplos. 

Ahora bien, todo número menor que 

2a X 33 X 5 X 7 X 11 
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ó carecerá de alguno de estos factores, ó tendrá alguno 
con menor exponentc. 

Pero no puede carecer de ninguno de estos factores, 
pues entonces no sería múltiplo de los tres números pro­
puestos; ni pueden entrar con menor exponente, por la 
misma razón, luego si ningún número menor que 

2 2 X 3 3 X 5 X 7 X 1 1 
es múltiplo de los tres propuestos, este el m. c. m, 

108. Luego para determinar el m. c. m. de varios nú­
meros, se les descompone en sus factores primos, y el pro­
ducto de las mayores potencias de todos los factores es el 
tn. c. m. 

Ejemplo. Determinar el m. c. m, de los números 

3 2 0 - 1 9 8 0 - 7 2 8 0 - 1 3 0 0 0 y 25920. 

PROBLEMAS 
RELATIVOS AL CÁLCULO DE LOS IvÚMEROS ENTEROS. 

I. ^Cuantos años han transcurrido desde la venida de 
J . C, hasta la revolución francesa, sabiendo que han 
pasado 

311 Desde J . C . hasta Constantino 
165 Hasta Augústulo 
146 Hasta Mahoma 
178 Hasta Cario Magno 
295 Hasta la 1.a Cruzada 
358 Hasta la toma de Constantinopla 
195 Hasta la paz de Westfalia 
141 Hasta la revolución francesa 

M ilíones 
de flancos. 

II, La d^uda de Inglaterra asciende á 16 441 
L a de Francia á 26.005 
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L a de Alemania á 14.167 
L a de Italia á 12.449 
L a de Austria Hungría á 13.830 
L a de España á 5.962 
L a de Bélgica á 2 314 

Y la de Holanda á 2.307 
¿Á cuánto asciende la deuda pública de estas ocho 

naciones? 
III. L a superficie de España es de 492.230 Km2 

L a de Francia 528,876 
L a de Alemania 540.483 
L a de Inglaterra 314.628 
L a de Italia 286.589 
L a de Austria Hungría 625.557 
L a de Bélgica 29.457 

Y la de Holanda 33.000 
¿Cuál es la superficie total de las ocho naciones? 

IV. Un chalán vende cuatro caballos, el I.0 por 450 
pesetas; el 2.0 por 80 pesetas más que el I.0; el 3.0 por 70 
pesetas más que el 2.0; y el 4.0 por tanto cuanto han 
valido los dos primeros: ¿cuánto le ha valido cada caballo • 
y cuánto entre todos? 

V . De Madrid á Ávi la hay por la línea del Norte 114 
kilómetros. De Ávila á Val ladol id hay 14 km. más de dis­
tancia. De Valladolid á Burgos hay 7 km, más que de 
Madrid á Ávi la; ríe Burgos á Vitoria hay 2 km. más que 
entre las dos últimas; y de Vitoria á San Sebastian hay 
la misma distancia que de Ávila á Valladolid: ¿se pregunta 
qué distancia hay ^cle "Madrid á cada una de esas ca­
pitales? 

V I ¿Cuánto tiempo ha transcurrido desde la unión defi­
nitiva deLeón yCastil laen 1230 hasta el año actual de 1894? 
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V I L U n empleado tiene 7.500 pesetas de sueldo; 
gasta anualmente 5.875 ¿cuánto ahorra cada año? 

V I H . E l radio del polo es de 6356324 metros; el del 
ecuador es de 637698a ¿cuál es el aplanamiento del globo 
terrestre? 

I X . U n labrador acude á una feria con 3175 pesetas; 
compra 4 muías y un burro, la 1.a le cuesta 575 pesetas; 
la 2.a 80 menos que la 1.a; la 3.a 55 pesetas menos que la 
3.a; la 4.a tanto como la I,a y la tercera menos la 2.a; 
y el último lo mismo que la 1.a y la 4.a menos la 2.a y la 
3.a—¿cuánto le ha costado cada animal y cuánto dinero 
le ha quedado? 

X . E l Pico de Mulhacen tiene 3554 metros de altitud; 
la Alcazaba 240 metros menos; Peña Prieta 785 metros 
menos que esta segunda, Siete Picos 326 metros menos 
que la anterior; y el Puerto de Guadarrama 673 menos 
que la última, ¿cuál es la altura de estas cuatro mon­
tañas? 

X I . L a circunferencia tiene 360° Cada grado del Ecua­
dor tiene 20 leguas ¿Cuántas leguas mide el Ecuador? 

XII. El sonido recorre en im segundo 3 i 0 metros 
¿cuántos metros recorrerá en 15 minutos? 

XI IL Sabiendo que la velocidad del sonido es de 3-10 
metros, y habiendo oido el ruido del trueno 21 segundos 
después de ver el relámpago, se pregunta ¿á qué distancia 
se encuentra la nube tempestuosa? 

X I V . E l Sol dista de la tierra 24000 radios terrestres; 
el radio medio terrestre tiene 6330 kilómetros ¿á cuántos 
kilómetros se encuentra el Sol de la Tierra? 

X V . Un tren recorre 700 m. por minuto ¿qué distancia 
andará en 19 h. 15 m, 

X V L U n tren recorre 45 km. por hora; otro que sale 
tres horas después recorre 42 km. por hora; se pregunta 
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¿qué distancia l levará el i.0 a l 2.° á las seis horas de 

marcha? 

X V I I . U n padre deja 17535 pesetas á repart i r á partes 
iguales entre sus c inco hijos ¿cuánto corresponde á cada 
uno? 

X V I I I . Cuánto t iempo tardará en oirse el trueno de una 
nube tempestuosa que dista 306 k m . , sabiendo que el s o ­
nido recorre 340 m. po r segundo? 

X I X . ¿Cuánto tardará en l legar á San Sebast ian, que 
dista de Madr id 614 k m . , un tren que marcha con una 
ve loc idad de 41 k m . por hora? 

X X . Dos trenes salen en dirección contraria de dos es ­
taciones que distan 98 k-n., el uno con una ve loc idad de 
600 m. por minuto y el o t io de 800 ¿cuánto t iempo t a r d a ­
rán en encontrarse y qué distancia habrá recor r ido cada 
uno? 

X X I . L a distancia del Sol á la T ier ra es de 152 640 000 
k i lómetros. T a r d a n d o la luz 8 minutos 13 segundos en l le­
gar de l S o l á la T ie r ra ¿cuántos k m , anda la luz po r se­
gundo? 

NÚMEROS FRACCIONARIOS. 

XVII. 

Numeración de las fracciones. 

109. Se híi visto que medir una cant idad es ver c u a n ­
tas veces contiene á la un idad. De forma que la cant idad 
viene á hacer oficios de d iv idendo, la unidad de div isor y 
el cociente será el número que expresa la cant idad. A h o r a 



bien, esta división podrá ser exacta ó inexacta. Si es exac­
ta , el cociente será un húmero entero. Si es inexacta, la 
cantidad no contiene exactamente á la unidad, pero sf 
puede contener á una parte de la unidad, que se toma 
como unidad f racc ionar ia ; originando el número frac­
cionario. 

Por esta razón, el origen aritmético de los números 
f raccionar ios es la división incompleta. 

l i o . Se llama J-racción ordinaria ó quebrado la reu­
nión de varias partes iguales de la unidad. 

Las partes iguales de la unidad se llaman me i io i , ter­
cios, cuartos, quintos, sextos, séptimos, octavos, novenos, 
décimos, según que la unidad se divide en 2, 3. 4, 5, 6. 7, 
8, 9 ó 10 partes. Si el nú mero de pa^es es mayor, se de­
nominan por ese número con la terminación avos, y se 
dice catorceavos. quinceavos etc. 

Para designar un quebrado habrá que precisar en 
cuántas partes iguales se considera dividida la unidad, y 
cuántas de estas partes contiene el quebrado. 

Por consiguiente, el quebrado consta de dos términos: 
el numerador que indica cuantas partes de la unidad con­
tiene el quebrado, y el denominador qnz indica el número 
de partes iguales en que está dividida la unidad, y se ex­
presa escribiendo el denominador debajo del numerador, 
separados por una raya. 

Se lee un quebrado, enunciando el numerador y des­
pués la unidad fraccionaria que el denominador exprese. 

5 4 
As i -=--, se lee cinco séptimos; —n=- se lee cuatro diez y 
sietcavos. 

IIT, L a comparación de los dos términos del quebrado 
ori dna tres casos: que el numerador sea menor que e l 
denominador, en cuyo caso el quebrado contiene menos 
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partes de las en que hemos dividido á la unidad y es, por 
tanto, menor quela unidad. 

Que el numerador sea igual al denominador, en cuyo 
caso el quebrado contiene todas las partes en que la uni­
dad está dividida, ó es igual á la unidad; y 

Que el numerador sea mayor que el denominador, en 
cuyo caso el quebrado contiene más partes de las en que 
hemos dividido á la unidad, ó es mayor que la unidad. 

En el primer caso, el quebrado se llama propio é im­
propio en los otros dos. 

112. De lo expuesto se deduce que el quebrado impro-
13 

pió siempre contiene un entero. Sea el quebrado —p—La 
o 

unidad tiene cinco quintos; luego trece quintos tendrá 
tantas unidades como veces contenga cinco quintos; es 
decir, como trece contiene á cinco. Efectuando la división, 
resulta: 

13 - 2+ 3 
Luego para extraer el entero de un quebrado impropio se 
dipide el numerador por el denominador y al cociente en­
tero se agrega un quebrado cuyo numerador es el residuo 
y cuyo denominador es el divisor. 

Este número, compuesto de entero y quebrado, se 
llama mix to . 

113. Ha l l a r el quebrado impropio equivalente d un 
número mixto. 

Sea el número mixto 2 + - p - . Basta observar que si 
o ^ 

la unidad tiene cinco quintos, dos unidades tendrán 2 X 5 
quintos. Luego 

0 . 3 2 X 5 + 3 
" ^ i r — - k — ? 
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luego para convertir en quebrado un número mixto, se 
multiplica el entero por el denominador, a l producto se 
añade el numerador., y esta suma es el nuevo numerador, 
dejando el mismo denominador. 

114. Si observamos que un número cualquiera 

r 6 X 5 ^ ^ 
(,=== ^ se deduce que cualquier entero puede poner­
se en f o r m a de quebrado de denominador dado, poniendo 
por numerador el producio del entero por dicho deno­
minador. 

XVIII. 

Propiedades de los quebrados. 

US, E l cociente completo de toda división de enteros 
es un quebrado, cuyo numerador es el dividendo y el de­
nominador el divisor. 

E n efecto, sea 5 el dividendo y 6 el divisor. 
Dividir cinco por seis es partir el cinco en seis partes 

¡guales y tomar una de estas, lo que conseguiremos d iv i ­
diendo cada unidad en seis partes iguales y reuniendo las 

5 
cinco partes. Es decir, que 5 : 6 = -~-, conforme al enun­
ciado . 

De aquí se deduce que producto de un quebrado por 
su denominador es igual a l numerador, puesto que el 
producto del cociente por el divisor es el dividendo. 

E l cociente completo de toda división de enteros, cuan­
do ésta sea inexacta, será un número mixto, cuyo entero 
es el cociente y cuyo quebrado tendrá por numerador el 
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residuo y por denominador el divisor, según lo expuesto 
en el número 112. 

Escolio. Las palabras numerador, denominador y que­
brado equivalen, por tanto, á dividendo, divisor y cociente, 

l i ó . S i varios quebrados tienen ei mismo denominador, 
es mayor el que tenga mayor numerador. 

Sean los quebrados 
2 4 5 
7 ' 7 y 7 ' 

E n todos ellos la unidad está dividida en el mismo núme­
ro de partes, luego éstas son del mismo tamaño; pero el 
tercero contiene más partes que los otros dos, luego el 
tercer quebrado es el mayor de los tres. 

117, S i varios quebrados tienen el mismo numerador, 
es mayor el que tenga menor denominador. 

Sean los quebrados 

3 3 3 
y 5 ' 7 ' U ' 

Todos ellos contienen el mismo número de partes, pero 
en el primero la unidad está dividida en 5 partes iguales, 
en el segundo en 7, y en el tercero en 11. Ahora bien, 
cuanto mayor sea el número de partes en que dividamos 
la unidad, menor será cada una de éstas. Luego las partes 
del tercer quebrado son menores que !as de los otros dos, 
y por tanto, el tercer quebrado es el menor de los tres. 

118, De aquí se deduce que s i el numerador de un que­
brado aumenta ó disminuyeI sin var iar el denominador, 
el quebrado aumenta ó disminuye. 

S i el denominador de un quebrado aumenta ó d ismi­
nuye, sin variar el numerador, el quebrado disminuye ó 
aumenta. 

* 119. Se llama complemento aditivo de un quebrado 
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el número que le falta para ser igual á la unidad; y comple­
mento sustractivo el que le sobra para ser igual á la 
unidad. 

Ds donde se deduce que los quebrados propios tendrán 
complemento aditivo, y los impropios sustractivo. 

E l complemento aditivo ó sustractivo de un quebrado 
es otro quebrado del mismo denominador y cuyo nume­
rador es la diferencia de los dos términos del primero; 

. 4 . . . 1 5—4 , , .•,;.. 
pues a- t t - le falta-r-=—p— para valer la unidad; y 

O O í ) 

- j - excede en ->-=:—r— a la unidad. 
4 4 4 

De donde se infiere que el mayor de varios quebrados 
propios es el que tiene menor complemento aditivo, pues 
le falta menos para valer la unidad; y el mayor de varios 
quebrados impropios será el que tenga mayor comple­
mento sustractivo, pues excede en más á la unidad. 

* i2o. S i á los dos términos de un quebrado propio 
se les aumenta un mismo número, el quebrado aumenta, 

Sea el quebrado - - - . digo que =--r—>-=-. 
n 5 D ^ 5 + í i 5 

E n efecto, los complementos aditivos de estos dos 
2 2 

quebrados son ~ Y ~p- Y como el primero es menor 
o-\-a 5 

que el segundo, el primer quebrado •=——- será mayor 

1 A 3 
que el segundo - g - . 

o 
Del propio modo se demuestra que si á los dos térmi ­

nos de un quebrado propio se les disminuye un mismo 
número, el q ¡ebrado disminuye 

* 121. S i d los dos términos de un quebrado impropio 
seles aúnenla un mismj número el quebrado disminuye, 

5 5-La o 
Sea el quebrado -g - , digo que .——< 0- . 

o .J-j-íi o 
E n efecto, comparando los complementos sustractivos 



^ 74 -

resulta que x- r—< « i luego también h-1—<-a' . 
3-|-íi d d + a o 

L o mismo se demostraría que si d los dos términos de 
un quebrado impropio se les disminuye un mismo número, 
el quebrado aumenta. + 

122. S i el numerador de un quebrado se multiplica por 
un entero, y el denominador no varía, el quebrado queda 
multiplicado por dicho entero, 

5 
Sea el quebrado ~ ; digo que 

E n efecto, comparando los dos quebrados 

A 5X3 
7 y 7 

se ve que el segundo es 3 veces mayor que el primero, 
ó es igual á este multiplicado por 3. 

Del propio modo veríamos que si el numerador de un 
quebrado se divide por un entero y el denominador no 
varía, el quebrado queda dividido por dicho entero. 

Escolio. Este teorema nos indica el modo de mult i­
plicar ó dividir un quebrado por un entero. 

123, S í el denominador de un quebrado se multiplica 
por un entero y el numerador no varía, el quebrado queda 
dividido por dicho entero. 

Sea el quebrado -= - ; digo que 

7 X 3 7 
En efecto, comparando los dos quebrados 

5 5 



se ve que el secundo es 3 Veces menor que el primero ó 
es igual al primero dividido por tres. 

Del mismo modo se demostraría que si el denominad >r 
de un quebrado se divide por un e.ttero y el numerador no 
varía, el quebrado queda multiplicado por dicho entero. 

Escol io. Con arreglo á esie principio podremos tam­
bién multiplicar ó dividir un quebrado por un entero. 

De los dos últimos teoremas se deduce que s i nume­
rador y deno nina.ior de un quebrado se multiplican ó di~ 
viden por un mismo entero, el quebrado no varía. 

Estos mismos principios pueden aplicarse á la división 
de enteros con arreglo al escolio del núnero 115, 

XIX. 

Transformaciones de los quebrados. 

124. Simpl i f icar un quebrado es reducirle á otro equi­
valente cuyos términos sean mas pequeños. 

Quebrado irreducible es el de menores términos de 
todos sus equivalentes. 

Reducir un quebrado á su más simple expresión es 
hallar su quebrado irreducible equivalente. -

* 125. Todo quebrado igual á otro cuyos términos 
sean primos entre sí, tiene sus dos términos equimúltiplos 
de los de este otro. 

Sea el quebrado 
^ 4 
b ^ 5 

digo que a y b son equimúltiplos de 4 y 6 En efecto, mu l ­
tiplicando los dos términos del primer quebrado por 5, y 
ios del segundo por &, resultar^ 
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a X 5 4 X b 
¿ X 5 5 X ¿ 

siendo estos dos quebrados iguale?, y teniendo además 
iguales los denominadores, sus numeradoies serán iguales, 
luego 

a X 5 = 4 X ¿ ; 
pero 5 es factor del primer miembro de esta igualdad, 
luego tendrá que serlo del segundo, y como 5 es primo con 
4 , será divisor de b (97), llamando m al cociente, será 
Z> — 5 X m 7 sustitu>endo este valor ds b en la igualdad 
anterior resulta 

a X 5 = 4 X 5 X m 
y dividiendo les dos miembros de esta igualdad por 5, 
íi = 4 X " í , lo que demuestra que si b es m veces 5, a es 
m veces 4 . 

Corolarios 1 0 Un quebrado cuyos términos son pr i ­
mos entre sí es irreducible, pues todos sus equivalentes 
tienen mayores términos. 

Recíprocamente, todo quebrado irreducible tiene sus 
dos términos primos entre sí, pues si no lo fueran, ten­
drían un factor común que, suprimido, nos daría otro de 
menores términos 

2 0 Dos quebrados irreducibles iguales son idénticos, 
pues de 

a c 

se deduce en este caso, con arreglo al teorema, que a tiene 
que ser múltiplo de c, y c múltiplo de a. lo cual no es 
posible á no ser a -= c Por la misma razón resulta b = d. 

3.0 Un quebrado irreducible no puede ser igual d un 
entero, pues siendo los dos términos primos entre sí, el 
numerador no es divisible por el denominador. ^ 

126. De lo expuesto se deduce que se reducirá un 
quebrado á su más simple expresión, dividiendo sus dos 
términos por su m. c. d. (96), E l mismo resultado se ob­
tendrá dividiendo ios dos términos del quebrado por un 



— 77 -
factor c o m ú n , y repi t iendo la operación con los que r e ­
sulten hasta l legar á uno cuyos términos sean p r imos 
entre sí. 

E j e m p l o s . — R e d u c i r á su más s imple expresión los que­
brados ,.'-'• 

J ^ L ^ _8756L 17355 
4680Ó03 •'- 24079 ' y ~0l95~ 

127. R e d u c ' r quebrados dr común de laminador , es 
tranf formarles en otros equivalentes que tengan el m ismo 
denominador . 

E s evidente que si mul t ip l icamos los dos términos de 
cada quebrado por el p roducto de los demás denom ina ­
dores , los nuevos quebrados serán equivalentes (I23, e s ­
col io) á los propuestos, y tendrán el m ismo denominador , 
que será el p roduc to de todos el los. 

A s í los quebrados 

2 4 6 
3 , 5 . 7 

son respect ivamente iguales á 

2 X 5 X 7 4X^X7 6 X 3 X 5 
3X5X7, 3X5X7, 3 x 5 x 7 • 

y t ienen el mismo denominador . 
L u e g o p a r a r educ i r quebrados d común denom i íado r 

basta mu l t i p ' i ca r los dos té rminos de c r d a uno po r e l 
p roduc to de los denominadores de los demás. 

E jemplo. -—Reduci r á común denominador los quebrados 

1 2 3 5 4 7 
3 , "5", T , ¥" ; íT, y 13 

128. E s t e med io nos faci l i ta el reduci r los quebrados 
á común denominador , pero tiene el inconveniente de 
proporc ionarnos quebrados cuyos términos son re lat iva-
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mente muy grandes. De ahí la necesidad de reducir los 
quebrados á su mínimo denominador conún 

Para esto basta observar que si los quebrados fueran 
irreducibles, que es el caso más áen^illo, el nuevo deno­
minador común tendría que ser forzosamente múltiplo de 
todos ellos (125J, y el menor de estos múltiplos es el 
m. c. m.. lue^o este'sena el denominador más sencillo. 

Además, para que los nuevos quebrados sean equiva­
lentes á los propuestos, bascara multiplicar los dos térmi­
nos de cada uno por los factores que falten á su denomi­
nador para componer dicho m. c . m. 

Luego para r e i u : i r queraios al mínimo denominador 
común, se reducen primero á su más sinple expresi m, se 
halla luego el m. c. m. de los denominadores y se múl t i -
pl icxn los dos términos de cada quebrado por los factores 
que fa l t en d su denominador para componer dicho m. c. m. 

Ejcmpi-o: Reducir al mínimo denominador común los 
quebrados 

72 6^8 875 504 
108 ' 784 ' 1050 y 864 * 

OPERACIONES FUNDAMENTALES. 

X X . 

Adición de quebrados. 

Las definiciones de las cuatro operaciones dadas para 
los números enteros son aplicables á los fraccionarios, 
así como los signos de estas operaciones. 



129. E n la adición de quebrados conviene distinguir 
tres casos: 

I.0 Sumar quebrados que tengan igual denominador. 
2 . ' Sumar quebrados de denominadores desiguales, y 
3.0 Sumar números mixios. 
* i3o. Pr imer caso. Sean los quebrados 

a b c 
T" ' "7~' ~J~' 

Llamando p, ^ y r a los cocientes que estos quebrados 
indican, ó sea 

• • P \ — r - ~ K 
tendremos 

a ~ - d x p ; 
b ^ d x q ; 
c = d x .n 

y sumando ordenadamente estas igualdades, resultará 

(a + b'+c)=~dXp.thdXq + <iXj 
ó separando el factor común d, 

(a + b + c) = ( p + q + r) d 
y dividiendo ambos miembros de esta igualdad por d , 

a + b -f- c 
^ =P+ 9 + r 

6 sea, reemplazando p, q y r por sus valores; 
a -[- b -{- c a . b c 

-j = —j i j r — T ~ 

L o que nos indica que se suman quebrados de igual 
denomimdor, sumando los numeradores y partiendo esta 
suma por el denomimdor común. 

131. Segundo caso. Reduciendo los quebrados á de­
nominador común, quedará reducido este caso al anterior. 
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Luego para sumar quebrados que tengan distinto de­
nominador ¿e reducen d común denominador y se parte la 
suma de los numeradores por el común denominador. 

EjtMPLO.—Sumar 

27 . 24-^ , 175 , 691 
54 ^ 324 280 ' 15á4 

132. Tercer caso. P a r a sumar números mixtos se re­
ducen d quebrados y se suman como tales. 

Sin embargo, será más sencillo sumar primeramente 
los quebrados, después los enteros y reunir ambas sumas. 

Ejemplo.—Sumar 

21 ' 9 0 ' 24J ' 216 

XXI. 
Sustracción de quebrados. 

133. En la sustracción de quebrados pueden ocurrir 
los mismos casos que en la adición: I.0 restar quebrados 
de igual denominador; 2." restar quebrados de diferente 
denominador, y 3 o restar nú ñeros mixtos. 

134. 1er caso. P a r a reatar quebrados de igual deno­
minador, se restan los numeradores y su diferencia se 
parte por el de.iominador común Se demostraría lo mismo 
que su análogo de la adición; ó bien, podria demostrarse, 
observando que sumado el quebrado que resulia con el 
sustraendo,' nos dá el minuendo. 

135. 2.0 caso. P a r a restar quebrados de distinto de­
nominador, se reducen á común denominador, se restan 
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los nuevos numeradores y la diferencia se parte por el 
denominador común. 

Ejemplo . —Restar, 

120 45 
216 270 

136. 3.or caso. Como en la adición de quebrados,/?«<?-
den reducirse d quebrados y vendremos á parar á uno de 
los dos casos anteriores; ó bien, restar separadamente los 
quebrados y los enteros y reunir los dos restos. 

E n este caso, pudiera suceder que el quebrado del 
minuendo fuera menor que el del sustraendo, dificultad 
que se obviaría fácilmente añadiendo al primero una uni­
dad, tomada de su entero. 

1 7 

Sea por ejemplo, 9 j — 3 ¿ A l reducir los que­

brados á eomún denominador para restarlos, resulta 
2 7 

— . .... mayor que el minuendo. Tomo una unidad 
o o 

O Q ] A 
del 9, que vale ¿-j y añadida á los ¿ tendremos 8 ' 
de donde 

1 o 7 „ 10 0 7 „ 3 9 4.,. _3...1.. = 8 ^ - 3 .) 4 8 8 8 8 
Ejemplo.—Restar, 

19-JL-11 16ü 252 192 
137. Casos particulares. i.ü Restar un quebrado de 

un entero. 

Ejemplo. 8 — ¿ - = 7 _ •• — •--•• — 7 -„-•• 
0 0 , 0 0 

que nos indica que basta agregar a ! entero del minuendo, 
disminuido en una unidad, el complemento del sustraendo. 

2.0 Restar un mixto de un entero. 
a 
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Sea, por ejemplo, 

luego basta añadir d la diferencia de los enteros, dismi­
nuida en una unidad, el complemento del sustraendo. 

3.° Restar un entero de un mixto. 

se restan los enteros y se agrega el quebrado del m i ­
nuendo. 

4.° Restar un quebrado de un mixto. 

„ 3 5 _ r 21 20 _ r 1 
0 4 7 ~ 0 , 2 8 '%% " ~ 0 2 8 ' 

se agrega al entero la diferencia de los quebrados 

Ejemplos. I.0 1 9 - I- 3,° 25 —7 I-
o 5 

o 9 2 
-so 14..... _ 8 4.° 9 — — ••• • 
J . l-i 7 o 4- » 8 3 

XXIL 
Multiplieaeión de quebrados. 

138. En la multiplicación de quebrados conviene dis­
tinguir tres casos; 

1.° Mul t ip l icar un quebrado ó mixto por un entero. 
2 ° Mul t ip l icar un entero, quebrado ó mixto por un 

quebrado. 
3.0 Mult ipl icar un entero, quebrado ó m'xto por un 

mixto. 
139. I.eL" caso. P a r a multiplicar un quebrado por un 
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entero hsmos visto (122) que basta multiplicar el numera­
dor por, el e,¡tero deja.ido el mismo áeiominador. 

Si el denominador del quebrado fuera i.mltiplo de' 
multiplicador 'cría preferible (¡23,) dividir el denominador 
por el e.itero, dejando el mismo n 'merador. 

E l caso de mu t ipl icar un mix/o por un entero se re­
duce al a i terior convirtiendo el mixto en quebrado. 

Es preferible, sin en.bargo, multiplicar separadamente 
el entero y el quebrado del multiplicando por el multipli­
cador y reunir los dos productos, teniendo en cuenta que 
multiplicar por un entero es hallar la suma de tantos su­
mandos iguales al multiplicando como unidades tiene el 
multiplicador. 

4 7 
Ejemplos. — X 5 ; 3 — X 9 

I40 2.° caso I.0 Mul t ip l icar un entero por un que­
brado, 

3 
Sea, por ejemplo, 5 X - - . - • 

3 
Multiplicar 5 por —r-, es hallar un tercer número que 

g 
sea respecto de 5 lo que •-£- es respecto de ¡a unidad; 

3 
pero —.— indica tres cuartas partes de la unidad, luego el 

producto debe ser las tres cuartas partes del multiplicando, 

3 3 1 
L o expresaremos así: 5 X "~r- = -7— ^e *>> Pero " i " 

de 5 = -4—; luego —̂— de 5 = -—--—-, es decir que 

3 5 X 3 
5 x J _ _ ~~ _-_-^—-,, Por consiguiente, se multipl ica un 
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entero por un quebrado multiplicando el entero por el 
numerador, y dejando el mismo denominador. 

2 
EjKMPLO . 7 X " o " 

2.° Mult ip l icar un quebrado por otro quebrado. 
2 4 

Sea, por ejemplo, -=- X ~ F ~ ' 

Tendremos -« - X "F " ̂  "ET ^e "y» 

pero -g-de - y = - y : 5 = 7 ^ g- (123); 

as. pues - g - de - y = ^ ^ ^ X ^ = - y ^ ^ • 

Luego para multiplicar dos quebrados se multiplican 
los numeradores y se parte el producto por el de los de­
nominadores. 

3 2 
Ejemplo . - g - X " X " 
3,0 Mul t ip l icar un mixto por un quebrado. 

Se reduce el mixto á quebrado y queda reducido al 
caso anterior; ó bien se multiplican separadamente el en­
tero y el quebrado por el quebrado, y se reúnen los dos 
productos, teniendo en cuenta que para tomar del multi­
plicando las partes que indique el multiplicador, pueden 
tomarse primero del entero y luego del quebrado, y reunir 
ambas después. 

Ejkmplo. 4 -—- X ~o~ o o 

141. 3.er caso. Este caso se reduce á uno de los an­
teriores, convirtiendo el multiplicador en quebrado. 

L a consideración de los anteriores casos patentiza que 
el producto de dos números fraccionarios, ó uno entero y 
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otro f racc ionar io , es independiente del orden délos facto­
res, haciendo extensivo á todos los números comensura-
bles el principio demostrado en el número 39. 

Ejemplos. 8 X 2 - | - A X 3 - | - 4 - f - X 5 - ^ 

XXIIL 
División de quebrados. 

142. E n la división de quebrados podemos distinguir 
¡os mismos casos que en la multiplicación. 

I.0 Dividir un quebrado ó mixto por un entero. 
2.° D iv id i r un entero, quebrado ó mixto por un que-

brado, 
3.0 D iv id i r un entero, quebrado ó mixto por un mixto. 
143. I.er caso. Div id i r un quebrado por un entero. Se 

resuelve (123) multiplicando el denominador del quebrado 
por dicho entero, conservando el mismo numerador. 

Si el numerador del quebrado fuera divisible por el 
entero, sería preferible (122) dividir el numerador por el 
entero, dejando el mismo denominador. 

E l caso de dividir un mixto por un entero, se reduce 
á este convirtiendo el mixto en quebrado. 

También podría efectuarse, dividiendo separadamente 
el entero y el quebrado del mixto por el divisor, y reu­
niendo los dos cocientes, lo que se comprueba multipli­
cando este cociente por el divisor y viendo que reproduce 
el dividendo. 

9 4 
Ejemplos. =-: 3 3-=-: 6 

o 5 
144. 2.° casó, i.0 Del mismo modo podríamos probar 



que para dividir un entero por un quebrado se multiplica 
el entero po el deiominidor, y se parte este producto 
por el numerador es decir, q.ie se m Itip.ica el entero por 
el quebrado invertido; pero puede también dtducir.se de 
las consideraciones .siguientes: 

4 4 
Sea 8 : -£ - Dividir 8 por -^- es hallar un número que 

multiplicado por —^ reproduzca el 8; luego, llamando c á 

4 , 4 
ese núrrero, tendremos c X —£- ó los —— de c ;= 8; si los 

' 5 5 
4 
• „ de c valen 8, 

1 , 8 8 _ 8 X 5 
• .¿-. de c - T y c - T X 5 = £ — . 

4 
Ejiímplo. 7: - r -

5 
2.° Del mismo modo demostraríamos que para dividir 

dos quebrados se multiplica el dividendo por el divisor 
invertido. 

3 2 2 A 3 
, • —— /* c\e* r — • 4 " 7 ^ 7 ac c - 4 , 

1 , 3 0 3 3 X 7 
de c — y : 2 = —r-.—?í-; c = 7 •,4- 4 X 2 ' 4 x 2 

4 3 
Ejemp lo . •,,•••• •« o 7 

3.° E l caso de dividir un mixto por un quebrado se 
reduce a l anterior, convirtiendo el mixto en quebrado. 

Ejemplo. 3 „ : l. 
7 5 

145. 3.er caso. Se reduce al segundo convirtiendo en 
quebrado el divisor. 

Ejemplos. 4: 5 ^ ; ^ : 3 | . ; .4 | : 6 1 
/ o d 5 4 

http://dtducir.se
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PROPIEDADES DE LOS QUEBRADOS. 

X X I V . 

Prodado de varios factores fraecionarios. 

* U n producto de varios números quebrados ó enteros 
y quebrados, tiene le misma signitícTción que un producto 
de enteros (64) y goza de sus mismas propiedades. 

* I46. E l producto de varios números comensura-
bles es independíente del orden de los factores. 

Si el producto se compusiera de factores enteros el 
teorema está demostrado. Si los factores son números 
quebrados, ó enteros y quebrados, como, por ejemplo, 

tendremos 

a . . m 
n b X C X - X P , 

& . . . . m a X c 
j X c X v X p ~ ~ ~ ~ ~ x ^ X p ~ 

¿ X c X m a X c X m X p 
b X n * P T y ^ 

que nos indica que el producto es un quebrado, que tiene 
por numerador el producto de los uameradores de los 
factores por los enteros, y por denominador el producto 
de los denominadores, 

Añora bien, cualquiera que sea el orden délos facto­
res (65) el valor de estos dos productos, y por consi^uien 
te el desquebrado, no varia, conforme nos proponíamos 
demostrar. * 1- r =« 

147. Así como hemos llamado quebrado á un conjunto 
de partes iguales de la unidad, se llama quebrado de que­
brado d un conjunto de partes iguales de un quebrado. 



De suerte que quebrado de un número cualquiera es 
ün conjunto de partes iguales de es^e número. 

Nada más fácil que convertir un quebrado de quebrado, 
ó de entero, en quebrado de la unidad. 

4 2 

Sea, por ejemplo, p de y , Con arreglo a lo expues­

to (140) tendremos 

4 2 2 4 2 X 4 
de •••£.-• — •••«,-• X 

5 ^ 7 " 7 ^ 5 - 7 X 0 

luego para reducir un quebrado de quebrado d quebrado 
de la unidad, se multiplican los dos quebrados. 

Del mismo modo se reduciría un quebrado de un en­
tero á quebrado de la unidad, multiplicando el quebrado 
por el entero. 

De esta suerte, el cálculo de los quebrados de quebra­
do se reduce al de los quebrados de la unidad. 

Ejemplos.—i.0 Calcular la expresión: 

__ de -g- + - g - de ^ - T de -g-

2- 5 - d e T x T d e T 

T dc "F x T dc T 
148. Potencia de un quebrado (67) es un producto de 

factores iguales á dicho quebrado. 
L a potencia de un quebrado es igual d la potencia del 

numerador part ida por la potencia del mismo grado del 
denominador. 

\ 5 / 5 A 5 A 5 5X5X5 ~ 4S ' 
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L a potencia de un número mixto se obtiene reducién­
dole previamente á quebrado. 

149. Las potencias de un quebrado irreducible son 
también quebrados irreducibles. 

E n efecto, siendo el quebrado irreducible, sus dos 
términos serán números primos entre sí; y sus potencias 
(98, 2.0) también lo serán. 

150. Las potencias sucesivas de los números mayores 
que uno aumentan á mei ida que crece su grado, puesto 
que, cuando el multiplicador es mayor que la unidad, el 
producto es mayor que el multiplicando. 

Por la misma razón, las potencias sucesivas de los nú ­
meros menores que la unidad disminuyen d medida que 
aumente su grado, pues, como el multiplicador es menor 
que la unidad, el producto es menor que el multiplicando. 

15T, Se llama rai{ de un número, otro número que 
elevado d la potencia del mismo grado, reproduce el 
propuesto. 

Las raices de los números se clasifican por grados, 
lo mismo que las potencias, llamándose también raiz cua­
drada y raiz cúbica á la segunda y tercera respectiva­
mente. 

Se indican por el signo \/ , llamado radica l , que 
también se aplica á toda raiz indicada. 

índice del radical, té el número que expresa su grado, 
y se coloca en la abertura del mismo, escribiendo debajo 

el número, cuya raiz expresa. Así y 64, quiere decir, raiz 
cuarta de 64, Se ha convenido en omitir el índice para la 
raiz cuadrada, así \ / 9 , quiere decir, raiz cuadrada de 
nueve. 

IV! 
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X X V . 
Proporciones. 

152, Se llama ra^ón de dos números, al cociente de 
dichos números. Así la razón de a á. b, es a : b. Estos 
números se llaman términos de la razón E l primero a se 
llama antecedente, y el segundo b, consecuente. 

De donde se deduce que las ideas de cociente, que­
brado y razón son idénticas; así como las de dividendo, 
numerador y antecedente; y las de divisor, denominador 
y consecuente. 

Dos rabones se dicen inversas, cuando el antecedente 
de una es consecuente de otra y viceversa. 

Así ^ : ti es la inversa áz a : b. 
153. Se llama proporción ó igualdad f racc ionar ia , la 

igualdad dedos razones ó quebrados. Ta l es —— == — - , 
b d 

que también puede leerse, a es b. como c es á rf; y 
escribirse a \ b : : c : d . 

Los cuatro términos de que consta, se designan con 
los nombres de I.* y 2.9 antecedente, y I.0 y 2.0 conse­
cuente, ó bien, antecedente y consecuente de la 1.a razón, 
y antecedente y consecuente de la 2 a razón. Se llaman 
términos opuestos, el I 0 y 4 (>, así como el 2.° y 3.0 Tam­
bién se llaman términos extremos aquellos, y medios éstos. 

154. L a propiedad fundamental de las proporciones es: 
E n toda proporción, los productos de los términos 

opuestos son iguales. 

Sea la proporción -—- == —j~, digo que a X á = ¿ X ^ 



En efecto, multiplicando los dos términos del primer 
quebrado por d. y los dos del segundo por l?, tendremos 

a X d b X c 
T'x'd"1 ~ T x ^ ' 

de donde a "X. d = b X. c) Q115 es 1° que queríamos de­
mostrar. 

155. Recíproco, S i el producto de dos números es 
igual al producto de otros dos, los cuatro fo rman propor­
ción, siendo términos opuestos los dos factores de cada 
producto, 

a c 
Digo que si a X ^ ^ ^ X ci tendremos —— == —-j—. 
En efecto, dividiendo por b X d los dos miembros de 

la igualdad dada, resultará 

a X d b X c 
~b X d ^ TxTd ^ 

y simplificando los dos quebrados 

a c 
b ~~ d ' 

conforme al enunciado 
156, E l principio fundamental proporciona el medio 

de hallar un término de una proporción, cuando se c o ­
nocen los otros tres. 

bea la proporción —j—' = 5 

en que, suponiendo conocidos a , b y c, queremos hallar 
x . Tendremos a X x ^ b X c} Y dividiendo por a los dos 

miembros de esta igualdad, x = —. 
* a 

Este término x se llama cuarta proporcional á los 
otros tres a , b, c. 
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Luego para hallar una cuarta proporcional d tres nú~-
meros dados, se divide el producto de los dos últimos por 
el primero. 

Escolio. Se llama proporción continua la que tiene 
a x 

iguales sus términos medios. Así -—— —: —-5— es una 
je a 

proporción continua. 
E n la proporción continua el término medio se llama 

media proporcional entre los otros dos. Así x es la media 
proporcional entre a y d. Según lo demostrado, (154) 

a y< d ~ x K x ó ay<d z= x \ 
y, como x2 es el cuadrado de x , extrayendo la raíz cua­
drada de los dos miembros, resultará 

V a X d ~ x . 
Luego la media proporcional entre dos números es la 

raí{ cuadrada de su producto. 
E n la proporción continua, el cuarto término se llama 

tercera proporcional á los otros dos. Así, en la proporción 
a b , . , , , 

•—-— =5 , .r es la tercera proporcional a a y ¿. 
b x 

De ¿1 X ^ — "̂> ^e^ulta, dividiendo por a los dos 
miembros de esta igualdad, x = , 

a 
Luego para hallar la tercera proporcional d dos nú­

meros, basta dividir el cuadrado del segundo por el 
primero. 

Ejemplos: 
i.0 Determinar la cuarta proporcional á los números 

14, 8 y 7. 
2,0 Hallar la tercera proporcional á los números 9 y 6-
3.8 Hallar la media proporcional á los números 4 y 9. 
157. Del principio fundamental se deduce que se pue-
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den cambia r los términos de una proporc ión j con tal que 
resul ten iguales los p roduc tos de los té rm inos opuestos. 
L o que permi te escr ib i r una p ropo rc i ón de ocho modos 
diferentes 

a c a bx d b d c 
b d , c ¿ ' c a b a ' 

c a b a b d e d 
d b ' d c ' a c , a b 

en las que s iempre se ver i f ica la igua ldad a y ^ d = b y ^ c . 
158. 5 / dos p roporc iones t ienen dos té rminos no opues­

tos comunes, l as rabones de los o t ros son igua les . 

^ • a c a m . c m 
r ú e s de •• = •••••• v •• z= resul ta , • =: 

b d J b n d n 

159. S i dos p roporc iones t ienen dos té rminos opuestos 
comunes, las rabones de los ot ros son inpersas. 

a c á t i 
P u e s de , • = ,- y — , • , resulta a X d = byrc'y 

b d m d 

b h 
a X d — m "X n\ de donde ¿ » X c = í n X w ó == 

conforme al enunc iado. 
160. Lo< produc tos ordenados de v a r i a s p roporc iones 

f o r m a n p ropo rc i ón . 
Sean las p ropo rc i ones , 

a c á ' c' a " c" 
' b "~ ""d ' V ~ T ' "F" ~ "W 

Mul t ip l i cando ordenadamente estas igualdades t end remos , 
H i r t ff 

a a a c c \ s c ' 
b x V x b"' ^ " d " x "Y x d" 0 

a X a ' X a " c y c' X c " 
b X b ' x y ' " ~ dXd'>í.d'' ' 
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l6[. Los cocientes ordenados de dos proporciones, 
fo rman también proporción, 

,-, , <2 c a ' c ,, a y ^ d ^ c y ^ b 
Pues de , = , ; ,,• = • 7, ; resulta , ,, , ,( 

y dividiendo ordenadamente estas igualdades 

ay^d cXb 
a'Xd' c'X-¿ f 1 6 sea 

de donde se deduce: 

a b c \ d , a : a' c : c' 
a ' : y - c r : T¿r o ¿.¿> — ^ t j ' 

conforme al enunciado. 
162. 5¿ <í los numeradores de una proporción se les 

aumenta números equimúltiplos de los denominadores, re ­
sulta otra proporción. E n efecto, si á los dos miembros 

a c 
de la igualdad , = - s e añade un numeren, resultará o a 

a , c , , a -\- nb c -\- n d 
b + " =: -d + n 0 b = Td 

que es lo que queríamos demostrar. 
Del mismo modo se demuestra que s i á los numera­

dores de una proporción se les resta números equimúl­
tiplos de los denominadores, resulta otra proporción. 

Consecuencias. 1.a Según este teorema de la pro­
porción 

<*• c . a h n b c zt n d 
••••, = •••-, , resulta , =: 
b d ' b d 



— 95 — 
y haciendo n = l , resulta 

a de b c ± d 
b = d ." 

Luego en toda proporción, las sumas ó diferencias de 
antecedentes j r consecuentes de cada ra^ón fo rman rabo­
nes iguales con sus consecuentes. 

2.a Comparando las proporciones 

a c a dz b c ± d 
t- ty —ir- = —d~resulta{l®\ 

a áz b a , a -iz b c ± d 
c d t d c a c 

Luego, en toda proporción, las sumas jy diferencias 
de aníejedentes y consecuentes de cad ¡ ra^ón, f o rman r a ­
bones iguales con sus antecedentes. 

3.a E n toda proporción; las sumas de antecedentes 
y consecuentes de cada ra^ón, f o rman con sus d i feren­
cias rabones iguales. 

^ , a + b c -\- d a — b c ~~ d 
Pues de b d J b 

a + b c-\- d 
resulta 

4 * E n toda proporción, la suma ó diferencia de los 
antecedentes, f o r m a con la suma ó diferencia de los con­
secuentes rabones iguales á la de la proporción. 

E n efecto, de —j- — — , resulta — = - - - ; de donde 
o a c d 

a-.±ic b ± d , a ± c a 
o a b • b ± d b ' 

5 * E n toda proporción las sumas de los numeradores 
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y denominadores fo rman con sus diferencias rabones 
iguales. 

a - \ - c b -[- d 
Acabamos de ver que = ; y 

a — c b — d , a -\- c b + d 
, == : luegfO = — ; r— 

a b a — c o — a 
163. Fundados en estos principios, pueden determinar­

se dos números cuando se conoce su ra{ón y su suma ó 
diferencia. 

m 
Supongamos que sea -—- la razón dada, y 5 la suma 

de los números que queremos hallar, 
Representando estos números por x é y , tendremos 

x m , , , x 4- y m 4- n , 
' = , de donde • ^ . = o 
y n x m 

s m 4- n , . m s 
, — = ~ que nos da x = — ; y 

x m ^ m -\- n 

x -{• y m -\- n , s m -\- n 
Y n y 

n s 
que nos d á y = 

m -\- n 

L o mismo se resuelve el problema cuando en vez de 
la suma se nos dá la diferencia de los dos números. 

Ejemplos: I.0 Hallar dos números cuya suma sea 60 
Á i y su razón -k- . 

o 

2.0 Hallar dos números cuya diferencia sea 51 y la 
, 1 

razón —r-, 
4 
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X X V I . 
Serie de razones iguales. 

164. Se llama serie de rabones iguales la igualdad de 
tres ó más rabones. 

& C G £? 
A s i —~ = —— = —-r- = -—— es una serie de ra -

b d f h 
zones iguales. 

165. E i toda serie de rabones iguales, la ra^ón de la 
suma de los numeradores á la suma de los denominadores 
es igual á la ra^ón de la serie. 

c . , . a c e g 
Sea la sene ¿ = •-•r = •••••v- = •°r- = ; 

b ; a j [ h 
digo que 

a - \ - c - \ - e - \ - g - \ - . , . a 
b + d-\-f'\-h-\-... ~ T ' 

Llamando r á la razón de la serie, es decir al valor de 
cada uno de estos quebrados, se tendrá 

a c e g 
b ^ r ; "T = r; 7 ~ r; T ~ r;••• 

de donde a — b y, r 
c — d X r 
« = / X f" 

y sumando ordenadamente estas g- =«= A X r 
igualdades, y sacando el factor co- : 

mun r, tendremos a + c-\- e +g-\-...~{b-\-d+J'-{-h-{-..)r 
de donde, dividiendo los dos miembros de esta igualdad 
por b-\- d -{-f-\-h-\- ; 

13 
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¿ + ^ + / + / í + ••• " "¿ 
166. Div id i r un número dado en partes proporcionales 

d otros números dados. 
Sea N el número que queremos dividir cu partes pro­

porcionales á los números dados a, b, c\ y sean estas 
partes que queremos hallar x ^ y , ̂ . Tendremos, 

* + r + í = N y ..^.^..|..=¿...l... 
con arreglo al enunciado; de donde 

x 4 - r + T _£ - N __£__ _ N X ^ 
a + 6 H- c ' " * ¿í4-¿> + c _ " í i , y í j - | -6+c 

-y 4- r + ? . . Zl - N _ii. ^ N x ¿ 
a 4- ¿ -t- c " " 6 0 ¿14-^ + 0 "'= ¿» ' — ' a - f ^ - f c 

^ 4 - r + ? Í A N _ ^< _ N X c 
a 4 - ^ 4 " c c «4-̂  + ^ c a^-b-^c 

Luego para dividir un número en partes proporciona­
les d otro'! números dados, se divide dicho número por la 
suma ds éstos y el cociente se multiplica por cada uno de 
ellos. , 

Ejemplo. Dividir el número 300 en tres partes pro­
porcionales á los números o, 6 y 9. 

* 167. Se llama cantidad media entre otras varias, 
toda cantidad comprendida entre ellas, es decir, menor que 
la mayor y mayor que la menor. 

Así 9 es media entre 2, 5, 11 y 19-
* 168 L a suma de n números dividida por n, es una 

media entre ellos. 
Supongamos que sean estos números ordenados de me­

nor á mayor, a, b, c, d u. 
Tendremos que evidentemente 
a-{-b-\'C + d-{-...-\-u ^ a-{-a-{-a + a + . . .A-a 

n > ^ — = * ; y 
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a-¡-b]-c-j-d-l-...~l-u u-]-u-]-ti4-ii-l... .4-u 

<" ' — u. 
n n 

Luego, en efecto, 
a: -f- ^ -f- c -f- d -|- ... +u n 

es media entre estos números. 
Esta medida recibe el nombre de media diferencial ó 

media aritmética. 
L a media aritmética entre dos números essusemi suma. 
Ejfmplos . i.0 Hallar la media diferencial á los nú ­

meros 7, 15. 19, 24, 36 y 49 
2 0 Hal lar la media aritmética entre 15 y 35. 
* .169. L a r a í l del grado n de un producto de n f a c ­

tores es media entre ellos. 
Sean los factores, ordenados de mayor á menor 

a . b . c . d ..... u. 
Evidentemente, 

, >̂ a . a . a . a . . .a ~ a}1 
a .b.c .d.. .u 

<̂  u . u . u . u . . ,u = u*1 
y extrayendo la raíz n, 

a 
u V a . b . c . d . . . u . 

luego \/ a . b . c . d . . . u 

es media entre ellos 
Esta media se llama media f a c t o r i a l ó media geomé­

trica , 
L a media fac to r ia l ó proporcional entre dos números, 

es la raí^ cuadrada de su producto. 
Ejl.mpi.os I.0 Hallar la media factorial á los números 

2, 8 y 32 
2,0 Hal lar la medida geométrica entre 4 y 16. ¥ 
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PROBLEMAS 
SOBRE KL CÁLCULO DE LOS NÚMEROS FRACCIONARIOS. 

I. Un comerciante vende 17 -%- metros de tela de 

3 
una pieza; más tarde 9 -^- metros de la misma y, por fin, 

4 4 

11 - - - - ; le quedan aún 3 - v - metros ¿cuántos metros te­

nía la pieza? 
2 

II. U n caño arroja -k- de litro de agua por minuto; 
5 1 

otro -^- , y un tercero —p- de litro en el mismo tiempo; 
¿qué cantidad de agua por minuto arrojan los tres caños á 
la vez? 

III. Un obrero hace 3 m. de una obra en 4 h. ; otro 
7 m. en 9 h.; un tercero II m. en 15 h,. y un cuarto hace 
5 m. en l 2 h . ¿cuántos metros por hora hace cada obrero 
y cuántos entre los cuatro? 

IV. Un comerciante en antigüedades compra un mué-
1 2 

ble por 75 -5- pesetas; gasta en restaurarle 60 -r - 5 lo 
o 5 

4 
vende y gana en el negocio 35 -*•=• ¿en cuánto ha vendido 
el mueble? 

V . Un tren recorre 119 K m , en 3 h ; otro 172 K m . en 
5 h. ¿cuál es la diferencia de velocidades? 

V I . De una pieza de tela que tiene 28 m. se han vendi-
3 

do 17 - j ~ ¿cuántos metros quedan? 
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2 
V I L U n estudiante recibe para sus gastos 25 - s - pe-

o 
setas; paga al zapatero IS—r- pesetas; á la lavandera 6-^-; 

4: ¿ 
13 compra un libro y le quedan 1 - ¿ ^ ¿cuánto le ha costado 

el libro? 
VIII. Tres caños llenan un estanque: el i.0 en 5 h ; el 

2.° en 3. y el 3.ü en 7. Tres bocas le desaguan; la 1.a en 
4 h , la 2." en 9 > la 3.a en 11. Abriendo á la vez los seis 
orificios, ¿qae parte del estanque se llenará ó vaciará en 1 h 

3 
IX . U n carpintero vende una mesa en 22 -r— pesetas;? 

4 
si le hubieran dado por ella 3 -=— más, hubiera ganado 

6 -~jr pesetas. ¿Cuánto vale la mesa? 

X Un grado del termómetro centígrado equivale á 
4 1 

-=- del de Réamur, ¿27 -g - centígrados á cuántos equi-
5 o • 

valdrán del de Réamur? 
X I . De la vista del relámpago á la audición del trueno 

3 
han mediado 4 - p - segundos ¿á qué distancia está la nu-

be tempestuosa, siendo 340 metros por segundo la velo­
cidad del sonido? 

XII. Una señora compra una pieza de tela que tiene 
3 1 

27 — metros á 3 p pesetas el metro; cede á una amiga 

4 5 

12 ¿j- metros ¿cuánto importa la tela que la resta y cuán-

to le debe la amiga? 



- 1 0 2 -

XIII. ¿Cuántas libras pesan 15 • g- pesetas en mone­
das de diez céntimos, sabiendo que un K g . equivale á 

7 
2 -i-x- de libra. 

40 

X I V . E l Puerto de los Baños tiene de altura los 7 
7 

de la de Somosierra; que á su vez es los y . - de la de Sie­
te Picos, cuya altura es 2200 metros jcuál es la altura de 
Puerto de los Baños? 

2 
X V . L a rueda de una bicicleta que tiene 5 «• pies ce 

circunferencia dá 2 -, vueltas por segundo ¿cuánto anda­

rá en 15 minutos? 
4 2 

X V I . Los >_ de un jamón pesan 3 ^ K g . ¿cuánto 
pesa el jamón?. 

X V I I . U n ciclista recorre en 2 horas 45 K m . ; la rueda 
mayor tiene de circunferencia 3.m 754 y la menor 2,m 128 
¿cuántas vueltas ha dado cada rueda por minuto? 

3 
XVI I I Siete piezas de tela de 13 „ m. cada una 

4 

han costado 264 .~ pesetas ¿á cómo sale el metro? 

X I X . Un carruaje enganchado cuesta 3500 pesetas; el 
g 

tiro cuesta los • ̂  del carruaje ¿cuanto ha costado cada 

uno? 
X X . Con dos piezas de tela se han hecho 12 manteles 

y 6 docenas de servilletas; los primeros tienen 4 x • me-
3 
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tros cada uno, y las segundas l •¿¡- ^cuál es la longitud 

3 
de cada pieza, siendo la segunda los —¿ de la primera. 

o 

FRACCIONES DECIMALES. 

XXVII. 
Numeración de las fracciones decimales. 

170. Se llama, f racc ión decimal á un conjunto depar­
tes decimales de la unidad. 

Partes declínales de la unidad son las que resultan 
de dividir la unidad por las diversas potencias de 10, 

1 1 1 
como l ü ' 100 ' l O O O ' " - ' 

Las fracciones decimales no son, pues, más que un 
caso particular délas ordinarias. Así que las propiedades 
demostradas para estas son aplicables á aquéllas, lo mis-
rao que su cálculo. 

Sin embargo, la consideración de su naturaleza espe­
cial nos proporciona propiedades particulares que simpli­
fican considerablemente todas las operaciones. 

171. Las partes decimales de la unidad se denominan 
décimas, centésimas, milésimas y, en general, se de­
signan con el mismo nombre de las unidades enteras 
cambiando su terminación en ésimas. 

Los principios fundamentales de la numeración deci­
mal son los mismos que los de la entera, cuya continua­
ción y complemento es; 
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Todo número decimal es la reunión de unidades deci­

males de diversos órdenes, siendo menos de die^ las de 
cada orden. 

L a reunión de d ie i unidades dechnxles de un orden 
cualquiera, constituye una del orden inmediato superior. 

Cada c i f r a representa unidades decimales del orden 
indicado por el lugar que ocupa, contando de izquierda á 
derecha. 

172. Así, pues, toda cifra decimal tiene dos valores, 
como las cifras enteras; uno absoluto y otro relativo. 

Para poder fijar el valor relativo de las cifras decima­
les basta observar que, conforme á los principios estable­
cidos, las décimas deben colocarse á la derecha de las 
unidades, las centésimas á la derecha de las décimas, etc. 
Se distinguen las unidades enteras de las decimales sepa­
rándolas por una coma. 

Así 4 - j ^ se escribirá4,037; 5 ^ ^ = 5,00025. 

173. De donde se infiere que para enunciar un número 
decimal, designaremos primero la parte entera y después 
la parte decimal, como .̂ i fuese mí entero, expresando a l 
f i n el orden de su última c i f ra decimal; ó bien se expresa 
el número total de sus unidades, designándole con lu de­
nominación de su última c i f ra decimal. 

174. P a r a escribir un número decimal, se escriben su~ 
cesiuamente las c i f ras que expresan las unidades de di­
versos órdenes que contiene, en sus lugares respectivos, y 
se separa la parte entera de la decimal, con una coma. 

Si la fracción es propia, la parte entera será cero. 
P a r a leer un número decimal, se enunsia la parte en­

tera, y después la parte decimal, como si f ue ra un entero, 
expresando al fin el orden de su última c i f r a decimal, ó 
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bien, se enuncia todo el número como si f ue ra un entero, 
expresando al fin el orden de su última c i f r a decimal. 

Ejemplos. 1.° ¿Cuál es el número que tiene 3 uni­
dades, 5 centésimas, 7 cienmilésimas, 8 cienmillonésimas 
y 9 billonésimas? 

2.° Escribir en guarismos el número anterior. 
3.° Leer el número 105,00000870000345. 
175. S i d la derecha de un número decimal se colocan 

uno ó más ceros, el número no varía, puesto que los valo­
res absolutos y relativos de sus cifras son los mismos. 

También se podría demostrar esta propiedad fundán­
dose en el escolio del número 123. 

Corolarios, i.0 Un número decimal terminado en ceros 
no varía suprimiendo éstos. 

2.0 Un entero se puede reducir á decimal, poniendo una 
coma y añadiendo á su derecha los ceros que se quieran. 

3.0 P a r a reducir decimales áuna denominación común, 
basta igualar con ceros el número de sus c i f ras decimales. 

176. S i se corre la coma, en un número decimal, uno ó 
más lugares á la derecha, el decimal queda multiplicado 
por la unidad seguida de tantos ceros como lugares h a y a ­
mos corrido la coma. 

E n efecto, el valor absoluto de sus cifras no varia, 
pero el relativo resulta multiplicado por 10, 100, 1000, etc. 
según que hayamos corrido la coma uno, dos, tres, etc. 
lugares á la derecha. 

También puede demostrarse este principio con arreglo 
al segundo enunciado del número I23. 

Del mismo modo se demuestra que s i se corre la coma 
uno ó más lugtres á la izquierda, el número decimal 
queda dividido par la unidad seguida de tantos ceros como 
lugares hayamos corrido la coma, ó bien fundándose en 
el número 123. 
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Corolario. A l suprimir la coma en un número decimal 

queda mult'pl'cadn p )r la u údad seguida de tantos ceros 
como c i f ras decimales tenga, pues equivale á correr todos 
estos lugares la coma. 

XXVII I . 
Transformación de los quebrados en decimales. 

177. Las fracciones ordinarias pueden expresarse en 
forma decimal y viceversa, siendo útiles, y á veces nece­
sarias, estas transformaciones 

Para transformar un quebrado en decimal basta obser­
var que todo quebrado es el cociente indicado de su nu­
merador por el denominador. Así pues, si el 7 

7 30 
quebrado es j - - , dividiendo 7 por 4 tendré- ort 
mos la parte entera l Reduciendo el re-íduo 0 
á décimas, para lo que bistará agregar un cero, y divi­
diendo por 4. tendremos 7 lécimas y 2 de residuo. 

Reduzco las 2 décimas á centésimas para lo que ba-.-
ta agregar un cero, y dividiendo las 20 centésimas por 4, 

7 
tengo 5 centésimas de cociente exacto; luego •••••-: = 1 ^ 5 . 

Luego para reducir un quebrado ordinario d decimal 
basta dividir el numerador por el denominador, lo que nos 
dará la parte entera, y continuar la división agregando 
un cero á cada residuo. 

7 7 Apliquemos esta regla á los quebrados -̂  • y ^ •. 

10 T - n ^ . 1 ^ 0 - ^ 1 ' 1 6 6 - " ' 7 0 ^ 7 7 7 y i r = = : 0 ' 7 7 -
40 7 
40 

4 
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178 Los ejemplos anteriores patentizan que al reducir 

un quebrado á decimal pueden presentarse dos casos: 
que el cociente tenga un número limitado de cifras, como 
en el ejemplo i.9: ó que tenga un número ¡limitado de 
cifras, como en el 2 0 y 3.0 

De ahi 1a división de las fracciones decimales en 
exactas é inexactas. 

Las fracciones inexactas pueden ser á su vez per iódi­
cas y no periódicas. 

Se llama fracción periódica aquella en que se repite 
un grupo de cifras periódica é indefinidamente. 

E l grupo de cifras que se repite, se llama periodo. 
Las fracciones periódicas; por último, se distinguen en 

periódicas puras, cuando el periodo empieza desde las 
décimas, como en 0,77..., y periódicas mixtas, cuando el 
periodo empieza después de las décimas, como en 1,168... 

Las cifras decimales situadas delante del periodo se 
llaman parte no periódica. Así, en este ejemplo, 1 es la 
parte no periódica, y 6 el periodo. 

179, L a f racc ión decimal equivalente d una f racc ión 
ordinaria, es forzosamente exicta ó periódica. 

En efecto, al dividir el numerador por el denominador 
ó llegaremos á un cociente exacto, ó nó En* el primer 
caso, la fracción decimal es exacta. En el segundo, al 
cabo de tantas divisiones á lo sumo como unidades menos 
una tenga el divisor (puesto que el resto siempre ha de 
ser menor que el divisor) se reproducirá uno de los restos 
anteriores, ó sea uno de los dividendos parciales anterio­
res, lo que nos conducirá á uno de los anteriores cocientes, 
que reproducirá el resto coi respondiente, etc., y, por 
tanto, las cifras del cociente se repetirán desde entonces 
continua é indefinidamente, originando una fracción pe-

iódica. 
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XXIX . 
Transfomaeión de fracciones deeimales en ordinarias. 

Pasemos ahora á resolver el problema inverso que, 
según hemos visto, comprenderá tres casos, según que la 
fracción decimal sea exacta, periódica pura ó periódica 
mixta. 

180. Se llama generatriz de una f r a c J ó n decimal, el 
quebrado ordinario equivalente. 

l.ercaso. Si la fracción decimal es exacta basta poner 
su denominador de manifiesto, 

a , 4 «nr-, 40257 , n a b e 
As. 4,0257 = T o o o ( í ; « , ^ c = - 1 0 0 - r . 

181. -2 0 caso. Sea la fracción decimal periódica pura 
n, ab ab 

L l a m e m o s / á su generatriz, t e n d r e m o s / = m,íi¿ íj¿... 
y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 
la unidad seguida de tantos ceros, como cifras tenga el 
período (por 100 en este caso) / X 100 = nab) ab ab ; 
restando de esta igualdad la anterior, resulta. 

f X §§ •=. n a b — n, de donde/=«: __ .. 

Luego la generatriz de una decimal periódica pura es 
igual á un quebrado, que tiene por numerador la parte 
entera seguida del periodo, menos la parte entera; y por 
denominador, un número compuesto de tantos nueves como 
c i f ras tenga el periodo. 

Escolio, Aplicando esta regla al caso de una fracción 
propia, resultará que su generatriz es un quebrado, cuyo 
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numerador es el periodo y cuyo denominador es un nú­
mero compuesto de tantos nueves como cifras tenga el 
periodo. 

182. 3,er caso. Sea la fracción periódica mixta 
n, p q a b c a b c 

designando po r / " su fraccióti generatriz, será 

f = n, p q a b c a b c .. . . . 
y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la 
unidad seguida de tantos ceros, como cifras tenga la parte 
no periódica, resultará 

/ X 100 = z n p q , a b c a b c 

que, con arreglo al caso anterior, nos dá 

/ X - 999 

y dividiendo por 100 los dos miembros; 

f n p q a b c — n p g , 
J ~ 99900 * W 

Luego la generatriz de una decimal periódica mixta 
es un quebrado, cuyo numerador es la parle entera segui­
da de la nu periódica y del periodo, menos la parte entera 
seguida de la no periódica; y el denominador un número 
compuesto de tantos nueves como c i f ras tiene el periodo, 
seguido de tantos ceros como c i f ras tiene la parte no 
periódica. 

Ejemplos, i.0 Hallar la generatriz de 8,0000375, 
2.0 de 0,000000045875. 
3.0 de 10,128128128 
4.0 de 0,545454 
5.0 de 7.38125125125 
6.° de 0.246787878 
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Escolios. 1.° Aplicada la regla anterior á una fracción 

propia, resultará que la generatriz es un quebrado que 
tiene por numerador la diferencia entre la parte no perió­
dica seguida del período, y la parte no periódica; y el 
denominador el dicho en el caso general. 

* 2.0 E l numerador de la generatriz de una deci­
mal periódica mixta no puede terminar en cero, para lo 
que precisaría que en el quebrado (a) fuera q — c; lo cual 
determinaría una cifra menos en la parte no periódica. 

* 3 0 Las fracciones inexactas, no periódicas, no 
pudiendo expresarse por un quebrado ordinario (179), 
son números incomensurables. 

X X X . 

Relaciones entre las fracciones decimales y sus 
generatrices. 

* 183. L a generatriz de una f racc ión decimal exacta 
no contiene en su denominador mas factores primos que 

En efecto, esa generatiiz siempre puede suponerse un 
quebrado irreducible, pues, sino lo fuera, le reduciríamos 
á su más simple expresión. Ahora bien, si la reprcsenta-

a 
mos por -—, nosotros sabemos (177) que para reducirla á 

decimal no hacemos más que dividir a por b, agregando 
ceros al dividendo, ó sea multipiici ndole por una potencia 
de 10 con lo que solo introdujimos en el dividendo los 
factores 2 y 5 y para que a X 10m sea divisible por b es 
necesario (97) que 10m lo sea, y por tanto (io3) que d no 
contenga mas factores primos que 2 ó 5, conforme que­
ríamos probar. 

* 184. L a generatriz de una decimal periódica con-
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tiene en su denominador algún fac to r primo diferente de 
2 r 5. 

Puesto que para que a X iOra no sea divisible por b, 
es necesario que 1 0m no lo sea, para lo que precisa b ( io3) 
tener algún factor primo diferente de 2 y ó. 

* i85 E l número de c i f ras decimales de un f r a c ­
ción decimal exacta es igual al mayor de los exponentes 
de 2 y 5 del denominador de su generatriz irreducible, 
pues ese será el número de ceros qne habrá que agregar á 
a para que sea divisible por b, 

* 186. La generatriz de una decimal periódica pura 
no puede tener en su denominador el fac to r 2 ni el 5 

E i efecto, el denominador de esta generatriz, sabemos 
que es un número compuesto de nueves, por consiguiente, 
aunque le simplifiquemos, nunca podrá resultar ningún 
factor 2 ni 5. 

* 188. L a generatriz de una decimal periódica m ix ­
ta tiene siempre en su denominador alguno de los factores 
2 ó h, y algún fac to r primo con éstos, sin lo cual sería 
generatriz de una decimal exacta ó de una periódica pura. 

* 189. Todo número e itero, cuyas c i f ras sean 
nueves, en número suficiente, puede siempre ser múltiplo 
de otro entero primo con los factores 2 y 5. 

E n efecto, si n es un entero primo con 2 y con 5, 

será la generatriz de una decimal periódica pura, y 
n 

representando p o r t e l periodo, (181) — -Qñq"—i de 

donde se deduce que 999.... es múltiplo de n. (125) 
Corolarios 1 0 E l cociente completo de dividir por un 

número primo con los factores 2 y 5, el formado por los 
nueves necesarios y suficientes, es el periodo de la deci­
mal engendrada por la parte alícuota de la unidad cuyo 
denominador es ese número. Pues de la igualdad anterior 

l p , 999... 

2.0 E l período de la decimal engendrada por un que-
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brado propio irreducible — , cuyo denominador sea p r i ­
mo con los factores 2 y 5, es el producto que resulta de 
multiplicar por m el período engendrado por 

m 1 
puesto que — = m X — 

Ejemplos, i.0 Determinar los períodos de las decimales 
engendradas por las fracciones 

1 1 J _ 1 1 
T ' 7 ' 11 ' 1 3 ' 17 

2.° Determinar los periodos de las decimales engen­
dradas por 

J 4 5 7 9 
3 ' 7 ' U ' 1 3 ' 17 

* 190. E l número de c i f ras de la parte no periódica 
de una f racción decimal period'ca mixta, es igual al ma­
y o r de los exponentes de 2 ó o del denominador de su ge­
neratriz irreducible. 

Pues hemos visto que la generatriz de una decimal pe­
riódica mixta, tiene por denominador un número com­
puesto de tantos nueves como cifras tiene el periodo, segui­
do de tantos ceros como cifras tiene la parte no periódica, 
y sabemos (i83.—Escolios:—-2°) que su numerador no 
puede terminar en cero, de modo que, reducida á su más 
simple expresión, siempre quedará en el denominador el 
factor 2 ó el 5 con un exponente igual al número de cifras 
de la parte no periódica. 

Escolio. E l denominador de la generatriz de una frac­
ción periódica mixta, se compone de dos factores; uno 
compuesto de los factores 2 y 5 y otro primo con ellos 

E l primero determina el número de cifras de la parte no 
periódica, y el segundo el número de cifras del periodo, 
con arreglo á lo expuesto. 
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X X X I . 
Adición y sustraeción de números deeimales. 

I9L Como la numeración de los decimales se funda 
•en los mismos principios que la de los enteros, cuyo 
«complemento es, las consideraciones hechas para deducir 
l a regla de la adición son también aplicibles á estos nü -
raeros, y , por tanco, podemos desde luego establecer que 

P a r a samar números decimales basta sumar las uni­
dades del mismo orden de todos los sumandos, empegando 
por las inferiores, reservando las decenas que resulten de 
•cada suma parc ia l para agregarlas d la suma parc ia l 
siguiente: 

Caso part icular. S i hubiera que sumar quebrados or­
dinarios y decimales, bastaría reducir los primeros á deci­
males y vendríamos á parar al caso general. 

192. Escol io. También podría demostrarse la regla 
de la adición poniendo los decimales en forma de quebra­
dos y sumándolos como tales. 

193. L a sustracción de decimales se efectúa también 
como la de los enteros restando las unidades del mismo 
orden de minuendo y sustraende; aumentando die{ un i ­
dades d la c i / t a del minuendo que sea menor que la del 
sustraendo, y aumentando uno d la c i f r a siguiente del 
•sustraendo. S i el minuendo tuviera menos c i f ras decima­
les que el sustraendo, se igualan agregándole ceros á la 
derecha. 

Caso part icular. S i el minuendo ó el sustraendo fuera 
«n quebrado ordinario se reduciría á decimal. 

m 
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Escolio. También podría deducirse 5a regla de la sus­
tracción, de restar los decimales en forma de quebrados. 

Ejemplos. Io Sumar 
5.075 + 0 ,87546+ 127,04 + 84,00057844- 19,004575 + 

0,157+1574;00840Ü57. 

a.» 6 , 1 2 6 + - ^ - + 8 + 0,74 + - ^ 

3.0 Restar de 0,25 el número 0,017895432; 
4.0 Restar de 4 el número ^,00057894. 

5.0 A _ 0,08975432. 
25 

6.° 0,5678 — - J - ' 
o 

XXXI I . 
Multiplieaeién de números deeimales, 

194. L a regla de la multiplicación de decimales se de ­
duce fácilmente del siguiente raciocinio. Supongamos que 
se quiere multiplicar 3,425 X 0,75. 

S i suprimiéramos la coma en el multiplicando (l76,cor. i 
este quedaría multiplicado por mil ; y el producto obtenido 
setía mil veces mayor que el verdadero (46). 

S i la suprimimos también en el multiplicador, le mu l ­
tiplicamos por ciento, haciendo el producto cien veces 
mayor. 

Luego, al suprimir la coma en los dos factores, hemos 
hecho al producto cien mil veces mayor, y , por tanto» 
para que sea el verdadero habrá que dividirle por cien 
mil (176, 2.°) 

Por consiguiente, para multipl icar dos números dec i ' 
males, se prescinde de las comas, se /e* multiplica comm 
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enteros y de la derecha del producto se separan con una 
¿coma tantas c i f ras como decimales haya en los dos fac~ 
tores. 

195. Casos particulares. S i uno de ios factores fuera 
un número entero, solo habría que separar en el producto 
tantas cifras como decimales tuviera el otro factor. 

Si uno de los factores fuera un quebrado, reduciéndole 
á decimal entraríamos en el caso general. 

Escol io. También puede patentizarse la regla expues­
ta , poniendo los decimales en forma de quebrados ordina' 
rios y multiplicándoles como tales» 

Ejemplos. 1.° Multiplicar 
0,4577895 X 0,000324, 

2.0 1 7 X 0 , 0 0 0 4 5 6 . . 3.0 1 , 1 7 X 2 8 5 

4-° - J r - X 0,00057. 5.0 0,000125 X- rJp- . 

X X X I I I . 
División de números decimales. 

196. S i el dividendo y divisor tuvieran las mismas c i -
fra? decimales, podríamos suprimir la coma en ambos 
{123, esc.) y quedaria reducida la operación á dividir dos 
números enteros. 

Comencemos, pues, por igualar con ceros las cifras 
decimales (175) del dividendo y divisor, y tendremos re­
suelto el problema. 

Luego para dipidir dos números decimales, se igualan 
con ceros sus c i f ras decimales, se suprimen las comas, y 
se dipiden como enteros. 

Si el cociente no es exacto, se podrá aproximar cuanto 
se quiera, añadiendo un cero á cada residuo. 
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197. Casos particulares. S i el dividendo ó el divisor 
fueren números enteros, bastará añadir al entero tantos 
ceros como decimales tenga el otro; 

S i uno de ellos fuera un quebrado- ordinario, se redu­
ciría á decimal- y estaríamos en el caso general. 

Escolio: A l mismo resultado llegaríamos poniendo lo» 
decimales en forma de quebrados, y dividiéndolos com© 
tales. 

Ejemplos . I ̂  Dividir 0,125 por 7,141567» 
2.0: 34:0,125 3.0 2 .65:25. 

4.o JL- 0,0000174 5.* 0,00023o : ^ U 

PROBLEMAS 
RELATIVOS AL CÁLCULO DE LOS NTÍTMEROS DECIMALES^ 

I. Una persona vá á Madrid á pasar unos días y gasta? 
43,75 pesetas en billete de ida y vuelta; 4,50 en coche; 
115,85 en fonda; 5,40 en lavandera; 15,90 en café; 27,50! 
en teatros; 29,45 en regalos para la familia y 204,25 en< 
sastre ¿cuánto ha gastado en el viaje? 

II. E l Estado descuenta á sus empleados el 11 por 100 
¿qué sueldo mensual percibirá uno que tiene 5000 pesetas 
anuales? 

III. Un tabernero compra 1584 litros de vino á 0,1© 
peseta el litro y lo vende á 0,50 ¿cuánto ha ganado? 

IV . Una familia gasta diariamente en el desayuno 1,25 
litros de leche á 0,50 pesetas el litro y 0,115 kilogramos 
de café á 5,25 pesetas el kilogramo; trata de reemplazarlo 
y gasta 0,115 kilogramos de chocolate á 2,50 pesetas el 
kilogramo y 0,378 litros de lechéalos 0,50 de peseta 
¿cuánto economizará al meBí 
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V . Dos piezas de tela cuestan 115 pesetas; una de 
ellas tiene 32 metros y ha costado á 2,30 pesetas el metro; 
la segunda tiene 8 metros menos ¿á cómo ha salido el 
meiro? 

V I . En el arreglo de una casa se han gastado i 56 pe­
setas; han trabajado 13 días un maestro, un oficial y un 
peón; el oficial gana 4 pesetas dianas y el peón 2,50 
¿cuánto gana el maestro? 

V I I . Un fabricante mezcla 45 hectolitros de harina de 
15 pesetas el hectolitro; con f>i de 17,50 pesetas y 39 de 
13.25 y vende el hectolitro de la mezcla á 17,45 pesetas 
¿cuánto ha ganado en hectolitro y cuánto en total? 

V I H . Una familia tiene 7500'pesetas de renta, gasta 
en los cinco primeros meses del año 3375 pesetas ¿cuánto 
debe economizar en el gasto diario para que el anual no 
exceda de las 7500 pesetas? 

IX . Dos amigos tienen que repartirse 635,45 pesetas 
de modo que la parte del uno sea la cuarta parte de la del 
otro ¿cuánto corresponde á cada uno? 

X . Un sugeto gasta diariamente en el café 0,50 de • 
peseta; en tranvía 0,60; y en tabaco 0,75 ¿cuánto lleva 
gastado en 12 años que tiene adquirida esa costumbre? 

X I . U n tabernero echa en 17,75 hectolitros de vino 
5,25 hectolitros de agua ¿cuánto vino y cuánta agua tendrá 
el hectolitro? 

XI I . U n padre deja dispuesto en su testamento que se 

2 3 
entreguen á su mujer los -=-del capital, al hijo mayor -=-

o 7 
5 

del resto, al segundo l o s - Q - d e lo que quede y el resto, 

después de pagar los gastos de testamentaría^ los criados. 
Satisfechos aquéllos que importan 3134,12 pesetas, per-
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ciben éstos 2845 pesetas ¿cuánto corresponde á cada uno? 
XIII. Para comprar 25 cigarros le sobran á una perso­

na 0, 50 de peseta; y para comprar 35 le faltan los mismos 
0.50. ¿Cuánto dinero tiene y cuánto cuesta cada cigarro? 

X I V . Un padre ofrece á su hijo 0,25 de peseta cada 
día que sepa ¡a lección, á condición de descontarle 0,20 
cada día que no la sepa. A l cabo de 15 días ajustan cuen­
tas y el padre debe al hijo 1,50 pesetas ¿cuántos días cupo 
la lección y cuántos no la supo? 

X V . Un carpintero tiene 4,60 pesetas de jornal; ha-
trabajado todo el año excepto los domingos y los días fes­
tivos, que han sido catorce, ha ahorrado 375 pesetas ¿cuáix-
to ha gastado cada día? 

X V I . Para pagar una semana á tres cuadrillas del mis­
mo número de obreros recibe el encargado de una fábrica 
1000 pesetas, de las que le sobran 140,75 pesetas, habien-
do pagado á los unos á 1,75 pesetas, á los otros á 2,25 y 
á los últimos á 3,25 ¿cuántos hombres tiene cada cuadrilla? 

X V I I . 235 hectolitros de vino han costado 5124,75 
pesetas ¿á cómo sale la arroba, sabiendo que 1 Hl .—6,198 
arrobas? 

XVI I I . Cuántas arrobas tienen 37 toneladas, sabiendo 
que l tonelada =920,188 k g . ; y que 1 arroba == 11,602 
kilogramos. 

X I X . Por 56,25 pesetas se han comprado 25 arrobas 
de carbón de encina y 25 de cok, ¿cuál es el precio de cada 
uno, sabiendo que la arroba de encina ha costado cuádru­
ple que la de cok? 

X X . Qué economía se podrá obtener mensualmente 
reemplazando una máquina de vapor que consume en 13 
días 273 kg de carbón, por otra que solo gasta 3l 5 kg . en 
21 días, saliendo el carbón á 36,80 pesetas la tonelada que 
tiene 920 kg.? 
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NÚMEROS INCOMENSURABLES. 

X X X I V , 

Nociones preliminares. 

* 197. Hemos dicho que se llaman números inco-
mensurables los que no pueden expresarse exactairíente 
por enteros, ni quebrados 

Se llama constante, una cantidad que siempre tiene 
el mismo valor, sin poder recibir otro alguno. 

Por el contrario, llámase variable toda cantidad que 
cambia de valor, ó recibe diferentes valores, generalmen­
te en virtud de una íey determinada. 

Límite de una variable es la cantidad constante á la 
que se aproxima siempre la variable, sin poder nunca igua­
larla, pero pudiendo diferenciarse de ella en menos de 
cualquier cantidad. 

Este límite sqvó. superior, si la cantidad variable per­
manece menor que la constante en todos los estados por 
que pase; y es infer ior si la variable permanece mayor 
que la constante en todos sus estados de magnitud. Por 
ejemplo, la unidad es el límite superior de los quebrados 
propios cuyos dos términos aumentan sucesivamente en un 
mismo número; y el límite inferior de los quebrados i m ­
propios sujetos á la misma condición. 

* 198. Los números incomensurables solo pueden 
expresarse aproximadamente y la forma más apropiada es 
la decimal, en que puede aumentarse el número de cifras 
hasta alcanzar el límite de aproximación que deseemos. 

Estos valores aproximados pueden serlo por exceso ó 
por defecto, según que sean mayores ó menores que el 
verdadero; y la diferencia entre el valor exacto y el apro­
ximado se llama error absoluto; que dicho se está que será 
á su vez por exceso ó por defecto. 
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Así 0,325-1 es un valor aproximado por defecto de la 
fracción 0.3254^85, y el error es 0,325438") — 0,3254 = 
«,0000 385 < 0,0001; y 0,4578 es un valor aproximado 
de 0,457876 en que el error por defecto es 0,000076 < 
O.OOUlO ó sea 0,0001; mientras que 0,4579 es un valor 
aproximado en que el error por exceso es 0,4579— 
0,457876 = 0,000024 < 0,0001. Si observamos que en d 
primer caso el error por defecto es mayor que 0,00005 ó 
sea media diez mi'ésima; y en el 2,° es menor que 0,00005 
ó sea media diez milésima, deduciremos que 

I.0 E l error cometido al despreciar cierto número de 
c i f r as decimales es menor que una unidad de último or ­
den de las empleadas. 

2.° S i queremos que el error sea menor que media 
unidad de un orden dado, se suprimirán ¿as c i f t as s i ­
guientes á las de este orden, s i la primera de ellas es me­
nor que 5; y s i no lo es, se aumenta aquella en una un i ­
dad y se suprimen las restantes. 

* 199. Se entiende por error relativo la razón del 
«rror absoluto al valor exacto. Así en el ejemplo anterior, 
el error absoluto por defecto es 0,0000385; y el error rcla-

0,0000385 AnAA110 
tlVO e S - 0 ^ 5 4 3 8 5 ==0'0()()118 

X X X V . 
Operaciones eon los números aproximados,-— 

Adición y sustracción. 

* 200. No pudiendo efectuarse directatrente las ope­
raciones con los números incomensurables por descono­
cerse la unidad que por su agregación sucesiva les produce; 
precisa operar con sus valores aproximados, determinando 
el error de los resultados obtenidos. 

* 201. Adición,—Esta operación se funda en los s i ­
guientes principios: 
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i .0 E l error absoluto de una suma es igual á la suma 
de los errores absolutos de los sumandos, s i todos se han 
aproximado por exceso, ó todos por defecto. 

2,0 E l error absoluto de una suma es igual á la d i fe ­
rencia entre los errores por exceso y por defecto, s i se 
han aproximado los sumandos en distinto sentido. 

Pues en el primer caso, el error total es el conjunto de 
los errores de todos los sumandos; y en el segundo, la 
suma resultaría por un lado mayor y por otro menor que 
la verdadera; luego el error será la diferencia entre am­
bos. 

Consecuencia. S i se valúan n sumandos en el mismo 
sentido con las mismas c i f ras decimales, el error de la 
suma es menor que n unidades de su último orden decimal. 
Puesto que el error de cada sumando es menor que una 
unidad de ese orden. 

De donde se deduce que para sumar números aprox i ­
mados con un error menor que una unidad dada, s isón 
menos de 10, se valúan todos en el mismo sentido con un 
error menor que la unidad in fer ior inmediata á la dada, 
se desprecia en la suma la última c i f ra dt la derecha y 
se añade una unidad á la anterior. S i f ue ran más de 10 
y menos de 100, se valuarían todos con un error menor 
que la unidad dos órdenes in fer ior á la d a d a . y de la su­
ma se despreciarían las dos últimas c i f ras de la derecha 
agregando la unidad á la anterior; y así sucesivamente. 

Ejemplos Hallar con un error menor que 0,001 la 
suma 

6,7875 + 0,145678 + 17,97543 + 3,257432 + 
4,57891 + 10,9574. 

202. Sustracción, Se funda en el siguiente principio: 
E l error absoluto de la diferencia de dos números 

aproximados es la diferencia de los errores de dichos dos 
números, si ambos están aproximados por exceso ó por 
defecto; y es la suma de esos errores, si están aproxima­
dos en sentido contrario. 

Pues si ambos están aproximados por exceso ó por de­
fecto, al restarlos, restamos los errores; pero si uno lo está 
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por exceso y otro por defecto, al restarlos los acumulamos 
en el mismo sentido. 

Consecuencia. S i dos números se valúan en el mismo 
sentido con el mismo número de c i f ras decimales, el error 
de la diferencia es menor que la unidad de su último or­
den decimal. Pues siendo el error de cada uno menor que 
la unidad de su último orden, con mayor razón lo será el 
error de la diferencia. 

Luego para obtener la diferencia de dos números, con 
un error menor, que una unidad dada, se valúan ambos 
en el mismo sentido, con un error menor que dicha uni­
dad, y se restan. 

Ejemplo, Hallar con un error menor que 0,00001 la 
diferencia 

15,4578932 - 3,97600241. 

X X X V I . 

Multiplieaeión de números aproximados. 

* 2o3. L a multiplicación se funda en el siguiente 
teorema: 

E l error absoluto de un producto de dos factores apro­
ximados en el mismo sentido, es igual a l producto de los 
errores de los factores, más e¿producto del error de cada 
uno por el otro fac to r . 

E n efecto, llamando A y B á los números cuyos valo­
res aproximados representamos por a j b con los errores 
por defecto d y d', tendremos: 

A B = (a + i) (6 + d') = ab + bd + ai' + dd'; 
de donde 

A B — a¿ = M + ad! -\~dd'. 
Consecuencias, i.a S i uno délos factores es exacto, 

el error del producto será el producto de este fac to r por 
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el error del otro. Pues si B = ¿>, será d' = o, y la igualdad 
anterior se convierte en 

A B -= a B = B i 

3,a De aquí se deduce que s i un número valuado por 
defecto ó por exceso, con un error menor que una unidad 
decimal de un orden cualquiera, se multiplica por un 
entero exacto; el error del producto será menor que tantas 
unidades de ese mismo orden, como exprese el valor 
absoluto del multiplicador; y 

3 .a Que si el multiplicador tiene una sola c i f r a , el 
error del producto será menor que la unidad de su penúl­
timo orden; puesto que el valor absoluto de aquél es menor 
que diez. 

De donde se deduce que para obtener el producto de 
un número aproximado por un entero de una c i f r a , con 
un error menor que una unidad de un orden dado, se 
valúa el multiplicando con un error por defecto menor 
que la unidad inmediata in fer ior á la pedida, se efectúa 
la multiplicación, se desprecia en el producto la última 
c i f r a de la derecha, y se aumenta una unidad á la 
anterior. 

Ejemplos, i.0 Hallar el producto de 0,4578965X8 con 
un error menor que 0,0001. 

2.° Hallar los millares del producto 

48754976921 X 9. 
204. Si el multiplicador tiene varias cifras, basta ob­

servar que, para que los errores de los productos parciales 
tengan el mismo límite, es preciso apreciar una cifra más 
en el multiplicando, cuando se multiplica por las decenas, 
que al multiplicar por las unidades; y una cifra menos 
cuando multipliquemos por las décimas, etc. Siendo de este 
modo de igual orden todos los errores parciales, el error 
del producto será menor que tantas unidades de ese orden, 
como exprese la suma de los valores absolutos de las cifras 
del multiplicador 

De donde se deduce que para obtener el producto de 
dos números, con un error menor que una unidad dada, se 
halla la suma de los valores absolutos de las c i f ras del 
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multiplicador, y si es menor que die^, se determinan 
todos los productos parciales con un error menor que la 
unidad inmediata in fer ior á la dada; s i es mayor que die^ 
y menor que ciento, con un er ror menor que la unidad 
infer ior en dos ordenes d la dada, y así sucesivamente; 
y en el producto total se desprecia la última c i f r a de la 
derecha, aumentando una unidad d la anterior. 

Ejemplo. Hallar el producto 

0,3754785432 X 4,576893 
con un error menor que 0,001. 

Escolios, i.0 En la práctica se facilita la operación, 
escribiendo debajo del multiplicando las cifras del mult i­
plicador en orden inverso, de modo que la de las unidades 
esté debajo de la del orden inferior común á todos los pro­
ductos parciales; y se forman estos empezando la multi­
plicación correspondiente por la cifra del multiplicando 
situada sobre la del multiplicador que le produce, y pres­
cindiendo de las que quedan á la derecha Estos productos 
parciales se escriben de modo que sus primeías cifras se 
correspondan, puesto que expresan unidades del mismo 
orden. 

2.° Si las primeras cifras del multiplicador quedan 
excediendo á la derecha las primeras del multiplicando, se 
suplen éstas con ceros. 

Ejemplo . —Efectuar el producto 513,075432191 X 321 
X 28:45004016 con un error menor de 0,001. 

513,075'32194321 
6104,005 J 82 
1026150864 
410460344 

20523016 
2365375 

2052 
5 

1459701656 

Luego el producto será 14597.017 con un error menor 
que 0,001. 
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XXXVI I . 
División de números aproximados. 

Para la inteligencia de esta operación, conviene ante­
poner los siguientes principios en que se funda. 

* 205. E l cociente de dividir un número aproximado 
por defecto, por un número exacto, tiene un error por 
defecto, igual a l cociente de dividir el error del dividendo 
por el divisor. 

E n efecto, llamando Z) al dividendo, d al divisor, 
c al cociente y e al error del dividendo; tendremos: 
D = á )< c; de donde D — e ^ d X c — e; y por fin; 

D — e e 
c ~ d d 

Consecuencia. S i el error del dividendo es menor que 
el divisor, siendo éste exacto, el error del cociente es me­
nor que la unidad. 

Q 
Pues—j - será un quebrado propio. 

* 206. E l cociente de dividir un número exacto, por 
otro aproximado por defecto, tiene un error por exceso, 
igual a l cociente de su valor exacto multiplicado por el 
error del divisor, partido por el divisor aproximado. 

E n efecto, llamando D al dividendo, d al divisor, c al 
cociente, y e al error del divisor, tendremos: 

D==c?c — c e -\- c e = {d — e) c -{• c e\ 
de donde 

D ce . . 

Consecuencia. S i siendo el dividendo exacto, el error 
por defecto del divisor es menor que la unidad del orden 
indicado por el número de sus c i f ras , menos el número 
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de lasque tenga el cociente entero, el error por exceso del 
cociente será menor que la unidad. 

Pues teniendo e tantas cifras como d menos las de c 
menos una, d — e > c e que solo tiene á lo sumo tantas 
como tengan entre c y e, luego el quebrado (a) será pro­
pio. 

* 207. S i tratamos, por ejemplo, de efectuar la divi­
sión 486783457951 : 64578345, observaremos:!.0 que el 
cociente entero ha de tener 4 cifras; 2.° que el divisor debe 
valuarse, por defecto, en unidades de cuarto orden, núme­
ro de sus cifras menos las que tiene el cociente, convir­
tiéndose en 64578000; 3.° que el dividendo debe valuarse, 
también por defecto, en unidades de séptimo orden, que es 
el inmediato inferior al superior del divisor, convirtién­
dose en 486783000000. De esta suerte, el nuevo divisor 
nos dará en el cociente un error por exceso menor que 1, 
y el nuevo dividendo un error por defecto menor que 1; 
siendo contrarios habrán de neutralizarse en parte, y el 
error del cociente será con mayor razón menor que 1. 

Dividiendo, pues, 486 783 000 000 por 64 578000, ó sea 

486783000 
34785 

2446 
509 

58 

6 4 ' 5 ' 7 8 
7 5 3 7 

L a primera división parcial nos dá los 7 millares del 
cociente y, para obtener con menor error el resto, agre­
garemos al producto de 7 X 8 las 2 decenas que resultan 
del producto del cociente 7 por la primera cifra despre­
ciada 3 del divisor. 

Ahora tendríamos que dividir 34735000 por 64578, y 
como el cociente entero tendrá tres cifras, podremos supri­
mir una en el divisor, y queda reducido á dividir 34735000 
por 64570, ó sea 3473500 por 6457; esta segunda división 
parcial nos dá 5 para las centenas del cociente y el resto 
2446, obtenido como el primero. Habría que dividir ense­
guida 244600 por 6457, y como el cociente entero tendría 
dos cifras, podremos suprimir una en el divisor, y dividi-
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remos 244600 por 6450, ó sea 24460 por 645, que nos 
dá las 8 decenas del cociente y el resto 509, obtenido 
como los anteriores. 

Resta, pues, tan solo dividir 5090 por 645, y como el 
cociente tiene una cifra, por lo que podremos prescindir 
de una cifra del divisor, quedará reducido á dividir 5090 
por 640, ó sea 509 por 64, que producen las 7 unidades 
del cociente y el resto 58, completando el cociente 7537 con 
un error menor que J , por exceso ó por defecto. 

L a determinación del cociente no ofrece duda alguna; 
pero como no hemos hallado los residuos sucesivos con 
exactitud, precisa probar que todos estos errores no hacen 
variar el cociente en una unidad. 

Basta para ello observar que el primer residuo se ha 
obtenido, despreciando, i.0; las unidades del producto de la 
primera cifra suprimida 3 del divisor por los 7 millares 
del cociente; y 2.° el producto completo de las restantes 
cifras suprimidas del divisor 45 por dicha cifra 7, 

Ahora bien ni estas cifras, ni las del divisor pueden 
ser mayores que 9, luego el error cometido en el primer 
concepto es menor que 90 millares, es decir, 

90 X 1000 = 0,9 X 100000; 
y en el segundo menor que 

10 X 9000 = 90000 = 0 , 9 X 100000 
luego la suma de ambos errores no puede llegar á 

2 X 0,9 X 100000. 
L o mismo podríamos decir del 2,0, 3.° y 4.0 residuo; 

luego, en definitiva, el error cometido en el cociente por los 
errores de los residuos, es 
4 x 2 x O , 9 X l O O O O O = 7 2 0 0 0 0 < q u e e l divisor 64578345 
luego el error del cociente es menor que 1; lo cual se vé 
desde luego observando que el último divisor empleado 
64 no es menor que 4 X 2 X 0 , 9 y por tanto 
64 X 100000 = 6400000, que es menor que el divisor 
64578315, no puede ser menor que 4 x 2 x 0 , 9 x 1 0 0 0 0 0 
L o propio sucederá siempre que el último divisor emplea­
do no sea menor que el número de cifras del cociente 
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multiplicado por 2 X 0.9) lo que nos proporciona la 
siguiente regla: 

P a r a hallar el cociente de dos enteros con un error 
menor que una unidad, se calcula el número de c i f ras del 
cociente entero y se separan de la izquierda del divisor 
las c i f ras necesarias para f o rmar un número que no sea 
menor que el duplo de las c i f ras del cociente multiplicado 
por 0,9, Ese número será el último divisor. Contando á 
su derecha tantas c i f ras como tenga el cociente menos 
una tendremos el -primer divisor. Se borran de la derecha 
del dividendo tantas c i f ras como había en el propuesto á 
la derecha del último divisor y tendremos el pr imer d iv i ­
dendo. Dividiendo el primer dividendo por el pr imer d iv i ­
sor se tendrá la pr imera c i f r a del cociente; se multiplica 
por el primer divisor, agregando d las unidades del pro­
ducto las decenas que hubieran resultado de multiplicar 
esa c i f r a del cociente por la pr imera despreciada del 
divisor, y se resta del dividendo. Se divide el resto por 
el divisor, suprimida la primera c i f r a de la derecha, y 
se tendrá la segunda del cociente; se procede como ante­
riormente y se continúa así hasta l legar al último divisor. 

Ejemplo,—Hallar con un error menor que 1 el cociente 
de dividir 45678954326574 por 785632975. 

* 208. Hemos explicado ya como se puede obtener el 
cociente de dos enteros con un error menor que 1; para 
hallarle con un error menor que una unidad decimal, bas­
tará convertir el dividendo en unidades de dicho orden de­
cimal, por la agregación de ceros, separando de la derecha 
del cociente que se obtenga, tantas cifras cuantos ceros ha­
yamos agregado. 

^Ejemplos. I.» Hallar el cociente de 987567421783 : 
456789325 con un error menor de 0,001. 

2.0 _ Hallar el cociente de 545,7893213:84,489729 
aproximado hasta cienmilésimas. 
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XXXVIII. 
Propiedades de los números ineomensurables. 

* 209 Todo número incomensurable se ha l l a com~ 
prend ido entre dos números come. isura j les , c u y a d i f e r e n ­
c ia puede ser tan pequeña como se qu ie ra . 

E n efecto, sea iV u n número incomensurable c u a l ­
qu ie ra . 

Fo rmemos la serie indef in ida 

_ l _ f ¿ 3 n ra+l n + 2 
n ' n"1 n '""' n , n , n ' 

en que, dando a « un va lor conveniente, pueden hal larse 
comprendidos todos ios números comensurables. S i endo N 
incomensurable no podrá formar parte de esta serie, pero 
tendrá que hal larse comprend ido entre dos desús términos 

consecutivos, y como l a d i ferencia entre estos es , 
n 

que puede hacerse tan pequeña como se qu iera, queda de­
mostrado el p r i nc i p i o . 

* 210 L a s propiedades generales de los números c o ­
mensurables p jeden apl icarse á los ineomensurables, me ­
diante el siguiente p r i nc ip io , conocido con el nombre de 
teorema de los l im i tes . 

S i dos ó más cant idades var iab les , que t ienen l ím i tes , 
son constantemente i gua les , sus l ím i tes son también 
igua les . 

E n efecto, si una var iable aumenta solo puede tener 
u n l ím i te super ior ; y si d i sm inuve un l ími te in fer ior ; pues 
en uno y otro caso ha de aproximarse á su l ími te de modo 
que se diferencie de el en menos de cualquier cant idad 
dada, y, por tanto, no podrá aproximarse del mismo 
modo á otra cant idad mu.yor ó menor que dicho l ím i te ; 
luego la var iable no tiene más que un solo l ími te . 

17 
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Sentado esto; varias cantidades variables que son 

constantemente iguales, no constituyen mas que una sola 
variable, y, por tanto, solo pueden tener un límite; ó lo 
que es igual, los límites de esas variables son iguales. 

* 211, E l producto de una suma de números comen-
surab'es ó incomensurable;, por un número comensura-
ble ó incomensurable, es igual d la suma de los productos 
parciales de todos los sumandos por ese número. 

Sea la suma a -\- b -{- c y e\ multiplicador n; digo que 
(a + b + c ) n = a X n - \ - b y ( n - \ ~ c X n -

Distinguiremos tres casos: que n sea entero, fraccio­
nario ó incomensurable, 

i.0 Si n es entero, el producto (a -\- b -^ c) 9 se obten­
drá repitiendo a -\- b -\- c, 9 veces por sumando, lo que 
equivale á tomar 9 veces por sumando á cada uno de los 
números a, ¿>, c; luego (a -f- ¿ -|- c) 9 = a, 9 - f ¿, 9 + c, 9. 

2,° Si ?z es fraccionario, el producto (a -\- b -\-c) 
O 

. . 4 
indica que hemos de tomar los •— áz a -\- b -{- c, para lo 

o 
4 

que basta hallar los ••— de a, ¿> y c, y sumar los resultados; 
o 

luego 

(a + b + c)X I = « X • t + ¿ X | + c X | • 
3.° Si « es incomensurable, habrá un valor m comen-

surable que se diferencie tan poco de n como queramos, 
y, en virtud de lo expuesto en los dos casos anteriores, 
tendremos 

{a -\- b -{- c) m = a m-\- b m -\- c m, 
pero el límite del primer miembro es 

{a + b + c) n, 
y el del segundo 

a n -{- ó n -\- c n* 
luego (21 o) 

{ a - \ - b ' \ - c ) n = z a n - \ - b n - \ - c n . 
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* 212. E l producto de la diferencia, de dos números 

comensurables ó incomensurab/es, por un número comen-
surable ó incomensurable, es igua¿ d la diferencia de ¿os 
producios parciales del minuendo ó sustraendo por el 
multiplicador, 

digo que (a — b) n = a n — b n. 

E n efecto, llamando d á la. diferencia de a y b1 tea-, 
dremos 

a — b ~ d ; a •= b -{• d; 
de donde (211) 

an = b n - \ - d n ó a n — b n = d n 
y sustituyendo a — ¿» en lugar de d, 

a n — b n = (a — b) n. 
* 2 i 3 . £7 producto de varios factores comensura* 

bles ó incomensurables es independiente del orden de los 
factores. 

Sea el producto a b c d, y supongamos que a, c, d son 
incomensurables y b es comensurable, vamos á demostrar 
que a b c d - = a d c b . 

En efecto, por ser a , c y d incomensurables, los po­
dremos representar por valores comensurables a' c y d' 
que se diferencien de ellos en menos de cualquier cantidad. 
Ahora bien, siendo a \ b, d y d! números comensurables, 
será a' b c d! — a d' c' b\ pero el límite de a' b c' d' es 
a b c d, y el de a! d! c b e^ a d c b\ luego (210) a b c d ~ 
a d c b. que es lo que queríamos demostrar. 

Del mismo modo podríamos generalizar las demás 
propiedades demostradas para los números comensurables 

* 214. La f raices de un grado cualquiera de los nú­
meros enteros ó fraccionar ios, que no sean potencias per ­
fectas de dicho grado, son números incomensurables 

En efecto, sea N un número entero y r su raíz del 
grado «, tendremos N = rre ; y r no puede ser entero, 
porque N no es potencia perfecta del grado n\ y no 
puede ser fraccionario porque reduciéndole á su más 
simple e :presión, su potencia n será también un quebrado 
irreducible. 
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Si suponemos que N fuera fraccionario, no podría ser 
r fraccionario porque i V n ^ es potencia perfecta; ni entero 
porque un entero no puede ser igual á un quebrado irre­
ducible. 

No puede ser, en ningún caso, r ni entero ni fracciona­
r io, luego es incomensurable 

Escolio. Los números incomensurables que proceden 
de la extración de raíces se llaman números irracionales. , 

XXXIX . 

Raíz cuadrada de los números enteros. 

215. Y a sabemos que raí% cuadrada de un número es 
otro número que elevado al cuadrado reproduce el p ro ­
puesto. E l fundamento de la extracción de raices es la 
elevación á potencias. 

En la extracción de la raíz cuadrada de los números 
enteros conviene distinguir dos casos: que el número sea 
menor que 100. ó mayor que 1 00. 

216. I.el' caso. Que el número sea menor que 100. 
Basta para resolver el problema en este caso, saber 

de memoria los cuadrados de los diez primeros números, 

1, 2 , 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
que son, 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 
y sq Vaman cuadrados perfectos. ¥a\ los cien primeros 
números solamente 10 son cuadrados perfectos, ó tienen 
raíz cuadrada exacta, los restantes tienen su raíz cuadra­
da incomensurable. 

Se llama raí^ cuadrada entera de un número, la del 
mayor cuadrado perfecto contenido en dicho número. 
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Residuo de la raíz cuadrada de un número es la dife­
rencia entre Jicho número y el mayor cuadrado perfecto 
contenido en él. • 

Así la raíz cuadrada entera de 70 es 8, y el residuo 6; 
pues el mayor cuadrad0 perfecto contenido en 70 es 64, 
cuya raíz es 8, y la diferencia entre 70 y 64 es 6 

21/. 2.° caso. L a determinación de la raíz cuadrada 
de los números mayores que 100, se funda en el siguiente 
principio. 

E l cuadrado de la suma de dos números es igual al 
cuadrado del primero, más el duplo del primero por el 
segundo, más el cuadrado del segundo. 

Sean los dos números a y b; 
digo que 

0 + ¿)2 == a2 + 2 a ¿ + b\ 
E n efecto, 

(a + b f === (a -K¿.) (¿r + ¿>) = a2 + 
a b + a b - \ - b ' = a* + 2 a b - { - b \ 

Corolarios. 1° E l cua irado de un número compuesto 
de decena1; y unidades, se compone de tres partes: cua­
drado de decenas, más duplo de decenas por unidades, 
más cuadrado de unidades. 

Sea el número N, d sus decenas y u sus unidades. 

Tendremos N = i X 10 + m; 
luego 

N 2 ^ ^ X 10 +w)2 = á2 X l O O + 2 i X l O X w + w2. 

2.° L a diferencia de los cuadrados de dos números 
consecutivos es igual al duplo del menor más uno. 

Sean los números n y n +• 1; 
digo que 

( n + l ) * ~ . n * ^ 2 n + \ . 
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En efecto, 

y restando «2 de loa dos miembros dfe esta igualdad, 
resulta 

(n + iy — nt = 2n+ 1. 
3,° E l residuo de la ra í l cuadrada de un número en­

tero es menor que el duplo de la raí^ entera más uno. 
Si representamos por r la raíz cuadrada entera del 

número N, será 

luego la diferencia 

N _ - r 2 < ( r - t - l ) 2 — r s ó N — r2 < 2 r - f 1, 

conforme al enunciado. 
* 218. Demostrados estos principios, podemos desde 

luego extraer la raíz cuadrada de un número mayor que 
100. Sea el número 1339; representemos por d las dece­
nas y por u las unidades de su raíz. 

Tendremos 

1369 = ( í X 1 0 + m ) 2 = í 2 X 1 0 0 + 2 í X 1 0 + m + h5, 
que nos dice que el número propuesto consta de tres 
partes; cuadrado de las decenas de su raíz.-fduplo de las 
decenas por las unidades de su raíz, y cuadrado de las 
unidades de su raíz 

Si nosotros pudiéramos separar del número propuesto 
la primera parte, extrayendo su raíz cua- I 3 6 9 I 37 
drada, tendríamos las decenas de la raíz. 4 6 9 54 
Pero el cuadrado de decenas es siempre 0 Ü 
centenas, luego no podrá estar en las unidades, ni en las 
decenas del número propuesto. Las separo con una coma, 
y sé ya que en las 13 centenas del número propuesto está 
contenido el cuadrado de las decenas de su raiz. con mas 
alguna centena que proceda del segundo sumando. Luego 
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si extraigo la raíz cuadrada de t i3 , tendré las decenas de 
la raíz, ó una cifra mayor que dichas decenas, pero nunca 
menor. 

Ahora bien, para que dicha cifra fuera mayor que las 
decenas de la raíz, tendría que st'r al menos á -f- 1 dece­
nas, y por tanto, la raíz cuadrada de las centenas sería 
mayor que la raíz de todo el número propuesto, que es 
d -\~u; lo que es absurdo. 

Luego si la raíz cuadrada 3 de las 13 centenas del 
número propuesto no puede ser mayor, ni menor, que las 
decenas de la raíz pedida, es en efecto las decenas de esa 
raiz. 

Si ahora restamos del número propuesto el cuadrado 
de las 3 decenas de sn raíz, ó sean 9 centenas, las 469 
unidades del resto contendrán las otras dos partes, es de­
cir, el duplo de decenas por unidades de la raíz, más el 
cuadrado de dichas unidades, 

Pero el duplo de decenas por unidades es un número 
exacto de decenas, luego no puede estar contenido en las 
unidades del resto. íeparo. pues, las 9 unidades con una 
coma, y en las 46 decenas estará contenido el duplo de 
decenas por unidades, más alguna decena procedente del 
cuadrado de unidades Luego si divido las 46 decenas del 
resto, por el duplo de ¡as 3 decenas de la raíz, tendré las 
unidades ó un número major que las unidades de la raíz, 
nunca menor. 

Para ver si esa cifra es mayor que la verdadera, po­
dríamos elevar 37 al cuadrado, y si podía restarse del 
número propuesto, estábamos seguros de que 7 eran las 
unidades de la raíz. Pero como hemos restado ya del 
número propuesto el cuadrado de las decenas de la raíz, 
bastará restar del resto las otras dos partes para obtener la 
misma comprobación. 

Pero 2 i X ' 0 X " + w2 = ( 2 ^ X 1 0 + m ) m . 
Luego agregando al duplo de decenas las unidades 

(para lo que basta escribir la cifra 7 á la derecha del 6), 
multiplicando este número por las unidades, y restando 
el producto del resto 469, tendremos comprobada la raíz 
hallada. 
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E n el caso actual efectuando la resta nos dá un resto 
cero, luego ia raíz pedida es S I . 

Si no pudiera hacerse la sustracción, se disminuye una 
unidad á la cifra de las unidades y se repite la compro­
bación. * 

219. Las consideraciones expuestas nos conducen á la 
siguiente regla general. 

P a r a extraer la raí { cuadrada de un número entero, 
se dipide en grupos de á dos c i f ras, comentando por la 
derecha: se extrae la r a í { cuadrada del pr imer grupo de 
¿a izquierda, y se tendrá la primera c i f r a de la r a i \ . Se 
eleva esta c i f r a ai cuadrado y se resta del pr imer grupo 
de la izquierda: al lado del resto se coloca el segundo 
grupo, y se separa con una. coma, la primera c i f r a de la 
derecha, dipidiendo el número de la i^juierda por el duplo 
de la raí^ hallada: el cociente entero se coloca á la derecha 
del d ip i so ry , el número así formado, se multiplica por 
dicho cociente y se resta el producto del dividendo con más 
la c i f r a separada. S i la sustracción es posible, este cociente 
será la segunda c i f r a de la raí^. A la derecha del resto 
se coloca el grupo siguiente y así sucesipamenté, hasta 
bajar el último grupo. 

Ejemplos: 

I,0 Extraer la raíz cuadrada de 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 7 6 . 

2.0 ^ 3 8 4 6 7 4 2 5 . 
* 220. Caracterei de irracionalidad Un entero, 

cuya primera c i f r a déla derecha sea 2, - i , 7 m 8, no pue­
de ser cuadrado perfecto 

Pues, según hemos visto (217, cor. i.0) el cuadra­
do de un e.nero, termina en la misma cifra que el cua i ra­
do desús unidades, y como ios cuadrados de los diez p r i ­
meros números terminan en 0, 1, 4, 5, 6 ó 9, resulta que 



— 137 — 

los enteros que terminen en 2, 3, 7 y 8 no pueden tener 
raíz cuadrada exacta. 

* 2 2 i . Un entero terminado en 5 y cuya c i f r a 
inmediata no sea 2, no tiene raí^ cuadrada exacta. Pues 
para que un entero terminado en 5 sea cuadrado perfecto, 
es preciso que su raiz cuadrada termine en 5; es decir que 
tendrá la forma 

( i X 10 + 5 )2 = á2 X 100 + 2 á X 10 X 5 + 52 = 
á 2 X lOO + á X 100 + 25; 

número que forzosamente termina en 25. 
* 222. Un entero divisible por un número p r i m o , y 

no divisible por su cuadrado no tiene ra í { exacta. Pues 

de \/ N — a X ^ X ci llamando a, ó y c á los factores 
primos de la raiz de N , se deduce N = a2 X ¿" X c'x. 

De aquí se deduce, i.0 Que para que un entero sea 
cuadrado perfecto, es necesario y suficiente que todos 
sus factores primos tengan exponentes pares. Con arreglo 
á la igualdad anterior. 

2.° Que todo número par no divisible por 4, tiene su 
ra i^ cuadrada i r racional . Pues siendo divisible por 2, rio 
lo es por 22. 

3.° Un número impar, que disminuido en una uni­
dad no sea divisible por 4, no puede ser cuadrado perfec­
to. Pues esta raíz no puede ser par, según acabamos de 
ver, y no puede ser impar pues el cuadrado de la cifra de 
sus unidades, si es impar, es también impar. 

4 ° Todo entero terminado en un número impar de 
ceros, tiene su rai{ cuadrada i r racional . Puesto que uno 
de sus factores 2 ó 5, entre con exponente impar. 

XL. 
Raíz cuadrada de los números fraeelonarioi. 

223. L a rat^ cuadrada de un quebrado es igual á la 
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rai% cuadrada de su numerador, par t ida por la ra i^ 
cuadrada del denominador. 

E n efecto, 

a ^ a 
V-T- •Tf 

porque 

\s /TJ ~ (v/T)2 = b ' 

Cuando los dos términos del quebrado son cuadrados 
perfectos, la aplicación de esta regla no ofrece dificultad 
alguna; pero si no lo son, pueden presentarse los tres 
casos siguientes; que el numerador no sea quebrado per­
fecto, que no lo sea el denominador, ó que no lo sea 
ninguno de los dos. 

Ejemplo: 

V 25 5 ' V 23 ~ v ' 2 3 ' y V W 
V7!? 
v/23 

L a primera raíz está comprendida entre y -••• 
5 5 

puesto que \/ 17 está comprendida entre 4 y 5; se conoce, 

pues, su raí% aproximada que se diferencia de la verda­

dera en menos de p 
lo 

Así diremos que y ^ == ^ con un error menor 

1 
que - 5 • 

Pero en el segundo y tercer caso, cuando el denomi­
nador no es cuadrado perfecto, no conociéndose exacta-
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mente el valor del denominador del quebrado-raíz queda 
éste sin significación aritmética, por no poderse determi­
nar las partes en que está dividida la unidad. De ahí la 
necesidad de reducir estos dos casos al primero. 

224. Si los dos términos de un quebrado v-, cuyo de­

nominador no es cuadrado perfecto, se multiplican por b, 
. , a a X b 

resultara , =* — r r — . b b 

Luego para t ransformar un quebrado en otro equiva­
lente de denominador cuadrado perfecto, basta mult i ­
p l icar sus dos términos por el denominador. 

* 225. Observemos ahora que si el quebrado pro­
puesto fuera irreducible, descompuesto su denominador en 
sus factores primos, tendrían algunos de éstos exponentes 
impares, puesto que no es cuadrado perfecto; y bastaría 
multiplicar sus dos términos por el producto de estos 
factores, para que el nuevoq uebrado tuviera su denomi­
nador cuadrado perfecto. 

Pero, por ser el quebrado propuesto irreducible, es el 
de menores términos de todos sus equivalentes y al mul­
tiplicar sus dos términos por el producto de los factores 
primos con exponentes impares del denominador, hemos 
obtenido el menor múltiplo de este, cuadrado perfectos; 
luego. 

P a r a reducir un quebrado a l mínimo denominados 
cuadrado, se reduce á su mas simple expresión,y se mu l ­
t ipl ican sus dos términos por e l producto de los factores 
primos que entran con exponente impar en el nuevo deno­
minador. 

226- L a raíz cuadrada de un número mixto se obten­
drá reduciendo el mixto previamente á quebrado. 

227. L a determinación de la raíz cuadrada de los nú­
meros decimales se deduce fácilmente de la de los que­
brados. 



E n efecto, 

luego 

a b c d = 

y/tti a b c d ~ 

140 -

n a b c d 
10000 ' 

sjn a b c d 
100 

Si el número decima! tuviera un número impar de 
cifras decimales, su denominador no sería cuadrado per­
fecto y, aplicando la regla del número 225, bastaría agre­
gar un cero, es decir, multiplicar por 2 X 5; luego 

Para extraer la ra í \ cuadrada de un número decimal 
se le agrega un cero á la derecha, si el número de sus 
c i f ras decimales es impar; se extrae la raí^ cuadradas, 
prescindiendo de la coma, y de la derecha de la ra í \ ob­
tenida, se separan tantas c i f ras, con la coma, como grupos 
de c i f ras decimales hayamos empleado. 

Ejemplos: 

868 
I.0 Extraer la raíz cuadrada de 

744(1 

3.° 

^0,000745 . 

\ /5 j789756 

4.» Vl5¿. 
* 228. Caracteres de irracionalidad. De lo dicho an-

teriormcnle se deduce que la condición necesaria y sufi­
ciente para que un quebrado sea cuadrado perfecto es que 
lo sean sus dos términos. 

Los caracteres de irracionalidad de los números frac­
cionarios se fundan en el siguiente teorema. 

L a condición necesaria y suficiente para que un que-
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brado tenga rai% cuadrada exacta, es que el producto de 
sus términos sea cuadrado perfecto. 

Pues de W - g = ~ ; se deduce ^ • = ~ $ 

y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por B2; 

A B = { -̂1 
Recíprocamente, siempre que se verifique la igualdad 

A B zz n~; se tendrá, dividiendo ambos miembros por B2; 

A n2 
' B " B2 = ( B ) • 

* Consecuencias. 1.a S i el producto de los dos tér ­
minos de un quebrado no es cuadrado perfecto, su raí^ 
cuadrada será irracional. (Con arreglo al teorema). 

2 * Todo número decimal, no terminado en ceros, que 
tenga un número impar de c i f ras decimales, tiene su raí% 
cuadrada irracional. 

Pues el producto de sus dos términos termina en un 
número impar dé ceros (222-4.0) + 

XLI . 

Raíz cúbica de los números enteros. 

229. Sabemos que raí% cúbica de un número es otro 
número que elevado al cubo reproduce el propuesto. 

En la extracción de la raíz cúbica de ios números en­
teros conviene distingu'r dos casos: que el número sea 
menor que 1000, ó mayor que 1000. 

230. i.er caso. Para extraer la raíz cúbica de los nú-
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meros menores que 1000, basta saber de memoria los 
cubos de los diez primeros números. 

1, 2 , 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10 
que son 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000 
y se llaman cubos perfectos. E n los mil primeros nú­
meros solamente diez son cubos perfectos, ó tienen raíz 
cúbica exacta, los restantes tienen su raíz cúbica incomen-
surable, 

Se llama ra í \ cúbica entera de un número, la del ma­
yor cubo perfecto contenido en dicho número. 

Residuo de la raíz cúbica de un número es la diferencia 
entre dicho número y el mayor cubo perfecto contenido en 
él . Así la raíz cúbica de 560 es 8, y el residuo 48; pues el 
mayor cubo perfecto contenido en 560 es 512, cuya raíz es 
8; y la diferencia entre 560 y 512 es 48. 

23l. 2.° caso. L a determinación de la raíz cúbica de 
los números mayores que mil, se funda en el siguiente 
pr incipio: 

E l cubo de la suma de dos núm eras es igual al cubo 
del primero, más el tr iplo del cuadrado del primero por 
el segundo, más el triplo del primero por el cuadrado del 
segundo, más el cubo del segundo. 

Sean los dos números a y b; 
digo que 

O + 6 )3 = a3 + 3 a2 ¿ + 3 a 62 -f ¿3, 
E n efecto 

(a + bf -= (a + ¿) (a + b) (a + b) = (a + bf {a + b) 

~= {a* + 2 a b + b') (a + b) ^ a3 + 2a* b+ a b2 + a2 b + 

2 a é2 + ¿3 = a3 + 3 a2 ¿ + 3 a ¿2 X ¿3. 

C orolarios, 1.° E l cubo de un número compuesto de 
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decenas y unidades, se compone de cuatro partes: cubo de 
decenas, más triplo de cuadrado de decenas por unidades, 
más triplo de decenas por cuadrado de unidades, más 
cubo de unidades, 

Sea N el numero, i sus decenas y u sus unidades. 
Tendremos 

N = ¿x ioxw; 
luego 

N3 = ( i X 10 + wj3 = ás X 1000 + 3 á2 X 100 X 
w + 3 i X 10 X w2 + «' • 

2.° L a diferencia de los cubos de dos números con­
secutivos es igual al triplo del cuadro del menor, más el 
triplo del menor, más ' l . 

Sean los números n y n -{- 1; 
digo que 

(« + l)3 — «2 = 3 ra2 + 3 « + I. ^ 
E n efecto, 

( « + l)3 = «3 + 3«2 + 3ra + I; 
y restando « ' de los dos miembros de esta igualdad, 
resulta 

(n-{-l)3 — n3 = 3 n* -{-3 n-{- 1. 
3.° E l residuo de la raí% cúbica de un número entero 

es menor que el triplo del cuadrado de la rai{ entera, más 
e l triplo de dicha raí%, más 1. 

S i representamos por r la raíz cúbica entera de N será 

r N > ; + I y N > ^ + 1 ) 3 ; 

luego la diferencia 

N - - r3 < (r + I )3 — r3, ó sea N -— r3 < 3 r2 + 3 r + 1, 

conforme al enunciado. 
* 231. Demostrados estos principios, podemos desde 
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luego extraer la raíz cúbica de un número mayor que 1 000. 
Sea el número 175616, representemos por d las decenas y 
por u las unidades de su raíz. 

Tendremos 

175616 = ( i + 1 0 + M)3 = á 3 X 1000 + 3 X ^ X 
100 X m + 3 X ^ X 100 X "2 + "3 , 

que nos indica que el número propuesto consta de cuatro 
partes: cubo de las decenas de su raíz, triplo del cuadrado 
de las decenas por las unidades de su raíz, triplo de las 
decenas por el cuadrado de las unidades de su raíz y cubo 
de estas unidades. 

Si nosotros pudiéramos separar del número propuesto 
la primera parte, extrayendo su raíz cúbica, tendríamos 
las decenas de la raíz. Pero el cubo de decenas es siempre 
millares, luego no estará en las unidades, ni en las dece­
nas, ni en las centenas del número propuesto. 

Las separo con una coma, y sé ya que en los 175 m i ­
llares del número propuesto está contenido el cubo de las 
decenas de su raíz, con más algún millar que proceda de 
las otras partes. 

175,616 156 
125 ItT 
50,616 

175,616 
0 

Luego si extraigo la raíz cúbica de 175, tendré las de­
cenas de la raíz ' ó una cifra mayor que dichas decenas, 
pero nunca menor 

Ahora bien, para que dicha cifra fuera mayor que las 
decenas de la raíz tendría que ser al menos d + 1 decenas, 
y, por tanto, la raíz cúbica de los millares del número 
propuesto sería mayor que la raíz de todo el número, que 
es solo ¿ -{•" m; lo que es absurdo. 

Luego si la raíz cúbica 5, de los 175 millares del nú­
mero dado, no puede ser menor, ni mayor que las decenas 
de la raíz pedida, es, en efecto, las decenas de esa raíz. 

Si restamos ahora del número propuesto el cubo de 
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las 5 decenas de su raíz, ó sean 125 millares, eí restó 
50316 contendrá las otras tres partes, ó sea el triplo del 
cuadrado de las decenas de la raí', por sus unidades, t r i - , 
pío de las decanas p j r el cuadrado de las uniaades de l a 
raíz, y cubo de dichas unidades. 

Pero el triplo de cuadrado de decenas por unidades 
es un númeio exacto de centenas, luego no puede estar 
contenido ni en las unidades ni en las decenas del resto. 
Separo, pues, las dos primeras cifras de la derecha coa 
una coma, y en la . 503 centenas estará contenido el triplo 
del cuadrado de decenas por unidades, más alguna cen­
tena que provenga de las otras dos partes. 

Luego f i divido las 508 centenas del resto por el t r i ­
plo del cuadrado de las decenas, que es 75, tendré las 
unidades ó un número mayor que las unidades de la raíz, 
nunca menor. Las divido y obtengo la cifra 6. 

Para ver si esta cifra no es mayor que la verdadera, 
elevo 58 al cubo y me reproduce el numero propuesto, 
luego 58 es la raíz pedida. En el caso de que el cubo de 
la raíz hallada fuera mayor que el número propuesto, se 
disminuye una unidad á la cifra de las unidades y se repite 
la comprobación. 

También podría hacerse la comprobación, restando 
del resto la suma de las otras tres partes que constituyen 
el número propuesto, puesto que ya está restado el cubo 
de decenas. ^ 

232. Las anteriores consideraciones dan la siguiente 
regla general. 

Para extraer la raí% cúbica de un número entero, se 
divide en grupos de d tres c i f ras, comentando por la de­
recha: se extrae la. ra í { cúbica del pri,ner grupo de la 
izquierda, y se tendrá la pr imera c i f r a de la raí^. Se 
eleva esta c i f r a al cubo y se resta del primer grupo de la 
izquierda, al lado del resto se coloca el segundo grupo, 
y se separan con una coma las dos primeras c i f ras de la 
derecha; dividiendo el número de la izquierda por el triplo 
del cuadrado de la ra í { hallada, tendremos la segunda 

19 
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c í / r . i de l a raí%. P a r a comprobar la , se eleva a l cubo e l 
número f o r m a d o p o r las dos c i f r a s de la ra í ^ y se res ta 
del número propuesto . S i la sustracción es pos ib le , dicho 
número es l a r a í \ buscada; s i no puede e fec tua rse , se i r á n 
rebajando de una en una las unidades de esa segunda 
c i f r a de l a r a i \ hasta que sea posible l a sus t racc ión . 

L a operación se continúa del mismo modo hasta a g o ­

tar el ú l t imo g rupo . 

Ejemplos: 

i.0 \ /34:6785432 

2.0 ^345(37893" 

3.° \ / 5 4 7 8 6 3 2 4 i 5 

* 233. Caracteres de i r rac ional idad. U n entero d i v i ­
sible p o r un número p r i m o , y no div is ib le po r su cubo, no 
t iene r a í ^ e x a c t a . 

Pues de V Ñ — ¿z X ¿ X c. l lamando a , b y c á. los 
factores p r imos de la raíz de N , 

se deduce N = a3 X ^3 X ^:!--
Co iuecuenc ias . 1.a P a r a que un entero sea cubo 

p e r f e c t o , es necesar io y suf ic iente que todos sus f a c t o r e s 
p r imos tengan exponentes múl t ip los de 3, con arreglo á la 
igua ldad anterior. 

2 a Todo número p a r que no sea d iv is ib le p o r S , t iene 
su r a í { cúbica i r r a c i o n a l . Pues siendo divisible po r 2 , no 
lo es por 8 

3 a Todo entero terminado en un número de ceros que 
no sea mú l t i p lo de 3, t iene su r a í \ cúb.ca i r r a c i o n a l 

Tuesto que uno de sus faCi.ores pr imos 2 ó 5 , entra con 
exponente que no es mú l t ip lo de 3 . -



XLIT. 

Raíz cúbica de los números fraccionarios. 

234. La rai^ cúbica de un quebrado es igual á la raí{ 
cúbica de su numerador, partida por la ra/{ cúbica del 
denominador. 

En efecto, 

V 
a, \/ a 

"b = 
V b 

porque 

( y/ <* V _ (\/ a Y 
Vt7 {^Tf 

Cuando los dos términos del quebrado son cubos 
perfectos, la aplicación de esta regla no ofrece dificultad 
alguna; pero si no !o son, pueden presentarse los tres 
casos siguientes: que el numerador no sea cubo perfecto, 
que no lo sea el denominador, ó que no lo sea ninguno 
de los dos. 

Ejemplo: 

* í m ^180 S*/B5 5 .7189 \/í.8Q 
V343;- 7 ' V376 y m * V 31o ^ q 

La raíz cúbica del primer quebrado esta comprendida 

5 6 - •• • j 
entre • ,_ y •••••& , se conoce, pues, su rai{ aproximada, 

1 
que se diferencia de la verdadera en menos de ••„•• Así 
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VíSO 5 1 
diremos que y KYq es 7 con un e r r o r menof I"6 "W"' 

Pe ro en el segundo y tercer caso , cuando el d e n o m i ­
nador no es cubo perfecto, no conociéndose exactamente 
el va lor de! denominador de l quebrado-raíz, queda sin 
significación ar i tmét ica, toda vez que no pueden de te rm i ­
narse las partes en que la un idad está d i v i d i d a , D e aquí la 
necesidad de reducir estos casos al p r imero . 

235. S i los dos términos de un quebrado — - , cuyo de ­

nominador no es cubo perfecto, se mul t ip l ican por ¿>2, 

., , a a Y b3 
resultara -—- = - — — — . 

Luego p a r a t r a n s f o r m a r un quebrado en o t ro equ iva­
lente de denominador cubo pe r fec to , basta m u l t i p l i c a r sus 
dos términos p o r e l cuadrado de su denominador , 

* 236. Observemos ahora que si el quebrado dado 
fuera i r reducib le, descompuesto su denominador en sus 
factores pr imos, algunos de estos tendrían exponentes que 
no fueran múl t ip los de 3, puesto que no es cubo perfecto; 
y bastará mul t ip l icar sus dos términos por el producto de 
las menores potencias que precisen estos factores p r imos , 
para tener exponentes múl t ip los de 3. para que el nuevo 
quebrado tenga su denominador cubo perfecto. 

A h o r a b ien, el quebrado propuesto es de menores tér­
minos que todos sus equivalentes; el denominador ha l lado 
es el menor mú l t i p lo que sea cubo perfecto; luego. 

P a r a reduc i r un queb ado a l mín imo denominador cubo, 
se reduce á su más s imp'e exp res ión , y se mu l t ip l i can sus 
dos términos p o r el p roducto de las menores potenc ias de 
los f a c t o r e s p r i m o s del denominador que se necesiten p a r a 
que sus exponentes sean múl t ip los de 3 . * 

237, L a raíz cúbica de un número mix to se hal lará 
fáci lmente reduciéndole p r ime ro á quebrado. 
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238. L a determinación de la raíz cúbica de los núme­
ros decimales se deduce fácilmente de la regla anterior. 

E n efecto, 

n a b c d e f ^ 
I. nf a b c d e f -. 

luooooo 

3/ 
luego y n , a b c d e f = ^ l A l A , 

n . , n a b c d n ab c d 00 
2.0 . i a ¿ c , = _ I _ ^ ^ _ _ _ _ r 

luego ^/^TFTd = ^ Y o q ' ' 0 0 -

Luego para extraer la r a i \ cúbica de un número deci­
mal, se añaden á su derecha uno ó dos ceros^ para que el 
número de c i f ras decimales sea múltiolo de 3; se extrae 
la r a i \ cúbica del número que resulte, prescindiendo de la 
coma, y de la derecha de la raíase separan con la coma 
tantas c i f ras como grupos de tres decimales hayamos 
empleado. 

Ejemplos: 

« t- , , ,, . , 1645 
I.0 Extraer la raíz cubica de 84600 

2.L 3/ 6 

\/7w 
3 0 ;/0,000456789 

4.° 73,1457231 

* 239 Caracteres de irracionalidad. De lo dicho 
anteriormente se deduce que la condición necesaria y 
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suficiente'para que un quebrado sea cubo perfecto es eme 
lo sean sus dos términos. 

Los caracteres de irracionalidad de los números que­
brados se fundan en el sig-uiente teorema. 

L a condición necesaria y suficiente para que un que­
brado tengx ra í \ cúbica exacta, es que el producto de su 
numerador por el cuadrado de su denominador sea cubo 
perfecto. 

Pues de 

se deduce 

A 

A 
B P ' 

y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por B3; 
a3B3 A B2 = m-¿! 

Recíprocamente, siempre que se verifique la igualdad 
A X B2 = n3; 

se tendrá, dividiendo ambos miembros por B3; 

A 
B 

«3 l n \ 
B ^ •— \V>~) ' 

Consecuencias. 1.a S i el producto del numerador de 
un quebrado por el cuadrado de su denom 'nador, no es cubo 
perfecto, su ra i^ cúbica será irracional. Con arreglo al 
teorema. 

2.a Todo número decimal, no terminado en ceros, que 
tenga un número de c i f n s d 'cimales no múltiplo de 3, 
tiene su raí% cúbica irracional. Pues el producto de su 
numerador por el cuadrado ,de su denominador no termi­
nará en un número de ceros múltiplo de tres. (233-3.0) * 
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XLIII. 
Aproximación de Im raices ineoinensarahles. 

* 240, Hemos visto que Jas raices de un grado cual­
quiera de lo" números enteros ó fraccionarios que no sean 
potencias perfectas de dicho grado, son números inco-
mensurables. 

En la imposibilidad de obtener con exactitud el valor 
de las raices irracionales, se determinan con un error menor 
que cualquier número dado. 

* 241. Supongamos que queremos hallar la v ' N con 
TfZ 

un error menor que una fracción dada . 
n 

Tendremos evidentemente, 

N =-= T - y - , de donde ^ ^ = 

[ m j 
n 
m 

Ahora bien, la y N X ( I 1 podemos representarla 

por r; es decir, que estará comprendida entre r y r + 1» 
luego 

r m r 
> n n 

m \ ^ • r ± l , ir+\)rn 
^ n n 

m 
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luego \/ N se diferenciará de en menos de 
n 

(r -\- \) m m r m 
n n n ' 

Por consiguiente, para obtener la raí { cuadrada de un 
número dado, con un error menor que una f r a ción dada, 
se mult ip l ica ese número por el cuadrado de la f racción 
invertida, se extrae la raí{ cuadrada delprodu. to, y esta 
ra i^ se multiplica por la f racc ión de aproximación. 

* 242. Si la fracción de aproximación fuera una parte 

alicuota de la unidad — , aplicando la reela anterior, ten-
P 

dremos 

, /Ñ = /̂N x ^ 
p 

lo que nos dice que para extraer la raí% cuadrada de un 
número dado, con un error menor que una parte alícuota 
de la unidad, se multiptica el número por el cuadrado del 
denominador de la parte a.icuota, se extrae la ra í \ cua­
drada del producto, y esta raí^ se divide por el denomi­
nador de la parte alícuota. 

* 243. S ien vez de la raíz cuadrada de N en menos 
m 

de , se tratara de hallar la cúbica, el razonamiento 
n 

análogo nos daría 

í n y 
\ m j 

y si llamamos r á la raíz del numerador 

n 
m 
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r m r 
n n 

íw 
< 

m 
r-f-1 (r-f-I)m 

n n 
m 

luego y Ñ se diferencia de ^en menos de 

(r -f-1) m m r m 
n « k ' 

que es lo que se pedía. 
Por consiguiente, para extraer la ra i^ cúbica de un 

número con un error menor que una f racc ión dada, se 
•multiplica el número por el cubo de la f racción de ap rox i ­
mación invertida, se extrae la raí% cúbica del productotj^ 
esta rai% se multiplica por la f racc ión de aproximación. 

* 244. S i la fracción de aproximación es una parte alí­
cuota de la unidad , la aplicación de esta regla nos dá: 

3 

P 
luego para obtener la ra í { cúbica de un número, con un 
error menor que una parte alícuota de la unidad, se mul­
t ipl ica el número por el cubo del denominador de la parte 
alícuota, se extrae la r a í \ cúbica del producto, y se divide 
esta r a í \ por el denominador de la parte alícuota. 

* 245 Sea la raíz cuadrada, ó cúbica, la que se 
quiera extraer, la demostración empleada comprende el 
caso en que la fracción de aproximación, en vez de ser una 
parte alícuota cualquiera de la unidad, es una parte de­
c imal . 

Es evidente que en este caso queda reducido el pro­
cedimiento á añadir doble ó triple número de ceros, según 
fse trate de la raíz cuadrada ó de la cúbica, de los que 

20 



— 154 -

enga el denominador de la parte decimal, extraer la raíz, 
y separar de ella con una coma tantas cifras decimales 
como grupos dé ceros hayamos añadido 

Este caso suele llamarse aprox inar por decimales una 
r a í l inexacta, es preferible á los demás, y es casi el único 
que se emplea en la piáctica. 

Ejemplos. 
i.0 Hallar la raíz cuadrada de 28 con un error menor 

A 3 
de 4 

\/ 156 en menos de ••--••, 

3°. ^ 7 8 en menos de 0,001. 
4.0 s/ 541 en menos de ••••&-. 

3 ] 
5.0 y/ 236 en menos de • — . , 

6.e 1/587"" en menos de 0,0001. 

7.0 \/ 0,00134 • en menos de 0,01. 

8.° ^••••ojqoqi" en menos de 0,001. 



NÚMEROS CONCRETOS. 

XLIV. 
Sistema antiguo de pesas y medidas. 

246. Hemos indicado ya que medir una cantidad e 
compararla con otra de su misma naturaleza que se toma 
como unidad. 

E n las numerosas é importantes aplicaciones de la 
aritmética, las cantidades no solo se determinan, como ha 
sucedido hasta ahora, en su valor numérico ó cuantitativo, 
sino también en su especie ó valor cualitativo, determi­
nando su naturaleza y originando los números concretoss 
Por eso la unidad no será ya una sola, sino que habrá 
tantas unidades como especies distintas de can tidades 
tengamos que considerar: todas ellas se llaman unidades 
concretas. 

247 Además, como la unidad debe ser proporcionada 
á la cantidad que se quiere medir, es indispensable con­
siderar dentro de cada especie unidades de diversos 
órdenes. 

Se entiende por sistema de pesas y medidas el con­
junto de todas estas unidades de varias especies y de 
distintos órdenes, y se las aplica el calificativo legal, por­
que sus valores están determinados por la ley en cada 
país. 

Los sistemas de pesas y medidas son distintos en cada 
país, y en un mismo país difieren en épocas distintas, 

248. E l sistema antiguo de pesas y medidas que ha re-
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gido en España hasta hace pocos años, y que aun se em­
plea en aigunas provincias, carece de una unidad que sirva 
de fundamento al sistema. Las unidades de las diversas 
especies son completamente arbitrarias, y las unidades de 
distinto orden se forman de la principal, sin ley fija que 
las determine. 

E n este sistema, las unidades concretas se dividen en 
siete grupos: lineales ó de longitud, de superficie, de 
volumen, de capacidad, de peso, de dinero y de tiempo. 

Unidades fie longitud. 

E l patrón ó modelo es la vara de Burgos. 

2 
L a legua tiene 6666 -73-varas ó sean 20.000 pies. 

o 
E l estadal . 4 varas ó 12 pies. 
L a vara 3 pies. 
E l pié 12 pulgadas. 
L a pulgada. 12 líneas. 

P a r a la marina. 

L a legua m a r i n a . . . . . . . . . 3 millas. 
Mil la 10 cables. 
Cable 111 brazas. 
Braza 6 pies. 
Codo de r ivera. . . . . . 2 pies 9 líneas. 

Unidades de superficie ó cuadradas. 

L a legua cuadrada. 20.000:i=400000000 píes cuadrados. 
L a vara, 3;i=9 pies cuadrados. 
E1 P ^ 12'=144 pies cuadrados. 
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Agrar ias . 

Fanega de tierra 576 estadales cuadrados. 
Aranzada 400 estadales cuadrados. 
Estadal c u a d r a d o . . . . . . 144 pies cuadrados. 

Unidades de volumen ó cúlncas. 
L a legua cúbica 20.000s=8000000000000 pies 

cúbicos. 
L a tonelada de arqueo. . . 8 codos cúbicos de nvera=3 

70.18í) pies cúbicos. 
L a vara cúbica 3'!=27 pies cúbicos. 
E l pié cúbico , 12:,zzl728 pulgadas cúbicas. 

Unidades de oapacidad. 
P a r a áridos. P a r a líquidos. 

E l patrón es la media fa- E l patrón es la cántara de 
nega de Av i la . Toledo. 
E l Cahíz. . . l2fanegas, E l m o y o . . . 16 cántaras. 
L a fanega.. 12 celemines. L a cántara. 8 azumbres. 
E l celemín.. 4 cuartillos. E l azumbre. 4 cuartillos. 

E l cuartillo. 4 copas. 

Se exceptúa de les líquidos el aceite que se vendía al 
peso. L a arroba de aceite tenía 25 libras. L a libra 4 pa­
nillas. 

Unidades de peso. 
E l patrón es el marco del Consejo de Casti l la. 

E l qu i n ta l . . . . 4 arrobas. P a r a la f a r m a c i a . 
L a arroba . . . . 25 libras. L a libra . . . . 12 onzas. 
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L a libra 16 onzas. La onza 8 dracmas. 
L a onza lÓadarmes. E l dracma . . Sescrúpulos 
E l adarme . . . 8 tomines. E l escrúpulo, 4 granos. 

Para la joyer ía . 

E l marco 3 onzas. 
L a onza 8 ochavas. 
L a ochava. 6 tomines. 
E l tomín. 3 quilates. 
E l quilate 4 granos. 

ünidalss de dinsro. 
L a unidad era el real y posteriormente el escudo. 

Monedas de oro. Monedas de p la ta. 

L a onza 320 reales E l duro ó peso fuerte. 20 rs. 
L a media onza. 160 „ E l medio duro, 10 „ 
E l centin... . . . 100 „ L a peseta 4 „ 
E l ochent in. . . 80 „ L a media peseta . . . . 2 „ 
E l escudo 40 „ E l real 872 cuartos ó 34 marvs. 
E l escudi to . . . . 20 „ L a peseta columnaria. 5 rs. 
Ele.endito viejo 2174» L a media id ^ U n 

E l real id , r / 4 „ 

Monedas de cobre. 

E l medio rea l . . . ; 17 maravedises. 
Dos cuartos 8 „ 
Cuarto 4 „ 
Ochavo 2 „ 
E i maravedí era moneda imaginaria. 
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Unidades de tiempo 

E l siglo. . , . 100 años. L a semana 7 días. 
E l l us t ro . . . 5 „ E l día,. . . 24 horas. 
E l año 12mesesó365dias L a hora. . 60 minutos. 
Elmescomún 30 dias. E l minuto. 60 segundos 

X L V . 

Sistema métrico decimal. 

249. E l sistema legal de pesas y medidas, vigente en 
la actualidad, es el sistema métrico decimal. 

Se llama métrico porque la unidad fundamental, de la 
cual se deducen todas las demás, es el metro, tomada d i ­
rectamente y referida á la medida de la tierra; y decimal 
porque las unidades de cada especie se obtienen multi­
plicando ó dividiendo la principal por las potencias suce­
sivas de diez. 

E l metro es la die^millonésima parte del cuadrante 
del meridiano terrestre. Es la unidad fundamental del sis­
tema, y á la vez, la unidad principal de longitud. 

Las demás unidades principales son: 
De superficie, el metro cuadrado, ó sea un cuadrado 

que tiene de lado un metro lineal. 
De volumen, el metro cúbico, ó sea un cubo que tiene 

de lado un metro lineal. 
De capacidad, el l i tro, cuya cabida es la de un decí­

metro cúbico.. 
De peso, el gramo, peso de un centímetro cúbico de 
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agua destilada, en el vacio y á la temperatura de 4° ce-
tígrados. 

250. Las unidades de los demás órdenes pueden ser 
múltiplos ó divisores de la unidad principal. 

Los múltiplos se designan anteponiendo al nombre de 
la unidad principal las palabras griegas deca, hecto kilo y 
mir ia , que significan respectivamente d ie i ciento, mil y 
die% mi l . 

Los submúltiplos ó divisores anteponiendo al nombre 
de la unidad principal las voces latinas deci, centi, mi l i , 
que significan á su vez décima, centésima y milésima. 

246, L a exposición ^del sistema métrico, después de 
estas nociones, queda hecha en el siguiente cuadro. 

Unidades de longitud. 

Unidad principal el metro. 
Múltiplos. Submúltiplos, 

Miriámetro =10000 metros Decímetro =0,1 de metro. 
Kilómetro = 1000 „ Centímetro=0,01 „ 
Hectometro= 100 „ Milímetro =0,001 „ 
Decámetro = 10 „ 

Unidades de superficie. 
Unidad principal del metro cuadrado. 

Múltiplos. 

Miriámetro cuadrado^OOOOWOOOOOOOO ras( 
Kilómetro cuadrado=10003 =1000000 
Hcctómetro cuadrado=1002 =10000 
Decámetro cuadrado=l02 =100 
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Submúltiplos. 
Decímetro cuadrado= 0,1!'==0,01 m2 
CcntiQíetro „ = 0,0r=:0.0001 
Milímetro „ =0,00r '=0,000001 „ 

E n agrimensura se emplea como unidad principal el 
decámetro cuadrado, que se denomina área. 

De suerte que las unidades agrarias son: 
Hectárea ó sea el hectómetro cuadrado=100 áreas. 

Arca ó sea el decámetro cuadraclo=100 centiareas. 
Ccntiárea ó sea el metro cuadrado. 

Unidades de volumen. 
Unidad principal el metro cúbico. 

Múlt ip los. 
Miriámetro cubico==100003==1000000000000 m! 
Kilómetro „ = 10003=l000000000 
Hectómetro „ = lOü^lOOOOOO „ 
Decámetro „ = 103=1000 „ 

Submúliplos, 

Decímetro cúbico=0, l3 =0,001 m3 
Centímetro „ =0)013 =0,000001 
Milímetro „ =0,0013=0,'¡00000001 „ 

E! metro cúbico se designa también con el nombre de 
tonelada de arqueo. 

Unidades de capacidad. 
Unidad principal el l i tro. 

Múlt ip los. Submúltiplos. 
Miriálitro = 10000 litros. Decilitro =0 ,1 litro. 
Kilol itro = 1000 „ Centilitro =-= 0,01 „ 
Hec to l i t ro^ 100 „ Milil itro = 0 , 0 0 1 „ 
Decalitro = 10 „ 

21 
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UnilaiiGs de peso. 
Unidad principal el gramo. 

Múltiplos. Submúltiplos. 

Miriágramo =10000 gramos. Decigramo =-0,1 gramo. 
Centigramo=0,01 
Miligramo -=0,001 

Kilogramo = 1000 „ 
Hectogramo= 100 „ 
Decágramo = 10 „ 

Además se emplean la tonelada de peso que tiene 1000 
kilogramos, y el quintal métrico que tiene 100 kilogramos. 

Unidades de dinero. 
Monedas, de oro. 

De 100 pesetas (no acu­
ñada aún) 

De 25 „ 
De 10 •„ 

Mmedas de plata 
De 5 pesetas. 
De 2 
De I 
De 0,50, „ 

Monedas de bronce 
De 0,10 de peseta 
De 0,05 
De 0,02 
De 0.01 

XLVI . 
Numeración de concretos. 

252. Los números concretos, de un modo análogo á los 
abstractos, se forman por agregación de unidades con­
cretas, originando dos clases de números, complejos é 
incomplejos. 

Número incomplejo es el que consta de unidades de un 
solo orden, como 7 meses, 4 litros, 15 gramos. 

Número complejo es el que consta de unidades de d i / e -
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rentes órdenes pero de la misma especie^ como 7 meses, 
2 dias y 9 horas. 

Los números concretos se dicen homogéneos cuando 
son de la misma especie, y heterogéneos cuando son de 
distinta especie. 

Los números incomplejos se expresan con las siguien­
tes abrebiaturas: M miria, K kilo, H hecto, D deca, d deci, 
c centi, m mili; m metro, m2 metro cuadrado, m3 metro 
cúbico, / litro, g gramo, escribiendo el número de unida­
des que contiene, seguido de la inicial del múltiplo ó sub­
múltiplo y la de la unidad principal, que corresponde á 
las unidades que expresa. Así 34 kilómetros, se escribirá 
34 km. 

Los números complejos, expresando las unidades de 
diversos ordenes que los forman, empezando por las 
superiores. 

E n todo complejo conviene tener presente que los 
incomplejos que le forman deben ser menores que la 
unidad inmediata superior. 

253. Los números métricos incomplejos pueden con 
suma facilidad expresarse en forma compleja, atendida 
su formación decimal, con solo escribir separadamente 
sus diversas cifras. Así 3i75m = 3Kin , 4Hm, 7Dm , 5m y 
380o4m 2 = 3Hm 2 80Dm 2 54m 2. 

Del propio modo, un número complejo métrico se re­
duce á incomplejo con solo escribir sus diversas unidades, 
unas á continuación de otras, colocando la coma en éh el 
lugar que la corresponda. Así ^mhl 6o1 == 35cl , 08. 

254. Reducción de un incomplejo d otro equivalente de 
orden in fer ior . Supongamos que queremos reducir 5 
horas á minutos, 

Diremos: como 1 hora tiene 60 minutóos, 5 horas ten­
drán 5 veces 60 mmutos o 60 X s — 300 minutos. 
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Luego para reducir un complejo á otro equivalente 
de orden infer ior, basta multiplicarle por el número de 
veces que la unidad de su especie contiene á la de dicho 

orden infer ior. 
255 Reducción de un incomplejo á otro equivalente de 

orden superior. Supongamos que queremos reducir 3(j0 
minutos á horas. 

Como 1 minuto es • ^ ~ de hora, 300 minutos serán 
60 

—-- de hora = 5 horas. 
60 

Luego para reducir un incomplejo á otro equivalente 
de orden superior, se divide por el número de veces que la 
unidad de su especie está contenida en la de dicho orden 
superior. 

256 Resueltos estos dos problemas, las transformacio­
nes de números complejos no ofrecen dificultad alguna. 

Reducción de un número complejo á incomplejo de su 
orden infer ior . 

Reducir, por ejemplo, 7d I5h 14m á 1* 
minutos. 24 

Se reducen los 7 dias á horas y re- 168h 
15 sultán 168 horas, que. con las 15 del 

número propuesto, suman 183 horas; se ^ 
reducen esias horas á minutos y resultan "TñoeAirr 
10980 minutos, que, con los l 4 d e l n ú - i j 
mero dado, componen 10994: minutos. 10994™ 

Luego 7d 15h 1 4 ™ - - I0994ra 

Por consiguiente, para reducir un número complejo á 
incomplejo de su orden infer ior, se reducen las unidades 

d i orden superior á su inmediato i n f e r i o r , y se agregan 



— 1 6 5 -

las que de este orden contenga el número propuesto; se 
efectúa lo mismo con esta suma, y se continúa del propio 
modo hasta llegar al orden infer ior, 

257, Reducción de un número complejo d incomplejo 
de cualquier orden de su especie. 

Convertir 5d I3h 2om 5és en horas. 
Reducido este número complejo á segundos nos dá 

480354s que reducidos á horas son 

480354 133b 1554 - 1 3 3 ^ 259 
3600 3600 600 ' 

Se reduce un número complejo d incomp'ejo de cual ­
quier orden de su especie, reduciéndole á incomplejo de su 
orden infer ior y reduciendo éste d incomplejo del orden 
pedido. 

258. Conversión de un incomplejo de orden in fer ior de 
su especie en complejo. 

Convertir en complejo 4803548 
Convertiremos los segundos en minutos, los minutos 

en horas y las horas endias, y obtendremos: 

4803548 
0005 

54s 

60 _ 
lo1» { 60 

' 24 
~8005m| 60 
20 h 3 3 ^ 

20 ' 13b 
25n 

5d 

480354s = 5d I31125ffl54s 

L o que nos dice que para convertir en complejo un 
incomplejo del orden infer ior de su especie, se reduce a l 
orden inmediato superior, el cociente entero se reduce 
también á su orden superior inmediato y así sucesiva­
mente. 
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E l complejo resulta formado por el último cociente 
entero y todos los restos sucesivos. 

259. Conversión de un quebrado incomplejo en com­
plejo. 

Esta operación, que se llama también valuar un que­
brado concreto, se dispone del modo siguiente: 

Valuar - | ? - de día. 83d ' 
25 g I3d 7h 40m 48s 

Dividiendo el numerador por 24 

el denominador tendré S"1 ^ 5 y f r 

reduciendo los -7—r de día a no- K^n 
¿í> lü5¿Ura 

w 17 17 020 
ras, resultan 7 -jyp- horas; los -jjp- gQ 

^o ¿o 
1200S 
200 

de hora se reducen á minutos, 
20 y nos dan 40 -^=- de minuto; y 0 

20 
convertidos los KP-de minuto en segundos nos resultan 48 s 

83 
Luego -j-r- de día = 3d 7h ^O"1 48» . 

OPERACIONES FUNDAMENTALES. 

XLVII. 
Adición y sustracción de concretos. 

260. Teniendo eu cuenta las consideraciones expues-
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tas (246) sobre la naturaleza de los números concretos, se 
comprende que al operar sobre estos números habremos 
de tener en cuenta, no solo sus valores numéricos, sino 
también su valor cualitativo ó especie. 

Por el primer concepto, su cálculo se sujeta á las mis­
mas reglas que el de los números abstractos; por el se­
gundo, será preciso investigar, en cada caso, por la natu­
raleza de los datos, la del resultado, 

261. Adición de concretos. Siendo la suma el conjunto 
de todos los sumandos, es evidente que las partes deben 
ser homogéneas con el todo. De suerte que la primera 
condición, para sumar números concretos, es que sean 
homogéneos. 

Pudiendo ser los sumandos complejos ó incomplejos, 
en la adición de concretos se podrán distinguir dos casos, 

262, Primer caso. P a r a sumar números incomple­
jos, se suman como los abstractos, y la suma será de la 
misma especie que los sumandos. 

Ejemplo.—El número de nacimientos en España en 
1879, fué el siguiente: 

E n Enero 357 
Febrero 373 
Marzo 351 
Abr i l 330 
Mayo 310 
Junio 289 
Julio 276 
Agosto 283 
Septiembre. 313 
Oc tub re . . . 311 
Noviembre 311 
Diciembre. 312 
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¿Cuál fué el número de nacidos en todo el año? 

263. Segundo caso. P a r a sumar números complejos, 
se suman separadamente las unidades de sus diversos 
ordenes, extrayendo de cada suma parcial las unidades 
del orden inmediato superior que contenga, para agregar­
las á este orden. 

También podrían sumarse reduciéndolos á incomplejos 
del mismo orden, con lo que quedaría reducido este caso 
al anterior. 

Ejemplo. Un comerciante recibe cuatro cajas de gé­
neros que pesan, respectivamente: 

17 quintales 2 arrobas 19 libras 11 onzas 
25 „ 3 „ 15 „ 1 o „ 

. 19 „ l „ 23 „ 9 „ 
28 „ 2 „ 17 „ 12 „ 

¿cuánto pesan las cuatro cajas? 
264. Sustracción de concretos Con arreglo á lo expuesto 

en la adición, para que la sustracción de concretos pueda 
efectuarse, es preciso que minuendo y sustraendo sean de 
la misma especie. Pácden ocurrir los mismos dos casos 
que anteriormente. 

265. Primer caso. P a r a restar números incomplejos, 
se restan como los abstractos, y la diferencia será de la 
misma especie que el minuendo y sustraendo. 

Ejemplo. E l peso de una caja de mercancías es de 8 
3 8 

arrobas —=— y la caja pesa — j - arrobas ¿cuál es el peso 
de la mercancía? 

Segundo caso. Pa ra restar números complejos, se 
restan separadamente las unidades del sustraendo de las 
del mismo orden del minuendo. S i algún sustraendo p a r ­
cial es mxyor q,ie el minué,ido correspondiente, se añade 
á éste una unidad del orden inmediato superior} conver-
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tldct en la de aquel, teniendo luego en cuenta la unidad 
restada al minuendo 

Ejemplo Un reloj marca 7h 8m49s cuando otro seña­
la 6h 58m 57s ^cuanto va atrasado el segundo? 

266. Caso part icular de la sustracción. Cuando los 
datos no están esplícitos, precisa obtenerlos para realizar 
la operación= Tal sucede con la resta de fechas. Para 
averiguar el tiempo transcurrido entre dos fechas cuales­
quiera, debe tomarse como origen común una fecha an­
terior á las dos propuestas E l minuendo y suscraendo 
serán respectivamente el tiempo transcurrido desde su 
origen hasta la fecha más próxima y la más remota de las 
dos propuestas. 

Ejemplo. ¿Cuánto tiempo ha transcurrido desde el 
11 de Mayo de 171 7. en que Felipe V firmó en Segovia el 
decreto creando la Universidad de Cervera, hasta el 
I.0 de Octubre de 1894? 

XLVIII. 
Multiplieaeión de eoneretos. 

267. Mul t ip l icar dos números concretos es hal lar un 
tercer número concreto, que sea, su valor numérico y es­
pecie, respecto del multiplicando, lo que el multiplicador 
es de la unidad de su especie. 

De esta definición se deducen desde luego dos conse­
cuencias importantes: 1.a que siendo el multiplicador ho­
mogéneo con la unidad, el producto tendrá que ser siem­
pre homogéneo con el multiplicando. 2,^ que s i conside­
ramos el multiplicando como el valor de la unidad, el 
producto será también el valor del multiplicador. 

22 
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De donde se deduce que el problema general de la 
multiplicación de concretos será: conocido el valor de la 
unidad, hallar el valor de varias unidades de la misma 
especie. 

268. E n la multiplicación de concretos distinguiremos 
dos casos: 

1.0 Que el multiplicando, es decir, el valor de la uni­
dad, sea incomplejo. 

2.0 Que el multiplicando sea complejo, 
269. I.81, caso. Si el multiplicador expresa unidades 

del mismo orden que la unidad cuyo valor es el multipli­
cando, la operación se verifica como la de los números 
abstractos. 

S i el multiplicador no es del mismo orden que iá 
unidad, habrá que convertirle á dicho orden, lo que podrá 
darle la forma entera, quebrada ó mixta; y la operación 
se efectúa como la de los abstractos. 

Ejemplos, i.0 Un tren recorre 34,75 K m . en 1 hora; 
¿cuántos kilómetros recorrerá en 15 horas? 

2.0 Un tren recorre 37,50 K m . en 1 hora; ¿cuántos 
kilómetros recorrerán en 35 minutos? 

270 2 o caso. Si el multiplicando es complejo, re­
duciéndole á incomplejo estaremos en el caso anterior. 

Sin embargo, en este caso, cuando el multiplicador, 
reducido al orden de la unidad cuyo valor expresa el 
multiplicando, es entero, es preferible dejar al multiplican­
do en su forma compleja, y la operación se efectúa mul­
tiplicando separadameete las unidades de cada orden del 
multiplicando por el multiplicador, cuidando de extraer 
de cada producto parcial las unidades del orden superior 
que contenga, para agregarlas d éste. 

Ejemplos. 1.0 L a tierra en su movimiento de trasla-
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ción recorre en 1 día; 59' 8",33 ¿cuánto recorrerá en 
13 dias, 19 horas, 15 minutos, 45 segundos? 

2,° L a tierra tarda 1 dia, 0 horas, 20 minutos, 58,13 
segundos en recorrer I.0 de su órbita; ¿cuánto tardará en 
recorrer 25° 37' 45"? 

Si el multiplicador, reducido al orden de la unidad 
cuyo valor ea el multiplicando, es fraccionario suele em­
plearse el 

Método de las partes alícuotas. Se descompone el mul­
tiplicador en partes alícuotas de la unidad que representa 
el multiplicando, se halla sucesivamente el valor de estas 
partes y se suman. 

Ejemplo. Un reloj atrasa diariamente 6111 34, 5S ¿cuán­
to atrasará en 2d 16h y 29m ? 

L a operación se dispone del siguiente modo, descom-
1 

poniendo el multiplicador en ^ l'2h 2 
de día. 

6m34s,5 
2d I6h 29™ 

Valor de 2 d ias , . . , 
1211 — 72 de I día Id. de 12 horas, 

4h = Y j d e l 2 horas Id. de 4 horas. 
Id. de 1 hora que se toma como auxiliar 

20m = 7 3 de 1 hora Id. de 20 minutos. 
5m =:74 de 20m Id. de 5 minutos. 
4» = 7 5 de 20m Id. de 4 minutos . 

13" 
3 
1 

(0 
0 
o 
o 

9S 
17,25 

5,75 
16 437) 

5,479 
1,369 
1,095 

Atrasa en 2d 16h 29ra 17ra 39 943s 
Resolver los dos ejemplos últimos por este procedi­

miento. 
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XLIX . 
División de concretos. 

271. H e m o s visto en la mul t ip l icac ión, que el mul t i ­
p l icando y el p roducto son s iempre homogéneos, asi c o m o 
el mul t ip l icador y la un idad. C o m o el p roducto es siempre 
el d i v idendo , y el d iv isor puede ser uno cualquiera de los 
factores, c laro es que podrá ser el mu l t ip l i cando ó e l 
mul t ip l icador . E n el pr imer caso , div idendo X d i v i so r son 
homogéneos; en el segundo heterogéneos; y or ig inan los 
dos casos que en la d iv is ión d is t ingui remos. 

272. Pr imer caso. S i d iv idendo y d iv isor son h o m o ­
géneos, el cociente representa al mu l t ip l i cador y será d r 
la especie de la unidad cuyo va lor es el d i v i so r . E n este 
caso el p rob lema general que esta operación resuelve es 
el de ha l l a r el número de veces que un número contiene á 
otro de su misma especie. P o r consiguiente; 

P a r a d i v id i r dos números concretos homogéneos, se 
reducen d incomplejos del mismo orden y se d iv iden como 
abstractos, 

E jemplos , i.0 U n tren recorre 37,50 K m , en 1 ho ra , 
¿cuántas horas habrá empleado en recorrer 450 K m ? 

2o. L a t ierra en su movimiento de traslación tarda 1 
día 0 horas 20 minutos 58,13 segundos en recorrer 1° de 
su órb i ta ; ¿qué arco recorrerá en 35d 13h 4om 54,753 ? 

273. Segundo caso. S i d iv idendo y d iv isor son hete­
rogéneos, el cociente representará el mu l t i p l i cando ; y el 
d iv isor será de la m isma especie que la un idad cuyo va lo r 
se busca. De donde se infiere que el problema general de 
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l a división, en este caso, será; determinar el valor de una 
unidad, conocido el de parias unidades de su especie. 

Luego, para dividir dos números concretos heterogé­
neos, se reduce el divisor al orden déla unidad cuyo valor 
se busca; se convierte el dividendo en incomplejo de cual-
quiera de sus ordenes, y se dividen como abstractos. 

Ejemplos, I.0 25 metros de tela han costado 31,25 
pesetas ^á como sale el metro? 

2.° Un tren recorre en 9 horas 25 minutos y 45 se­
gundos 424,3125 Kilómetros ^cuanto anda por hora? 

Si el divisor reducido al orden de la unidad, cuyo valor 
se busca, resulta un número entero, es preferible dejar el 
dividendo en su forma compleja. 

Ejemplo. Un móvil recorre en 8d y 14h un arco de 
35° 45' 50". ,iQué arco recorrerá en 1 hora? E l divisor, 
reducido á la especie de la unidad cuyo valor se busca, 
es 206 h , y la operación se dispone en esta forma: 

35 dividido por 206 dá 0o; 35o 45' 50" I 206 
reducidos los 35° á minutos 60 I 0o 10' 25" 
se convierten en 2100, que 2100' 
con los 45 dados, hacen 2145 *í... l . 
minutos, que divididos por 214o 
206 dan 10 minutos; reduzco °!: 
el residuo 85 á segundos y — - _ — 
agrego los 50 del dividendo, ka" 
y divido los 5150 que resul- ••gyt-y>--
tan por 206, y tengo el co- 10^0 
ciente 25. 000 

Luego el móvil recorre en I hora un arco de O" 10' 2 5 " 
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PROBLEMAS 

RELATIVOS AL CÁLCULO DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS. 

I. Reducir 17 quintales 3 arrobas 19 libras y 9 onzas á 
incomplejo de su especie inferior. 

II. Reducir 34 días 19 horas 24 minutos y 45 segun­
dos á incomplejo de horas. 

III. Reducir 17 varas 2 pies 11 pulgadas y 9 líneas á 
incomplejo de pies. 

IV. Reducir 4574681 segundos á complejo. 
V . Reducir 18751 lineas á complejo. 

34 
VI Reducir -nQ de arroba á complejo, 

lo 
VIL Un almacenista recibe cinco partidas de azúcar, 

la 1.a pesa 15 arrobas 13 libras y 9 onzas; la 2.a 28 arrobas 
7 libras y 11 onzas; la 3 a 34 arrobas 19 libras y 14 onzas; 
la 4.a 18 arrobas 12 libras y 8 onzas; y la 5.a 29 arrobas 
21 libras y 1 3 onzas. ¿Cuánto azúcar ha recibido? 

VIH. ¿Cuánto tiempo ha transcurrido desde el I.0 de 
Septiembre de 1728, en que Alfonso el Conquistador 
entró triunfalmente en Segovia de regreso de la toma de 
Algeciras, hasta el 25 de Diciembre de 1894? 

IX. ¿Cual es el peso neto de una mercancía que ha 
pesado 36 arrobas 7 libras y 6 onzas, siendo el peso del 
embalage 2 arrobas 11 libras y 13 onzas? 

X . Un reloj atrasa cada día 2 minutos 45 segundos; 
¿cuánto atrasará en 15 días 19 horas 34 minutos y 50 
segundos? 
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X I L a tierra en su movimiento de rotación gira 15° en 
lh ¿cuántos gira en 15 horas 35 minutos y 42 segundos? 

XI I . Suponiendo que la tierra en su movimiento de 
traslación invierte 46 dias 1 hora 40 minutos 9, 583 en 
recorrer el arco de 45° 24' 30" ¿cuánto tiempo invertirá 
en recorrer el arco 10? 

XII I . Un tren recorre 35,275 kilómetros en lh , ¿qué 
distancia recorrerá en 9 horas 35 minutos 54 segundos? 

X I V . Averiguar la hora que será en las siguientes po­
blaciones, cuando en Madrid sea medio día; L isboa, cuya 
longitud es de 5o 25' Oeste; Atenas, 37° 58' Este; B r u ­
selas, 8o 4' Este; y Coruña, 4o 41' Oeste; del meridiano de 
Madrid. 

X V . ¿Qué distancia habrá de Huesca á Lisboa sabien­
do que ésta tiene 5° 25' de longitud Oeste; y aquella 
3o 24" de longitud Este? 

X V I Un tren especial sale de Segovia á la 8.h 15.m de 
la noche y llega á Medina á las 9.h 40 .m después de de­
tenerse 10.m en Santa María de Nieva y 5 en Olmedo. De 
Segovia á Medina hay 93 kilómetros. ¿A qué hora llegará 
á Burgos que dista de Medina 163 kilómetros parando 
15m en Valladolid y 5 en Torquemada? 

XV I I . Un móvil recorre en 1 hora un arco de circun­
ferencia de 26" 35' 42", 15 ¿cuánto tardará en recorrer 
toda la circunferencia? 

XIII. Averiguar cuantos kilómetros distan dos pue­
blos, situados en el mismo meridiano, cuyas latitudes son 
respectivamente 25° 13' 45" y 34° 9' 38". 

X I X Un peatón, que anda 6 kilómetros por hora, sale 
á las 8 de la mañana con la correspondencia para un pue­
blo que dista 23 kilómetros; se ha subastado la conduc­
ción á caballo, con la obligación de andar 13 kilómetros 
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por hora ¿cuánto tiempo ganarán los vecinos en recibir el 

correo? 
X X , L a tierra en su movimiento de traslación recorre 

Io de su órbita en 1 día 0 horas 20 minutos 58s , 13 ¿qué 
arco recorrerá en 46 días, 1 hora, 40 minutos 5S 58? 

PROBLEMAS 
RELATIVOS Á LOS NÚMEROS MÉTRICOS. 

I. Los billetes de ferrocarril cuestan próximamente ; 
0,11 de peseta por kilómetro los de 1.a; 0,08 los de 
2.a y 00,5 los de 3.a ¿cuánto costará el billete de cada 
clase de Madrid á Burgos que dista 363 kilómetros? 

II. Hallar, en metros, la longitud de un grado, de un 
minuto y de un segundo, sabiendo que la circunferencia 
tiene 360°; el grado 60'; y el minuto 60". 

III Reducir á kilómetros cuadrados el número 576 H a ; 
5 a, 19 ca. z 5 ' ?¿0s/ '? 

IV . ¿Cuánto importa la cuenta de un carpintero que 
contrata la construcción de puertas y ventanas de una 
casa á 6,25 pesetas el m2, y ha hecho en total 65 m2, 
9 dm5 y 14 cm2? 

V . Un tablón de madera de 4,25 metros de largo, 
0,85 de ancho y 0,11 de grueso ha costado 15,75 pese­
tas, ¿á cómo sale el m3? 

V I . Un propietario compra una finca en 25327 ptas.; 
la escritura, gastos de inscripciones, e t c , le importan 
985,65 ptas; emplea en reparaciones 15 albañiles, que ga­
nan: el maestro 6,50 ptas; tres oficiales á 4,25 y 11 peones 
á0,75, durante 19 dias; y 8 carpinteros con un jornal de 
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7,50 el maestro, de 4,50 los cinco oficiales y 1,25 los dot 
aprendices; que gastan 82 carros de piedra y Bí de arena, 
costando la piedra á 4,50 ptas. el m5 y la arena á 2,25, y 
llevando cada carro de piedra lm3 87dnn3 y cada uno de 
arena 0,975fn3, ¿A cuánto ha ascendido el coste total de 
la casa? 

Vil. Sabiendo que un carro puede llevar lm3 94dm3 
de trigo; ¿cuántos carros se necesitarán para transportar 
457>H1591 ? 

VIII. Un estanque está alimentado por dos caños de 
los que el I.0 da45dl por minuto y el 2,° 28, pero tiene 
un orificio de desagüe, por el que salen 115 litros por 
hora, ¿cuántas horas tendrán que estar abiertos los tres 
para que el estanque contenga 20 H1 71 ? 

IX. ¿Cuanto pesarán 9H1 3Í1 18cl de agua? 
X . Reducir 4m3 89dm3 125cm3 á H l . y Kg? 
XI. ¿Cuánto costará el alumbrado á un comerciante 

que tiene 8 lámparas, que lucen 5 horas en siete meses 
del año y 4 en los otros cinco, y gas^a cada una 2,50 H1 
por hora, costando el m3 de gas 0,45 de peseta? 

XII. Las monedas de 5 pesetas tienen de diámetro 
0,037m , ¿cuántas se necesitarán para tener una longitud 
igual á la distancia del polo al ecuad-tr? 

XIII. ¿Cuanto costarán 9875m3 de piedra, costando 
7 pesetas el m3 y 4,15 pesetas el transporte por K m . y m3, 
teniendo que llevarla á 1575 metros de distancia? 

XIV". Un ebanista compra 325,75dm3 de madera á 
0,25 de peseta el K g . por 107,25 pesetas, ¿cuanto pesará 
el m3? 

X V . Un comerciante compra 4 docenas de jamones 
por 125i pesetas; quiere ganar en ellos 245 pesetas. ¿Se 
pregunta cuanto pesa el dinero que recibe por la venta de 
21 jamones y que capacidad había de tener una vasija 

21 
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capaz de contener una cant idad de agua del m ismo peso? 
X V I Ca lcu lando el pt-so d< 1 l itro de tr igo en 725 gra 

mos y sabiendo que da 89 por ciento de har ina y el resto 
de sa lvado ¿cuanto pesará la har ina y el sa lvado que se 
obtengan de 7m3 de trigo? 

X V I I . ¿Cuál es la distancia en metros de dos puntos 
situados en el ecuador que se presenten en el m ismo p u n ­
to de l c ie lo con una diferencia de 5 horas , suponiendo la 
t ierra esférica? 

X V I I I . ¿Cuántos l i tros de aire se necesitan para pesar 
tanto c o m o l1 de mercur io ; sabiendo que éste pesa 
13,598 más que el agua, y el agua 733 veces más que el 
aire? 

X I X , U n a resma de papel tiene 20 manos; la mano 
pesa unos 170^ ¿Cuántos quintales métr icos de t rapo se 
necesitan para al imentar una máquina que fabrica al año 
25000 resmas de papel? 

X X , Qué extensión en K m . comprende España, s a ­
b iendo que está situada entre los 36° 0' 30' ' y 4 3 ' 43 ' 4 0 ' ' 
de lat i tud Norte? 
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PROPORCIONALIDAD. 

i_/é 

Regla de tres. 

274. Se llaman cantidades relativas, dos cantidades 
ligadas de tal modo, que toda variación de la una haga 
variar á la otia. 

Las cantidades relativas únicas de que vamos á ocu­
parnos son las cantidades proporcionales. 

Cantidades proporcionales son dos cantidades relativas 
tales que, con dos valores de la una y sus correspondien­
tes de la otra, se puede formar siempre proporción. 

Esta proporción puede formarse de tres modos distin­
tos, lo que origina tres clases de proporcionalidad, que se 
denominan: proporcionalidad directa, inversa y reciproca 

275. Dos cantidades son directamente proporcionales, 
ó están en ra^ón directa, cuando la ra\ón de dos valores 
de la primera es igual d la ra^ón de los valores corres­
pondientes de la segunda. 

Sean A y B dos cantidades directamente proporcio­
nales. Si llamamos a y a' á dos valores cualesquiera de 
A \ y b y b' á los correspondientes de B. se tendrá. 

a b 

"7 = y 
276. Se reconoce que dos cantidades son directamente 

proporcionales con arreglo al siguiente principio: 

S i multiplicando por un número cualquiera el valor de 

tma cantidad, resulta multiplicado por el mismo el valor 
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correspondiente de su relativa, estas dos cantidades son 
directamente proporcionales; y no lo serán en el caso con­
trar io. 

E n efecto, si de d = a' X n í 

se deduce que ¿ = ¿' X ra 

, a b a b 
resultara r = m y -•,, = n; luego ••••-,• = -vy. 

a o a o 

Proporción que no se verificará en caso contrario. 
277. Dos cantidades son inversamente proporcionales, 

ó están en ra^on inversa, cuando la ra^ón de dos valores 
de la pr imera, es inversa de la de los v a l o r a correspon­
dientes de la segunda. 

Es decir, que si seguimos llamando a y a' á dos v a ­
lores de A ; y 6 y ¿>' á sus correspondientes de B; la 

. , , a b' 
proporción sera > = — . 

278. Se reconoce que dos cantidades son inversa­
mente proporcioDales por medio del siguiente principio-. 

S i multiplicando por un número cualquiera el valor de 
una cantidad relativa, su correspondiente queda dividido 
por el mismo número, estas dos cantidades relativas son 
inversamente proporcionales; y no lo serán en el caso 
contrario. 

E n efecto, si de a = a' X "> se deduce que b = 
n 

resultará 
a b ! j j j ^ b' 
r = n\ y ••••-r == ; de donde ,- = ••—•, 

a b n a b 
Proporción que no se verifica en caso contrario. 

279. Dos cantidades son recíprocamente proporciona-
les) cuando con dos valores de la una y los correspon-
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dientes de l a o t r a se puede f o r m a r p r o p o r c i ó n , cuyos 
términos opuestos sean los dos p r imeros ó los dos s e ­
gundos. 

E s dec i r , que la p ropo rc i ón sera en este caso: 

a . b' 
b a 

280. Se reconoce que dos cant idades son rec íproca­
mente proporc ionales por medio del pr inc ip io siguiente: 

S iempre que el p r o d u to de dos valores de una cant idad 
sea i gua l a l producto de lot correspondientes de su r e í a -
t ipa , estas dos c a n t i i a d e s son rec iprocamente p roporc io~ 
na les ; y no lo serán en caso con t ra r i o . 

E n e fecto , 
a h' 

de a X ^ ' = ^ X 6' resul ta (155) — = - 7 -

y de no ver i f icarse la p r imera igua ldad , t ampoco se v e ­
r i f ica la segunda. 

281. Se conoce con el nombre de reg la de t res el 
p roced imien to que emp leamos para resolver todas las 
cuestiones comprend idas en el siguiente enunciado; dado 
el v a l o r de v a r i a s unidades concretas, h a l l a r e l v a l o r de 
o t ras va r i as de su misma especie, s iempre que exista p r o ­
po rc iona l idad entre el las. 

L a reg la de tres se d iv ide en s imple y compuesta, s e ­
gún que el va lo r que se busca dependa solo de l número 
de un idades, ó que dependa además de otras cond ic io ­
nes . 

282. R e g l a de t res s imp le . E l carácter general de las 
cuest iones que esta reg la resuelve es que en t ran s iempre 
cuat ro cant idades, inc luso l a incógnita', homogéneas dos 
á dos y l igadas po r una p ropo rc iona l i dad . 

E jemp lo . S i un móv i l recorre en 4 horas eon m o v í -
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tniento uniforme 150 km. ¿cuántos recorrerá con el mismo 
movimiento en 10 h ? 

t • ' j - í. 4h . . 150kra L a operación se dispone así: ^ +-" 
Diremos: si en 4 horas recorre ^0 x 

150 km, en doble número de horas 
recorrería doble número de km; luego existe (276) pro­
porcionalidad directa y se tendrá 

4 150 1^00 Q7, 
= ; x = -A = 0/5 

10 x ' 4 
283. Regla de tre compuesta E l carácter general de 

las cuestiones que esta regla resuelve es el de entrar 
siempre un número par de cantidades, incluso la incóg­
nita, homogéneas dos d dos y ligadas por una propor­
cionalidad . 

Su resolución consiste en descomponerla en varias re­
glas de tres simples, 

Ejb;mplo. 6 hombres trabajando 10 horas al día, ha­
cen una obra en 14 días; 8 hombres trabajando 7 horas 
al día ¿cuánto tardarán en hacer la misma obra? 

ghombres ^ Q horas 1 4 ' ' íaa 

_ 8 7 x 

Diremos: si 6 hombres tar Qhombres 1 4 ^ 1 6 y 
dan en hacer una obra 14 8 y | 8~ ' ~ 14 
días, doble número de hombres tardarán la mitad de días, 
luego la proporcionalidad es inversa (Suponemos que 
trabajan ias mismas horas.) 

Si trabajando !0 horas 10horas ^«Ha* j 10 x 
tardan los 8 hombres y 1 x )~7~ ^ 'y" 
días, trabajando 7 ¿cuántos tardarán? Trabajando doble 
número de horas, tardarán la mitad de días, luego la 
proporcionalidad es inversa. 
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Multiplicando ahora ordenadamente estas dos propor­
ciones tendremos: 

6 x 10 r x * . 
8 X 7 - j4 ^ y . 

o bien -= -— = -vt- de donde 
8 X 7 14 

^ 6 X 8 1 0 X 1 4 = , 5 d . a s 

284. Método de reducción d la unidad. Puesto que 
hemos dicho que el problema que resuelve la regla de 
tres, es determinar el valor de varias unidades concretas, 
dado el valor de otras varias de su misma especie; es i n ­
dudable que, conocido el valor de varias unidades, pode­
mos hallar el de una; y sabido ef.yalor de una, sabremos 
el de las varias que nos piden. 

Este procedimiento se llama métoio de reducción á la 
unidad. Aplicado al ejemplo anterior nos conduciría al 
siguente razonamiento. 

ói 6 hombres tardan en una obra 14 días, un hombre 
tardará 6 veces más, ó sea 1 4 X 6 días. Si un hombre 
tarda en la obra 1 4 X 6 días, ocho hombres tardaran ocho 
veces menos, es decir 

1 4 X 6 
8 

Si tardan estos días trabajando 10 horas al día, trabajando 
1 hora tardarían 

- ~ 1 4 X 6 X 10 f u • ^ -7u 1 4 X 6 X 10 --• •• ; y trabajando 7 horas - ^ — 
8 o X < 
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L I . 
Interés simple. 

285. Se llama interés la ganancia que produce un ca­
pi ta l empleado con la condición de que cada 100 unidades 
produzcan una cantidad determinada al cabo de un año. 

Tanto por ciento es la cantidad que producen 1 00 uni­
dades en un año. Se expresa abreviadamente t p0/a. 

E l interés se divide en simple y compuesto 
Es simple cuando las ganancias se perciben al término 

de cada periodo de tiempo, y compuesto cuando estas 
ganancias se acumulan al capital primitivo para producir 
á su vez, nuevos intereses. Ahora solo nos ocuparemos 
del primero. 

286. L a teoría del interés simple se funda en los s i . 
guientes principios: » 

I.0 P a r a tiempos iguales, los intereses son proporcio­
nales á los capitales. 

2.0 P a r a capitales iguales, los intereses son propor­
cionales d los tiempos. 

3.0 P a r a tiempos y capitales distintos, los intereses 
son directamente proporcionales d los produstos de los 
capitales por los tiempos respectivos. 

Los dos primeros son evidentes, el tercero se deduce 
inmediatamente de los dos anteriores. 

Llamemos y al interés del capital c en el tiempo í, 
y ' el interés del capital c' en t i tiempo t'. 

Si llamamos j / ' al interés del capital c en el tiempo í', 
tendremos comparando sucesivamente^" con y é /• ' , y 
teniendo en cuenta los dos primeros principios. 
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r t 
r" *' [ a a * y c x * 

„ > de donde •—•• = —. -
y c y ' c ' X t ' 

y ~ "v) 
conforme al 3er principio. 

287. Hemos visto que el interés solo depende del c a ­
pital y del tiempo, cantidades relativas entre las que 
existe proporcionalidad, y, por tanto, las cuestiones de 
interés simple son sencillamente de regla de tres que ya 
hemos examinado. 

Así, cuando el tiempo es 1 año, 
llamando r al tanto por ciento, y 100 , . . . r 
planteando el problema en la forma c y 
acostumbrada, tenemos = 

c y 
Cuando el tiempo es diferente de 

un año, tendremos asi mismo. S i 100 1 r 
c t y 

, , 100 X I r 
que nos da • rr — . 
4 c X t y 

Este 1 se reemplazará por 12 ó 330, según que el 
tiempo venga expresado en meses ó días. Esta fórmula 
nos dá una cualquiera de las cuatro cantidades c, í, r ó y% 
cuando se conocen las otras tres. 

Ejemplos, i.0 ¿Qué capital se necesita para que i m ­
puesto al 5,25 p7a produzca una renta de 325J pesetas? 

2.° ¿Qué interés producen 9750 pesetas al 6,75 p%^ 
3.0 Cuánto tiempo se necesita tener impuestas 14275 

pesetas para que al 4,75 p7o produzcan 425? 
4.0 A qué tanto por ciento anual se han de imponer 

21315 pesetas, para que en 250 días produzcan 875 pe­
setas? 

24 
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LII. 
D e s c u e n t o . 

288. Leíra de cambio es un documento mercantil, por 
el cual una persona manda á otra que pague una cantidad 
determinada, á la orden de otra tercera persona. 

La letra puede ser á la vista ó á plazo. E l tenedor 
puede endosarla, ó sea trasmitir su derecho á otra per­
sona. 

Pagaré és un documento por el cual una persona se 
obliga á pagar cierta cantidad, á la orden de otra, en un 
plazo dado. 

Las letras de cambio y pagarés son negociables, es de­
cir, pueden cobrarse, ó hacerse efectiva-, antes de su ven­
cimiento; mas en esce caso el tenedor de ella debe pagar 
el interés del dinero que percibe por el plazo que falta 
hasta el vencimiento. 

De ahí que se llame valor nominal al de la letra el día 
de su vencimiento. 

Valor actual, e\ de la letra antes de su vencimiento, 
que es siempre naturalmente menor que el nominal, y 

Descuento á la diferencia entre el valor nominal y el 
actual. 

289. E l descuento puede ser racional y comercial. 
Descuento comercial es el interés del valor nomina!, y 
Descuento racional es el interés del valor actual, en el 

tiempo que falta para el vencimiento. 
En el descuento comercial ó usual se cobra, pues, el 

interés de un capital que no se entrega; percibiendo el 
tomador de la letra una cantidad mayor de la debida. 
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L a obtención de las fórmulas de uno y otro descuento 
queda, pues, reducida a la del interés ya conocido. 

A s i , llamando A al valor actual, N al nominal y d al 
descuento, la fórmula del descuento comercial la obten­
dremos de la ya conocida (287). 

100X1 r , , , . NXtXr 
• de donde a = N X í ~~' d ' 1 0 0 x 1 

Ejemplos. I.0 Descontar comercialmente una letra 
de 3500 pesetas, que vence dentro de 95 dias, al 4,75 
por 100. 

2 o A qué tanto por ciento se ha descontado una le­
tra de 4125 pesetas que vence dentro de 2 meses y por 
la que se han dado 4094,05 pesetas. 

* 290. L a fórmula del descuento racional será del 
mismo modo: 

1 0 0 X 1 r ^ ^ , ^ A:f..r 
-; de donde a = A X t d ' ~ 100X1 

y por lo tanto 

A = N — A i ^ - ó s e a 100X1 X A = 1 0 0 X 1 X N — A í r; 
100 X 

1 0 0 X l X A + A í r = 1 0 0 X l X N ; 
A ( 1 0 0 X 1 + ^ ) = 1 0 0 X ! X N ; 

100 X 1 X N 
y, por último, A : 

100 X I + ^ 

Ejemplos. I.0 Descontar racionalmente al 3,25 p'/o 
uíia letra de 8750 pesetas que vence dentro de 115 días. 

2.0 ¿Cuál es el valor nominal de una letra que vence 
dentro de 3 meses, y por la que se han recibido 3250 pe­
setas al 4,25 p%. 
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LIII. 
Cuestiones de percentaje. 

291. Se conocen, en general, con el nombre de cues~ 
tiones de percentaje todas las que dependen de un tanto 
por ciento. 

Tanto por ciento de una cantidad es un número deter­
minado de centésimas partes de dicha cantidad. 

Así, pues, el uno por ciento de una cantidad es su 
centésima parte. 

Tanto por uno, es el valor del tanto por ciento corres­
pondiente de la unidad. De suerte que el tanto por uno de 
una cantidad es la centésima parte de su tanto por ciento* 

292. Se llama uno por tantos de cualquier cantidad, á 
una parte alícuota de esa cantidad, cuyo denominador es 
el tantos. 

E l uno por tantos se convierte fácilmente en tanto por 
ciento. 

Llamemos x al tanto por ciento equivalente al uno por 
r de una cantidad. 

Tendremos ...••..—.... = — ^ de donde # = 
100 r ' r ' 

luego para convertir el uno por tantos en tanto por cien­
to, se divide 100 por los tantos. 

293. Las cantidades que hay que considerar en toda 
cuestión de percentaje son tres; el número dado, que lia 
maremos n, el tanto por ciento r, y el valor de ese tanto 
por ciento del número dado, ó sea el percentaje, que re­
presentaremos por p. 

Aplicando la fórmula (287) del interés, resulta que la 
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del percentaje será = — , que nos dá el valor de 

cualquiera de las tres cantidades n, r, p, cuando se cono­
cen las otras dos. 

Ejemplos. I.0 ¿Cuál es el 3,2ó p70 de 8970? 
2.° ¿De qué número es 415 el 7,50 p%? 
3.° ¿Que tanto por ciento de 625,50 es 75,25? 
294 Seguros. Se llama seguro un contrato por el que 

una sociedad se obliga á indemnizar á un individuo las 
pérdidas que causen en su propiedad ciertos accidentes. 

Los derechos de seguro, ó primas, consisten general­
mente en el tanto por ciento del valor de la cosa asegu­
rada. 

Ejemplo. ¿Cuánto cuesta asegurar contra incendios 
una casa tasada en 57500 pesetas al 0.75 p0/o ^e prima? 

295 Taras En el comercio se llama peso bruto al 
peso de la mercancía con la cubierta que la encierra, y 
peso neto al peso intrínseco de la misma. 

L a diferencia entre el peso bruto y el peso de las 
cubiertas ó embalajes, para obtener el peso neto, se llama 
tara. 

Las taras se aprecian; ó á tanto por bulto, ó á tanto 
por ciento. E l primer caso, se resuelve por una sustrac­
ción solo, el segundo es una cuestión de percentaje. 

296 Comisiones y corretajes. Comisionista es la 
persona que se dedica á comprar ó vender por cuenta de 
otra. L a cantidad que recibe por este servicio se llama 
comisión. 

Cuando la compra ó venta es de valores en papel ó 
moneda, el comisionista se llama corredor, y la comisión 
corretaje. 

Las comisiones y corretajes consisten en un tanto por 
ciento del. valor negociado. 
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Ejemplo. Un comisionista tiene señalado 7,50 p% de 
comisión; ha vendido géneros por valor de 9750 pesetasj 
¿cuánto ha ganado y cuánto tiene que entregar al pr in­
cipal? 

297, Derechos de aduanas. Reciben este nombre los 
que recauda el Estado por la importación ó entrada de 
los productos extranjeros, y por la exportación ó salida 
de los nacionales. 

Estos derechos se perciben en los establecimientos 
llamados aduanas, con arreglo á una tarifa ó arancel, y 
son de dos clases: ad speciem y advalorem ó por avalúo. 

Los derechos ad speciem se fijan p; ra cada objeto ó 
conjunto de objetos, y se resuelven por una multiplicación. 

Los derechos ad valoreen, según un tanto por ciento 
del valor de la mercancía, y constituyen una cuestión de 
percentaje. 

Ejemplo. ¿Cuánto tiene que adeudar una partida de 
productos químicos valuada en 2375 pesetas que tiene 
señalados en el arancel el 17,45 p0/,, de derechos de intro­
ducción? 

298. Rentas sobre el papel del Estado. E l gobierno 
para satisfacer las atenc?ones del Estado, en los casos de 
penuria del tesoro público, apela á empréstitos, emitiendo 
títulos que expresan la cantidad prestada y el interés 
anual estipulado. 

Estos títulos pueden negociarse con arreglo á una ley 
llamada de Bolsa, y se adquieren por un valor efectivo 
menor generalmente que el nominal. 

Renta del papel es el interés eíeccivo de 100 unidades 
de valor nominal. 

Estas cuestiones son cuestiones de percentaje. 
Ejemplos, i.0 ¿Cuál es el valor efectivo de 7500 pe-
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setas en títulos del cuatro por ciento amortizable al cam­
bio de 73, 10 por % ? 

3,° ^Cuánto papel del cuatro por ciento exterior se 
puede comprar con 15000 pesetas estando el cambio á 
81 ,20po r0 /0? 

299. Cambios. Son los pagos que hace una persona 
á otra residente en pla^a distinta. 

Se dice que el cambio está á Va. par , con premio ó con 
daño, según que el valor que se pague en una plaza sea 
igual, menor ó mayor que el recibido en la otra. 

E l cambio es directo cuando solo intervienen dos pla­
zas, y las cuestiones que origina son, en general, de per­
centaje. 

E l cambio es indirecto cuando intervienen más de dos 
placas y originan una regla conjunta. 

E l estudio completo de todas estas cuestiones perte­
nece á la Aritmética mercantil. 

Ejemplo. U n comerciante de Madrid tiene que pagar 
géneros comprados en París, por valor de 15750 pesetas, 
estando el cambio á 11,50 daño ¿Cuánto importan los gé­
neros? 

LIV. 

Repartimientos proporcionales. 

300, Todas las cuestiones de repartimientos propor­
cionales están reducidas al siguiente problema general. 

D iv id i r un número N en partes proporcionales á otros 
números dados a, b, c .; que henos resucito ya (166.) 

Los repartimientos proporcionales se aplican á una 
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porción de cuestiones que se resuelven todas mediante el 
problema general que acabamos de enunciar, por más que 
no puedan comprenderse en una denominación común. 

Ejemplo. Tres personas juegan un décimo de diez pe­
setas á la lotería; una ha puesto 2 pesetas, otra 3 y la ter­
cera 5. Obtienen un premio de 500 pesetas, ¿cuanto co­
rresponde á cada una? 

301. Reparto de contribuciones. Cada ciudadano debe 
contribuir al sostenimiento de las cargas públicas en pro­
porción á su riqueza; de ahí que las oficinas del Estado 
tengan la misión de repartir las contribuciones entre todas 
las provincias, en proporción á su riqueza imponible; las 
oficinas provinciales reparten esa cuota provincial en 
partes proporcionales á la riquezs de sus pueblos respec­
tivos; y cada Ayuntamiento, á su vez, distribuye la cuota 
del pueblo, en partes proporcionales á la riqueza impo­
nible de sus vecinos. 

302. Cupo de quintas. De modo análogo se reparte 
el contingente necesario para el reemplazo del ejército en 
partes proporcionales á los mozos sorteables. 

303. Socorros mutuos. Se llaman sociedades de so­
corros mutuos las que se constituyen con el objeto de 
reintegrar á los asociados de los daños ó perjuicios que 
puedan sufrir por accidentes desgraciados, independientes 
de su voluntad. 

Los daños sufridos por uno de ellos se satisfacen entre 
todos, en partes proporcionales al capital que representa 
cada uno en la sociedad. 

Ejemplo. Seis labradores se constituyen en sociedad 
para asegurar sus ganados Los del I.0 se tasan en 975 pe­
setas; tos del 2.° en i 3 l 5 ; los del 3.0 en 2125; los del 4,0 en 
1560; los del 5.0 en 1125 y los del 6.° en 2374. E l según-
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do experimenta en los suyos una pérdida valuada eti 
6o0 pesetas, ¿cuánto debe abonarle cada uno de sus con­
socios? 

LV. 
Regla de compañía. 

304. L a aplicación más importante de los reparti­
mientos proporcionales es la regla de compañía Su obje­
to es repart ir las gznznsias ó pérdidas dí una ociedad 
entre los socios, ea partes proporcionales al capital de 
cada uno y a l tiempo que lo ha tenido en la sociedad. 

E l _apital impuesto por cada socio, recibe el nombre 
de imposición ó acción, la suma de las imposiciones forma 
el capital social; las ganancias ó pérdidas de la sociedad, 
que han de repartirse entre los socios, se llama dividendo 
general; y la parte que á cada socio corresponde, d iv i ­
dendo parc ia l . 

305- Los principios generales de la regla de compañía 
son tres: 

I.0 P a r a tiempos iguales, los dividendos parciales son 
proporcionales á las imposiciones, 

2.0 P a r a imposiciones iguales, los dividendos p a r d a " 
les son proporcionales á los tiempos. 

3,0 P a r a imposiciones y tiempos distintos, los dividen­
dos parciales son proporcionales á los productos de las 
imposiciones por los tiempos 

Los dos primeros son evidentes; el tercero se deduce 
dé ellos, como su análogo del interés simple (286). 

E l problema general de la regla de compañía consiste 
en averiguar los dividendos parciales, conocidos el divi­
dendo general, las imposiciones y sus tiempos respectivos. 

26 
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Sü resolución se deduce de los principios fundamen­

tales conriigaados. 
Ejemplos, i.0 Cuatro banqueros forman sociedad para 

explotar un negocio; el i.0 impone 356)0 pesetas; el 
2.° 25925; el 3.0 40300; y el 4 0 18750. Ganan 66250 pe­
setas, ¿cuánto corresponde á cada uno? 

2.0 Un industrial emprende un negocio con un capital 
de r4785ü pesetas; á los seis meses admite un socio 
con 75820; á los doce otro con 65320; y a los quince 
aceptan un cuarto con 59750. A los ocho meses se desha­
ce la sociedad, con una pérdida de 85450 pesetas, ¿Cuánto 
pierde cada uno? 

LVL 
Regla de aligaeión. 

306. Se llama mezcla la reunión de dos ó más sus­
tancias en cantidad arbitrar ia, conservando su propia 
naturaleza. 

Regla de aligación es el modo de resolver los dos pro­
blemas siguientes: 

I.0 Dadas las cantidades que se meiclan y sus precios 
respectivos, hallar el precio medio ó precio de la mezcla. 

2.0 Dados el precio de la mezcla y los de las cantida­
des que se meiclan, hallar estas cantidades. 

L a regla de aligación se divide en directa é inversa, 
según resuelve el primer problema ó el segundo. 

307. Sus principios fundamentales son tres: 
i.0 L a cantidad de la mezcla es igual á la suma de las 

cantidades mezcladas. 
2,0 E l valor de la mezcla es igual á la suma de los 

valores de las cantidades mezcladas. 
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3.° Cada dos cantidades mezcladas son inversamente 
proporcionales d las diferencias entre sus precios respec­
tivos y el precio de la mezcla. 

Los dos primeros sirven de fundamento á la regla de 
aligación directa, y el tercero á la inversa. 

E l primero es consecuencia de la definición. 
E l segundo es evidente, puesto que no se debe ganar 

ni perder en la mezcla. 
E l tercero se deduce de los anteriores, pues si l lama-

mamos c y c' a las cantidades mezcladas,/» y / / á sus 
precios respectivos; C á la cantidad de la mezcla y P á su 
precio; tendremos, con arreglo al segundo principio, 

c x p + y x / « c x p, 
pero según el primer principio, 

C = c + c' 
y sustituyendo en vez de C su valor, en la igualdad 
anterior, . . 

c X P + c X P ' ^ { c + c ' ) ? 

ó c x p + c ' x / ^ c x p + c ' x p ; 
de donde 

c X P - c X ^ ^ C X ^ — c ' X P , 

ó sea c (p — P) == c (P — / ) 

y , por fin, (155), 

c P — / 
c' p — P 

308, Regla de aligación directa. 
Del segundo principio. 

C X P = c X P + c' X / + c " X p" -j-

se deduce 
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c-xp + c1 x / + ^ ' x K + . 
c + c ' + c " + . 

que origina la siguiente regla. 
P a r a hallar el precio medio ó precio de la mezcla, se 

divide la suma de los valores de las cantidades mezcladas 
por la suma de estas cantidades. 

Ejemplo. Un cosechero mezcla 16 H l . de vino de 45 
pesetas el H l . , con 24 H l . de 5'2 pesetas; con 18 H l . de 
36 y con 12 H l . de 40. ¿A cómo debe vender el H l . de 
la mezcla? 

309. Regla de aligación inversa. Conviene distinguir 
dos casos: 

i.0 Que sean dos las sustancias que se mezclan. 
3.° Que sean más de dos. 
Pr imer caso. Si son dos las cantidades mezcladas, de 

la igualdad. 

c P — / 
cii"" " " y — T 

se deduce que debe restarse del precio medio el precio 
menor y se tendrá la canti iad que ha de mezclarse del 
mayor precio; y se resta del precio mayor el precio me 
dio y tendremos la que debe entrar del precio menor, 
pues haciendo en dicha igualdad 

c = P - / , y c ' ^ p - V , 

resulta 

P _ y P —?' 
'"Y-T"~ --j-v 

igualdad evidente, 
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Escolios. I.0 De ••- = ~ ^ , resulta también 
c p — P 

me P — p' 
me p — P ' 

l o que nos dice que después de hal lados los valores de 
c y c', todos los números equimúl t ip los de sus va lores 
corresponden al mismo precio med io , es dec i r que el 
p rob lema tiene un número i l imi tado de soluciones; por 
lo cual se dice que es inde te rm inado 

2 0 Es ta indeterminación desaparece cuando se dá una 
de las cant idades, pues si conociéramos c; la p roporc ión 

c P — p ' 
""?• ~ - - ^ - p -

nos haría conocer un solo va lo r para c'. 
E jemplo. U n fabricante mezcla har ina de 130 pesetas 

el H L . con otra de 98 pesetas ¿cuántos debe tomar de 
cada clase para que resulte harina de 110 pesetas? 

310. Segundo caso. Se reduce al anterior, t omando 
p r imero dos de los precios dados que comprendan al 
prec io medio , después otros dos en las mismas cond i c i o ­
nes, y así sucesivamente hasta operar con todos e l los . 

E jkmplo U n fabricante mezcla har ina de 110 pesetas 
el H l . con otra de 9 3 ; con otra de 90 ; con otra de 120, y 
con otra de 104. ¿Cuántos H l . de cada clase debe tomar 
para que resulte harina de 98 pesetas? 

E s c o l i o . C o m o las resoluciones parciales en que se 
descompone este caso corresponden al anter ior, d icho se 
está que resulta l a misma indeterminación cons ignada 
para aquél . 
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LVIL 
Regla conjunta. 

311. Se llaman cantidades equivalentes las que tienen 
el mismo valor, por más que expresan unidades d i fe ­
rentes. 

Equivalencia es la expresión de ser equivalente dos 
cantidades. Se representa por el signo < > , llamado 
equivalente, que se emplea lo mismo que el signo — en 
las igualdades. 

Se llama regla conjunta la que nos enseña á hallar la 
cantidad equivalente en determinada especie d otra dada, 
por medio de ciertas equivalencias que ligan d ambas. 
Se funda en el siguiente principio: 

S i se multiplican ordenadamente varias equivalencias, 
dispuestas de tal modo que el primer miembro de cada una 
sea de la misma especie que el segundo de la anterior, los 
productos serán equivalentes, siendo el primero de la p r i ­
mera especie y el segundo de la últ ima. 

Sean las equivalencias aP = ¿i 
ck. = ár 
wr „ . na 

digo que a c mv = b d ns . 

Enefectoy multiplicando los dos miembros de la pr i ­
mera pa re , y? los dos de la segunda por ¿, resultará, 

a c P = b e l 1 
b e l = b dv ) de donde a c P =-= ¿ dr 
m1' = n s ) m l = r h 



y multiplicando ahora los dos de la primera por m, y los 
de la segunda por b d , tendremos 

a c m? = b d mr 
t a c wfi ~ b d n * b d mr = b d ns 

que es lo que queríamos demostrar. 
Si hubiese más equivalencias, continuando del mismo 

modo, se demostraría siempre el principio. 
312. teniendo en cueala que el teorema es general, 

cualquiera que sea el orden de las equivalencias, con tal 
de que satisfagan á la condición de que el primer miembro 
de cada una sea de la misma especie que el segundo de 
la anterior, y que si la primera y la última especie son 
homogéneas la equivalencia se convierte en igualdad; los 
problemas de regla conjunta se resolverán con suma fa-
cLidad, con solo atender á la disposición conveniente de 
las equivalencias. 

Supongamos, por ejemplo, que se nos pidiera reducir 
878^5 pesetas á reis, sabiendo que 1 libra esterlina tiene 
4500 reis, que 100 francos equivalen á 4 libras esterlinas 
y que 5 francos tienen 4,75 pesetas. 

Disponiendo las equivalencias, con arreglo al principio 
demostrado, tendremos: 

x reis. O 8786 ps, i 
A n t í , , „ ^ S . c: f r f 

100 fr <> 4 Ib Me donde. X 4,75X100 X 1 = 
U b . < > 4 5 0 o J 8 7 8 6 X 5 X 4 X 4 5 0 0 . 

8 7 8 6 X 5 X 4 X 4 5 0 0 ^ « ^ ^ . 
y * - — - I jBxToo ^166471í) 1•elS• 
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PROBLEMAS 
RELATIVOS A L A PROPORCIONALIDAD DE LOS NÚMEROS 

CONCRETOS. 

I. Una pieza de tela de 25m de largo cuesta 31,50 
pesetas ¿cuánto costará una pieza de la misma tela que 
tiene 37m ,7 )? 

II. ¿Cuantas pesetas importan 703 gallones de vino 
comprados en Portugal á 12500 reis el K l , sabiendo que 
una libra esterlina tiene 24Ü peniques; 350 gallones 159 
litros, 50 peniques equivalen á 5 pesetas y 900 reis á 2 
libras esterlinas. 

III. ¿Cuál es el 2,25 p. % de 3570 pesetas? 
IV . Sabiendo que los espacios son como los cuadra­

dos de los tiempos empleados en recorrerlos, y que un 
cuerpo recorre 4ra ,904 en el primer segundo, se desea 
saber cuanto tardara en llegar al fondo una piedra desde 
una altura de 245m . 

V . U n viajante que tiene señalado el l2p0/0 de co -
misión ha colocado géneros por valor de 8570,75 pesetas 
¿cuánto le corresponde? 

VI . ¿Cuántos K g . de café de á 4 pesetas; de 5,25; de 
6,75; de 7 y de 7,50 pesetas se han mezclado para que 
resulte café de 6,50 pesetas el Kilogramo? 

VII . Y a sabemos que el sonido recorre 340m por se­
gundo; en su virtud ¿cuánto tiempo tardará en oirse el 
ruido producido por la caida de un cuerpo desde una 
altura dé 178 m . 

V I K . Dispone uno en su testamento que su capital 
importante 354000 pesetas se reparta entre su padre, dos 
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hermanos, tres hermanas y seis sobrinos del siguiente 
modo: á los sobrinos á partes iguales; a cada hermano lo 
que a un sobrino mas la tercera parte; á cada hermana lo 
que al hermano más la mitad; y al padre lo que á cada 
hermano más lo que á cada hermana ¿cuanto ha corres­
pondido á cada uno? 

IX 14 hombres trabajando IQ^ al día y empleando 
una fuerza representada por 8, hacen una obra cuya resis­
tencia es 5, en 28 dias ¿cuántos dias emplearán 19 hom­
bres, trabajando 8h al día, con una fuerza como 6 y una 
resistencia como 9? 

X . ¿Qué prima habrá que satisfacer para asegurar una 
finca que vale 350000 pesetas, siendo la prima de 
0,75 p7„? 

X I . Descontar comerciaimente una letra de 8570 pese­
tas, que vence dentro de 3 meses, al 6,25 p"/0 

XII . E l pasivo de un comerciante declarado en quie­
bra es de 85350 pesetas; el activo es 12570; ¿cuánto cor­
responde cobrar por un crédito de 3000 pesetas? 

XIII. ¿Cuánto cuestan 17000 francos, estando el cam­
bio á 13,75? 

X I V . ¿A. qué tanto por ciento habrá que imponer 7580 
pesetas para que produzcan 454,80? 

XV". ¿Qué derechos de aduanas tiene que satisfacer 
un comerciante por una mercancía que paga el 15 p% y 
vale -^SSOO pesetas? 

X V I , A qué tanto por ciento habrá que imponer 45000 
pesetas para que en 183 dias produzcan 2134? 

X V Í I . Se mezclan 47 fanegas de trigo de á 15 ptasv 
con 54 fgs. de 17 50; con 75 fgs. de 14 ptas., y con 48 
fanegas de 18 ptas ¿cuál es el precio de la mezcla? 

XVI I I . De qué número es 315 el 7 p0/^ 
X I X . ¿Cuánto falta para que venza una letra de 8740 

26 
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pesetas por la que han dado 8710, siendo 5 el tanto por 
ciento de descuento? 

X X . Cuatro individuos forman sociedad; el Io pone 
4000 ptas. por 15 meses; el 2.° 1510 por 8 meses; el .31° 
9000 ptas. por 10 meses; el 4.0 12000 ptas. por 6 meses. 
Ganan 8000 pesetas ¿cuanto corresponde á cada uno? 

X X I . ¿Qué capital se necesita para que al 6 p'/o pro­
duzca en 5 meses 3150 pesetas? 

X X I I . Una barra de plata, tiene 3")0 K g . de peso y-su 
ley es de 0 857. ¿Cuántos Kof de plata pura habrá que 
añadir para elevar su ley á 0.890? 

X X I H . A qué tanto por ciento se ha descontado una 
letra de 412 I ptas., que vence dentro de 2 meses, por la 
que se han recibido 408'}? 

X X I V . ¿Cuál es el peso neto de un cargamento de 
75000 K g . , siendo la tara el 1 8 pn/0? 

X X V . Con 380ü0 pesetas cuánto papel del 4p70 amor, 
tizable se puede comprar, estando en Bolsa al 78,25 p0/'»? 

X X V I ¿Cuánto tiempo se necesita tener impuestas 
26640 ptas. para que al 6 p0/,, produzcan 8 i 5 ptas? 

X X V I I . ¿A que cambio se pueden comprar 75000 pe­
setas nominales, en títulos del 4 p%í coa 52340? 

X X V I I I . 85700 ptas. al 5 p70 en 8 meses, cuánto pro­
ducirán? 

X X Í X . Cuál es el valor nominal de una letra que ven­
ce dentro de 40 dias, por la que se han recibido 3250 pe ­
setas al 8 p0/o de descuento? 

X X X . ¿Cuál es el 2,25 ? % de 3750 pesetas? 
X X X I . L a escala del termómetro Fahrenheit tiene 

212°, correspondiendo el grado 32 al cero de las escalas 
centígrada y de Reamur. A cuántos grados de estas esca­
las corresponden 17°, 28° y 45° de la primera? 

X X X I I . Los cubos de las distancias al Sol de los pía-
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netas son proporcionales á los cuadrados de los tiempos 
de las revoluciones alrededor del sol; ¿cuáles serán estos, 
siendo el de la Tierra 3:)5d 6h G111 lOJS3 , sabiendo que 
las distancias medias son; Mercurio 0,38709; Venus 
0,72 583; Tierra 1.00000; Marte 1,52389; Júpiter 5,20277; 
Saturno 9,51885; Urano 19,18273. y Neptuno 30,03328. 

X X X I H 34 obreros, trabajando 9 horas al día, h\n tar­
dado 35 días en hacer un muro de 4^ , de alto, 158m . de 
largo y 1,25 de grueso ¿cuántos días tardarán 25 obreros, 
trabajando 8 horas al día, para hacer uno de 3ra de alto, 
75m de largo y 0,50 de grueso? 

X X X I V . Un prestamista dá 5745 pesetas al 8 p"/,,- A 
los seis meses, 2350 á la misma persona, con el mismo 
interés, y finalmente 1530 á los tres meses del último 
préstamo y en las mismas condiciones. Cuatro meses más 
tarde le entrega el deudor 1250 pesetas; al cabo de otros 
seis meses 3425 y dos meses después 38')0. ¿Cuanto le 
resta? 

X X X V . Un propietario tiene asegurada su ca^a esti­
mada en 8')003 pesetas al 0,7ó pa/0, durante 4 años 7 me­
ses y 1 1 días, al cabo de los cuales se produce un incendio 
que causa daños valujdos en los s/7 del capital asegurado, 
¿cuánto deberá '•ecibir de la compañía á la cual tiene 
satisfechas las primas correspondientes á las cuatro anua­
lidades? 

X X X V I . U n comerciante compra géneros que paga al 
contado, por lo que el fabricante le rebaja el 5 "/o del 
importe de la factura, con lo que se beneficia en 325,75 pe­
setas ¿cuánto importa la factura y cuánto ha tenido que 
pagar? 

X X X V I I . L n comisionista compra una partida de 
84 docenas de abanicos á 8,')0 pesetas docena, con una 
rebaja de un 4 p0/o") Quq consigue colocar á los 4 meses 
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á 9,25 pesetas la docena, con un descuento del 2,75 p%. Se 
desea saber lo que gana el comisionista, teniendo en 
cuenta el interés de su dinero al 5 p0/o 

X X X V I I I . Una persona compra 2250 pesetas de renta 
del 4 p70 amortizable al 78,25 por ciento: Baja el papel 
á 76,5i) y compra doble cantidad; y al subir á 77,80 vende 
todo el papel. ¿Qué resultado ha obtenido de estas ope­
raciones? 

X X X I X . Fundiendo una barra de plata de 500 g de 
peso 7 ley de 0,815, con otra de plata pura, ha resultado 
una barra cuya ley es de 0,905. ¿Cuál es el peso de la 
barra de plata pura y cual el de la que ha resultado? 

X L . Un comerciante deja una fortuna de 75000 pese­
tas á repartir entre cuatro sobrinos, en partes inversamente 
proporcionales á los beneficios que el último año hayan 
obtenido de sus industrias respectivas. Examinados los 
libros, se vé que el 1." ha ganado 5210 pesetas; el 
2,° 1975; el 3.0 3500 y el 4.0 2225. Los gastos de testa­
mentaría ascienden al 6,50 p0/0 de la herencia. ¿Cuánto le 
corresponde percibir á cada uno? 



LVIII. 
Nociones preliminares. 

I. Algebra es la citncia que estudia las leyes genera­
les de la cantidad. 

En la Aritméúca hemos estudiado las leyes del núme­
ro, ó sea de la cantidad determinada numéricamente, 
atendiendo, por consiguiente, tan solo á su valor cuanti­
tativo. 

E n el Algebra atenderemos también á su cualidad ó 
modo de ser, considerando la cantidad independiente­
mente de su valor numérico. L a Aritmética emplea signos 
part iculares referidos á una unidad; en el Algebra em­
plearemos signos generales sin relación cuantitativa con 
la unidad. 

De aquí resulta que resuelta una cuestión en Ar i tmé­
tica, precisa resolverla de nuevo cuando se presente con 
distintos datos, porque las operaciones aritméticas no 
dejan huella de los núneros que las producen; mientras 
que los signos que emplea el Álgebra, dejan marcada en 
cada cuestión la serie de operaciones que es preciso hacer 
con los datos para llegar al resultado. 

27 
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2. Para la mejor inteligencia de to expuesto, resolva­
mos el siguiente problema: 

Dada la suma y la diferencia de dos cantidades, hal lar 
estas cantidades. 

Sea s la suma y d la diferencia, que suponemos dadas. 
Si llamamos x a la mayor é j ^ á la menor de las canti­

dades pedidas; tendremos, con arreglo al enunciado, 

x -\- y ~ s 
y sumando estas dos igualdades, x X 
tendremos, x -j- -̂  == * + ^ 

de donde, tomando la mitad de los dos miembros, 

„ s d 

Restando ahora las mismas das igualdades primeras, 
resulta 

y + y = s ~ d; 
i 

de donde 

s d 
r = = ~2 2"" 

Estas dos expresiones, que marcan los valores de * é 
y t se l laman/órmií/íW, y nos indican las operaciones que 
deben efectuarse con los datos para obtener las incógnitas 

Traducidas al lenguaje ordinario, nos dicen ^ue la 
mayor de las cantidades buscadas es igual d la semi suma 
mas la semi d i , 'erencia, y la menor es igual d la semi­
suma menos la semi di ferencia. 

De este modo el Álgebra al darnos los valores de las 
incógnitas, nos revela á la vez las relaciones que con los 
datos las ligan, bastando en cada caso particular reera-
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pkzar , en las fórmulas obtenidas, los datos por sus valo­
res respectivos, para hallar los de las incógnitas. 

Así, si se quisiera saber qué cantidades dan 38 de 
suma y 24 de diferencia; tendríamos 

38 . 24 01 38 24 ' 

" =-2" + ir = 31'-^ir- ir =7-
3. Notación algebraica es el mod& de expresar las 

cantidades y sus leyes genérales. 
Las cantidades se representan en álgebra por las letras 

del alfabeto, empleando las primeras para representar los 
datos y ¡as últimas para las incógnitas. 

Los signos de las operaciones son los mismos de la 
Aritmética, pero el producto se indica colocando los fac -
tores sin interposición de signo. 

E l multiplicador toma el nombre de coeficiente y se 
coloca á la izquierda' de la cantidad que multiplica. Así 
4 a quiere decir a X 4, y el 4 se llama coeficiente de a . 
Como el producto de cualquier cantidad por 1 es la mis­
ma cantidad, de ahí que consideremos siempre toda can­
tidad como un producto cuyo coeficiente es 1. 

Por la misma razón consideraremos que toda cantidad 
sin exponente lleva implícito el exponente 1. 

4. Cantidad l i teral ó algebraica, y también expresión 
algebraica ó literal, es toda cantidad representada por los 
signos algebraicos. 

W — Tales son 4 a2 b. — y \ / 2 a — w 

5. Términos de una cantidad algebraica son cada una 
de las partes unidas por los signos -|- ó —. 

Así, a8 -}- 4 a2 6 - § a P -\- b* tiene cuatro términos. 
6 Las cantidades literales reciben los nombres de 

monomio% cuando constan de un solo término; binomio, si 
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tienen dos; trinomio, cuando estín formadas por tres, etc. 
y, en general, la expresión que consta de varios términos, 
se llama polinomio. 

7. Se llama cantidad racional la que no contiene nin­
gún radical. Kn caso contrario se llama irracional. 

Expresión algebraica entera es la cantidad racional 
que no contiene ningún denominador. Si lo tiene se llama 
f racc ionar ia . 

8. Grado de un monomio es el número de sus factores 
¡•'.erales. Así 4 a* b'2 c es de 5 0 grado. 

Está determinado por la suma de los exponentes de 
sus let.as. 

Polinomio homogéneo es el que tiene todos sus térmi­
nos del mismo grado, 

9. Valor numérico de una expresión algebraica, es el 
que resulta de reemplazar sus letras por números particu­
lares. 

Así el valor numérico del polinomio 

x3 -{- a x* -\- a* x — a3 para x =: 3 , y a ~ 2; será 

33 + 2 X 32 + 22 X 3 — 23 = 49: 

10. Se dice que una cantidad es función de otras, 
cuando su valor depende del que reciban estas otras. Así 
en el problema resuelto (2) k é y son funciones de s y d. 

11. Atendiendo á la cualidad ó modo de ser de las 
cantidades, obsérvase fácilmente que toda cantidad tiene 
dos modos de ser opuestos. E l debe y el haber, el pasado 
y el futuro, las distancias contadas hacia la derecha ó 
hacia la izquierda, etc. , nos comprueban esta verdad inne­
gable; como que tanto el tiempo como el espacio los 
contamos en dos sentidos ó direcciones opuestas. 

Estas dos cualidades, que no se definen en su esencia, 
pero que se determinan por su oposición, las distingue el 



— 209 — 

álgebra con las denominaciones á¿ positivo y negativo. 
De suerte que si llamamos positivo al modo de ser de 

una cantidad, su opuesto sera nejxtivo, y viceversa. 
Las cantidades positivas y negativas se distinguen por 

los signos 4" y —. Cuando una cantidad no va precedida 
de signo alguno, se entiende que la antecede el signo -j-. 

12. De lo expuesto se deduce que si suponemos colo­
cadas las cantidades positivas por orden creciente de su 
valor absoluto desde 0 hacia la derecha, y las cantidades 
negativas desde 0 hacia la izquierda, 

—«. . . .—3. . . .—2. . . .— 1 . . . .—- . . . .0 , - ....l....2....3..:.«... 
n n 

si las primeras crecen á medida que nos alejemos de 
cero, las segundas irán disminuyendo,y el estudio de esta 
serie de valores nos conduce á los siguientes principios. 

r u Toda cantidad negativa es menor que cero, 
2.° De dos cantidades negativas, es mayor la que 

tiene menor valor absoluto. 
Escolio. Este cero lírrite. de donde arrancan los dos 

modos de ser de toda cantidad, es un cero relativo; el 
cero absoluto, es decir la carencia absoluta de cantidad, 
no admite nada menor. 
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OPERACIONES FUNDAMENTALES. 

LIX. 
Adiáón y sustracción de expresiones enteras. 

13. Las operaciones del Álgebra son las mismas que 
las de U Aritmética pero teniendo en cuenta siempre el 
doble concepto caawtitat'po y ciialltatipo de las cantida-
ües No son verdaderas operaciones, en el sentido aritmé­
tico de esta palabra, sino mas bien indicación de cálculos 
que hay que efectuar, ó, á lo sumo, transformaciones que 
den íorma mas sencilla á ios resultados. 

14. L a adición algebraica se diferencia, pues, esencial­
mente de la aritmética en que no lleva consigo la idea de 
aumento, toda vez que los sumandos influirán diversamen­
te en la suma, según su modo de ser. 

S i los sumandos tienen el mismo modo de ser. la suma 
será otra cantidad del mismo modo de ser, cuyo valor 
íiera la suma de los valores de los s mandos E l que tiene 
8 por un lado y4 por otro, tieneindudablemente8-f-4=. 2; 
asi como, si tiene dos deudas, una de 5 y otra de 4, debe­
rá en junto 9; ó sea ~ o -j- (— 4) =r — 9 . 

Pero si dos sumandos tienen diferente modo de ser 
al reunirse el de menor valor absoluto destruirá en el ma­
yor una parte igual á la que represente; razón por la que 
la suma podrá ser positiva, cero ó negativa. Así, por 
^iemnlo. el que tiene un crédito de 8, y una deuda de 5, 
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sOiO tiene 3 de haber. 8 -f (— 5) = 3: sí tiene 8 y debe S, 
su haber es cero, 8 -|- ( - 8) — 0; y si tiene 8 y debe 15, 
res.-.ltará que aún debe, de^puéá de entregar lo que tiene 
7; 8 + ( - ! f . ) = - 7 . 

15. En la adición de expresiones aigebrátcas pueden 
distinguirse dos casos; I." sumar monomios; 2.0 sumar 
polinomios. 

Adición de monomios. De las consideraciones expues1' 
tas se deduce, que para sumar monomios, deberán colo~ 
c i rse unos á coatinunción á i otros con los s ig ios que 
tengan. 

Así la suma de 3-a9, — b a bs, -{- S a ¿>s es el polinomio» 
a«2 — 5 ( 2 ^ -!- 8 a P . 

16, Se llaman términos semejantes los que tienen la 
misma parte literal. 5-a2 6 y 7 a^b í-on términos semejantes. 

L a suma de varios monomios puede sirapliñcarse 
cuando tiene términos semejantes. 

E n la reducción de términos semejantes pueden ocurrid 
dos casos: que los monomios tengan el mismo signo, ó 
que tengan signos contrarios. 

E n el primer caso, per ejemplo1, 

3 a 2 ^ + 2 a 5 ¿ s = (3 4 - 2 ) í J , ^ = « 5 - ^ F ; y 
— 4 a ^ — 7 a ¿3 == (— 4 — 7) a ¿3 =-= — 11 d ¿s0 

Por consiguiente, para reducir términos semejantes de 
igual s ig io, se sum m los coeficle ites. podiendo d esta sa * 
ma la pxrte l l lera l común y el signó de los sumandos. 

E n el segundo caso, por ejemplo, 

4 a &2 — 5 a2 ¿ + 7 a2 ¿ — 9 a Z>2 = (4 — 9) a 62 + 
( 7 - 5 ) a2b = — 5 a b i - \ - 2 a * b . 

Luego para reducir términos semejantes de diferente 
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signo, se restan ios coeficientes, poniendo d la diferencia 
la parte l i teral común y el signo del mayor. 

17. Adición de polinomios. Puesto que un polinomio 
es una suma de monomios, la suma de polinomios será 
evidentemente la de todos los términos que contengan. 
Por consiguiente, 

P a r a sumar polinomios, se escriben todos sus términos 
unos d continuación de los otros, con los signos que tengan. 

Ejemplo. Sumar los polinomios: 

3 a3 + 7 a2 at — 5 a x2 + 6 x3 
— 8 a3 — 4 a2 x + 6 a x2 — 9 x3 
— 5 a3 + 6 a2 x —- 3 a x2 — 2 x3 

4 a3 — 2 a2 x + 4 dt x2 — 3 x3 

L a suma será, 3 a3 + 7 a2 x - 5 a x2 + fi x3 — 8 a3 
— 4 a 2 x + 6 a x I — 9 x 3 — 5 a 3 + 6 a 2 x — 3 a x 2 — 

2 x3 + 4 a3 — 2 a2 x + 4 a x2 — 3 x3; 

y reduciendo los términos semejantes; 

— 6 a3 - f 7 a2 x + 2 a x2 — 8 x3 . 

18. Sustracción de expresiones enteras. L a diferen­
cia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo; luego 
la diferencia tiene que contener ai minuendo, para que 
aparezca en la suma, y al sustraendo, con cualidad ó signo 
contrario para que destruyéndose con el susttaendo no 
aparezca en la suma. 

A s i N — (a - f 6 _ c) = N - a — ¿ - f c 
puesto q u e N - - a — b + c - \ - a - { - b - - c = z N . 

Luego para restar expresiones enteras se escribe el 
minuendo y á continuación el sustraendo con los signos 
cambiados. 
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Ejemplo . Restar los polinomios; 

13 a4 — 7 a3 .r -H 6 a2 x2 — 5 a x* — 3 x4 y 
9 a4 — ó a3 x — 8 a2 x2 -u 2 a x3 — 9 x4 

L a diferencia será'. 
13 a4 -— 7 a3 x -f- 6 a2 x2 — 5 a x3 — 3 x4 — 9 a1 + 

5 a3 x -|- 8 a2 x3 — 2 a x3 + 9 x4; 
y reduciendo los términos semejantes; 

4 a4 — 2 a3 x + 14 a2 x2 — 7 a x3 + 6 x4 
Escol io. En virtud de esta regla pueden cambiarse 

los signos á varios términos de un polinomio, con solo en­
cerrarlos dentro de un paréntesis precedido del signo 
menos. 

L X . 

Multiplieación de expresiones enteras. 

i g . Mul t ip l icar dos cantidades algebraicas es hallar 
una tercera cantidad que sea en valor y signo respecto del 
multiplicando, lo que el multiplicador es en valor y en 
signo respecto de la unidad posit iva. 

20. Ue esta definición e deduce inmediatamente que 
si el mulipl icador es positivo, el producto tendrá el signo 
del multiplicando; y si el multiplicador es negativo, el 
producto tendrá signo contrario al del multiplicando. L o 
que se expresa comunmente diciendo: 

"T X "T =:=: "T 
— X + = — 
+ x - = -
- X - = + 

28 
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y también, signos iguales dan más; y signos desiguales 
dan menos. 

21. E n la multiplicación conviene distinguir tres casos: 
I.0 Mul t ip l icar dos monomios; 2." multipl icar un po l i ­

nomio por un monomio,y 3.° mult ipl icar dos polinomios. 
Multiplicación de monomios. Conocido ya el signo 

del producto, observaremos que, siendo un monomio un 
producto de factores enteros, para multiplicar dos mono­
mios bastará formar un producto con todos los factores 
del multiplicando y multiplicador. 

Así 

3 a2 ¿̂  c i 5 X — 5 a ¿2 c2 =: — 3.íi2.¿3 c . d ' . Z . a . b - . c -

^ ~ 3 . 5 . a \ a . b 3 . b \ c . c \ d 5 = — 15 a3 bs cs d¡ 

lo que nos proporciona la siguiente regla; 
P a r a multiplicar dos monomios se multiplican los coe­

ficientes, se suman los exponentes de las letras iguales, y 
las letras desiguales entrañen el producto lo mismo que 
en los factores. E l signo del producto será -\- s i es el mis­
mo en ambos factores, y — si los dos tienen diferente 
signo. 

22. Multiplicación de un polinomio por un monomio. 
Multiplicar un polinomio por un monomio es hallar el 

producto de la suma de los términos del multiplicando por 
el multiplicador. De suerte que si representarnos al multi­
plicando por a — ¿ + c3 y al multiplicador por m, será 

[a — b + c) m = a m — b m -}- c m 

por tanto. 
P a r a multiplicar un polinomio por un monomio se 

multiplica cada término del multiplicando por el mult ipl i­
cador, y se suman los productos parciales. 

Ejemplo,; Mulüplicar el polinomio 
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por el monomio 
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3 a ' ^ x3 + 6 a5 ¿ x:t - 8 a 

~ 2 a ' b c* .r2. 

x -

23. Multiplicación de polinomios. , Multiplicar dos 
polinomios es formar el producto de las sumas indicadas 
del multiplicando y multiplicador. S i , pues, llamamos al 
primero a -{- b — c, y al segundo [m — ñ), tendremos 

{a -1- b — c) [m — n) = {a -{- b — c) m -{- {a -\- b — c )n 
z= a m -\- b m — c m — a n — b n -{• c n. 

De donde resulta que 
P a r a mult ipl icar dos polinomios se multiplican todos 

les términos del multiplicando por cada término del mul ­
tipl icador, y se suman los productos. 

24. Para multiplicar dos polinomios conviene antes 
ordenarlos con respecto á las potencias de una de sus 
letras. Ordenar un polinomio es escribir sus términos 
según las potencias ascendentes ó descendentes de la 
ordenatriz. 

Ejemplo. Multiplicar el polinomio 

4 a5 — 3 a4 ¿ + 5 a3 ¿)2 — 7 a2 ¿.3 + 2 ¿i ¿.4 — 9 ¿5 
por 3 a2 — ii a b -\- b*. 

25. Si en varios términos de un polinomio entra la 
letra ordenatriz con el mismo exponente, se consideran 
todos ellos como uno solo, sacando la letra ordenatriz 
factor común, y mirando como coeficiente todo el otro 
factor. 

Ejemplo: 

a ' 
— 2 a b 
+ b* 

X' ~ 2 a b 2 
+ 3 b0~ 

x -{- G a- b' 
~ 2 a b % 

multiplicado por 
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2 a I x ' - ~ 2 a 2 I ^ — 5 a2 ¿s 
_ 2 6 I - 3 ¿ . 2 I 

26. Consecuencias de la multiplicación. 1.a S i se cam­
bian los sig.ios d todos los térmi ios de un fac tor , el pro­
ducto cambia de signo. En efecto, cambiar de signo á 
todos los términos de un factor, equivale á multiplicarle 
por — 1; y si uno délos factores se multiplica por — 1, 
el producto queda multiplicado por — 1 , ó cambia de 
signo, 

2.a S i todos los términos de ambos factores cambian 
de signo el producto no cambia de signo, pues equivale á 
multiplicar por —1 cada factor, es decir, á multiplicar el 
producto por — !>< — 1 = + 1. 

3.a E l producto de dos polinomios homogéneos es ho­
mogéneo y de un grado igual d la suma de los grados de 
los factores., pues si el multiplicando es del grado m. y el 
multiplicador del grado n. todos los términos del producto 
serán del grado m -{- n. 

4.a S i se multiplican dos polinomios ordenados con re­
lación d las potencias de una letra, el pr imer término del 
producto proviene sin reducción del producto de los dos 
primeros términos de los fadores , y el último término del 
producto del de los dos últimos, pues los primeros términos 
del multiplicando y multiplicador son aquellos en que la 
letra ordenatriz entra con mayor exponente, y su produc­
to no podrá reducirse con ningún otro. L o mismo sucede 
con los últimos, porque son los que tienen la letra orde­
natriz con menor exponente. 

5.a Multiplicando los binomios a + b por a~\- b; a — b 
por a — b; y a -j- b por a — b tendremos, 
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a -jr b a — b a -{. b 
a ~\~ b a - b a — b 

a? -[- a b a2 a b a? -[- a b 
^ a b -\- b* — íi¿>-f-¿2 — a b 

a2-f-2a¿>f¿2 a2 - 2 a ¿ f ¿ 2 a2 — 62 

Que nos dicen: q'ie el cuadrado de un binomio es igual 
al cuadra io del primer término, mas el duplo del primero 
por el segundo, mas el cuadrado del segundo, y que 

E lprodu: to de la s u n í por la diferencia de dos can­
tidades es la diferencia de los cuadrados de dichas can­
tidades, 

LXI. 

División de expresiones enceras. 

27. D'v id i r es hal lar una cantidad que multiplicada 
por el divisor reproduzca el dividendo, 

28. De aqui se deduce que el signo del cociente será 
el mismo del dividendo, si el divisor es positivo; y con­
trario al del dividendo, si el divisor es negativo. L o que 
se expresa comúnmente diciendo: 

+ _ + + 
+ 

ó bien, signos iguales dan más; y signos desiguales dan 
menos. 

29. En la división distinguiremos tres casos: i.0 dividir 
dos monomios; 2 ° un polinomio por un monomio, y 3,® 
dos polinomios. 
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Dipisión de monomios. Conocido ya el signo del co­
ciente, y puesto que el cociente multiplicado por el d iv i ­
sor debe reproducir el dividendo, es claro qne el coeficien­
te del cociente será el cociente de dividir ios coeficientes 
del dividendo y divisor, puesto que muliiplicado por el de 
éste, debe darnos el de aquél. Por la misma razón, el 
cociente de los factores iguales de Hividendo y divisor se 
obtendrá restando sus exponentes. Lo que nos conduce á 
la siguiente regla. 

Pat-a dividir dos monomios se dividen ¡oí coeficientes, 
se restan los exponentes de las letras iguales, y las letras 
del dividendo que no entren en el divisor entran del mis­
mo modo en el cociente. E l signo del cociente será j - s i 
dividendo y divisor tienen el mis no signo, y — en el caso 
contrario. 

Ejemplo. Dividir 
— 3ñ a" be c* d 'e por 9 a'bs c1 d ' 

30. Dé la regla anterior se deduce que las condicione3 
necesarias y suficientes para aue ua monomio sea divisible 
por otro son tres: que el coeficiente del dividendo sea divi­
sible por el del divisor;que no haya en el dividendo ninguna 
letra con menor exponente que en el divisor; y que este 
no contenga letra alguna que no entre en aquél. 

Cuando estas tres condiciones no se verifican, el co ­
ciente completo no es entero y se expresa en forma frac­
cionaria . 

As i , 5 a 6 ' : 7 c ¿ = - ^ L . 
1 c d 

31. División de un polinomio por un monom'-o. E l co­
ciente será un polinomio y tendrá tantos términos como 
el dividendo (22). Cada uno de estos términos multiplicado 

or el divis or reproduce el correspondiente del dividendo ? 
P 
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iuego se obtiene el cociente dividiendo cada término del 
dividendo por el divisor. 

Por consiguiente,/Mra dividir un polinomio por un 
monomio, se divide cada término del polinomio por el mo­
nomio y se swnan los cocientes. 

32 De aquí se deduce que la condición necesaria y 
suficiente para que un polinomio sea divisible por un 
monomio es que cada término del primero sea divisible 
por el segundo. Si no lo fueran, se indicaría la operación 
según hemo dicho. 

Ejemplos, I.0 Divldir 

18 a ' b ' c ' d — 24 a3 b'' cu d* + 30 a2 ¿3 c3 d por 6 a1 b* c \ 
2,0 27 a5 ¿4 c3 — 38 a4 ¿3 c2 — 8 a ! ¿2 c : 9 a3 b3 c \ 

33. División de polinomios. Representemos el pol i ­
nomio dividendo por D, el polinomio divisor por íí, y por 
C el cociente, que puede ser monomio ó polinomio. 
Tendremos, 

D = á X C. 
Si suponernos ordenados d y C con respecto á las 

potencias de una misma letra, el primer término de D 
(26, 4.a) provendrá sin reducción, de multiplicar el primer 
término de d por el primero de C . Luego para tener el 
primer término de C, bastara dividir el primero de D por 
el primero de d. 

Si multiplicamos ahora ese primer término del cociente 
por á, y restamos el producto de D. llamando ü ' al resto, 
y C al polinomio formado por los restantes términos del 
cociente, tendremos D' = i X C' ; y como ya sabemos 
que i y C están ordenados con relación á las potencias 
de la misma le'ra, el primer término de D' procederá, sin 
reducción de multiplicar el primero de d por el primero, 
de C ; luego para tener el prúrier término de C , ó sea el 
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segundo del cociente, basta dividir el primer término de 
D' por el primero de d; y así continuaríamos hasta hallar 
el último término del cociente. 

Luego para dividir dos polinomios, se ordenan con re­
lación á las potencias de una misma letra, y dividiendo el 
pr imer término del dividenio por el primero del divisor, 
se tendrá el primer término del cociente. Se multiplica 
este primer término por el divisor, el producto se resta del 
dividendo, y dividiendo el pr imer término del resto por el 
primero del divisor, se tendrá el segundo término del co­
ciente. Así se continúa hasta que en el pr imer término del 
dividenio tengt la letra ordenatri^ menor exponente que 
en el del divisor 

Ejemplos. I.0 Divividir 

12 a7 — 2 2 a6 b + 34 a5 ¿>2 49 a ' b3 + 46 a3 ¿4 — 

44 a5 65 + 47 a ¿0 ~ 9 ¿7 por 3 «2 _ 5 a ^ + ¿̂  

2.° Dividir 

3a3 
—8a'b 
+' lab'¡ 
~2b3 

por 

x 4 - 2a" 
+4a3¿) 
—lla2¿2 
+ 19a63 
—96* 

3 a 
3 b 

x ' 

x*—5a"b* 
+ 10a363 
+ 22a3¿>2 
—Sa2^1 
- y4a2¿5 
H-lOaé4 
~9¿.5 • 

2 a2 
3¿2 

xa—12a4¿2 
+ 10a5¿.4 
4-4a,¿>3 
— 15a^5 
— 18a'J¿4 
-\-6ab' 

x—30a4¿4 
+ 10a:,¿.5 

x ' 5 a2 ¿2 

34. S i la división no es exacta, el cociente se comple­
ta lo mismo que en Aritmética, pues, refiriéndonos al 
ejemplo anterior, tenemos evidentemente, 

D = d G + D — d C , 

file://-/-6ab'
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y dividiendo por d resulta, 

D ~ d C 
d ' ' d 

* 35. S i un polinomio, ordenado con relación d las 
potencias de una letra x, se divide por la diferencia 
x — a, entre la letra ordenatri^ y un valor cualquiera, 
el residuo de esta división será el mismo polinomio, re­
emplazando la letra x Qrdenatri\ por dicho valor a. 

Sea el polinomio 

A x m -f Bxm-1 + C x m - 2 + - f T x - f U = 0 , 

Q el cociente, y R el resto, tendremos 

Axm 4-Bxm~1 +CA:m-2 + + T x + U = ( x — a ) Q + R; 

y haciendo x =• a, será 

Aam + B rt™-1-f-Ca"1-2 + - f T a + U = :R, 

conforme al enunciado. 
* 36- Si queremos determinar la ley de formación 

del cociente, efectuemos la división, como se vé á conti­
nuación: 

A x m + B 
-|- A f l 

x 1 + C 
-f- B a 
-4- A a2 

x xa—I •\-

+ T x - f - U x — a 
A*1»-- -t-B 'xxl 

-{•Ka 
! + c 
- f B a 
+ Aa2 

x m-3 + •• 

y esta nos dice; 
Que el exponente de la letra ordenatri^ en el p r i ­

mer término del cociente es el del primer término del 
dividendo, disminuido en una unidad, y conti.uía dismi­
nuye.i.lo otra unidaj. en cada téf inmo^y que ios coeficien­
tes se fo rman añadiendo al que ocupa el mismo lugar en 

29 



- 222 -

el dividendo, el producto del anterior del cociente por a. 
^ E s c o l i o . Para aplicar esta ley ea casos particulares, 
se agregan los términos qne falten para completar el po­
linomio, dándoles el coeficiente 0. 

Ejemplos. I.0 Hallar el cociente entero y el residuo 
de dividir el polinomio 
9 x7 — 11 x5 + 4 x2 — 7 por el binomio .*: — 5. 

2.° Hallar el cociente entero y el residuo de dividir el 
polinomio 
3 ^8 — 5 xs — 7 x3 + 4 x — 9 por el binomio x + 8. 

* Sy. Corolarios, i.0 S i un polinomio se reduce 
d cero, reemplazando una de sus letras x por su valor a, 
dicho polinomio es divisible por x — a. Pues en este caso 
R = 0, nos indica qne la división es exacta. 

2.0 S i un polinomio es divisible por la diferencia 
x — a , se reducirá á cero por la sustitución de x por a. 

Pues siendo exacta la división, resulta R = 0. 
3.0 L a diferencia de las potencias de igual grado de 

dos cantidades es divisible por la diferencia de dichas 
cantidades. 

Pues x™ — am se reduce á cero cuando hacemos x z z a . 
Escolio. L a ley del cociente aplicada á este caso, nos 

dice que el primer término del cociente es el primero del 
dividendo, disminuyendo una unidad d su exponente, y 
continúa disminuyendo una unidad en los exponentes de 
los términos sucesivos. E l coeficiente de cada término es 
a, con un exponente igual al número de los términos que 
le preceden. 

Ejemplo. Hallar el cociente de dividir el binomio 
x u — a11 por x — a . + 

LXII. 
Fraedones algebraicas. 

38, Fracción algebraica ó l i teral es el cociente indi-
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cado de dos expresiones literales. Sus términos se desig­
nan como en Aritmética. 

39 Las propiedades generales de las fracciones lite­

rales se deducen fácilmente de su definición. Así, repre­

sentando la fracción por -7- y llamando q al cociente que 

representa, tendremos: 

i.0 —— = ^, de donde a ••= b q; y multiplicando los 

dos miembros por n, a n ~ b q n ó bien dividiendo por b; 

ambos miembros, —7— ~ q n ó lo que es lo mismo, 

a n ¿i 

-_— = __ x «• 
2.° — = q; a = b q, y dividiendo ambos miembros 

por n 

a : n = b q '. n = b (q : n); 

de donde 

a '. n , a : n a __ = ?:„ 0 ___ = __..:„. 
3.0 —— = q; a =: b q; multiplicando b por n, y divi­

diendo q por w, el producto no vanará, luego 

u ^z b n (q : n j ; 

, a , a a 
de donde =*= q : n o = —— : n, 

o n b n b 

4.0 -— = q; a =:b q; el segundo miembro no varía 
o 

si dividido b por «, y multiplico q por n; luego 
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a = (b : n) q n; 

a , a a ẑ de donde = q n ó -r—• = - r - X n-b:n * b:n b 

a b q; a n = b q n; a n 

a n íí 
b n b 

6.° ' ^ r ~ q; a — b q a :n=: b q : n ~ (b'. n) q; 
b 

a'.n , a : n a 
= q o b:n b:n b 

L o que nos comprueba que los principios demostrados 
(122 y 123) en la Aritmética, son aplicables á las fracciones 
algebraicas. 

40. Las propiedades S-3, y 6 a nos permiten reducir 
fracciones algebraicas a denominador común, y simplificar 
estas fracciones. 

Se simplifican las fracciones literales, suprimiendo los 
factores comunes á sus dos términos. 

Se reducen quebrados á común denominador, multi­
plicando los dos términos de cnda uno por el producto 
de los denominadores de los otros. 

Ejemplos, r0 Simplificar las fracciones 

36 a3 b" cs d3 21 x* —1 a x 
180a265c4¿3' I 5 b x ~ ~ b a b 

2.° Reducir á común denominador las fracciones 

2 a b 5 c 
~ 5 T ' T e " ' T ^ ' 

Escolio. Si los denominadores son monomios, el pro-
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ducto del m. c. m. délos coeficientes por las mayores po­
tencias de las diversas letras de sus denominadores será 
el m. c. m. de éstos, y se podrán reducir las fracciones á 
su minimo deno ninador co.nún según las reglas dadas en 
la Aritmética. 

Ejemplo. Reducir á su mínimo denominador común 
las fracciones 

5 «2 3 b3 7 c* 
3 8 ¿ 3 c * á 2 ' 20 asé2c3 ' 120 a* b d3 

LXIII. 
Cálenlo de fracciones literales. 

41. A i i c ión Sean las fracciones --j-, -7 -y —p , que 
d a d 

tienen el mismo denominador, y m, %, p los cocientes que 
expresan, tendremos 

b 

de donde 

T = W; r==„;T==í, 
a — d m; b = d n; c — d p,; 

sumando ordenadamente estas igualdades, 

a -\- b + c = d fm -{- n -\- p j ; 

y, por tanto, 

d m -\- n -\- p, 

, , . a -\- b -\- c a b , c 

0 bien d ^ V + T + 7-
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Luego para sumar fracciones literales de igual deno­
minador, se suman los numeradores, y á la suma se la 
pone el denominador común. 

Si tuvieren distinto denominador, reduciéndolas á 
común denominador, estaríamos en el caso anterior, 

42 . Sustracción. Del propio modo demostraríamos 
que para restar fracciones de igual denominador, se res­
tan los numeradores, y se parte la diferencia por el de­
nominador común. 

Si tuvieran diferente denominador, las reduciríamos á 
común denominador, y estaríamos en el caso anterior. 

43. Multiplicación. Sean las fracciones -— y —, y 
b d 

m, n los cocientes que representan. Tendremos, 

-— = m; — == n; ó bien a = b m; c = d n. 
b d 

Multiplicando ordenadamente estas igualdades, 

a c = b d m n; 

. , , a c , a c a , c 
de donde - ^ = m «, o _ = - ^ x _ . 

Se multiplican fracciones literales, partiendo el p ro­
ducto de los numeradores por el de los denominadores. 

44. División. Empleando la misma notación, 

a C • : ' " : ' ., 
-— = m y - - = «; tendremos a = b m; d n — c; 

multiplicando estas dos igualdades 

a d n = b c m; 

y dividiendo ambos miembros por b c n, 

a d n b c m , a d 
o be n be n be 

m 
n 



a- 1 

b 

2 2 7 -
* . es decir, 

« i a 
jó- - — 

c 
7 b e b d ' 

Luego íe dividen fracciones literales, multiplicando e l 
dividendo por e l divisor invertido. 

Calcular la expresión 

/ 5 a + 2¿. , '¿b _ \ / 3 a _ 5 ¿ 5 ^ ^ ; \ 

2 a - $ b + ^ ± 

LXIV. 

Exponente cero y exponentes negativos. 

* 45. E n la división de monomios hemos demos­
trado que 

am 

Esta demostración supone que m > «. 
Vamos á examinar ahora las consecuencias que se 

deducirían de aplicar ese principio al caso en que 

m = n y m <̂  n. 

am 
i.0 Si m = «; la igualdad —- - = am -n, se convierte 

a1 
an 

en 
aa 

É l primer miembro es evidentemente igual á 1; pero 
el segundo no tiene significación alguna en el concepto 
de potencia; si convenimos, no obstante, en admitir esa 
igualdad, por los beneficios que reporta al cálculo, senta-
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remos para lo sucesivo que toda cant idad con exponente 
cero es un símbolo de l a un idad 

2.0 S i m < n, l lamando d á su di ferencia, será 

n ^ m •}- d , 

que sust i tu ido en la igualdad palmera, nos dá 

a i i iT -d — a V T ' a m X « d 

y por ú l t i m o , - 3 - = a~& y podremos conven i r , como 

anter iormente, que toda can t idad con exponente negat ivo 
es un símbolo de l a un idad p a r t i d a po r l a misma can t idad 
con el ex ponente hecho pos i t i vo . 

4 6 . Esco l ios , i 0 E l exponente cero se emplea para 
conservar en el ca lcu.o un tactor l i teral que debiera desa­
parecer, por haberse redUwido a la un i dad ; y los expunen -
tes negativos para dar lorma entera á tas fracciones l i ­
terales, 

2.0 L a igualdad -—=-: a " d : nos dá, 1 = ad X a " á 
aú 5 

de donde, ad === — ^ que nos dice que á su vez toda 

cant idad con exponente posi t ivo es un símbolo de l a un idad 
p a r t i d a p o r l a misma cant idad con el exponente hecho 
negat ivo. 

Estas dos propiedades permiten pasar los factores del 
numerador al dei iümiuador, y v iceversa, con soio cambiar 
el signo a sus exponemes. 

E j l m p l o . .Representar en forma entera las f racciones 

4 a3 ¿2 c 6 a5 ¿ 
a2 b c3 d ' a3 b2 c* d2 ' 

4 7 . Admi t idas en el cálculo las cantidades con expo­
nentes negativos, estamos en el caso de ver si las .-on 
aplicubies xas realas Uaaas para las operaciones ue can t iua -
des con exponentes posit ivos . 
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Adición^y substracción. Como las reglas dadas para 
estas dos operaciones se deducen de consideraciones que 
no afectan á la forma de los datos, es evidento su genera­
l idad. 

* 48. Mult ipl icación. Sean los factores a_m y a~n. 
Tenemos que 

1 a.u 
- ^ am am 

luego también es general la regla dada para la mult ipl i­
cación. 

* 49. División. 
™ „ 1 1 an 

: a" = 

alu 1 a" ax 
1 . 1 

a™ am+n 

am : ¿r11 === íim : -^— == a m+n 

luego también son aplicables á la división las reglas ex­
puestas. 

Escolio, i 0 E l uso de los exponentes negativos per­
mite ordenar los polinomios fraccionarios, con relación á 
uua letra que entre en los denominadores, y calcularlos 
como expresiones enteras. 

Ejemplo. Eíectuar la multiplicación de los polinomios: 

f 6 a4 ^ + 5 a" *2 - 3 ^ ^ x + ' - - í ^ iLí l í l ) 
\ x - x J 

ordenándolos con relación á las potencias de x . 

30 
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2.0 También permite continuar las divisiones incom­

pletas y aún llegar á veces á obtener un residuo cero. 
Ejemplos, i,0 1 : a + x . 

2.° x7 -\- a7 : x"1 -{- a x . 
3 .0 Si tenemos en cuenta que un número entero no es 

más que un polinomio ordenado con rehición á las poten­
cias de la base, y un número decimal^ por consiguiente, 
cae dentro de lo indicado en el escolio i .0, podremos con­
siderar las operaciones con estos números como casos par­
ticulares de las algébricas ya explicadas; pues basta obser­
var, por ejemplo, que 

3578,2857 = 3 X 1000 + 5 X 100 + 7 X 10 -h 8 + a 

+ Tln + - 7 7 ^ + 7 ^ ==3X103 + 5 X 10 10 ' 100 ' 1000 ' 10000 
+ 7 x 10l + 8 X 10° + 2 X 10--1 + 8 X lO"2 

+ 5 X 10--3 + 7 x lO"4. * 
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ECUACIONES DE PRIMER &RADO. 

L X V . 

Principios generales de las ecuaciones. 

50í Las ¡g-ualdades recibea nombren distintos según 
las formas que afectan. 

Se llama igualdad, si las cantidades que expresa, á 
más de conocidas, tienen forma distinta; como 

7 x 2 = 6 + 8; <i + a = 2 f l . 
Identidad, si tienen la misma forma; como, 

7 = 7; a -{- x — a -\- x. 
Ecuación, por fin, es la igualdad que contiene alguna 

incógnita; como 
a;2 — 2 a r = 3 a2 ¿2; 3 x + 5 = 11. 

Los caracteres, pues, que las distinguen, son; I.0 que 
la igualdad ha menester de demostración, subsiste siempre 
sean los que quiera los valores que tengan las cantidades 
que la fo rman , f efectuadas las operaciones que indica se 
convierte en identidad: 2.0 que la ecuación solóse verif ica 
para determinados valores de las incógnitas, y efectuadas 
las operaciones indicadas con estos valores, se convierte 
en identidad; y 2," que la identidad, evidente por sí mis­
ma, sirve de comprobación á la igualdad y d la ecuación. 

51. E l álgebra resuelve los problemas, traduciendo el 
enunciado del lenguaje vulgar al algebraico, y deduciendo 
después, por medio de las transformaciones necesarias, 
Iqs valores de las incógnitas. L a primera parte, ó s?a I4 
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t raducc ión a lgebra ica del enunciado, conduce s iempre á 
una ó var ias ecuaciones. Este es, pues, el or igen genera l 
de las mismas, que pueden mirarse s iempre como la t r a ­
ducción l i teral del enunciado de un p rob lema . 

52. L a segunda parte, nos ob l iga á hal lar los valores 
de las incógnitas, y se l lama reso lver las ecuaciones, esto 
es, hal lar las cantidades conocidas que puestas en las 
ecuaciones en lugar de las incógnitas, las sa t i s f acen ó ve ­
r i f i c a n , es decir, las conv ier ten en ident idades. 

Es tas cantidades conocidas, ó va lores de las i n c ó g n i ­
tas , const i tuyen las soluciones de dichas ecuaciones. 

53. Sq \\a.ma.ii ecuaciones equivalentes las que t ienen 
las mismas soluciones, es decir , que quedan satisfechas 
por los mismos valores de las incógni tas, lo cual p e r m i t i ­
rá sustituir unas por o t ras . 

54. U n a ecuación se dice que es absurda ó impos ib le , 
cuando no hay va lor a lguno de las incógni tas que pueda 
t ransformar la en iden t idad . 

Se dice que una ecuación es indeterminada cuando 
admite un sin fin de so luc iones. 

55. T o d a s las t ransformaciones que hacemos sufrir á 
las ecuaciones, t ienden á separar las incógnitas de las 
cantidades conocidas, al objeto de determinar los valores 
de aquel las; y se efectúan, haciendo las mismas ope rac io ­
nes con los dos miembros de la ecuación; con lo que o b t e ­
nemos otra, que p rec i sa demost rar es equivalente á la 
p r imera . 

56- S i á los dos miembros de una ecuación se s u m a n ó 
res tan cant idades igua les cua lesqu iera , resu l ta o t ra e c u a ­
ción equivalente. 

Sea la ecuación A — B , en que A y B pueden tener 

una ó varias incógnitas. D i g o que también será 

A i m = B ±; m. 
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E n efecto, toda solución que haga idénticos á A y B, 
hace también idénticos A dz m y B •+: m; y viceversa, 
toda solución que haga idénticos á A ± m y B d^,m, tiene 
que hacer idénticos á A y B; luego las dos ecuaciones son 
equivalentes. 

57. S i s e multiplican ó dividen los dos miembros de 
una ecuación por una cantidad conocida y diferente de 
cero, resulta una ecuación equivalente. 

Si A = B; también A m = B m. 
Toda solución que haga idénticos A y B, hace idénti­

cos evidentemente A m y B m; recíprocamente, toda so­
lución que haga idénticos A m y B m, tiene que hacer 
idénticos A y B, luego ambas ecuaciones son equivalentes. 

Escolio: E l factor que multiplique á los dos miembros 
de la ecuación no puede ser 0, pues la segunda ecuación 
admitiría un sin fin de soluciones, es decir, sería indeter­
minada; y la primera no. 

Así, x -f- 12 =-= 3 r -j- 2, se satisface solamente para 

x = 5; y (x + 12) 0 = (3 x + 2) 0 

se satisface para todo valor dado á x . 
Tampoco este factor puede ser desconocido, pues la 

segunda ecuación tendría más soluciones que la primera. 
Así, multiplicando los dos miembros de la primera 

ecuación por x — 7, tendríamos 

(x + 12) (x — 7 ) = ^3 x + 2) (x — 7) 
que queda satisfecha por el valor 5 de la primera ecua­
ción; y además por el valor 7, que no satisface á la pri­
mera ecuación. 

58. De los dos principios demostrados se deducen a l ­
gunas consecuencias muy importantes: 

1.a E n una ecuación se puede pasar un término de un 
miembro d otro, con solo cambiarle el signo. 



- 234 — 
S i en la ecuación 

a x - \ - ¿ , = e x — d; 

••jestatnos b de los dos mittmbros, resulta 

a x " ^ c x — d — b; 

y si sumamos d , tendremos 

a x - ^ - b - ^ - d ^ c x . 

2.a Se puede camb ia r el s igno á iodos los términos de 
una ecuación, pues equivale á mult ip l icar los dos m i e m ­
bros po r — 1. 

3 * Se puede hace'- desaparecer los denominadores de 
una ecuación, mul t ip l i cando los dos miembros p o r el p r o 
ducto de los denominadores, ó p o r su mín imo común m ú l ­
t i p l o , sino son p r i m o s . 

Ejemplos i.0 Qui tar los denominadores en la ecuación 

2 .0 E n la ecuación 

- 3 a x , 1 x „ o x 
2 x o-ET- + -T77TT-TT-=0 8 ¿2 ' 12 a2 ¿a 24 a3 b' ' 

4 a Se puede s imp l i f i cu r una ecuación, cuando los dos 
miembros t ienen un / a c t o r c o m ú n independiente de la in 
cógn i ta , supr imiendo dicho f a c t o r . 

E jemplo . S impl i f icar las ecuaciones 

i n „s 1.5 15 a b* c2 . 25 a2 b* c 
§ c d ' h a b 

2 0 a 3 b * x r , 
5 o a b x 
2 a 

7 6 +7( - r+ í l ) - - -5T¿r~ ' 
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59. E n virtud de lo expuesto, en una ecuación pode­
mos quitar los denominadores; efectuar las operaciones 
indicadas, para que resulten solo términos conocidos, ó 
términos con la incógnita por factor; pasar luego todos 
los términos conocidos á un miembro, y todos los que 
tienen incógnita á otro; lo que se llama también hacer la 
transposición; y, por últ imo, hacer las reducciones y sim­
plificaciones posibles. El conjunto de estas operaciones se 
llama preparar la ecuación, üe donde se deduce que, 
para preparar una ecuación, se quitan los denominadores, 
se efectúan las operaciones indicadas, se hace la transpo­
sición y , por últ imo, la reducción y simplificación. 

Ejemplo. Preparar la ecuación 

2 - | - j ! r , o ^ ó — 4 ^ 3 ^ 1 x x 

60 . Grado de una ecuación es la mayor suma de los 
exponentes de las incógnitas en cada término. 

A s i 3 a jf2 — 2 a x y + Q x2 x = 8 
es una ecuación de tercer grado. 

Para señalar el grado de una ecuación es preciso que 
la incógnita no entre en ningún denominador, ni bajo 
ningún signo radical. S i así fuera, sería necesario hacer 
desaparecer radicales y denominadores, para determinar 
su grado. 

Las ecuaciones se dividen en numéricas y literales, 
según que todas las cantidades conocidas son números 
particulares, ó están representadas, en todo ó parte, por 
letras. 

Los valores de las incógnitas, en el primer caso, son 
números; en el segundo constituyen fórmulas. 
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LXVI. 
Ecuaciones de primer grado con una incógnita. 

6l , L a ecuación de primer grado con una incógnita, 
desp.ués de preparada, solo puede tener dos términos; 
uno, en un miembro, que contenga la incógnita; y otro, 
en el otro miemWo, conocí lo . De suerte que la forma 
general de esta ecuación; será 

A jc — B; que nos dá inmediatamente x = 
A 

L o que nos dice que para resolver una ecuación de 
primer grado con una incógnita, es preciso preparar la , y 
entonces la incógnita es igual al miembro conocido, partido 
por el coeficiente de la incógnita. 

Ejemplos. I.0 Resolver la ecuación 

¿ x ^^ ó x _ 1 x 
3 ' 15 30 

quitando los denominadores, y observando que 30 es el 
m. c . m. tendremos ""• 

20 x — 750 + 6 x = 240 — 7 x , 

haciendo la transposición, 

20 x + 6 x + 7 x == 240 + 750, 

reduciendo, 33 x = 990 de donde 

990 
x - - 3 3 - - ^ . 

Comprobación. Para comprobar este valor, se susti-
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tuye en lugar de jc, en la ecuación propuesta, que deberá 
convertirse en una identidad. Poniendo en la propuesta 
en lugar de x su valor 30, resulta 

2 X 3 0 q - - , 3 X 30 a 7 X 3 0 . 
3 ^ + 15 " " 30 ' 

y simplificando 20 — 25 + 6 = 8 — 7; 

efectuando las operaciones, resulta la identidad 1=:1. 

2-0 T + f + 124 = 5 * + - * - - 7 . 

3.° 4,75A:-13,029- l )5Ar=4,171—2,45Ar. 

62. Toda ecuación de primer grado con una incógnita, 
tiene una solución única Pues en la ecuación A j? ==B, el 

único valor que la satisface es jc = — , que es la sola can 

tidad que multiplicada por A , reproduce B; siendo A y B 
cantidades finitas y diferentes de cero. 

LXVII. 

Problemas de primer grado eon una incógnita. 

63. Hemos dicho {51) que el Álgebra resuelve los 
problemas, traduciendo al lenguaje algebraico el enuncia­
do de los mismos, lo cual origina las ecuaciones, y dedu­
ciendo después de éstas los va'ores de las incógnitas. 

Vemos, pues, que la resolución de los problemas 
consta de dos dartes; 1.a traducción del enunciado al len­
guaje algebraico, que es lo que llamamos plantear el 

31 
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problema ó poner el problema en ecuación; 2.a resolver la 
ecuaciones, es decir, deducir de ellas los valores de las 
incógnitas. 

L a primera parte no está swjeta á principios ni reglas 
fijas, únicamente puede servir de guia el siguiente pre­
cepto. 

P a r a plantear un problema, analícese con todo deteni­
miento el enunciado d fin de poder conocer cuáles son las 
verdaderas i.icóg titas y datos de la c íestión propuesta; 
represéntese cada una de las primeras por una letra, y 
con éstas y les datos .se indicarán todas las operaciones 
que efectuaríamos con las incógnitas, si fue ran conocidas, 
para comprobar sus valores. 

De esta suerte, obtendremos las ecuaciones que plan­
tean el problema, 

L a segunda parte, ó sea la resolución de las ecuacio­
nes, está sujeta á reglas fijas y generales que constituyen 
el principal objeto del Álgebra. Y a hemos tenido ocasión 
de observarlo en las ecuaciones de primer grado con una 
incógnita. 

64. Los problemas se denominan de primero, segun­
do, tercer grado, etc., según que las ecuaciones que ori­
ginan sean de primero, segundo, tercer grado, etc. 

65- Se llaman particulares cuando los datos son nú­
meros, y generales si vienen representados por letras. 

66. Se dividen también en determinados, indetermi­
nados é imposibles, según tengan un número limitado de 
soluciones, un número ilimitado ó no tengan solución 
alguna. 

Problemas. I.0 A. una boda asisten 51 personas, el 
2 

numero de mujeres es ~ del de hombres y los niños 
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7 
componen los - ^ - del número de aquellas Se desea saber 

o 
el número de hombres, mujeres y niños. 

Planteo, Aunque á primera vista parece que las incóg­
nitas son tres, se observa enseguida que, si conociéramos 
d número de hombres, el de mujeres y niños, se deduciría 
inmediatamente de él. L a verdadera incógnita es, pues, 
el número de hombres. 

2 x 
Llamémosle x . E l de mujeres será —$-', y el de niños 

7 2 at \ \ x 
-£-- de - g - = „ , -, y como entre todos componen 54 
personas, la ecuación será 

14 x 
3 + - 2 4 - = ^ 

Resolución. 2 4 . r - f - 1 6 . r + l 4 . r = 1296 

54 x = 1296; x = ^ ~ = 24. 
54 

E l número de hombres era 24. Las mujeres serían 
2 7 

-K- de 24 — 16; y los niños - ^ de 16 = 14. 
o o 

Comprobación. 24 + 16 + 14 r r 54. 

2.° H a l l a r dos cantidades cuya suma sea s y la d i fe­
rencia d . Del propio modo que en el problema anterior, 
aunque las incógnitas parecen ser dos, se observa que sj 
conociéramos una de las cantidades, la otra estaría cono­
cida enseguida 

Planteo. Sea x la mayor, la menor será 5—x, y con 
arreglo al enunciado, tendremos que la diferencia será 

X -~ (S — X) as d. 
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Resolución, x — s + x ~ d 
s -{• d 

%x = s + d ; x = „ 

la menor será 

• s + d 2 s — s — d __ 
2 

Comprobación. •—^ s "i o— ^ 

s-}-d 2 s + s ^ d = 2 d ó 2 d n m 2 d . 

LXVIII . 

Sistemas de ecuaciones de primer grado con tantas 
ecuaciones como incóngnitas. 

67. E l planteo de un problema puede originar varias 
ecuaciones, que han de quedar satisfechas para los mis­
mos valores de las incógnitas. 

E n este caso, aquéllas constituyen lo que se llama un 
sistema de ecuaciones, así como los valores de sus incóg­
nitas se llaman sistema de valores. 

Vamos á ocuparnos de la resolución de un sistema de 
ecuaciones de primer grado, con igual número de incóg­
nitas. 

E l caso mas sencillo será el de dos ecuaciones con dos 
incógnitas, que es el que estudiaremos primero. 

68. Toda ecuación de primer grado con dos incógni­
tas, solo admite tres clases de términos: uno con cada in­
cógnita y el término conocido; su forma general será, pues, 

A ^ + B ^ === C, 
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en que A , B y C representan cantidades conocidas, siendo 
las incógnitas x é y . 

L a forma general del sistema de dos ecuaciones de,!.61' 
grado con dos incógnitas, que nos proponemos resolver, 

a x ^ b y = c 
s e l a , . / f a x +b y — e 

Para conseguirlo, observaremos que, si una de estas 
ecuaciones solo tuviera una incógnita, reemplazando su 
valor en la otra, nos resultaría una ecuación con una in­
cógnita, que ya sabemos resolver. E l artificio, pues, que 
conviene emplear, está reducido en su esencia á deducir 
de estas dos ecuaciones otra equivalente, que solo conten­
ga una incógnita, que es lo que llamamos eliminación. 

El iminar una incógnita entre dos ecuaciones, es dedu­
cir de ellas otra equivalente que no contenga esa incógnita. 
Los métodos de eliminación son varios. 

69. Método de sustitución. P a r a eliminar una incóg • 
nita entre dos ecuaciones, se despeja en una de estas ecua­
ciones y su valor se sustituye en la otra. 

Sean las ecuaciones 

a x + b y *= c (i) 

a ' x i - b ' y ^ c ' (2) 

despejando x en la primera, resulta 

c — b y , . 

y sustituyendo su valor en la segunda, 

a' 5=_^l + 6'r==c' (4) 

licuación con una sola incógnita, en que se ha elimi-
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nado la x , y que nos dá el valor d e ^ , que sustituido en 
la (3), proporciona el de x que, con el anterior, formarán 
la solución del sistema. 

Solo ncs falta ahora demostrar la equivalencia de los 
sistemas (I) y (2) con el (3) y (4). 

Sea m y n dos valores que satisfacen al primer siste­
ma, digo que satisfarán al segundo, y viceversa. 

Én efecto, la ecuación (3) es la misma ecuación (i) en 
otra forma, luego estas ecuaciones evidentemente son 
equivalentes. 

La ecuación (2) no se difereucia de la (4) más que en 
C ¿ y 

haber reemplazado x por — ^—; pero todos los valo-
a 

res que satisfagan á la (2) hacen idénticos sus dos miem­
bros, de forma que puede reemplazarse el I.0 pnr el 2.° 
ó el 2.0 por el I.0; luego el sistema (3) (4) es equivalente 
al (i) (2). 

LIX. 

Métodos de eliminación. 

70. Método de igualación. Se despeja una misma 
incógnita en las dos ecuaciones, y se igualan sus valores. 

r -^ i • a x + b y = c (1) ] 
üe las ecuaciones , , , , ) 

a x-V b y = c (2) j 

c — b y . •, 
•• • x =¿1 ¿— (3) l 

resulta * , a , 
d ~ b ' y 

* - a! ^ (4) ) 
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c — b y c' — }¿ y 

a 
en que ha quedado eliminada la jc. - .- ?, , 

Como las ecuaciones (3) y (4) son las mismas (i) y (2,J 
en otra forma,, la igualación de los valores de x , equivale 
á sustituir el valor de x (3) en la (4). 

71. Método de reducción. Consiste este método en 
hacer que la incógnita que se quiere eliminar tenga, el 
mismo coeficiente en ambas ecuacio íes, coa lo que bastará 
sumarlas ó restarlas, según tenga esa incógnita diferente 
o iguai signo en las dos ecuaciones, para conseguir que 
desaparezca. Por esta razón, se llama también á este mé­
todo de sumas y restas. 

Sean las ecuaciones 

a x -{- b y — c 
a x •{- b' y = c' 

multiplicando la primera por a \ y la segunda por «,, 
tendremos 

a a ' x •}• b a' y = : c a ' 
a a ' x -\- a b' y = a c' 

de donde 
b a ' y — a b ' y ~ c a! — a c'' 

y queda eliminada la x . 
Para demostrar la equivalencia de estos sistemas, re-

presentaremos el primero por / í ^ _ n segundo será 

(3) Aa ==0 j dedonde ^ _Bí i , 
(4) B a — 0 ) w 

y la cuestión está reducida á demostrar que el sistema 
(I) (2) es equivalente al (i) (5). E n efecto, todo sistema de 
valores que anula A y B anula también la ecuación (5). 
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Recíprocamente, todo sistema de valores que anula las 
ecuaciones (i) y (5), por anular A , reduce B a = 0, y 
como a no es cero, tendremos B = 0; lue^o satisface á 
las (1) (2). 

Escolios, 1.0 Hemos visto que para hacer que la i n ­
cógnita que se quiere eliminar tenga el mismo coeficiente 
en ambas ^ecuaciones, basta multiplicar cada una por e l 
coeficiente de la incógnita en la otra. 

Sin embargo, cuando los coeficientes de la incógnita 
que se quiere eliminar tengan factores comunes, será más 
sencillo formar el m. c, m. de los dos, y multiplicar cada 
ecuación por los factores que falten al coeficiente de su 
incógnita para completar dicho rn, c. m. 

2 0 E l método de eliminación por reducción es el más 
conveniente en la mayoría de los casos, porque las ecua­
ciones á que dá lugar siempre tienen forma entera. 

E l método de sustitución es conveniente cuando una 
de las incógnitas tiene por coeficiente la unidad; y el de 
igualación solo puede emplearse con ventaja, cuando una 
de las incógnitas tenga por coeficiente la unidad en ambas 
ecuaciones. 

T V V 

Resolución de sistemas de ecuaciones con igual 
número de incógnitas. 

72. Comencemos por el caso más sencillo. 

Sean las dos ecuaciones / , e l im inando* 
a x + 0 y = c ) 

por el método de reducción, resulta 
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a a* x -j- b a ' y = c a' a a x ~ \ - b a y = c a ) 
, , , , \ h a ' y — a b ' y « = c a — a c k \ 

a a x + a b y — a c ] J, 
c a' — a c' 

y ^ b a ' — a b ' 

Sustituyendo este valor de y en cualquiera de las 
ecuaciones propuestas, podríamos deducir el de x de la 
ecuación resultante. 

También podríamos, y sería lo más conveniente, el i­
minar ahora ̂  por reducción; pero, con objeto de dar idea 
de todos los métodos, vamos á emplear el de igualación. 
Despejando y en las dos ecuaciones, nos dan 

c — a x 

r = — i — 
0 i c — a x c ' — a ' x b tí 

^ tí 

c tí — tí a x = b c — b a ' x ; 

a'b x—t ía x =1 b c'—c tí; {b a — a b') x = tíc' — c tí; 

be ' — c t í 
x — b a ' — a t í ' 

Ejemplo. Resolver el sistema de dos ecuaciones 

B x 2 
2 r - 3 ~ 3 

m 73. L a forma general de toda ecuación de primer 
grado, después de preparada, es 

a x - h b y + c b - i - ., = k. 

P a r a resolver un sistema de m ecuaciones de primer1 

32 
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grado con m incógnitas, se el'vnina una misma incógnita 
sucesivamente entre la primera ecuación y cada una de las 
demás; lo que nos dará m—1 ecuaciones con m—1 i n ­
cógnitas. Se vuelve á eliminar una misma incógnita entre 
estas ecuaciones, y resultarán m—2 ecuaciones con m—2 
incógnitas; y se continúa asi hasta obtener una ecuación 
con una incógnita. Se resuelve esta ecuación,y nos dará el 
valor de una incógnita; se sustituye este valor en una de 
las dos ecuaciones con dos incógnitas, y tendremos el de 
otra incógnita. Estos dos valore* se sustituyen en una de 
las tres ecuaciones con tres incógnita <y resu'tará el valor 
de otra incógnita; y así sucesivamente hasta obtener el 
valor de todas ellas. 

Este procedimiento está justificado por lo expuesto 
en la eliminación; puesto que el sistema dado es equiva­
lente al formado por una de las ecuaciones propues-tas, 
una de las m—l con m—\ incógnitas, una del grupo de 
m—2 incógnitas y así hasta una del grupo de 2 incógni­
tas, y la ecuación final con una incógnita, 

Ejemplo. Sea el sistema. 

a x - ^ b y + c i ^ ^ k j 
a ' x + b y + c'^ == k' \ (i) 
a "x -J rb ' ' y - - \ -c ' \ = k" J 

eliminando x entre la primera y la segunda, tendremos: 
a a 'x -f- b a 'y - ¡ ^ c a \ =z k a! \ 

a a ' x + a b ' y + a c - t ~ * a k ' \ b a ' y + C a ' í ~ a b ' r - -

a c' { = k a' — a k'; ó sea 

{ba! - a b') r + ( c a ' — a c')K ^ k a ' — a k'; 
y ahora entre primera y tercera 

a a l x + b a " y ~ \ . c a " í ~ * k a ' ' l v 
a a " x + a b " y + a c " i ~ * a k " \ b a r + c a ! í - a b y - -
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a c ' % *=* k a " — ak', ó bien 

(b a" - a b " ) r + (c a" — a c") $ <= k a" — a k" 

y el sistema propuesto ha quedado reducido á las dos 
ecuaciones con dos incógnitas 

(b a' — a b') y + (c a ' ~ ac') % = k a ' — a k ' 
(ba"—ab")y+ {ca'—ac")^ «. Ara"— a k" i ^ 

Elimino y entre estas dos ecuaciones, y resultará 

{ac'b"— a ¿'c"+ b a'c'r— c a'b"— b c a " - ^ c b'a") $ == 

a k'b"— a b'k"+ b a'k"— kab '+k b'a"~b k' a" 

de donde 

a k' tí'— a b' F H - b a' k"— k a' b"+ k b' a" — bk' a" 
* ra a c' b"— a b' c"+ b a' c"— c a' b" + cb' a" — b c' a" 

Sustituyendo este valor de \ en la primera de las ecua­
ciones (2) resulta 

a c' k"— a k' c"+ k a1 c " ~ c a k"-\- c k' a"— k c' a" 

x — 

f ac ' b"— a b' c"+ b a' c"— c a b"-\- c b' a"— b c' a" 

y reemplazando % é y por sus valores en la primera de las 
ecuaciones (1) tenemos, por fin, 

k c' b"— k tí cn+ b k' c " ~ c k1 b"-{- c b' k"— b c' k" 
a c' tí'— a b' c"+ b a' c ' ~ c a'tí'-^- c tí a "— b c' a" 

Ejemplos. I.0 Resolver el sistema 

1 . O ! I 1 KA 

-r- -^- Jf + 2 -gr .T. -f , y ^ ==. 54 
3 3 
y-v + r + 1 -^ ^ = 40| 
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2.° 

3 x - { - 2 r + 5 s — 8u — 24 
2x — 8y + 3{ —6 w = 6 
5 * + 4 r — 2 ^ + 2m= 1 
7^ + 2 r + 4 | — u= \9 

Fórmula general para la resolución de las ecuaciones 
de primer grado con varias incógnitas. 

* 74. E l método de adición y sustracción nos ha he­
cho ver la importancia de los coeficientes y el papel pr in­
cipal que pueden representar en la eliminación de las i n ­
cógnitas. 

E l empleo de los factores indeterminados, debido á Be-
zout, permite hacer desaparecer á la vez todas las incógni­
tas menos una. simplificando notablemente el cálculo. 

* yS . Consideremos, en primer lugar, el sistema de 
dos ecuaciones con dos incógnitas 

a x -\- b y = K (1) 
a ' x - M ' j ^ K ' (2) 

Multipliquemos los dos miembros de !a primera ecua 
ción por un factor indeterminado m, y al producto agregue 
mos la segunda; tendremos 

(ít m+a ' ) x + (¿m + ¿')r = Km + K ' (3) 

Y como m no tiene valor determinado, podremos suponer­
le tal que anule el coeficiente de una de las incógnites, y , 
por ejemplo, es decir, que hacemos 
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para lo que bastará que m >= r- X 1* ecuación (3) se 

reducirá á 

{a m -\- a'} x =*• Yk m •%• K ' ; 

ó reemplazando m por su valor 

K ¿'-- 6 K ' , . 
X ~ a b ' - b a ' ^ 

Si suponemos de modo análogo en la ecuación (3) 

' a ' 
a m 4- «' = 0. de donde m »« 

1 a 
s« reducirá á 

( ¿ m + é ' ) r ^ K m + K ' 

y reemplazando m por tu valor, resultará 

a K ' — K a .cS 
y - a t í - b a & 

U n razonamiento análogo al empleado en el método de 
sumas y restas, demostraría que el sistema de las ecuacio­
nes propuestas es equivalente al que origina los valores de 
x é y que acabamos cíe obtener. 

* 76. Observando los valores de las incógnitas, y te­
niendo en cuenta las ecuaciones propuestas, deduciremos 
la siguiente regla': 

Para determinar los valores de l i s incógnitas en un 
sistema de dos ecuaciones, escríbase á la derecha del coe 
fidente a de la primero incógnita el coeficiente b de la 
segunda; inviértase el orden de las letras, interpóngase el 
signo menos y se f o rma rá el binomio a b — b a, acentúen­
se las segundas letras de cada término y resultará el de­
nominador común á las dos in ógnitas a b' — b a'. Reem­
plazando enseguida e¿ coeficiente de la incógnita que se 
busct por el térmico conocido, conservando los acentos, 
tendremos el numerador. 

* 77. Pasemos ahora al caso de tres ecuaciones con 
tres incógnitas: 
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a' x + ¿ ' r + c ' í = K' (6) 
a " x + b"r+c"i~K" ) 

sean m y n dos cantidades indeteiminadas, multipliquemos 
la primera ecuación por m, la segunda por k, y sumemos 
las dos ecuaciones resultantes con la tercera, tendremos: 

(7) (a m + * ' ¿ + a") x + (b m + b' n + b") y + 
(c w + c' n + c ' ) ^ = K w + K ' n + K " 

y como m y n son indeterminadas, podemos suponer que 
sus valores anulan los coeficientes d e ^ y ^, de suerte que 

bm + b' n + b" =0 ,g, 

ecuaciones que nos determinan los valores de m y w con 
arreglo á la regla anterior, que nos dá 

b' c" — c' b" c b " ~ b c" 
m = —-r-7 77—*, « = be ' — cb ' ' be' — c b ' 

valores que sustituidos en el valor de x , deducido de la 
ecuación (7). que ha quedado reducida en virtud de la h i ­
pótesis (8) á 

(9) (a m + a' « + a") ^ = K m + K' « + K " 
nos dan por fin 

K {b' c " - c' b") + K ' (c b" - b e") + r ' {b e' - c b ' ) 
' a (¿' c" - c b") + a' [c V'—b c") -f a" {b c ~ c b'f 

los valores de ̂  y de ^. podrían obtenerse empleando aná­
logo procedimiento; pero pueden deducirse directamente 
observando que en la ecuación 7) el coeficiente de x no se 
diferencia del áz y ó 1, más que en que su coeficiente a está 
reemplazado respectivamente por b y c; y , si tratáramos 
de buscar el valor de j ' , las ecuaciones (S) serían las mis-
aias con la sola sustitución en la primera de b por a ; y la 
ecuación (9) seiía también U misma reemplazando sola­
mente x por y , y a por b. 
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De suerte que el valor de y será el mismo de x Feetn-

plazando a por ¿ y ¿ por a Análogamente el vrlor de \ se 
deducirá también del de jc, reemplazando a por c y c por 
a ; así se obtieLe 

K (a' ¿ ' - c' a") + Kf (c a " - a c") + r ' {a c ' ~ c a'J 
r " b{a'~c"~ d a ' ) •{- b' {ca" — a c1 ) i -b ' (a c' — ca ' ) 

_ K ^ ' a " - a' b') + K' { a b ' ' ~ b a ' ) + K" (b a' a b1) 
K ~ "c"(¿V'— a' ¥ ) -f ¿{a b" ~ b a") + c" {b a' ~ a j y 

* 78. L a composición de estas fórmulas nos permite 
ampliar la regla dada en el número (y6J para el caso de dos 
ecuaciones con dos incógnitas. 

Formado, con arreglo á ella el binomio a b — b a. 
agregúese el coeficiente c de la tercera incógnita á los 
dos términos y hignse correr la c le derechi d i^juierdz, 
cambiando el signo d cada cambio de lugar; y resultará 
el polinomio. 

a b e — a cb -\- c a b — b a c - \ - b c a — c b a 

acentuando con una camilla la segunda letra y con dos la 
tercera de cada término resultará el denominador común 
de los valores de to ias las incógnitas. P a r a tener el nu­
merador de cada uní, b ista ree aplacar en el dmo ninador 
común, el coefidente de ¿a incógiita que se bisca por e l 
término conocido, conservando las comillas. 

* 79. De modo análogo podría hacerse extensiva la 
regla anterior al caso de mayor número de ecuaciones con 
el mismo número de incógnitas. ¥ 

LXXII. 
Problemas de primer grado eon varias ineógnitas. 

80. i.0 Un tren sale á las diez de la mañana de Me­
dina, que dista 93 k m . de Segovia, con una velocidad de 
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0,65 kilórtietros por minuto; y de Segovia sale otro para 
Medina, 15 minutos después, con una velocidad de 0,80 
kilómetros por minuto. Se desea saber cuánto tiempo 
tardarán en encontrarse los trenes, desde que salió el de 
Segovia, y cuántos kilómetros ha recorrido cada uno. 

Planteo. Sean x los kilómetros que recorre el primero: 
j r los que recorre el segundo. Entre los dos recorren los 
93 km.; luego at-]-/•=.93. Si el primero en andar U,65 km. 

tarda 1 minuto, en andar x km. tardará —-3—; y el según-

y 
do en andar ^ km., tardará qA , y como llegan al 

mismo tiempo al punto de encuentro, se diferenciarán en 
los 15 minutos que salió después el segundo tren. 

Luego las ecuaciones son: 

x + r = 83. 

• ^ . = 15 
0,65 0,80 

Resolución. Las ecuaciones preparadas se convierten en 
a: + ^ = 93 I j r = 93 — .v 

1 6 ^ — 1 3 ^ = 1 5 6 l l 6 A : - 1 2 0 9 + 1 3 x = l56 

29 ^ = 1365; x = 47,034 k m . 
De donde y = 45,966 km. 

Puesto que el segundo tren recorrió 45,966 km. con 
una velocidad de 0,80 km. por minuto, tardaría en cn -

45 966 
contrar al primero —.'•' - = 27'21" 

0,80 

luego í = 5 7 ' 2 l " . 

Comprobación. L a distancia recorrida por el prlmeí 
tren fué 47,034 k m . , su velocidad 0,65 km. , luego tardaría 
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47 034 
en encontrar al secundo ' ' ^— — 72 '21" . Diferencia 

0,65 
del tiempo empleado por los dos en recorrer el trayecto 
7 2 ' 2 l " — 5 7 ' 2 r = 15' con arreglo al enunciado. 

2 ° Dos trenes salen con una diferencia de t minutos, 
de dos estaciones que distan n kilómetros, y con veloci­
dades representadas por v y v' km. por minuto. Se desea 
saber cuánto tiempo tardarán en encontrarse desde que 
salió el último, y cuántos kilómetros recorre cada uno. 

Planteo. Sean x é y los kilómetros que recorre cada 
uno. Entre los dos han recorrido los n kilómetros, luego 
la primera ecuación será x -\- y — n. 

Ahora el primer tren en andar v km. tarda 1'; luego 
x 

en andar x km. tardará minutos; del propio modo el 
v 

y 

segundo tardará —— y como la diferencia del tiempo em­

pleado por los dos es t minutos, la segunda ecuación será 

x y 
v v' 

Resolución Las dos ecuaciones preparadas nos dartl 

x -{- y = n 

v' x - - v y ~ P v' t 

x ~ n — y 

v'{n — y ) — v y = v p't; v'n — v ' y — p y = p p't] 

{p' + p ) y == p'n — p p't; 

p'n — p p' t 
y - - ;^+.iJr-"' 

p'n — p p't p'n -{- p n — p'n -\- p p't x = tn — 
p -tv v -\- v 

:!3 
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v n ± v v * t 
V'-[-V 

Comprob ición. 

v'n — vv ' t . v n - y v v t . 
"r r-r~ — "• v ' + V v'-^v 

v< n —pp' t - \ -un- l~ vv't t=v'n + v n 
v'n -V v n = v'n + vn 

y también 
v' {vn- \ - vv ' t ) y {v'n — vv ' t ) ^ ^ ^ 

y . ^v v ' + v 

V'p n ' ^ y p^t — v v'n f v'2 v ' l — v v'^t f v"1 v' t; 
ósea vv''!t + v ' iv ' t ^ v v ' " 2 t i v ' V t. 

LXXIII. 
Discusión de la ecuación de primer grado 

con una incógnita. 

* 81. L a discusión de las ecuaciones de primer grado 
no es otra cosa que ei examen de todas las íormas que 
pueden presentar los valores de las incógnitas, según los 
que tengan los datos, y la interpretación legitima de estas 
formas, con arreglo á las condiciones que pudiéramos 
llamar físicas del problema; pues hay que tener en cuenta 
que los valores de las incógnitas constituyen siempre una 
solución legítima de las ecuaciones dadas, mas no siempre 
lo son del problema que las origina, y de ahí la necesidad 
de buscar la interpretación adecuada al caso que se con­
sidera. 

* 82. E n la ecuación general A x = B; la incógnita 
A 

x = -g-> puede presentar cinco formas distintas según 
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que A y B tengan el mismo signo ó signo contrario*, y 
sea una de ellas nula ó lo sean ambas. 

i.er caso. Si A y B son del mismo signo, x será posi­
tiva y en general será una solución del problema. No 
obstante, puede suceder que las condiciones físicas del 
problema lleven envueltas ciertas restricciones, que hagan 
que dicho valor no constituya una solución del problema 
propuesto. En este caso, la solución hallada, que pone de 
manifiesto la incompatibilidad de los datos, acusa la i m ­
posibilidad del problema propuesto. 

Ejemplo. Se trata de repart ir una limosna entre va­
rios pobres, á parles igualen, y se vé que fa l t an 4 céntimos 
para dar á cada pobre 5; y que sobran 1, para dar d 
cada pobre 3. Se pregunta ¿cuántos son los pobres? 

Sean x los pobres; si damos á cada pobre 5 céntimos, 
repartiremos 5 .*•; pero como faltan 4, en este caso, la 
cantidad disponible será 5 x — 4. Si damos á 3 cents., 
empleamos 3 x\ pero como sobran 7, resulta, que la 
cantidad que hemos de repartir es 3 .* + 7. 
luego 

b x — 4 = 3.*: + 7 ; de donde x == - — - == 57;, 

E l valor fraccionario de la incógnita satisface á la 
ecuación; mas no al problema, que exige una solución 
entera. Este problema es, pues, imposible. 

2.° S i A y B tienen signo contrario, x será negativo 
y en esta forma no puede satisfacer al problema. Recor­
dando, sin embargo, la interpretación que hemos dado á 
las cantidades negativas, deduciremos que hemos atribuido 
á la in:ógnita, en el enunciado del problema, un modo 
de ser contrario al que debe tener, para que sea compati­
ble con los datos. Así pues, rectificaremos el enunciado, 
atribuyendo á la incógnita el modo de ser contrario, con 
lo que la solución se convertirá en positiva. 

Si esta rectificación no puede hacerse, el problema es 
imposible. 

Ejemplos. I.0 Una fuente tiene dos caños, el uno la 
l lena en 6 horas y el otro la vacía en 5 horas: ¿Cuánto 
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tiempo tardaría en llenarse abriendo los dos a l mismo 
tiempo? 

Sea x el número de horas que tardaría en llenarse la 
fuente con los dos caños simultáneamente abiertos. E x ­
presando por 1 la capacidad de la fuente; si el primero la 

llena en 6 horas, en 1 hora llenará -^- de su capacidad, y 

x 
en x horas —„-. 

6 
Del mismo modo veríamos que el otro caño vacía en 

las 5 horas una capacidad determinada por-—, la diferen-
o 

cia de ambos debe ser la capacidad de la fuente. L a ecua­
ción será, pues 

* _ * ===1; 5 x — 6 x = 30; ,x = — 30. 
6 o 

Solución negativa que indica la necesidad de rectificar 
el enunciado, que en vez de llenarse en las x horas, se 
vacía en ese tiempo. E l enunciado debe ser, pues, el 
siguiente: 

Una fuente tiene dos caños, el uno la llena en 6 horas, 
el otro la vacia en 5. ¿Cuántas horas tardará en vaciarse 
con los dos abiertos d la véqt 

2.° Preguntando á un pastor cuantos corderos lleva 
en su rebaño, responde: si a l tercio de su número se aña­
de el quinto, y se restan siete de ¡asuma, resultará e l 
doble de los que llevo. 

Sea x el número de corderos L a ecuación será 

•̂  -̂  ^ o ,, 105 -ó- + ~5 J = ¿ x que nos da x =•= =—• . 

Solución negativa que pone de manifiesto la incompatibi­
lidad de los datos, acusando la imposibili lad del problema. 

Esta imposibilidad la manifiesta también la ecuación 
propuesta que preparada dá 22 x + 105 = 0, imposible 
de satisfacer por ningún val®f absoluto de x . 
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3.° Si B es cero, sin serlo A , .r — — - ==t 0, nos dará 
.A. 

una solución legítima del problema. 
Ejemplo. Preguntado un pastor cuantos corderos l le­

va en su rebaño, responde: si a l tercio de su número se 
añade e¿ quinto, y se agrega 7, resultarán 7. 

L a ecuación será ahora 

4 - + — + 7 = 7; 5 ^ + 3 x + l05 = 105; 

o 

Es decir, que no lleva ninguno. 

4.0 Si A es cero, sin serlo B , tendremos x = ^ sím­
bolo que por primera vez se nos presenta en el cálculo, y 
que es preciso interpretar 

Observemos para ello que si en el quebrado -—• supo-
A 

nemos el valor de B constante, y el de A variable, y 
disminuyendo sin cesar, el valor del quebrado irá aumen­
tando sucesivamente; y cuando el valor de A sea extrema­
damente pequeño, el del quebrado será excesivamente 
grande. Es decir, que cuando A sea más pequeño que 

cualquier cantidad dada, — será mayor que cualquier 
.A. 

cantidad por grande que ésta sea. 
L o que se expresa abreviadamente diciendo que toda 

cantidad part ida por cero es infinita y se expresa con el 
signo 00 , 

Si B fuera negativo, el valor del quebrado crecería ne-
TJ 

gativamente; y se tendrá del mismo modo —^r— = —00 

Por consiguiente, los límites de toda cantidad finita 
son el infinitivo positivo y el infinitivo negativo. 

Se deduce de lo expuesto, que si el denominador de un 
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quebrado crece sin cesar, sin variar el numerador, el que­

brado disminuye incesantemente. Es decir, que = 0. 

Si tratamos ahora de interpretar la solución infinita de 
D 

la ecuación propuesta, observaremos que x =« -̂ --> proce­
de de la ecuación 0 X -̂  = Bi imposible de satisfacer por 
ningún valor finito de x . Luego el problema que origin6 
esta ecuación es imposible. 

Ejemplo. Preguntando d un pastor cuantos corderos 
lleva en su rebaño, contestó: s i d la mitad d i su número 
se le añaden b y se le resta la cuarta parte, resultará la 
cuarta parte de los que llevo más 7 L a ecuación será: 

-f o-....,..= •••••.• +7; 
que nos dá 

2 ' " 4 

0 X ^ = 8. x = 
0 

que demuestra la imposibilidad del problema, como se re­
conoce en la ecuación propuesta, pues quitando denomi­
nadores y reduciendo en el primer miembro, resulta 

x + h = x + 1; 
expresión absurda, pues cualquiera que sea el valor de x , 
siempre el 2 ° miembro tendrá 2 unidades más que el i.0 

5.° Por último, si A y B son ceros, x = y, , expresión 

que queda satisfecha por cualquier cantidad finita, puesto 
que todas ellas multiplicadas por 0, dan cero. Por eso la 

expresión — se llama símbolo de indeterminación. E l pro­
blema, cuya solución represente, será por tanto indetermi­
nado. 

Sucede, sin embargo, que algunas veces una fracción 
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S6 presenta bajo Ja forma — , por anularse un factor co­
mún á los dos términos, sin ser tal símbolo de indetermi­
nación. 

A 3c (y_¿2) . , 0 ., 
Asli - r - t t TV- se reduce a - . si hacemos a — b: 

4 a (a — b) 0 
pero si suprimimos el factor común á sus dos términos 
, 7-\ i 3c(a4-¿) , , . , . 
{a — b), resulta ^——'— , que en la hipótesis a = b, 
se convierte en 

3 b * c 
4:4 

Por consiguiente, para asegurarse de que una fracción 
que se presenta bajo la forma •^- es símbolo de indeter­
minación, es necesario antes ver si hay algún factor común 
á sus dos términos. Solo en caso negativo, deberemos darla 
esa interpretación, ó cuando, aún después de suprimidos 
los factores comunes, persistieran en anularse sus dos tér­
minos. 

Ejemplo. Cual es la edad de una persona que restan~ 
do 5 de la mitad de su edad más 4, resultan tres años 
menos de la mitad de su edad. L a ecuación será 

x + 4 c; — * q . 
O — -je- — o , 2 2 

que nos dá 0 X ^ == 0; x = —--. 

Luego á todas las edades se verifican las condiciones del 
enunciado. 

L a in Jeterminación del oroblema la acusa también la 
ecuación, pues quitando denominadores se convierte en 

x — 6 =^ x — 6, 

identidad que siempre se verifica, cualquiera que sea el 
valor que demos á x . 

§3. Las cinco formas expuestas en los varios proble-
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mas anteriores, pueden resumirse en un solo enunciado 
general. 

Problema. Dos móviles recorren con movimiento uni­
fo rme la línea X Y , en el mismo sentido, pasando en el 
mismo instante por los puntos A jr B , que distan entre sí 
d metros, con velocidades v y v por minuto ¿En qué 
punto de la línea se encontrarán? 

v N A dm B M 
A — 1 i -1- • 1 1— ' l 

Supongamos que caminan hacia la derecha y repre­
sentemos por M el punto de encuentro. Sea x la distancia 
A M; la distancia B M será x — d Los dos móviles tar­
darán el mismo tiempo en recorrer las distancias A M y 

B M; pero el primero tarda ' minutos, y el otro' 
v J V 

. . x x~d , , , dv 
Luego la ecuación es — = ¡—; de donde x == v p' v—v 

Examinemos los diversos casos que pueden ocurrir. 
;: i.0 Si vy -v \ el valor de x es positivo y satisface al 
problema. Además es mayor que d, como exigen las 
condiciones físicas del enunciado, 

2.ü Si v<y ' , el valor de x es negativo; no satisface 
•al problein-.i pero., según lo expuesto, nos indica que el 
punto de encuentro en lugar de estar á la derecha, se en­
cuentra en N , es decir, á la izquierda. E l enunciado debe 
modificarse diciendo: ¿en qué punto de la línea se han en­
contrado? 

3.° Si i es cero, x = j - = 0. Conforme con 
v—v 

las condiciones del enunciado del problema, que indica se 
encuentran en el punto de partida, 

„ . , d v 
4- Si v—v; x~z —-— = co . E l problema es imposi­

ble; y en efecto, siendo iguales las velocidades, los mó­
viles estarán siempre á la distancia d, puesto que van eil 
d mismo sentido. 



5.° Si d = O y í' =» v'; x =» ~j--. Gomo en el valor de 

x no hay factor común alguno, el problema es indetermi­
nado. Y efectivamente, así debe ser, puesto que partiendo 
del mismo punto, con velocidades iguales, se encuentran 
constantemente. 

LXXIV. 
Diseusión de las ecuaciones de primer grado 

con varias incógnitas. 

* 84 Nos hemos ocupado anteriormente de la discu­
sión de la ecuación de primer grado con una incógnita; 
vamos a.aora á examinar las diferentes formas que pueden 
presentar los valores de las incógnitas en un sistema de 
varias ecuaciones con el mismo número de incógnitas, co­
menzando por el caso más sencillo 

* 85. Consideremos, pues, el sistema general de dos 
ecuaciones con dos incógnitas: 

a x -{- b y = K 
a' x -\- b ' y = K' 

que sabemos nos dan 

(0 

K b ' — b K ' _ a K ' — K a ' . . 
•*=" a b ' - b a ' ' r = a a b ' - b a ! ^ ' 

y supongamos que se dan á a, b, a', b\ valores'tales que re­
sulte a b' -— b a' = 0; lo que nos dá .*• = 00; j ' = 00. Si 
las fórmulas (2) son aplicables al caso actual, las ecuacio­
nes (1) resultan incompatibles. Para convencernos de ello, 
introduzcamos en las ecuaciones la condición 

ab' — b a ~ 0 \ que nos dá b' — ; 

8̂  
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que sustituido «n la segunda ecuación ( i ) la convierte en 

b a' , a K ' 
a' x . a " y = K'; ó sea a j? + ¿ / = -—7— 

ecuación incompatible con la primera de las propuestas, 

a K' 

puesto que no puede ser K = •— .— , toda vez que enton­

ces resultaría K a ' — a K' = 0, lo cual no es cierto. 
Las fórmulas (2) son, pues, aplicables al caso actual y 

comprueban que las ecuaciones dadas son incompatibles, 
* 86. Supongamos ahora que íe tuviera á la vez 

a b'— ¿ a' — 0; y K b'— h K ' = 0; de donde x = - — y al 

parecer jK ~ co", aunque en realidad es también igual á — • 

Basta, en efecto, observar que de a ¿' — ¿a' = 0; y 

K ^ — ¿ K' = 0; se deduce •—r = -
a b K 

de donde a K' — K a' = 0; los dos valores de las incóg­
nitas afectan, pues, la forma indeterminada. 

Para asegurarnos de que son aún en este caso, la fiel 
expresión de las ecuaciones propuestas, introduzcamos en 
las ecuaciones dadas la hipótesis 

fl¿,' — ¿ a ' = 0 ; K ¿ ' — ¿ K ' = : 0 ; ó s e a A = - 4 = — . 
a b' K' 

que nos dá, llamando m, á la razón de esta serie 

a = m a'; b — m b'; K = m K'. 

que sustituidos en la primera de las ecuaciones dadas la 
reducen á 

m a' * + m ¿/ j r = m K'; es decir, a ' x -]- b ' y z=K.' 
luego el sistema dado queda reducido á una ecuación con 
dos incógnitas, que nos indica: i.0 que siempre que el 
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Valor de una incógnita se presente bajo la f o r m a •••̂ ••-, la 

otra afectará la misma f o r m a ; y 2.° que el sistema pro­
puesto, es indeterminado. 

* 87. Escolios, i.0 S¡ desaparece una de las incóg­
nitas, entonces la conclusión anterior no es aplicable á 
este caso. 

Así de a = Of íí' = 0; resulta 
0 

* = 00; j / = * -^j-

y las ecuaciones (1) se convierten en 

que resultan incompatibles toda vez que K ¿'—. ¿1 K ' no 
es cero, puesto que x ~ co. 

2.0 S i a = 0; a' -= 0; y K ¿' — ¿ K ' = 0; los dos va­

lores de las incógnitas se reducen á —rr-', y sin embargo, el 

valor de ^ no es indeterminado; porque de K¿> '—¿K'= 0; 
K b' 

resulta K' = — 7 — ; que sustituido en el valor de y 
nos dá 

r 
K(ab ' — b a') K 
b ( a b ' ~ b a') b 

* 88. Las mismas consideraciones, aplicadas á un 
sistema de m ecuaciones con m incógnitas, nos llevarían á 
distinguir los dos casos que pueden ocurrir: Que anulán­
dose el denominador común de los valores de las m incóg­
nitas; los numeradores no se reduzcan á cero; ó que los 
numeradores se reduzcan también á cero. 

En el primer caso, las ecuaciones propuestas son m -
compatibles; en el segundo, sería p"eciso introducir en las 
ecuaciones propuestas la hipótesis que haya reducido los 

valores de las incógnitas á la forma —f— y resolverlas por 

los métodos de eliminación conocidos. S i llegamos á obte­
ner una ecuación idéntica^ deduciremos que el sistemq, 
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propuesto es indeterminado; y s i llegamos d una ecuación 
absurda, las ecuaciones dadzs Serán incompatibles. # 

L X X V , 
Sistemas de ecuaciones de primer grado con más 

ecuaciones qué incógnitas. 

89. Los problemas que originan un sistema de más 
ecuaciones que incógnitas se llaman más que determina­
dos, pues contienen más condiciones de las precisas para 
determinar las incógnitas. Son en general imposibles. 

P a r a resolver un sistema de m + n ecuaciones con m 
incógnitas, se hallan los valores de las m incógnitas enfre 
va cualesquiera de las ecuaciones propuestas, y estos palo 
res sustituidos en las n ecuaciones resta ¡tes, sati / a r a n ó 
no satisfarán d dichas ecuaciones. En el\ primer ca o, el 
sistema e? posible; en el segundo es imposible, es decir, que 
las ecuaciones dadas son incompatibles. 

Si las m + w ecuciones propuestas, tuvieran n coefi­
cientes indeterminados, la sustitución anterior nos deter­
minaría un sistema de n ecuaciones con estas n incógnitas; 
que resuelto, nos indicaría las condiciones que habían de 
cumplir sus coeficientes, para que el sistema sea posible. 
Por esta razón, esasecuaciones se llaman ecuaciones de 
condición. 

Ejemplo. Sea el sistema, 
ít x -f- 6 j r = 20 l 

x ~ b y = 6 I de tres ecuaciones con dos incógnitas. 
x y = 4 ) 

Tomo las dos primeras ecuaciones con dos incógnitas, 
y me dan; 



20 — S a 
y a b -j- b 

2 0 b - 6 a b J 26b 26 
X = O -¡ r—j O X =* a b -\- b ab + b a + l 
Estos valores de x é y sus'ituídos en la tercera ecuación, 
nos conducen á la ecuación de condición 

a* b + 2 a b + 39 a + b = \20 , 

que expresa las relaciones que deben ligar á los coeficien­
tes a y b, para que el Fistema dado sea posible. 

Se pueden dar en esta ecuación valores arbitrarios á 
a ó b, y determinar así el valor de la otra. Si hacemos 
dt =— 1, resulta b = 22,75 y estos valores sustituidos en 
las ecuaciones propuestas, nos darán un sistema compa­
tible, en el que sacando los valores de .r é ^ y sustituidos 
en la tercera ecuación la convertirán en una identidad. 

LXXVI. 
Sistemas de eeuaeiones de primer grado con menos 

ecuaciones que incógnitos. 

go. Los sistemas de menos ecuaciones que incógnitas 
son indeterminados. Si suponemos un sistema de m ecua­
ciones con m-h n incógnitas, podremos deducir de ellos 
los valores de m incógnitas, que reemplazados en las 
ecuaciones propuestas las convierten en identidades, in­
dependientemente del valor de las otras n incógnitas. 

Así, pues, dando á éstas valores arbitrarios, resultaran 
para las otras m incógnitas valores que satisfarán al sis-



tema dado. E l sistema tiene, pues, un sin fin de soluciones. 
Ejemplo. Sea, por ejemplo, el caso más sencillo una 

ecuación con dos incógnitas. 
15 5 y 

2* -+ 5 ^ = 15; de donde x = ~ — ' 

Dando á j ' l o s valores 0 . 1 , 2 , 3. 4 
resultarán para x los valores 7, 5; 5; 2, 5; 0;—2,5 

91. Siempre que un sistema contenga menos ecuacio­
nes que incógnitas, la eliminación sucesiva de estas nos 
conducirá, por fin, á una ecuación con dos ó más incógni­
tas que admite una infinidad de soluciones, y á cada una 
de esta^ soluciones corresponde otra solución del sistema 
propuesto. 

Sin embargo, estas soluciones pueden limitarse, l le­
gando á hacer imposible el sistema en algunos casos, si 
se impone la condición de que los valores de las incógni­
tas sean enteros, y todavía más si se exige también que 
sean positivos. 

E n la ecuación anterior, solo existen dos soluciones 
enteras y positivas, 

jc = 5 i * = 0 
L a determinación de las soluciones e iteras y posi' ivas 

de un sistema indeterminado forma el objeto del análisis 
indeterminado. 

LXXVII. 

Análisis indeterminado de primer grado. 

93. Hemos indicado que la determinación de líis 
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soluciones enteras y positivas de un sistema de más incóg­
nitas que ecuaciones constituye el objeto del análisis i n ­
determinado Nosotros vamos á considerar tan solo el caso 
más sencillo, ó sea la resolución en números enteros de 
una ecuación de pr imer grado, con dos incógnitas. 

* 93. L a forma general de la ecuación de primer 
grado con dos incógnitas es 

en que A , B y K representan números enteros. 
Desde luego podemos suponer que A , B y K. son pri­

mos ent e sí; pues, si tuvieran algún factor común, co 
me.izáríamos por simplificar la ecuación, dividiendo sus 
djs miembros por dicho factor. 

Aaora bien, puede suceder que dos de estas tres canti-
dides tengan un factor común. Llamemos d al máximo 
común divisor, por ejemplo de A y B. Dividiendo por d 
los dos miembros de esta ecuación, resultará 

A'jf + B V ^ —j- ; 

ecuación que no puede ser satisfecha por ningún sistema 
de valores enteros de x é y , puesto que A ' y B' son ente­

ja­
ros, y -—7— no lo es, 

L o que nos dice que para que una ecuación con dos 
incógnitas admita soluciones enteras, es preciso que el 
máximo común divisor de sus coeficientes divida a l té rm i ­
no conocido. 

* 94 Supongamos ahora que uno de los coeficientes 
A , por efemplo, tenga un factor d común con K; dividiendo 
por d los dos miembros de la ecuación dada, resultaría 

A ' ^ + - & . =*= K'; 
' d 

B y 
en que -——• tiene que ser entero; y , como B y íí son pr i -
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mos entre s í , ^ tendrá que ser múltiplo de d; luego tendrá 
la torma d y ' , y la ecuación berá 

A' x + B y ' — K'; 
ecuación que aún podrá simplificarse si B y K ' no son pri­
mos entre sí. 

L o que nos dice que, en todos los casos, toda ecuación 
indeterminada puede reducirse á la forma 

a x -\- b y =^K ( i ) 

en que a,b y K. sean primos entre sí dos á dos. 
* 95. Si en esta ecuación uno de los coeficientes a , 

por ejemplo, fuese igual á la unidad, deduciríamos 
a: = K — b y \ 

ecuación que, para cada valor entero de y , nos daría un 
valor entero para x . 

Veamos, pue?, como reducimos la resolución de la 
ecuación (1) á este caso. 

Para esto supongamos que a < b; despejando la x ten­
dremos 

a 
y dividiendo b por a, llamando q al cociente y r al resto, 
resultará 

b = a q -\- r; 

que, sustituido en el valor de x , nos dará 

K — ^ í _ K — r X K r y 
x í̂ "6 * — • — — - — — ""*í7 y* 

a * • ' a 

y para que x sea entero, bastará que lo sea 

K — r y 

a 

Supongamos, pues, — — 1 ¿ L = t, siendo t un entero 
a 

cualquiera, lo que nos dá 
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x •= — g x ~{-tf 
L a resolución de la ecuación ( i ) queda reducida á la 

de la ecuación 

K — r y 
= t o sea r y 4- a t = K 

a J 
de menores coeficientes que la (i) y en la que podremos 
efectuar las simplificaciones posibles, según hemos hecho 
anteriormente. 

Esta ecuación nos dá j-" — ; que efectuando 

la división de a por r; nos dará ¿i = ^' r - f r,> de donde 

K — ? ' r í — r ' í , , K — r ' / 
y == 1_ = _- ̂ r í + r r 

K ~ r t , . , , 
que exige que == í , siendo t entero, para que 
y lo sea. 

Tendremos, pues, X = — q t -}- t'. 
Y queda la cuestión reducida á resolver la ecuación 

K - r' t 
• = t'; ó sea r' í + r í' — K 

r 
de donde 

K r t' 
t » : ; ; y haciendo r = r' q" + r" 

r 
tendremos 

K ~ r ' q " t' — r"t' „ , , K — r" t' 
r • r 

. . K — r " í ' 
y para que t sea entero, precisara que —-, = í ,' 

lo que nos dá í = — ((' t' -|- t". Y queda por resolver la 
ecuación 

= í"; ó sea r" t' + r' í" = K 
r 

de coeficientes más sencillos que las anteriores. 
33 
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Basta observar lo qu& llevamos dicho para conocer que 
los coeficientes de las diferentes incógnitas, en las ecuacio, 
nes sucesivas, son los restos que hubiéramos obtenido al 
hallar el m. c. d. de a y b; y puesto que son primos entre 
sí, habremos de llegar al resto 1. S i , pues, suponemos que 
r" sea este resto, la última ecuación hallada nos dará; 

í' _ K - r' t" 

que sustituido en el valor de t; y estos en los de y y x 
nos darán para estas incógnitas valores que serán func io ­
nes enteras de la indeterminada í'', con lo que queiará re­
suelto el problema. 

Ejemplo. Resolver en números enteros la ecuación 

145 x + 12\ y — A S 

* 96. Si representamos por x ~ v é y ^ s, una so­
lución entera de la ecuación a x -\- b_y = K; tendremos 
a v + b s = K y restando ordenadamente estas dos ecua, 
clones 

a [x — v) + b ( r — s)=z 0; 
de donde 

X — V = — £-

y siendo x —v un numero entero ————-^ también lo 
a 

será; y como b es primo con a, a será divisor d e ^ — s; 
luego y — s = a c, siendo c un entero cualquiera; y, por 
tanto, 

(2) y = s + ac; x = v — b c; 
y, como á c podemos darle cualquier valor entero positi­
vo ó negativo, las fórmulas anteriores se convertirán en 

y -^ s ± a c ; x = v z p b c 
Si ahora hacemos 

c ^ o , 1 , 2 , 3 , 4 , 

los valores de x é jr, formarán las dos progresiones 
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4--") í~3í i )5—2 «, i — a, 5, í l-a;>54-2a, 5+3í i , ... 

—.., i> + 3b,p + 2b¡v-\-b) v , v -~b ,v~2b ,v~2b) ..t 

que nos dicen, que las soluciones enteras de la ecua~ 
ción a x -f b 7 ^ K. son los términos correspondientes 
de dos progresiones por diferencia, tales que la ra^ón es 
el coeficiente de y para los valores de x, con su signo ó 
con signo contrario; y el coeficiente de x para los valores 
de y con signo cambiado. 

* t í - - , \ x = v -\- b c , * 07. Las formulas | nos Jeterraman ^/ 1 ^ = 5 — a c 
todas las soluciones enteras de la ecuación ( i ) ; pero, si 
queremos hallar las soluciones enteras y positivas, forzoso 
será prescindir de los valores de c que nos den para x é y 
valores negativos. 

Para esto basta observar que siempre podemos suponer 
que a es positivo porque sino lo fuera cambiaríamos los 
signos á la ecuación , 

Puede, pues, ocurrir que b sea positivo ó negativo. 
Si ¿ > O, para que .r é ̂  lo sean, bastará que 

v -\- b c > 0; y s — í í c > 0 ; 

v s 
de donde c > — -— y c < — ; 

b J a , 
así pues, dando á c todos los valores enteros comprendidos 
entre estos límites, resultarán p a r a x é y todos los valores 
enteros y positivos que satisfacen á la ecuación propuesta. 
Esta serie de valores es limitada y hasta la ecaación puede 
no tener, en algún caso, ninguna solución posiiiva 

Si Z» < O, poniendo de manifiesto el signo de b, resultará 

v — b c > 0; s — a c > 0 ; 

lo que nos dá 

V s 
C < -—- y c < •—-

b J a 
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y, por tanto, todos los valores de c menores que el menor 
de estos dos límites, nos darán para x t y valores enteros 
y positivos; y, en este caso, es evidente que el número de 
soluciones es il imitado. 

Problemas, i,0 Hallar un número que dividido por 8 
dé de resto o; y dividido por 11 dé 4 de resto. 

2.° U n aldeano lleva al mercado un número de huevos 
mayor que ) 00 y menor que 200; si los vende por docenas 
le sobran 10; y si los vende por quincenas le sobran 4; 
¿cuántos huevos lleva? 

3.° U n niño tiene más de 100 soldados de plomo y 
menos de 400; si los forma en filas de 13, le sobran 9; y si 
en filas de 17, le quedan 14; ¿cuántos soldados tiene? ^ 
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PROBLEMAS DE Vr GRADO. 

I. Un hombre deja dispuesto en su testamento que se 
repartan 1260 pesetas entre su mujer y su hijo; dando á la 
primera tantas monedas de 25 pesetas como al segundo 
de 5; ¿cuanto corresponde á cada uno? 

II. Entre dos amigos reúnen 56 pesetas; el dinero del 
3 

uno es los -p- del otro ¿cuánto tiene cada uno? 

III. Dos amigos desean comprar una bicicleta; el uno 
2 . 2 

solo tiene los -£-• de su importe,- el otro los - g - ; y reu-
o o 

niendo el dinero de ambos, les sobran 100 pesetas ¿cuán­
to cuesta? 

I V . Cuál es el número que dividido por 15 y multi­
plicado el cociente por 4 produce 84? 

V . Un padre deja 2240 pesetas, á repartir entre sus 
tres hijos, de modo que al segundo le correspondan 120 
más que al primero; y al tercero 250 menos que al segun­
do ¿cuánto corresponde a cada uno? 

V I . Para pasar unos dias fuera de su casa lleva un v ia-
j ero 378 pesetas y regresa con la quinta parte de lo que ha 
gastado ¿cuánto importa el gasto? 

V IL Un agente de policía persigue á un ladrón esca­
pado hace 7 dias y que anda 35 K m . por día, mientras el 
agente recorre 84 ¿cuántos dias tardará en alcanzarle? 

VIII. U n galgo persigue á una liebre que le lleva 50 
saltos de ventaja; el galgo da 5 saltos mientras la liebre 
da 6, pero 7 saltos del galgo equivalen á 9 de la l iebre 
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^cuántos saltos dará la l iebre hasta que la a lcance el 
galgo? 

I X . U n tonel de vino tiene tres l laves; la 1.a le vac ia en 

2 horas; la 2.» en 3, y la 3.1, en 6 ¿cuánto ta rdarán en 

vaciar le las tres á la vez? 
X . U n emp icado gasta 2000 pesetas al año. S i tuv iera 

doble sueldo ahorraría el doble de lo que ahora le falta 
para cubr i r todas sus atenciones, ¿Qué sueldo tiene? 

X I T res amigos se reparten un premio de lotería; a l 
I 0 le tocan 500 pesetas, más la mitad del resto; al 2 . ° 
1000 más la tercera parte del resto y al 3 0 le c o r r e s p o n ­
den 1500 pesetas ¿cuánto impor ta el premio? 

X I I . U n padre d ispone en su testamento que su for­
tuna se reparta entre sus hijos del siguiente modo : al m a ­
yo r 1000 pesetas, más la décima parte del resto; al 2.° 
2000 pesetas, más la décima parte de l res to ; al 3.0 SO^O 
pesetas, más la décima parte del resto, y así suces ivamen­
te. Hechas las partes resulta la misma cant idad para todos 
los hi jos. ¿Cuánto impor ta la herencia y cuántos son los 
hijos? 

XI I I . U n niño quiere formar en cuadro sus so ldados 
y le resultan ! 3 sobrantes; añade uno en cada lado y le 
faltan 12 ¿cuántos soldados tiene? 

X I V . U n comerciante aumenta cada año su capi ta l en 
un terc io; al fin de l año separa mil pesetas para sus gas­
tos, y al terminar el tercer año, después de separar las m i l 
pesetas de cos tumbre , ha dup l i cado el capi ta l ¿cuál era 
éste? 

X V . U n padre reparte unos caramelos entre sus h i jos 
d é l a siguiente manera: al mayo r la mi tad de los c a r a m e ­
los menos 4 ; al 2.0 la mitad de l resto menos 4 ; al 3.0 l a 
mi tad del resto menos 4, y al ú l t imo los 12 restantes 
¿cuántos caramelos había? 
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X V I . Una aldeana lleva una cesta de huevos, que s^ 
propone vender á 6 céntimos cada uno; pero se la rompen 
5 en el camino y, echando la cuenta, resulta que tiene que 
venderlos á 7 céntimos para sacaí" el dinero que se pro­
puso ^cuántos huevos llevaba? 

X V I I . H i l la r un nú mero cuyo producto por 5 se d i ­
ferencie de 75, en tanto cuanto falta á diciio número para 
igualar á 75. 

XVI I I . Un relojero quiere rifar un reloj; si.vende los 
billetes á 2 pesetas, pierde "25 pesetas del precio de! reloj; 
y si los vende á 3 ga ia 35; ¿cuántos eran los billetes y 
cuál el precio del reloj? 

X I X . Un comerciante compra una pieza de paño á 23 
pesetas los 2 metros" y lo vende á 40 pesetas los 3 metros, 
ganando de esa suerte 4 i pesetas; ¿cuántos metros tenía 
la pieza? 

X X . Un comerciante compra 31 metros de paño por 
520 pesetas; 5>n eran de paño negro; I lm de paño encarna­
do, y 15™ de paño verde. E l metro de paño verde cues­
ta cinco pesetas más que el encarnado y éste cuatro más 
que el negro. ¿Cuál es el precio de cada uno? 

X X I . Se ha conprado paño á 12 pesetas metro y tela 
á 5, y se han pagado 257 pesetas; si el paño hubiera cos­
tado al precio de la tela, y la tela al precio del paño, hu­
biera costado 355 pesetas ¿Cuántos metros hay de paño 
y cuántos de tela? 

X X I I : U n amigo dice á otro: dame 4 pesetas y tendre­
mos el mismo dinero; y replica el 2.°, dámelas tú, y ten­
dré el doble de lo que llevas. ¿Cuánto tiene cada uno? 

XXI I I . Hallar dos números tales que el duplo del pr i­
mero, más el triple del segundo sea 51; y que el triplo del 
primero más el doble del segundo, sea 59. 

XXIV . Un fabricante de harinas tiene dos montones 
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taks que los • — del primero pesan 15 K g . menos que 

los _ 4 - del segundo; y los - | - del primero equivalen 

4 los , " _ del segundo ¿cuánto pesa cada uno? 

X X V . Hallar dos números cuya suma es 14 y la dife­
rencia de sus cuadrados 58. 

X X V I . Para pagar 123 pesetas se han entregado 39 
monedas de cinco y de dos pesetas ¿cuántas se han dado 
de cada una? 

X X V I I . Encontrar dos números tales que su suma, su 
diferencia y su producto sean entre sí como los números 
3, 2 y 5. 

X X V I I I . Un empleado gasta la mitad del sueldo en 
comer, la cuarta parte en casa y vestir, la duodécima 
parte en gastos extraordinarios, ahorra al año mil pesetas 
¿qué sueldo tiene? 

X X I X . Una viuda con cuatro hijos tiene que repartir 
20000 pesetas que hereda de su marido; según el testa­
mento cada hija debe percibir el doble que cada hi jo, y la 
viuda una suma igual á la de las dos hijas ¿cuánto corres­
ponde á cada uno? 

X X X . Cinco jugadores han perdido 177 pesetas 50 
céntimos. L a pérdida del 2.° excede en 5 pesetas al triplo 
de la pérdida del I.0; la del 3 0 es igual al doble de la del 
2.° menos 2'/;, pesetas: el 4.0 ha perdido 2l/4 pesetas me­
nos que el 1° y el 2.° juntos; y el 5.° el duplo del 4.0 me­
nos 3 ' / , pesetas. ¿Cuánto ha perdido cada uno? 

X X X I . Dos personas juegan al villar á peseta la par­
tida; antes de empezar, la 1.a tenía 42 pesetas y la 2.a 24; 
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al cabo de un cierto número de partidas, el I.0 tiene cinco 
veces lo que resta al 2.u ¿Cuántas partidas ha ganado más 
que éste? 

X X X I I . Decid á cualquiera que piense un número, 
después que le multiplique por 7, que añada 3 al producto, 
que tome la mitad del resultado y que reste 4 del cocien­
te. Suponed que os dice que el resto es 15 ¿Cuál es el 
número? 

X X X I I I . Un maestro propone á sus discípulos que 
adivinen el número que ha pensado, y les dice: multipli­
cad este número por 5 y restando del producto 24, des­
pués dividiendo el resto por 6 y añadiendo 13 al cociente, 
encontrareis el número que he pensado. ¿Cuál es ese 
número? 

X X X I V . Dos móviles salen en la misma dirección; el 
2.° ocho horas después que el 1° y su velocidad es i la 
del i.0 como 4 á 5; .¿Cuántas horas tardará el 2.° en 
alcanzar al i.0? 

X X X V . U n móvil anda 70 K m . en 5h; ocho horas 
después se hace salir, para alcanzarle, otro que anda 50 
K m . en 3h, ¿En cuánto tiempo le alcanzará? 

X X X V I . Una persona coloca dos capitales, uno de 
5500 pesetas al 4 por Yo* Y S'/a años después otro de 
7500 pesetas al 5 por V,,. ¿En cuánto tiempo producirán 
el mismo interés los dos capitales? 

X X X V I I . Teniendo 45 K g . de plata cuya ley es 
0,900; ¿Cuánto cobre habrá que añadir para que la ley sea 
de 0,750? 

X X X V l í I . Una persona quiere comprar una casa y 
decide reclamar á cada uno de sus deudores una suma 
igual para reunir su importe. Pidiendo á cada uno 1590 
pesetas le faltan aún 4000; y si pidiera 1800 á cada uno le 
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sobrarían 5000; ¿Cuántos son los deudores, el precio de la 
casa y la suma que debe pedir á cada uno? 

X X X I X . Una persona tiene dinero en los dos bolsillos 
del chaleco; si pone 3 pesetas en el de la izquierda, ten­
drá lo mismo que en el de la derecha; mientras que si las 
pone en el de la derecha, tendrá doble que en el de la iz­
quierda ¿cuánto tiene en cada uno? 

X L . U n prestamista pide 5000 pesetas á cierto tanto 
por ciento para prestar 12000 á un tanto más eleva­
do, y gana en esta operación 710 pesetas. Otra vez, en 
idénticas condiciones toma 7000 para prestar 18000 y 
gana 1090. ¿A qué tanto toma y á qué tanto presta? 

X L I . L a corona de Hieron, rey de Siracusa, pesaba 
20 libras. Arquímedes halló que perdía V jk libras sumer­
gida en el agua, suponiendo que no tenía más que oro y 
plata, cuyos pesos específicos son 19,64 y 10,5 ^cuánto 
oro y cuánta plata entraba en la corona? 

X L I I . Preguntado uno qué edad tenía, respondió: mi 
edad y la de mi abuelo suman 84 años; la de mi padre y 
la de mi abuelo 115, y la mía y la de mi padre 59. ¿Cuál 
es la edad de cada uno? 

XLI I I . Hallar tres números tales que si se restan 5 
unidades del 2.° y se añaden al I.0, la razón de la suma á 

4 
la diferencia, sea - ; que si restamos los 5 al 3.e para 

7 añadirlos al 2.°, la razón de éste á aquél, sea —5—; y que 
8 

si los 5 que se restan al 3.0 se añaden al l;6, su razón á 

aquél.sea ' . 
X L I V , Tres amigos alnluetzan juntos y al pedir la 

cuenta ninguno tiene bastante para pagar por sí solo. A l 
V le falta la mitad de lo que tiene el 3 *j al 2.0 la octava 
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parte de lo que lleva el I.0, y al 3.0, que tiene 9 pesetas, 
la mitad de lo que tiene el 2.0 ¿Cuánto importa el almuer­
zo y cuánto dinero tiene cada uno? 

X L V . .Un platero tiene tres lingotes de plata de di­
ferente ley, de 0,900; de 0,800, y de 0,720. Haciendo una 
aleación de los dos primeros lingotes la ley es de 
0,840; si se hace del i.0 y 3.0 es de 0,780; los tres lingo­
tes pesan 45 K g . ¿Cuánto pesa cada uno? 

X L V I . Se buscan tres albañiles para hacer una obra: 
los dos primeros podrían hacerla en 10 días; el I.0 y 3.0 
en 12; y el 2,9 y el 3.0 en 20. ¿Cuánto tardarían en hacerla 
cada uno y cuánto los tres juntos? 

X L V I I . A un platero le entregan tres lingotes de oro, 
plata y cobre; el I.0 contiene 5 onzas de oro, 15 de plata 
y 30 de cobre; el 2.° 20 onzas de oro, 28 de plata y 48 de 
cobre, y el 3.0 12 onzas de oro, 39 de plata y 24 de co­
bre, para que obtenga un lingote que contenga 10 onzas 
de oro, 23 de plata y 26 de cobre, ¿cuánto tendrá que to­

mar de cada lingote? 

XLI I I . Hallar un número de cuatro cifras tal: I.0 Que 
la suma de sus cifras sea 17; 2.0 que la cifra de los mi l la­
res exceda en 1 á la suma de las otras tres cifras; 3.0 que 
la suma de las cifras de las decenas y centenas sea triple 
de la de las unidades; y 4,0 que restando de este número 
6633 resulte el mismo número invertido. 

X L I X . Tres trabajadores se encuentran en un derribo 
96 duros, y para repartirlos á partes iguales el i.0 dá á 
cada uno de los otros dos tanto como cada uno de ellos 
se ha encontrado; el 2,,J, dá al i.0 y al 3.0 tanto como tie­
nen después de esa distribución; y el 3.0, por fin, dá á cada 
uno de los otros dos tanto como tienen ¿cuánto se en­
contró cada uno? 
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L . Tres amigos se ponen á jugar conviniendo en que 
el que pierda pague á los otros dos tanto como tenga 
cada uno; juegan tres partidas y pierde cada uno una, y 
al final resulta que todos tienen la misma cantidad, 8 pe­
setas ¿Con cuánto se puso á jugar cada uno? 
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POTENCIAS Y RAÍCES. 

LXXVIII. 

Poteneias y raíces de los monomios. 

98. Teniendo en cuenta la significación de potencia, y 
las reglas de multiplicación de monomios, se infiere que 

P a r a elevar un monomio d una potencia, se eleva el 
coeficiente d dicha potencia, y se multiplican los exponen­
tes de las letras por el de la potencia. L a potencia serd 
positiva si es de grado par , y tendrá el mismo signo del 
monomio, si es de grado impar. 

( ± as b5 c f = 4 ít6 b10 c2; 

( i 2 a3 b¡ c)3 = ± S a * biS c \ 

99. Para, elevar una f racc ión d una potenciarse elevan 
sus dos términos d dicha potencia. 

27 ¿ V 

100. De l mismo modo, del concepto de raíz de una 
cantidad y de los dos principios anteriores, se deduce que 

P a r a extraer la ra í \ de un monomio entero, se extrae 
la ra í { del coeficiente y se dividen los exponentes de las 
letras por el índice del radical . L a r a i \ l levará el doble 
signo áz s i el índice del radical es par , y el mismo signo 
del monomio si el índice es impar. 
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^ ^ b ' = ± 2 a b i ; ^ 2 7 a W ^ S a b 1 ; ¡ - V l a ' b * ^ ~ S a b \ 

101. L a r a i l de una f racción es igual á la r a i l de su 
numerador part ida por la r a i l de su denominador, 

^ _ , 2 a t3/ 27a3" 3a_, * 21a3 __3a 
— _ . ± £ p . ; y 64¿)6C3 ̂ ¿ v y 64é6c3=" 4¿>2c 

102. De lo expuesto se infiere que las condiciones ne­
cesarias y suficientes para que un monomio entero sea 
potencia perfecta de un grado dado son I a que su coefi­
ciente sea potencia perfecta de dicho grado; 2.a que los 
exponentes de todas sus letras sean múltiplos del índice 
de la raíz, y 3.a que el monomio sea positivo, si la raíz es 
de grado par. 

Para que una fracción sea potencia perfecta de un 
grado dado, bastará que lo sean sus dos términos. 

103. Las raíces de grado impar de cantidades positivas 
ó negativas tienen el signo de esas cantidades. Las raíces 
de grado par de cantidades positivas, tienen el doble 
signo ± , por la incertidumbre de la cantidad que las 
origina, puesto que las potencias de grado par de canti­
dades positivas ó negativas, son siempre positivas. Por 
último, las raíces de grado par de cantidades negativas, 
no pueden ser positivas ni negativas, pues toda potencia 
de grado par es esencialmente positiva. 

Por esta razón, estas raíces se llaman imaginarias, 
para distinguirlas de las demás que se denominan reales. 
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L X X I X . 
Combinaciones. 

* 104. L a formación de las potencias de los pol ino­
mios se funda en la teoría de las combinaciones. 

Si varios objetos se agrupan dos á dos, tres á tres, etc. 
resulta un número determinado de agrupaciones. E n esta 
teoría se trata tan solo de hallar el número de grupos, 
prescindiendo del valor de los objetos 

* io5. Coordinaciones, Se llaman coordinaciones, 
los diversos grupos que pueden formarse con parios obje­
tos, del mismo número de estos; y que se diferencian bien 
en algún objeto, bien en el orden de su colocación. 

Las coordinaciones se llaman binarias, ternarias, cua­
ternarias, etc , según que los grupos son de dos, tres, 
cuatro, etc., objetos cada uno. 

Sean los objetos a, b c, d, e 
Para formar las coordinaciones binarias, bastará colo­

car al lado de cada objeto, todos los demás uno á uno. 
Luego las coordinaciones binarias son: 

íz¿, ízc, ad, ae, 
ba, be, bd, bes 
ca, cb, cd, ce, 

Si los objetos son m, cada uno producirá m—l coor­
dinaciones, y los m objetos producirán m (m—1) coordi­
naciones binarias. 

Las coordinaciones ternarias se formarán colocando 
al lado de cada coordinación binaria, todas las letras que 
no entran en ella. Es decir, que serán 

abe, abd, abe, 
acb, acd, ace, 
adb, ade, ade, 



Luego cada cooordinación binaria producirá (m ~ 2) 
coordinaciones ternarias, y las m (m — 1) coordinaciones 
binarias producirán m (m — l ) (m - 2) coordinaciones 
ternarias. 

Por consiguiente, el número de coorainaciones de m 
letras tomadas n á n será el producto de los factores conse­
cutivos. 

m ( m _ l ) ( m _ 2 ) hasta m — ( « — l ) = m — « + 1 . 

Es decir, que son 

m ( m — í ) (m-2). . . . . . . (m—tt-f l .) 

* 106. Permutaciones. Se /¿aman permutaciones, 
¡as coordinaciones en que entran todos los objetos, y , por 
consiguiente, no se diferencian más que en el orden de 
colocación 

U n solo objeto dará 1 permutación. 
Dos objetos a y b , darán las dos permutaciones a b 

y b a,QS decir, 1 X 2, 
Tres objetos se permutarán colocando al lado de cada 

uno las permutaciones délos otros dos. Serán, pues, 

abe, acb, bact bea, cab, cba. 

Como los objetos son 3, y al lado de cada uno se co­
locan las permutaciones de los otros dos, que son 1 X 2; 
resultarán 1 X 2 X 3 permutaciones ternarias, 

Y , en general, las permutaciones de n objetos, serán 

1 X 2 X 3 X X «• 

Esta fórmula puede deducirse de la de las permuta­
ciones con solo hacer m = n en aquella, puesto que entran 
todos los objetos. 

* 107. Combinaciones. .Si? llaman combinaciones 
ó productos diferentes las coordinaciones que se d i feren­
cian en algún objeto. 

De esta definición se deduce que las coordinaciones 
de m objetos, tomados n á n , contendrán á cada combi­
nación de n objetos, tantas veces como permutaciones se 
pueden formar con los n objetos de la misma combinación, 
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Luego, para tener las combinaciones de m objetos, 
tomados n á. n bastará dividir el número de coordinacio­
nes de m objetos, tomados n á n , por el número de permu­
taciones de n objetos. 

Así la fórmula de las combinaciones es 

m(m—1) (m—2) ( m — n - f - l 
1 , 2 , 3 , ^ 7 / 1 ' 

Haciendo en esta fórmula « = 1,2, 3 tendremos el 
número de combinaciones binarias, ternarias, etc., de lol 
m objetos. 

* 108. Para formar las combinaciones binarias, se 
coloca al lado de cada objeto cada uno de los siguientes. 
De suerte, que serán, 

ab, ac, ad , ae, 
kd, be 
cd, ce 

be, bd, be, _ , m (m—1) 
Su numero es •—^ 0 / 

Las combinaciones ternarias se forman colocando al 
lado de cada objeto, cada una de las combinaciones bina­
rias de los objetos siguientes: 

abe, abd, abe, bedj bce,. 
acd, ace, bde, 

ade 

Su número es 
m (m — l ) (m—2) 

1 X 2 X 3 

Del mismo modo formaríamos todas las demás. 
* 109. Las combinaciones de m objetos tomados 

n á n, son iguales en número á las de m objetos tomados 
xa—n á m—n. 

En efecto, si de m letras se toman n para formar una 
combinación, quedarán m—n, que forman otra combina-
cióa. Luego habrá tantas de las primeras como de las 
segundas. 

Zl 
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L X X X . 
Binomio de Newton. 

* n o . La formación délas potencias de un binomio 
está reducida á una serie de nrjltiplicaciones sucesivas, 
pero se abrevia y facilita de modo extraordinario con la 
fórmula de Newton, una de las más importantes del aná­
lisis, 

* m . Si se multiplican varios binomios 

(x + a), (x- i -b) , (xH-c), 

cuyos primeros términos son iguales, y los segundos dis­
tintos, obtendremos los siguientes productos: 

OH-a) {x-hb)=x' x a b 

x- - \ -ab x - h abe 

{ x i . a ) ( x ± b X x + c X x + d ) = x ^ x ' + a b 
-i-ac 
-i-ad 
-j-bc 
-+-bd 
•4-cd 

x^-^abe 
•^-abd 
-\~acd 
-\-bcd 

x-\-abcd 

que nos acusan á su simple inspección esta ley. 
S i se multiplican varios binomios, cuyo pr imer término 

es el mismo y los segundos diferentes, el primer término 
del producto es el primer término de los binomios, con un 
exponente igual a l número de factores binomios, y este 
exponente va disminuyendo en 1 unidad en cada término^ 

file://-/~acd
file://-/-bcd
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hasta l legar al líltimo en que es cero. E l coeficiente del 
pr imer término es la unidad; el del 2.° la suma de los 
segundos términos de los factores binomios; el del 3.° la 
suma de los productos binarios de estos segundos términos; 
el del 4.° la suma de los productos ternarios, y así sucesi­
vamente hasta el último, que es el producto de los segun­
dos términos de los factores. 

* i i 2 . Falta ahora demostrar que esta ley es general. 
S i suponiendo que es cierta para un producto de m 

factores, demostramos que también lo es para m-\~ I, la 
generalidad de la ley quedará demostrada. 

Supongamos, pues, qne tenemos 

{x-^ra) (x-MO {x-{~c) (x-\-U)== xm -f- Aa:™-^ -f-

Bxm- 2-|~ •+- U , 

en que se supone que 

A = t í - j -¿> - f - c - f - H-w; 

"B = a b -\- ac-{~ bc-+- ; U = a b c , u. 

Multiplicando por otro factor binomio x -]-k el pro­
ducto obtenido, resultará: 

(x-f-a) (x -f ¿, (x + t).—" (x -\- u) (x •}- k = 

x m + l ^ _ A | x m + B \xm- i - \ - + A: U. 

+ k\ +aa| 
E n que el exponente de x en el primer término es 

m-^- \ , igual al número de factores binomios, y disminuye 
en cada término una unidad hasta el último en que es 
cero, E l cqcficieate del primer término es la unidad, el 
del 2.° A + ^i esto es' Ia suma de los segundos términos 
de los m + 1 binomios; el del 3.0 B + A A y como B es 
la suma de los productos binarios de los m segundos 
términos de los factores y 

Ak =(a -f ^ -f- c + u) k, 
B + A A: será la suma de los productos binarios de los 
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íM+1 segundos términos. Del mismo modo continuaría­
mos, observando la conformidad de la ley. hasta llegar 
alúí t imo término/i: U , que evidentemente es el producto 
de todos los segundos términos délos factores. 

Ahora bien, hemos visto que la ley es cierta para el 
caso de 4 factores; luego lo es para 5; siéndolo para 5, 
lo será para 6, etc. es decir, que la ley es general. _ 

* i i 3 . Demostrada esta ley, con independencia de los 
valores que puedan tener los segundos términos de los 
factores, es muy fácil deducir la fórmula del binomio. 

Si suponemos a • 
resultará 

= c = á = = m, 

x -¡-a5 
+ <r 
+ 

xm-2Jr - H i a a. 

o sea 

{x-\-aP =zxm H-•max 
m (m—1) „ 

+ 1 2 !+. ...-+-a' 
que es la fórmula del binomio de Newton 

* 114 Sus principales propiedades son las siguientes: 
i.a L a potencia m de un binomio tiene m -j- 1 térmi­

nos, pues en el primero a tiene el exponente cero, y en 
el último m. 

2.a L a suma de los exponentes de x y a en cada 
término es m. 

3 a E l exponente de a en cada término es igual al 
número de términos que le anteceden; y el de x ai á t 
términos que le siguen. 

4 * Los coeficientes de los términos equidistantes de 
los entremos son iguales, pues el uno será el número de 
combinaciones de m objetos, tomados h & ni, f el otro 
expresará el de m objetos, tomados m—n á m ~ n (109) 

5,^ E l coeficiente de cada término es el de su inmediato 
anterior multiplicado por el exponente de x , y dividido 
por d de a más la unidad. 
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É?,* Estas propiedades nos permiten formar desde 
luego un término cualquiera del binomio, sabiendo el 
lugar que ocupa; pues el « -1- 1, por ejemplo, tiene n tér­
minos delante, luego su coeficiente será el número de 
combinaciones de m objetos tomados n á n, el exponente 
de a será n, y el de x , m — n. Este término es, por tanto, 

m{m-l)(m-2) (m-n + 1) 
1 X 2 X 3 X Xn 

Esta expresión, llamada término general, permite for­
mar todos los términos del binomio, haciendo en ella 
sucesivamente « = 1, 2, 3, .. . . m. 

* n 5 . L a propiedad 5.a proporciona el siguiente 
medio de obtener inmediatamente la potencia de un b i ­
nomio. 

P a r a elevar un binomio á una potencia, se eleva su 
primer término d dicha potencia, y se tiene el pr imer tér~ 
mino del desarrollo. E n los sucesivos, se aumenta 1 al ex­
ponente de a y se disminuye 1 a l de x, Los coeficientes se 
fo rman multiplicando el del término inmediato anterior 
por el exponente de x en el mismo, y dividiendo por el de 
a aumentado en una unidad. 

Así se obtiene inmediatamente; 

(x-h¿i)6===x6--l-6ax5H--l 5íi5xi-+-20«;,x3+l B a ^ H - G a ^ - f - a 6 

* 116. Escolios, i.0 Gomólos coeficientes de los 
términos equidistantes de los extremos son iguales^ basta 
calcular la mitad más uno de los términos. 

2.° Cuando los dos términos del binomio son positi­
vos, también lo son todos los del desarrollo. 

Si uno es negativo y otro positivo, serán negativos 
solamente los términos del desarrollo que tengan potencias 
impares del término negativo. 

Si los dos son negativos, todos los términos del de­
sarrollo serán positivos si la potencia es par, y todos nega­
tivos si la potencia es impar. 

3,ü Haciendo en ( x - h ^ ) " 1 , x = ¿t = 1, se obtiene el 
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desarrollo de 2m , que es precisamente la suma de los 
coeficientes de (x + a)m . 

4.0 Haciendo x = a = ] en la expresión (x — a)m se 
patentiza que la suma de los coeficientes de lugar par, es 
igual á la suma de los coeficientes de lugar impar en el 
desarrollo del binomio. 

L X X y v l . 

Potencias de los polinomios. 

* 117. L a fórmula del binomio de Newton no solo 
nos facilita el desarrollo de las potencias de un binomio, 
según hemos visto, sino que nos dá el medio de hallar el 
de las potencias de los polinomios, 

Para esto basta considerar el polinomio como un b i ­
nomio, cuya primera parte sea su primer término, y la 
segunda el conjunto de los demás. Se eleva este binomio 
á esa potencia, lo que nos conducirá á hallar las potencias 
de un polinomio que tiene un término menos que el pro­
puesto. Se vuelve á considerar este como un binomio, y 
se obtiene otro polinomio con otro término menos, y así 
sucesivamente, hasta que solo tengamos que desarrollar 
potencias de binomios. 

* n 8 . Aplicando esta regla al cuadrado de un po­
linomio 

(a + Z> + c), se tiene 

{a + b + c)' = a* + 2 a (b + c) + (b + c f = 
a2 + 2 a ¿ + 2 a c + ¿2 + 2 ¿ c + c2 — a2 + ¿2 + c2 + 

2 a b + 2 a c + 2 b c . 

Que nos manifiesta que el cuadrado de icn polinomio 
es igual á la suma de los cuadrados de sus términos, más 
el duplo de la suma de sus productos binarios. 
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* 119. Siendo la potencia de un polinomio un pro­

ducto de factores iguales á dicho polinomio, resultará 
(26, 4.a) que el término de mayor exponente de la letra 
ordenatri^ en el desarrollo de la potencia m de un pol i ­
nomio, es sin reducción la potencia m del primer té rmi ­
no del polinomio. 

LXXXII . 

Ralees de los polinomios. 

* 120. Representemos el polinomio, cuya raíz quere­
mos extraer por A -|- B - f - C +•. .«.•, y su raíz del grado 
m por a + b -\- c ^ r ordenados ambos con relación 
á las potencias de una misma letra. Tendremos, 

A + B + C H - = (<*-{-£ + c + , )m = 

am + m am-i^b + c -f ) + 

y por consiguiente (119), 

A = <Jm ; de donde a = \ / A 

Luego tendremos el primer término de la raiz, extra­
yendo la raíz del grado m del primer término del polino­
mio propuesto. Si restamos ahora am de los dos miem­
bros de la Igualdad primera, resulta 

B + C + = mam-l(b-+-c-{~ ) + ; 

y como el primer término del segundo miembro es 

B 
m a™"-1 b\ B = m a"1"1 b; de donde b = 

m a m—l 

Luego el segundo término de la raiz es el cociente de 
dividir el segundo término del polinomio por m veces la 
potencia m — 1 del primer término de la raiz. 
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Considerando 0 - M + ¿ )m como un bill0mi0 cuy0 
primer término es a + í), la igualdad primitiva será, 
A + B + C + = (a + ¿ )m+m(a + ¿)m-1(c + ^ ) + 
y restando de ambos miembros {a + b)m , llamando á la 
diferencia del primer miembro, ya ordenado también, 

A ' + B ' H - G ' H -

A'_|.B'+C'+ = mia + b)m-iic + d + ) + 
y, por tanto, 

A ' 
A ' = m a"1-1 c; ó c = 

m a tti—i 

que nos dice que el tercer término de la raiz es el cociente 
de dividir el primer término del resto por m veces la 
potencia m — 1 del primer término de la raiz. 

Así continuaremos, empleando el mismo razonamien­
to, hasta determinar el último término de la raiz. 

Luego para extraer la raiz del grado m de un polino­
mio, se ordena, y se extrae la rai{ del grado m de su 
primer término, con lo que se tendrá el pr imer término 
de la r a i ^ se divide el segundo término por m veces la 
potencia m—1 del primer término de la ra i^ , y tendremos 
el segundo término de la rai¡[. Y se continúa restando del 
polinomio la potencia m de la rat^ hallada, y dividiendo 
el primer término del resto por m veces la potencia m — 1 
del primer término de la ra i ^ . 

* i 2 i . De aquí se deduce que para que un polinomio 
sea potencia perfecta del grado m, es preciso: i.ü que su 
primero y último términos sean potencias perfectas de 
dicho grado; a.0 que el segundo término sea divisible por 
m veces la potencia m — 1 del primer término de la raíz; 
y 3,° que el primer término de cada resto sea divisible 
por dicho divisor. 

* 122. Aplicando la regla anterior al caso particular de 
ser m = 2, nos dice que para hallar la ra í { cuadrada de 
un polinomio se ordena primeramente, y se extrae la 
r a i l cuadrada de su primer término, lo que nos dará el 
primer término de la raí^. Los términos siguientes j c 
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hallan restando del polinomio dado el cuadrado de la rai{ 
hallada, y dividiendo el pr imer término del resto por el 
duplo del pr imer término de la raí%. 

* 123. De lo expuesto se deducen fácilmente las con­
diciones necesarias para que un polinomio sea cuadrado 
perfecto. 

Conviene observar además: i.0 que ningún binomio 
puede ser cuadrado perfecto, pues el cuadrado de un mo­
nomio es otro monomio, y el cuadrado de un binomio es 
un trinomio irreducible. 

2.0 P a r a que un trinomio sea cuadrado perfecto, es 
preciso que dos de sus términos lo sean, y e l otro sea el 
duplo del producto de las raices cuadradas de aquellos, 

LXXXIII. 
* 124. Sg llama cantidad radical, ó simplemente ra~ 

dical la raíz indicada de cualquier cantidad. 
Como las cantidades radicales pueden ser reales ó 

imaginarias, nos ocuparemos ahora tan solo de las prime­
ras, y más tarde lo haremos de las segundas. 

* i25. L a ra t i de un producto es igual a l producto 
de ¡as raices del mismo grado de iodos los factores. 

m m, m, m, • 
Digo que \ / ab c ==\/ a X v ^ X v c 

E n efecto, 

(m,- > tn .......... m, \*n v' n x ^ * • x v c / — 

luego 
m,-~ ni/ ííi/— ni/ ni/-

v/a x v7 ^ X v7 c 
es la raíz m del producto a b e . 

^ 



* 126. L a raí { de un cociente es el cociente de las 
raices del mismo grado del dividendo y divisor. 

xa, 
m/ a V " 

Digo que, ¥t:v 7t 
En efecto, | . ^ ^ ^ ^ 

m, 

luego es la raíz del grado m de - -
\/ ¿ 

* 127. Za ra i^ de una potencia de una cantidad es 
igual á la misma potencia de la ra í \ de igual índice de 
esa cantidad. 

Digo que mN/an' ̂  ( ^ f ' a ' J 

E n efecto, 

í m , \ n bi, m, m, m, xa, 
\ \ l a ) = v « X v ^ X v ^ X .••. = \ /a aa . . , . = y'a" 

* 128. L a r a í l ^e una r a ^ de una cantidad es otra 
ra í \ de la misma cantidad, que tiene por índice el produc­
to de los dos índices. 

m l ' n ,•'•"•••'••• 

Digo que y V a ^ ^ j 

E n etecto, llamando a á y V ^ , será 

m n, 
V a - a ? = f / T ; ^ = a; y c ^ J 

m i i / 
ó sea { / V a V a 

que es lo que queríamos demostrar, 



* 129. E l valor de una cantidad radical no var ia, si 
se multiplican ó dividen por la misma cantidad el índice 
del radical y el exponente de la.cantidad sub-radical. 

(m xm 
\ / a ) = a , 

lueeo 
o^ 

/m \n 
a1 

y extrayendo la raíz del grado m n, 

mn 
\/' a = \/aa 

Este teorema permite simpli f icar radie ales, y reducir 
radicales d un índice cómun. 

* 13 o. P a r a simpli f icar una cantidad radical , se 
dividen el índice y el exponente de la cantidad mb rad i ­
cal por su máximo común divisor. 

Así, s/ a ' b ' c ' 3 ^ s f a F c * 

* i3 1. P a r a reducir radicales d un índice común, se 
simplif ican, se halla el m. c. m. de los índices, y se mult i­
pl ican el índice y el exponente de la cantidad sub-radical 
por los factores que f a l t an á su índice respectivo para 
componer dicho m. c. m. 

Si los radicales son 
4 9 12 

sj¥'br, { ' ¿ V y \/aír¿* 

simplificados se reducen á 

\í ab* ' ^-¿'l •• y v/ ^ b* 

el m. c. m. de los índices es 6; luego resultará 
6 6 6 
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LXXXIV. 
Cálculo de radicales reales. 

* i32. Se llaman radicales semejantes, los que t ie­
nen el mismo índice y la misma cantidad sub-radical, 
como 

7 sj~a y 9 y7 a . 

i33 . Adición y sustracción. Se efectúan por las mis­
mas reglas dadas para las expresiones enteras; si resultan 
radicales semejantes se reducen. 

134. Multiplicación Si los radicales tienen el mismo 
índice, se escribirá debajo del índice común (125) el pro­
ducto de las cantidades sub radicales. 

3 f V a b X 2 ^ 6 a ' T X V i a c = 6 J / 120 a4 F e 

S i los radicales tienen diferente índice, se reducen á 
un índice común, y queda el caso reducido al anterior, 

i3 5. División. Si los radicales tienen el mismo í n ­
dice, se escribe debajo del índice común (126) el cociente 
de las cantidades sub radicales. 

sr,_.r¿..„ . _ _ ^ _ 

Si tienen diferente índice, reducidos á un índice co­
mún, estaremos en el caso anterior. 

i36 . Elevación á potencias. Para elevar una canti­
dad radical á una potencia, se eleva á dicha potencia la 
cantidad sub-radical, 

Pues 

OV)": V a X V7 ^ X V <* X " - ^ vaaa. . . « \/ an 
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Cuando el Índice del radical es divisible por él expo­

nente de la potencia, es preferible efectuar esa división 

, / 9 , \3 9, 3 
Asi \ \ J a J =* s/u* = /̂ a , conforme el enunciado. 
137. Extracción de raices. P a r a extraer una ra i^de 

un radica l , se multiplican los dos índices, y se deja la 
misma cantidad sub-radicaL 

mj 11 
A sí \ * a = m \ / a , según hemos demostrado (128). 

Cuando el exponente de la cantidad sub-radical sea 
múltiplo del índice de la raí%, es preferible efectuar esta 
división. 

0 ,5 . "••- 0/ /'5 \ 3 e 
Así \ / v a £== W w ai ) ~ \ / a'2 , conforme al enun-

ciído. 

Escol io. L a igualdad \ / "á = l / v ^ , indica que 

se puede extraer la raíz de una cantidad, cuyo grado sea uü 
número compuesto, exfayendo sucesivamente las raices 
del grado indicado por los factores de dicho índice. 

Así /a"= \ / \ / v / « ; \/ a =\J \/ a 

L X X X V . 

Exponentes fraeeionarios. 

i38. Hemos indicado que para extraer la raíz de un 
radical, cuando el exponente de la cantidad sub-radical 
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sea múltiplo del índice de la raíz, basta dividir el expo­
nente por el índice. 

Ahora bien, si el exponente no es divisible por el ín ­
dice, la aplicación de esta regla nos conduce á la igualdad 
m n 
v'f l" = a •ñ , que introduce en el cálculo las cantidades 
con exponentes fraccionarios, así como la división nos 
hizo considerar los exponentes negativos. 

Dicho se está que, conforme indicamos entonces, en 
el concepto de potencia no cabe admitir los exponentes 
fraccionarios, como no tenían significación los exponentes 
negativos. Admitiremos, pues, aquellos, lo mismo que 
admitimos estos, como símbolos de las expresiones que 
representan, por lo mucho que facilitan y simplifican el 
cálculo. 

Admitidas en el cálculo, en virtud de lo expuesto, las 
cantidades con exponentes fraccionarios, precisa ver á 
que reglas deben someterse. 

Desde luego estableceremos que estas cantidades se 
calculan por las mismas reglas que las qué tienen expo­
nentes enteros. 

* i3g . Adición y sustracción. Como las reglas 
dadas para estas operaciones no afectan á los exponentes, 
dicho se está que les son aplicables. 

* 140. Multiplicación. Digo que 

a ' ñ X a ' q ' = a " n + q , 
En efecto, 

m p n q 
a""n'x« q = V a " x s/¿p = 

nq nq, nq, mq-fpn m , _p 
V/ílmt! X V ílpn = \ M míI+P n = a ñq = a " ' 1 

' 141. División. Digo que 

En efecto 

m p 111 p 
a n ; a v = a ii a 
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ni p n q 
a a : a i ' =z \/an!L"' : \/"'aV — 

mí nq «q m q — p n m p 
\/íim<! : v/a'p» = /¿'mq-p'n = a ¿q _ a "n — q"' 

* 142. Elevación á potencias. Voy á demostrar quí 

^¿i -¿••-J-q" __ ^ ••••¿-: / \ - •• 

En efecto, 

( a n ) q-== ^ ( f l •T") = ^ ( y ^ m / ^ 

jl/11 qn mp m p 

y \/amP = sl "amP = a q n = a " X "V" 

* 143. Extracción de raices. Digo que 

p / m m 
( / a'n = a a " p 

En efecto 

p/ m p / m p y'n pn ,..,rí1.., ....n?.. . „ 

LXXXVI . 

Cálculo de las eañtidacles imaginarías de segundo 
grado. 

* 144. Hemos dicho que (102) se llaman cantidades 
imaginarias las raices de grado par de cantidades nega­
tivas. 
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Entre las cantidades imaginarias las más importantes 
son las de segundo grado, es decir, las raices cuadradas 
de cantidades negativas, y, por tanto, de las reglas para 
calcular estas es de lo que nos vamos á ocupar. 

* 145. Toda cantidad imaginaria de segundo grado, 
es igual á la r a i l cuadrada del valor absoluto de la can­
tidad sub-radical, multiplicada por la raí^ cuadrada de 
— 1. 

E n efecto, toda imaginaria de segundo grado puede 
expresarse por 

conforme al enunciado. 
* 146. StWama monomio imaginario el producto de 

cualquier cantidad real por s j — 1 . Su forma será, por 

consiguiente, a \J— 1. 
Adición y sustracción. Las sumas y diferencias de 

monomios imaginarios son también monomios imagina­
rios. 

En efecto a \/ ~ 1 -i-b \J — T = (a-\-b) y/ — 1 ; 
^ ^ ^..^.....^ ^ ^ ^ . . _ ^ ^ _ ^ ^ j ^ 

Multiplicación y división. Los productos y cocientes 
de monomios imaginarios son cantidades reales. 

Pues. 

íi \ / — 1 X k s / ' — T =ab W — T Y ^ a b X — 1 ~ — íi¿; 

y a s í ' ^ l : b v / ~ f ^ a : ^ t 

Elevación á potencias. Como las potencias de los mo­
nomios imaginarios son el producto de las potencias de 
una cantidad real por las potencias de y /—í , la naturale­
za de estas determinará la de aquellas. 

Examinemos, pues, las potencias de \/ —1 , 
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(v/—!)* = _ i x _i _ + i. 
Como para formar las potencias 5 .a, 6.a, etc., hay ne­

cesidad de multiplicar la potencia cuarta por cada una de 
las anterioresj es claro, que se reproducen estos cuatro 
valores indefinidamente. 

L o que se expresa del siguiente modo: 

( / Z T I ^ n ^ + j . (V/-Z:i)4n+1.== ^ - j : 

y i:i)4n+2 = _ j . (̂  •z;1)4n+3 _ _ ^ J 

lo que nos dice que las potencias de grado par de los mo­
nomios imaginarios son cantidades reales; y las de grado 
impar, imaginarias. 

Extracción de raíces. Las raíces de los monomios m a -
ginarios son siempre imaginarias^ pues 

^ / • • - Í = ^ " X 2 V - 1 ; 

y como 2'V — í es siempre una cantidad imaginaria, que­
da demostrado el principio. 

* 147. Toda expresión de la forma a -{-b \/ — ! , re­
cibe el nombre de binomio imaginario. L a suma de una 
cantidad real con una imaginaria es una cantidad imagi­
naria, pues si fuera una cantidad real, tal como c, de 

a - \ -b ^ — 1 = c, se deduciría é \/ — 1 = c — a, 

lo que es absurdo. 
L a expresión v/a2 + ¿2 se llama módulo de la imagina­

ria a _j-. ¿, ̂  — í . Se llaman imaginarias conjugadas, las 
que solo difieren en el signo de y/ •— í • Así la conjugada de 

a -^r b \/ — \ es a — b \/ — \ . 
m 
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Dos imaginarias conjugadas tienen el mismo módulo. 
* 148. L a adición, sustracción, multiplicación y d i ­

visión de binomios imaginarios es, en general, otro bino­
mio imaginario, pero tambiéa puede ser un monomio ima­
ginario ó una cantidad real. 

En efecto, 

1.0 (a+¿\/—r)H-(c4-rfv/—í)=0-K)+(6-My—T 
Si a - f -c = 0, la suma se convierte en monomio ima­

ginario; y si ¿ - h á — 0, resulta una cantidad real. 

2.0 { a + b \ / — \ ) — { c + d \ J ' — \ ) = { a — c ) + { b - d ) \ í — l 

Si a — c = 0, resulta un monomio imaginario; si 
b — d — 0, una cantidad real. 

3.0 {a-^-b / - - í ) (c-H-á \/"—\)~*ci c + b c y/HT + 

a d V ^ l — . b d = { a c ~ b d ) ^ r { b c - \ - a d ) \ J — l 

que puede convertirse del mismo modo en monomio ima­
ginario ó en una cantidad real. 

o a + V - 1 ^ { * ± W - l ) { c - d s / - \ ) 
4• c + d ^ - l ' ( c + i y / — í ) ( c - á \ 7 - í : ) 

a c - i - b d be — a d , •••• 
' ? "+"d ' + c2Xi= v~l 

en que sucede lo propio que en las expresiones anteriores. 
* 149. Pa ra que un binomio imaginario sea cero, es 

necesario y suficiente que lo sea su módulo. 
Pues de 

a - l - V — 1 = 0, resulta « - = — ¿r ó íi2-f- ¿i2^ 0, 

de donde y V + é2 = 0; la recíproca es cierta, 
* 15o. E l módulo del producto de dos imaginarias es 

el producto de sus módulos. 
Pues el módulo del producto de las imaginarias 

(148, 3.°} antes citadas es 
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conforme al enunciado. 
* 151. E l módulo del cociente de dos imaginarias 

es el cociente de dividir los módulos del dividendo y 
divisor. 

Se deduce ¡nmediatameme déla definición del cociente 
y del principio anterior. 

* 152. L a condición necesaria y suficiente para que 
un producto de binomios imaginarios sea cero, es que lo 
sea uno de los factores. 

En efecto, si un factor imaginario es cero, su módulo 
lo será (149); y siendo cero este módulo, será cero el pro­
ducto de los módulos de los factores dados. Y como este 
es el módulo del producto, resulta que el producto pro­
puesto es cero; y no lo será en caso contrario, 

LXXXVII. 
Ecuaciones de segundo grado con una incógnita. 

* i53. L a ecuación de segundo grado, después de 
preparada, solo puede tener tres términos: uno con la se­
gunda potencia de la incógnita, otro con la primera y un 
término conocido. 

Su forma general será 
a x* -}• b x -\- c = 0. 

Sin embargo, puede faltar el segundo ó el tercer tér­
mino, y en este caso su forma es 

a x * + c = 0; a x * - ^ b x = 0 

La primera se llama ecuación completa; las últimas so 
denominan incompletas. 
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* 154. L a resolución de las ecuaciones incompletas 
de segundo grado no puede ser más sencilla. 

i.ü Sea la ecuación 

a .r2+ c «- 0; que dá a .r3= — c\ 

de donde 

x*--. __ ...c. yi p0r últ imo, # = :+: i / — 
¿I V ** 

2.° Sea ahora la ecuación 
a Ar24- 6 x =»= 0; que se puede escribir x {a x •+• b) = 0 

y para que este producto sea cero, es preciso que 

x ^ = 0 , ó « x + ¿==0, de donde x = — 

Escolio. Se omite el doble signo áz delante de x , 
pues los cuatro valores, á que dá lugar en ese caso el 
valor de la incógnita, son iguales dos á dos; de suerte que 
esta no tiene más que dos valores distintos. 

* 155. Pasemos á resolver la ecuación completa 

a x 2 + b x + c == 0; 

dividiendo por a los dos miembros, resulta 

b c 
a a 

y haciendo 

tendremos 

ó bien, 

b c 
=== m. 1= n\ 

m a 

x2+ mx + « = 0 

x* -\- m x 

Observemos ahora que el primer miembro contiene 
los dos primeros términos del trinomio 



x + m x 4-
4 
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m'-

de forma que añadiendo á los dos miembros déla ecuación 
m2 . . . [ m V 
• • _ , ei primero se convierte en I x -f- ••••- j , que nos per­
mit irá, extrayendo la raíz cuadrada, convertir la ecuación 
propuesta en otra de primer grado 

Tenemos, pues, 

/ m V m 

de donde 

x - H 

y , por fio. 

m , 4 / m 2 ± v 

m i / m2 

V r--n 
Luego la incógnita, en toda ecuación de segundo grado, 

de la f o r m a x2 -f- m x -f- n = 0 ; es igual á la mitad del 
coeficiente del segundo término con el signo cambiado, 
más ó menos la raí^ cuadrada del cuadrado de dicha m i ­
tad, menos el tercer término, 

* 156. S i en la fórmula obtenida como valor de la 
b c 

incógnita hacemos m = y n = 

resultará 

b i "¥ c _ — b ± v/¿2—"4"¿'7 

que nos dice que la incógnita en toda ecuación de la f o r m a 

a x ' H - b x + c = 0, 

es igual al coeficiente del segundo término mudado el 
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signo, más ó menos la ra i^ cuadrada del cuadrado de 
dicho coeficiente, menos el cuadruplo producto de los coe­
ficientes extremos, partido todo por el duplo del pr imer 
coeficiente. 

LXXXVIII . 

Problemas de segundo grado con una incógnita. 

* i5y . Todo cuanto dijimos (63) al ocuparnos de los 
problemas de primer grado es aplicable al caso actual, 
por lo que trataremos ahora únicamente de su resolución 
iriinediata. 

Problema, i.0 H a l l a r un número tal , que el producto 
de los que resulten agregándole respectivamente 3 y 4: 
sea igual d la diferencia entre 32 y dicho número. 

Planteo. L a ecuación será 

(x H- 3) (x -f- é) = 32 — x . 

Resolución, 

x ' + 3 x + 4 -r - M 2 = 32 — jc; x*-±~8 x — 20 ==0; 

x = — 4 ± \ f M 

. * „ — 4 + 6 = 2; x — — 4 - 6 = — 10. 
2.° H a l l a r dos números cuya suma sea s, y su pro­

ducto p. 
Sean s la suma, y p e,\ producto dados. 

Planteo. Si uno de los números le representamos por 
x , el otro será s ~ x \ luego la ecuación será x (s—x)=p. 

Resolución, s x — x ^ — p ; ó bien, x ^ — s x - \ - p = ^ , 
de donde 

x = - y : + ; n-* 
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L X X X I X , 

Propiedades de las raíces de la eGuación general 
de segundo grado eon una incógnita. 

* i58. Y a hemos visto que el valor de la incógnita en 
la ecuación general de segundo grado viene expresado por 
una raíz cuadrada, lo cual origina para aquella dos valores 
iguales y de signo contrario. Estos dos valores de la i n ­
cógnita se llaman raices de la ecuación. Luego toda ecua­
ción de segundo grado con una incógnita tiene'dos raices. 

También demuestra esta misma propiedad el siguiente 
principio. 

* 159. S i la ecuación general 

x ^ - ^ m x - ^ - n — O 

tiene una r a i \ a, tendrá también otra rai% — a — m. 
E n efecto, siendo a raíz de esta ecuación, tendremos 

a2 -{- m a -\- n ~ 0; de donde, « === — a2 — m a ; 

y, sustituyendo este valor de n en la ecuación propuesta, 
resultará 

x* -{- m x — a2 — m a =. 0, 
ó sea 

(x2 — a2) -\- m (x — a) = 0; 

y sacando (x — a) factor común, 

(x — a) {x -{• a -}- m) = 0 

ecuación que solo puede ser satisfecha por x =« a, ó por 

x =s — a — m. 

Es decir, que si a es raiz de la ecuación, también lo es 
— d — w. 
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* i6o . E n toda ecuación de la f o rma 

x2 -f- m x - | - « = 0, 

la suma de las raices es igual al coeficiente del segundo 
término, cambiado de signo, y su producto es igual a l 
tercer término. 

Hemos demostrado que las raíces de esta ecuación son 
a, y — a — m; estas dos raíces sumadas nos dan 

a — - a — m = — m; 

y multiplicándolas — a2 — m a que es el valor de n. 
También podrá demostrarse este principio sumando y 

multiplicando los dos valores de x sacados de la ecuación 
propuesta. . 

* 161. 7oda ecuación de la f o r m a 

x1 -{• m x -\- n, 

es el producto de dos binomios, cuyo pr imer término es x 
y el segundo cada una de las raices de la ecuación con 
signo contrario. 

Pues hemos visto que 

x* -\- m x ~j- n —•• (x — a) (x -f- a -f- m) 
y como las raíces son a y — a — m, queda demostrado el 
teorema. 

También se confirma esto mismo haciendo el producto 
de los dos binomios que resultan de restar de x sus valores 
deducidos de la ecuación. 

Escolio. E n virtud de estos principios, la ecuación cu­
yas raíces son dos cantidades dadas x ' y x " , es 

(x — x') (x — y ) = 0. 

Todo trinomio de segundo grado puede considerarse 
como el producto de dos binomios de primero, para lo eual 
basta igualar el trinomio,á cero, deducir las raíces de la 
ecuación que resulte, y estas raíces serán los valores de 
x ' y x " , en los binomios (x — x') (x — x" ) 
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xc. 
Discusión de la ecuación general de segundo grado 

con una incógnita, 

* 162. Las raíces de una ecuación de segundo grado 
hemos visto vienen expresadas siempre por medio de un 
signo radical, de forma que podrán ser positivas ó nega­
tivas, enteras ó fraccionarias, reales ó imaginarias. E l estu­
dio de estas diversas formas será, pues, el objeto de la 
discusión de que nos vamos á ocupar. 

Sea primeramente la ecuación 

x M - m x H- « =: 0 
cuyas raices son 

* ~ - - Y - ± \ / • • • £ • • - n . 

Distinguiremos tres casos: n <^0, ra = 0, « >• 0. 

i / m * 
1 .er caso. Si n •< 0; \ / ••: — n será positiva y ma 

yor que • V)-, luego las dos raices son reales y de signo 

contrario, 
2,0 caso. Si « = 0; las raices son 0 y ~ m. 

E n efecto, la ecuación xz- \ - m x = 0, tiene por raices 
x = 0; x ~ * — m. 

3.er caso. Si n ;> 0 conviene distinguir tres casos,-
m2 m2 ^ m2 

n < - ~ £ \ n = p n >••••£••. 

l.0 S i n < - i , V - j n scr^ una cantidad real y 

40 



- 3 1 0 

menor que •••í. , luego las dos raices son reales, desiguales 

y de igual signo. 
/TI3 Wt i 

2.0 n === r-; resulta x = — ;•••••,' és decir, que las 

raices son reales é iguales. 

3.° Si « > 
i I ni* . . . . . 
\ / ,„. ra es imaginario, luego las 

Idos raices son iraaginarias conjugadas. 
Si queremos buscar la interpretación de estas raices en 

a ecuación dada, hagamos 

j - — n == — g' ; de donde n = •• + q ; 

cuyo valor, sustituido en la ecuación propuesta, la con­
vierte en 

m2 í m Y 
x^-V- m x •+• •••-.—1-^2:=0; ó s e a j x - + - ^ • j •0. 

E l primer miembro es la suma de dos cuadrados, y 
evidentemente no hay valor alguno real, positivo ni nega­
tivo, que sea capaz de reducir á cero esa suma; luego la 
ecuación no puede tener raices reales y ambas deben ser 
imaginarias. 

* 163. Discutamos ahora la ecuación 

a x2 -h b x ~̂ ~ c =.0, 

cuyas raices son 

X = r •-• 
2 a 

Distinguiremos tres casos: que F ' — é a c sea mayor 
igual ó menor que cero. 



Si i3— 4 íí í > O, las dos raices son reales y desiguales, 
Si ¿2— 4 a c = 0. son reales é iguales. 
Si ¿>3— 4 a c <; 0, las dos raices son imaginarias. 

* 164. Como ejemplo de discusión de un problema de 
2.° grado, el siguiente es el más usual. 

H a l l a r en la línea recta que une dos luces A y B , un 
punto igualmente iluminado por el las. 

M " A M B M' 

Representemos por d la distancia A B; !>por x la dis­
tancia de A al punto buscado M; y, por tanto, la distancia 
B M vendrá representada por d — x. 

Llamando a y ¿ á las cantidades de luz que arrojan A 
y B á la unidad de distancia, y teniendo en cuenta que se 
demuestra en física que la intensidad de la lu^ es inversa­
mente proporcional á los cuadrados de las distancias; ha­
llaremos la cantidad de luz que M recibe de A por la pro­
porción 

a : y : : x"1 : \ ; de donde y 

y la que recibe de B, por la proporción 
x ' 

b - . y : : ( d — x ) * : 1; de donde y = (d _ x y 

y, con arreglo al enunciado del problema, 

x* (d — x y 
ecuación que podría resolverse por el método ordinario; 
pero que se reduce á una de primer grado por la extrac­
ción de la raíz cuadrada de los dos miembros: y nos dá 

V " _i_ V o Ja J ^ A * -v — í de donde x 
x d — x \¡ a z i l \ l b 

E n la discusión de esta fórmula, distinguiremos tres casosí 
a > ¿,; a = z b y a < ¿ . 
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Pr imer caso. Si ¿i >• b; el primer valor de ce será me­

nor que d y mayor que -^ , conforme con las condiciones 

físicas del problema que exigen que el punto está más cerca 
de B que es la más débil. 

L a segunda raíz es mayor que d y nos dá otro punto 
M ' á la derecha de B; luego el problema tiene dos soluciones 

Segundo caso. Si a = b; el primer valor de x = x •; 

conforme con el enunciado, pues el punto debe estar en 
esje caso á igual distancia de las dos luces. 

E l segundo valor de x se presenta bajo la forma oo ; 
luego el problema solo tiene una solución. 

Si al mismo tiempo que a — b; fuera á = 0 el primer 

valor de x se reduciría á cero; y el segundo á -•̂ •••; y, como 

no hay factor común alguno á los dos términos del quebra­
do, esta indeterminación de la incógnita, debe acusarla la 
ecuación; y en efecto, en este caso, la ecuación se reduce á 

j¿- 5= j - ; luego el problema tiene un sin fin de solucio­
nes; conforme con las condiciciones físicas del enunciado; 
pues en cualquier posición que ocupe el punto estará igual­
mente iluminado por las dos luces. 

Tercer caso. Si a <^ b; el primer valor de x es menor 

que i , y menor que ••—'; conforme debe suceder, pues evi­
dentemente debe estar más cerca de A que es la luz más 
débil. E l segundo valor de x es negativo é indica que el 
punto estará en M " , a la izquierda de A , 

Y , en efecto, llamando at á la distancia A M " ; la distan­
cia B M " será x - \ - d ; y la ecuación se convierte en 

a b 

resultado á que se llega igualmente cambiando en la p r i ­
mera ecuación x por — x . 
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XCI. 
Resolución de dos eemeiones de segundo grado 

eon varias incógnitas. 

* i 5 5 . Toda ecuación completa de 2.0 giado con dos 
incógnitas, debe contener los términos de segundo grado de 
ambas incógnitas, los de primer grado y un término cono­
cido. Su forma general será, por tanto, 

* 166. Si nosotros tratáramos de resolver un sistema 
de dos ecuaciones completas de segundo grado con dos i n ­
cógnitas, tendríamos, de modo análogo á lo dicho para las 
ecuaciones de primer grado, que eliminar una de las'dos i n ­
cógnitas, para venir á parar á una ecuación con una sola 
incógnita. Esto nos conduciría, en general, á una ecuación 
de cuarto grado; que no podemos resolver con los conoci­
mientos adquiridos; de ahí que tratemos tan solo de resol­
ver el problema en algunos casos particulares en que la 
cuestión queda reducida, en último término, á hallar 
las raices de una ecuación de segundo grado con una 
incógnita. 

i.0 Supongamos que las ecuaciones dadas tienen la 
forma 

x* -{- y * •** m) 

m — n 

(0 
x" —_/" = «) w 

sumando y restando estas dos ecuaciones, hallaremos: 

2.* Sean la ecuaciones 

(2) 
x y *=* n 
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Despejando x en la primera, tendremos; jc -= m — / • , 
y sustituyendo su valor en la segunda, resulta 

v2 — m y -\- ^ =»° 0; 
de donde 

m z h y/ w2 — 4 n 

y, por tanto, 
m i r : s/ m2 — 4 « 

x = - ^ — h 

3-° Sea el sistema 

x2- t - j '2 = mj , 
X j r = n ) 

sumando y restando la primera ecuación con el duplo de 
la segunda, tendremos: 

(x -f- y ) * = m -{- 2 n; (x — _̂ )2 == m — 2 n; 

ó sea 

Ji: + Jr = ± v / » t + 2 « ; y x — y ^ z h V m — 2n 
de donde 

__ , 1 , , , 1 , 
x — — - 2 _ V m - \ - 2 n ^ C - g - \/ m — 2 « 

y — ^tl -¡¿T \/ m - j - 2 n ^ -TjT \j m —%n 

4.0 Sea un sistema de la forma: 

x ^ r y =• m 
x1 4 - r 2 = n\ ^ 

elevando la primera al cuadrado, y teniendo en cuenta la 
segunda, resulta 

1 , 
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que con la segunda ecuación dada, forma el sistema (3) va 
resuelto. K J J 

5.° Sean las ecuaciones 

a x - + - b y = m 1 
c x2 •+• d y * = n ) ^ ' 

Eliminando y , resulta 

(^ c 4 - á a2) jc2 — 2 d a m x + ¿2 « - . á m5 = 0 

ecuación completa de segundo grado que nos dará las ra i ­
ces de x , que sustituidas en la primera de las ecuaciones 
dadas, (5) nos darán los correspondientes de j ^ . 

Ejemplos. 

i 
o O 

« x2+r2=:^ ; x2 —r2 = 55. 
x-{-y = \0; x y ~ 9 . 

o x2+r2-4-^r =48; x2-r5 + ^ - r = 36. 
x ^ 2 y ; x2—^==48. 

i8x - s r 
f x 

3 x r + 2x4-r = 485. 

XCII. 

de los máximos y mínimos defunciones 
de segundo grado. 

* 167. Se llama máximo de una función de una va­
riable x , para un valor a de ésta, todo valor mayor que el 
que toma la misma función para todos los valores de x 
comprendidos entre a -f- h .T a — h> siendo h tan pequeña 
como se quiera. 

Del propio modo, se llama mínimo de esa función, para 
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el valor a d e x , todo valor menor que el que toma la 
misma función, para todos los valores de x comprendidos 
entre a - j - h ^ a — h , siendo h tan pequeña como se quiera. 

L a teoría general de los máximos y mínimos es del do­
minio del cálculo infinitesimal, aquí, pues, solo nos ocupa­
remos de los relativos á funciones de segundo grado. 

* 168. Sea la función 

y ^ a x ^ - ^ - b (i); 
en que a y b son cantidades constantes y x variable. 

Resolviendo esta ecuación con relación á x , tendremos 

x~±\j\\y^b) (2) 
Si suponemos i.0 a y ¿ positivos, el valor mínimo que 

puede tomar y para que x sea una cantidad real es j - = ¿>; 
al que corresponde j ; = 0; y efectivamente, en la ecuación 
(1), el valor mínimo dej-'es b; pues para cualquier valor 
de x, positivo ó negativo, diferente de cero, resulta y ^ > b. 

2.0 Supongamos ahora ¿ > 0 y a - < 0 L a fórmula (2) 
nos indica que, para que x sea real, es preciso q n t y no sea 
mayor que b. Así, pues, b es el valor máximo do. y , al que 
corresponde jc = 0 . Y en efecto, la ecuación (1), que en 
este caso se convierte en 

nos indica que para todo valor de xt mayor ó menor que 
cero, resulta siemprej^ •< b, 

3.° Suponiendo ahora ¿ ' < < 0 , y í i > 0 1 a fórmula (2) 
que se convierte en 

nos indica que el valor mínimo de j - es — b\ conforme 
con lo expresado por la ecuación (1) que, en este caso, 
afecta la forma y = a x* X—b, en que, para cualquier 
valor dex, diferente de cero, resulta j r > 6, 

4.0 Por último, si íi < 0 y í. < 0; la fórmula (2) 
qne será ahora 
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x = dz \ J ^ (y H- ¿); 

nos dice que y = ~ b será el valor máximo, corres­
pondiente á .r = 0; de acuerdo también con la ecuación 
( i ) que se convierte en y = — a x* - b; que para todo 
valor de x , diferente de cero, nos dá y <i — b 

Luego, en general, la función y — ax'1-sr b, en que 
a y b pueden tener signos cualesquiera, adquiere, para 
x = 0, un valor máximo ó mínimo b, según que sea 
íi < 0 ó a > 0. 

* 169 Sea ahora la función y = ax* - ^ b x •+• c\ 
que resuelta con respecto á x , nos dá 

b x 7j;j ww-m^ 
Si suponemos i.0 que <j ^> 0; puede suceder que 

4t a c — b- sea > ó •< que cero. 
Si 4 a c — ¿ 2 > 0; el valor mínimo de y , para que 

•j j 1 4 a c - - ¿2 
x cea una cantidad real, es r = -̂  

.7 4 a 
Si 4 a c — ¿2<C 0; la expresión subradical afecta la 

forma 
b ^ — A a c 

y ^ Xa ' 
en que todo valor positivo de y nos dá un valor real para 
x . Pero para los valores d e / negativos, el mínimo será 

¿>,— 4 í i c ka c — b"1 
¥ : 4 a 4 a 

Por consiguiente, cuando a >> 0, siempre la función 

, . é a c — í5 
dada admitirá el valor mínimo Á , que corres-

4 a 
h 

ponde al de la variable x — — g - . 
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2.0 SÍ a < O y 4 a c — ¿2 > 0; resultará que el se­
gundo término de la cantidad subradical será esencialmen­
te positivo, y como precisa ser, en este caso, negativo, 
para que multiplicado por a < 0, nos dé un valor real 
dará x\ resulta que no se pueden dar á y más que valores 
negativos que sean mayores en valor absoluto que el se­
gundo término y, por tanto, el valor máximo que ^ p u e ­
de recibir es 

4 a c — ¿2 , , b 
• -t , al que corresponde x = — -a 

Si 4 a c _ ¿2 <^ 0, como a también lo.es, el segundo 
término del binomio es esencialmente negativo y, por tan­
to el menor valor positivo que se puede señalar á y , para 

4 a c — b * , . . 
que x sea una cantidad real, es -v ; o sea el ma-
M 4 a 

. . . 4 í i c — ti1 -. , 
ximo en valor relativo — •••: - , al que corresponde 

b 
X ^ ~ " 2 a ' 

De donde se deduce que cuando a <C 0, siempre 

la función dada tiene, para x = — - — . un valor máxi-

A a c — b* 
mo -. . 

4 a 
Luego para hallar el valor máximo ó mínimo de una 

función de segundo grado, se despeja en la ecuación la va­
riable, y se hallan los valores de y que determinan el 
paso de los valores reales de x d los imaginarios, ó vice­
versa . 

Ejiímplos i,0 Dividir un número dado en dos partes, 
cuyo producto sea máximo. 

Sea n el número y x una de sus partes, la otra será 
n — x ; y la ecuación será 

y ^ x (n -~ x ) ; ó sea jf0— n x •+-y =~ Q 
de donde 

http://lo.es
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E l valor máximo de y es j •, de donde x = ¿y y 
n n 

Luego, para dividir un número en dos partes cuyo 
producto sea máximo, es preciso que ambas partes sean 
iguales á su mitad. 

2 a Descomponer un número en dos factores, cuya 
suma sea la mínima. 

Si n es el número y x uno de sus factores, el otro será 

; y la ecuación sert 

n , . „ 
y z—t x -\- ; o sea x — y x -Jf- n •=. 0 

de donde 

:..£.+y 4!.. 
2 - V 4 

el menor valor que puede tener j ' , para que x sea real, se 

deduce de la condición •—•• =•= «; que nos dá 

j ' — = ± : 2 v / « ; y x ~ ± \/ n ; = ± \/ n 

luUQgo, para descomponer un número en dos factores, 
cuya suma sea mínima, es preciso que estos factores sean 
iguales á su r a í l cuadrada. 



xcm. 
Ecuaciones trinomias y Unomias. 

* i j o . Toda ecuación de tres términos es una ecua­
ción trinomia; pero se llaman especialmente ecuaciones 
trinomias las ecuaciones que afectan la forma 

x2n~j~b x* H - c = 0. 
Entre éstas se designan con el nombre de ecuaciones b i ­
cuadradas, las comprendidas en la expresión general 

x " - j - b x^ - i - c = 0. 

Para resolverla, haremos j :2= y , con lo que se con­
vertirá en y * - ^ b y - \ - c = Q; que nos dá 

b 

y por consiguiente 

r = - • g • = V V: 
X = V:4:±V 

nos proporciona las cuatro raices de la ecuación propuesta. 
Ahora bien, las raices de y pueden ser: i.0, reales y po­
sitivas; 2.°, reales, una positiva y otra negativa, y 3.°, 
reales y negativas ó imaginarias. En el primer caso, las 
cuatro raices de la ecuación dada son reales; en el 2.9, dos 
serán reales y dos imaginarias, y en el 3.° las cuatro serán 
imaginarias. 

De donde se deduce que en todos los casos, la ecuación 
bicuadrada tiene cuatro raices; dos á dos iguales y designo 
contrario. 

* 172. L a resolución de las ecuaciones bicuadradas 



— o¿ l — 

nos lleva á calcular radicales dobles de la forma 

\l< a ± . \J b '» 

y vamos á demostrar que, en general, la fó rmu la 

\ l a ± s/T 
en que a ̂  b representan cantidades racionales, puede re ­
ducirse d la f o r m a y/ "^ -£• N/'7j # 

En efecto, suponiendo 

\ l a r h \ ¡ b — \¡ mzn.\J n; ( i ) 

podremos elevar al cuadrado los dos miembros de esta 
ecuación y resultará,' 

a ± v / b = m - | - r a ± 2 \ / m « ; 
ó sea 

a — (m -f- n) =b \/ b = ± 2 \ / m n ; 

y haciendo á 
a — (m -|- m) = K 

K ± : \ / ' T = ± 2 v r m n ; 

y elevando ^1 cuadrado los dos miembros 

K5 -f- ¿ ± 2 K y/ T == 4 w n; 

ó bien 

K5 + ¿> — 4 m n = ± 2 K V " * ' 

igualdad imposible toda vez que el primer miembro es ra ­
cional y el segundo no lo es, á menos que este último 
desaparezca y como b no es cero, precisa ser K = 0, o sea 

a _ (m + «) = 0 de donde m + n = a ; y 
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b — é m n = 0; de donde mn ~ - j - o; 

lo que nos dice que para que se verifique la ecuación (i) 
es preciso que m j n sean las raices de la ecuación 

que son 
a , 1 , a 1 ....- l 

m == -g- + y s/ aa — ¿; « = -g- g V a5 — ¿ 

Así pues, si estas raices son reales y racionales, la ex­
presión 

a ± / T / 
podrá ponerse bajo la forma \/ m dz v/ « , conforme al 
enunciado. En este caso, suponiendo 

a5—¿ = c5, m ==---(a-+-c); « = y (a — c) 

y, por último, 

^ ± / y = \ / - 5 • ^ -f- c) ± ^ / . - i (.z - c) 

Ejemplos, i.» y ^ H - V Ü ; 2'6 \ / 5 - / 2 4 

3 ° \ / 3 ± 2 , / T 

172. Se llama ecuación binomia, toda ecuación que 
solo consta de dos términos; uno con cualquier potencia 
de la incógnita y otro conocido. 

La forma general es 

a xm ifc ¿> = 0; de donde xm ± ~ =» 0; 
a 



y haciendo = p ; x<a ± p = 0; llamando r á la raíz 

•.m aritmética del grado m de p, será \/' p =!= r; ó bien ̂ ==rn 

por consiguiente, xm zt rm = 0; y haciendo x = r e ­
tendremos ym ± l = 0 , luego la resolución de toda ecua­
ción binomia se puede reducir siempre á la determinación 
de las diversas raices de 1. 

L a resolución general de la ecuación j^m ± 1 = 0 , co­
rresponde al álgebra superior; nosotros, pues, solo trata­
remos de resolverla en algunos casos particulares. 

i 0 Si m = 2, la ecuación será j '5 d z 1 = 0; que se 
descompone en j '5 - h 1 =•= 0; j '2 — l '— 0. 
L a primera nos dá y ' = \ J — 1 ; y " = — \J:—í. 
L a segunda y ' — \¡ \ = \ \ y " = — \/ í = — 1. 

2.° Si m =: 3; la ecuación es j ^ ' ± 1 — 0. Considere­
mos primero la ecuación jk3 — 1 = 0 ; cuyo primer miem­
bro es divisible por y — 1 (37—3.°), y se descompone en 

(r-i)(r24--r + i) = o; 
de donde j ^ — 1 = 0; ósea y = \ ; y"2-+• y •+• l = 0 
que nos dá 

r = _ T ± : \ / T - i = g 

Luego las tres raices-cúbicas de 1 son . 

1' 2 y 2 * 

Cuanto á la otra ecuación^3-}- I == 0, basta cambiarle de 
signo, para observar que sus raices serán las anteriores 
cambiadas de signo, ó sea 

i _ / Z - 3 1 -H v / - 3 
~ 1 ' 2 ' y 2 ' 

3.° Si m ••= 4; la ecuación será^4 ± 1 = 0' L a ecua­
ción r ' — l = 0; puede ponerse bajo la forma (26,5.°} 
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( r 3 + l ) ( ^ - l ) = 0; 

que nos dá 

^ 4 - 1 = 0; ósea y = ± \ / — ' í ; 

y* — \=:0; de donde y = ± l 

luego las cuatro raices cuartas de la unidad son 

+ 1, - 1 , H - / - Í , — v / - l . 
La ecuación r 4 + 1 = 0; puede resolverse agregando á los 
dos miembros 2 r2 ; y resultará, 

r*+2r2 + 1 = 2 ^ ' ' ósea (r'-H1)'=2^2"' 
y extrayéndola raíz cuadrada de sus dos miembros 

2̂ +1 = dz /'2 x r; ó bien y' ̂  v ^ X r +1=° 
que nos dá 

r = ± v/'2 +v/.2 - i - ^ Z ± ' / -2 
2 ~ V 4 2 " 

luego las cuatro raices cuartas imaginarias de — 1 , son 

/ S ' + v/Zls v/T^ y/tg. 
2 ' 2 

- / ' i +v)-2 -s /2 -v / -2 
2 ' 2 

ó sean 

1 -f- V / - 1 . 1 — V ' — l . - 1 + \ / - l . — 1 — n/ -1 

7J 7f ' 7f \/T 
De lo expuesto se deduce finalmente que se resuelve la 

ecuación binomia, ó lo que es lo mismo, se hallan las d i ­
versas raices del mismo gradé) de una cantidad, multipli­
cando su raiz aritmética por las raices del mismo grado de 
la unidad positiva ó negativa 
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Ejemplos, i ,0 x7,— 27 == 0. 
2.° x ' — 256 = 0. 
* 173. L a ecuación trinomia 

puede resolverse mediante una ecuación de 2.0 grado y dos 
binomias. Hagamos, en efecto, xn = y , la propuesta 
queda reducida á y^-i-b y -j- c = 0; que nos dará las 
dos raices y ' , y " que sustituidas en vez de y , nos condu­
cen á resolver las ecuaciones binomias 

xn =*y'; xn = y " . 

Ejemplo, x6 ~ 4 x5— 32 = 0. ^ 

42 
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PROBLEMAS DE SEGUNDO GRADO. 

I. Hallar un número tal que la diferencia entre el cua­
drado y el quíntuplo del mismo número sea 38. 

II. Hallar un número tal que añadiendo á su mitad el 
producto de su tercio por su quinto, nos dé 75 . 

III. Dispone un padre que su caudal consistente en 
120000 pesetas, se reparta entre sus hijos á partes iguales; 
pero al terminar la testamentaría han fallecido dos hijos, 
lo que hace aumentar la herencia de cada uno de los res­
tantes en 5000 pesetas. ¿Cuántos eran los hijos? 

IV . Encontrar dos números cuyo producto sea 360 y 

su cociente 1 •—•:•. 
5 

V . Encontrar dos números tales que la suma de sus 
cuadrados sea 306 y la diferencia de los mismos 144. 

VI Un comerciante compra mercancías por las que 
paga cierta cantidad y además el 5 7o ^e gastos de trans­
porte; las vende en 1500 pesetas y gana un tanto por cien­
to igual á la quinceava parte del coste ¿cuánto le costaron 
las mercancías? 

V I L Entre 25 personas, hombres y mujeres, gastan en 
una comida 120 pesetas; 60 los hombres y 60 las mujeres; 
cada hombre ha pagado dos pesetas más que cada mujer 
¿cuántos hombres había? 

VIII. Una modista gasta 1594 pesetas en telas de tres 
clases, que la han costado tantas pesetas el metro como 

metros ha comprado; de la segunda ha comprado * más 
4 
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que de la primera; y de la tercera 2 72 veces lo qué d<* 
la 2.a ¿cuántos metros ha comprado de cada clase? 

I X . Encontrar tres números tales que el producto del 
primero por el segundo sea 56; el del segundo por el ter­
cero 96; y el del primero por el tercero 84. 

X . Hallar dos números cuya diferencia sea 87 y su 
producto 2800. 

X I . Hallar un número tal que la diferencia de los co­
cientes que resulten de dividir 450 por ese número y por 
ese número más 6, sea 20. 

XI I . Un prendero compra un mueble y lo vende algún 
tiempo después por 96 pesetas, ganando un tanto por 
ciento igual al precio de compra ¿cuánto le costó? 

XIII. ¿Cuál es el número que añadido á su raíz cuadra­
da dá 12210? 

X I V . Hallar dos números tales que añadiendo á su 
suma la suma de sus cuadrados, resulte 492; y añadiendo á 
su diferencia la diferencia de los cuadrados resulte 34S 

X V . Una señora gasta 30 pesetas en comprar pañue­
los; si la hubieran dado tres más por el mismo dinero, la 
hubieran salido á 0,25 menos cada uno ¿cuántos pañuelos 
ha comprado? 

X V I . Hallar un número de tres cifras tal que la suma 
de los cuadrados de sus cifras sea 70; que el duplo del 
producto de las cifras extremas sea menor en 6 unidades 
que el cuadrado de la cifra de las decenas; y que añadien­
do á ese número 198 resulte el mismo número invertido. 

X V I I . Un comerciante tiene terciopelos de tres clases, 
de los que la 2,11 y la 3.a tienen respectivamente 3 m. y 
5 m. más que la 1.a. E l metro de terciopelo de la 1.a ciase 
cuesta tantas pesetas como metros tiene la pieza; el metro 
de la 3.a cuesta 10 pesetas más, y el de la 3. ' 20 pesetas 
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más que el de la 1.a. Las tres piezas cuestan 9530 pesetas 
¿cuántos metros tiene la primera pieza? 

XVI I I . Hallar dos números cuya suma, cuya diferen­
cia y cuyo producto sean proporcionales á 3, 2 y 5. 

X I X . Un viajero sale de A para ir á B, á la vez que 
otro sale de B para ir á A , por el mismo camino y con 
movimiento uniforme; al encontrarse, el I.0 ha caminado 
30 km. más que el 2 . ° ; y á este le faltan 9 horas para l le­
gar á A ; mientras que al otro le faltan solo 4 para llegar á 
B ¿qué distancia hay entre A y B? 

X X . Averiguar en qué sistema de numeración el nú­
mero 1376 vendrá representado por 968. 



X C I V . 

Progremnes por diferencia. 

174- Se llama progresión por diferencia ó aritmética 
una serie de términos tales, que cada uno se diferencia 
del que le precede en una misma cantidad. 

Esta diferencia constante entre cada dos términos 
consecutivos, se llama ra^ón de la progresión. 

L a progresión puede ser creciente ó decreciente, según 
que la razón sea positiva ó negativa. 

Así, r 1 • 3 . 5 . 7 es una progresión aritmética 
creciente, cuya razón es 2; y 

~ 1. — 1.—3.—5 es una progresión decreciente, 
cuya razón es —2. 

175. Si representamos la progresión por diferencia, 
en general, por ¿a . b , c . d u y llamamos o á la 

diferencia positiva ó negativa, tendremos que, con arreglo 
á la definición, será 
¿ = a + o; c = ¿ + S=íz + 2S; á = c - f 0.= a-f. 3S; 

y, en general, llamando n al número de términos de la 
progresión m = a -f- (« —- 1) ó (i) 

Esta expresión, que se llama término general, nos dice 
que un término cualquiera de una progresión es igual a l 
primero, más tantas veces la ra\ón como términos le 
anteceden. 

L a ecuación (i) permite hallar una de las cuatro can­
tidades, a , u , n y 8, cuando se conocen las otras tres. 

176, Interpolar medios diferenciales entre dos tér-



minos dados, es hallar otros qus formen una progresión 
por diferencia, cuyos extremos sean los dos términos 
dados. 

Si conociéramos la razón de la progresión, el problema 
estarla resuelto. Supongamos, pues, qne queremos inter­
polar n medios diferenciales entre a y n. Con arreglo á 
lo expuesto, y puesto que el número de términos de la 
progresión ha de ser n -\- 2, tendremos 

u —a 
M = a 4 - (rc - i - I) 8; de donde o = r • ; , ., «+ 1 

Luego para interpolar n medios diferenciales entre 
dos términos dados, se divide la diferencia entre estos 
términos por el número de medios que se quieren interpo­
lar más uno, y se tendrá la ra^ón de la progresión. 

Conocida la razón, está conocida la progresión. 
177. L a suma de los términos equidistantes de los 

extremos es igual á la suma de los extremos. 
En efecto, sea h el término que tiene detrás n términos, 

en la progresión propuesta, y A: el que tiene n delante 
según la ecuación (i) 

y t = a + (w — 1)S y h = u ~ (n — 1)5 

Sumando estas dos ecuaciones, resulta, 

h -\- k = a -{- u, 
178. L a suma de los términos de una progresión por 

diferencia es igual á la mitad del producto que resulta de 
multiplicar la suma de los extremos por el.número de 
términos. 

En efecto, llamando í a la suma, tendremos 

s = a - \ -b •+• c •+• -+- t ~+-u 
y también 

¿' = w -t- £ - h + b -\- a 
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Sumando ordenadamente estas igualdades, y teniendo 
en cuenta el principio anterior, resulta 

2 í = (a - H m) -t- (a + M)-f. - i - (a-i-u) -[- (a •+• m) 
ó bien 2 s = (a - i ~ u) n, 

de donde 5 =«= •v ' . ^— 

xcv. 
Progresiones por cociente. 

179. Se l lama progresión por cociente ó geométrica 
tina serie de términos tales, que cada uno es igual al que 
le precede multiplicado por una misma cantidad, que se 
llama ra{ón de la progresión. 

L a progresión será creciente ó decreciente, según que 
la razón sea mayor ó menor que I . 

Así, ' •_. 1 : 2 : 4 : 8 : . . - . . es una progresión geomé­
trica creciente cuya razón es 2. 

, 1 1 1 
• "V 1 : ¿i : - i : • o • : es una progresión geométrica 

2 4 o 
I 

decreciente, cuya razón es ^ •. 

I80, Si representamos la progresión geométrica por 

..' j a : b : c : d: : u, 

y su razón por q, sea mayor ó menor que 1, tendremos, 
con arreglo á la definición, 

¿,=a q; c=b q = a q2; d = c q -= a q3; (i) u = a q**1; 

llamando n al número de términos. 
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Esta última expresión, llamada también término gene­

ra l , indica que un término de una progresión por cociente 
es igual al primero multiplicado por la ra{ón elevada á 
una potencia, indicada por el número de términos que le 
anteceden. • 

L a ecuación (i) permite hallar una de las cuatro canti­
dades u, a, q y n, cuando se conocen las otras tres. 

181, Interpolar medios proporcionales entre dos tér­
minos dados es hallar una progresión por cociente, cuyos 
extremos sean los dos términos dados. 

Evidentemente, el problema estaría resuelto si cono­
ciéramos la razón. Si, pues, llamamos a j ii á los términos 
dados, y n a.\ número de medios que queremos interpolar, 
tendremos con arreglo á lo expuesto, a ~ a ¿7n ' , puesto 
que lostérminos de la progresión han de ser/z-f-S, de donde 

V+ifu 

Por consiguiente, para interpolar n medios proporcio­
nales entre dos términos dados, se dividen los dos té rmi ­
nos dados, se halla la r a i \ del grado n-|-l del cociente, y 
setenará la ra^ón de la progresión. 

182. L a suma de los términos de una progresión por 
cociente es igual al último término multiplicado por l a 
ra{ón menos el primero, partido por la ra^ón menos 1. 

Llamando s á la suma de los términos de la progresión, 
tendremos 

,s = a - h ¿ ) - | - c _ | - _j_í_|_w 

y multiplicando por q, 

s q =* aq-+-b q - i - c q - i - •+• t q-j~ u q 
o bien 

s = b-{- c -h ... .-^-t - i - u - i - u q , 
y restando de esta igualdad la primera, 
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s q ~ s ^ u q — a ó S ( q ~ ~ l ) — u q „ . a 
de donde 

u q — a 
s ~ q ~ \ 

XCVI . 

L o g a r i t m o s . 

183. Si comparamos dos progresiones, una por cocien­
te que empiece por la unidad, y otra por diferencia que 
empiece por cero, como 

t."-1 • i - q ' - q ' -
r 0 . r . 2 r . 3 r (I^ 

se observa desde luego que la razón, en cada término de 
la progresión por cociente, entra por factor el mismo 
número de veces, que entra por sumando la razón de la 
progresión por diferencia, en el término que ocupa el 
mismo lugar. 

De aquí dedujo el eminente Neper, inventor de los 
logaritmos, esta importante teoría, cuyas aplicaciones al 
cálculo son tan numerosas. 

Los términos de la progresión por diferencia se llaman 
logaritmos de sus correspondientes de la progresión 
geométrica. 

Logaritmos, pues, son los términos de una progresión 
por diferencia, que comienza por cero, correspondientes d 
los de aira progresión por cociente, que comienza por la 
unidad. 

Cada sistema de valores de ^ y r determinará, por 



tanto, üh sistema de logaritmos; por consiguiente, los 
sistemas de logaritmos son ilimitados. 

L a condición común á todos ellos es que el logaritmo 
de 1 es cero: y varían en el número cuyo logaritmo es 1, 
que se llama base del sistema. 

Los únicos sistemas empleados hasta ahora son dos: 
el neperiano, del nombre de su inventor; y el sistema de 
logaritmos vulgares, ó de Briggs, que, por ser el empleado 
generalmente en los cálculos numéricos, es el de que 
vamos á ocuparnos. 

184. E l sistema de logaritmos vulgares, ó de Briggs, 
tiene por base la de nuestro sistema de numeración, de 
que nacen sus principales ventajas. Está, pues, determina­
do por las progresiones: 

f." 1 : 1 0 : 1 0 0 : 1 0 0 0 : 1 0 0 0 0 : 

^ 0 . 1. 2 . 3 . 4. 

cuyas razones son respectivamente 10 y 1; exigiendo 
numerosas interpolaciones para que la primera contenga 
todos los números enteros hasta el límite que se desee, 

185. Como quiera que este sistema, así como cuantos 
puedan considerarse, está comprendido en el general ex­
presado por las progresiones (i), las propiedades que para 
éste demostremos, para todos quedarán demostradas. 

Hagamos en ellas j = ar , lo que equivale á llamar a 
á la ^/ q ' y resultará: 

••V.- l : a v : a9-1': a3r: 

r ' O . r . 2r . 3 r 

Que nos indican que <?/ logaritmo de un número, en 
general, es el exponente de la potencia á que debe elevarse 



una cantidad constante y diferente de 1, para qué reprol 
du^ca el número propuesto. 

Esta cantidad constante es la base del sistema, puesto 
que « i =ss a ; y esta definición permite expresar la genera­
ción de los logaritmos por la ecuación ax =*'$, en que 
cada valor de x será el logaritmo del correspondiente 
de y . 

Demostrado que de la primera definición se deduce 
la segunda, si demostramos la recíproca, quedará mani­
fiesta la identidad entre ambas definiciones. 

E n efecto, si en la ecuación a* = y , damos á x valo­
res sucesivos en progresión por diferencia, cuya razón 
sea r. 

x = 0, r, 2r, 3r, 

resulta je :=» 1, ar , a2r, aSv, 

progresiones que originaron la ecuación ax = y . 

XCVII . 

Propiedades generales de los logaritmos. 

* 186. Para ver ahora si todos los números tienen lo ­
garitmo, es preciso demostrar que en la ecuación ax = y , 
en que a tiene un valor constante para cada sistema, rea l , 
positivo y mayor ó menor que 1; dando á x todos los va ­
lores reales comprendidos entre -\- &> y — oo, resultan 
para y todos los valores positivos desde cero hasta oo. 

En efecto, suponiendo primero a > i , si hacemos que 
x varíe de un modo continuo desde 0 hasta oo , ax ó lo 
que es igual y , variará también de una manera continua 
desde a0=- 1, hasta a ^ ^ oo . 

Si x varía, del mismo modo, desde 0 hasta — oo , y 
variará también de una manera continua desde 1 hasta 
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= 0 

Del mismo modo, vemos que si suponemos <J < 1, es 

decir a =-= -—• , en la ecuación —j- = y , como a > 1, 

cuando x varía desde cero hasta oo , y varía desde 1 hasta 
cero; y si x pasa por todos los valores desde 0 á — oo , ^ 
pasará por todos los comprendidos desde 1 hasta oc . 

* 187. Queda, pues, demostrado: 
i.0 Que todos los números positivos tienen logaritmo; 

y en todos los sistemas, cada número tiene un logaritmo, 
y recíprocamente. 

2.0 Que los números negativos no tienen logaritmo. 
3.° Que en todo sistema de logaritmos, el logaritmo 

de la base es l , y el logaritmo de 1 es cero. 
4.0 Que en los sistemas cuya base es mayor que 1, el 

logaritmo de 00 es co , y el de cero es — 00 ; los números 
mayores que 1 tienen logaritmos positivos, y los menores 
que 1 los tienen negativos. 

5 o E n los sistemas cuya base es menor que 1, el 
logaritmo de ce es — 00, y el de cero es ce; los números 
mayores que 1 tienen logaritmos negativos, y los menores 
que 1 los tienen positivos. ¥ 

188. Demostremos ahora: l.e Que el logaritmo de un 
producto es la suma de los logaritmos de sus factores. 

Sean los números y , y ' , y " , y sus logaritmos 
respectivos x , x ' , x" , ; tendremos. 

^ = r , a * ' - / , ¿ 1 * " = / ' , 

y multiplicando ordenadamente, 

ax + x' + x" + = y y ' y " 
que nos dice que el 

log? y f y" = x + y + x" + 
2.0 E l logaritmo de un cociente es igua l a l logaritmo 

del dividendo menos el logaritmo del divisor. 
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Pues de atémp, a * ' ^ - / ; resulta ax-xt = - ^ 
r" 

que nos dice que el log. ^ 1 , = ^ _ y 

r 
3.° £"/ logaritmo de una potencia es igual al logaritmo 

del número multiplicado por el exponente de la potencia. 
Pues de ax = x i resulta am* = j " « , es decir, 

log. j^m __ m x _ m s ^ J q ^ ^ ^ 
4.0 -E/ logaritmo de una rai{ es igual al logaritmo 

del número dividido por el índice de la rai%. 

Pues de ax = y , resulta ¿1 "m" = ^ j r " , ó sea 

m x log. j -
log. \ / r = i r = m to 

XCVIIL 
Propiedades particulares de los logaritmos 

ordinarios. 

a 189. A más de las propiedades generales, comunes á 
todos los sistemas de logaritmos, los logaritmos vulgares 
ó de Briggs tienen algunas particulares que vamos á dar 
á conocer. 

190. En el sistema expresado, los únicos números que 
tienen logaritmos comensurables son las potencias enteras 
de 10. 

E n efecto, si hacemos 
x - 0 , 1, 2, 3, 4 , 

resultan para y los valores respectivos 
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r = 1, 10, 108, 103, 104, 

lo cual demuestra que las potencias enteras de 10, tienen 
por logaritmos sus exponentes respectivos, que forman 
la serie de los números enteros. 

Falta ahora demostrar que un número cualquiera que 
no sea potencia entera de 10, no tiene logaritmo comen-
surable. 

Sea n un número cualquiera, y — su logaritmo. 

Tendremos, l O T " — «, de donde 

10P = n« ó 2? X op = «q > 
lo que exige que n solo tenga por factores primos 2 y 5; 
supongamos « = 2r X 5S , será 2? X 5p ="2r(i X5s<1; 
igualdad que solo puede verificarse para 

p = r q y p = s q, de donde r q = s q ó r = s; 

que nos dice que para que n tenga logaritmo comensura-
ble, es preciso que sea potencia entera de 10. 

IQI. Demostrado que todos los números, á excepción 
de las potencias enteras de 10, tienen sus logaritmos i n -
comensurables, los expresaremos aproximadamente por 
decimales inexactas. 

L a parte entera de un logaritmo se llama coracterís-
t ica; se l lama mantisa, su parte decimal. 

De aqui se infiere, que los logaritmos de las potencias 
enteras de 10 tienen 0 por mantisa. 

r92. L a característica del logaritmo de un entero tiene 
tantas unidades menos 1 como c i f ras tiene el entero. 

En efecto, si el entero es 10n , tendrá n + 1 cifras; 
y su logaritmo es n, 

S i n o es potencia entera de 10, y tiene, por ejemplo, 
?? cifras, estará comprendido entre lO"-1 y 10" ; su lo-



garitmo estará comprendido entre n — 1 y «; y será, por 
tanto, n — 1 su característica. Queda, pues, demostrado 
el teorema. 

193. S i multiplicamos ó dipidimos un número por una 
potencia entera de 10, su característica aumentará ó dis-
minuird^n tantas unidades como tenga el exponente de 
10, y su mantisa no variará. 

En efecto, expresando por log. el logaritmo vulgar, 
y por a un número cualquiera, sabemos (188, l.0)¡que 

log. [a X 10n ) = log. a 4- n 

y log. (a : I0n ) = log. a — n. 

Corolario. L a mantisa del logaritmo de un número 
decimal no var ia, cuando se corre la coma d derecha ó 
izquierda; pero la característica aumenta ó disminuye 
respectivamente tantas unidades, como lugares se haya 
corrido la coma, 

194. Los logaritmos de los números menores que 1 
son negativos (187, 4,0), y , para evitar las molestias que 
en el cálculo originan, se les transforma fácilmente, por 
medio de los complementos, en otros de característica 
negativa y mantisa positiva. 

Sea, por ejemplo, —3,456417. Diremos 

- 3 , 4 5 6 4 1 7 = 1 0 - 3 , 4 5 6 4 1 7 - 1 0 = 0 3,456417-10=-

6 , 5 4 3 5 8 3 - 1 0 = 6 + 0 , 5 4 3 5 8 3 - 1 0 - - 4 + 0 , 5 4 3 5 8 3 : 

L a reunión de este entero negativo con el decimal posi­

tivo, se expresa así, 4,543583 

Es decir que 3,456417=^543583 

Por consiguiente, para transformar un logaritmo ne­
gativo en otro de característica negativa y mantisa posi­
t iva, se aumenta 1 á la característica, se pone encima el 
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signo — , y á continuación se escribe el complemento de 

la mantisa. 
195. L a característica negativa del logaritmo de una 

f racción propia decimal, tiene tantas unidades más una, 
como ceros tenga la f racc ión entre la coma y la pr imera 
c i f r a significativa, 

K n efecto, sea la fracción 0,00037. 
Tendremos que 0,00037 X 104=3,7; cuya caracte­

rística es 0 (192); juego la de 0,00037 será 0—4=—4, 
conforme al enunciado. 

xcix. 
Tablas de logaritmos. 

196. Se llaman tablas de logaritmos unos estados ó 
cuadros donde se encuentran ordenados por columnas los 
números enteros desde 0 hasta cierto limite, y enfrente 
sus logaritmos respectivos. 

Deyde luego se comprende la imposibilidad de que las 
tablas contengan los logaritmos de todos los números; 
mas teniendo los de los números enteros, podremos 
hallar los de los fraccionarios. 

Los de los números incomensurables se determinarán 
por los de sus límites respectivos. Tampoco es preciso 
hallar los logaritmos de todos los números enteros, pues 
ya indicaremos el medio de hallar los logaritmos de n ú ­
meros mayores que los contenidos en las tablas. 

Y aún dentro de los límites de éstas, pueden hallarse 
los logaritmos de los números compuestos, con solo sumar 
los de sus factores primos; bastará por tanto determinar 
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ios logaritmos de los números primos hasta el límite que 
las tablas hayan de alcanzar. 

197- Los medios de construir las tablas de logaritmos 
no son del dominio de las matemáticas elementales; pero 
la posibilidad de su construcción, con los conocimientos 
adquiridos, es fácil de comprender. 

Si entre los dos primeros términos 1 y 10 de la progre­
sión geométrica, origen del sistema vulgar, interpolamos 
dos medios proporcionales, y otros dos medios diferen­
ciales entre sus correspondientes 0 y 1, de la progresión 
aritmética; y repetimos la misma operación entre 1 y el 
medio determinado, y entre 0 y el medio correspondiente, 
es claro que, al cabo de cierto número de interpolaciones 
llegaremos á obtener dos términos en la progresión geo­
métrica que se diferenciarán de 2 en menos de una unidad 
decimal del último orden de aproximación con que se de ­
seen construir las tablas; y la interpolación correspondien­
te en la progresión por diferencia, nos dará finalmente el 
logaritmo de 2 . 

Del propio modo podríamos hallar los logaritmos de 
los demás enteros hasta el límite que se desee. 

198, Determinados los logaritmos de todos los núme­
ros primos, menores que el límite señalado para las ta­
blas, determinaremos por su adición los de todos los com­
puestos, y ordenados convenientemente tendremos cons­
truidas las tablas. 

Además de las dos columnas correspondientes á nú­
meros y logaritmos, llevan las tablas otra tercera con las 
diferencias entre cada dos logaritmos consecutivos. 

A esto están reducidas, en su esencia, las tablas de 
logaritmos. La disposición especial que distingue unas de 
otras, se encuentra detalladamente reseñada al principio 
de las mismas. 



199- E l uso de las tablas se reduce á la resolución de 
Jos dos problemas siguientes: 

Dado un número, hallar su logaritmo. 
Desde luego supondremos que el número sea entero, 

pues si fuera fraccionario ya hemos visto (188, 2,0) el 
modo de determinar su logaritmo. 

Esto sentado, si el número dado está en las tablas, á 
su lado estará el logaritmo correspondiente. 

Supongamos, pues, que el número dado no está en las 
tablas, único caso que en realidad debemos examinar. 

Para fijar las ideas, supongamos que queremos hallar 
el logaritmo del número 315417. 

Su característica (I92) sabemos que es 5, falta solo 
determinar la mantisa, pero, según hemos visto (193), esta 
mantisa es la misma que la del número 3154,17. 

Este número no está en las tablas, pero está compren­
dido entre 3154 y 3155; luego su logaritmo estará tam­
bién comprendido entre los de estos dos números. 

Hallando, pues, el logaritmo de 3145 y determinando 
la diferencia entre este logaritmo y el de 3154.17 añadida 
al logaritmo hallado, nos dará la mantisa buscada. 

Pero se admite que las diferencias de los números son 
proporcionales d las de sus logaritmos, luego tendremos 

3 1 5 5 - 3 1 5 4 
3154,17-3154 ~ 

log. 3155— log. 3154 (que la hallaremos en las tablas) 
log. 3 l54 ,17- - log . 3154 que es la incógnita del problema 
ó sea 

1 137 
T í T ^ T " ' de donde a ^ ^ X 0 , 1 7 ^ 2 3 millonésimas* 

Luego para determinar la diferencia buscada, se muí-
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tiptica la diferencia tabular por la f r aódón decimal f o r * 
mada por las c i f ras separadas en el número propuesto. 

Ahora bien, log. 3154=3,493852, luego 

log. 3154,17=^3,498885 

y, por fin, log. 315417=5,498? 

200. Dado un logaritmo, hallar el número corres­
pondiente. 

Supongamos se nos dá el logaritmo 5,498885 y que­
remos hallar á qué número corresponde. 

Prescindiendo de la característica, buscaremos la man­
tisa en las tablas, y vemos que está comprendida entre 
498862 y 498999 que corresponden respectivamente á 
los números 3154 y 3155; luego el número pedido será 
mayor que 3154 y menor que 3155. 

Sea x la diferencia entre el número buscado y 3154, 
la proporción ya dicha, será en este caso, 

J L = _ L _ de donde x ^ ^ ^ 0,17. 

Luego se determina la diferencia buscada, dividiendo 
la diferencia entre el logaritmo dado y el inmediato me­
nor de las tablas por la diferencia tabular. 

L a mantisa propuesta corresponde al número 

3 1 5 4 + 0 , 1 7 = 3154,17 

y como la característica es 5, el número tiene que constar 
de 6 cifras enteras, luego el número pedido es 315417. 

201. Solamente nos hemos ocupado de los logaritmos 
vulgares, que son los usuales. Veamos ahora como se 
puede hallar el logaritmo de un número en un sistema 
cualquiera, cuando se conoce su logaritmo en otro distinto. 

Llamemos n al número, & á la base del sistema nuevo, 



- 3 4 4 — 
X al logaritmo buscado de n en esta base, tendremos 
¿x ==. W) y si tomarnos loa logaritmos de los dos miem­
bros en el sistema conocido, resultará 

, , i losf. n , . , 1 
x l og .b^ l og . n; de donde x = = log. n X logr. b losf.ó &• 

Luego para hallar el logaritmo de un número en otro 
sistema, basta mult ipl icar el logaritmo del número en el 
sistema conocido^ por un quebrado cuyo numerador es la 
unidad y el denominador el logaritmo de la base nueva en 
el antiguo sistema. 

Este quebrado, cantidad constante, por la que se mul­
tiplican los logaritmos de un sistema para pasar á otro 
distinto, se llama módulo del nuevo sistema con relación 
al antiguo. 

c. 
Aplieaeiones de los logaritmos. 

202, Hemos visto que los logaritmos simplifican y 
abrevian todas las operaciones, excepto 1 a adición y la 
sustracción, sustituyendo respectivamente la multiplica­
ción, división, elevación á potencias y extracción de raices 
por la adición, sustracción, multiplicación y división. 

En el cálculo algebraico, podremos determinar los 
valores numéricos de sus fórmulas por medio de los lo­
garitmos, siempre que vengan expresadas por productos» 
cocientes, potencias ó raices. 

Además de estas ya importantes aplicaciones al cál­
culo aritmético y algebraico, vamos á citar algunas otras 
que resuelven importantes cuestiones. 
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203. Ecuaciones exponenciales. Cantidad exponen­
cial es toda cantidad conocida, cuyo exponente contiene 
alguna incógnita. 

Ecuación exponencial es toda ecuación en que entra 
la incógnita como exponente. 

L a forma mas sencilla de la ecuación exponencial es 
ax = ¿>, en la que, tomando logaritmos, resulta 

x log. a ~ log. b; de donde x =• 10g' 
log. a 

Si la ecuación fuera ab = c, tomando logaritmos, ten­

dríamos ¿x log. a = log. c; de donde bx = log. a 

Tomando de nuevo logaritmos, resulta 

x log. b — log. log, c — log. log. a ; 

de donde x = l o g - l o g - " " ' ^ log ' f l . 
log. b 

204. Interés compuesto. Hemos dicho que si los i n ­
tereses se acumulan al capital, el interés se llama com­
puesto; y en este caso necesitamos calcular la fórmula que 
liga al capital, al tanto por 1 anual, al tiempo y á la suma 
de capital é intereses acumulados en ese tiempo. 

Llamemos c al primero, r al segundo y t y C á los 
otros dos. 

Si en un año, 1 produce r, c producirá c r; luego, al 
fin del primer año, el capital será c + c r = c ( l + r ) 

De donde se deduce que para hallar la expresión de 
un capital al fin de un año, basta multiplicarle por (1 - f r ) . 

Según esto, al fin del segundo año, el capital se habrá 
convertido en c (1 + rf, y al cabo de t años en 
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C ^= c (1 -H r)4 , 

que es la fórmula del interés compuesto. 
205. Anualidades. Se llama anualidad la cantidad 

constante que debe pagarse anualmente, con objeto de 
extinguir un capital prestado y sus intereses compuestos. 

También se llama anualidad la imposición que se hace 
todos los años, para capitalizarla con sus intereses, recu­
perando la totalidad al fin de cierto tiempo. 

De aquí se deduce que bajo el epígrafe de anualidades 
se comprenden dos problemas distintos, que algunos dis­
tinguen llamando al segundo acumulación de capitales. 

206, Para resolver el primero, llamemos a á la. anua­
lidad, r al tanto por 1 de interés anual, t al tiempo y C á 
la deuda que ha de extinguirse. 

Puesto que la primera anualidad se entrega al fin del 
primer año, producirá intereses durante los 2f — 1 años 
restantes, y al cabo de este plazo se habrá convertido en 

a (1 + f f - * 

L a segunda anualidad se convertirá entonces en 

a (1 -f-r)1-2 

Y así las demás, hasta llegar á la última que, como se 
satisface el día del vencimiento, vale ¿i. 

Luego el valor total de las anualidades, al cabo de 
los t años, será 

^(1 + r ) t - i + (I + r ) t - 2 + + £ l = 

a [(!-{-r)t-i + (H-r)t-2 + + i ] _ 1 ( 1 + ^ - 1 ] 
r 

Pero como la cantidad C recibida en préstamo, se 
convierte al cabo de esos t años en C (1 + r)1 , debere­
mos tener la ecuación 
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C (1 + r)t = ^ [ ( l + r ) t - l l 
r 

que nos dá cualquiera de las cuatro cantidades C, a , r y 
í, cuando se conocen las otras tres. 

207. Para resolver el segundo, ó sea la acumulación 
de capitales, llamemos a á la anualidad, r al tanto por 1, 
y í al tiempo. 

Por las mismas razones que hemos expuesto en el 
caso anterior, la primera anualidad se convierte á los t 
años en a (1 -|- r)* , la segunda en a (1 -+- r)1-1, y así su ­
cesivamente hasta la última que se convierte en «a (1 -+• r) . 

L a suma de estos valores es indudablemente la canti-
tidad reintegrable que, llamándola S. será 

S = « ( l + r) [ H - ( l + r) + (1 + r)24-.,.. + (!-+- r)*-*] 

ó s= fl(1+r^(1+r)t-1-"l 
r 

Fórmula que determina cualquiera de las cuatro can­
tidades S, a, r y t, cuando se conocen las otras tres. 

208. Rentas vital icias. Se llaman asi las cantidades 
que recibe una persona durante su vida, por el capital, 
impuesto con esa condición, y á los intereses de este 
capital. 

Es , pues, el mismo primer problema de las anualida­
des y basta reemplazar, en la fórmula allí obtenida, el 
capital prestado por la imposición, r por el tanto por uno 
establecido por la compañía ó sociedad, y el tiempo por 
la vida probable del imponente, que determinan las tablas 
de mortalidad formadas con los datos que la estadística 
bu ministra. 
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PROBLEMAS 
RELATIVOS Á LAS PROGRESIONES Y LOGARITMOS 

Y SUS APLICACIONES, 

I. Hallar la suma de los 30 primeros números i m ­
pares . 

II. Un obrero por cavar un hoyo de 9 metros, recibe 
2,50 pesetas por el primer metro y 0,25 más por cada uno 
de los metros siguientes. ¿Cuánto recibe por la obra? 

III. Un criado entra en una casa con la condición de 
ganar 120 pesetas el primer año, y 25 de aumento en cada 
uno de los sucesivos. ^Cuánto habrá ganado á los 20 
años? 

IV. Hallar el número de términos de una progresión 
por diferencia, cuyo primer término es 2, la razón 3 y el 
último término 44. 

V . Hallar la razón de una progresión por diferencia que 
tiene 12 términos, siendo el primero 22 y el último — 5, 

V I . Un deudor se compromete á pagar en varios me­
ses una suma de 750 pesetas, abonando al acreedor 15 
pesetas el primer mes, y aumentando cada mes una suma 
igual, hasta el último mes que abonará 60 pesetas. ¿En 
cuántos meses extinguirá la deuda y qué suma aumenta 
cada mes? 

V I I . Hallar el 15° término de una progresión por co-
2 cíente cuyo primero es 3 y la razón -—-, y la suma de 
o 

los diez términos. 
VIII. Hallar la razón de una progresión por cociente 
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de diez términos, cuyo primer término es 2 y el último 
39366. 

IX. Un chalán pide un cénJmo por el primer clavo de 
la herradura del caballo, 2 por el 2.°, 4 por el 3.° y asi 
sucesivamente hasta el 32. ¿Cuál es el precio del caballo? 

X . Preguntado el inventor del ajedrez por el premio 
que deseaba, pidió un grano de trigo por la primera ca­
silla, 2 por la segunda, 4 por la tercera y así hasta las 64. 
¿Cuántos granos de trigo pidió? 

X I , Hallar el número de términos de una progresión 
por cociente, cuyo primer término es 3, el último 1048575 
y la razón es 3. 

Calcular por logaritmos las expresiones: 

9 
XII. {/0,00135143789; 7 (9,875643)4; 

4/ 7 u / 3 

XIV. Í l 8 1 7 - | - V ' 3 ; 19 y 
8/ 45,751 

\/ 34 

X V . ^ 5 7 8 9 4 3 - 1 - ; V95782-85752 

13/ 

xv.. V85 Vsv 
Resolver las ecuaciones: 

XVII. 5X = 875479214. 

3 m^ XVIII, ( — | —93 4 
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/ 2 l V / 3 \ - I l 7 

x,x' (ir) (r)u = i» • 
Hallar el valor de x en las expresiones: 

X X . l o g . x = - ^ - l o g . l B - - ^ - l o g . 9. 

X X L log. 0 - | - * ) = 6 log. c - M l o g . c — m . 

X X I I . Cuánto tiempo se necesita para duplicar un c a ­
pital colocado al 5 p0/»-

XXI I I . Una persona tiene que satisfacer anualmente 
5000 pesetas, por espacio de 6 años; pero no habiéndo­
lo hecho; se desea saber cuánto tiene que abonar al cabo 
de ese tiempo, siendo 5 el tanto por ciento. 

X X I V . Una persona que, según las tablas de morta­
lidad, tiene 15 años de vida probable, coloca 25000 pesetas 
para constituir una renta vitalicia, en una sociedad de se­
guros que abona el 4 p0/,, ¿qué renta percibirá? 

X X V . Qué capital representa una renta anual de 3000 
pesetas, durante 10 años, al 5 por ciento. 

X X V I . ¿Qué capital se habrá constituido con una suma 
de 15000 pesetas y sus intereses, al 5 por 100, en 25 años? 

X X V I I . L a población de una capital es de 50000 a l ­

mas, el aumento anual es de-g^- ; ^qué población tendrá 
dentro de 60 años 

X X V I I I . Una persona deja al morir un capital de 
30000 pesetas con la condición de que se reparta entre sus 
herederos dentro de 15 años, en los que producen un 
4 por elenco; pero éstos toman prestadas, al fallecimiento 
del primero, 12000 pesetas al 5 por ciento. ¿Cuánto recibi­
rán (,|; los testamentarios al cabo de esc tiempo? 
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X X I X . A que tanto por ciento se habrán impuesto 
3200 pesetas para que, en 80 años se hayan convertido 
€1134050,70. 

X X X , Qué anualidad habrá q ie satisfacer para extin­
guir en 12 años un préstamo de 35000 pesetas, al 5,25 por 
rjento. 
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